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Introduccién general

La Teoria de Sistemas Dindmicos tiene como objetivo el estudio de los cambios que
experimentan los sistemas fisicos en el transcurso del tiempo, debido a la influencia de
factores externos e internos. Si dichos cambios son de naturaleza aleatoria, es decir, no se

rigen por leyes exactas, estos sistemas se denominan Sistemas Estocésticos.

Para el analisis de un sistema dindmico estocastico es necesario conocer el modelo
matematico que rige su evolucién, asi como las condiciones iniciales que posee al comienzo
del estudio. Para la modelizacion, el estado del sistema en cada instante de tiempo se
describe mediante una o mas variables aleatorias que representan las caracteristicas de

interés de dicho sistema, que constituyen el denominado wvector estado o senal.

Una importante parcela en el estudio y analisis de un sistema dindmico estocastico, en
la que centramos nuestro objetivo en este trabajo, es la prediccion de los valores de la senal
a lo largo del tiempo a partir de la observacién del sistema. El problema que generalmente
se presenta es que la senal no sera directamente observable, sino que sélo se dispondra de
observaciones de alguna manera relacionadas con él que, ademads, estaran usualmente
perturbadas por ruido. Asi, una vez determinado el modelo que rige la evoluciéon del
sistema a lo largo del tiempo, y el modelo que describe las observaciones ruidosas que han
de usarse, pueden utilizarse diversas técnicas de estimacion, esto es, diversos criterios de

optimalidad, para obtener aproximaciones de la senal basadas en dichas observaciones.

III



v Introduccion general

Aunque el problema de estimacion es un topico bien antiguo, ya que el hombre siempre
ha estado interesado en predecir los fenémenos de la naturaleza, el inicio de la teoria de
estimacion puede situarse a principios del siglo XVII, con los intentos de Galileo Galilei
de minimizar varias funciones de error para estimar la posicién de los satélites del planeta
Jupiter; sin embargo, es Newton quien, por los enunciados de las leyes de la mecéanica y
de la gravitacién universal (1687), se considera el precursor formal de la estimacién en

modelos dindmicos.

En lo que atane al enfoque de nuestro trabajo, cabe destacar la importancia que su-
puso en la teoria de estimacion el método de minimos cuadrados, desarrollado por Gauss
en 1795, mediante el cual se pudo determinar con precisién la érbita del asteroide Ceres
después de su ocultaciéon tras el sol. Posteriormente, en 1821, Gauss desarrollé también
una formulacién recursiva de este método de estimacion, la cual permite actualizar su-
cesivamente un estimador con nuevas observaciones, sin necesidad de repetir los calculos
desde su inicio. Este gran avance convirtio la estimacién por minimos cuadrados en la

base para la resolucién de un gran ntimero de problemas de estimacion.

Fue en la primera mitad del siglo XX cuando se realizaron las primeras aplicaciones del
método de minimos cuadrados a la modelizaciéon dindmica. Entre las primeras aportacio-
nes importantes, destacamos las de Kolmogorov (1939), quien proporcioné un tratamiento
completo del problema de predicciéon en modelos estacionarios en tiempo discreto, cuya
metodologia fue extendida por Krein al caso continuo en 1945. De forma independiente,
en 1942, Wiener habia obtenido una férmula explicita basada en céalculos variacionales

para el problema de prediccion lineal en tiempo continuo.

A partir de los anos cincuenta del siglo XX, los estudios se dirigen hacia la debili-

tacion de las restricciones impuestas sobre los procesos objeto de la estimacion en los
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trabajos previamente desarrollados. Sin embargo, todos los resultados téoricos obtenidos
en esta época presentaban graves inconvenientes a la hora de su aplicacién practica, dado
que requerian la resolucién de complicadas ecuaciones, asi como la repeticién de todos
los calculos cada vez que se ampliaba el intervalo de observacién. Estos inconvenientes
supusieron una gran limitacién en el desarrollo de las técnicas de estimacién y en su apli-
cacion a problemas reales, incluyendo los impulsados por la revolucion espacial en los anos

cincuenta, referidos a la determinacion de la posicién y velocidad de satélites.

Para resolver estos problemas, Kalman [34], en 1960, desarroll un algoritmo de es-
timacion recursivo basado en una nueva formulacién del problema; con la introduccion
del modelo de espacio de estados, una ecuacién lineal para representar la evolucion de
una senal dindmica, varié la formulacién convencional de Wiener y, haciendo uso de una
técnica basada en proyecciones ortogonales, obtuvo una expresién recursiva para la ob-
tencién de los estimadores. Dicho algoritmo, conocido como filtro de Kalman, resuelve,
bajo el criterio de minimos cuadrados, el problema de estimacion de una senal lineal dis-
creta a partir de observaciones ruidosas, también lineales, bajo hipdtesis de gaussianidad

e independencia mutua de los ruidos y de la senal en el instante inicial.

Posteriormente, aparecen numerosos estudios sobre aspectos tedricos y préacticos del
filtro de Kalman. Entre ellos, algunos proponen distintas formas de obtener las ecuacio-
nes del filtro; citemos, por ejemplo, Kailath [31], Meditch [39], Anderson y Moore [1],
Caines [5], Brammer y Siffling [3], Catlin [8], Korbicz y Bidyuk [35] y Grewal y Andrews
[20], [21]. Otros generalizan el filtro de Kalman obteniendo algoritmos para el problema
de suavizamiento como Meditch [38] y Kailath-Frost [33] y, ademads, se han establecido
conexiones con otros tipos de estimacién (bayesiana, maxima verosimilitud, etc.), como

puede verse en Jazwinski [30].
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Un recorrido histérico completo y bien documentado sobre el desarrollo de la teoria
de estimacién y aplicaciones en sistemas dindmicos puede encontrarse en Kailath [32] o

en Sorenson [52].

Como hemos indicado, el filtro de Kalman proporciona el estimador de menor error
cuadratico medio en sistemas lineales bajo hipdtesis de gaussianidad e independencia de
los ruidos y de la senal en el instante inicial; sin embargo, cuando estas hipdtesis no
son satisfechas, dicho filtro sélo proporciona el estimador éptimo en la clase de funciones

lineales de las observaciones.

En 1995, De Santis, Germani y Raimondi [49] trataron el problema de estimacién en
sistemas lineales no gaussianos, deduciendo un algoritmo recursivo para la obtencion del
estimador éptimo en la clase de transformaciones polinomiales de segundo grado de las
observaciones, que proporciona estimadores con menor error cuadratico medio que el filtro
de Kalman. Esta técnica de estimacion cuadratica fue posteriormente generalizada por

Carravetta et al. [6], [7] considerando estimadores polinomiales de orden arbitrario.

En la teoria clasica de estimacion en sistemas estocasticos lineales, cuyo desarrollo
general hemos comentado hasta el momento, se supone que la senal que se desea estimar
esta siempre presente en las observaciones disponibles; sin embargo, existen situaciones
préacticas en las cuales, debido a fallos en la transmision de la senal o a posibles interrupcio-
nes aleatorias en el mecanismo de medidas, las observaciones pueden consistir inicamente
en ruido. En estas situaciones, la presencia o no de senal en las observaciones usadas
para la estimacién debe modelizarse de forma aleatoria, dando lugar a los denominados
sistemas con observaciones inciertas, que incluyen en la ecuacién de observacién un ruido

escalar multiplicativo para modelizar dicha incertidumbre.

En 1969, Nahi [42] trat6 por primera vez el problema de estimacién en sistemas linea-
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les con observaciones inciertas. Modelizando la incertidumbre sobre la presencia de senal
en las observaciones mediante un proceso estocastico definido por variables de Bernoulli
independientes, y considerando ruidos aditivos blancos, independientes e independientes
de la senal en el instante inicial, Nahi obtuvo un algoritmo recursivo de filtrado lineal
de menor error cuadratico medio con una estructura similar al filtro de Kalman, cuya
estabilidad fue posteriormente analizada por Tugnait [54]. Més tarde, Monzingo [40] ge-
neralizé el algoritmo de Nahi para resolver el problema de suavizamiento lineal en este

mismo tipo de sistemas.

Debemos indicar que, aun bajo hipotesis de gaussianidad sobre los ruidos aditivos y
la senal inicial, los sistemas con observaciones inciertas son siempre no gaussianos y, por
tanto, el filtro de Nahi sélo proporciona el estimador 6ptimo en la clase de estimadores
lineales. Este hecho condujo a Jaffer y Gupta [28], en 1971, a desarrollar un algoritmo
recursivo para la obtencion del estimador éptimo (en el sentido de menor error cuadratico
medio) en sistemas con observaciones inciertas; sin embargo, aunque teéricamente resol-
vieron el problema, el algoritmo obtenido no era computacionalmente eficiente, ya que
requeria un crecimiento exponencial de memoria para su aplicacion practica; de ahi que,
a raiz de este trabajo, el estudio del problema de estimacién en sistemas con observaciones
inciertas se centrara en la busqueda de estimadores subdptimos que mejorasen al lineal

propuesto por Nahi, desarrolldndose una extensa literatura sobre el tema.

En ese mismo ano, 1971, Rajasekaran et al. [48] obtuvieron estimadores lineales de
menor error cuadratico medio recursivos para el caso de ruido multiplicativo blanco. La
estabilidad de estos estimadores fue estudiada posteriormente por Tugnait [55]. Hadidi
y Schwartz [22], estudiaron el problema de estimacién eliminando la hipdtesis de inde-

pendencia del ruido multiplicativo y probaron ademas que, en general, el filtro lineal de
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minimos cuadrados no tiene estructura recursiva, estableciendo una condicién necesaria
y suficiente para que dicho estimador fuera recursivo. Posteriormente, Wang [56] obtuvo

estos mismos resultados utilizando un tratamiento distinto.

En 1981, Monzingo [41], generalizé el estudio realizado por Hadidi y Schwartz anali-
zando el problema de suavizamiento para el tipo de sistemas considerado en [22]. Chow
y Birkemeier [9], [10], consideraron un modelo con ruido multiplicativo descrito por una
ecuaciéon dinamica y dedujeron una estructura recursiva para el estimador distinta a la de

Kalman.

Por otro lado, Hermoso y Linares trataron los problemas de filtrado y suavizamiento
en el caso de ruidos aditivos correlados, [23] y [24], respectivamente. En 1997, Garcia-
Ligero et al. [19] dedujeron un algoritmo de estimacién polinomial de segundo grado
considerando que la incertidumbre en las observaciones estaba modelizada por variables
aleatorias de Bernoulli independientes. Este estudio fue generalizado por Caballero et al.
en [4] utilizando estimadores polinomiales de orden arbitrario. Nakamori et al. abordaron
el problema de estimacion polinomial usando como informacion la funcién de covarianzas
del proceso implicado [44] y [45], ya que en muchas situaciones précticas, el modelo de

espacio de estados puede no estar disponible.

Todos los trabajos mencionados hasta el momento tratan el problema de estimacién de
senales en sistemas estocasticos lineales; sin embargo, una gran parte de los sistemas reales
suelen presentar algin tipo de no linealidad, lo que hace que el problema de estimacion
oOptima para este tipo de sistemas sea de dificil resolucion; en consecuencia, un gran niimero
de métodos suboptimos han sido desarrollados para abordar el problema de estimacion

en sistemas no lineales.

Uno de los primeros métodos de estimacion en sistemas no lineales, y mas extendido,
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es el desarrollado en 1970 por Schmidt [50] con el fin de mejorar los simuladores de vuelo
de la NASA, conocido como filtro de Kalman Ezxtendido. La metodologia de este algoritmo
de filtrado se basa en la linealizacion de las funciones no lineales que describen el sistema,
aproximandolas por los términos de primer orden de sus desarrollos en serie de Taylor en
los estimadores previamente obtenidos en cada etapa. Una vez obtenida la aproximacion

del sistema original, se aplica el filtro de Kalman al sistema linealizado.

Aunque el filtro de Kalman extendido ha sido aplicado con notable éxito en muchas
situaciones, puede presentar graves inconvenientes cuando las funciones que describen
el sistema son severamente no lineales. Por este motivo, se han desarrollado distintas
versiones que intentan mejorar las estimaciones proporcionadas por él. Entre ellas se
encuentran el filtro de Kalman extendido iterado, basado en sucesivos desarrollos en serie
de Taylor de las mencionadas funciones, y el filtro de Kalman extendido de sequndo orden,
que tiene en cuenta en la linealizacién de las funciones los términos de segundo orden de
sus desarrollos en serie de Taylor (véase, por ejemplo, Simon [51] y Tanizaki [53]). Estas
aproximaciones, generalmente, proporcionan mejores estimaciones que el filtro de Kalman
extendido; sin embargo, desde el punto de vista computacional, su aplicacién practica

puede ser altamente compleja.

Como alternativa al filtro de Kalman extendido, con el fin de resolver los problemas que
éste presenta cuando las funciones que describen el sistema de interés son severamente no
lineales, en 1994 Evensen [13] introdujo otro método de estimacion de senales modelizadas
por ecuaciones no lineales, que conduce al denominado filtro de Kalman ensemble. Este
filtro pertenece a una categoria conocida como filtros particulas, y la idea es basar la
estimacion en simulaciones de valores de la senal en el instante inicial y de los ruidos

que intervienen en el sistema. El filtro de Kalman ensemble ha demostrado gran eficacia
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en diversas aplicaciones practicas y, ademas, el hecho de tener una simple formulacion
conceptual y una facil implementacién explica la gran popularidad que ha adquirido en

los ultimos anos. Una buena referencia para la introduccién a este filtro puede ser [16].

Las aportaciones sobre filtrado ensemble posteriores al primer trabajo publicado por
Evensen han sido numerosas. Ese mismo ano, él mismo completd su aportacion mostrando
la eficacia del filtro de Kalman ensemble sobre el filtro de Kalman extendido mediante
la aplicacién a un modelo oceanografico no lineal, [14]. Algunas publicaciones han sido
dirigidas a la generalizacién de este filtro al problema de suavizamiento. La primera formu-
lacién que resuelve este problema fue dada por van Leeuwen y Evensen [17]; no obstante,
posteriormente, volvieron a revisar dicha formulacion y desarrollaron un nuevo algoritmo
con mejores propiedades [18]. Otros estudios discuten el potencial del uso del filtro de
Kalman ensemble en la estimacién de parametros, por ejemplo el publicado por Evensen

en 2003 [15].

Como hemos comentado anteriormente, es de manifiesta importancia el contemplar el
problema de estimacion en sistemas donde existe la posibilidad de que las observaciones
consistan exclusivamente en ruido. Este hecho ha sido extensamente estudiado en el caso
lineal; sin embargo, las aportaciones para el caso de sistemas no lineales con observaciones
inciertas han sido significativamente inferiores. Entre ellas podemos destacar los trabajos
de Nanakara y Yaz [43], Hermoso y Linares [25] y Nakamori et al. [47], Hermoso et al.
[27] que, usando diferentes aproximaciones, presentan distintos algoritmos recursivos de

estimacion a partir de observaciones inciertas en sistema no lineales.

En términos generales, el objetivo de este trabajo consiste en el estudio del proble-
ma de estimacion de menor error cuadratico medio de una senal no lineal discreta a

partir de observaciones ruidosas, también no lineales, relacionadas con ella, suponiendo
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conocido el modelo que genera la senal. Después de presentar de manera general las
distintas aproximaciones que utilizaremos en nuestro estudio, abordaremos el problema de
estimacion polinomial de segundo grado en sistemas con certidumbre en las observaciones,

para, posteriormente, generalizar los resultados a sistemas con observaciones inciertas.

El desarrollo del trabajo se ha estructurado en tres capitulos, de los que presentamos

seguidamente una breve descripcion.

= El objetivo del Capitulo 1 es presentar las bases sobre las técnicas de estimacién
no lineales que se desarrollan posteriormente. Concretamente, se presenta la me-
todologia del filtro de Kalman extendido, asi como sus extensiones anteriormente
comentadas, el filtro de Kalman extendido iterado, y el filtro de Kalman extendido
de segundo orden. La idea general de estos algoritmos es la de linealizar el sistema
y, una vez obtenida la aproximacion lineal, aplicar el filtro de Kalman. También se
incluye en este capitulo el desarrollo del filtro de Kalman ensemble. Mediante un

ejemplo numérico se ilustran los resultados obtenidos con los distintos algoritmos.

= En el Capitulo 2 se aborda el problema de estimacién cuadratica en sistemas no
lineales con certidumbre en las observaciones. El objetivo de este capitulo es de-
sarrollar un algoritmo de filtrado, el filtro extendido cuadrdtico, que proporcione
estimaciones con menor error cuadratico medio que el filtro de Kalman extendido.
Para ello, después de realizar la aproximacién lineal del sistema, usamos la técnica
propuesta por [49] para construir un nuevo sistema lineal, aumentando los vectores
senal y observacién con sus potencias de segundo orden. Asi, el estimador cuadratico
de menor error cuadratico medio de la senal original se obtiene a partir del estima-
dor lineal de la senal del nuevo sistema. Con el fin de mejorar las estimaciones

proporcionadas por este algoritmo, se desarrollan también dos versiones del mismo,
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siguiendo la metodologia del filtro de Kalman extendido iterado y del filtro de Kal-
man extendido de segundo orden. Por ultimo, se presenta un ejemplo numérico que

ilustra los resultados obtenidos en este capitulo.

En el Capitulo 3, aportamos nuevos resultados al problema de estimacion en siste-
mas no lineales con observaciones inciertas. En primer lugar, desarrollamos un algo-
ritmo de filtro extendido cuadratico, utilizando la misma metodologia del capitulo
anterior. En este caso nos encontramos con que el sistema aumentado no satisface
las condiciones necesarias para aplicar el filtro convencional de Nahi, lo que nos ha
obligado a desarrollar un nuevo algoritmo recursivo de estimacion lineal para dicho
sistema. Posteriormente, se presentan dos extensiones del filtro de Kalman ensem-
ble para el caso de observaciones inciertas, el filtro ensemble y el filtro ensemble
cuadrdtico, en los cuales, ademas de simular la senal inicial y los ruidos aditivos,
se simula el ruido multiplicativo que describe la incertidumbre en las observaciones.
El primero de ellos constituye una extension directa del filtro de Kalman ensemble
para sistemas con certidumbre en las observaciones, mientras que el segundo basa
la estimacién en las observaciones disponibles y sus potencias de segundo grado.
Finalmente, como en los capitulos anteriores, se presenta un ejemplo numérico para

mostrar el comportamiento de los estimadores propuestos.

En un Anexo se presentan los programas de Matlab correspondientes a los dis-
tintos algoritmos propuestos en este trabajo. Dichos programas, en cada iteracion,
simulan la senal que se desea estimar, asi como la observaciéon correspondiente, y
proporcionan, tanto las estimaciones como los errores cuadraticos medios asociados

a las mismas.
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Capitulo 1

Estimacion en sistemas no lineales

1.1. Introduccion

El problema de estimaciéon de senales modelizadas por una dindmica no lineal a partir
de observaciones ruidosas de funciones, también no lineales, de las mismas ha sido exten-
samente investigado debido a que una gran cantidad de sistemas reales suelen presentar
algun tipo de no linealidad, como sucede, por ejemplo, en diversos ambitos de aplicacién
como la Ingenieria, Biologia y Economia. La gran dificultad que supone la obtencién de
estimadores éptimos en este tipo de sistemas ha motivado el desarrollo de un gran niimero

de métodos subdéptimos para abordar el problema de estimacion.

Una de las primeras y mas utilizadas aproximaciones para abordar el problema de
estimacion no lineal es el filtro de Kalman extendido (véase Schmidt [50], Simon [51] y
Tanizaki [53], entre otros), basado en la linealizacién de las funciones que describen el
sistema objeto de estudio; considerando unicamente los términos de primer orden del
desarrollo en serie de Taylor de tales funciones, se obtiene una aproximacion lineal del
sistema no lineal original, en la que se aplica el tradicional filtro de Kalman para obtener

la estimacion de la senal.

Sin embargo, a pesar de su indudable atractivo, debido a su simplicidad y su buen



2 1.1 Introduccion

comportamiento en numerosas situaciones practicas, el filtro de Kalman extendido puede
presentar serias complicaciones cuando las funciones que describen el sistema de interés
son severamente no lineales. Por este motivo, se han desarrollado distintas versiones de
este filtro con objeto de mejorar las estimaciones proporcionadas por el mismo. Entre
ellas se encuentran el filtro de Kalman extendido iterado, en el que se realizan sucesivos
desarrollos en serie de Taylor de las funciones no lineales que describen las observaciones
usadas para la estimacion, y el filtro de Kalman extendido de sequndo orden, con el que
se intenta disminuir el error de linealizacion teniendo en cuenta en las aproximaciones
lineales de las funciones que definen el sistema los términos de segundo orden de su

desarrollo (véase, por ejemplo, Simon [51] y Tanizaki [53]).

Estas aproximaciones pueden mejorar significativamente las estimaciones obtenidas
mediante el filtro de Kalman extendido, aunque en ocasiones su aplicacién practica puede

ser altamente compleja desde el punto de vista computacional.

En 1994, Evensen [13] introdujo un nuevo método de estimacién de sefiales en sistemas
no lineales, conocido como filtro de Kalman ensemble. En principio, este filtro fue con-
siderado unicamente en aplicaciones especificas, como en Oceanografia y Meteorologia
(Bertino et al. [2] y Zheng et al. [59], entre otros); sin embargo, su popularidad ha ido
creciendo debido a su simple formulacién conceptual y a su facil implementacién (véase

Evensen [15], [16] y Li y Xiu [36]).

El filtro de Kalman ensemble pertenece a una categoria de filtros conocidos como filtros
particula, los cuales utilizan técnicas de estimacion basadas en la simulacién de valores de

la senal inicial y de los procesos ruido que intervienen en el sistema.

El objetivo de este capitulo es presentar las técnicas de estimacion previamente citadas

en sistemas no lineales estandar, como base para su posterior extension en los sucesivos
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capitulos. El capitulo se estructura de la siguiente forma: en la Seccién 1.2 se desarrolla
el filtro de Kalman extendido en sistemas no lineales con ruidos aditivos, asi como su
generalizacion al caso de ruidos no aditivos. En las secciones 1.3 y 1.4 se describe la meto-
dologia de los filtros de Kalman Extendido iterado y de segundo orden, respectivamente,
y, por ultimo, en la Seccién 1.5, se presenta la formulacion del filtro de Kalman ensemble.
Finalmente, en la Seccion 1.6, se realiza un ejemplo de simulacién con la finalidad de
ilustrar el comportamiento de los estimadores obtenidos con cada uno de los métodos de

estimacién presentados en este capitulo, y efectuar comparaciones entre los mismos.

1.2. Filtro de Kalman extendido

El filtro de Kalman extendido es un algoritmo recursivo para el problema de estimacion
de una senal a partir de un conjunto de observaciones ruidosas relacionadas con ella,
aplicable al caso en que la ecuacion que describe la dinamica de la senal o la ecuacion
que establece la relacion entre las observaciones y la senial es no lineal. La metodologia
que subyace en esta aproximacion al problema de estimacion es la linealizacion de las
ecuaciones del sistema original, para la posterior aplicacién del filtro de Kalman al sistema
linealizado.

En esta seccion se describe la metodologia del filtro de Kalman extendido para sistemas
afectados por ruidos aditivos (Seccién 1.2.1) y para el caso general de ruidos no aditivos

(Seccién 1.2.2).

1.2.1. Sistemas no lineales con ruidos aditivos

Sean {zy; k > 0} e {yx; kK > 1} los procesos estocdsticos que describen la senal a
estimar y las observaciones de la misma que han de usarse para la estimacion, respecti-

vamente, ambos definidos sobre un espacio de probabilidad (€2, A, P). Se supone que la
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4 1.2 Filtro de Kalman extendido

evolucion de la senal y la relacién entre las observaciones y la senal estan descritas por el

siguiente sistema de ecuaciones dindmicas:

T = fio1(Tp—1, Up—1) + w1, k>1
(1.1)

U = he(xg) + g, k> 1.

donde f; : R"™? — R" k >0y h; : R" — R™, k> 1, son funciones no lineales, continuas

y diferenciables.

Sobre los procesos que intervienen en este sistema se suponen las siguientes hipotesis:

i) La senal en el instante inicial, g, es un vector aleatorio n-dimensional, con media

cero y matriz de covarianzas conocida, F.
ii) {ux; k> 0} es un proceso de control, no aleatorio, p-dimensional.
iii) {wy; k > 0} es un ruido blanco, centrado, con funcién de covarianzas E[wywl] = Q.
iv) {vg; k> 1} es un ruido blanco, centrado, con funcién de covarianzas E[vzvi] = Ry.

v) La senal inicial, zg, y los ruidos {wy; k& > 0} y {vx; & > 1} son mutuamente

independientes.

Como ya se ha indicado, la idea bésica del filtro de Kalman extendido es la aproxima-
cion del sistema bajo estudio mediante un sistema lineal al que se aplican las ecuaciones
del filtro de Kalman. La linealizacién de las ecuaciones del sistema en cada instante de
tiempo se realiza aproximando las funciones correspondientes mediante el primer término
de su desarrollo en serie de Taylor alrededor de los estimadores de la senal obtenidos en

la etapa anterior del algoritmo, como se muestra a continuacion.
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Linealizacién de la ecuacién de la senal

Partiendo del estimador de menor error cuadratico medio de la senal en el instante
inicial, 29,0 = 0, y notando #j_;/4—; al filtro de la sefial en el instante & — 1, obtenido en
la etapa anterior del algoritmo a partir de las observaciones yi,...yx_1, en el instante k
se linealiza la funcién f;_; aproximandola por el primer término de su desarrollo en serie

de Taylor alrededor de Zj_y/x—1:

afkfl<x7 qu)

Ox T=Tk_1/k—1

fk:—l(xk—laUk—l)%fk—l(iqkfl/kfbUk—1)+ (xk—l_i"kfl/kfl)a k> 1.

De esta forma, la ecuacién de la senial se aproxima por la siguiente ecuacion lineal:
Tp = Fp 1 + U1 +wp—, k2>1,

donde Fy_ 1 y uy_1 estan definidas como
afkq(ﬂ?, kal)
(9$ x:i’k,l/k,l (12)

Up—1 = fr—1(Th—1/b—1, Ur—1) — Foc1Zu—1/6-1-

Fr_1 =

Linealizacion de la ecuacién de las observaciones

Una vez linealizada la ecuacién de la senal en el instante k, se obtiene el predictor
de la senal en dicho instante, /.1, a partir de las observaciones y, ... yr—1, como en el
filtro de Kalman, y, con un procedimiento similar al anterior, se aplica ahora el desarrollo

en serie de Taylor a la funcién hy, alrededor de /1,

. Ohy(x .
hi(xr) = h(Zpp—1) + (;i ) A (Tp — Typ—r), k>1
=Lk /k—1
Asi, si definimos

2e = hi( i) — Hipy—1,
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6 1.2 Filtro de Kalman extendido

la ecuacién de observaciéon se aproxima por la siguiente:

Y = Hyxp + 2, +v, kK> 1

De esta forma, el sistema no lineal queda aproximado por
T = Fp2pq + Up—y +wp—y, k21
(1.4)
Y = Hywp + 2z o, k2> 1,

donde Fj_1, Ux—1, Hi y 2 estan definidas en (1.2) y (1.3).

La estimaciéon de la sefial se realiza aplicando el filtro de Kalman al sistema (1.4)

(véase el Apéndice al final de este capitulo), obteniendo el siguiente algoritmo:

= Se parte de las condiciones iniciales:
Zo0 = Elxe) =0
Pojo = E[(zo — &o0) (20 — Z0/0)"] = Po.
= En cada instante k£ > 1, partiendo del filtro obtenido en la etapa anterior del al-
goritmo, Zx_1/k—1, y de la matriz de covarianzas del error de filtrado, Py_1/4—1, se
calcula el predictor, Zy/,—1, y la correspondiente matriz de covarianzas del error,

P11, mediante las siguientes expresiones:

Tr/k—1 = fr—1(Th—1/p—1, Ur—1), k=>1
(1.5)
Pijio1 = Fa Py FLy + Quer, k> 1,

donde Fy_; estd dada por la expresion (1.2).

= A continuacién, se actualiza la estimacién de la senal x; incorporando la nueva
informacion aportada por la observacion y, obteniendo de este modo el filtro, Zy s,

y la matriz de covarianzas del error de filtrado, Py

Tk = Trk—1 + Kilyp — hie(Trje-1)], k21 1.6
1.6
Py = In — Ky Hy)Prjr—1, k> 1,
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donde Hy, estd definida en (1.3), I,, denota la matriz identidad de dimensiones n x n

y K}, la matriz de ganancia del filtro, es obtenida mediante la expresién

Ky, = Py H [Hy Py Hy + Ri] ™" (1.7)

1.2.2. Sistemas no lineales con ruidos no aditivos

En esta seccién presentamos las ecuaciones del filtro de Kalman extendido para sis-
temas no lineales en los que las perturbaciones ruidosas que afectan a la evoluciéon de
la senal y/o a las observaciones no son necesariamente aditivas. El sistema, en tal caso,

puede describirse de forma genérica, como sigue:

T = fro1(Thp—1, W1, W—1), k>1
(1.8)
yr = hi(zg,v), k>1,

donde las hipdtesis sobre los procesos que intervienen son las mismas que las correspon-

dientes al sistema (1.1) considerado en la Seccién 1.2.1.

Para aplicar la metodologia del filtro de Kalman extendido a este tipo de sistemas,
y conseguir un sistema linealizado, hay que tener en cuenta que, ahora, el desarrollo en
serie de Taylor se aplica a funciones de dos variables; salvo esto, la forma de proceder es

similar a la del caso anterior, como puede verse a continuacion.

Linealizacion de la ecuacién de la senal

Para obtener la aproximacion lineal de la ecuacion de la senal, se aplica el desarrollo
en serie de Taylor de la funcién fi—; en el punto (Zx_1/k—1, We—1/k—1), donde Wy_1/5—1 €s
el estimador de wy_; basado en las observaciones yi, ..., yr_1. Debido a las hipdtesis de

independencia impuesta sobre el sistema es claro que w;_1/x—1 = 0y, por tanto, la senal
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8 1.2 Filtro de Kalman extendido

se linealiza mediante la siguiente expresion:

3fk—1($, Uk—1, w)

T R from1(Tp—1/k—1, Up—1,0) + o7 (o) 0)(3%71 — Tp—1/k—1)
T,W)=Tk—1/k—1>
Ofn_ _
+ Jr—1(, uy, 1,w) we1, k>1.
ow (@,w)=(#k—1/5-1,0)

Entonces, si se definen Fj,_q, g1, Wp_1 y Lr_1 como

Fo = afk—1(9687;tk—1, w)

Ug—1 = fr—1(Th—1/k-1, Up—1,0) — Fo1@p—1/k—1

(zw)=(Zx_1/k—-1,0)

Wy—1 = Lp_1wp_1

I . 3fk71($,uk71,w)
k-1 = 9w

)
(z,w)=(Zp_1/k-1:0)

se obtiene la ecuacion linealizada de la senal:

T = Fp 12 + Up—y + Wy, k>1

Linealizacién de la ecuacién de las observaciones

Con un procedimiento analogo al anterior, la aproximacién lineal de la ecuacién
de observacion se obtiene desarrollando en serie de Taylor la funciéon hg en el punto

(k/k—1, U r—1), donde Upp—1 = 0 por el mismo razonamiento que en el caso anterior. Asi,

M (:Bk_i"k/k—l)‘FM

Uk, k Z 17
0r  l(&w)=(@k/x1.0) 0v  l(aw)=(@k/k1.0)

Yk~ Ry (Trje—1,0)+

y definiendo Hy, 2y, Up y M} como
o ahk(‘r7 U)
0r  l@0)=(#1/5-1,0)

Rk = hk(fk/kfb 0) - Hk-@k/kq

Hy,

’[Jk = Mkvk
M — Ohy(z,v) |
Ov  (zw)=(2rk-1.0)
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la ecuacién de observacion se aproxima por
yp = Hpwp + 2, + 0, k> 1

El sistema resultante que se obtiene tras aplicar la aproximacién lineal tiene, por tanto,
la siguiente forma:
Tp = Fp o + gy +Wi—r, k>1
(1.9)
Yk = Hywg + 2, + 0, k21,
y, de nuevo, la estimacién de la senal se realiza aplicando el filtro de Kalman al sistema
(1.9) obtenido tras la linealizacion. Asi, partiendo de las condiciones iniciales,
Zo0 = Elzg) =0
Po/o = E[(SCO - i0/0)(560 - fIO/O)T] =,
el algoritmo es el siguiente:
Tk = Tiyp—1 + Kilyr — hie(Trye—1,0)], k>1
Tr/p—1 = fo1(Tr—1/p-1,u6-1,0), k>1
Ki = Pyt HY [HePopo—1 HY + MR ME]™Y, R >1
Py = [In — KpHy) Py, k>1

Pijro1=Fe1Poyp B+ L Qe Ly, k> 1

1.3. Filtro de Kalman extendido iterado

El filtro de Kalman extendido iterado es un algoritmo de estimacién de senales en
sistemas no lineales desarrollado a fin de mejorar las estimaciones proporcionadas por el

filtro de Kalman extendido (véase Simon [51] y Tanizaki [53]).

Como se ha mostrado en la Seccién 1.2, en la etapa de actualizacion del filtro de

Kalman extendido se utiliza el desarrollo en serie de Taylor de la funcién h, alrededor
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10 1.3 Filtro de Kalman extendido iterado

del predictor, #3/x—1, para obtener el filtro de la senal, zy/; el desarrollo se realiza en
el predictor porque es la mejor estimacion de la senal x; que se tiene antes de disponer
de la medida y;. Sin embargo, una vez obtenida esta observacion, y calculado el filtro,
se dispone de una estimacién mejorada de la senal que puede usarse para desarrollar
nuevamente la funcién hy en serie de Taylor alrededor de la misma, y volver a realizar los

calculos para conseguir una nueva estimacién.

De forma maés especifica, considerando el sistema no lineal (1.1) y aplicando las ecua~
ciones (1.5) y (1.6), se obtiene el predictor, el filtro y las correspondientes matrices de
covarianzas del error:

Tr/k-1 = foo1(Bho1/p—1, Uk—1), k>1
Tk = Thp—1 + Kilyp — hi(Trjp-1)], kB >1
Py = FeaPoijpa Filoy + Qrer, B >1

Py = [In — K Hy| Pyje—1, k> 1,
donde Fy_1, Hy y K}, se encuentran definidas en (1.2), (1.3) y (1.7), respectivamente.

A continuacion, se desarrolla la funcién hy, en serie de Taylor alrededor del filtro, &y y:

. Ohy(x A
hi(xr) = he(Zkg) + 5< ) (e — ), k>1
i T=Zp /1
Entonces, definiendo H} y 2z como
0r  la=iy

23 = hi(Zayk) — Hpwgn,

la ecuacién de observacién se aproxima por

Yp = Hiwp + 20 + v, k> 1

Tesis Doctoral



Estimacién en sistemas no lineales 11

Aplicando entonces el filtro de Kalman se obtienen las siguientes ecuaciones para el
calculo del nuevo estimador y la correspondiente matriz de covarianzas del error:
iﬁzlc/k = Tt + Kplye — hi(Bre) — HY(Erpo1 — Ziw)], k> 1
Pp, = [l — KRH) Pepe—y, k>1,

donde K} se calcula mediante la siguiente expresién:
Ky = P HY'[HY Py HYY + Ry 7"

Este procedimiento puede aplicarse reiteradamente, obteniendo un algoritmo de filtra-
do partiendo de las condiciones iniciales definidas por el filtro de Kalman extendido,
Bk = Erp, k>1
Py = P, k>1,
y realizando el siguiente bucle de iteraciones para el cédlculo de los sucesivos filtros y

matrices de covarianzas de los errores:

i = )

81‘ x:i};/k

Ky = Pua Hy [Hy Prpe HY + Ry
Bk = Trgr—1 + Kilye — ha@in) — Hi(@rgn-1 — )]
Pyle = I = KjH] Pk,

donde i = 0,..., N, siendo N el ntimero de iteraciones.

En cada instante k, el filtro de la senal z;, esta dado por ikN/}:l, y la matriz de covarianzas

del error de filtrado por Pé\/f,:fl.

Debemos indicar que si el sistema bajo estudio es del tipo (1.8) el procedimiento a
seguir para la estimaciéon de la senal mediante el filtro de Kalman extendido iterado es
similar; simplemente hay que tener en cuenta que el desarrollo en serie de Taylor se aplica

a funciones de dos variables.
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12 1.4 Filtro de Kalman extendido de segundo orden

1.4. Filtro de Kalman extendido de segundo orden

El filtro de Kalman extendido de segundo orden es una version del filtro de Kalman
extendido, con el que se intenta reducir el error que se comete en la aproximacién lineal
del sistema de interés. Ambos algoritmos utilizan la misma metodologia pero, con objeto
de reducir el error cometido al aproximar el sistema, el algoritmo de estimacion que se
presenta en esta seccién incluye los términos de segundo orden de los desarrollos en serie
de Taylor de las funciones que intervienen en el mismo (véase Simon [51] y Wishner et al.

[58]); de ahi el nombre de filtro de Kalman extendido de segundo orden.

Para describir de forma concreta la metodologia a seguir se considera el sistema de
ecuaciones no lineal (1.1) (para los sistemas del tipo (1.8) el procedimiento a seguir es

similar).
Linealizacion de la ecuacién de la senal

Como ya se ha indicado, la linealizacién de la ecuacion de la senal se realiza conside-
rando el desarrollo en serie de Taylor de la funcién fy_; en el filtro obtenido en la etapa
k —1, Zx—1/k—1, € incluyendo en la aproximacion los términos de segundo orden de dicho
desarrollo; asi, para k > 1:

afk71<x7ukfl)
ox

Je—1(Tp—1, ur—1) = fro1(Th—1/p—1, Up—1) + (Tho1 — Th—1/k-1)

T=Lp_1/k-1

BN - 7 fioa (@, wen)
5 ;¢i($k1—$k—1/k—1) 92

. (xkfl_ik—l/k—l%
T=Lr—1/k—1

donde fi_, es la componente i-ésima de f;_1 y ¢; es el vector de dimensién n x 1 cuyos

elementos son cero, excepto el de la posicion i, que es uno.

Notemos que en el término de segundo orden aparece una forma cuadratica que hace
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que esta aproximacion no sea lineal; sin embargo, usando la siguiente propiedad:

O?fi (w,up_1)
A T k—1\""
(Th1 $k—1/k—1) O

. (xkfl - i‘k—l/k—l)
T=Tk—1/k—1

O fi (2, up1)
0%z

_ Tr[ (Tr1 = Eporpp—1)(@o-1 — Te1yp—1)” |,

T=Th—1/k—1

y aproximando el factor aleatorio (zy—1 — @x—1/k-1)(Tp—1 — ik_l/k_l)T por su valor medio,
que es precisamente la covarianza del error del filtro, Py_1/,_1, la funcién fr_i(xr—1, up—1)
se aproxima por

Je—1(@p—1,ur—1) = Fro1mp1 + fom1(To—1/p—1, k1) — Feo1Tp—1/p—1

1 — O fi_ (x,up_
+§;¢iTT|: i (T k) Pe k1|, k=1,

0x? T=Tk_1/k—1

donde Fj_ 1 y u_1 se definen como:

F = afk—l(axyuk—l) A
X T=Tp_1/k—1
-1 = fro1(Zr—1/k—1, Ur—1) — Fom1Zp—1/5—1 (1.10)
1 — O fi (w,up_q)
- i [ —1\ Pi_1/k-1].
+ Q;QS r O oty s k—1/k—1

En definitiva, la ecuacion de la senal queda aproximada por la siguiente:

T = Fp 12 + Up—1 +wi—y, k=>1

Linealizacién de la ecuacién de las observaciones

Con un procedimiento similar al anterior, esto es, aplicando el desarrollo en serie de
Taylor de la funcién hy, alrededor del predictor, Zj /41, incluyendo en la aproximacién los
términos de segundo orden de este desarrollo, y aproximando (xy, — Zx/k—1)(@k — iﬁk/kq)T
por su valor medio, la matriz de covarianzas del error de prediccién, tenemos:

0%hi,(x)

A 3 1
hi(zr) ~ Hpwp 4 hi(Tpp—1) — Hppp—1 + 3 Z o L'r [—(91:2
i=1

Pk/k_l] k> 1,

T=Tp/p_1
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14 1.4 Filtro de Kalman extendido de segundo orden

donde A} es la componente i-ésima de hy, y

oh
H, = () , (1.11)
8$ :p:ik/k_l
Entonces, definiendo z; como
1 & O?hi(z)
2o = hi(Ernt) — Hidppy + = m{* P ,], 1.12
k= hi(ZTr/pe-1) Kk + 5 ;415 012 amiy oy F (1.12)
la ecuacién de las observaciones se aproxima por
yr = Hyxp + 2 + v, k2> 1.
Una vez linealizadas las ecuaciones, el sistema no lineal se aproxima por
Tp = Fpqxpq + gy +wp—r, k>1
(1.13)

yr = Hyxp + 21 v, k2> 1,
donde Fy_1, ty_1, Hy y zx estdn definidas en (1.10), (1.11) y (1.12). Entonces, aplicando

el filtro de Kalman (Apéndice A) a este sistema lineal, se obtiene el siguiente algoritmo:

0%hi,(x)

. A . 1
B = Brpe1 + K[y = halngea) = 5 Z 6T (55

Pk/k—1>:|a k>1

Zp/p—1

~ . 82f xuk
Bugit = Fior(Bosjir ) + Z@[ ol )

Ky, = Py H] [Hy Py H + Ri]” 1, E>1

Pkfl/k71:|a k>1

T 1/k-1

Py = I — KpHpPrjr—1, k>1

T
Pojkor = Fer Poo1jp By + Qr—1, kK 2>1,
cuyas condiciones iniciales son

Zi'o/() = E[[Eo] = O

P0/0 = E[(ﬂﬁo - 530/0)(950 - fO/o)T] = F.
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1.5. Filtro de Kalman ensemble

Como ya se ha indicado, el filtro de Kalman ensemble pertenece a la categoria de
los conocidos como filtros particula, que utilizan técnicas simulacién de los procesos que

describen el sistema de interés.

Para describir la metodologia de este filtro consideramos de nuevo el sistema no lineal

con ruidos aditivos (1.1):
Ty = fro1(Tp—1, Wp—1) w1, Kk >1
yr = hi(zg) + v, kK >1,

satisfaciendo las hipétesis establecidas en la Seccién 1.2.1.

Al igual que los anteriores, en cada iteracion, el algoritmo de filtrado Ensemble actia

en dos etapas, la de prediccion y la de actualizacion, como se describe a continuacion.

Etapa de prediccién

En el instante k = 1, se parte de un conjunto de puntos muestrales, i‘é/o, e ,ig/o,
simulados a partir de la distribucion de la senal inicial, xy. Para cada instante k > 1,
se parte de un conjunto de ¢ filtros, i,lg_l/k_l, e ,iz_l/k_l, que se habran obtenido en la
iteracion previa del algoritmo. Propagando cada uno de estos filtros a través de la ecuacion

de la senal, se obtiene el siguiente conjunto de predictores:

~i _ ~i i C_
Th/k—1 = fkfl(xk—l/kfla Up—1) + Wj,_q, 1=1,...,q,

donde los valores w¢ _; son simulados de la distribucién del ruido wy_.

Una vez obtenido el conjunto de predictores se calcula el predictor de la senal, Zj /1, y

la correspondiente matriz de covarianzas del error, Py/;—1, por la media y cuasicovarianza
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de éstos; es decir:
1,
Brjpr = 5Z£z/k_1, k> 1
i=1

1 < i N ", .
Prjp = 1 D @gpr = Brpe1) @y — Brp1)’s k> 1
=1

Etapa de actualizacion

El punto de inicio de esta etapa es el conjunto de predictores :i,lf/k_l, e ,:?:Z/k_l, obte-
nido en la etapa anterior. Este conjunto de puntos se propaga a través de la ecuacion de
observacion:

:gl’i:/k—l - hk('®2/k—l) +vlicv 1= 17"'7Q7

donde los valores vi son muestreados de la distribucién del ruido vy,.

. /\1 /\q .
A partir de los puntos transformados, 7, Jhe1o s U spo1> S€ calcula el predictor de la
b i6n, 7 di iz d i del pP? [
observacion, g/k-1, y su correspondiente matriz de covarianzas del error, P/, ,, asf como
la matriz de covarianzas cruzadas del error del predictor de la senal y de la observacion,

P,f;’k_l, mediante la media y cuasicovarianzas correspondientes; es decir:

i LS
Yr/k—1 = 52%/1@—1; k=1
i=1

1 : ~j N ~q A
P/f/k—1 “a_1 (yk/k—l - yk/k—l)(yk/k—l - yk/k—l)T; kE>1
q i=1
Ty 1 ! A A ~7 ~ T
Pk/k—l = —q 1 Z(xk/kq - l‘k/k—l)(yk/kq - yk/k—l) , k>1
i=1

Una vez obtenidos estos valores, se calculan los filtros correspondientes mediante las

ecuaciones del filtro de Kalman:

iﬁiﬁ/k - ‘ﬁ/k—l + Plf/ykq(Pig/kq)_l(yk - ?Qi/kq), 1=1,...,q.
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Finalmente, el filtro de la senal, Zj/, y la matriz de covarianza del error de filtrado,

Py, se calculan como

Tr/k = Z xk/ka

Poj = q——l Z(:z;/k — &) (&g, — Eape)”, k> 1
i=1

Version alternativa del filtro de Kalman ensemble

Como alternativa al procedimiento descrito anteriormente en la etapa de actualizacién,
el conjunto de predictores puede propagarse solamente a través de la funcién hy y, en tal
caso, las matrices de covarianzas P o1 Y Py k1 S€ obtienen a partir de las correspon-

dientes a los puntos transformados y de la matriz de covarianzas del ruido vy:

'glic/k—l:h (%/k 1) 1=1,...,q

Zk/k1 = sz/k 1 >1

q

1 5 . 5 5
By “i-1 Z(zk/k—l — Zijn—1) Bhppo1 — Znjp—1)’ + R, b >1
1=1
1 < .
Pl =1 > (s — Tagn-1) Ghppor — 2n-1)’s k> 1
=1

Entonces, los filtros se calculan a partir de las siguientes ecuaciones:

fz/k = j;}c/k—l + Plf/k 1(P13/k—1>_1[yk - 211/1@—1 - Uii]» 1=1,...,q,

donde los valores vi son muestreados de la distribucién del ruido vy,.
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18 1.6 Ejemplo numérico

1.6. Ejemplo numérico

Con la finalidad de ilustrar los resultados expuestos en este capitulo se han implemen-
tado en Matlab los distintos algoritmos, aplicandose a un modelo no lineal correspondiente
a una senal escalar, {xy; k > 0}, que evoluciona de acuerdo a la siguiente dindmica:

1

S
3, +3 ot -

T =
donde

i) La senal en el instante inicial, xo, es una variable aleatoria gaussiana, con media

cero y varianza Py = 1.

i1) El proceso {wy; k > 0} es un ruido blanco gaussiano, centrado, con varianzas

Qw=1,k>0.

Las observaciones usadas para la estimacion de la senal estan descritas por la siguiente

ecuacion:

yp = 7; +exp(zy) +op, k> 1, (1.14)

donde el proceso {vg; k > 1} es un ruido blanco gaussiano, centrado, con varianzas

Ry=1Fk>1.

Para cada uno de los algoritmos, se ha realizado un programa que simula la senal que se
desea estimar, asi como las observaciones correspondientes, y proporciona las estimaciones
de filtrado. En todos los casos, se han considerado 1000 simulaciones y 50 iteraciones del

algoritmo para cada simulacion.

Para medir la bondad de las estimaciones proporcionadas por cada algoritmo se uti-

liza la media de las desviaciones cuadraticas de los valores simulados de la senal y sus
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estimaciones; es decir, el error cuadratico medio,
1000
1

_ s ~8 2 _

donde, para cada instante k, zj denota el valor de la senal generado en la simulacién s y

T3 Ik denota el filtro calculado con el correspondiente algoritmo en dicha simulacion.

Como ya se ha indicado, el filtro de Kalman extendido iterado y el filtro de Kalman
extendido de segundo orden son modificaciones del filtro de Kalman extendido que inten-
tan mejorar las estimaciones proporcionadas por éste. A continuacién, verificamos este
hecho comparando los errores cuadraticos medios de las estimaciones obtenidas con cada

uno de estos algoritmos.

El filtro de Kalman extendido iterado se basa en sucesivos desarrollos en serie de
Taylor de la funcién hy. En el ejemplo que nos ocupa, considerando 20 iteraciones de este
proceso en cada instante de tiempo k, observamos una evidente mejora sobre el filtro de

Kalman extendido, como se muestra en la Figura 1.1.

En la Figura 1.2, para las mismas simulaciones de la senal y las observaciones consi-
deradas en la Figura 1.1, se presentan los errores cuadraticos medios del filtro de Kalman
extendido y del filtro de Kalman extendido de segundo orden, observandose, de forma

global, la mejora en el comportamiento del segundo frente al primero.
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1.6 Ejemplo numérico

2.4

2.2

1.8

1.6

14

1.2

0.8

ECMk del filtro de Kalman extendido

ECMk del filtro de Kalman extendido iterado

10

15

20

25
Instante k

30

35

40

45

50

Figura 1.1: Error cuadratico medio del filtro de Kalman extendido y del filtro de Kalman
extendido iterado.
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24 T T T T T T T T T
....... ECMk del filtro de Kalman extendido

ECMk del filtro de Kalman extendido de segundo orden

1.8+ . i

6 o

1 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Instante k

Figura 1.2: Error cuadratico medio del filtro de Kalman extendido y del filtro de Kalman
extendido de segundo orden.

A continuacién, en la Figura 1.3 se muestran los errores cuadraticos medios de las
estimaciones obtenidas con el filtro de Kalman extendido y el filtro de Kalman ensemble
para las mismas simulaciones de la senal y las observaciones consideradas en las figuras
anteriores. Los resultados obtenidos con los algoritmos de las dos versiones del filtro de
Kalman ensemble expuestas en este capitulo son practicamente los mismos y, por lo tanto,
no se distingue entre ellos. Tomando 100 puntos muestrales simulados de las distribuciones

de la senal inicial y de los ruidos, se observa que las estimaciones proporcionadas por el
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filtro de Kalman ensemble mejoran notablemente a las del filtro de Kalman extendido.

24 T T T T T T T T T
....... ECMk del filtro de Kalman extendido

2.2 ECM, del filtro de Kalman ensemble _ .

1.8 . i

1.2 .

08N/ AAAL A AN N

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Instante k

Figura 1.3: Error cuadratico medio del filtro de Kalman extendido y del filtro de Kalman
ensemble.
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Para finalizar, en la Figura 1.4, se presentan conjuntamente los errores cuadraticos
medios de las estimaciones obtenidas con los distintos algoritmos con el fin de visualizar

globalmente el comportamiento de los mismos.

281 ..., I‘ ECMkI del fiItrc; de Kalrlnan exttlendido | | | | 7
26l ECM, del filtro de Kalman extendido iterado |
ECMk del filtro de Kalman extendido de segundo orden
2.4r ECM, del filtro de Kalman ensemble )
2.2f N
2r i
1.8 y
161 i
14F A
1.2 N
1r i
0.8f \A/\/\/\/\/\/\/\,\/\/\/\/\/\/N
0 é 1I0 1I5 2I0 2I5 3I0 3I5 4IO 4I5 50

Instante k

Figura 1.4: Error cuadratico medio de los filtros de Kalman Extendido, Kalman Extendido
iterado, Kalman Extendido de segundo orden y Kalman Ensemble.
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Apéndice: Filtro de Kalman

El filtro de Kalman es un algoritmo recursivo para el problema de estimaciéon mini-
mo cuadratica de una senal, a partir de observaciones ruidosas relacionadas con ella,
que proporciona el estimador 6ptimo bajo hipdtesis de gaussianidad de los procesos que

intervienen en el problema.
Se considera el siguiente sistema:
Ty = Fy1xp1 + Groqup—1 + wp—1, k>1
yr = Hirp +og, k> 1,
donde {z; k > 0} es un proceso estocastico n-dimensional definido sobre un espacio

probabilistico (2, A, P), que describe la senal a estimar, e {yx; k > 1} es el proceso que

describe las observaciones usadas para la estimacién. Se suponen las siguientes hipétesis:

i) La condicién inicial, zo, es un vector aleatorio gaussiano, con media cero y matriz

de covarianzas conocida, Fj.
ii) {ug; k> 0} es un proceso de control p-dimensional.

iii) Fy, Gy v Hy son matrices conocidas de dimensién n X n, n X p y m X n, respectiva-

mente.

iv) {wg; k& > 0} es un ruido blanco gaussiano, centrado, con funcién de covarianzas

E[wkij] = Q10k—;, donde § denota la funcién delta de Kronecker.

v) {vg; k > 1} es un ruido blanco gaussiano, centrado, con funcién de covarianzas

E[UkUJT] = Rkék_]‘.

vi) El estado inicial, xg, y los ruidos {wy; & > 0} y {vx; & > 1} son mutuamente

independientes.
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El algoritmo viene dado por las siguientes ecuaciones:
Tuk = Ty + Kilyy — Hilpjp—a], k>1
-1 = Fo1@p—1p—1 + Groug—r, k>1
Ky = Py H [HyPojp o HE + R ™', k>1
Py = Iy — KpHp|Peji—n, k2>1
Py = Froa P Fio g+ Qier, k> 1,
partiendo de las condiciones iniciales

ZL'()/O = E[[Eo] = O

Pojo = El(o — #0j0) (20 — #0y0)"] = Po.
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Apéndice: Filtro de Kalman
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Capitulo 2

Estimacion cuadratica en sistemas
no lineales con certidumbre

2.1. Introduccion

Los filtros extendidos que se han presentado en el Capitulo 1 resultan de la aplicacién
del filtro de Kalman a distintos sistemas lineales que se usan para aproximar al sistema
original no lineal. Sin embargo, como es conocido, el filtro de Kalman sélo proporciona
el estimador 6ptimo de la senal, en sistemas lineales, bajo hipétesis de gaussianidad e
independencia mutua de los ruidos y de la senal inicial; cuando esta hipétesis no se verifica,
el estimador 6ptimo no es funcién lineal de las observaciones, y el filtro de Kalman sélo
proporciona el estimador de menor error cuadratico medio de la senal en la clase de

funciones lineales.

En general, incluso en sistemas lineales, la obtencion del estimador éptimo en el sentido
de menor error cuadratico medio, la esperanza condicionada de la senal dadas las obser-
vaciones, no puede llevarse a cabo mediante algoritmos recursivos computacionalmente
eficientes, y el problema de estimacion se reconduce hacia la obtencién de estimadores

subéptimos que mejoren al lineal, intentando disminuir la complejidad computacional
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28 2.1 Introduccién

que conlleva el calculo del 6ptimo.

En 1995, De Santis, Germani y Raimondi [49] abordaron el problema de estimacién
en sistemas lineales no gaussianos, deduciendo un algoritmo recursivo que proporciona el
estimador de menor error cuadratico medio entre todas las transformaciones polinomiales
de segundo grado de las observaciones. Ya que dicha clase de transformaciones contiene a
las lineales, los estimadores obtenidos mediante este algoritmo mejoran, en el sentido de
menor error cuadratico medio, a los obtenidos mediante la aplicacién del filtro de Kalman

en sistemas no gaussianos.

El procedimiento usado en [49] para la obtencién del algoritmo de estimacién cuadrati-
ca consiste en construir un nuevo sistema a partir del original, aumentando los vectores
senal y observacién con sus potencias de segundo grado, definidas mediante el producto
de Kronecker, y aplicar en este sistema aumentado un algoritmo de filtrado lineal. Este
procedimiento fue posteriormente extendido para la obtencion de algoritmos recursivos de
estimacion polinomial de grado arbitrario (véase Carravetta et al. [6]), habiendo quedada
probada la efectividad de estos estimadores frente a la de los lineales mediante su apli-
cacion a diversos problemas de procesamiento de senales, como restauracion de iméagenes
(Dalla Mora et al. [11] y Uppala y Sarh [57]) o estimacién de senales actsticas (Nakamori
et al. [46]).

El objetivo de este capitulo es utilizar esta técnica de estimacion cuadratica en los
sistemas linealizados que se obtienen para aproximar los sistemas no lineales, con el fin
de mejorar los estimadores proporcionados por el filtro de Kalman extendido, el filtro de
Kalman extendido iterado y el filtro de Kalman extendido de segundo orden. Una primera

aproximacién a este estudio, que desarrollaremos en este capitulo, puede verse en [26].

El capitulo comienza con una seccion dedicada a presentar la interpretacién geométrica
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de los estimadores polinomiales de segundo grado en términos de proyecciones ortogonales.
En la Seccién 2.3 se realiza la descripcion del sistema no lineal sobre el que abordaremos el
problema de estimacién cuadratica. Seguidamente, en la Seccion 2.4, se deduce un primer
algoritmo de filtrado cuadratico, el filtro extendido cuadrdtico, aplicando la técnica de [49]
al sistema linealizado en el que se obtiene el filtro de Kalman extendido. En las secciones
2.5y 2.6, se presentan el filtro extendido cuadrdtico iterado y el filtro extendido cuadradti-
co de sequndo orden, respectivamente, con los que se pretende mejorar los estimadores
obtenidos en la Seccién 2.4 en el mismo sentido a como se ha realizado el estudio en el
Capitulo 1. Por ultimo, se realiza un ejemplo numérico para ilustrar el comportamiento

de los estimadores cuadraticos propuestos en este capitulo.

2.2. Estimacién cuadratica y proyecciones ortogonales

El objetivo de esta seccién es mostrar la interpretacién geométrica del problema de

estimacién de menor error cuadratico medio en términos de proyecciones ortogonales.

Sea L2, (9, A, P) el conjunto de clases de equivalencia de vectores aleatorios n-dimen-
sionales definidos sobre el espacio probabilistico (£2,.4, P), con momentos de segundo
orden finito. Como es conocido, £3. (2, A, P) tiene estructura de espacio de Hilbert con

el producto escalar < U, W >= E[UTW].

A continuacién mostramos que si X € £%,(2, A4, P)eY € L%,.(Q, A, P), el estimador
lineal de menor error cuadratico medio de X basado en Y coincide con la proyeccion

ortogonal de X en el subespacio de funciones lineales n-dimensionales del vector Y.

Denotemos por H,,(Y") al subespacio lineal de £3.(f2, A, P) obtenido mediante trans-

formaciones lineales n-dimensionales del vector Y’ = (1  YT)T € R™* vy por HX(Y”) al
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complemento ortogonal de H,(Y’) en £3.(2, A, P):
HXNY)={W € L3.(Q,AP): <W,U>=0,VU € H,(Y)}

Ya que H,(Y') es un subespacio lineal cerrado de L£3.(S, A, P), el teorema de la
proyeccién ortogonal establece que todo vector X € L£2,(Q, A, P) se puede descomponer
de forma tnica como suma de un vector X € H,(Y”), denominado proyeccion ortogonal

de X sobre H,(Y"), y un vector X € H-(Y"):
X=X+X, XecH,(Y) XeHHY.

Mostramos a continuacion que la proyeccién ortogonal, X, minimiza el error cuadratico
medio cometido al aproximar X por una transformacion lineal de Y’. En efecto, ya que
H,(Y") es un espacio lineal, si tomamos un vector U € H, (Y"), el vector X —U € H,(Y")

y, por tanto, es ortogonal a X — X = X € HE(Y"); entonces:

E(X-U)" (X -U)] = E[[(X - X)+ (X -U)]'[(X = X) + (X = U)]]
= B[(X - X)"(X = X)| + BE[(X - U)"(X ~ U)]
> B[(X - X)"(X - X)),
lo que efectivamente muestra que el error cuadratico medio cometido al aproximar X por
un elemento del espacio H,(Y”) se minimiza en la proyeccién ortogonal; ésta es, por tanto,

el estimador lineal de menor error cuadratico medio de X basado en Y, que sera notado

en lo sucesivo como

~

XE = (X,

Como hemos indicado anteriormente, el objetivo de este capitulo es obtener aproxi-
maciones de los estimadores de menor error cuadratico medio en la clase de funciones
polinémicas de segundo grado de los vectores en los que se basa la estimacion. Estos

estimadores, que seran referidos en lo sucesivo como estimadores cuadrdticos, pueden
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también obtenerse en términos de proyecciones ortogonales, considerando los subespacios

apropiados, como mostramos a continuacién.

Si el objetivo es estimar el vector X € £2,(£2, A, P) mediante una funcién polinémica

de segundo grado del vector Y, se considera el vector
V" — (1 yT Y[Q}T)T c Rm2+m+1
donde Y2 =Y ® Y € R™, denotando ® el producto de Kronecker [37].

Suponiendo que el vector Y tiene momentos de cuarto orden finitos, E[YHTY ] < oo,

es claro que el vector aumentado Y pertenece al espacio ﬁ]fWQ i (2, AL P).

Entonces, como hemos mostrado anteriormente, el estimador cuadrédtico de menor
error cuadratico medio de X basado en Y (funcién lineal de Y e Y) es la proyeccién
ortogonal de X sobre H,(Y"), el subespacio lineal cerrado de £2.(f2, A, P) obtenido me-
diante transformaciones lineales de Y”; este estimador seréa denotado por

~

X9 =T11(X)| g, (vm-

Asi, el estimador cuadratico de menor error cuadratico medio se puede obtener como

un estimador lineal de menor error cuadratico medio considerando los espacios apropiados.

Notemos que ambos estimadores, tanto el lineal como el cuadratico, son proyecciones
ortogonales sobre subespacios lineales, y teniendo en cuenta que H,(Y') C H,(Y"), se
deduce que el error asociado al estimador cuadratico es menor o igual que el asociado al

estimador lineal,
E[(X = X9T(X - X9)] < E[(X - XH)"(X - X")],

lo que motiva el estudio del problema de estimacion cuadratica en el intento de mejorar

los resultados obtenidos con la consideraciéon de estimadores lineales.
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A continuacién establecemos las propiedades de los procesos que intervienen en el

sistema necesarias para abordar el problema de estimacién cuadratica.

2.3. Descripcion del sistema

Sea {xy; k > 0} el proceso estocéstico n-dimensional que describe la senal a estimar,
e {yr; k > 1} el proceso m-dimensional que describe las observaciones usadas para la

estimacion.

Se supone que la senal evoluciona en el tiempo a través de una funcién no lineal, y
que dicha evolucién esté perturbada por un ruido aditivo {wy; k > 0}; se supone también
que las observaciones que se usaran para la estimacién de la senal son de funciones no
lineales de la misma, afectadas por un ruido aditivo, {vy; k& > 1}. Por lo tanto, el sistema

bajo estudio se describe por las siguientes ecuaciones:

zr = fr—1(Tp-1) + wp—1, k>1
(2.1)
yr = hi(zp) + v, k> 1

Para abordar el problema de estimacién cuadratica de la senal xj a partir de las
observaciones ¥, ..., Yk, se consideran las potencias Kronecker de segundo orden de los
vectores correspondientes,

xf]:xk@)ack € R”Q,

2
y;[f]:yk®yk e R™,

y en virtud de los resultados presentados en la Seccién 2.2, si se supone que todos los

vectores considerados en este problema tienen momentos de segundo orden finitos (esto

es, Elriz;] < oo, vy E[yJ[-Q}TyJP]] < oo, j=1,...,k), el estimador cuadratico de menor

error cuadratico medio de la senal x; es su proyeccion ortogonal sobre el espacio de

transformaciones lineales de y1, ..., yr v sus potencias de segundo orden, y?], e ,y,[fl.
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Debemos indicar que la existencia de los momentos de cuarto orden de las observa-
ciones requiere la existencia de los correspondientes de la senal. Asi, para el estudio del

problema planteado se suponen las siguientes hipétesis sobre el sistema (2.1):

i) Lasenal en el instante inicial, 2o, es un vector aleatorio n-dimensional, con momentos
hasta el cuarto orden finitos y conocidos, que se denotan de la siguiente forma:

E[SE‘(]] = Mo,

E [(z0 — po)(x0 — o)™ ] = Py,

T
E | (zo — po) (xg] - L [15([)2]]) } = P0(3)7

i T
FE (:c([)2] ) [x([)Q]D (:I;[OZ] —F [x([)Q]D } = Pé4).

ii) {wy; k> 0} es un ruido blanco n-dimensional con momentos hasta el cuarto orden

conocidos:
E[wk] = 0,

E [wpwl] = Q.
E {wk (w,[f] - F [w,[f}])T} = S),
o [(o - £ [uf]) (- £ [s])] - 2

iii) {vg; k > 1} es un ruido blanco m-dimensional con momentos hasta el cuarto orden
Elvg) =0,
conocidos:
E [vkv,ﬂ = Rk,

E {vk (v,[f] —FE [UE])T] = R;(ﬁs),

E [(Ugl e []) (o - £ [quﬂ _RY.
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w) fr.: R" = R" y hy : R" — R™ son funciones no lineales, continuas y diferenciables.

v) La senal inicial, zo, y los ruidos {wy; k& > 0} y {vx; k& > 1} son mutuamente

independientes.

2.4. Filtro extendido cuadratico

Como se ha comentado en el Capitulo 1, uno de los métodos de estimacién mas usado
en sistemas no lineales es el filtro de Kalman extendido, cuya base es la linealizacién del
sistema aplicando el desarrollo en serie de Taylor a las funciones no lineales que lo definen;

una vez obtenida la aproximacion lineal, se aplica el filtro de Kalman.

El objetivo de esta seccidén es aplicar la metodologia del filtro de Kalman extendido
para obtener un algoritmo recursivo de estimacion cuadratica; esto es, linealizar el sistema,
y obtener estimadores basados en las observaciones linealizadas y sus potencias de segundo

grado.

El procedimiento a seguir, una vez obtenido el sistema linealizado, es construir un
nuevo sistema en el que los vectores senal y observaciéon se obtienen anadiendo a los vec-
tores senal y observacion del sistema linealizado sus potencias de segundo grado, definidas
mediante el producto de Kronecker. El estimador cuadratico de la senal del sistema inicial
se obtendra entonces a partir del estimador lineal de la senial aumentada basado en las

observaciones aumentadas.

2.4.1. Linealizacion del sistema

Para tratar el problema de estimacién cuadratica con la metodologia del filtro de
Kalman extendido, comenzamos linealizando las ecuaciones que definen el sistema (2.1),

como se ha expuesto en el Capitulo 1.
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En cada instante de tiempo k > 1, la linealizacion de la ecuacion de la senal se realiza
aplicando el desarrollo en serie de Taylor de la funcion fy_; en el filtro obtenido en el
instante anterior, que notaremos fg_l k1Y la ecuacién linealizada de las observaciones se
obtiene aplicando el desarrollo en serie de Taylor de la funcién hy en el predictor, :i"g/kfl.
Asi, considerando los términos de primer orden de los desarrollos correspondientes, las

ecuaciones del sistema en cada instante se aproximan por las siguientes:
Ty =Fpxp tupg twpmr, kK21
(2.2)
Uk = Hyop + 2 o, k21,

donde Fj_1, up_1, Hp v 2z, estan definidas como sigue:

Ofr_1(x
R = fk61(> .
Z =T _1/k—1
Uk—1 = fk—l(‘%g—l/k—l) - Fk—lig—l/k—l
Ohy.(x
o, — 5( ) .
T le=z0,

Rk = hk@g/k_l) - Hki’kQ/k_r

Con objeto de simplificar los desarrollos posteriores, centramos los vectores senal y
observacion, obteniendo
Tp = Fp T +wp—, k2>1
(2.3)
U = Hytp + v, k>1,
donde Zy = x — Elxy] € Gr = yx — Elyx]-
Teniendo en cuenta las ecuaciones del sistema (2.2), las medias de la senal aproximada,
E[zy], pueden obtenerse recursivamente y, a partir de ellas, las de las observaciones, E[yy],
mediante las siguientes expresiones:

Elzy) = Fy1 Flrg—1]) +ug—1, k>1
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Ya que el espacio lineal generado por un conjunto de vectores coincide con el generado

por el conjunto de vectores centrados, el estimador cuadrético de zy, en el sistema (2.2) se

obtendra a partir de las observaciones centradas, ¥, ..., yx, correspondientes al sistema
(2.3), y sus potencias de segundo orden, gF], . ,gj,[f].

Por tanto, en lo que sigue, abordamos el problema de estimacion cuadratica en el
sistema centrado (2.3). Comenzamos definiendo el sistema aumentado y estudiando sus

propiedades.

2.4.2. Sistema aumentado. Propiedades

Como hemos indicado en la Seccién 2.2, el problema de estimaciéon cuadratica se puede
reformular como un problema de estimacion lineal, aumentando los vectores observaciéon
con sus potencias de segundo grado. Para llevar a cabo este tratamiento del problema en el
sistema (2.3), aumentamos los vectores senal y observacién afadiendo sus correspondientes
potencias Kronecker de segundo grado:

Xi = (“%[’;}) e R™™ | Y= (y_[’;]) e R™™
T Uy

Entonces, el vector formado por las n primeras componentes del estimador lineal de
la senal aumentada, Xj, basado en las observaciones aumentadas, Y7, ..., Y., proporcio-
na el estimador cuadrético de z; basado en #,..., ¥y, 0, equivalentemente, el estimador
cuadratico de zj basado en ¥, ..., yr. Una vez obtenido éste, el estimador requerido (es-

timador cuadrético de x basado en yi, ..., yx) se obtendra suméndole la media del vector

original, Elxy].

Asi, nuestro objetivo concreto en esta seccién es abordar el problema de estimacion

lineal de X}, a partir de Y7,..., Y.
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Comenzamos analizando la dinamica de los vectores aumentados, con el fin de com-
probar si el modelo corresponde a un sistema lineal con las propiedades requeridas para

aplicar el filtro de Kalman. Para ello, es necesario calcular las potencias de segundo grado

de los vectores senal y observacién centrados, xL] e 91[417 para las que, teniendo en cuenta

las propiedades del producto de Kronecker, se obtienen las expresiones especificadas a
continuacién (en ellas, y en todo lo que sigue, K, denota la matriz conmutacion, e I, la
matriz identidad de dimensiones a X a).

Potencias de segundo grado de la senal

Teniendo en cuenta la ecuacién de la senal del sistema (2.3) se tiene que

ff} = FE]@LQ] L+ (Fro1Zpet) @ Wiy + wi—1 @ (Fy—1Tp—1) + w;[ip

y, definiendo
O = (L2 + Kp2)[(Fozr) @ wi] + w2, k>0,

obtenemos la siguiente expresion:

) = Pl o, k>

Potencias de segundo grado de la observacion
Procediendo de forma andloga con la observacion del sistema (2.3), se obtiene que
g2 = B2 4 (Huz) @ o + ve ® (Hiiig) + 07,
y, por tanto, si notamos

Uy, = (I + K2 )[(HyZy) @ o) + 0, k> 1,

tenemos que

g0 = 2P +wy, k> 1
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Teniendo en cuenta las expresiones anteriores, es facil comprobar que los vectores senal

y observacién aumentados satisfacen
Xp=F 1 X + Wiy, k>1,

Ve = Hyp Xp + Vi, k>1,

k — 0 F]£2] s k — 0 HE] ;

[ Wk o Vi
() ()

De nuevo, para simplificar los desarrollos posteriores, centramos los vectores de este

donde

sistema, obteniendo:
Xp=FaXp1 + Wiy, k>1
Vi=HXp+ Vi, k>1.

donde

X=Xy — E[Xy], We =W, — EWW,], Vi = Vi — E[Vi], Y =Yi — EY3].

En este sistema lineal centrado, que denominaremos sistema aumentado, obtendre-
mos un algoritmo recursivo de estimacion lineal, y el estimador cuadratico de la senal
x) se obtendra a partir del estimador lineal de la senal aumentada, X, basado en las

observaciones aumentadas Y, ..., Y.

Para abordar el problema de estimacion lineal en el sistema aumentado, necesitamos
conocer las propiedades de segundo orden de los procesos que intervienen en el mismo,

que se especifican en las siguientes proposiciones.
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Proposicién 2.1. El proceso {Wy.; k > 0} es blanco, centrado, y con matrices de cova-

- (3)
o= (D %)

B = (e + Koe) [(FePET) © Qi) (e + Ko) + QLY

rianzas dadas por

stendo

donde P, = E[z,TL] se obtiene recursivamente a partir de Py = E[ToTL] por la relacion

Py =Fy 1P FL 4+ Qpa, k> 1

Demostracién. Claramente, el ruido {Wj; k > 0} es centrado por definicién. A conti-
nuacion, haciendo uso de las propiedades del producto de Kronecker y de las hipotesis
de independencia impuestas en la Seccion 2.3 sobre el sistema original, se obtienen las

expresiones especificadas para las cajas de la matriz E[W,WT]:

s [ [wkwﬂ = Qror_s, donde 0;_, denota la funcién delta de Kronecker, lo cual es

inmediato por ser {wy; k& > 0} un ruido blanco.

» Teniendo en cuenta la expresién de @i, y usando de nuevo que {wy; k > 0} es
blanco, se tiene:
E [w,®] = E [wy [(Fs7,)" @ wl]] (Ie + Kpe) + E [wpwPT]
= E [wy, [(Fsz,)" @ wl]] (L2 + Kp2) + QY6 .

Entonces, basta probar que E [wk [(FS:ES)T ® wﬂ] = 0 para cualesquiera valores de

k v s, lo que comprobamos a continuacion, segin la relacion entre tales indices:

e Si s < k, entonces wy, es independiente de (Zs,w;), y teniendo en cuenta que

Elwg] = 0, se tiene:

s

E [wy, [(Foz,)" @ w!]] = E[wiE [(Foz,)" @ w!] = 0.
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e Si s > k, entonces w; es independiente de (Z, wy) vy, claramente:
E [wi [(Fz,)" @ w!]] = E [wi(Fz,)"] @ E [w!] =0.
e Por 1ltimo, si s = k, wy, es independiente de z;, y, por tanto:
E [wy, [(Frzp)" @ wi]] = E [(Fyzr)"] @ E [wpwy | = 0.
» Calculamos finalmente la caja (2,2) de la matriz Qy, definida mediante la expresién
E[0,0T] - E[®,]E[T].

Desarrollando cada una de estas esperanzas, y teniendo en cuenta la relacién entre

k y s, se tiene:

e Si s # k y, por ejemplo, s < k, entonces wy, es independiente de (T, wy), y

teniendo en cuenta que Flwy] = 0y que Z, es independiente de wy, se obtiene:
E [24@]] = (12 + K2) Elwy) E [(Buanzl F) @ wl] (L2 + K,2)
+ E[wE [w?T] + (L2 + K,2) [E [Fewl?] © Elwy]
VB [w,[fq E[(Fz)" @ w!] (Is + K,2)
=b [wg]} E [wLQ]T] .
e Si s = k, entonces Zj y wy son independientes y, por tanto:

E[0,0]] = (In2 + K2) [(FxE [22]] FE) @ E [wpwi ]] (L2 + Ky2)

+FE [w,[f]wE]T} .
Asi pues, ya que E[®,|E [be] = F [w,[fq E [wLQ}T}, es evidente que el valor de

E[®,9T] — E[®,]E[®T] = 0 para todo s # k, mientras que para s = k obtenemos:
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donde P, = F [fkj;{] La formula recursiva para la obtencién de P, k£ > 1 se

deduce de forma inmediata de la ecuacién de la senal Ty.

Proposicién 2.2. El proceso {V;; k > 1} es blanco, centrado, y con matriz de covarianzas

dada por
B Ry R
Ry, = ( AT po
k e
siendo:
R2 = (I + Kp2) [(HyPoHT) ® Ry (L2 + Kop2) + R,
Demostracion. La demostracion es totalmente andloga a la de la Proposicion 1. [ ]

Proposicién 2.3. Los ruidos {Wy; k > 0} y {Vi; k > 1} son incorrelados e incorrelados
con el estado inicial X,.

Demostracién. En virtud de la hipdtesis (v) impuesta sobre el sistema original (2.1) se
prueba facilmente que la sefial inicial, Xy, es incorrelada tanto con {W; k& > 0} como

con {Vi; k> 1}.

A continuacién comprobamos la incorrelacién de los ruidos {Wy; k > 0} y {Vi; k > 1};

esto es:
o Elwgvl] Elw, VT
COU<W]€7 ‘/;T) = = 0.
E[®rvy] E[®pV]] — E[04] E[T]]
= E[wp!l] = 0; inmediato por ser {wy; k& > 0} y {vy; k& > 1} independientes y

centrados.

» Teniendo en cuenta que el proceso senal {Zy; k > 0} sélo depende del proceso ruido

{wy; k > 0}, que éste es independiente de {vg; k£ > 1}, y que ambos ruidos son
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centrados, se tiene que

E w0l = E [wg [(HsZ,)" @ 0l]] (L2 + Kn2) + E[wg] E [ULQ]T]

08 [outtn"] ] (s + Ko =0

» Puesto que &y, sélo depende de (7, wy), v estos vectores son independientes de vy,

se tiene que E [®yv]] = 0.

= Por 1ltimo, teniendo en cuenta las propiedades del sistema, obtenemos:

E[0,U]] = (I,2 + K,2)E [(Bzpzl HY) @ (wpv])] (L2 + Kp2)
VB [w}?v?lﬂ + (Lo + K2)E [(Fyz) @ (wiolT)]
+E HwE](Hsfs)T] ® vﬂ (T2 + Kpp2)

S

=F [w,[f}] E [U[Q]T} = B[®] B[V,

con lo que queda probada la incorrelacién entre los ruidos del sistema aumentado,

{(Wy; k>0}y {Vi; k> 1} |

2.4.3. Algoritmo de filtrado en el sistema aumentado

Una vez probado que los ruidos del sistema aumentado (2.4) son blancos, incorrela-
dos, e incorrelados con la senal en el instante inicial, el estimador lineal de menor error
cuadratico medio de la sefial X}, basado en el conjunto de observaciones {Y7, ..., Y}, se
obtiene aplicando el filtro de Kalman a dicho sistema (ver Apéndice del Capitulo 1). Por
lo tanto, el filtro lineal de menor error cuadratico medio, X k/k> €l predictor en una etapa, ,

X5 /k—1, ¥ las matrices de covarianzas de los errores de filtrado y prediccién, P. kY P. Jh—1
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son obtenidos recursivamente mediante el siguiente algoritmo:
)%k/k = )%k/kfl + K, [Ykz — ka(k/kq} , k>1
)%k/kfl = Fk—ﬁékq/kq’ k>1
Ky, = Pyjp1 HY [Hip Py H + erl7 kE>1
Pk = [Lninz — KpHy| Pojpo1, k>1

Pyjio1 = Feoa Pooijpa Fly + Qe k> 1,

cuyas condiciones iniciales son
5 - p B
Xo/0 = 0; Py = 0 :
0/0 0/0 (PSS)T Pé4)

Como se ha indicado anteriormente, el estimador cuadratico de menor error cuadratico
medio de la senal original, zj, se obtiene a partir del vector constituido por las primeras
n componentes del estimador lineal de menor error cuadratico medio de la senal aumen-
tada, X k/k: ya que la senal original, xj, habia sido centrada previamente, el estimador
cuadratico de xj se obtiene sumando la media de x; al vector constituido por las prime-
ras n componentes de )?k /k; dicha media, como también hemos indicado previamente, se

obtiene de forma recursiva mediante la expresién

E[Z‘k] = Fk_lE[l’k_l] + Ug—1, k > 1.

2.5. Filtro extendido cuadratico iterado

Como ya se ha comentado en la Seccién 1.3, el filtro de Kalman extendido iterado
es un algoritmo de estimacion de senales en sistemas no lineales con el que se intenta
mejorar las estimaciones proporcionadas por el filtro de Kalman extendido, basandose en
sucesivos desarrollos en serie de Taylor de la funcién que define la ecuacién de observacion

del sistema.
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El objetivo de esta seccion es desarrollar un algoritmo de filtrado, con la misma meto-
dologia del filtro de Kalman extendido iterado, para mejorar las estimaciones proporcio-

nadas por el algoritmo de filtrado extendido cuadratico obtenido en la secciéon anterior.

Concretamente, considerando el sistema no lineal (2.1),

T = fe-1(Tp-1) Fwp—1, k>1
Ye = hi(wg) +vp, k>1,
y aplicando el algoritmo de filtrado dado en la Seccién 2.4.3 al sistema aumentado, se

obtiene el predictor y el filtro de la sefial aumentada, X}, vy sus correspondientes matrices

de covarianzas del error:

)?k/k; = )%k/k—l + K, [Yk — ka(k/k—l} , k>1
)%k/k:—l = Fk—l)%k—l/k—la k=>1

K= Pk/k—lﬁkT [kapk/k_lﬁ,f + Rk}_l, kE>1
Pk = [Lnin2 — KpHy| Pojpo1, k>1

Pyir = B Piprn By 4+ Qrer, k> 1

Asi, el filtro de la senal, i‘g/k, lo obtenemos sumando la media de x; al vector consti-
tuido por las n primeras componentes de X k/k- Una vez obtenido este filtro se desarrolla
de nuevo la funcién hy en serie de Taylor alrededor de él y se vuelven a realizar los calculos
para conseguir una nueva estimaciéon. Este proceso se aplica iterativamente; por tanto,

notando

B =P, k=1,

el bucle de iteraciones para el calculo del filtro de la senal aumentada y su correspondiente
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matriz de covarianzas del error seria el siguiente:

. 0Oh
HZC - 5:2x> ~Qi k=1
T=Ly )k
_ H: 0
H=("F% _ k>1
= (0 ) e

3)

_ R, R

R = I S
’ (Rff) Ri?) -

R2 = (L + K.2) [(HiPeH}) @ Ry] (L2 + Kp2) + R, k>1
K}, = P ' [Hy Pop i+ R, k21

X;J/r,i = )%k/k—l + K[V — H]i)?k/k—l]a k>1

Bty = [t — KL Poger, b2 1,

donde s =1,..., N, siendo N el numero de iteraciones.

Una vez finalizado el ciclo de iteraciones, y obtenido el filtro, X é\;zl, y la matriz de
covarianzas del error, p,j\/],jl, el predictor y la matriz de covarianzas del error de prediccion

se obtienen, como en el filtro de Kalman, a partir de las siguientes expresiones:

Xy1w = FkX;iV/:17 k>1,

2.6. Filtro extendido cuadratico de segundo orden

En la Seccién 1.4 hemos descrito el filtro de Kalman extendido de segundo orden, un
algoritmo de estimacion de senales en sistemas no lineales que se aplica con el propdsito
de reducir el error cometido en la aproximacién lineal de las ecuaciones del sistema que se
realiza en el filtro de Kalman extendido; el filtro de segundo orden aproxima las funciones
no lineales que definen las ecuaciones del sistema incluyendo los términos de segundo

orden de sus desarrollos en serie de Taylor, obteniendo asi una mejor aproximacion del
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sistema, que debe reflejarse en un mejor comportamiento de los estimadores obtenidos.

Con esta idea, y centrados en el problema de estimacion cuadratica, nos planteamos
ahora obtener un algoritmo de filtrado cuadratico de segundo orden que proporcione
estimadores con menor error cuadratico medio que los obtenidos mediante el algoritmo

presentado en la Seccién 2.4.3.

La deduccién del algoritmo es totalmente similar a la del filtro extendido cuadratico
de la Seccién 2.4, una vez aproximado el sistema original por el obtenido desarrollando

hasta los términos de segundo orden las funciones no lineales que lo describen.

De manera esquemadtica, considerando el sistema no lineal (2.1),
rp = foo1(Thr) Fwp—1, k>1
Ye = hi(n) +op, k21,
y desarrollando en serie de Taylor hasta el segundo orden las funciones f_; (en el filtro
i,?_l /k_l) y hy (en el predictor ig/k_l), se obtiene la siguiente aproximacién lineal:
Tp = Fpxpq +up—1r w1, kE>1

Yp = Hyxp + 2 + v, £k 2>1,

donde
F _ 0fk_1(93) H. — 8hk($)
kol ox z:ikfl/kfl F ox x:ikQ/k71
N . 1 & ?fi (x)
Ug—1 = fk—l(x§71/k71)_kalxg,l/k,l + 5 Z o I'r # ) pk—l/k—l
i=1 TVk—1/k—1
) R 1 & 0?ht (x)
Zr = hk(ku/k_l) — Hkxg/k—l + 5 Z (szT 8—2‘2 i@ Pk/k—l s
i=1 T k/k—1

siendo f{ , y hi las componentes i-ésimas de f_1 y hg, respectivamente, y ¢; el vector

n-dimensional cuyos elementos son cero excepto el de la posicion i, que es uno.
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Como en la Seccién 2.4, centramos los vectores senal y observaciéon de este sistema
aproximado, con objeto de simplificar los desarrollos; por tanto, notando Zy, = xy — E[xy]
e Uy = yr — E[yx], se tiene:

Tp = Fp T +wp—, k2>1
Uk = HpZp +vg, k21,

donde, teniendo en cuenta las ecuaciones del sistema linealizado,
E["Ek] = Fk—lE[ka—l] +Uup_1, k>1

Este sistema lineal centrado tiene la misma estructura y propiedades que el obtenido
en la Seccion 2.4.1; la diferencia entre ambos sélo radica en las constantes u, y 2, que
Unicamente intervienen en las ecuaciones para el calculo de las medias de x e yy, res-
pectivamente. Por consiguiente, el sistema aumentado es el mismo que el obtenido en la
Seccién 2.4.2, satisface las mismas propiedades, y los estimadores de la senal se obtienen

mediante el algoritmo establecido en la Seccion 2.4.3.

2.7. Ejemplo numérico

Con el fin de demostrar la efectividad de los estimadores cuadraticos propuestos en es-
te capitulo, se han implementado en Matlab dos programas. El primero de ellos, compara
los algoritmos presentados en el Capitulo 1 con el filtro extendido cuadratico propuesto
en la Seccién 2.4, mediante su aplicacion a un modelo no lineal definido por las mismas
funciones que el considerado en la Seccién 1.6. En el segundo programa, se han implemen-
tado los distintos algoritmos cuadraticos propuestos en este capitulo, aplicaindose, para

su comparacion, al mismo modelo no lineal.

Cada uno de los programas realizados simulan, en cada iteracion, la senal que se

desea estimar y la observacion correspondiente, proporcionando las distintas estimaciones
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lineales y cuadraticas, asi como los errores cuadraticos medios con los que se compara la
bondad de las estimaciones. En todos los casos se han realizado 1000 simulaciones y 50

iteraciones de cada algoritmo para cada simulacién.

El modelo considerado es el siguiente:

1
Thy +3
yr = xp + exp(xy) + o, k> 1.

T = + Wg_1, k Z 1

Para aplicar los algoritmos de estimacién cuadratica propuestos en este capitulo, es
necesario conocer los momentos hasta el cuarto orden, tanto de la senal en el instante
inicial, como de los ruidos aditivos que intervienen en el sistema. Asi, se suponen las

siguientes hipotesis:

i) La senal inicial, x¢, es una variable aleatoria gaussiana con media cero y varianza
uno, Py = 1; por tanto, los momentos de tercer y cuarto orden estan dados por

P =0y P" =3~ P2, respectivamente.

ii) {wy; k> 0} es un ruido blanco con distribucién

15 2 1
Plup=1=—  Plug=-3]=—  Plwy=-9 = —.
o =1 =33 o= =3 = 33 o= =9 =33
. 19
Por tanto, es un proceso centrado, con varianzas Qy = 3 y momentos de tercer y
128 1123
cuarto orden dados por Q,(f’) =-—= v Q,(;l) =3 - Q% respectivamente.

iii) {vg; k> 1} es un ruido blanco con distribucién

15 2 1
e =1 =33 e = =3 = 33 e = =9 = 75
. 9
y, por tanto, centrado, con varianzas Ry = —, y momentos de tercer y cuarto orden
128 1123
dados por RS’) = —5 y R,(:l) = = Ri, respectivamente.
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i) La senal inicial, zo, y los ruidos {wy; k& > 0} y {vx; k£ > 1} son mutuamente

independientes.

Para medir la bondad de las estimaciones proporcionadas por cada algoritmo, en cada
instante de tiempo se utiliza el error cuadratico medio correspondiente a las diferentes
simulaciones, dado por:

1000
1

ECMy = S5 D (@ =) k=1,...,50,

donde, zj denota el valor de la senal generado en la simulacién s y la iteracion k, y @ Ik

denota el filtro calculado con el correspondiente algoritmo en dicha simulacién e iteracion.

En la Figura 2.1, se muestran los errores cuadraticos medios de los filtros propuestos

en el Capitulo 1 y del filtro extendido cuadratico.

Como puede comprobarse, el comportamiento de los filtros extendidos lineales y del
filtro de Kalman ensemble es similar al obtenido en el ejemplo del Capitulo 1, en el que se
consideraron ruidos aditivos gaussianos: los filtros extendidos iterado y de segundo orden
presentan menores errores cuadraticos medios que el filtro de Kalman extendido, siendo,
también en este caso, el filtro iterado el que produce una mejora mayor. Por su parte, el

filtro de Kalman ensemble, proporciona mejores estimaciones que todos los anteriores.

Por otra parte, podemos observar que, en cada iteraciéon, el error cuadratico medio
asociado al filtro extendido cuadratico no sélo es menor que el asociado al filtro de Kalman
extendido, sino también que el asociado a cada uno de los filtros considerados en el
Capitulo 1, lo que demuestra, como era de esperar, la efectividad de la estimacién a partir

de funciones polinomiales de segundo grado de las observaciones.
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20 T T T T T T T T T
....... ECMk del filtro de Kalman extendido
181 ECMk del filtro de Kalman extendido iterado
16 ECMk del filtro de Kalman extendido de segundo orden|
ECMk del filtro de Kalman ensemble
14} ECMk del filtro extendido cuadratico
12+ _ 7
10 .
8 - -
°T /_/\/\/\/\/\_/\/s/\-/\/\/\/\/\/\/_
4}t i
MM*A’WA\_W
2 - -
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Instante k

Figura 2.1: Error cuadréatico medio del filtro de Kalman extendido, filtro de Kalman ex-
tendido iterado, filtro de Kalman extendido de segundo orden, filtro de Kalman ensemble
y filtro extendido cuadratico.

Una vez comprobada la mejora en la estimacion de la senal que obtenemos al considerar
el estimador extendido cuadratico frente a los extendidos lineales y al Ensemble, nos
centramos ahora en la comparacion de los filtros extendidos cuadraticos propuestos en

este capitulo.

Tesis Doctoral



Estimacién cuadratica en sistemas no lineales con certidumbre 51

En la Figura 2.2 se muestran los errores cuadraticos medios de las estimaciones obte-
nidas mediante la aplicacién de estos algoritmos. En esta figura se aprecia una leve mejora
en el comportamiento del filtro extendido cuadratico de segundo orden frente al extendi-
do cuadratico, pero, sin embargo, un evidente mejor comportamiento del filtro extendido

cuadratico iterado frente a los dos anteriores.

T T T T T T T T T
- = ECMk del filtro extendido cuadratico
1.6 ECM, del filtro extendido cuadratico iterado |
ECMk del filtro extendido cuadratico de segundo orden
14}f 4
\ !
ey 400N 7 VN SNy
IRY ~ N\ / Py ! \ \ / \/ Ny
\ s \/' \ v (W \
1.2k /1 \/ 4 i
]
1
I
1t -
0.8} R
0.6f R
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Iteracion k

Figura 2.2: Error cuadratico medio del filtro del extendido cuadratico, filtro extendido
cuadratico iterado y filtro extendido cuadratico de segundo orden.
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2.7 Ejemplo numérico
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Capitulo 3

Estimacion cuadratica en sistemas no
lineales con observaciones inciertas

3.1. Introducciéon

En el Capitulo 2 se ha abordado el problema de estimacion cuadratica en sistemas
no lineales suponiendo que la senal que se desea estimar esta siempre presente en las
observaciones disponibles; sin embargo, existen numerosas situaciones practicas en las
que posibles interrupciones en el mecanismo de medida, o diversos tipos de fallo en la
transmision de la senal, pueden ocasionar la pérdida de la misma, de manera que la ob-
servacion procesada en la estimacién puede consistir exclusivamente en ruido; ésta es una
situacion que ocurre frecuentemente en sistemas de comunicacion, rastreo de trayectorias

o procesamiento de imagenes.

El primero que traté el procesamiento de senales en situaciones de este tipo fué Nahi
[42], en 1969, quien abordé el problema de estimacién en sistemas lineales modelizando
la incertidumbre sobre la presencia o no de senal en las observaciones mediante un pro-
ceso estocastico definido por variables de Bernoulli. Considerando sistemas lineales con

ruidos aditivos blancos e independientes, y bajo el supuesto de independencia de las va-
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riables que modelizan la incertidumbre, Nahi obtuvo un algoritmo recursivo de filtrado
lineal de menor error cuadratico medio con una estructura similar al filtro de Kalman,
pero dependiendo de las probabilidades de que las observaciones consistan sélo en ruido,

denominadas probabilidades de falsa alarma.

Hay que indicar que la modelizacion de la incertidumbre mediante un proceso aleatorio
hace que este tipo de sistemas, denominados sistemas con observaciones inciertas, sean
siempre no gaussianos, incluso bajo hipotesis de gaussianidad e independencia de los ruidos
aditivos y la senal inicial y, por tanto, a diferencia del filtro de Kalman, el de Nahi sé6lo
proporciona el estimador éptimo en la clase de estimadores lineales. Por este motivo, el
trabajo pionero de Nahi fue el primero de una extensa literatura desarrollada con el fin
de mejorar dicho filtro (Monzingo [40], [41], Tugnait [54], Hadidi y Schwartz [22], Jaffer
y Gupta [28], Wang [56], Chow y Birkemeier [9], [10], Hermoso y Linares [23], [24]; entre

otros).

Sin embargo, a pesar de su manifiesta importancia para contemplar la posibilidad
de que las observaciones consistan exclusivamente en ruido, el volumen de aportaciones
al problema de estimacién a partir de observaciones inciertas en sistema no lineales es
significativamente menor que en el caso de sistemas lineales. Algunas aportaciones a este
estudio pueden verse en los trabajos de Nanakara y Yaz [43], Hermoso y Linares [25] y
Nakamori et al. [47], Hermoso et al. [27] que, usando diferentes aproximaciones, presentan
distintos algoritmos recursivos de estimacion a partir de observaciones inciertas en sistema

no lineales.

En el trabajo de Hermoso y Linares [25] se propone, entre otros, un algoritmo de
estimacién a partir de la linealizacién del sistema, que generaliza el filtro de Kalman ex-

tendido al caso de observaciones inciertas; este algoritmo esta basado en la forma mixtura
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de los estadisticos de primer y segundo orden de las observaciones, y se denomina filtro

linealizado mizturas.

El objetivo en este capitulo es avanzar en el estudio del problema de estimacién en sis-
temas no lineales con observaciones inciertas, enfocando este estudio en las dos direcciones

siguientes.

Por una parte, nos proponemos obtener un algoritmo de estimacién cuadratica para
generalizar el filtro extendido cuadratico propuesto en el capitulo anterior al caso de
incertidumbre sobre la presencia de senal en las observaciones; debemos indicar que las

primeras aproximaciones a este estudio fueron presentadas en [27].

Por otra parte, nos planteamos también la extensién de la metodologia de filtrado en-
semble, basada en simulaciones de la senal inicial y los ruidos del sistema, como se expuso
en la Seccién 1.5 para sistemas con certidumbre, al caso de sistemas con observaciones
inciertas; en tales sistemas, como hemos indicado, ademaés de los ruidos aditivos, existe
una perturbacién aleatoria en las observaciones para indicar la presencia o ausencia de
senal, y este nuevo ruido debe ser también simulado para llevar a cabo el proceso de

actualizacion de los predictores en cada iteraciéon del algoritmo.

El capitulo se estructura en siete secciones. Comenzamos, en la Seccién 3.2, descri-
biendo las ecuaciones del sistema objeto de estudio, y especificando las hipdtesis sobre los
procesos que intervienen en el mismo, necesarias para abordar el problema de estimacion
cuadratica. Con objeto de aplicar la misma metodologia que en el capitulo anterior para
el estudio de dicho problema, en la Seccion 3.3 obtendremos el sistema aumentado corres-
pondiente al sistema linealizado asociado al original, y estudiaremos sus propiedades. En
la Seccién 3.4 deduciremos un algoritmo de filtrado lineal para el sistema aumentado, que

proporcionara el filtro extendido cuadrdtico, primer objetivo de este capitulo.
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Las secciones 3.5 y 3.6 estan dedicadas a la aplicaciéon de la metodologia de filtrado
ensemble a sistemas con observaciones inciertas; en la Seccién 3.5 describimos las etapas
para llevar a cabo el proceso de estimacion, y en la Seccion 3.6 se aplica este procedimiento

para la obtencion de un filtro ensemble cuadrdtico.

Finalizamos el capitulo presentando un ejemplo de simulacién, en el que se muestra
la aplicacion de los distintos algoritmos propuestos en este capitulo, la comparacion entre
los mismos y, también, la comparacion de los filtros propuestos con el filtro linealizado
mixturas de [25]. En el mismo sentido que en los ejemplos considerados en los capitulos
anteriores, la eficacia de los algoritmos se compara en términos de los errores cuadraticos

medios de las estimaciones obtenidas en distintas simulaciones de los mismos.

3.2. Descripcién del sistema

Como ya hemos indicado, en este capitulo nos ocupamos de estudiar el problema de
estimacion en sistemas estocasticos no lineales bajo el supuesto de que ciertos fallos alea-
torios en el mecanismo de transmisién de las observaciones han podido producir pérdida
de la informacién sobre la senal, de manera que algunas de las observaciones pueden con-
sistir s6lo en ruido. Obviamente, la incertidumbre sobre la presencia o no de senal en cada
una de las observaciones debe ser modelizada e incluida en el modelo de observacion,
para reflejar de forma adecuada la situacion que se pretende analizar. La modelizacion de
la incertidumbre mediante variables aleatorias binarias que describan la presencia o no
de senal en las observaciones ocasiona que la ecuacién de observacion dependa en estas

situaciones de un proceso ruido multiplicativo, ademés del ruido aditivo.

Concretamente, consideramos una senal estocastica modelizada por una dindmica no

lineal,
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= fio1(Tp—1) Fwp—1, k>1,

y suponemos que, en cada instante de tiempo k£ > 1, el mecanismo de observacion propor-
ciona funciones no lineales de la misma, hy(xy), que durante el proceso de transmisién son
perturbadas por un ruido aditivo, v, y que, ademas, pueden llegar a perderse en dicho
proceso, de manera que la observaciéon que realmente se usa en la estimacién en dicho
caso es solo ruido; esto es, si 1 — p, denota la probabilidad de que la observacion contenga

sélo ruido (probabilidad de falsa alarma), la observacién en dicho instante es

hi(zx) + v, con probabilidad py

Yk =
Uk, con probabilidad 1 — py,

y puede describirse de forma unificada como

Y = Yihk(zx) + v,

donde v, es una variable aleatoria de Bernoulli con P(y, = 1) = py.

Asi, los sistemas con observaciones inciertas, objeto de estudio en este capitulo, difieren
de los considerados en el Capitulo 2 en la estructura de la ecuacion de observacion, que
ahora, ademas del ruido aditivo, incluye un ruido multiplicativo cuyos valores, uno y cero,

reflejan la presencia o ausencia de senal en cada observacion:

zr = fro1(Tp—1) +wp—1, kE>1
(3.1)
Ye = Yehe(oe) +op, k>1,
donde {xy; k > 0} es el proceso estocastico n-dimensional que describe la senal a estimar,
{yr; k > 1} el que describe las observaciones usadas para la estimacién, {wy; k > 0}

y {vk; k > 1} son los ruidos aditivos de las ecuaciones de la senal y de la observacion,

respectivamente, y {7x; k > 1} es el proceso ruido multiplicativo que describe la presencia
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o ausencia de la senal en las observaciones, a lo que nos referiremos como incertidumbre

en las observaciones.

Para abordar el primer objetivo de este capitulo, generalizar los resultados obtenidos en
el Capitulo 2 sobre estimacién cuadratica, debe suponerse el conocimiento de los momentos
hasta el cuarto orden de los procesos que intervienen en el sistema (3.1). Concretamente,

se suponen las siguientes hipotesis:
i) La senal inicial, zo, es un vector aleatorio con momentos hasta el cuarto orden

conocidos, y se denotan de la siguiente forma:

E[l’o] = Mo,

E [(xo — po) (o — puo)"] = P,

B |(ao=o) (a1 -~ £ o8] | = 2.

ii) {wy; k> 0} es un ruido blanco con momentos hasta el cuarto orden conocidos:

E[wk] = O,

E [wpwl] = Q.
) {wk (wl[f] - F [w,[f}])T} = S’),
o [(o - o)) (ot £[o£])] =t
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iii) {vg; k> 1} es un ruido blanco con momentos hasta el cuarto orden conocidos:

E[Uk] = 0,

FE [vkv,ﬂ = Ry,

E {vk (v,[f] —-F [UE])T] = R;(:’),

E [(Ugl —e[]) (- £ [quﬂ _RY.

i) {vk; k > 1} es una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli independientes con

v) fr: R" = Ry hy : R" — R™ son funciones no lineales, continuas y diferenciables.

vi) La senal inicial, zo, y los ruidos {wy; k& > 0}, {vg; & > 1} v {7 k& > 1} son

mutuamente independientes.

3.3. Sistema aumentado

Considerando el sistema no lineal con observaciones inciertas descrito en el aparta-
do anterior, nos planteamos obtener un algoritmo de estimacién cuadréatica extendiendo
la metodologia del filtro de Kalman extendido de forma similar a como se ha expuesto
en la Seccién 2.4. En primer lugar, linealizamos el sistema (subseccién 3.3.1) para, se-
guidamente, construir el sistema aumentado correspondiente al linealizado y estudiar las
propiedades (subseccién 3.3.2) necesarias para abordar el problema de estimacion, que se

describira en la Secciéon 3.4.
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3.3.1. Linealizacion del sistema

Como en el caso de certidumbre en las observaciones, en primer lugar se realiza la
aproximacién lineal del sistema (3.1), desarrollando en serie de Taylor hasta el primer
orden las funciones que lo definen. Asi, el sistema original es aproximado por el siguiente,
también con observaciones inciertas:

T = Fy1xpq +upg Fwp—r, kE>1
Ye = Ve(Hrxy + 2) +op, k2> 1,

donde Fj_1, ug_1, H v z; estan dadas por:

0fr_1(x
P ST
Z =Ty _1/k—1
Ug—1 = fk—l(jg—ykq - Fk—ljg—l/k—l
Ohy(x
H - 5( ) .
X T=E

k= hk(ig/kq) - ij:g/kfl'

Con el fin de simplificar los calculos en desarrollos posteriores, centramos los vectores
senal y observacion, obteniendo
Ty =F 1T +wp—y, k2>1
(3.2)
Uk = v HkTr + 0, k21,
donde 7y, = z), — Elxi], Uk = yx — Elys] v 0k = (v — pr) (HpE[z1] + 21) + vp..

Debe notarse que, a diferencia de lo que ocurria en el caso de certidumbre, el ruido
aditivo de la ecuacion de la observacién centrada no coincide con el original, sino que en
este caso estd interferido, ademaés, por el ruido multiplicativo, por la media de la senal

original, y por el valor de z.

Sin embargo, este nuevo ruido claramente es centrado, y puede probarse sin dificultad

que es también blanco, sin méas que tener en cuenta la independencia de {vx; k& > 1} y
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{vk; k > 1}. Ademds, sus momentos hasta el cuarto orden, necesarios en el estudio del

problema de estimacién cuadratica, estan dados por:

Ry = E [0} ] = pe(1 — pi)erch + Ry,

B T
9 = 8 o (8- £ [11])"] = - )~ 2 5 R

_ T
RY=E {(@,[f] — B o) (o - B o)) ]
2] 2T

= [pe(1 = pu) (3P = 3pe + 1) — pp(1 — p)*] ' + Rl(:l)
+ pe(1 = pr) (L2 + Kp2) [(ckcf) ® Rk} (L2 + Kpp2),
donde ¢, = HyE[zg] + 2.

3.3.2. Propiedades del sistema aumentado

Para abordar el problema de estimacion cuadratica en el sistema (3.2), se consideran
los vectores senal y observacion aumentados, obtenidos anadiendo a los correspondientes
originales sus potencias Kronecker de segundo orden:

7 _
Xk — <_[§}) c Rn+n2 : Yk _ (iy[l;]) c RermQ.
L, Yk

Entonces, como en la Seccion 2.4, el estimador cuadratico de menor error cuadratico
medio de z, basado en el conjunto de observaciones ¥, ..., yx, se obtendrd a partir del
vector constituido por las n primeras componentes del estimador lineal de menor error
cuadratico medio de la senal aumentada, X, basado en las observaciones aumentadas,

Yi,... . Y.

Con objeto de deducir un algoritmo recursivo que proporcione dicho estimador en cada
instante, comenzamos obteniendo las ecuaciones que describen la evolucién de la senal y
las observaciones aumentadas, para lo cual calculamos las potencias de segundo grado de

los vectores Ty € Y.
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Potencias de segundo grado de la senal centrada 7

La diferencia entre los sistemas con observaciones inciertas y los considerados en el

Capitulo 2 radica exclusivamente en la ecuacién de observacién; por lo tanto, la expresion

]

de las potencias de segundo grado de la senal centrada, QZ’E , coincide con la calculada en

la Seccién 2.4.2:

d =Pl o, k>,

donde

Potencias de segundo grado de la observacién centrada i

Teniendo en cuenta la ecuacién de observacién del sistema (3.2), se obtiene:
=21 _ H[Q} 2] H.7 -~ = H.7 (2]
U = wHy v + (HeZy) © (90k) + (k) © (HeZy) + 0,

y notando

\I/k:(ImQ + Km2)[(Hki'k) (024 (’Yk:’Dk:)] + @E],

se tiene:

Por lo tanto, los vectores senal y observacion aumentados estan descritos por las si-
guientes ecuaciones, correspondientes a un sistema lineal con observaciones inciertas, con
incertidumbre modelizada por la misma sucesion de variables de Bernoulli del sistema
original:

Xy =Fpo1 X1 + Wiy, E2>1

Vi = v i X + Vi, k> 1,
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donde

A continuacion, con objeto de simplificar la obtencién de los estimadores requeridos,
centramos los vectores aumentados, obteniendo las ecuaciones del que denominamos sis-

tema aumentado, en el que abordaremos el problema de estimacion lineal:
Xp=F X + Wiy, k>1,
Vi = neHp Xp + Vi, k>1,
donde
X, =X, — E[Xy], Yi=Y:— E[Y)]

L OO ) E S ) R

Notemos que el proceso ruido de la ecuacién de la senal en el sistema aumentado (3.3),
{Wy; k > 0}, coincide con el correspondiente en el sistema aumentado (2.4) y, por tanto,
sus propiedades y momentos necesarios para la determinaciéon de los estimadores son los
especificados en la Proposicion 2.1. A continuacién, estudiamos las propiedades del ruido
de la observacion, {Vi; k > 1}, que, a diferencia del correspondiente en el sistema (2.4),

no es un ruido blanco, como probamos seguidamente.

Proposicién 3.1. El proceso {Vi; k > 1} es centrado, y su funcién de covarianzas

estd dada por B B
Rkék—s R]izak—s
Rks = _ B
RO R
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stendo:

R}? = R,(:’) + pr(1 — pk)ckvecT(Pk,k)H,?]T
R = (Ipe + Kp2) [(Hi P HD) ® [asercl + peRibi—s]] (Im2 + Kon2)
+ R,(:l)&c—s + pr(1 — pe) (1 — 2py) [CE]UecT(Pk,k)HE]T + H,E]vec(Pk,k)cE]T] Ok—s
+ pr(1 — pk)H,[f]vec(PM)vecT(Pk’k)HE]Ték,s,
donde Ry, R,(:’) Y R,(f) son los momentos del ruido vy, especificados en la Seccion 3.3.1,

cp = HyElxy) + 2, Pos=FE [ikjﬂ verifica

Poo=F 1P 1 s 1 FL |+ Qr165s,

o, = peps(L—pi)(1 —ps), s#k
’ pe(1 = pr)?, s=k
Demostracién. Es inmediato probar que {Vi; k > 1} es centrado y, por tanto, nos
centramos exclusivamente en el calculo de su funcion de covarianzas, para lo que usaremos
repetidamente las propiedades del producto de Kronecker y las hipdtesis de independencia
impuestas sobre el sistema original.
o E[o0l]  E[0,97]
Ris = E[ViV]] = ) R E
E [0l E[9,V7]
donde T)k = (’yk — pk)(HkE[ZEk] + Zk) + (% \I/k; = \Ifk — E[\I/k] + (’}/k — pk)HE]E [ZEE]} .
s B [@k@ﬂ = R;0k_s, lo cual es inmediato ya que {o;; k > 1} es blanco.
» Teniendo en cuenta la expresién de ¥y, puesto que E[v;] = 0, se tiene que

E [5,97] = E [6,97] + Elon(y, — po)|E [72]" HET.

Ahora, calculamos el valor de estas esperanzas en funcién de la relacién entre los

indices k y s:
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o B [0p97) = [(E [#7) HY) @ B [5n707]] (I + Kone) + B |00,

donde se ha usado que Zj, es independiente de (7, Ux); por tanto, puesto que

E[z] = 0, se tiene que
E [597] = E [5,027] = R6, .

e Ya que {7x; k > 1} es una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli inde-

pendientes e independientes de {vy; k > 1}, se tiene

Eloe(vs = ps)l = El(w — o) (vs — ps)lew + Elvr] Elys — ps] = pr(1 — pi)crdi—s,
y queda probada la expresién de E [z‘;k\IJST]

» Calculamos ahora F [\I/k\TlST]

E [0, 0T = E [V, V] — E[U,]E [0]]
+ HYE [565]] E [(ve —po) T + E[Wi(ys — ps)]E [fLQ]}T T

+ Bl = p) (7 — p ) HPE [ 5] B [22)" B2,
e Usando que {ty;k > 1} es blanco e independiente de Zy, se obtiene
E [0V = (L2 + Kpe) [(HiE (22| HY) @ Elyopt! vs]] (Lnz + Ki2)
+E [@LQ]@LQ}T} .
Ademds, ya que E[U,]E [UT]=F [771[@2]} E [T)?]T} se tiene que
E [0, VT — B[ )E [V = L2+ Kn2) [(HpPosHYD) © (osere])] (L2 + Kop2)

+RW,_,.

o E[(y—pp)Vl]=[E[zl] H)®E[(yx—pr)7s0! || Lzt 2 ) +E [(%_pk)@E]T] ‘
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Teniendo en cuenta que E [fﬂ =0, y que para s # k, 7, es independiente de

Us, obtenemos que
T (21T
E (v —pe)¥L] = pe(1 = pi)(1 = 2pi)cy,” Ops.

e Finalmente, al ser {v,; k£ > 1} una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli

independientes, se tiene que E[(vx — pr)(vs — ps)] = pr(1 — pr)ok—s.

Por lo tanto,
Rigz ([m2 + Km2) [(Hkpk,sHsT) X [ozkscchT +kak5k’—s” (Im2 + sz)
+ R,(f)ék_s + pe(1 — pr) (1 — 2py) CE}UGCT(PIC,]C)HE]T + H][CQ}UGC(P]CJC)CE}] Op—s

+ pe(1 — pk)H,[f]vec(Phk)vecT(kak)HE]Ték_s.

Por dltimo, teniendo en cuenta la ecuacién de la sefial Ty, y de nuevo que {wg; k > 0}

es un ruido blanco y centrado, se tiene que Py, = E[Z;z!] verifica

Pio=Fp1Pe1s 1 FE 4+ Qr 10k n

A continuacién probamos la incorrelacion de los ruidos aditivos del sistema aumentado,
asi como la incorrelacion de éstos con la senal inicial, propiedades que seran usadas en la

obtencion de los estimadores lineales en dicho sistema.

Proposicién 3.2. Los ruidos {Wy; k > 0} y {Vi; k > 1} son incorrelados e incorrelados

con el estado inicial Xg.

Demostracion. En virtud de las hipdtesis de independencia impuesta sobre el siste-

ma original (3.1) se prueba facilmente que la sefial inicial, Xy, es incorrelada tanto con

{Wy; k >0} como con {V;; k> 1}.

Tesis Doctoral



Estimacién cuadratica en sistemas no lineales con observaciones inciertas 67

A continuacién, se comprueba que los ruidos {W;; k > 0} y {Vi; k> 1} son incorre-

Vg
U, — E[U,
la independencia entre {y; k > 1} y {W; k > 0} se tiene:

lados. Ya que ambos son centrados, notando Vi = ( ]>, y teniendo en cuenta

Cov (W, VI) = E[WiV!] = E [kag} + B[(y, — p) Wi E[X,JTHT = E [mvg} :

S

esto es,
B B E [wk@Z] FE [wk\Iff]
Cov (Wk, VST) = )
E[0a7] E[0,07] - EloE [v7]
y con un procedimiento similar al utilizado en la demostracién de la Proposicién 2.3, se

obtiene que todas las cajas de esta matriz son nulas, quedando de esta forma probada la in-

correlacion entre los ruidos {Wy; k>0}y {Vi; k>1}. |

Indicamos, por tltimo, que la independencia del ruido multiplicativo, {vx; k& > 1},
con el ruido aditivo {W; k > 0} y con la condicién inicial, Xy, se deduce de forma
inmediata teniendo en cuenta la hipotesis de independencia mutua exigida a los procesos
ruido del sistema original. También, usando esta hipétesis, es inmediato deducir que 74

es independiente de (V1,...,V,_,) para cualquier k > 1.

3.4. Filtro extendido cuadratico

Como hemos indicado al comienzo de este capitulo, para sistemas lineales con obser-
vaciones inciertas, ruidos blancos y bajo hipotesis de independencia mutua de los ruidos
y la senal inicial, el estimador lineal de menor error cuadratico medio se obtiene mediante
el filtro de Nahi [42]. Sin embargo, una vez estudiadas las propiedades de los procesos
que intervienen en el sistema (3.3), se ha demostrado que éste no cumple las condiciones
necesarias para aplicar este filtro, ya que el ruido aditivo de la ecuacién de observacion,

{Vi, k> 1} no es blanco y, ademds, depende del ruido multiplicativo.
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Asi, en esta seccién vamos a obtener un algoritmo de estimacion lineal para sistemas
con observaciones inciertas, que extiende al algoritmo convencional de Nahi al debilitar la
hipotesis de independencia mutua de los ruidos, y permitir correlacion en el ruido aditivo

de la observacién.

3.4.1. Filtrolineal en sistemas con ruido de observacion no blanco

Consideramos un sistema con observaciones inciertas,
T = Fe e Hwpor, k21
Uk = wHiwy +og, k2> 1,

satisfaciendo las siguientes hipotesis:

i) La senal en el instante inicial, 2y, es un vector aleatorio n-dimensional, con vector

de medias cero y matriz de covarianzas conocida, Fp.
ii) F} y Hj, son matrices conocidas de dimensién n x n y m X n, respectivamente.
i) {wy; k > 0} es un ruido blanco, centrado, con funcién de covarianzas E[wywi ] = Q.
w) {vk; k> 1} es un ruido centrado, con funcién de covarianzas E[vgv] | = Ry;.

v) {7; k > 1} es una sucesioén de variables aleatorias de Bernoulli independientes, con
P(vy, = 1) = pg, independiente de la senial inicial, xq, y del ruido {wy; k& > 0}, y

satisfaciendo que 7y es independiente de (vy,...,v5_1), Yk > 1.

vi) La senal inicial, zo, y los ruidos {wy; k& > 0} y {vx; k& > 1} son mutuamente

incorrelados.

Nuestro proposito es deducir un algoritmo recursivo para la obtencién del filtro lineal

de menor error cuadratico medio que, en virtud de los resultados expuestos en la Seccién
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2.2, es la proyeccion ortogonal de x;, en el espacio de combinaciones lineales de vy, . . ., yg.
Buscamos, por tanto, una combinacién lineal de las observaciones, Iy, tal que el error

de estimacion, Ty/x = o1, — Ty k, sea ortogonal a los vectores yi, ..., yx; esto es:
E &yl | = E |wwyl], Vi=1,...k,

expresion conocida como ecuacion de Wiener-Hopf, que expresa que el error asociado a

un estimador es incorrelado con las observaciones en las que se basa dicho estimador.

Para la deduccién del algoritmo procederemos por etapas, deduciendo, en primer lugar,
la expresion del filtro en funcién del predictor en cada instante y, posteriormente, la
expresion del predictor en una etapa en funcion del filtro en la etapa anterior. En cada
una de estas etapas obtendremos también las expresiones que relacionan las matrices de

covarianzas de los correspondientes errores de estimacion.

Filtro en funcion del predictor

Partiendo de la expresién de 2,4, como combinacion lineal de las observaciones yi, . . ., y,

k
Bk =Y K,

i=1
y usando la ecuacion de Wiener-Hopf para dicho estimador, es claro que Zy/, — Kj pyx €s

una combinacién lineal de las observaciones y1, ..., yi_1 que satisface
E [(j:k/k - Kk,kyk)yZ} =F [(ZEk - Kk,kyk)y?] y Vs = 1, ey k—1.

Se deduce, por lo tanto, que 2/, — Ky xyx es el estimador lineal de menor error cuadrati-

co medio de xy, — K}, ,yx basado en yp, ..., yp_1.

Por otra parte, debido a la linealidad de las proyecciones ortogonales, el estima-

dor lineal de menor error cuadratico medio de x, — K}y basado en las observaciones
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Yty Yk—1 €8 Tpsk—1 — Ky 1 Ur/k—1, de donde se deduce la siguiente expresion para obtener

el filtro en funcién del predictor:
Tre = Trjp—1 + Kelpp—1, k2>1,

donde @ k-1 = Yr — Yr/k—1 constituye la innovacién en el instante k, y Kj = K}, denota

la matriz de ganancia del filtro.

Seguidamente deducimos la expresién de la matriz de covarianzas del error de filtrado

en términos de la correspondiente del error de prediccion.

Notando Ty, = o — Tp/k ¥ Trjk—1 = T — Ty k-1 a los errores de filtrado y prediccion,
respectivamente, la expresion del filtro en funcién del predictor nos conduce a la siguiente
relacion:

Tk = Trh-1 — Kpre—1, k21,

y notando Py, = E[Tx /j:i';f/ i, J =k —1,k alas matrices de covarianzas de los errores de

prediccién y filtrado, respectivamente, se tiene:

ok = Py + K [gk/k—lgl?/k—l} Ki
—F [fk/kflﬂ;{/k,l} Kl — KyE [Z?k/kq-f?f/k,l} ., k>1
Teniendo en cuenta que el error 7/, es incorrelado con g /,—1, combinacion lineal de
las observaciones v, . . ., Yp_1, se tiene que £ [ik/k_lgj,f/k_l} = E [Zr/5—1yf |, y expresando

ahora Zj/,—; en términos de Ty

E [Zxp—1yi | = B [Zopeyi | + K E [rjr—1ui | = KiE [ﬂk/mﬂf/k_ﬂ )

donde, por una parte, se ha usado la incorrelacién entre el error 7, y la observacion yy
y, por otra, expresando yx = Yr/k—1 + YUr/k—1, la incorrelacion entre el error gy x—1 y el

predictor g k1.
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Este desarrollo nos conduce a la siguiente expresién de la matriz de covarianzas del

error de filtrado en funcién de la matriz de covarianzas del error de prediccion:
T
ok = Do — Kellg K, k> 1,

donde II;, = F [g]k /k_lg];f/k_l] es la matriz de covarianzas de la innovacién en el instante

k, de la que se obtendra su expresion posteriormente.

A continuacion, deducimos la expresién del predictor en términos del filtro en el ins-

tante anterior.

Predictor en funcién del filtro

Consideramos las ecuaciones de Wiener-Hopf correspondientes al predictor, Ty /k—1 ¥

al filtro en el instante anterior, Tj_q/x—1:
Elowy! | =F &yl ], Vi=1,...k—1
E [Zl?k—l?/ﬂ =F [inkfl/kfly;r] , Vi=1,... k-1,
y teniendo en cuenta que wy_; es centrado e incorrelado con y;, © < k, se tiene:
E [l’kyZT} =F [(Fk—lwk—l + wk_l)yﬂ = Fk_lE [i‘k—l/k—lyz‘T] s Vi = 1, ceey k — 1,
con lo que queda probado que

Ty = Fpe1Zp_1p—1, k=1

Para calcular la matriz de covarianzas del error de prediccion en términos de la matriz
covarianzas del error de filtrado, expresamos el error Zy /.1 en funcion del error Tp_y/x_1,
teniendo en cuenta la ecuacion de la senal, y la expresion anteriormente obtenida para el

predictor en términos del filtro:

Tpp—1 = B 11 +wp—r, k2> 1
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Asi, teniendo en cuenta que {wy; k > 0} es un ruido blanco incorrelado con xq y, por

tanto, wy_1 y Tx—1/k—1 son incorrelados, se tiene:

If/kfl =E [ik/k—ljgﬂcq] = by b [i‘k—l/k—ljgfl/kfl} Fkal + E [wk,lwkaJ

= kalplf_l/k_ng_l + Qr-1, k>1.

Las ecuaciones que relacionan el filtro y el predictor proporcionan un algoritmo de
filtrado recursivo, partiendo del filtro en el instante inicial, Z9y = 0, que, en cada etapa
de actualizacion, requiere el calculo de la innovacion y de la matriz de ganancia del filtro.
Por tanto, el siguiente paso para la deduccién del algoritmo es calcular la expresiéon del

proceso innovacion.

Proceso innovacién

Con objeto de determinar la innovacion, g, = yr — Ur/k—1, consideramos la ecuacion

de Wiener-Hopf para el predictor g /,—1:
E[ykyﬂ:E[@k/k—lsz]a izl?"'ak_]-a

A partir la hipétesis v), se deduce que v, es independiente de (xy, y1,. .., Yk—1) ¥, POT

tanto:

Elyyl | = E [(veHyze + vi)y] | = peHWE [Zeji1y] | + B[Oyl |, i=1,... k=1,
de donde se deduce que

Uk/k—1 = PeHpTrjp—1 + Oppp—1, k21,
siendo 0y el predictor en una etapa de vy.

Asfi, la innovacién en el instante %, §x/k—1 = Yr — Ur/k—1, viene dada por
?]k/kq =Yk — pkaik/kq - @k/kq

= (Ve — pi) Hrwp + Dk HipTp o1 + Opjp—1, b >1,
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siendo Uy k—1 = vx — Uy/x—1 el error asociado al predictor del ruido.
Es claro que los vectores innovacion tienen medias cero y sus matrices de covarianzas,
I, =F [gjk/k_lgjg/k_l], vienen dadas por

I, = pr(1 — pr) Hi PoHy, + pi Ho Pl Hy + Py + pkHe Py + pr PR Hy

v - ~ ~T . . . .,

donde Pk7 Kkl = El[vy, Jk—1Ug /k_l] es la matriz de covarianzas del error de prediccion de vy,
v - ~ ~T . . . .,

Pk = BTy /k-17, /k_l] es la matriz de covarianzas cruzadas del error de prediccion de

la senal y el ruido de observacién, y Py = E [xkxﬂ la matriz de covarianzas de la senal

que, teniendo en cuenta la ecuacion de la misma, claramente verifica

Pip=Fo 1 Poap Bl + Qu, k>1; Poo = F.

Matriz de ganancia del filtro

Partiendo de la ecuacion que relaciona los errores de filtrado y prediccion,

Tk = Tpjp—1 — Kplrjp—1, k2> 1,

se tiene:
E [Zrwbin] = E [Zrm10ipp—1] — KeE [Grjp—10k 1] -
» B [fk/k?];‘:/k_l} = 0, ya que la innovacién g,{/k_l es una combinacién lineal de
Y1,-..,Yr ¥, por tanto, incorrelada con el error de filtrado.

= Sustituyendo la expresién de la innovacion en E [i"k /k,lg,{/k_l} se tiene:
~ ~T T
E [l‘k/k—w;ﬁ/kq] =Py Hi + Pliji-1s
Por lo tanto, la matriz de ganancia viene dada por la siguiente expresién:

Ky = [pkpzf/qukT + Pl o] T
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A la vista de las expresiones obtenidas para la innovacion y la matriz de ganancia del
filtro, necesitamos conocer el predictor en una etapa del ruido de la observacion y la co-
rrespondiente matriz de covarianzas del error, asi como la matriz de covarianzas cruzadas
de los errores de prediccion de la senal y de dicho ruido. Procedemos a continuacion a

calcular estos estadisticos.

Predictor del ruido de la observacién

Con un razonamiento similar al realizado para obtener el filtro de la senal en funcién
del predictor, se deduce que el predictor en una etapa del ruido, 0/, en cualquier
instante k, puede obtenerse mediante la siguiente expresiéon recursiva, partiendo de la

condicién inicial vx/9 = Efvg] =0, VE > 1:
Upt = Okji—1 + Gralii—1, 1<k, k>1,

siendo Gy, la matriz de ganancia, que se obtiene mediante un razonamiento similar al

usado para obtener la matriz de ganancia del filtro, como mostramos a continuacion.

De la expresion recursiva para 0y es inmediato deducir que el error 0y, = vy — Oy

verifica la siguiente:
Upp = Ogpi—1 — G-, 1<k, k>1,

y, por tanto,

L [ﬁk/l?jIT/l—l} =E [ﬁk/l—lng/l—l] - Gk,lE [Ql/z—lﬂzT/l_l] )

de donde se deduce que

Gra = [Py H + Py I
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Las matrices de covarianzas de los errores asociados a las sucesivas etapas de prediccion

del ruido, P/, /11> S€ obtienen recursivamente a partir de las siguientes relaciones:

Py = Bey, k1 >1,

que, a su vez, se deducen de la expresién recursiva de los errores v/; y 0y, usando

argumentos similares a los de la obtencion de P,f/k a partir de P,f/k_l.

Para completar el algoritmo, calculamos seguidamente las matrices de covarianzas

cruzadas ,;”l”/l_p que se obtienen teniendo en cuenta de nuevo la expresiones de v;—1 en

funcién de v /—2, y la de Z;,,—1 en funcién de Z;_;;_o:

Pig,gzc/zq =F [7716/1—15551—1} = [Pif,:zv—1/z_2 - Gk,l—lnl—lKZT_J FlT—la [ <k

3 3 v VL 1A 3
Notemos que, en particular, las matrices P, o1 ¥ B Jk—1 Son también requeridas

para el calculo de la innovacién.

Todas las expresiones anteriores se resumen en el siguiente algoritmo:
Filtro lineal a partir de observaciones inciertas con ruido aditivo no blanco

Trje = Trjp—1 + Kplrjp—1, k21, Zop =0
Tro1 = FraZp o, k21

Ky = [pkpif/kAHkT + lf,il;/kfl} It k>1
Uk/k—1 = Yo — DkHpZrjp—1 — Oxjp—1, K 2>1,

Wy =pr(1 = p) Hy Pon Hi + ¢ He P Hi: +PE gy Aok HGPEL oy + PR P Hi s k21,
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Peop=FPoap B+ Qrr, k>1 Pop=F
P =Py — KWdLKL, k>1; Fjy=F
B = Fk—lplffl/klelzll +Qr-1, k=1
Okt = Okji—1 + Gralii—1, 1<k, k>1; OUy=0 k>1
Gra= [Py H + Pl | TN, 1<k, k>1
ki = P — Gk,jHJngv kl>1, j<min(k,l); Ppio= Beu, k121

1;),916/1—1 = [ 11),316—1/1—2 - Gk,lflnlflKlT—l] FlT—la [<Fk, k=>1; ig,xl/o =0.

3.4.2. Algoritmo de filtrado lineal en el sistema aumentado

Consideramos el sistema aumentado (3.3),

Xp=FaXp 1 +Wier, k>1

Yk = ’}/kaXk + Vk, k>1.

Las propiedades de los procesos que intervienen en este sistema, analizadas en la
Seccién 3.3.2, permiten aplicar el algoritmo que acabamos de desarrollar en la Seccion
3.4.1 y, por tanto, el estimador lineal de la sefial aumentada, X, obtenido a partir del

conjunto de observaciones {Y7,...,Y;}, viene dado por las siguientes ecuaciones:

ffk/k = er/k—l + Kk}:/k/k—la k>1

)%k/k—l = Fk—l)?k—l/k—la kE>1

Ry = [P AT+ B [ T k=1
}:/k:/k—l =Y, — pkﬁkik/k—l - ‘Q/Ic/k—h kE>1

I, = pr(1 — pr) Hy P Hy +pi Hi Py HE + P 1+ He PR+ oe Pl HE k=1

Plfk = kalplikaleTq + Qk—h k>1; P({(o = P())}(Ov
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sz?kngkfl—f(kﬁkf(,f, k>1

ij?kﬂ = kalplil/qukal + Qp-1, k>1

f/k/j = f/k/j—l + Gk,j}:/j/j—l, Jg<k, kE>1, f/k/o =0 k>1

Grj = [ij,fﬁj_le + ng/j—l} ', j<k k=1

Py =Pl — GullGl, ki =1, 1<min(k,j); PY0 =Ry, kj>1
J—1/5-2

Pl = [kax - de—lﬁj—lkf—l} Fly, §<k k=1,

cuyas condiciones iniciales son

2 ¢ p PP
X0/0:07 PoXo: 3)T 04 :
/ pET pW

Finalmente, como en el caso de sistemas no lineales con certidumbre, el estimador
cuadratico de xy se obtiene a partir del vector constituido por las primeras n componentes
del estimador lineal de la senal aumentada. Teniendo en cuenta que la senal original, xy,
ha sido centrada previamente, el estimador requerido se obtiene sumando a dicho vector

la media de xj, que se obtiene recursivamente mediante la relacién:

E[%k] = kalE[l'kfl] + Ug—1, k > 1.

3.5. Filtro ensemble

El objetivo de esta seccion es extender la metodologia expuesta en la Seccién 1.5 para
la obtencion del filtro de Kalman ensemble a sistemas con observaciones inciertas en los
que la incertidumbre esta modelizada por una sucesion de variables aleatorias de Bernoulli

independientes, como venimos considerando en este capitulo.

Como se expuso en la Seccién 1.5, la metodologia del filtro de Kalman ensemble

estd basada en la simulacién de la senal en el instante inicial, y sucesivas simulaciones
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de los ruidos que perturban la evolucion de la senal y las observaciones. En el caso de
observaciones afectada por incertidumbre, la ecuacién que las describe esta perturbada,
ademas de por ruido aditivo, por un ruido multiplicativo, lo que implica que la adaptacion
de la metodologia de filtrado ensemble a sistemas no lineales con observaciones inciertas

debe conllevar la simulacion de dicho ruido en cada instante de tiempo.

Consideremos, por tanto, un sistema no lineal con observaciones inciertas, descrito por
las ecuaciones
Tp = fe-1(Tp1) Fwp—1, k>1
(3.4)
Ye = Yhe(oe) +op, k>1,

satisfaciendo las siguientes hipétesis:

i) La senal en el instante inicial, x¢, es un vector aleatorio n-dimensional, con media,

cero y matriz de covarianzas conocida, Fy.

ii) El proceso {wy; k > 0} es un ruido blanco n-dimensional, centrado, con funcién de

covarianzas Ewiw]] = Q.

iii) El proceso {vg; k > 1} es un ruido blanco m-dimensional, centrado, con funcién de

covarianzas E[vzvl] = Ry.

i) {vk; k > 1} es una sucesioén de variables aleatorias de Bernoulli independientes, con

P(yk = 1) = pr.
v) fr: R" = Ry hy : R" — R™ son funciones no lineales.

vi) La senal inicial, xg, y los ruidos {wy; k > 0}, {vg; £ > 1} y {; k > 1} son

mutuamente independientes.
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Para la adaptacién del filtro ensemble a este tipo de sistemas hemos de tener en cuenta
que el ruido multiplicativo que interviene en el sistema no lineal bajo estudio solo afecta a
la ecuacion de observacion, por lo que las modificaciones sobre el algoritmo establecido en
la Seccién 1.5, s6lo deben hacerse en la etapa de actualizaciéon. A continuacién hacemos

una descripcién completa de ambas etapas, la de prediccién y la de actualizacion.

Etapa de prediccién

Como ya hemos indicado, el procedimiento a seguir en esta etapa es totalmente similar
al realizado en el caso de certidumbre en las observaciones, ya que en ella sélo interviene

la ecuacion de la senal. Por tanto:

= En el instante k£ = 1, se parte de un conjunto de puntos muestrales, que notaremos
:i“(l) FAIRER , 2] /07 simulados de la distribucién de la senal en el instante inicial, zy. Para
k > 1, se parte de un conjunto de ¢ estimadores de la senal, 32‘,{3_1/,6_1, e ,iz_l/k_l,

que se habran obtenido en la etapa anterior del algoritmo.

» En cada instante £ > 1, se realizan ¢ simulaciones de la distribucion del ruido wy_1,
que notamos wy_q,...,wi_,, y cada uno de los estimadores de filtrado de partida
se propaga a través de la ecuacién de la senal, considerando los valores simulados
del ruido; con ello se obtiene el siguiente conjunto de estimadores de xj, basados en

las observaciones y1, ... Yr_1:
~1 _ ~ i -
Lh/h—1 = fk—l(xk—l/k—l) T Wiy, 1=1,...,q,

= Una vez obtenidos estos estimadores, el estimador de menor error cuadratico medio
de zj basado en vy, ...yr_1 y la correspondiente matriz de covarianzas del error son

aproximados por la media y por la cuasicovarianza muestral de dichos estimadores,
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respectivamente; esto es, notando, como es usual, 75/, al predictor en una etapa

de zp y Pr/k—1 a la matriz de covarianzas del error, se tiene:

A IR
Tp/p-1 = 5Zxk/k—1’ kE>1
i—1

I K, X A
Pyjp—1 = -1 Z(%/k_l = Troi—1) (T g — Trpe1)’, k>1

i=1
A continuacion, estos estadisticos son actualizados con la informacién proporcionada

por la observacion en el instante k£ como sigue.

Etapa de actualizacion

El primer paso para la etapa de actualizacion de los estimadores de z; basados en

Y1, --.,Yr_1 €s obtener predictores de y, a partir de los predictores disponibles de la senal,
& Jeet1s 1= 1,...,k, lo que se consigue propagando cada uno de ellos por la ecuacion de
observacion.

Para la propagacion hemos de tener en cuenta que la ecuacion de observacién esta aho-
ra perturbada, ademas de por el ruido aditivo, por el ruido multiplicativo que describe
la incertidumbre; por lo tanto, siguiendo la metodologia del filtro de Kalman ensemble,
ahora realizaremos ¢ simulaciones del ruido aditivo vy, que serdn denotadas vy, ..., v} y g
simulaciones del ruido multiplicativo 7, que serdn denotadas ~, .. .,~}; asi, propagando
el conjunto de predictores 7} TS , 2 1 @ través de la ecuacion de observacion en

estos valores simulados obtenemos ¢ predictores de yy:

Z)/i/k*1 - W/lichk<£;c/k71) + Ulim 1=1,...,q.
Una vez obtenidos los puntos transformados ;Q,i k1 - ,@Z k1> los pasos a seguir son

los mismos que en el caso de certidumbre en las observaciones, que especificamos a con-

tinuacion.
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= Se aproxima el predictor de la observacion, §i k-1, y la correspondiente matriz de
covarianzas del error, P/ Jk—1> POT la media y cuasicovarianza muestral de los puntos

transformados, g 5y, - -- ST

i LS~
Urfe-1 = E Yejp—1s k=1
i=1

1 - N N g N
Plf/kq = —q 1 Z(yk/k—l - yk/kq)(yk/kq - yk/kﬂ)T, k>1.
=1

= Se aproxima la matriz de covarianzas cruzadas de los errores de prediccion de la senal
y de la observacion, P,f/yk_l, por la cuasicovarianza de los estimadores de prediccion
~1 ~q ~1 g
Thk—19 0 Vgse—1 © Yp/k—10 - Ypp—1-

. IR i X
Pk/ylc—l = —q ] Z(%/kq - JJk/k—l)(Z/k/kq - yk/k—l)T7 kE>1.
=1

» Finalmente, el filtro de la senal, 2y, y la matriz de covarianzas del error de filtrado,

Py, se calculan mediante las siguientes expresiones:
1
Frgp = gzﬁcﬂw k>1
i=1

1 O i . i .
Pre = Z(xk/k — i) (@ — )T, k=1,
=1

qg—1 —

donde los filtros & Ik S€ obtienen aplicando la férmula del filtro de Kalman en su

etapa de actualizacién:

‘ﬁﬂ/k - inzr/k—l + Plj/ykfl(PIg/k—l)_l[yk - ?312//%—1]7 1=1...,q
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3.6. Filtro ensemble cuadratico

En la seccién anterior se ha propuesto una generalizacion del filtro del Kalman en-
semble para el caso de sistemas no lineales con observaciones inciertas. Siguiendo la linea
de desarrollo de nuestro trabajo, el objetivo en esta seccion es generalizar este algoritmo
considerando estimadores basados en las observaciones y sus potencias de segundo grado,

definidas, como viene siendo usual, mediante el producto de Kronecker.

Al igual que en los algoritmos de filtrado cuadratico propuestos en el Capitulo 2 para
sistemas con certidumbre, y en este capitulo para sistemas con observaciones inciertas,
el procedimiento para la obtencién de un filtro cuadratico es construir un nuevo sistema
en el que los vectores senal y observacion son los aumentados de los correspondientes

originales con sus potencias Kronecker de segundo grado.

En los algoritmos propuestos en las secciones anteriores, basados en la aproximaciéon
de los sistemas originales por sistemas lineales, se definian los sistemas aumentados co-
rrespondientes a los sistemas linealizados; ahora, para seguir la metodologia de filtrado
ensemble, aumentaremos directamente el sistema original, considerando las potencias de

segundo grado de la senal y la observacion.

Concretamente, vamos a considerar el sistema (3.4):
r = fr—1(Tp—1) twpmr, k>1
Yr = Wh(zp) +ve, k21,
y los vectores aumentados,

T
L Yk

Para obtener la dinamica de los vectores X}, e Y, comenzamos calculando las potencias

Kronecker de segundo grado de los vectores senal y observacion originales, xf] e y,[f].
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Potencias de segundo grado de la senal

Teniendo en cuenta la ecuacion de la senal del sistema (3.4) se obtiene la siguiente
expresion:

$L2] = 1£2—}1 (xf—1) + Pp—1, k>1,

donde
O = (L2 + Kp2)[fu(mr) @ wi] +wl?, k> 0.

Potencias de segundo grado de la observacion

Procediendo de forma andloga con la ecuacién de observacion del sistema (3.4), y dado

que v s6lo toma los valores 0 y 1, se obtiene:
v = whP () + Oy, k> 1,

siendo

Uy, = (L2 + Kp2) [ihi(z) @ v + 017, k> 1,

Una vez obtenidas estas expresiones, si definimos

oo (f). moo () we(i) (2

obtenemos las siguientes ecuaciones que modelizan la evolucién de la senal aumentada y

las observaciones aumentadas:
Xy = Fp(Xp—1) + Wimr, kB 2>1,
(3.5)
Vi = mHp(Xy) + Vi, k> 1
El sistema aumentado (3.5) es, naturalmente, un sistema no lineal, en el que las ob-

servaciones estan perturbadas por el mismo ruido multiplicativo que el sistema original,

{vk; k > 1}; por tanto, podemos aplicar el algoritmo de filtrado ensemble desarrollado en
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la seccion anterior, que particularizado a este sistema actiia como indicamos a continua-
cién.
Etapa de predicciéon

q

= En el instante £ = 1, se parte de un conjunto de puntos muestrales, Xé/o, . ,XO/O,

. 2!
(Z]/(): A?Q(]) ) iz]‘)"'?Q?
Lo/0
~1[2]

donde los valores ) /o Son simulados de la distribucion de la senal inicial, zg, y Z, 70

definidos como

son sus potencias de Kronecker de segundo grado.

Para k£ > 1, el punto de partida sera el conjunto de estimadores de la senal au-
mentada, X,i_l/k_l, e 7X13—1/k—17 que se habra obtenido en la etapa anterior del

algoritmo.

= Propagando dichos estimadores a través de la ecuacién de la senal aumentada del

sistema (3.5), obtenemos un conjunto de ¢ predictores,

Xli/k:—l = Fk—l(Xli—l/k—l) + Wli—h 1=1,...,¢
wi_y
P},

®! | calculados, segin la expresiéon de @, mediante la siguiente:

donde W} _, = ( ), siendo w},_, valores simulados de la distribucién de wy,_; y

7 ~7 i 22
Oy = (L + Ko)[faor (Fh_y ) @ wh_y ]+ w

~q . N . i
donde Jk—1 €S el vector constituido por las n primeras componentes de X Ik

= Una vez obtenidos estos estimadores, aproximamos el predictor de la senal aumenta-

da y la matriz de covarianzas del error de prediccion por la media y cuasicovarianza
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muestral de éstos:

. 1<
Xijp—1 = 5ZX12/;§_17 kE>1

i=1

1 < C-i o C-i 0
Py = -1 ;(Xk/k—l — Xipp-1)(Xijpy — Xiw)', k=1
Etapa de actualizacion
En esta etapa, el punto de inicio es el conjunto de predictores )A(,i/kfl, e ,)A(g/kfl,

obtenidos en la etapa anterior del algoritmo, que se propagan a través de la ecuacion de

observacién del sistema (3.5):

Vi = nHe( XL )+ Vi, i=1...,q,

i
siendo V}, = (\;’j ) Los ruidos v}, y 74, son simulados a partir de las distribuciones de vy,
k

Y V&, respectivamente, y W% se obtiene mediante la siguiente expresién:

U, = (L2 + Kp2) i (&) ©@ 0h] + 0, k=1,

~3 . . . g i
donde 7}, Jk—1 €8 el vector constituido por las n primeras componentes de X Jh—1-

. 9 1 9 q . .
A partir de los puntos transformados, Y}, k1 Y, /15 S€ aproxima el predictor de
la observacioén, Y p—1, y la correspondiente matriz de covarianzas del error, Pkl;kfl, por

la media y cuasicovarianza de los mismos:
. 1
Yigk1 = gzyg/k_l, k>1
i=1

1 - % Y % >
Pk);kq = Z(Yk/kq - Yk/k—l)(Yk/kfl - Yk/k—1>T> k>1
i=1

q—14
Finalmente, la matriz de covarianzas cruzadas del error del predictor de la senal y de

la observacién, Pk)f};l, se aproxima por la cuasicovarianza de los predictores de la senal y
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: 4 1 < 1 q .
de la observacion, Xk/k—l? e ,Xk/k_1 e Yk/k—l? e va/k—r

1 < L . . .

XY T

P11 = =1 Z(Xi;/k_1 = Xije—1) Yippor — Y1), k2> 1
i=1

Una vez aproximados los anteriores estadisticos de primer y segundo orden, se actualiza

el conjunto de predictores de la senal con la nueva observaciéon Yy, a partir de las siguientes

ecuaciones:
Xli/k = Xli/k:—l + Plg?l}c/—l(Pk};k—l)_l[Yk - Yki/lc—l]v i=1,...,q,

y, finalmente, se calcula el filtro de la senal aumentada, X, /k» ¥ la matriz de covarianza
del error de filtrado, P/, como la media y cuasicovarianza de dichos puntos:
X 1o .
X = 52&2/;@, k>1
i=1
P = L Zq:(ff;i/k — X)X — Xape)”, k=1
qg—1

=1

El proceso de estimacién finaliza con la obtencién del filtro de la senial original, %y,

que se realiza extrayendo las n primeras componentes de X, .

3.7. Ejemplo numérico

En esta seccion mostramos un ejemplo de simulacion numérica para ilustrar los re-
sultados obtenidos en este capitulo. Para ello, hemos considerado el mismo modelo no
lineal para el que se han analizado los resultados del Capitulo 2, contemplando ahora la
posibilidad de que las observaciones, de manera aleatoria, no contengan informacién sobre
la senal, sino que consistan sélo en ruido. Asi, consideramos el siguiente sistema no lineal
con observaciones inciertas:

1
T = +wp—1, k>1

S +3
Ye = Ve(vh +exp(wy)) +vp, k> 1,
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sobre el que se suponen las siguientes hipotesis:

i)

i)

iii)

XY

La senal inicial, x(, es una variable aleatoria con media cero, varianza uno, P, =

1, vy momentos de tercer y cuarto orden dados por Pég) =0y Pé4) = 3 - P},
respectivamente.
. . 19
{wy; k > 0} es un ruido blanco, centrado, con varianza constante, Qr = —, y
128 1123

momentos de tercer y cuarto orden dados por Q,(:’) =3 y Q;(f) -3 Qs
respectivamente.

{vg; k > 1} es un ruido blanco, centrado, con varianzas Ry = —, y momentos de

128 1123

tercer y cuarto orden dados por R,(CS) =3 y R,(f) =3 R, respectivamente.

{Vk; k > 1} es una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli independientes con

Py =1) =p.

La sefial inicial, zg, y los ruidos {wy; & > 0}, {vx; & > 1} vy {w: k& > 1} son

mutuamente independientes.

En este ejemplo se muestra la actuacion de los algoritmos de filtrado extendido cuadrati-

co y de filtrado ensemble, la comparacion entre los mismos, asi como la mejora que pro-

ducen ambos con respecto al filtro linealizado mixturas propuesto por Hermoso y Linares.

[25].

Para ello, se han implementado en Matlab los diferentes algoritmos, aplicandolos a la

estimacion de la senal en el modelo no lineal anterior; para cada algoritmo se han rea-

lizado 1000 simulaciones, y 50 iteraciones para cada simulacién. Como en los ejemplos

considerados en los capitulos anteriores, el comportamiento de los estimadores propues-

tos se compara mediante los errores cuadraticos medios correspondientes a las distintas
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simulaciones de la senal y sus estimaciones:

1000

1 ~S
ECMy = 1005 D (@ =) k=1,...,50,

donde zj denota el valor de la senal generado en la simulacion s y la iteracion k, y 7 Ik

es el filtro calculado con el correspondiente algoritmo en dicha simulacién e iteracion.

3.7.1. Actuacion del filtro extendido cuadratico

La actuacién del filtro extendido cuadratico, asi como su comparacion con el filtro
linealizado mixturas se ha llevado a cabo utilizando distintas probabilidades de falsa
alarma, y suponiendo en cada caso que ésta es constante en todas las iteraciones. En todos
los casos analizados, se ha apreciado una evidente mejora del filtro extendido cuadratico

propuesto en este trabajo frente al linealizado mixturas de [25].

A titulo de ejemplo, en la Figura 3.1 presentamos los resultados obtenidos considerando
P(y, = 1) = p = 0.5. Esta figura muestra la evolucién de los errores cuadraticos medios
de ambos filtros, reflejando, ademas de un mejor comportamiento del filtro extendido
cuadratico, manifestado por errores sensiblemente inferiores a los obtenidos con el filtro
linealizado mixturas, una menor dispersién en dichos errores a lo largo de las diferentes

iteraciones, lo que reafirma la efectividad del algoritmo propuesto.

Por otra parte, hemos analizado también el comportamiento de las estimaciones ob-
tenidas mediante el filtro extendido cuadratico frente a la probabilidad de falsa alarma
en las observaciones. Para una mejor visualizaciéon de los resultados, éstos son mostrados
en dos figuras; en la Figura 3.2 se representan los errores cuadraticos medios correspon-
dientes a los valores p = 0.1, p =02, p=0.3, p =04y p = 0.5, y en la Figura 3.3 los
correspondientes a p = 0.5, p=0.6, p=0.7, p=08 y p = 0.9.
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8 T T T T T
ECM, del filtro extendido cuadratico, p=0.5
- - = ECMk del filtro mixturas linealizado, p=0.5
7 - .
/ I \
N \ ) AR
r A A AR -7 | /
6r VRN Al \ Iy ! i
N \\ / v AN s \/\\” A I
/ \y / \ | \ | LY /
511 \ ' Vo
4 - -
3 L .
ok A/\/\/\/\/\_/\/\/\/\/\/\/\/\/V\
l | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Iteracion k

Figura 3.1: Error cuadratico medio del filtro mixturas linealizado y del filtro extendido
cuadratico.

Como era de esperar, estas figuras muestran que, a medida que aumenta el valor de p,
y por tanto disminuye la probabilidad de que las observaciones utilizadas en la estimacion
carezcan de informacion sobre la senal, los errores cuadraticos medios del filtro extendido

cuadratico van disminuyendo de manera significativa.

Tesis Doctoral



90 3.7 Ejemplo numérico

3.2 T T T T T
ECMk del filtro extendido cuadratico, p=0.1
3| ECM, del filtro extendido cuadratico, p=0.2| |
ECM, del filtro extendido cuadratico, p=0.3
28l —x+— ECM del filtro extendido cuadratico, p=0.4| |
- - = ECMk del filtro extendido cuadratico, p=0.5
26

1.6 I I I I I I I I I

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Iteracion k

Figura 3.2: Error cuadratico medio del filtro extendido cuadratico para p = 0.1, 0.2, 0.3,
0.4, 0.5

Finalmente, comparando estos resultados con los mostrados en la Figura 3.1 relativos a
la aplicacién del filtro linealizado mixturas, podemos también observar que, incluso para el
caso mas desfavorable en el sentido de mayores errores cuadraticos medios, correspondiente
a p = 0.1, los resultados obtenidos con el filtro extendido cuadratico mejoran a los del
filtro mixturas, aun para una mayor probabilidad de falsa alarma. Esto vuelve a reafirmar

la mayor eficacia del filtro propuesto en este capitulo frente al propuesto en [25].
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T T T T T
- — —ECM, del filtro extendido cuadratico, p=0.5
26 ECMk del filtro extendido cuadratico, p=0.6
' ECM, del filtro extendido cuadratico, p=0.7
ECMk del filtro extendido cuadratico, p=0.8
241 — ECMk del filtro extendido cuadratico, p=0.9]|
22 B A .
/\ /
/o A I\ / \ /\ - /" Iy
/\/\/\ // \ A AN AR /\\/‘ i
2+ \ \ \ I\ = - N \/ A , | o\ 4
/ \ \ [IVTIR
v | \ | )
Y N : /N
1.8} VR Al
16 .
1.4¢F
K
Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Iteracion k

Figura 3.3: Error cuadratico medio del filtro extendido cuadratico para p = 0.5, 0.6, 0.7,
0.8, 0.9.

3.7.2. Actuacion de los filtros ensemble

La implementacion de los algoritmos de filtrado ensemble y su aplicacion al sistema
no lineal considerado en este ejemplo han dado lugar a los resultados que mostramos y
comentamos a continuacién. Los algoritmos se han implementado considerando ¢ = 500
simulaciones la senal en el instante inicial, y ¢ = 500 simulaciones de los ruidos pertinentes

en cada iteracién, tanto en el filtro ensemble lineal como en el cuadratico.

En la Figura 3.4, se muestran los errores cuadraticos medios asociados a 1000 simula-

ciones del filtro ensemble desarrollado en la Seccién 3.5 y del filtro mixturas linealizado,
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considerando una probabilidad de p = 0.5 de que la senal en cada instante esté presente
en las observaciones. Debemos indicar que la comparacién se ha realizado para distintos
valores de la probabilidad de falsa alarma, obteniéndose para todos ellos resultados si-
milares, lo que nos induce a concluir una clara superioridad en la efectividad del filtro

ensemble propuesto frente al linealizado.

9 T T T T T T T T T
ECMk del filtro ensemble, p=0.5
8 - - - ECMk del filtro mixturas linealizado, p=0.5
. ' ! [
7 /\ I\ _ I\ I |
\ A
/\ /\ N J/ \\ \ /\/ v | ! \ 7/ / I3 I \\/\\
6 \/\/ /A VT /’ \/ \ ANA b
% v AN Vo / \ o\ \
\ \ /B
Yoy ~ \/ [y \ v
|/ /
\

5| , / i
4 - .
3 - .
2| \/\/\/\/_\/\/W/—\/\/\/\/\/_

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Iteracion k

Figura 3.4: Error cuadratico medio del filtro ensemble y del filtro mixturas linealizado.
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En la Figura 3.5 se representan los errores cuadraticos medios asociados a las esti-
maciones de la senal proporcionadas por el filtro ensemble para distintos valores de p;
concretamente, p = 0.1, p = 0.3, p = 0.5, p = 0.7 y p = 0.9. En esta figura se muestra
el hecho légico de que los errores cuadraticos medios de las estimaciones disminuyen de
manera global a medida que aumenta p o, equivalentemente, a medida que disminuye la

probabilidad de que las observaciones sean sélo ruido.

T T T T T T T T T
- — —ECM, del filtro ensemble, p=0.1
341 ) .
ECMk del filtro ensemble, p=0.3
3.2 ECMk del filtro ensemble, p=0.5 R
3l ECMk del filtro ensemble, p=0.7 |
— % ECMk del filtro ensemble, p=0.9
2.8F h .
/ \
/
26 RN " N N
\ / I\ JARVAN
- \ \/\/\/\J\ /'/\/\/ S - / (NN N - ! =~
24r N q/ AN 4 AN v 7
Vi
2.2 . 8
2 - -
1.8f :
1.6 ' i
A ¥
1.4F
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Iteracion k

Figura 3.5: Error cuadratico medio del filtro ensemble para p = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9.
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Seguidamente, en la Figura 3.6, se muestran los resultados obtenidos al comparar el

filtro ensemble lineal con el filtro ensemble cuadratico considerando p = 0.5.

24 T T T T T T T T
ECMk del filtro ensemble, p=0.5
- - = ECMk del filtro ensemble cuadratico, p=0.5
2.31 R
22F | 1
!
'\ | A
a Iy |
|
21 | h |
| I |/ | '
\ | | |
| | | |
I ‘ / Wt I .
2 - ] | | / | \ \ H
I | / \ I A\
I\ A | |
N Wl ‘ I I
)\ Vo il |
| I Y I |
\ ] \ \ / / | | \ ] \
191 | | v A | il
| N I/ I L A .
| \j v l' | | \ \
| | \" | | |
1.8¢ ~ l \ .
8 e 1 ‘:’ \l
\ \
17 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Iteracion k

Figura 3.6: Error cuadratico medio del filtro ensemble y del filtro ensemble cuadratico.

En este caso, la comparacion muestra, como era de esperar, una disminucion en los

errores cuadraticos medios asociados a las estimaciones del filtro cuadratico pero, sin

embargo, la disminucién es menos importante que la observada en otras comparaciones

entre filtros lineales y cuadraticos (por ejemplo, en la Figura 2.1, en la que se muestra la

comparacion entre los filtros extendido lineal y cuadratico en un sistema con certidumbre,

y la 3.1, en la se comparan el filtro linealizado mixturas con el filtro extendido cuadratico
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considerando incertidumbre en las observaciones). Aun asi, es evidente que la precisién

en las estimaciones de la senal mediante la metodologia de filtrado ensemble aumenta

si estimamos a partir de las observaciones disponibles y de sus potencias Kronecker de

segundo grado.

En la Figura 3.7 se muestran los errores cuadraticos medios asociados al filtro ensemble

cuadratico para distintos valores de p, comprobandose de nuevo una mayor precision de

las estimaciones a medida que disminuye la incertidumbre en las observaciones.

3.4

3.2

2.8

2.6

2.4

2.2

1.8

1.6

14

I ECMk del filtro ensemble cuadrético, p=0.1

— % ECMk del filtro ensemble cuadratico, p=0.9

ECMk del filtro ensemble cuadratico, p=0.3
ECMk del filtro ensemble cuadratico, p=0.5

ECMk del filtro ensemble cuadrético, p=0.7

\ \ \ (VAN -
/ [=0 / / ;0\ /
\y \ \ - /oD "\ _
\\ I, v o / 7Ny \/, \ ; NP4 \
T \ \ _
J
5 10 15 20 25 30 35 40 45
Iteracion k

50

Figura 3.7: Error cuadratico medio del filtro ensemble cuadratico para p = 0.1, 0.3, 0.5,

0.7, 0.9.
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Para finalizar, hemos realizado una comparacion entre el filtro extendido cuadratico y
el filtro ensemble cuadratico considerando, como en otras comparaciones, diferentes valores
de p. Los resultados obtenidos son similares, por lo que nos limitamos a presentar, como
representativo de todos los demas, los correspondientes a p = 0.5, que se muestran en la
Figura 3.8. Como puede observarse en esta figura, los errores cuadraticos medios del filtro
ensemble cuadratico son, globalmente, menores que los del filtro extendido cuadratico,

demostrando asi la mayor efectividad del primero frente al segundo.

24 T T T T T T T T T
ECMk del filtro extendido cuadratico, p=0.5
- - - ECMk del filtro ensemble cuadratico, p=0.5
2.3F b
2.2F \ E
I\ (I ’\
’I\ ! '\\
I
21f [} | (I
M b I‘\ Moo , i ,’
| | ! I \
| l\ | / | | I\ | |
by Nl \ v N !
2 ! | a V! TRk
;o i\ I L (N B T AL BN
;! N Y O T A R Loy Pl |
\ VAR AL [ 1o ol
| | I | Y | I \ \
19f, | o L/ \ oo |
P ' \/ : AN N
\ | [T Loy bl
\\ | f Loy 1
1.8f '\ Y 1 i
\/ Loy 1]
I |
17 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Iteracion k

Figura 3.8: Error cuadratico medio del filtro extendido cuadratico y del filtro ensemble
cuadratico.
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Debemos indicar, finalmente, que, como puede comprobarse en los cédigos fuente que
se adjuntan, el filtro ensemble cuadratico, ademas de mejorar las estimaciones obtenidas
con el filtro extendido cuadratico, presenta la ventaja adicional de ser computacionalmente

menos complejo, disminuyendo sensiblemente el coste computacional del extendido.
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Conclusiones y Futuras Lineas de
Investigacion

El objetivo de este trabajo ha sido avanzar en el estudio del problema de estimacién
de senales ruidosas modelizadas por una dindmica no lineal a partir de la informacién
proporcionada por la observacion de funciones de la misma, también no lineales, y también

afectadas por ruido.

El estudio se ha enfocado fundamentalmente al problema de estimacién a partir de
observaciones inciertas, en las que existe una probabilidad positiva de que carezcan de
informacion sobre la senal y, por tanto, s6lo aportan ruido a la estimacién. Con este
objetivo, los métodos de estimacion abordados en nuestro estudio se han desarrollado en
primer lugar en sistemas con certidumbre en las observaciones (Capitulo 2), para después

adaptarlos al caso de incertidumbre (Capitulo 3).

En lineas generales, nuestro estudio ha ido especialmente dirigido a la obtencion, me-
diante diversas metodologias, de algoritmos que proporcionan de manera recursiva estima-
dores basados en funciones polinomiales de segundo grado de las observaciones, definidas
mediante productos de Kronecker, lo que denominamos estimadores cuadrdticos. En ge-
neral, el procedimiento usado para la obtencién de tales estimadores es aumentar los
vectores senal y observacion originales con sus potencias de segundo orden, obteniendo

asi un nuevo sistema en el que se aplican algoritmos de filtrado lineal para obtener los
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algoritmos de filtrado cuadratico en los sistemas originales.

El criterio de optimalidad subyacente en todo nuestro estudio es el minimizar el error
cuadratico medio y, en consecuencia, la eficacia de los algoritmos propuestos se compara
en términos de los errores cuadraticos medios asociados a las estimaciones obtenidas con

los mismos.

Seguidamente hacemos un breve resumen del desarrollo del trabajo y de las princi-
pales aportaciones, para finalizar exponiendo algunas lineas abiertas para nuestra futura

investigacion.

En el Capitulo 1 se presentan diversas metodologias que se aplican de manera usual
para abordar el problema de estimacion en sistemas no lineales, la del filtro de Kalman
extendido y derivados, basadas en la aproximacién de los sistemas originales mediante
sistemas lineales, y la del filtro de Kalman ensemble, basada en la simulaciéon de los
procesos que generan la senal y las observaciones. Estas metodologias constituyen la base

para el trabajo que desarrollamos en los siguientes capitulos.

El estudio realizado en el Capitulo 2 se refiere al problema de estimacion en sistemas
no lineales en los que la senal que se desea estimar estd siempre presente en las ob-
servaciones, sistemas no lineales con certidumbre en las observaciones. Basandonos en la
metodologia del filtro de Kalman extendido, y con objeto de mejorar las estimaciones pro-
porcionadas por el mismo, en este capitulo proponemos el uso de estimadores cuadraticos,
desarrollando un filtro extendido cuadrdtico que, como mostramos en un ejemplo de simu-
lacién, puede mejorar considerablemente las estimaciones basadas en funciones lineales de

las observaciones.

Las estimaciones proporcionadas por el filtro extendido cuadratico pueden, a su vez,

mejorarse si se realizan sucesivas iteraciones en la etapa de actualizacién de los estimadores
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y, con esta idea, hemos desarrollado un filtro extendido cuadrdtico iterado. Finalmente,
hemos deducido también un filtro extendido cuadrdtico de sequndo orden, que mejora al
extendido cuadratico al considerar una mejor aproximacion lineal del sistema no lineal

original.

En el Capitulo 3 se han considerado sistemas no lineales con observaciones inciertas,
en los que la incertidumbre estd modelizada por un ruido multiplicativo en la ecuacion de
observacion, descrito por variables de Bernoulli independientes. En este capitulo propone-
mos tres algoritmos recursivos para abordar el problema de estimacion en estos sistemas,

que comentamos a continuacion.

En primer lugar, proponemos un filtro extendido cuadrdtico, como extension del corres-
pondiente en el caso de certidumbre. Hemos de indicar que la obtencion de este algoritmo
ha requerido desarrollar un filtro lineal para sistemas con observaciones inciertas en los
que el ruido de la observacion no es blanco, como en el filtro convencional de Nahi, lo que
constituye por si mismo una nueva aportacion al problema de estimacion lineal a partir

de observaciones inciertas.

Seguidamente, aplicando la metodologia de filtrado ensemble a sistemas con observa-
ciones inciertas, proponemos el filtro ensemble y el filtro ensemble cuadrdtico. La presencia
del ruido multiplicativo en la ecuacién de la observacion, ademas del ruido aditivo, hace
necesaria la adaptaciéon del filtro ensemble convencional para su aplicacion a sistemas con
observaciones inciertas. Por tanto, en una primera etapa, hemos realizado esta adaptacion,
obteniendo un filtro ensemble basado en las observaciones disponibles para la estimacion,
filtro que posteriormente hemos generalizado, con la misma metodologia, pero basando la

estimacion en las observaciones y sus potencias de segundo grado.

Los distintos algoritmos desarrollados en esta investigacion han sido implementados
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en MATLAB considerando un modelo no lineal unidimensional concreto, con el fin de
comparar el comportamiento de los estimadores propuestos. Como hemos indicado, para
realizar estas comparaciones se han utilizado los errores cuadraticos medios asociados a

las estimaciones obtenidas en diferentes simulaciones.

En el caso de certidumbre en las observaciones se concluye que el filtro extendido
cuadratico mejora las estimaciones de la senal obtenidas por los filtros extendidos lineales
y ensemble presentados en el primer capitulo. Por otro lado, como cabia esperar, el filtro
extendido cuadratico iterado y el filtro extendido cuadratico de segundo orden mejoran
el comportamiento del filtro extendido cuadratico, siendo la mejora del primero la més

evidente.

En el caso de sistemas con observaciones inciertas, se han comparado los estimadores
propuestos con el filtro mixturas linealizado propuesto en [25], y todos presentan mayor
eficacia que éste. Ademas, los errores cuadraticos medios asociados a las estimaciones
proporcionadas por el filtro ensemble cuadratico son menores que los del filtro ensemble,
demostrando asi que la precisién en las estimaciones de la senal aumenta si consideramos
las potencias segundo orden de las observaciones disponibles. Por utltimo, se han compa-
rado los estimadores cuadraticos propuestos para este tipo de sistemas, concluyendo que

el filtro ensemble cuadratico presenta un mejor comportamiento.

El trabajo desarrollado nos induce a plantearnos algunas extensiones, mas o menos

inmediatas, de los algoritmos propuestos en este trabajo.

e Filtro extendido cuadrdtico iterado y filtro extendido cuadrdtico de sequndo orden

en sistemas con observaciones inciertas.

Al igual que en el caso de certidumbre en las observaciones, es de esperar que
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las estimaciones obtenidas mediante el filtro extendido cuadratico en sistemas con
observaciones inciertas puedan mejorarse aplicando la metodologia del filtro iterado,
asi como, por otra parte, considerando aproximaciones lineales més precisas de los
sistemas no lineales bajo consideracién. En este sentido, un objetivo inmediato en
nuestro futuro estudio es la obtencion de un filtro extendido cuadrdtico iterado y
de un filtro extendido cuadrdtico de sequndo orden para sistemas con observaciones

inciertas.

e Filtro ensemble mixtura para sistemas con observaciones inciertas.

La extension de la metodologia de filtrado ensemble a sistemas con observaciones
inciertas requiere, ademas de la simulacién de los ruidos aditivos de las ecuaciones
del estado y de la observacién, la simulacién del ruido multiplicativo que modeliza
la incertidumbre. Sin embargo, esto podria evitarse si se tiene en cuenta que, segin
la forma mixtura de la funcién de densidad de las observaciones cuando éstas estan
afectadas por ruido multiplicativo, sus momentos de primer y segundo orden pueden

expresarse como:
Elyr] = px Elhi(zy)], k>1
Cov(yx) = pr. Cov(hi(xr)) + pr (1 — pr) Elhi(zx)] E[hi (x)] + R, k>1
Cov(xg, yr) = pr Cov(xy, hi(zx)), k> 1.
Por tanto, una forma alternativa de proceder seria aproximar los momentos de
primer y segundo orden de hy(xy) siguiendo la metodologia del filtro ensemble y,
a partir de ellos, aproximar los de la observacion. Presumimos que al evitar la

simulacién del ruido multiplicativo, la disminucién del niimero de simulaciones en

cada etapa del algoritmo conlleve una mayor precision de los estimadores obtenidos.
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e Filtros sigma-puntos para sistemas con observaciones inciertas.

El filtro ensemble y el filtro ensemble cuadratico son métodos de estimacion de
seniales en sistemas no lineales que utilizan técnicas basadas en la simulacién de
valores de la senal inicial y los procesos ruido que intervienen en el sistema. Un
método alternativo interesante es sustituir la generaciéon aleatoria de tales valores
por una deterministica, de manera que los puntos muestrales, denominados sigma-
puntos, capturan los momentos de primer y segundo orden de las distribuciones
correspondientes. Esta metodologia ha sido aplicada con éxito en diversas situaciones
[12], considerando estimadores basados en las observaciones disponibles, por lo que
pensamos que podria ser interesante abordar la posibilidad de obtener algoritmos de
filtrado cuadratico basados en la misma. El punto de partida seria, como es natural,
readaptar el conjunto de puntos muestrales utilizado, de manera que se consiga
capturar los momentos hasta el cuarto orden, necesarios para abordar el problema

de estimacién cuadratica.

Debemos indicar, finalmente, que los algoritmos desarrollados en todo nuestro trabajo

se aplican en sistemas no lineales, bajo las hipdtesis basicas de independencia de la senal

inicial y de los ruidos que los definen. Obviamente, no son aplicables a sistemas en los que

tales hipotesis no sean satisfechas, pero constituyen el punto de partida para el tratamiento

del problema de estimacion cuadratica en sistemas no lineales més generales.
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CAPITULO 1: Figuras 1.1,1.2,1.3y 1.4

%Modelo de la sefial:  x(k+1)=1/(x(k)"2+3)+w(k) donde w(k)-->N(0,1)
% x0-->N(0,1)

% f(x)=1/(x"2+3)

%O0bservaciones:  y(k)=x(k)*2+exp{x(k)}+v(k) don de v(k)-->N(0,1)

% h(x)=x"2+exp{x}

n_simul=1000; %numero de simulaciones
n_iter=50; %numero de iteraciones

for s=1:n_simul

%%%%6%%%6% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %%
%%%%%%Géneracion de la senal x(k) %%%%%%%
%9%%%6%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% %0 %% % %% % %%

P0O=1; %varianza de la condicion inicial
Q=1; %varianza del ruido de la ecuacion de la sefial

%% Condiciones iniciales %%

x0(s)=P0”(1/2)*randn(1,1);
wO0(s)=Q"(1/2)*randn(1,1);

X(s,1)=1/(x0(s)"2+3)+wO0(s);
%69%%%6%%%6% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %

for k=1:n_iter
w(s,k)=Q"(1/2)*randn(1,1);
X(s,k+1)=1/(x(s,k)"2+3)+w(s,k);
end

%6%%%6%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% %0 %% %0 %% % %% % %% % %% %
%%%%%% Generacion de las observaciones y(k) %0%%%%%
%6%%%6%% %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% %0 %0 %0 %0 %0 %0 Yo D0 %0 %0 %0 %0 %% % %% % %0 %0

R=1; %varianza del ruido de la ecuacioén observaciéon

for k=1:n_iter
v(s,k)=R*(1/2)*randn(1,1);
y(s,k)=x(s,k)*2+exp(x(s,K))+v(s,K);
end
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%fil1=filtro de Kalman extendido (FKE)

%predl=predictor de Kalman extendido (PKE)

%Cfill=varianza del FKE

%Cpredl=varianza del PKE

%H1=derivada de la funcién h en el PKE

%F1=derivada de la funcion f en el FKE

%K1l=ganancia del FKE

%DC_fill=cuadrado de la diferencia entre la sefal y el FKE

%%% %% %% % %% %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %8408848404808800840880820080040R

%%%%%

%%%%%% Condiciones iniciales para el FKE %%%%%%

filLO(s)=0;
Cfil10(s)=P0;

predl(s,1)=1/(fil10(s)"2+3);
F10(s)=((-2)*fil10(s))/((fil10(s)"2+3)"2);
Cpred1(s,1)=F10(s)*Cfil10(s)*F10(s)'+Q;

%%%% %% % %% % %% % %% % %% %% % %% %% %% %% % % %% % %0 % % %% %% % % %% % %
for k=1:n_iter
H1(s,k)=2*pred1(s,k)+exp(pred1(s,k));
K1(s,k)=Cpredi(s,k)*H1(s,k)"*(H1(s,k)*Cpred1(s K)*H1(s,K)'+R)M(-1);
fil1(s,k)=pred1(s,k)+K1(s,k)*(y(s,k)-...
(pred1(s,k)*2+exp(predi(s,k))));

Cfil1(s,k)=(1-K1(s,k)*H1(s,k))*Cpred1(s,k);

pred1(s,k+1)=1/(fil1(s,k)"2+3);

F1(s,k)=((-2)*fil1(s,K))/((fil1(s,k)"2+3)"2);

Cpred1(s,k+1)=F1(s,k)*Cfil1(s,k)*F1(s,k)'+Q;

DC_fil1(s,k)=(x(s,k)-fil1(s,k))"2;

end %iter
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%%%%%% %% %% %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %84 8864
%%% %% %% %% % %% FILTFRODE KALMAN EXTENDIDO ITERADO %
%%% %% %% % %% %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %R84088484048080008408848

OO
R
S
3
<
<
S
3 S
S 2
2
<
<
<
<
<
R

%fil2=filtro de Kalman extendido iterado (FKEI)

%pred2=predictor de Kalman extendido iterado (PKEI)

%Cfil2=varianza del FKEI

%Cpred2=varianza del PKEI

%F2=derivada de la funcion f en el FKEI

%H2=derivada de la funcién h en el PKEI

%K2=ganancia del FKEI

%DC_fil2=cuadrado de la diferencia entre la sefial y el FKEI

%%%% %% % %% % % %% %% % %% %% % % %% %0 %% % %% % %% % %R 8L806%848088082684808080888080826%6% %% %
%%%%%% Condiciones iniciales para el FKEI %%%%%%

fil20(s)=0;

Cfil20(s)=P0;
pred2(s,1)=1/(fil20(s)"2+3);
F20(s)=((-2)*fil20(s))/((fil20(s)"2+3)"2);
Cpred2(s,1)=F20(s)*Cfil20(s)*F20(s)'+Q;

80%%%%%

80%%%%%

%%filk(i)= FKEI obtenido en la iteracion i del bucl e
%%Cfilk(i)= varianza del filk(i)

%%Hk(i)=derivada de la funcién h en filk(i)

%%Kk(i)=ganancia en la iteracion i del bucle

N=20; %numero de iteraciones del bucle que calcula el FKE
for k=1:n_iter

H2(s,k)= 2*pred2(s,k)+exp(pred2(s,k));
K2(s,k)=Cpred2(s,k)*H2(s,k)"*(H2(s,k)*Cpred2(s K)*H2(s,K)'+R)M(-1);

%%% Condiciones iniciales del bucle para el ca Iculo del FKEI %%%

filkO(s,k)=pred2(s,k)+K2(s,k)*(y(s,k)-...
(pred2(s,k)"2+exp(pred2(s,k))));
CfilkO(s,k)=(1-K2(s,k)*H2(s,k))*Cpred2(s,k);

HkO(s,k)=2*filk0(s,k)+exp(filk0(s,k));
KkO(s,k)=Cpred2(s,k)*HkO(s,k)"...
(HKkO(s,k)*Cpred2(s,k)*HkO(s,k)'+R)"(-1);
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filk(s,k,1)=pred2(s,k)+KkO(s,k)*(y(s,Kk)-...
(filkO(s, k) 2+exp(filkO(s,k)))-...
HkO(s,k)*(pred2(s,k)-filk0(s,k)));
Cfilk(s,k,1)=(1-Kk0(s,k)*HkO(s,k))*Cpred2(s,k )i

fori=1:N %%% Bucle que calcula el FKEI %%%

Hk(s,k,i)=2*filk(s,k,i)+exp(filk(s,k,i));
Kk(s,k,i)=Cpred2(s,k)*Hk(s,k,i)"*...

(HK(s,k,i)*Cpred2(s,k)*Hk(s ki) +R)A(-1);

filk(s, k,i+1)=pred2(s,k)+KKk(s,k,i)*(y(s,k)
(filk(s,k, i) 2+exp(filk(s,k, ))-...
HK(s,k,i)*(pred2(s,k)-filk(s Ki0));

Cfilk(s,k,i+1)=(1-KKk(s,k,i)*Hk(s,k,i))*Cpr ed2(s,k);

end

fil2(s,k)=filk(s,k,N+1);
Cfil2(s,k)=Cfilk(s, k,N+1):
DC_fil2(s,k)=(x(s,K)-fil2(s,K))"2;

F2(s,k)=((-2)*fil2(s,k))/(fil2(s,k)"2+3)"2;
pred2(s,k+1)=1/(fil2(s,k)"2+3);
Cpred2(s,k+1)=F2(s,k)*Cfil2(s,k)*F2(s,k)'+Q;

end %%iter
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%%%%% %% %%% % %% %% % %% %% % %% %% %% % %% % %% % % 0%%%%%
%%%%%%%%% % YPIKPFRO DE KALMAN EXTENDIDO DE 2° ORDEN %%%%%%%%%%%%%%

%%%% %% % %% % % %% %% % %% % %% %% %% %% % %% % %% % %R 80806%04808089846840080898808880800%6% %% %
%fil3=filtro de Kalman extendido de segundo orden ( FKE20)
%pred3=predictor de Kalman extendido de segundo ord en (PKE20)

%Cfil3=varianza del FKE20

%Cpred3=varianza del PKE20

%F3=derivada de la funcion f en el FKE20

%H3=derivada de la funcién h en el PKE20

%K3=ganancia del FKE20

%DC_fil3=cuadrado de la diferencia entre la sefial y el FKE20

%%%% %% %% %% %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %8408848404808800840880800080040R

%%%%%
%%%%%% Condiciones iniciales para el FKE20 %%%%%%

fil30(s)=0;

Cfil30(s)=PO;

pred3(s,1)=1/(fil30(s)2+3)+(1/2)*(((8*fil30(s)"2)/ (fil30(s)"2+3)12)-...
(2/(fil30(s)*2+3)"2))*Cfil30(s):

F30=((-2)*fil30(s))/(fil30(s)"2+3)2;

Cpred3(s,1)=F30*Cfil30(s)*F30'+Q;

%9%6% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %0 % % %0 % % %0 % % %% %0 %% %0 %6 %0 %
for k=1:n_iter

H3(s,k)=2*pred3(s,k)+exp(pred3(s,k));
K3(s,k)=Cpred3(s,k)*H3(s,k)™...
(H3(s,k)*Cpred3(s,k)*H3(s,k)'+R)"(-1);
fil3(s,k)=pred3(s,k)+K3(s,k)*(y(s,k)-pred3( s,k)"2-...
exp(pred3(s,k))-((1/2)*(2+exp(pre d3(s,k)))*...
Cpred3(s,k)));
Cfil3(s,k)=(1-K3(s,k)*H3(s,k))*Cpred3(s,k);

pred3(s,k+1)=1/(fil3(s,k)"2+3)+(1/2)*...
(((8*il3(s,k) 2)/(fil3(s,k)"2+ 3)"2)-...
(2/(fil3(s,k)"2+3)"2))*Cfil3(s, k);
F3(s,k)=((-2)*il3(s,k))/(fil3(s,k)"2+3)"2;
Cpred3(s,k+1)=F3(s,k)*Cfil3(s,k)*F3(s,k)'+Q ;
DC_fil3(s,k)=(x(s,k)-fil3(s,k))"2;

end %iter
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%fil4=filtro de Kalman ensemble (FKEnN)

%pred4=predictor de Kalman ensemble (PKEn)

%Cfil4=cuasivarianza del FKEn

%Cpred4=cuasivarianza del PKEn

%K4=ganancia del FKEn

%DC_fil4=cuadrado de la diferencia entre la sefial y el FKEn

%0%%%%%% %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% %% %

%6%%6%%%%%%% %% % %% %% %% %% % %% % %% % %% % %% %0 %080000080000080000080000000060
%%%%%%% % Gefreracion del ensemble de filtrado y predi
9%6%%%%%6%%%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %0800000800000800000800000800000¢

a
50 2
= 2 ¢
=
S
3
2
3
2
T
S
2
2
3
B
2
3
<
S

%efil=conjunto de filtros
%epred=conjunto de predictores

%ew=conjunto de valores simulados a partir de | a distribucion de w
%ev=conjunto de valores simulados a partir de | a distribucion de v
%obs=conjunto de predictores de las observacion es

%yest=media de obs
%Cyy=cuasivarianza de obs
%Cxy=cuasicovarianza del PKEn y obs

0=100; %tamario del conjunto de valores simulados
%% Simulacion del ensemble de filtrado y predic cion inicial %%
for j=1:q

efilo(s,j)=P0"(1/2)*randn(1,1);

ew0(s,j)=Q"(1/2)*randn(1,1);

epred(s,1,j)= 1/(efilO(s,j)*2+3)+ew0(s,));
end

%% Célculo del PKEn y su cuasivarianza para k=1 %%

pred4(s,1)=mean(epred(s,1,));
Cpred4(s,1)=var(epred(s,1,))); %funcion que calcula la cuasivarianza
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¥880%%%% %
%%%%%%%%%% % %CGalculo del FKEn y su cuasivarianza para k %% %%%%%%%%%%%%%%
B0%09000900009090909890%0%0%6%%

for k=1:n_iter

%% Célculo de los predictores de las observ aciones en k %%
for j=1:q

ev(s,k,j)=R"(1/2)*randn(1,1);

obs(s,k,j)=epred(s,k.j)*2+exp(epred(s,k, N)rev(s.k,j);
end

yest(s,k)=mean(obs(s,k,:));
Cyy(s,k)=var(obs(s,k,));

%% Calculo de la cuasicovarianza del PKEn y obs en k%%

restapred(s,k,1)=epred(s,k,1)-pred4(s,k);
restayy(s,k,1)=obs(s,k,1)-yest(s,k);
Cxysum(s,k,1)=restapred(s,k,1)*restayy(s,Kk, 1);

for j=2:q
restapred(s,k,j)=epred(s,k,j)-pred4(s,k) ;
restayy(s,k,j)=obs(s,k,j)-yest(s,k);
Cxysum(s,k,j)=Cxysum(s,k,j-1)+...
(restapred(s,k,j)*restayy(s,k.)));
end
Cxy(s,k)=Cxysum(s,k,q)/(q-1);
%% Calculo del FKEn y su cuasivarianza en k %%
K4(s,k)=Cxy(s,k)*Cyy(s,k)"(-1);
for j=1:q
efil(s,k,j)=epred(s,k,j)+K4(s,k)*(y(s,k) -obs(s k.j));
end
fil4(s,k)=mean(efil(s,k,:));

Cfila(s, k)=var(efil(s k,:));
DC_fild(s,k)=(x(s,K)-fil4(s,K))"2;
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%9%9%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% Yo %eheHEHEH0HEHES B000080808080808080%0%%%%0
%%%%%%%%%% %% Céaldtde del PKEn y su cuasivarianza para k+1 %%%%%%%%%%%%%

89800%0%%% %

for j=1:q

ew(s,k,j)=Q"1/2)*randn(1,1);
epred(s,k+1,j)= 1/(efil(s,k,j)2+3)+ew( s,k.j);

end
pred4(s,k+1)=mean(epred(s,k+1,));
Cpred4(s,k+1)=var(epred(s,k+1,:));

end %oiter

end %simul

for k=1:n_iter
MSE_fil1(1,k)=DC_fil1(1,k);
MSE_fil2(1,k)=DC_fil2(1,k);
MSE_fil3(1,k)=DC_fil3(1,k);
MSE_fil4(1,k)=DC_fil4(1,k);
for s=2:n_simul

MSE_fil1(s,k)=MSE_fil1(s-1,k)+DC _fill(s K);
MSE_fil2(s,k)=MSE_fil2(s-1,k)+DC_fil2(s K);
MSE_fil3(s,k)=MSE_fil3(s-1,k)+DC _fil3(s K);
MSE_fil4(s,k)=MSE_fil4(s-1,k)+DC_fil4(s K);
end
RMSE_fil1(k)=(MSE_fil1(n_simul,k)/n_simul)® (1/2);
RMSE_fil2(k)=(MSE_fil2(n_simul,k)/n_simul)* (2/2);
RMSE_fil3(k)=(MSE_fil3(n_simul,k)/n_simul)® (1/2);
RMSE_fil4(k)=(MSE_fil4(n_simul,k)/n_simul)® (2/2);
end

for k=1:n_iter
time(k)=k;
pRMSE_fil1(k)=RMSE_fil1(k);
pRMSE_fil2(k)=RMSE_fil2(k);
pRMSE_fil3(k)=RMSE_fil3(k);
pRMSE_fil4(k)=RMSE_fil4(k);
end
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figure(1.1) %Error cuadratico medio del FKE y FKEI

graficl=plot(time,pRMSE_fil1,'r:",time,pRMSE_fi 12,'b-");

xlabel('Instante k')

legend('ECM_k del filtro de Kalman extendido’,. .
'ECM_k del filtro de Kalman extendido it erado’)

saveas(gcf, 'Figl_1', 'fig")

waitforbuttonpress;

24 T T T T T T T T T
------- -ECM, del filtro de Kalman extendido
22 ECM, del filtra de Kalman extendido iterado _ 7

1.2k .

0.8

1
0 a 10 15 20 25 30 35 40 45 al
Instante k
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figure(1.2) %Error cuadratico medio del FKE y FKE20
grafic2=plot(time,pRMSE_fil1,'r:",time,pRMSE_fi 13,'g--");
xlabel('Instante k')
legend('ECM_k del filtro de Kalman extendido’,. .

'ECM_k del filtro de Kalman extendido de segundo orden’)
saveas(gcf, 'Figl_2', 'fig")

waitforbuttonpress;
2""1’ T T T T T T T T T
--------- ECH, del filtro de Kalrman extendido
- -— ECM, delfiltro.de Kalman extendida de segundo orden
2 - -]
18} . sk §
- L
1.4F .
sk N . o, g
1 | | | | | | | 1 |
a 5 10 15 20 25 a0 35 40 45 a0

Instante k
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figure(1.3) %Error cuadratico medio del FKE y FKEnN
grafic3=plot(time,pRMSE_fil1,'r:",time,pRMSE_fi 14,'m.-";
xlabel('Instante k')
legend('ECM_k del filtro de Kalman extendido’,.

'ECM_k del filtro de Kalman ensemble’)
saveas(gcf, 'Figl_3', 'fig")

waitforbuttonpress;

2""1 T T T T T T T T T
......... ECMk del filtro de Kalman extendido

221 _._ECMk del filtro de Kalman ensemble

1.8+ , :: :: 7

PEREY B . L 0% % o

12F .

1F -

A W
08 EN SN AR P B, P AN Y -

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 Al
Instante k
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figure(1.4) %Errores cuadraticos medios del FKE, FKEI, FKE20 y FKENn
grafic4=plot(time,pRMSE_fil1,'r:",time,pRMSE_fi 12,'b-,...
time,pRMSE_fil3,'g--",time,pRMSE_f il4,'m.-");

xlabel('Instante k')

legend('ECM_k del filtro de Kalman extendido’,. .
'ECM_k del filtro de Kalman extendido it erado',...
'ECM_k del filtro de Kalman extendido de segundo orden',...
'ECM_k del filtro de Kalman ensemble’)

saveas(gcf, 'Figl_4', 'fig")

5 2 of (IS ECM, del filtro de Kalman extendido T

SEL ECM, del filtro de Kalman extendido iterado |
ECM, del filtro de Kalman extendido de segundo orden

24r —— ECM, delfiltro de Kalrman ensernble l

22rF : .

2 - -

1.8}F .

Instante k
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CAPITULO 2: Figura 2.1

%Modelo de la sefial:  x(k+1)=1/(x(k)"2+3)+w(k) donde w(k)-->N(0,1)
% x0-->N(0,1)

% f(x)=1/(x"2+3)

%O0bservaciones:  y(k)= x(k)"2+exp{x(k)}+v(k) do nde

% h(x)= x"2+exp{x}

% P[v(k)=1]=15/18 P[v(k)=-3]=2/18 P[v(k)= -9]=1/18

n_simul=1000; %numero de simulaciones

n_iter=50; %numero de iteraciones
N=20; %numero de iteraciones del bucle de filtrado del FK El
g=100; %tamarfio del ensemble

for s=1:n_simul

%%%%%%%%% %% %% %% %% % %% % %% % %% %% %% %% % %% %% %% %%
%%%%%%%Generacion de la senal x(k) %%%%%%%
%%%%%6%6%%% %% %% %% %696 % %% % %% % %% %% %% %% % %% %% %% %%

PO=1; %varianza de la sefial inicial

P30=0; %momento centrado de tercer orden de la sefal inici al
P40=3*P0"2-P0"2; %momento centrado de cuarto orden de la sefial incia

Q=19/3; %varianza del ruido de la ecuacién de la sefial w(k)

Q3=-128/3; %momento centrado de tercer orden del ruido w(k)
Q4=1123/3-Q"2; %momento centrado de cuarto orden del ruido w(k)

%% Condiciones iniciales %%

a=rand(1,1);

if a<=1/18
wO0(s)=-9;

elseif a <= 3/18
wO0(s)=-3;

else wO(s)=1;

end

x0(s)=P0"(1/2)*randn(1,1);
X(s,1)=1/(x0(s)"2+3)+WO(S);

%%9%%%%%%%%%% %% % %% % %% %% % %% %%
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for k=1:n_iter

b=rand(1,1);
if b <= 1/18
w(s,k)=-9;
elseif b <= 3/18
w(s,k)=-3;
else w(s,k)=1,;
end
X(S,k+1)=1/(x(s,k)"2+3)+w(s,k);

end

%%%%% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% %0 %0 %0 Yo 98880 %0 %0 % %% % %% % %% %
%%%%%%%Generacion de las observaciones y(k) %%%%%%%
%%%%% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% %0 %% %0 %0 %0 %0 %0 Yo Yo HaHEHE /0 %0 % %% % %% % % %

R=19/3; %varianza del ruido de la ecuacién observacion v(k)
R3=-128/3; %momento centrado de tercer orden del ruido v(k)
R4=1123/3-R"2; %momento centrado de cuarto orden del ruido v(k)

for k=1:n_iter

c=rand(1,1);
if c <=1/18
v(s,k)=-9;
elseif c <= 3/18
v(s,k)=-3;
else v(s,k)=1;
end
y(s,K)=x(s,k)"2+exp(x(s,k))+v(s,k);

end
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%%%%% %% %% % %% % %% % %% %% % %% %% %% % %% % %% % %84 6484880480000085048080008004¢
%9%9%% %% %% %% %% % %% YFIRTROYDE KALMAN EXTENDIDO %0%0%0%% %% % %% %%%%%%%%%
%%% %% %% %% % %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %R8408848804800800840880800080040R

%fil1=filtro de Kalman extendido (FKE)

%predl=predictor de Kalman extendido (PKE)

%Cfill=varianza del FKE

%Cpredl=varianza del PKE

%H1=derivada de la funcién h en el PKE

%F1=derivada de la funcion f en el FKE

%K1l=ganancia del FKE

%DC_fill=cuadrado de la diferencia entre la sefal y el FKE

%%%% %% %% %% %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %8408848404808800840080800080040R

%%%%%

%%%%%% Condiciones iniciales para el FKE %%%%%%

fil10(s)=0;
Cfil10(s)=PO0;

predl(s,1)=1/(fil10(s)"2+3);
F10(s)=((-2)*fil10(s))/((fil10(s)"2+3)"2);
Cpred1(s,1)=F10(s)*Cfil10(s)*F10(s)'+Q;

%969 % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %0 % %0 %0 % %0 %% % %% %0 %
for k=1:n_iter

H1(s,k)=2*pred1(s,k)+exp(predl(s,k));
K1(s,k)=Cpredi(s,k)*H1(s,k)*(H1(s,k)*Cpred1(s K)*H1(s,K)'+R)M(-1);
fill(s,k)=pred1(s,k)+K1(s,k)*(y(s,k)-...

(pred1(s,k)*2+exp(predi(s,k))));
Cfil1(s,k)=(1-K1(s,k)*H1(s,k))*Cpredi(s,k);

pred1(s,k+1)=1/(fil1(s,k)"2+3);
F1(s,k)=((-2)*fil1(s,k))/((fil1(s,k)"2+3)"2);
Cpred1(s,k+1)=F1(s,k)*Cfil1(s,k)*F1(s,k)'+Q;
DC_fil1(s,k)=(x(s,k)-fil1(s,k))"2;

end %oiter
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%%%%% %% %%% %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %84 8064840480800084088088008068
%%%%%% %% %% %% FILTRODE KALMAN EXTENDIDO ITERADO %% %%%%%%%%%%%%%%
%%%% %% %% %% %% % %% % %% %% % %% %% %% % %% % %% % %880484880084080088008008808800880%0% %% %

%fil2=filtro de Kalman extendido iterado (FKEI)

%pred2=predictor de Kalman extendido iterado (PKEI)

%Cfil2=varianza del FKEI

%Cpred2=varianza del PKEI

%F2=derivada de la funcion f en el FKEI

%H2=derivada de la funcién h en el PKEI

%K2=ganancia del FKEI

%DC_fil2=cuadrado de la diferencia entre la sefial y el FKEI

%%%% %% % %% % % %% %% % %% %% % % %% %0 %% % %% % %% % %R 8L806%848088082684808080888080826%6% %% %
%%%%%% Condiciones iniciales para el FKEI %%%%%%

fil20(s)=0;
Cfil20(s)=P0;

pred2(s,1)=1/(fil20(s)"2+3);
F20(s)=((-2)*fil20(s))/((fil20(s)"2+3)"2);
Cpred2(s,1)=F20(s)*Cfil20(s)*F20(s)'+Q;

%696% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %0 % Y0 %088 80848080008880808886%6% % %%
%%%%%%%‘Butle de iteraciones para el calculo del FKEI %%%%%%%%%
%9%6%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %0 % Y0 %08880848080808880808886%6% % %%

%%filk(i)= FKEI obtenido en la iteracion i del bucl e
%%Cfilk(i)= varianza del filk(i)

%%Hk(i)=derivada de la funcién h en filk(i)

%%KKk(i)=ganancia en la iteracion i del bucle

N=20; %numero de iteraciones del bucle que calcula el FKE
for k=1:n_iter

H2(s,k)= 2*pred2(s,k)+exp(pred2(s,k));
K2(s,k)=Cpred2(s,k)*H2(s,k)"*(H2(s,k)*Cpred2(s K)*H2(s,K)'+R)M(-1);

%%% Condiciones iniciales del bucle para el ca Iculo del FKEI %%%

filkO(s,k)=pred2(s,k)+K2(s,k)*(y(s,k)-...
(pred2(s,k)"2+exp(pred2(s,k))));
CfilkO(s,k)=(1-K2(s,k)*H2(s,k))*Cpred2(s,k);
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HkO(s,k)=2*filk0(s,k)+exp(filk0(s,k));
KkO(s,k)=Cpred2(s,k)*HkO(s,k)"...
(HkO(s,k)*Cpred2(s,k)*HkO(s,k)'+R)"(-1);

filk(s,k,1)=pred2(s,k)+KkO(s,k)*(y(s,Kk)-...
(filkO(s, k) 2+exp(filkO(s,k)))-...
HkO(s,k)*(pred2(s,k)-filk0(s,k)));

Cfilk(s,k,1)=(1-KkO(s,k)*HkO(s,k))*Cpred2(s,k)

for i=1:N %% % Bucle que calcula el FKEI %%%

HK(s,k,i)=2*filk(s,k,i)+exp(filk(s,k,i));
Kk(s,k,i)=Cpred2(s,k)*Hk(s,k,i)™*...

(HK(s,k,i)*Cpred2(s,k)*Hk(s,k,i) +R)N(-1);
filk(s,k,i+1)=pred2(s,k)+KKk(s,k,i)*(y(s,K)
(filk(s, k, i) 2+exp(filk(s k, ))-...
HK(s,k,i)*(pred2(s,k)-filk(s Ki0));
Cfilk(s k,i+1)=(1-KK(sk,i)*Hk(s,k,i))*Cpr ed2(s,k);

end

fil2(s,k)=filk(s,k,N+1);
Cfil2(s,k)=Cfilk(s,k,N+1);
DC_fil2(s,k)=(x(s,K)-fil2(s,K))"2;

F2(s,k)=((-2)*fil2(s,k))/(fil2(s,k)"2+3)"2;
pred2(s,k+1)=1/(fil2(s,k)"2+3);
Cpred2(s,k+1)=F2(s,k)*Cfil2(s,k)*F2(s,k)'+Q;

end %iter
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%%%%% %% %%% %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % % 0%%%%%
%%%%%%% %% % YPIKPFRO DE KALMAN EXTENDIDO DE 2° ORDEN %%%%%%%%%%%%%%
%%%% %% %% %% %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %8468848404860806084008088008808800%% %% %

%fil3=filtro de Kalman extendido de 2° orden (FKE20

%pred3=predictor de Kalman extendido de 2° orden (P KE20)
%Cfil3=varianza del FKE20

%Cpred3=varianza del PKE20

%F3=derivada de la funcion f en el FKE20

%H3=derivada de la funcién h en el PKE20

%K3=ganancia del FKE20

%DC_fil3=cuadrado de la diferencia entre la sefial y el FKE20

%%%%%% %% %% %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %8408848404808800840880800080040R

%%%%%
%%%%%% Condiciones iniciales para el FKE20 %%%%%%

fil30(s)=0;
Cfil30(s)=PO;

pred3(s,1)=1/(fil30(s)"2+3)+(1/2)*(((8*fil30(s)"2)/ (fil30(s)"2+3)"2)-...
(2/(fil30(s)"2+3)"2))*CHil30(s);

F30=((-2)*il30(s))/(fil30(s)"2+3)"2;

Cpred3(s,1)=F30*Cfil30(s)*F30'+Q;

%%%% %% % %% % %% %% %% %% % %% % %% %0 % % %% % % %% % %0 % % %% % %% % %% %0 %% %
for k=1:n_iter

H3(s,k)=2*pred3(s,k)+exp(pred3(s,k));
K3(s,k)=Cpred3(s,k)*H3(s,k)"™...
(H3(s,k)*Cpred3(s,k)*H3(s,k)'+R)"(-1);
fil3(s,k)=pred3(s,k)+K3(s,k)*(y(s,k)-pred3( s,k)"2-...
exp(pred3(s,k))-((1/2)*(2+exp(pre d3(s,k)))*...
Cpred3(s,k)));
Cfil3(s,k)=(1-K3(s,k)*H3(s,k))*Cpred3(s,k);

pred3(s,k+1)=1/(fil3(s,k)"2+3)+(1/2)*...
(((8*il3(s,k) 2)/(fil3(s,k)"2+ 3)"2)-...
(2/(fil3(s,k)"2+3)"2))*Cfil3(s, k);
F3(s,k)=((-2)*il3(s,k))/(fil3(s,k)"2+3)"2;
Cpred3(s,k+1)=F3(s,k)*Cfil3(s,k)*F3(s,k)'+Q ;
DC_fil3(s,k)=(x(s,k)-fil3(s,k))"2;

end %oiter
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%%%%%%% %% % %% % %% %% % %% %% %% % %% % %% %% % % %88 0484648
%%%%%%% %% % %% %% Y FILVRO/DE KALMAN ENSEMBLE %:%%%9
%0%%% % %% %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %% %% % % %88 008404

%fil4=filtro de Kalman ensemble (FKEnN)

%pred4=predictor de Kalman ensemble (PKEn)

%Cfil4=cuasivarianza del FKEn

%Cpred4=cuasivarianza del PKEn

%K4=ganancia del FKEn

%DC_fild=cuadrado de la diferencia entre la sefial y el FKEn

%%%%%%% %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% %% %

%efil=conjunto de filtros
%epred=conjunto de predictores

%ew=conjunto de valores simulados a partir de | a distribucion de w
%ev=conjunto de valores simulados a partir de | a distribucion de v
%obs=conjunto de predictores de las observacion es

%yest=media de obs
%Cyy=cuasivarianza de obs
%Cxy=cuasicovarianza del PKEn y obs

%%%%%%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %% 0%0%%%%
0=100; %tamario del conjunto de valores simulados
%% Simulacion del ensemble de filtrado y predic cion inicial %%
for j=1:q

efilo(s,j)=P0"(1/2)*randn(1,1);

ew0(s,j)=Q"(1/2)*randn(1,1);

epred(s,1,j)= 1/(efilO(s,j)*2+3)+ew0(s,));
end

%% Célculo del PKEn y su cuasivarianza para k=1 %%

pred4(s,1)=mean(epred(s,1,:));
Cpred4(s,1)=var(epred(s,1,))); %funcion que calcula la cuasivarianza
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%%9%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% Y0 Y4eh040404040404040408000000000064
%%%%%%%%% % %% Céldude del FKEn y su cuasivarianza para k %%%%%%%%%%%%%%%
%%9%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% Y0 Y4eh040404040404040408000000000064

for k=1:n_iter

%% Célculo de los predictores de las observ aciones en k %%
for j=1:q

ev(s,k,j)=R"(1/2)*randn(1,1);

obs(s,k,j)=epred(s,k.j)*2+exp(epred(s,k, N)rev(s.k,j);
end

yest(s,k)=mean(obs(s,k,:));
Cyy(s,k)=var(obs(s,k,));

%% Calculo de la cuasicovarianza del PKEn y obs en k%%

restapred(s,k,1)=epred(s,k,1)-pred4(s,k);
restayy(s,k,1)=obs(s,k,1)-yest(s,k);
Cxysum(s,k,1)=restapred(s,k,1)*restayy(s,Kk, 1);

for j=2:q
restapred(s,k,j)=epred(s,k,j)-pred4(s,k) ;
restayy(s,k,j)=obs(s,k,j)-yest(s,k);
Cxysum(s,k,j)=Cxysum(s,k,j-1)+...
(restapred(s,k,j)*restayy(s,k.)));
end
Cxy(s,k)=Cxysum(s,k,q)/(q-1);
%% Calculo del FKEn y su cuasivarianza en k %%
K4(s,k)=Cxy(s,k)*Cyy(s,k)"(-1);
for j=1:q
efil(s,k,j)=epred(s,k,j)+K4(s,k)*(y(s,k) -obs(s k.j));
end
fil4(s,k)=mean(efil(s,k,:));

Cfila(s, k)=var(efil(s k,:);
DC_fild(s,k)=(x(s,K)-fil4(s,K))"2;
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for j=1:q

ew(s,k,))=Q"(1/2)*randn(1,1);

epred(s,k+1,j)= 1/(efil(s,k,j)2+3)+ew( s,k.j);
end

pred4(s,k+1)=mean(epred(s,k+1,));
Cpred4(s,k+1)=var(epred(s,k+1,:));

end %oiter
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%%%%% %% %%% %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % R84 886484048088008%
%6%%6%%% %% %% %% % % % FILTROEXTENDIDO CUADRATICO %%%%%%%
%%%%% %% % %% %% % %% % %% %% % %% %% %% % %% % %% % %880k B00800%04

%Fil=filtro del sistema aumentado

%Pred=predictor del sistema aumentado
%CFil=matriz de covarianzas de Fil
%CPred=matriz de covarianzas de Pred
%filtro=filtro extendido cuadratico (FEC)
%predictor=predictor extendido cuadratico (PEC)
%FQ=derivada de la funcién f en el FEC

%FF= matriz de la ecuacién de la seflal aumentada
%HQ=derivada de la funcién h en el PEC
%HH=matriz de la ecuacion observacién aumentada
%d=esperanza de la sefial linealizada
%D=varianza de la sefial linealizada

%QQ=matriz de covarianzas del ruido de la ecuacién de la sefial aumentada
%Q_ij=componente ij de QQ
%RR=matriz de covarianzas del ruido de la ecuacion observacién aumentada

%R_ij=componente ij de RR
%Pi=matriz de covarianzas de la innovacion
%KK=ganancia del sistema aumentado

%%%%%%% %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %% %% %%%%%

%%%%%% Condiciones iniciales %%%%%%%

filtro0(s)=0;

Filo(:,s)=[0;0];

CFilo(:,:,s)=[P0 P30;P30' P40];
FQO(s)=(-2)*filtro0(s)/(filtro0(s)"2+3)"2;
FFO(:,:,s)=[FQO0(s) 0;0 FQO(s)"2];

u0(s)=1/(filtro0(s)"2+3)-FQO(s)*filtro0(s);
do(s)=0;
DO(s)=PO0;

XO0(:,8)=[x0(s); x0(s)"2]; %sefial del sistema aumentado
EXO(:,s)=[dO(s); DO(s)]; %esperanza de XO0(:,s)
XXO0(:,s)=X0(:,s)-EX0(:,s); %sefial del sistema aumentado centrada

Q0_11=Q;

Q0_12=Q3;

Q0_21=Q0_12";
QO_22=4*FQ0(s)"2*D0(s)*Q+Q4;
QQO0(:,:,s)=[Q0_11, Q0_12;Q0_21, Q0_22];

Pred(:,s,1)=FFO0(:,:,s)*Fil0(:,s);
CPred(:,:,s,1)=FFO0(:,:,s)*CFilO(:,:,s)*FFOC(:,:, s)'+QQ0(:,:,s);
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d(s,1)=FQO0(s)*d0(s)+u0(s);
D(s,1)=FQO0(s)*D0(s)*FQO0(s)'+Q;

X(,8,1)=[x(s,1); x(s,1)"2];
EX(:,s,1)=[d(s,1);D(s,1)];
XX(:,s,1)=X(;,s,1)-EX(:,s,1);
predictor(s,1)= Pred(1,s,1)+d(s,1);
%0%%%%%%%% %% %6 %% % %% % %% % %% % %% % %% % % % % %0 %88%8%80 % %% % %% % %% % %% %

for k=1:n_iter

HQ(s,k)=2*predictor(s,k)+exp(predictor(s,k) );
HH(:,:,s,k)=[HQ(s,k) 0;0 HQ(s,k)"2];
Psi(s,k)=2*HQ(s,k)*XX(1,s,K)*v(s,k)+v(s,k)* 2;

V(:,s,k)=[v(s,k); Psi(s,k)-R];

z(s,k)=predictor(s,k)"2+exp(predictor(s,k))
HQ(s,k)*predictor(s,k);

dy(s,k)=HQ(s,k)*d(s,k)+z(s,k);

Dy(s,k)=HQ(s,K)*D(s,k)*HQ(s,k)'+R;

Y(:,s,K)=HHC(,:,s,K)*XX(:,s,k)+V(:;,S,K);
R_11(s,k)=R;

R_12(s,k)= R3;
R_21(s,k)=R_12(s,k)"
R_22(s,k)=4*HQ(s,k)"2*D(s,k)*R+R4;

RR(:,:,s,k)=[R_11(s,k) R_12(s,k);R_21(s,k) R_22(s,K)];
Pi(:,:,s,K)=HHC(:,:,s,K)*CPred(:,:,s,K)*HH(: S,K)'+RR(:,:,8,K);
KK(:,:s,k)=CPred(:,:,s,K)*HHC(:,:,s,k)*Pi( S, KN -1);
Fil(:,s,k)=Pred(:,s,K)+KK(:,:,5,K)*(Y(:,s,k )-...

HH(:,:,s,K)*Pred(:,s,k));
filtro(s,k)=Fil(1,s,k)+d(s,k);
CFil(:,:,s,k)=(eye(2)-KK(:,:,s,K)*HH(:,:,s, k))*CPred(:,:,s,k);
DC_Fil(s,k)=(x(s,k)-filtro(s,k))"2;

FQ(s,k)=(-2)*filtro(s,k)/(filtro(s k) 2+3)* 2,
FF(:,:,s,k)=[FQ(s,k) 0;0 FQ(s,k)"2];

Q_11(s,k)=Q;

Q_12(s,k)=Q3;

Q_21(s,k)=Q_12(s,k)";
Q_22(s,k)=4*FQ(s,k)*D(s,k)*FQ(s,k) *Q+Q4;

QQ(:,:,8,K)=[Q_11(s,k) Q_12(s,k);Q_21(s,k) Q_22(s,K)];
Pred(:,s,k+1)=FF(:,:,s,K)*Fil(:,s,k);
CPred(:,:,s,k+1)=FF(:,:,s,K)*CFil(:,:,5,K)* FF(,:,s,k)'+
QQ(:,18,k);
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u(s,k)=1/(filtro(s,k)"2+3)-FQ(s,k)*filtro(s K);
d(s,k+1)= FQ(s,k)*d(s,k)+u(s,k);
D(s,k+1)=FQ(s,k)"2*D(s,k)+Q;

X(:,s,k+1)=[x(s,k+1); x(s,k+1)"2];
EX(:,s,k+1)=[d(s,k+1); D(s,k+1)];
XX(:,s,k+1)=X(:,s,k+1)-EX(:,s,k+1);

predictor(s,k+1)=Pred(1,s,k+1)+d(s,k+1);
end Y%iter
end %simul

80%0%%%%

80%0%%%%

for k=1:n_iter
MSE_fil1(1,k)=DC_fil1(1,k);
MSE_fil2(1,k)=DC_fil2(1,k);
MSE_fil3(1,k)=DC_fil3(1,k);
MSE_fil4(1,k)=DC_fil4(1,k);
MSE_Fil(1,k)=DC_Fil(1,k);
for s=2:n_simul

MSE_fil1(s,k)=MSE_fil1(s-1,k)+DC _fill(s K);
MSE_fil2(s,k)=MSE_fil2(s-1,k)+DC_fil2(s K);
MSE_fil3(s,k)=MSE_fil3(s-1,k)+DC _fil3(s K);
MSE_fil4(s,k)=MSE_fil4(s-1,k)+DC _fil4(s K);
MSE_Fil(s,k)=MSE_Fil(s-1,k)+DC_Fil(s,k) ;
end
RMSE_fil1(k)=(MSE_fil1(n_simul,k)/n_simul)® (2/2);
RMSE_fil2(k)=(MSE_fil2(n_simul,k)/n_simul)® (1/2);
RMSE_fil3(k)=(MSE_fil3(n_simul,k)/n_simul)® (1/2);
RMSE_fil4(k)=(MSE_fil4(n_simul,k)/n_simul)® (1/2);
RMSE_Fil(k)=(MSE_Fil(n_simul,k)/n_simul)*(1 12);

end

%%%0%%0%% %% % %% % %% % %% %% % % % %% %% % %% % %% % %08 840488000480008800008400888008
%%%%%%%%% % %% Graficacde los errores cuadraticos medi
%%%%%0% % % %% %% % %% % %% %% % %% %% %% % %% % %% % %0088800888000880004804

0s %%%%%%%%%%%% %% %%

for k=1:n_iter
time(k)=k;
pRMSE_fil1(k)=RMSE_fil1(k);
pRMSE_fil2(k)=RMSE_fil2(k);
pRMSE_fil3(k)=RMSE_fil3(k);
pRMSE_fil4(k)=RMSE _fil4(k);
pRMSE_Fil(k)=RMSE_Fil(k);
end
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figure(2.1)
graficl=plot(time,pRMSE_fill,'r:",time,pRMSE_fil2,' b-,...
time,pRMSE_fil3,'g--',time,pRMSE _fil4, 'm.-',...

time,pRMSE_Fil,'c*-");
xlabel('Instante k')
legend('ECM_k del filtro de Kalman extendido',...
'ECM_k del filtro de Kalman extendido iterad o,...
'ECM_k del filtro de Kalman extendido de seg undo orden’,...
'ECM_k del filtro de Kalman ensembile’,...
'ECM_k del filtro extendido cuadratico')
saveas(gcf, 'Fig2_1', 'fig")

2':' T T T T T T T T T
--------- ECMk del filtro de Kalman extendido
8 r ECM, del filtro de Kalman extendido iterado i
Bl ECM, del filtro de Kalman extendido de segundo orden | |
ECMk del filtro de Kalman ensemble
14 - ECMk del filtro extendido cuadratico —
12 F .
10F .
E L -
& _/JV\MMM/
4l i
r-‘-\-._r‘_A+J-WH**‘WM%-LvWHWk+J'
2 L o
D 1 1 1 1 1 1 1 1

1
0 5 10 15 20 25 a0 35 40 45 Al
Instante k
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CAPITULO 2: Figura 2.2

%Modelo de la Sefial:  x(k+1)=1/(x(k)*2+3)+w(k) d onde x0-->N(0,1)
% f(x)=1/(x"2+3)

%O0bservaciones:  y(k)=x(k)*2+exp{x(k)}+v(k) don de

% h(x)=x"2+exp{x}

% Pw(k)=1]=15/18 P[w(k)=-3]=2/18 P[w(k)= -9]=1/18

% P[v(k)=1]=15/18 P[v(k)=-3]=2/18 P[v(k)= -9]=1/18

n_simul=1000; %numero de simulaciones
n_iter=50; %numero de iteraciones

for s=1:n_simul
%9%%%6%% %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% % %% % %% %0 %% % %% % %Yo

%%%%%%%Generacion de la seial x(k) %%%%%%%
%9%%%6%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% % %% % %%

PO=1; %varianza de la sefial inicial

P30=0; %momento centrado de tercer orden de la sefial inici al
P40=3*P0"2-P0"2; %momento centrado de cuarto orden de la sefial incia I
Q=19/3; %varianza del ruido de la ecuacién de la sefial w(k)

Q3=-128/3; %momento centrado de tercer orden del ruido w(k)

Q4=1123/3-Q"2; %momento centrado de cuarto orden del ruido w(k)

%% Condiciones iniciales %%

a=rand(1,1);

if a<=1/18
wO0(s)=-9;

elseif a <= 3/18
wO0(s)=-3;

else wO(s)=1;

end

x0(s)=P07(1/2)*randn(1,1);
X(s,1)=1/(x0(s)"2+3)+wO0(s);

%%9%%%%%%%%%% %% % %% % %% %% % %% %% %
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for k=1:n_iter
b=rand(1,1);
if b <= 1/18
w(s,k)=-9;
elseif b <= 3/18
w(s,k)=-3;
else w(s,k)=1;
end
X(S,k+1)=1/(x(s,k)"2+3)+w(s,k);
end

%%%%%% %% %% % %% %% %% % %% % %% % %% % %% %0 %% Yo DEEHE/0% % %% % %% % % %
%%%%%%%Generacion de las observaciones y(k) %%%%%%%
%% % %% % %% %6%% %% %% %% % %% % %% % % % % %% %0 %% Yo DEEHE/0 % % %% % %% %0 % %

R=19/3; %varianza del ruido de la ecuacién observacion v(k)
R3=-128/3; %momento centrado de tercer orden del ruido v(k)
R4=1123/3-R"2; %momento centrado de cuarto orden del ruido v(k)

for k=1:n_iter
c=rand(1,1);
if c <=1/18
v(s,k)=-9;
elseif c <= 3/18
v(s,k)=-3;
else v(s,k)=1;
end
y(s,K)=x(s,k)"2+exp(x(s,k))+v(s,k);
end
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%%%%% %% %%% %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %84 8064840480800084088088008068
%%%6%%% % % %% %% % % % YFIRTROVEXTENDIDO CUADRATICO 96%6%%%%%%%%%%%%%%%
%%%% %% %% %% %% % %% % %% %% % %% %% %% % %% % %% % %880484880084088088008008808800880%0% %% %

%Fil=filtro del sistema aumentado

%Pred=predictor del sistema aumentado
%CFil=matriz de covarianzas de Fil
%CPred=matriz de covarianzas de Pred
%filtro=filtro extendido cuadratico (FEC)
%predictor=predictor extendido cuadratico (PEC)
%FQ=derivada de la funcién f en el FEC

%FF= matriz de la ecuacion de la sefial aumentada
%HQ=derivada de la funcién h en el PEC
%HH=matriz de la ecuacion observacién aumentada
%d=esperanza de la sefial linealizada
%D=varianza de la sefal linealizada

%QQ=matriz de covarianzas del ruido de la ecuacién de la sefial aumentada
%Q _ij=componente ij de la matriz QQ
%RR=matriz de covarianzas del ruido de la ecuacion observacién aumentada

%R _ij=componente ij de la matriz RR
%Pi=matriz de covarianzas de la innovacion
%KK=ganancia del sistema aumentado

%%%%%%% % %% %% % %% % %% %% %% % %% %% % %% % %% %%

2%0%%%%
%%%%%% Condiciones iniciales %%%%%%%

filtro0(s)=0;

Filo(:,s)=[0;0];

CFilo(:,:,s)=[P0 P30;P30' P40];
FQO(s)=(-2)*filtro0(s)/(filtro0(s)"2+3)"2;
FFO(:,:,s)=[FQO(s) 0;0 FQO(s)"2];

u0(s)=1/(filtro0(s)*2+3)-FQO(s)*filtro0(s);
do(s)=0;
DO(s)=PO;

X0(:,s)=[x0(s); x0(s)"2]; %senfal del sistema aumentado
EXO(:,s)=[dO(s); DO(s)]; %esperanza de XO0(:,s)
XXO0(:,s)=X0(:,s)-EX0(:,s); %sefial del sistema aumentado centrada

Q0_11=Q;

Q0_12=Q3;

Q0_21=Q0_12";
QO_22=4*FQ0(s)"2*D0(s)*Q+Q4;
QQO0(:,;,s)=[Q0_11, Q0_12;Q0_21, Q0_22];
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Pred(:,s,1)=FFO0(:,:,s)*Fil0(:,s);
CPred(:,:,s,1)=FFO0(:,:,s)*CFilO(:,:,s)*FFOC(:,:,

d(s,1)=FQO0(s)*d0(s)+u0(s);
D(s,1)=FQO0(s)*D0(s)*FQO0(s)'+Q;
EX(:,s,1)=[d(s,1);D(s,1)];
X(:,s,1)=[x(s,1); x(s,1)"2];
XX(:,s,1)=X(;,s,1)-EX(:,s,1);
predictor(s,1)= Pred(1,s,1)+d(s,1);

for k=1:n_iter

HQ(s,k)=2*predictor(s,k)+exp(predictor(s,k)
HH(:,:,s,K)=[HQ(s,k) 0;0 HQ(s,k)"2];
Psi(s,k)=2*HQ(s,k)*XX(1,s,K)*v(s,k)+v(s,k)*
V(:,s,K)=[v(s,k); Psi(s,k)-R];
z(s,k)=predictor(s,k)*2+exp(predictor(s,k))
HQ(s,k)*predictor(s,k);

Y(:,s,K)=HHC(:,:,s,K)*XX(:,s,K)+V(:,s,K);

R_11(s,k)=R;

R_12(s,k)= R3;

R_21(s,k)=R_12(s,k)";
R_22(s,k)=4*HQ(s,k)"2*D(s,k)*R+R4;
RR(:,:,s,k)=[R_11(s,k) R_12(s,k);R_21(s,k)
Pi(:,:,s,K)=HHC(:,:,s,K)*CPred(:,:,s,K)*HH(:
KK(:,:s,k)=CPred(:,:,s,K)*HHC(:,:,s,k)*Pi(

Fil(:,s,k)=Pred(:,s,K)+KK(:,:,5,K)*(Y(:,5,k
HH(:,:,s,K)*Pred(:,s,k));
filtro(s,k)=Fil(1,s,k)+d(s,k);
CFil(:,:,s,k)=(eye(2)-KK(:,:,s,K)*HH(:,:,s,
DC_Fil(s,k)=(x(s,k)-filtro(s,k))"2;

FQ(s,k)=(-2)*filtro(s,k)/(filtro(s,k)"2+3)"
FF(:,:,s,k)=[FQ(s,k) 0;0 FQ(s,k)"2];

Q_11(s,k)=Q;
Q_12(s,k)=Q3;
Q_21(s,k)=Q_12(s k)";

Q_22(s,k)=4*FQ(s,k)*D(s,k)*FQ(s,k) *Q+Q4;

QQ(,:,s,kK)=[Q_11(s,k) Q_12(s,k);Q_21(s,k)

s)'+QQO(:,.8);

R_22(s,k)];
S,K)'+RR(:,:,8,K);
S, KN -1);

).

k))*CPred(:,:,s,k);

Q_22(s K)I;
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Pred(:,s,k+1)=FF(:,:,s,K)*Fil(:,s,k);
CPred(:,:,s,k+1)=FF(:,:,s,k)*CFil(:,:,s,k)*
FF(,:,s,K)'+QQ(:,:,S,K);

u(s,k)=1/(filtro(s,k)"2+3)-FQ(s,k)*filtro(s K);
d(s,k+1)= FQ(s,k)*d(s,k)+u(s,K);
D(s,k+1)=FQ(s,k)"*2*D(s,k)+Q;

X(:,s,k+1)=[x(s,k+1); x(s,k+1)"2];
EX(:,s,k+1)=[d(s,k+1); D(s,k+1)];
XX(:,s,k+1)=X(:,s,k+1)-EX(:,s,k+1);
predictor(s,k+1)=Pred(1,s,k+1)+d(s,k+1);

end %iter
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%Fil2=filtro del sistema aumentado

%Pred2=predictor del sistema aumentado
%CFil2=matriz de covarianzas de Fil2
%CPred2=matriz de covarianzas de Pred2
%filtro2=filtro extendido cuadratico iterado (FECI)
%predictor2=predictor extendido cuadrético iterado (PECI)
%FQ2=derivada de la funcién f en el FECI

%FF2= matriz de la ecuacion de la sefial aumentada
%HQ2=derivada de la funcién h en el PECI
%HH2=matriz de la ecuacién observacién aumentada
%d2=esperanza de la sefal linealizada
%D2=varianza de la sefial linealizada

%QQ2=matriz de covarianzas del ruido de la ecuacion de la sefial aumentada
%Q2_ij=componente ij de la matriz QQ2
%RR2=matriz de covarianzas del ruido de la ecuacion observacién aumentada

%R2_ij=componente ij de la matriz RR2
%Pi2=matriz de covarianzas de la innovacion
%KK2=ganancia del sistema aumentado

%%%%%% %% %% %% % %% % %% %% %% % %% %% % %% % %% %%

%%%%%

%%%%%% Condiciones iniciales %%%%%%%

filtro02(s)=0;

Fil02(:,s)=[0;0];

CFil0o2(:,:,s)=[P0 P30;P30' P40];
FQO2(s)=(-2)*filtro02(s)/(filtro02(s)"2+3)"2;
FF02(:,:,s)=[FQ02(s) 0;0 FQ02(s)"2];

u02(s)=1/(filtro02(s)"2+3)-FQ02(s)*filtro02(s);

d02(s)=0;

D02(s)=PO;

X02(:,s)=[x0(s); x0(s)"2]; %sefial del sistema aumentado
EX02(:,s)=[d02(s); DO2(s)]; %esperanza de X02(:,s)
XX02(:,s)=X02(:,s)-EX02(:,S); %sefial del sistema aumentado centrada

d2(s,1)=FQ02(s)*d02(s)+u02(s);
D2(s,1)=FQ02(s)*D02(s)*FQ02(s)'+Q;

X2(:,8,1)=[x(s,1); x(s,1)"2];
EX2(:,s,1)=[d2(s,1);D2(s,1)];
XX2(:,s8,1)=X2(:,s,1)-EX2(:,s,1);
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Q02_11=Q;
Q02_12=Q3;

Q02_21=Q02_12;
Q02_22=4*FQ02(s)*D02(s)*FQ02(S)*Q+Q4;
QQ02(;,:,5)=[Q02_11, Q02_12;Q02_21, Q02_22];

Pred2(:,s,1)=FF02(:,:,s)*Fil02(:,s);
predictor2(s,1)= Pred2(1,s,1)+d2(s,1);
CPred2(:,:,s,1)=FF02(:,:,s)*CFil02(:,:,s)*FF02( 5,5,S)'+QQ02(:,:,9);

%%%%0%%%% %% % %% %6 %% %% %% %% % %0 % %% %% % % % Yo Y MWW W WV VWY %0 %o
%%%%%%% % Bucle de iteraciones para el calculo del FECI %%%%%%%% %%
%%%%0%%%% %% % %% %6 %% %% %% %% % %0 % %% %% % % % Yo Y MWW W WV YWV %0 %o

%Fil2k(i)=filtro del sistema aumentado en la iter acion i
%CFil2k(i)=matriz de covarianzas de Fil2k(i)

%filtro2k(i)=filtro extendido cuadratico en la it eracion i
%HQ2Kk(i)=derivada de la funcion h en el filtro2k( i)

%HH2k(i)=matriz de la ecuacion observaciéon aument ada en la iteracion i
%V2k(i)=ruido de la ecuacién observacién aumentad a en laiteracion i

%RR2k(i)=matriz de covarianzas de V2Kk(i)

%R2k_ij=componente ij de la matriz RR2Kk(i)

%Pi2k(i)=matriz de covarianzas de la innovacion e n el aiteracion i
%KK2k(i)=ganancia en la iteracion i del bucle

N=20; %nuUmero de iteraciones del bucle que calcula el FEC |

for k=1:n_iter

HQ2(s,k)=2*predictor2(s,k)+exp(predictor2(s,k) );
HH2(:,:,s,k)=[HQ2(s,k) 0; 0 HQ2(s,k)"2];
Psi2(s,k)=2*HQ2(s,k)*XX2(1,s,k)*v(s,k)+v(s,k)* 2;

V2(:,8,K)=[v(s.k); (Psi2(s,k)-R)];
z2(s,k)=predictor2(s,k)*2+exp(predictor2(s,k)) -
HQ2(s,k)*predictor2(s,k);

Y2(:,s,K)=HH2(:,:,s,K)*XX2(:,s,K)+V2(:,S,k);

R2_11(s,k)=R;

R2_12(s,k)= R3;

R2_21(s,k)=R2_12(s,k)";
R2_22(s,k)=4*HQ2(s,k)*D2(s,k)*HQ2(s,k) *R+R4;

RR2(:,:,s,K)=[R2_11(s,k) R2_12(s,k);R2_21(s,k) R2_22(s,K)];

Pi2(:,:,s,k)=HH2(:,:,s,K)*CPred2(:,:,s,K)*HH2( LS, K)'+.L.
RR2(:,:,s,k);

KK2(:,:,s,k)=CPred2(:,:,s,K)*HH2(:,:,s,K)*Pi2 (:,:,8,K)7(-1);
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%%% Condiciones iniciales del bucle para el ca

Fil2k0(:,s,k)=Pred2(:,s,k)+KK2(:,:,s,K)*(Y2(:,
HH2(:,:,s,k)*Pred2(;,s,k));

filtro2k0(s,k)=Fil2k0(1,s,k)+d2(s,k);

CFil2k0(:,:,s,K)=(eye(2)-KK2(:,:,s,K)*HH2(:,:,

HQ2KkO0(s,k)=2*filtro2k0(s,k)+exp(filtro2k0(s,k)
HH2kO(:,:,s,k)=[HQ2Kk0(s,k) 0;0 HQ2kO(s,k)"2];
Psi2k0(s,k)=2*HQ2k0(s,k)*XX2(1,s,k)*v(s,k)+Vv(s
V2KO(:,s,k)=[v(s,Kk); (Psi2k0(s,k)-R)];

z2K0(s,k)=filtro2k0(s,k)*2+exp(filtro2k0(s,k))
HQ2KkO(s,k)*filtro2k0(s,k);

Y2kO(:,s,k)=HH2kO(:,:,s,K)*XX2(:,s,k)+V2k0(:,s

R2k0_11(s,k)=R;

R2k0_12(s,k)= R3;

R2k0_21(s,k)=R2k0_12(s,k)";

R2k0_22(s,k)=4*HQ2KkO0(s,k)*D2(s,k)*HQ2k0(s,k)™*

RR2k0(:,:,s,k)=[R2k0_11(s,k) R2k0_12(s,Kk);...
R2k0_21(s,k) R2k0_22(s,K)];

Pi2ko(:,:,s,k)=HH2kO0(:,:,s,K)*CPred2(:,:,s,k)*
RR2kO0(:,:,s,Kk);
KK2kO0(:,:,s,k)=CPred2(:,:,s,k)*HH2kO(:,:,s,k)'

Fil2k(:,s,k,1)=Pred2(:,s,k)+KK2kO0(:,:,s,k)*(Y2
HH2KkO(:,:,s,k)*Pred2(:,s,k));

filtro2k(s,k,1)=Fil2k(1,s,k,1)+d2(s,k);
CFil2k(:,:,s,k,1)=(eye(2)-KK2kO(:,:,s,K)*HH2k0
CPred2(:,:,s,k);

fori=1:N
HQ2K(s,k,i)=2*filtro2k(s,k,i)+exp(filtro2k(
HH2k(:,:,s,k,i)=[HQ2k(s,k,i) 0;0 HQ2k(s,k,i
Psi2k(s,k,i)=2*HQ2K(s,k,i)*XX2(1,s,k)*v(s,k
V2k(:,s,k,i)=[v(s,Kk); (Psi2k(s,k,i)-R)];

z2Kk(s,k,i)=filtro2k(s,k,i)"2+exp(filtro2k(s
HQ2k(s,k,i)*filtro2k(s,k,i);

Y2k(:,s,k,i)=HH2K(:,:,s,K,i)*XX2(:,s,K)+V2k

%FEC

Iculo del FECI %%%

S,K)-...

s,k))*CPred2(:,:,s,k);

);
K)"2;

K);

R+R4;

HH2kO(:,:,s,K)'+...
*Pi2k0(:,:,s,K)(-1);

ko(:,s,k)-...

(:,0,8,K)*...

s,k,i));
)2,
)+v(s,k)"2;

Koi))-..

(:,s,k,0);
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R2k_11(s,k,)=R;
R2k_12(s,k,i)=R3;
R2k_21(s,k,i)=R2k_12(s,k,i)";

R2k_22(s,k,i)=4*HQ2k(s,k,i)*D2(s,k)*HQ2k(s, K,i)*R+R4;
RR2K(:,:,s,k,)=[R2k_11(s,k,i) R2k_12(s,K,i);...
R2k_21(s,k,i) R2k_22(s,k,i Ik
Pi2k(:,:,s,k,i))=HH2K(:,:,s,k,i)*CPred2(:,:, s,k)*...
HH2k(:,:,s,k,i)'+RR2k(:,:,s,k,i);
KK2k(:,:,s,k,i))=CPred2(:,:,s,K)*HH2K(:,:,s, K,i)™*...
Pi2k(:,:,s,k,)(-1);
Fil2k(:,s,k,i+1)=Pred2(:,s,k)+KK2k(:,:,s,k, *(Y2K(:,s,k,i)-...
HH2k(:,:,s,k,i)*Pred2(:,s, K));
filtro2k(s,k,i+1)=Fil2k(1,s,k,i+1)+d2(s,k);
CFil2Kk(:,:,s,k,i+1)=(eye(2)-KK2K(:,:,s,k,i) *HH2kK(:,:,s,K,i))*...

CPred2(:,:,s,k);
end

Fil2(:,s,k)=Fil2k(:,s,k,N+1);
CFil2(:,:,s,k)=CFil2k(:,:,s,k,N+1);
filtro2(s,k)=Fil2(1,s,k);
DC_Fil2(s,k)=(x(s,k)-filtro2(s,k))"2;

FQ2(s,k)=(-2)*filtro2(s,k)/(filtro2(s,k)"2+3)" 2;
FF2(:,:,s,k)=[FQ2(s,k) 0;0 FQ2(s,k)"2];

Q2_11(s,k)=Q;

Q2_12(s,k)=Q3;

Q2_21(s,k)=Q2_12(s,k)";
Q2_22(s,k)=4*FQ2(s,k)*D2(s,k)*FQ2(s,k)*Q+Q4;

QQ2(:,:,s,k)=[Q2_11(s,k) Q2_12(s,k);Q2_21(s,k) Q2_22(s,K)];

Pred2(;,s,k+1)=FF2(:,:,s,K)*Fil2(:,s,k);

CPred2(:,:,s,k+1)=FF2(:,:,s,k)*CFil2(:,:,s,k)* FF2(:,:,s,k)'+...
QQ2(:,:,8,k);

u2(s,k)=1/(filtro2(s,k)*2+3)-FQ2(s,k)*filtro2( S,K);

d2(s,k+1)= FQ2(s,k)*d2(s,k)+u2(s,k);
D2(s,k+1)=FQ2(s,k)*D2(s,k)*FQ2(s,k)'+Q;

X2(:,s,k+1)=[x(s,k+1); x(s,k+1)"2];
EX2(:,s,k+1)=[d2(s,k+1); D2(s,k+1)];
XX2(:,5,k+1)=X2(:,s,k+1)-EX2(:,s,k+1);
predictor2(s,k+1)=Pred2(1,s,k+1)+d2(s,k+1);

end %%iter
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%%%%%%%% %% %% % %% % %% %% % %% %% %% % %% % %% % %8804808884840480640084048080648
%%%%%%%%%% FILTRO EXTENDIDO CUADRATICO DE 2° ORDEN %%%%%%%%%%%%%
%%%%% %% % %% %% % %% % %% %% % %% %% %% % %% % %% % %88 0484880484088068048068008%64

%Fil3=filtro del sistema aumentado

%Pred3=predictor del sistema aumentado

%CFil3=matriz de covarianzas de Fil3

%CPred3=matriz de covarianzas de Pred3

%filtro3=filtro extendido cuadratico de segundo ord en (FEC20)
%predictor3=predictor extendido cuadratico de segun do orden (PEC20)
%FQ3=derivada de la funcién f en el FEC20

%FF3= matriz de la ecuacion de la sefial aumentada

%HQ3=derivada de la funcién h en el PEC20

%HH3=matriz de la ecuacién observacién aumentada

%d3=esperanza de la sefal linealizada

%D3=varianza de la sefial linealizada

%QQ3=matriz de covarianzas del ruido de la ecuacion de la sefial aumentada
%Q3_ij=componente ij de la matriz QQ3
%RR3=matriz de covarianzas del ruido de la ecuacion observacién aumentada

%R3_ij=componente ij de la matriz RR3
%Pi3=matriz de covarianzas de la innovacioén
%KK3=ganancia del sistema aumentado

%%%%%%% % %% %% % %% % %% %% %% % %% %% % %% % %% %%

%0%%%%
%%%%%% Condiciones iniciales %%%%%%%

filtro03(s)=0;

Fil03(:,s)=[0;0];

CFil03(:,:,s)=[P0 P30;P30' P40];
FQO3(s)=(-2)*filtro0(s)/(filtro0(s)"2+3)"2;
FFO3(:,:,s)=[FQO03(s) 0;0 FQO3(s)"2];

u03(s)=1/(filtro03(s)"2+3)-FQO3(s)*filtro03(s)+ (1/2)*...
(8*filtro03(s)"2/(filtro03(s)"2+3)"3-...
2/(filtro03(s)"2+3)"2)*CFil03(1,1,s);

d03(s)=0;

DO03(s)=P0;

X03(:,s)=[x0(s); x0(s)"2]; %sefial del sistema aumentado
EX03(:,s)=[d03(s); DO3(s)]; %esperanza X03(:,s)
XX03(:,s)=X03(:,s)-EX03(:,S); %senal del sistema aumentado centrada

Q03_11=Q;
Q03_12=Q3;

Q03_21=Q03_12;
Q03_22=4*FQ03(s)2*D03(s)*Q+Q4;
QQO03(;,:,5)=[Q03_11, Q03_12;Q03_21, Q03_22];
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Pred3(:,s,1)=FF03(:,:,s)*Fil03(:,s);
CPred3(:,:,s,1)=FF03(:,:,s)*CFil03(:,:,s)*FF03(

d3(s,1)=FQ03(s)*d03(s)+u03(s);
D3(s,1)=FQO03(s)*D03(s)*FQ03(s)'+Q;
X3(:,s,1)=[x(s,1); x(s,2)"2];
EX3(;,s,1)=[d3(s,1);D3(s,1)];
XX3(:,s,1)=X3(:,s,1)-EX3(:,s,1);

predictor3(s,1)= Pred3(1,s,1)+d3(s,1);

for k=1:n_iter

HQ3(s,k)=2*predictor3(s,k)+exp(predictor3(s
HH3(:,:,s,K)=[HQ3(s,k) 0;0 HQ3(s,k)"2];
Psi3(s,k)=2*HQ3(s,k)*XX3(1,s,k)*v(s,k)+v(s,
V3(:,s,k)=[v(s,k); Psi3(s,k)-R];
z3(s,k)=predictor3(s,k)*2+exp(predictor3(s,
HQ3(s,k)*predictor3(s,k)+...
(1/2)*(2+exp(predictor3(s,k)))*CPre

Y3(:,s,K)=HH3(:,:,s,K)*XX3(:,s,k)+V3(:,s,k)

R3_11(s,k)=R;

R3_12(s,k)= R3;

R3_21(s,k)=R3_12(s,k)";

R3_22(s,k)=4*HQ3(s,k)"2*D3(s,k)*R+R4;

RR3(:,:,s,K)=[R3_11(s,k) R3_12(s,k);R3_21(s

Pi3(:,:,s,k)=HH3(:,:,s,K)*CPred3(:,:,s,k)*H
RR3(:,:,,K);

KK3(:,:,s,k)=CPred3(:,:,s,K)*HH3(:,:,s,k)"*

Fil3(:,s,k)=Pred3(;,s,k)+KK3(:,:,s,K)*(Y3(:
HH3(:,:,s,k)*Pred3(:,s,k));
filtro3(s,k)=Fil3(1,s,k)+d3(s,k);
CFil3(:,:,s,k)=(eye(2)-KK3(:,:,s,k)*HH3(:,:,s,
CPred3(:,:,s,k);
DC_Fil3(s,k)=(x(s,k)-filtro3(s,k))"2;

FQ3(s,k)=(-2)*filtro3(s,k)/(filtro3(s,k)"2+
FF3(:,:,s,k)=[FQ3(s,k) 0;0 FQ3(s,k)"2];

Q3_11(s,k)=Q;

Q3_12(s,k)=Q3;

Q3 _21(s,k)=Q3_12(s,k)";
Q3_22(s,k)=4*FQ3(s,k)*D3(s,k)*FQ3(s,k)*Q+Q

QQ3(:,:,5,k)=[Q3_11(s,k) Q3_12(s,k);Q3_21(s,k) Q3

5,5,S)'+QQ03(:,:,9);

K);

K)"2;

K))-...
d3(1,1,s,K);

,K) R3_22(s,K)];
H3(:,:,s,K)'+...

Pi3(:,:,s,K)"(-1);

,S,K)-...

K))*...

32

_22(s,k);
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Pred3(:,s,k+1)=FF3(:,:,s,k)*Fil3(:,s,k);

CPred3(:,:,s,k+1)=FF3(:,:,s,k)*CFil3(:,:,s, K)>*FF3(:,:,s,k)'+...
QQ3(:,5,8,k);
u3(s,k)=1/(filtro3(s,k)"2+3)-FQ3(s,k)*filtr 03(s,K)+...
(1/2)*(8*filtro3(s,k)"2/(filtro3(s, K)"2+3)73-...
2/(filtro3(s,k)*2+3)"2)*CFil3(1,1, s,k);

d3(s,k+1)= FQ3(s,k)*d3(s,k)+u3(s,k);
D3(s,k+1)=FQ3(s,k)*2*D3(s,k)+Q;
X3(:,s,k+1)=[x(s,k+1); x(s,k+1)"2];
EX3(:,s,k+1)=[d3(s,k+1); D3(s,k+1)];
XX3(:,s,k+1)=X3(:,s,k+1)-EX3(:,s,k+1);

predictor3(s,k+1)=Pred3(1,s,k+1)+d3(s,k+1);

end %iter

end %simul

for k=1:n_iter
SCE_Fil(1,k)=DC_Fil(1,k);
SCE_Fil2(1,k)=DC_Fil2(1,k);
SCE_Fil3(1,k)=DC_Fil3(1,k);
for s=2:n_simul
SCE_Fil(s,k)=SCE_Fil(s-1,k)+DC_Fil(s,k) ;

SCE_Fil2(s,k)=SCE_Fil2(s-1,k)+DC_Fil2(s K);
SCE_Fil3(s,k)=SCE_Fil3(s-1,k)+DC_Fil3(s K);
end
ECM_Fil(k)=sqrt(SCE_Fil(n_simul,k)/n_simul) ;
ECM_Fil2(k)=sqrt(SCE_Fil2(n_simul,k)/n_simu ;
ECM_Fil3(k)=sqrt(SCE_Fil3(n_simul,k)/n_simu ;

end

for k=1:n_iter
time(k)=Kk;
pECM_Fil(k)=ECM_Fil(k);
pECM_Fil2(k)=ECM_Fil2(k);
pECM_Fil3(k)=ECM_Fil3(k);
end
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graf(2.2)=plot(time,pECM_Fil,'b--",time,pECM_Fil2,' r-',
time,pECM_Fil3,'g--Y;
xlabel('lteracién k')
legend(ECM_k del filtro extendido cuadratico’,...
'ECM_k del filtro extendido cuadratico itera do',...
'ECM_k del filtro extendido cuadratico de se gundo orden")
saveas(gcf, 'Fig2_2', 'fig")
— ——ECM, delfiltro extendido cuadratico
16F M
—— ECM, del filtro extendido cuadratico iterado
ECH, del filtro extendido cuadratico de segundo arden
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CAPITULO 3: Figura 3.1

%Modelo de la Sefial:  x(k+1)=1/(x(k)"2+3)+w(K) donde x0-->N(0,1)
% f(x)=1/(x"2+3)

%O0bservaciones:  y(k)= gamma(k)*(x(k)*2+exp{x(k) bH+v(k) donde

% h(x)=x"2+exp{x}

% gamma(k)-->B(p)

% P[w(k)=1]=15/18 Plw(k)=-3]=2/18 P[w(k)= -9]=1/18

% P[v(k)=1]=15/18 P[v(k)=-3]=2/18 P[v(k)= -9]=1/18

n_simul=1000; %numero de simulaciones
n_iter=50; %numero de iteraciones

for s=1:n_simul

%%%%%%%%% %% %% %% %696 % %% % %% % %% %% %% %% % %% %% %% %%
%%%%%%Géneracion de la senal x(k) %%%%%%%
%%%%%%%%% %% %% %% %% % %% % %% % %% %% %% %% % %% %% %% %%

PO=1; %varianza de la sefial inicial
P30=0; %momento centrado de tercer orden de la sefal inici al
P40=3*P0"2-P0"2; %momento centrado de cuarto orden de la sefial incia |

x0(s)=P0”(1/2)*randn(1,1);

Q=19/3; %varianza del ruido de la ecuacién de la sefial w(k)
Q3=-128/3; %momento centrado de tercer orden del ruido w(k)
Q4=1123/3-Q"2; %momento centrado de cuarto orden del ruido w(k)

%% Condiciones iniciales %%

a=rand(1,1);

if a <=1/18
wO0(s)=-9;

elseif a <= 3/18
wO0(s)=-3;

else wO(s)=1;

end

X(s,1)=1/(x0(s)"2+3)+WO0(S);

%%9%%%%% %% %% %% %% %% % %% %% % %% %%
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for k=1:n_iter

b=rand(1,1);
if b <= 1/18
w(s,k)=-9;
elseif b <= 3/18
w(s,k)=-3;
else w(s,k)=1;
end
X(s,k+1)=1/(x(s,k)*2+3)+w(s,k);

end
20%%0%%% %% % %% %% %% %% % %% % %% % %% % %0 % % %0 % %0 YeiRE/0%0 % %% %% % % % %

%%%%%%%Generacion de las observaciones y(k) %%%%%%%
%9%%%% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% Yo a0 %0 % %% % %% % %%

p=0.5; %parametro de la distribucion Bernoulli

R=19/3; %varianza del ruido de la ecuacién observacion v(k)
R3=-128/3; %momento centrado de tercer orden del ruido v(k)
R4=1123/3-R"2; %momento centrado de cuarto orden del ruido v(k)
for k=1:n_iter

gamma(s,k)=binornd(1,p);
c=rand(1,1);
if c <=1/18
v(s,k)=-9;
elseif c <= 3/18
v(s,k)=-3;
else v(s,k)=1;
end
y(s,k)=gammay(s,k)*(x(s,k)"2+exp(X(s,k)))+v( s,K);

end
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%%%9%%%% %% %% %% %% % %% % %% %% % % %% %% %% %% % %4880860808
%9%%%%%% %% %% %% YFHUTROYEXTENDIDO CUADRATICO %0%%%¢
%%%%%%% %% %% %% %% % %% % %% % %% % %% %% % % %% %0 %4e8086480

%Fil=filtro del sistema aumentado

%Pred=predictor del sistema aumentado
%CFil=matriz de covarianzas de Fil

%CPred=matriz de covarianzas de Pred

%filtro=filtro extendido cuadratico (FEC)
%predictor=predictor extendido cuadratico (PEC)
%FQ=derivada de la funcién f en el FEC

%FF= matriz de la ecuacién de la sefal aumentad a
%HQ=derivada de la funcién h en el PEC
%HH=matriz de la ecuacién observacion aumentada
%d=esperanza de la sefial linealizada

%D=varianza de la sefial linealizada

%vv=ruido del sistema linealizado

%r=varianza de vv

%r3=momento centrado de tercer orden de vv
%r4=momento centrado de cuarto orden de vv
%QQ=matriz de covarianzas del ruido de la ecuac i6n de la sefial
% aumentada

%Q_ij=componente ij de la matriz QQ

%VV=ruido del sistema aumentado

%V=predictor de VV

%RR=matriz de covarianzas de VV
%R_ij=componente ij de la matriz RR
%innov=innovacion

%Pi=matriz de covarianzas de la innovacion
%KK=ganancia del sistema aumentado

%G=matriz de ganancia del predictor de VV
%Px=matriz de covarianzas de la sefial aumentada
%Pv=matriz de covarianzas de V

%Pvx=matriz de covarianzas cruzadas de los erro res de prediccion de
% la sefial y el ruido
%DC _filtro=cuadrado de la diferencia entre la s efial y el FEC

%%%% %% %% %% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %48 804608089640480808984040080898%0%%0 %
%%%%%% Condiciones iniciales %%%%%%%

%%% k=0

%filtro

Filo(:,s)=[0;0];
CFilo(:,:,s)=[P0 P30;P30' P40];
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do(s)=0; %esperanza de x_0
filtroO(s)=Fil0(1,s)+d0(s);

%predictor de la sefal

FQO(s)=(-2)*filtro0(s)/(filtro0(s)"2+3)"2;
FFO(:,:,s)=[FQO(s) 0;0 FQO(s)"2];
Pred(:,s,1)=FFO0(:,:,s)*FilO(:,s);

DO(s)=P0; %E[(x0-E[x0]) (XO-E[XOD"T]
QO0_22=4*FQO0(s)"2*D0(s)*Q+Q4;

QQO(:,:,s)=[Q Q3;Q3' Q0_22];

CPred(:,:,s,1)=FFO0(:,:,s)*CFilO(:,:,s)*FFOC(:,:, s)'+QQO0C(:,:,s);

u0(s)=1/(filtro0(s)*2+3)-FQO(s)*filtro0(s);
d(s,1)=FQO0(s)*d0(s)+u0(s); %E[x(1)]
predictor(s,1)= Pred(1,s,1)+d(s,1);

%%% k=1
%observacion aumentadas

D(s,1)=FQ0(s)"2*D0(s)+Q; WE[((1)-EX(D)(*(1)-EXD)]]
X(:,s,1)=[x(s,1); x(s,1)"2];

EX(:,s,1)=[d(s,1);D(s,1)];

XX(:,s,1)=X(;,s,1)-EX(:,s,1);

HQ(s,1)=2*predictor(s,1)+exp(predictor(s,1));
HH(:,:,s,1)=[HQ(s,1) 0;0 HQ(s,1)"2];

z(s,1)=predictor(s,1)*2+exp(predictor(s,1))-HQ( s,1)*predictor(s,1);
c(s,1)=HQ(s,1)*d(s,1)+z(s,1);

w(s,1)=(gamma(s,1)-p)*c(s,1)+v(s,1);
Psi(s,1)=2*HQ(s,1)*XX(1,s,1)*gamma(s,1)*vv(s,1) +w(s,1)"2;

r(s,1)=p*(1-p)*c(s,1)"2+R;

r3(s,1)=p*(1-p)*(1-2*p)*c(s,1)"3+R3;

rd(s,1)=(p*(1-p)*(3*p"2-3*p+1)-p"2*(1-p) 2)*c(s L)M+
R4+4*p*(1-p)*c(s,1)"2*R;

VV(;,s,1)=[vv(s,1); Psi(s,1)-r(s,1)]+...
(gamma(s,1)-p)*HH(:,:,s,1)*EX(:,s ,1);

Y(:,s,1)=gamma(s,1)*HH(:,:,s,1)*XX(:,s,1)+VV(;, s,1);
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%innovacion, filtro
Innov(;,s,1)=Y(:,s,1)-p*HH(:,:,s,1)*Pred(:,s,1)
Px(:,:,s,1)=FFO0(:,:,s)*CFil0(:,:,s)*FFO0(:,:,8)'

R_11(s,1,1)=r(s,1);
R_12(s,1,1)=r3(s,1)+p*(1-p)*c(s,1)*D(s,1)*HQ(s,
R_22(s,1,1)=4*HQ(s,1)"2*D(s,1)*(p*(1-p)*2*c(s,1
ra(s,1)+p*(1-p)*(1-2*p)*(c(s,1)"2*D
HQ(s,1)"2*D(s,1)*c(s,1)"2)+p*(1-p)*
RR(;,:,s,1,1)=[R_11(s,1,1) R_12(s,1,1);R_12(s,1

PvO(:,:,s,1,1)=RR(;,:,s,1,1);

Pi(:,:,s,1)=p*(1-p)*HH(:,:,s,1)*Px(:,:,s,1)*HH(
p~2*HH(:,:,s,1)*CPred(:,:,s,1)*HH(:
PvO(:,:,s,1,1);

KK(,:,s,1)=p*CPred(:,:,s,1)*HH(:,:,s,1)*Pi(:,

Fil(:,s,1)=Pred(;,s,1)+KK(:,:,s,1)*Innov(;,s,1)
CFil(:,:,s,1)=CPred(:,:,s,1)-KK(:,:,s,1)*Pi(:,:
filtro(s,1)=Fil(1,s,1)+d(s,1);

DC _filtro(s,1)=(x(s,1)-filtro(s,1))"2;

%predictor de la sefial

FQ(s,1)=(-2)*filtro(s,1)/(filtro(s,1)"2+3)"2;
FF(:,:,s,1)=[FQ(s,1) 0;0 FQ(s,1)"2];
Pred(:,s,2)=FF(:,:,s,1)*Fil(:,s,1);

Q_22(s,1)=4*FQ(s,1)"2*D(s,1)*Q+Q4;

QQ(:,:,8,1)=[Q Q3;Q3' Q_22(s,1)];
CPred(:,:,s,2)=FF(:,:,s,1)*CFil(:,:,s,1)*FF(:,:

u(s,1)=1/(filtro(s,1)"2+3)-FQ(s,1)*filtro(s, 1);
d(s,2)=FQ(s,1)*d(s,1)+u(s,1);
predictor(s,2)= Pred(1,s,2)+d(s,2);

+QQO0(:,:,8);

1)"2;

Y\ 2+p*R)+...
(s,1)*HQ(s,1)"2+...
HQ(s,1)"4*D(s,1)"2;
1)'R_22(s,1,1)];

LS, 1)+
S, 1)+,

LS, DNM-1);

'S, 1*KK(8,1)'

,S,1)'+QQ(:,:,8,1);
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%%% k=2

%observacion aumentadas

D(s,2)=FQ(s,1)"2*D(s,1)+Q; YE[(X(2)-EX(2)D(*(2)-Ex()])]

X(:,8,2)=[x(s,2); x(s,2)"2];
EX(;,s,2)=[d(s,2);D(s,2)];

XX(:,8,2)=X(;,s,2)-EX(:,s,2);

HQ(s,2)=2*predictor(s,2)+exp(predictor(s,2));
HH(:,:,s,2)=[HQ(s,2) 0;0 HQ(s,2)"2];

z(s,2)=predictor(s,2)"2+exp(predictor(s,2))-HQ(
¢(s,2)=HQ(s,2)*d(s,2)+z(s,2);
w(s,2)=(gamma(s,2)-p)*c(s,2)+v(s,2);
Psi(s,2)=2*HQ(s,2)*XX(1,s,2)*gamma(s,2)*vv(s,2)

r(s,2)=p*(1-p)*c(s,2)"2+R;

r3(s,2)=p*(1-p)*(1-2*p)*c(s,2)"3+R3;

rd(s,2)=(p*(1-p)*(3*p"2-3*p+1)-p"2*(1-p)*2)*c(s
R4+4*p*(1-p)*c(s,2)"2*R;

VV(;,s,2)=[vv(s,2); Psi(s,2)-r(s,2)]+...
(gamma(s,2)-p)*HHC(:,:,s,2)*EX(:,S,2);

Y(:,s,2)=gamma(s,2)*HH(:,:,s,2)*XX(:,s,2)+VV(;,

%predictor del ruido (algoritmo en j)

%condiciones iniciales j=0

Vv0(:,s,2)=[0;0];
Pvx0(:,:,s,2,1)=[0 0;0 0];

fori=1:2
if i==2
R_11(s,2,i)=p*(1-p)*c(s,2)"2+R;
R_12(s,2,i)=r3(s,2)+p*(1-p)*c(s,2)*D(s,
R_22(s,2,i)=4*HQ(s,2)"2*D(s,2)*(p*(1-p)
ra(s,2)+p*(1-p)*(1-2*p)*(c(s,2)"
HQ(s,2)"2*D(s,2)*c(s,2)"2)+p*(1-
else
R_11(s,2,i)=0;
R_12(s,2,i)=0;
R_22(s,2,i)=4*HQ(s,2)"2*D(s,2)*p"2*(1-p
end

s,2)*predictor(s,2);

+wv(s,2)"2;

2N

s,2);

2)*HQ(s,2)"2;
N2*c(s,2)"2+p*R)+...
2*D(s,2)*HQ(s,2)"2+...

p)*HQ(s,2)"4*D(s,2)"2;

YA2*c(s,2)"2;

Tesis Doctoral



159

Cddigos fuente de MATLAB

%

%

%

RR(:,:,8,2,)=[R_11(s,2,i) R_12(s,2,i);R_12(s,2,i)
PvO(:,:,s,2,)=RR(,:,s,2,i);
end %i

'R_22(s,2,)];

G(:,:,s,2,1)=(p*Pvx0(;,:,s,2,1)*HH(:,:,s,1)"+..
PvO(:,:,s,2,1))*Pi(:,:,s,1)"(-1);

V(,s,2,1)=V0(;,s,2)+G(:,:,s,2,1)*Innov(;,s,1);

%innovacion, filtro
Innov(;,s,2)=Y(:,s,2)-p*HH(:,:,s,2)*Pred(:,s,2)
Px(:,:,s,2)=FF(:,:,s,1)*Px(:,:,s,1)*FF(:,:,s,1)

Pv(:,:;,s,2,2,1)=PvO0(;,;,s,2,2)-G(;,:,S,2,1)*Pi(
G(;,.,s,2,1);

Pvx(,:,s,2,2,1)=(Pvx0(:,:,s,2,1)-...
G(:,:,S8,2,1)*Pi(:,:,s,1)*KK(:,

Pi(:,:,8,2)=p*(1-p)*HH(:,:,s,2)*Px(:,:,S,2)*HH(
p"2*HH(:,:,s,2)*CPred(:,:,s,2)*HH(:
Pv(:,:,s,2,2,1)+p*HH(;,:,S,2)*PvX(:
p*Pvx(:,:,s,2,2,1)*HH(;,:,s,2)";

KK(:,:,s,2)=(p*CPred(:,:,s,2)*HH(;,:,s,2)'+...
Pvx(;,:,s,2,2,1)")*Pi(:,:,s,2)(-1

Fil(:,s,2)=Pred(:,s,2)+KK(:,:,s,2)*Innov(;,s,2)
CFil(:,:,s,2)=CPred(:,:,s,2)-KK(:,:,s,2)*Pi(:,:
filtro(s,2)=Fil(1,s,2)+d(s,2);

DC _filtro(s,2)=(x(s,2)-filtro(s,2))"2;

%predictor de la sefal
FQ(s,2)=(-2)*filtro(s,2)/(filtro(s,2)"2+3)"2;

FF(:,:,s,2)=[FQ(s,2) 0;0 FQ(s,2)"2];
Pred(:,s,3)=FF(:,:,s,2)*Fil(:,s,2);

-V(;,s,2,1);

'+QQ("'7571)1

LS,

58, ))*FF(,:,8,1),
S, 2)'+...

S, 2)' ...
$,2,2,1)'+...

:S,Z)*KK(Z,Z,S,Z)';
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Q_22(s,2)=4*FQ(s,2)"2*D(s,2)*Q+Q4;

QQ(:,:,5,2)=[Q Q3;Q3' Q_22(s,2)];
CPred(:,:,s,3)=FF(:,:,s,2)*CFil(:,:,5,2)*FF(:,: ,$,2)'+QQ(:,:,8,2);

u(s,2)=1/(filtro(s,2)"2+3)-FQ(s,2)*filtro(s,2);
d(s,3)=FQ(s,2)*d(s,2)+u(s,2);
predictor(s,3)= Pred(1,s,3)+d(s,3);

for k=3:n_iter
%observacion aumentadas

D(s,k)=FQ(s,k-1)"2*D(s k-1)+Q; WE[(x(K)-EX(K)])(x(k)-E[x(K)])]
X(:,s,K)=[x(s,k); x(s,K)"2];

EX(:,s,k)=[d(s,k);D(s,K)];

XX(:,s,K)=X(:,s,k)-EX(:,s,K);

HQ(s,k)=2*predictor(s,k)+exp(predictor(s,k));
HH(:,:,s,k)=[HQ(s,k) 0;0 HQ(s,kK)"2];

z(s,k)=predictor(s,k)*2+exp(predictor(s,k))-HQ( s,k)*predictor(s,k);
c(s,k)=HQ(s,k)*d(s,k)+z(s,k);

w(s,k)=(gamma(s,k)-p)*c(s,k)+v(s,k);
Psi(s,k)=2*HQ(s,k)*XX(1,s,k)*gammay(s,k)*vv(s,k) +wv(s,k)"2;

r(s,k)=p*(1-p)*c(s,K)"2+R;

r3(s,k)=p*(1-p)*(1-2*p)*c(s,k)*3+R3;

rd(s,k)=(p*(1-p)*(3*p"2-3*p+1)-p 2*(1-p)2)*c(s KM+
R4+4*p*(1-p)*c(s,k)"2*R;

VV(:,s,K)=[vv(s,k); Psi(s,k)-r(s,K)]+...
(gammay(s,k)-p)*HH(:,:,s,K)*EX(;,s K);

Y(:,s,K)=gamma(s,k)*HH(:,:,s,K)*XX(:,s,K)+VV(;, S,K);

%predictor del ruido (algoritmo en j)

%condiciones iniciales j=0

VO(:,s,k)=[0;0];
PvxO0(:,:,s,k,1)=[0 0;0 0O];
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for i=1:k
if i==k
R_11(s,k,i)=p*(1-p)*c(s,k)"2+R;
R_12(s,k,i)=r3(s,k)+p*(1-p)*c(s,k)*D(s, K)*HQ(s,k)"2;
R_22(s,k,i)=4*HQ(s,k)"2*D(s,k)*(p*(1-p) n2*c(s, k) 2+p*R)+...
r4(s,k)+p*(1-p)*(1-2*p)*(c(s, k) 2*D(s,k)*HQ(s,k)"2+...
HQ(s,k)"2*D(s,k)*c(s,k)"2)+p*(1- p)*HQ(s,k)"4*D(s,k)"2;
else
R_11(s,k,i)=0;
R_12(s,k,i)=0;
R_22(s,k,i)=4*HQ(s,k)*2*D(s,k)*p"2*(1-p \2*c(s,k)"2;
end
RR(:,:,s,k,i)=[R_11(s,k,i) R_12(s,k,i);R_12 (s,k,i) R_22(s,k,i)];
PvO(:,:,s,k,)=RR(:,:,s,k,i);
end %i
%

G(:,:,s,k,1)=(p*Pvx0(;,:,s,k,1)*HH(:,:,s,1)'+..
PvO(:,:,s,k,1)*Pi(:,:,s,1)(-1);
%

Pv(;,:s,k,2,1)=PVv0(;,:,s,k,2)-...
G(,;,s.kD)*Pi(:,:,5,1)*G(:,:,8,2,1)';

Pv(:,:,s,k,k,1)=PVv0(;,:,s,k,K)-...
G(,.,s,kD)*Pi(:,:,s,1)*G(:,:,8,k, 1),

Pvx(,:,s,k,2,1)=(Pvx0(;,:,s,k,1)-...

G(:,:,s,kD)*Pi(:,:,s,1)*KK(:, LS, D)) FF(,:,s,1),
for j=3:k-1
Pv(;,:s.k,j,1)=PvO(;,:,s,k,j)-...
G(,:,s,k,1)*Pi(:,:,5,1)*G( S,
for 1=2:j-1
Pv(:,:,s,k,j,D=Pv(;,:,s,k,j,I-1)-...
G(:,:,s,kN)*Pi(:,:,s,1 Y*G(,:,S,)1)
end %l
Pvx(:,:,s,K,j,j-1)=(Pvx(:,:,s,Kk,j-1,j-2)-.. .
G(:,:,8,k,J-1)*Pi(:,:,s,j-1)*KK(:,:,S, FOY*FFCG,:,S,j-1),
end %)j
%
for j=2:k-1
G(,:,8,k,))=(p*Pvx(:,:,s,k,j,j-1)*HH(:,:,s )+
Pv(:,:,s,k,j,j-1) )*Pi(:,:,S )N+ 1);
end
%
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V(:,s,k,1)=VO0(;,s,k)+G(:,:,s,k,1)*Innov(:,s,1);

for j=2:k-1
V(:,s,k,j)=V(,s,k,j-1)+G(:,:,8,k,j)*Innov( LS,
end
%

%innovacion, filtro

Innov(;,s,k)=Y(:,s,K)-p*HH(:,:,s,K)*Pred(:,s,k) -V(:,s,k,k-1);
Px(:,:,s,K)=FF(:,:,s,k-1)*Px(:,:,s,K-1)*FF(:,:, s,k-1)'+QQ(:,:,s,k-1);
for j=2:k-1
Pv(:,:,s,k.k,j)=Pv(;,:,s,kk,j-1)-...
G(,:,s,k,)*Pi(:,:,S,)) *G(:,:,S,K,))";
end

Pvx(:,:,s,k,k,k-1)=(Pvx(:,:,s,Kk k-1,k-2)-...

G(:,:,s,k k-1)*Pi(:,:,s,k-1)*KK(:,:,S, k-1)Y*FF(:,:,s,k-1)";
Pi(:,:,s,K)=p*(1-p)*HHC(:,:,s,K)*Px(:,:,S,K)*HH( LS, K)'+.L.
p 2*HH(:,:,s,k)*CPred(:,:,s,K)*HH(: 5 S,K) '+
Pv(:,:,s,k Kk,k-1)+p*HH(:,:,S,k)*Pvx (s, k K k-1)"+...

p*Pvx(:,:,s,k,K,k-1)*HH(:,:,s,K)";

KK(,:,s,K)=(p*CPred(:,:,s,K)*HH(:,:,s,k)'+...

Pvx(:,:,s,k,k,k-1))*Pi(:,:,s,k)"( -1);
Fil(:,s,k)=Pred(:,s,kK)+KK(:,:,s,k)*Innov(:,s,k) ;
CFil(:,:,s,k)=CPred(:,:,s,k)-KK(:,:,s,K)*Pi(:,: ,S,K)*KK(:,:,s,K)";

filtro(s,k)=Fil(1,s,k)+d(s,k);
DC _filtro(s,k)=(x(s,k)-filtro(s,k))"2;

%predictor de la sefial

FQ(s,k)=(-2)*filtro(s,K)/(filtro(s,k)"2+3)"2;
FF(:,:,5,K)=[FQ(s,k) 0;0 FQ(s,k)"2];
Pred(:,s,k+1)=FF(:,:,s,K)*Fil(:,s,k);

Q_22(s,k)=4*FQ(s,k)"2*D(s,k)*Q+Q4;
QQ(:,:,8,k)=[Q Q3;Q3" Q_22(s,K)];
CPred(:,:,s,k+1)=FF(:,:,s,K)*CFil(:,:,s,K)*FF(: ,S,K)'+QQ(:,:,5,K);

u(s,k)=1/(filtro(s,k)"2+3)-FQ(s,k)*filtro(s,k);
d(s,k+1)=FQ(s,k)*d(s,k)+u(s,k);
predictor(s,k+1)= Pred(1,s,k+1)+d(s,k+1);

end %iter
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%fil2=filtro mixturas linealizado (FML)

%pred2=predictor mixturas linealizado(PML)

%Cfil2=varianza del FML

%Cpred2=varianza del PML

%F=derivada de la funcién f en el FML

%H=derivada de la funcion h en el PML

%K2=ganancia del FML

%DC_fil2=cuadrado de la diferencia entre la sefi aly el FML

%%%%%%% % %% %% % %% % %% %% % %% %% %% % %% % %% % %880484880084088088008802808860880%0% %

%%%%%% Condiciones iniciales %%%%%%%

fil02(s)=0;

Cfil02(s)=PO0;
pred2(s,1)=1/(fil02(s)"2+3);
FO(s)=(-2)*fil02(s)/(fil02(s)"2+3)"2;
Cpred2(s,1)=F0(s)*Cfil02(s)*F0(s)'+Q;

%% % %% %% %% %% %% %% %% % %% % %% %% % %% %% %% % %% %
for k=1:n_iter

H(s,k)=2*pred2(s,k)+exp(pred2(s,k));
Cinnov(s,k)=p*H(s,k)*Cpred2(s,k)*H(s,k)"+..

p*(1-p)*(pred2(s,k)*2+exp(pred2(s, k)))*(pred2(s,k)*2+...
exp(pred2(s,k)))'+R;
K2(s,k)=p*Cpred2(s,k)*H(s,k) *Cinnov(s,k)"( -1);
fil2(s,k)=pred2(s,k)+K2(s,k)*(y(s,k)- p*(pr ed2(s,k)"2+...
exp(pred2(s,k))));

Cfil2(s,k)=(1-p*K2(s,k)*H(s,k))*Cpred2(s,k) ;
pred2(s,k+1)=1/(fil2(s,k)"2+3);
F(s,k)=(-2)*fil2(s,k)/(fil2(s,k)"2+3)"2;
Cpred2(s,k+1)=F(s,k)*Cfil2(s,k)*F(s,k)'+Q;
DC_fil2(s,k)=(x(s,k)-fil2(s,k))"2;

end %oiter

end %sim
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%%%% %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% %0 %% %0 %% %0 % %0 Y0 %0860
%%%%%% %% %% % EXfores cuadraticos medios del FEC y
%9%6% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% %0 %0 % Y0 %4808

%0080090082008889008808084890%% %% %
%%%%% %% %% % %% %% %
o 89800%0%0%% %

FML %

for k=1:n_iter
SCE_filtro(1,k)=DC_filtro(1,k);
SCE_fil2(1,k)=DC_fil2(1,k);
for s=2:n_simul

SCE_filtro(s,k)=SCE_filtro(s-1,k)+DC_fi Itro(s,k);
SCE_fil2(s,k)=SCE_fil2(s-1,k)+DC_fil2(s K);
end
ECM_filtro(k)=sqrt(SCE_filtro(n_simul,k)/n_ simul);
ECM_fil2(k)=sqrt(SCE_fil2(n_simul,k)/n_simu );

end

for k=1:n_iter
time(k)=k;
pPECM_filtro(K)=ECM _filtro(k);
pECM_fil2(k)=ECM_fil2(Kk);
end
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graf(3.1)=plot(time,pECM_filtro,'r-',time,pECM_fi 12,'b--9;
xlabel('lteracién k')
legend('ECM_k del filtro cuadrético, p=0.5',...
'ECM_k del filtro mixturas linealizado, p=0.5")
saveas(gcf, 'Fig3_1', 'fig")
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CAPITULO 3: Figura 3.3

%Modelo de la Sefial:  x(k+1)=1/(x(k)"2+3)+w(k) donde x0-->N(0,1)
% f(x)=1/(x"2+3)

%O0bservaciones:  y(k)= gamma(k)*(x(k)*2+exp{x(k) hH+v(k) donde

% h(x)=x"2+exp{x}

% gamma(k)-->B(p)

% P[w(k)=1]=15/18 Plw(k)=-3]=2/18 P[w(k)= -9]=1/18

% P[v(k)=1]=15/18 P|v(k)=-3]=2/18 P[v(k)= -9]=1/18

n_simul=1000; %numero de simulaciones
n_iter=50; %numero de iteraciones

for s=1:n_simul
%% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% % %% % %%

%%%%%%Géneracion de la senal x(k) %%%%%%%
%%%%%%%%% %% %% %% %% % %% % %% % %% %% %% %% % %% %% %% %%

PO=1; %varianza de la sefial inicial
P30=0; %momento centrado de tercer orden de la sefal inici al
P40=3*P0"2-P0"2; %momento centrado de cuarto orden de la sefial incia |

x0(s)=P0”(1/2)*randn(1,1);

Q=19/3; %varianza del ruido de la ecuacion de la sefial w(k)
Q3=-128/3; %momento centrado de tercer orden del ruido w(k)
Q4=1123/3-Q"2; %momento centrado de cuarto orden del ruido w(k)

%% Condiciones iniciales %%

a=rand(1,1);
ifa<=1/18
wO0(s)=-9;
elseif a <= 3/18
wO0(s)=-3;
else wO(s)=1;
end

X(s,1)=1/(x0(s)"2+3)+WO(s);

%%9%%%%%%%%%% %% % %% % %% %% % %% %%
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for k=1:n_iter

b=rand(1,1);

if b <= 1/18
w(s,k)=-9;

elseif b <= 3/18
w(s,k)=-3;

else w(s,k)=1;

end

X(S,k+1)=1/(x(s,k)"2+3)+w(s,k);
end
%%%%% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% %0 %% %0 %0 %0 %0 %0 Y0 Yo HaHEHE/0 %0 %0 %% % %% % % Y%

%%%%%%%Generacion de las observaciones y(k) %%%%%%%
%%%%% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% %0 %% %0 %0 %0 %0 %0 Yo Yo HaHEHE/0%0 % %% % %% % %%

p=0.5; %parametro de la distribucién Bernoulli

R=19/3; %varianza del ruido de la ecuacién observacion v(k)
R3=-128/3; %momento centrado de tercer orden del ruido v(k)
R4=1123/3-R"2; %momento centrado de cuarto orden del ruido v(k)
for k=1:n_iter

gammay(s,k)=binornd(1,p);
c=rand(1,1);
if c <=1/18
v(s,k)=-9;
elseif c <= 3/18
v(s,k)=-3;
else v(s,k)=1;
end

y(s,K)=gammay(s,k)*(x(s,k)"2+exp(x(s,k)))+v( S,K);

end
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%%%% %% % %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %%
%fil=filtro ensemble (FEnN)

%pred=predictor ensemble (PEn)

%Cfil=cuasivarianza del FEn

%Cpred=cuasivarianza del PEn

%K=ganancia del FEn

%DC_fil=cuadrado de la diferencia entre la sefial y el FEn

%efil=conjunto de filtros
%epred=conjunto de predictores

%ew=conjunto de valores simulados a partir de | a distribucion de w
%ev=conjunto de valores simulados a partir de | a distribucion de v
%egamma=conjunto de valores simulados a partir de la distribucion del
% ruido multiplicativo de la ecuacién de obser vacion
%obs=conjunto de predictores de las observacion es

%yest=media de obs
%Cyy=cuasivarianza de obs
%Cxy=cuasicovarianza del PEn y obs

g=500; %tamafio del conjunto de valores simulados
%% Simulacién del ensemble de filtrado y predic cién inicial %%
for j=1:q

efilo(s,j)=P0"(1/2)*randn(1,1);

d=rand(1,1);
ifd <= 1/18
ew0(s,j)=-9;
elseif d <= 3/18
ew0(s,j)=-3;
else ew0(s,j)=1;
end

epred(s,1,j)= 1/(efilO(s,j)*2+3)+ew0(s,));
end
%% Célculo del PEn y su cuasivarianza para k=1 %%

pred(s,1)=mean(epred(s,1,));
Cpred(s,1)=var(epred(s,1,:));
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%%9%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %% %% %% % %% %A B000000000000000000000006%
%%%%%%%%%% %% Céldtde del FEn y su cuasivarianza par: %%%%% %% %% % %% %% %%
%%% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% % %% %0 %% Y0 Y4e 40044000 %0400000000000000006¢

for k=1:n_iter
%% Célculo de los predictores de las observa ciones en k %%
for j=1:q
egamma(s,k,j)=binornd(1,p);

e=rand(1,1);

if e <=1/18
ev(s,k,j)=-9;

elseif e <= 3/18
ev(s,k,j)=-3;

else ev(s,k,j)=1;

end

obs(s,k,j))=egamma(s,k,j)*(epred(s,k,j)"2+...
exp(epred(s,k,j)))tev(s,k,);

end

yest(s,k)=mean(obs(s,k,:));
Cyy(s,k)=var(obs(s,k,));

%% Célculo de la cuasicovarianza del PEny obs en k %%

restapred(s,k,1)=epred(s,k,1)-pred(s,k);
restayy(s,k,1)=obs(s,k,1)-yest(s,k);
Cxysum(s,k,1)=restapred(s,k,1)*restayy(s,Kk, 1);

for j=2:q
restapred(s,k,j)=epred(s,k,j)-pred(s,k) ;
restayy(s,k,j)=obs(s,k,j)-yest(s,k);
Cxysum(s,k,j)=Cxysum(s,k,j-1)+...
(restapred(s,k,j)*restayy(s,k.)));
end

Cxy(s,k)=Cxysum(s,k,q)/(q-1);
%% Calculo del FEn y su cuasivarianza en k %%

K(s,k)=Cxy(s,k)*Cyy(s,k)*(-1);
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for j=1:q
efil(s,k,j)=epred(s,k,j)+K(s,k)*(y(s,k)- obs(s,k,)));
end

fil(s,k)=mean(efil(s,k,:));
Cfil(s,k)=var(efil(s,k,>));
DC_fil(s,k)=(x(s,k)-fil(s,k))"2;

%%%%% %% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %0 %0 Y0 SR8 0E0B4E0E064B000B0000000E000006¢
%%%%%%%%%% %% Célétde del PEn y su cuasivarianza para k+1 %%%%%%%%%%%%%%
%%%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% Y0 S4B HE0B4E0E064000064000000E000B06¢

for j=1:q

n=rand(1,1);

if n <=1/18
ew(s,k,j)=-9;

elseif n <= 3/18
ew(s,k,j)=-3;

else ew(s,k,j)=1;

end

epred(s,k+1,j)= 1/(efil(s,k,j)2+3)+ew( s.k,j);
end

pred(s,k+1)=mean(epred(s,k+1,));
Cpred(s,k+1)=var(epred(s,k+1,:));

end %iter
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9%0%%% %% %%0%% %% % %% %% % %% % %% % % %% % %% % %% % %886464808286%00080640080886%0088680% %%
©%0%%%
880%0%%

%%%% %% % %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% % %% %0 %% %0 %848%6%E
%fil2=filtro mixturas linealizado (FML)

%pred2=predictor mixturas linealizado (PML)

%Cfil2=varianza del FML

%Cpred2=varianza del PML

%F=derivada de la funciéon f en el FML

%H=derivada de la funcién h en el PML

%K2=ganancia del FML

%DC_fil2=cuadrado de la diferencia entre la sefal y el FML

%%%%%% Condiciones iniciales %%%%%%%

fil02(s)=0;

Cfilo2(s)=P0;
pred2(s,1)=1/(fil02(s)"2+3);
FO(s)=(-2)*fil02(s)/(fil02(s)"2+3)"2;
Cpred2(s,1)=FO0(s)*Cfil02(s)*F0(s)'+Q;

%%%%6%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %
for k=1:n_iter

H(s,k)=2*pred2(s,k)+exp(pred2(s,k));
Cinnov(s,k)=p*H(s,k)*Cpred2(s,k)*H(s,k)"+..
p*(1-p)*(pred2(s,k)"2+...
exp(pred2(s,k)))*(pred2(s,k)"2+...
exp(pred2(s,k)))'+R;

K2(s,k)=p*Cpred2(s,k)*H(s,k) *Cinnov(s,k)"( -1);
fil2(s,k)=pred2(s,k)+K2(s,k)*(y(s,k)- p*(pr ed2(s,k)"2+...
exp(pred2(s,k))));

CHil2(s,K)=(1-p*K2(s,K)*H(s,K))*Cpred2(s,k) ;
F(s,K)=(-2)*fil2(s,K)/(fil2(s,K)"2+3)"2;
pred2(s,k+1)=1/(fil2(s,k)"2+3);
Cpred2(s,k+1)=F(s,k)*Cfil2(s,k)*F(s,k) +Q:
DC_fil2(s,K)=(x(s,K)-fil2(s,K))"2;
end Yoiter

end %simul
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for k=1:n_iter
SCE_fil(1,k)=DC_fil(1,k);
SCE_fil2(1,k)=DC_fil2(1,k);

for s=2:n_simul
SCE_fil(s,k)=SCE_fil(s-1,k)+DC_fil(s,k) ;
SCE_fil2(s,k)=SCE_fil2(s-1,k)+DC_fil2(s K);
end

ECM_fil(k)=sqgrt(SCE_fil(n_simul,k)/n_simul)
ECM_fil2(k)=sqrt(SCE_fil2(n_simul,k)/n_simu );
end

%0%%%%0% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% % %% %% % % % %0 %0 0%888484808080888489008084888980806%0%0% %%
%0%%%%%%%% %% YErafica de los errores cuadraticos medios %0%%% %% % %% % %% % %% %%
%0%%%%0% %% %% %% % %% %0 %% % %% %0 %% % %% % % % % % %0 %0 %%888484080000%8884600008080888880800%0%0% %%

for k=1:n_iter
time(k)=k;
pECM_fil(k)=ECM_il(k);
pECM_fil2(k)=ECM_fil2(Kk);
end
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graf(3.3)=plot(time,pECM_fil,'r-",time,pECM_fil2, 'b--9;
xlabel('lteracién k')
legend('ECM_k del filtro ensemble, p=0.5',...

'ECM_k del filtro mixturas linealizado, p= 0.5)
saveas(gcf, 'Fig3_3', 'fig")
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CAPITULO 3: Figura 3.5

%Modelo de la Sefial:  x(k+1)=1/(x(k)"2+3)+w(k) donde x0-->N(0,1)
% f(x)=1/(x"2+3)

%O0bservaciones:  y(k)= gamma(k)*(x(k)*2+exp{x(k) bH+v(k) donde

% h(x)=x"2+exp{x}

% gamma(k)-->B(p)

% P[w(k)=1]=15/18 Plw(k)=-3]=2/18 P[w(k)= -9]=1/18

% P[v(k)=1]=15/18 P|v(k)=-3]=2/18 P[v(k)= -9]=1/18

n_simul=1000; %numero de simulaciones
n_iter=50; %numero de iteraciones

for s=1:n_simul
%% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% % %% % %%

%%%%%%Géneracion de la senal x(k) %%%%%%%
%%%%%%%%% %% %% %% %% % %% % %% % %% %% %% %% % %% %% %% %%

PO=1; %varianza de la sefial inicial
P30=0; %momento centrado de tercer orden de la sefal inici al
P40=3*P0"2-P0"2; %momento centrado de cuarto orden de la sefial incia |

x0(s)=P0”(1/2)*randn(1,1);

Q=19/3; %varianza del ruido de la ecuacién de la sefial w(k)
Q3=-128/3; %momento centrado de tercer orden del ruido w(k)
Q4=1123/3-Q"2; %momento centrado de cuarto orden del ruido w(k)

%% Concidiciones iniciales %%

a=rand(1,1);
ifa<=1/18
wO0(s)=-9;
elseif a <= 3/18
wO0(s)=-3;
else wO(s)=1;
end

X(s,1)=1/(x0(s)"2+3)+WO(s);

%%9%%%%%% %% %% %% % %% % %% % %% %% %% %%
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for k=1:n_iter

b=rand(1,1);

if b <= 1/18
w(s,k)=-9;

elseif b <= 3/18
w(s,k)=-3;

else w(s,k)=1;

end

X(S,k+1)=1/(x(s,k)"2+3)+w(s,k);
end
%%%%% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% %0 %% %0 %0 %0 %0 %0 Yo Yo HaHEHE/0 %0 %0 %% % %% % % Y%

%%%%%%%Generacion de las observaciones y(k) %%%%%%%
%%%%%% %% % %% % %% % %% % %% %0 %% %0 %% %0 %0 %0 %0 %0 Yo Yo a0 %0 %0 %% % %% % % Y%

p=0.5; %parametro de la distribucién Bernoulli

R=19/3; %varianza del ruido de la ecuacién observacion v(k)
R3=-128/3; %momento centrado de tercer orden del ruido v(k)
R4=1123/3-R"2; %momento centrado de cuarto orden del ruido v(k)
for k=1:n_iter

gammay(s,k)=binornd(1,p);
c=rand(1,1);
if c <=1/18
v(s,k)=-9;
elseif c <= 3/18
v(s,k)=-3;
else v(s,k)=1;
end

y(s,K)=gammay(s,k)*(x(s,k)"2+exp(x(s,k)))+v( S,K);

end
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%%%% %% % %% % %% %% %% %% % %% %% %% %% %% %% %% %%
%fil=filtro ensemble (FEnN)

%pred=predictor ensemble (PEn)

%Cfil=cuasivarianza del FEn

%Cpred=cuasivarianza del PEn

%K=ganancia del FEn

%DC_fil=cuadrado de la diferencia entre la sefial y el FEn

%efil=conjunto de filtros
%epred=conjunto de predictores

%ew=conjunto de valores simulados a partir de | a distribucion de w
%ev=conjunto de valores simulados a partir de | a distribucion de v
%egamma=conjunto de valores simulados a partir de la distribucion del
% ruido multiplicativo de la ecuacién de obser vacion
%obs=conjunto de predictores de las observacion es

%yest=media de obs
%Cyy=cuasivarianza de obs
%Cxy=cuasicovarianza del PEn y obs

g=500; %tamafio del conjunto de valores simulados
%% Simulacién del ensemble de filtrado y predic cién inicial %%
for j=1:q

efilo(s,j)=P0"(1/2)*randn(1,1);

d=rand(1,1);
ifd <= 1/18
ew0(s,j)=-9;
elseif d <= 3/18
ew0(s,j)=-3;
else ew0(s,j)=1;
end

epred(s,1,j)= 1/(efilO(s,j)*2+3)+ew0(s,));
end
%% Célculo del PEn y su cuasivarianza para k=1 %%

pred(s,1)=mean(epred(s,1,));
Cpred(s,1)=var(epred(s,1,:));
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for k=1:n_iter

%% Célculo de los predictores de las observa ciones en k %%
for j=1:q
egamma(s,k,j)=binornd(1,p);

e=rand(1,1);

if e <=1/18
ev(s,k,j)=-9;

elseif e <= 3/18
ev(s,k,j)=-3;

else ev(s,k,j)=1;

end

obs(s,k,j))=egamma(s,k,j)*(epred(s,k,j)"2+...
exp(epred(s,k,j)))tev(s,k,);

end

yest(s,k)=mean(obs(s,k,:));
Cyy(s,k)=var(obs(s,k,));

%% Célculo de la cuasicovarianza del PEny obs en k %%

restapred(s,k,1)=epred(s,k,1)-pred(s,k);
restayy(s,k,1)=obs(s,k,1)-yest(s,k);
Cxysum(s,k,1)=restapred(s,k,1)*restayy(s,Kk, 1);

for j=2:q
restapred(s,k,j)=epred(s,k,j)-pred(s,k) ;
restayy(s,k,j)=obs(s,k,j)-yest(s,k);
Cxysum(s,k,j)=Cxysum(s,k,j-1)+...
(restapred(s,k,j)*restayy(s,k.)));
end

Cxy(s,k)=Cxysum(s,k,q)/(q-1);
%% Calculo del FEn y su cuasivarianza en k %%

K(s,k)=Cxy(s,k)*Cyy(s,k)*(-1);
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for j=1:q
efil(s,k,j)=epred(s,k,j)+K(s,k)*(y(s,k)- obs(s,k,)));
end

fil(s,k)=mean(efil(s,k,:));
Cfil(s,k)=var(efil(s,k,>));
DC_fil(s,k)=(x(s,k)-fil(s,k))"2;

%%6%6%6%% % %%6%6%6%% %% %6%6%6% %% %%6%6%6%% % %%6%6%6% % SREHBABLEA04BHMORBL00080EH0R

%%%%%%%%%% %% Céldtde del PEn y su cuasivarianza para k+1 9%%%%%%%%%%%%%%
%%%% %% %% %% %% % %% % %% %% % % %% % %% % %% % %% % %R84840408008488040800808888086880090% %% %

for j=1:q

n=rand(1,1);

if n <=1/18
ew(s,k,j)=-9;

elseif n <= 3/18
ew(s,k,j)=-3;

else ew(s,k,j)=1;

end

epred(s,k+1,j)= 1/(efil(s,k,j)2+3)+ew( s.k,j);
end

pred(s,k+1)=mean(epred(s,k+1,:));
Cpred(s,k+1)=var(epred(s,k+1,:));

end %iter
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%%%% %% % %% %0 %% %% %% %% % %% % %% %% % % %% % %% % %8480 %048%848284040080898400648
%% % % % % % % % % %% % % FILTFRG ENSEMBLE CUADRATICO %0%%%%%%% %% % %% % %% % %%
%%%% %% % %% %% %% %% % %% % %% % %% %0 %% % %% % %% %0 %888k %8000898988006% '
%Fil=filtro ensemble cuadratico (FEnC)

%Pred=predictor ensemble cuadrético (PEnC)

%CFil=cuasivarianza del FEnC

%CPred=cuasivarianza del PEnC

%KK=ganancia del FEnC

%DC_Fil=cuadrado de la diferencia entre la sefial y el FEnC

%EFil=conjunto de filtros

%EW=conjunto de valores simulados a partir de | a distribucion del
% ruido de la sefial aumentada

%Phi=componente (1,2) de EW

%EV=conjunto de valores simulados a partir de | a distribucion del
% ruido de la observacion aumentada

%Psi=componente (1,2) de EV

%EPred=conjunto de predictores

%Obs=conjunto de predictores de las observacion es
%Yest=media de Obs

%CYY=cuasicovarianza de Obs

%CXY=cuasicovarianza del PEnC y Obs

%% Simulacion del ensemble de filtrado y prediccion inicial %%

for j=1:q

EFilO(:,s,j)=[efil0(s,j); efilO(s,j)"2];

fO(s,j)=1/(efilO(s,j)"2+3);

Phi0(s,j)=2*f0(s,j)*ew0(s,j)+ew0(s,))"2;

EWOC(:,s,j)=[ew0(s,j); PhiO(s,j)];

EPred(:,s,1,))=[f0(s.j); fO(s,j)"2]+EWO(:,s A
end

%% Célculo del predictor para k=1 %%
predl(s,1)=mean(EPred(1,s,1,));

pred2(s,1)=mean(EPred(2,s,1,:));
Pred(:,s,1)=[pred1(s,1);pred2(s,1)];

%% Célculo de la matriz de cuasicovarianzas del predictor para k=1 %%

restaPred(:,s,1,1)=EPred(:,s,1,1)-Pred(:,s,1);
CPredsum(:,:,s,1,1)=restaPred(:,s,1,1)*restaPre d(,s,1,1);
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for j=2:q
restaPred(:,s,1,j))=EPred(:,s,1,j)-Pred(:,s, 1);
CPredsum(:,:,s,1,j)=CPredsum(:,:,s,1,j-1)+. .
(restaPred(:,s,1,j)*rest aPred(:,s,1,)));
end

CPred(:,:,s,1)=CPredsum(:,:,s,1,9)/(g-1);

%99 % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% Yo %BheHE4EHEHEHEHHEHEHHEHEHBHBHH0%0% %% %
%%%%%%%%% % Y Catewlo del FEnC y su cuasicovarianza para k %%%%%%%%%%%%%%%

%%%%% %% % %% %% % %% % %% %% % %% %% %% % %% % %% % %846484880480080084048088008808800%0%0%% %

for k=1:n_iter

%% Calculo de las observaciones estimadas e n k %%

for j=1:q
h(s,k,j)=EPred(1,s,k,j)*2+exp(EPred(1,s, K.j));
Psi(s,k,j)=2*egammay(s,k,j)*h(s,k,j)*ev(s Kj)+ev(s,k,j) 2;

EV(,s.k.j)=[ev(s.k,j); Psi(s,k.))I;

Obs(:,s,k,j)= egamma(s,k,j)*...
[h(s,k.j); h(s,K)"2]+EV(:,s.k.));
end

yestl(s,k)=mean(Obs(1,s,k,3));
yest2(s,k)=mean(Obs(2,s,k,’));
Yest(:,s,k)=[yestl(s,k); yest2(s,k)];

% Calculo de la matriz de cuasicovarianzas del predictor de la %%
%%%%%%%% %% % %% %% %% %% %% %% observacion en K 96946%%% %% %% %% % %% % %% %% %%

restaYY(:,s,k,1)=0bs(:,s,k,1)-Yest(:,s,k);

CYYsum(:,:,s,k,1)=restaYY(;,s,k,1)*restaYY( Sk, 1)
for j=2:q
restaYY(:,s,k,j)=0Obs(;,s,k,j)-Yest(:,s, K);
CYYsum(:,:,s,k,j)=CYYsum(:,:,s,k,j-1)+. .
(restaYY(;,s,k,j)*rest avyYY(,s,k,j);
end

CYY(,:,s,k)=CYYsum(,:,s,k,q)/(g-1);
%% Célculo de la cuasicovarianza del PEnC y Obs en k %%

CXYsum(:,:,s,k,1)=restaPred(:,s,k,1)*restaY Y(,s,k, 1),
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for j=2:q
CXYsum(:,:,s,k,j))=CXYsum(:,:,s,k,j-1)+. "
(restaPred(:,s,k,j)*re staYY(:,s,k,)));
end

CXY(:,:,8,K)=CXYsum(:,:,s,k,q)/(g-1);
%% Célculo del FEnC y su cuasicovarianza en el inst ante k %%
Y(5,8.K)=[y(s.k);y(s.K)"2];

KK(,:,s,K)=CXY(:,:,5,K)*CYY(:,:,5,K)(-1);

for j=1:q
EFil(:,s,k,j)=EPred(:,s,k,))+KK(:,:,s,k) * .
(Y(:,s,k)-Obs(:,s,k,j));
end

fill(s,k)=mean(EFil(1,s,k,}));
fil2(s,k)=mean(EFil(2,s,k,:));
Fil(:,s,K)=[fil1(s,k);fil2(s,K)];
DC_Fil(s,k)=(x(s,k)-fil1(s,k))"2;

restaFil(;,s,k,1)=EFil(:,s,k,1)-Fil(:,s,k);

CFilsum(:,:,s,k,1)=restaFil(:,s,k,1)*restaF il;,s,k, 1),
for j=2:q
restaFil(:,s,k,j)=EFil(;,s,k,))-Fil(;,s K);
CFilsum(:,:,s,k,j)=CFilsum(:,:,s,k,j,1) +...

(restaFil(:,s,k,j)*restaFil(:,s,k,j)";
end

CFil(:,:,s,k)=CFilsum(:,:,s,k,q)/(g-1);

for j=1:q
f(s,k.j)=1/(EFil(1,s,k,j)"2+3);
Phi(s,k,j)=2*f(s,k,j)*ev(s,k,j)+ev(s,k, n2;
EW(:,s,k,j)=[ev(s,k,j); Phi(s,k,j)];
EPred(:,s,k+1,j)= [f(s,k,));f(s,k,j)*2] +EW(:,s,k,j);
end
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predi(s,k+1)=mean(EPred(1,s,k+1,));
pred2(s,k+1)=mean(EPred(2,s,k+1,.));
Pred(:,s,k+1)=[pred1(s,k+1);pred2(s,k+1)];

%%Célculo de la matriz de covarianzas del p

restaPred(:,s,k+1,1)=EPred(;,s,k+1,1)-Pred(
CPredsum(:,:,s,k+1,1)=restaPred(:,s,k+1,1)*

for j=2:q
restaPred(:,s,k+1,))=EPred(:,s,k+1,j)-P
CPredsum(:,:,s,k+1,j))=CPredsum(:,:,s,k+
(restaPred(:,s,k+1,j)*r
end

CPred(:,:,s,k+1)=CPredsum(:,:,s,k+1,9)/(g-1

end %iter

end %simul

redictor en k+1%%

,,8,k+1);
restaPred(:,s,k+1,1)";

red(:,s,k+1);
1j-1)+..
estaPred(:,s,k+1,j)"):

%%%% %% % %% % Y Errorés cuadraticos medios del FEn y FEnC %%%%%%%%%%%%%%%%%

for k=1:n_iter
SCE_fil(1,k)=DC_fil(1,k);
SCE_Fil(1,k)=DC_Fil(1,k);
for s=2:n_simul
SCE_fil(s,k)=SCE_fil(s-1,k)+DC_fil(s,k)
SCE_Fil(s,k)=SCE_Fil(s-1,k)+DC_Fil(s,k)
end
ECM_fil(k)=sqrt(SCE_fil(n_simul,k)/n_simul)
ECM_Fil(k)=sqrt(SCE_Fil(n_simul,k)/n_simul)
end

%0%%%%0% % %% %0 %% % %% %0 %% % %% %% % %% %0 % %% %% % % %%8880800000848808000080808208808000
%0%%%%%%%% %% YErafica de los errores cuadraticos medios %0%%% %% % %% % %% % %% %%
%0%%%%0% % % %% %% % %% %0 %% % %% %0 %% % %% %0 %% % % %0 %0 %88846480000488846000000288808008

for k=1:n_iter
time(k)=Kk;
pECM_fil(k)=ECM_fil(k);
pECM_Fil(k)=ECM_Fil(k);
end
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graf(3.5)=plot(time,pECM_fil,'r-'",time,pECM_Fil,’

xlabel('lteracion k')
legend('ECM_k del filtro ensemble, p=0.5',...
'ECM_k del filtro ensemble cuadratico, p=0.5")

saveas(gcf, 'Fig3_5', fig")

b--);
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CAPITULO 3: Figura 3.7

%Modelo de la Sefial:  x(k+1)=1/(x(k)"2+3)+w(K) donde x0-->N(0,1)
% f(x)=1/(x"2+3)

%Observaciones:  y(k)= gamma(k)*(x(k)"2+exp{x(k) H+v(k) donde

% h(xX)=x"2+exp{x}

% gamma(k)-->B(p)

% P[w(k)=1]=15/18 Plw(k)=-3]=2/18 P[w(k)= -9]=1/18

% P[v(k)=1]=15/18 PJv(k)=-3]=2/18 P[v(k)= -9]=1/18

n_simul=1000; %numero de simulaciones
n_iter=50; %numero de iteraciones

for s=1:n_simul
%% % %% % %% %% % %% %% %% %% %% %% % %% % %% % % % % %% % %% %% Y0

%%%%%%Géneracion de la senal x(k) %%%%%%%
%69%%%6% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% % %% % %%

PO=1; %varianza de la sefial inicial
P30=0; %momento centrado de tercer orden de la sefal inici al
P40=3*P0"2-P0"2; %momento centrado de cuarto orden de la sefal incia |

x0(s)=P0”(1/2)*randn(1,1);

Q=19/3; %varianza del ruido de la ecuacién de la sefial w(k)
Q3=-128/3; %momento centrado de tercer orden del ruido w(k)
Q4=1123/3-Q"2; %momento centrado de cuarto orden del ruido w(k)

a=rand(1,1);

if a <=1/18
wO0(s)=-9;

elseif a <= 3/18
wO0(s)=-3;

else wO(s)=1;

end

X(s,1)=1/(x0(s)"2+3)+wO0(s);
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for k=1:n_iter

b=rand(1,1);
if b <= 1/18
w(s,k)=-9;
elseif b <= 3/18
w(s,k)=-3;
else w(s,k)=1;
end
X(s,k+1)=1/(x(s,k)*2+3)+w(s,k);

end
20%%0%%% %% % %% %% %% %% % %% % %% % %% % %0 % % %0 % %0 YeiRE/0%0 % %% %% % % % %

%%%%%%%Generacion de las observaciones y(k) %%%%%%%
%9%%%% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% Yo a0 %0 % %% % %% % %%

p=0.5; %parametro de la distribucion Bernoulli

R=19/3; %varianza del ruido de la ecuacién observacion v(k)
R3=-128/3; %momento centrado de tercer orden del ruido v(k)
R4=1123/3-R"2; %momento centrado de cuarto orden del ruido v(k)
for k=1:n_iter

gamma(s,k)=binornd(1,p);
c=rand(1,1);
if c <=1/18
v(s,k)=-9;
elseif c <= 3/18
v(s,k)=-3;
else v(s,k)=1;
end
y(s,k)=gammay(s,k)*(x(s,k)"2+exp(X(s,k)))+v( s,K);

end
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%%%9%%%% %% %% %% %% % %% % %% %% % %% %% %% % %% % %4880860808
%9%%%%%% %% %% %% YFHUTROYEXTENDIDO CUADRATICO %0%%%¢
%%%%%%% %% %% %% %% % %% % %% % %% % %% %% % % %% %0 %4e8086480

%Fil=filtro del sistema aumentado

%Pred=predictor del sistema aumentado
%CFil=matriz de covarianzas de Fil

%CPred=matriz de covarianzas de Pred

%filtro=filtro extendido cuadratico (FEC)
%predictor=predictor extendido cuadratico (PEC)
%FQ=derivada de la funcién f en el FEC

%FF= matriz de la ecuacién de la sefal aumentad a
%HQ=derivada de la funcién h en el PEC
%HH=matriz de la ecuacién observacion aumentada
%d=esperanza de la sefial linealizada

%D=varianza de la sefial linealizada

%vv=ruido del sistema linealizado

%r=varianza de vv

%r3=momento centrado de tercer orden de vv
%r4=momento centrado de cuarto orden de vv
%QQ=matriz de covarianzas del ruido de la ecuac i6n de la sefial
% aumentada

%Q_ij=componente ij de la matriz QQ

%VV=ruido del sistema aumentado

%V=predictor de VV

%RR=matriz de covarianzas de VV
%R_ij=componente ij de la matriz RR
%innov=innovacion

%Pi=matriz de covarianzas de la innovacion
%KK=ganancia del sistema aumentado

%G=matriz de ganancia del predictor de VV
%Px=matriz de covarianzas de la sefial aumentada
%Pv=matriz de covarianzas de V

%Pvx=matriz de covarianzas de los errores de pr ediccion de
% la sefaly el ruido
%DC _filtro=cuadrado de la diferencia entre la s efial y el FEC

%%%9%%%% %% %% %% %% % %% % %% %% % %% %% % %% %% %0 %

0%%%

%%%%%% Condiciones iniciales %%%%%%%
%%% k=0
%filtro

Filo(:,s)=[0;0];
CFilo(:,:,s)=[P0 P30;P30' P40];
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do(s)=0; %esperanza de x_0
filtroO(s)=Fil0(1,s)+d0(s);

%predictor de la sefal

FQO(s)=(-2)*filtro0(s)/(filtro0(s)"2+3)"2;
FFO(:,:,s)=[FQO(s) 0;0 FQO(s)"2];
Pred(:,s,1)=FFO0(:,:,s)*FilO(:,s);

DO(s)=PO0; %E[(X0-E[x0]) (XO-E[xOD"T]

QO0_22=4*FQO0(s)"2*D0(s)*Q+Q4;

QQO(:,:,s)=[Q Q3;Q3' Q0_22];

CPred(:,:,s,1)=FFO0(:,:,s)*CFilO(:,:,s)*FFOC(:,:, s)'+QQO0C(:,:,s);

u0(s)=1/(filtro0(s)*2+3)-FQO(s)*filtro0(s);
d(s,1)=FQO0(s)*d0(s)+u0(s); %E[x(1)]
predictor(s,1)= Pred(1,s,1)+d(s,1);

%%% k=1
%observacion aumentadas

D(s,1)=FQ0(s)"2*D0(s)+Q; WE[((1)-EX(D)(*(1)-EXD)]]
X(:,s,1)=[x(s,1); x(s,1)"2];

EX(:,s,1)=[d(s,1);D(s,1)];

XX(:,s,1)=X(;,s,1)-EX(:,s,1);

HQ(s,1)=2*predictor(s,1)+exp(predictor(s,1));
HH(:,:,s,1)=[HQ(s,1) 0;0 HQ(s,1)"2];

z(s,1)=predictor(s,1)*2+exp(predictor(s,1))-HQ( s,1)*predictor(s,1);
c(s,1)=HQ(s,1)*d(s,1)+z(s,1);

w(s,1)=(gamma(s,1)-p)*c(s,1)+v(s,1);
psi(s,1)=2*HQ(s,1)*XX(1,s,1)*gamma(s,1)*vv(s,1) +w(s,1)"2;

r(s,1)=p*(1-p)*c(s,1)"2+R;

r3(s,1)=p*(1-p)*(1-2*p)*c(s,1)"3+R3;

rd(s,1)=(p*(1-p)*(3*p"2-3*p+1)-p"2*(1-p) 2)*c(s L)M+
R4+4*p*(1-p)*c(s,1)"2*R;

VV(;,s,1)=[vv(s,1); psi(s,1)-r(s,1)]+...
(gamma(s,1)-p)*HH(:,:,s,1)*EX(:,s ,1);

Y(:,s,1)=gamma(s,1)*HH(:,:,s,1)*XX(:,s,1)+VV(;, s,1);
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%innovacion, filtro

Innov(;,s,1)=Y(:,s,1)-p*HH(:,:,s,1)*Pred(:,s,1)

Px(:,:,s,1)=FFO0(:,:,s)*CFil0(:,:,s)*FFO(:,:,8)' +QQO0(:,:,8);

R_11(s,1,1)=r(s,1);

R_12(s,1,1)=r3(s,1)+p*(1-p)*c(s,1)*D(s,1)*HQ(s, 12,

R_22(s,1,1)=4*HQ(s,1)"2*D(s,1)*(p*(1-p)*2*c(s,1 ) 2+p*R)+...
rd(s,1)+p*(1-p)*(1-2*p)*(c(s,1)"2*D (s,1)*HQ(s,1)"2+...
HQ(s,1)"2*D(s,1)*c(s,1)"2)+p*(1-p)* HQ(s,1)"4*D(s,1)"2;

RR(;,:,s,1,1)=[R_11(s,1,1) R_12(s,1,1);R_12(s,1 1)'R_22(s,1,1)];

PvO(:,:,s,1,1)=RR(;,:,s,1,1);

Pi(:,:,s,1)=p*(1-p)*HHC(:,:,s,1)*Px(:,:,S,1)*HH( L58,1)'+..
pr2*HH(:,:,s,1)*CPred(:,:,s,1)*HH(: S, 1)+,
PvO(:,:,s,1,1);

KK(:,:,s,1)=p*CPred(:,:,s,1)*HH(:,:,s,1)*Pi(, LS, HNM-1);

Fil(:,s,1)=Pred(;,s,1)+KK(:,:,s,1)*Innov(;,s,1) ;
CFil(:,:,5,1)=CPred(:,:,s,1)-KK(:,:,s,1)*Pi(:,: S, 1)*KK(:,:,s,1)";
filtro(s,1)=Fil(1,s,1)+d(s,1);

DC _filtro(s,1)=(x(s,1)-filtro(s,1))"2;

%predictor de la sefial

FQ(s,1)=(-2)*filtro(s,1)/(filtro(s,1)"2+3)"2;
FF(:,:,s,1)=[FQ(s,1) 0;0 FQ(s,1)"2];
Pred(:,s,2)=FF(:,:,s,1)*Fil(:,s,1);

Q_22(s,1)=4*FQ(s,1)"2*D(s,1)*Q+Q4;

QQ(:,:,s,1)=[Q Q3;Q3' Q_22(s,1)];
CPred(:,:,s,2)=FF(:,:,s,1)*CFil(:,:,s,1)*FF(:,: ,$,1)'+QQ(:,:,s,1);

u(s,1)=1/(filtro(s,1)"2+3)-FQ(s,1)*filtro(s, 1);
d(s,2)=FQ(s,1)*d(s,1)+u(s,1);
predictor(s,2)= Pred(1,s,2)+d(s,2);
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%%% k=2

%observacion aumentadas

D(s,2)=FQ(s,1)"2*D(s,1)+Q; YE[(X(2)-EX(2)D(*(2)-Ex()])]

X(:,8,2)=[x(s,2); x(s,2)"2];
EX(;,s,2)=[d(s,2);D(s,2)];

XX(:,8,2)=X(;,s,2)-EX(:,s,2);

HQ(s,2)=2*predictor(s,2)+exp(predictor(s,2));
HH(:,:,s,2)=[HQ(s,2) 0;0 HQ(s,2)"2];

z(s,2)=predictor(s,2)"2+exp(predictor(s,2))-HQ(
¢(s,2)=HQ(s,2)*d(s,2)+z(s,2);
w(s,2)=(gamma(s,2)-p)*c(s,2)+v(s,2);
psi(s,2)=2*HQ(s,2)*XX(1,s,2)*gamma(s,2)*vv(s,2)

r(s,2)=p*(1-p)*c(s,2)"2+R;

r3(s,2)=p*(1-p)*(1-2*p)*c(s,2)"3+R3;

rd(s,2)=(p*(1-p)*(3*p"2-3*p+1)-p"2*(1-p)*2)*c(s
R4+4*p*(1-p)*c(s,2)"2*R;

VV(:;,S,2)=[vVv(s,2); psi(s,2)-r(s,2)]+...
(gamma(s,2)-p)*HHC(:,:,s,2)*EX(:,S,2);

Y(:,s,2)=gamma(s,2)*HH(:,:,s,2)*XX(:,s,2)+VV(;,

%predictor del ruido (algoritmo en j)

%condiciones iniciales j=0

Vv0(:,s,2)=[0;0];
Pvx0(:,:,s,2,1)=[0 0;0 0];

fori=1:2
if i==2
R_11(s,2,i)=p*(1-p)*c(s,2)"2+R;
R_12(s,2,i)=r3(s,2)+p*(1-p)*c(s,2)*D(s,
R_22(s,2,i)=4*HQ(s,2)"2*D(s,2)*(p*(1-p)
ra(s,2)+p*(1-p)*(1-2*p)*(c(s,2)"
HQ(s,2)"2*D(s,2)*c(s,2)"2)+p*(1-
else
R_11(s,2,i)=0;
R_12(s,2,i)=0;
R_22(s,2,i)=4*HQ(s,2)"2*D(s,2)*p"2*(1-p
end

s,2)*predictor(s,2);

+wv(s,2)"2;

2N

s,2);

2)*HQ(s,2)"2;
N2*c(s,2)"2+p*R)+...
2*D(s,2)*HQ(s,2)"2+...
p)*HQ(s,2)"4*D(s,2)"2;

YA2*c(s,2)"2;

Tesis Doctoral



Codigos fuente de MATLAB

190

RR(:,:,s,2,0)=[R_11(s,2,i) R_12(s,2,i));R_12
PvO(:,:,s,2,)=RR(,:,s,2,i);
end %i

%

(s,2,i) R_22(s,2,i)];

G(:,:,s,2,1)=(p*Pvx0(;,:,s,2,1)*HH(:,:,s,1)"+..
PvO(:,:,s,2,1))*Pi(:,:,s,1)"(-1);

%

V(,s,2,1)=V0(;,s,2)+G(:,:,s,2,1)*Innov(;,s,1);

%

%innovacion, filtro
Innov(;,s,2)=Y(:,s,2)-p*HH(:,:,s,2)*Pred(:,s,2)
Px(:,:,s,2)=FF(:,:,s,1)*Px(:,:,s,1)*FF(:,:,s,1)

Pv(:,:;,s,2,2,1)=PvO0(;,;,s,2,2)-G(;,:,S,2,1)*Pi(
G(;,.,s,2,1);

Pvx(,:,s,2,2,1)=(Pvx0(:,:,s,2,1)-...
G(:,:,S,2,1)*Pi(,:,s,1)*KK(:,

Pi(:,:,8,2)=p*(1-p)*HH(:,:,s,2)*Px(:,:,S,2)*HH(
p"2*HH(:,:,s,2)*CPred(:,:,s,2)*HH(:
Pv(:,:,s,2,2,1)+p*HH(;,:,S,2)*PvX(:
p*Pvx(:,:,s,2,2,1)*HH(;,:,S,2)";

KK(:,:,s,2)=(p*CPred(:,:,s,2)*HH(;,:,s,2)'+...
Pvx(;,:,s,2,2,1)")*Pi(:,:,s,2)(-1

Fil(:,s,2)=Pred(:,s,2)+KK(:,:,s,2)*Innov(;,s,2)
CFil(:,:,s,2)=CPred(:,:,s,2)-KK(:,:,s,2)*Pi(:,:
filtro(s,2)=Fil(1,s,2)+d(s,2);

DC _filtro(s,2)=(x(s,2)-filtro(s,2))"2;

%predictor de la sefal
FQ(s,2)=(-2)*filtro(s,2)/(filtro(s,2)"2+3)"2;

FF(:,:,s,2)=[FQ(s,2) 0;0 FQ(s,2)"2];
Pred(:,s,3)=FF(:,:,s,2)*Fil(:,s,2);

-V(;,s,2,1);

'+QQ("'7571)1

LS,

58, ))*FF(,:,8,1),
S, 2)'+...

S, 2)' ...
$,2,2,1)'+...

:S,Z)*KK(Z,Z,S,Z)';
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Q_22(s,2)=4*FQ(s,2)"2*D(s,2)*Q+Q4;
QQ(:,5,5,2)=[Q Q3;Q3' Q_22(s,2)];
CPred(:,:,s,3)=FF(:,:,s,2)*CFil(:,:,5,2)*FF(:,: ,$,2)'+QQ(:,:,8,2);

u(s,2)=1/(filtro(s,2)"2+3)-FQ(s,2)*filtro(s,2);
d(s,3)=FQ(s,2)*d(s,2)+u(s,2);
predictor(s,3)= Pred(1,s,3)+d(s,3);

for k=3:n_iter
%o0bservacion aumentadas

D(s,k)=FQ(s,k-1)"2*D(s,k-1)+Q; YE[(x(K)-Ex(K)D) (x(K)-EXx(K)])]
X(:,s,K)=[x(s,k); x(s,K)"2];

EX(:,s,k)=[d(s,k);D(s,K)];

XX(:,s,K)=X(:,s,K)-EX(:,S,K);

HQ(s,k)=2*predictor(s,k)+exp(predictor(s,k));
HH(:,:,s,K)=[HQ(s,k) 0;0 HQ(s,k)"2];

z(s,k)=predictor(s,k)*2+exp(predictor(s,k))-HQ( s,k)*predictor(s,k);
c(s,k)=HQ(s,k)*d(s,k)+z(s,k);

w(s,k)=(gamma(s,k)-p)*c(s,k)+v(s,k);
psi(s,k)=2*HQ(s,k)*XX(1,s,k)*gammay(s,k)*vv(s,k) +w(s,k)"2;

r(s,K)=p*(1-p)*c(s,k)"2+R;

r3(s,k)=p*(1-p)*(1-2*p)*c(s,k)"3+R3;

ra(s,k)=(p*(1-p)*(3*p"2-3*p+1)-p"2*(1-p)"2)*c(s KN+
R4+4*p*(1-p)*c(s,k)"2*R;

VV(;,s,k)=[vv(s,K); psi(s,k)-r(s,k)]+...
(gammay(s,k)-p)*HH(:,:,s,K)*EX(:;,S K);

Y(:,s,K)=gammay(s,k)*HH(:,:,s,K)*XX(:,s,K)+VV(;, S,K);

%predictor del ruido (algoritmo en j)

%condiciones iniciales j=0

VO(:,s,k)=[0;0];
PvxO0(:,:,s,k,1)=[0 0;0 0O];
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for i=1:k
if i==k
R_11(s,k,i)=p*(1-p)*c(s,k)"2+R;
R_12(s,k,i)=r3(s,k)+p*(1-p)*c(s,k)*D(s, K)*HQ(s,k)"2;
R_22(s,k,i)=4*HQ(s,k)"2*D(s,k)*(p*(1-p) n2*c(s, k) 2+p*R)+...
r4(s,k)+p*(1-p)*(1-2*p)*(c(s, k) 2*D(s,k)*HQ(s,k)"2+...
HQ(s,k)"2*D(s,k)*c(s,k)"2)+p*(1- p)*HQ(s,k)"4*D(s,k)"2;
else
R_11(s,k,i)=0;
R_12(s,k,i)=0;
R_22(s,k,i)=4*HQ(s,k)*2*D(s,k)*p"2*(1-p \2*c(s,k)"2;
end
RR(:,:,s,k,i)=[R_11(s,k,i) R_12(s,k,i);R_12 (s,k,i) R_22(s,k,i)];
PvO(:,:,s,k,)=RR(:,:,s,k,i);
end %i
%

G(:,:,s,k,1)=(p*Pvx0(;,:,s,k,1)*HH(:,:,s,1)'+..
PvO(:,:,s,k,1)*Pi(:,:,s,1)(-1);
%

Pv(;,:s,k,2,1)=PVv0(;,:,s,k,2)-...
G(,;,s.kD)*Pi(:,:,5,1)*G(:,:,8,2,1)';

Pv(:,:,s,k,k,1)=PVv0(;,:,s,k,K)-...
G(,.,s,kD)*Pi(:,:,s,1)*G(:,:,8,k, 1),

Pvx(,:,s,k,2,1)=(Pvx0(;,:,s,k,1)-...

G(:,:,s,kD)*Pi(:,:,s,1)*KK(:, LS, ))*FF(,:,s,1);
for j=3:k-1
Pv(;,:s.k,j,1)=PvO(;,:,s,k,j)-...
G(,:,s,k,1)*Pi(:,:,5,1)*G( S,
for 1=2:j-1
Pv(:,:,s,k,j,D=Pv(;,:,s,k,j,I-1)-...
G(:,:,s,kN)*Pi(:,:,s,1 Y*G(,:,S,)1)
end %l
Pvx(:,:,s,K,j,j-1)=(Pvx(:,:,s,Kk,j-1,j-2)-.. .
G(:,:,8,k,J-1)*Pi(:,:,s,j-1)*KK(:,:,S, FOY*FFCG,:,S,j-1),
end %)j
%
for j=2:k-1
G(,:,8,k,))=(p*Pvx(:,:,s,k,j,j-1)*HH(:,:,s )+
Pv(:,:,s,k,j,j-1) )*Pi(:,:,S )N+ 1);
end %j
%
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V(:,s,k,1)=VO0(;,s,k)+G(:,:,s,k,1)*Innov(:;,s,1);

for j=2:k-1
V(.,8,k,j)=V(:,5,k,j-1)+G(:,:,8,k,j)*Innov( LS.);
end
%innovacion, filtro
Innov(;,s,k)=Y(:,s,K)-p*HH(:,:,s,K)*Pred(:,s,k) -V(:,s,k,k-1);

Px(:,:,s,K)=FF(:,:,s,k-1)*Px(:,:,s,K-1)*FF(:,:,

for j=2:k-1
Pv(:,:,s,k.k,j)=Pv(;,:,s,kk,j-1)-...
G(,:,s,k,)*Pi(:,:,S,))
end

Pvx(:,:,s,k,k,k-1)=(Pvx(:,:,s,Kk k-1,k-2)-...
G(:,:,s,k k-1)*Pi(:,:,s,k-1)*KK(:,:,S,

Pi(:,:,s,K)=p*(1-p)*HHC(:,:,s,K)*Px(:,:,S,K)*HH(
pr2*HH(:,:,s,K)*CPred(:,:,s,K)*HH(:
Pv(:,:,s,k Kk k-1)+p*HH(:,:,s,K)*Pvx
p*Pvx(:,:,s,k,K,k-1)*HH(:,:,s,K)";

KK(,:,s,K)=(p*CPred(:,:,s,K)*HH(:,:,s,k)'+...
Pvx(:,:,s,k,k,k-1))*Pi(:,:,s,k)"(

Fil(:,s,k)=Pred(:,s,kK)+KK(:,:,s,k)*Innov(:,s,k)

CFil(:,:,s,k)=CPred(:,:,s,k)-KK(:,:,s,K)*Pi(:,:

filtro(s,k)=Fil(1,s,k)+d(s,k);

DC _filtro(s,k)=(x(s,k)-filtro(s,k))"2;

%predictor de la sefial

FQ(s,k)=(-2)*filtro(s,K)/(filtro(s,k)"2+3)"2;
FF(:,:,5,K)=[FQ(s,k) 0;0 FQ(s,k)"2];
Pred(:,s,k+1)=FF(:,:,s,K)*Fil(:,s,k);

Q_22(s,k)=4*FQ(s,k)"2*D(s,k)*Q+Q4;
QQ(:,:,s,k)=[Q Q3;Q3" Q_22(s,K)];
CPred(:,:,s,k+1)=FF(:,:,s,K)*CFil(:,:,s,K)*FF(:

u(s,k)=1/(filtro(s,k)"2+3)-FQ(s,k)*filtro(s,k);
d(s,k+1)=FQ(s,k)*d(s,k)+u(s,k);
predictor(s,k+1)= Pred(1,s,k+1)+d(s,k+1);

end %iter

s,k-1)'+QQ(:,:,s,k-1);

*G(:,:,S,K,))";

k-1)Y*FF(:,:,s,k-1)";
LS, K)'+.L.

1y S,K) ...
(s, k K k-1)"+...

-1);

'S KKK .K)':

.5S,K)'+QQ(:,:,s,k);
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%0%%%%%% %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %% %% % % % 888484048064008404808860880880880%0%% %%
%%%%%%% %% %%%% % FILFROENSEMBLE CUADRATICO %6%0%%%%%%%%%% % %%%%% % %%
%%%%% %% %% % %% %% % %% %% % %% %% % %% % %% %% % % %8888484048008008404808860880880880%0%% %%

%fil=filtro ensemble cuadratico (FEnC)

%pred=predictor ensemble cuadratico (PEnC)

%Cfil=cuasivarianza del FEnC

%Cpred=cuasivarianza del PEnC

%KK=ganancia del FEnC

%DC_fil=cuadrado de la diferencia entre la sefia Iy el FEnC

%Efil=conjunto de filtros

%EW=conjunto de valores simulados a partir de | a distribucion del
% ruido aditivo de la ecuacion de la sefial au mentada
%Phi=componente (1,2) de EW

%EV=conjunto de valores simulados a partir de | a distribucion del
% ruido aditivo de la ecuacion de observacion aumentada

%Psi=componente (1,2) de EV

%Epred=conjunto de predictores

%Obs=conjunto de predictores de las observacion es
%Yest=media de Obs

%CYY=cuasicovarianza de Obs

%CXY=cuasicovarianza del PEnC y Obs

g=500; %tamafio del conjunto de valores simulados

%% Simulacion del ensemble de filtrado y predic cion inicial %%

for j=1:q
efil0(s,j)=P0"(1/2)*randn(1,1);

d=rand(1,1);

if d <= 1/18
ew0(s,j)=-9;

elseif d <= 3/18
ew0(s,j)=-3;

else ew0(s,j)=1;

end

EfilO(:,s,j)=[efil0(s,j); efilo(s,j)*2];
fO(s,j)=1/(efilo(s,j)2+3);
Phi0(s,j)=2*f0(s,j)*ew0(s,j)+ew0(s,))"2;
EWOC(:,s,))=[ew0(s,j); PhiO(s,j)];

Epred(:,s,1,)=[f0(s,j); fO(s,))"2]+EWO(:,s J);
end
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%% Célculo del predictor para k=1 %%
predl(s,1)=mean(Epred(1,s,1,));
pred2(s,1)=mean(Epred(2,s,1,}));
pred(:,s,1)=[predl(s,1);pred2(s,1)];

%% Célculo de la matriz de cuasicovarianzas del predictor para k=1 %%

restapred(;,s,1,1)=Epred(:,s,1,1)-pred(;,s,1);

Cpredsum(:,:,s,1,1)=restapred(;,s,1,1)*restapre d(,s,1,1);
for j=2:q
restapred(;,s,1,j))=Epred(:,s,1,j)-pred(;,s, 1);
Cpredsum(;,:,s,1,j)=Cpredsum(;,:,s,1,j-1)+. .
(restapred(:,s,1,j)*rest apred(;,s,1,j)");
end

Cpred(:,:,s,1)=Cpredsum(:,:,s,1,q)/(q-1);

%%%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% %0 K
%%%%%%%%%% Y Caletiklo del FEnC y su cuasicovarianza p
%%9%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% %0 %% %0 %% Y0 240 8000408006%0800000800000800006¢

Q
=
o
S
S8
O\ D
S8
S S
X
S 3
O\ D
<
X
R
5

for k=1:n_iter

%% Calculo de las observaciones estimadas e n k %%

for j=1:q
h(s,k,j)=Epred(1,s,k,j)*2+exp(Epred(1,s, K.j));
Psi(s,k,j)=2*egammay(s,k,j)*h(s,k,j)*ev(s Kj)+ev(s,k,j) 2;
EV(,s,k,j)=[ev(s,k,)); Psi(s,k,j);
Obs(:,s,k,j)= egammay(s,k,j)*[n(s,k,j); h (s,k,j) 2]+...

EV(,s,k,));
end

yestl(s,k)=mean(Obs(1,s,k,:));
yest2(s,k)=mean(Obs(2,s,k,}));
Yest(:,s,k)=[yest1(s,k); yest2(s,k)];
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%% Calculo de la matriz de cuasicovarianzas del predictor de %%
%%%%% %% % %% %% %% %% % %%%% la observacion en k %%%%%%%%%%%%%%% % %%%%

restaYY(:,s,k,1)=0bs(;,s,k,1)-Yest(:,s,k);

CYYsum(:,:,s,k,1)=restaYY(;,s,k,1)*restaYY( LS,k 1);
for j=2:q
restaYY(:,s,k,j)=0Obs(:;,s,k,j)-Yest(:,s, K);
CYYsum(:,:,s,k,j)=CYYsum(:,:,s,k,j-1)+. .
(restaYY(:,s,k,j)*rest aYvY(,s,k,j)9;
end

CYY(,:s,k)=CYYsum(:,:,s,k,q)/(g-1);

%% Calculo de la matriz de cuasicovarianzas cruzada del PEnC %%
%%% %% %% % %% %% %% % %% % %% % %% %% y Obs en k %% YV eena 0 %6 %% %

CXYsum(:,:,s,k,1)=restapred(:,s,k,1)*resta¥ Y(,s,k,1);
for j=2:q
CXYsum(:,:,s,k,j))=CXYsum(:,:,s,k,j-1)+. "
(restapred(:,s,k,j)*re staYY(:,s,k,j)9;
end

CXY(:,:,s,K)=CXYsum(:,:,s,k,q)/(g-1);

Y(5,8.K)=[y(s.k);y(s.K)"2];
%% Célculo del FEnC y su matriz de cuasicovarian zas del error %%

KK(,:,8,K)=CXY(:,:,5,K)*CYY(;,:,5,K)(-1);

for j=1:q
Efil(;,s,k,j)=Epred(:,s,k,j)+KK(:,:,s,K) *..
(Y(:,s,k)-Obs(:,s,k,)));
end

fill(s,k)=mean(Efil(1,s,k,:));
fil2(s,k)=mean(Efil(2,s,k,:));
fil(z,s,k)=[fil1(s,K);fil2(s,Kk)];
DC-_fil(s,k)=(x(s,k)-fil1(s,k))"2;

restafil(:,s,k,1)=Efil(:;,s,k,1)-fil(:,s,K);
Cfilsum(:,:,s,k,1)=restafil(:,s,k,1)*restaf il(:,s,k,1)"
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for j=2:q
restafil(:,s,k.j)=Efil(:,s,k,j)-fil(:,s K);
Cfilsum(:,:,s,k,j)=Cfilsum(:,:,s,k,j-1) +...
(restafil(:,s,k,j)*restafil(:,s,k,j));
end

Cfil(:,:,s,k)=Cfilsum(:,:,s,k,q)/(g-1);

%9%9%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % % % % %% Y0 94808 %8 : : :
%%%%%%%%% % CG&lctlo del PEnC y su cuasicovarianza para k+1 %%%%%%%%
%9%9%% %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% % %% Y0 %BheHEHEHEHEHEHEHEHEHHEHEHE

for j=1:q
f(s,k.j)=1/(Efil(1,s,k,j)*2+3);
Phi(s,k,j)=2*f(s,k,j)*ev(s,k,j)+ev(s,k,
EW(;,s,k,j)=[ev(s,k,j); Phi(s,k,j)];
Epred(:,s,k+1,))= [f(s,k,));f(s.k,))"2]
end

predi(s,k+1)=mean(Epred(1,s,k+1,));
pred2(s,k+1)=mean(Epred(2,s,k+1,}));
pred(:,s,k+1)=[pred1(s,k+1);pred2(s,k+1)];

%%Calculo de la matriz de cuasicovarianzas

restapred(:,s,k+1,1)=Epred(:,s,k+1,1)-pred(
Cpredsum(;,:,s,k+1,1)=restapred(:,s,k+1,1)*

for j=2:q
restapred(:,s,k+1,j)=Epred(:,s,k+1,j)-p
Cpredsum(:,:,s,k+1,j)=Cpredsum(:,:,s,k+
(restapred(:,s,k+1,j)*r
end

Cpred(,:,s,k+1)=Cpredsum(:,:,s,k+1,q)/(g-1

e,

+EW(,s.k,j);

del predictor en k+1%%

5,S,k+1);
restapred(;,s,k+1,1)’;

red(:,s,k+1);
1j-1)+..
estapred(:,s,k+1,j)");

end %iter

end %simul
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for k=1:n_iter
SCE_filtro(1,k)=DC_filtro(1,k);
SCE_fil(1,k)=DC_fil(1,k);
for s=2:n_simul
SCE_filtro(s,k)=SCE_fil(s-1,k)+DC_filtro(s,k);
SCE_fil(s,k)=SCE_fil(s-1,k)+DC_fil(s,k) ;
end
ECM_filtro(k)=sqrt(SCE_filtro(n_simul,k)/n_simul );
ECM_fil(k)=sqgrt(SCE_fil(n_simul,k)/n_simul) ;
end

for k=1:n_iter
time(k)=k;
pPECM_filtro(k)=ECM_filtro(k);
PECM_fil(k)=ECM_fil(k);
end
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graf(3.7)=plot(time,pECM_filtro,'b--",time,pECM_fil ,r-";

xlabel('lteracién k')

legend('ECM_k del filtro extendido cuadratico, p=0. 5.
'ECM_k del filtro ensemble Cuadratico, p=0.5")

saveas(gcf, 'Fig3_7', 'fig")

2"'1 T T T T T T T T T
ECMk del filtro extendido cuadratico, p=0.5
— — —ECM, del filtro ensemble cuadratico, p=0.5
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