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ARC Algoritmo de retropropagacion cldsico

ARR Algoritmo de retropropagacién robusto

ARRN Algoritmo de retropropagacién robusto frente a ruido en las entradas
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RNA Red neuronal artificial
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SCMW Sensibilidad cuadrética media a desviaciones en los pesos
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m Indice del nimero de capa

M Numero de capas
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Ny Nimero de neuronas de la capa de salida

N, Numero de patrones de entrada

p Patrén de entrada

S. Sensibilidad cuadrética

N Sensibilidad estadistica de la neurona i perteneciente a la capa m

SM Sensibilidad estadistica de la neurona de salida i

var(-) Varianza de (-)

w;" Peso que conecta a la neurona i de la capa m con la neurona j de la capa m-1
\i Salida proporcionada por la neurona i de la capa m

z" Suma ponderada de las entradas a la neurona i de la capa m

of.™ Derivada de ;" respecto de z,"

o Factor de aprendizaje

B Factor de momento

v Factor de robustez

K Constante del factor de robustez

\Y Gradiente

(Ve);™ Gradiente del error cuadritico respecto del peso wy™

(VS);" Gradiente de la sensibilidad estadistica media respecto del peso w;;™

(VS Gradiente de la sensibilidad cuadratica respecto del peso w;™



Prélogo I

Prologo

Las redes neuronales artificiales (RNAs) constituyen una alternativa a la computacién
convencional basada en el uso de algoritmos especificos programados para resolver un problema
en cuestion. Existen tareas que, a pesar de ser resueltas de forma relativamente sencilla por el
cerebro humano, son dificiles o imposibles de programar en un ordenador convencional. De esta
manera, la computacion neuronal inspirada en modelos simplificados de la biologia (neuronas
y sistemas neuronales naturales) trata de realizar dichas tareas.

Las RNAs constan de un elevado nimero de procesadores simples (neuronas artificiales) con un
alto nivel de conexidn entre ellos. Por s misma, cada neurona artificial realiza una tarea bastante
sencilla a partir de las entradas proporcionadas por las neuronas a las que estd conectada, asi
como de las entradas externas que recibe. Sin embargo, con relaciones adecuadas o “pesos” en
las conexiones neuronales, la red en conjunto es capaz de resolver problemas complicados.

Lo que caracteriza a las RNAs frente a otros paradigmas computacionales es el aprendizaje. Las
RNAs no necesitan ser programadas en sentido estricto, sino que son sometidas a un proceso de
entrenamiento mediante el cual modifican de manera automatica sus pardmetros (normalmente
sus pesos) de forma que “aprenden” la funcién que deben implementar. Al no ser necesaria la
programacion de las mismas, permiten dar solucién a problemas para los que no se conoce un
algoritmo eficaz. Hay un paso directo desde el nivel de conocimiento al nivel fisico, sin ser
necesario un nivel simbdlico o de programacién intermedio.

Los tipos de problemas donde las RN As se han mostrado eficaces son variados. Frecuentemente
se usan para el reconocimiento de patrones, reconocimiento del habla, extraccion de
caracteristicas, control, prediccién, vision artificial, diagndstico, etc.

Asi pues, el proceso de aprendizaje tiene por objeto calcular los valores de los pesos que
permiten resolver una determinada tarea, una vez fijada una estructura para la red neuronal. Para
ello se utiliza un conjunto de vectores de entrada llamados “patrones de entrenamiento”. Una vez
entrenada, la red puede efectuar la funcién para la que ha sido adiestrada, aunque los vectores de
entrada sean en principio desconocidos para ella. En este caso se dice que la red “generaliza”, es
decir, no s6lo aprende el comportamiento para los vectores de entrenamiento sino también para
otros nuevos.
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Es frecuente que el entrenamiento sea simulado por medio de un ordenador convencional,
debiéndose “cargar” posteriormente los valores obtenidos para los pesos en una implementacién
fisica concreta. Asi se consigue una reduccién en la complejidad del circuito ya que se prescinde
de la 16gica necesaria para el aprendizaje. Sin embargo, las diferencias entre la precision usada
para la implementacién y la usada por el algoritmo de entrenamiento pueden provocar una
degradacién importante de las prestaciones de la red ya que la red de la implementacion fisica
no presentaria los mismos valores de los pesos que la red simulada.

A menudo, por semejanza con las redes neuronales bioldgicas, a las RNAs se les atribuye el ser
inherentemente tolerantes a fallos. No obstante, se ha probado que este hecho no es totalmente
cierto. Es decir, las RNAs no son estrictamente tolerantes a fallos en si mismas, pero si pueden
presentar un cierto nivel de tolerancia distinto segun sea la estructura elegida y los valores de los
pesos. Pueden tenerse dos configuraciones distintas de pesos para una estructura dada con
idénticas prestaciones en cuanto a error de salida, pero con distinto grado de robustez frente a
perturbaciones en los mismos. Este mismo hecho se puede observar respecto de la capacidad de
generalizacion.

Uno de los modelos mas ampliamente conocidos es el llamado perceptrén multicapa (MLP).
Como su nombre indica, un MLP consta de varias capas, donde cada una de ellas esté constituida
por un nimero determinado de neuronas. La salida de las neuronas de cada capa se encuentra
conectada a las entradas de las neuronas de la siguiente capa. El perceptrén multicapa se suele
entrenar mediante aprendizaje supervisado, utilizando un conjunto de entradas para las que se
conoce la salida deseada, y buscando minimizar la diferencia entre la salida deseada y la
proporcionada por el MLP (error de salida).

El trabajo presentado en esta memoria' constituye una contribucion al estudio de la tolerancia a
desviaciones y de la capacidad de generalizacion en las redes neuronales artificiales, en concreto
de los perceptrones multicapa. Partiendo de una medida propuesta en la bibliografia para evaluar
de manera cuantitativa la robustez proporcionada por un conjunto de pesos frente a desviaciones
en sus valores y a ruido en las entradas de la red, particularizamos ésta para cada nodo de la red.
A partir de estas medidas hemos obtenido otra medida mds adecuada que no sélo permite
seleccionar entre varias configuraciones de pesos posibles, sino también predecir
cuantitativamente la degradacién de las prestaciones de aprendizaje para una desviacion en los
pesos (por ejemplo, para un margen de tolerancia analégica dado en una implementacion fisica)
o un determinado nivel de ruido en las entradas de la red. Con ayuda de las medidas obtenidas
hemos desarrollado distintos algoritmos de aprendizaje que optimizan conjuntamente el error de

lparcialmente financiado por el proyecto TIC97-1149.
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salida y la tolerancia a fallos, inmunidad al ruido o la capacidad de generalizacion de la red. Asi,
es posible obtener configuraciones de pesos estables frente a desviaciones en sus valores y a
perturbaciones en las entradas, manteniendo las mismas prestaciones en cuanto a aprendizaje que
proporcionan los algoritmos usados normalmente.

Este trabajo se distribuye en los capitulos que a continuacién se indican:

Capitulo 1: se realiza una introduccion general sobre las caracteristicas de las redes
neuronales artificiales (modelos, tipos de aprendizaje, algoritmos de entrenamiento, etc)
y se revisa el modelo del MLP para introducir cuestiones de notacién y revisar la
bibliografia al respecto, particularmente sobre el tema de la tolerancia a fallos y las
técnicas de regularizacion.

Capitulo 2: se utiliza la sensibilidad estadistica como medida cuantitativa para medir el
grado de robustez de un perceptron multicapa. La sensibilidad estadistica mide cuanto
varia la salida del MLP al variar los valores de sus pesos. Se obtiene la expresion de esta
sensibilidad estadistica para cualquier nodo del MLP usando los dos modelos usuales de
desviacion: el aditivo y el multiplicativo. También se muestran resultados de simulacién
que corroboran que a menor sensibilidad estadistica mayor es la estabilidad del MLP
frente a perturbaciones en los valores de los pesos que lo constituyen.

Capitulo 3: utilizando la expresion obtenida para la sensibilidad estadistica, se incluye
ésta como nuevo término en la regla usada por el algoritmo de aprendizaje. De esta
forma durante el entrenamiento del MLP, los pesos se ajustan para minimizar tanto el
error de salida como la sensibilidad estadistica a desviaciones en los pesos, obteniendo
asi configuraciones para los mismos que, manteniendo las prestaciones en cuanto a
aprendizaje, son sin embargo mads tolerantes a fallos. A este nuevo algoritmo se le ha
denominado “Algoritmo de Retropropagacion Robusto” o ARR. Se incluyen resultados
que demuestran la eficacia del algoritmo.

Capitulo 4: se encuentra una relacion explicita entre las perturbaciones del error
cuadrético medio cuando los pesos sufren desviaciones y la sensibilidad estadistica de las
neuronas de salida. De esta forma se obtiene una nueva medida, la “Sensibilidad
Cuadratica Media” (SCM). La SCM se calcula a partir de la sensibilidad estadistica de
las neuronas de salida y constituye una medida mds apropiada para evaluar el grado de
robustez de un MLP por estar relacionada directamente con el error de salida. Asi, para
una perturbacién en los pesos de magnitud conocida es posible predecir de manera
cuantitativa la degradacion del error cuadratico medio sufrida por el MLP. Se disefia un
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algoritmo similar a ARR, llamado ARRW, en el que se utiliza la SCM como magnitud
a minimizar conjuntamente con el error cuadratico medio durante el entrenamiento del
MLP. Serealizan diversos experimentos que muestran la validez de la expresién obtenida
para la SCM, asi como la eficacia del algoritmo ARRW.

Capitulo 5: se realiza un estudio de la influencia del ruido en las entradas del MLP. Se
particularizan las expresiones de la sensibilidad estadistica asi como de la sensibilidad
cuadrética media para perturbaciones en las entradas de la red. Para un cierto nivel de
ruido es posible conocer de antemano cudnto se degradan las prestaciones de aprendizaje
del MLP. También se muestra la relacion existente entre la SCM a ruido en las entradas
(SCMN) y la capacidad de generalizacién. Se desarrolla un nuevo algoritmo de
entrenamiento llamado ARRN, el cual trata de minimizar la SCMN, usando la misma
filosoffa que los algoritmos previamente desarrollados (ARR y ARRW). De los
resultados obtenidos se concluye que con ARRN se obtienen configuraciones de pesos
con las que el MLP presenta mayor inmunidad a perturbaciones en sus entradas y mayor
capacidad de generalizacion.

Capitulo 6: se muestra una relacién explicita entre la SCM a desviaciones en los pesos
(SCMW) y otra medida de la tolerancia a fallos llamada “‘saliencia” propuesta en la
bibliografia, y la conveniencia de usar la primera. Se compara el procedimiento ARRW
con otro procedimiento propuesto en la literatura para aumentar la tolerancia a fallos y
ampliamente conocido. Los resultados obtenidos prueban que ARRW ofrece prestaciones
claramente superiores. También se analizan problemas reales, pertenecientes al conjunto
de pruebas estindar PROBENI.

Capitulo 7: recoge las conclusiones y resume las aportaciones principales del presente
trabajo, asi como las lineas a seguir en investigaciones futuras.
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Capitulo 1

Introduccion: Notacion y
Conceptos Previos

Las redes neuronales artificiales surgen como alternativa al procedimiento de computo usual en
las arquitecturas de computador de Von Neumann en las que un programa almacenado determina
el flujo de instrucciones y datos en el ordenador, y la resolucion de un problema implica disponer
de un algoritmo para el mismo. Existen tareas relativamente sencillas para el cerebro humano
que, sin embargo, resultan dificiles de describir usando las técnicas cldsicas de programacién de
ordenadores. De esta manera, las redes neuronales artificiales tratan de modelar la estructura y
funcionamiento de las redes neuronales bioldgicas con objeto de dar solucidn a este tipo de
problemas sustituyendo la programacién propiamente dicha por un proceso de aprendizaje. Una
de las caracteristicas de las redes neuronales bioldgicas es su tolerancia a fallos. Si una red
neuronal artificial tuviese también esta propiedad, resultaria altamente interesante desde el punto
de vista de su implementacion fisica. En este primer capitulo se realiza una revisioén de los
principales conceptos relacionados con objeto de poner en contexto el trabajo presentado, asi
como introducir la notacién bdsica seguida en el resto de los capitulos.




2 Introduccion: Notacion y Conceptos Previos

1.1. INTRODUCCION

El desarrollo de los computadores ha estado motivado por la busqueda de sistemas para
procesamiento automatico de la informacién. Segin Allen Newell [MIR95], en el paradigma
computacional se pueden considerar tres niveles conceptuales: nivel de conocimiento, nivel
simbolicoy nivel fisico. La transformacién del nivel de conocimiento al nivel simbdlico larealiza
el programador utilizando un espacio simbdlico en el que define un conjunto de procesos
(algoritmos o programas) que operan con entradas pertenecientes al espacio simbdlico de
representaciones de entrada. Los procesos generan un conjunto de salidas pertenecientes a un
espacio simboélico de representaciones de salida. El nivel fisico contiene los procesadores que
implementan los procesos. El paso del nivel simbdlico al nivel fisico es realizado por un
programa traductor adecuado. “El obstdculo bdsico es la programacion en detalle, en vez de la
capacidad biologica de madurar y aprender a representar la informacion presentada de forma
poco ordenada en estructuras internas autoorganizativas y robustas, capaces de ser aplicadas
a una amplia variedad de circunstancias” [MIR95].

Los procesadores usuales estdn basados en las ideas desarrolladas por John von Neumann en
1945 [NEU45] ya que desde entonces no se ha concebido otra filosofia ampliamente aceptada
para realizar este tipo de sistemas; aunque resulta evidente que se han producido mejoras
sustanciales en muchos aspectos de la mdquina que inicialmente propuso. Estas mejoras han sido
debidas tanto a avances tecnoldgicos (en microelectronica, Optica y mecdnica) como
arquitecturales y estructurales (optimizaciones de los repertorios de instrucciones maquina,
mejoras en el disefio de las distintas unidades y sus interconexiones, e incluso introduccion de
elementos que permiten el procesamiento dirigido por datos en lugar de ser dirigido por
instrucciones).

Un computador von Neumann dispone de una unidad central de control que capta instrucciones
de una memoria central, y las ejecuta secuencialmente. El conjunto de tales instrucciones es
llamado programa. Una evolucién notable de estas maquinas von Neumann, o computadores
SISD (una secuencia de instrucciones y una secuencia de datos), se debe al desarrollo de
procesadores con segmentacion de cauce y superescalares, asi como al de computadores paralelos
en sus distintas versiones: SIMD (una secuencia de instrucciones, multiples secuencias de datos),
y MIMD (multiples secuencias de instrucciones operando simultdneamente con multiples
secuencias de datos), ésta ultima version con dos variantes: de memoria compartida
(multiprocesadores) y de memoria distribuida (multicomputadores). Con estos esquemas se
consiguen mejorar sustancialmente las prestaciones de los computadores monoprocesador en
cuanto a velocidad y fiabilidad de funcionamiento.

El esquema de computacion descrito en los parrafos anteriores presenta limitaciones importantes,
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la mayoria de las cuales se pueden considerar desde los siguientes puntos de vista:

1) Para implementar una tarea determinada es necesario pasar del dominio del
conocimiento al dominio simbdlico, y existen numerosos problemas cuyas soluciones son
muy dificiles, o imposibles, de algoritmizar, por ser soluciones muy complejas o porque
no se dispone del conocimiento imprescindible para plasmarlo en el espacio simbdlico.
Ejemplos de este tipo de tareas son el reconocimiento del habla, reconocimiento de
imégenes, planificacién del movimiento (obtencion de la trayectoria para aparcar un
coche), y percepcién compleja (reconocer a una persona dentro de una multitud de un
simple vistazo).

2) Los computadores actuales son extremadamente eficaces en los dominios de la
computacion numérica y tratamiento de simbolos (en general); pero hay muchas
aplicaciones del mundo real en donde el procesamiento de la informacién en tiempos
razonables requiere explotar la tolerancia a la imprecision y la incertidumbre. Las
maquinas de von Neumann no se adaptan bien a este tipo de problemas.

Dentro de las tareas indicadas pueden incluirse la emulacion del procesamiento de informacién
que los humanos realizamos rutinariamente. Muchos de los aspectos que se plantean caen dentro
de lo que a veces se conoce como soft computing [ZAD95] o sistemas inteligentes.

El soft computing puede considerarse como un conjunto de metodologias de computacion que
tratan de aprovechar la tolerancia de la imprecision, la incertidumbre y la verdad parcial para
conseguir versatilidad, robustez, bajo coste de la solucién y mejor aproximacién con la realidad.
En la actualidad se incluyen dentro de este concepto clases de metodologias tales como la I6gica
difusa, la neurocomputacién, la computacion genética y el razonamiento probabilistico . Aunque
cada uno de estos paradigmas puede usarse para resolver cierto tipo de aplicaciones, en realidad
no son competitivos sino complementarios, y en muchos casos se obtiene una gran sinergia si se
utilizan en combinacién (sistemas hibridos), en lugar de aisladamente. Como indica Zadeh
[ZADO95], dentro del soft computing cada una de las clases de metodologias proporciona unas
capacidades. Asi la l6gica difusa dispone de un cuerpo de conceptos y técnicas para tratar con
la imprecision, la granularidad de la informacion, el razonamiento aproximado, y, sobre todo, la
computacion con palabras. En el caso de la computacidn genética se presenta la posibilidad de
la bisqueda aleatoria sistematizada con la consecuciéon de un rendimiento 6ptimo. El
razonamiento probabilistico proporciona un conjunto de técnicas para la gestion de la
incertidumbre y el razonamiento abductivo.

La neurocomputacion, en cambio, ofrece la capacidad de aprender, generalizar, adaptar e
identificar. Se fundamenta en que el cerebro humano (y en general las redes neuronales
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bioldgicas) presenta un conjunto de caracteristicas de las que adolecen los computadores von
Neumann (incluyendo los modernos computadores paralelos). Entre estas caracteristicas se
encuentran [PRI96]:

- paralelismo masivo

- representacion y computacion altamente distribuidos

- capacidad de aprendizaje

- capacidad de generalizacion

- adaptabilidad

- procesamiento de informacion inherentemente contextual
- tolerancia a fallos

- bajo consumo de energia

También hay que recordar que a los sistemas bioldgicos superiores, bajo el control de redes
neuronales, se les atribuyen funciones tales como:

- conocimiento (“‘cognicién)

- percepcidn (vision, oido, olfato, tacto, gusto, equilibrio)
- accién motora

- emocion

- instinto

- memoria

- aprendizaje

- lenguaje, etc

Ante el interés de realizar sistemas artificiales con las caracteristicas y propiedades indicadas, y
la evidencia de la calidad del tejido nervioso para procesar informacién y almacenar
conocimiento, desde la década de los 40 se ha buscado la inspiracién en dicho tejido para
implementar aquellos sistemas. La emulacion del sistema nervioso ha tratado de ser bien
funcional o bien estructural, y con distintos grados de fidelidad.

En la historia de la neurocomputacion cabe distinguir tres etapas. La primera etapa, se inicia a
partir del modelo de McCulloch y Pitts en 1943, y se prolonga hasta 1960 aproximadamente; la
segunda etapa, caracterizada por un cierto estancamiento durante los afios 60 y 70; y por tltimo,
la tercera etapa, donde se produce un resurgimiento de la computacion neuronal, y dura desde
1980 hasta nuestros dias.

En 1943, McCulloch y Pitts introducen el primer modelo formal de neurona artificial, formado
por una funcién logica seguida de un retardo y en el que la programacién se sustituye por el
aprendizaje [MCC43]. De esta manera se inicia una primera etapa en la historia de las RNAs,
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donde las ideas basicas (agrupadas bajo el nombre de neurocibernética) se basan en considerar
que los seres vivos y las mdquinas pueden ser comprendidos usando los mismos principios
organizacionales y las mismas herramientas formales (la 16gica y las matemaéticas). Se busca la
inspiracion en la biologia para obtener modelos de neuronas biolégicas y redes de neuronas.
Asi, las redes neuronales artificiales se intentan utilizar para el reconocimiento de caracteres,
recordar, inferir de forma distribuida, cooperar, aprender por refuerzo o autoorganizarse. Da
comienzo a la teoria modular de autématas y se utiliza la 16gica (deterministica y probabilistica)
como forma de representar el conocimiento que queda distribuido en las conexiones de la red.

Es curioso sefialar que el disefio 16gico (arquitectura) propuesto por von Neumann usa neuronas
formales del tipo de McCulloch-Pitts, de forma que demuestra la equivalencia entre maquina de
Turing y redes neuronales sobre una arquitectura programable y universal [MIR95]. De hecho,
von Neumann en 1945 en su primer borrador sobre el computador EDVAC [NEU45], después
de describir la unidad aritmética central (CA), la unidad central de control (CC) y la memoria
(M) decia:
2.6 The three specific parts CA, CC (together C), and M correspond to the associative
neurons in the human nervous system. It remains to discuss the equivalents of the sensory
or afferent and the motor or efferent neurons. These are the input and output organs of
the device ...”

Es decir, la estructura del primer computador de programa almacenado estaba, a grandes rasgos,
inspirada en el sistema nervioso.

Sin embargo, a finales de los 60 las limitaciones de las redes de neuronas formales tipo
perceptrén fueron puestas de manifiesto por Minsky y Papert [MIN69] en un trabajo sobre
configuraciones que no son separables (reconocibles) mediante funciones de discriminacién
lineales, de forma que se frené esta primera etapa conexionista.

Durante los afios 70 y 80 se sigue trabajando en conexionismo aunque de forma mas moderada,
desarrollandose las redes probabilisticas [MOR68, MOR72], las memorias asociativas [ANDS89],
el reconocimiento de caracteres [FUKS80], el aprendizaje por refuerzo [GRO72, MIR71], la visién
artificial a nivel de procesadores y a nivel de procesos [MAR76, MARS?2], la decisi6n
cooperativa [KIL68] y los modelos biofisicos e inferenciales que reclaman una extension de la
computacion neuronal hacia el simbolismo de las formulaciones analiticas.

Al comienzo de los afios 80s, las propuestas de Rumelhart [RUMS86] renuevan el interés hacia
las RN As. Todavia permanece el concepto inicial de red neuronal como calculo realizado por una
arquitectura modular con gran niimero de elementos con alto grado de conectividad y realizando
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una funcién analégica no lineal. La diferencia esencial estd en la sustitucion de la funcién umbral
por una funcién derivable que permita la retropropagacion de la funcién de error que guia el
aprendizaje supervisado por un método de descenso de gradiente. El algoritmo de
retropropagacion ya habia sido propuesto por Werbos en 1974 [WID90], no obstante pasé
desapercibido hasta que fue redescubierto por Rumelhart en [RUMSS5].

También en los ochenta Hopfield introduce nuevas ideas [HOP82], basadas en una serie de
trabajos de Hebb [HEB49], que permiten entrenar una clase de redes recurrentes. Los modelos
de Hopfield propiciaron el desarrollo de otros tales como la maquina de Boltzmann [BEN95],
en el que sobre un modelo de Hopfield se utilizan procesos de enfriamento simulado (Simulated
Annealing [BER95A, BER96, PAR94]). Otras importantes aportaciones al conexionismo en esta
época se deben a Kohonen con el desarrollo de los mapas autoorganizativos [KOH90].

Hoy dia el conexionismo aborda diversos temas que van desde la neurociencia, buscando
inspiracion en las redes bioldgicas, hasta la implementacién de arquitecturas paralelas de
proposito especifico tales como preprocesadores, coprocesadores o neurocircuitos completos,
pasando por multitud de aplicaciones en problemas de percepcion, control y clasificacion. Las
redes neuronales artificiales son sistemas que tratan de emular mas o menos fidelignamente a
las redes neuronales naturales, y existen distintas definiciones de ellas, dependiendo de que se
haga mas o menos hincapié en el simil biol6gico. Dos de estas definiciones son:

a) Las redes neuronales artificiales son redes de elementos sencillos (usualmente
adaptativos) interconectados paralela y masivamente, y sus organizaciones jerarquicas
que tienen por mision interactuar con los objetos del mundo real de la misma forma en
que lo hace el sistema nervioso biolégico [KOH87, KOHS88].

b) Una red neuronal artificial es un sistema dindmico formado por unidades de
procesamiento sencillas (neuronas artificiales, nudos, o primitivas) en el que la
informacion se transfiere a través de los nudos por medio de interconexiones ponderadas
(sinapsis o pesos) que pueden realizar procesamientos con los estimulos aplicados a un
conjunto de entradas.

En el sentido més amplio una red neuronal es un sistema masivamente paralelo con un gran
nimero de sencillos procesadores interconectados y que puede resolver problemas
computacionales. Las redes neuronales artificiales a veces se denominan redes o sistemas
conexionistas. La neurocomputacién o computacién neuronal puede definirse como la disciplina
que versa sobre los sistemas de procesamiento de la informacién (redes neuronales) que
autbnomamente desarrollan capacidades operacionales en respuesta adaptativa a un entorno de
informacién [HEC90].
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El cerebro es un sistema masivamente paralelo con el orden de 10 a 100 mil millones (10'") de
elementos de procesamiento (neuronas), y cada neurona se conecta con hasta otras 10.000. Parece
ser que las neuronas bioldgicas hacen unas operaciones muy sencillas con la informacién. El
cerebro es capaz de resolver problemas dificiles de visién o habla en aproximadamente medio
segundo. Este es un hecho sorprendente pensando que una neurona opera, sin considerar los
tiempos de transmision a través de ellas, en el rango de los milisegundos. Esta circunstancia
implica que esas tareas complejas pueden efectuarse en tan s6lo 100 “pasos” de procesamiento,
mientras que en un computador convencional se necesitarian miles de millones de pasos.

La arquitectura del sistema neuronal biolégico es completamente diferente a la arquitectura von

Neumann. Estas diferencias significativas afectan al tipo de funciones que cada modelo
computacional puede realizar. La Tabla 1.1 trata de resumir algunas de ellas.

Tabla 1.1. Comparacioén entre sistemas neuronales bioldgicos y computadores

convencionales
Sistema neuronal bioldgico | Computadores convencionales
Procesador Gran cantidad Uno o relativamente pocos
Baja velocidad Alta velocidad
Computacion Flujo de datos Flujo de instrucciones
Aprendizaje Programas almacenados
Fragilidad Robusto Muy vulnerable
Interconexidn entre Irregular y masiva Regular
procesadores Cambia dinamicamente Estatica / Dindmica limitada
Tipo de problemas a los Problemas de percepcion, Manipulaciones numéricas y de
que se adapta cOmputo aproximado y simbolos
cualitativo.
Entornos de Pobremente definidos Bien definidos
funcionamiento Imprecisos Precisos

Los modelos artificiales de redes neuronales presentan o tratan de presentar algunas de las
caracteristicas de las redes bioldgicas, entre ellas:

a) La programacion se sustituye por el aprendizaje. No es necesario conocer el algoritmo
correspondiente a la tarea a realizar. La red neuronal puede descubrir patrones y sus
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relaciones, y organizarse a si misma para efectuar asociaciones. De esta forma se realiza
directamente el paso del nivel de conocimiento al nivel fisico. Esta capacidad tiene dos
implicaciones de suma importancia: la habilidad de resolver problemas cuyas reglas son
dificiles de formular, y la habilidad de extraer de grandes conjuntos de datos con
numerosas variables tanto modelos estadisticos como reglas basadas en el conocimiento.
En ciertas aplicaciones clésicas es necesario conocer e introducir en la mdquina las reglas
para la toma de decisiones; en una red neuronal las reglas no existen de forma explicita
y, en cierto sentido, puede decirse que se establecen automdticamente (mapas
autoorganizativos).

b) Se busca en las redes neuronales artificiales que, al igual que ocurre en las bioldgicas,
exista tolerancia a fallos fisicos. Debe existir una “degradacion elegante” lo que significa
que la eliminacion de un pequefio nimero de elementos de la red dé lugar a una minima
disfuncién computacional [KAN9S5].

¢) Una caracteristica importante de los sistemas neuronales bioldgicos es la plasticidad,
segun la cual el nimero de conexiones se incrementa en las zonas de gran actividad y se
reduce en las zonas sobreabundantes, donde la actividad no sobrepasa un determinado
umbral. Utilizando un simil computacional se puede decir que el “soft” modifica al
“hard” y viceversa. Esta facultad permite la realizacién de reconfiguraciones tras las
lesiones. Este comportamiento trata de imitarse dentro del campo de arquitecturas
evolutivas, en el que se pretende realizar sistemas electronicos que se reconfiguren
automdticamente ante una averia, manteniendo su funcién aunque sea de forma
degradada [SAN96, SAN97].

d) Las aplicaciones usuales de las RNAs se basan en sus facultades de aprender,
generalizar, adaptar e identificar, y entre ellas se encuentra la asociacién de patrones,
clasificacion, deteccién de las regularidades y optimizacion. El reconocimiento de
patrones se hace en paralelo y pueden recomponerse componentes incompletos o
deformados en la entrada. Las RNAs pueden reconocer patrones espaciales y/o
temporales, en presencia de ruido y con distorsion.

Como conclusién se puede decir que las RNAs, emulando modelos naturales, constituyen una
herramienta valiosa y complementaria a los esquemas de computo convencionales para la
resolucion de problemas dificilmente algoritmizables o imprecisos. Ademads, al funcionar en
paralelo todos los elementos de la red, pueden obtenerse grandes velocidades operativas (tiempo
real) y tolerancia a fallos.
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1.2. MODELOS ARTIFICIALES DE REDES NEURONALES

En las neuronas bioldgicas se distinguen tres partes: axon, soma y dendritas. Por medio del axén
una neurona se puede conectar a las dendritas de otras. Estos contactos se realizan por medio de
unos pequefios bulbos denominados sinapsis. El sentido de la transmisién es post-sinapsis,
dendrita o soma, axén, pre-sinapsis. En el cerebro humano existen alrededor de 10'' neuronas
y unas 10" conexiones.

Las neuronas procesan sefiales eléctricas de origen quimico. Cada neurona presenta un cierto
potencial de membrana de unos -70 milivoltios en reposo y cuando recibe un estimulo
procedente de alguna sinapsis se produce una variacion en ese potencial cambiando su
permeabilidad a ciertos iones, de forma que si se supera un cierto umbral, la neurona se “dispara”
y se propaga una sefial a través del ax6n y hacia sus sinapsis. La sefial propagada tiene forma de
tren de pulsos y este proceso puede repetirse a su vez en las neuronas vecinas.

En el modelo clasico de neurona artificial se representan las sinapsis por medio de un valor o
peso (w) que pondera la entrada procedente de otra neurona vecina. De esta forma una neurona
con n entradas presenta un potencial de membrana z igual a:

n
z Wy 1
Jj1
donde w; es el peso (“‘sinapsis”) asociado a la entrada y; procedente de la salida de otra neurona
o de una de las entradas a la red, e I es una entrada de control.

Si el potencial de membrana z es mayor que un determinado umbral t, la neurona se disparara.
Matematicamente se puede representar este hecho diciendo que la salida de la neurona es:

y flz v

donde f es una funcién no lineal denominada funcién de activacién. La Figura 1.1 muestra un
esquema del modelo de neurona descrito.

Habitualmente como funcién de activacién, dependiendo del modelo o arquitectura de la red, se
considera una funcién umbral, una funcién rampa, una funcién sigmoidal, o una funcién de base
radial. En la Figura 1.2 se representan algunos ejemplos de funciones de activacién ampliamente
utilizadas en la literatura.
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I
x1 wl
x2— w2

Figura 1.1. Modelo basico de neurona.
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Figura 1.2. Distintas funciones de activacion frecuentemente utilizadas.

Existen otros modelos donde se tiene més en cuenta la base bioldgica, y el valor de salida y;
representa un tren de impulsos (“spikes”) que genera el circuito, de forma que el tiempo es una
variable continua.

Las redes neuronales artificiales suelen estructurarse en capas, donde cada capa esta constituida
por cierto nimero de neuronas. Las entradas de las neuronas de una determinada capa provienen
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de las salidas de las neuronas de la capa anterior, y sus salidas son las entradas a las neuronas de
la capa posterior. No obstante, existen multiples variantes. Hay modelos que s6lo consideran
conexiones hacia adelante (redes sin realimentacion o “feed-forward”) mientras que en otras se
permite que las neuronas se conecten también a neuronas de capas anteriores (redes con
realimentacion, recurrentes o “feed-backward”). En otras, incluso se permite la conexién con
neuronas pertenecientes a la misma capa. Un esquema de algunas de las topologias utilizadas en
distintos modelos de RNAs se muestra en la Figura 1.3..

Mapa
autoorganizativo

Ys

.

) (2)

Y4

Ys

I ]

Perceptréon Multicapa

Red competitiva Y2

|
) (B)

i

-

i

x5 x4 x3 x2x1

Modelo ART1 Red de Hopfield

Figura 1.3. Topologias usuales de distintos modelos de RNAs.

El aprendizaje o autoprogramacion es una de las principales caracteristicas de las RNAs que las
diferencia claramente de las computadoras convencionales. En el contexto de las RNAs, el
aprendizaje es un problema de ajuste de los valores de los pesos y estructura de la red con objeto
de que se realice eficientemente una tarea determinada. El aprendizaje se lleva a cabo a través de
ejemplos (muestras) y pretende o bien formar asociaciones sencillas entre representaciones que
se especifican externamente, o bien construir representaciones internas del entorno. El objetivo
es que las redes generalicen (o abstraigan) correctamente casos de un determinado dominio,
adquiriendo esa facultad a partir de las muestras presentadas durante el aprendizaje. La estructura
de la red suele fijarse [WID90] de forma que el problema del aprendizaje se reduce a obtener los
valores de los pesos que permiten la sintesis de la funcién deseada en la estructura escogida. La
red neuronal se entrena para realizar una tarea concreta con un conjunto de muestras
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representativas L, y para cada uno de los elementos de L se efectia una modificacion en los pesos
encaminada a conseguir una mejora en las prestaciones de la red.

Las tres estrategias de aprendizaje que suelen usarse son:
a) Aprendizaje supervisado, durante la fase de aprendizaje se suministra a la red, junto
a las entradas ejemplo, la salida esperada (o deseada) para cada una de las muestras del

conjunto L, o una indicacién del grado de acuerdo o error de salida (“refuerzo”) obtenida
con la entrada de entrenamiento (aprendizaje con refuerzo).

b) Aprendizaje no supervisado, no se requiere conocer la salida deseada para cada
muestra usada durante el aprendizaje. La red construye modelos internos a través de la
deteccion de regularidades o correlaciones en los vectores de aprendizaje, que la red
categorza en grupos disjuntos, sin recibir ninguna informacién adicional [PRI90]. Esta
estrategia parece ser la que estd en mayor consonancia con la realidad bioldgica
[HAY94].

c) Aprendizaje hibrido, es una combinacion de las estrategias anteriores; asi en ocasiones,
partiendo de un proceso no supervisado para el aprendizaje de la red, sus prestaciones
pueden mejorarse mediante una fase adicional de entrenamiento supervisado realizando

asi un ajuste fino [PRI96].

Hay gran cantidad de modelos de redes neuronales para multitud de aplicaciones. Entre los mas
populares se encuentran [PRI96]:

- Perceptrén multicapa (MLP) [WID90,CAN91,FER93]

- Red de funciones de base radial (RBF) [MUS92, BAP94].

- Mapa autoorganizativo de Kohonen (SOM) [KOH90,MER91,MER94]
- Modelos de la teoria de adaptacion resonante (ART) [GRO72].

- Red de Hopfield [HOP82,0RT93A, BER95B].

- Redes neuronales celulares (CNN) [CHUS8S, ANG91, ANG95,ANGY6].

Enla Figura 1.4. se indican los campos de aplicacion de los modelos descritos [MAR90, PAT96,
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JAI96].

Memoria Clasificacié Reconocimiento Prediccion
asociativa asificacion de patrones
ART
ART
CNN
b o Nt
HOP MLP LD RBE
MLP RBF RBF
SOM SOM

Figura 1.4. Campos de aplicacion mads relevante de distintos
modelos de RNAs.

1.3. IMPLEMENTACIONES DE LAS REDES NEURONALES ARTIFICIALES

Hoy en dia se han desarrollado multitud de posibilidades para implementar RNAs. Por un lado
existen neurocircuitos, que son circuitos especificos que implementan una determinada
estructura de red. Por otro lado se dispone de coprocesadores neuronales, es decir, de circuitos
de propésito general que optimizan el cédlculo de las operaciones elementales de los elementos
neuronales.

En cualquier caso existen implementaciones tanto analdgicas como digitales. También existe la
posibilidad de simular redes neuronales artificiales mediante un computador convencional y, de
hecho, es habitual que el proceso de entrenamiento se realice de esta manera, trasladando los
pesos obtenidos a la implementacién escogida [WID90]. Asi, se reduce la complejidad de los
circuitos puesto que prescinden de la 16gica necesaria para el aprendizaje.

Un aspecto importante es que los circuitos neuronales, como cualquier otro circuito, puede sufrir
dafios, dejando de funcionar correctamente. A menudo se piensa que las RNAs, por analogia con
las redes biol6gicas son robustas frente a fallos, pero eso no es cierto en general [SEGY94,
PAT95]. Téngase en cuenta el enorme nimero de neuronas y conexiones que existen en el
cerebro humano (10" y 10", respectivamente) y compérese con los correspondientes en un
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circuito neuronal artificial (del orden de decenas). Si a eso se afiade que las redes bioldgicas
disponen de mecanismos que permiten redistribuir la estructura de conexion para recuperarse del
dafio y que este mecanismo sélo se puede emular afiadiendo la circuiteria que permita realizar un
nuevo aprendizaje de la implementacion dafiada, entonces se ve claro que las RNAs no son en
absoluto inherentemente tolerantes a fallos.

De esta manera, las implementaciones de RNAs precisan de algin tipo de test que permita
detectar posibles fallos. Existen diversas técnicas de test [BER93A] que pueden aplicarse a los
circuitos digitales [ORT91, ORT93A, ORTI93B, GIL98] y analdgicos [BER93B,BER95B].

Sin embargo, ain cuando las RNAs no son estrictamente tolerantes a fallos, algunas
configuraciones de pesos se muestran mas robustas que otras. Es decir, si el aprendizaje se ha
distribuido de manera uniforme entre todas las neuronas, un dafio en alguna de ellas provoca una
minima disfuncién de la red [EDW98C], que posiblemente sea preferible a tener que sustituir el
circuito. El proceso de aprendizaje no garantiza que esta distribucién se consiga [EDW97], ya
que, por ejemplo, en el caso del algoritmo de retropropagacién sélo se busca que la configuraciéon
de pesos obtenida mediante el aprendizaje minimice el error de salida, pero eso no implica que
todos los pesos contribuyan equitativamente a reconocer cada patrén de entrada.

Incluso, a veces podria pensarse que por el hecho de afiadir mas elementos neuronales, entonces
se obtendrian mayores prestaciones en cuanto a robustez, debido a que se dispone de elementos
redundantes. Esta suposicion, también se ha probado no ser cierta [STE90], a menos que esta
redundancia sea acompafiada de una estrategia apropiada que reparta el aprendizaje entre todos
los elementos. De hecho, incrementar el nimero de neuronas lo que aumenta es la tolerancia
potencial delared [EDWO97], pero sin que ello implique un aumento efectivo de dicha tolerancia.

También se debe observar que, tal como antes se ha indicado, frecuentemente el algoritmo de
entrenamiento se realiza en un ordenador convencional, trasladando los valores de los pesos
resultantes a una implementacion fisica concreta. Si la implementacion es analdgica, los valores
cargados pueden diferir de los calculados debido a los efectos de la tolerancia de los elementos
analogicos, mientras que si es digital se producen diferencias debido a los efectos de la
cuantizacién o variaciones entre la precision utilizada con el ordenador y la disponible en la
implementacion. En el contexto del test de circuitos este tipo de “defecto” se conoce como faltas
paramétricas o de desviacion [BER93A].

Por todas estas causas, resulta interesante disponer de:

a) Medidas para evaluar la robustez de una red neuronal artificial.
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b) Medidas que permitan predecir la disfuncién de una configuracién cuando la precision
con que se van a cargar los pesos varia respecto de la obtenida tras el entrenamiento.

c) Algoritmos de aprendizaje en los que la distribucion de los pesos favoreciera un
incremento en dicha robustez.

Este ha sido el objetivo principal perseguido en este trabajo. Nos hemos centrado en el perceptrén
multicapa (MLP), por ser un modelo ampliamente conocido y frecuentemente utilizado en
aplicaciones muy diversas, tal como se desprende de la Figura 1.4, ademds de haberse demostrado
que el MLP es un aproximador universal [HOR89]. A continuacion se realiza una revision de este
modelo con objeto de introducir la notacién y terminologia seguida en esta memoria.

1.4. ESTRUCTURA GENERAL DE UN PERCEPTRON MULTICAPA

Un perceptrén multicapa o MLP consiste en una red compuesta por M capas, donde cada capa
m (m=1...M) se compone de N, neuronas. La neurona i de la capa m esta conectada a las N,
neuronas de la capa previa mediante un conjunto de pesos ;" (j=1..N, ;). Enla Figura 1.5 puede
apreciarse un ejemplo de una estructura de red neuronal artificial con cuatro capas de neuronas
(una capa de entrada, dos capas ocultas y una capa de salida). La funcién basica de la capa de
entrada (capa 0) es propagar las entradas a la red a las neuronas de la primera capa oculta, por
lo que realmente se trata de una capa virtual que no posee neuronas.

La salida de la neurona i de la capa m, y;", estd determinada por la activacion z,", definida como
la suma ponderada de las salidas de las neuronas de capa anterior, y una funcién f" llamada
funcién de activacion, usualmente continua, derivable y no lineal con respecto az,", tal como una
funcién sigmoidal o una tangente hiperbdlica:

m 1
S A C T A G I L B A i 1,..N, (1.1)
il

donde los términos yjm'l son las salidas de las N, , neuronas de la capa previa. En particular, yj0
(g=1...N,) son las entradas a la red.

En la Figura 1.6 puede apreciarse en detalle cémo se realiza la interconexion entre las neuronas
pertenecientes a una capa m-1 y una neurona i de la capa siguiente m. Se especifican los pesos
correspondientes a dichas conexiones, asi como las salidas de cada una de las neuronas. En la
figura se esquematiza la funcién realizada por la neurona i: calcular la suma ponderada de las
entradas con los pesos correspondientes en un primer paso, y aplicar una funcién logistica a
dicha suma.



16 Introduccion: Notacion y Conceptos Previos

Capa Capa Capa Capa
entrada oculta 1 oculfa 2 salida
Entrada 1
Salida 1
Entrada 2
Salida 2
Entrada 3
% Salida 3
Entrada 4

Figura 1.5. Estructura de un perceptrén con 4 capas.

Neurona i de la capa m

m

Vi

Figura 1.6. Detalle de la interconexion entre neuronas de capas
adyacentes.
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A menudo se afiade un peso modificable a cada neurona llamado sesgo (“offset” o “bias”). Este
peso, que suele notarse con el subindice 0 (w,,"), se considera conectado a una entrada ficticia
fijada al valor 1 y tiene como objetivo variar el origen de la funcion de activacién permitiendo
una convergencia mas rapida del proceso de entrenamiento.

Fijada la estructura deseada para un perceptron multicapa (MLP), es decir, el nimero de capas
y de neuronas de cada capa, el ajuste de los pesos de las neuronas constituyentes se realiza
mediante un algoritmo de aprendizaje. El algoritmo de aprendizaje usual es el conocido con el
nombre de "algoritmo de retropropagacién” [WID90, ANZ89] y precisa de un conjunto de
patrones de entrada para los que se conoce la salida deseada. A tal conjunto se le denomina
conjunto de entrenamiento.

Asi, con ayuda de este conjunto de entrenamiento, se lleva a cabo un proceso de aprendizaje
supervisado. Durante este proceso, los patrones de entrenamiento se presentan a la red uno a uno,
y la salida que proporciona el perceptron se compara con la salida deseada para el patrén
presentado obteniéndose un error de salida. Los pesos de cada neurona se ajustan en funcién del
error de salida usando un algoritmo de descenso de gradiente. Este algoritmo propaga el error de
salida desde la capa de salida hacia la de entrada y varia los pesos en sentido opuesto al del
gradiente del error. El proceso de aprendizaje se lleva a cabo durante un cierto nimero de
iteraciones llamadas épocas, donde cada época se caracteriza por la presentacion del conjunto de
entrenamiento completo a la red.

Los pasos de que consta este algoritmo son bdsicamente los siguientes [WID90]:
1. Inicializar los pesos del MLP con valores aleatorios pequefios.
2. Para cada vector del conjunto de entrenamiento se repiten los siguientes pasos hasta
que el error de salida para el conjunto completo se considere aceptablemente bajo, en
cuyo caso la red se dice que estd entrenada y puede ser usada para reconocimiento.
2.a. Presentar entrada al MLP y calcular la salida de la red

2.b. Calcular el error de salida respecto de la salida deseada.

2.c. Ajustar los pesos usando un algoritmo de gradiente que se presenta a
continuacion.

El ajuste de los pesos tiene por objeto minimizar el error cuadratico en la salida (1.2); éste se
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calcula comparando la salida deseada para el patron de entrada con la salida que proporciona
lared. Por este motivo, comenzando por los elementos de la tltima capa, se usa un algoritmo que
modifica los valores de los pesos en sentido opuesto al del gradiente de dicho error. Este proceso
se repite en la capa anterior, y asi sucesivamente hasta llegar a la primera capa. Es por esto que
recibe el nombre de algoritmo de retropropagacion. La expresion del error cuadratico para un
determinado patrdn de entrada p, €(p), viene dada por la expresion:
N M
5P o @p) ) (12)
i

1
2
donde d,(p) e y,(p) representan la salida deseada y calculada de la neurona i perteneciente a la

ultima capa para el patrén de entrada p, respectivamente, y N,, es el niimero de neuronas de la
capa de salida.

El calculo exacto del gradiente implica realizar el ajuste de los pesos al final de cada época, es
decir tras haber presentado al MLP todo el conjunto de entrenamiento [ANZ94] de forma que se
minimice el error cuadratico medio (ECM) para el conjunto de patrones de entrenamiento, sin
embargo, se suele realizar la siguiente aproximacion : los pesos se modifican tras presentar cada
patrén de entrenamiento usando la regla siguiente [LIP87, ANZ94]:

wi" ' ) ol oey ) By ) )Y (1.3)

En esta expresion t indica el nimero de iteracidn, a es el llamado "factor de aprendizaje", B es
conocido como "momento” y (&);" es el gradiente del error cuadritico de salida respecto al
peso w;;". El factor de aprendizaje o es el responsable de la minimizacion del error cuadratico
mientras que el factor B 0 momento tiene por mision evitar cambios bruscos suavizando dichos
cambios durante el aprendizaje [ANZ94].

En los capitulos restantes, al algoritmo de aprendizaje que usa la regla (1.3) durante el
entrenamiento le llamaremos “Algoritmo de Retropropagacién Clésico” y lo denotaremos con
las siglas “ARC”.

Usando esta regla, los pesos se van adaptando para cada patrén de entrenamiento presentado a
la entrada. Si se varian las condiciones iniciales (es decir, se comienza con distintos valores
iniciales de los pesos) o se cambian los pardmetros o 6 B de la regla (1.3) se obtienen distintas
configuraciones para los pesos que, aunque puedan proporcionar similares prestaciones en cuanto
a error cuadratico medio de salida, puede variar la tolerancia a fallos obtenida para la red. Esto
mismo se puede decir respecto de la capacidad de generalizacion o de la inmunidad a
perturbaciones en las entradas del MLP. Asi, puesto que es posible encontrar soluciones con
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similares prestaciones en cuanto a aprendizaje (ECM similar) pero mejores prestaciones en
cuanto a las caracteristicas anteriormente mencionadas (tolerancia a fallos, capacidad de
generalizacion, inmunidad al ruido), resulta interesante disponer de algiin mecanismo que
permitiese obtener de forma automadtica dichas soluciones.

1.5. LAS TECNICAS DE REGULARIZACION

Una forma que se ha probado efectiva para obtener RNAs mas robustas se basa en la teoria de
la regularizacion [MAQ93]. Las técnicas basadas en la teoria de la regularizcion inicialmente
persiguen incrementar la capacidad de generalizacion de las RNAs [BOS97], no obstante, como
efecto adicional se obtiene un reparto mds equitativo del aprendizaje entre los elementos
neuronales y, de aqui, configuraciones mds tolerantes a desviaciones [MAQO93].

Las técnicas de regularizacion consisten basicamente en penalizar la funcién a minimizar durante
el aprendizaje mediante la adicién de un nuevo término. Por ejemplo, en el caso del algoritmo
de retropropagacion se trata de minimizar simplemente el error cuadratico medio (ECM).
Utilizando las técnicas de regularizacion, se trata de incluir en la minimizacién un término
adicional:

T ECM A\E?® (1.4)

donde EP es un término de penalizacion conocido con el nombre de estabilizador. El
estabilizador puede adoptar distintas formas, pero en cualquier caso, contiene términos
relacionados con la salida obtenida con la red y(w,x). Asi, habitualmente se utilizan
regularizaciones de orden cero, primer o segundo orden, segin si EP se basa en la salida, primera
o segunda derivada de la salida, respectivamente. Es decir, E tiene la forma genérica siguiente:

p
EP |M| p(_x) dx
D dx? (1.5)

donde D se refiere al espacio de entradas (el conjunto de vectores de entrenamiento) y p(x) es la
funcién de densidad de la probabilidad para la variable de entrada x, siendo w el vector de pesos
de la red.

Las técnicas de regularizacion se pueden clasificar en tres tipos [MAQO93]:

Tipo I: Regularizacién inherente a la arquitectura. Cuando se escoge una arquitectura
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concreta para una implementacion dada, se estd limitando el espacio de soluciones.
Consecuentemente, la especificacion de una arquitectura de red introduce un cierto grado
de regularizacién [GIR95].

Tipo II: Regularizacion inherente al algoritmo. Este tipo de regularizacion se obtiene por
ejemplo, debido al criterio seguido para parar el entrenamiento de la red. De esta manera,
se puede conseguir que la red generalice mejor o peor segun el criterio utilizado. También
se ha probado que la adicion de ruido en los patrones de entrada implica un incremento
en la generalizacion obtenida por la red ya que el efecto es equivalente a la adicion de
términos de las derivadas de primer y segundo orden de las salidas respecto a los pesos
[EDWOI6].

Tipo II: Regularizacién explicitamente especificada. En este caso se afiade un
estabilizador EP a la funcién a minimizar. Es habitual condicionar la suavidad de las
soluciones, es decir, buscar minimos anchos, en los cuales si se produce una cierta
perturbacion la solucién sigue estando recluida en su entorno; en cambio, los minimos
locales estrechos tienen el peligro que con una minima perturbacion, la solucidn escapa
de dicho minimo pudiendo degradar drasticamente las prestaciones. Con estabilizadores
de segundo orden se obtienen curvas de salida mds suaves, de forma que se obtiene
mejores prestaciones en cuanto a generalizacion. Escogiendo un estabilizador adecuado
se puede conseguir mejorar las prestaciones de generalizacion e incluso de tolerancia a
fallos uniforme [MAQ93].

1.6. CONCLUSIONES

Las redes neuronales artificiales estdn en principio inspiradas en las redes bioldgicas, y por ello
tratan de modelarlas con objeto de heredar algunas de sus caracteristicas. Una de las principales
caracteristicas que presentan las RNAs es el aprendizaje, lo que las diferencia claramente de otros
paradigmas computacionales, de forma que prescinden de la programacion en sentido estricto.

Otra caracteristica deseable, es que las RNAs sean tolerantes a fallos. Esta caracteristica a
menudo es asumida, pero lo cierto es que algunas configuraciones de pesos presentan mayor
robustez que otras, ya que usualmente no se obtiene un reparto uniforme del aprendizaje entre
los distintos elementos de cémputo. Los modelos de RNAs no son inherentemente tolerantes a
fallos y existe una serie de conjeturas acerca de como se puede conseguir dicha tolerancia. De
manera andloga, es deseable incrementar la capacidad de generalizacion de lared, puesto que ésta
también es una propiedad que varia para distintas configuraciones de pesos. Existen algunas
medidas propuestas para estas propiedades, basadas principalmente sélo en conjeturas, de forma
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que a menudo no son adecuadas ni ampliamente aceptadas.

Uno de los modelos de RNA mds utilizados es el perceptron multicapa, cuyas principales
caracteristicas se han resumido con la intencion de introducir la notacién utilizada en el resto de
capitulos, en los que se van a obtener medidas adecuadas para evaluar la tolerancia a faltas
paramétricas, la inmunidad al ruido y la capacidad de generalizacion. Asi, se proponen modelos
cuantitativos y se justifica su validez.

Los modelos propuestos se utilizan para generar configuraciones de pesos que presentan ventajas
en cuanto a tolerancia a fallos, inmunidad al ruido o capacidad de generalizacién, manteniendo
ademds el resto de las prestaciones que proporciona un algoritmo de entrenamiento habitual. Por
tanto, se presentan algoritmos de aprendizaje para incrementar las propiedades mencionadas.

Es interesante hacer notar que, a partir del estudio realizado, se obtienen expresiones matematicas
que permiten justificar muchas de las conjeturas acerca de la tolerancia a fallos y capacidad de
generalizacion realizadas previamente por otros autores.

El siguiente capitulo presenta una medida cuantitativa que permite evaluar la robustez de una
configuracién de pesos en un MLP. Se obtiene la expresion de esta medida, llamada “sensibilidad
estadistica”, para dos modelos de desviacion distintos, y se presentan resultados que muestran
la validez de estas expresiones. En los capitulos posteriores, esta medida es utilizada como
estabilizador en el desarrollo de nuevos algoritmos de aprendizaje y es relacionada explicitamente
con la degradacion del error de salida cuando el MLP esta sujeto a perturbaciones.

También se realiza la comparacion de los procedimientos propuestos con otros algoritmos de
aprendizaje usados habitualmente, utilizando varios ejemplos presentes en la bibliografia y
problemas reales usados como benchmarks. A partir de los resultados obtenidos se deduce que
se consigue un aumento en la robustez e inmunidad al ruido, asi como una mayor capacidad de
generalizacion.



Capitulo 2

Estudio de la Sensibilidad
Estadistica en Perceptrones
Multicapa

En este capitulo se hace un estudio de la sensibilidad de los perceptrones multicapa frente a
desviaciones en sus pesos, con objeto de estudiar su tolerancia a fallos. Esta medida permitira
desarrollar un algoritmo para aumentar la tolerancia de un perceptron multicapa a
modificaciones en los pesos de las unidades sindpticas, que se presentard en el capitulo siguiente.
En el presente capitulo, en primer lugar se hace una discusion de la literatura existente sobre el
tema. En segundo lugar, haciendo uso de la notacién presentada en el Apartado 1.4 se introduce
el concepto de sensibilidad estadistica, una magnitud que ha sido propuesta para evaluar la
tolerancia a faltas paramétricas de un MLP, y se presentan dos modelos de desviacion, uno
aditivo y otro multiplicativo, a partir de los cuales se obtienen las expresiones que permiten
calcular dicha magnitud. Por dltimo, se muestran resultados experimentales que permiten validar
tales modelos y concluir que una menor sensibilidad estadistica implica una mayor tolerancia del
perceptron a perturbaciones en los pesos de sus conexiones, terminando con una discusién sobre
las conclusiones derivadas de tales resultados.
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2.1. INTRODUCCION

Como cualquier otro circuito electrénico, durante el proceso de fabricacion o incluso durante la
vida activa de una implementacion electronica de un modelo neuronal (circuito neuronal), éste
puede verse afectado por distintos tipos de defectos fisicos que pueden degradar sus prestaciones
[ELS94]. Los defectos producidos durante el proceso de fabricacién pueden detectarse aplicando
diferentes procedimientos de test al final del proceso. No obstante, para detectar los defectos
producidos durante la vida activa del circuito es preciso o bien realizar periédicamente tests al
mismo, o bien hacer el circuito tolerante a tales defectos.

Como en principio las redes neuronales artificiales (RNAs) se inspiraron en las redes neuronales
naturales, a menudo se asume que las RNAs son tolerantes a fallos. Ain mds, como los
elementos de una RNA no son lineales, los cambios en alguno de sus parametros pueden producir
modificaciones no proporcionales en sus salidas para algunas configuraciones de entrada. De este
modo, algunas aplicaciones pueden tolerar desviaciones de cierta magnitud en los pardmetros de
lared. Parece ser que las redes neuronales naturales muestran una gran tolerancia a faltas debido
principalmente a su plasticidad o capacidad para cambiar las interconexiones de sus neuronas con
el objetivo de sustituir a las neuronas dafiadas, y a la elevada conectividad de dichas neuronas
[N1J89, MIR95]. Asi, en principio, seria posible incrementar la tolerancia a faltas de una RNA
si se incluye la capacidad de aprendizaje adaptativo en su implementaciéon [FRY91] o bien
haciendo que la RNA sea suficientemente redundante [BEL89, PAT95]. Ambas soluciones
implican un incremento en el hardware y las tecnologias actuales limitan el nimero de neuronas
que se pueden incluir en un mismo circuito integrado.

Algunos autores [SEG94, PAT95, EDW98B] han aportado resultados que demuestran que las
RNAs no son inherentemente tolerantes a faltas por lo que se hace necesario definir medidas
cuantitativas para determinar la robustez de RNAs. En [SEG94] se propone una medida de la
tolerancia basada en la simulacién de faltas. En [PAT95], se considera el incremento de la
redundancia de la red como una forma de obtener redes tolerantes a faltas, y se proporcionan
métricas para cuantificar la tolerancia a faltas en funcién de dicha redundancia. Otros autores
[STE90, ALI94] han estudiado el impacto de las faltas en la computacién neuronal de estructuras
de tipo Madaline [WID62, HOF62] con funciones de activacién escaléon y multiple escalon,
usando un modelo geométrico para determinar la influencia de las desviaciones de los pardmetros
en el error de clasificacion de estas redes. Por otro lado, los efectos de la precision con que se
almacenan los valores de los pardmetros de la red en las implementaciones fisicas han sido
estudiados en diversos trabajos [CAS91, REY91, XIE92] probando que, a consecuencia de la
cuantizacion, las prestaciones de la red pueden verse fuertemente afectadas, aspecto
especialmente relevante en el caso de que el entrenamiento se haya realizado “off-line” mediante
simulacién en un computador y los pesos obtenidos deban ser trasladados a una implementacién
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determinada [STE97].

Algunos trabajos indican la posibilidad de hacer la red redundante, con objeto de aumentar su
tolerancia a faltas a costa de un incremento del nimero de neuronas [BEL89, PHA95]; mientras,
en otras publicaciones, se considera la modificacién de las técnicas de entrenamiento. De esta
manera, en [MUR93, MUR94] se propone la inyeccién de ruido sindptico y, en [SEQ90,CHI%4,
LIN94, SEG94] se introducen faltas intermitentes durante el proceso de aprendizaje como medio
para aumentar la tolerancia a fallos del perceptron entrenado. En [CHI94] también se describe
un procedimiento basado en forzar a que los pesos obtenidos tomen valores absolutos pequefios
aunque ello suponga una degradacién en las prestaciones de la red, que se resuelve
incrementando el tamafio de la misma.

Los procedimientos propuestos para calcular la tolerancia a faltas o para modificar el proceso de
aprendizaje basados en la simulacion de faltas presentan algunos inconvenientes. Por un lado,
necesitan usar un modelo de defecto que sea suficientemente preciso para describir
correctamente los efectos de una falta, y suficientemente simple como para permitir la simulacion
de un alto nimero de faltas en un tiempo de cémputo razonable. Por otra parte, la bondad de un
modelo de defecto dado depende de la tecnologia usada para implementar el circuito. Asi, por
ejemplo, las faltas que modelan los defectos fisicos que presenta un circuito digital son
diferentes de las de uno analdgico, y diferentes para un circuito de tecnologia TTL y CMOS.
Usualmente se disefian procedimientos de test, se realizan andlisis de testeabilidad, y se evalia
la tolerancia a fallos considerando que los circuitos sélo se ven afectados por una unica falta,
usualmente de tipo anclaje (“stuck-at”)[ORT93B]. Sin embargo, es importante tener en cuenta
que la hipdtesis de considerar s6lo faltas simples se basa en la baja probabilidad de que un
circuito se vea afectado simultineamente por varios defectos, pero para ciertas tecnologias, es
posible encontrar defectos que deben ser modelados mediante varias faltas que actian
simultdneamente.

Por otra parte, el nimero de faltas simples también puede ser demasiado elevado, o incluso no
ser finito, en el caso de circuitos analdgicos cuyas faltas dependan de parametros que puedan
tomar cualquier valor real. De esta manera, la simulacion de todas las posibles faltas es imposible
y requiere una seleccion aleatoria de las mismas, tal como se hace en [PHA95]. Ademas, tal
como se indica en [EDW97, EDW98C] las faltas de anclaje no son realistas para la mayoria de
implementaciones de RNAs, siendo mds adecuado considerar faltas de desviaciéon o
paramétricas.

La tolerancia a fallos parece estar relacionada con la capacidad de generalizacion. De esta
manera, en [EDW95] se propone medir la robustez a partir de la capacidad de generalizacién
usando la diagonal de la matriz hessiana del error de salida respecto del valor de los pesos. Sin
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embargo, tal como indican los propios autores, la relaciéon generalizacidn-tolerancia no esta
demasiado clara.

Otra aproximacion diferente al problema de la tolerancia a faltas consiste en proponer una
medida para evaluar la sensibilidad de la red frente a posibles defectos en su implementacion.
En esta linea, en [CHO92] se propone una medida para la tolerancia a faltas paramétricas de
perceptrones multicapa, que recibe el nombre de sensibilidad estadistica. Usando esta medida
se puede establecer un criterio de seleccion entre diferentes conjuntos de pesos con similares
prestaciones en cuanto a error de salida. Los autores muestran implicitamente que a menor
sensibilidad estadistica, mayor es la tolerancia a desviaciones en los valores de los pesos.

En esta memoria se propone un algoritmo de retropropagaciéon modificado que, basdndose en la
medida de sensibilidad estadistica anteriormente indicada, permite obtener directamente
configuraciones de pesos que ain manteniendo las prestaciones del algoritmo de
retropropagacion cldsico, minimizan la sensibilidad del perceptron. A diferencia de otras medidas
de tolerancia previamente propuestas, que dan informacion sobre la tolerancia global de la red
[ALI94, SEG94, PHA95], las expresiones que aqui se obtienen permiten evaluar la tolerancia de
cada nodo, e incluso de cada peso, por lo que puede ser incluida de una manera relativamente
directa como un factor mds dentro de la regla de aprendizaje.

2.2. SENSIBILIDAD ESTADISTICA DE UN PERCEPTRON MULTICAPA

En esta seccion se desarrollan las expresiones que permiten calcular la sensibilidad estadistica
de un perceptréon multicapa. La sensibilidad estadistica puede tomarse como una medida
cuantitativa de la tolerancia de la red, puesto que permite estimar cuanto varia la salida de la red
cuando sus pesos se modifican respecto de un valor nominal en una cierta magnitud. Primero se
define la sensibilidad estadistica de cada neurona, lo que hara posible obtener una medida local
en cada nodo de lared, y en segundo lugar se propone la sensibilidad estadistica media de la red
como figura de mérito susceptible de ser utilizada para evaluar la tolerancia a fallos. La
sensibilidad estadistica media se calcula en funcién de la sensibilidad estadistica de las neuronas
de salida. Ello se debe, a que como se mostrard, la sensibilidad estadistica de las neuronas de una
determinada capa influye en la correspondiente a neuronas de la capa siguiente.

Tal como se vio en el Apartado 1.4 la salida de cada neurona i perteneciente a la capa m, y;",
viene dada por la siguiente expresion

N

m-1

m m, m m m _m-1
Vi :fi(Zi):fi(Z Wi yi)
j=1

" i=1,..N 2.1)
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Si hay alguna desviaciéon en los pesos de dicha neurona, y dicha desviacién se asume
suficientemente pequeiia, la variacion en la salida de la neurona para un patrén de entrada puede
aproximarse como:

Nmfl a _m a 'm
m yl m yl m-
A=Y | Awg e Ay 2.2)
=L\ owy 9y;

donde se han despreciado los términos de orden superior a 1. Si se desarrolla esta expresion
explicitamente teniendo en cuenta la dependencia de y," con z," se obtiene que:

N[ 3y 0z," Ay ay," az,"
w

m m-1
Ayi - Z _m m i i m m-1 yj
j=1\ oz GWU 0z; Gyj
(2.3)
ayim s azim m azim m-1
= — Awl.j + ; ij
az," -1 GWUm ay,.’"’

Tras sustituir los valores de las derivadas en la expresion anterior se obtiene finalmente:

Nmfl
NSNS (yj’"’lAwil.’" +w"Ay" Y (2.4)
j=1

J J

donde, por simplicidad de notacidn, se utilizard of™ para indicar la derivada de y," respecto de
z".

Noétese que en las expresiones no se han incluido los pesos de sesgo a cada neurona. En caso de
querer incluirlos no hay mas que afiadir una entrada ficticia para cada neurona, y,""', con valor
prefijado a 1, por lo que el indice j de la suma comenzaria en el valor 0, incluyendo el peso
correspondiente a dicha entrada tal como se indic6 en el Apartado 1.4.

Definicion 2.1.: La sensibilidad estadistica de una neurona i perteneciente a la capa m se
define como la siguiente expresiéon [CHO92]:

| var (A M
S™ = lim il) i=1,...N

l m=1,...M (2.5)
-0 (&)

donde o representa la desviacion estdndar de las desviaciones en los pesos y var(Ay,™) es
la varianza de Ay,", la cual puede calcularse como:



28 Estudio de la Sensibilidad Estadistica en Perceptrones Multicapa

var (Ay" )=E [(Ay;" )* 1-(E [Ay," 1) (2.6)

siendo E[°] el valor esperado de [°].

Las expresiones anteriores, (2.5) y (2.6), corresponden a la sensibilidad estadistica de cada
neurona a un patron de entrada determinado. Noétese que la sensibilidad estadistica evaltia cuanto
varia la salida de la neurona al producirse perturbaciones en los pesos. Para proporcionar una
medida cuantitativa de la sensibilidad global de la red se define la sensibilidad estadistica media
de la red de la siguiente manera:

Definicion 2.2.: La sensibilidad estadistica media de la red (SSM) se define como el
promedio de las sensibilidades estadisticas de las neuronas de la capa de salida sobre el
conjunto de patrones de entrada [CHO92], tal y como indica la siguiente expresion:

. 1
sM =
; N N,,

=

7NM

M

SSM = S, 2.7)

1
N

p

[

i=1

<
<

En esta expresion N es el niimero de patrones de entrada, Ny, es el nimero de neuronas de la capa
de salida y S™ es la sensibilidad estadistica media de las neuronas de salida para un patrén de
entrada. En [CHO92] se proponen otras posibles definiciones para la sensibilidad estadistica de
lared que, dependiendo del tipo de funcién implementada por el MLP, pueden ser mas indicadas
como medida de la tolerancia a fallos. No obstante, en el caso presente, la expresion (2.7)
constituye una figura de mérito conveniente para comparar los resultados que se presentardn en
el siguiente capitulo. A continuacién se obtienen las expresiones de la sensibilidad estadistica
para desviaciones de tipo aditivo (Seccién 2.4) y de tipo multiplicativo (Seccién 2.5).

2.3. CALCULO DE LA SENSIBILIDAD ESTADISTICA USANDO UN MODELO DE
DESVIACION ADITIVO

Para realizar el cdlculo de la sensibilidad es necesario calcular la varianza de Ay,", var(Ay,"), tal
como se observa en la expresion (2.5). En primer lugar se considerarda un modelo de desviacién
en los pesos de tipo aditivo. El modelo aditivo asume que cada peso w;;™ es modificado de forma
que el nuevo valor viene dado por (Wijm)* = w;" £ 3, donde J es una variable aleatoria con

desviacion tipica igual a c.

Este modelo de desviacion puede ser utilizado, por ejemplo, para estudiar los efectos del sesgo
(“offset”) presentado por los transistores en una implementacion electronica de una red neuronal,
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ya que este tipo de defecto supone una perturbacion de tipo aditiva a la intensidad de salida de
dichos transistores.

Se va a asumir que las perturbaciones en los pesos son procesos aditivos de ruido blanco con
valor medio igual a cero que satisfacen:

. c St 1=ty J=] y m=m
E [Aw;" Awl_’;‘,] = (2.8)

0 en otro caso

es decir, se asume que las perturbaciones entre pesos distintos no estan correlacionadas entre si.
Como se aprecia en la expresion (2.6), es preciso evaluar dos términos para obtener la varianza,
E[Ay,"] y E[(Ay;")’]. A continuacién, en la Seccién 2.4.1 se procede a la evaluacién de E[Ay,"]

y, en la Seccién 2.4.2, al célculo de la sensibilidad estadistica a un patrén de entrada.

En el cdlculo de las expresiones anteriormente citadas se hard uso de las leyes de la aritmética de
valores esperados, es decir:

A1) El valor esperado de una suma de variables es igual a la suma de los valores
esperados de dichas variables, es decir, E[) X;] = Y E[X|].

A2) El valor esperado del producto de una constante por una variable es igual al producto
de la constante por el valor esperado de dicha variable, o sea, E[kX] = kE[X].

A3) El valor esperado del producto de dos variables independientes X e Y es igual al
producto de los valores esperados de dichas variables: E[X-Y] = E[X]-E[Y].

2.3.1. Calculo de E[Ay,"]

Para realizar el célculo de E[Ay,"] se hard uso de la siguiente proposicion:
Proposicion 2.1: Si E[Aw;"]=0 V i,j,m entonces E[Ay;"]=0 V i,m.
Demostracion 2.1: Se va a realizar por induccién sobre m.

- Para la capa 1:
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Aplicando A1) y A2), en las neuronas pertenecientes a la primera capa (m=1) se tiene que:

NO
E [Ay] = E[Off Y 6/Aw)]
j=1

No (2.9)
o Yy E [Aw,]

Jj=1

=0

puesto que E[Aw;1=0 V i,j,l.
- Para la capa m:

Asumiendo que E[ijm'1]=0 se tiene que, para las neuronas de la capa m:

N

m-1

E [Ay"] = E[of" Y 0" 'Aw." + w/"Ay" D]
j=1

m Rl m-1 m m m-1 (210)
= " Y. O E[Aw) 1+ w" E [Ay"])

j=1

=0

Asi, finalmente queda demostrado que E[Ay,"]=0, para cualquier i y cualquier m, y por tanto
var(Ay,™) = E[(Ay,")*]. De esta forma, segiin (2.5), la sensibilidad se puede expresar como:

m 2
sm o= VELY I @2.11)

l
-0 (¢

2.3.2. Calculo de la sensibilidad estadistica de una neurona a un patron de entrada

El objetivo en este apartado es calcular la expresion (2.11) usando el modelo aditivo que se ha
introducido anteriormente. Para el cdlculo de esta expresion, es necesario basicamente obtener
la expresién de E[(Ay,")*], que no es tan trivial como en el caso de E[Ay,"]. Como se ver4,
aparecen términos cruzados no nulos (los términos relacionados con la covarianza) de forma que,



2.3. Calculo de la sensibilidad estadistica usando un modelo de desviacion aditivo 31

en general, los E[Ay,” Ay,™] con j#k, no son cero. Por esta razon, a continuacion se procederd al
célculo del valor de E[Ay;" Ay,"] para cualquier valor de j,k,m con objeto de obtener la expresion
de la sensibilidad.

Proposicion 2.2: Para los elementos de la capa de entrada (m=0), se cumple que
E[Ay Ay,’1=0 Vjk.

Demostracion 2.2:

La demostracion de la Proposicion 2.2 es trivial , puesto que las entradas a la red se
suponen libres de error, es decir, Ayio =0 Vi.

(|
Proposicion 2.3 Definiendo C;™ como
. E [Aym Aykm ]
Cy = — (2.12)
c
el valor de este término V m>0 se puede expresar como:
Nmfl Nmfl
@Y X O - w Y w G si ok
r=1 s=1
. .
Cjk Ny Ny (2 13)
of" of" D wi Y wyy c"! en otro caso
r=1 s=1

Demostracion 2.3:

Para demostrar esta proposicion se va a proceder al célculo de E[Ay;" Ay,™] V] k siendo
m>0.

Al desarrollar E[Ay;" Ay,™] se obtiene:
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E[Ay" Ay/"]

Nmfl

E [Z af}m (yrmfl ij:n . Wj;n Ay;nfl)
r=1

m-1
m m-1 m m m-1
Z afk (ys Awks + Wis Ayv )]
s=1

N N

m-1""m-1

S LY D o o 07 dw o Ay,
O Al e A
(2.14)

ml ml

Y X o o o) ) ElAw,) Aw' +

r=1 s=1

m-1 m-1__m m m-1
] + Vi Wi E[ijr Ays ] +

N

W W E[Ayrm*1 Ay

< Elaw Ay

N, N

m m-1

_ af}m afkm Z Z( ml m- IE[AW m Awkrvn] .

r=1 s=

mfl] + 0 +O)

N

W W E[Ayrm*1 Ay

Los términos E[Aw," Ay ™'y E[Aw,.™ Ay,™"] son nulos ya que se puede aplicar la regla
del producto de valores esperados A3) y la Proposicion 2.1, al tratarse de variables
independientes entre las que no existe correlacion alguna, segin se deduce aplicando la

expresion (2.4) para Ay,™! y Ay™!

En este punto, si se hace el cambio de variable indicado en (2.12) junto con la aplicacién
del modelo de desviacidn aditivo (2.8), se obtiene que, cuando j=k:

Nmfl Nmfl
E[(Ay )] = @) Y, 0" P +w!'Y wr o*Chh (2.15)
r=1 s=1
y, en el caso de que j#k:
Nm 1 m
E[AY" Ay = of" af’"z Z o oren! (2.16)

r=

Asf, dividiendo por 6* en ambos lados de las expresiones (2.15) y (2.16) se obtiene la
expresion (2.13), tal como se queria demostrar. Notese que esta expresion es recursiva y
que de la Proposicion 2.2 se obtiene el caso inicial, ya que de ahi se deduce que Cjk0 =0
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Vjk.

Corolario 2.4: La sensibilidad estadistica a un patrén de entrada de una neurona i
perteneciente a la capa m se puede expresar como:

N,

Nmfl m-1
S = of" J YO Y Wi 1D
j=1 k=1

Demostracion 2.4: Teniendo en cuenta la definicion de los términos C,™ se tiene que
E[(A y,")*]= 6* C,;™, por lo que haciendo uso de la expresién (2.11) se obtiene que:

o’C."
Sim = lim o= Cl.;n (2.18)
-0 9

Aqui, al sustituir el valor de C; obtenido a partir de (2.13) se deduce la expresién de la
sensibilidad estadistica cuando se usa un modelo aditivo de perturbaciones en los pesos.
d

Corolario 2.5: La sensibilidad estadistica a un patrén de entrada de las neuronas de la
primera capa oculta (m=1) para el modelo de desviacion aditivo se puede expresar como:

s = o |20 219

Demostracion 2.5: Sila expresion (2.17) se particulariza para m=1 y teniendo en cuenta
que, por la Proposicion 2.2, Cjko =0 Vj,k, se obtiene la expresion (2.19).
d
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Corolario 2.6: Los términos Cjk1 con j#k en las neuronas de la primera capa oculta son
nulos.

Demostracion 2.6: Teniendo en cuenta la expresion (2.13) para el caso en que j#k y
m=1, y que C;” =0 Vj.k se deduce que C;,' =0 si j#k.

Corolario 2.8: La sensibilidad estadistica a un patrén de entrada de las neuronas de la
segunda capa oculta (m=2) cuando se usa un modelo de desviacion aditivo se puede
expresar como:

Nl
s} = of \IZ (% + (w; SHY (2.20)
j=1

Demostracion 2.5: Si se particulariza (2.17) param=2 teniendo en cuenta que Cjkl =0si
j#k, tal como se desprende del Corolario 2.7, se obtiene la expresion (2.20).
O

Las expresiones (2.19) y (2.20) se cumplen siempre en cualquier perceptron. La sensibilidad
estadistica en el caso de perceptrones con una Unica capa oculta se puede calcular de forma
sencilla ya que, al no aparecer términos cruzados del tipo C;™ ¥m=0,1 siendo j#k, el valor de
la sensibilidad estadistica queda expresado en funcidn de las salidas de la capa anterior y de las
sensibilidades estadisticas de dichas neuronas. De esta manera, disminuye la memoria necesaria
para almacenar los términos C;, ™ y se simplifica el calculo de la sensibilidad estadistica.

En la siguiente seccion se van a obtener expresiones similares a las obtenidas en este apartado,
pero considerando otro modelo de desviacidn, el modelo multiplicativo.

2.4. CALCULO DE LA SENSIBILIDAD ESTADISTICA USANDO UN MODELO DE
DESVIACION MULTIPLICATIVO

En el modelo multiplicativo se asume que las desviaciones en los pesos son proporcionales al
valor de los mismos, es decir, cada peso w;™ es modificado tomando valores (Wijm)* =w;" (1 %
d), presentando ¢ una desviacion tipica igual a 6. En este caso, se considera que las desviaciones
tienen valor medio igual a cero y que satisfacen la siguiente condicion:
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|G w;")? sii=i'yj=j y m=m
E[Aw;" Aw/.]= (2.21)
0 en otro caso

Las desviaciones de tipo multiplicativo suelen usarse para modelar la tolerancia analégica en los
circuitos electrénicos. De esta forma, el pardmetro ¢ representaria precisamente la tolerancia de
los componentes analégicos.

De forma idéntica a como en el Apartado 2.4.1 se ha demostrado la Proposicion 2.1, es inmediato
demostrar para este modelo que se cumple que E[Ay,"]=0 para cualquier neurona i y cualquier
capa m. También, usando los mismos argumentos que en la demostracién de la Proposicion 2.2
se prueba que para las neuronas de la capa de entrada se cumple que E[ij0 Ay,’1=0 Vjk. A
continuacion se va a obtener la expresion de la sensibilidad a un patrén de entrada de las neuronas
de un MLP cuando se asumen desviaciones de tipo multiplicativo, para lo que previamente se
probara la siguiente proposicion.

Proposicion 2.9: Definiendo C;™ como

E [Ay" Ay
Cl' = Ay, Ay ] (2.22)

(52

el valor de este término, cuando se asume un modelo de desviaciéon multiplicativo, se
puede expresar para todo m mayor que 0 como:

Nmfl | Nm,l )
m\2 m__m-1\2 m m - L.
@2 Y (v P +w' S w Chh i j=k
r=1 s=1
Ci =1 (2.23)
’ Nmfl Nmfl o
of" of" D wi Y we Crr en otro caso
r=1 s=1

Demostracion 2.9: Los términos E[Ay;" Ay, "] Vj ,k para una capa m>0 se calculan de
forma idéntica a como se hizo al probar la Proposiciéon 2.3. Si en la expresion (2.14) se
sustituye el modelo de desviacién multiplicativo se obtiene (2.23).

O

Corolario 2.10: Si se considera un modelo de desviacién multiplicativo, la sensibilidad
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a un determinado patrén de entrada de una neurona i perteneciente a la capa m de un
perceptron multicapa puede expresarse como:

Ny

m

Nmfl
o J D (O ' " 2w G 229
j=1

k=1

Demostracion 2.10: Basta sustituir el valor correspondiente de C;™, obtenido a partir de
la Proposicion 2.9, en la expresion de la sensibilidad (2.11) para deducir (2.24).

O

Corolario 2.11: La sensibilidad de las neuronas pertenecientes a la primera capa oculta,
cuando se considera el modelo multiplicativo, puede calcularse segin la siguiente

NO
S = o\ 207wy (2.25)

Demostracion 2.11: Teniendo en cuenta que, por la Proposicion 2.2, los términos Cjko son

expresion:

nulos, y particularizando la expresion (2.24) para m=1, se obtiene (2.25).
O

Corolario 2.12: Los términos Cjkl con j=k en las neuronas de la primera capa oculta son
nulos.

Demostracion 2.12: Teniendo en cuenta la expresion (2.23) para el caso en que j#k y
m=1, y que C;,” =0 Vj.k se deduce que C;,' = 0 cuando j#k.
O

Corolario 2.13: La sensibilidad a un patrén de entrada de las neuronas de la segunda capa
(m=2) se puede expresar como:

Nl
#:wJZwﬁ@W+@ﬂ (220
j=1

Demostracion 2.13: Si la expresion general de la sensibilidad para el modelo
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multiplicativo (2.24) se particulariza para m=2 teniendo en cuenta que Cjkl =0sij=k, tal
como se dedujo en el Corolario 2.12, se obtiene la expresion (2.26).

2.5. SENSIBILIDAD ESTADISTICA EN MLPs CON UNA CAPA OCULTA

Las expresiones (2.17) y (2.24) permiten expresar la sensibilidad estadistica de cualquier neurona
dada, i, de cualquier capa, m, para un patron de entrada determinado, usando los modelos de
desviacion aditivo o multiplicativo, respectivamente. En esta seccién se obtienen de forma
compacta las expresiones para perceptrones con una Unica capa oculta. Tales MLPs se
caracterizan por estar constituidos por una capa de entrada, una capa oculta y una capa de salida,
y se ha demostrado que son aproximadores universales [HORS89], por lo que centrar el estudio
en tales perceptrones no supone restriccion alguna desde el punto de vista de su aplicabilidad
practica aunque si desde el punto de vista de sus prestaciones en cuanto a rapidez de
entrenamiento, etc. En los casos donde los requisitos hagan necesario utilizar perceptrones de mas
capas habria que hacer uso de las expresiones generales que hemos deducido anteriormente. Aqui
se han considerado estas expresiones en aras de una mayor legibilidad de la memoria. De esta
forma, a partir de ahora sélo consideraremos MLPs con una capa oculta ya que, tal como se
obtuvo en los apartados anteriores, el calculo de la sensibilidad se hace sencillo porque los
términos cruzados, C,™ con j#K, son nulos para las capas m=0 (capa de entrada) y m=1 (capa
oculta), tal como se dedujo en la Proposicién 2.2 y en los Corolarios 2.6 y 2.11. Por tanto, para
evaluar la sensibilidad de las neuronas en un perceptrén de tres capas so6lo es preciso almacenar
el valor de las sensibilidades de las neuronas de la capa anterior, con el consecuente ahorro de
tiempo de computo y capacidad de almacenamiento necesaria. Esto es importante a la hora de
desarrollar los algoritmos propuestos en el siguiente capitulo, ademds de simplificar las
expresiones correspondientes.

Asumiendo que la sensibilidad estadistica de las neuronas de la capa de entrada es cero
(recordemos que se trata de una capa cuya tinica mision es transmitir las entradas a la red y que
no tiene pesos asociados), esto es, S,” = 0 Vi, podemos expresar la sensibilidad de las neuronas
de un perceptron de tres capas de una forma compacta:

N

m-1

S = "\ X O v ST m=12 @.27)
j=1
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en el caso de usar un modelo aditivo de desviacion vy,

N

m-1

AN D D & (T SR D m=1,2 2.28)
j=1

en el caso de que el modelo de desviacion considerado sea el multiplicativo.

A diferencia de [CHO92] se han obtenido expresiones explicitas para el calculo de la sensibilidad
estadistica de cada nodo de la red. En [CHO92] se derivan expresiones para la sensibilidad
estadistica en notacién matricial por lo que el estudio de las mismas resulta sumamente dificil,
asi como inferir propiedades a partir de dichas expresiones por no mostrar claramente la
dependencia entre la sensibilidad de unas neuronas y aquellas a las que se encuentra conectada.

En la siguiente seccion se analizard experimentalmente la validez de las expresiones anteriores,
para terminar con las conclusiones del capitulo.

2.6. VALIDACION DE LAS EXPRESIONES DE LA SENSIBILIDAD ESTADISTICA

Para validar las expresiones de sensibilidad obtenidas con cada uno de los modelos de desviacion
considerados, se han considerado una serie de MLPs entrenados, con distintas configuraciones
de neuronas por capa y tipos de neuronas (con o sin sesgo y con funcién de activacién sigmoidal
o hiperbdlica). Estos MLPs corresponden a dos aplicaciones diferentes: la aproximacion
funcional, y la prediccion de series temporales.

En el caso de la aproximacién funcional, se ha escogido un MLP que aproxima la funcién seno.
Esta estructura recibe como entrada la variable independiente y proporciona el valor del seno en
su salida. El predictor de la serie temporal en cambio, recibe como entradas los valores de una
funcidn, correspondientes a instantes consecutivos de tiempo, y proporciona el valor de dicha
funcidn para el instante siguiente. La serie temporal utilizada en este caso es la serie estocdstica
de Mackey-Glass. Ambos ejemplos son ampliamente conocidos y frecuentemente utilizados en
distintas publicaciones [SUD9%4, WAN94].

Como de la expresion (2.5) se puede derivar que:

\/ var(Ayim) = GSim (2.29)

los pesos de las neuronas de los MLPs han sido perturbados fijando distintos valores de o, y se
ha calculado el valor de la parte izquierda de la expresion (2.29) que después se compara con el
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valor obtenido al multiplicar ¢ por la sensibilidad estadistica media, la cual se puede determinar
a partir de la expresion (2.7) considerando las expresiones (2.27) o (2.28) segln se trate de un
modelo aditivo o multiplicativo de desviacidn, respectivamente.

2.6.1. Validacion del modelo aditivo

Como primer ejemplo se ha tomado una estructura que aproxima la funcién seno. Este MLP se
compone de 1 neurona de entrada, 11 neuronas en la capa oculta y 1 neurona de salida. En las
Figuras 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6 se muestran las curvas obtenidas para la desviacion tipica de salida
calculadas tedricamente (c6S) y mediante simulacion. Los pesos de la estructura han sido
modificados respecto de sus valores nominales siguiendo un modelo aditivo de desviacién con
una distribucién normal de media cero y fijando ¢ a distintos valores. Para cada valor de ¢
considerado se han realizado 100 andlisis, y se ha representado la desviacion tipica media del
error de salida.

Modelo aditivo con sesgo y funcion sigmoidal
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Desviacion tipica del error en los pesos
Figura 2.3. Validacién de la expresion de la sensibilidad estadistica usando un
aproximador de la funcién seno.

En la Figura 2.3 se ha tomado una estructura cuyas neuronas incorporan una entrada de sesgo y
cuya funcion de activacion es de tipo sigmoidal. En la Figura 2.4 las neuronas no tienen sesgo,
mientras que en las Figuras 2.5 y 2.6 se muestran los resultados para estructuras con funcién de
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activacion de tipo hiperbdlico con y sin sesgo, respectivamente. En el eje de las abscisas se
muestra el valor de ¢, mientras que las ordenadas representan el valor medio de \/WAy) ,
constituyendo Ay la desviacion de la salida respecto de la salida proporcionada por el perceptron
entrenado y con sus pesos no desviados.

Modelo aditivo sin sesgo y funcion sigmoidal
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Figura 2.4. Validacion de la expresion de la sensibilidad estadistica usando un
aproximador de la funcién seno.

Puede observarse que la recta obtenida a partir de la medida propuesta se puede predecir de forma
bastante aproximada el valor de la desviacion tipica de la salida obtenido como resultado de la
simulacion. Esta aproximacién es tanto mads precisa cuanto menor sea la perturbacion
considerada. Téngase en cuenta que se hicieron aproximaciones de primer orden para el calculo
de la sensibilidad estadistica. Como la sensibilidad estadistica esta relacionada con la desviacion
tipica de la salida del MLP perturbado (respecto de la salida que se obtendria sin perturbaciones),
es obvio que un menor valor de ésta implica que dicha desviacién es menor y, por tanto, mas
tolerante a faltas paramétricas.
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Figura 2.5. Validacién de la expresion de la sensibilidad estadistica usando un

aproximador de la funcién seno.
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Figura 2.6. Validacién de la expresion de la sensibilidad estadistica usando un

aproximador de la funcién seno.
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La siguiente figura (Figura 2.7) representa también la variacidn de la desviacion tipica media del
error de salida respecto de las prestaciones nominales, pero en este caso se ha tomado un MLP
que implementa un predictor de la serie temporal de Mackey_Glass [WANO94]. La estructura del
perceptron cuenta con 3 neuronas de entrada, 30 en la capa oculta y 1 neurona de salida. Las
neuronas presentan entrada de sesgo y se ha considerado la funcién sigmoidal como funcién de
activacion.

Modelo aditivo con bias y funcion sigmoidal
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Figura 2.7. Validacién de la expresion de la sensibilidad estadisticausando un
predictor de la serie temporal de Mackey-Glass..

Se deduce a partir de las Figuras 2.3 a 2.7 que la expresion (2.27) constituye una medida fiable
de la degradacion de la red cuando los pesos se ven sometidos a perturbaciones de tipo aditivo.
Como a partir de la expresion (2.29) se puede concluir que la sensibilidad estadistica es
directamente proporcional a la desviacion tipica del error de salida, queda probado que una menor
sensibilidad estadistica implica una mayor robustez de la red frente a cambios de tipo aditivo en
los valores nominales de los pesos y, en consecuencia, una menor degradacién de las
prestaciones de la misma. Entendiendo que por prestaciones nos referimos al error cuadrético
medio de salida (respecto de la salida deseada) obtenido tras el entrenamiento del perceptrén o,
en su caso, al error de clasificacion.

Para ilustrar que los MLPs con menor sensibilidad estadistica son mas robustos se han sometido
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a desviaciones de tipo aditivo diversas configuraciones de pesos de un MLP implementando la
funcién seno y se ha calculado el error cuadratico medio de salida (entre la salida deseada y la
salida obtenida) para distintos valores de o.

La Figura 2.8 muestra el error cuadritico medio de salida para 4 conjuntos de pesos que
presentaban diferentes valores de sensibilidad estadistica tras el proceso de entrenamiento. Puede
apreciarse que aquellos conjuntos de pesos que presentan una mayor sensibilidad estadistica se
degradan en mayor cuantia que los que presentan una sensibilidad estadistica menor. Incluso,
aunque inicialmente presenten un error menor (por ejemplo, la curva con sensibilidad estadistica
igual a 1.00), a medida que crece ¢ sus prestaciones disminuyen de tal forma que otros con
sensibilidad estadistica menor (curva de sensibilidad igual a 0.25) puede responder mejor a las
desviaciones, a pesar de que en un principio sus prestaciones fueran peores.

Degradacion del error de salida con modelo aditivo
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Figura 2.8. Degradacién de las prestaciones frente a perturbaciones aditivas en los
pesos usando un aproximador de la funcién seno.

Este hecho prueba que no todos los MLPs son igualmente tolerantes a fallos y que, a igualdad de
prestaciones en cuanto a aprendizaje, interesa que la configuracion de pesos obtenida tras el
entrenamiento presente una sensibilidad estadistica media baja, puesto que de esta manera
mantendrd mejor su funcionalidad cuando los pesos sufran perturbaciones.
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2.6.2. Validacion del modelo multiplicativo

Hemos realizado pruebas similares a las del apartado anterior pero considerando ahora el modelo
de desviacion multiplicativo para modificar los valores de los pesos, y la expresiéon de la
sensibilidad estadistica para dicho modelo de desviacion (2.28).

De nuevo, partiendo del MLP ya entrenado, sus pesos se han variado aleatoriamente segin un
modelo multiplicativo para un valor de ¢ prefijado. Las Figuras 2.9 a 2.12 muestran los valores
tedricos y simulados de la desviacion tipica del error de salida para distintos valores de o, para
un MLP que aproxima la funcién seno y que presenta distintas configuraciones (usando la funcién
sigmoidal o la hiperbdlica, con entrada de sesgo o sin ella). En la Figura 2.13 se muestra una
gréifica similar pero, en este caso, se refiere a un MLP que predice la serie temporal de Mackey-
Glass con idéntica estructura a la indicada en el Apartado 2.6.1.

Modelo multiplicativo con sesgo y funcion sigmoidal
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Figura 2.9. Validacién de la expresion de la sensibilidad estadistica usando un
aproximador de la funcién seno.
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Figura 2.10. Validacion de la expresion de la sensibilidad estadistica usando un
aproximador de la funcién seno.
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Figura 2.11. Validacion de la expresion de la sensibilidad estadistica usando un
aproximador de la funcién seno.
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Figura 2.12. Validacion de la expresion de la sensibilidad estadistica usando un
aproximador de la funcién seno.
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Figura 2.13. Validacion de la expresion de la sensibilidad estadistica usando un
predictor de la serie de Mackey-Glass.
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Cabe destacar que, como ya se ha mencionado antes, en el calculo de la sensibilidad estadistica
se hicieron aproximaciones de primer orden, asumiendo que tales perturbaciones eran pequefias.
Por esta razon, esta medida predice de forma tanto més precisa la degradacion del error de salida
cuanto mas pequeia sea la perturbacion considerada. Este hecho, que se ha puesto de manifiesto
en el apartado anterior, vuelve a observarse en las figuras correspondientes al modelo de
desviacién multiplicativo.

En los casos representados en las Figuras 2.9 y 2.12 la sensibilidad estadistica media del MLP es
bastante alta y por ello, dichos MLPs son fuertemente degradados al modificar los valores
nominales de los pesos. Por esta razon puede observarse que la recta obtenida a partir de la
expresion de la sensibilidad estadistica (2.28) se separa mds del resultado obtenido mediante
simulacion, comparado con el resto de los ejemplos mostrados: el error de salida (respecto de la
salida del MLP sin perturbar) es tan alto que el valor predicho para el mismo deja de ser valido
cuando la desviacion tipica de las perturbaciones multiplicativas es mayor que 0.1. En los otros
casos considerados la aproximacion es valida para perturbaciones con desviacion tipica hasta de
0.2 (Figura 2.10 y Figura 2.11) y de 0.25 (Figura 2.13). En cualquier caso se aprecia que la recta
obtenida a partir de la expresiéon 2.28 constituye una cota superior, de forma que puede
considerarse como una medida adecuada de la tolerancia a desviaciones.

Las perturbaciones de tipo multiplicativo permiten modelar la tolerancia analégica de los
componentes electronicos. De esta forma, en una estructura que presentase una sensibilidad de
0.35 y cuyas componentes de circuito tuvieran un 10% de tolerancia (6=0.1), la desviacidn tipica
del error de salida seria aproximadamente de 0.035 (=0.1-0.35).

Debido a las razones anteriormente expuestas, una menor sensibilidad estadistica debe implicar
una mayor estabilidad del MLP cuando los pesos de sus neuronas son perturbados. Con objeto
de reflejar este hecho las Figuras 2.14 y 2.15 muestran las curvas de error cuadratico de salida
(respecto de la salida deseada) para conjuntos de pesos con distintos valores de sensibilidad
estadistica media. La Figura 2.14 se corresponde con el MLP que implementa a la funcion seno
y la Figura 2.15 se refiere al predictor de la serie temporal. Se aprecia en ambas que las
prestaciones se degradan mds rdpidamente al crecer la magnitud de la desviacién en aquellos
MLPs con un valor de sensibilidad estadistica mayor.
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Degradacion del error de salida con modelo multiplicativo

0.35 -

0.3 |

0.25 -

0.2

Error cuadratico medio de salida

0.1

0.05 -

Sensibilidad: 1.18 — |
Sensibilidad: 1.42 -
Sensibilidad: 2.38 -----
Sensibilidad: 4.97

0 0.05 0.1 0.15

Desviacion tipica del error en los pesos

0.2 0.25

Figura 2.14. Degradacion de las prestaciones frente a perturbaciones
multiplicativas en los pesos usando un aproximador de la funcién seno.
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Figura 2.15. Degradacion de las prestaciones frente a perturbaciones
multiplicativas en los pesos usando un predictor de la serie de Mackey-Glass.
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2.7. CONCLUSIONES

En este capitulo se han obtenido expresiones para medir la sensibilidad estadistica de un
perceptron frente a desviaciones en los pesos. Esta medida indica cuédnto varia la salida de una
neurona al variar el valor de sus pesos para una entrada dada. Se define asi la sensibilidad
estadistica para cada una de las neuronas, por consiguiente, se trata de una magnitud local en cuyo
célculo influyen las sensibilidades de las neuronas de las capas previas. De esta forma se dispone
de una figura de mérito para estimar qué partes de la red son més sensibles, y cuales son més
robustas frente a cambios en los valores efectivos de los pesos. En concreto resulta que, dado que
la sensibilidad estadistica de las neuronas se va propagando hacia las salidas de la red, es posible
definir una medida global de la tolerancia a faltas paramétricas promediando la sensibilidad
estadistica de los nodos de salida para los distintos patrones de entrada.

Tal como se indica en [EDW97, EDW98C] los modelos de faltas catastréficas o de anclaje
(“stuck-at”) son poco realistas en el contexto de la tolerancia a fallos de redes neuronales
artificiales, y tiene mds sentido considerar las faltas de desviacion para la mayor parte de las
implementaciones existentes. Asi pues, se han considerado dos modelos de desviacién en los
pesos, uno aditivo y otro multiplicativo, y se han obtenido las correspondientes expresiones de
la sensibilidad estadistica para cada uno de estos modelos.

Los resultados experimentales han mostrado la validez de las expresiones obtenidas y prueban que
cuanto menor sea la sensibilidad estadistica media mejor se mantienen las prestaciones del MLP.
De esta forma, para obtener redes robustas interesa escoger aquellas que presenten una menor
sensibilidad a igualdad de prestaciones en cuanto a error de salida tal como se propone en
[CHO92]. Por tanto, 1la medida de la sensibilidad estadistica media de la red constituye un criterio
de seleccion entre distintas configuraciones de pesos.

Estas medidas ya fueron propuestas en [CHO92], sin embargo en dicho trabajo se utiliza notacién
matricial para expresar la sensibilidad estadistica media de la red, quedando oculta cudl es la
dependencia existente entre los distintos elementos que forman la red. Asi, en este capitulo hemos
identificado los factores que influyen en la sensibilidad estadistica de cada neurona y la relacién
de la misma con la sensibilidad estadistica de aquellas neuronas a las que se encuentra conectada.

De esta manera se puede observar a partir de las expresiones obtenidas para calcular la
sensibilidad estadistica de una neurona (expresiones (2.27) y (2.28)) que ésta es menor si las
magnitudes de los pesos son pequeiias, lo cual corrobora la hipétesis indicada en [CHI94]. Este
hecho se cumple en MLPs con una sola capa oculta debido a que los términos cruzados se anulan
y los pesos aparecen siempre elevados al cuadrado, sin embargo, para MLPs con un nimero mayor
de capas ocultas se puede apreciar en las expresiones (2.17) y (2.24) que también es necesario que
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el resultado de la combinacién de los pesos con los términos cruzados debe ser pequefia puesto
que en este caso aparecen productos cruzados de pesos siendo esta relacion no trivial. Ello indica
que aunque obviamente, cuanto menores sean las magnitudes menor serd la sensibilidad
estadistica, no es suficiente con limitar los valores de los pesos sino que es preciso que ademds
el aprendizaje se distribuya de manera que se obtenga una configuracién éptimamente tolerante
a desviaciones en los mismos, como también se indica en [EDW98A]. Ademads, tal como se pone
de manifiesto en [CHI94], restringir la magnitud de los pesos degrada las prestaciones de
aprendizaje por lo que es necesario incrementar el nimero de neuronas.

También se deduce de estas expresiones que la sensibilidad estadistica se hace cero cuando la
derivada de la funcién de activacion es nula, lo cual se corresponde a la situacion en que la sefial
de la neurona esta saturada. Este tltimo hecho es razonable, puesto que si la sefial de salida esta
saturada, una pequefia variacion en los pesos la seguird dejando saturada, por lo que la respuesta
para el patrén presentado seguird siendo la misma.

Se puede realizar un estudio mds preciso de las distintas conexiones, puesto que la influencia de
cada peso en la sensibilidad estadistica de una determinada neurona puede ser desglosada de las
expresiones obtenidas. Por ejemplo, si se eleva al cuadrado la expresion (2.28) correspondiente
a la sensibilidad estadistica de MLPs con una capa oculta considerando el modelo de desviacién
multiplicativo, se obtiene que:

N,

m-1

(S™M2 = @ Y WO+ S"HY m=12 (2.30)
j=1

De esta forma, la contribucién de la conexidn j al cuadrado de la sensibilidad estadistica de la
neurona i perteneciente a la capa m, puede expresarse como:

(5,02 = @2 W ()P + " HY m=1,2 (2.31)

Asi, por medio de (2.31) es posible estudiar particularmente la influencia de variaciones
multiplicativas en el valor del peso w;;™ en la salida de la neurona. Andlogamente, en el caso de
considerar desviaciones de tipo aditivo, la influencia del peso w;™ en la salida de 1a neurona puede
expresarse como:

(5,02 = @M (" P + w.) S H m=1,2 (2.32)

7 J
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Las expresiones (2.31) y (2.32) son mas adecuadas para estudiar la influencia de los pesos en la
tolerancia a fallos de MLPs que la saliencia (“saliency”). La saliencia es una medida relacionada
con la capacidad de generalizacién y mide la suavidad de las curvas de error. Un valor pequefio
de la saliencia implica cambios mds suaves en la superficie de error, de forma que el riesgo de
sobreentrenamiento (“overfitting”) es menor. Experimentalmente se ha comprobado que la
capacidad de generalizacion parece estar ligada con la tolerancia a fallos por lo que en [EDW95]
se propone utilizar la saliencia media como medida de la robustez de una red. De este modo, en
[EDWO95, EDW97, EDWOI8C] se usa la diagonal de la matriz hessiana como medida de la
tolerancia a faltas paramétricas aunque, como los mismos autores refieren, la relacién entre
generalizacion y tolerancia no estd demasiado clara. La medida de la curvatura de error tiene cierta
légica, puesto que si esta curva tiene poca pendiente, una perturbacién en los pesos provocara
cambios suaves del error de salida.

La sensibilidad estadistica media, en cambio, constituye una medida cuantitativa de los cambios
producidos en las respuestas del MLP cuando sus pesos son perturbados, siendo asi més indicada
para evaluar la robustez de MLPs frente a tales perturbaciones. Si la sensibilidad estadistica es
muy pequefia, la salida del MLP perturbado es practicamente la misma que cuando est4 libre de
perturbaciones, lo que obviamente se corresponde a una situacion en que el error de salida apenas
varia y, por tanto, la pendiente de la curva de error debe ser suave. Este hecho serd mostrado en
el Capitulo 6, donde se pone de manifiesto la relacion entre la sensibilidad estadistica y la
saliencia.

En el préximo capitulo, haciendo uso de las medidas de sensibilidad estadistica introducidas se
presentard un algoritmo de aprendizaje que tiene por objeto minimizar la sensibilidad estadistica
media de la red durante el proceso de entrenamiento (simultdneamente con la minimizacién del
error de salida), obteniendo directamente configuraciones de pesos més tolerantes a desviaciones,
sin afectar a las prestaciones del perceptrén y sin necesidad de incrementar el niimero de neuronas
constituyentes para una estructura dada.



Capitulo 3

Minimizacion de la
Sensibilidad Estadistica Media:
Regla ARR

En el capitulo anterior se obtuvieron expresiones que permiten calcular la sensibilidad estadistica
en cualquier nodo de un perceptréon multicapa. La medida de la sensibilidad estadistica media
proporciona un criterio de seleccion entre varias configuraciones de pesos segun se indica en
[CHO92]. Sin embargo, es interesante tratar de utilizar esta informacién durante el proceso de
aprendizaje de forma que se obtengan configuraciones robustas, manteniendo el resto de las
prestaciones respecto al error de aproximacion o de clasificacion. De esta forma, en el presente
capitulo se propone un algoritmo de entrenamiento que incluye la sensibilidad estadistica en la
regla de aprendizaje para obtener configuraciones con una baja sensibilidad a desviaciones en
los pesos evitandose, por tanto, incrementar el nimero de neuronas con objeto de aumentar la
redundancia de la red para obtener asi una mayor robustez. El algoritmo que proponemos puede
considerarse como una técnica de regularizacion explicitamente especificada.

El capitulo se organiza de la siguiente manera: en primer lugar se obtienen nuevas reglas de
aprendizaje para los modelos de desviacion aditivo y multiplicativo, respectivamente. Estas
reglas son usadas sobre diversos problemas para ser comparadas con laregla de retropropagacién
clasica (ARC). Por tltimo, se muestran los resultados de simulacién que permiten validar el
procedimiento propuesto utilizando andlisis de la T de Student y andlisis de la varianza
(ANOVA).
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3.1. ALGORITMO DE RETROPROPAGACION ROBUSTO

Usualmente los MLPs se entrenan utilizando procedimientos que practicamente estdn todos
basados en el llamado algoritmo de retropropagacion. Dicho algoritmo se ha descrito en el
Apartado 1.4. Durante el proceso de aprendizaje, una vez fijada una estructura para el MLP, un
conjunto de N, patrones de entrenamiento para los que se conoce la salida deseada d; son
presentados a la red. Estas entradas se propagan obteniéndose las correspondientes salidas y;. El
objetivo del aprendizaje es minimizar el error cuadratico de salida, &(p), calculado como:

NM
&(p) = % Y -y) (3.1)
i-1

siendo N, el nimero de neuronas de la capa de salida y p un patrén de entrada.

Para minimizar &(p), los valores de los pesos se modifican en sentido opuesto al gradiente de €
con respecto a w tras presentar cada patron de entrada utilizando la siguiente regla de aprendizaje
[LIP87, ANZ94]:

i )™= )+ (Ve )+ Blwy ) = (wy )T (3.2)

El algoritmo de aprendizaje que utiliza la expresion (3.2) para actualizar los valores de los pesos
serd referido de ahora en adelante como “Algoritmo de Retropropagacion Clasico” (ARC).

El proceso de entrenamiento se repite durante un cierto nimero de iteraciones llamadas épocas,
donde cada época consiste en la presentacion de los N, patrones de entrenamiento al MLP. En
el Capitulo 2 se ha visto que no todas las configuraciones de pesos presentan la misma tolerancia
a desviaciones, aunque tengan similares prestaciones en cuanto a aprendizaje. En [CHO92] se
propone evaluar la sensibilidad estadistica media para distintas configuraciones de pesos con
similar error cuadratico medio de salida y seleccionar aquella que presente la menor sensibilidad.
No obstante, ello supone realizar multiples entrenamientos sobre una misma estructura con el
consiguiente incremento en el tiempo de computo.

La base del procedimiento propuesto consiste en afiadir en la expresion (3.2) la sensibilidad
estadistica de las neuronas de salida como un pardmetro mas a minimizar, junto con el error
cuadrético de salida.

En principio, es posible minimizar la sensibilidad estadistica de la red, y por tanto maximizar su
tolerancia a desviaciones en los pesos si se usa una regla similar a la expresion (3.2):
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" )= wl )+ (-IS) Y (3.3)

donde (vS);" es el gradiente de la sensibilidad estadistica media respecto al peso w;™ , y al
parametro v lo bautizamos con el nombre de "factor de robustez".

El problema es que la regla (3.3) es util para minimizar la sensibilidad estadistica media pero
el perceptréon no aprende el conjunto de patrones de entrenamiento, por lo que es deseable
combinar las reglas (3.2) y (3.3) de forma apropiada para que durante el proceso de aprendizaje,
ademds de minimizar el error de salida se minimice simultdneamente la sensibilidad de la red.

Se trata, por consiguiente, de un problema de optimizacién multiobjetivo [GRA94] puesto que
hay que minimizar dos magnitudes conjuntamente, el error cuadrético y la sensibilidad estadistica
de salida. Ambos objetivos pueden estar en conflicto puesto que la minimizacion de uno de ellos
podria implicar el aumento del otro [GRA94, BER95]. Una posible solucion para remediar este
problema es jerarquizar las magnitudes a minimizar, primando una de ellas frente a la otra.
Teniendo en cuenta que el principal objetivo sigue siendo que la red aprenda, se puede ponderar
adecuadamente el factor de robustez para que el término relacionado con la sensibilidad sea
menor que los relacionados con el aprendizaje y de esta manera se combinan entre si en la
siguiente expresion:

Wl Y = v )+ (Ve )+ Bw, ) - YT (IS Y (B4

Experimentalmente hemos encontrado que un valor adecuado para y en cada época viene dado
por:

y=KgS 3.5)

donde ¢ y S son el error cuadratico medio (ECM) y la sensibilidad estadistica media (SSM) de
la red, tal como se defini6 en (2.7), obtenidos con la época anterior, y K es un factor constante
usado para ponderar el factor de robustez. Se puede observar que la magnitud de este pardmetro
cambia dindmicamente en funcién de € y S, de forma que cuando disminuye el error o la
sensibilidad estadistica, disminuye su influencia, permitiendo asi la convergencia del algoritmo.
Con el valor de y definido de esta manera, si el error disminuye también lo hace
proporcionalmente la influencia del factor de robustez manteniendo asi la jerarquia deseada. Por
otro lado, y aumenta con la sensibilidad haciendo que este factor cobre importancia. Asi pues,
si el error crece en beneficio de la sensibilidad o viceversa, el factor y trata de equilibrar la
situacion durante el entrenamiento.
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El algoritmo propuesto, al cual llamaremos “Algoritmo de Retropropagacion Robusto” (ARR),
y que usa la regla (3.4), equivale al algoritmo cldsico ARC si el factor de robustez se hace cero.
Puede verse este nuevo término como un estabilizador y la nueva regla como una técnica de
regularizacion explicitamente especificada [MAQO93]. El problema a resolver a continuacion
consiste en el calculo del gradiente de la sensibilidad estadistica de salida para cada uno de los
modelos de desviacién considerados. Unicamente se van a presentar las expresiones para MLPs
de tres capas ya que, por las razones expuestas en el capitulo anterior, esto no supone una pérdida
de generalidad y en cambio simplifica en gran medida las expresiones obtenidas puesto que no
es necesario tener en cuenta los términos cruzados siendo también mds facil analizar las
contribuciones que aparecen en dichas expresiones (Apartado 2.6). Con ello se consigue una
mayor claridad en la exposicion y en el estudio de las propiedades de la ley de aprendizaje de
cara a aumentar la tolerancia de la red.

3.2. CALCULO DEL GRADIENTE DE LA SENSIBILIDAD ESTADISTICA

De forma general, tal como se desprende de las expresiones (2.17) y (2.24), la sensibilidad
estadistica de una neurona i perteneciente a la capa m para los dos modelos de desviacién
considerados puede expresarse como el producto de dos términos: la derivada de la funcién de
activacion (of.™) y una raiz cuadrada (R,"),

s" =of" R" (3.6)

El calculo del gradiente implica obtener la derivada de la sensibilidad estadistica media de lared,
S, respecto de cada uno de los pesos, w;™

m S
V8 = —— (3.7)

dw;;

donde SSM viene dada por la expresion (2.7).

Por tanto, en general van a aparecer dos términos. Asi, al calcular el gradiente para un peso j de
una neurona i de la capa de salida (m=M) para un patrén de entrada dado, se obtiene:

asM oR M a@rM
(VS)y = —— = of" —— + R <)
dw-M aw-M aw.M

y y J

(3.8)

Para el resto de las capas se siguen obteniendo expresiones similares en cada una de las neuronas
en las que claramente se distinguen estos dos términos.
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oRM

El primer término de la expresion (3.8), o TIM trata de hacer pequefia la magnitud de los

Wii
pesos. La derivada de la funcién de activacion, of,™, es siempre positiva o nula por ser la funcién
de activacion creciente mientras que la derivada de R,M es un factor directamente proporcional

al valor del peso WUM, tal como se apreciard en las expresiones que se obtendran al calcular el
gradiente. Como los pesos se ajustan en sentido inverso a dicho gradiente, la contribucién de este
término es la de restar una cantidad proporcional ala magnitud del peso haciendo disminuir dicha

magnitud.

M
i

El segundo término de la expresion (3.8), R trata de saturar la sefial de salida . Al

T
Wii

ser RM un valor siempre positivo, la segunda derivada de la funcién de activacion es la que va
a caracterizar la tendencia de este segundo factor. En las zonas de saturacion o en las que la
funcidn es aproximadamente lineal, la segunda derivada es practicamente nula por lo que en tales
casos este término no va a afectar. En cambio, en las zonas cercanas a la zona de saturacion,
donde la funcién de activacién es concava o convexa, la segunda derivada va a ser positiva o
negativa, respectivamente. En estos casos, este segundo término tiende a variar la magnitud del
peso de forma que la neurona proporcione una salida saturada y por tanto su primera derivada
sea nula; en este caso la sensibilidad estadistica se haria igual a cero tal como se deduce de las
expresiones de la misma ((2.17) y (2.24)).

El célculo exacto del gradiente implica realizar la modificacion de los pesos al final de cada
época [ANZ94], sumando las modificaciones obtenidas para cada patrdn de test y adaptando los
pesos tras haber presentado todos los patrones de entrenamiento. Sin embargo, al igual que suele
hacerse en el algoritmo cldsico los pesos se ajustan cada vez que se presenta un patrén de
entrada. Por esta razon, la influencia del segundo término de la expresion (3.8) puede ser
contradictoria para distintos patrones de entrada, ya que para unos tratard de modificar el valor
de los pesos de forma que la salida esté saturada en un sentido, mientras que para otros tratara
de modificarlos en sentido opuesto; incluso puede entrar en conflicto con el primer término de
(3.8) ya que para saturar la sefial de salida puede ser necesario incrementar considerablemente
la magnitud de los pesos. Este hecho se ha comprobado experimentalmente considerando ambos
términos en el cdlculo del gradiente, aprecidandose una clara degradacion de las prestaciones en
cuanto a error y sensibilidad estadistica, puesto que el algoritmo no converge. Conseguir que la
sefal esté saturada a un valor extremo para cada patrén de entrada no es posible salvo en casos
excepcionales (por ejemplo, un clasificador). Debido a las razones expuestas, se va a despreciar
este segundo término, es decir, se va a suponer que la derivada de la funcién de activacién, of,"
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es una constante para todo i y todo m. Esta aproximacion equivale a ajustar la funcién de
activacion por una funcidn lineal con saturacioén y permite ademads agilizar los calculos.

Teniendo en cuenta esta aproximacion, se va a proceder al cdlculo del gradiente de la sensibilidad

para MLPs de tres capas considerando los dos modelos de desviacion propuestos.

3.2.1. Calculo del gradiente usando el modelo aditivo

Las expresiones de la sensibilidad para este modelo vienen dadas por:

(3.9)
para las neuronas de la capa oculta y por:
Nl
2 1
= | L)+ oS (3-10)
=1

para las neuronas de salida.

Se trata de obtener el gradiente de la sensibilidad estadistica media instantdnea de las neuronas
de salida en cada iteracion, la cual viene dada por la expresion:

MN

1
F (3.11)

donde S *(p) es la sensibilidad estadistica de la neurona r perteneciente a la capa de salida (m=2)
para un determinado patrén de entrada. Por otra parte, como el término que antecede a la suma
(1/N,) es una constante, dicho término no va a aparecer explicitamente en las expresiones, ya que
se puede considerar incluido en el factor de robustez v.

a) Calculo del gradiente con respecto a los pesos de las neuronas de salida

Considerando un peso w,* que conecta una neurona de salida i con una neurona k de la capa
oculta, se tiene que:
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AP ds’? dR’
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Noétese que cuando un término aparece elevado al cuadrado, dicho término se escribe entre
paréntesis para evitar la confusién con un superindice.

Se observa que en el desarrollo anterior sélo hay que considerar la contribucién del peso w,* a
la neurona de salida a la cual pertenece, y el valor de dicho peso serd modificado en una magnitud
proporcional a su magnitud y al cuadrado de la sensibilidad de la neurona de la capa anterior a
la que se encuentra conectado (neurona k de la capa 1).

Por tanto, los pesos de las neuronas de la capa de salida se modifican de acuerdo con la expresion
(3.12) con objeto de disminuir la sensibilidad estadistica de las neuronas de salida. Esta
modificacién sumada a la correspondiente al algoritmo clasico de aprendizaje permitira que el
peso se actualice de forma que también se minimice el error de salida. A continuacién se va a
calcular el gradiente de la sensibilidad de salida respecto de los pesos de la primera capa oculta.

b) Célculo del gradiente con respecto a los pesos de las neuronas de la capa oculta.

En este caso, hay que tener en cuenta que el valor de los pesos de las neuronas de la capa oculta
influyen sobre todas las neuronas de salida puesto que se encuentran conectadas entre si. De esta
manera, una modificacién en el valor de un peso de una neurona de la capa oculta afectard a la
sensibilidad de todas las neuronas de salida.

Considerando un peso w,,' que conecta la neurona i de la capa oculta con la entrada k, se va a
proceder al cédlculo del gradiente de la sensibilidad de la red respecto de los pesos de la capa
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oculta de forma similar a como se ha realizado en el caso de los pesos pertenecientes a las
neuronas de la capa de salida:

dR’

—<ZS> Zaf 1

dwk r=1 r=1 dwik

(VS))

N,
= Y of JZ(@)Z w28

r=l dwik
N dy.! ds
Y|y I (w8 —2
Ny , Il dwl.,lc dwi,lc
- Y of (3.13)
r=1 N,
J YO+ wiS
j=1
] % @ v b ) 1 2 @)
st aw,) L dztdwl OS2
Cs

RER

En el desarrollo de la expresion (3.13) hay que tener en cuenta que, a partir de (3.9) se deduce
claramente que Sjl no depende de w,'si se considera of;' constante y por ello se hace igual a
cero.

En resumen, los pesos de las neuronas deben ser modificados segin indican las expresiones
(3.12) y (3.13) en aras de optimizar la tolerancia a fallos cuando se considera un modelo aditivo
de desviaciones en los pesos. Notese que este procedimiento constituye también un “algoritmo
de retropropagacion” pero en este se trata de minimizar la sensibilidad de salida empezando por
las neuronas de salida y propagando el gradiente hacia las entradas a la red.

3.2.2. Calculo del gradiente usando el modelo multiplicativo

Las expresiones de la sensibilidad estadistica para este modelo difieren de las correspondientes
al modelo de desviacién aditivo principalmente en que las entradas a las neuronas van
multiplicadas por los pesos mediante los que van ponderadas dichas entradas. Estas expresiones
vienen dadas por:
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s! = (3.14)
para las neuronas de la primera capa y por:
Nl
SE = 0ff (|2 w)? ()7 + (SHD) (3.15)
j=1

para la neurona de salida en MLPs con una capa oculta.

a) Calculo del gradiente con respecto a los pesos de las neuronas de salida

Considerando un peso w;,* que conecta la neurona de salida i con la neurona k de la capa oculta,

se obtiene:
Al ds’? dR’
sy = L s? - Dl T
dw;, =1 dw, dw;,

Nl
:%“iJZw@%@Y+@%

dw;, N J=1

L gt MO0 £ 50 (3.16)

N
JZW@%@Y+@%
j=1

of’ Of)
- i2 Wii ((yk1)2 + (Skl)z) - i;
R: ;

l l

w3 + (S

El valor obtenido en el caso del modelo multiplicativo es muy similar al que se obtuvo en el caso
del modelo aditivo (3.12). La principal diferencia, se encuentra en la contribucién de la salida
de la neurona y,' de la capa ocultaa la que va conectada por medio del peso w, %, ademds de la
sensibilidad estadistica Sk1 de dicha neurona, como sucedia en el caso de desviaciones aditivas.
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b) Ciélculo del gradiente con respecto a los pesos de las neuronas de la capa oculta.

Los pesos de las neuronas pertenecientes a la capa oculta influyen en la sensibilidad de todas las
neuronas de salida, por lo que, en la expresion del gradiente de la sensibilidad de la red respecto
de tales pesos, aparecerd su contribucion a cada neurona de salida, de forma similar a como se
obtuvo en (3.13). No obstante, debido a la expresion de la sensibilidad para el caso de desviacion
multiplicativo en las neuronas de la capa oculta, hay dependencia de S,' respecto de w,' tal como
se aprecia en (3.14). Por tanto, suponiendo incluso que Jf;' es constante se obtiene la
contribucién explicita del peso w;' en cada neurona de salida mediante los pesos w,> que
conectan a la neurona i de la capa oculta con cada neurona r de salida.

Considerando un peso w,' de una neurona de la capa oculta i mediante el cual se conecta a la
entrada k, se debe calcular la siguiente expresion:

<w&=———§h» Zw

dwk r=1 r=1 dwk

NZ
= 9, JZ(QU@Y+Gﬂ
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N 1 1
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En resumen, los pesos de las neuronas deben ser modificados segtin indican las expresiones
(3.16) y (3.17) para optimizar la tolerancia a faltas de desviacion cuando se considera el modelo
multiplicativo. Sustituyendo estos valores en la regla (3.4) debidamente ponderados mediante el
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factor de robustez y obtenemos el algoritmo de aprendizaje robusto ARR.

3.3. COMPLEJIDAD DEL ALGORITMO

La Tabla 3.1 resume las expresiones del gradiente instantdneo de la sensibilidad estadistica
obtenidas en el caso de los modelos de desviacion aditivo y multiplicativo.

Notese que, por ser creciente la funcién de activacion, su derivada es positiva y por tanto la
sensibilidad es una magnitud positiva. Por esta razon seria equivalente minimizar el cuadrado de
la sensibilidad en cuyo caso se obtienen expresiones algo més sencillas para el gradiente. Esto
se debe a que al elevar al cuadrado la sensibilidad estadistica, desaparece la raiz cuadrada y por
tanto, dicha raiz no aparece en el denominador de la expresion del gradiente.

Tabla 3.1. Valores del gradiente de la sensibilidad.

Peso w;," Modelo aditivo Modelo multiplicativo
Capa de (afiz)Z . ( afiZ)z , 1 1
salida (m=2) — Wi (5)° wie ()7 + 0%
S; S;
Capa @) & @) wy)’
10 1 r 10,1 1 Apl 0 r Wri
oculta (m=1) | 9 Y ¥i 2; e o, i + wy 9 ¥ )X;T

A continuacién vamos a realizar algunas consideraciones sobre la complejidad del algoritmo
propuesto. Vamos a particularizar para el caso de perceptrones de tres capas y con desviaciones
aditivas.

En primer lugar observemos los requisitos de almacenamiento. En las expresiones que aparecen
en la Tabla 3.1 se aprecia la conveniencia de almacenar la sensibilidad de cada neurona S," con
m=1,2, por lo que el orden de complejidad es O(n), siendo n el nimero total de neuronas.

Respecto a los requisitos de computo para el clculo de la sensibilidad, suponiendo un mismo
coste para todas las operaciones aritméticas usuales, se aprecia a partir de las expresion (3.10)
que es preciso realizar 3 multiplicaciones y 1 suma para cada peso dentro del radicando.
Asumiendo el mismo coste para la raiz cuadrada y teniendo en cuenta que se multiplica por la
derivada de la funcién de activacion, se precisan 4p,"+2 operaciones, siendo p;" el nimero de
pesos de la neurona i perteneciente a la capa m. Asi, el calculo de la sensibilidad estadistica de
una neurona tiene una complejidad de orden O(p,™). Nétese que la derivada es necesaria para el
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calculo del gradiente del error en el algoritmo de entrenamiento cldsico, por lo que no supone un
coste adicional ni respecto a almacenamiento ni respecto a tiempo de computo. Puesto que es
necesario evaluar la sensibilidad de todas las neuronas, el coste total es del orden O(nﬁ), siendo
p el nimero medio de pesos de cada neurona.

En el caso del calculo del gradiente, se necesitan basicamente 4 multiplicaciones y una division

m+1

y, en el caso de neuronas en la capa oculta, un sumatorio de orden p;"*' por cada neurona, por lo

que la complejidad es de nuevo O(np).

En definitiva, el coste total del algoritmo tiene una complejidad O(np) siendo n el nimero de
neuronas y p el nimero medio de pesos de cada neurona. Experimentalmente, se ha encontrado
que el tiempo requerido cuando se usa ARR, es ligeramente inferior al doble del tiempo necesario
para ejecutar ARC. Téngase en cuenta que, usando el algoritmo propuesto en [CHO92] se
requieren hacer varios entrenamientos con ARC para seleccionar una red con baja sensibilidad,
mientras que ARR proporciona con un s6lo entrenamiento una solucién aceptable, lo cual supone
un ahorro substancial respecto al tiempo requerido para dicho procedimiento.

Enla Secciodn 3.4 se describen resultados que muestran la validez de la regla propuesta en el caso
del modelo aditivo de desviacion mientras que en la Seccién 3.5 se considera el caso
multiplicativo. En los experimentos realizados se han tratado varias cuestiones:

1. Si verdaderamente el uso de la regla de aprendizaje robusto proporciona siempre
configuraciones de pesos con menor sensibilidad que cuando se usa el algoritmo cldsico
y si estas configuraciones son realmente mas robustas.

2. Si el uso de la nueva regla implica una degradacion en el aprendizaje.

3. La influencia de los pardmetros que intervienen en la regla (factor de aprendizaje,
momento, factor de robustez y nimero de neuronas en la capa oculta) en las prestaciones
del MLP asi como en la sensibilidad de la red.

3.4. VALIDACION DE ARR USANDO EL MODELO DE DESVIACION ADITIVO

El objetivo de las pruebas de validacion es comprobar si efectivamente el uso de la expresion
(3.4), correspondiente al algoritmo de aprendizaje propuesto (ARR), en lugar de la expresiéon
(3.2), correspondiente al algoritmo de retropropagacion cldsico (ARC), proporciona
configuraciones de pesos con menor sensibilidad sin afectar a las prestaciones finales del
perceptron. Se ha experimentado con diversos MLPs con una capa oculta correspondientes a
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distintas aplicaciones. Fijada la estructura de tales perceptrones, éstos han sido entrenados
usando las mismas condiciones iniciales (mismos valores iniciales de los pesos y mismos
parametros de aprendizaje) usando las dos reglas, ARC y ARR, ésta tultima considerando la
expresion (3.4) particularizada para el caso del modelo aditivo de desviacion.

Los ejemplos considerados se basan en los presentados en [CHO92]. La Tabla 3.2 muestra la
descripcion de los MLPs considerados y se interpreta de la siguiente manera: por ejemplo, MLP1
es un perceptron con 2 entradas, 4 neuronas en la capa oculta y 1 neurona de salida, el perceptrén
es un aproximador de la funcién xe™ + y fanh(x); para el entrenamiento se han utilizado 20
patrones de entrada y han tenido lugar 10000 épocas antes de parar el proceso de entrenamiento.
En cada época el conjunto de entrenamiento completo, es decir, los 20 patrones, ha sido
presentado a la red. El resto de las filas de la Tabla 3.2 siguen una interpretacion similar.

Tabla 3.2. Descripcion de los ejemplos

Ejemplo Funcién Neuronas/capa | N° patrones | N°épocas
MLP1 xe™ + y tanh(x) 24,1 20 10.000
MLP2 X@y 2,5,1 4 10.000
MLP3 0.5(x* + y tanh(x)) 2,8,2 100 5.000
0.5x + 0.3y
MLP4 xye™ + y tanh(y) 2,5,1 100 5.000
MLP5 xyz (x+y+2z)” 3,6,1 25 10.000
MLP6 Decodificador de 7,6,4 16 5.000
LEDs

Los resultados obtenidos muestran que ambos algoritmos proporcionan configuraciones de pesos
con prestaciones en cuanto a error de salida similares, si bien cuando se ha usado ARR estas
configuraciones presentan una menor sensibilidad estadistica media. En la Tabla 3.3 se muestran
el error cuadratico de salida (ECM) y la sensibilidad estadistica media (SSM) de red finales
obtenidos con ambos procedimientos (ARC y ARR). Los resultados de la tabla estidn
promediados sobre 40 pruebas para cada algoritmo, en las cuales se variaron los pesos iniciales
mientras que los pardmetros de aprendizaje o y f permanecieron fijados ambos al valor 0.9. La
tabla muestra también el valor tomado para el pardmetro K, usado para mantener la jerarquia de
parametros a optimizar tal y como se explicé en el Apartado 3.2. En todos los casos se ha
utilizado la funcién sigmoidal como funcién de activacion.
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Tabla 3.3. Resultados de los experimentos para la validacion del algoritmo ARR.

ARC ARR

Ejemplo ECM SSM ECM SSM K
MLP1 0.001275 0.711809 0.001702 0.500245 5
MLP2 0.011701 1.184025 0.018194 0.466902 10
MLP3 0.000193 0.404906 0.000469 0.364863 10
MLP4 0.000776 0.554860 0.000741 0.475694 25
MLP5 0.007828 0.743155 0.008642 0.337206 50
MLP6 0.002868 0.617671 0.042054 0.359850 200

En todos los casos se muestra que el valor de la SSM es menor cuando se usa ARR como
algoritmo de entrenamiento. En concreto, para el ejemplo correspondiente a MLPS se obtiene una
SSM 2.2 veces inferior, mientras que el ECM es del mismo orden.

Enla Figura 3.1 se muestra como varia la sensibilidad de salida en cada época para una secuencia
del experimento MLP4. Puede observarse que en el caso de usar ARR la sensibilidad tiende a
bajar durante el proceso de entrenamiento, mientras que en el caso de usar el algoritmo clésico,
ARC, la sensibilidad no estd en principio acotada y nétese que para 5000 épocas la sensibilidad
de lared entrenada con ARC es 2.5 veces mayor que la entrenada con ARR. Este hecho, se repite
siempre que los perceptrones son entrenados mediante ARR, mientras que en los entrenados con
ARC las variaciones de los pesos siguen caminos en los que la sensibilidad puede variar de
cualquier manera.

En el siguiente experimento, los pesos obtenidos con ambos algoritmos se han modificado
respecto de sus valores nominales usando el modelo de desviacion aditivo. Asi, cada peso w;;™
toma el valor w;™ + 6, siendo 6 una variable aleatoria con una desviacion tipica o fijada de
antemano. Para cada valor de o se han realizado 4.000 tests escogiendo una de las 40
configuraciones de pesos obtenidas con el experimento MLP4. En la Figura 3.2 se muestra la
degradacion media del error cuadritico medio de salida para cada valor de ¢ cuando se han usado
ambos algoritmos. En cambio, la Figura 3.3 representa el incremento del relativo del error, Ag,,
respecto del error de salida obtenido con los valores nominales de los pesos, €,. El valor Ag,
viene dado por:

Ae, = (3.18)
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Se puede apreciar a partir de las Figuras 3.2 y 3.3, que la configuracién de pesos obtenida
mediante ARR se degrada mucho menos que la obtenida mediante ARC al aumentar la
desviacion en los pesos, manteniendo de esta forma las prestaciones de lared incluso para valores
moderadamente altos de c.

En el siguiente apartado se mostraran los resultados obtenidos cuando se considera el modelo de
desviacién multiplicativo, el cual nos parece mds realista desde el punto de vista de una
implementacidn analdgica. Para este caso se han realizado experimentos mucho més exhaustivos
sobre ejemplos algo méds complicados, usando el andlisis de la varianza (ANOV A) con objeto de
validar el algoritmo propuesto.

3.5. VALIDACION DE ARR USANDO EL MODELO DE DESVIACION
MULTIPLICATIVO

De forma similar a como se ha descrito en la Seccién 3.5, hemos entrenado diferentes
perceptrones de tres capas correspondientes a distintas aplicaciones usando el algoritmo cldsico
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(ARC) y el algortimo de retropropagacion robusto (ARR). Las aplicaciones consideradas cubren
tres tipos de problemas: un aproximador (la funcién seno [SUD94]), un predictor (la serie
temporal de Mackey-Glass [WAN94]) y un clasificador (el problema de las dos espirales
[YOS96]). Se han simulado perceptrones cuyas neuronas presentan una entrada de sesgo, con una
unica neurona de salida y con funcién de activacion de tipo sigmoidal.

Los valores del factor de aprendizaje (o) y del momento () han sido fijados a 0.9 y 0 (es decir,
no se considera), respectivamente, mostrando la Tabla 3.4 el valor considerado para el resto de
los pardmetros. Algunos de estos pardmetros han sido fijados a valores utilizados en la
bibliografia [SUD94], y otros han sido escogidos tras realizar un cierto nimero de pruebas con
objeto de obtener unas prestaciones relativamente buenas, si bien probablemente no constituyan
los mejores valores, ya que nuestro interés no es el de obtener una estructura 6ptima para cada
problema sino el de validar el algoritmo propuesto. No obstante, mds adelante se realiza un
estudio estadistico de la influencia de estos parametros cuando toman distintos valores usando
como herramienta el Andlisis de la Varianza (ANOVA) [FIS36]. La Tabla 3.4 se interpreta de
la siguiente manera: en el caso del predictor, la fila correspondiente de dicha tabla indica que el
perceptrén consta de 3 entradas, 11 neuronas en la capa oculta y 1 neurona de salida. El conjunto
de aprendizaje cuenta con 500 patrones y el conjunto de test con 127. Durante el entrenamiento
el conjunto de aprendizaje completo fue mostrado 1000 veces y el valor del pardmetro K se fij6
a 1. Los otros dos ejemplos se interpretan de forma similar a partir de dicha tabla.

Tabla 3.4. Descripcion de los ejemplos estudiados.

Problema Neuronas/capa | Patrones entrenamiento/test N° épocas K
Aproximador 1,11,1 100/25 2000 1
Predictor 3,11,1 500/127 1000 1
Clasificador 29,1 1000/250 1000 0.1

3.5.1 Validacion del algoritmo ARR.

Hemos testeado las dos reglas de aprendizaje (ARC y ARR) para cada problema. Para cada una
de las reglas se han ejecutado 200 pruebas con el objetivo de validar estadisticamente el
algoritmo de retropropagacién robusto. Los resultados muestran que ambos algoritmos
proporcionan configuraciones que presentan un error de salida similar respecto de la salida
deseada, pero las configuraciones de pesos obtenidos mediante ARR presentan una menor
sensibilidad que las obtenidas mediante ARC.



70 Minimizacion de la Sensibilidad Estadistica Media: Regla ARR

En las tablas 3.5 y 3.6 se muestra el error cuadritico medio (ECM) junto con el correspondiente
intervalo de confianza al 95% obtenidos mediante ARC y ARR, respectivamente. También se
muestran los valores de la desviacion tipica muestral en cada caso. En el caso del problema de
las dos espirales, en lugar del error cuadriatico medio, dichas tablas muestran el error de
clasificacion en tanto por ciento. El intervalo de confianza al 95% se ha calculado como 1.96
multiplicado por el error estdndar, donde dicho error se define como el cociente de la desviacién
tipica muestral y la raiz cuadrada del nimero de muestras, que en este caso es 200. Estos
resultados se han obtenido usando el conjunto de patrones de test una vez que los perceptrones
han sido entrenados con la regla correspondiente.

Tabla 3.5. Error de salida final obtenido con ARC.

Problema Media Desviacion tipica
Aproximador 0.000721 £ 0.000050 0.000363
Predictor 0.000110 + 0.000003 0.000024
Clasificador (8.84 £0.91) % 6.6 %

Tabla 3.6. Error de salida final obtenido con ARR.

Problema Media Desviacion tipica
Aproximador 0.000403 £ 0.000042 0.000302
Predictor 0.000100 £ 0.000004 0.000031
Clasificador (11.34 £ 0.56) % 4.04 %

Comparando los resultados de la Tabla 3.5 con los de la Tabla 3.6 se puede apreciar que en el
caso del aproximador y del predictor el ECM, cuando se usa ARR, no sélo no se degrada sino que
incluso se mejora. En el caso del clasificador sin embargo, se obtiene un error de clasificacién
mayor con ARR, pero comparable al obtenido mediante ARC.

A partir de los resultados obtenidos para la sensibilidad estadistica media (SSM) (Tablas 3.7 y
3.8) se desprende que en los tres ejemplos considerados se obtiene un valor de sensibilidad
claramente inferior cuando se usa ARR en lugar de ARC, de hecho se obtiene un valor del orden
del 60% mas pequeiio que el que se obtendria con ARC, lo que supone un decremento
considerable de la sensibilidad.
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Tabla 3.7. Sensibilidad estadistica media obtenida con ARC.

Problema Media Desviacion tipica
Aproximador 2.22£0.04 0.29
Predictor 1.00 £ 0.03 0.22
Clasificador 3.35+0.12 0.89

Tabla 3.8. Sensibilidad estadistica media obtenida con ARR.

Problema Media Desviacion tipica
Aproximador 1.33 £0.02 0.17
Predictor 0.61 +0.01 0.04
Clasificador 2.11 £0.06 0.45

En las Figuras 3.4 y 3.5 se muestran los histogramas de frecuencia correspondientes al error y a
la sensibilidad para las dos reglas aplicadas, considerando los perceptrones que aproximan la
funcién seno.

A partir de la Figura 3.4 se deduce que, en el caso del aproximador de la funcién seno, el ECM
obtenido con ambas reglas (ARC y ARR) es del mismo orden, puesto que si ambos histogramas
se representaran conjuntamente se encontrarian solapados. Sin embargo, la Figura 3.5 muestra
que las sensibilidades obtenidas pertenecen a curvas que apenas solapan por un extremo y que,
ademads, la sensibilidad estadistica media menor se corresponde con la aplicacién de ARR durante
el entrenamiento del MLP.
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En las siguientes figuras (3.6 a 3.9) que presentan los histogramas correspondientes a los otros
dos ejemplos anteriormente mencionados se aprecia esta misma conclusion.
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Figura 3.7. Histogramas de frecuencia de la sensibilidad estadistica para el predictor.

En la Figura 3.8, correspondiente al clasificador para el problema de las dos espirales, se muestra

el error de clasificacion en tanto por ciento, en vez del error cuadratico medio.
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En vista de los histogramas presentados en las figuras anteriores (3.4 a 3.9) se pueden concluir
dos hechos bastante relevantes:

a) El error de salida obtenido con ambos algoritmos estd dentro del mismo rango pero las
sensibilidades pertenecen a rangos diferenciados, es decir, la sensibilidad estadistica
media obtenida con ambas reglas es claramente distinta y, ademas, son menores en el caso
de usar como regla de aprendizaje la del algoritmo robusto (ARR),

b) El error de salida obtenido con ARR presenta una mayor frecuencia de datos alrededor
de la media que en el caso de ARC. Esto parece indicar que ARR explora minimos
anchos (suaves) en los cuales una pequefia desviacién en el valor de los pesos es tolerada,
por lo que presentan una menor sensibilidad a desviaciones. En otras palabras, usando
ARC hay una probabilidad mayor de que la solucién quede estancada en minimos locales
con alta sensibilidad estadistica, en los cuales una leve variacion en el valor de los pesos
corresponde a un valor de error distinto del minimo (es como si escapara del minimo),
degradando las prestaciones del MLP. Cuando se usa ARR, en cambio, no se acepta
cualquier minimo de error de salida sino sélo aquellos que producirdn un determinado
grado de tolerancia.

Estos dos hechos, que se repiten en mayor o menor medida en los tres ejemplos considerados,
junto con los resultados mostrados en las tablas 3.5 a 3.8, confirman la validez de la regla ARR.
No obstante en el siguiente apartado se realizard un test de la T de Student con objeto de estudiar
la significacion estadistica del procedimiento propuesto frente al algoritmo clésico.

3.5.2. Analisis de la T de Student

Para comparar si el error cuadratico medio (ECM) y la sensibilidad estadistica media (SSM)
difieren entre el algoritmo clédsico (ARC) y el propuesto (ARR) se utiliz6 el test de T de Student
para muestras apareadas. Este test concluye si los valores medios poblacionales con ambos
algoritmos se pueden considerar iguales o distintos a partir del conjunto de las 200 muestras
observadas, con un determinado error prefijado de antemano (p<0.01). Se consideran las muestras
apareadas debido a que los dos algoritmos se aplican sobre un mismo conjunto de datos, con
idénticas condiciones iniciales aunque se han entrenado con algoritmos distintos.

El test de hipdtesis planteado seria:

H,: los valores medios proporcionados por los dos algoritmos para el error cuadratico
medio (o la sensibilidad estadistica media), son iguales
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H,: los valores medios difieren

Caso de aceptar la hipétesis alternativa H,, se vera a posteriori cudl de los dos ofrece resultados
menores para la magnitud considerada.

3.5.2.1. Resultados para el aproximador de la funcién seno

En la Tabla 3.9 se reflejan los valores medios de sensibilidad estadistica y error cuadrético, asi
como las desviaciones tipicas. En ella se puede observar que las dos variables analizadas tienen
valores medios mds bajos con el algoritmo ARR (0.0007218 con ARC frente a 0.0004031 con
ARR para el ECM, y 2.2267 frente a 1.3329 para la SSM).

En la Tabla 3.10 se describe el resultado de la aplicacion del test T de Student: en primer lugar,
aparece la media de las diferencias entre los resultados obtenidos con ARR y ARC; en segundo
lugar un intervalo de confianza al 95% para dicha diferencia, y por dltimo, el valor experimental
de la t y la significacion o error cometido.

Tabla 3.9. Valores medios de ECM y SSM para el aproximador.

Variable Algoritmo Media Desv. Tipica
ARC 0.0007218 0.0003624
ECM
ARR 0.0004031 0.0003011
ARC 2.2267 0.2940
SSM
ARR 1.3329 0.1678

Tabla 3.10. Resultados de la inferencia estadistica realizada para el ECM y la SSM.

Intervalo de confianza al 95%
Variable Media de las | Lim. inferior Lim superior t signif.
diferencias
ECM 0.0003186 0.000252 0.000385 9.463 0.000
SSM 0.8937 0.8480 0.9395 38.521 | 0.000

La significacion indica la probabilidad de que el aceptar la hip6tesis alternativa (hay diferencias
entre ambos algoritmos) sea falso. Este error es menor 0.001 lo que indica que de cada 1000
experimentos en 1 no se producirian diferencias significativas en cuanto a ECM y a SCM. Es
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decir ambos métodos proporcionan soluciones estadisticamente distintas. A igualdad del valor
de la significacién, cuanto mayor sea el valor del factor t, mayor es la significacion estadistica
de la diferencia de resultados.

Observando el intervalo de confianza, puede apreciarse en la Tabla 3.10 que, tanto para el ECM
como para la SSM, el valor 0 no estd incluido entre los limites y esto indica que existen
diferencias significativas entre las dos medias. Ademads la diferencia del ECM con ambos
métodos se encuentra en un 95% de los casos entre 0.000252 y 0.000385, mientras que para la
SSM esta diferencia se encuentra entre 0.8480 y 0.9395. En ambos casos los resultados son
menores con ARR puesto que las diferencias son positivas.

Para el caso del aproximador se concluye que se obtiene menores valores para el ECM y la SSM
cuando se usa ARR. Ademds, estos resultados no son producto del azar, sino que se ha probado
que se obtienen diferencias significativas respecto de los resultados proporcionados por ARC.
Para la SSM estas diferencias son mds pronunciadas tal como se puede apreciar a partir de los
limites del intervalo de confianza para la diferencia de medias. Cuanto mayor sea el valor del
factor t mayor es la significacion de estas diferencias y para la SSM es 38.251, mientras que para
el ECM es 9.643, lo que indica que la diferencia de resultados es mas significativa respecto de
la SSM que respecto del ECM.

3.5.2.2. Resultados para el predictor de la serie temporal

Los resultados correspondientes se muestran en las tablas 3.11 y 3.12. Puede observarse en la
Tabla 3.11 que de nuevo se alcanzan menores valores para el ECM y la SSM en media al usar
ARR. En concreto el ECM medio sobre las 200 muestras con ARC es 0.000110 frente a 0.000995
con ARR. Respecto a la SSM la diferencia es mds notable, ya que con ARC es 0.99695 mientras
que con ARR es 0.61251.

Tabla 3.11. Valores medios de ECM y SSM para el predictor.

Variable Algoritmo Media Desv. Tipica
ARC 0.000110 0.000024
ECM
ARR 0.000100 0.000031
ARC 0.99695 0.2286
SSM
ARR 0.61251 0.03955
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Tabla 3.12. Resultados de la inferencia estadistica realizada para el ECM y la SSM.

Intervalo de confianza al 95%

Variable Media de las Lim. inferior Lim superior t signif.
diferencias

ECM 0.00001 0.0000047 0.0000153 3.691 0.000

SSM 0.38444 0.3510121 0.4178749 22.676 | 0.000

Observando la Tabla 3.12 se deduce del intervalo de confianza al 95% que existen diferencias
significativas en los resultados obtenidos con ARR para el ECM y la SSM respecto de los
obtenidos con ARC. Ademads se obtienen mejores resultados con ARR al ser las diferencias
positivas.

También se deduce que estas diferencias son mas pronunciadas en el caso de la SSM (estan entre
0.351 y 0.418 en el 95% de los casos) que con el ECM (entre 0.0000047 y 0.0000153). El valor
de t nos indica que al aceptar la hipdtesis alternativa como cierta se estd cometiendo menor error
en el caso de la SSM (t=22.676) que en el caso del ECM (t=3.691), aunque en ambos casos este
error es menor que 0.001.

3.5.2.3. Resultados para el clasificador del problema de las 2 espirales

Para el clasificador, los resultados se muestran en las tablas 3.13 y 3.14. En vez del ECM se
muestra el error de clasificacién (EC) expresado en tanto por 1. Puede deducirse que de nuevo
hay diferencias significativas ya que en ningun caso el intervalo de confianza contiene al valor
0, y de hecho el valor de la significacion es inferior a 0.001, lo que indica que la hipdtesis
alternativa (hay diferencias significativas) es falsa 1 de cada 1000 veces aproximadamente.

Tabla 3.13. Valores medios de ECM y SSM para el clasificador.

Variable Algoritmo Media Desv. Tipica
ARC 0.08846 0.06554
EC
ARR 0.1134 0.04038
ARC 3.35657 0.8906
SSM
ARR 2.11257 0.45605
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Tabla 3.14. Resultados de la inferencia estadistica realizada para el EC y la SSM.

Intervalo de confianza al 95%
Variable Media de las | Lim. inferior Lim superior t signif.
diferencias
EC -0.02494 -0.036022 -0.013858 -4.438 | 0.000
SSM 1.243996 1.1004006 1.387592 17.083 | 0.000

Asi, se encuentran diferentes resultados al aplicar ARR respecto de aplicar ARC. Sin embargo,
se obtienen mejores resultados con ARC respecto del error de clasificacion (EC). El valor de EC
con ARC es 0.08846 frente a 0.1134 obtenido con ARR. Ademds se obtienen diferencias
negativas lo que indica que los valores menores de EC se obtienen con el algoritmo clésico.

Respecto a la sensibilidad estadistica media (SSM), los mejores resultados se obtienen con ARR
(2.11257) frente al valor obtenido al aplicar ARC (3.35657), estando las diferencias entre 1.10
y 1.39 en el 95% de los casos.

El valor de t nos indica que la significacion es mayor caso de considerar la SSM (t=17.083) ya
que en el caso del EC t es igual a -4.438.

En definitiva, con estos andlisis se ha puesto de manifiesto que:

A) ARC y ARR proporcionan resultados con diferencias estadisticamente significativas.
Es decir, estas diferencias varian con el experimento de aprendizaje realizado.

B) La sensibilidad estadistica presenta valores diferentes para ARC y ARR, siendo estas
diferencias estadisticamente significativas. Como los valores de la sensibilidad estadistica
media son menores para ARR, se puede concluir que, efectivamente con este aprendizaje
se obtienen redes mds robustas.

C) Aunque se obtienen diferencias significativas en cuanto a error de salida, estas
diferencias son pequeias y, de hecho, el valor de la t de Student es bastante menor que
cuando se considera la SSM, lo que indica que atn teniendo diferencias significativas,
esta significacion es menor. En el caso del aproximador y del predictor, los mejores
resultados para el ECM se obtienen con ARR, mientras que en el caso del clasificador se
obtienen mejores prestaciones con ARC respecto del error de clasificacion.

De esta manera, respecto a la SSM se puede concluir que se obtienen mejores prestaciones
cuando se usa ARR, y que ademds este resultado es estadisticamente significativo. En cambio,
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respecto al aprendizaje no se puede concluir que ARR mejore ni empeore la solucién, ello
depende del problema concreto, asi como de los valores fijados para los pardmetros de la regla
de aprendizaje.

3.5.3. Influencia de los parametros de la regla ARR.

Con este tercer experimento se pretende analizar la influencia en el proceso de aprendizaje de:
el factor de aprendizaje a, el factor de momento f, el factor de robustez vy, y el nimero de
neuronas de la capa oculta. Para realizar este estudio se ha utilizado una potente herramienta
estadistica, el Andlisis de la Varianza (ANOVA). La teoria y metodologia de ANOVA fue
desarrollada principalmente por R.A. Fisher en la década de los veinte [FIS36]. Es una técnica
estadistica que permite analizar y comparar experimentos en los cuales una respuesta cuantitativa
y unidimensional es descrita como funcién de otras variables, llamadas factores, de forma
cuantitativa o cualitativa. Nuestro objetivo al realizar este andlisis es determinar qué factor o
factores son los mds influyentes en el valor de la sensibilidad de la red que se obtiene al final del
algoritmo de aprendizaje ARR. Se observa que es precisamente el factor de robustez y el
principal responsable de cara a minimizar la sensibilidad.

En un primer paso, el andlisis de la varianza permite verificar cudles son los factores que
producen mayores alteraciones en la salida cuando sus valores cambian, indicando si los efectos
debido a cambios en los mismos dentro de ciertos rangos, llamados niveles, son o no
equivalentes. Los niveles de un determinado factor que no son estadisticamente diferentes son
llamados grupos homdgeneos, y de esta manera la seleccién entre los distintos niveles
pertenecientes al mismo grupo homdégeneo no tiene una repercusion significativa en la salida. Los
factores considerados para el andlisis aplicado al perceptrén son a, 3, y y el nimero de neuronas
de la capa oculta. La influencia de dichos factores en el error de salida y en la sensibilidad de la
red va a ser analizada mediante dicha técnica estadistica.

Para realizar el andlisis de la varianza es necesario realizar multiples tests de la regla de
aprendizaje fijando distintos valores (niveles) para los factores a analizar. Hemos considerado
para cada factor los niveles que se muestran en la Tabla 3.15. La eleccion de estos valores se ha
realizado tras simular distintas configuraciones y estudiar cudles producen cambios significativos.
Para cada una de las combinaciones posibles de valores de estos factores se han realizado tres
pruebas. Estos mismos valores han sido considerados en los dos ejemplos utilizados: el
aproximador del seno y el predictor de la serie temporal.
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Tabla 3.15. Factores y niveles considerados para el analisis ANOVA.

Factor Niveles
a 0.3 0.6 0.9
B 0.0 0.5 0.9
Y 00 001 0.1 1.0
No. neuronas 8 11 15

Antes de obtener las conclusiones del andlisis de la varianza, es necesario comprobar las hipotesis
de partida para realizar correctamente el estudio. Es decir, hay que comprobar la aleatoriedad de
las muestras, la independencia de las variables, la normalidad de las distribuciones y la
homogeneidad de las varianzas. Se pueden verificar las hip6tesis del modelo mediante un andlisis
pormenorizado de los residuos [BOX89, MONO91]. Estos residuos son las cantidades que quedan
después de eliminar las contribuciones sistemdticas del modelo propuesto. Si las hipotesis
relativas al modelo son ciertas, se espera encontrar, aparte de las restricciones impuestas por el
andlisis mismo, que los residuos varien aleatoriamente. Por el contrario, si se descubre que los
residuos contienen tendencias sisteméticas inexplicables, hay que sospechar del modelo. Por lo
tanto, debe construirse y analizarse una tabla de residuos como requisito inprescindible anterior
a cualquier conclusion estadistica. La comprobacion de las hipétesis del modelo se ha realizado
previamente usando el anélisis de los residuos para su verificacion.

Los resultados del estudio ANOVA de la sensibilidad en el caso del aproximador y la serie

temporal, se muestran en la Tabla 3.16, donde se aprecia la F de Snedecor experimental F,, , junto

exp
con el valor p de significaciéon. Como se puede apreciar, el factor y tiene la mayor relevancia
estadistica en la respuesta de sensibilidad del MLP, respecto de los otros factores analizados, ya

que cuanto menor sea el valor p o mayor sea el valor de F,,, mayor es la relevancia del factor

exp?
correspondiente. Se aprecia también que en el caso del aproximador el nimero de neuronas en
la capa oculta apenas influye, de manera que se puede concluir que el hecho de afiadir
arbitrariamente méas neuronas en dicha capa con objeto de aumentar la redundancia de lared no
tiene porqué corresponderse con una disminucién efectiva de la sensibilidad tal como alguna vez
se ha insinuado [NIJ89], a menos que vaya acompafiada de una distribucién adecuada del
aprendizaje entre las neuronas que la constituyen, utilizando un algoritmo apropiado [CHI94].
En el caso del predictor el nimero de neuronas es significativo (p=0.0000) si bien su influencia
es menor comparada a la del resto de los parametros que presentan el mismo valor de p y valores
de F,,, mayores. En [STE90] se prueba que, en el caso de estructuras de tipo Adaline con funcién
de activacion de tipo escaldn, el nimero de neuronas por capa no influye en la probabilidad de

error lo cual parece corroborar las conclusiones obtenidas en nuestro analisis.
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Tabla 3.16. Andlisis de los principales factores que influyen en el error de salida y en la

sensibilidad.
Aproximador Predictor
ECM SSM ECM SSM

Efecto Feo p Fey p Fey p Feo p
principal

a 33.67 | 0.0000 | 43.50 |0.0000 ||138.67 | 0.0000 | 10.04 | 0.0001
B 39.44 | 0.0000 |9.14 0.0001 (1174.68 | 0.0000 [2.51 0.0832
Y 1.51 0.2128 [ 127.67 | 0.0000 [(4.13 0.0068 | 78.74 | 0.0000
N° neuronas | 1.86 0.1580 | 0.27 0.7651 [|11.27 | 0.0000 | 14.85 | 0.0000

Un andlisis similar se ha realizado con el error cuadratico medio de salida. En este caso, tal como
se ve en la Tabla 3.12 el factor y no es estadisticamente relevante, siendo a y 3 los factores con
mayor peso estadistico en la respuesta de error del MLP. Esto también es especialmente
interesante porque nos dice que el nuevo factor, el factor de robustez, apenas afecta al error de
aproximacion en el proceso de aprendizaje, el cual depende fundamentalmente de los factores a

y B

Tabla 3.17. Test de rango multiple para el factor y en el andlisis de la sensibilidad.

Aproximador del seno Serie temporal
Nivel Media Grupos Homogéneos Media Grupos Homogéneos
v=1 1041 X 525 X
v=0.1 1800 X 758 X
v=0 1961 X 882 X
v=0.01 | 1917 X 894 X
Limite para establecer diferencias Limite para establecer diferencias
significativas: = 0.106 significativas: = 0.054

La Tabla 3.17 muestra los tres grupos homdgeneos que se han establecido entre los valores del
factor v en el andlisis de la sensibilidad. Uno de los grupos incluye y=0y y=0.01, y los otros dos
grupos son paray=0.1 y y=1, respectivamente. Entre estos tres grupos no hay interseccién lo cual
significa que los tres grupos son completamente diferentes desde un punto de vista estadistico.
Este hecho indica que la sensibilidad del MLP obtenida tras el aprendizaje con ARR esta
fuertemente afectada por el valor de y utilizado en dicho algoritmo y, asi, se obtienen distintos
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valores de la sensibilidad cuando se modifica el valor de este pardmetro.

3.5.4. Estudio de la tolerancia a faltas de desviacion multiplicativas.

El objetivo de este experimento es demostrar que los perceptrones entrenados con el algoritmo
ARR son més tolerantes a faltas de desviacion multiplicativas. Para ello, hemos simulado
desviaciones de tipo multiplicativo en los pesos de las configuraciones proporcionadas por el
algoritmo clasico (ARC) y el robusto (ARR). Todos los pesos w;™ han sido perturbados dentro
de un rango +6w;;" con 8 variando desde 0.02 hasta 0.4 (desde un 2% al 40% respecto de su valor
nominal). Las Figuras 3.10 y 3.11 muestran respectivamente el incremento del error cuadratico
medio y del error relativo de salida frente a desviaciones en los pesos en el caso del aproximador
de la funcion seno para los MLPs entrenados con ambas reglas. Estos resultados estdn
promediados sobre 40 conjuntos de pesos para cada regla, y para cada valor de 6 se han
considerado 20 pruebas (cada prueba consiste en una variacion aleatoria de todos los w;"™ dentro
del rango correspondiente).

Degradacion del error de salida
T T T T T
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0 oo I I I I I I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Desviacion en los pesos

Figura 3.10. Incremento del error cuadratico medio del aproximador

Se observa que la degradacion de las prestaciones en los perceptrones entrenados con ARR es
mucho menor que en aquellos entrenados mediante la regla cldsica (ARC). Las Figuras 3.12 a
3.15 muestran resultados similares obtenidos con los ejemplos del predictor y del clasificador,
respectivamente. En el caso del clasificador, aunque el efecto no sea tan evidente como en los
otros anteriores se observa como incluso, aunque inicialmente las prestaciones obtenidas con el
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algoritmo clasico son mejores que las obtenidas mediante el algoritmo robusto, al crecer las
desviaciones, las prestaciones de las configuraciones obtenidas mediante ARC se degradan en
mayor grado respecto de las de los perceptrones entrenados usando la regla ARR.
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Figura 3.11. Incremento del error relativo en el aproximador.
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Figura 3.12. Incremento del error cuadratico medio en el predictor.
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Figura 3.13. Incremento del error relativo en el predictor.

La Figura 3.14, correspondiente al clasificador del problema de las 2 espirales, se refiere al error

0.35

0.4

de clasificacion, el cual es intrinsecamente bastante tolerante a desviaciones respecto a los otros

ejemplos. Esto se debe a que aunque el clasificador en vez de dar una salida de 1.0 dé una salida
de 0.7, el patrén sigue clasificindose bien, pero incluso en este caso una menor sensibilidad

estadistica media implica una menor degradacién de sus prestaciones.
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Figura 3.14. Incremento del error de clasificacion en el clasificador.
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Figura 3.15. Incremento del error relativo en el clasificador.

3.5.5. Estudio de la tolerancia a faltas de anclaje.

También hemos estudiado el efecto de la tolerancia de los perceptrones cuando se ven afectados
por faltas catastréficas [BER93]. De esta forma, hemos simulado faltas de anclaje a 0 de las
neuronas de la capa oculta. Este tipo de falta simula la desconexion fisica de la red de una unidad
neuronal de forma que su salida se fija al valor O para cualquier valor de las entradas [FEL91].
Este tipo de faltas es considerado en [STE90], si bien en el contexto de la mayoria de las
implementaciones fisicas de RNAs resultan ser poco realistas [EDW95].

En la Tabla 3.18 se muestran los valores del error cuadratico medio (ECM) o error de
clasificacion (EC) que presentan los MLPs considerados tras el entrenamiento con ARC y ARR.

La Tabla 3.19 muestra la variacion de las prestaciones de los MLPs en cuanto a error de salida
en funcion del nimero de neuronas ancladas a 0 simultineamente, para los tres problemas
considerados, el aproximador, el predictor y el clasificador. En el caso del clasificador, la Tabla
3.19 se refiere al error de clasificacion. Los resultados muestran el incremento relativo del error,
que viene dado por la expresion (3.18) y que se encuentra promediado tal como se ha descrito en
el Apartado 3.5.4, es decir, sobre 40 configuraciones de pesos para cada una de las dos reglas.
Las neuronas ancladas se han escogido aleatoriamente, realizandose 20 pruebas distintas para
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cada numero considerado de neuronas a anclar y cada configuracién de pesos considerada .

Tabla 3.18. Error de salida en ausencia de faltas de anclaje.

Aproximador Predictor de la Clasificador

del seno serie temporal (2 espirales)
ECM ECM EC (%)
ARC 0.00059 0.00011 8.31 %
ARR 0.00042 0.00010 10.81 %

Tabla 3.19. Incremento relativo del error en presencia de faltas de anclaje.

Aproximador del seno Predictor de la serie Clasificador
temporal (2-espirales)
N° neuronas ARC ARR ARC ARR ARC ARR
ancladas a 0
0 0 0 0 0 0 0
1 83.88 62.07 139.09 33.30 1.29 0.82
2 133.47 108.93 260.91 78.80 2.21 1.47
3 163.51 137.81 368.09 106.70 2.99 2.01
4 197.63 173.10 472.00 145.00 3.65 2.54

Los resultados muestran que incluso en el caso de faltas de anclaje, los perceptrones entrenados
mediante ARR mantienen mejor las prestaciones que los entrenados mediante un algoritmo
clasico. Por ejemplo, con 1 tnica neurona anclada a 0, el MLP entrenado con ARC,
correspondiente al predictor de la serie temporal, presenta un ECM igual a 0.015 (136 veces
mayor que el ECM en ausencia de faltas), mientras que el entrenado con ARR presenta un ECM
igual a 0.00343 (34.3 veces mayor que el ECM nominal). Con 3 neuronas ancladas a cero, el
aproximador del seno proporciona con ARC un ECM igual a 0.09706 (164 veces mayor que el
ECM nominal) mientras que con ARR el ECM es igual a 0.0583 (139 veces mayor).

En el caso del clasificador, el error de clasificaciéon cuando hay neuronas ancladas a cero es
similar para los perceptrones entrenados con ambas reglas, aunque el incremento del error
relativo es menor en el caso del MLP entrenado con ARR (es decir, se degrada menos respecto
del EC nominal). En realidad, el error cuadritico medio en presencia de faltas de anclaje es
inferior en el caso de ARR. La explicacion de este hecho es la misma que se dio en el apartado
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anterior: un clasificador es por naturaleza mds tolerante a fallos puesto que el error de
clasificacion tiene un amplio margen de respuesta respecto a un aproximador o un predictor. Para
implementaciones de este tipo, quizds seria posible definir de otra forma la sensibilidad
estadistica de manera que se obtuviera un algoritmo similar en el caso de clasificadores, mas
adecuado a su naturaleza. Por ejemplo en el caso de que la red actuase como codificador seria
mas adecuado ponderar las salidas segun el nimero de bit que representen.

3.6. CONCLUSIONES

En este capitulo se ha presentado un algoritmo de retropropagaciéon modificado al que hemos
llamado Algoritmo de Retropropagacion Robusto (ARR). Este algoritmo mantiene las mismas
prestaciones en cuanto a aprendizaje que los algoritmos cldsicos (ARC) pero proporciona
configuraciones de pesos que presentan una menor sensibilidad de red, esto es, la red resultante
tiene una mayor tolerancia a desviaciones en los pesos de las neuronas que la constituyen.

Este nuevo algoritmo se basa en la modificacion de la regla cldsica de aprendizaje mediante la
adiciéon de un nuevo factor, llamado factor de robustez, el cual se obtiene a partir de la
sensibilidad de lared. Las expresiones se han particularizado para los dos modelos de desviacion
introducidos en el Capitulo 2, el modelo aditivo y el multiplicativo. Se han considerado
perceptrones con una capa oculta ya que por las razones que se han expuesto, en este tipo de
perceptrones los cdlculos involucrados se simplifican y requieren una menor cantidad de recursos
de memoria respecto a MLPs con un niimero mayor de capas, si bien esta misma metodologia
podria aplicarse a estos ultimos.

En los resultados obtenidos se observa que:

A) Los perceptrones entrenados con ARR mantienen las mismas prestaciones de
aprendizaje respecto a los entrenados con ARC.

B) Los perceptrones entrenados con ARR presentan una menor sensibilidad a
desviaciones que los obtenidos mediante ARC. Esta diferencia en prestaciones es
estadisticamente significativa.

C) Los perceptrones con menor sensibilidad mantienen mejor las prestaciones de
aprendizaje cuando los pesos son desviados segun los modelos de error considerados.

D) Los perceptrones con menor sensibilidad mantienen mejor las prestaciones de
aprendizaje incluso en presencia de faltas de anclaje.
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E) El factor de robustez introducido en la regla de aprendizaje es el principal responsable
de obtener mayor tolerancia a fallos y, ademas, su efecto sobre el error cuadritico medio
es practicamente despreciable.

F) El incremento arbitrario del nimero de neuronas no implica necesariamente que las
redes sean mds robustas.

Los hechos E) y F) se han comprobado estadisticamente a partir de un anélisis de la varianza
practicado con objeto de estudiar la influencia de los factores que intervienen en la regla de
aprendizaje.

El algoritmo propuesto puede ser considerado como una técnica de regularizacion [MAQO93]. De
este modo, el nuevo término actuaria como estabilizador suavizando la superficie de error de
salida.

En principio, la influencia del término de gradiente afiadido a la regla de aprendizaje es la de
impedir que los valores de los pesos alcancen magnitudes grandes, pero en combinacidn con las
contribuciones correspondientes a los términos responsables del aprendizaje se alcanza una gran
sinergia, de forma que se consiguen configuraciones de pesos con un reparto mas uniforme del
aprendizaje, alcanzdndose asi una mayor tolerancia a faltas (paramétricas y catastréficas).



Capitulo 4

Minimizacion de la
Sensibilidad Cuadratica Media
a Desviaciones en los Pesos:
Regla ARRW

En el presente capitulo se mostrara la relacion existente entre el error cuadratico medio de una
red sujeta a perturbaciones y la sensibilidad estadistica. La Seccidn 4.1 muestra esta relacion y
presenta una nueva figura de mérito para medir la tolerancia de la red a la que llamaremos
“Sensibilidad Cuadratica Media” (SCM). A partir de la evaluacién de la SCM es posible predecir
el comportamiento de un MLP frente a perturbaciones en sus pesos. Los resultados
experimentales que prueban este resultado se presentaran en la Seccién 4.2. La sensibilidad
cuadratica (SCM) constituye una medida de la tolerancia mas conveniente que la sensibilidad
estadistica media (SSM). Esta nueva magnitud se calcula a partir de la sensibilidad estadistica
de las neuronas de salida, asi que usando la misma filosofia que en el capitulo anterior, en la
Seccién 4.3 se desarrollard un nuevo algoritmo de entrenamiento, ARRW, que es similar al
algoritmo ARR, pero que trata de minimizar la sensibilidad cuadritica media en lugar de la
sensibilidad estadistica media. ARRW presenta la ventaja de implicar expresiones menos
costosas computacionalmente para el cilculo del gradiente manteniendo las mismas prestaciones
que el algoritmo ARR. En la Seccién 4.4 se mostraran los resultados experimentales obtenidos
usando ARRW sobre distintos MLPs, probando la eficacia del algoritmo propuesto.
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4.1 RELACION ENTRE LAS PERTURBACIONES DEL ERROR CUADRATICO
MEDIO Y LA SENSIBILIDAD ESTADISTICA

Las prestaciones en cuanto a aprendizaje se suelen medir usando el error cuadritico medio &.
Durante el aprendizaje cada patrén de entrenamiento p es presentado a la red y se calcula el error
cuadratico &(p) con objeto de modificar los pesos utilizando una técnica de descenso de
gradiente. El valor de &(p) para un perceptréon con M capas viene dado por:

&(p) = % Z(dxp) - M)y 4.1)

donde N,; indica el nimero de neuronas de salida, y;"'(p) es la salida de la neurona i para el
patrén de entrada p y di(p) es la salida deseada de la neurona 1 para ese patron.

El objetivo durante el aprendizaje es el de minimizar el error cuadratico medio. De esta forma,
como figura de mérito para indicar la calidad del entrenamiento se utiliza la media de (4.1) sobre
un conjunto de N patrones, ya sean los del conjunto de entrenamiento (error cuadratico medio
de entrenamiento) o del conjunto de test (error cuadratico medio de test).

Asf pues, considerando un conjunto con N, patrones se define el error cuadrético medio (ECM)
como:

p NM

Z dp) - ")’ (4.2)

i=

=

1

pI=

> &p) =

8:

i sz

L
N,

[

Silared, previamente entrenada, estd sujeta a desviaciones en los pesos, la salida esperada y,*(p)
variard en una magnitud Ay,™(p) y por tanto, el error cuadratico medio nominal se modificard
y las prestaciones correspondientes al aprendizaje en general se degradadaran.

Si se realiza un desarrollo de Taylor del error cuadratico medio de la red sujeta a desviaciones,
g’, respecto del error nominal tras el entrenamiento, g, se obtiene la siguiente expresion

1 Nh NM a ) Np NM NM 82 )
R 3 Y N > 3 S A
2N, p=1 it gyM 4N, p=1 1A ayl.Maij
4.3)
1 & & M M 1 & & M
=gyt —— 3 Y 24 -y Ay e —— 33 2 Wy ) + 0
2Np p=1 i=1 4Np p=1 i=1

Si ahora se calcula el valor esperado de €’ y, teniendo en cuenta que, para los modelos de
desviacion aditivo y multiplicativo considerados en el Capitulo 2, se cumple que:
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a) E[AyM] = 0 Vi,M segtn la Proposicién 2.1.
b) E[(AyM)*] =(cS;™)?, segiin se desprende de la definicién de sensibilidad estadistica y
de la expresion 2.29, siendo S;M 1a sensibilidad de la neurona i perteneciente a la capa de

salida M y o la desviacion tipica de las perturbaciones en los pesos.

Entonces, considerando a) y b) se puede obtener el valor esperado de €’, E[¢’] expresado como:

=

p NM

(s.My? (4.4)

i=1
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p
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Notese que el segundo sumando de la expresion (4.4) depende de las sensibilidades estadisticas
de las neuronas de salida y que, por similitud con (4.2), permite definir una nueva figura de
mérito a la que llamaremos Sensibilidad Cuadrdtica Media de la red (SCM), cuyo valor viene

dado por:
1 Np Ny
scM = — Y Y sMy? (4.5)
2N, p21 =

Puede observarse que la sensibilidad cuadrética media constituye una magnitud més apropiada
para medir la tolerancia a desviaciones de la red que la sensibilidad estadistica media, puesto que
su relacién con la degradacion del error cuadratico medio es directa..

Considerando la expresion (4.5), el valor esperado del ECM degradado puede expresarse de
forma compacta como:

E[e] = g, + o> SCM (4.6)

De esta manera, conociendo el ECM nominal obtenido tras el entrenamiento (g,) y la sensibilidad
cuadratica media (SCM) es posible predecir el comportamiento del MLP cuando sus pesos estan
sujetos a perturbaciones de tipo aditivo o multiplicativo con desviacion tipica igual a ¢. Esto es
especialmente relevante en el caso de que el entrenamiento se realice sobre un computador y los
pesos deban ser trasladados a una implementacion analdgica cuyos componentes electrénicos
tengan un margen de tolerancia dado, ya que se puede conocer con precision como se vera
degradado el ECM usando (4.6) y particularizando la SCM para el modelo multiplicativo de
desviacion.

Otro aspecto interesante es que esta expresion muestra el hecho de que una menor sensibilidad
cuadratica media implica una menor degradacién del error de salida cuando la red es perturbada
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por desviaciones en sus pesos, por lo que queda claro que, a igualdad de prestaciones en cuanto
a aprendizaje, es mejor escoger aquella que presente una menor sensibilidad. Utilizando la
expresion (4.6) se puede discernir incluso entre configuraciones de pesos que, a pesar de
proporcionar peores prestaciones nominales en cuanto a error de salida, por tener una menor
sensibilidad se van a comportar mejor frente a perturbaciones y van a proporcionar mejores
prestaciones si la configuracion va a ser trasladada a una implementacion fisica concreta con un
margen de tolerancia analdgica en sus elementos conocido de antemano.

Debe recordarse que la sensibilidad estadistica mide como varia la salida de la red cuando varian
los valores de sus pesos y no debe confundirse con la sensibilidad de salida, tal como se utiliza
en diversas publicaciones [EDW95]. La sensibilidad de salida, definida como la derivada de la
salida de la red respecto de los valores de los pesos, mide la dependencia de esta salida respecto
del valor de tales pesos. En [EDW95] se presenta un procedimiento similar al algoritmo ARR,
que incluye un término a la regla de aprendizaje, el cual trata de minimizar la sensibilidad de
salida. Esta minimizacion tiende a hacer independiente la salida del valor de los pesos, por lo que
se opone al aprendizaje para de esta manera conseguir una mejor distribucidon del mismo entre
los pesos que forman la red ya que cabe esperar que al penalizar aquellos pesos mas influyentes
en el reconocimiento de un determinado patrén, se fuerza al resto de los pesos a aprenderlo. Sin
embargo, a partir de los resultados mostrados se observa que esto provoca una degradacién de
las prestaciones de aprendizaje y que, por otro lado, el aumento de la tolerancia a fallos es
pequefio frente al obtenido con el algoritmo cldsico ARC. Téngase también en cuenta, que
aunque un peso no influya en la salida correspondiente para un determinado patrén de entrada,
sin embargo una ligera variacion en el valor de dicho peso puede producir grandes cambios en
la salida.

En el algoritmo ARR sin embargo, lo que se minimiza junto al ECM, es la sensibilidad
estadistica, es decir, las variaciones en la salida frente a cambios en los valores de los pesos y se
ha visto que se obtienen valores para los pesos que, sin perjudicar al aprendizaje, son estables
frente a variaciones en dichos valores, y por tanto se ven menos afectados cuando estan sujetos
a perturbaciones. A diferencia del procedimiento anteriormente comentado, el incremento de la
tolerancia a fallos no se hace a costa de oponerse al aprendizaje, sino tratando de que todos las
neuronas presenten un valor pequeio de sensibilidad estadistica. De esta manera se consigue
repartir el aprendizaje uniformemente entre las neuronas de la red usando condiciones que
consideramos menos restrictivas que las utilizadas por el algoritmo presentado en [EDW95].

En la seccion siguiente se describen experimentos que muestran la validez de la expresion (4.6).
Para ello se han perturbado los pesos de diversos perceptrones previamente entrenados y se ha
comparado el valor obtenido para el ECM usando la expresion (4.6) con el obtenido a partir de
su calculo directo mediante (4.2).
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4.2. VALIDACION DE LA EXPRESION PARA EL ERROR CUADRATICO SUJETO
A PERTURBACIONES

En este apartado se va a comprobar la validez de la expresion (4.6) obtenida en el apartado
anterior sobre distintos perceptrones. La expresion (4.6) se puede aplicar a los dos modelos de
desviacion considerados, el aditivo y el multiplicativo, sin mds que sustituir las expresiones
correspondientes a la sensibilidad estadistica de las neuronas de salida para un modelo u otro en
el calculo de (4.5).

En los experimentos realizados se parte de perceptrones que presentan un error cuadratico medio
nominal g, tras el entrenamiento. En cada test, los valores de los pesos de estos perceptrones van
a ser modificados segin el modelo aditivo o multiplicativo, aplicando a cada peso una
perturbacion aleatoria con desviacion tipica o. Asi, para un valor determinado de o, se calcula
experimentalmente el valor del ECM, ¢’, a partir de (4.2). El valor esperado del ECM degradado,
E[€’], se calcula como la media de €’ sobre un determinado nimero de tests, donde cada test
consiste en una perturbacion aleatoria de todos los pesos del MLP. Este ultimo resultado se
compara con el resultado de la evaluacién directa de la expresion (4.6) para el valor de o
considerado.

Como ejemplos se han tomado un perceptrén que aproxima la funcién seno [SUD94] y otro que
predice la serie de Mackey-Glass [WAN94]. La estructura de ambos aparece descrita en la Tabla
3.3 del Capitulo 3. Recordemos que el aproximador del seno recibe como entrada la variable
independiente y proporciona el valor del seno de dicha variable en su salida. El predictor de la
serie temporal recibe a la entrada el valor de la serie para tres valores consecutivos y proporciona
a la salida el valor de la siguiente iteracion.

En primer lugar se van a mostrar resultados usando el modelo de desviacion aditivo en 4.2.1 y,
a continuacion, los obtenidos usando el modelo multiplicativo en 4.2.2.

4.2.1. Modelo de desviacion aditivo

Tal como se ha descrito anteriormente, los valores nominales de los pesos obtenidos tras el
entrenamiento son perturbados en cada test. De este modo, acorde con el modelo de desviacién
aditivo, en cada test todos los pesos w;;" toman un valor w;" + 6 siendo 3 una variable aleatoria
con desviacion tipica ¢ y media cero. El valor esperado del error cuadrético medio degradado de
la red para cada valor de ¢ se calcula como la media de este error sobre 100 tests, donde cada test
implica una perturbacién aleatoria de los pesos segun se ha descrito.
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La Tabla 4.1 muestra los valores obtenidos para el ECM nominal (g,) y la SCM. Ambas
magnitudes se han calculado sobre el conjunto de patrones de test una vez finalizado el
entrenamiento (los patrones de test son distintos de los usados durante el entrenamiento).

Tabla 4.1. Error cuadratico medio y sensibilidad cuadratica media nominales.

Aproximador Predictor
B 0.001 0.0004
|| SCM 0.1922 0.1347

Enla Tabla 4.2 se presentan los valores obtenidos mediante el cdlculo directo de E[€’] junto con
el intervalo de confianza al 95% , y los valores predichos mediante la expresion (4.6) para
distintos valores de o. Se aprecia que el valor predicho se aproxima fielmente al valor
experimental obtenido mediante el cdlculo directo, tanto mas cuanto menor sea el valor de c.
Recordemos que para el cédlculo de la sensibilidad estadistica se supusieron desviaciones
pequefias y que, por tanto, al crecer las desviaciones el modelo deja de ser védlido. Aun asi
constituye una medida bastante precisa.

Tabla 4.2. Comparacion entre E[¢’] predicho y experimental.

Aproximador Predictor
o) E[¢’] predicho | E[g’] experimental E[¢’] predicho E[¢’] experimental
(x le-3) (x le-3) (x le-3) (x le-3)
0.01 1.029 1.030 £0.011 0.444 0.444 £ 0.015
0.02 1.087 1.097 £ 0.028 0.484 0.499 +0.032
0.03 1.183 1.296 + 0.094 0.552 0.593 +0.056
0.04 1.317 1.363 +0.090 0.646 0.683 +0.091
0.05 1.49 1.632 £0.145 0.767 1.068 +0.185
0.06 1.702 1.864 +£0.203 0.915 1.168 £ 0.264
0.07 1.952 1.993 £0.212 1.09 1.274 £0.188
0.08 2.24 2218 £0.241 1.293 1.585 +£0.284
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En las figuras 4.1 y 4.2 se representan los valores predichos y calculados mediante simulacién
para distintos valores de o. Los valores calculados experimentalmente se muestran con el
intervalo de confianza al 95% obtenido sobre 100 muestras. La Figura 4.1 se refiere al
aproximador de la funcién seno. Puede apreciarse que la curva obtenida mediante la expresion
(4.6) se aproxima bastante a la experimental hasta un valor de ¢ igual aproximadamente a 0.5.
Téngase en cuenta que a partir de ese valor de ¢ el ECM se ha hecho unas 50 veces mayor que
el obtenido tras el entrenamiento por lo que las prestaciones se degradan fuertemente y
posiblemente el MLP se deba descartar.

El caso del predictor de la serie temporal puede apreciarse en la Figura 4.2. Se observa un
comportamiento similar al descrito anteriormente si bien la aproximacion del valor predicho al
calculado es valido hasta un valor de ¢ igual a 0.6, en cuyo caso el error cuadratico medio se ha
hecho unas 100 veces superior al nominal.

Aproximador de la funcion seno
012 T T T T T T T

Valor experimental +o—
Valor predicho ----

0.1 | A
0.08 |-

0.06

Error cuadratico medio
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ﬁ@ﬁﬁﬁ
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Desviacion tipica de las perturbaciones aditivas en los pesos

Figura 4.1. Error cuadritico medio experimental y predicho frente a
c.

En ambos casos se muestra la validez de la expresion (4.6) para el caso de desviaciones aditivas,
al menos hasta un punto critico en el que las prestaciones de la red se han degradado bastante
debido a la magnitud de las desviaciones en sus pesos. Recordemos que el modelo de error
aditivo supone sumar al valor del peso una determinada perturbacion y sus efectos no son
lineales. Su efecto puede ser tal que no sélo varie la magnitud del peso sino incluso su signo con
lo cual su contribucién a la funcién de activacion puede ser critico. De esta manera, predecir el
error cuadratico medio para perturbaciones grandes es muy dificil. Aun asi, los resultados
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obtenidos son fiables para perturbaciones que, aunque no grandes en magnitud, si producen
degradaciones tan importantes que convierten el MLP en inservible, por lo que para efectos
practicos la relacién (4.6), en este caso particularizada para desviaciones de tipo aditivo,
constituye una medida apropiada predecir el ECM, y por tanto, el uso de la SCM como medida
de la tolerancia del MLP es apropiado.

Predictor de la serie temporal
01 T T T T T T T

Valor experimental +o—
Valor predicho ---- |

Error cuadratico medio
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o
(5]
T
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Desviacion tipica de las perturbaciones aditivas en los pesos

Figura 4.2. Error cuadritico medio experimental y predicho frente a
c.

4.2.2 Modelo de desviacion multiplicativo

En el caso de desviaciones multiplicativas en los pesos en cada test todos los pesos w;™ se
modifican a valores w;" (1+0) siendo 6 una variable aleatoria con desviacion tipica ¢ y media
cero. El valor esperado del error cuadratico medio de la red perturbada para cada valor de ¢ se
calcula como la media de este error sobre 100 tests, donde en cada test se realiza una
perturbacién aleatoria de todos sus pesos seguin el modelo multiplicativo. Este modelo de error
es especialmente interesante por su relacién con el margen de tolerancia en el caso de
componentes analdgicas. El valor de o representa el valor de la tolerancia, por lo que cuando los
pesos se obtienen mediante simulaciéon en un ordenador y han de ser traspasados a una
implementacion analdgica cuyos componentes presentan un valor de tolerancia conocido, la
expresion (4.6) permite predecir cuales serdn las prestaciones esperadas para dicha
implementacion.
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La Tabla 4.3 muestra los valores obtenidos para el error cuadritico medio nominal g,y la
sensibilidad cuadratica media tras el entrenamiento. Se puede observar que el valor de SCM es
de 4.2968 en el caso del aproximador del seno lo que va a implicar una rdpida degradacion de
las prestaciones al crecer el valor de las perturbaciones en los pesos. En cambio, para el predictor,
S.,, toma un valor de 0.4597 por lo que sus prestaciones serdn degradadas en menor cuantia.

Tabla 4.3. Error cuadratico medio y sensibilidad cuadratica media nominales.

Aproximador Predictor
€ 0.001 0.0004
" SCM 4.2968 0.4597

La Tabla 4.4 muestra algunos ejemplos de valores predichos y simulados para distintos valores
de c. Como se ha mencionado antes ¢ se puede identificar como la tolerancia analdgica y por
ello, en la Tabla 4.4 se muestra el valor de la misma expresada en %. El valor esperado del ECM
de lared perturbada, E[€’], se presenta con el correspondiente intervalo de confianza al 95%. Este
valor se ha calculado sobre 100 muestras.

Tabla 4.4. Comparacion entre E[¢’] predicho y calculado.

Aproximador Predictor

Tolerancia (%) || E[€’] predicho | E[g’] E[¢’] predicho | E[g’]
(x Ie-3) experimental (x 1e-3) experimental

(x le-3) (x 1e-3)

0.6 1.164 1.155 £ 0.058 0.447 0.440 + 0.008
1.2 1.628 1.459 £0.127 0.496 0.502 +0.020
1.8 2.402 1.941 £0.214 0.579 0.610 + 0.064
24 3.485 2.934 +0.450 0.633 0.677 +0.103
3 4.877 4.045 + 0.823 0.844 0.853 +0.140
3.6 6.578 5.507 £ 1.465 1.026 0.997 £ 0.160
4.2 8.589 7.806 + 1.633 1.241 1.235 +0.233
4.8 10.91 11.71 +3.07 1.489 1.420 + 0.247
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En el caso del aproximador, al degradarse el ECM réapidamente, el valor predicho difiere en
mayor cuantia del valor experimental aunque, sin embargo, estd dentro del intervalo de
confianza. En cambio, en el caso del predictor los valores predichos y experimentales
practicamente coinciden.

En las Figuras 4.3 y 4.4 se representan los valores predichos y calculados mediante simulacién
para distintos valores de ¢ para el aproximador de la funcién seno y el predictor de la serie

temporal. Se muestran también los margenes de error obtenidos para cada punto experimental.
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Figura 4.3. Error cuadratico medio experimental y predicho frente a
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Figura 4.4. Error cuadratico medio simulado y predicho frente a c.

0
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En el caso del aproximador (Figura 4.3) puede comprobarse que la expresion (4.6) constituye una
buena aproximacion para valores de ¢ de hasta 0.08 aproximadamente. Para dicho valor de ¢ las
prestaciones ya se han degradado bastante y la aproximacién no sigue siendo tan exacta. En
cambio, en el caso del predictor (Figura 4.4) la expresion (4.6) es vélida hasta valores de ¢ del
orden de 0.24, o lo que es lo mismo, para un valor de tolerancia en los componentes analégicos
del orden del 24%. Noétese que la validez de la expresion (4.6) depende de la magnitud de la
degradacion y, por tanto del valor obtenido para la sensibilidad cuadratica media, lo cual indica
que cuanto menor sea el valor de la SCM mayor sera la validez de la expresion (4.6) ya que la
red se degrada menos. Por otra parte, para valores de ¢ en los cuales la aproximacion deja de ser
valida, el ECM se ha degradado tanto que el MLP posiblemente sea inservible. De esta forma,
de manera idéntica a como se concluy6 en el Apartado 4.2.1, en la préctica, la tolerancia de
MLPs sujetos a desviaciones multiplicativas puede ser evaluada fielmente mediante la SCM
particularizada para este tipo de desviaciones, y mediante (4.6) puede predecirse la degradacion
correspondiente al ECM para un valor determinado en tales desviaciones.

De cualquier forma en las Figuras 4.1 a 4.4 se aprecia que el valor predicho constituye una cota
superior, por lo que el ECM esperado no va ser mayor que el valor predicho por lo que atin para
grandes desviaciones la SCM es una figura de mérito razonable para evaluar la tolerancia de un
MLP.

4.3. MINIMIZA CION DE LA SENSIBILIDAD CUADRATICA MEDIA. ALGORITMO
ARRW.

En el Capitulo 3 se present6 el algoritmo ARR y se mostré su eficacia para obtener
configuraciones de pesos que, sin afectar a las prestaciones de error de salida, presentaban una
menor sensibilidad estadistica y, por tanto, una mayor tolerancia a desviaciones en los pesos. En
el Apartado 4.1 se ha obtenido una relacion directa entre el error cuadratico medio y una nueva
magnitud a la que hemos llamado sensibilidad cuadratica media (SCM). La SCM se obtiene a
partir de la sensibilidad estadistica de las neuronas de salida y por tanto, parece obvio que la
minimizacion de una implica la minimizacién de la otra. Ademads, puesto que la SCM es una
medida mds apropiada de la tolerancia a desviaciones, por su relacion directa con el ECM de la
red sujeta a desviaciones, parece méas apropiado desarrollar un algoritmo que minimice dicha
magnitud.

Como la sensibilidad se calcula como el producto de una raiz cuadrada por la derivada de la
funcidn de activacion segun las expresiones (2.27) y (2.28), en el valor de la SCM desaparece
la raiz cuadrada y, por tanto, las expresiones del gradiente de la misma son més sencillas con lo
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que su costo computacional se reduce también.

En este apartado se va a introducir una regla de aprendizaje similar a la presentada en el Capitulo
3, en la que ademds del error cuadratico medio se va a minimizar la sensibilidad cuadrética
media a desviaciones en los pesos. Este algoritmo se puede considerar una técnica de
regularizacion explicitamente especificada, ya que junto al error cuadratico medio se va a
minimizar un estabilizador de segundo orden afiadido explicitamente [MAQ93].

4.3.1 Algoritmo de Retropropagacion Robusto frente a desviaciones en los pesos (ARRW)

En el algoritmo ARC se modifican los valores de los pesos siguiendo una algoritmo de descenso
de gradiente en el cual se busca la minimizacién del ECM que presenta la red a un conjunto de
patrones de entrada. De esta manera, cada vez que se presenta un patrén, se calcula el error
cuadrético entre las salidas obtenidas y deseadas para el mismo, y los pesos se modifican para
minimizar dicho error cuadrético.

Vista la relacion obtenida entre la degradacién del error cuadratico medio y la sensibilidad
cuadratica media cuando los pesos se perturban, se define el error cuadrético instantdneo en
presencia de perturbaciones €’(p) como:

2

NM
Y s )y 4.7)
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2 4

NM
£(p) - % > @) - ")+

donde y(p) y d(p) constituyen las salidas obtenidas y deseadas de las neuronas de salida (capa
M) para el patrén de entrada p y S;M(p) es la sensibilidad estadistica de la neurona de salida i para
el patrén de entrada p. Notese que la expresion (4.7) indica que al error cuadratico nominal (en
ausencia de perturbaciones) se le suma un término que depende de la sensibilidad cuadratica y
que mide lo que variard el error cuadrético si se producen desviaciones de orden .

La minimizacién de la expresion (4.7) implica la reduccion del error cuadrético asi como de la
sensibilidad cuadratica de la red. Nétese la similitud con la regla de aprendizaje robusto ARR,
propuesta en el Capitulo 3. Si identificamos el valor de o* con el factor de robustez y, y teniendo
en cuenta que la sensibilidad estadistica es una magnitud positiva obtenemos una regla totalmente
andloga.

Sin embargo en la nueva regla propuesta (ARRW) se minimiza la siguiente expresion:

NM NM
£(p) - % Yo @® - yor 1Y s ) (4.8)
i=1

i=1
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donde a y le seguimos llamando factor de robustez y varia dindmicamente durante el
entrenamiento segun la expresion (3.5) con objeto de mantener la jerarquia de objetivos a
minimizar durante el proceso de aprendizaje y asegurar la convergencia de la solucion.

A continuacién se va a proceder al cdlculo del gradiente de la sensibilidad cuadratica para
perceptrones con una séla capa oculta considerando los modelos aditivo y multiplicativo. La
sensibilidad cuadratica instantdnea se define como:

S, %f 52 (4.9)

4.3.2. Calculo del gradiente de la sensibilidad cuadratica usando el modelo aditivo

El objetivo es obtener el gradiente de la expresion (4.8) para un perceptrén de tres capas y
considerando el modelo aditivo de desviaciones en los pesos. De forma similar a como se hizo
en el capitulo anterior se va a calcular el gradiente para las neuronas de salida en primer lugar y,

a continuacion el gradiente para los pesos de la capa oculta.

Recordemos que la sensibilidad estadistica de una neurona i de la capa oculta (capa 1) viene dada
por la siguiente expresion:

S; = of (Y6 (4.10)

y la sensibilidad de las neuronas de la capa de salida (capa 2) por:

Ny
= aflz J Z ((yjl)2 (WUS/ )2) (4.11)
i1

Como se trata de minimizar la expresion (4.9), si se sustituye la expresion (4.11) en (4.9) se
obtiene:

N2 Nl
5. =5 > | @ L) - orish (4.12)
r= j=1
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4.3.2.1 Calculo del gradiente para los pesos de las neuronas de salida

Considerando un peso w; > que conecta una neurona de salida i con una neurona k de la capa
oculta, se tiene que:

: d(s;
@s ), = 1Ly - 1A
2 dwl,i r=1 2 dwii
N
d 1
= S @ 5 X s (4.13)

dw;, J=1
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Obsérvese que al igual que se hizo en el Apartado 3.3 se ha tomado la derivada de la funcién de
activaciéon como una constante. A la vista de la expresion (3.12) se aprecia la similitud con la
expresion (4.13) si bien esta tltima es mds sencilla y menos costosa computacionalmente por
haber una divisién menos.

4.3.2.2 Calculo del gradiente para los pesos de las neuronas de la capa oculta

Considerando un peso w,,' que conecta la neurona i de la capa oculta con la entrada k, se va a
proceder al cdlculo del gradiente de la sensibilidad de la red respecto de los pesos de la capa
oculta de forma similar a como se ha realizado en el caso de los pesos pertenecientes a las
neuronas de la capa de salida:
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En resumen, los pesos de las neuronas deben ser modificados segun indican las expresiones
(4.13) y (4.14) para minimizar la sensibilidad cuadratica cuando se considera un modelo aditivo
de desviaciones en los pesos. Obsérvese de nuevo la similitud con las expresiones del gradiente

de la sensibilidad estadistica obtenidas en el Apartado 3.2.1.

4.3.3. Calculo del gradiente de la sensibilidad cuadratica usando el modelo multiplicativo

En el Capitulo 2 se obtuvieron las expresiones de la sensibilidad estadistica cuando se considera

un modelo de desviacion multiplicativo y éstas vienen dadas para las neuronas de la capa oculta

por:

Ny

s; =of (|20 w)?

j=1

y para las neuronas de la capa de salida por:

Nl
S; = o JZ(w,i)Z ;7 + (5H)
je1

para la neurona de salida en MLPs con una capa oculta.

(4.15)

(4.16)
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4.3.3.1. Calculo del gradiente para los pesos de las neuronas de salida

Considerando un peso w; > que conecta la neurona de salida i con la neurona k de la capa oculta,
se obtiene:

& (S22
W) = L4y oL (S;)
2 dwl.i r=1 2 dwli
1 ) . 2
= _ a @ . S
2 @) dw; 121:( ”) ((y/) %) )
1

= @D 2 W)+ DD

= @D wi () + (SH

4.3.3.2. Calculo del gradiente para los pesos de las neuronas de la capa oculta

Considerando un peso w,,' de una neurona de la capa oculta i mediante el cual se conecta a la
entrada k, se debe calcular la siguiente expresion:

(VS)y = = —— (Z( ) = Z(af Pt Z(wr,)z (@2 + (P

1

2 dwlk r=1 dwlk j=1

Ny al dy! ds,
y

@Y Lowy 2y e 2]

1
204 = dw, dwy

N 1 1
dy. das.
Y @R wr o D
= dw! dw! (4.18)

= |y o v v sl

N2
Y &) wi?
r=1

NZ
= o y. 0+ we o ¥DY @) )
r=1
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De forma similar a como se hizo en la regla ARR los valores calculados con las expresiones
(4.16) y (4.17) se utlizan durante el aprendizaje tras presentar un patrén de entrada para modificar
los valores de los pesos. Estos valores se ponderan con el valor del factor de robustez y para
mantener debidamente la jerarquia de objetivos a minimizar. Las expresiones (4.16) y (4.17) son
muy similares a las obtenidas para el gradiente de la sensibilidad estadistica del Capitulo 3, y por
tratarse la sensibilidad de una magnitud positiva las prestaciones de la nueva regla, donde se
minimiza la sensibilidad cuadrética en lugar de la sensibilidad estadistica deben ser por tanto
similares, si bien el uso de esta nuevaregla (ARRW) implica un cierto ahorro computacional por
tratarse de expresiones mas sencillas. Ademads, la SCM es una medida de la tolerancia mas
apropiada ya que esta relacionada de forma directa con la degradacion del ECM.

Laregla ARRW se ha obtenido a partir de la relacion obtenida entre el error cuadratico de la red
sujeta a perturbaciones y la sensibilidad estadistica tal como se aprecia en la expresion (4.6). La
minimizacion de la expresion (4.7), por tanto, permite obtener configuraciones de pesos que
presentan un error cuadrédtico medio estable frente a perturbaciones en los pesos.

En la Seccién 4.4 se mostraran los resultados obtenidos a partir de la regla ARRW comparados
con los que se obtienen usando el algoritmo cldsico (ARC).

4.4. VALIDACION DE LA REGLA ARRW

El algoritmo ARRW se ha evaluado en tres MLPs. Los MLPs considerados se describen en la
Tabla 4.5. Los dos primeros se corresponden con el aproximador y el predictor ya considerados
en pruebas anteriores. El tercero es un clasificador que resuelve el problema de Hart [HAR68].
Dicho clasificador dispone de 2 neuronas de entrada, 11 neuronas en la capa oculta y 2 neuronas
de salida, y debe clasificar un punto a partir de sus coordenadas cartesianas en 2 clases, de forma
que se toma como salida la clase correspondiente a la neurona de salida ganadora. Las dos clases
Ay B estan confinadas dentro de un cuadrado, tal como aparece en la Figura 4.5 correspondiendo
una clase a la zona izquierda (A) y la otra a la derecha (B).

Tabla 4.5. Descripcion de los MLPs usados como ejemplo.

Problema Neuronas/capa Patrones entrenamiento/test N° épocas
Aproximador 1-11-1 100725 2000
Predictor 3-11-1 500/127 1000

Clasificador 2-11-2 400/100 2000




108 Minimizacion de la Sensibilidad Cuadratica Media: Regla ARRW
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Figura 4.5. Problema de Hart.

En primer lugar, se mostraran los resultados de comparar la regla ARRW para el modelo aditivo
de desviacion con el algoritmo clasico en 4.4.1. En el Apartado 4.4.2 se muestran los resultados
correspondientes al modelo multiplicativo.

4.4.1. Comparacion del algoritmo clasico con ARRW para perturbaciones aditivas

Los tres ejemplos considerados se han entrenado usando el algoritmo clasico y la regla ARRW
particularizada para el caso de desviaciones aditivas usando las expresiones (4.12) y (4.13). Se
han utilizado distintos valores de la constante K del factor de robustez en ARRW, coincidiendo
con el algoritmo ARC cuando K es cero. Para cada valor de K se han realizado 40 entrenamientos
partiendo de distintos valores iniciales para los pesos.

4.4.1.1. Resultados para el aproximador de la funcién seno

La Tabla 4.6 muestra los resultados de error cuadratico medio (ECM), sensibilidad estadistica
media (SSM) y sensibilidad cuadratica media (SCM) obtenidos con el algoritmo ARRW para
distintos valores de la constante K del factor de robustez. Estos resultados se muestran con un
intervalo de confianza al 95 %.
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Tabla 4.6 Resultados usando el modelo aditivo para el aproximador.

Constante K Error cuadratico medio | Sensibilidad Sensibilidad
(x 1e-3) estadistica media cuadratica media
0 0.796 £ 0.112 0.440 £ 0.011 0.125 £+ 0.007
1 0.681 +0.102 0.401 £ 0.009 0.103 £ 0.005
2 0.624 + 0.094 0.375 £ 0.008 0.090 + 0.004
3 0.616 £0.101 0.366 + 0.006 0.086 + 0.003
4 0.614 £ 0.097 0.348 + 0.004 0.078 £ 0.002
5 0.624 £ 0.162 0.346 + 0.005 0.076 £ 0.004
6 0.623 + 0.087 0.333 £ 0.005 0.071 £ 0.002
7 0.785 £ 0.106 0.328 £ 0.004 0.069 + 0.002
8 0.660 + 0.079 0.318 £ 0.005 0.064 + 0.002
9 1.094 £ 0.539 0.306 £ 0.012 0.061 + 0.004
10 1.023 + 0.550 0.305 £ 0.011 0.060 + 0.003

Para realizar la comparacién entre ARC y ARRW vamos a centrarnos en el caso en que K es
igual a 8. Se puede apreciar que en el caso de usar ARC se obtiene un ECM igual a 0.000796,
superior al obtenido con ARRW (0.000660). Ademds, con ARRW se obtiene una SCM de 0.064
frente a la de ARC que es igual a 0.125, es decir la mitad aproximadamente. Vista la validez de
la expresion (4.6) ésto nos indica que el perceptrén entrenado con ARRW degradaria su error
cuadrético en una magnitud aproximadamente igual a la mitad de lo que lo haria si se ha
entrenado con ARC en presencia de desviaciones aditivas.

Se aprecia en la Tabla 4.6 que usando el algoritmo ARRW se obtienen en general mejores
prestaciones en cuanto a aprendizaje respecto del algoritmo cldsico (menor valor del ECM). Se
observa que la sensibilidad disminuye al aumentar el factor de robustez. Sin embargo, cuando
K se hace superior a 8, aunque la sensibilidad sigue disminuyendo, las prestaciones de
aprendizaje son menores debido a que las modificaciones debidas al gradiente de la sensibilidad
prevalecen sobre las del gradiente del error cuadrético.

Teniendo en cuanta que la sensibilidad estadistica es una magnitud positiva, hemos considerado
la equivalencia de minimizar dicho valor (ARR) con la minimizaciéon de la sensibilidad
cuadratica (ARRW). En la Figura 4.6 se representa la sensibilidad cuadratica media en funcién
de la sensibilidad estadistica media. Puede observarse que hay una dependencia
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aproximadamente lineal entre ambas, por lo que asi queda probada experimentalmente esta
equivalencia. De esta manera, los resultados y conclusiones obtenidos con ARR mostrados en
el Capitulo 3 se pueden aceptar como validos en el caso de ARRW.

Aproximador de la funcion seno
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0.28 0.3 0.32 0.34 0.36 0.38 0.4 0.42 0.44 0.46

Sensibilidad Estadistica Media -
Figura 4.6. Sensibilidad cuadratica frente a sensibilidad estadistica.

Las Figuras 4.7 y 4.8 representan, en funcién de K, el error cuadratico medio y la sensibilidad
cuadratica media, respectivamente. En ambas figuras se muestra también la desviacion tipica
muestral. Se observa en la Figura 4.7, igual que en la Tabla 4.6, que el ECM obtenido mediante
ARRW es comparable, e incluso inferior, al obtenido con ARC, mientras que la SCM es bastante
menor respecto de la obtenida con el algoritmo ARC (K = 0.0) tal como se muestra en la Figura
4.8. Cuando K crece por encima de 8, sin embargo, el error se degrada aunque la sensibilidad
sigue disminuyendo. A partir de este punto se puede observar que la desviacion tipica es bastante
mayor, debido a que la solucioén puede quedar estancada en minimos locales no demasiado
satisfactorios debido a que el pardmetro y no jerarquiza apropiadamente los objetivos a
minimizar.
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Figura 4.7. Error cuadratico medio frente a K.
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Figura 4.8. Sensibilidad cuadrética frente a K.
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4.4.1.2. Resultados para el predictor de la serie de Mackey-Glass

Para esta aplicacion de prediccion de series temporales se han observado similares resultados a
los del ejemplo anterior. La Tabla 4.7 muestra los valores obtenidos para el error cuadrético
medio, sensibilidad estadistica media y sensibilidad cuadratica media usando distintos valores
de la constante del factor de robustez en el algoritmo ARRW. Para cada valor de K se han
realizado 40 tests y los resultados se presentan con un intervalo de confianza al 95%.

Los resultados del algoritmo clésico corresponden a la fila donde K=0. Si se compara con el caso
en que K=100 se observa que ademds de obtener una SCM 3.3 veces inferior con ARRW (0.0334
frente a 0.1107 con ARC), se obtiene también un ECM menor (1.57 veces mayor para ARC que
para ARRW). Es decir, no sélo se mejora la tolerancia a fallos de la red sino que también se
obtiene en este caso cierta mejora en el aprendizaje. Este ultimo hecho, no obstante, tal como se
vio a partir de los andlisis realizados en el capitulo anterior, es fruto del azar, pero pone de
manifiesto que el uso de ARRW como regla de aprendizaje no degrada las prestaciones en cuanto

al mismo.
Tabla 4.7. Resultados usando el modelo aditivo para el predictor.
Constante K || Error cuadratico medio | Sensibilidad Sensibilidad cuadratica
(x le-4) estadistica media media

0 1.13 +0.08 0.448 + 0.009 0.1107 £ 0.0044
10 0.78 £ 0.03 0.298 + 0.002 0.0475 = 0.0007
20 0.75 £0.01 0.281 £ 0.001 0.0421 = 0.0004
30 0.75 £0.02 0.272 £ 0.002 0.0395 + 0.0005
40 0.74 £ 0.01 0.268 + 0.002 0.0382 + 0.0006
60 0.72 +£0.01 0.262 + 0.001 0.0363 + 0.0004
80 0.72 £ 0.01 0.255 £ 0.001 0.0347 = 0.0004
100 0.72 £ 0.01 0.251 £0.001 0.0334 + 0.0003
120 1.89 +0.175 0.257 £ 0.010 0.0357 £ 0.0025
140 1.26 + 0.060 0.249 + 0.004 0.0330 + 0.0015

Cuando K crece por encima de 100 se observa que las prestaciones del algoritmo ARRW
empeoran en cuanto a ECM. Sin embargo, soluciones bastante mejores que las obtenidas con
ARC se pueden obtener con ARRW para valores inferiores de K. Se observa también en la Tabla
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4.7 que la sensibilidad disminuye considerablemente cuando K es distinto de 0, con lo que queda
probada la efectividad del procedimiento propuesto.

La Figura 4.9 representa la sensibilidad cuadritica media frente a la sensibilidad estadistica
media, observandose una dependencia aproximadamente lineal, de forma andloga a como se
apreciaba en la Figura 4.6. De esta manera queda clara la equivalencia entre sensibilidad
estadistica y sensibilidad cuadratica y por tanto, entre los procedimientos ARR y ARRW, si bien
ARRW aporta ventajas en cuanto a coste computacional respecto de ARR, tal y como se ha
mencionado anteriormente.

Predictor de la serie temporal

Sensibilidad Cuadratica Media

=
0.03

0.24 0.26 0.28 0.3 0.32 0.34 0.36 0.38 0.4 0.42 0.44 0.46
Sensibilidad Estadistica Media

Figura 4.9. Sensibilidad cuadrética frente a sensibilidad estadistica.

La Figura 4.10 muestra los valores obtenidos para el error cuadratico medio en funcién del valor
de la constante K en el caso del predictor. Se encuentra representado en forma de diagrama de
barras de error, donde dichas barras corresponden a la desviacidn tipica muestral. Se observa que
el ECM obtenido para valores de K distintos de 0 es bastante inferior al obtenido con ARC
(K=0), y ademas la desviacion tipica es pequena. Esto demuestra que el aprendizaje se ha
mejorado al usar ARRW. Sin embargo, debido al desajuste de prioridades para valores de K
mayores a 100, el error cuadrético se degrada, aumentando ademads la desviacion tipica. Esto
indica que el riesgo de quedar atrapado en minimos locales con baja SCM pero alto ECM es
mayor.



114 Minimizacion de la Sensibilidad Cuadratica Media: Regla ARRW

Predictor de la serie temporal
0.0005

0.0004

0.0003

0.0002

Error cuadratico medio

0.0001

% % 3 % 3 & & 3 o3 ol

-0.0001
0 20 40 60 80 100 120 140
Constante K

Figura 4.10. Error cuadratico medio frente a K.

La Figura 4.11 representa la sensibilidad cuadratica frente a K. Se aprecia que al aumentar K la
SCM disminuye. Al principio, la sensibilidad disminuye rdpidamente respecto del caso con K=0,
para después iniciar un descenso mas lento. El punto 6ptimo seria el valor méds bajo de
sensibilidad que presenta un minimo de error cuadratico, que en este caso se obtiene cuando K

e S aproximada
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Figura 4.11. Sensibilidad cuadratica frente a K.
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4.4.1.3. Resultados para el clasificador del problema de Hart

En el caso de perturbaciones aditivas en el problema de Hart, los resultados obtenidos mediante
las expresiones (4.12) y (4.13) se muestran en la Tabla 4.8. Puede apreciarse que, de forma
similar a los ejemplos anteriores, es posible encontrar soluciones que sin degradar las
prestaciones de aprendizaje, presentan una menor sensibilidad estadistica. En la Tabla 4.8 se
presenta el error de clasificacion en % (EC), en lugar del error cuadritico medio (ECM). El EC
es una medida discreta, mientras que el ECM es una medida continua, y es éste dltimo el que se
encuentra intimamente ligado a la SCM. No obstante, cabe esperar que una menor degradacién
del ECM también se vea acompanada de una menor degradacion del EC.

Tabla 4.8. Resultados usando el modelo aditivo para el clasificador.

Constante K || Error de clasificacion Sensibilidad Sensibilidad cuadratica
(%) estadistica media media

0 722 £1.25 0.0948 + 0.0062 0.0629 = 0.0065
0.1 6.56 +1.27 0.0881 +0.0072 0.0569 + 0.0055
0.5 6.41 +1.33 0.0875 = 0.0064 0.0574 + 0.0056
1.0 6.43+1.23 0.0923 +0.0058 0.0591 +0.0063
3.0 6.46 +1.10 0.0933 + 0.0060 0.0558 = 0.0054
5.0 7.64 £ 1.30 0.1029 +0.0051 0.0557 £ 0.0067
8.0 8.04 £0.97 0.1011 +0.0048 0.0521 +0.0058
10 8.32+1.28 0.1027 +0.0062 0.0502 + 0.0062

Puede también apreciarse en la Tabla 4.8 que, en este caso, la disminucién de la sensibilidad
cuadratica media no se corresponde con la disminucién de la sensibilidad estadistica media. Este
hecho se debe a que el perceptron dispone de mas de una salida, a diferencia de casos anteriores,
y puede presentar una salida mas tolerante que otra, de forma que concluimos que la media de
sensibilidades estadisticas (expresion (2.7)) es una medida menos apropiada para la tolerancia
a fallos de la red que la SCM. La minimizacién de la SCM implica una minimizacién equitativa
de la sensibilidad estadistica. Para ilustrar esta explicacion, en la Tabla 4.9 se muestra un caso
hipotético de un MLP con dos salidas. En la primera columna se muestra la sensibilidad
estadistica de cada una de las salidas (S, y S,), en la segunda columna se muestra la sensibilidad
estadistica media (SSM) y, por tltimo la sensibilidad cuadrética media (SCM) se muestra en la
tercera columna. Puede apreciarse que para un mismo valor de SSM, el menor valor de SCM se
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obtiene para sensibilidades estadisticas de salida mds equitativas.

Tabla 4.9. Sensibilidad estadistica media y sensibilidad cuadréitica media.

S, S, |SSM |scM

0.1 09 |05 0.41

02 08 |05 0.34

03 0.7 |05 0.29

04 06 |05 0.26

05 05 ]05 0.25

Si recordamos los apartados 3.2 y 4.3, en el desarrollo del gradiente se ha supuesto que la
derivada de la funcién de activacion es constante, ello se debia a que el término del gradiente
debido a dicha derivada estaba en conflicto con el otro término, relacionado con el radicando de
la sensibilidad estadistica. Sin embargo, como la contribucién del término despreciado era la de
saturar la sefial de salida, para este caso pudiera ser mds conveniente usarlo en lugar de la
expresion (4.12) puesto que la salida del MLP debe estar saturada en el caso de la clasificacion.
En este caso, el término correspondiente a las neuronas de salida se puede calcular como:

Y. d(s}y
@y - LS - LD
c’ik 2 r 5
2 dwy 2 dw,
1 d Al
-5 —@ X))+ wyS))
dw;, Jj=1

(4.18)
2 202 N,
1 dzj d°f; -
= D20 —5 —5 YO+ w5
2 dwy (dziz) J=l

Nl
= ye Off P Y ()% + wiS)
j=1

En la expresion anterior (4.18) se ha tomado como constante la sumatoria (radicando). Nétese
que la expresion completa del gradiente es en realidad la suma de este término (4.18) con el
correspondiente a (4.12). El término (4.18) contribuye a saturar la sefial de salida, que es lo que
interesa en el caso de los clasificadores. De esta forma, se han realizado nuevas pruebas para el
problema de Hart considerando (4.18) para las neuronas de salida y (4.13) para las neuronas de
la capa oculta (en éstas no tiene porqué interesar que su salida esté saturada). Los resultados se
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presentan en la Tabla 4.10.

Tabla 4.10. Resultados usando el modelo aditivo para el clasificador.

Constante K || Error de clasificacién | Sensibilidad Sensibilidad cuadratica
(%) estadistica media media

0 7.22 £1.25 0.0948 £ 0.0062 0.0629 £ 0.0065
0.2 6.11 £1.12 0.0881 £ 0.0061 0.0601 £ 0.0053
0.6 6.61 £1.38 0.0915 £ 0.0066 0.0584 £ 0.0067
0.8 6.11 £1.27 0.0896 £ 0.0054 0.0580 £ 0.0046
1.2 7.33 £1.20 0.0929 £ 0.0057 0.0510 £ 0.0063
1.6 7.02 £1.27 0.0930 £ 0.0072 0.0535 £ 0.0062
1.8 7.70 £1.47 0.0984 + 0.0075 0.0584 + 0.0087

Los resultados mostrados en las Tablas 4.8 y 4.10 son similares, por lo que en adelante se usardn
los términos (4.12) y (4.13) para el modelo aditivo, y (4.16) y (4.17) para el multiplicativo. Hay
que resefiar que cuando se usan los dos términos del gradiente los resultados obtenidos no son
buenos, ni se minimiza la sensibilidad ni el error de salida, o bien se obtiene muy poca ventaja
respecto del algoritmo clésico, ademds de ser mas costoso computacionalmente que considerando
s6lo uno de los términos.

Los resultados muestran que usando ARRW se obtienen configuraciones de pesos que presentan
una SCM del orden del 81% mas pequeiia que usando el algoritmo cldsico, y con errores de
clasificacion incluso menores. Se pueden obtener ganancias més elevadas de tolerancia a costa
de un error de clasificacién algo mayor.

Las Figuras 4.12 y 4.13 muestran el EC y la SCM obtenidos para distintos valores de la constante
K. Las barras de error se refieren a la desviacion tipica muestral. Si bien los resultados
presentados en las Tablas 4.8 y 4.10 muestran que es ventajoso usar ARRW, se aprecia en las
figuras que dichos resultados no son tan buenos como los obtenidos en los ejemplos anteriores.
Ello se debe a que el clasificador presenta por naturaleza una gran tolerancia a pequefias
desviaciones puesto que sus salidas estdn saturadas. No obstante, se consiguen configuraciones
algo mads robustas cuando se usa ARRW como algoritmo de aprendizaje.
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Figura 4.12. Error de clasificacion frente a K.
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Figura 4.13. Sensibilidad cuadritica media frente a K.
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4.4.2. Comparacion del algoritmo clasico con ARRW para perturbaciones multiplicativas

En este apartado se muestran los resultados obtenidos cuando se usa la regla ARRW con las
expresiones (4.16) y (4.17), correspondientes al modelo de desviacién multiplicativo. De forma
andloga a como se ha descrito en el apartado anterior, los perceptrones se han entrenado 40 veces
con la regla clasica y ARRW para cada valor considerado de K.

4.4.2.1 Resultados para el aproximador de la funcion seno

La Tabla 4.11 muestra los resultados de ECM, SSM Y SCM obtenidos con el algoritmo ARRW
para distintos valores de la constante K del factor de robustez. El resultado obtenido cuando se
usa el algoritmo clasico (ARC) se corresponde con la fila en que K se hace 0. Estos resultados se

muestran con un intervalo de confianza al 95 %.

Tabla 4.11. Resultados usando el modelo multiplicativo para el aproximador.

Constante K || Error cuadratico medio | Sensibilidad Sensibilidad cuadratica
(x 1e-3) estadistica media media

0 0.818 +£0.096 2.137 £ 0.080 3.122 £ 0.224
0.1 0.680 + 0.092 2.001 £0.071 2.709 £ 0.197
0.2 0.550 £ 0.100 1.948 + 0.069 2.596 £0.193
0.3 0.553 £0.076 1.797 £ 0.068 2.161 £0.166
0.4 0.620 + 0.080 1.663 +0.043 1.809 £ 0.106
0.5 0.658 £ 0.095 1.509 £ 0.048 1.495 + 0.099
0.6 0.739 £ 0.091 1.364 £ 0.043 1.198 £ 0.079
0.7 0.809 + 0.098 1.223 £ 0.030 0.965 + 0.054
0.8 1.139 £ 0.466 1.121 £0.050 0.825 £ 0.061
0.9 0.975 £0.120 1.049 £ 0.028 0.704 £ 0.040
1.0 0.910 + 0.054 1.014 + 0.021 0.658 + 0.030

Si nos fijamos en los resultados de la fila en que K=0.7 y los comparamos con la solucién del
algoritmo clédsico (K=0.0) se observa que el error cuadritico medio es similar (0.818 y 0.809,




120 Minimizacion de la Sensibilidad Cuadratica Media: Regla ARRW

respectivamente), pero la sensibilidad cuadratica media obtenida con ARRW es unas 3.23 veces
menor (0.965) que la obtenida con ARC (3.122). Esto implica que, en principio, el perceptrén
entrenado con ARRW es unas 3.23 veces mas tolerante a desviaciones multiplicativas que cuando
se entrena con el algoritmo clasico.

En general, se observa también en la Tabla 4.11 que para valores de K inferiores a 0.7 se obtiene
también un incremento en las prestaciones de aprendizaje, aspecto también observado en los
ejemplos del Apartado 4.4.1. Para valores superiores, las prestaciones de aprendizaje se degradan
aunque las prestaciones en cuanto a tolerancia siguen aumentando (la SCM disminuye) debido
a que la contribucién correspondiente en la regla ARRW prima sobre los términos responsables
del aprendizaje.

La Figura 4.14 muestra el error cuadritico medio frente a K, mientras que la Figura 4.15
representa la sensibilidad cuadratica media. En ambas figuras, cada punto se representa con barras
de error correspondientes a la desviacion tipica muestral. Puede observarse que mientras que el
ECM obtenido con ARRW es del mismo orden que el obtenido con ARC (K=0), la SCM es
bastante inferior, estando incluso dentro de distintos rangos para los distintos valores de K

considerados.
Aproximador de la funcion seno
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Figura 4.14. Error cuadratico medio frente a K.
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Figura 4.15. Sensibilidad cuadratica frente a K.

4.4.2.2. Resultados para el predictor de la serie de Mackey-Glass

Igual que en los apartados anteriores, la Tabla 4.12 muestra los valores obtenidos en la aplicacién
de la serie de Mackey-Glss para el error cuadritico medio, sensibilidad estadistica media y
sensibilidad cuadrética media usando distintos valores de la constante del factor de robustez en
el algoritmo ARRW. Para cada valor de K se han realizado 40 tests y los resultados se presentan
con un intervalo de confianza al 95%.

Los resultados del algoritmo clasico corresponden a la fila donde K=0. En este caso, para valores
de K distintos de O se obtienen prestaciones de aprendizaje ligeramente inferiores, si bien son
comparables. En cambio, las prestaciones en cuanto a tolerancia son claramente mejores cuando
se usa ARRW. Si se compara el resultado obtenido con ARC con el correspondiente a cuando K
es igual a 0.9, se puede apreciar que se obtiene una SCM menos de la mitad con ARRW (0.455
con ARC y 0.210 con ARRW).

Las Figuras 4.16 y 4.17 muestran el error cuadritico medio y la sensibilidad cuadrética media
obtenidos para distintos valores de K. Para cada punto se representa su desviacion tipica. Se
aprecia que sin degradar las prestaciones de aprendizaje (mismos margenes de error), sin embargo,
se obtienen claras ventajas respecto a tolerancia cuando se usa el algoritmo ARRW.
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Tabla 4.12. Resultados usando el modelo multiplicativo para el predictor.

Constante K || Error cuadratico medio | Sensibilidad Sensibilidad cuadrética
(x le-4) estadistica media media

0 1.06 +0.04 0.887 £ 0.062 0.455 £0.072
0.1 1.15 +0.05 0.801 £ 0.045 0.362 £ 0.041
0.2 1.25 +0.11 0.693 +0.023 0.270 £ 0.019
0.3 1.15+0.10 0.662 £ 0.012 0.248 £ 0.010
0.4 1.16 £ 0.10 0.643 £0.011 0.236 + 0.008
0.5 1.17 £0.11 0.641 £0.012 0.235 £ 0.010
0.6 1.15 +0.09 0.637 £0.012 0.234 + 0.009
0.7 1.21 £0.10 0.619 £0.012 0.219 £ 0.009
0.8 1.21 £0.09 0.615 +0.010 0.218 £ 0.009
0.9 1.22 +0.06 0.606 + 0.010 0.210 £ 0.008

1 1.33+0.13 0.589 +£0.013 0.199 +0.010
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Figura 4.16. Error cuadritico medio frente a K.
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Figura 4.17. Sensibilidad cuadratica frente a K.

4.4.2.3. Resultados para el clasificador del problema de Hart

En el caso de perturbaciones multiplicativas en el problema de Hart, los resultados obtenidos
mediante las expresiones (4.16) y (4.17) se muestran en la Tabla 4.13. Puede apreciarse que de
forma anédloga a los ejemplos considerados anteriormente, es posible encontrar soluciones que sin
degradar las prestaciones de aprendizaje, presentan una menor SCM y por tanto mayor tolerancia
a faltas paramétricas. En la Tabla 4.13 se presenta el error de clasificacion en % (EC), en lugar
del ECM.

Si centramos nuestra atencién en la columna correspondiente a la SCM se apreciard un
decremento considerable de dicha magnitud al incrementar el valor de la constante K.
Comparando el resultado obtenido con ARC con el correspondiente a ARRW cuando K=0.175,
se puede observar que siendo el EC del mismo orden (4.25% on ARC y 4.37% con ARRW), se
obtiene una tolerancia a desviaciones multiplicativas 6.75 veces inferior con ARRW (8.923)
respecto de la obtenida con ARC (60.264). En este caso, si bien este resultado es bastante
sobresaliente, hay que recordar que los clasificadores de este tipo son ya de por si bastante
robustos, y que una menor SCM implica una menor degradacién del ECM pero no existe una
relacion directa con el EC. De todas formas, parece razonable pensar que una menor degradacion
del ECM estar4 relacionada con una menor degradacion del EC, por lo que en definitiva lo que
obtenemos es una red mas robusta que cuando se usa el algoritmo ARC.
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Tabla 4.13. Resultados usando el modelo aditivo para el clasificador.

Constante K || Error de clasificacién (%) | Sensibilidad Sensibilidad cuadrética
estadistica media media
0 425+1.11 2.301 60.264 £9.222
0.075 4.62 +0.61 2.18 31.884 £4.015
0.1 3.60 +£0.48 2.164 27.150 £2.047
0.125 3.35+0.63 1.874 17.299 + 1.525
0.15 4.67 +0.68 1.713 12.450 £ 1.442
0.175 4.37 +0.67 1.586 8.923 + 0.866
0.2 5.30+0.80 1.351 5.548 £0.619
0.225 6.98 +0.89 1.02 2.939 £ 0.495
0.25 8.05+1.02 0.877 2.065 +0.390
0.3 11.45+0.43 0.571 0.862 + 0.059

Las Figuras 4.18 y 4.19 muestran el EC y la SCM obtenidas para distintos valores de la constante
K, respectivamente. Las barras de error se refieren a la desviacion tipica muestral. Como en
ejemplos anteriores, se aprecia que los errores de clasificacién son del mismo orden pero se
obtienen mejores prestaciones en cuanto a tolerancia a fallos. Cuando el término correspondiente
a la sensibilidad en el algoritmo ARRW prima sobre los de aprendizaje, se obtienen prestaciones
de aprendizaje peores respecto de las de ARC aunque la SCM sigue disminuyendo.

Clasificador del Problema de Hart

Error de Clasificacion (%)

0

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
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Figura 4.18. Error de clasificacion frente a K.
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Figura 4.19. Sensibilidad cuadritica media frente a K.

4.5.ESTUDIO DE LA TOLERANCIA A FALLOS EN MLPs ENTRENADOS CON ARRW

De la relacion obtenida entre el error cuadratico medio sujeto a perturbaciones y la sensibilidad
cuadrética media se desprende que cuanto menor sea el valor de la SCM menor debe ser la
degradacion del ECM. No obstante en este apartado se presentan los resultados de simulacién que
demuestran este hecho.

Las configuraciones de pesos obtenidas en los experimentos del Apartado 4.4.2 se han sometido
a perturbaciones y se ha calculado el ECM a partir de las salidas proporcionadas por los MLPs.
De esta forma, para cada ejemplo considerado, se han sometido las 40 configuraciones de pesos
obtenidas mediante ARC y ARRW a perturbaciones multiplicativas, variando la desviacion tipica
de las mismas desde un 1% a un 100%. Para cada valor de la desviacion tipica se han realizado
20 perturbaciones aleatorias sobre cada una de las configuraciones de pesos. Los resultados de
este experimento se muestran en las Figuras 4.20, 4.21 y 4.22, correspondientes al aproximador,
el predictor y el clasificador, respectivamente. En el caso del clasificador (Figura 4.22) se muestra
el error de clasificacion medio.

En el caso del algoritmo ARRW se han escogido las configuraciones de pesos indicadas en las
Tablas 4.11 (K=0.7), 4.12 (K=0.9) y 4.13 (K=0.175).
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En las tres figuras se aprecia que los perceptrones entrenados con ARRW degradan menos sus
prestaciones que aquellos que lo han sido con ARC. Incluso en el caso del clasificador, se puede
observar que las prestaciones con respecto al error de clasificacion se mantienen mejor, aunque
como se ha mencionado, la SCM esta directamente relacionada con el ECM y no con el EC.
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Figura 4.20. Degradacion del ECM en el aproximador del seno.
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Figura 4.21. Degradacion del ECM en el predictor de la serie
temporal.
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Figura 4.22. Degradacion del EC en el clasificador del problema de
Hart.

4.6. CONCLUSIONES

En este capitulo se ha mostrado, en primer lugar, la relacién explicita del error cuadratico medio
(ECM) cuando la red estd sujeta a desviaciones en los pesos con la sensibilidad estadistica. A
partir de esta relacién hemos definido una magnitud a la que hemos denominado sensibilidad
cuadrética media (SCM). Haciendo uso de la SCM y el ECM obtenidos tras el entrenamiento es
posible conocer de antemano la degradacion del ECM para un valor determinado de las
desviaciones en sus pesos, por lo que se propone la utilizacién de la SCM como medida fiable de
la tolerancia de un MLP.

Comparando la SCM con la sensibilidad estadistica media (SSM) propuesta en [CHO92] hemos
deducido que la SCM es una medida mas apropiada que la SSM, ya que la SCM, ademas de estar
directamente relacionada con la degradacién del ECM, mide la uniformidad. Es decir, para valores
similares de la SSM, se pueden obtener valores muy distintos de la SCM, indicando el menor de
ellos la configuracién de pesos para la que las neuronas presentan una sensibilidad estadistica
similar
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También se ha desarrollado un algoritmo similar al propuesto en el Capitulo 3, el cual trata de
minimizar la SCM junto con el ECM. Dicho algoritmo, al que hemos denominado ARRW,
presenta la ventaja de ser menos costoso computacionalmente, ademds de ser conceptualmente
mas adecuado por estar la SCM directamente relacionada con el ECM. Se han presentado
diversos ejemplos de aplicacion de ARRW mostrando que se obtienen configuraciones de pesos
mads robustas (menor SCM) que cuando se usa el algoritmo clésico.

Se ha observado en estos ejemplos que para valores de la constante K del factor de robustez que
mantienen adecuadamente la prioridad de las magnitudes a optimizar (el ECM y la SCM) se
obtiene con ARRW un valor del ECM comparable e incluso inferior (ademds de una
minimizacion de la SCM) que el obtenido mediante ARC. De aqui se deduce que ARRW no
degrada las prestaciones de aprendizaje si se fija adecuadamente el valor de la constante K del
factor de robustez.

En el Capitulo 6 se presentan mas resultados de la aplicacion de ARRW. Alli ademads se compara
con otro algoritmo bastante conocido basado en perturbar el ECM durante el entrenamiento
mediante la adicién de ruido en los pesos [MUR93]. Mientras tanto, en el Capitulo 5 se va a
considerar la perturbacién con ruido en las entradas del MLP. Se van a obtener las expresiones
de la sensibilidad estadistica para tales perturbaciones y se presentard otra regla de aprendizaje que
permitird obtener configuraciones de pesos mas inmunes al ruido en las entradas que las obtenidas
mediante el entrenamiento con un algoritmo clasico.



Capitulo 5

Estudio de las Perturbaciones
en las Entradas y de la

Capacidad de Generalizacion:
Regla ARRN

Hasta ahora se ha considerado la sensibilidad estadistica a desviaciones en los pesos y, de hecho,
se ha supuesto que las entradas al MLP no presentaban errores. En este capitulo, sin embargo,
se va a considerar el caso en que las entradas aplicadas al MLP puedan presentar perturbaciones
y, siguiendo la filosofia de capitulos anteriores, se van a obtener las expresiones correspondientes
a la sensibilidad estadistica a ruido en las entradas (Seccién 5.2), que serdn validadas en la
siguiente seccion (Seccioén 5.3). En la Seccién 5.4 se muestra la relacion existente entre la
capacidad de generalizacion y la SCM aruido en las entradas, proponiédose el uso de ésta como
medida cuantitativa de aquélla. Se presenta un algoritmo similar a ARRW para maximizar la
robustez frente a cambios en las entradas al que llamaremos ARRN (Seccién 5.5). La Seccién
5.6 muestra los resultados obtenidos con ARRN, comparandolos a los que se obtienen con el
algoritmo clasico ARC y en la Seccion 5.7 se resumen las conclusiones.
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5.1. INTRODUCCION

En el desarrollo de los capitulos anteriores se ha considerado siempre que el perceptron recibia
las entradas sin error alguno. En el presente capitulo se va a estudiar la sensibilidad estadistica
del MLP a desviaciones en las entradas.

Este estudio es relevante desde distintos puntos de vista:

- Para estudiar como se desvirtian las prestaciones del MLP cuando las entradas se
desvian de su valor nominal.

- Para obtener medidas cuantitativas de la tolerancia del MLP cuando sus entradas estan
afectadas por ruido.

- Para desarrollar algoritmos similares a ARRW (Capitulo 5) que aumenten la inmunidad
al ruido en las entradas.

Conocer como se va a comportar el MLP cuando sus entradas se perturban es importante, no sélo
porque éste se pueda ver afectado por algin tipo de interferencia en ambientes ruidosos, sino
también desde el punto de vista de la implementaciéon de los circuitos electrénicos que
proporciona dicha entrada. Por ejemplo, en el caso de entradas analdgicas, los sensores
proporcionaran la entrada con un cierto margen de tolerancia. Otro aspecto interesante es el
referido aimplementaciones electrénicas digitales de MLPs, en las que la precision utilizada para
las entradas puede afectar a las prestaciones de los mismos, al igual que afecta la precision
empleada para almacenar los pesos u otras magnitudes.

Se ha propuesto introducir de ruido en las entradas del MLP durante el proceso de aprendizaje
para tratar de aumentar la capacidad de generalizacion de las RNAs a fallos de MLPs [MAO93].
Este procedimiento también se ha mostrado efectivo para incrementar la tolerancia a fallos, ya
que equivale a perturbar la funcién de error durante el entrenamiento [BIS95, EDW96]. De esta
forma también puede ser considerado como una técnica de regularizacion inherente al algoritmo
[MAQO93].

De forma similar a como se ha hecho en capitulos anteriores, en primer lugar se obtendran las
expresiones que permiten calcular la sensibilidad estadistica a desviaciones en las entradas. A
partir de estas expresiones es posible obtener la sensibilidad cuadratica media, con la cual, se
podra predecir el valor esperado del error cuadritico medio dado un valor determinado de las
desviaciones. Un algoritmo similar a ARRW puede usarse para minimizar la sensibilidad
cuadratica media (SCM) a desviaciones en las entradas. Este algoritmo, que notaremos como
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ARRN, es andlogo a ARRW, distinguiéndose tnicamente por los términos correspondientes al
gradiente y que se usan como estabilizadores. ARRN puede ser considerado una técnica de
regularizacion explicitamente especificada. Los resultados obtenidos se comparardn con los que
se obtienen a partir de ARC.

Por dltimo, cabe destacar que la SCM a desviaciones en los pesos y la SCM a desviaciones en
las entradas pueden combinarse mediante la suma los correspondientes gradientes usados en

ARRW y en ARRN, de forma que se obtendrian configuraciones de pesos que son mds robustas
frente al ruido y a perturbaciones en los valores de dichos pesos.

5.2. SENSIBILIDAD ESTADISTICA A DESVIACIONES EN LAS ENTRADAS

En este apartado se van a obtener las expresiones de la sensibilidad estadistica a desviaciones en
las entradas de un MLP. Para su desarrollo se van a considerar los modelos de desviacion aditivo
y multiplicativo, similares a los considerados para los pesos en los capitulos anteriores. También,
se va a asumir que los pesos estan libres de errores y permanecen con sus valores nominales.
En primer lugar, en el Apartado 5.2.1 se va a considerar un modelo aditivo de desviacion en las
entradas, mientras que en el Apartado 5.2.2 se estudiard el modelo multiplicativo.

5.2.1. Modelo aditivo.

En este modelo se asume que las desviaciones en las entradas son procesos de ruido blanco que
satisfacen las siguientes condiciones:

a) E[Ay"] =0 Vi.
b) E[Ay, A"] =0 si i#j
o) E[(Ay)’] =0
Es decir, en este modelo se supone que cada entrada y,’ se desvia de forma que adquiere un nuevo

valor y,” + §,, siendo &, una variable aleatoria con desviacion tipica igual a . El objetivo es
calcular la sensibilidad estadistica cuya expresion viene dada por:
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\ var (A M
S™ = lim # i=1,..

i
-0 (¢

m=1,...M (.1

donde N,, es el nimero de neuronas de la capa m, M es el nimero de capas de lared, y var (Ay,™)
es la varianza de Ay;", la cual viene dada por

var (Ay" )=E [(Ay;" )* 1-(E [Ay," 1) (5.2)

Para el desarrollo de la expresion (5.1) se asumird que las desviaciones son pequefias de forma
que se cumple que

N

m-1

Ay = o Y O A w Ay (5-3)
=1

siendo of™ la derivada de y," respecto de z, (la suma ponderada de las entradas a la neurona).
Si se considera que los pesos no sufren desviaciones, se obtiene a partir de (5.3) que

Nmfl
Ay = o 3wy (54)
j=1
Proposicion 5.1: E[Ay"]=0 Vi, Vm.

Demostracion 5.1: Se va a realizar por induccién sobre m (nimero de capas).

- Para m=1: A partir de (5.4) se obtiene que:

NO NO
E[Ay,1 = E[f, Y wityT = of Y wy E[AY)] (5.5)
j=1 j=1

donde si se tiene en cuenta que E [ijo] =0 Vj por a), se prueba que E[Ay,'] = 0.

- Para la capa m. Suponiendo que la E[Ay,™'] = 0 Vi, se obtiene igualmente que:
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Nnrl Nnrl
E[AY") = E[of" Y w/Ay™ '] = of" Y w E[Ay" '] = 0 (5.6)
Jj=1 J=1

de forma que la Proposicién 5.1 queda asi probada.

OJ
.y .. m m E[ijmAykm] .
Proposicion 5.2: Definiendo C," como Cjk = — el valor de este término
Vm>0 se puede expresar recursivamente como: °
m 1 m 1 m
C = of" " Y Yow, (5.7)

r=1 s=1

siendo las condiciones iniciales que C;° i =0sijzk,y c, i = 1 en otro caso.
Demostracion 5.2:

Para demostrar la Proposicion 5.2 se va a obtener la expresion de E[Ay"Ay,"] Vj.k.
Desarrollando E[Ay;"Ay,™] se obtiene que:

N,

m-1 m 1

E[@f" Y wriay!" ) @ Z W Ay, ]
r=1

E[Ay," Ay,"]

m 1 m 1

E[f" of" Y ) wiwe Ay Ay (5.8)

r=1 s=1

m 1 m 1

of" of" Y XY wiwl ElAy)" Ay

r=1 s=1

De este modo hemos obtenido una relacion recursiva de la que se conoce el caso inicial,
dado por b) y c), es decir, E [Ay’Ay,’1 = 0sij#k y E[(Ay,)’] =6° en otro caso. De estas
condiciones se deduce directamente que CJk =0sij#k y que CJk =1 sij=k.

Si se hace el cambio de variable indicado en la Proposicién 5.2 en (5.8), se obtiene que,
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N | N

m-1""m-1

E[AY" Ay = of" of" Y ) o wiwl C (5.9)

r=1 s=1

De esta forma, dividiendo ambos miembros de la expresién (5.9) por ¢°, obtenemos la
demostracién de la Proposicion 5.2.

Obsérvese también que los términos C;™ son simétricos, es decir, C; ™ = C;" Vm.

Corolario 5.3: La sensibilidad estadistica a desviaciones aditivas en la entrada del MLP,
para una neurona i perteneciente a la capa m, S," se puede expresar como:

Nmfl Nnrl
Sim _ aflm W~mW'm Crlnfl (510)

Demostracion 5.3: Por la Proposicion 5.1 se sabe que E[Ay;™] = 0 y por lo tanto, la
varianza Ay;" , var (Ay;"), es igual a E[(Ay;" ).

La expresion de E[(Ay;" )*] se deduce de la expresion (5.9), particularizada para el caso
en que j=k. De aqui, usando la expresion de la sensibilidad estadistica (5.1), y s6lo con
cambiar el subindice j por el i, se obtiene finalmente (5.10).

Corolario 5.4: Lasensibilidad estadistica a desviaciones aditivas en las entradas, para una
neurona i de la primera capa oculta, S;', se puede obtener como:

NU
Si= o | 2 o) 611
r=1

Demostracion 5.4: Lademostracion de (5.11) es directa. Basta aplicar la expresion (5.10)
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a las neuronas de la primera capa oculta (m=1), y tener en cuenta las condiciones

iniciales, es decir, C,” = 3, siendo &, la delta de Kronecker.

1s?

]

Corolario 5.5: Para las neuronas de la primera capa oculta (m=1) cuando j#k, el valor de
los términos cruzados Cjk1 se puede expresar como:

N(J
1 1 ol 11
Cy = 0f of D wywy, (5.12)
r=1
Demostracion 5.5: Teniendo en cuenta la expresion (5.7) para las neuronas de la primera
capa oculta (m=1), y que C.° = §_, siendo & la delta de Kronecker, se obtiene la
demostracion del Corolario 5.5.

Puede apreciarse que, a diferencia del Corolario 2.6 (Capitulo 2) referido a la sensibilidad frente
a desviaciones aditivas en los pesos, los términos cruzados Cjkl con j#k no son nulos para las
neuronas de la primera capa (m=1) por lo que la expresion de la sensibilidad estadistica a ruido
en las entradas para las neuronas de la capa de salida, en un MLP con una tnica capa oculta, es
algo mds complicada dada la influencia de tales términos. En el siguiente corolario se obtendra
dicha expresion.

Corolario 5.6: La sensibilidad estadistica a desviaciones aditivas en las entradas, para una
neurona i de la segunda capa, S;%, se puede obtener como:

Nl Nl N()
ST = O\ 2wy S+ 2wy o D wip O Do wyw,) .13)
j=1 r=1

k>j

Demostracion 5.6: A partir de (5.10), particularizada para m=2, se obtiene que
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Nl Nl
Si2 = aff w;wii Cj,I(
\ i =
(5.14)
Nl Nl
2 200 1 2 2 41
= 9 Z((Wij)zcjj Wy wiCit)
\ i k=T j#k

En la expresion (5.14), si se tiene en cuenta que de la definicion de ijl se deduce que
C;'=(S;')* y que los términos C;™ = C;;" Vm, tal como se observa a partir de (5.7).
Haciendo los cambios oportunos se obtiene la siguiente expresion:

N, N,
st = of 21:((%? SH2 + 2wl Y waCh) (5.15)
i

k>j

En esta dltima expresion (5.15), basta tener en cuenta el Corolario 5.5 para obtener (5.13)
quedando demostrado de esta manera el Corolario 5.6.

Mientras que la expresion (5.10) permite obtener la sensibilidad estadistica a ruido aditivo en las
entradas de cualquier neurona en un MLP independientemente del nimero de capas que lo
constituyan, las expresiones (5.11) y (5.15) nos permiten obtener la sensibilidad estadistica para
las neuronas de MLPs con una sola capa oculta, que es en los que vamos a centrar nuestro
estudio.

En el siguiente apartado se obtendran expresiones similares considerando un modelo de

desviacion multiplicativo.
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5.2.2. Modelo multiplicativo

El modelo de ruido multiplicativo en las entradas asume que las desviaciones en dichas entradas
son procesos de ruido blanco que satisfacen las siguientes condiciones:

a) E[Ay’] =0 Vi
b) E[Ayio ijo] =0 sii#]

o) E[(Ay’Y1=(oy")

Es decir, en este modelo se supone que cada entrada y;” se desvia de forma que adquiere un nuevo
valor igual a y (1% §,), siendo 8, una variable aleatoria con desviacién tipica igual a c.

Proposicion 5.7: E[Ay™]=0 ViVm.

Demostracion 5.7: La Proposicion 5.7 se prueba de forma idéntica a como se hizo en la
Proposicion 5.1 por lo que no se repetird aqui.

O
- - n E[AY Ay L
Proposicion 5.8: Definiendo C," como Cjk = el valor de este término
Vm>0 se puede expresar recursivamente como: °
Nmfl Nmfl
-1
Gl = R Y Y wlwCl (5.16)

r=1 s=1

siendo las condiciones iniciales que C;°= 0 si j#k, y C,”= (y,°)* en otro caso.
Demostracion 5.8:

Para demostrar la Proposicion 5.8 basta considerar la expresion de E[Ay;"Ay,™] V], k dada
por (5.8) y dividir por 6°.

De este modo hemos obtenido una relacion recursiva de la que se conoce el caso inicial,
dado por b)y ¢), es decir, E [Ay,’Ay,"] = 0si j#k, y E [(Ay;")’] = (oy;))’ en otro caso. De

0)2

estas condiciones se deduce directamente que C;° = 0 si jk, y que C;* = (y;")’ si j=k.
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De forma similar a como se hizo en la Demostracion 5.2, basta realizar el cambio de
variable E[Ay;"Ay,"]=6°C;;" en la expresion (5.8) y dividir ambos miembros por 6> para
obtener definitivamente la demostracion requerida.

O

Se puede observar, que los términos G son simétricos, es decir, C,"=Cy" Vm, igual que
sucedia en el caso de desviacion aditivo. De hecho, las expresiones (5.7) y (5.16) son
formalmente idénticas, variando Unicamente en las condiciones iniciales derivadas del modelo
de desviacion considerado. Asi, el conjunto de expresiones derivadas en los corolarios
demostrados en el caso de ruido aditivo son muy similares a los que se obtendran a continuacion.

Corolario 5.9: La sensibilidad estadistica a desviaciones multiplicativas en la entrada del
MLP, para una neurona i perteneciente a la capa m, S,", viene dada por la expresion
(5.10).

Demostracion 5.9: La demostracion es formalmente idéntica a la realizada en el caso del
Corolario 5.3, ya que la expresion de la sensibilidad estadistica es similar en el caso de
desviaciones aditivas y multiplicativas. La diferencia fundamental entre ambos casos
viene determinada por las distintas condiciones iniciales aconsiderar en la recursion. Este
hecho serd puesto de manifiesto en los siguientes corolarios.

Corolario 5.10: La sensibilidad estadistica a desviaciones multiplicativas en las entradas,
para una neurona i de la primera capa oculta, S,', se puede obtener como:

(5.17)

Demostracion 5.10: Para obtener (5.11) basta aplicar la expresion (5.10) a las neuronas

de la primera capa oculta (m=1), y tener en cuenta las condiciones iniciales, es decir, C,°
0)2

=0si r#s,yC.° = (y,)* tal como se deduce de la condicién b) del modelo de desviacién

multiplicativo.
O
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Corolario 5.11: Para las neuronas de la primera capa oculta (m=1) cuando j#k, el valor
de los términos cruzados Cjkl , n el caso de desviaciones multiplicativas en las entradas,
se puede expresar como:

NO
Ci = f ofi Y wywy O0) (5.18)
r=1

Demostracion 5.11: Teniendo en cuenta la expresion (5.16) para las neuronas de la
0y2
)

primera capa oculta (m=1), que C,*=0sir#syque C,’=(y, )*, se tiene la demostracién

del Corolario 5.11.

Corolario 5.12: Lasensibilidad estadistica a desviaciones multiplicativas en las entradas,
para una neurona i de la segunda capa, S?, se puede obtener como:

Nl Nl N(J
ST = O\ 2wy SO 2wy O D owi o X wuwe 0,0 5.19)
j=1 k>j r=1

Demostracion 5.12: Haciendo las mismas consideraciones que en la Demostracién 5.6
y teniendo en cuenta la expresion (5.18) para los términos cruzados Cjk1 obtenida por el
Corolario 5.11 se deduce la expresion (5.19).

O

Asi pues, se han determinado las expresiones de la sensibilidad estadistica a ruido en las entradas
para los dos modelos de desviacion considerados, el aditivo y el multiplicativo. Las expresiones
respectivas son muy similares formalmente, diferencidndose en las condiciones iniciales. De
forma similar a lo indicado para la expresion de la sensibilidad estadistica a desviaciones en los
pesos (2.17) se observa que en el caso de ruido en las entradas, el valor de la sensibilidad dado
por la expresion (5.10) es menor bien cuando el valor de la derivada of™ es pequefio (es cero si
la sefial estd saturada), o bien cuando las magnitudes de los pesos son pequefias. No obstante,
como los términos cruzados no son nulos, ain en MLPs de una sola capa oculta, puede apreciarse
a partir de (5.13) y (5.19) que no es suficiente que las magnitudes de los pesos sean pequeiias,
sino que ademads la interrelacion entre dichos términos sea lo menor posible. Por eso es preciso
que la distribucion del aprendizaje se haya realizado de manera que se minimice la sensibilidad
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estadistica.

Otro aspecto no comentado audn se refiere al hecho de que las neuronas presenten entrada de
sesgo. Enla obtencion de las expresiones presentadas hasta ahora no se ha considerado la entrada
de sesgo, por lo que en principio s6lo son vdlidas para neuronas que carecen de la misma. En el
caso de usar dichas entradas, existen varias posibilidades. En la primera de ellas, si se considera
que la entrada de sesgo estd libre de errores, entonces la expresion obtenida (5.10) sigue siendo
valida puesto la entrada no influye en la sensibilidad estadistica al no sufrir perturbaciones y los
correspondientes términos C, ™ son nulos. Si las entradas de sesgo estdn sujetas a perturbaciones
es necesario tener en cuenta sus efectos. Para ello, dichas entradas deben tratarse como entradas
primarias (recordemos que son entradas ficticias a las neuronas, es decir, no interconectan
neuronas) y de esta forma deben afiadirse en las expresiones correspondientes como un término
mas, incluyendo en la sumatoria de (5.10) los C,, ™ (indicando el subindice O la entrada de sesgo)
calculados a partir del modelo de desviacion considerado. Si hay entradas de sesgo, las
expresiones también difieren segin se tenga que dichas entradas son compartidas o
independientes para cada neurona. En los ejemplos utilizados para validar las expresiones de la
sensibilidad a ruido en las entradas, se va a considerar que las neuronas poseen entrada de sesgo
pero que dichas entradas no sufren perturbaciones.

En la siguiente seccién se van a mostrar resultados que validan las expresiones obtenidas
anteriormente, mientras que en la Seccion 5.4 se derivardn las expresiones del gradiente de la
sensibilidad para, de manera similar a como se hizo en el Capitulo 4, disponer de una nueva regla
de aprendizaje que minimice la sensibilidad al ruido en las entradas, manteniendo las prestaciones
del algoritmo clasico respecto al aprendizaje. A esta nueva regla la llamaremos ARRN.
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5.3. VALIDACION DE LAS EXPRESIONES DE LA SENSIBILIDAD ESTADISTICA A
RUIDO EN LAS ENTRADAS

Hemos obtenido las expresiones de la sensibilidad estadistica a ruido en las entradas de un MLP
considerando el modelo aditivo (5.13) y el multiplicativo (5.19). Ahora se validardn estas
expresiones mediante resultados experimentales obtenidos a partir del computo directo realizado
tras perturbar los patrones de entrada conforme a los modelos antedichos.

Para realizar dicha validacién se usa la expresion (4.6). Dicha expresion relaciona el valor
esperado del error cuadritico medio (ECM) de un MLP sujeto a perturbaciones, con la
sensibilidad cuadratica media (SCM). Esta expresion se obtuvo para el caso de perturbaciones
en los pesos, pero puede apreciarse en el desarrollo realizado en la Seccion 4.1 que la expresion
(4.6) es también valida si se considera que las perturbaciones se producen en las entradas. En este
ultimo caso, sélo hay que tener en cuenta que la SCM se debe calcular a partir de las expresiones
(5.13) 0 (5.19) segun se considere el modelo aditivo o multiplicativo, respectivamente. Para no
generar confusion, a partir de ahora se distinguird entre la SCM frente a perturbaciones en los
pesos (SCMW) y la SCM frente a ruido en las entradas (SCMN).

La expresion (4.6) permite predecir el comportamiento de un MLP ya entrenado, con un
determinado ECM nominal (g,), cuando sus entradas se perturban en una cierta magnitud con
desviacion tipica o. Para ello basta calcular la sensibilidad cuadratica media utilizando la
expresion (4.9). Si se tienen en cuenta las expresiones para la sensibilidad estadistica ruido en las
entradas obtenidas en los apartados 5.2.1 y 5.2.2, entonces el valor predicho mediante la
expresion (4.6) debe ajustarse al obtenido mediante el cdlculo directo del valor medio del ECM
(E[€’]) cuando se perturban los patrones de entrada.

De esta forma, para validar las expresiones obtenidas vamos a usar MLPs previamente entrenados
para los que se calculardn el ECM nominal (g,) y la SCMN. Para una determinada perturbacién
aleatoria de los valores de los patrones de entrada con desviacion tipica o, y acorde con el modelo
de desviacion aditivo o multiplicativo, se calculard el valor predicho mediante la expresion (4.6).
Este valor se compararé con el obtenido a partir de la evaluacién de E[¢’] para un determinado
numero de simulaciones. Cada simulacién consistird en la perturbacion aleatoria de todos los
patrones de entrada dentro del rango establecido.

Obsérvese también que la SCMW puede sumarse a la SCMN para considerar el efecto conjunto
de perturbaciones en los pesos y en las entradas siendo valida la expresion (4.6) para predecir los
efectos de tales desviaciones en las prestaciones del MLP. Incluso pueden considerarse distintos
rangos para unas desviaciones y otras.
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Se han utilizado MLPs que aproximan la funcién seno y que predicen la serie temporal, cuyas
estructuras han sido descritas en capitulos anteriores. Las neuronas poseen una entrada de sesgo,
si bien dicha entrada se ha supuesto libre de error. Para cada valor de ¢ considerado, se han
aplicado 100 perturbaciones aleatorias de cada uno de los patrones de entrada con objeto de
calcular experimentalmente el valor esperado del ECM.

En primer lugar se van a mostrar resultados usando el modelo de desviacién aditivo en 5.3.1 y,
a continuacion, los obtenidos usando el modelo multiplicativo en 5.3.2.

5.3.1 Uso del modelo de desviacion aditivo

Para validar la expresion (5.13) de la SCMN frente a ruido aditivo, se han perturbado las entradas
primarias y,” con objeto de comparar el valor obtenido para el valor esperado del ECM mediante
simulacion con el obtenido a partir de la expresion (4.6). En cada test, todas las entradas del MLP
se han perturbado de forma que toman un valor y” = p, + 8, , siendo p, la componente i del patrén
de entrada p, y 9, una variable aleatoria que sigue una distribucién normal de media O y varianza
. El valor esperado del error cuadratico medio de la red para cada valor de  se calcula como
la media de este error sobre 100 tests con el conjunto de patrones de entrada considerados.

La Tabla 5.1 muestra los valores obtenidos para el ECM nominal (g,) y la SCMN. Ambas
magnitudes se han calculado sobre el conjunto de patrones de test una vez finalizado el

entrenamiento (los patrones de test son distintos de los usados durante el entrenamiento).

Tabla 5.1. Error cuadritico medio y sensibilidad cuadratica media nominales.

Aproximador Predictor
B 0.0011 0.0001
" SCMN 2.125 0.8478

En la Tabla 5.2 se presentan los valores obtenidos mediante el calculo directo de E[€’] con un
intervalo de confianza al 95% , y los valores predichos mediante la expresion (4.6) para distintos
valores de o. Se aprecia que el valor predicho se aproxima fielmente al valor experimental
obtenido mediante el calculo directo, tanto mas cuanto menor sea el valor de ¢ como era de
esperar por la aproximacion realizada al obtener las expresiones.
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Tabla 5.2. Comparacién entre E[€’] predicho y experimental.

Aproximador Predictor
o E[¢’] predicho | E[€’] experimental E[¢’] predicho E[¢’] experimental
(x le-3) (x 1e-3) (x 1e-3) (x le-3)
0.01 1.357 1.410 £ 0.053 0.188 0.192 + 0.004
0.02 1.995 1.952 £0.113 0.442 0.449 £ 0.010
0.03 3.058 2.938 +£0.206 0.866 0.891 +£0.023
0.04 4.545 4470 £0.413 1.46 1.462 + 0.039
0.05 6.458 5.881 £0.521 2223 2.194 +0.064
0.06 8.795 8.558 +0.784 3.155 3.117 £ 0.088
0.07 11.56 10.49 + 0.829 4.257 4202 +0.113
0.08 14.75 12.28 + 1.03 5.529 5.378 £ 0.175

En las figuras 5.1 y 5.2 se representan los valores predichos y calculados mediante simulacién
para distintos valores de . Los valores calculados experimentalmente se muestran con el
intervalo de confianza al 95% obtenido sobre 100 muestras. La Figura 5.1 se refiere al
aproximador de la funcién seno mientras que la Figura 5.2 se refiere al predictor de la serie
temporal. Puede apreciarse que la curva obtenida mediante la expresion (4.6) se acerca bastante
a la experimental en ambas figuras, siendo l6gicamente mejor el acoplamiento cuanto menor sea
el ruido.

En ambos casos se pone de manifiesto la validez de la expresion (4.6) para el caso de ruido
aditivo, al menos hasta un punto critico en el que las prestaciones de la red se han degradado
considerablemente respecto de las obtenidas tras el entrenamiento. En cualquier caso, incluso
cuando la aproximacion se aleja algo del valor real, el valor predicho constituye una cota superior
por lo que permite saber que el ECM no serd superior a tal valor y, por tanto, la SCMN constituye
una magnitud apropiada para evaluar la inmunidad al ruido de los MLPs.

Las desviaciones aditivas en las entradas, junto con las desviaciones aditivas en los pesos
permiten estudiar el comportamiento del ECM debido a los efectos de cuantizacién, es decir,
cuando se cambia la resolucion utilizada para almacenar los valores de estas magnitudes. De esta
forma, la expresion (4.6), donde la SCM se calcule considerando perturbaciones aditivas tanto
en las entradas como en los pesos, puede usarse para estudiar la degradacién del ECM al cambiar
el nimero de bits para almacenar los patrones de entrada o los valores de los pesos. El modelo
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aditivo de desviacion en los pesos también puede usarse estudiar los efectos del ‘offset” debido
a los transistores en una implementacién analégica.
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5.3.2. Uso del modelo de desviacion multiplicativo

En el caso de desviaciones multiplicativas en los entradas, en cada test todas las entradas y,” se
han modificado para tomar un valor y’ = p, (1+8,) siendo p, la componente i del patrén de
entrada p, y 9, una variable aleatoria que sigue una distribucion normal de media 0 y desviacién
tipica . El valor esperado del error cuadratico medio de la red para cada valor de ¢ se calcula
como la media de este error para los patrones de entrada considerados sobre 100 tests, donde cada
test implica una perturbacién aleatoria de los pesos segtin el modelo multiplicativo. Usando este
modelo de desviacion, el valor de ¢ representa el valor de la tolerancia en tanto por 1, por lo que
cuando las entradas se obtienen a partir de sensores analégicos con un cierto de margen de
tolerancia, la expresion (4.6) permite predecir cuales serdn las prestaciones de dicha
implementacion.

La Tabla 5.3 muestra los valores obtenidos para el error cuadritico medio nominal g,y la
sensibilidad cuadratica media a ruido en las entradas (SCMN) tras el entrenamiento. Se puede
observar que el valor de la SCMN es de 0.7731 en el caso del aproximador del seno lo que va a
implicar una rapida degradacion de las prestaciones al crecer el valor de las perturbaciones en las
entradas. En cambio, para el predictor la SCMN toma un valor de 0.3202 por lo que sus
prestaciones se degradardn en menor cuantia para ruido de una misma magnitud.

Tabla 5.3. Error cuadritico medio y sensibilidad cuadritica media nominales.

Aproximador Predictor
B 0.0004 0.0001
| scmn 0.7731 0.3202

La Tabla 5.4 muestra algunos ejemplos de valores predichos y simulados para distintos valores
de . Como se ha mencionado antes, ¢ se puede identificar con la tolerancia analdgica y por ello,
en la Tabla 5.4 se muestra el valor de la misma expresada en %. El valor esperado del ECM de
la red perturbada, E[€’], se presenta con un intervalo de confianza al 95%. Este valor se ha
calculado sobre 100 muestras. Puede observarse que los valores predichos y simulados son
bastante semejantes, estando dentro del mismo margen en la mayoria de los casos. La diferencia
entre el valor predicho y el simulado aumenta al crecer la magnitud de las desviaciones, aunque
al ser superior siempre el valor predicho, permite disponer de una cota superior de manera que
se puede conocer el valor maximo de degradacion para el MLP en cuestion.
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Tabla 5.4. Comparacién entre E[€’] predicho y calculado.

Aproximador Predictor

Tolerancia (%) || E[¢’] predicho | E[€’] E[¢’] predicho | E[¢€’]
(x le-3) experimental (x Ie-3) experimental
(x le-3) (x 1e-3)

0.6 0.494 0.495 +0.005 0.114 0.114 £0.001
1.2 0.578 0.576 £0.014 0.149 0.149 £ 0.002
1.8 0.717 0.696 + 0.028 0.206 0.208 = 0.004
2.4 0.912 0.863 £ 0.045 0.287 0.287 + 0.006
3 1.162 1.097 £ 0.065 0.391 0.397 £0.012
3.6 1.468 1.346 + 0.075 0.518 0.535 £ 0.016
4.2 1.83 1.574 £0.116 0.667 0.690 = 0.020
4.8 2.247 1.957 £0.159 0.84 0.882 +0.028

En las Figuras 5.3 y 5.4 se representan los valores predichos y calculados mediante simulacion
para distintos valores de ¢ para el aproximador de la funcién seno y el predictor de la serie
temporal, respectivamente. Cada punto experimental se muestra con su correspondiente intervalo
de confianza al 95%.
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Predictor de la serie temporal
001 6 T T T T T T T T T

Valor experimental +o—
Valor predicho  +

0.014 E

0012 | g{-
0.01 %Eﬁﬁﬁ% i

0.008 |- é;&ﬁ -
¢
0.006 |- ﬁ@@@% i

0.004

Valor esperado del error cuadratico medio

0.002 -

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
Desviacion tipica de las perturbaciones multiplicativas en los patrones

Figura 5.4. Error cuadratico medio simulado y predicho frente a .

0

En ambas figuras se aprecia que el valor predicho ajusta correctamente al valor experimental, al
menos en el margen considerado. Al crecer o este ajuste es peor, debido a que para el célculo de
la sensibilidad estadistica se han supuesto pequefias desviaciones.

5.4.LA SCM A RUIDO EN LAS ENTRADAS COMO MEDIDA DE LA CAPACIDAD DE
GENERALIZACION

La perturbacion de las entradas durante el entrenamiento para aumentar la capacidad de
generalizacion de un MLP ha sido propuesta en [MAO93,EDW97]. El objetivo es conseguir, de
esta manera, una suavizacion de la superficie del error cuadratico respecto de las entradas.

En efecto, si se realiza un desarrollo de Taylor del error cuadratico medio cuando se las entradas
del MLP se perturban:

A/ as(p) | R & & 3%p)
0 0
e =gy + 2 A+ — 3 Y Y B A A - (520
2 p pl s yl 4N,, p=l =l j=1  Qy, ayj

siendo y,” la entrada i, N, el nimero de entradas del MLP, &(p) el error cuadratico para el patrén
de entrada p, y €, el ECM nominal. Al calcular el valor esperado de la expresion (5.20) se tiene
que:
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Np NO
E[¢] Y Z %P Eray®) +
2 p Pl 0= ayi
MV ) (5.21)
1 p 0 0 a
Py Y Y T gy Ay
4N, p1 T T gylay,
Teniendo en cuanta que en los modelos de desviacién considerados E[Ay,’] = 0 y que
E[Ay,’ Ay,’] = 0 cuando i+#], se obtiene:
Ly 3t Pep)
E[e] = g +—— Y, Y, E[(Ay}Y] (5.22)
AN, b1 T a0y

De esta manera, como en el modelo aditivo E[(Ay.’)* ] = ¢ y en el multiplicativo se tiene que
E[(Ay,")*] = (oy,")?, sustituyendo en (5.22) se tiene finalmente:

) 0 2
Elg) = g +——Y Y I&p) (5.23)

para perturbaciones aditivas y,

2 N, Ny 2
n o .. 02 07€(p)
E[¢] = &, W 1; 21: ;) —a(y.")z (5.24)

para perturbaciones multiplicativas.

En las expresiones (5.23) y (5.24) se aprecia claramente como el efecto de perturbar las entradas
durante el entrenamiento se manifiesta en una perturbacién del error cuadratico y por tanto, es
éste error perturbado el que se minimiza. Esta minimizacién implica una suavizacién de la
curvatura de la superficie de error respecto de las entradas, ya que se ha obtenido una relacién
entre el error cuadratico perturbado por ruido y la matriz hessiana de dicho error respecto de las
entradas. Este hecho es 16gico, pues si la curva del error cuadrético en funcidn de las entradas es
plana, el error no se modifica cuando se produce un cambio en las entradas.

Es importante notar que precisamente este efecto de suavizado tiene efectos positivos sobre la
capacidad de generalizacion. Cuando se produce sobreentrenamiento (“‘overfitting”) se observan
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cambios bruscos de pendiente en la superficie de error respecto de las entradas. De esta forma,
una superficie més suave suele implicar una mayor capacidad de generalizacion, puesto que de
un punto a otro se pasa de manera uniforme, permitiendo que el MLP interpole correctamente los
puntos intermedios.

Por este motivo, la introduccidon de ruido durante el entrenamiento actiia como una técnica de
regularizacion inherente al algoritmo [MAQO93]. En [EDW97B] se consideran los efectos
mencionados sobre la capacidad de generalizacion.

En el capitulo anterior obtuvimos la relacion explicita entre el error cuadritico medio sujeto a
perturbaciones y la sensibilidad cuadratica media. Hemos visto que esta relacion sigue siendo
correcta en el caso de considerar que las perturbaciones se deben a ruido en las entradas. Asi, si
igualamos las expresiones (4.6) y (5.23) se obtiene:

N N,
I & « 0%
SCMN = N > y —((f’” (5.25)
NP p=li=l o 9(y; )?

p 0 2
SCMN = —— % Y o 9P (5.26)

Es decir la SCM a ruido en las entradas (SCMN) es una medida de la suavidad de las curvas de
error cuadrético respecto de las entradas y por tanto, apropiada para medir la capacidad de
generalizacion para un error cuadratico medio dado. Asi, si se tienen dos MLPs que presentan el
mismo ECM, generalizard mejor aquél que presente un menor valor de la SCMN.

Para visualizar este resultado hemos entrenado el MLP que implementa al aproximador del seno
y calculado la SCMN considerando el modelo de ruido aditivo. En este experimento se ha tratado
de forzar el sobreentrenamiento, por lo que s6lo se han utilizado 13 patrones de entrenamiento
y se han considerado 4000 épocas. En la Figura 5.5 se representa el error cuadrético en funcién
de la entrada para dos configuraciones de pesos distintas que presentaban aproximadamente el
mismo ECM (0.011) sobre el conjunto de test (distinto del conjunto de entrenamiento) y, sin
embargo distinto valor de la SCMN. Puede observarse que el MLP con menor SCMN presenta
pendientes menores. Este hecho indica que el error cometido se distribuye uniformemente entre
todas las posibles entradas, es decir, se comete un error similar con cualquier entrada. En cambio
el MLP con mayor SCMN proporciona un error muy pequefio para algunas entradas y muy
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grande para otras, o sea, se ha especializado en ciertos patrones proximos a los utilizados para
el entrenamiento.
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Figura 5.5. Error cuadratico en funcién de la entrada en MLPs con
distinta SCM a ruido en las entradas.

En la Figura 5.6 se presenta la salida proporcionada por ambos MLPs junto a la salida deseada
para ambos. Se observa que el MLP con menor SCMN comete un error mas uniforme para cada
patrén de entrada que aquél que presenta una SCMN mayor.

A partir de estas figuras se deduce que la expresion de la SCM a ruido en las entradas es
apropiada para medir la capacidad de generalizacién de los MLPs. En MLPs que presenten un
ECM similar, cuanto menor sea la SCMN mayor es la uniformidad del error cuadratico respecto
de las posibles entradas, es decir, todos los patrones de entrada se reconocen en igual medida, por
lo que el riesgo de sobreentrenamiento es menor.

Por tanto, un algoritmo que minimice la SCM a ruido en las entradas permitird obtener redes mas
inmunes a tales perturbaciones y con una mayor capacidad de generalizacion. Notese que en el
caso de perturbaciones aditivas esta minimizacion se traducird en un suavizado de la curva de
error. En cambio, en el caso de perturbaciones multiplicativas este suavizado se hard de forma
proporcional a la magnitud de las entradas, es decir, la curva serd mas suave cuanto mayor sea
la magnitud de la entrada.
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Figura 5.6. Salidas proporcionadas por MLPs con distinta SCM a
ruido en las entradas.

5.5. ALGORITMO DE RETROPROPAGA CION ROBUSTO PARA PERTURBACIONES
EN LAS ENTRADAS. REGLA ARRN.

En las secciones anteriores hemos obtenido y validado expresiones para evaluar la sensibilidad
estadistica a desviaciones en las entradas. También se ha comprobado que un menor valor de la
SCMN implica una menor degradacién del ECM a partir de la expresion (4.6), por lo que un
MLP que presente un pequeiio valor de la SCMN serd mds inmune a dicho ruido. Cuando el MLP
se entrena con el algoritmo cldsico (ARC) se minimiza el ECM pero, en general, se obtienen
configuraciones de pesos que presentaran distintos valores de la SCMN con lo que unas seran
mas inmunes al ruido que otras. También se ha encontrado una relacion entre la capacidad de
generalizacion y la SCMN, de forma que un menor valor de ésta indica mejores prestaciones
frente a aquella. Usando la misma filosofia que en capitulos anteriores se va a introducir la
SCMN frente a perturbaciones en las entradas dentro de la regla de aprendizaje como otro
término a minimizar conjuntamente con el ECM, lo cual equivale a minimizar el ECM sujeto a
perturbaciones €’ tal como aparece en la expresion (4.8).

Para obtener esta nueva regla, a la que llamaremos ARRN, es preciso determinar el gradiente de
la sensibilidad cuadrética a ruido en las entradas respecto de los pesos. Como las expresiones de
la sensibilidad estadistica son formalmente idénticas para el caso de desviaciones aditivas y
multiplicativas, salvo en las condiciones iniciales, se va a hacer uso de la expresién (5.10) para
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obtener el gradiente respecto de los pesos de las neuronas de la capa de salida y de los pesos de
las neuronas de la capa oculta, y posteriormente se particularizaran las expresiones obtenidas para
los dos modelos de desviacidn considerados

5.5.1. Calculo del gradiente de la sensibilidad cuadratica a ruido en las entradas

Como sélo se van a considerar perceptrones con una capa oculta, primero se obtendré el gradiente
de la sensibilidad cuadréatica respecto a un peso de la capa de salida y luego el gradiente respecto
de pesos de la capa oculta. La sensibilidad cuadratica a ruido en las entradas para un patrén de
entrada, S y viene dada por la siguiente expresion, calculada a partir de (5.10):

N2
D SR
2 r=1
(5.27)

1 N2 Nl Nl
S 2@ XX v, wa €,
r=1 u=1 v=1

5.5.1.1. Neuronas de salida
Considérese un peso w,* de la capa de salida (m=2) que conecta a la neurona i con la neurona k

de la capa oculta. Se debe calcular el gradiente de S, respecto de dicho peso, en dicho célculo se
consideran constantes las derivadas de las funciones de activacion.
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En el dltimo paso se ha hecho uso de que los términos C,,' son simétricos, es decir, C,,' = C,'
y que en las sumatorias los indices u y v recorren los mismos valores.

5.5.1.2. Neuronas de la capa oculta

Considérese un peso w, ' que conecta a una neurona i de la capa oculta (m=1) con una entrada

primaria k. Se trata de obtener el gradiente de la expresion (5.20) respecto de dicho peso. Como

1
uv

en esta expresion, los términos dependientes de w, ' son los C_,', ya que el resto son constantes
respecto de dicho peso, se va a proceder en primer lugar a la obtencién de la derivada de C,'
respecto del peso w,'. En el desarrollo de dicha expresion se tiene en cuenta que los términos

C.? con r#s son nulos, tanto en el modelo de desviacién aditivo como en el multiplicativo.
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En la expresion anterior J,, y 9, representan la delta de Kronecker. Una vez obtenido el resultado
(5.29) es inmediato calcular el gradiente de S, respecto de w;, .
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A partir de las expresiones (5.28) y (5.30) se puede calcular el valor del gradiente de la
sensibilidad cuadratica a desviaciones en las entradas del MLP, respecto de pesos pertenecientes
a la capa de salida o a la capa oculta, respectivamente. A continuacion se van a particularizar las
expresiones para el modelo aditivo y el multiplicativo, sustituyendo los valores concretos de los
términos C,™ para el modelo considerado.

5.5.2. Expresion del gradiente para el modelo de desviacion aditivo

Los pesos de la neuronas de salida se deben actualizar segun (5.28). En esa expresion,
sustituyendo el valor de C,,' dada por el Corolario 5.5 se obtiene que:

N

1 NU
(VS)n = @O Yowa ofy Ofp 3 W we,
v=1

u=1

(5.31)

N

N(J
= O o, Yo wi s 3 W e
v=1

u=1

Para los pesos de la capa oculta deben utilizarse las condiciones iniciales correspondientes al
modelo de desviacién aditivo en la expresién (5.30) y sustituir los términos C,,°. Estos términos
son iguales a 1, asi que:

N2 N1
(VS)i = o Y @ wi Yo w) of wy (5.32)
r=1 v=1

5.5.3. Expresion del gradiente para el modelo de desviacion multiplicativo

En este modelo, el valor de los C,,' necesario para particularizar la expresion (5.28) viene dada
por el Corolario (5.11) y, haciendo uso de las condiciones iniciales, el valor de C,,° se expresa
como (y,")*. De esta forma se obtienen las expresiones, (5.33) y (5.34) para el gradiente de los
pesos de las neuronas de salida y de la capa oculta, respectivamente:
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N, N,
(VS)% = OF )% oy Y wi Ofs 3wy, W, )2 (5.33)
u=1 v=1
NZ Nl
SOk = o OO L @D wr Yo wl of) w (5.34)
r=1 v=1

Por tanto, las expresiones (5.24) a (5.27) pueden utilizarse junto con el gradiente del ECM
durante el entrenamiento para ajustar el valor de los pesos. El gradiente de la sensibilidad
cuadrética, no obstante, debe multiplicarse por el factor de robustez y para mantener la jerarquia
de objetivos a minimizar, y permitir que la red converja.

En la siguiente seccidon se presentan los resultados obtenidos usando la regla ARRN en
comparacion con los que se obtienen cuando se usa ARC.

5.6. VALIDACION DEL ALGORITMO ARRN

El algoritmo ARRN permite obtener configuraciones de pesos mads inmunes al ruido de entrada
que las que se obtienen con el algoritmo cldsico. También se ha visto que minimizar la SCM a
ruido en las entradas es beneficioso de cara a obtener un error cuadritico uniforme para cada
patrén de entrada y asi incrementar la capacidad de generalizacion. Hay que tener cuidado con
este ultimo aspecto, si en el aprendizaje se prima demasiado la SCMN puede pasar que las curvas
de error cuadritico sean demasiado planas para el conjunto de entrenamiento, es decir, cada
vector de entrada y los puntos préximos a €l se reconocen como un mismo vector de salida, para
proporcionar una mayor inmunidad al ruido, de forma que el ECM sobre el conjunto de test va
a ser grande.

Asi, el algoritmo ARRN muestra claramente su utilidad para la inmunidad al ruido en el caso de
que el MLP implemente una funcién cuyos valores de entrada son discretos, de manera que cada
patrén de entrada serd reconocido como un mismo valor aunque el patrén haya sido modificado
dentro de un cierto margen.

Para comparar el algoritmo propuesto ARRN con ARC se ha utilizado como ejemplo un MLP
de tres capas que sintetiza la funcién XOR para cuatro variables. EL MLP considerado consta de
4 neuronas de entrada, 9 neuronas en la capa oculta y 1 neurona de salida. Se ha utilizado un
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conjunto de 16 patrones de entrenamiento (cada una de las posibles salidas de la funcién) y se han
realizado 5000 épocas durante el entrenamiento (en cada época se ha presentado el conjunto
completo de patrones de entrenamiento).

Las neuronas del MLP se han tomado sin entrada de sesgo, el pardmetro de aprendizaje a y el de
momento 3 se han fijado ambos a 0.9. Se debe hacer notar que en todos los casos se ha obtenido
un error de clasificacion del 0%, por lo que se mostrard el ECM en las tablas correspondientes.
Otro aspecto que merece la pena mencionar es que en la ejecucion de ARRN, el factor de
robustez se ha hecho variar dindmicamente durante el entrenamiento de forma distinta a como
se hizo con los algoritmos ARR y ARRW , donde se usé la expresion (3.5). Con ARRN el factor
de robustez y se ha hecho decrecer lentamente durante el entrenamiento partiendo de un
determinado valor inicial hasta un valor final pequeiio, con objeto de permitir la convergencia
del algoritmo. Esta estrategia es similar a la empleada con técnicas de enfriamiento simulado
[BER95B, BER96] y, en este caso, el factor y podria ser identificado con la temperatura. De este
modo, cuando y tiene un valor relativamente alto se permiten actualizaciones de los pesos que
priman la resistencia al ruido frente al aprendizaje pero, conforme se va bajando el valor de este
pardmetro, el aprendizaje prima sobre la inmunidad al ruido, de forma que finalmente el
algoritmo converge a una solucion que da similares resultados en cuanto a ECM respecto de
ARC, y que a su vez presenta un valor mas pequefio de la SCMN.

A continuacion, en los apartados 5.5.1 y 5.5.2 se muestran los resultados obtenidos con ruido
aditivo y ruido multiplicativo, respectivamente. El Apartado 5.5.3 proporciona los resultados
relacionados con el incremento de la capacidad de generalizacion por el uso de ARRN.

5.6.1. Algoritmo ARRN con ruido aditivo en las entradas

Como se ha mencionado antes, se va a utilizar un MLP que sintetiza la funcion XOR para 4
variables de entrada. El factor y se ha disminuido desde un valor inicial hasta un valor pequefio
final cuando se usa ARRN. Para cada valor inicial de y se han realizado 40 pruebas. La Tabla 5.5
recoge los resultados obtenidos para el ECM y la SCMN junto con las respectivas desviaciones
tipicas muestrales para los distintos valores de y considerados. La primera fila (y=0) se refiere al
algoritmo clasico ARC.

Puede apreciarse que la utilizaciéon de ARRN repercute en una disminucién drastica de la SCM
aruido en las entradas, si bien el ECM es similar. Comparando los resultados obtenidos con ARC
(y=0) y los correspondientes a ARRN cuando el valor inicial de y es 1.0, se puede ver que aunque
el ECM obtenido con este dltimo es ligeramente superior (1.12 veces mayor), sin embargo, la
SCMN obtenida mediante ARRN es 18.29 veces inferior. Esto implica que, en presencia de



158 Estudio de las Perturbaciones en las Entradas: Regla ARRN

ruido aditivo en las entradas, el ECM de MLPs entrenados con ARC se degrada unas 18 veces
mas que los entrenados con ARRN.

Aunque, al tratarse de un “clasificador” el ECM no sea la medida mds apropiada de las
prestaciones respecto al aprendizaje, se utiliza como figura de error porque, como se ha
comprobado en capitulos anteriores, una menor degradacién del ECM suele implicar una menor
degradacion del error de clasificacion, a pesar de no estar relacionados linealmente. También,
debe tenerse en cuenta que el error de clasificacion obtenido en todos los casos fue del 0%.

Tabla 5.5. Resultados de ARRN con ruido aditivo.

ECM SCMN
Y Media Desv.Tip | Media Desv Tip.
0 0.0687 0.0006 |0.512  0.067

0.2 0.0746  0.0004 [0.080  0.011
0.4 0.0754  0.0004 [0.055  0.009
0.6 0.0760 0.0004 |[0.041  0.008
0.8 0.0763 0.0003 [ 0.034  0.007

1 0.0766  0.0003 [ 0.028  0.005

5.6.2. Algoritmo ARRN con ruido multiplicativo en las entradas

De forma similar al apartado anterior, se han considerado distintos valores iniciales para y. La
Tabla 5.6 muestra los resultados obtenidos con ARC (y=0) y con ARRN. Para cada valor de y se
han realizado 40 pruebas.

En este caso, los resultados muestran que el ECM obtenido con ambos algoritmos es similar y
la SCMN obtenida con ARRN para y=1.0 es menor unas 6.74 veces en media que la obtenida con
ARC.
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Tabla 5.6. Resultados de ARRN con ruido multiplicativo.

ECM SCMN
Y Media Desv.Tip | Media Desv.Tip
0 0.0687 0.0005 |0.0479 0.0014

0.2 0.0582 0.0104 |[0.0150 0.0171

0.4 0.0694 0.0006 |0.0085 0.0013

0.6 0.0696 0.0005 | 0.0081 0.0011

0.8 0.0698 0.0004 [ 0.0078 0.0009

1 0.0701  0.0004 | 0.0071 0.0009

5.6.3. Incremento de la capacidad de generalizacion usando ARRN

Se ha probado anteriormente que a igualdad de prestaciones respecto del ECM, cuanto menor sea
la SCM a ruido en las entradas, menor es la pendiente de las curvas de error respecto de las
entradas al MLP. Este hecho se traduce en una mayor uniformidad del aprendizaje para cada
vector de entrada, de forma que aunque el ECM de dos MLPs sea similar, si uno de ellos presenta
un valor de la SCMN grande, el error cuadrético cometido con cada patrén de entrada puede ser
muy diferente, es decir, unos patrones los clasifica muy bien y otros, en cambio, muy mal. Es
decir, el uso de ARRN evita la especializacion del MLP en determinados patrones y, por tanto,
incrementa la capacidad de generalizacion.

Este hecho puede ser asi aprovechado durante el entrenamiento para obtener configuraciones de
pesos con mayor capacidad de generalizacion. Para probarlo se ha utilizado el MLP que aproxima
la funcién seno. Para el entrenamiento se han utilizado tnicamente 13 patrones con salida
conocida y se han invertido 4000 épocas, considerando perturbaciones aditivas en las entradas
y presentando entradas de sesgo todas las neuronas. Se ha experimentado con distintos valores
iniciales del factor de robustez, y para cada experimento se han realizado 40 entrenamientos. La
Tabla 5.7 resume los resultados mostrando el valor inicial de y utilizado, el ECM sobre un
conjunto de test de 100 vectores y la SCMN de dicho conjunto.

En la Tabla 5.7 se aprecia el aspecto anteriormente comentado. La minimizacién de la SCMN
es beneficiosa paraincrementar la capacidad de generalizacion y de hecho mejora las prestaciones
de aprendizaje. Con ARC se obtiene un ECM 2.38 veces mayor que con ARRN cuando y=0.02
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(0.0112 frente 0.0047). Se aprecia que al hacer mayor el valor de y, el ECM es menor aunque la
SCMN disminuye. Ello se debe a que al primar mds la SCMN se degrada el ECM aunque éste
error se hace mas uniforme para los distintos vectores de entrada, es decir, el error de salida
(respecto de la salida deseada) es similar para cualquier patrén de entrada.

Tabla 5.7. Estudio de la capacidad de generalizacion.

ECM SCMN
Y Media Desv.Tip [ Media Desv.Tip
0 0.0112 0.0027 | 1.0663 0.1633
0.02 0.0047 0.0001 | 1.3723 0.0184
0.04 0.0058 0.0001 |1.0817 0.0157
0.06 0.0067 0.0003 |0.8992 0.0270
0.08 0.0076  0.0006 |0.7710 0.0322
0.10 0.0084 0.0006 |0.6824 0.0248

La Figura 5.7 representa la salida proporcionada por un MLP entrenado con el algoritmo clasico

y por otro entrenado con ARRN. También se muestra la salida deseada para cada vector de

entrada. Se aprecia claramente como aquél que ha sido entrenado con ARRN presenta una mayor

capacida | : : : : . . ; d d e
. " 16
generaliz : ABRC © acion.
e, Salida deseada ©
DE++ @@ﬁ
& %,
08 |
o o
4+ B
+0O o
+o g
0.6 + O Oﬁ
1y %
© o Q
g %
@ E
04 o
¢0 a
En| o
KE@ o
a
Q%Q DD
02 | P 3
[m] %}% [m]
e %3&;%%4#%
g OWWOS@OOWW
a jm]
O 1 1 1 1 1 1 M 1

0

Figura 5.7. Salidas proporcionadas por MLPs entrenados con ARC y

ARRN.

0.1

0.2

0.3 0.4 0.5

Entrada



161

5.7. CONCLUSIONES

En este capitulo se ha estudiado la influencia del ruido en las entradas de los MLPs. Se han

gdbtenido expresiones para evaluar la inmunidad que presenta un MLP a dicho ruido,
gonsiderando perturbaciones en las entradas de tipo aditivo y multiplicativo. Mediante la)
gensibilidad cuadritica media a ruido en las entradas (SCMN) es posible predecir como se|
1! egradaraca t‘lz}@e(s (ECM) que presenta el MLP tras el entrenamiento cuando

hs entradas del mismo son perturbadas.

e han validado las expresiones de la SCMN para erturbacmnes aditivas (5.15) y multiplicativas
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ambién sgha 1den 1cadAm curvatura de las curvas de error cuadratico respecto
e los vec capacidad de generalizacion, ya que para MLPs con|

n valor similar del ECM, aquél con menor valor de la SCMN presenta un reparto mas uniforme

patrones €s menor.

Por otra parte, se ha derivado un algoritmo de aprendizaje llamado ARRN que, en la misma linea
dlastaRRoyasR RaMopsideiadobie sensibilfidad esiodéstia pedesvinagsanasienckosipedds yyute lasales
se bbtiupersinegigntes entrddosialM LR giopksartabpropagaesonyesiercapiiyde, cipaviabiat gie
senaralcondslerPael elivwserhguedlbreanddias ephresitsnesl MILE pliedsn gudacSCWVPEHienbacionles
yakoguiendo pefdogniia lisscdpitnlodatisderaside vangidbtades]as expresiones correspondientes
a la sensibilidad estadistica a ruido en las entradas (Seccién 5.2), que serdn validadas en la
ARRdhsdesenuibeedornM). A da dneaddn diskistan)pestradmentacidrinenisieddd entweddy
papswdpkde generalirasity iz lald @M asruideo andesernsradapapropimigdeseraldaso de fistmacae
paed e corantsiativarde seqrdlporSiv praeddatmizmal golidmobnsdlos aadR BRIV pdeaenaxiiotee bl
BOMb wmipentbesanibid ebemido smieadianed AR lsieradomusndR B Nethbaepdn 6.9 braobeerido
PabarbuSEMINs resultados obtenidos con ARRN, compardndolos a los que se obtienen con el
algoritmo clasico ARC y en la Seccion 5.7 se resumen las conclusiones.

También puede usarse ARRN para aumentar la capacidad de generalizacion y las prestaciones

de aprendizaje, ya que al suavizar las curvas de error se evitan pendientes pronunciadas, de forma
que el error cuadratico obtenido es similar para cualquier vector de entrada, evitindose asi la
especializacién del MLP en determinados patrones de entrada.
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Notese que, como se ha mencionado previamente, la perturbacién de los patrones de
entrenamiento es un procedimiento considerado efectivo para incrementar la capacidad de
generalizacion e incluso la tolerancia a fallos. Ello se debe, a que la introduccién de ruido durante
el entrenamiento se traduce en una perturbacion implicita del ECM [EDW96], de forma que al
modificar los patrones de entrada en realidad lo que se minimiza es el ECM sujeto a
perturbaciones. Con el algoritmo propuesto, ARRN, se realiza también esta minimacién pero
siendo en este caso la perturbacién del ECM explicita. Es decir, ambos procedimientos son
equivalentes, si bien con ARRN la perturbacion del ECM es modulada por la SCMN, en vez de
ser aleatoria. De esta forma la perturbacion de las entradas durante el entrenamiento puede
considerarse como un caso particular de ARRN, donde la SCMN se aproxima aleatoriamente.

La minimizacién del ECM sujeto a perturbaciones tiene como consecuencia secundaria el
incrementar la tolerancia a fallos. Si se observan las expresiones de la SCM a desviaciones en los
pesos (SCMW) y se comparan con las correspondientes a la SCM a ruido en las entradas
(SCMN) puede observarse su similitud.

Por ejemplo, las expresiones de la sensibilidad estadistica para el modelo de desviacién
multiplicativo en las neuronas de la capa oculta son idénticas en el caso de perturbaciones en los
pesos y perturbaciones en las entradas, de forma que el MLP no distingue una perturbacién
multiplicativa en las entradas de una desviacion en los pesos de la capa oculta. Asi, la
minimizacién de la inmunidad al ruido multiplicativo en las neuronas de la capa oculta implica
una minimizacién de su tolerancia a fallos y viceversa. En los demds casos no existe una relacién
tan obvia, pero se observan claramente ciertas similitudes en las respectivas expresiones para la
SCM.

Por ello, aunque con ARRW pueda obtenerse como efecto secundario un beneficio caracteristico
de ARRN (mayor capacidad de generalizacién, mayores prestaciones de aprendizaje e inmunidad
al ruido) y viceversa (respecto de tolerancia a fallos), debe utilizarse el algoritmo adecuado segin
el propodsito deseado, o sea, ARRW para incrementar la tolerancia a fallos y ARRN para
incrementar la inmunidad al ruido, o la combinacién de ambos si se requieren ambas cosas.



Capitulo 6

Comparacion de ARRW
con otros Procedimientos

En este capitulo se va a comparar el procedimiento ARRW, propuesto en el Capitulo 4 con otro
procedimiento [MUR94] que perturba los pesos mediante ruido durante el entrenamiento a fin
de obtener una mayor tolerancia. Dicho procedimiento ha sido ampliamente estudiado y
comparado a su vez con otros algoritmos [EDW95] mostrandose claramente superior. En la
Seccidén 6.1 se realiza una introduccién, presentdndose a continuacién en la Seccién 6.2 el
algoritmo que se va a utilizar para comparar con ARRW. A continuacién, en la Seccién 6.3 se
presentan los resultados de ECM y SCM obtenidos con estos métodos y con el algoritmo ARC.
En la Seccidn 6.4 se estudia otro aspecto derivado del uso de ARRW como es el incremento de
la capacidad de generalizacién y, en la Seccion 6.5 se muestran resultados de aplicar ARRW a
problemas reales normalizados usados como benchmarks. Finalmente, en la Seccién 6.6 se
muestran las conclusiones.
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6.1. INTRODUCCION.

El incremento de la tolerancia a fallos de los MLPs ha sido estudiado por diversos autores
[PHA95,CHI94,MUR93,EDW95] y se han propuesto distintas alternativas para incrementar
dicha tolerancia. Asi, en [PHA95] se propone incrementar la redundancia de la red teniendo en
cuenta qué elementos son los que producen mayor degradacion de las prestaciones con objeto de
replicarlos.

En [CHI94] se propone un procedimiento en el que los pesos mantienen valores pequeiios en
magnitud. No obstante, esta alternativa, como los propios autores indican, implica una reduccién
de las prestaciones en cuanto a aprendizaje por lo que debe ir acompaifiada de un incremento del
nimero de neuronas de la capa oculta. La razén por la que una menor magnitud de los pesos
implica una mayor robustez se ha justificado en el Capitulo 2 a partir de la expresion de la
sensibilidad estadistica, al comprobar que ésta disminuye con la magnitud de los pesos.

El objetivo principal en un procedimiento para aumentar la robustez de un MLP debe ser repartir
equitativamente el aprendizaje entre sus neuronas constituyentes porque asi, al intervenir los
distintos pesos de forma similar en la funcién realizada por el MLP, el perjuicio es menor si falla
uno de sus elementos [EDWO98C]. Lo que estd claro es que esta distribucion del aprendizaje debe
realizarse mediante alguna modificacion de dicho proceso de aprendizaje ya que el algoritmo
clasico de entrenamiento del MLP no asegura que dicha distribucion sea 6ptima en tal sentido
[EDWIT].

También se ha mostrado que el simple aumento del nimero de neuronas en la capa oculta, del
numero de capas, 0 ambos no implica en principio un incremento de la tolerancia a faltas. Este
hecho ha sido constatado por algunos autores. En [STE90] se concluye que la probabilidad de
error en MLPs con funcién de activacion tipo escalén no depende del nimero de neuronas en la
capa oculta; y en [EDW98B] los autores aseguran que el incremento de neuronas en MLPs, no
s6lo no implica un aumento de la tolerancia, sino que incluso puede degradarla debido a que
existen mas elementos susceptibles de fallar. Lo que si se obtiene con redes mayores es una
mayor tolerancia potencial ya que al aumentar los grados de libertad, de un reparto 6ptimo del
aprendizaje entre un mayor nimero de neuronas se obtendria una mayor robustez [EDW98C].

De esta manera, en [EDW95] se utiliza un método que tiene por objeto disminuir la sensibilidad
de salida. La sensibilidad de salida, definida como la derivada de la salida del perceptrdn respecto
del valor de un determinado peso, mide la dependencia de la salida del MLP respecto del valor
de dicho peso. Este procedimiento, que usa una filosofia similar a la usada en los algoritmos
ARR y ARRW, pretende aumentar la tolerancia del MLP forzando una mejor distribucién del
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aprendizaje, ya que al penalizar el aprendizaje de los pesos més influyentes para un patrén dado,
el resto de los pesos deben asimilar dicho aprendizaje. No obstante, en este procedimiento las
prestaciones de aprendizaje se degradan en cierta medida y, por otro lado, la ganancia en cuanto
a tolerancia a fallos no es muy acusada.

En [EDW95] se propone utilizar la saliencia (saliency) como medida de la tolerancia a fallos. La
saliencia de un peso, definida como la segunda derivada del error cuadrético respecto del valor
de un peso, es una medida de la curvatura de la superficie de error. Esta medida se basa en la
relacion probada experimentalmente entre la capacidad de generalizacion y la tolerancia a fallos
de los MLPs. Asi, en [EDW95, EDW97] como medida de la robustez de un MLP se utiliza la
media de la suma de los elementos de la diagonal de la matriz hessiana sobre todos los patrones
de entrada. Cabe esperar que, si las pendientes de la superficie de error son pequeiias, las
perturbaciones en los pesos apenas modificaran el error cuadratico de salida. La validez de la
saliencia como medida cuantitava de la tolerancia a fallos se deduce a continuacion:

Si se hace un desarrollo de Taylor del error cuadratico medio respecto de las perturbaciones en
los pesos se obtiene:

(6.1)

1NpMNm
+
wEEZY S

siendo M el ndmero de capas y N,, el nimero de neuronas de la capa m. g, es el ECM nominal
(cuando los pesos no estan perturbados) y €(p) es el error cuadratico que presenta el MLP para
un patrén de entrada p.

Si ahora se toman los valores esperados y se hace uso de que en los modelos de desviacién
considerados E[Aw;;"] = 0, y E[Aw;" Awi‘j,m’] = 0 si los pesos son distintos, se verifica que:

1 Np M Nm Nmfl 828(p)
Ele] =g +——3 3 > > E[(Aw;")’] (6.2)
AN, p1 m=1 =1 1 g(w,")? ‘
ij

Considerando un modelo de desviacion aditivo donde E[(Aw;" )’] = 6% y sustituyendo en (6.2)
se obtiene:
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G Np M Nm Nmfl azs(p)
E[e]l =g +—> > > > ——= 6.3)
4N, p=1 m=1 =1 el a(wf)z

donde el segundo sumando de la parte derecha es precisamente la suma de los elementos de la
diagonal de la matriz hessiana, justificando por consiguiente que la medida de la saliencia es
adecuada para la tolerancia a faltas de desviacion aditivas.

Por otro lado, si la expresion (6.3) se iguala a (4.4), donde establecimos la relacion entre el valor
esperado del error cuadratico medio y la sensibilidad cuadratica media a perturbaciones en los
pesos (SCMW) se verificara que:

LA 34 omp _ 1L gA g 32 X )
— Z(S)——ZEZ - (6.4)
2,31 im 4 p3t w1 im g o(w,")?
es decir,
Np M Nm Nmfl 2
scuw - 1y Yy} FE0) 6.5)
4N, p=t m=1 =1 =1 ow;")?

la SCMW puede identificarse con la saliencia cuando las perturbaciones son aditivas, ya que
precisamente permite evaluar la curvatura de la superficie de error respecto de los pesos. De esta
manera una menor SCMW implica pendientes mds suaves, es decir, minimos anchos. Asi, en
el supuesto de desviaciones aditivas ambas medidas son equivalentes.

Sin embargo, al considerar el modelo de desviacion multiplicativo se tiene que E[(Aw;" )] =
(owy™ )?, por lo que sustituyendo en (6.2):

M n-1 2
ER) =g+ 23 3 Y 3 oy 22 6.6)

En este caso, el uso de la matriz hessiana como medida de la tolerancia a fallos no es una medida
totalmente adecuada, puesto que cada sumando estd ponderado por (w;;" )%, cuestién que no se
tiene en cuenta en otros trabajos previos. De hecho, en [EDW97] se cuestiona que la saliencia
sea proporcional a la magnitud de los pesos y se considera falso, a pesar de usar un modelo de
perturbacion multiplicativo en su procedimiento.
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En cualquier caso, la expresion (6.6) también se puede relacionar con la SCMW para
desviaciones multiplicativas, obteniendo que:

N N, N

_ LSRN gAY oo PE()
SCMW = — 3 3 Y 3w — (6.7)
AN, p=1 w1 =1 el a(w,"y?

Es decir, la SCMW también es una medida apropiada para medir el efecto de las perturbaciones
multiplicativas puesto que considera todas las contribuciones.

A partir de las relaciones encontradas entre saliencia y SCMW se concluye que:
- La SCMW coincide con la saliencia en el caso de perturbaciones aditivas.
- La SCMW es una medida mds precisa de la tolerancia a fallos multiplicativos que la
saliencia.
- La SCMW esté relacionada con la matriz hessiana del error cuadrético respecto del
valor de los pesos, por lo que un menor valor de aquella implica una superficie de error
mas plana.
- La minimizacion de la SCMW es equivalente a encontrar un minimo en el cual la
curvatura de la superficie de error respecto del valor de los pesos es mds suave. En el caso
de desviaciones multiplicativas, esta suavizacion es ademds proporcional a la magnitud
de los pesos.

Como se ha indicado en [EDW95, EDW96], perturbar los pesos durante el entrenamiento
equivale a minimizar la saliencia (la SCMW en realidad, segtn se ha probado), por lo que este
procedimiento puede considerarse como una técnica de regularizacion. A €l nos referiremos
como “Algoritmo de Retropropagaciéon con RUido” (ARRU) y ha sido ampliamente estudiado
en diversas publicaciones [MUR93, MUR94, EDW95, EDW96], mostrandose claramente
superior a otros procedimientos propuestos. ARRU ha mostrado ser eficaz para aumentar la
tolerancia a fallos de los MLPs y ademds presenta algunas ventajas adicionales como es una
aceleracion del aprendizaje y una mayor capacidad de generalizacion.

Debido a que dicho procedimiento ya ha sido comparado con otros métodos y a que se trata de
un algoritmo bastante conocido, se ha implementado y utilizado para comparar los resultados con
ARRW. En el siguiente apartado se va a describir el algoritmo ARRU. Posteriormente, en la
Seccidn 6.3 se mostraran los resultados de diversos experimentos que comparan ARC con ARRU
y ARRW.
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6.2. ALGORITMO DE RETROPROPAGACION CON RUIDO EN LOS PESOS
Los pasos que sigue el algoritmo ARRU son basicamente los siguientes:
a) Fijar un valor inicial para el ruido r, normalmente se hace r, =0.4 [EDW95].
b) En cada época:
b.1) Fijar una perturbacion para cada peso w;;™ dentro de un margen +r w;;™
b.2) Para cada patrén de entrada:

b.2.1) Calcular el error cuadritico de salida considerando los pesos
perturbados.

b.2.2) Restaurar los pesos a sus valores nominales (w;;™).
b.2.3) Modificar los pesos segtin el algoritmo de retropropagacion clésico.
b.3) Decrementar el valor del ruido r.

Se puede observar que en este algoritmo se realiza una perturbacion ‘virtual’ del valor de los
pesos con objeto de perturbar la funcién de error cuadritico de salida. El valor de esta
perturbacién depende del ruido, el cual se va decrementando paulatinamente al final de cada
época para asegurar la convergencia del entrenamiento. Normalmente la disminucién del ruido
es tal que al final del entrenamiento este disminuye hasta un valor de 0.01 [EDW95].

Usando este procedimiento se han realizado pruebas bastante exhaustivas en [EDW94, EDW95]
observandose que es claramente superior en cuanto a tolerancia a fallos que otros procedimientos
tales como el algoritmo cldsico o la minimizacion de la sensibilidad de salida (recordemos que
como se citd en el Apartado 4.1 no debe confundirse la sensibilidad de salida con la sensibilidad
estadistica). Se prueba en este trabajo que usando ARRU:

- Se obtienen configuraciones de pesos mds tolerantes a fallos.

- Se acelera del aprendizaje.

- Se obtiene una distribucién mds equitativa del aprendizaje entre los pesos.
- Se obtiene una mayor capacidad de generalizacion.
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Ademas, en [EDW98B] se realiza la prueba de trasladar configuraciones de pesos determinadas
mediante simulacién usando ARRU a configuraciones fisicas concretas, demostrando que las
prestaciones apenas se degradan, por lo que no es necesario realizar un nuevas iteraciones de
entranemiento en la implementacion fisica con objeto de ajustar las diferencias respecto de los
valores obtenidos tras el entrenamiento.

Notese que los resultados apuntados por los autores son semejantes a las conclusiones que se han
presentado en los capitulos anteriores de la presente memoria. El objetivo ahora es comparar el
algoritmo ARRU con el que hemos propuesto en el Capitulo 4 (ARRW).

Por otro lado, se pueden apreciar semejanzas entre ARRU y ARRW (o ARR). En el apartado
anterior hemos comprobado la relacion existente entre la SCMW vy la saliencia, mostrando que
la SCMW es mas adecuada como medida de la tolerancia a fallos. Los autores de [EDW96]
prueban que la perturbacion en los pesos equivale a perturbar la funcién de error, y presentan los
términos correspondientes a dicha perturbacion. Asi, durante el aprendizaje, el algoritmo de
retropropagacion minimiza implicitamente dichos términos. Estos términos podrian ser
identificados con los correspondientes al gradiente de la SCMW. El factor de robustez se puede
relacionar con la magnitud del ruido y éste, al igual que en ARRU, va disminuyendo en el
transcurso del aprendizaje.

Notese que el desarrollo de ARRW se ha realizado a partir de las expresiones de la sensibilidad
estadistica y de su relacién con la degradacién del ECM cuando los pesos estdn sujetos a
desviaciones. En cambio, en el desarrollo de ARRU se propone un procedimiento ad hoc y en
vista de sus resultados, se ha buscado con posterioridad la base matemética que lo explique. En
particular, en [EDWO96] se prueba que la adicién de ruido sindptico equivale a perturbar la
funcién de error, y se argumenta que el procedimiento ARRU equivale a minimizar la matriz
hessiana del error cuadratico respecto del valor de los pesos. Como hemos probado, este hecho
no es totalmente cierto en el caso de desviaciones multiplicativas que, por cierto, son las que se
utilizan para perturbar los pesos durante el entrenamiento en ARRU.

Las principales diferencias entre ARRU y ARRW son las siguientes:

- ARRU se basa en un procedimiento aleatorio puesto que asi lo son las perturbaciones
introducidas, aunque éstas estdn dentro de un cierto margen. Sien embargo, ARRW es
un procedimiento determinista una vez fijados los pardmetros del algoritmo de
aprendizaje y las condiciones iniciales.

- Existe una relacion implicita entre ARRU y un procedimiento que minimiza las
perturbaciones del ECM tal y como se prueba a posteriori. En cambio, ARRW se ha
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obtenido a partir de una relacion explicita entre las perturbaciones del ECM yla SCMW.

En concreto, ARRU puede considerarse como un caso particular de ARRW, puesto que ARRW
puede verse es un procedimiento donde los pesos se consideran perturbados con un cierto ruido,
pero donde esta perturbacidn, a diferencia de ARRU, se contabiliza a través de la sensibilidad
estadistica a perturbaciones en los pesos, en lugar de tener que inyectarse aleatoriamente en
varias iteraciones. En otros términos, ARRU es una aproximacién de ARRW.

El término afiadido a la funcién de error en ARRW en realidad puede contemplarse como un
término de regularizacion, siendo posible asi justificar la mejora respecto a tolerancia a faltas
obtenida como consecuencia del suavizado que se provoca en la funcién de salida de lared, como
en otros trabajos previos se indica [MUR94, EDW95, EDWO98A]. De acuerdo a la clasificacién
de técnicas de regularizacién presentada en [MAO93], ARRW puede considerarse como un
procedimiento de regularizacion explicitamente especificado (Tipo III) aunque el estabilizador
ha sido incluido pensando en un incremento de la tolerancia a faltas, mas que en incrementar la
capacidad de generalizacion. En este sentido, ARRW presenta la misma filosofia que se utiliza
en [EDW98A] para la hessiana del error cuadratico, pero difiere de ARRU, ya que éste puede
clasificarse como una técnica de regularizacion inherente al algoritmo (Tipo II).

La perturbacion del ECM durante el entrenamiento también se puede obtener implicitamente
perturbando los patrones de entrada tal como se ha vistpo en el capitulo anterior, y ésta es la
raz6n por la que la adicién de ruido en las entradas durante el aprendizaje repercuta en un cierto
incremento de la tolerancia a fallos.

Como en ARRU, se usa un modelo de desviacién multiplicativo (paso b.1 del algoritmo) para
comparar sus resultados con ARRW, y se utilizarén las expresiones de sensibilidad estadistica
correspondientes a dicho modelo. En la siguiente seccidén se compararan los resultados de
SCMW y ECM obtenidos tras el entrenamiento con ambos procedimientos.

6.3. COMPARACION DE ARRW CON ARRU

Para la comparacion se han utilizado los tres MLPs descritos en la Tabla 4.5: el aproximador del
seno, el predictor de la serie temporal y el clasificador del problema de Hart.

En el caso de ARRU, aunque en [EDW95] se aconseja un valor inicial para el ruido, r,, de 0.4,
hemos considerado diversos valores para r, con objeto de realizar un andlisis mds exhaustivo.
Este nivel de ruido se ha hecho decrecer durante el entrenamiento hasta alcanzar finalmente un
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valor aproximadamente igual a 0.01. Igualmente, para ARRW hemos considerado distintos
valores de la constante K del factor de robustez. Para cada valor de r, y para cada valor de K se
han realizado 40 entrenamientos partiendo de distintos valores iniciales de los pesos con ARRU
y ARRW, respectivamente.

Como ARRU usa un modelo de desviacion multiplicativo, ARRW se ha particularizado para tal
modelo.

6.3.1. Resultados para el aproximador del seno.

La Tabla 6.1 muestra los resultados obtenidos con ARC, la Tabla 6.2 los obtenidos con ARRU
para los distintos valores de ruido inicial considerados y la Tabla 6.3, los de ARRW para
distintos valores de la constante K. Estas tablas muestran el error cuadréatico medio (ECM) y la
sensibilidad cuadratica media a desviaciones en los pesos (SCMW) medidos sobre el conjunto
de patrones de test tras el entrenamiento. También se muestran las desviaciones tipicas
muestrales de cada variable.

Tabla 6.1. Resultados con el algoritmo clasico.

ECM SCMW

|
0.000818 + 0.000307 3.1226 £ 0.7144 "

Tabla 6.2. Resultados del algoritmo con ruido (ARRU).

r, ECM SCMW
0.1 0.000712 % 0.000369 3.0997 + 0.5996
0.2 0.000707 % 0.000393 2.4739 + 0.5667
0.3 0.000495 + 0.000449 2.3768 + 0.6098
0.4 0.000575 + 0.001263 2.0372 +0.4264
0.5 0.000704 + 0.001315 1.7465 + 0.4308
0.6 0.001514 + 0.002310 1.3950 + 0.2947
0.7 0.002930 + 0.003378 1.0323 +0.2194
0.8 0.005598 + 0.003637 0.8033 + 0.2777
0.9 0.005788 % 0.003692 0.7638 + 0.2349
1 0.003930 + 0.003911 0.7191  0.2532
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Tabla 6.3. Resultados del algoritmo robusto (ARRW).

K ECM SCMW
0.1 0.000680 + 0.000295 2.7091 £ 0.6272
0.2 0.000550 £ 0.000318 2.5964 £ 0.6138
0.3 0.000553 £ 0.000241 2.1607 £ 0.5295
0.4 0.000620 £ 0.000255 1.8088 +0.3383
0.5 0.000658 + 0.000304 1.4953 £ 0.3140
0.6 0.000739 £ 0.000290 1.1979 + 0.2507
0.7 0.000809 £ 0.000311 0.9651 £0.1708
0.8 0.001139 £ 0.001420 0.8251 £ 0.1944
0.9 0.000975 £ 0.000383 0.7039 £ 0.1286
1 0.000910 + 0.000173 0.6580 + 0.0957

Para comparar los resultados vamos a fijarnos en aquellas filas que proporcionen un valor para
el ECM similar al obtenido con ARC (0.000810): con ARRU se obtiene un ECM igual a
0.000704 y la SCMW 1.7465 cuando el nivel inicial de ruido, r,, se hace igual a 0.5. Usando
ARRW, en la fila correspondiente a un valor de K igual a 0.7 se obtiene un ECM de 0.000809
yla SCMW vale 0.9651, un valor claramente inferior al obtenido con ARRU (1.8 veces menor).

En cualquier caso se observa que la SCMW es menor que la obtenida con ARC, y que ademaés
disminuye al aumentar r,, 0 K, segun se trate d¢ ARRU o ARRW, respectivamente. Para valores
inferiores a un cierto r, 0 K se obtienen también mejores prestaciones respecto a aprendizaje que
con el algoritmo clésico.

La Figura 6.1 representa el ECM frente a la SCMW obtenidos con los tres algoritmos (ARC,
ARRU y ARRW). El ECM se muestra con su desviacion tipica en el eje de ordenadas y la
SCMW en el de abcisas. Puede observarse que para valores de ECM similares a los de ARC, los
menores valores de SCMW se obtienen con ARRW. Con ARRU, la minimizacién de la SCMW
se hace a costa de una gran degradacion de las prestaciones en cuanto a ECM. También se
observa que la desviacion tipica obtenida para el ECM con ARRW es muy inferior a la de
ARRU, lo que parece indicar que cuando se usa ARRW para entrenar el MLP la solucién
converge a un mismo minimo y por tanto, la probabilidad de estancarse en minimos locales con
alta SCMW es inferior que cuando se usa ARRU.
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Aproximador de la funcion seno
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Figura 6.1. ECM frente a SCMW para distintos valores de K
(ARRW) o de r, (ARRU).

6.3.2. Resultados para el predictor de la serie temporal de Mackey-Glass.

Los resultados obtenidos para el ECM y la SCMW mediante ARC, ARRU y ARRW se muestran
en las Tablas 6.4, 6.5 y 6.6, respectivamente.

En este caso, para comparar resultados, como los valores de ECM obtenidos con los distintos
algoritmos son muy similares, vamos a escoger los que proporcionan una menor SCMW. Con
ARC se obtiene un valor de la SCMW de 0.4547, superior al obtenido con ARRU cuando r, es
igual a 1.0 (0.3074). Sin embargo, cuando se usa ARRW este valor se hace aun menor (0.1991
cuando K vale 1.0).

Tabla 6.4. Resultados con el algoritmo clasico.

ECM SCMW

|
0.000106 + 0.000012 0.4547 + 0.2296 "
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Tabla 6.5. Resultados del algoritmo con ruido (ARRU).

I, ECM SCMW
0.1 0.000120 £ 0.000036 0.4897 + 0.2267
0.2 0.000122 £ 0.000028 0.4489 + 0.1876
0.3 0.000118 £ 0.000021 0.4144 £0.1513
0.4 0.000114 £ 0.000022 0.3620 £ 0.1122
0.5 0.000115 £ 0.000017 0.3462 £ 0.1584
0.6 0.000115 £ 0.000038 0.3160 £ 0.1471
0.7 0.000113 £ 0.000021 0.3080 £ 0.1427
0.8 0.000109 £ 0.000012 0.2887 £ 0.1682
0.9 0.000106 £ 0.000012 0.2792 £ 0.1364
1 0.000110 £ 0.000012 0.3074 £ 0.1387
Tabla 6.6. Resultados del algoritmo robusto (ARRW).
K ECM SCMW
0.1 0.000115 £ 0.000017 0.3622 £ 0.6272
0.2 0.000125 + 0.000035 0.2700 £ 0.6138
0.3 0.000115 £ 0.000031 0.2484 + 0.5295
0.4 0.000116 £ 0.000031 0.2358 £0.3383
0.5 0.000117 £ 0.000036 0.2354 £ 0.3140
0.6 0.000115 £ 0.000029 0.2336 + 0.2507
0.7 0.000121 £ 0.000032 0.2196 + 0.1708
0.8 0.000121 £ 0.000046 0.2177 £0.1944
0.9 0.000122 £ 0.000019 0.2107 £ 0.1286
1 0.000123 + 0.000042 0.1991 + 0.0957

Noétese que aunque parezca que el ECM obtenido con ARRU es inferior al obtenido con ARRW,
en realidad son muy similares, ya que la diferencia de sus medias es muy pequefa y sus
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desviaciones tipicas solapan. En cambio, las diferencias en la SCMW son més acusadas, y en
algunos casos, ni siquiera solapan las correspondientes desviaciones tipicas.

En la Figura 6.2 se puede apreciar el hecho anteriormente citado. Se representa el ECM en
funcién de la SCMW. Puede observarse, que los resultados obtenidos con ARRW presentan una
menor SCMW que los obtenidos con ARRU vy, sin embargo, el ECM obtenido es similar. Se
observa que las soluciones obtenidas con ARRW obtienen valores de la SCMW entre 0.1991 y
0.27 para K mayor que 0.2, mientras que en el caso de ARRU se obtienen valores entre 0.2792
y 0.4897. El ECM, en cambio estd comprendido entre valores similares.

Predictor de la serie temporal
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Figura 6.2. ECM frente a SCMW para distintos valores de K
(ARRW) o de r, (ARRU).
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6.3.3. Resultados para el clasificador del problema de Hart.
Los resultados obtenidos para el ECM y la SCMW mediante ARC, ARRU y ARRW se muestran

en las tablas 6.7, 6.8 y 6.9, respectivamente. En este caso, se muestra el error de clasificacién en
% en lugar del ECM.

Tabla 6.7. Resultados con el algoritmo clésico.

Error clasificacion (%) SCMW "
4.25 +3.53 60.264 + 29.382 "

Tabla 6.8. Resultados del algoritmo con ruido (ARRU).

T, Error clasificacién (%) SCMW
0.1 4.53 +3.61 54.427 + 32.466
0.2 3.40+£2.02 73.028 £26.971
0.3 3.20+2.19 66.050 +23.908
0.4 4.13+£2.19 44.637 £22.123
0.5 4.08 £2.52 37.059 +20.692
0.6 4.75 £2.97 24.831 £18.322
0.7 6.10 +2.47 24.870 £ 16.476
0.8 7.93 £3.13 12.940 £ 12.433
0.9 9.63 +2091 7.601 +7.339

1 9.25+2.92 8.827 + 8.788

Se van a comparar los resultados de ARRU para r,=0.6 con los de ARRW para K=0.175. En
ambos casos se obtiene un valor del error de clasificacion similar al obtenido con ARC (4.25 con
ARC, 4.75 con ARRU y 4,38 con ARRW) y valores inferiores de la SCMW (60.264 con ARC,
24.831 con ARRU y 8.923 con ARRW, es decir, con ARRW la SCMW es casi 3 veces menor
que con ARRU y 7 veces menor que con ARC). Asi pues, se obtienen menores valores de la
SCMW cuando se emplea ARRW que los obtenidos mediante los otros dos algoritmos.
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Tabla 6.9. Resultados del algoritmo robusto (ARRW).

K Error clasificacion (%) SCMW
0.075 4.62 +1.94 31.884 £12.792

0.1 3.60+1.53 27.150 £ 6.521

0.125 3.35+£2.02 17.299 £+ 4.858

0.15 4.68 £2.16 12.450 £ 4.595

0.175 438 +£2.14 8.923 £2.759

0.2 5.30+£2.55 5.548 £ 1.972

0.225 6.97 £2.85 2.939 +1.576

0.25 8.05 +3.28 2.065 +1.243

0.3 11.45 +1.40 0.862 + 0.187

La Figura 6.3 muestra el error de clasificacién (EC) como funcién de la sensibilidad cuadratica

media. Puede apreciarse que con ARRW se obtienen menores valores de la SCMW y valores

similares del EC respecto de los obtenidos con ARRU. Con ARRU se pueden obtener valores

pequeiios de la SCM a costa de peores prestaciones en cuanto a error de clasificacion.

Clasificador
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Figura 6.3. Error de clasificacién frente a SCMW para distintos
valores de K (ARRW) o de r, (ARRU).

80
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Como conclusién de esta serie de experimentos se deduce que ARRU constituye un algoritmo
eficaz para incrementar la tolerancia a desviaciones, si bien ARRW se muestra claramente
superior pues se obtiene un incremento de tolerancia a fallos (una sensibilidad cuadratica
inferior) mds acusado que cuando se utiliza ARRU (o ARC). En cualquier caso, las prestaciones
en cuanto a aprendizaje son del mismo rango que las obtenidas con ARC, e incluso, dependiendo
del valor de r,(en el caso de ARRU) o de K (en el caso de ARRW), pueden ser mejores.

6.4. ESTUDIO DE LA CAPACIDAD DE GENERALIZACION USANDO ARRW

En esta seccion se realiza un estudio de la capacidad de generalizacién obtenida tras el
entrenamiento del MLP cuando se usa ARRW en lugar de ARC. En [EDW94] se prueba que el
algoritmo ARRU aumenta la capacidad de generalizacion del MLP, y en la seccién anterior
hemos probado que ARRW presenta mejores prestaciones en cuanto a tolerancia.

La capacidad de generalizacion de un MLP es un factor importante a la hora de comparar sus
prestaciones. Aunque un MLP presente menor ECM de entrenamiento que otro, puede presentar
una menor capacidad de generalizacion. Ello se debe al efecto de sobreentrenamiento
(overfitting) que significa que cuando un MLP se entrena més de la cuenta, el MLP se especializa
en los patrones de entrenamiento y pierde la capacidad de generalizacion, de forma que aunque
reduce el ECM de entrenamiento, el ECM de test no disminuye, e incluso puede aumentar.

En el Capitulo 5 hemos encontrado una relacion entre la SCM a ruido en las entradas (SCMN)
y la capacidad de generalizacion. La SCMN evalua la pendiente de las curvas de error cuadratico
respecto de las entradas, de forma que un menor valor de esta magnitud implica un aprendizaje
mads homogéneo para cualquier patrén de entrada, es decir, el MLP produce errores de salida
similares para cualquier patrén. Asi mismo, hemos probado que al minimizar la SCMN se fuerza
a que la curva de error sea mds suave de forma que aumenta la capacidad de generalizacion.

También se ha visto en el capitulo anterior que las expresiones de la SCM a desviaciones en los
pesos (SCMW) y la SCM a ruido en las entradas (SCMN) son similares (en particular, para las
neuronas de la capa oculta y el modelo de desviacion multiplicativo son idénticas), por lo que
la minimizacion de una de ellas puede producir una reduccion de la otra y viceversa. Es decir,
al entrenar con ARRW ademads de hacer el MLP maés tolerante a fallos en sus pesos se mejora su
capacidad de generalizacion.

Para medir la capacidad de generalizacién se hace uso a menudo del llamado factor de pérdida
de generalizacion (PG) [PRE94]. El valor de PG se calcula durante el entrenamiento del MLP



6.4. Estudio de la capacidad de generalizacion con ARRW 179

haciendo uso de un conjunto de patrones, llamado conjunto de validacion , distinto del conjunto
de entrenamiento.

El factor PG se define de la siguiente manera:

ECM (1)
PG®) =100 - | ——<— — 1|  (6.1)
ECM_ (1)

donde ECM,,(t) es el error cuadratico medio del conjunto de validacion medido tras la época de

entrenamiento t y ECM, . (t) es el minimo obtenido para ese error en épocas anteriores. Puede

min
notarse que cuanto mayor sea este factor, mayor es el sobreentrenamiento y por tanto la
capacidad de generalizacion es menor: en principio, conforme la red va aprendiendo, el ECM del
conjunto de entrenamiento va disminuyendo y si va generalizando bien, también disminuye el
ECM de validacién. Sin embargo, cuando la red empieza a sobreentrenarse se especializa en los
patrones de entrenamiento y por tanto, aunque el ECM de entrenamiento disminuye, el ECM de

validacion aumenta, y es este aumento el que trata de medir este factor.

A continuacién vamos a comprobar si efectivamente el uso de ARRW como algoritmo de
aprendizaje para aumentar la tolerancia a fallos también produce una mejora de la capacidad de
generalizacion. Para ello mediremos el PG y también la SCMN.

En los experimentos realizados se han utilizado los ejemplos del aproximador del seno, el
predictor de la serie temporal y el clasificador del problema de Hart. Se ha utilizado la misma
estructura descrita en secciones anteriores, aunque se ha doblado el numero de épocas de
entrenamiento (4000 para el aproximador, 2000 para el predictor y 4000 para el clasificador). El
factor PG se ha evaluado cada 10 épocas de entrenamiento usando como conjunto de validacion,
el conjunto de patrones de test, que es distinto del de entrenamiento. Para cada caso, los
resultados se promedian sobre 40 pruebas tanto en el caso de ARC como en el caso de ARRW
para el modelo de desviacion multiplicativo.

6.4.1 Aproximador del seno.

Las Tabla 6.10 presenta los resultados obtenidos con ARC y ARRW. Para ARRW se ha fijado
el valor de la constante K del factor de robustez a 0.7 y se muestran los resultados medios junto
con las desviaciones tipicas muestrales del ECM y la SCMW obtenidos al finalizar el aprendizaje
sobre el conjunto de entrenamiento; el ECM, la SCMW y la SCMN evaluados en el punto
minimo de ECM sobre el conjunto de validacién; asi como del factor PG obtenido al finalizar
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el aprendizaje del MLP. El niimero de épocas se ha fijado en 4000.

Los resultados muestran de nuevo que se obtienen mejores prestaciones en cuanto a la tolerancia
a fallos y la capacidad de generaliacion cuando se usa ARRW, siendo similares las prestaciones
en cuanto a ECM respecto de las obtenidas con ARC. Con ARC se obtiene una media del factor
PG igual a 27.703, unas 5 veces superior a la obtenida con ARRW (5.764), la SCMN también
es inferior en el caso de ARRW (0.48384) que con ARC (0.42985). Ambas medidas indican que
efectivamente se obtienen mejoras en cuanto a capacidad de generalizacion, ademds de la
tolerancia a fallos cuando se usa ARRW como algoritmo de entrenamiento.

Tabla 6.10. Resultados para el aproximador del seno.

ARC ARRW
Media Desv. tipica Media Desv. tipica

ECM entrenam. 0.000659 0.000317 0.00047 0.000161
SCMW entrenam. |[4.811 0.859 1.467 0.097

ECM validacién 0.000388 0.000238 0.000368 0.000122
SCMW validacién (| 4.282 1.297 1.107 0.144

SCMN validacién |[0.48384 0.06568 0.42985 0.03105

PG 27.703 21.14 5.764 7.279

6.4.2 Predictor de la serie temporal.

Las Tabla 6.11 muestra los resultados obtenidos. En el caso de ARRW se ha fijado el valor de
la constante K del factor de robustez a 1.0 y el nimero de épocas se ha fijado en 2000.

El ECM obtenido con ambos algoritmos es similar mientras que la SCMW es menor en el caso
de usar ARRW. Con ARRW se obtiene también un valor de PG (4.559) inferior en media que
el obtenido con ARC (8.297), pero la desviacidn tipica es grande. Respecto a la medida propuesta
para la generalizacion, con ARRW y ARC se obtiene un resultado similar. Ello indica que si bien
se obtiene una cierta mejora respecto a generalizacion comparando el algoritmo ARRW con
ARC, esta mejora es pequena.
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Tabla 6.11. Resultados para el predictor de la serie temporal.

ARC ARRW
Media Desv. tipica Media Desv. tipica

ECM entrenam. 0.000102 0.00002 0.000103 0.000009
SCMW entrenam. [ 0.637 0.359 0.23 0.016

ECM validacién 0.00008 0.000005 0.000082 0.000004
SCMW validacién | 0.62 0.34 0.232 0.017

SCMN validacién | 0.33601 0.00633 0.32852 0.00506

PG 8.297 20.888 4.559 6.182

De cualquier manera, el valor de PG obtenido es generalmente pequefio (inferior a 6 en
aproximadamente el 75% de los casos) lo cual parece indicar que para este problema en concreto,
con la estructura de red, patrones y pardmetros escogidos, es poco probable que se vea afectado
por un sobreentrenamiento, pero en los pocos casos en que se produce este fenémeno, el efecto
es superior cuando se usa ARC que cuando se usa ARRW.

6.4.3 Clasificador del problema de Hart
En la Tabla 6.13 se muestran los resultados. Para ARRW se ha fijado el valor de la constante K
del factor de robustez a 0.0175 y el niimero de épocas se ha fijado en 4000. A pesar de ser un

clasificador se muestra el ECM.

Tabla 6.13. Resultados para el clasificador del problema de Hart.

ARC ARRW

Media Desv. tipica Media Desv. tipica
ECM entrenam. 0.008643 0.015876 0.041478 0.003559
SCMW entrenam. |29.18 12.237 33 0.356
ECM validacién 0.010333 0.014627 0.039053 0.002451
SCMW validacién |[61.508 20.181 3.449 0.359
SCMN validacién (1 30.97502 10.50857 2.13039 0.31959
PG 290.683 225.507 20.777 10.478
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El valor obtenido para el factor PG con ambos algoritmos es en este caso claramente distinto.
Con ARC se obtiene un PG medio igual a 290.683 mientras que con ARRW se obtiene 20.777.
Respecto a la SCMN estas diferencias son también grandes, con ARC la SCMN es 30.97502
mientras que con ARRW el valor medio de la SCMN es igual a 2.13039. En este caso, se tiene
un ejemplo tipico en el que usando ARC se obtienen mejores prestaciones en cuanto a ECM pero
el riesgo de sobreentrenamiento y, por tanto de deficiencias en cuanto a generalizacion, son
mayores. Hay que notar también en este caso que, a pesar de obtener un ECM mejor con ARC,
sin embargo el error de clasificacion es similar y que ademas, por ser la SCMW obtenida mucho
menor (del orden de 20 veces) en el caso de ARRW, ARRW proporciona configuraciones de
pesos mads robustas y que presentan una mayor capacidad de generalizacién con un error de
clasificacion similar al obtenido con ARC.

De esta forma hemos confirmado que la capacidad de generalizacién es mejor cuando se usa
ARRW, de aqui se deduce que podemos considerar este algoritmo como una técnica de
regularizacion [GIR95], tal como se ha comentado en 6.2. También se ha comprobado que el uso
de la SCMN (SCM a ruido en las entradas) como medida de la capacidad de generalizacion es
apropiado ya que varia como el factor PG. Sin embargo, el factor PG es una medida heuristica
mientras que la SCMN ha sido deducida matematicamente.

6.5. PRUEBAS CON EJEMPLOS DE PROBENI1

Los problemas utilizados hasta ahora para estudiar el comportamiento de los algoritmos
presentados si bien se basan en ejemplos ampliamente conocidos y utilizados por diversos
autores, se pueden considerar ejemplos de laboratorio. Por ello, a continuacién se aplicard el
algoritmo ARRW con el modelo multipicativo a problemas reales utilizados como benchmarks
y que se encuentran reunidos en el conjunto PROBEN 1 (disponible en INTERNET en la direccién
http://wwwipd.ira.uka.de/~prechelt/announce/probenl.html).

PROBENI1 [PRE94] consiste en un conjunto de problemas utilizados habitualmente como
benchmarks con objeto de disponer de un conjunto normalizado de patrones de entrenamiento,
test y validacion que permita la comparacion de distintas implementaciones de redes neuronales
artificiales, asi como de estrategias de entrenamiento.

Los ejemplos contemplados en PROBEN1 son problemas reales, cuyos datos han sido reunidos
por diversas instituciones. En general, en cualquier problema de PROBENI1 se proporciona un
conjunto de patrones, de los cuales se especifica cudles deben ser usados como conjunto de
entrenamiento, cudles como conjunto de validacién y cudles como conjunto de test. El conjunto
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de entrenamiento se usa para actualizar los pesos durante el entrenamiento; el de validacién
también es usado durante el entrenamiento, pero para evaluar el sobreentrenamiento (Apartado
6.4) y de esta manera poder seleccionar el conjunto de pesos 6ptimo. Por dltimo, el conjunto de
test se utiliza para estimar los resultados que se obtendrian cuando al MLP se le presentan
patrones distintos de los usados para el aprendizaje.

Los tres conjuntos de patrones son disjuntos, es decir, los patrones de cada conjunto son distintos.
En [PRE94] se menciona que segtiin qué patrones se escojan para cada conjunto, los resultados
pueden diferir, por ello, PROBEN1 proporciona tres ordenaciones distintas de tales conjuntos.
En cada ordenacion los patrones pertenecientes a cada conjunto se hayan prefijados.

Para comparar ARRW y ARC se han escogido tres aplicaciones de PROBENI. Con cada
ejemplo, se han aplicado los algoritmos mencionados a cada una de las tres ordenaciones de
patrones. En cada caso se han realizado 40 entrenamientos para obtener valores medios. Los
ejemplos seleccionados son los siguientes:

- Cancer (cancer): diagnosis de cancer de mama. Clasifica si un tumor es benigno o
maligno basado en caracteristicas celulares obtenidas mediante examen microscopico
(uniformidad del tamaiio de las células, forma de las células, adhesion, etc). Dispone de
9 variables de entrada, 2 salidas y 699 muestras.

- Edificio (building): prediccion del consumo de energia en un edificio. Se predice el
consumo horario de electricidad, agua caliente y agua fria, basdndose en el dia, hora,
temperatura exterior, humedad exterior, radiacion solar y velocidad del viento. El nimero
de variables es 14, se proporcionan 3 salidas y se proporcionan 4208 muestras.

- Diabetes (diabetes): diagnosis de la diabetes. Se basa en datos personales (edad, nimero
de embarazos) y los resultados de un examen médico (presion, glucosa, etc) y trata de
decidir si un individuo tiene diabetes o no. Hay 8 variables de entrada, 2 salidas y se
dispone de 768 muestras.

6.5.1. Clasificador del cancer de mama

Los datos para este problema fueron recogidos por el Dr. William H. Wolberg de la Universidad
de Winsconsin.

La estructura escogida para aplicar ARC y ARRW al MLP es la de una red con 9 neuronas de
entrada, 5 en la capa oculta y 2 neuronas de salida. Se escoge como vélida la salida ganadora.
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Durante el entrenamiento se han realizado 1000 iteraciones (épocas) y los pardmetros de
aprendizaje o (factor de aprendizaje) y B (momento) se han fijado a 0.9 y 0, respectivamente. Las
neuronas poseen entrada de sesgo.

Con ARRW se ha utilizado el modelo multiplicativo. De forma similar a como se hizo en el
Capitulo 5, y a como se utiliza en el algoritmo ARRU, el factor de robustez y se ha hecho
decrecer dindmicamente durante el transcurso del entrenamiento partiendo de un valor inicial de
0.4 hasta un valor final de 0.01 para asegurar la convergencia.

Tal y como se ha mencionado antes, se han realizado 40 pruebas con cada algoritmo para cada
una de las 3 ordenaciones proporcionadas de los conjuntos de entrenamiento, validacion y test.
En cualquier caso el nimero de patrones de entrenamiento es de 350, el de patrones de validacién
es de 175 y el conjunto de test cuenta con 174 patrones. Las 3 ordenaciones se referirdn como
cancerl, cancer2 y cancer3.

La Tabla 6.14 resume los resultados obtenidos con el algoritmo clédsico, mientras que los
resultados obtenidos con ARRW se muestran en la Tabla 6.15. En dichas tablas se presenta el
error cuadratico medio (ECM) y la sensibilidad cuadritica media a desviaciones en los pesos
(SCMW) para los conjuntos de entrenamiento, validacion y test. También se muestra el error de
clasificacion obtenido sobre el conjunto de test, la SCM a ruido en las entradas sobre el conjunto
de test (SCMN) y el factor PG, que mide la pérdida de generalizacion segin muestra (6.1).

Tabla 6.14. Resultados con ARC para el clasificador del cancer.

cancerl cancer2 cancer3

Media | Des.Tip. || Media | Des.Tip. || Media | Des.Tip.

ECM entrenamiento 0 0.0034 0.011 0.0013 0 0.002

SCMW entrenamiento [|0.344 | 0.1885 0.094 [ 0.0363 0.233 [ 0.2413

ECM validacion 0.02 0.0011 0.017 [ 0.001 0.029 [ 0.0006
SCMW validacién 0.169 |0.2218 0.035 [ 0.0072 0.048 [ 0.0263
ECM test 0.01 0.0036 0.032 [ 0.0019 0.024 [ 0.0023
SCMW test 0.178 | 0.2151 0.1021 | 0.0237 0.1085 [ 0.0445

Error clasificacion %  [[2.237 | 0.5008 1.8678 [ 0.2489 3.3764 | 0.1901
SCMN test 0.072 | 0.064 0.054 [0.011 0.058 [0.032
PG 66.47 | 34.514 67.007 | 10.896 75.95 [ 27.293
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Tabla 6.15. Resultados con ARRW para el clasificador del cincer.

cancerl cancer?2 cancer3

Media | Des.Tip. || Media | Des.Tip. || Media | Des.Tip.

ECM entrenamiento | 0.02 0.001 0.018 0.001 0.016 [ 0.0012

SCM entrenamiento | 0.06 0.0098 0.059 0.0063 0.087 [0.0113

ECM validacién 0.02 0 0.018 0 0.029 | 0.0004
SCM validacién 0.06 0.0122 0.034 0.0041 0.037 ]0.0104
ECM test 0.01 0.001 0.036 0.001 0.024 | 0.0009
SCM test 0.06 0.0137 0.067 0.0105 0.066 |0.0181
Error clasificacion 2.888 | 0.1567 22126 |0.2052 3.4483 |0

%

SCMN test 0.040 | 0.009 0.052 0.006 0.046 [ 0.009
PG 5.098 |4.4762 14.12 6.8838 9.4898 | 6.4279

El ECM y la SCMW de entrenamiento se han evaluado sobre los pesos obtenidos tras la tltima
época del aprendizaje mientras que los valores referidos a validacion y test se han calculado
usando el conjunto de pesos que proporciona menor ECM con el conjunto de validacién. ElECM
de validacion se ha evaluado cada 10 épocas. En cualquier caso se muestran los valores medios
sobre las 40 pruebas, asi como la correspondiente desviacion tipica muestral

Comparando los resultados mostrados en las tablas 6.14 y 6.15 se obtiene que:

- Las prestaciones en cuanto a error de clasificacion y ECM son similares.

- La SCMW obtenida con ARRW es inferior a la obtenida con ARC.

- El factor PG y la SCMN obtenidos con ARRW son inferiores a los obtenidos con ARC.
- Las desviaciones tipicas para cualquier factor, son generalmente bastante inferiores
cuando se usa ARRW.

De estos hechos se deduce que usando ARRW como algoritmo de entrenamiento se reduce el
riesgo de sobreentrenamiento obteniéndose configuraciones de pesos mas robustas, manteniendo
prestaciones respecto de aprendizaje similares a ARC. Por otro lado, el que las desviaciones
tipicas sean menores parece indicar que cuando se usa ARRW, se hace una seleccion mas
restrictiva de los minimos locales donde la solucién puede quedar estancada, de forma que sélo
son vélidos aquellos que presentan mayor insensibilidad a desviaciones en los valores de los
pesos.
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Respecto a generalizacion, el factor PG es claramente inferior cuando se usa ARRW. Hay que
matizar que la SCMN se ha evaluado sobre el conjunto de pesos que proporcionaba un menor
valor de validacién el cual, por tanto, apenas es susceptible de presentar sobreentrenamiento, pero
adn asi, la SCMN es inferior en el caso de usar ARRW.

6.5.2. Predictor del consumo energético en un edificio

Se ha escogido una red con 14 neuronas de entrada, 4 en la capa oculta y 3 neuronas de salida.
Las salidas predicen el consumo de electricidad, agua caliente y agua fria en un edificio a partir
de las variables de entrada. Las neuronas tienen entrada de sesgo y se han utilizado 1000 épocas
para el aprendizaje fijando los pardmetros de o y B a 0.9 y 0, respectivamente. El factor de
robustez y en el caso de ARRW se ha hecho decrecer dindmicamente durante el transcurso del
entrenamiento partiendo de un valor inicial de 0.4 hasta un valor final de 0.01 para asegurar la
convergencia.

El nimero de patrones de entrenamiento es de 2104 y tanto el de patrones de validacién como
el de patrones de test es de 1052. Las 3 ordenaciones se referirdn como edificiol, edificio2 y
edificio3.

La Tabla 6.16 resume los resultados obtenidos con el algoritmo cldsico, mientras que los
resultados obtenidos con ARRW se muestran en la Tabla 6.17. Las magnitudes presentadas son
similares a las mencionadas en 6.5.3, salvo que en este caso no se muestra el error de
clasificacion, obviamente.

En este caso se obtienen resultados que son similares en cuanto a capacidad de aprendizaje, se
puede observar que usando tanto ARC como ARRW el ECM obtenido es practicamente el
mismo. Sin embargo, la SCMW se reduce drasticamente cuando se utiliza ARRW (del orden de
8 veces menor que la obtenida con ARC). El factor PG es menor en el caso de ARRW, salvo para
la prueba edificiol, en la cual se obtienen valores similares para dicho factor. En cualquier caso,
este factor es pequefio lo que probablemente se deba a que el MLP no termina de aprender bien
la funcién que debe implementar y por lo tanto apenas se produce sobreentrenamiento. Sin
embargo la SCMN es aproximadamente la mitad en el caso de ARRW lo que indica que una
mayor homogeneidad del error cuadratico respecto de los vectores de entrada.
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Tabla 6.16. Resultados con ARC para el predictor del consumo energético.

edificiol edificio2 edificio3
Media | Des.Tip. || Media | Des.Tip. || Media | Des.Tip.
ECM entrenamiento 0.06 0.0016 0.1819 |0.0021 | 0.185 |0.0019
SCMW entrenamiento | 1.135 0.7195 0.6103 | 0.1993 |f 0.6796 | 0.2457
ECM validacién 0.08 0.003 0.2012 | 0.0022 [l 0.1905 | 0.002
SCMW validacién 0.877 0.343 0.3738 | 0.1382 | 0.036 | 0.1556
ECM test 0.09 0.0033 0.1954 10.0024 |f 0.192 | 0.0018
SCMW test 0.956 0.3803 0.3803 |0.1412 |f 0.382 | 0.1837
SCMN test 0.242 0.036 0.126 0.048 0.114 ] 0.040
PG 4.166 2.2067 2.5585 1.2842 | 2.0517 | 1.211

Tabla 6.17. Resultados con ARRW para el predictor del consumo energético.

edificiol edificio2 edificio3
Media | Des.Tip. || Media | Des.Tip. | Media | Des.Tip.

ECM entrenamiento 0.07 0.001 0.1854 [ 0.0019 0.1891 [ 0.0023
SCMW entrenamiento |[0.325 0.0188 0.1055 |[0.0137 0.1091 |0.0147
ECM validacién 0.08 0.001 0.2019 | 0.001 0.1914 [ 0.0005
SCMW validacién 0.189 0.0307 0.082 0.0158 0.085 0.0193
ECM test 0.08 0.001 0.1955 |[0.001 0.1918 | 0.0009
SCMW test 0.191 0.0335 0.081 0.0164 0.085 0.0196
SCMN test 0.096 0.016 0.050 0.013 0.036 0.006

PG 4.697 1.7905 1.4559 | 1.3707 1.2003 [ 1.3364
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6.5.3. Clasificador de la diabetes

Como estructura del clasificador se ha utilizado un MLP con 8 neuronas de entrada, 16 en la capa
oculta y 2 neuronas de salida. El diagndstico viene dado por la neurona de salida ganadora.

El nimero de épocas y valor de pardmetros de aprendizaje son los mismos que en los dos
ejemplos anteriores.

El conjunto de entrenamiento cuenta con 384 patrones mientras que los de validacion y test
cuentan con 192 patrones cada uno. Las 3 ordenaciones de estos conjuntos proporcionadas por

PROBENTI se referirdn como diabetes1, diabetes2 y diabetes3.

Los resultados obtenidos con ARC se muestran en la Tabla 6.18 mientras que los
correspondientes a ARRW se muestran en la Tabla 6.19.

Tabla 6.18. Resultados con ARC para el clasificador de la diabetes.

diabetes1 diabetes2 diabetes3

Media | Des.Tip. || Media | Des.Tip. | Media | Des.Tip.

ECM entrenamiento 0.08 0.0076 0.075 0.0092 0.089 0.0081
SCMW entrenamiento | 8.552 2.654 8.7118 2.7043 5.9466 1.7303

ECM validacién 0.154 0.0013 0.1639 | 0.0021 0.1743 | 0.0018
SCMW validacién 0.516 0.1266 0.517 0.1646 0.7007 |[0.3413
ECM test 0.155 0.0028 0.1857 | 0.0087 0.156 0.0214
SCMW test 0.532 0.1192 0.5623 10.1743 0.7481 |0.2711
Error clasificacion %  |[22.83 1.152 27.291 1.693 22.199 |1.243
SCMN test 0.972 0.121 1.187 0.190 1.451 0.245

PG 35.95 5.655 37.237 | 7.713 25.242 | 7.25
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Tabla 6.19. Resultados con ARRW para el clasificador de la diabetes.

diabetes1 diabetes2 diabetes3
Media | Des.Tip. Media | Des.Tip. Media | Des.Tip.
ECM entrenamiento 0.141 [ 0.0064 0.1297 | 0.0091 0.1334 | 0.0077
SCMW entrenamiento [[0.229 | 0.0385 0.2372 [ 0.0424 0.2392 | 0.039
ECM validacién 0.153 | 0.0071 0.1614 | 0.001 0.1708 | 0.0063
SCMW validacién 0.174 | 0.0289 0.1695 |[0.034 0.1275 10.0316
ECM test 0.155 |0.0013 0.1913 [ 0.0037 0.154 0.0022
SCMW test 0.184 | 0.0303 0.187 0.0395 0.1392 |0.0355
Error clasificacion %  |[22.04 | 0.66 28.469 |0.69 22.133 0.652
SCMN test 0.763 | 0.101 0.952 0.170 0.761 0.165
PG 5.322 | 4.939 6.7747 | 5.4885 6.4813 | 4.5308

A partir de los resultados mostrados en las tablas anteriores se deduce que el error de
clasificacion obtenido con ambos algoritmos es muy similar, asi como el ECM de validacion y
test. La SCMW obtenida con ARC es claramente superior (de 3 a4 veces) a la que se obtiene con
ARRW por lo que las configuraciones obtenidas con este tltimo algoritmo son mds robustas a
desviaciones en los pesos. Por tltimo, se puede apreciar que el factor de pérdida de
generalizacion PG proporciona un valor inferior con ARRW, lo que indica que los efectos de un
sobreentrenamiento son menores en este caso (la SCMN también es inferior con ARRW). Se
puede apreciar también, al igual que en 6.5.1, que las desviaciones tipicas son menores en el caso
de ARRW, lo que parece indicar que las soluciones posibles cuando se usa ARRW implican una
mayor uniformidad que las obtenidas con ARC.

De estos experimentos se deduce que el uso de ARRW es beneficioso para incrementar la
tolerancia a fallos y la capacidad de generalizacion en MLPs.
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6.6. CONCLUSIONES

En primer lugar hemos deducido que la SCMW evalua la pendiente de la curvatura de la
superficie de error respecto del valor de los pesos, de forma que puede considerarse una medida
de la saliencia. Asi, un menor valor de la SCMW indica pendientes mds suaves del error
cuadratico medio y, por tanto, perturbaciones en el valor de un peso producen cambios mas
suaves en las prestaciones del MLP respecto de error de salida. También se ha obtenido que, en
el caso de perturbaciones multiplicativas, la SCMW depende también de la magnitud de los
pesos, por lo que es mas adecuada el uso de ésta como medida de la tolerancia a fallos que la
saliencia.

Se ha realizado un estudio comparativo del algoritmo propuesto ARRW con otro algoritmo
basado en la perturbacién con ruido durante el entrenamiento y al que nos hemos referido como
ARRU. A partir de los andlisis realizados se desprende que ambos algoritmos reducen la
sensibilidad cuadritica media a desviaciones en los pesos, manteniendo las prestaciones de
aprendizaje del algoritmo clasico ARC, sin embargo, se obtienen soluciones mds tolerantes a
fallos cuando se usa ARRW. En concreto, se puede concluir que ARRU es un caso particular de
ARRW pues se puede ver el efecto de este tiltimo como una perturbacién de los pesos modulada
por la SCM.

También se ha estudiado la capacidad de generalizacién que muestran los MLPs entrenados con
ARRW respecto de los entrenados con ARC deduciéndose que cuando se usa el primero como
algoritmo de entrenamiento, se reduce la pérdida de generalizacion (PG) asi como la SCM aruido
en las entradas. Para ello, se han realizado diversos tests donde se ha medido PG y la SCMN
siendo éstos menores en los casos donde se us6 ARRW, indicando que el riesgo de
sobreentrenamiento es menor y que el error de salida cometido para cada patrén de entrada
presenta mayor uniformidad, por lo que se evita la especializacion del MLP en s6lo algunos
patrones.

Por dltimo se ha aplicado ARRW a problemas reales pertenecientes al paquete PROBENI. Los
resultados han confirmado las conclusiones obtenidas a lo largo de esta memoria de tesis: con
ARRW se reduce la SCMW (SCM a desviaciones en los pesos) por lo que las salidas son mds
estables frente a desviaciones en los pesos, la capacidad de generalizacién es mayor y se
mantienen las mismas prestaciones de aprendizaje respecto de los algoritmos de retropropagaciéon
clasicamente utilizados.



CAPITULO 7

Conclusiones y principales aportaciones

En este trabajo se ha realizado un estudio de la tolerancia a desviaciones de los perceptrones
multicapa y del incremento de la misma mediante un algoritmo de aprendizaje aqui propuesto.
Las principales aportaciones y conclusiones obtenidas quedan resumidas en los siguientes puntos:

1).- Se han obtenido las expresiones que permiten evaluar la sensibilidad estadistica a
desviaciones en los pesos. La sensibilidad estadistica indica cdmo se degrada la salida de
un perceptron multicapa cuando los pesos se modifican. Estas expresiones se han
obtenido para dos modelos de desviacion, aditivo y multiplicativo, y pueden evaluarse
localmente para cada neurona de la red.

2).- Se ha obtenido una relacion explicita entre la sensibilidad estadistica y el error
cuadrético medio sujeto a perturbaciones mediante una magnitud llamada sensibilidad
cuadratica media (SCM), que se calcula a partir de las sensibilidades estadisticas de las
neuronas de salida promediadas sobre un conjunto de patrones.

3).- De la relacion entre la sensibilidad cuadratica media y el error cuadrético medio se
ha deducido, y posteriormente comprobado, que un valor menor de la sensibilidad
cuadratica media a desviaciones en los pesos (SCMW) implica una mayor estabilidad de
las prestaciones del perceptrén a desviaciones en los mismos, de manera que la SCMW
puede utilizarse para evaluar cuantitativamente la robustez o tolerancia a faltas de un
perceptron.

4).- La SCMW permite también predecir el comportamiento del perceptrén cuando sus
pesos son perturbados, de forma que se puede conocer como se degradardn las
prestaciones en cuanto a error de salida cuando los valores de los pesos obtenidos tras el
entrenamiento se ven afectados por desviaciones en sus valores, por ejemplo, al
trasladarlos a una implementacion fisica concreta cuyos componentes analégicos
presentan un determinado valor conocido de tolerancia.

5).- A partir de la sensibilidad estadistica media a desviaciones en los pesos (SSM) se ha
desarrollado un nuevo algoritmo de entrenamiento llamado ARR. Dicho algoritmo se
basa en la adicién de un término en la regla de aprendizaje clésica, relacionado con la
sensibilidad estadistica media, de forma que mediante un algoritmo de descenso de
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gradiente se puede realizar una minimizacién multiobjetivo tanto del error cuadratico de
salida como de la sensibilidad estadistica media de la red.

6).- El algoritmo ARR se ha comparado con el algoritmo cldsico (ARC) proporcionando
menores valores de sensibilidad estadistica y al tiempo que se mantienen las prestaciones
en cuanto a error de salida. Se ha realizado un anélisis de la T de Student y otro de la
varianza (ANOVA) para demostrar la significacion estadistica de estos resultados y
quedando claro que es precisamente el término relacionado con la sensibilidad estadistica
que se introduce en la ley de aprendizaje el responsable de la reduccion de la sensibilidad
estadistica y que, ademas, no afecta a las prestaciones de aprendizaje.

7).- En la misma linea que ARR, se ha desarrollado otro algoritmo llamado ARRW, que
difiere de ARR en que se realiza la minimizacién simultanea del error cuadratico medio
junto con la sensibilidad cuadratica media, en vez de la sensibilidad estadistica de salida.
Los resultados indican que, por medio de este algoritmo, se obtienen configuraciones de
pesos mas robustas que con un algoritmo de entrenamiento clasico, siendo menos costoso
computacionalmente que ARR y proporcionando una tolerancia a fallos mas homogénea.

8).- El algoritmo ARRW se ha comparado con el algoritmo clésico y con otro propuesto
en la literatura y basado en la introduccién de ruido durante el entrenamiento para
aumentar la tolerancia a faltas, que hemos llamado ARRU. Como ejemplos se han
utilizado diversos problemas ampliamente conocidos y usados frecuentemente como
benchmarks. Los resultados muestran que con ARRW:

- La sensibilidad cuadratica media es menor por lo que el perceptrén es mas

robusto a desviaciones en 1os pesos.

- Las prestaciones en cuanto a error de salida son similares.

- La capacidad de generalizacién aumenta.

9).- Se ha mostrado que ARRW puede considerarse una técnica de regularizacién
explicitamente especificada.

10).- Se ha estudiado también el efecto de ruido en las entradas del perceptron. Para este
caso, se ha obtenido el valor de la sensibilidad cuadratica media a ruido en las entradas
considerando los modelos de perturbacion aditiva y multiplicativa. Por medio de la
sensibilidad cuadrética a ruido en las entradas se puede estimar a priori los efectos de la
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adicion de ruido en los patrones de entrada y como se degrada la salida del perceptrén.
Se ha mostrado también una relacién explicita entre la sensibilidad cuadréitica media a
ruido en las entradas y la capacidad de generalizacion, proponiéndose por tanto, la
utilizacién de la primera como medida cuantitativa de tal capacidad de generalizacion.

11).- Se ha desarrollado otro algoritmo llamado ARRN, el cual, en la misma linea que
ARRW, minimiza la sensibilidad cuadrética a ruido en las entradas junto con el error de
salida, de forma que se obtienen configuraciones de pesos mas inmunes al ruido y con
mayor capacidad de generalizacion que, sin embargo, presentan las mismas prestaciones
en cuanto a aprendizaje que el algoritmo clésico.

12).- A partir de las expresiones obtenidas se pueden justificar mateméticamente algunas
de las conjeturas presentadas en trabajos anteriores, a saber:

- La relacion existente entre la tolerancia a fallos y la capacidad de
generalizacion.

- Laintroduccion de ruido en los pesos durante el entrenamiento para incrementar
la tolerancia a desviaciones en los mismos.

- La introducciéon de ruido en las entradas durante el entrenamiento para
incrementar la capacidad de generalizacion.

- La influencia de la magnitud de los pesos en la tolerancia a fallos del MLP.

El trabajo realizado ha abierto nuevas perspectivas que se van a explorar en trabajos futuros.
Concretamente, algunas de las tareas que se pretenden acometer a medio plazo son las siguientes:

1).- Realizar un estudio cuantitativo de la distribucidn del aprendizaje entre las neuronas
cuando se utilizan distintos algoritmos de entrenamiento. Para ello, se hard uso de la
posibilidad de evaluar la sensibilidad estadistica localmente en cada neurona, que se

obtuvo en la presente memoria.

2).- La sensibilidad cuadrética a desviaciones en los pesos y la sensibilidad cuadratica a
ruido en las entradas pueden sumarse para estudiar la accién simultanea de ambos
efectos. De esta forma, los algoritmos ARRW y ARRN pueden combinarse para obtener
perceptrones mds inmunes al ruido y mds estables frente a desviaciones en los pesos. Se
analizaran las prestaciones de su uso conjunto.
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3).- Desarrollar nuevos algoritmos de entrenamiento con menor coste computacional para
reducir la sensibilidad cuadritica media.

4).- Particularizar las expresiones y algoritmos para otros modelos de desviacién y, en
particular, para faltas de anclaje y otras medidas de faltas propuestas en la literatura
(stuck-open, stuck-off, ...).

5).- Extender el estudio a otras arquitecturas de red, como es el caso de las redes de
funciones de base radial (RBFs).
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