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Introduccion

La presente memoria pretende hacer algunas aportaciones al estudio de
ciertos problemas de optimizacion en dimensién infinita, mas concretamente,
problemas referentes a la abundancia de operadores, formas multilineales o
polinomios, en espacios de Banach de dimension infinita, que alcanzan su

norma.

Historicamente, el primero de los resultados acerca de este tipo de pro-
blemas es el Teorema de Bishop-Phelps. Obtenido en 1961, es uno de los
pocos resultados en la teoria general de espacios de Banach que proporciona
informacion no trivial sobre un espacio de Banach arbitrario, lo que invita a

incluirlo entre los principios basicos del Analisis Funcional.

Resolviendo un problema que habia permanecido abierto durante bastante
tiempo, E. Bishop y R. Phelps prueban en [9] que el conjunto de los funcionales
lineales continuos en un espacio de Banach, que alcanzan su norma, es denso

en el espacio dual para la topologia de la norma.

La version mas general del teorema, referente a la abundancia de puntos y

funcionales de soporte de un conjunto convexo cerrado, fue obtenida por los

mismos autores en 1963 [10]. En un trabajo posterior de R. Phelps [46] puede




encontrarse un analisis de las principales ideas que intervienen en la demos-
tracién del teorema, que son las responsables de muchas de las extensiones y

perfeccionamientos que después se han conseguido.

Hoy dia puede decirse que las extensiones del Teorema de Bishop-Phelps
constituyen un amplio, fructifero y bien diferenciado capitulo del Analisis Fun-
cional, que incluye numerosos resultados, de gran interés en s mismos, y que
han encontrado aplicaciones en campos muy diversos. Tales resultados reciben
la denominacién genérica de “principios variacionales” o “principios de optimi-
zacién perturbada” y, de manera muy simplista, puede decirse que responden
al siguiente esquema: fijada una funcién f, definida en un cierto conjunto y
con valores reales, se dan condiciones suficientes para que exista otra funcion g,
tan “préxima” a f como se quiera, que alcance su maximo. En el Teorema de
Bishop-Phelps, f y g vienen dadas por el valor absoluto de sendos funcionales
lineales continuos en un espacio de Banach, restringidos a la bola unidad, y la

proximidad viene definida en términos de la norma del espacio dual.

Los principios variacionales que maés utilidad han demostrado fucra del
Andlisis Funcional prescinden de la linealidad de f y g, lo que los hace adap-
tables a situaciones muy variadas. El mas representativo fue obtenido por

I. Ekeland en 1972 [19] y la variedad de sus aplicaciones puede comprobarse

acudiendo a la recopilacién hecha por el propio autor [20]. Ellibro de R. Phelps

[45] contiene una exposicién sistematica de varios principios de optimizacion,
desde el punto de vista del Analisis Convexo. Mas recientemente, R. Deville,
G. Godefroy y V. Zizler han obtenido un resultado bastante general que en-

globa la mayoria de los principios variacionales conocidos [15] (véase también
[16]).

Pero volviendo al espiritu original del Teorema de Bishop-Phelps, pueden
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considerarse extensiones del mismo en las que la linealidad, o algin otro tipo
de ingrediente algebraico, mantenga su protagonismo. Caben en este sentido
dos posibilidades, la primera de las cuales, que aparece ya claramente sugerida
en el trabajo original de Bishop y Phelps, consiste en hacer que otro espa-
cio de Banach desempeiie el papel del cuerpo escalar y preguntarse por la
eventual densidad del conjunto de los operadores que alcanzan su norma. Al-
ternativamente, es posible seguir considerando funciones con valores escalares
pero sustituyendo la linealidad por otro tipo de perfeccion algebraica: formas

multilineales, polinomios ...

Los dos primeros capitulos de esta memoria se dedican al problema de la
densidad de los operadores que alcanzan su norma. Dados dos espacios de
Banach X e Y, consideremos el espacio L(X,Y) de los operadores (siempre
lineales y continuos) de X en Y con su norma natural, y sea NA(X,Y) el
subconjunto de L(X,Y’) formado por los operadores que alcanzan su norma,
esto es, ' € NA(X,Y) cuando ||T|| = ||T'zol| para algin x¢ en la esfera
unidad de X. El problema, planteado ya en [9] como hemos dicho, es decidir

si se verifica o no la signiente igualdad:

NA(X,)Y) = L(X,Y), (*)
cosa (Jue, como se vera, no siempre ocutre,

Como no podia ser de otra forma, la investigacién sobre este concreto pro-
blema de optimizacion ha sido bastante intensa, se ha prolongado durante mas

de tres décadas y a ella han contribuido autores como J. Lindenstrauss [41], J.

Bourgain [11] y W. Gowers [30] por citar sélo algunos de los méas prestigiosos.

Todo este trabajo de investigacién ha cristalizado en una serie de interesantes
resultados que ponen de manifiesto la estrecha, y en ocasiones sorprendente,

relacion entre la eventual veracidad de () y ciertas propiedades estructurales




o geométricas de los espacios involucrados.

Las secciones introductorias de los Capitulos 1 y 2 contienen una exposicién
detallada de los resultados conocidos sobre operadores que alcanzan la norma.
No obstante damos aquf una visién general d- algunos precedentes que nos per-

mita presentar, también muy brevemente, nuestras principales aportaciones.

En su trabajo pionero [41], publicado en 1963, J. Lindenstrauss da los
primeros ejemplos de espacios X, Y tales que no se verifica (*) y delimita
el problema introduciendo dos propiedades que en cierto modo vertebran toda
la investigacion posterior. Concretamente. se dice que un espacio de Banach
X tiene la propiedad A (de Lindenstrauss) si se verifica (#) para todo espacio
Y, mientras que Y tiene la propiedad B si () es cierta para todo X. Nétese
que la propiedad B esta mas en la linea del Teorema de Bishop-Phelps, ya que

éste afirma que el cuerpo escalar tiene la propiedad B.

Lindenstrauss aporta una condicién intrinseca a un espacio de Banach Y,
que prueba ser suficiente para que Y verifique la propiedad B. Posteriormente,
dicha condicién, bautizada con el nombre de propiedad 3, ha recibido bas-
tante atencién (véase, por ejemplo, [44], [49], [24], [25]). Dedicamos el primer
capitulo a estudiar una debilitacién de la propiedad # que hemos dado en
llamar, en un alarde de imaginacién, propiedad casi-f#. Mejorando el resultado
de Lindenstrauss recién citado, probamos que la propiedad casi-f implica ya
la propiedad B (Teorema 1.14). Este principal resultado del Capitulo 1, junto

con los primeros ejemplos de espacios con la propiedad casi-( que no verifican

la 3, aparecera publicado en [2]. Hemos procurado aquf ampliar la gama de

ejemplos y, de hecho, probamos que cualquier espacio de Banach, de dimensién
sobre R mayor que dos, admite una norma equivalente para la cual verifica la

propiedad casi-g y no la # (Corolario 1.26). Conseguimos asi, en particular,




nuevos ejemplos de espacios de dimensién finita con la propiedad B.

Para lograr una mejor comprension de la propiedad casi-# y, al mismo
tiempo, disponer de un test que ayude a decidir si ciertos espacios la verifican,
hacemos un estudio de su relacién con la estructura extremal de la bola dual
(Teorema 1.20). Completamos el primer capitulo con un analisis de la esta-
bilidad de la propiedad casi-# mediante ciertas construcciones. Por ejemplo,
la propiedad casi-f (al igual que la B y a diferencia de la ) es estable por

co-sumas (Proposicion 1.25).

Como se ha comentado, los primeros ejemplos de espacios de Banach que
no tienen la propiedad B aparecen ya en el trabajo de Lindenstrauss [4i].
Posteriormente J. Ul [55], R. Huff [34], J. Johnson y J. Wolfe [39] y W.
Schachermayer [50] aportaron nuevos resultados en esta direccion. Sin em-
bargo, el ejemplo mas llamativo de espacio da Banach sin la propiedad B fue
obtenido por W. Gowers en 1990 [30]: para 1 < p < oo, 1, no tiene la propiedad

B. En el segundo capitulo de esta memoria, siguiendo una linea de argumentos

que aparece ya sugerida en [1], hemos tratado de llevar un poco mas lejos las

técnicas de Gowers para obtener nuevos ejemplos de espacios sin la propiedad
B. Para ello usamos ciertos preduales de espacios de Lorentz de sucesiones,
cuya utilidad en problemas de operadores que alcanzan la norma se pone de
manifiesto en el trabajo de Gowers. Estudiamos con cierto detalle la geometria
de tales espacios para detectar la propiedad clave que propicia dicha utilidad:
una forma muy especial de carecer de puntos extremos en la bola unidad (Lema
2.9). Esta propiedad permite probar que un operador definido en uno de es-
tos espacios, con valores en un espacio estrictamente convexo, que alcance su
norma, ha de ser de rango finito (Teorema 2.10). Explotando esta idea es como

conseguimos nuevos ejemplos de espacios que no tienen la propiedad B. Desta-




camos el resultado mas vistoso: ningin espacio de Banach uniformemente

convexo de dimension infinita tiene la propiedad B (Corolario 2.16).

En el tercer y iltimo capitulo de la memoria abandonamos, aunque no
del todo como se vera, el problema de la densidad de los operadores que al-
canzan la norma, para considerar otro tipo de posibles extensiones del Teo-
rema de Bishop-Phelps. De vuelta a funciones con valores escalares, pero con
petfecciones algebraicas diferentes de la linealidad, cabe preguntarse por la
posibilidad de obtener un teorema analogo al de Bishop-Phelps para formas
multilineales. Mas concretamente, dado un espacio de Banach X y un nimero
natural k, podemos considerar el espacio de Banach £*(X) de las formas -
lineales continuas en X; la norma de ¢ € L*(X) es, por definicién, el supremo
de los valores absolutos de ¢ en el producto cartesiano de k veces la bola
unidad de X y decimos que ¢ alcanza su norma cuando dicho supremo es un
méximo. Es légico preguntarse si el conjunto AL¥(X) de las formas k-lineales
continuas que alcanzan su norma es denso en el espacio £¥(X). Cuestiones
similares pueden plantearse considerando, en lugar de formas multilineales,

formas cuadraticas o polinomios homogéneos.

Aunque resulte extrano, dada la naturalidad de tales planteamientos, su
estudio es muy reciente y se inicia en un trabajo de R. Aron, C. Finet y E.
Werner [5] de préxima aparicion. Dichos autores dan condiciones suficientes
para la densidad de AL¥(X) en £*¥(X), para cualquier natural k, y dejan
abierto el problema de si dicha densidad se verifica en general, sin hipotesis

sobre el espacio de Banach X.

En el Capitulo 3 contestamos negativamente la pregunta recién formulada:

existe un espacio de Banach X tal que AL*(X) no es denso en £L¥(X) para

k > 2 (Teorema 3.5 y Corolario 3.6). Concretamente X es, de nuevo, un




predual de un espacio de Lorentz de sucesiones y las ideas que intervienen
en la demostracién son las mismas que ya se habfan explotado en el capitulo

anterior.

El caso k = 2 merece especial comentario, pues el espacio L2(X), de formas

bilineales, se identifica canénicamente con el espacio L(X, X*) de los ope-

radores de X en su dual, y es facil ver que, salvo esta identificacién, AL*(X)

esta contenido en el conjunto NA(X, X*) de los operadores que alcanzan su
norma. De hecho construimos abundantes ejemplos de espacios de Banach X
tales que NA(X, X*) no es denso en L(X, X*) (Teorema 3.9).

Con técnicas similares a las usadas en el caso multilineal y un poce de
esfuerzo adicional, probamos también que no puede esperarse un teorema ana-
logo al de Bishop-Phelps para formas cuadraticas ¥ tampoco para polinomios
homogéneos (Teoremas 3.14 y 3.17). Parte de los resultados del Capitulo 3,
concretamente los referentes a formas bilineales y cuadréticas, apareceran pu-

blicados en [3].

Hemos tratado de exponer y comentar brevemente los problemas abierios
que, en relacion con los resultados de cada uno de los capitulos, nos han pare-
cido mas sugestivos. Algunos de ellos son problemas ya clasicos en la teoria
de operadores que alcanzan la norma, problemas realmente dificiles sobre los
que nuestros resultados podrian arrojar alguna luz. Otras veces se trata de
problemas menos relevantes, pero quiza mas accesibles, que vienen motivados

directamente por nuestro trabajo.
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Capitulo 1

Densidad de los operadores

que alcanzan la norma







A. Antecedentes

Sea X un espacio de Banach y X* su dual topolégico. Recordemos que la

norma de un funcional lineal y continuo z* € X* viene dada por:
lz*|| = sup{|z*(z)| : = € By}

donde By denota la bola unidad cerrada de X. Cuando el supremo anterior
es un maximo, es decir, cuando existe ry € Sx (la esfera unidad de X) tal
que |z*(zo)| = ||z*||, decimos que el funcional z* alcanza su norma. Es bien
sabido que si X es reflexivo todo funcional alcanza su norma y, como caso
particular del Teorema de James, el reciproco también es cierto. Una situacién
mas general se presenta cuando el conjunto de los funcionales que alcanzan la
norma es denso en X* para la topologia de la norma. Durante algin tiempo

se llamo subreflexivos a los espacios de Banach que verifican esta condicion

hasta que, en 1961, E. Bishop y R. Phelps [9] demostraron que todo espacio

de Banach es subreflexivo:

1.1 Teorema de Bishop-Phelps. Sea X un espacio de Banach (real o
complejo). El conjunto de los funcionales que alcanzan su norma es denso

en X* para la topologia de la norma.




Densidad de los operadores que alcanzan la norma

De hecho, el teorema anterior admite una versién mas general, debida a los
mismos autores, referente a la abundancia de “funcionales de soporte” de un
conjunto convexo y cerrado [10]. Nos ocupamos en este capitulo de otro tipo
de extensiones del teorema, mas concretamente de la posibilidad de sustituir

funcionales por operadores.

Sean pues X e Y dos espacios de Banach y denotemos L(X, Y') al espacio de
los operadores lineales y continuos de X en Y, en el que siempre consideraremos

la topologia asociada a la norma usual de operadores:
T = sup{||Tz| : = € Bx} (T € L(X,Y)).

Al igual que para los funcionales, ditemos que un operador T € L(X,Y)

alcanza su norma si existe zg € Sy tal que
| Txzol| = || T

Llamando NA(X,Y) al conjunto de los operadores que alcanzan su norma,
resulta petfectamente natural, y de hecho asi lo consideraron Bishop y Phelps

en [9], preguntarse qué espacios de Banach verifican la siguiente igualdad:

NA(X,Y) = L(X,Y). (*)

En 1963, J. Lindenstrauss [41] observa que NA(X,Y') no siempre es denso
y aporta un primer resultado general en la direccion positiva: para cualesquicra
espacios de Banach X e Y, el conjunto de los operadores lineales y conlinuos
de X en'Y cuyos sequndos adjunios alcanzan su norma es denso en L(X,Y).
Nétese que si un operador alcanza su norma, también la alcanza su adjunto,

pero no reciprocamente.




Anteccdentes

Diez afios mads tarde, afinando las técnicas de Lindenstrauss, V. Zizler probé

el siguiente teorema, que tendremos ocasion de usar mas adelante:

1.2 Teorema (Zizler [57, Proposition 4]). Para cualesquiera espacios de Ba-
nach X e Y, el conjunto de los operadores lineales y continuos de X en Y

cuyos primeros adjuntos alcanzan su norma, es denso en L(X,Y).

Por otra parte, Lindenstrauss, considerando que la pregunta formulada
por Bishop y Phelps es demasiado general come para tener una respuesta
satisfactoria, propone desdoblar el problema fijando la atencién en cada uno
de los dos espacios e introduce las que, desde entonces, son conocidas como
“propiedades A y B de Lindenstrauss”: diremos que el espacic X tiene la pro-
piedad A si se verifica (%) para todo espacio de Banach Y, mientras que Y
tendra la propiedad B si se verifica (*) para todo X. Con esta nomenclatura,
el Teorema de Bishop-Phelps afirma simplemente que el cuerpo escalar tiene
ia propiedad B, mientras que del Teorema 1.2, o de su precedente obtenido por

Lindenstrauss, se deduce que todo espacio reflexivo tiene la propiedad A.

El resultado mas importante sobre la propiedad A y probablemente el mas

profundo de toda la teoria de operadores que alcanzan su norma, fue obtenido

por J. Bourgain en 1977 [11], probando que:

Todo espacio de Banach con la propiedad de Radon-Nikodym tience la pro-

piedad A.

En cierto modo este resultado es optimo, ya que, mediante un ligero retoque

de las técnicas de Bourgain, R. Huff [34] consignié probar que, reciprocamente:




Densidad de los operadores que alcanzan la norma

Un espacio de Banach que no verifique la propiedad de Radon-Nikodym, se

puede renormar equivalentemente de forma que no verifique la propiedad A.

Volviendo al trabajo de Lindenstrauss, conviene resaltar las propiedades
geométricas que en él aparecian ya como condiciones suficientes para las propie-
dades A y B. Para que un espacio verifique la propiedad A, basta con que su
bola unidad sea la envolvente convero-cerrada de un conjunto de punios uni-
formemente expuestos. Posteriormente, W. Schachermayer [49] introdujo una
propiedad algo mas restrictiva, llamada propiedad . Como condicion sufi-
ciente para la propiedad B, Lindenstrauss aporto la que después fue denomi-

nada propiedad 3. Las definiciones son como sigue:

1.3 Definicién. Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad o si
existe un conjunto {(z,z3): A € A} C Sx x Sx. y una constante p < 1 tales

que:

(i) =3(za)=1 YAeA.
(i) ApeA, A#p=|ri(z,) <p.

(i)™ ||z*|| = sup{|z*(z))|: A € A} V"€ X™.

Si se verifican (i) y (ii) y, en lugar de (iii)®, exigimos

(iii)? ||z|| = sup{|z}(z)| : A € A} Yz € X,

se dice que X tiene la propiedad f3.




Antecedentes

La dualidad (parcial) entre las propiedades a y f es patente. Un espacio X
tiene la propiedad a si, y sélo si, X* tiene la # con funcionales w*-continuos.
En particular un espacio reflexivo tiene la propiedad o (resp. f) si, y solo si,

4
I}

su dual tiene la g (resp. a). Como ya se ha comentado, se tiene:

1.4 Teorema [49, Proposition 1.3], 41, Propoesition 3]. Todo espacio de Ba-

nach con la propiedad a (resp. (3) tiene la propiedad A (resp. B).

El principal interés de las propiedades a y 3 radica en que son muy gene-
rales bajo el punto de vista isomérfico. De hecho, J. Partington demostré en

1982 [44, Theorem 1] que:
Todo espacio de Banach admite una norma equivalente con la propiedad f3.

Con respecto a la propiedad «, la situacion no es tan clara; W. Schacher-

mayer [49, Theorem 4.4] probé que:

Todo espacio de Banach débilmente compactamente generado puede renor-

marse equivalentemente con la propiedad o.

Este resultado fue mejorado recientemente por B. Godun y S. Troyanski

[28] [29], probando que es suficiente con que el espacio contenga un sistema

biortogonal de cardinal igual al caracter de densidad. El primer ejemplo de
un espacio de Banach que no puede renormarse con la propiedad o aparece en
el trabajo ya citado de Schachermayer, que aprovecha un espacio construido
por S. Shelah [51] usando un axioma de la teoria de conjuntos adicional a los

usuales. Admitiendo la hipétesis del continuo, K. Kunen construyo un espa-
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cio topoldgico compacto de Hausdorff K tal que C(K) no puede renormarse

equivalentemente con la propiedad o (véase [43, § T]).

Hasta aqui hemos tratado de presentar una resefia de los resultados mas so-
bresalientes acerca del problema de la densidad de los operadores que alcanzan
la norma, limitdndonos, de momento, a los resultados en la direccion positiva.
Al principio del segundo capitulo comentaremes, también brevemente, algunos
resultados negativos o contraejemplos. Una recopilacién bastante exhaustiva
de los resultados conocidos sobre operadores que alcanzan la norma se puede

encontrar en [26].

El principal objetivo de este capitulo es dar un pequeiio paso adelante en
la direccién positiva. Introduciremos una propiedad mas general que la f,
que hemos dado en llamar propiedad casi-#, y probaremos, como resultado
principal, que la propiedad casi-f# implica la B. Discutiremos con detalle hasta

qué punto la propiedad casi-f es mas general y mas estable que la j.

B. Algunas observaciones
sobre la propiedad f3

Como ya se ha dicho, la propiedad 3 fue introducida por Lindenstrauss
como una condicién suficiente para que un espacio de Banach tenga la pro-
piedad B. De hecho en la literatura no aparece explicitamente ningtin espacio
de Banach con la propiedad B que no tenga la f, ejemplo que, como se vera,
es facil de conseguir aprovechando que la propiedad B es estable por ciertas

construcciones que sin embargo no conservan la §.




Algunas observaciones sobre la propiedad f3

Repetimos la definicién dc la propiedad @ con una notacion diferente que
serd mas comoda en lo que sigue. Intentamos con ello, ademas de evitar un
exceso de subindices, centrar la atencién en el conjunto de funcionales, que es

el auténtico protagonista.

1.5 Definicién. Un espacio de Banach Y tiene la propiedad 8 cuando existe
un conjunto A C Sy-, una aplicacion ¢ : A — Sy y una constante p < 1

verificando:

i) y'(o(y) =1Vy" € A

il) y*, 2" €A, y* # 2" = |2°(a(y")) < p.

i) |lyll =sup{ly*(y)| : y" € A} Vye Y.

Cuando sea necesario mencionar explicitamente alguno de los elementos

que aparecen en la definicién, diremos que Y verifica la propiedad (A, o, p).

En algiin caso no sera preciso ser tan explicito y diremos, por ejemplo, que Y

tiene la propiedad # con constante p.

El objeto de este capitulo es, como ya se ha dicho, obtener una condicion
suficiente para que un espacio de Banach verifique la propiedad B, mas general
que la propiedad B y que disfrute de mayor estabilidad. Motivamos nuestro
estudio con algunas sencillas observaciones sobre la propiedad 3, empezando

con algunos ejemplos ilustrativos.
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1.6 Ejemplos. (i) Se comprueba inmediatamente que el espacio Iy de las
sucesiones acotadas de escalares, con su norma natural, tiene la propiedad A
con constante ), pues basta tomar A = {e} : n € N} y g(e}) = e, Vn € N,
donde

ex(z)=z(n) (x €lw,n € N),

n

e (k) =0sik#n, e(n)=1, (n,k€N)

Es claro que cualquier subespacio cerrado de [, que contenga al espacio ¢ de

las sucesiones convergentes a cero, tendra igualmente la propiedad j.

(i1) De manera formalmente mas general, sea L un espacio topeldgico lo-
calmente compacto de Hausdorfl con un conjunto denso de puntos aislados;
denotemos por Cy(L) al espacio de Banach de todas las funciones continuas y
acotadas en L, con su norma natural, y por Cy(L) al subespacio cerrado de
Cy(L) formado por las funciones que se anulan en el infinito. 5i Y es un sub-
espacio cerrado de Cy(L) que contenga a Cy(L), entonces Y tiene la propiedad

(3 con constante cero.

En efecto, denotando, como es usual, por & al funcional de evaluacion en
un punto ¢ € L, basta tomar A = {6, : t € D} donde D es un conjunto denso
de puntos aislados de L y definir a(8;) como la funcion caracteristica del punto

t para cada t € D. Es claro entonces que Y verifica la propiedad 3(A, a,0).

Reciprocamente, es rutinario comprobar que si un espacio de Banach Y

verifica la propiedad f# con constante cero, existe un espacic localmente com-

pacto de Hausdorff L y un isomorfismo isométrico de Y sobre un subespacio

cerrado de Cy(L) que contiene a Cy(L).
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Los ejemplos anteriores aparecen de forma mas o menos explicita en el
trabajo de Lindenstrauss [41]. Igual ocurre con la siguiente caracterizacion
de los espacios normados de dimensién finita con la propiedad j, cuya de-
mostracién incluimos con detalle, pues sirve de motivacion para un cierto tipo

de argumentos que usaremos también en ambientes mas generales.

1.7 Proposicién. Sea Y un espacio normado de dimension finita. Las si-

guientes afirmaciones son equivalentes:

i) Y tiene la propiedad (3.

ii) El conjunto Ext(By.) de los puntos extremos de By. es finito “salvo
giros”. Mds concretamente, existe un conjunto finito I' C Y™ tal que

Ext(By+) = TF donde T es el conjunto de los escalares de modulo 1,
T={leK:|\=1}

Demostracién. i) = 1) Supongamos que Y tiene la propiedad 3(A, o, p).

Dados y*,2* € A, y* # z*, observamos aue:

ly* = 2| > [(y" = 2" ) a(y" )| = 1 = p > 0.

La compacidad de la bola de Y* obliga a que A sea un corjunto finito.
Como parte de la definicion de la propiedad § tenemos que
lyll = max{ly*(y)| : y" € A} VyeV

equivalentemente, By = A°, el polar (absoluto) de A. Por el teorema del

bipolar, By. = A°° es el cierre de la envolvente absolutamente convexa de A,
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es decir,

donde ©o denota envolvente convexo-cerrada. Por el Teorema de Krein-Milman

“revertido” (véase por ejemplo [33, § 13.B, Theorem]) deducimos que
FExt(By+) C TA,
ya que TA es cerrado al ser A finito. Por tanto se cumple 7) con
F = AN Ext(By.).
i1) = 1) Supongamos que Ext(By+) = TI' donde F es un conjunto finito.

El Teorema de Krein-Milman nos asegura que By. = To(T#') con lo que el

Teorema de Hahn-Banach nos da,
lyll = max{ly"(w)l : y" € F}  VyeY.

Siendo £ finito, es claro que podemos encontrar un subconjunto A de F' que

todavia verifique
lyll = max{|y*(y)| : " € A} VyeVY

y que sea minimal con respecto a dicha condicion. Dado y* € A, tal mini-

malidad nos garantiza la existencia de un y € Y tal que |2*(y)| < 1 para

z* € A\ {y*} mientras que |y*(y)| > 1; tomamos entonces a(y")

claro que
p = maalle o )| 4, € Ay £ 24} <2

con io que Y verifica la propiedad 3(A, o, p).
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En el caso real, la caracterizacion recién probada tiene una interpietacion
geométrica muy intuitiva: un espacio normado real de dimension finita tiene
la propiedad 3 si, y sélo si, su bola unidad es un pofiedro (interseccion finita

de semiespacios cerrados).

Completamos nuestro estudio de la propiedad f en espacios de dimension
finita estableciendo una curiosa relacion entre la dimension del espacio y los

posibles valores de la constante p.

1.8 Proposicién. Sea n un nimero natural.

i) Si un espacio normado n-dimensional Y tiene la propiedad # con constante

p < —, entonces tiene la propiedad f con constante cero.
n

s ; 1 ;
il) Reciprocamente, dado py verificando — < py < 1, existe un espacio nor-

n
mado n-dimensional Y que tiene la propiedad 3 con constante py y no

la tiene con constante p < po.

Demostracién. i) Sea Y un espacio normado n-dimensional con la pro-

piedad 3(A,o,p), siendo p < —. Puesto que el conjunto A separa puntos,
n

debera contener una base de Y*, {y5,v5,...,9:}. Probaremos que A no puede

contener ningin otro funcional.

. . ey 1q * - * * Ny
Supongamos, por el contrario, que existe y5 € A con y5 # y; para

7=12,...,n. Pongamos

aij =y;(o(y;), 4,5=0,1,...
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Por definicién de la propiedad  se tendra:

ﬂ,i‘,‘=1 'I'::O,l,...,"- (l)
lagdsp 2,i=01,....n t5£)

Por otra parte, y; se podia expresar como combinacion lineal de los elementos

de la base {y],y3,...,¥5}:
n
y(.; = Z )‘jy;!
i=1

de donde

n
aio = Z Aewiy =010 0m

i=1

Para i =1,2,...,n tendremos, usando (1):

| n T n
p > laig| = ‘Z Niig| > il = 3 lai i) 2 A= 0 X 1A
j:l 1=1 =1

1# ¥

; ; 1
sumando {as n designaldades y tenieudo en cuenta que p < —, obtenemos
n
n n l n
L>np2 3 Nl = (n=1p3 N1 2 =3 N
i=1 i=1 t =1

Por otra parte, tenemos

n T 1 n
1= lagol = |3 Naoi| < p Y Il < =D Al
=1 i=1 n =1
y hemos llegado a contradiccion.
Asi pues A = {y},¥3,...,¥n} cs una base de Y*. Para cadai =1,2,...,n,

podemos entonces encontrar y; € Sy tal que y}(y:) = 0 para j # i; puesto que
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1 = ||lyill = max{|y}(y:)| : 1 < j < n}, deducimos que iy (yi)| = 1. Definiendo
entonces

Yi
yi ()
es claro que Y verifica la propiedad (A, a,0).

a(y) = (E=12:..n)

1 : : ;
ii) Sea — < po < 1, fijemos una base {e; : 1 < j < n} de K", consideremos
n
el conjunto de funcionales A = {y} : 0 < j < n} definidos por

y; (Z)\if’,’) m/\j j=1,2,...,n’

i=1

n 1 n
Yo (Z )\iCi) =-—3Y X\
i=1

npo =3

y sea Y = K" con la norma dada por:
lyll = max{ly;(y)| : 0 < j <n} (y € K").

Tomando

. po—1
U(_y‘,‘) =164 ;_ 1

Zr,- FE=1 e
=1

i#)

o(ye) = po ) €y

1=1
es inmediato comprobar que Y verifica la propiedad p(A, o, po).

Resta probar que si Y verifica la propiedad (A, &, p) se ha de tener p 2> po.
Empezamos viendo que los elementos de A deben estar en A, salvo multipli-
cacién por escalares de médulo uno. En efecto, para j = 0,1,...,n, existizd

* A ¥ * -1 . H ; ’
2! € Atal que |2](a(y}))| = L; por el teorema del bipolar, By- es la envolvente
absolutamente convexa de A, luego podremos escribir

n
el — [ *
zj i Z A"Jyr'

i=0
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con A;; € K, D_|A\i;j| =1, pero entonces :

=0

n n
L= |55 (oD < gl + 00 20 gl < 30 sl €1
s =
de donde se deduce que X;; = 0 para i # j y 2] = A;;¥7 con |A;;]| = 1, como
se queria.

n
Sea ahora &(z3) = ) piei; puesto que

=1

n 1 n
= Aoruyg (Z ﬂ{ei) < '_0 Z |ﬂil
1=1

= np

se tendra || > po para algin : € {1,2,...,n}, con lo cual

p 2 |2](5(z5))] = Iyl (6(z0))] = |il 2 po.

Dedicamos el resto de esta seccion a discutir la estabilidad de las pro-

piedades B y # mediante ciertas operaciones.

Recordemos la nocion de ¢p-suma de espacios de Banach: dada una fa-
milia arbitraria de espacios de Banach {Y) : A € A}, llamaremos cg-suma de

dicha familia, v notaremos (xeaY))e,, al subespacio del producto cartesiano
] EAL M) egs l

H Y, formado por las familias (y))aea tales que, para cada € > 0, el conjunto
A€A
{A € A:||lysl| > €} es finito, que es un espacio de Banach con la norma dada

por

I(ya)reall = sup{llyall : A € A}.

En algin caso, la notacién anterior es innecesariamente complicada; por

ejemplo, para la co-suma de dos espacios Y} e V; escribiremos simplemente
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1 ®oo Yz, pues se trata del producto cartesiano ¥ x ¥; con la norma del

maximo.

La propiedad 4 no es estable por co-sumas mientras que la B si lo es.
Aunque esto carece de importancia a la hora de utilizar la primera como condi-
cién suficiente para la segunda, si es cierto que, en algin sentido, aleja una

propiedad de la otra. Enunciémoslo.

1.9 Proposicién. La propiedad B es estable por co-sunas.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach, e ¥ = (®1eaYh )., donde A
) € 0
* Id ’ . . - .
es un conjunto no vacio arbitrario, y los espacios de Banach Y) tienen la pro-
piedad B. 51 T" es un operador lineal y continuo de X en Y (que supondremos
de norma uno) llamemos T\, = P,\T donde P es la proyeccion natural de Y

sobre Y, para cada A.

Sea ahora € > (). Teniendo en cuenta que
L= ||| = sup{|IT3|| : A € A}

podemos tomar o € A tal que ||T,|| > 1 —€/2 y, aprovechando que Y, verifica

la propiedad B, podemos encontrar S, € NA(X,Y,) tal que ||S,|| = 1y

Sa— Tl < €. Si definimos ahora S € L(X,Y) de manera que P\S = T) para
A#ay PS =25, esevidente que ||S —T|| <ey S € NA(X,Y). O

Que la propiedad # no goza de la misma estabilidad sera consecuencia

inmediata de la siguiente proposicion, que tiene interés en si misma:
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1.10 Proposicién. Sea {Y) : A € A} una familia arbitraria de espacios de Ba-
nach. 8i Y = (DreaY))e, tiene la propiedad f3, todos los espacios Y tienen la

propiedad ( con la misma constante.

Demostracién. Es claro que podemos reducirnos al caso en que A tenga
1

dos elementos ya que, para cada A € A siempre podremos considerar

Y= Y,\ (i)oo ((h::j': Y;l)ms

es decir, bastard con probar el siguiente lema:

1.11 Lema. Sean U y V espacios de Banach. Si Y = U (s V tiene la pro-

piedad B(A, o, p), entonces U y V tienen la propiedad g con constante p.

Demostraciéon. Teniendo en cuenta la identificacion natural de Y* con
U* x V* considerando en el producto cartesiano la norma de la suma, pro-
baremos primero que los funcionales de A tienen una de sus coordenadas nula.
Supongamos por el contrario que existe (u*,v*) € A con u*,v* # 0y sea

(u,v) = a(u*,v*). Se tiene:
1= w(w) 4 0°(0) < "l + ool <

< (]l + Nl |f) max{flel, Holl} = [|(u®, 0*) I (u, o)l = 1

obteniéndose:

w(u) = |||, v()=|lv"| ¥y |ul = =1
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Si recordamos que ||y|| = sup{|y*(v)| : y* € A} para todo y € Y, tomando
y = (1,0) € Sy, 0<e<1—|u*|, encontramos y* = (a*,9*) € A tal que

la*(u)] > 1 —¢
y conviene observar que @* # u*, ya que u*(u) = |[u*|| < 1 -e.

Puesto que
57l =1 = 'l < 1 = la(w)] <,
obtenemos

p > |ut(u) + 0 (v)] 2 |a*(u)] = |[9"(v)| > 1 — 2

y haciendo € — 0 llegamos a una contradiccion.

Sabido ya que los elementos de A tienen una coordenada nula, es inmediato
ver que U y V verifican la propiedad f con constante p. En efecto, sea,
por ejemplo, Ay = {u* € U : (u*,0) € A} y definamos una aplicacién

ay : Sy+» — Sy por:
op(w)=u & e Vo, 0) = (u,v).
Es evidente que, para cada u € U,
llwll = ll(u, 0)]} = sup{](u*, v*)(u,0)] : (u*,v") € A} =
= sup{|u*(u)| : u* € Ay}
y no es menos obvio que, si u* € Ay,
u*(oy(u™)) = (u*,0)(o(u",0)) =1

mientras que para u*,w* € Ay, u* # w*, se tiene

|u*(ou(w™))] = |(u*,0)(a(w",0))] < p
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1.12 Corolario. La propiedad f no es estable por co-sumas.

Demostracién. Dado cualquier niimero real G < pp < 1, la Proposicién
1.8 nos proporciona un espacio de Banach que tiene la propiedad # con cons-
tante pg y no puede tenerla con p < po. Hagamos esta construcciéon con cada
uno de los términos de una sucesién cualquiera {p,} — 1 con 0 < p, < 1; por
la Proposicién 1.10, la co-suma de los espacios asi obtenidos no puede verificar

la propiedad f. O

Esta patologia nos indujo a plantearnos la posibilidad de conseguir una
nueva condicion suficiente para la propiedad B, estrictamente més débil que la

B y que gozara de mejor estabilidad. La exponemos en la siguiente seccion.

C. Una nueva condicion suficiente
para la propiedad B

Para comprender el tipo de generalizacién de la propiedad f que haremos
a continuacién, conviene reinterpretar una de las condiciones que aparecen
en la Definicién 1.5. Nétese el claro paralelismo existente entre los razona-
mientos que siguen y los empleados en la Proposicién 1.7. Ahora no tenemos

ya dimensién finita perc la topologia débil-+ aporta la necesaria compacidad.

Si un espacio de Banach Y tiene la propiedad (A, o, p), se verifica que:

lyll = sup{ly*(y)| : v" € A} VyeyY (1)
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es decir, la bola unidad de Y es el polar absoluto de A en la dualidad candnica
(Y,Y*). Aplicando el Teorema del bipolar, (1) implica que la envolvente ab-
solutamente convexa de A es densa en la bola unidad de Y* para la topologia

débil-*:

Bys = w[TA) 2)

Reciprocamente, es claro que (2) implica (1). Por otra parte, aplicando el
Teorema de Krein-Milman y su “revertido”, la condicién (2) equivale a que
todo punto extremo de By. pueda aproximarse en la topologia débil-+ por
elementos de TA:

xt(By+) € TA" . (3)

En suma, en la definicién de la propiedad 3 puede sustituirse (1) por (3).

Independientemente, la propiedad 3 exige también una especie de “ortogo-

nalidad”:

yhEe €A Y E S| (oy)) Sp <L (4)

La debilitacién que vamos a considerar consiste en “localizar” la condi-
cién (4) exigiéndosela por separado a los funcionales de A que, segin (3), son

necesarios para aproximar cada punto erlremo de By-.

1.13 Definicién. Diremos que un espacio de Banach Y tiene la propiedad
casi-f3 si existc un conjunto A C Sy., una aplicacion ¢ : A — Sy y una

funcién p : A — R verificando las siguientes condiciones:

i) y*(e(y*) =1 Vy € A

i) ¥, 2" €A, y" £ 27 = [2(a(y")| S ply") < L.
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iii) Para cada e*, punto extremo de la bola unidad de Y*, existe un subcon-
junto A.s de A y un escalar ¢ con |t| = 1 tal que te” pertenece al cierre

débil-* de A y sup{p(y*) : y* € A.r} < 1.

Igual que con la propiedad 3, cuando sea preciso hacer referencia a los ele-
mentos que intervienen en la definicién, diremos que Y satisface la propiedad

casi-f(A, 9, p).

Si Y tiene la propiedad (A, o, p), es suficiente entender p como una funcion
real constante en A, para poner de manifiesto que Y verifica la casi-3(A, o, p)
pues, respecto a la condicion iii), si * es un punto extremo de la bola unidad

—w"® .
de Y*, como ya sabemos, e* € TA" | es decir, se puede tomar A, = A para
cada ¢* € Ext(By+). Notemos también que la condicion iii) de la definicion de
la propiedad casi-f implica que el conjunto A hereda de los puntos extrem:s

de la bola dual la capacidad de normar a los elementos de Y, esto es,

lyll = sup{ly*(v)| : v € A}, VyeY

lo que, a su vez, nos permite deducir que para cualquier espacio de Banach X

y cualquier operador T' € L(X,Y), se tiene
T} = sup{||T"y"|| : ¥ € A},

donde T™ es el operador adjunto de T'. En efecto:

7|l = sup |Tz|| = sup sup |y*(Tz)| =
B A

r€EBx z€Bx y*€

1k sk
= sup sup |T™y*(z)| = sup ||
v E€AT€Bx y* €A

Tk %k

y*|.

Presentamos ya el principal resultado de este capitulo:
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1.14 Teorema. La propiedad casi-f implica la propiedad B. Mds explicita-
mente, si X e Y son espacios de Banach e Y tiene la propiedad casi-f3, entonces
el conjunto NA(X,Y), de los operadores que alcanzan la norma, es denso en

el espacio L(X,Y) de todos los operadores.

Para su demostracion, junto con el Teorema de Bishop-Phelps, utilizamos
el Teorema de Zizler (Teorema 1.2) y el siguiente lema, aplicacion directa
del Teorema de Representacién de Choquet-Bishop-De Leeuw, que, supuesto
que un operador adjunto alcance su norma, nos asegura que la alcanza en
un punto extremo. Este resultado parece ser bastante conocido y se deduce,
por ejemplo, de un teorema de T. Johannesen (ver [40, Theorem 5.8]). Por

complitud, incluimos una demostracion directa:

1.15 Lema. Sean X eY espacios de Banach y T un operador lineal y continuo

de X en Y. Si T* alcanza su norma, entonces existe e*, punto extremo de la

bola unidad de Y* tal que ||[T*e*|| = ||T*|.

Demostracién. Supongamos que ||T]| = 1, y sea y5 € By. tal que
|7*yell = 1. El Teorema de Choquet-Bishop-De Leeuw (véase [4, pag. 36-38])
aplicado al conjunto convexo-compacto By con la topologia débil-#, nos per-
mite encontrar una medida de Borel positiva regular yt en By con p(By.) = 1,

tal que:

i) jt representa al funcional yg, es decir:

)= [ vWdul) Vyev.

a Y
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ii) p “estd concentrada” en el conjunto de los puntos extremos de By.. Con-
cretamente: si £ C By. es un conjunto G5 que no contiene puntos

extremos de By., entonces pu(F) = 0.

Si definimos @ : By. — R por ®(y*) = ||T"*y*||, obtenemos una funcion

débil-*-semicontinua inferiormente (luego Borel-medible) que verifica:

1 =®(yg) = sup {|yo(T'%)|} =
llell<1

= sup y* (Tx)du{y*)| } <
u.rnlsl{ /B‘_‘J (T'x)dpe(y )} <
< oup { i Iy"(T(-'r)Mﬂ(y‘)} <

N=ll<1

< / O(y*)du(y™) < 1.

By+

Por tanto, definiendo % = {y* € By. : ®(y*) = 1}, se tendra u(F) = L.

Ahora bien, E es un conjunto (35, ya que ® es semicontinua inferiormente y

00

: 1
E=() {y" € By. : ®(y") > 1- E}'

n=1

Se sigue de ii) que £ ha de contener algin punto extremo. O

Demostracién del Teorema 1.14. Sea Y un espacio de Banach con la
propiedad casi-5(A, o, p). Para cualquier otro espacio de Banach X, hemos de

probar que NA(X,Y) es denso en L(X,Y). Por el Teorema 1.2, el conjunto
NA(X,Y)={T € L(X,Y):T" € NA(Y", X")}
es denso en L(X,Y), luego bastara probar que

NA(X,Y) C NA(X,Y).
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Sea pues T' € L(X,Y) un operador tal que T* alcanza su norma y supon-
gamos, sin perder generalidad, que ||7'|| = 1. El lema anterior nos proporciona
un punto extremo e* € By tal que ||T"¢*|| = 1 y la definicién de la propiedad
casi-B nos asegura la existencia de un subconjunto A,» C Ay un escalar f con
lt| = 1 tales que te* pertenece al cierre débil-+ de A.. verificandose ademas
que

ri=sup{p(y*) 1 y" € A} < L.

Desde este punto en adelante, nuestro argumento es similar al utilizado por
Lindenstrauss para la propiedad / [41, Proposition 3]. Dado € > 0, teniendo

£ E
en cuenta que 1 + TS <14 2

E [3 £
0<7<5, 1+T(§+‘y)<(1+§)(1—,)

, podemos fijar 4 verificando

Notetnos que
sup{||T*y"|| : y" € Aes} = 1.
En efecto, puesto que la funcién y* — ||T™"y"|| es débil-+ semicontinua infe-
riormente, si fuese sup{||T*y*|| : y* € Aes} = a < 1, por estar te* en el cierre
débil-* de A., se tendria también a > || T*(te*)|| = 1, una contradiccion. Asi

pues, podemos encontrar yg € A+ tal que ||[T*ygl| > 1 —1.

El Teorema de Bishop-Phelps nos permite tomar un funcional z; € X* que

alcance su norma y que verifique
sl = NT"yoll > 1=, il2g = T"woll <~

Definimos ahora un operador S € L(X,Y) por

S(z)=T(z)+ [(1 + %) ro(z) = T yo(x) o (z € X),
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donde yy = a(yg). Entonces
4 1 E * * ol S E
IS =T < Sllesl + ey — Tl < 5+ <
y solo nos falta probar que S alcanza su norma.
Para ello utilizaremos el hecho ya comentado de que
151 = sup{[|57y"|| : v™ € A},
pero siendo
AL TR ok L] E L4 * Ly Al * * re
Sy'=T"y"+y (110)(:2"’!704'%—1*?!0) Yo el,

se tiene que, para y* € A, y* # y;,

AL - * E E
I15™y*|| < 1+ﬂ(yn)(5+7) < 1+T(§+7)

[~
mientras que, si y* = y; tenemos S*y; = (1 + ;z—) xy, por tanto,

L 6 * E E
Il = (14 5) sl > (145) (1 =0 > 147 (5 +7),

esto tltimo gracias a la eleccion de 4.
Hemos oblenido que

15" yoll > I1S*y"| Vy" € A, " # ya,

Tk

de donde se deduce que ||S*|| = {|S*ygll- Finalmente, por ser miltiplo de
xy, S*yy alcanza su norma como funcional en X y por lo tanto S también la

alcanza ya que, si xg € Bx es tal que |[S*y5ll = |S*y5(x0)l, se tiene que

IS1 = 15" = 15" ()] = lyg(Szo)| < 1Sl
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Naturalmente, el teorema anterior generaliza al obtenido por Lindenstrauss
(ver Teorema 1.4) segin el cual, la propiedad g implica la B. Estamos ahora
obligados a probar la no trivialidad de dicha generaiizacion. A lo largoe de esta
memoria apareceran abundantes ejemplos de espacios con la propiedad casi-f#
que no tienen la (3, pero, de momento, queremos presentar el mas sencillo y,

quiza también, el mas llamativo:

1.16 Ejemplo. Consideremos el conjunto
A = {a, : n € N}U{(0,1,1),(0,1,~1)} C R?

m

donde a, = ( sen —,cos —,0) para cada natural n. Sea ¥ = (R?|| - ||) donde
9n 2-n." !

| - || es la norma cuya bola dual resulta ser By. = co(AU —A). Es facil

comprobar que

Ext(Bys) = AU -4, (1)

en particular Ext(By.) no es finito e ¥ no tiene la propiedad g (Proposicion

1.7},

Sin embargo, si definimos

11
o(a,) =a, YneN, o0, 1,£l)= (!], 5,;{:5)

T i |
pla,) = cos vy VneN, p(0,1,£l)= 5
entonces Y verifica la propiedad casi-#(A,a,p). En vista de (1), la condicion
iii) de la Definicién 1.13 se cumple de manera trivial. La comprobacién del

resto de las condiciones es rutinaria. A titulo de ejemplo, para n # mn se tiene

T W T ™
am(o(a,)) = cos (Z’T - 2:) < cos (z"— - :‘,m) = pla,).
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Permitasenos intentar una visualizacion geométrica del conjunto By« en

R3. Es evidente que su construccion estd inspirada en el clésico ejemplo de un

espacio normado tridimensional tal que el conjunto de los puntos extremos de
su bola unidad no es cerrado. Dicho ejemplo se cunsigue tomando como bola
unidad la envolvente convexa de una circunferencia y dos segmentos perpen-
diculares al plano que la contiene y de la misma longitud, cuyos puntos medios
sean diametralmente opuestos, de forma que dichos puntos no son extremos
pero si lo son los restantes puntos de la circunferencia. La complicacion adi-
cional de nuestro ejemplo consiste en sustituir la circunferencia por una especie
de “poligono” cuyos infinitos vértices forman dos sucesiones convergentes a los
puntos medios de los aludidos segmentos, de tal forma que el conjunto de los

puntos extremos es infinito y discrefo.

La existencia de espacios de dimensién finita que verifican la propiedad
casi-# y no la B pone de manifiesto, a nuestro entender, que la generalizacion
conseguida es mas sustanciosa de lo que una simple comparacién de ambas
definiciones parece indicar. Es natural esperar que, al sustituir una condi-
cién de tipo “uniforme” por una versién “localizada” de la misma, se obtenga
una propiedad més general para espacios de dimension infinita, pero resulta

sorprendente que, también en dimension finita, la generalizacion sea estricta.

Mas adelante cbtendremos una caracterizacién de los espacios de dir.iension
finita con la propiedad casi-8 que viene claramente sugerida por el ejemplo

anterior.
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D. Propiedad casi-g y
estructura extremal de la bola dual

Iniciamos en esta seccion un estudio mas sistematico de la propiedad casi-f3,
presentando en primer lugar un resultado que clarifica su definicion, hacién-
donos ver que el conjunto A que en ella aparece estd, esencialmente, determi-
nado en forma tnica. Concretamente los puntos de A quedaran caracterizados

por la siguiente propiedad:

1.17 Definicién. Sea ¥ un espacio de Banach y sea y* un elemento de la
bola unidad del espacio dual Y*. Se dice que y* es fuertemente w*-expuesto

por y € Sy si y*(y) = 1 y, para cada sucesién {y;;} en By. tal que

{uny)} = 1,

se verifica que

llyn = y*ll = 0.
Equivalentemente, y*(y) = 1 y, para cada ¢ > 0 puede encontrarse § > 0 tal
que

2 € By, [1-2' ()l <82 o -yl <e.

1.18 Proposicién. Sea Y un espacio de Banach que verifica la propiedad
casi-B(A, o, p). Entonces, cada y* € A es fuertemente w*-expuesto por o(y*).

Reciprocamente, si y* € Sy. es fuertemente w*-expuesto, entonces existe un

escalar t con |t| = 1 tal que ty* € A. En suma, TA es el conjunto de los puntos

fuertemente w*-expuestos de By..
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Demostracién. Sea y € A y ¢ > 0 arbitrario; para ver que yg es fuerte-

mente débil-* expuesto por a(y;), bastard probar que existe y > 0 tal que

z* € co(TA)

= ||lz* -yl < & (1)
PRI T e

En efecto, como la envolvente absolutamente convexa de A es débil-* densa en
)
la bola unidad de Y*, si s* € By. verifica |1 — y*(o(yg))| < v, tomamos una

red {23} 1ea en co(TA) débil-+-convergenic a y* y encontramos Ao € A tal que
A2 do= 1= 25(o(yo))l < 7.

Usando (1),
23 = wall <& para A2 do,
y la semicontinuidad inferior de la norma nos da ||y* — yg|| < e.
€ .
Para probar {1), tomemos vy = -2-(1 — p(yg)) y sca 2* € co(TA) verificando
Il — z*(a(y5))] < 7. Es evidente que podemos escribir

2 =1dyy + su”

donde t,s son escalares con [t| + |s| = 1 e y* € co[T(A\ {yg})], es decir,
n

existen ¥, 5, ..., u5 € A\ {53} y escalares t1,15,...,4, con Y |te| = 1, tales
k=

n
que y* = Y_ 1xy;. Se tiene entonces
k=1

ly*(a(y)] < X ellyi(a(wa))l < plys)
k=1

de donde

v > 1= 2 (o (yo))l =
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=1--t —sy*(o(y))| 2
> |1 =t = p(yo)ls| 2
> 1 =11 = p(ya)),

es decir,

£
{ €=
n-t<s

gracias a la eleccion de 7; asi,

lwg — 2"l = llwo — tug — sy”ll <

<=tl+(1-Jth)<e

Reciprocamente, sea e* € Sy+ fuertemente w*-expuesto por y € Sy. Dado
que e* es un punto extremo de By. y que ¢*(y) = 1, la definicion de la pro-
piedad casi-@ nos asegura la existencia de una sucesion {y*} de elementos de
A y un escalar s de médulo uno tales que syt(y) = Ly r =sup,p(y;) < 1.
Por ser e* fuertemente w*-expuesto por ¥, se sigue que ||sy; — €| — 0 pero,

para n,m € N, si y, # y;, tenemos

sy = syall =l —wall 2 11 = yalo())| 2 L =7 >0

lo que nos indica que la sucesién {y;} serd constante a partir de aigiin término,

de donde ]—e" € A O
3

Es claro que la proposicién anterior sigue siendo cierta si ¥ verifica de
hecho la propiedad f, pero hay, en tal caso, una perfeccion adicional que
merece ser destacada. Cuando se ha probado que cada punto y5 € A es

fuertemente w*-expuesto, se ha obtenido ||y* — yg|l < € siempre que y* € By




32 Densidad de los operadores que alcanzan la norma

verifique |1 — y*(a{y3))| < 7y con v = %(l — p(¥3)). Si Y tiene la propiedad j,

la funcién p es constante, con lo que  es independiente del punto y; € A con-
siderado. Podemos decir en este caso que los puntos de A son uniformemente

w"-expuestos.

La prometida caracterizacion de la propiedad casi-f en dimensién finita
vendra dada en términos del espacio topolégico que a continuacion presenta-
mos, cuya consideracién viene claramente motivada por la proposicién anterior.
De hecho probaremos que, a plena generalidad, existe una estrecha relacion en-

tre la topologia de dicho espacio y la propiedad casi-f3.

1.19 Definicién. Dado un espacio de Banach Y, en el conjunto Ext(By.) de

los puntos extremos de la bola dual, consideremos la relacion de equivalencia:
* L] . * 1= *
e ~ey e IteT:el =tey,

es decir, identificamos cada punto extremo con todos sus “girados” (con su
opuesto en caso real). Denotaremos por Fy al conjunto cociente y conside-
raremos siempre en Fy la topologia cociente de la débil-*. Cuando sea nece-
sario, denotaremos por [e*] € Fy a la clase de equivalencia que contiene a un
punto extremo e*. Obsérvese que, para cada y € Y, la aplicacion [e*] = |e*(y)|

esta bien definida y es continua en Ey.

1.20 Teorema. Sea Y un espacio de Banach. Consideremos las siguientes

afirmaciones:

i) Ey es discreto.
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ii) Y verifica la propiedad casi-f.

iii) Ey tiene un conjunto denso de puntos aislados.

Se verifica que i) = #1) => ii1). Si se supone que la topologia inducida en

Ext(By+) por la débil-+ coincide con la de la norma, entonces i) = 1).

Demostracién. i) = ii) Construimos A tomando un representante arbi-
trario de cada elemento de Ey. Sea y* € A y notemos que, por ser [y*] abierto
en Ey, el conjunto H = Ext(By+) \ Ty* es w*-cerrado (relativo a Ext(By))
pero, siendo y* punto extremo, el teorema de Krein-Milman revertido nos ase-
gura que, de hecho, y* no pertenece a la envolvente convexa y w*-cerrada de

H.

Aplicando el teorema del bipolar (nétese que H es equilibrado) existe y € ¥
tal que
(W) <1<ly’(y)] V2" e H.
Es claro que ||y|| = |y*(y)], con lo que, definiendo

p(y*) = sup{|=*(c(y"))|: 2" e H} < 1

se tiene que Y verifica la propiedad casi-3(A, 7, p), ya que la tercera condicion

de la Definicién 1.13 estd garantizada desde el principio por ser

Ext(By+) = TA.

i) = iii) Probaremos que si Y tiene la propiedad casi-f(A, o, p), el con-

junto [A] es denso en Ey y todos sus puntos son aislados. En efecto, recorde-

mos que A C Ext(By.) (proposicién anterior), lo que permite considerar el

conjunto [A] C Ey.
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Puesto que Ext(By.) C T"/TH., [A] es denso en Ey y esa misma densidad

hace que cada punto aislado de [A] sea también punto aislado de Ey. Ahora
bien, es evidente que todos los puntos de [A] son aislados ya que, para cada

Yo € A, se tiene
w5l = {ly"] € [A]: ly"(e(wo)) > p(yg)}-

Finalmente, supongamos que Y verifica la propiedad casi-f(A,a,p) y que
en Ext(By.) coinciden las topologfas inducidas por la débil-+ y por la de la
norma. Puesio que [A] es discreto, bastard ver que [A] = Ey. En efecto, dado
e* € Ext(By+), la definicién de la propiedad casi-# nos permite encontrar un

subconjunte A+ de A tal que

r:=sup{p(y”): y" € Aee} < 1

y t € T tal que te* pertenece al cierre débil-* de A... La hipotesis sobre
la coincidencia en Ext{By:) de la topologia de la norma y de la débil-* nos
permite encontrar una sucesion {y;} de puntos de A.. tal que ||y; —1e*|| — 0.

Ahora bien, para n,m € N, si y; # y, se tiene:

lyn =yl 2 11 = yn(o(ya)| 2 1= p(yn) 21 =7

luego la sucesion {y:} ha de ser constante a partir de un cierto término y

obtenemos que fe* € A, de donde [e*] € [A]. a

En la Proposicién 1.7 se vio que un espacio normado de dimension finita
Y tiene la propiedad g si, y sélo si, Ey es finito. Como consecuencia evidente
del teorema anterior, tenemos una caracterizacion de la propiedad casi-@ en

dimension finita:
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1.21 Corolario. Un espacio normado de dimensién finitaY tiene la propiedad

casi-f si, y solo si, el espacio topologico Ey es discreto.
7 . ’ P

Es bien sabido que el conjunto de los puntos extremos de la bola unidad de
un espacio real bidimensional es cerrado y, por tanto, las propiedades casi-g
y B resultan equivalentes en este caso particular. Asi pues, el espacio real
con la propiedad casi-3 que no verifica la # descrito en Ejemplo 1.16 es el mas
sencillo posible. La situacién es diferente en el caso complejo pues, incluso
en dimension dos, se puede construir una norma de manera que el conjunto
de los puntos extremos de la bola unidad no sea cerrado. Probablemente este
hecho es conocido pero, al no haber encontrado ningin ejemplo concreto en la

literatura, improvisamos una construccion:

1.22 Ejempio. Una norma en C* pare la cual of conjunio de los punios ex-
tremos de la bola unidad no es cerrado. Partiremos de C* con la norma de
la suma, cuyos puntos extremos son los de la forma (¢,0) 6 (0,t) con || = 1,
construyendo una sucesion de puntos exteriores a la bola que converjan a un
punto de la misma (de hecho al punto (1/2,1/2)) que no es extremo; la envol-
vente absolutamente convexa de esta sucesion y la bola original sera la bola
unidad para una nueva norma que, con ciertas condiciones sobre los términos

de la sucesion, tendré a dichos términos como puntos extremos.

Tomemos cualquier sucesion {¢,} de nimeros reales positivos, estricta-
™

3

o0
mente decreciente y que verifigue Z P <
n=1
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A partir de ella definimos

g, = i ¢r (n€eN)

=n

l n
ry = .2_(.;.. rn =T ’ECOS (f?k ("- Z 2)

00

donde o = H cos ¢, producto infinito cuya convergencia se deduce inme-
k=2
diatamente de la sumabilidad de la serie Y _ ¢,.. Es claro también que {#,,} \, 0,

1
fra) N g ¥ n< 1 pues

a= II cos ¢y > H COS Py > COS (Z¢k) > CUS‘.TE = ‘l
k=2 k=1 k=1 3 2

donde se ha utilizado el hecho, facilmente comprobable por induccion, de que si
o0
L4 ’ - . w .
{#.} es una sucesién de nimeros reales positivos tal que Z $n < 5 8 tiene,

n=1

para sumas finitas,

08 (i qﬁk) < ﬁ cosd VYmeN. (1)
k=1 k=1

Para cada n € N, sea ahora a, € C* dado por a, = r,,‘(e"ﬂ",e“'a"), y

formemos el conjunto £ := {a, : n € N} U {(1,0),(0,1)}.

Consideremos, finalmente, en C?, la norma cuya bola unidad viene dada
por

B := co(TE).

Dado n € N, para asegurarse que a, € Ext(B), basta comprobar que el

funcional lineal f, = (e7*™, e'™) verifica

falan) > | faly)] paray € E, y # ay, (2)
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pues ello impide claramente que a, se pueda expresar como combinacién abso-
i i , "

lutamente convexa no trivial de elementos de E. Veamos pues que se cumple

(2): notemos que fu(an) = 2r, mientras que |f,(0,1)] = {fa(1,0)| =1 < 2rn y

para el resto de los elementos de nuestra sucesion, si m > n,
fn(“m) = 2ry COS(()H == Hm.) < 2ry

y para m < n,

falam) 2rp, cos(f,, — 0,) =

m n-1

2rq (H cos qbk) cos (Z ¢’k) <
k;—;? n_]k:m

2ry (H o8 qﬁk) (H cos ¢k) <
k=2 k=m

2ry (ﬁ Cos e;f)k) ( f_[ cos gbk) =
k=2

k=m+1

2ry H cos ¢ = 2r,

k=2

donde, ademas del estricto crecimiento de {cos ¢}, se ha usado de nuevo la

desigualdad (1).

Observemos que la construccién anterior nos proporciona, de hecho, un
ejemplo de espacio normado complejo bidimensional con la propiedad casi-f
pero no la B: en efecto, llamemos Y al predual del espacio arriba construido y
notemos primeramente que Ext(By:) = Ext(B) = TE pues los puntos (1,0)
y (0,1) permanecen como puntos extremos de B, gracias a que r, < 1 Yn.

Para ver que Ey es discreto basta recordar que las funciones
T (2 22)] = aly me[(21,22)] = 2]
estan bien definidas y son continuas en Ey, con lo que las igualdades

[a1] = {w € Ey : 2ry < m(w) + my(w) < 2}
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[an] = {w € Ey : 2rpq1 < mi(w) 4 mp(w) < 2rni} (n 2 2)
[(1,0)] = {w € Ey : mi(w) > ry}
[(0,1)] = {w € Ey : my(w) > i},

prueban que cada punto de Ey es aislado.

Naturalmente Y no tiene la propiedad g puesto que Ey no es finito.
I 2]

Destacamos otro caso particular importante del Teorema 1.20. Comple-

tando la informacién dada en el Ejemplo 1.6.ii), tenemos:

1.23 Corolario. Sea L un espacio topoldgico localmente compacto de Haus-

dorfl. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Co(L) tiene la propiedad f3.
ii) Co\ L) tiene la propiedad casi-f3.

iii) L tiene un conjunto denso de puntos aislados.

Demostracién. i) = i) es trivial.

Para probar i) = i), basta aplicar el Teorema 1.20, teniendo en cuenta

que Feypy es homeomorfo a L; mas concretamente, la aplicacion

t — [6] donde & es el funcional de evaluacion en el punto f, es un homeo-

morfismo de L sobre g1y, un hecho bien conocido y facil de comprobar.

i11) = 1) se vio en el Ejemplo 1.6 ii). O
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1.24 Nota. Los Corolarios 1.21 y 1.23 permiten observar que ninguna de las
dos implicaciones de Teorema 1.20 es, en general, reversible. En efecto, si K
es un espacio compacto, infinito, con un conjunto denso de puntos aislados,
entonces C(K) verifica las condiciones it) y #11) del teorema pero no i). En el
caso mas sencillo posible, K es la compactacién por un punto de Ny C(K) es

el espacio de las sucesiones convergentes.

Para tener un ejemplo de un espacio que verifique 221) y no ), basta pensar
en una norma en R? para la cual, el conjunto de puntos extremos de la bola
dual tenga un conjunto denso de puntos aislados y no sea finito. En el caso
mas sencillo, dicha bola dual podria ser el “poligono” con infinitos vértices

utilizado en el Ejemplo 1.16.

E. Estabilidad de la propiedad casi-j3

Empezamos probando que la propiedad casi-# es estable por construcciones

que, en general, no conservan la 3 (Corolario 1.12).

1.25 Proposicidn. La propiedad casi-f es estable por co-sumas.

Demostracion. Sea Y = (DxeaYy)e, donde, para cada A € A, el espacio
de Banach Y, verifica la propiedad casi-3( Ay, oy, py). Considerermos la identi-

ficacién habitual del espacio dual de Y con la lj-suma (D.eaYy )iy, es decir, el
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espacio de Banach de las familias (y})rea € ] ¥y absolutamente sumables,

AEA
con la norma dada por

I(wa)aeall = D Nl

AeA

Denotaremos por Py a la proyeccion natural de Y sobre Yy y por Iy a la
inyeccion natural de Yy en Y. Notese que Py es la inyeccion natural de Yy en

Formamos entonces un conjunto A C Sy« “uniendo” los conjuntos Ay, mas
rigurosamente, A = UxeaPyAy y definimos las funciones o y p de la rinica

manera razonable, es decir, “extendiendo” las aplicaciones oy y p:

coPy=1oay,, polPy=px VieA

Para ver que Y verifica la propiedad casi-#(A, o, p), las condiciones 1) y 4t
1 1 b

de la Definicion 1.13 se comprueban sin dificultad. Con respecto a la condicion

#1), basta recordar que un punto extremo de la bola unidad de una /;-suma

ha de “pertenecer” de hecho a uno de los sumandos, es decir, si e* € lixt (By+)

existen A € A y et € Ext(By) tales que e* = Pfe%; se toma entonces By C Ay
J VX A AV A Wi

tal que e} € TE{’. con sup{px(b*) : b* € 15,} < 1 y Aee = I} By, obteniéndose

—w®
claramente que ¢* € TA,. y

sup{p(a*) : a” € A} =sup{px(h*) : 0" € By} < 1.

La estabilidad de la propiedad casi-f con respecto a las cg-sumas, junto con
el teorema de renormacion de Partington [44, Theorem 1], tiene una interesante

consecuencia:
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1.26 Corolario. Todo espacio de Banach de dimensién sobre R estrictamente
mayor que dos puede renormarse equivalentemente de modo que tenga la

propiedad casi-f pero no verifique la j3.

Demostracién. Sea Y un espacio de Banach de dimension estrictamente
mayor que dos (mayor o igual que dos en caso complejo). Tomainos un subes-
pacio de dimensién tres (dos en caso complejo) al que llamaremos Yy y lo
renormamos como se expone en el Ejemplo 1.16 (Ejemplo 1.22 respectiva-
mente). Sea ¥; un complemento de Yy y, utilizando el Teorema de Partington,

renormamos Y con la propiedad . Si ahora definimos

HTIO + mli =z max{”m,””, Ily|||1} (o € Yo, 41 € Ya)

donde ||-||o ¥ || - |1 son, respectivamente, las normas recién definidas en Y, e Y;
I ’ t ’ f
obtenemos una nueva norma en Y que tendra la propiedad casi-f (proposicion

anterior) pero no podra verificar la g (Proposicion 1.10). O

La estabilidad por /;-sumas es asunto mas delicado. En la direccion positiva

podemos afirmar:

1.27 Proposicion. Las propiedades f y casi-( son estables por l,-suinas fini-

tas de espacios reales.

Demostracion. Obviamente bastara probarlo para la l;-suma de dos es-
pacios. Sean por lanto X e Y espacios de Banach reales que verifican la

propiedad casi-f con las ternas (Ax,ox,px) v (Ay, oy, py) respectivamente,
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y consideremos el espacio de Banach Z = X @, Y, es decir, X x }" con la

norma dada por

()l = llell + llyll  (x€ X, yel).
Para probar que Z verifica la propiedad casi-f3, nos resultara iitil extender las
aplicaciones oy y px a los elementos de —Ay como sigue
ox(—z*) = —ox(z*) px(-27)=px(2*) (27 € Ax).

Tomamos A = (AxU—Ay)x Ay y definimos, para cada elemento (z*,y") € A,

- %(Ux(-‘"*)am’(y*))

1
plz*,y") = 5(1 + max{px(z*), py (¥y")}),

siendo ya inmediato comprobar que se verifican las condiciones i) y ii) de la

Definicion 1.13.

Para la condicién iii), tomemos 2* = (u*,v*) € Ext(Bz.). Recurriendo a
la identificacion natural del espacio dual de Z con X* @ Y™, se tiene que
u* € Ext(Byx)
v* € Ext(By.)

(u*,v*) € Ext(Bz.) & {

y la propiedad casi-f en X e Y nos proporciona sendos conjuntos de funcionales
Aw € Ax y Ao C Ay acompainados de sendos escalares s, € {—1, 1} de modo

(_lll(‘.

—_w" —uw*
sut € Ay 10T E Ape

verificandose ademas que

ree = sup{px(e”) 1 2" € Ap} <1y e =sup{py(y’) 19" € A} < L.
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¢ _"w. .
Basta entonces tomar Aze = {Aye U—A,s) X Ay, con lo que £27 € A, mientras

que

sup{p(z*,y*) : (z*,y") € Ase} = = (L + max{rye,rye}) < 1.

Supongamos ahora que px y py son constantes estrictamente menores
que uno, esto es que X e Y verifican la propiedad . Lo anteriormente ex-
puesto deja claro que, en ambos casos, el mismo conjunto A, junto con idén-
tica aplicacion o dotan al espacio X @, Y de la propiedad f con constante

p = 1/2(1 + max{px, pyr}). O

Quizé merezca la pena observar que ninguna de las dos restricciones im-

puestas en la proposicion anterior se puede suprimir.

En primer lugar una {j-suma, atin finita, de espacios complejos con la
propiedad # puede no tener siquiera la casi-f; de hecho €* con la norma
de la suma no tiene la propiedad casi-f pues no es dificil coraprobar que, no-
tando Y a dicho espacio, Ey es homeomotfo a una circunferencia, luego carece
de puntos aislados. Tampoco, atin en el caso real, puede esperarse estabili-
dad por lj-sumas infinitas. De hecho, el espacio real I} no tiene la propiedad
casi-f, lo que puede justificarse recordando la bien conocida descripcion de
los puntos extremos de la bola unidad de Ij = Iy de la que se deduce sin
dificultad que E,, es el espacio topologico de Cantor N que carece de pun-
tos aislados. Alternativamente puede pensarse en que la norma de l; no es
Fréchet-diferenciable en ningiin punto, equivalentemente la bola unidad de I,

no tiene puntos fuertemente w*-expuestos.

No tiene sentido plantearse el estudio de la estabilidad de las propiedades

By casi-B por l-sumas ya que los propios espacios [, (1 < p < oo}, por ser
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estrictamente convexos, no pueden verificarlas.

Pasemos a estudiar la estabilidad por productos tensoriales. El producto
tensorial proyectivo parece un problema dificil, dado que no se dispone de una
descripcién minimamente satisfactoria de los puntos extremos de la bola dual
de un tal producto. Para la otra norma tensorial mas frecuente, la inyectiva,
si que se tiene una descripcion manejable de dichos puntos que nos permitird
establecer, ficilmente, la estabilidad de nuestras propiedades por productos

tensoriales inyectivos.

Si X ® Y representa el producto tensorial algebraico de los espacios de Ba-
n

nach X e Y, recordemos que, para z = Z T @y € X @Y, lanorma inyectiva
k=1
de z viene dada por

n

llz]le = S“P{ Y (xk)y"(yr)| s =7 € Bxe,y" € By

k=1
El producto tensorial inyectivo de X e Y, denotado por X@.Y, es ia com-

pletacién de X ® Y con la norma || - ||..

1.28 Proposicién. Las propiedades B y casi-f son estables por productos

tensoriales inyectivos.

Demostracién. Sean X e Y espacios de Banach que verifican la propiedad

casi-A con las ternas (Ax,ox,px) y (Ay,0y, py) respectivamente.

Dados * € X* e y* € Y*, notaremos z* ® y* al tinico funcional lineal

continuo en X ®,. Y que verifica
£

(" Ry )(z@y)=a"(x)y"(y) VYVeelX, VyeY.
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Para comprobar que X ®, Y tiene la propiedad casi-3, consideremos el
conjunto
A={z"Qy* 2 € Ax, y" €Ay} C (X R Y)"
y definamos
o(z* @ y*) = ox(z*) Qov(y),
ple" ®y*) = max{px(z*), py (y7)},

para cada z*@y* € A. Es inmediato comprobar que se verifican las condiciones

i) y ii) de la Definicion 1.13.

Para la condicién iii) usamos un resultado, al parecer debido a L. Singer
[52] (véase también [35, Theorem 5.8] o [47, § 4]) segin el cual, si ¢* es un
punto extremo de la bola unidad de (X ®. Y), se tiene e* = u* @ v™ con
u* € Ext(Bx:)y v* € Ext(By.). La propiedad casi-f en X e} nos da sendos
conjuntos de funcionales A,» C Ax y A, C Ay, acompaiados de sendos

escalares s y { de modulo uno tales que
su* € Ew‘ y tv* e A_t,—w.
verificdndose ademas que
sup{px(z*):z* € Aw} <1 y sup{pr(y"):y" € A} < 1.

Si llamamos A, = A« ® A+, se comprueba facilmente que

ste* € ﬁ:w‘ y sup{p(z*):z" € A} < 1.

Si X e Y verifican la propiedad 3, es claro que, el mismo conjunto A,
junto con idéntica aplicacién o dotan al espacio X @, Y de la propiedad # con

constante p = max{px, py }. a
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Mostramos dos casos particulares, sencillos pero interesantes, de la proposi-
cién anterior. Para el primero recordemos que, si L es un espacio topologico
localmente compacto de Hansdorfl y X un espacio de Banach, Co(L) ®e X se

identifica canénicamente con ¢l espacio Cy(L, X) de las [unciones continuas de

L en X, que se anulan en el infinito, con su norma natural (ver, por ejemplo,

[18, Example VIIL.1.6]).

1.29 Corolario. Si L es un espacio topoldgico localmente compacto de Haus-
dotff con un conjunto denso de puntos aislados y X un espacio de Banach
con la propiedad casi-B (resp. f3), entonces Co(L, X) tiene la propiedad casi-f}

(resp ).

También es posible probar la propiedad casi-f en algunos espacios de ope-

radores.

1.30 Corolario. Sean X e Y espacios de Banach. Supongamos que X e
Y tienen la propiedad casi-f (resp. ) y que al menos uno de ellos tiene la
propiedad de aproximacién. Euntonces el espacio K(X,Y) de los operadoies

compactos tiene la propiedad casi-f (resp. f3).

Demostracién. La propiedad de aproximacion de X* o Y permite iden-

tificar canénicamente K (X,Y) con X* ®, Y [14, Proposition 5.3]. O
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F. Problemas abiertos

La cuestion mas importante, acerca de la propiedad B, que permanece
abierta desde hace mas de treinta aiios, consiste en saber si se puede oblener
un teorema anélogo al de Bishop-Phelps, sustituyendo el cuerpo escalar por

un espacio de dimension finita:

1.31 Problema. ; Tiene todo espacio normado de dimension finita la propiedad

B?

Hasta ahora, el tinico test conocido para saber si un espacio de dimension
finita tiene la propiedad B era la propiedad f. Mas concretamente, para un
espacio finito-dimensional que no tenga la propiedad f no se sabia, en ningun
caso, si tenia la propiedad B. El exponente mis claro de esta falta de infer-

macién aparece explicitamente en un trabajo de J. Johnson y J. Wolfe [38]

publicado en 1979: no se sabe si R%, con la norma euclidea, tiene la propiedad

B. Los resultados de este capitulo suponen un ligero avance en ia direccion
positiva: el hecho de que, ain en dimension finita. la propiedad casi-fj sea
estrictamente mas general que la 8 (Ejemplos 1.16 y 1.22, Proposicion 1.7y
Corolario 1.21) proporciona nuevos ejemplos de espacios de dimension finita
con la propiedad B que, hasta cierto punto, invitan a conjeturar una respuesta
afirmativa al Problema 1.31. Esto explica que hayainos dedicado especial aten-

cion a la propiedad casi-3 en dimension finita.

Para la otra familia de espacios de Banach que hemos analizado con mas

detalle, los espacios de funciones continuas, no hemos sido tan afortunados, ya
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que, para tales espacios, la propiedad casi-# ha resultado ser equivalente a la
B (Corolario 1.23). En realidad no se sabe si la propiedad B es ya equivalente
a la f para espacios de funciones continuas. Es ésta otra cuestion que merece

ser destacada:

1.32 Problema. Caracterizar los espacios topoldgicos compactos de Haus-

dorff K, tales que C(K) tiene la propiedad B.

Son muy pocos los ejemplos conocidos de compactos K tales que C(K)
no tiene la propiedad B [50], mas adelante aparecera explicitamente alguno
de ellos. Por el momento parece dificil conjeturar qué propiedad topologica
de un compacto I puede equivaler a la propiedad B de C(K), si bien cierta

abundancia de puntos aislados parece obhgada.

En cierto modo, el espacio topolégic , Ey asociado de manera candnica

a un espacio de Banach abstracto ¥ (Definicién 1.19) desempeia un papel

similar al que un compacto K juega para C'(K), una idea que ha sido amplia-

mente explotada en diversos ambientes (la teorfa de M-estructura en espacios
de Banach [8] es un buen ejemplo). Desde este punto de vista, se podria pen-
sar en conseguir una caracterizacién de la propiedad casi-f# en términos de la
topologia de Ey. El Teorema 1.20, segiin el cual la propiedad casi-g de V¥
queda “encajada” entre dos propiedades topoldgicas de Ey, es lo mejor que
. s i . r . v
podemos ofrecer en esa direccion. Dado que el espacio topologico Ey no de-
termina univocamente al espacio de Banach Y, no parece que la mencionada

caracterizacién topoldgica sea factible. Alternativamente, se puede pensar en
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la afirmacion iiz) del Teorema 1.20 como una propiedad mas general que la

casi-f que todavia podria implicar la propiedad B:

1.33 Problema. Sea Y un espacio de Banach tal que Ly tiene un conjunte

denso de puntos aislados. ;Puede asegurarse que Y tiene la propiedad 37

Finalmente, quiza merezca la pena mencionar que la seccion E deja abiertas

algunas cuestiones acerca de la estabilidad de la propiedad casi-A3. A titulo de

ejemplo, ya se comentd que no conocemos su comportamiento por productos

tensoriales proyectivos.







Capitulo 2

Espacios de Banach

que no verifican la propiedad B







A. Antecedentes

Dedicamos este capitulo a presentar algunos nuevos ejemplos de pares X,
Y de espacios de Banach tales que el conjunto NA(X,Y) de los operadores que
alcanzan su norma no es denso en el espacio L(X,Y) de todos los operadores
y, al igual que en el capitulo anterior, fijaremos nuestra atencion en el espacio

de llegada.

La mayoria de los ejemplos concretos de espacios de Banach para los que

se ha podido comprobar que no verifican la propiedad B han sido detectados

mediante el mismo tipo de argumentos. Hoy por hoy, no se conoce ninguna

condicién necesaria para que un espacio de Banach verifique la propiedad B.
Por tanto, si se quiere probar que un espacio concreto Y no la verifica, no queda
mas remedio que recurrir a la propia definicion, es decir, hay que encontrar otro
espacio de Banach X y un operador lineal y continuo 7' de X en ¥ que no pueda
aproximarse por operadores que alcancen su norma. Salvo casos aislados, que
mas adelante comentaremos, esto solo se ha conseguido para espacios de llegada
estrictamente convexos, por tanto con una rica estructura extremal en su bola
unidad, utilizando espacios de partida con una estructura extremal muy pobre

y asegurandose la abundancia de operadores “no triviales”.
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Ya Lindenstrauss en [41] presenta esta idea asi cu. 0 algunas formas con-

cretas de llevarla a cabo, entre las que nos interesa destacar la siguiente:

2.1 Proposicién [41, Proposition 4]. Sea Y un espacio de Banach estric-
tamente convexo. Todo operador de ¢y en Y que alcance su norina, es de
rango finito. Por tanto, si existe un operador no compacto de co en'Y (equi-
valentemente, Y contiene un subespacio isomorfo a cy), entonces Y no tiene la

propiedad B.

Demostracién. s claro que si ¢ € B, existe un mimero natural m tal

' 1
que, para n > m, se tiene |x(n)| < 5 ¥ o tanto,

1
lv £ el <1 para n 2> m,
2
donde {e,} es la base candnica de c.

Sea ahora Y un espacio estrictamente convexo y T' € L(ey, Y). Si existe

xg € B, lal que ||Txol| = ||T||, podemos tomar m como antes, obteniendo

]
|Tx0 £ Q—'f'r,. | <|IT|| = ||Txo|| para n >m

y la estricta convexidad de Y fuerza T'e,, = 0 para n > . d

Fl resultado anterior proporciona abundantes ejemplos de espacios de Ba-
nach que pueden renormarse equivalentemente para que no verifiquen la propie-
dad B. Recuérdese, por ejemplo, el hecho elemental de que todo espacio separa-
ble admite una norma equivalente estrictamente convexa [16, Theorem 11.2.6],

luego todo espacio separable que contenga un subespacio isomorfo a ¢y puede
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renormarse equivalentemente para que no verifique la propiedad B. De he-

cho, la separabilidad se puede sustituir por hipdtesis mucho mas generales 116,

Corollary VIL1.11].

Kl argumente anterior no puede aplicarse a un espacio como Ly (= L4[0,1])
que no contiene a cg. Por otra parte, la bola unidad de L; no tiene puntos
extremos, por lo que puede hacer un papel similar al de ¢ si lo tomamos como
espacio de partida. Llegamos asi a otra forma de materializar la idea general

expuesta al principio, también debida a Lindenstrauss:

Si Y es un espacio estrictamente convero, todo operador inyectivo con va-
lores en Y, que alcance su norma, ha de alcanzarla en un punio extremo (de

hecho expuesto) de la bola unidad del espacio de partida.

Por tanto, si X e Y son espacios de Banach isomorfos, ¥ estrictamente
convexo y By no tiene puntos extremos, ningin isomorfismo de X en Y puede
alcanzar la norma, pero el conjunto de los isomorfisinos de X en Y es abierto en
L(X,Y), asi que NA(X,Y) no puede ser denso. Por ejemplo, ningin espacio

estrictamente convexo isomorfo a Ly tiene la propiedad B.

La idea de utilizar L, como espacio de partida fue mejor rentabilizada por

J. Uhl en 1976 [55]:

SiY es un espacio de Banach estrictamente convero, enlonces NA(Ly,Y)

es denso en L(Ly,Y) si, y solo si, Y liene la propicdad de Radon-Nikodym.

En particular, un espacio de Banach estrictamente convexo que no verifique

la propiedad de Radon-Nikcdym no tiene la propiedad B.

Todavia en la érbita de la propiedad de Radon-Nikodym, el primer ejemplo
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de un espacio de Banach sin la propiedad B que no sea estrictamente convexo

puede conseguirse a partir de un resultado de Huff [34]:

Cualquier espacio de Banach que no tenga la propiedad de Radon-Nikodym

admite una norma equivalente para la cual no tiene la propiedad B.

A

A (funciones

Recordemos que si A es un conjunto no numerable, el espacio {
reales o complejas acotadas en A) no admite una norma estrictamente convexa
equivalente a ia usual (véase por eiemplo [16, Corollary 11.7.13] o [36, Theorem
2.9.7)). Dado que dicho espacio no tiene la propiedad de Radon-Nikodym,
admitira una norma equivalente sin la propiedad B que, claro esta, no puede

ser estrictamente convexa.

A propésito del resultado de Huff, conviene mencionar que, salvo el caso
trivial del cuerpo base, no se conoce ningiin espacio de Banach que verifique
la propiedad B en cualquier norma equivalente, asi que la hipStesis de que
el espacio no verifique la propiedad de Radon-Nikodym podria ser su perflua.
Algunos resultados que comentaremos mas adelante apuntan de hecho en esa

. .y
direccion.

Todos los ejemplos de espacios sin la propiedad B comentados hasta ahora

son, en cierto modo, artificiosos. En 1979 Johnson y Wolfe [38] enumeran

una serie de problemas abiertos sobre las propiedades A y B que estaban
en el ambiente aunque nadie los hubiera planteado explicitamente. Llama la
atencién en dicha lista de problemas el hecho de que para una gran mayoria
de espacios de Banach cldsicos no se sabia si tienen o no la propiedad B. Kl
primer ejemplo de espacio de Banach clisico que, con su norma natural, no

tiene la propiedad B, fue detectado por W. Schachermayer [50] en 1983:
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NA(Ly,C[0,1]) no es denso en L(Ly,C[0,1]), en particular C[0,1] no tiene
la propiedad B.

Casi simultdneamente y con técnicas mucho maés asequibles, Johnson y

Wolfe [3Y] probaron la existencia de un espacio métrico compacto K tal que

NA(Ly,C(K)) no es denso en L(L,C(K)).

En 1990, W. Gowers [30], presenta toda una gama de espacios clisicos sin
la propiedad B: los espacios [, con 1 < p < co. Para probarlo, Gowers utiliza
como espacio de partida un predual de un espacio de Lorentz que, como espacio
vectorial, estd incluido en I, (1 < p < 00) y la identidad formal es un operador
que no puede ser aproximado por operadores que alcancen la norma. Usando
que, siempre para | < p < oo, Ly(= L,[0,1]) es estrictamente convexo y
contiene isométricamente a [, el mismo argumento de Gowers permite probar
que L, no tiene la propiedad B. Por la misma razon, ningin espacio de Hilbert

de dimension infintta tiene la propiedad B.

En el presente capitulo trataremos de exprimir tanto como podamos las
ideas de Gowers (solo las recién comentadas), con el fin de encontrar nuevos
espacios sin la propiedad B. Observaremos q:¢ el espacio de partida usado
por Gowers (de hecho toda una gama de espacios de ese lipo), no sélo carece
de puntos extremos en la bola unidad como probd Gowers, sino que tiene la
propiedad tipica de cg que se usa en la Proposicion 2.1, lo que permite razonar
como lo hacia Lindenstrauss en dicha proposicién, afinando asi los resultados

de Gowers.
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B. Espacios de Lorentz de sucesiones
y sus preduales canoénicos

En lo que sigue llamaremos admisible a cada sucesion w = {w(n)} de
niimeros reales posilivos, estrictamente decreciente, con w(1) = 1, tal que

lim w(n) =0 y Y w(n)=+oo.

T==+00
n=1

Si w es una sucesion admisible, notaremos

(n € N).

Pecordemos que, dada una sucesion admisible w, y 1 < p < oo, se denomina
espacio de Lorentz d(w,p) al espacio de Banach de las sucesiones de escalares
r = {x(n)} tales que

00 1/p
||| == sup Y- |x(x(n))"w(n) < o0

n=1

donde el supremo se toma sobre todas las permutaciones 7 de los naturales.

En el libro de Lindenstrauss-Tzafriri [42] puede encontrarse informacion
sobre los espacios de Lorentz, una interesante gama de espacios de Banach con
base simétrica, cuyo origen se remonta a 1950. Nos interesa aqui solamente el
caso p = 1 de la definicién anterior y, para simplificar la notacion, escribiremos

simplemente d{w) en lugar de d{w, 1).

Presentamos a continuacion un predual (canénico en un sentido que mas

adelante se concretard) del espacio d(w), para cualquier sucesion admisible w.
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Este predual d.(w) aparece, si bien nunca de forma muy explicita, en varios
trabajos sobre espacios de sucesiones ([27], [48]). Como ya se ha dicho, fue
W. Gowers quien puso de manifiesto su utilidad en relacion con problemas de
operadores que alcanzan la norma. Dado que la mayor parte de este capitulo
se basa en propiedades de los espacios di(w), discutimos con detalle dichas

propiedades aunque algunas de ellas sean conocidas.

2.9 Definicién. Sea w una sucesion admisible. En el espacio vectorial ¢
consideraremos una sucesion {, } de normas como sigue:
1 .
pn(z) = T Sup Sje(G):JCN|J|=np (z€co n€N)
" ied
donde hemos notado |J| al mimero de elementos de J. Es claro que, para cada
natural n, @, es una norma en ¢y equivalente a la usual || - lloo- De hecho se

tiene:

1
W,

y, en particular, o1 = ||+ ||

lelloo < @nz)

Llamaremos d, () al subespacio vectorial de ¢o dado por:

dfw) = {:r € ¢y ’!_i_l.n ea(T) = (j}
dotado de la norma:

||a)| = max {¢n(x) : n € N} (x € du(mw)).

Se comprueba sin dificultad que d.(w) es un espacio de Banach asi como
que la sucesién {e,} definida, como es habitual,
| sik=n

ealk) =
(*) 0 sik#n,
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es una base de Schauder (simétrica) de d.(w), a la que llamaremos base

canonica.

Para comprobar que d.(w) es un predual de d(w) utilizaremos el siguiente
lema elemental, que aparece explicitamente en un trabajo de W. Sargent [48,

Lemma 7] y volvera a ser ttil mas adelante.

2.3 Lema. Sean ay,as,...,a, ¥ by, by,.. ., b, nimeros reales verificando

m

Z ar < Z b param=12,...n

Siecp > 2...2¢, 20, entonces

Z apcr < Z bk

Demostracidn.

m m
~e —
Siparam = 1,2,...,n, notamos a,, = Z ay ¥ B = L b, basta observar
k=1
que

mn

Y erlbe — ax) = 1By — ) Z Bk = Br—1) — (ar — o)) =

k=1 k=2

n—1

= (b — o) Z (B — ) = Y expt (e — ax) =

k=2 k=1

—1
= (ck — crpi)(Br — k) + cal B — @a) 2 0.

n
k=1
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2.4 Proposicién. Sea w una sucesién admisible. El dual topoldgico del espa-

cio de Banach d,(w) es isométricamente isomorfo al espacio de Lorentz d(w).

Demostraciéon. Sea f un funcional lineal continuo en d.(w). Asocia-
remos a [ la sucesion y = {y(n)} donde, para cada n € N, y(n) = f(en).
Sea 7 una permutacion cualquiera de N y n un natural arbitrario. Notemos
Jo = m({1,2,...,n}) y, para k € N, p; serd un escalar de médulo uno que

verifique pry(k) = |y(k)|. Si tomamos el elemento x € d,(w) dado por

J—-LFTUTF (1))e

1€

se tiene claramente que |jz|| = 1, luego

I ()l = 3 ly)lw(x™"( y(w(k))|w(k),

J€Sn

y de la arbitrariedad de n y 7 se deduce que y € d(w) con ||y|| < ||f]|-

Cada y € d(w) debera proceder de un funcional f dado por
00
f(x) =Y x(k)y(k) (z € du(w)).
k=1
Bastara probar que, efectivamente, f estd hien definido y es un funcional lineal
continao en d,(w) con || f|| < |ly||- Equivalentemente, hemos de ver que, para

cada ¥ € By, (w) ¥ cada natural n, se tiene
> le(R)y(k)] < llyll-
k=1

Sea r € By,(v) y tomemos un natural arbitrario n. Notemos antes de

m m

nada que ||lz]| < 1 implica que )_ |a(n(k))| < )_ w(k) para m € Ny cada
k=1 k=1
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permutacion 7. Elijamos = de forma que se tenga
r({1,2,...,n}) = {1,2,...n}, [y(x(1))] 2 ly(x(2)| = ... > |y(x(n)).

Evidentemente

S ek = 3 e(r(k)lip(x(4))
k=1

k=1

y aplicando el lema anterior obtenemos

S le(bu(R)] < 3 lu(r(lhotk) <
k=1 k=1

2.5 Nota. Como ya habfamos anunciado, puede decirse que d,(w) es un pre-
dual “canénico” de d(w), en un sentido que pasamos a precisar. 1. Werner
ha probado recientemente [56, Proposition 2.2] que d.(w) es un M-ideal de su
bidual. El resultado aparece recogido también en [32, Examples I11.1.4 ()],
texto que contiene un estudio sistematico de los espacios de Banach con esa
propiedad; concretamente, un espacio de Banach X es M-ideal de su bidual
cuando la proyeccion natural P de X*** sobre X* (para cada u € X***, P(u)
es la restriccién de v a X, que pertenece a X* o, si se quiere a X™**) verifica

que :

lull = || Pu|| + ||u — Pu]| Yee X7

Razonando como en [32, Proposition 111.2.2] se prueba que, si dos espacios de
Banach son M-ideales de sus respectivos biduales, toda biyeccion lineal isomé-
trica entre los biduales es la bitraspuesta de una biyeccion lineal isométrica
entre los espacios. Se sigue claramente que X es, salvo isomorfismos isométri-

cos, el tnico predual de X* que es M-ideal de X**. En particular, d.(w) es el
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tinico predual de d{w) que es un M-ideal de su bidual. Aplicando el resultado
recién citado, también obtenemos rue toda biyeccion lineal isométrica de d(w)
sobre si mismo es traspuesta de una biyeccién lineal isométrica de d,(w) so-
bre sf mismo. Ello justifica sobradamente el considerar a d,(w) como predual
canénico de d(w). En el mismo sentido puede afirmarse que cy es el predual

canénico de Iy va que co también es M-ideal de su bidual.

Antes de presentar nuevos ejemplos de espacios sin la propiedad B, permi-
tasenos hacer notar que ios espacios reales d.(w} constituyen toda una gama
de espacios de Banach de dimensién infinita que tienen la propiedad casi-3
sin verificar la 3. Para comprobarlo necesitamos, naturalmente, conocer los
puntos extremos de la bola unidad de los espacios d(w) cuya descripcion se
debe a W. Davis [13]. Aprovechando precisamente el hecho de que d(w) es el

dua! de d,(w) podemos obtener con mayor comodidad dicha descripcion.

2.6 Proposicién [13, Theorem 3.1]. Un elemento y € d(w) es un punto
extremo de la bola unidad si, y sélo si, el conjunto J = {j € N:y(j) # 0} es

finito y

) 1 )
ly(y)| = W Vi€ J,

donde n es el mimero de elementos de J.

Demostracién. Sea £ C Sy, el conjunto de los puntos que verifican la
condicién descrita en el enunciado, y empecemos probando que todo punto de

E es extremo. Asi pues, fjemos y € E,sea J = {j € N:y(j) # 0}, n=|J]y
1

ly()l = 7 para JEd.
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Tomemos z € d(w) tal que ||y £ z|| < 1 y sea 7 una permutacion de los

naturales que verifique (i) € J para 1 <¢ < n. De |ly £ z|| < I obtenemos:

C

Z ly(m(k)) £ (r(k))|w(k) + i le(m(k))|w(k) < 1 (1)

k=n+1

y sumando las dos desigualdades

25 3" (ly(r (k) + x(x (k)] + ly(r(k)) — x(r(k))]) wlk)+
k=1

o0

$2° Y Jo(n(k)ho(k) 2

k=n+1

=9 Xn: ly(7(k))|w(k) + 2 i |z(m(k))|w(k) >

k=n+1

[ LU

2
>2 Z ly(m(k))|w(k) = A w(k) = 2.

n k=1
Se sigue que |z(x(k))| = 0 para k > n + 1, es decir, x(i) = 0 para i € N\ J.

Pero también hemos obtenido que

S (ly(n(k)) + a(a ()] + ly(x(k)) — a(m(k)]) w(k) = 2

k=1

lo que, en vista de la desigualdad (1), nos da

Z ly(w(k)) & x(x(k))|w(k) = 1.

Puesto que esta conclusion es valida para cada permutacion 7 de los naturales
que verifique 7(i) € J para | < ¢ < n, siendo la sucesion w estrictamente
decreciente, deducimos que tanto |y(7(k)) 4 x(m(k))| como |y(x(k)) — z(w(k))]
han de ser independientes de &, pero entonces

ly(m(k)) £ o(m(k))| = ‘—‘lj_ pata k= 1,...,%
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lo que sélo es posible si z(w(k)) = 0 para k=1,2,...,n. Portantox =0 ey

es un punto extremo de la bola unidad.

Reciprocamente, probemos que todo punto extremo de la bola unidad per-
tenece al conjunto ££. Viendo a d(w) como dual de d.(w), empecemos obser-
vando que el conjunto E es normante. En efecto, dado & € d.(w), encontramos

n €Ny JCNcon |J|=n tales que

el = ) = 3 3 e

j€d

Para cada j € J, sea pt; un escalar tal que

il =1, ()l = #=(3);

tomando y( ) = pata j € J, y(k) = 0 para k € N\ J, obtenemos un y € I

W
tal que y(z) = ||z||.

Teniendo en cuenta que TE = [, el Teorema del bipolar, junto con el Teo-
rema de Krein-Milman revertido, nos permiten asegurar que cualquier punto
extremo de By, ha de pertenecer al cierre débil-* de I£. Ahora bien, para
cada y € I, la funcién k — |y(k)| toma exactamente dos valores, por tanto un

limite puntual de funciones de este tipo tomara a lo sumo dos valores. Deduci-

: —w* . i
mos que, si ¥ € Sy N E" | el conjunto {|y(k)| : k € N} tiene exactamente

dos elementos, le que claramente implica que y € . 0

2.7 Proposicién. Para cualquier sucesién admisible w, el espacio real d,(w)

verifica la propiedad casi-f y no verifica la 3.
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.. . - "
Demostracién. Usaremos varias veces el hecho de que la sucesion {W}
T
es creciente:

n4+1 n W, —nw(n +1) _ 0
> 0.

Wopn W.  W,W,

+1
Sea. como siempre, {e,} la base candnica de d.(w) y notemos {c;} a la
b l ) . mn
correspondiente sucesion de funcionales biortogonales, que no es otra que la
base canénica de d(w). Sea A el conjunto de los funcionales y* € By de la
forma
1
LR )
n jel

donde J C Ncon |J|=n, s; =%l para j € J y sp = | para k = min J.

Fijado un tal y* € A definimos

"Vn

a(y)=—")_:

n

(y") = max§ ————, 75—
!(I ) { ?"lJ‘Jrvl,—l H/'n-l-l
. . " W,

Si n = 1 tomamos simplemente p(y*) = — < 1.

W,

- ' N
(n—-1)W, W, }< L

Es facil comprobar que

yio) =llely)l=1 Vy eA

y probaremos que |2*(a(y*))| < p(y*) para z*,y* € A, z* # y*. Como ademas,
en virtud de la proposicion anterior, tenemos Ext(By.)) = AU—A, habremos

asi comprobado todas las condiciones de la Definicion 1.13.

Sea pues y* € A dado por (1) y
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la expresion analoga para z* € A con z* # y*. Observamos facilmente que

W,
Z* LAY < n .
I (G-(y ))l — “‘"‘f-m|ln ]!‘)

»udiendo darse varias posibilidades: si m < n, el crecimiento de la sucesion
I )

k

— ¢, ya comprobado, nos da

Wi
m, » (n—1)W,
nW,, = naW,_4
para m > n, las cosas son ain mas faciles
W, 2 W,
i/"’r'.'n. - ]'Vrl‘l-l

en el caso m = n, si { # J, hay que observar que I N J tiene a lo sumo n — 1

< ply");

|2*(e(y"))| <

|2*(a(y"))] < < p(y");

elementos, obteniéndose

. n—1 <
|2 (oDl < —— < ply");
finalmente, si J = I, tenemos n. = m > | con s = { = 1 para k =minJ y
s; = —1; para algin j € J; asi
n—2

|z*(a(y™))| < —% py").

Por tanto, d.(w) tiene la propiedad casi-B(A, 7, p).

Veamos, por reduccién al absurdo, que di(w) no tiene la propiedad /.
Supongamos que d.(w) tuviese la propiedad f(A,,p). Por la Proposicion

1.18 tenemos que, tanto AU —A como AU —A coinciden con el conjunto de

los puntos fuertemente débil-+ expuestos de By, en particular A C Au=A.

*

Entonces, para y*,2* € A con y* # z*, podemos encontrar 3%, 2* € A, §* # 2%,

tales que y* = £5* y z* = £2* y tendriamos

ly* ="l = llg" £ 27l 2 5°(6(2) £ 1] = 1 = > 0.
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Sin cn‘lbargu, si noes un Ililtrlll‘ﬂ‘l (:ua.lquicm, [)()(iﬂ!ll()ﬁ tomar
1 n+1 1 "
* * * = %
Y= )y F =)
Wit 2 b TR

k=1 " k=1

obteniendo

. .. I 1 |
l-p< |y =2 = —+

T1r ‘4/11 - 3
"l"’,,_+] “"/n "l"n_+1 ( +1 l ) =¥ (]

una contradiceion.

2.8 Nota. Aplicando el razonamiento empleado en la Proposicién 2.6 para

-
5 ur ’
ver que & N Sy = E, se podria haber probado que, en el caso real, el

conjunto Ext(By,)) es discreto en la topologia débil-+, por tanto también es
discreto el espacio topoldgico cociente Fy,(4), y €l hecho de que du(w) tiene la
propiedad casi-# se podria entonces haber deducido del Teorema 1.20 2) => 12).
Hemos preferido comprobar explicitamente la propiedad casi-3. Noétese que
no se pierde informacién, ya que al probar la propiedad casi-3(A,0,p) con
AU —A = Ext(Byu)), de hecho se estd obteniendo también que el espacio

Fyq,(w) es discreto.




Nuevos contraejemplos

C. Nuevos contraejemplos

Pasamos ya a mostrar la utilidad de los espacios d.{w) en relacion con pro-
blemas de operadores que alcanzan su norma, mejorando ligeramente, como ya
se anuncio, los resultados obtenidos por Gowers en [30]. Para ello utilizaremos
la misma idea de Lindenstrauss que expusimos en la Proposicion 2.1 pero
con los espacios d,(w) desempenando el papel de ¢ pues, como vemos a conti-
nuacion, estos espacios carecen de puntos extremos en su hola unidad de forma

tan drastica como ¢g. En lo que sigue w sera una sucesion admisible arbitraria.

2.9 Lema. Para cada x € d.(w) con ||| < 1, puede encontrarse un mimero

natural m y & > 0 tales que
|l + Aey|| <

para cualquier natural n > m y cualquier escalar X con |A| < é. En particular,

la bola unidad de d.(w) carece de puntos extremos.

Demostracién. Fiiado x € By, (), sca V un natural tal que

I
pi(r) < 5 bara k>N

&

y tecordando que x € ¢y, tomemos m € N de modo que

n €N, n>m=|r(n)
. - w(N) X
Sea ahora 0 < & < = 2 > m y pongamos y = x + Aey, donde |A| <

Vamos a coniprobar que |ly|| < 1.
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En efecto, si k > N tenemos

l &
wr(y) < ‘Pk(:r') 4+ 46 < ;j +6<1

mientras que para k < N, si J C N, |J| = k se tiene

> Iyl ly()l+ D lwG) <

J€d JEJ\{n}

4 lem)+ D =) <
1€/\{n}
w(N) w(N)

2 2 JEJ\(n}
w(N)+ Wiy <

< W

donde hemos supuesto que n € J, pues en caso contrario todo es trivial. Por

lo tanto @i(y) < 1 para ci da natural k, es decir, ||y|| < 1. O

2.10 Teorema. Sea Y un espacio de Banach estrictamente convexo y

T e L(do(w),Y).

i) T'€ NA(d(w),Y) si, y sélo si, existe un nimero natural m tal que
m = T(e,) =10,

equivalentemente ' = T P,,, donde {I',} es la sucesion de proyecciones
naturales asociada a la base candnica {e,}, es decir

fi

Po(x) =) _x(k)er Va € du(w), YneN,

k=1
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ii) Como consecuencia, T' puede aproximarse por operadores que alcancen su

. 4 [ B
norma si, y solo si, 1' es compacto:

NA(d,(w),Y) = K(d.(w),Y).

Demostracién. i) Supongamos que T' € NA(d,(w),Y) y sea xg € By, (w)
tal que ||T'(zo)]| = ||T||. Segin el lema a.ni.crior, encontramos m € Ny é > 0
tales que, si n > m, ||zg & be, x0) 1 01" (en)|| < ||7'(0)].

La convexidad estricta de Y nos da T'e, = 0 para n > m.

Reciprocamente, veamos que T'P, alcanza la norma cualesquiera que sean

T € L(du(w),Y) y n € N. En efecto,

TP, = sup{||TPu(2)]:x € By} =
= sup{||T'(2)|l : 2 € PulBa,(w))}

y el iltimo supremo se alcanza ya que, por ser ||P,| = 1, tenemos que

Po(By.(w)) = Bp,(d.(w)) €8 compacto.

ii) En vista de i) bastara observar que
T e K(do(w),Y) & {J|T=TP,|}— 0.

La implicaciéon hacia la izquierda es clara, un limite en norma de operadores de
rango finito ha de ser compacto. Para la otra implicacion, ndlese que { )} es
la sucesion de proyecciones naturales asociada a la base canonica {7} de d(w),
luego {||z* — Pra*||} — 0 para x* € d(w) y, siendo la sucesion {I’;} acolada
en norma, se sigue que {P*} converge a la identidad uniformemente en cada
subconjunio cempacto de d{w). Si T € K(d.(w),Y ), T*(By+) es compacto y

deducimos que ||1* — PrT*| — 0, es decir, |17 = TP, || — 0. (N
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Obtenemos de inmediato la signiente consecuencia:

2.11 Corolario. SiY es un espacio de Banach estrictamente convexo y, para
alguna sucesion admisible w, existe un operador lineal continuo no compacto

de d,(w) en Y, entonces Y no tiene la propiedad B.

Para mostrar la utilidad del corolario anterior debemos aportar condiciones
“naturales” para que un espacio de Banach Y verifique las hipotesis. Nada se
puede objetar a la naturalidad de la hipdtesis de convexidad estricta, que suele
tenerse automaticamente o conseguirse con facilidad mediante renormacion
equivalente. La existencia de operadores no compactos de algnn espacio d,(w)
en Y parece una hipotesis mas rebuscada que, sin embargo, se da con bastante

frecuencia como veremos en lo que sigue.

l .
En [30], Gowers prueba que, tomando w(n) = -- ¥n € N, d.(w) esta con-
n

tenido (coro espacio vectorial) en [, para cualquier p con 1 < p < o0, con

lo que la identidad formal de d,(w) en I, es un operador hneal continuo no

compaclo. Podemos oblener la siguiente generalizacion:

2.12 Proposicion. Sea Y un espacio de Banach que contenga una sucesion
bésica {yn}, simétrica, normalizada y no equivalente a la base candnica de 1.
Entonces existe una sucesion admisible w y un operador T € L(d,(w),Y) tal
que

T(e,) =y, YneN
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(en particular T' no es compacto). Si {yn} es (equivalente a) la hase candnica
de I, con | < p < 00, se puede tomar coimo w cualgiier sucesion admisible tal

que w € I, por ejemplo, w(n) = — Vn € N, independientemente de p.
1 ps | I p 1 !

Demostracién. Dado que {y,} no es equivalente a la base canénica de Iy,
lte)

. . -
existe en Y una serie convergente de la forma L w(n)y, que no es absoluta-
n=1

mente convergente. Veamos que es posible tomarla de manera que w = {w(n)}

sea una sucesion admisible.

Empecemos por deshacernos de los eventuales términos nulos. Para con-
seguirlo tomemos una aplicacién ¢ : N — N, estrictamente creciente tal que

a(N) = {k € N : w(k) # 0}, con lo que la serie Y w0(0(n))yo(n) €5 conver-
n>1
gente. Puesto que toda sucesion basica simétrica es, en particular, subsimétrica

(véase, por ejemplo, [42, Proposition 3.a.3]) {y.} es equivalente a {Yo(m }, luego

la serie Y w(o(n))yn también es convergente y sigue sin ser absolutamente
n21
convergente. Sustituyendo pues {w(n)} por {w(o(n))} conseguimos w(n) # 0

Vn € N.

Ahora, li incondicionalidad de la sucesion basica {y,} nos permite suponer
w(n) > 0 ¥n € N, sustituyendo simplemente w(n) por [w(n)|. Puesto que
{w(n)} — 0 por ser {y,} normalizada, la simetria de la stcesion basica {i,},
usada ahora si con toda su fuerza, nos permite conseguir, mediante una conve-
niente reordenacion, el decrecimienio de w. Si este decrecimiento no resultara
estricto, multiplicarfamos, término a término, w por cualquier sucesion de
ntimetos reales positivos, estrictamente decreciente y no convergente a cero.
La condicién w(1) = I es una simple normalizacién que tampoco afecta a las

propiedades anteriores de w.
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. . P . =
En suma, se tiene una sucesion admisible w tal que la serie L w(n)y, es
n>1

convergente.
El operador T' € L(d.(w},Y) cuya existencia queremos probar vendra obli-
gadamente definido para sucesiones casi-nulas de d.(w) por

T (i:r(k)r?k) = i r(k)ys.

k=1 k=1

El problema es, naturalmente, comprobar que T' esta acotado en las sucesiones

casi-nulas de la bola unidad de d.(w).

n
Fijemos pues una tal sucesion x = Z x(k)ey y sea y* € DBy. arbitrario.
k=1
Consideremos una permutaciéon r de los naturales verificando que:

7({1,2,...,n}) = {1,2,...,n}

v Wee)) 2 1" Wre)! 2 o 2 Y ()|
Finalmente, para k = 1,2,...,n, sea e un escalar de modulo 1 tal que

ly* (el = ey (Wriry)s k= 1,2, 5.

-
Se tiene entonces:

ly*(T2)] = D r(k)y ()| <
k=1

L (k) |ly™(ye)| =

e(m (k)Y (i )|
Puesto que Z le(m(k))] <Y wlk) param = 1,2,...,n, el Lema 2.3 nos
k=1
da

ly™ (T )] <Y wlk)y (Yam)] =

k=1
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n

= Y wk)y W) = v | 2 wlk) ey ) <
k=1 k=1

n

< ZTU(IC)M.UW(J;) <K Zw(k)yk < KM
k=1 k=1

donde K es la constante simétrica de la sucesion {y,} y

M = sup Zw(k)y;\. 'n € N}

k=1
La arbitrariedad de y* € By« nos da
|Tz|| < KM

y esto para cualquier sucesion casi-nula z en la bola unidad de d.(w). Asi
pues 1' se extiende de manera tinica a un operador lineal y continvo de d.(w)
en Y que obviamente verifica T'e,, = y, para cada natural n y que, por eso
mismo, no es compacto, ya que una sucesion basica normalizada no puede

tener sucesiones parciales convergentes en norma.

También es claro que si {y.} es equivalente a la base candnica de [, con

1 < p < oo, podemos tomar como w cualquier sucesion admisible tal que
oG

w € i, ya que entonces la serie Y w(n)y, es convergente pero no absoluta-
k=1
mente convergente. O

Enlazando los dos tltimos enunciados obtenemos ininediatamente:

2.13 Corolario. Sea Y un espacio de Banach estrictamente convexo que con-
tenga una sucesion bdsica simétrica no equivalente a la base candnica de ly.

Entonces Y no tiene la propiedad B3.
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Destaquemos los casos particulares ya conocidos del corolario anterior:

2.14 Corolario. Si Y es un espacio de Banach estrictamente convexo que
contiene un subespacio isomorfo a ¢g 0 a l, con 1 < p < oo, entonces Y no

tiene la propiedad B.

Como ya se dijo, para el caso de ¢, el corolario anterior se debe a Lin-

denstrauss [41], mientras que el caso I, aparece implicitamente en el trabajo

de Gowers [30]. Con respecto a otro caso particular también comentado an-
terioxgrenie, recuérdese que L]0, 1] contiene un subespacio isomorfo a [, [IT,
VIL Theorem (Khinchine’s Inequalities)], por lo que cualquier espacio estric-

tamente convexo isomorfo a Ly verifica las hipdtesis del corolario anterior.

Conviene resaltar qite el tiltimo corolario no agota la informacion dada
]
por el que le precede. Existen espacios de Banach con base simétrica que no
contienen subespacios isomorfos a ¢p ni a [, para 1 < p < co. Ejemplos de tales
' = ;
espacios [ueron construidos por Figiel y Johnson [23] y por Altshuler (véase
[42, Example 3.b.10]). Cualquier renormacion estrictamente convexa de un tal

espacio no tiene la propiedad B, en vista del Corolario 2.13.

Pasamos a considerar otra forma de encontrar operadores no compactos en
espacios d,(w), alternativa a la dada por la Proposicién 2.12' y mas sencilla si

cabe;

2.15 Proposicién. Sca Y un espacio de Banach que contenga una sucesidn

{yn} de vectores de norma uno que admita una p-estimmacion superior con
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1 < p < 00, esto es, existe M > 0 tal que:

i Y agyk| <M Z lax|” (%)
k=1

k=1

i/p

para todo n € N y para cualquier sucesion {ar} de escalares. [Entonces,

| : )
tomando w(n) = — Vn € N, existe un operador lineal y continuo, no com-
n

pacto, de d,(w) en Y.

1
n
tenido en [, y que la identidad formal de d.(w) en I, es un operador lineal

Demostracién. Recuérdese que d.(w) (con w(n) = — ¥n € N) esta con-

continuo, es decir, existe una constante ' > 0 tal que
o 1p
Y Jr(n)]? < K||z|] Vo € do(w).
k=1

N . —=
Enlazando con (*) obtenemos que, para x € d,(w), la serie 3" x(n)y, converge

n>1
cotn
s

Y a(n)y. | < MK]||.

|w=|
Definiendo entonces

00

T(x)=Y a(n)y, Vo€ d(w),

n=1

se obtiene el operador buscado. Noétese que T'(e,) = yn Vn € N, en particular
{yn} converge débilmente a cero, luego no puede tener sucesiones parciales

i Al
convergentes en norma y 7' no es compacto. 0

Obviamente, un espacio estrictamente convexo que verifique las hipotesis
de la proposicion anterior no tendra la propiedad B. Sin embargo, preferimos
destacar un caso particular en el que ambas hipdtesis se presentan de forma

muy natural:
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2.16 Corolario. Un espacio uniformemente convexo, de dimension infinita,

no puede tener la propiedad B.

Demostracién. Sea {y,} una sucesién basica normalizada en un espacio
de Banach uniformemente convexo ¥ (Teorema de Mazur [42, Theorem 1.a.5]).
Aplicando el Teorema de N. y V. Gurarii (véase, por ejemplo [17, Theorem
VIIL3]) existe p > 1 tal que {y,} admite una p-estimacion superior. Por la

proposicién anterior existe un operador lineal continuo no compacto de d.(w)

1 s
en Y, con w(n) = — Vn € Ny, puesto que ¥ es estrictamente convexo, basta
n

aplicar el Corolario 2.11. O

Obsérvese que en la tltima demostracién, la convexidad uniforme de Y
s6lo se utiliza para obtener un operador no compacto de d.(w) en Y, del que
obviamente seguiremos disponiendo si sustituimos la norma de Y por cualanier
otra equivalente e incluso si agrandamos el espacio ¥. Recordemos ademas
que, segin demostré P. Enflo [21], un espacio de Banach admite una norma
equivalente uniformemente convexa si, y sélo si, es super-reflexivo. Podemos
por tanto enunciar la siguiente version, mas general pero menos estélica, del

corolario anterior:

2.17 Corolario. Un espacio de Banach estrictamente convexo que conteiiga

un subespacio infinito-dimensional super-reflexivo no tiene la propiedad B.
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D. Problemas abiertos

Dejando aparte el caso finito-dimensional, ya comentado en el capitulo
anterior (Problema 1.31), la cuestion mas importante acerca de la propiedad
B, que atin permanece abierta, se refiere a un espacio de Banach de lo mas

clasico:

2.18 Problema. ;Tiene l; la propiedad B?

La pregunta aparece explicitamente planteada en un trabajo de Johnson y

Wolfe ya citado [38, Question 5.(d)].

(iracias a un teorema de Partington [44], también varias veces citado, sabe-
mos que Iy, como cualquier espacio de Banach, puede renormarse equivalen-
temente con la propiedad B, pero creemos que no se conoce la respuesta a la
signiente pregunta: jexiste un espacio de Banach isomorfo a [ que no verifique
la propiedad B? Los resultados conocidos ponen de manifiesto la dificultad que
la propiedad B tiene para convivir con la convexidad estricta, asi que la even-
tual respuesta afirmativa a la pregunta anterior deberia encontraree mediante
una renormacion estriclamente convexa de {;. Por desgracia no parece que,
atin contando con la convexidad estricta, las técnicas empleadas en el presente
capitulo puedan ser titiles para abordar este tiltimo preblema, por razones que

pasamos a comentar.

Anlicando el principio de seleccion de Bessaga-Pelezynski (véase, por ejem-
| | A I ]

plo [17, Chapter V]) se puede probar sin dificultad que si existe un operador
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lineal continuo, no compacto, de un espacio de Banach X eu {;, entonces X con-
tiene un subespacio complementado isomorfo a {j. Ahora bien, para cualquier
sucesion admisible w, el espacio de Lorentz d(w) es separable, luego d.(w) no
puede contener copias de l. Por tanto, todo operador lineal continuo de d.(w)

en {; es compacto.

Nétese que el razonamiento anterior explica por qué hay que excluir en la
Proposicién 2.12 la posibilidad de que la sucesion {y,} sea equivaienie a la
base candnica de {;. Quizé merezca la pena comentar también que cualquier

espacio isomorfo a [} tiene la propiedad de Schur, toda sucesion convergente

en la topologia débil converge en norma [37, Corollary 27.14] y ello impide

claramente que en un tal espacio puedan existir sucesiones norme lizadas que
admitan una p-estimacion superior con p > 1. En suma, las técnicas empleadas
en el presente capitulo excluyen de manera esencial a los espacios isomorfos a
l;. Sin embargo pensamos que tales téenicas pueden exprimirse un poco mas

en otras direcciones que trataremos de sugerir.

No sabemos si la mala avenencia de la propiedad B con la convexidad

estricta, es de hecho, una total incompatibilidad:

2.19 Problema. ;Existe algiin espacio de Banach, de dimension mayor que

uno, estrictamente convexo y con la propiedad B?

Descartando el caso finito dimensional, que nos retrotrae al Problema .31,
y olvidando también el caso de {; ya comentado, parece razonable conjeturar

que un espacio de Banach de dimensién infinita, estrictamente convexo y que
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no sea {j-saturado, no pueda tener la propiedad B. Recuérdese que un espacio
de Banach es {;-saturado cuando todo subespacio infinito-dimensional cerrado

contiene un subespacio isomorfo a [;.

Creemos que merece la pena discutir hasta qué punto los resultados del
presente capitilo avalan esta conjetura y otear el camino que queda por recorrer

hasta establecer su eventual veracidad.

Durante mucho tiempo se pensé que todo espacio de Banach de dimension
infinita deberia contener un subespacio isomorfo a ¢y 0 a I, con 1 < p < o0,
conjetura atribuida en ocasiones al propio S. Banach [6]. De haber sido asi las
cosas, nuestro problema estarfa resuelto, ya que un espacio de Banach infinito-
dimensional no l;-saturado contendria un subespacio isomorfo a ¢y 0 a I, con
| < p < o0y, caso de ser estrictamente convexo, no tendria la propiedad B

(Corolario 2.14).

Por desgracia, o por suerte segin se mire, la mencionada conjetura clasica

resulté ser falsa, B. Tsirelson [54] construyd un espacio reflexivo tal que ni él

ni su dual contienen subespacios isomorfos a [, para | < p < oo. oy dia

suele denotarse por T* al espacio construido por Tsirelson y por tanto T es su
dual. En [12] puede encontrarse la definicién de 7 junto con sus principales
propiedades y toda una serie de modificaciones de la construccion original
que se han ideado posteriormente para conseguir espacios con propiedades y

patologias muy variadas.

Los espacios T y T* no conlienen siquiera sucesiones basicas subsimétricas
[12, Theorem 1.8, Remark 1.1], por lo que no se les puede aplicar la Proposi-

cion 2.12. Sin embargo, el espacio T™ contiene sucesiones con p-estimaciones
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superiores para cualquier p > 1 [12, Proposition V.10], con lo que podemos
aplicatle la Proposicion 2.15 para encontrar un operador lineal continuo no
compacto de d,({1/n}) en T y deducir usando el Corolario 2.11 que T*, con
cualquier norma equivalente estriclamente corvexa, no tiene la propiedad B.

No sabemos si se puede conseguir el mismo resultado para 7T,

Teniendo en cuenta que el espacio T tiene base incondicional, cabe pensar
en la posibilidad de debilitar las hipétesis de la Proposicion 2.12, sustituyendo
simetria por incondicionalidad. Intuitivamente, la simetria de la base canénica
de cualquiera de los espacios d.(w) hace que sea dificil construir en ellos opera-
dores no compactos con valores en espacios que no disfruten de tanta simetria.
Una alternativa més viable podria consistir en sustituir los espacios d.(w) por

otra gama de espacios “menos simétricos”,

Conviene resaliar que, recientemente, Gowers y Maurey [31] han resuelto
toda una serie de problemas muy antiguos, fabricando un espacio de Banach
que bate todas las marcas en cuanto a patologias se reficre. Iis hereditariamente
indescomponible, es decir, ningin subespacio cerrado suyo puede expresarse
como suma tepologico-directa de dos subespacios de dimension infinita, en
particular no prede contener sucesiones basicas incondicionales, no es isomorfo

a su hiperplano ...

Naturalmente, es dificil por el momento saber si en un espacio tan compli-
cado y patologico puede abordarse el estudio de prol.lemas referentes a la den-

sidad de operadores que alcanzan la norma, pero podemes avanzar un dato es-

peranzador: V. Ferenczi [22], modificande la construccion de Gowers-Maurey,

ha producido un espacio hereditariamente indesconiponible y uniformemente

convexo que, por el Corolatio 2.16 no tiene la propiedad B.
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superiores para cualquier p > 1 [12, Proposition V.10], con lo que podemos
aplicarle la Proposicién 2.15 para encontrar un operador lineal continuo no
compacto de d,({1/n}) en T* y deducir, usando el Corolario 2.11 que 7™, con
cualquier norma equivalente estrictamente convexa, no tiene la propiedad B.

No sabemnos si se puede conseguir el mismo resultado para 7.

Teniendo en cuenta que el espacio 7 tiene base incondicional, cabe pensar
en la posibilidad de debilitar las hipotesis de la Proposicion 2.12, sustituyendo
simetria por incondicionalidad. Intuitivamente, la simetria de la base candnica
de cualquiera de los espacios d.(w) hace que sea dificil construir en ellos opera-
dores no compactos con valores en espacios que no disfruten de tanta simetria.
Una alternativa mas viable podria consistir en sustituir los espacios d.(w) por

otra gama de espacios “menos simétricos”.

Conviene resaltar que, recientemente, Gowers y Maurey {31] han resuelto
toda una serie de problemas muy antiguos, fabricando un espacio de Banach
que bate todas las marcas en cuanto a patologias se refiere. Es hereditariamente
indescomponible, es decir, ningin subespacio cerrado suyo puede expresarse
como suma topoldgico-directa de dos subespacios de dimensién infinita, en
particular no puede contener sucesiones basicas incondicionales, no es isomorfo

a su hiperplano . ..

Naturalmente, es dificil por el momento saber si en un espacio tan compli-
cado y patoldgico puede abordarse el estudio de problemas referentes a la den-

sidad de operadores que alcanzan la norma, pero podemos avanzar un dato es-

peranzador: V. Ferenczi [22], modificando la construccion de Gowers-Maurey,

ha producido un espacio hereditariamente indescomponible y uniformemente

convexo que, por el Corolario 2.16 no tiene la propiedad B.
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A la vista de todas las consideraciones anteriores, se comprendera que €l

camino que queda por recorrer hasta conseguir ura respuesta al Problema 2.19,

incluso en el caso infinito-dimensional y no lj-saturado, es largo y dificil.







Capitulo 3

Formas multilineales y polinomios

que alcanzan la norma







A. Antecedentes

En un reciente trabajo cuya version preliminar tuvieron la amabilidad de
enviarnos, R. Aron, C. Finet y E. Werner [5] proponen una nueva direccion
para conseguir posibles extensiones del Teorema de Bishop-Phelps. Recorde-
mos que este teorema garantiza la densidad, en el dual de un espacio de Banach,
del conjunto de los funcionales que alcanzan su norma. Los citados autores
plantean la siguiente pregunta: sustituyamos los funcionales lineales continuos
por formas multilineales continuas: jqué se puede decir acerca de la densi-
dad del conjunto de las formas multilineales que alcanzan su norma? Mas
concretamente, jexiste un teorema anilogo al de Bishop-Phelps para formas

multilineales?

Para un espacio de Banach X, si ¢ : X* — K es una forma k-lineal con-

tinua, su norma viene definida por:

lell = sup {lo(2)] : = € (Bx)*}

y notaremos por L£¥(X) al espacio de Banach de todas las formas k-lineales

continuas en X.

Al igual que para los funcionales, diremos que ¢ alcanza su normasi existe
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z € (Bx)* tal que
le()] = lleil-

Llamando AL¥(X) al subconjunto formado por los elementos de £¥(X) que
) I ]

alcanzan su norma, la cuestion propuesta por los autores ya citados consiste

en estudiar en qué condiciones se verifica la siguiente igualdad:

ALK X) = LH(X).

Naturalmente, son ain muy pocos los conocimientos que se tienen sobre
este problema. En una primera aproximacién, es obligado plantearse qué
ocutre con los espacios reflexivos. Pues bien, en este caso, el Teorema de
Zizler (Teorema, 1.2), junto al hecho elemental de que todos los funcionales en
X alcanzan la norma, permite deducir inmediatamente que AL*(X) es denso
en L*(X). Esta primera similitud entre el comportamiento de las formas bi-
lineales y los funcionales lineales establece también una primera diferencia. Es
muy facil encontrar ejemplos de formas bilineales en espacios reflexivos que no

alcanzan la norma, situacion imposible para los funcionales.

Dejando aparte el caso reflexivo, sélo los dos resultados presentados en 5]
han sido aportados hasta ahora. Los dos exigen en X una hipotesis adicional
diferente pero que, en ambos casos, también es condicion suficiente para que

X verifique la propiedad A de Lindenstrauss.

El primero de ellos, conseguido mediante la utilizacion de un “principio de

optimizacién no lineal” debido a C. Stegall [53], es como sigue:

Si X es un espacio de Banach que verifica la propiedad de Radon-Nikodym,

entonces AL*(X) es denso en L¥(X) para todo k > 1.
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El segundo resultado impone a X una condicién nada isomérfica: la propie-

dad o (véase Defiuicion 1.3).

Si X cs un espacio de Banach que tiene la propiedad o, entonces ALK(X)

es denso en L*(X) para todo k > 1.

Los teoremas de Schachermayer, Godun y Troyanski [49] [28] [29], comen-
tados en el Capitulo 1, proporcionan una amplia gama de espacios que admiten

una norma equivalente con la propiedad o.

No obstante estos interesantes resultados, la cuestion de si AC*(X) es denso
en L¥(X), sin ninguna hipotesis sobre ¢l espacio X, quedaba abierta en este
primer trabajo. Damos aquf algunos ejemplos que muesiran que la respuesta

es, en general, negativa.

Los mismos espacios que presentamos como contracjemplo en el caso bi-
lineal nos serviran para responder, también negativamente, a una pregunta
suscitada en el congreso “Functional Analysis and Applications” celebrado en
Gargnano (Italia) en 1993. Alli, P. Georgiev planteaba la posibilidad de es-
tablecer un teorema de Bishop-Phelps “cuadratico”, es decir, un teorema que

afirmara la densidad de las formas cuadraticas que alcanzan su norma.

Con un poco de esfuerzo adicional, probamos también que no existe un

teorema de Bishop-Phelps para polinomios.
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B. Formas multilineales

Empezamos nuestra discusion del problema de la densidad de las formas
k-lineales continuas que alcanzan su norma, comprobando que, como cabria

esperar, dicha densidad se hace mas dificil cuando k aumenta.

3.1 Proposicién. Sea X un espacio de Banach. Para cada mimero natural

k, si AC**1(X) es denso en L¥1(X), entonces AL¥(X) es denso en L*(X).

Demostracién. Sea ¢ € L*(X) que supondremos de norma uno. Aso-

ciamos a ¢, de manera natural, una forma (& + 1)-lineal y continua:
Fijemos z* € X* con ||2*|| = 1 y consideremos @ € L*1(X) dada por
?(y,7) = p(y)z*(«) (y € X*, z € X).

Es claro que ||@|| = 1.

Por hipétesis, g € AL (X), es decir, existe una sucesién {i,,} en ALM(X)

tal que

Notemos por (¥, %), con y, € (Hx)k y ¥, € Bx, un punto donde @, alcance

su norma.:

"¢ﬂ” i l@n(ym"rnn (n € N)

Probaremos primero que
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In efecto,

L2 |2*(za)l = llellla™(@a)l 2 le(yn)ll2"(wn)l = [@(yns 2a)l 2

2 I_(ﬁn(y"!x")] e |¢,,,(y,..,:r,,,) T @(L”TH'T“-)I 2 [l?n” = “¢ﬂ. & E“a

siendo claro que la sucesion {||@,]|} — | mientras que, {||7, — ||} — 0.

Pasamos ya a definir una sucesién en AL*(X) que convergerd a ¢.

Para cada natural n, sea X, € K con |\,| = 1 tal que A a*(z,) = |«* ()]

y definamos @, € L5(X) por

ea(y) = Buly, uzn) Yy € XE.

Se tiene claramente

lall = sup{|en(®)] : ¥ € (Bx)*} = sup{|@,.(y, ha)| : y € (Bx)*} <

S Sup{l.@n(yv'ﬁ)l 1y € (’l-jx)ki:r £ 13:\'} == "@n” = Wn(.'lm-fn)| v
= |B,.(4ns Mnza)l = len(yn)l;

es decir, |j@nl| = |¢n(ya)| ¥ ¢n € AL*(X) Vn € N,
Vamos a ver que {©,} — .

En efecto, si y € (Bx)¥, se tendré
lenly) — e(y)| = |@n (¥, Anan) — @(y)| <

S |¢n(y1)‘n-""n) - @(1}, An-’“:)l + |¢(y, )‘n:rn) = ‘P(U)I S
<@ — @l + le(y)z*(Aarn) — @(y)] <

< llen — 2l + llellAnz"(za) = 1] =
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— ”qﬁn S5k @” + (l i |£L'*(.T“)I),
obteniéndose
len = @ll <18, — @l + (1 = |=*(xa)]),

y, por (1) y (2),

llw = @ll = 0.

En lo que sigue mostraremos, para cada natural k& > 2, una familia de

espacios de Banach X tales que AL*(X) no es denso en L¥(X). Naturalmente,

la gama de espacios serd tanto més amplia cuanto mayor sea k.

Si en el capitulo anterior los espacios d.(w) ya probaron su eficacia para
encontrar nuevos espacios de Banach sin la propiedad B, aqui, si bien con
alguna restriccién sobre la sucesion admisible w, se erigen en protagonistas
absolutos. La que ya hemos calificado de “dréstica” manera de carecer de
puntos extremos en su bola unidad es, de nuevo, la propiedad de estos espacios
que nos sera mas util. Veamos, para una sucesion admisible cualquiera w,
cémo afecta esta propiedad a las formas multilineales que alcanzan su norma.

Seguiremos denotando por {e,} la base canonica de d.(w).

3.2 Lema. Para cada natural k, si ¢ es una forma k-lineal continua en d.(w)
que alcanza su norma en un punto r = (21:®9, 0. s Zk) € (H,l_(.[.))k, existen
§ >0y N € N tales que si ji,j2,...Jk = N ¥y M, gy, M son escalares

verificando max{|\;| : 1 <1 < k} <4, se tiene

llz:i + Xieji]l <1 para i=1,2,...,k
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Consecuentemente, para jy, j3,...Jx > N, se liene:

"P(Ejncjzi"-af‘jk) = 0.

Demostracién. La primera parte se probara por induccion sobre k.

Para k = 1 es inmediato, pues si p € (d.(w))* alcanza su norma ei
x € By, (w), usando el Lema 2.9 encontramos 6 > 0 y N € N tales que, para
A <6y j >N, se tiene
[l + el <1,

de donde
le(z + Ae;)| < llell = le(x)].

La convexidad estricta del cuerpo escalar nos da p(e;) = 0y (z+Xe;) = @(a).

Supuesto demostrado el lema para un natural k, sea @ € AL (d,(w)) y

T = (:L‘l,:Eg, - ,.’I.'jH,l) € (Bd'(u,))k+] tal que ‘Lﬁﬁ(r)l = ”Q“

Definiendo ¢ : (d.(w))* — K por

e(y) =By, o) (¥ € (du(w))h),

es claro que ¢ € L¥(dy(w)) y |l¢| = |¢(x1, 22, ... ,74)]. Aplicando la hipétesis
de induccion, encontramos &, > 0 y Ny € N tales que, si ji,72,...5¢ = No y

max{|A;| : 1 <1<k} <&, se tiene

||:r,-+)\,‘€j,= <1 para 1=1,2,...,k
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@(zy + Miejy, T2 + Mgy, ..o, Tk + Miej ) = Wles, @y o0 s Bh)s

es decir,

Blry + Mej,, 2 + Azejy,y ... Tk + M€, Thy1) = P(x). (1)

Por otra parte, wplicando de nuevo i Lema 2.9 a x4y € By, (w) obtenemos

8; > 0y N, € N tales que

”ifk+l + At?jk“" S 1 para |)\| S 61, jk+| Z N1.

Probaremos que se verifica la afirmacién del enunciado con N = max{ N, N, }

y & = min{by, 6}
Sean pues j, ja, .. Jksr = Ny max{|[A]: 1 <2 <k+ 1} < §; sabemos que
llz: + Aiej )l <1 para i=1,2,...,k+1

y queda comprobar que, notando y = (z; + Mejy, 72 + Ag€ipye v oy Tk + A€ ),

se tiene
Py, Tra1 + Mes1€5yy,) = P(2).
in efecto:
[2(y, Tr41) + M1 @(U, €y)| =
= [Py, wr1 + Merreig)l < |1l =
= |p(=)| = [@(y, 741
donde hemos usado (1). De nuevo la convexidad estricta del cuerpo obliga a

LP(:"! rjk+[) - (]1
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obteniéndose

Py, Thpr + Met1€py,) = By, Tes1) = P(2),

cOmo se queria.

Para la segunda parte, tomando |A| < 8y ji,ja2,...jx 2 N tenemos, segiin

lo ya demostrado,
(z1 + Aejy, T2 + Aejyy ooy Tx + Aei) = @@, Tayo 1 B8)-

El primer miembro es un polinomio en A de grado k, const-nte para A <dy

cuyo coeficiente principal es ¢(ej, €j,,. . -, €j, ). No queda mds salida que

o R
@(Li1€59+-2€5) = 0.

El siguiente lema, une aplicacién del Lema 2.3, nos permitird, mas ade-
lante, definir una forma k-lineal continua que, como veremos, no podra ser

aproximada por forinas que alcancen su norma.

3.3 Lema. Sea w una sucesion admisible. Si xy,xy,..., 7 € By, (), entonces

mn

> (M)l bea(i)] < 2o i

1=l

para cada natural n.

Demostracién. Se hara por induccién sobre k, siendo obvio para k =1

por la propia definicion de la norma de d,(w).
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Supuesto demostrado el lema para un natural k, fijemos xy,z3,..., k41 €n
la bola unidad de d,{w). Sea n € N y 7 una permutacién de los naturales que

verifique

(1.8, . 8= 11,2...,%

ks (1 ()] 2 lzenn(T@)] 2 .. > Jrapa(x(m)).

Es claro que

n

Z l‘] ”rz J)l ]Cl"k.H(j)' =

= Y-l = e

donde hemos nol.ado

k
=ledrlDl - e =loen(G) G=12.m

y debemos probar que

Z(‘IJ s & Zw k+1.
Las sucesiones ¥, %y,... T, dadas por

.'f“(?) = :I'i(ﬂ'(j)) (] € N, = | % - I’{),

se mantienen en 3, (,,), con lo que la Lipotesis de induccion nos permite afirmar

que

m

E"J <Zm

i=1
para cada mimero natural m y, en parrtlcular, para m = 1,2,...n, lo que nos

pone en condiciones de aplicar el Lema 2.3 para obiener

Z”’ici < ZIIJ(j)ij. (1)
i=1 j=1
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Usando ahera que la sucesién w es decreciente y que

m m
ZCJ <) w(j) para m=1,2,...n,
1=1

=1

ya que 241 € By, (w), podemos volver a aplicar el Lema 2.3 obteniendo

™" n
Z ('J-w(j)"c < E 'w(j)"“"l :
i=1

=1

Enlazando (1) y (2) tenemos la designaldad buscada.

Podemos ya, para ciertas sucesiones admisibles w, construir formas multi-

lineales continuas en d,(w) que estan lejos de verificar la tesis del Lema 3.2.

3.4 Lema. Sea w una sucesién admisible, k un mimero natural y supongamos

quie
Y w(j)* < +oo.
s

Entonces existe 1 € L*(d.(w)) tal que

'/'(c.iv(’.iw"'vf.i): 1 er N.

Demostracién. Si zy,x3,...,Tk € By, (), tenemos, por el lema anterior,

i=1

Z_: |lz1(lz2()] - - |l < i:"’(.i)k Vn €N,

con lo que basta definir

W(z1,Z2y. .0y Tk) = f‘: o1{j)xa(3) - an(y) (x1,22,... 7% € dufw)). O

i=1
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3.5 Teorema. Sea w una sucesion admisible y k un mimero natural tales que

3" w(j)* < +oo.

i=1
Entonces AL¥(d.(w)) no es denso en L*(d.(w)).
Demostracién. Basta enlazar los Lemas 3.2 y 3.4 para ver que, si

¢ € ALY(du(w)) y ¥ es la forma k-lineal continua definida en el iltimo de

ellos, se tiene

¥ — ¢l > 1. 0

Notemos que la hipétesis del teorema anterior se verifica para k = 2 sin mas

que tomar, por ejemplo, w(n) = — ¥n € N. Por tanto, el andlogo al teorema
n

de Bishop-Phelps dista mucho de ser cierto para formas multilineales:

3.6 Corolario. Existe un espacio de Banach X tal que AC*(X) no es denso

en LF(X) para cualquier nimero natural k > 2.

En lo que sigue abordamos de forma ligeramente diferente el problema
de la densidad de las formas bilineales que alcanzan su norma. Recordemos
que, si X es un espacio de Banach, el espacio L?(X) de las formas bilineales
continuas en X puede identificarse con el espacio L(X, X*) de los operadores
lineales continuos de X en su dual. Basta para ello asociar a cada ¢ € L*(X)

el operador T': X — X* dado por

T(z)(y) = ¢(z,y) Vz,yeX.
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Es evidente ademés que si ¢ alcanza la norma, el operador asociado T' también
la alcanza. Es decir, bajo esta identificacion, el conjunto AL*(X) esta incluido
en el conjunto NA(X, X*) de los operadores lineales y continuos de X en su
dual X* que alcanzan su norma y, claramente, si NA(X,X*) no es denso,

tampoco podré serlo AL*(X).

Curiosamente, en la literatura sobre operadores que alcanzan su norma,
no aparece explicitamente ningin ejemplo de espacio de Banach X tal que
NA(X, X*) no sea denso en L(X, X*). Usando los resultados del Capitulo 2,
podremos construir con facilidad ejemplos de este tipo. Se obtendrdn como
I;-sumas de dos espacios y, como consecuencia, sus duales podran ser identi-
ficados con [-sumas. Los lemas siguientes contienen algunas observaciones
elementales sobre operadores que tienen como espacio de partida o de llegada

una suma de las mencionadas.

3.7 Lema. Sean X, Y; v Y, espacios de Banach, Y =Y, @ Y, y Q la proyec-

cién natural de Y sobre Yy. Para S € L(X,Y), se tiene:

i) ISl = max{[|QSI, I(7d - @)S|}-
i) Si S e NAX,Y) y|(Id=@)S| < ||QS|, entonces QS € NA(X,Y1).

iii) Si Re NA(X,Y) y |[(Id— Q)R] < ||QR]|, entonces QR € NA(X, Y1).

Demostracidn. i) y i7) son inmediatas.

i11) Si R € NA(X,Y), para cada € > 0 existe S € NA(X,Y) tal que

I(1d—Q)s — (A - @Rl <¢ y QS -QR| <.
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1
Basta tomar 0 < € < ;):(HQHH — |I(1d = Q)R||) para conseguir

(1 = @)S|| < ||@S]

y, aplicando 1), QS € NA(X, ;).

3.8 Lema. Sean X;, X3, Y espacios de Banach y X = X; & X;. Para
S € L(X,Y), notemos Sy y S; a las restricciones de S a Xy y X3 respectiva-

mente. Entonces:

i) [N = max{||Su]l, |52/}
ii) Si S e NAX,Y) y |IS:)l < |S1]l, entonces S; € NA(X,,Y).

iii) Si Re NA(X,Y) y || R < ||R1l|, entonces By € NA(X,,Y).

Demostracién. i) Si z = 7, + 23 € X, con 21 € X; y 23 € Xy, se tendra
1Szl < lS12a]| + || Sazal <

< ISullllwall + ISallll2ll <
< max{||Sull, 1520} (Nzall + ll2ll) =
= max{[|S1 I, |2/l }
y obtenemos

1511 < max{lSil, Sall}-

La desigualdad contraria es evidente.
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it) Sabemos que ||Sl| = ||Si]| > ||S2|-

Sean z; € X, y x3 € X3 tales que z = 7, + 23 € By y S alcance su norma

en r. Si fuese x; # 0, se tendria:
IS < ISullzall + NSalllezll < NSl + lle2]l) < S

luego « = 21 € X y es claro que Sy alcanza su norma en z;.

iii) La demostracion es exactamente igual que la del apartado ii7) del lema

anterior. O

3.9 Teorema. Sea w una sucesion admisible. Supongamos que Y es un es-
pacio de Banach tal que Y* es estrictamente convexo y existe un operador no
compacto de d,(w) en Y*. Consideremos el espacio de Banach X = d.(w)® Y.

Entonces NA(X, X*) no es denso en L(X,X").

Demostracion. Sea A € L(d.(w),Y*) un operador no compacto. Asu-

miendo la identificacién natural de X* con d(w)@® Y*, definamos un operador

T € L(X,X") por

T(z,y) = (0,A(z)) Vz€du(w), y V.

b1 h . i N i =
Probaremos, por reduccién al absurdo, que T' no puede aproximarse por

operadores que alcanzan su norma.

Supongamos, por el contrario, que

T € NA(X, X*).
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Si llamamos @ a la proyeccién natural de X* sobre ¥, es claro que
I(fd - Q)T = 0 < |QT'|
y, aplicando el apartado 4i?) del Lema 3.7, obtenemos que
QT € NA(X,Y™).
Pero este tltimo resultado nos permite enlazar con el Lema 3.8 ya que QT

se anula en Y, mientras que su restriccion a d,(w) coincide con A, con lo cual

obtenemos

A e NA(d.(w),Y?)

lo que provoca una contradiccién, pues A seria compacto (Teorema 2.10).

Para obtener casos particulares interesantes del teorema anterior, basta
usar los resultados del Capitulo 2 que nos aseguran la existencia de operadores
no compactos de d,(w) en un espacio de Banach, sélo que ahora dicho espacio,
ademas de estrictamente convexo, ha de ser dual. Asi, aplicando la Proposicion

2.12 y el teorema anterior obtenemos:

3.10 Corolario. Sea Y un espacio de Banach tal que Y* sea estrictamente
convexo y contenga una sucesion bdsica siméirica, no equivalente a la base

canédnica de l;. Entonces existe una sucesion admisible w tal que, el espacio

de Banach X = d,(w) & Y verifica que NA(X, X*) no es denso en L(X, X*).




Formas multilineales 103

Recuérdese que la misma Proposicién 2.12 nos dice que en el caso ¥ = [,
con (1 < p < o), (con lo que Y* = [, con 1 < ¢ < 00) podemos tomar
w(n) = : ¥n € N. Asi pues d,({1/n}) ®1 15, con (1 < p < o0), es un buen
ejemplo ?ie espacio de Banach X tal que NA(X, X*) no es denso en L(X, X*).
De hecho este resultado admite una generalizacion alternativa a la dada por

el corolario anterior.

3.11 Corolario. Sea Y un espacio de Banach uniformemente suave de di-
mension infinita y X = d,({1/n}) @1 Y. Entonces NA(X, X") no es denso en
L(X, X*).

Demostracién. Recordando la total dualidad entre suavidad uniforme
y convexidad uniforme (véase, por ejemplo, [7, Proposition 3.11.2.2]) tenemos
que Y* es uniformemente convexo, en particular estrictamente convexo y, ra-

zonando como en la demostracion del Corolario 2.16, existe un operador no

compacto de d,({1/n}) en Y* con lo que basta aplicar el Teorema 3.9. a

Por dltimo, destacamos el siguiente caso particular del Teorema 3.9:

3.12 Corolario. Sea w una sucesion admisible tal que w € l;. Existe un
espacio de Banach X isornorfo a d.(w) tal que NA(X,X*) no es denso en
L(X,X*).

Demostracién. Por la Proposicién 2.12, tenemos que la identidad for-

mal I : d,(w) -—— I es un operador lineal continuo e igual le ocurrira a su
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traspuesto I*, que salvo identificaciones conocidas, no es otra cosa que la iden-
tidad formal de Iy en d(w). Visto asi, podemos considerar la composicion 1,
un operador lineal continno de d.(w) en d(w) que lleva la base canénica de
d.(w) a la base candnica de d(w) y que, por tanto, no es compacto. En suma,

si w € I, existe un operador lineal continuo no compacto de d.(w) en d(w).

Como cualquier espacio separable, d.(w) admite una norma equivalente
cuya norma dual es estrictamente convexa, es decir, existe un espacio de Ba-
nach Y, isomorfo a d,(w), tal que Y* es estrictamente convexo {16, Theorem
11.2.6]. Aplicando el Teorema 3.9, el espacio X = d,(w) Y verifica que

NA(X,X*) no es denso en L(X, X*).

Resta observar que el propio X es isomotfo a d,(w), equivalentemente, que
d.(w) es isomorfo a (d.(w))?, pero esto es una clara consecuencia del hecho de

que d,(w) tiene base simétrica. 0

C. Formas cuadrdticas y polinomios

Visto ya que no es posible un teorema analogo al de Bishop-Phelps para

formas multilineales, mostramos en esta seccién que tampoco puede haberlo
b

para formas cuadriticas. Precisemos primero el concepto de forma cuadratica

tal y como lo vamos a considerar aqui.

Si X es un espacio vectorial sobre K (R o C), por forma sexquilincal her-
mitica en X entendemos una aplicacion ¢ : X x X — K lineal en la primera

variable y verificando que

e(y,x) = p(x,y) Vr,y€X,
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en particular @lx,z) € R Yz € X. En el case real, la conjugacién es la
identidad y una forma sexquilineal hermitica no es otra cosa que una forma

bilineal simétrica.

Diremos que una aplicacién @ : X — R es una forma cuadrdtica si existe

una (de hecho tnica) forma sexquilineal hermitica ¢ en X, tal que

Q(z) = p(z,2) VzelX.

Si X es un espacio de Banach, notaremos por Q(X) al espacio de Banach

real de las formas cuadraticas continuas en X con la norma dada por

QI = sup{|@(z)|: = € Bx} (Q € QX))

y, naturalmente, diremos que ) € Q(X) alcanza la norma si existe x € By tal

que
Q)] = [|1QI.

Al conjunto de todas las formas cuadriticas en X que alcanzan la norma lo

denotaremos AQ(X).

Nos disponemos a presentar ejemplos de espacios X en los que AQ(X) no
es denso en Q(X). Estos espacios seran, como es de esperar, del mismo tipo
que los utilizados como contraejemplo en el caso de las formas bilineales, es

decir, X = d,(w) para ciertas sucesiones admisibles w. Como consecuencia, el

paralelismo de lo que sigue con lo que entonces se expuso resultara mas que

notable. Empezamos viendo, al igual que alli, como se comportan las formas
cuadraticas en d,(w) que alcanzan su norma. Surge aqui una diferencia, ya
que una forma cuadratica que alcance su norma no esta obligada a anularse

en casi todos los vectores bisicos como les ocurria a las formas bilineales.
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3.13 Lema. Sea w una sucesién admisible. Si @) es una forma cuadratica

continua en d,(w) que alcanza su norma en un punto ro € By,(w), entonces

existe N € N tal que,sin > N,

Q(z0)Q(en) < 0.

Demostracién. Sea Q) € AQ(d.(w)) y  su forma sexquilineal hermitica

asociada.

Normalizando y sustituyendo @ por —@ si fuera preciso, podemos suponer,

sin perder generalidad, que

1@l = @(xo) = 1.

Ulilizando el Lema 2.9, tomamos § > 0y N € N tales que, si [A\| < éy
n>N,

|lzo + Aen|l < 1
y, en particular, ||zo  de,|| < 1.

Como @ alcanza la norma en z, se tendra, siempre para n > N,

IQ(TU :t 661!)' S ]1

es decir,

|1 £ 26Re @(xo, e) + 6°Q(en)] < 1.

De aqui deducimos

£26Re (20, ea) + 6°Q(ea) < 0;
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sumando las dos desigualdades y recordando que é > 0, obtenemos

Q(en.) S‘ 0 ('"» 2 N)

Veamos ya que no existe una version cuadratica del Teorema de Bishop-

Phelps.

3.14 Teorema. Sea w una sucesion admisible tal que w € l;. Entonces

AQ(d.(w)) no es denso en Q(d.(w)).

Demostracién. Si ¢ € By, (), el Lema 3.3 nos dice que

i: I.E(j)lz A i:'f_n(j)2 W¥n € N,
j=1

i=1

luego, si definimos la aplicacion Qo por
Qule) = G (r € X),
i=
tendremos que Qg € Q(X).
Dada @ € Q(d.(w)) tal que
19~ Qoll < min {1, 71}

veremos que @ ¢ AQ(d.(w)). En efecto, para cada natural n, usando que

Qo(en) = 1, obtenemos

IQ(CTL) o ]| < ”(J T Q(}” < la




108 Formas multilineales y polinomios que alcanzan la norma

luego Q(e,) > 0 Vn € N. Aplicando el lema anterior, si ¢ alcanzase su norma
en un punto xo € By,(w) se tendria Q(zo) < 0, es decir, Qo) = —||QIl, pero
entonces,
21Q0 — Qll = Qolwo) — Qo) + ||Qo — Q| =
= Qo(zo) + [|QIl + |Qo — Qll 2
> Qo(wo) + [|Qoll =
> ||Qoll,

una contradiccion. g

Para terminar, analizamos también el problema de la densidad de los poli-
nomios homogéneos que alcanzan su norma. Recordemos que si X es un espacio
de Banach, se dice que una aplicacién P : X — Kes un polinomio homogéneo
continuo de grado k si existe una forma k-lineal continua y simétrica en X tal
que

P(z) = p(z, ¥, z) Yz € X.

Notaremos P*(X) al espacio de Banach de los polinomios homogéneos con-

tinuos de grado k en X dotado con la norma

\|P|| = sup{|P(z)| : « € Bx}.

Dado P € P*(X), si existe 7o € By tal que

|P|l = | P(xo)l,

diremos que P alcanza la norma y escribiremos P € AP (X).

Es claro que, si X es un espacio de Banach real, @(X) = P*(X). Nuestro
primer resultado para polinomios homogéneos es, por tanto, un caso particular

del teorema anterior:
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3.15 Corolario. Existe un espacio de Banach real X tal que AP*(X) no es

denso en P*(X).

En el caso complejo obtendremos el mismo resultado para polinomios de
grado arbitrario. La geometria de los espacios d.(w) tiene, cémo no, intere-

santes consecuencias sobre los polinomios que alcanzan su norma:

3.16 Lema. Sea w una sucesion admisible y llamemos X al espacio de Banach
complejo d,(w). Sik > 2y P € AP*(X), entonces existe N € N tal que
P(e,) =0 paran > N.

Demostraciéon. Sea ¢ € By tal que |P(zo)| = ||P]|.

Utilizando el Lema 2.9 por tltima vez en esta memoria, tomemos 6 > 0 y

N € N tales que, para |A| <8y n > N, se lenga
lzo + denll <1
y, como consecuencia, | P(x + ey )| < |P(xq)].

Fijado n > N arbitrario, la tltima desigualdad nos dice que el modulo del
polinomio P(zg+Ae,) alcanza un maximo relativo en el origen. Por el principio
del médulo maximo, dicho polinomio debe ser constante, pero su coeficiente

principal es P{e.), luego P(e,) = 0. 0

3.17 Teoreina. Existe ur espacio de Banach complejo X tal que APX(X) no

es denso en P*(X) para tudo k > 2.
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Demostracién. Sea w una sucesion admisible tal que w € I3 y llamemos X
al espacio de Banach complejo d,(w). El Lema 3.4 nos proporciona 4 € Lk(X)
tal que

Plen, F e,) =1 VneN
y, de hecho, i es simétrica.

Definiendo I € 'Pk(X) por
Po(z) = P(z, %), z) Vz € X,

tendremos que Py(e,) =1Vn e N,

Por el lema anterior, cualquier P € AP¥(X) verificard que P(e,) = 0 para

n suficicntemente grande, luego || P — Pol| > 1. a

D. Problemas abiertos

El presente capitulo contiene alguna nueva informacién sobre operadores
que alcanzan la norina, que merece la pena comentar: la existencia de espacios
de Banach X tales que NA(X, X*) no es denso en L(X, X*). Entre los ¢jem-
plos suministrados de espacios con dicha propiedad destacan los dados por el
Corolario 3.12, renormaciones equivalentes de d.(w) para sucesiones admisibles
w € ;. El paso clave de la demostracion es la existencia de un operador no
compacto de d,(w) en d(w), que hace que ninguna renormacion estrictamente
convexa de d(w) (siempre para w € l;) tenga la propiedad B. Si se piensa que
los espacios de Lorentz d(w) tienen algin parecido con Iy, se observara cierto

paralelismo de esie resultado con los problemas referentes a [y planteados en
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el capitulo anterior. Siguiendo con ese paralelismo, no sabemos si los espacios
de Lorentz d(w), con su norma natural, tienen la propiedad B. De hecho ni
siquiera sabemos si NA(d,(w),d(w)) es denso en L(d.(w),d(w)) es decir, si
realmente es necesaria una renormacion en el Corolario 3.12. De verificarse tal
densidad, d,(w) con w € I; nos darfa la respuesta afirmativa a una pregunta,
que nos ha sido formulada por R. Aron, referente a la posible equivalencia
entre las dos maneras de abordar el problema de la densidad de las formas

bilineales que alcanzan su norma expucstas en la seccion B:

3.18 Problema. ;FExiste algiin espacio de Banach X tal que NA(X, X*) es
denso cn L(X, X*) pero AL*(X) no es denso en L*(X)?

Pasemos ahora a la consideracion de formas k-lineales continuas con k& > 2.

La Propesicién 3.1 establece que la densidad de las formas k-lineales con-
tinuas que alcanzan su norma se dificulta al aumentar k. Cabe preguntarse si

se dificulta estrictamente, es decir, si la clase de espacios de Banach X tales

que AL¥(X) es denso en £¥(X) decrece estrictamente conforme k aumenta:

3.19 Problema. ;Existe, para cada niimero natural k un espacio de Banach

X tal que AL¥(X) es denso en L*(X) pero ALK (X) no es denso en LK (X)?

Notese que el primer objetivo del presente capitulo fue conseguir respuesta
afirmativa a la pregunta anterior para el caso k = 1 (Corolario 3.6). El pro-

blema queda abierto incluso para k = 2.
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Se nos puede argumentar, con toda la razon, que para conseguir el Corolario
3.6, es suficiente tratar el caso k = 2, luego bastaria haber probado los Lemas
3.2 y 3.4 para k = 2, con un considerable ahorro de notacion. A cambio se nos
reconocera que, con poco esfuerzo adicional, hemos conseguido mayor estética
y generalidad en los resultados y no descartamos que el Teorema 3.5 pueda
ser til para resolver el problema recién planteado. Pero es que, ademas, el
Lema 3.4 se usa, en su forma general, para resolver el problema de la densidad
de los polinomios que alcanzan su norma (Teorema 3.17) y, para este fin, no
esta claro que sea suficiente considerar el caso k = 2. Mas concretamente, no

sabemos si la Proposicion 3.1 tiene un analogo para polinomios.

3.20 Problema. Sea X un espacio de Banach, k un mimero natural, k > 2.

Supongamos que AP**'(X) es denso en P**'(X). ;Puede afirmarse que,

entonces AP*(X) es denso en P*(X)?

Este problema guarda estrecha relacion con otro, también referente a poli-
nomios, que obviamente ha quedado abierto, ya que el Corolario 3.15 sélo se
refiere a polinomios de grado 2 mientras que el Teorema 3.17 sélo cubre el caso
complejo: jdado un natural k > 2, existe un espacio de Banach real X tal
que AP*(X) no es denso en P¥(X)? La demostracién del Teorema 3.17 no
puede llevarse a término en caso real, simplemente porque utiliza el principio
del médulo maximo, pero la explicacion tltima de la diferencia eatre los casos

real y complejo podria ser mas profunda.
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