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Introduccion.

En la elaboracién de la presente memoria hemos pretendido recoger de
una manera sistematica las respuestas que se conocen en la actualidad
al problema de la densidad de los operadores que alcanzan su norma,
evitando, en la medida de lo posible, usar resultados sin incluir su de-
mostracién, intentando asi conseguir una cierta independencia en la ex-
posicion. Hemos tratado también de presentar muchos de los problemas
abiertos relacionados con el tema, procurando que éstos aparezcan en el
contexto que les corresponde.

El origen del problema de los operadores que alcanzan la norma se
remonta a un articulo de E. Bishop y R.R. Phelps ([4]) publicado en
1.961, en el que estos autores prueban que, en un espacio de Banach
cualquiera, el conjunto de los funcionales (lineales y continuos) que al-
canzan su norma es denso en el dual, para la topologia de la norma.
Dos aiios mas tarde, aparece un nucvo trabajo de estos mismos autores,
en el que se generaliza este resultado en términos de funcionales y pun-
tos de soporte de un subconjunto convexo y cerrado de un espacio de
Banach (en particular, tomando como subconjunto la bola unidad del
espacio, obtenemos funcionales que alcanzan la norma). En el primer
capitulo de esta memoria ofrecemos una demostracion de este resul-
tado (Teorema de Bishop-Phelps) distinta de la original que dieron sus
autores; nosotros hemos seguido la que aparece en el texto de R.R. Phelps
[31], en la que el mencionado teorema se obtiene a partir de un principio
de optimizacién perturbada, el Principio Variacional de Ekeland, con-
siguiendo de hecho una mejora cuantitativa del resultado obtenida por

B. Bollobas en 1.970 ([6]).

Nétese que el Teorema de Bishop-Phelps afirma que el conjunto de los
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operadores (lineales y continuos) de un espacio de Banach X en el cuerpo
base K que alcanzan la norma, es denso en el espacio de los operadores de
X en K En el primer articulo donde aparece este resultado, E. Bishop y
R.R. Phelps plantean si el mismo hecho seré cierto en general, cambiando
el papel de K por el de un espacio de Banach. Mas concretamente,
plantean la siguiente cuestién, que hemos recogido en el Capitulo II:

sPara qué espacios de Banach X e Y el conjunto NA(X,Y) de los
operadores que alcanzan su norma es denso en el espacio L{X,Y) de
todos los operadores de X en Y para la topologia de la norma?

Las primeras respuestas al problema aparecen en un relevante tra-
bajo de J. Lindenstrauss ([27]), publicado en 1.963. Er primer lugar,
este autor prueba que, en general, la respuesta no puede ser afirmativa.
De hecho, tomando como X = ¢, el espacio de las sucesiones conver-
gentes a cero, dotado de su norma usual, y como espacio Y una renor-
macién estrictamente convexa de cg, los elementos de NA(X,Y) son, en
este caso, operadores de rango finito, y, por tanto, para estos espacios
NA(X,Y) # L(X,Y). Ademas prueba que el conjunto de los operadores
cuyo segundo adjunto alcanza su norma es denso siempre en el espa-
cio de los operadores. V. Zizler mejora diez anos mas tarde este re-
sultado, al poner de manifiesto que de hecho ya hay densidad para los
operadores cuyo adjunto alcanza su norma (Teorema 2.6) con lo que, en
particular, todo espacio reflexivo satisface la propiedad A, lo que ya se
deducia del Teorema de Lindenstrauss. Observemos que, mientras que el
problema planteado es, aparentemente, de naturaleza geométrica, hasta
ahora se ha conseguido respuesta afirmativa imponiendo una hipétesis de
caracter isomorfico, la reflexividad.

Teniendo en cuenta que la pregunta inicial de E. Bishop y R.R. Phelps
es demasiado general como para tener respuesta afirmativa, J. Lindens-
trauss introduce las propiedades A y B: un espacio de Banach X verifica
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la propiedad A (resp. B) si para todo espacio de Banach Y, NA(X,Y)
(resp. NA(Y, X)) es denso en norma en L(X,Y) (resp. L(Y,X)). Este
mismo avtor da condiciones suficientes para que un espacio tenga A o
B. Hasta el momento no se conocen caracterizaciones satisfactorias de
las propiedades A y B, tinicamente algunas condiciones suficientes. En
cambio, si estd més estudiada la cuestién de si un espacio de Banach
se puede renormar equivalentemente para conseguir alguna de las dos
propiedades de J. Lindenstrauss. De estos resultados nos ocuparemos en
el Capitulo II1. En un articulo publicado en 1.982, J. Partington establece
que todo espacio de Banach es isomorfo a otro verificando la propiedad
B ([29]), resultado que aparece recogido en la memoria en el Corolario
3.11. En cambio, para la propiedad A no se dispone de un resultado a
plena generalidad. W. Schachermayer probé que todo espacio de Banach
débilmente compactamente generado es isomorfo a otro con la propiedad
A ([34]). Con idéntica demostracién también se obtiene que todo espacio
que admita una resolucién proyectiva de la identidad es isomorfo a otro
que tiene la propiedad A (Teorema 3.34) y como caso particular, aparece
el resultado de W. Schachermayer para espacios débilmente compacta-
mente generados.

El Capitulo IV relaciona el problema de los operadores que alcanzan la
norma con una propiedad bastante estudiada en la teoria de espacios de
Banach, la propiedad de Radon-Nikodym. Haciendo uso de un principio
de optimizacion perturbada, el Principio de optimizacién no lineal de
Bourgain-Stegall, se prueba que dicha propiedad es suficiente para la
propiedad A (Corolario 4.12), hecho que habia sido observado por J.
Bourgain ([8]), y como consecuencia de un resultado de Bourgain-Huff,
que si X es un espacio de Banach, tal que cualquier espacio isomorfo a
X tiene la propiedad A (igual con B), entonces X verifica la propiedad
de Radon-Nikodym (Corolarios 4.21 y 4.20).

Ademads de los resultados anteriores, han ido apareciendo varios tra-
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bajos que dan respuesta al problema planteado para ciertos espacios con-
cretos, todos ellos espacios clasicos. Los que han sido considerados por
nosotros mas relevantes aparecen recogidos en el Capitulo V.

J. Johnson y J. Wolfe prueban en 1979 que el conjunto
NA(C(K),C(S)) es denso en L(C(K),C(S)), donde Ky S son espa-
cios topolégicos compactos y de Hausdorff. Nos obstante, los espacios
del tipo C(K) no siempre tienen la propiedad B: los mismos autores
construyen un espacio métrico compacto S tal que los operadores de
1,[0,1] en C(S) que alcanzan la norma no forman un subconjunto denso
del correspondiente espacio de operadores (por tanto, L1[0,1] no verifica
la propiedad A). Finalmente, un resultado de W. Schachermayer (1.983)
afirma que NA(C[0, 1], L1[0, 1]) es denso en L(C[0,1], Z4[0, 1]) y otro de
W. Gowers (1.980) que los espacios de sucesiones [, (1 < p < 00) no
satisfacen la propiedad B, resolviendo asi un problema propuesto por J.
Johnson y J. Wolfe en [24].

A la serie de resultados conocidos relativos a espacios concretos, hay
que afiadir algunas respuestas al problema considerando ciertas clases

de espacios de operadores. En este sentido, J. Johnson y J. Wolfe ([24])
logran probar que el conjunto de los operadores compactos de X en Y que
alcanzan la norma es denso en el espacio de los operadores compactos,
siempre y cuando, alguno de los dos espacios (X oY) sea del tipo C(K)
o Li(p) (Teorema 5.28 y Teorema 5.29), y sugieren el siguiente problema:

;Eziste algin par de espacios de Banach X e Y para el cual los
operadores compactos de X en Y que alcanzan su norma no forman un
subconjunto denso del espacio de los operadores compactos?

No tenemos respuesta, ni siquiera en el caso en que Y sea finito di-
mensional, es decir, no sabemos si hay algin espacio de dimension finita
que no tenga la propiedad B. La dificultad se ve acentuada ain mas
cuando comprobamos que tinicamente contamos con una reducida gama
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de ejemplos de espacios finito dimensionales verifcando la propiedad B.
Entre ellos se encuentran aquéllos que son reales y cuya bola unidad es
un poliedro (Teorema 3.4). Asi, y a modo de ejemplo llamativo,

¢ Verifica R? con la norma cuclidea la propiedad B ¥

Otra cuestion que hoy por hoy se encuentra si resolver es la siguiente:
i Tiene 1y la propiedad B?

Los problemas anteriores no son mas que una pequefia muestra de los
muchos que en la actualidad permanecen abiertos. Este hecho, junto con
la profundidad de muchos de los resultados comentados anteriormente,
pone de manifiesto la vitalidad y complejidad que el problema de los
operadores que alcanzan su norma encierra.

Peor iltimo, quisiera expresar, en primer lugar, mi mds sincero agrade-
ctmiento a la Directora de esta memoria, Maria Dolores Acosta Vigil,

sin cuya dedicacion y entusiasmo permanentes no habria sido posible la
elaboracion de la misma.

También deseo manifestar mi gratitud hacia los profesores Rafael Paya
Albert y Antonio Martinez Cegarra por sus acertadas indicaciones, a to-
dos los miembros del Departamento de Andlisis Matemadtico de la Uni-
versidad de Granada, en especial a su Director, Pedro Jiménez Garijo,
y @ Juan Carlos Cabello Pinar, por su acogida y las enormes facilidades
¢1e me han brindado, a Victoriano Ramirez Gonzdlez, Director del De-
partamento de Matemdtica Aplicada de la Universidad de Granada, por
el apeyo que me ha prestado, asi como a todos y cada uno de los que de
una forma u otra han contribuido a la realizacion dec esta memoria.







Capitulo 1

El Teorema de Bishop-Phelps.

Este primer capitulo se dedica por entero al estudio del Teorema de
Bishop-Phelps, resultado que dié origen al problema de la densidad de
los operadores que alcanzan la norma. La demostracion que damos usa
como principal ingrediente el Principio Variacional de Ekeland. Mas
tarde, pondremos de manifiesto que una versién del Teorema de Bishop-
Phelps para espacios de Banach complejos que involucra la estructura
complejo-lineal del espacio permanece hoy en dia planteada como una
cuestion abierta.

En esta memoria seguiremos la notacién usual: si X es un espacio
normado, representaremos por X* al dual topolégico de X, es decir, el
espacio de Banach de los funcionales (lineales y continuos) en X. Sx y
By serin respectivamente la esfera unidad y la bola cerrada unidad de X.
Diremos que va funcional z* alcanza la norma si el supremo que define
su norma es un maximo, esto es, existe un vector zo en X de norma uno
tal que z*(zo) = ||z*]|.
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Es claro que si X es un espacio de Banach reflexivo, todo funcional
alcanza la norma. R.C. James ([22]) prueba en 1.957 que, en caso separa-
ble, esta propiedad caracteriza la reflexividad. Es imposible, por tanto,
pretender que en un espacio de Banach arbitrario, cualquier funcional
alcance la norma, si bien el Teorema de Hahn-Banach garantiza la exis-
tencia de este tipo de funcionales. E. Bishop y R.R. Phelps se plantearon
el problema de si, en general, tales funcionales abundan en un espacio
de Banach. En un primer trabajo publicado en 1.961 ([4]) estos autores
prueban que para cualquier espacio de Banach X, el conjunto de los fun-
cionales que alcanzan la norma es denso en X*. Como muestra 130], la
complitud del espacio es esencial en este resultado.

En el Teorema de Bishop-Phelps juegan un papel fundamental los
conceptos de funcional de soporte y puntc de soporte, que motivamos
a continuacién. Detengdmonos por un momento en la interpretacion
geométrica del hecho de que un funcional alcance su norma: si * es un
tal funcional, hay un elemento zo en By verificando

Re z*(z9) > Re z*(z), Vz € By,

es decir, la funcién Re z* definida en By alcanza su maximo. Por tanto,
el hiperplano

{z € X : Re z*(z) = Re z"(z0)}

contiene a 7o y deja a By incluida en uno de los dos semiespacios cerrados
que determina.

1.1 Definicién. Sea C un subconjunto no vacio, convexo y cerradc de
un espacio de Banach X. Un vector zo € C es un punto de soporte de C
si existe un funcional no nulo z* € X* verificando

Re z*(z¢) = Re z*(z), Vz € C,
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es decir, el funcional Re z* alcanza en x4 el supremo de sus valores en C.
Si esto ocurre, se dice que z* es un funcional de soporte de C (en xp) o
también que 2* soporta a C en z,.

Como consecuencia del Teorema de separacién de conjuntos convexos,
si un subconjunto no vacio, convexo y cerrado  de un espacio de Banach
tiene interior no vacio, entonces todo punto de su frontera es un punto
de soporte de C. Si no exigimos a C la condicién de interior no vacio,
ise puede afirmar algo sobre la abundancia de tales puntos? ;Y la de
funcionales? El Teorema de Bishop-Phelps da respuesta precisa a estas
dos cuestiones.

La demostracién que presentamos aqui no es la original de E. Bishop y
R.R. Phelps; nosotros hemos seguido el texto de R.R. Phelps [32], donde
el resultado se obtiene a partir del Teorema de Bronsted-Rockafellar, que
a su vez es consecuencia del Principio Variacional de Ekeland. Por un
lado, nos parece interesante ofrecer una demostracién distinta de la ori-
ginal y por otro, tendremos la oportunidad de familiarizarnos con algunos
resultados sobre optimizacién perturbada, de interés en sf mismos, y
dentro de los cuales podemos enmarcar el problema de los operadores
que alcanzan la norma.

Para probar el primero de los resultados (Teorema de Ekeland) hare-
mos uso de las siguientes nociones:

1.2 Definicién. Sea f una funcién definida en un espacio topologico de
Hausdorff @ que toma valores en R U {o0}.

i) La epigrdfica de f es el subconjunto de £ x R definido por
epi(f) = {(w,r) €A R : r> f(z)}.
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ii) La funcién f es inferiormente semicontinua si f~!(] — o0o,q]) es ce-
rrado, para cualquier nimero real a, o, equivalentemente, si epi( f)
es cerrado en ) x R.

iii) El dominio efectivo de f es el subconjunto de 2 dado por
dom(f) = {we Q: f(w) < oo}
y f es propia cuando dom(f) # 0.

Notese que la suma de dos funciones inferiormente semicontinuas es
obviamente inferiormente semicontinua.

1.3 Ejemplo. Sea C un subconjunto de  y definamos la funcidn indi-
cadora de C' éc como

§le) = {

0, siwcC
00, en otro caso.

Obsérvese que é¢ es inferiormente semicontinua si, y sélo si, el conjunto
C es cerrado.

Nuestro primer objetivo es demostrar el Teorema de Ekeland. Con este
fin probaremos un lema previo que abstrae la misma idea geométrica de la
prueba original que aparece en el Teorema de Bishop-Phelps
[5, Lemma 1], aunque lo hemos enunciado en un ambiente més general
que el de los espacios normados.

Sea E un espacio métrico con distancia d y consideremos un mimero

real y positivo A y un elesmento (z,r) de E x R. Entonces representaremos
por Kj(z,r) el conjunto

Ky(z,r) = {(y,s) € E xR : M(z,y) < r —s}.
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Claramente K(z,r) es un subconjunto cerrado de E x R. Si la distancia
d procede de una norma, I(z,r) es un cono con origen en (z,r).

1.4 Lema ([32, Lemma 3.12]). Sea (E,d) un espacio méirico,
P, : E x R — R la proyeccidn candnica y A un subconjunto no vacio
y completo de E x R tal que Py(A) estd minorado. Entonces, para cada

A > 0 y cada (zo, 7o) € A, eziste (z,1) en A verificando las dos siguientes
condiciones:

(i) (z,r) € AN K(zo,70)
(i1) {(z,7)} = AN K)(z,7).

Kix(z,7) Kx(zo,r0)
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Demostracién. Definimos
Ao = AN K)(zo,10)

y elegimos un elemento (z,,r1) de Ao de modo que
r1 < inf Py(Aq) + 1.

Por recurrencia construimos una sucesién { A, }n>0 de elementos de A tal
que para cada n € NU {0}

(Za41:Trs1) € An = AN Ki(2n,Ts)

1
o i A _
Fas1 < inf Py( ")+n+1

Nétese que, por construccién de los conjuntos A, para cada n > 0,
Ant1 C An. Ademas, diam(Anyq) < 2/A(n + 1), ya que si (y,8) € Aapr
entonces, por un lado, s > inf(An41) ¥y

1
M(y, Tas1) € rap1 — s < inf Po(A,) + s

1

< i — 8
<inf Py(Ans1) + e S"n+1

y por otro,
: 1 1
|Fas1 = 8| = rag1 — 8 < inf Py(A,) +1—1—-:1- -s< i
El Teorema de Cantor asegura entonces la existencia de un elemento

(z,7) en A tal que
ﬂngoA" = {{z,r)].

Como (z,7) € Ay se tiene (i). Para comprobar (ii) observemos que si
(y,s) estd en AN K)(z,7), entonces, usando la desigualdad triangular,
(y,8) € An ,¥n € NU {0} y por tanto

(y,8) = (2,7). 0
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1.5 Lema (Principio Variacional de Ekeland (32, Lemma 3.13]). Sea
(E,d) un espacio métrico completo y f : E — R U {oo} una fun-
cién propia, inferiormente semicontinua y minorada. Consideremos un
nimero real € > 0 y un elemento zo de E tales que

f(zo) < inf (E) +¢.

Entonces, para cada X > 0 eziste un elemenio z en dom(f) verificando:

(i) Md(z,20) < f(zo) = f(2),
(i) d(z,20) < €/ ¥
(iii) Ad(z,z) + flz) > [(z), siz € E\ {z).

O sea, si tomamos un elemento zo € E de forma que f(zo) esté
préximo a inf f(E), entonces podemos perturbar f mediante una fun-
cién lipschitziana, con constante de Lipschitz arbitrariamente pequena,
para que la nueva funcién alcance su minimo en un tnico punto 2 cercano
a 7o. Esta es la filosofia que subyace a todo principio de optimizacion
perturbada: una funcién f definida en un conjunto C y mayorada (respec-
tivamente minorada), no tiene que alcanzar su supremo (respectivamente
infimo) en C necesariamente. Se trata de imponer ciertas bondades a la
funcién y al conjunto de modo que, sumando a f otra conveniente fun-
cién, pequeiia en algin sentido, la nueva funcion si alcance su supremo
(respectivamente infimo) en C.

Demostracién. Podemos suponer evidentemente que inf f(E) = 0
y que A = 1. Sea pues zo un elemento de E tal que f(zo) < €. Por ser
f inferiormente semicontinua, el subconjunto A = epi(f) de E x R es
cerrado. El lema anterior nos proporciona un elemento (z,r) € E x R




8 El Teorema de Bishop-Phelps

satisfaciendo las dos condiciones siguientes:

(2,r) € AN Ki(zo, f(20)) (1)

{(z,r)} = AN K,y (z,7). (2)

Obviamente z € dom(f) por ser f(z) < r. Las afirmaciones (i) y (ii) se
siguen de la siguiente cadena de desigualdades, la primera de las cuales
es consecuencia de (1):

d(z0,2) < f(zo) - £(2) < f(ao) < e.

Para probar (iii), comprobamos antes que f(z) = r. En efecto; si
f(2) < r, (2) nos dice que (z, f(2)) ¢ Ki(z,r) y, por tanto, f(z) > r,
lo que contradice el hecho de que (z,r) esté en A. Tomemos ahora
z € E\ {z}; si f(z)= oo, (iii) se satisface evidentemente. Supongamos
entonces f(z) < oo. La condicién (2) nos asegura que

(I,f(I)) ¢ 1(|(Z, f(z)):
es decir,

d(z,2) > f(2) - f(z).

A partir del Principio Variacional de Ekeland se obtiene con bastante
facilidad el Teorema de Bronsted-Rockafellar, en cuyo enunciado aparece

el concepto de subdiferencial de una funcién convexa, nocién que necesita
ser precisada.

1.6 Definicién. Sea C un subconjunto convexo de un espacio vectorial
(real o complejo) X. Una funcién f: C — RU {oo} se dice convexa si

fte + (1= )y) < tf(z) + (1 - 1) f(y),

cualesquiera que sean z e y en C y ¢ €]0, 1].
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Es inmediato que la convexidad de f equivale a la de epi(f). No
menos inmediato resulta el hecho de que la funcién indicadora de un
subconjunto convexo de un espacio vectorial es convexa.

1.7 Definicién. Sea X un espacio de Banach real, C un subconjunto
convexo de X, f : C — RU {oo} una funcién convexa propia y £ > 0.
La e-subdiferencial de f es la funcién multivaluada definida como sigue:

O.f : C — P(X")

ef(z)={z" € X" :2"(y—2) < f(y) - f(z) +¢, Yy € C}
si £ € dom(f) y
O:f(z) =0,

si z ¢ dom(f). La 0-subdiferencial de f se llama la subdiferencial y se

nota df.

Obsérvese que

af(z) = () 8.f(z), Yz € C.

>0

Puede ocurrir que, atin estando z en dom(f), 8,f(z) = 0: témense
C = X espacio de Banach real infinito-dimensional, f un funcional lineal
en X discontinuo, z € X y £ > 0; en tal caso

0 f(z) = 0.
No obstante, si C es un subconjunto convexo de un espacio de Banach

real X y f : C — R es una funcién inferiormente semicontinua y
convexa, entonces, para cada € > 0y cada z € C,

0.f(z) #£0:
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epi(f) es un subconjunto convexo y cerrado de X x R y
(2, f(z) — €) ¢ epi(f), por lo que, aplicando el Teorema de separacién
de conjuntos convexos, es inmediato obtener un funcional en d.f(z). Sin
embargo, bajo las mismas hipétesis, @ f(z) puede ser vacio, como muestra
el siguiente ejemplo: se consideran el subconjunto convexo de I,

C={zel:|z(n)] <27, VYneN}

y la funcién
J:C — R dada por

00

f@)=% - (z(n) . _21;)1/2 (z €C),

n=1
que es convexa y continua. Entonces 3f(0) = 0, ya que si z* € 8f(0), n
es un nimero natural y 0 < { < 1/2",

1 -
=llz"ll < z°(ea) < 7(ten) = J(0)) = —5(2 )12 (t—0),
lo cual es imposible (tomese limite cuando n — 00).

El siguiente resultado afirma que, bajo ciertas hipétesis, la subdiferen-
cial de una funcién convexa es no vacia en un conjunto denso de puntos.

1.8 Teorema (Teorema de Bronsted-Rockafellar {14, Chapter 3, p. 167]).
Sea C un subconjunto no vacio,convezo y cerrado de un espacie de Ba-
nach real X y f : C — R una funcion inferiormente semicontinua
y convezra. Dadose > 0, 7o € C, z3 € 0,f(x0) y A > 0, ezisten un
elemento 1, € C y un funcional z} € 3f(z,) tales que

21 — zoll <e/X y |lzg — 23] < A

Demostraciéon. Definimos la funcién

¥v:C—R
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dada por
¥(z) = f(z) — zo(z) + sup(zp — f)(C) (z€C).

¥ esta bicn definida (z3 € 0. f(xo)), es convexa e inferiormente semicon-
tinua (es suma de una funcién inferiormente semicontinua y otra con-
tinua). Usando nuevamente que zg € 3. f(zo), es decir, la desigualdad

zo(y) — z5(0) < f(y) — f(z0) +¢, Vy € C,
se tiene
¥(zo) < ¥(y) +¢, VyeC

y por tanto
W(zo) < inf ¥(C) + ¢.

Sea la funcién ¥ : X — R definida por

¥(z) = {

¥(z), sizeC

00, en otro caso.

Como epi(¥) = epi(¥), ¥ es también una funcién convexa e inferior-
mente semicontinua; ademas esta acotada inferiormente. Si A es un
nimero real positivo arbitrario, teniendo en cuenta /1), el Principio

Variacional de Ekeland (Lema 1.5) nos proporciona un elemento z; € C
tal que

Iz — 2l < €/A (2)

Mz =zl + ¥(z) > ¥(z1), VzeX\{m},
es decir, : :
Y(z1+y) - ¥(z1) > -Myll, Vye X\ {0}

Consideramos en X x R los subconjuntos E y F' dados por:

E={(y,a) e XxKR:a> ‘i’(z:-l-y)—‘i’(“’i)}
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F={(z,)€ X xR: B < —Mz|]}.

Evidentemente ambos conjuntos son no vacios, disjuntos, cada uno de
ellos es convexo (E es la epigrafica de una funcién convexa) y ademas, F
es abierto. Por tanto, uasndo el Teorema de separacién de Hahn-Banach,
sabemos que existen un funcional z* € X* y un nimero real p tales que

z(z) + pB < z*(y) + pa, Y(y,0) € E, (2,P) € F. (3)

Si z € X es un elemento no nulo, podemos aplicar la desigualdad anterior
a los elementos (+z,—2)||z||) € F y (0,0) € E, obteniendo

+z*(z) — 2pA||2z]| < O

¥, por tanto, p es positivo. Notando y* = —i—a:‘ y usando (3) para
(y,a) = (0,0) se tiene

B <y(z), ¥(z,B) € F,
desigualdad vilida, por tanto, siempre que g < —=)|z||, luego
—A <y*(2/||z|l), Vz # 0, de donde
lly*ll < A 4

Particularizando (3) para z = 0 y tomando limite (8 — 0), podemos
concluir que

¥'(y) <a, V(y,a) € E,
y eligiendo a = ¥(z; + y) — ¥(z1), se tiene

y'(y) < ‘i’(ﬁ +y) - ‘i’(z‘;), Yy € X.

Usando la definicién de ¥, la expresién anterior se transforma en

y(2) - ¥'(21) < f(z) = f(=1) — 25(z — 21), Vz € C.
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Asi pues, hemos obtenido que ei funcional 7} := y* 4z} est4 en el conjunto
df(z1) y, en vista de (4), satisface
llzs — =3l = lly"ll < A.

Este hecho, junto con (2), permite dar por concluida la demostracién. O

El resultado anterior puede también verse como un principio de opti-
mizacién perturbada; a partir de él es sencillo de obtener el siguiente:

1.9 Corolario. Si X es un espacio de Banach real, C un subconjunto
no vacio, convezo y cerrado del mismo y f : C — R una funcién
inferiormente semicontinua, conveza y minoradae; entonces, dados un
ntimero real positivo € y un elemento zo de C tales que

f(zo) < inf £(C) +e,
eziste un funcional * € X*, con ||z*]| < /£ y de forma que f + z*

alcanza su minimo en un punto z, € C que verifica

||-'50 = 331" < \/E

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
inf f(C) = 0. Por hipétesis, f(zo) < ¢, luego el funcional 0 € 8, f (zo);
entonces, el Teorema de Bronsted-Rockafellar nos proporciona un vector
1 € C y un funcional z} € 8f(z;) tales que

llze — zall < Ve ¥ Jizi]l < Ve

Tomando z* := —z3, la funcién f + z* alcanza el minimo en C , ya que
por ser z7 € df(z,) se tiene

f(z1) — 23(z1) < f(y) - zi(y), Yy € C. o




14 El Teorema de Bishop-Phelps

1.17 Corolario. Sea C un subconjunto no vacio, convero y cerrado de
va espacio de Banach X (real o complejo). Supongamos que zj, € X*\{0}
es un funcional con parte real mayorada en C y consideremos
0 <e< |zl ¥y zo € C tales que

Re zg(zo) > Sup Re z3(C) — €.

Entonces, ezisten un elemento z, € C y un funcional z; € X* que
soporta a C en z, verificando

lzo -zl <e y |lzg- =il <e.

Demostracién. El caso complejo se reduce trivialmente al real. Sean
pues X un espacio de Banach real y z}, ¢ y zo como en el enunciado.
Definimos

f:C—R
por

f(z)=0, Vz e C.

Entonces z5 € 8.2 f(zo) y el Teorema de Bronsted-Rockafellar propor-
ciona un elemento z; de C y un funcional z} € df(z;), esto es, z] es un
funcional de soporte de C en z,, tal que

lzo—zill <€ y llsg—=ill <e

(ndtese que z; # 0, puesto que ||z — 23] < ¢ < fj23]). .

Enunciemos ya el teorema estrella de este capitulo que no es mads que
una consecuencia directa del corolario anterior y el Teorema de sepa-
racion de conjuntos convexos. Se trata nuevamente de un principio de
optimizacion perturbada.
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1.11 Corolario (Teorema de Bishop y Phelps [5, Theorem 1, Corollary
4]). Sea C un subconjunto no vacio, convezo y cerrado de un espacio de
Banach X (real o complejo). Se verifica entonces

(i) Los puntos de soporte forman un conjunto denso en la frontera de C.

(ii) El conjunto de los funcionales de soporte de C es denso en el cono
ormado por los funcionales de parte real mayorada en C.
p

Demostracion. El apartado (ii) es obvio a partir del corolario anterior.
Para probar (i), sean 2o € Fr{C) y 0 < € < 1. Elegimosy € X \ C
verificando ||zo — yl| < €2. El Teorema de separacién de convexos nos da
un funcional zj, que podemos suponer en la esfera unidad, tal que

Sup Re z3(C) < Re z(y)
y de ahi,
Sup Re z5(C) < Re z3(y — zo) + Re z5(z0) < €? + Re z}(z0).

El Corolario 1.10 asegura la existencia de un punto de soporte z; de ('
tal que

”m[)'—mlll Sc. D

Nétese que como consecuencia del resultado anterior, obtenemos que
en cualquier espacio de Banach, el conjunto de los funcionales que alcan-
zan su norma es denso en el dual.

Si particularizamos la mejora que hemos presentado del Teorema de
Bishop-Phelps (Corolario 1.10) al caso de la bola unidad, se obtiene el
siguiente resultado probado por Bollobas en 1.970:
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1.12 Corolario (Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas [6]). Sea X un
espacio de Banach. Supongamos que x5 € Sx., e >0yazo € Sy verifican

Re z5(zo) > 1 — €.
Entonces, ezisten z, € Sx yx} € Sx. tales que z3(z,) =1,

o~ 21l S ey flaf —zifl <.

En el Teorema de Bishop-Phelps la complitud es esencial: con respecto
a la afirmacién (i) Klee [26] encontré un subconjunto no vacio, convexo,
y cerrado de un subespacio denso de un espacio de Hilbert sin puntos de
soporte. En el apartado (ii) también es necesaria:

1.13 Proposicién (Bishop y Phelps [5, Theorem 3]). Sea X un espa-
cio normado no completo. Entonces, eriste un subconjunto C no vacto,
convezo, cerrado, acotado y con interior no vacio tal que el conjunto de
los funcionales de soporte de C' no es denso en X*.

Demostracién. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que X
es un espacio vectorial real. Notemos por X la completacion de X e
identifiquemos de forma natural los duales de ambos espacios. Elegimos
un vector £ € X \ X de norma uno. E] Teorema de Hahn-Banach pro-
porciona un funcional z* en § £ tal que z*(z) = 1. Consideremos los
conjuntos D y C’ definidos por

D = By Nker(z*)

C' = co(D U {z}).
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Es facil comprobar que C’ es cerrado y ademas, tiene interior no vacio
yaquesi z € X y ||z —z/2|| < 1/6, tomando t = 2%(2), es claro que

L=t =2"(c—2) 2 2"(2/2) - |a"(2/2 ~ 2)|

t~1/21 = |a*(z ~ 2/2)| < G,

z—1iz o
en particular, 0 < t < 1. El elemento y = T esta en kerz* y en By,

en vista de que
1 :
lyll < 37— (= — /2]l + ll=/2 - tz]l) < 1,

por tanto, z =tz + (1 — t)y € C".

Definimos ya C como
C=0'nX.

Entonces C es no vacio, convexo, cerrado y tiene interior no vacio. Veamos
que si y* es un funcional de X* que soporta a C, entonces
llz* — y*|l = 1/2. Sea pues z € C tal que y*(z) = supy"(C);
existen entonces un escalar A € [0,1] y un elemento y € D tales que
z = Az 4+ (1 = A)y. Como C’ es convexo y tiene interior no vacio,
supy*(C) = supy*(C’), luego

¥'(2) <y'(2) = (1 - Ny*(y — 2) + y"(2)
y'(y—z) 20.

1=a'(e—y) < lle —yll < llzll + iwll <2
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y por tanto,

1< (" ~2" )y —2) < |l=" = y"lllz — yll < 2l|z* - 9°|

que es lo que queriamos probar.

En vista de que en el Teorema de Bishop-Phelps la complitud del es-
pacio es indispensable, la naturaleza del problema general de la densidad
de los operadores que alcanzan la norma nos obliga a considerar en el
resto de la memoria dnicamente espacios de Banach.

En un espacio de Banach complejo, es evidente que los puntos y fun-
cionales de soporte de un subconjunto dependen tinicamente dei espacio
real subyacente. Por tanto, si bien formalmente el enunciado del Teorema
de Bishop-Phelps (Corolario 1.11) es vélido en caso real o complejo, hu-
biese bastado formularlo sélo para espacios de Banach reales. Sin duda
alguna, una versién de dicho teorema que involucre el hecho de que el
espacio vectorial sea complejo, deberia poderse enunciar en términos de
funcionales y puntos médulo-soporte de un subconjuuto, conceptos que
ahora presentamos.

1.14 Definicién. Sea C un subconjunto no vacio, convexo y cerrado de
un espacio normado X. Un vector zo € C se dice punto mddulo-soporte
de C si existe un funcional z* € X* \ {0} cuyo médulo alcanza en zg su
supremo en C; a z* se le llama funcional médulo-soporte de C (en zo).

A la luz del Teorema de Bishop-Phelps es natural plantearse la
siguiente cuestion:
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1.15 Problema (Phelps [31]). Dado C un subconjunto no vacio, con-
vero y cerrado de un espacio de Banach complejo,

(i) 4Es denso en la frontera de C el conjunto de los puntos mddulo-
soportef

(i1) 4Es el conjunto de los funcionales mddulo-soporte de C' denso en el
subespacio formado por los funcionales cuyo modulo estd acotado en

Cc?

La pregunta (i) es resuelta negativamente por Phelps. Basta notar
que, tomando C = co(BcU{2}) C C, no hay mas puntos médulo-soporte
que zo = 2.

Para reformular el apartado (ii) del problema, Phelps impone la hipote-
sis adicional de acotacién para C. En este caso, DC es cerrado, donde
D = {A € C: |\ £ 1}, y la pregunta planteada en (ii) se pone en
equivalencia de forma inmediata con esta otra:

1.16 Problema. ;Es denso en (XR)* el conjunto de los funcionales de

(Xr)* de soporte de DC? (Xg representa el espacio real subyacente a
X).

Asi pues, si C es un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y aco-
tado de X tal que DC es convexo, el Teorema de Bishop-Phelps nos da
respuesta afirmativa. Como los funcionales que soportan a DC coinci-
den con los que soportan a co(DC), si C es un subconjunto no vacio,
convexo, cerrado y acotado de modo que co(IDC') es cerrado, el Problema
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1.15.(ii) se responde afirmativamente. No siempre se tiene esta situacion;
el conjunto

C={z€c:z20, ix(n)gl}

n=1

es obviamente convexo, cerrado y acotado. En este caso, co(DC) no es
cerrado y, sin embargo, el Problema 1.15.(ii) tiene respuesta afirmativa,

ya que co(DC) = By, y, por tanto, cualquier funcional médulo-soporte
de co(DC) lo es también de C.

Si X es un espacio de Banach real, R.R. Phelps prueba que la pregunta
(ii) del Problema 1.15 tiene respuesta afirmativa ([31, Proposition 7]),
mientras que (i) es claramente falso; témese C = co(Bg: U {2}) C R? y
—1 no esti en el cierre de los puntos médulo-soporte de Fr(C).

Para finalizar el capitulo maticemos lo siguiente: en la literatura (y
nosotros también a partir de este momento) por el Teorema de Bishop-
Phelps suele entenderse el resultado primero de estos autores [4] que
afirma la densidad de los funcionales que alcanzan su norma.




Capitulo 2

El Teorema de
Lindenstrauss-Zizler.

Ya en su primer articulo ([4]), E. Bishop y R.R. Phelps sugieren el
problema de ia posible validez de su teorema cambiando el cuerpo base
por un espacio de Banach. J. Lindenstrauss probé que la respuesta a
este problema no es siempre afirmativa. Para concretarlo, fijaremos la
siguiente notacion. En lo sucesivo, si X e Y son espacios de Banach,
L(X,Y) representara el espacio de Banach de los operadores (lineales y
continuos) de X en Y dotado de su norma usual, esto es,

IT|| = sup{[iTz|| : = € Bx} (T € L(X,Y)).

Para T € L(X,Y), T* denotara el operador adjunto de T. Diremos
que un operador T' € L(X,Y) alcanza su norma si existe un elemento
zo € Sx tal que ||Tzo|| = ||T||. Notaremos por NA(X,Y') el conjunto de
los operadores de X en Y que alcanzan su norma.

21
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El problema al que hemos hecho alusién se enuncia en estos términos:

2.1 Problema de Bishop-Phelps. Si X e Y son espacios de Banach,
épuede asegurarse que el conjunto NA(X,Y) es denso en L(X,Y)?

Si X es finito dimensional, la compacidad de Bx nos asegura que
para cualquier espacio de Banach Y, se verifica NA(X,Y) = L(X,Y).
El Teorema de Bishop-Phelps nos dice que NA(X,K) = L(X,K), para
cualquier espacio de Banach X.

Sin embargo, el problema de Bishop-Phelps no tiene una respuesta

afirmativa en general, como pone de manifiesto la siguiente observacién
debida a J. Lindenstrauss ([27]).

2.2 Lema. Sean X e Y dos espacios de Banach, tal que Y es estric-
tamente convezo, y T € L(X,Y) un operador inyectivo. Entonces, si
T alcanza su norma, eziste un punto eztremo z¢ er By de forma que

ITzoll = IT1.

Demostracién. Sea zo € Sx tal que ||Tzo|| = ||T}|. Si z; y 3 son dos
vectores de la esfera unidad de X satisfaciendo la igualdad

1
To = 5(11 + z3),

entonces Txg = %(T.’c; +Tz;) y como T alcanza su norma en g, se tiene

ITzoll = || T'1]| = [ITA].
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La convexidad estricta de Y nos asegura que T'z, = T'z;, y la inyectividad
de T que z, = z,, por lo que zy es un punto extremo de By. 8]

Asi pues, si disponemos de dos espacios de Banach isomorfos X e Y,
tales que Bx carece de puntos extremos e Y es estrictamente convexo,
entonces NA(X Tﬁ # L(X,Y). El siguiente resultado nos garantiza la
existencia de un espacio Y que verifique lo anterior tornando X = ¢q.

2.3 Lema. Sean X e Y dos espacios de Banach, con Y estrictamente
convero y supongamos que T € L(X,Y) es un operador inyectivo. En-
tonces, la norma en X definida por

llzll := ll=ll + I T2l (= € X),

es estriclamente convezra.

Demostracién. Sean z, y z; dos vectores de X tales que

llzsll = Mzall =1, y M1+ zafl = 2. (1)

Entonces, usando la definicién de ||. || y la desigualdad triangular llegamos
a que

IT21 + Tza|| = |[Tz1]| + | T2l
Por ser Y estrictamente convexo, encontramos un nimero real p > 0 tal
que
Tz, = pTz,

y puesto que T es inyectivo ha de ser z; = pz;. La condicién (1) nos da
inmediatamente p = 1, luego z, = z,. o
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Tomando en el lema anterior X = ¢o, Y =l y T : ¢co — I3 definido
por
z(n)
(Tz)(n) := iz (n€N, z € q),
donde z(n) es el n-ésimo término de la sucesién z, obtenemos en ¢, una
norma ||.|| estrictamente convexa y equivalente a la usual 1]

> [e(m))

bt =tel+ (3 5L e
n=1

Entonces (co, ||.|]) ¥ (co, |I-Il) son dos espacios de Banach isomorfos, el

primero de los cuales tiene una bola desprovista de puntos extremos y

el segundo estrictamente convexo, por lo que, en vista del Lema 2.2, el

conjunto N A((cy, ||.|I), (o, lll.ll)) no es denso en el correspondiente espacio
de operadores.

El caso de X = g permite afinar ain mas el resultado anterior:

2.4 Proposicién ([27, Proposition 4]). Consideremos un espacio de Ba-
nach Y estrictamente convezo y un operador T € N A(co,Y). Entonces,
eziste un nimero natural v tal que

Ten=0, si n>v,

donde {eq}nen s la base usual de co. En particular, T es un operador
de rango finito y por tanto, si eziste un operador no compacto de cy en
Y, entonces NA(cp,Y) no es denso en L(co, Y).

Demostracién. Sean T un operador de cpen Y y = € S, tales que
ITz|| = |IT||. Por ser z convergente a cero, existe un natural » verificando

1 ;
x:i:ien =1, S1 n?*’a
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de donde

Tzt %Te,.. < ||T=||

y la convexidad estricta de Y nos asegura que

Te,=0, VYn2u

Si bien no siempre esta garantizada la densidad de NA(X,Y) (X e
Y espacios de Banach arbitrarios) en L(X,Y), a continuacién vamos a
definir otro subconjunto de dicho espacio, determinado por una propiedad
similar. Previamente observemos que, como consecuencia del Teorema
de Hahn-Banach, si un operador T' € L(X.Y') alcanza su norma, también
T* lo hace. Definimos los subconjuntos de L(X,Y)

NA(X,)Y)={T e L(X,Y): T* e NA(Y*,X")} ¥y
NAX,Y):={T e L(X,Y):T*" € NA(X"",Y"")}.
El comentario anterior se traduce en la siguiente cadena de inclusiones:

NA(X,Y) € NA(X,Y) C NAy(X,Y).

Las inclusiones anteriores pueden ser estrictas como prueba el si-
guiente ejemplo: considérese el operador

T:co— o
dado por

oo

Te=Y (1 - %) st Dol

n=1
iis inmediato que, usando la identificacién canénica de ¢ = [;, el ope-
rador T* adopta la expresion

o0

Po=%" (1 - -lr;) z(n)e, , (z€l).

n=1
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Claramente T* no alcanza su norma, pero T** € L(l,) si la alcanza en
u € lo, siendo u(n) =1, Vn e N.

J. Lindenstrauss ([27]) probé que NAy(X,Y) es siempre denso en
L(X,Y) y V. Zizler ([40]), basindose en el trabajo de aquél, que, de
hecho, NA;(X,Y’) también lo es.

Previamente a la prueba del resultado, caractericemos de forma co-

moda los elementos de NA;(X,Y).

2.5 Lema ([40, Lemma 1]). Dados dos espacios de Banach XeYy
un operador T € L(X,Y), es condicidn necesaria y suficiente para que
T € NA(X,Y), que ezistan sucesiones {Tn}nen €n Sx € {u; }nen en Sy
tales que

W5 (Tzw)l 2 T - 1/;m, Yn,meN, m<n.

Demostracién. La condicién es claramente necesaria: si T~ alcanza
la norma en y* € Sy., tomamos y;, = y* para cada natural n y como
T*y*ll = lIT|l, basta elegir para cada m, zm € Sx tal que

(T*y")(zm)l 2 ITH - 1/m.

También es suficiente: puesto que By. es w*-compacta, sea y* € By. un
valor adherente de la sucesién {y}aen. Por tanto, de la relacién que liga
a T y las dos sucesiones, se sigue que

IT*y*ll = lv"(Tzm)l 2 I|T|| - 1/m, Vm €N

de donde
NT*y"|| = Tl
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2.6 Teorema (|40, Proposition 4]). Para cualesquiera espacios de Ba-
nach X e Y, el conjunto NA,(X,Y) es denso en el espacio L(X,Y).

Demostracién. Sean T un operador de L(X,Y) con [T} =1y € un
nimero real tal que 0 < € < 1/3. A partir de T' vamos a construir un
operador S cuyo adjunto alcanza la norma y que verifica

IT - S| <e.

Sea {€n}nen una sucesion decreciente de mimeros reales positivos satis-
faciendo las siguientes tres condiciones:

o0 o0 1
YE<ef2 ¥ sceflacx e

, Y/neN. (1
i=1 i=n41 O(n +1) )

Definimos por recurrencia una sucesion de operadores {Tn}nen como
sigue. Tomamos

Tl"—“T

y para cada natural n, supuesto construido T, € L(X,Y), elegimos
y5 € Sye y T, € Sx de modo que

ITsyall 2 I7all — €z (2)

Vo (Tnza) = lya(Taza)l = | Toysll — €2 (3)
Se define
Tos1z = Toz + ety (Tnz)Toza  (z € X).

Es facil comprobar por induccién que para cada natural n se verifica

ITnsall S 1432 < 4/3,

i=1
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| Tass = Tall < 3 265, sim <. (4)

Por tanto, la sucesién {T, }nen converge en la topologia de la norma hacia
un operador S € L(X,Y) que, a la luz de (4), satisface

ITm -S| <2Y € <em1, YMEN (5)

y, en particular, ||S — T]| < €. S es el operador buscado, ya que como
probamos a continuacién, S* alcanza la norma. Es claro que

Tony" =Ty +eal(Toy )=zl oy, (v" €Y7),
de donde, usando (1), (2), (3) y la mayoracién de ||T,]|, obtenemos
1 Tasall 2 WT3 a9l = ITRWRll(1 + €a(T530)(2n)) 2
> (ITall - €2)(1 + eallTall - 267) 2
2 [ITall + nl|Tall” - €n(1 + 3eal|Tull) 2
2 ||Tal + eallTall® — 5¢5.- (6)

Como consecuencia, la sucesion {||T)|}nen €s creciente. Este hecho, junto
con (2) y (4), nos permite deducir, para m < n,

T sa¥all 2 1T5all = 1T = Tl 2
> |Tall - en = €m 2 ITall = 2650 2 [Tl — 2¢5,.
Haciendo uso de (6) y (7) conseguimos, si m < n,

em|(Tnyn)@m)ITall + [ Twmll 2 I Tmsa92ll 2

2 | Tnaall = 2631 > ITwll + Em"Tmnz o 76'2"
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y basta dividir por €n||Ti|| para cener

2
leg

yn(Trzm)l 2 [|Tml| ~ 2 [Tl — Tem.

Eml|Tmll

Para aplicar el Lema 2.5, cambiamos en la desigualdad anterior T,, por
S, usando la estimacion de la norma dada en (5); asi, tenemos

[ya(Szm)| 2 Wa(Tnm)| — 40 (TmZm) — yu(Szm)| 2
2 | Tull = Tem ~ T = Sl 2 | Twll — Tem — €0y 2

m-1 =
> IS|| - 8em — 2€2,_; 2 |IS| = 1/m, Ym < n.

El lema anterior resuelve entonces la prueba. O

La demostracion que hemos ofrecido presenta una pequena modifi-
cacion con respecto a la de Zizler: él trabaja en el espacio de ope-
radores entre dos espacios de Banach duales y partiendo de un operador
w*-continuo (en nuestro caso T* € L(Y™*, X*)) obtiene otro proximo que
alcanza su norma; para terminar ba de probar que el operador que obtiene

es w"-continuo, lo que para nosotros es evidente porque es un operador
adjunto.

Senalemos también que hay un resultado de R.A. Poliquin y V.E.
Zizler ([33, Theorem 1]) que permite refinar el Teorema 2.6: podemos
obtener, de hecho, un operador cuyo adjunto alcanza su norma préximo
a un operador dado de forma que la diferencia de ambos operadores sea
de rango uno (usando el mismo tipo de construccion que aparece en el
Corolario 4.12 de esta memoria).

Por 1ltimo observemos que si X es un espacio de Banach reflexivo,
entonces NA(X,Y) = NAy(X,Y), para cualquier espacio de Banach Y.
Obtenernos asi el siguiente resultado, debido a J. Lindenstrauss:
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2.7 Corolario ([27]). St X es un espacio de Banach reflezivo, entonces

para cualquier espacio de Banach Y, el conjunto NA(X,Y) es denso en
el espacio L(X,Y).




Capitulo 3

Las propiedades “A” y “B”
de Lindenstrauss.

El propésito del presente capitulo es ofrecer un tratamiento parcial
del problema de Bishop-Phelps (Problema 2.1) con objeto de facilitar
el analisis del mismo. Para tal fin, usaremos las propiedades A y B
definidas por J. Lindenstrauss. Probaremos que dos condiciones de na-
turaleza geométrica, las propiedades a y B, son suficientes para que el
espacio verifique A y B respectivamente. La ventaja de estas propiedades
radica en que se definen de manera intrinseca, es decir, aparentemente no
involucran el conjunto de operadores que alcanzan la norma y son muy
generales desde el punto de vista isomoérfico: J.R. Partington demosiro
que todo espacio de Banach puede ser renormado equivalentemente con
la propiedad # v W. Schachermayer que todo espacio de Banach débil-
mente compactamente generado es isomorfo a otro espacio de Banach
satisfaciendo la propiedad a.
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3.A. El Teorema de renormacién de Partington.

Vamos a concretar las propiedades que, como ya se ha dicho, haran
mas abordable el problema de Bishop-Phelps:

3.1 Definicién ([27]). Un espacio de Banach X (resp. Y) verifica la
propiedad A (resp. B) si el conjunto NA(X,Y) es denso en el espacio
L(X,Y), para cualquier espacio de Banach Y (resp. X).

Todo espacio de Banach reflexivo tiene la propiedad A (Corolario
2.7) y en virtud del Teorema de Bishop-Phelps el cuerpo cumple la B.

Ademds, como se puso de manifiesto en el Capitulo II, ¢ no verifica la
propiedad A.

3.2 Definicién ([34, Definition 1.2.(b)]). Se dice que un espacio de Ba-
nach Y verifica la propiedad § si existen un conjunto I, un subconjunto
{(z5,?) : ¢ € I} de Sy x Sy« y un nimero real A, 0 < A < 1, satisfaciendo
las tres condiciones siguientes:

(a) yi(ws) =1, Viel,

(b) lyi(y;)| <A Vi,jel, i#j,
() llyll = sup{ly(y)|: i € I}, Vy €Y.

Si Y es un espacio de Barach con la propiedad §, X es otro espacio
de Banach arbitrario y T es un elemento de L(X,Y'), usando el apartado
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(c) de la definicién anterior, es inmediato que la norma de T viene dada
por
T = sup{lIT"y;ll : ¢ € I}-

3.3 Ejemplos. (i) lw, co y c tienen la propiedad B. Para el espacio le
basta tomar I = N y los conjuntos {e, : n € N} y {e; :n € N},
siendo

ea(m) =0, sin#Em y ea(n)=1, n, m € N,
ei(z) = z(n), £ € loo, nEN

y A = 0. Como de hecho e, € co, para cada n, basta tomar como
funcionales la restriccion de los anteriores a o y ¢ para comprobar
que ambos espacios también verifican B.

(ii) Un espacio de Banach real de dimensién finita satisface la propiedad
B cuando, y sélo cuando, su bola unidad es un poliedro, i.e., inter-
seccién finita de semiespacios.

(iii) Si Q es un espacio topoldgico con un subconjunto denso de puntos
aislados, entonces el espacio de las funciones continuas y acotadas
definidas en £, C3(f2), con su norma usual, cumple la propiedad S.
Para comprobarlo, notaremos por {w; : ¢ € I } al subconjunto de
denso de puntos aislados. Definimos entonces las funciones

1, siw=uw; .
y,-(w):{o’ siw # w; (wef, iel),

y los funcionales de evaluacién

vi(y) = y(w) (v € Cy(R), i € ).

Entonces, los conjuntos {y; : ¢ € I} y {yi : ¢ € I} satisfacen las
condiciones de la propiedad § para A = 0.
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3.4 Teorema ([27, Proposition 3]). Si un espacio de Banach Y tiene la
propiedad B, entonces también tiene la B. Es decir, si X es cualquier
espacio de Banach, entonces NA(X,Y) es denso en L(X,Y).

Demostracién. Consideremos un operador T' € L(X,Y) con ||T|| = 1
y € € Rt. Elegimos un niimero real positivo 0 < 7 < ¢(1 — A}/2 y un
elemento iy € I tal que

1 —n < [IT"y|l.

El Teorema de Bishop-Phelps nos permite encontrar un funcional
z* € X* que alcanza la norma de forma que

lz” =Tyl <n y Il = IT"y;ll-
Definimos el elemento S € L(X,Y) por
6 L] x _ ®
Sz =Tz +[(1+ 5)a*(a) - (T4 )@l (= € X).
Entonces, la eleccion de n y z* hace que
E » L *® 5
15 =Tl < 5ll="ll + 17795, - 2"l < 5 +n <e.
Veamos que S alcanza su norma, si ¢ # iq, entonces
LI J L E * LIS *®
1S°3 < IT0+ i)l (a7l + 1T, = 271 ) <
<145 +),
mientras que la eleccién de z* y de yj permite obtener

LY € . €
157630 = 1+ )"l > (1 + )1 )
De la eleccion de 7 se sigue que

L+ AE +0) S +2)(1 - ).
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Como Y tiene la propiedad 3, entonces
ISI = sup{l| Syl : ¢ € 1},
y en vista de (1) y (2), tenemos
IS = US"wil

y por alcanzar S*y} la norma, ya que S*y;, = (1 + £)z*, S también la
alcanza. o

El reciproco del resultado anterior no es cierto:

3.5 Ejemplo. A continuacién ofrecemos un ejemplo que aparece en 3]
de un espacio finito dimensional que no tiene la propiedad 3 pero si la
B. De hecho, este espacio posee una debilitaciéon de la propiedad g,
llamada casi-f3, que también implica la B (véase [3]). Todos los espacios
de Banach que hasta ahora se conocen con la propiedad B tienen la
mencionada propiedad casi-8. El espacio en cuestién es Y = R® con la
norma que hace que By. = co(A" U (—A")), donde

b X B L
A -1(38712",0032“,0).nEN}U{(G,l,l),(O,I, 1)}

Es claro que Y no tiene la propiedad # (su bola no es un poliedro). No
obstante, si verifica la propiedad B. Antes de comprobar esto, definimos
la aplicacion o : A* — Sy por

o (sengg,cosl 0) - (sen-t cos%r;,ﬂ) (n € N),

' o
0(0,1,+1) = (0,1/2,41/2)
y p: A* — R como

p (sen%‘—,cas%,ﬂ) = co.s-é: (n € N)




Las propiedades “A” y “B” de Lindenstrauss

p(0,0,+1) = 1/2.
Es claro que
a*(o(a*)) =1, Va" € A*
y
[6°(e(a*))] < p(a®) < 1, Va*,b" € A, a" #b".
Sea pues X un espacio de Banach, T € L(X,Y) con ||T]] = 1, y
€>0. T°:Y* — X" alcanza su norma en un vector a* € A", esto es,
[|T*a*)] = 1. Dado n > 0, el Teorema de Bishop-Phelps nos permite
disponer de un funcional z* € X* que alcanza la norma y de ferma que
" -T"a"| <9 y |I=°|| = 1.

Definimos

Sz=Tz+[(1+ %)z'(z) ~(T*a")2)la (z € X),

donde a = o(a*). Claramente, haciendo el mismo tipo de estimaciones
que en el Teorema 3.4, ||T — S| < ¢, y S alcanza su norma en a (al
menos, tomando # suficientemente pequefio).

La propiedad 3 no es estable por isomorfismos (piénsese en R?). Es
mde, Partington probé en 1.982 que todo espacio de Banach es iso-
morfo a otro con la propiedad g y, por tanto, con la B. En el curso de
la demostracién de este resultado haremos una construccién inductivo-
transfinita basada en la siguiente proposicion.

Si (I',<) es un conjunto bien ordenado, 1 representari su primer

elemento. Ademés, dado v € T, notaremos por I'(y) el subconjunto
deT

(y)={6el:6<7, §#17}.
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3.6 Proposicién (Principio de Induccién Transfinita). Sea (I, <) un
conjunio bien ordenado y A un subconjunto suyo. Si v € A, para cada
v €T tal que I'(y) C A, entonces I' = A.

Demostracién. Si I # A, sea
90 = minT' \ A.
Entonces, I'(0) C A y, por tanto, 90 € A, lo cual es absurdo. ]
El siguiente resultado nos permite construir, dados un conjunto bien
ordenado (I',<), un conjunto A y un conjunto de proposiciones

{P(7) : 7 € T}, para cada ¥ € T un elemento \, € A satisfaciendo
la proposicién P(7y) (véase una demostracién en [12, Theorem I1.5.2]).

3.7 Proposicién (Principio de Construccién Transfinita). Sea (T, <)
un conjunto bien ordenado, A un conjunto y P : I' — {0,1}* una
aplicacion. Supongamos que, dado v € T'\ {1}, y notando

Ay={f € A" P()(f(8)) =1, VE€T(7)},

tenemos definida una aplicacion

Py Ay — A

tal que
PM(pAf)) =1, VfeA,
Entonces, si Ay € A verifica P(1)(\y) = 1, eziste una dnica aplicacién

F:T-—A

de forma que




Las propiedades “A” y “B” de Lindenstrauss

F(v) = ¢5(Firy), V¥ €T\ {1}
En particular,

P(7)(F(7)) =1, Vyel.

En lo sucesivo, también sera itil la siguiente

3.8 Definicion. El cardcter de densidad de un espacio de Banach X,
que notaremos por dens(X), es el menor ordinal » verificando que existe
un subconjunto {u, : 7 < v} de la esfera unidad denso en ésta.

3.9 Teorema ([29, Theorem 1]). Sea (Y,]|.]]) un espacio de Banach.
Para cada K > 3, eziste una norma .|| en Y tal que (Y, |||} verifica la
propiedad B y

vl < llvll < Kliyll, VyeY.

Demostracién. Sea {u, : ¥ < v} un subconjunto denso de Sy, donde
v = dens(Y). Para cada v < v elegimos un funcional u}, € Sy. tal que

ul(u,) = 1.

A continuacién cambiamos el conjunto {(u,,u}) : 7 < v} por otro que
satisfaga condiciones mds préximas a las necesarias para la propiedad
B. Sea s un nimero real, con 2/(K — 1) < s < 1. En primer lugar,
aplicamos el Principio de Construccién Transfinita, tomando I' = v y
A = Sy x Sy.. Supongamos que, dado v € T, existe un subconjunto
{(zs,75) : 6§ <4} C A tal que para todo 6 < v

Re z}(z5) = z}(zs5) > s
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 §
T(zo) = 25(ua) =0, si a<é.

Entonces, como el subespacio de Y
Y, :=Tin{us,z5 : § < 7},

es propio, el Lema de Riesz nos proporciona un elemento z., € Sy con
d(z,,Y,) > sy, gracias al Teorema de Hahn-Banach, podemos elegir
un funcional z3 € Sy. N Y? verificando z3(z,) > s. El Corolario 3.7
asegura la existencia de un subconjunto {(v., vy) 1 v < v} C Sy x Sy.
que satisface

Re v}(v,) = v}(vy) > s

v, (v5) = v3(us) =0, sid<.

Sea M una constante tal que K - 1> M > 2/s. Como
(0 + Mu3)(uy) + (1 — M) (uy) =2

si ¥ < v, podemos elegir €, € {—1, 1} tal que el funcional z3 = ul+e,Mv}
cumpla |z3(u,)| > 1. Como no tenemos atin garantizada la existencia
de una constante menor que uno que mayore a cada uno de los va-
lores |z}(us)| para 4 # & (hecho que perseguimos para que se tenga
la propiedad f), intentaremos conseguir esa situacion suprimiendo al-
gunos de los funcionales. Para ello, fijamos un mimero real r, con

(M +1)/K < r < 1y consideramos la familia F de subconjuntos de
la forma

B={1}u{y<v:|z(u,)| <7, sié<7, é€ B).

Evidentemente F es no vacia y resulta inmediato comprobar que, or-
dendndola por inclusién, se convierte en un conjunto inductivo. Ei Lema




40 Las propiedades “A” y “B” de Lindenstrauss
de Zorn nos asegura la existencia de un elemento maximal A de F.
Tomamos un mimero real
24+ M(1l-s
ps 2t Mg
i-r

Y, para cada v € A, un escalar 1, tal que

Ml=1 y ele(un)i = mzy(w). (2)

Si definimos z, := v, +1,Du,, para ¥ € A, se verifica para 6, 7 € A, con
<y

|25(24)| = lus(vy) + esMvj(vy) + nyDzj(wy)] <
<14M+rD (3)

Y
|z3(25)| = |us(vs + nsDus)| <14 D, (4)

mientras que de (1) y (2) se tiene
|23(2)] = [u}(vs) + E4MV3(v4) + 1y D23 (ur)] 2

2> |eyMvi(vy) + My D23 (uy)| — |ul(vs)] 2 (8)
>Ms+D-1.

Los funcionales y3 := }z,’;, con v € A seran los que verifiquen las con-
diciones de la propiedad 8. Definimos

llyll = sup{ly3(¥) : v € A} (v €Y),
que es claramerite una seminorma en Y. Ademas, como

1+ M
Il € —= < K,

entonces

llvll < Kijyll, YyeY.
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En particular, [|.|] es continua en Y considerando la topologia asociada a
la norma de partida. De ahi que, para probar la desigualdad
llvll < Hyll, Vv € Y, baste con demostrar que jJu,jj > 1, Vy < ».
Elijamos pues ¥ < v; si v € A, entonces

1
ol 22 1,
mientras que si v ¢ A, debe existir § € A con § < 7 tal que
|ws(uy)] 2 1,

con lo que también [|u,|| > 1. Asi pues, |||.|| es una norma en Y equi-
valente a la de partida. Tomando

Zn
) =i

max{l+ M +rD,1 + D}
Ms+D-1
gracias a las condiciones (3), (4) y (5) se comprueba inmediatamente que
(Y, ll-W) verifica la propiedad # para el conjunto {(y93):7€ A} yla

=

<l,

constante X . 0

La dnica novedad de la demostracién que hemos presentado con
respecto a la de Partington consiste en hacer uso del Lema de Zorn para
comprobar la existencia del conjunto de indices (que hemos llamado A),
mientras que en la demostracién original, se vuelve a usar el Principio de
construccion transfinita.

Merece la pena mencionar que para espacios de Banach superreflexivos
(admiten una norma equivalente que es uniformemente convexa) Par-
tington mejora el resultado, consiguiendo probar el Teorema 3.9 para
cada K > 1. En vista de este hecho, consideramos la siguiente cuestion:
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3.10 Problema. ;Puede asegurarse que si (Y, ]|.]|]) es un espacio de Ba-
nach y K > 1, eziste una norma [|.[f en Y de forma que (Y, [|.|]) verifica
la propiedad B y

llll < Wil < Kllgll, Yy € ¥?

Por supuesto, como sabemos .de acuerdo con el resultado de
Lindenstrauss (Proposicién 3.4)- que la propiedad B es suficiente para
la B, se tiene:

3.11 Corolario. Todo espacio de Banach es isomorfo a otro con la pro-
piedad B.

Es facil comprobar que si Y es un espacio de Banach verificando la
propiedad § y de dimensién al menos dos, entonces no es estrictamente
convexo. De hecho, no se conoce ni un sélo ejemplo de espacio de Ba-
nach de dimensién mayor que uno y estrictamente convexo que tenga la
propiedad B. Surge asi de manera natural e! interrogante:

3.12 Problema. ;Eziste algin espacio de Banach estrictamente con-
vezo y de dimension mayor que uno que tenga la propiedad B?

Esta cuestion se ve acentuada ain mas si cabe a la luz de esta otra:

3.13 Problema ([24, Question 6]). ;Tiene R? con la norma euclidea la
propiedad B?
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3.B. El Teorema de renormacién de Schachermayer.

En correspondencia con los < ~tenidos de la seccion anterior rela-
tivos a la propiedad B, daremos una condicién de naturaleza geométrica,
suficiente para la A y un resultado que permite, bajo hipdtesis muy
suaves, renormar un espacio para que verifique la mencionada propiedad
geométrica (y por tanto A).

Comenzamos introduciendo una nueva nocion:

3.14 Definicién ([27]). Sea X un espacio de Banach. Se dice que un
subconjunto {z; : i € I'} de Sx es uniformemente fuertemente expuesto
si existe un subconjunto {z} :¢ € I'} de Sx. verificando:

(a) zi(z)) =1, Viel.

(b) Para cada € > 0 existe § > 0 de forma que si i € [ y # € Bx verifica
Re z}(z) > 1 — &, entonces se tiene que ||z — z;|| < €.

3.15 Ejemplo. Si X es uniformemente convexo, entonces Sx es un con-
junto de puntos uniformemente fuertemente expuesto. Basta considerar,
para cada r € Sx, z* € Sx- tal que z*(z) = 1.

En primer lugar vamos a probar que si la bola unidad de un espacio
de Banach X se obtiene como el cierre de la envolvente absolutamente
convexa de un conjunto uniformemente fuertemente expuesto, entonces

X tiene la propiedad A. Para tal fin, nos serd de utilidad el siguiente
lema técnico:
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3.16 Lema ([1, Lema 3.3]). Sea {z, : n € N} un subconjunto de la
esfera unidad de un espacio de Banach X, que es uniformemente fuerte-
mente ezpuesto por la familia de funcionales {z} : n € N} de Sx. y
verifica

. 1
I.'Em(l'n)] 2 | ;1 m < n,

Entonces, la sucesion {z,}nen admite una parcial convergente (en norma).

Demostracion. Para cada natural n, notamos
TR = }‘EE EMEM]E
por hipétesis la sucesion {4y }nen converge a uno.
Consideremos, ahora, para cada natural k, la sucesion a; definida por
ag(n) =z3(zk)  (n€N).

Por ser ||z,j| = ||z;|| = 1 para todo natural n, {a;}ken es una sucesién
de elementos de la bola unidad de .. Usando ahora que la topologia w*
de la bola unidad de l,, es metrizable [23, Proposition 27.8], se consigue
una sucesién parcial {a, (k) } ken convergente en la topologia w*. Por tanto,
para cada natural n, la sucesién {aqk)(n)}ren = { 5 (24(x)) }ren converge
a un escalar ),. Para n fijo y k > n, por ser o(k) > n se tiene

12 |I:;($o(k))l 2 Tny
de donde, haciendo k& — oo se obtiene
12 [Aa] 2 M,

¥, por tanto, 1‘11‘12’ Pt =1,
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Extraemos una parcial {Ag(r(n)) }nen de la sucesion {A,(n)}nen conver-
gente a un escalar A, que ha de tener mddulo uno. Tomamos ahora

Yn = To(r(n))r Yn = I;(r(n)l’ fin = Ao(2(n)) (n € N).

Por tenerse, para cada n natural
ligla:;(::,(k}) = )\,,,
en particular se verifica

Bim 25 (7 u)) (o (k) = Aot () = fims

y por tanto

li}‘n To(rm)(Zotr(k)) = Fins

esto es,
lizn Un(Yk) = pn, para cada natural n,

y evidentemente se tiene ademas lirt.n i = A,

Probaremos ahora que {y,}nen (sucesion parcial de {z,}nen) €s con-
vergente en norma.

Por ser {z, : n € N} un conjunto uniformemente fuertemente expuesto
por los funcionales {z, : n € N}, es claro que los conjuntos {y. : n € N}
y {¥, : n € N} también cumplen esta condicion. Entonces, fijado € > 0,
puede encontrarse un positivo §, verificando
£

z € Bx, neN, Rey;(:z)>1—6=>||x~—yn||<.2

Por ser lim u, = A, se tiene
n

é
ERUEN:nEnozb»];tn-—)«l<§.
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Fijados ahora dos naturales p y ¢ posteriores a no, usando que

{vp(wn)leen = o ¥ {yg(ys)lnen — o

tenemos

; 3 ; é
lvp(se) — sl <5 ¥ lya (i) = mal < 5

para k suficientemente grande, y, por tanto,

lvp(ye) — Al <6 y  lyg(we) — Al <&

Teniendo en cuenta que A tiene mddulo uno, las expresiones anteriores
se pueden escribir de la forma

!y;()\'lyk) -1 <é [y;(}\_lyk) —-1] <,
luego
Re y;(/\“yk) b f s T Re y;()\'lyk) >1-6

y usando ahora el hecho de que {y, : n € N} es una familia uniforme-
mente fuertemente expuesta se tiene

o € i €
NA ) — well < s 7 NA yi) — wall < 5

de donde ||y, — y,l| < €. Se ha probado que la sucesion {yn}nen es de
Cauchy, lo que concluye la demostracién. (]

3.17 Proposicién ([27, Proposition 1]). Sea X un espacio de Banach
para el cual eziste un subconjunto de la esfera unidad {z; : i € I} uni-
formemente fuertemente expuesto tal que el cierre de su envolvenie abso-
lutamente convera coincide con la bola unidad de X. Entonces, X tiene
la propiedad A.
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Demostracién. Al igual que en la demostracion del Teorema 2.6, a
partir de un operador construimos una sucesion de operadores que con-
verge hacia otro, préximo al primero y que alcanza su norma. Sea pues
Y un espacio de Banach, T' un operador en L(X,Y) con ||T||=1y¢€ un
niimero real y positivo con 0 < ¢ < 1. Elegimos una sucesion decreciente
{€n}nen de niimeros reales positivos tal que

W o0
Yacefl ¥ € <é€l Ep < —
=1 t=n+1

para cada natural n. Tomamos T T y, supuesto definido
T. € L(X,Y), como By = aco{z; : ¢ € 1}, elegimos un elemento
Tn € {z;:1 € I} tal que

| Tozall > [|T0ll = 5121 (1)
y definimos
Toas:(z) = Ta(z) + €nzy(2)Tnzn (2 € X),

siendo z, el funcional asociado a z, que existe por ser {z; : i € I} una
familia uniformemente fuertemente expuesta. Es sencillo comprobar por
induccion que

Tasall £1 +2ZE.' <2, VneN,

=1

ITatr = Tl €2 &, sim < m. (2)

i=m

Por tanto, la sucesion {7, }nen converge hacia un operador S € L(X,Y)
satisfaciendo

IS -Tull <23 &,

t=m
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en particular ||S — T|| < €. Si m < n, entonces, usando (1) y (2),
ITms12nll 2 | Tozall = |Tnsr = Tull 2

n-1
2ihl—e-2 ¥ &2
i=m+1

n-1

2wl ~6~4 ) a2

i=m+1
2 [|Tmall = 565 2 [ Tmsr (@)l — Ser, 2
2 (14 em)(ITmll — €7) — 5em,

Tl + emliTmll = Term < | Tmsrzall <
S ITmll + emlem(za) | Tl

y como de (2), ||Tm|| # 0, para cada m, entonces,

1 5
|z5(zn)| 21— Tem 2 1 ==, & m<n

El Lema 3.16 nos asegura pues que la sucesién {z,, }nen admite una parcial
convergente en la topologia de la norma, hacia un vector z € Sx. Como

152all 2 | Tazall - IS - Tul| 2
2Tl —ex - IS - Tull 2
2 ISl — ez - 2115 - T,

es claro que ||Sz| = ||S]|, y, por tanto, el operador S alcanza la
norma. a

Si bien el resultado anterior da una condicién suficiente para la propie-
dad A, es facil dar un ejemplo de un espacio finito dimensional que no
verifica la hipotesis:
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3.18 Ejemplo. Considérese el espacio X = R? con la norma Il cuya
bola unidad es el conjunto A = By + By C R?, siendo By y B, las bolas
unidad para la norma euclidea y la norma del maximo, respectivamente.

c
i

Inmediatamente se calcula la norma dual de X: si z* € X",
llz*|| = sup{|z”(u+v)| : v € Bz, v € B} =
= sup{|c*(u)| : u € By} +sup{|z"(v)] : v € B} =
= |||z + l=" -

Ademas, es claro que si ¢ € Sx y =" € Sx- es un funcional tal que
z*(z) = 1, poniendo z =u+v,conu € By yv € Bw, ha de ser

z(u) =zl ¥y 2*(v)=lIz7l.

Si E C Sx es un conjunto uniformemente fuertemente expuesto, unica-
mente contiene puntos extremos de By, por tanto,

E C {(cosf, send) + (+1,£1): 0 < 6 < 27}

Como ademas E U —E C Sx es uniformemente fuertemente expuesto,
puede suponerse E = —E. 5i el elemento (2,0) € Bx estuviese en el
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cierre de la envolvente absolutamente convexa de F, entonces existe una
sucesion {fn}nen — 0, con 0 < 0, < 7/2, Vn € N, tal que

Yn := (cosl,send) + (1,1) € E, VneN.

Si {y» : n € N} es la familia de funcionales que expone uniformemente a
{yn : n € N}, necesariamente debe ser

i cosl,, senf,
i + senf, + cosl,’ 1 + send, + cosb,

) (n € N)

Yy, por tanto,
2cos0,

yn(ﬁ, 0) ) 1 + senb, + cosf, -

1,

mientras que

1(2,0) — yull = (=1 + cosbn, 1 + senb,)|| — 1.

Asi pues, £ no es un conjunto uniformemente fuertemente expuesto y X
no verifica la hipotesis de la Proposicion 3.17.

A continuacién presentamos una nueva propiedad de caricter geomé-
trico, llamada propiedad a, .atroducida por W. Schachermayer, que es
mas restrictiva que la hipotesis de la Proposicion 3.17 y, por tanto, tam-
bién implica la A. Ademas, si un espacio de Banach X tiene la propiedad
a, entonces X* tiene la §. Mas adelante presentaremos un resultado de
renormacion para conseguir que se verifique a.

3.19 Definicién ([34, Definition 1.2.(a)]). Un espacio de Banach X
verifica la propiedad o si existe un conjunto I, un subconjunto
{(zi,2}) : i € I} de Sx X Sx« y un nimero real A, con 0 < A < 1,
tales que
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(a) z}(z)) =1, Vie I
(b) lzi(z) <A, i#4,i,i€l

(c) By es el cierre de la envolvente absolutamente convexa del conjunto
{ri:i eI}

3.20 Ejemplo. El espacio de sucesiones /; tiene la propiedad a: basta
considerar como conjunto de indices N, constante A = 0 y el conjunto

{(en,€}) :n € N} C Si, x St

siendo {e, : n € N} la base canénica de I, y {eZ : n € N} el conjunto de
funcionales asociados a dicha base.

3.21 Proposicién ([34, Proposition 1.3]). Si un espacio de Banach sa-
tisface la propiedad a, entonces también verifica la propiedad A.

Demostracién. Al igual que W. Schachermayer, vamos a ofrecer dos
demostraciones, una que usa la Proposicién 3.17 y otra directa.

La primera demostracién consiste en probar que el conjunto de puntos
{zi : i € I} estd uniformemente fuertemente expuesto por el conjunto
de funcionales {z} : i € I}, siendo ambos conjuntos los dados en la
definicion de la propiedad a. Sea puese >0, z € By e i € I. Si 7 >0,
de la definicién de esta propiedad, se sigue la existencia de un natural
n, escalares py, u, ..., tn € K, con =115l £ 1 y n vectores distintos
Z1,%3,...,Tn € {2; : i € I} verificando

To=Y piz; ¥y llz—zof <. (1)
=1
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Podemos suponer sin pérdidad de generalidad que r; = z;. Entonces,
2o = @ill = (s = Vi + Y pjz;l| <
=2
SH=ml+1-|m| <21 - py. (2)

Queremos probar que existe un positivo § > 0 (independiente de i) que
cumple

llz — || < ¢, si Re z}(z) > 1 - 6.
Supongamos pues que § > 0 verifica Re z}(z) > 1 - &; entonces,
Rﬂx;(ﬂ:o):Rﬂx:(I)—RﬁI:(Qﬁxo) >1_6_n

¥ por tanto,

1= 6~1 < Re &}(zo) = Re 2 (,, + Zu,-z:(z,-)) <

s

< Re 2(2i) + 3 1512 < Re (1) + (1 - i) <

i=2
< Re (1) + (1= Re (1)),
siendo A la constante que proporciona la definicién de la propiedad a.

Asf pues, la desigualdad anterior nos da

d+q
I L il
Rﬂ(ﬂ'[)_ 1-)’

de donde

6
== 14 i~ 2Re () s 22 (1 - £22)
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De (1), (2) y (3), podemos obtener una estimacién de la distancia de =
a I

lz — zi|| < |z — zol| + ||zo — =] <

6+ 1/2
..<..’I+2|1"!‘1|S'I+2( iﬁ) i

Sin mas que tounar n y § tales que

§ 1/2
rp+2( l_j}) <€,

se tiene
lz — zi|| <e.

Daremos ahora la demostracion directa. Sea X un espacio de Banach
con la propiedad a, Y un espacio de Banach cualquiera, T € L(X,Y)
con ||[T]] =1y e > 0. Puesto que de la condicién (c) en la Definicién
3.19 se tiene

Tl = sup{lITzi|| : 4 € 1},

si elegimos un nimero real y verificando 0 < n < 1, existe i € [ tal que
ITz:|| > 1 — 5. Definimos entonces

Sz := Tz + ex}(z)Tz; (z € X).
Es claro que S € L(X,Y), ||S - T|| < ¢ y adems,
IS2ill = (1 +e)l|Tz| > (1 +€)(1 - 1)
mientras que si j # 1, entonces
ISzl <1 +eA

Asi pues, tomando 7 de forma que (1 +€)(1 —5) > 1 + €], S alcanza su
norma en ;. O
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La primera de las dos demostraciones pone de manifiesto que la pro-
piedad a no es mas que una condicién suficiente para que la bola unidad
del espacio sea el cierre de la envolvente absolutamente convexa de un
conjunto uniformemente fuertemente expuesto. Obsérvese que en la se-
gunda se consigue, de hecho, a partir de un operador T' € L(X,Y) otro
operador S € L(X,Y) que alcanza su norma, esta préoximoa Ty S - T
es un operador de rango uno.

Estudiemos ahora la relacién existente entre las propiedades a y §.

3.22 Definicién ([34]). Se dice que un espacio de Banach Y tiene la
propiedad § inducida por un subespacio Z de Y* si Y verifica la propiedad
B para un conjunto {(yi,y;) € Sy x Sy. : i € I} tal que el subconjunto
{y; : i € I} estd contenido en Z.

3.23 Proposicion ([34, Proposition 1.4]). Un espacio de Banach X
tiene la propiedad a si, y sélo si, X* verifica la propiedad B inducida por
X.

Demostracién. Si X tiene la propiedad o para la familia
{{zi,z}): 1€ 1}
y 0 < A <1 (Definicion 3.19), entonces, por ser

Bx :ﬁ{:r,-:iel},

se tiene
l*|| = sup{|z*(z:)| : ¢ € I}, Vz" € X*,

con lo que X* satisface la propiedad § inducida por X para el conjunto
{(z},zi) : i € I} y la misma constante.
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Reciprocamente, si X* verifica la propiedad 8 inducida por X, existe
un subconjunto {(z!,z;):i € I} C X* x X satisfaciendo las condiciones
de la Definicién 3.2. Sabemos entonces que

lz*l| = sup{|z*(z:)| : i € I}, Yz" € X",

por lo que
Bxu = ({37; 1t € I})o
luego, en virtud del Teorema del bipolar, se tiene
Bx =aco {z;:1 € I},
y, por tanto, X tiene la propiedad a.

3.24 Corolario. Un espacio de Banach reflezivo X tiene la propiedad
a (resp. B) si, y solo si, X* tiene la B (resp. a).

Consecuentemente, el espacio euclideo de dimensién dos no tiene la
propiedad a y, sin embargo, como es uniformemente convexo, su bola
unidad se obtiene como el cierre de la envolvente absolutamente convexa
de un subconjunto uniformemente fuertemente expuesto. Ademas, con
respecto a la otra condicién suficiente para la propiedad A que conoce-
mos, la reflexividad, la hipétesis usada en la Proposicion 3.17 ne guarda
relacién alguna: como hemos probado, hay espacios reflexivos (finito di-
mensionales) sin esa propiedad; por otro lado, [; satisface la propiedad
a y no es reflexivo.

Si bien el problema de renormar un espacio de Banach con la propiedad
B (de hecho la f) fue resuelto afirmativamente por Partington, para
el problema analogo con la propiedad A tunicamente disponemos de un
resultado parcial, debido a W. Schachermayer.
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El Teorema de Schachermayer resuelve afirmativamente !  enorma-
cién con la propiedad a de una amplia clase de espacios de Banach. Para
precisar cuales son dichos espacios se necesita introducir el siguiente con-
cepto.

3.25 Definicién ([9, Definition VI.1.1]). Sea X un espacio de Banach
infinito dimensional y x un ordinal tal que |g| = dens(X). Una resolu-
cion proyectiva de la identidad en X es una familia de proyecciones en
X {Py :wp < a < u} de forma que

(@) |Pall=1, Vwo<a<p

(ii) PaPs = PPy =Po,sivg < asf<p

(iii) dens(Pa(X)) < |al-

(iv) U{Ps41(X) : B < a} es denso (en norma) en P,(X).

(V) P# = Ix.

El resultado sobre renormacién que vamos a proba: asegura que todo
espacio de Banach con una resolucién proyectiva de la identidad, es iso-
morfo a otro espacio de Banach que verifica la propiedad a. Presentemos
algunos ejemplos de este tipo de espacios.

3.26 Definicion. Se dice que un espacio de Banach X es débilmente
compactamente generado (W.C.G.) si existe un subconjunto K de X
débilmente compacto tal que

in(K).
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Es claro que si X es reflexivo o separable, entonces es W.C.G.

En el texto [9] se prueba que todo espacio de Banach W.C.G. admite
una resolucién proyectiva de la identidad.

Si X es un espacio de Banach con una resolucién proyectiva ce la
identidad, necesitamos conseguir un conjunto de vectores y funcionales
con ciertas propiedades para renormar con a.

Comenzamos probando la existencia de sucesioncs basicas en cualquier
espacic de Banach.

3.27 Lema ([10, Lemma V.2]). Sea X un espacio de Banach infinito
dimensional, F un subespacio suyo finito dimensional y € > 0. Entonces,
existe un vector ¢ € X \ F tal que ||z]| =1y

vl S (1 +e)lly+rzll, VyeF, AeK

Demostracién. Tomemos € < 1. Sea {y1,...,yn} C SF tal que

min{|ly - gill 14 =1,2,...,n} < % Vy € Sk

e {y},...,¥5} C S+ de modo que yj(y:) =1, 1 = 1,2,...,n. Basta tomar
z € N, kery! con ||z]| = 1. Sea A € K e y € F, que podemos suponer
de norma uno. Entonces fijamos i tal que ||y - ;|| < %, con lo que

Ny + Azll 2 llyi + Azl - lly — will 2

>yl (y: Ax)—€e/2=1-—-€/2> .
R

3.28 Corolario ([10, Corollary V.3]). Dado K > 1, todo espacio de Bc-
nach infinito dimensional posee una sucesion bdsica con constante bdsica
menor o igual que K.




58 Las propiedades “A” y “B” de Lindenstrauss

Demostracién. Sea X un espacio de Banach y 0 < € < K —1. Elijamos
una sucesiéon de nimeros reales positivos {€, }nen tal que

wil+en)<l+e.

Fijamos un vector z; de Sy y llamamos F; al subespacio de X generado
por z;. El lema previo nos proporciona un vector z2 € Sx verificando

lyll € (1 +e)ly+ Az=2l, Yy € Fi, YA € K.

Por recurrencia obtenemos una sucesion {z, }.en de vectores de Sy de
forma que

lll € (1 + €a)lly + Aznsall, Yy € Fo = lin{zy,...za}, VA€ K.

Entonces es obvio que {7, }.¢cn €s una sucesion basica de X con constante
basica menor o igual que [1®,(1 + £€,) <1+ e < K. g

n=1

Usaremos la nocion que ahora int roducimos en algunos resultados que
siguen.

3.29 Definicién. Dos sucesiones {Zn}uen € {yn}nen en sendos espacios
de Banach X e Y se dicen equivalentes cuando para toda sucesion de
escalares {A, }nen, la serie ¥,cy AnZ n €s convergente si, y solo si, lo es la
serie Y. en AnYn-

3.30 Ejemplo. Consideremos en I; su base usual {en}nen ¥ la sucesién
{yn}nen definida como

{.Th =¢
Ynil =€np1 — €, VR EN.

Estas sucesiones no son equivalentes (tdmese en la definicién A, = 1/n,
para todo n natural).
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El siguiente resultado nos permite encontrar en espacios de Banach
isomorfos a I, sucesiones basicas equivalentes a la base canénica de Iy, de
manera que es posible controlar la norma del isomorfismo:

3.31 Lema ([28, Proposition 2.e.3]). Seu |||.|| una norma en I, equiva-
lente a la usual. Entonces, para cada ¢ > 0 eziste una sucesidn bdsica
{¥n}nen verificando

“lynul =1, VneN

(4 el < B3 2(m)yall < el Va € b

n=1
Ademds eziste una aplicacion o : N — N estrictamente creciente y una
sucesion de escalares {an}aen de modo que

a(n+1)
Y = Z Q;€;, VYn € N, (1)

j:o’(ﬂ}-l-l

donde {e,}nen €5 la base usual de [,.

Demostracién. Por hipétesis, existen o, # € R* verificando

allzll < llzll < Bli=ll (= € l).

Notaremos por { P, }nen 2 la sucesion de proyecciones asociada a la base
canodnica de [;. Dado n € N definimos

An = sup{||zls : izl = 1, Pz =0}.

Claramente la sucesién { A, }nen €s decreciente y converge hacia un nimero
real A € [a, B]. Dado € > 0, existe entonces un natural o(1) tal que

Ao(l) < A(l + E).
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Construimos la nueva base por recurrencia. Por definicién de A,(1), existe
2 € L tal que flz1f = 1, |lz1]lh > M1 + €)' y Poyz1 = 0. Sea n € Rt
satisfaciendo la desigualdad

I+ A1 +e)" < |zl
Entonces, existe a(2) > o(1) tal que 2; = Z;g}(l) +1%1(7)e; verifica

(L+mA1+e)" <l <zl ¥y llz~zafl <2

Definimos y; = 21/||z1||. Entonces, Poiyy1 =0, flmll =1y

_lah | 0ttt X
et~ e

Supuesto definido a(n), como A,(n) > ﬁ, existe T,4; € [; verificando

A
Mznssll =1, lZasall > m Y Pon)Tns1 =0.

Repitiendo el mismo argumento del caso n = 1, encontramos un vector

Yn+1 € lin{eo(n)41,---» €o(n+1)}, Para cierto natural o(n + 1) > o(n) tal
que

A
fyntll =15 llynsalla > i Po(ns1)¥ns1 = 0.

Por tanto, {y.}.en €s una sucesién basica obtenida de la base usual de
l; como indica (1), que verifica

A
n =1s Pcn " n STy c N.
Bl =1, P =0 ¥ llsh > 7o, Vne

Entonces, si = € l;, y puesto que Fo()(272; z(n)ya) = 0, tenemos

I fi 2(m)yall 2 Al 3 ()l =

n=1
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=Xty 3 eyl >

> XL +)! S'f (@)l 2 (14 )23 fa(n)],

n=l1

y obviamente

I3 2(n)yall < i () llynl = i j2(n)].

n=1

Los resultados anteriores nos permiten construir en un espacio de Ba-
nach una familia de vectores y funcionales que, si bien no es exactamente
la buscada, si resuelve la determinacién de esta.

3.32 Lema. Sea X un espacio de Banach infinito dimensional. Dado
€ >0, eziste un conjunto {(yn,y>) € X x X* :n ¢ N} tal que

(@) llyall =1, lly3ll < 2+¢, VneN,
(b) 42(we) =1, ¥a(ym)=0,5in#m
(c) la sucesion {y,}nen no es equivalente a la base usual de ;.

Demostracién. Dado 0 < 7 < 1, en virtud del Corolario 3.28

existe una sucesion basica en X, {Zn}nen, con funcionales biortogonales
{z} }nen, de modo que

leall =1 y fle}ll <247, VneN,

En caso de que {Zn}nen Do sea equivalente a la base candnica de L, el
conjunto {(z,,z}) : n € N} ya verifica (a), (b) ¥ (c) sin mas que tomar
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7 = €. Supongamos entonces que {z,}nen €s equivalente a la base natural
de l;; por tanto, el operador

T :l, — lin{z, : n € N}
definido por
Tw=Y wn)z, (weh),

n=1
es un isomorfismo. Nétese, en primer lugar, que a partir de un conjunto
que verifique (a), (b) y (c) en un subespacio de X, inmediatamente se
obtiene la tesis buscada, sin mas que extender los funcionales usando el
Teorema de Hahn-Banach. Podemos suponer, por tanto,

X =lin{z, : n € N}.
Como ademas X y ([, ]|.]|) son isométricos, siendo
lloll = ITwl| (w € k),

basta probar la tesis para X = ({, [||-ll). E! Ejemplo 3.30 nos proporciona
una sucesién de l; que verifica (c). Como pretendemos que también se
dé (a), tendremos que proceder con algo mas de cuidado. Primeramente
aplicamos el Lema 3.31 obteniendo una sucesion basica {zn}nen en Uy,
equivalente a la usual, tal que [||z,]| = 1, para cada n y

(1—n)§ |w(n-)lSI|1iw(n)znmSélw(n)l, veel. 1)

Hacemos ahora el mismo cambio que en el Ejemplo 3.30, es decir, tomamos

w =5
Wnil = Zn41 — 20, VR E N

Es claro que la sucesion {w, }nen no es equivalente a la base candnica de
l, y, ademas, teniendo en cuenta (1), sabemos que

(1 =n) < flwall <2, Vn € N. (2)
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Si para cada n definimos

o0

wa(y) = ) 2h(y) (vel),

m=n

entonces se comprueba inmediatamente que

wh(wn)=1 (neN)

wWo(wm) =0 (n#m).
Probemos ahora que, considerando el subespacio de I; dado por
lin{z, : n € N},
se verifica que [ju?] < |— , para todo n natural. En efecto, si

y € lin{z, : n € N}, entonces

l—IL m(y|<ZIzm(yl< por (1)

m=1

IJ— 3 sl = Tl

Como la sucesién {w, }nen no es equivalente a la base usual de I;, usando

(2) se tiene que tampoco lo es la sucesién {mw—""l} . Basta tomar entonces
Wn

W

Yo = p—m Yo = llwnllwr, VneN,
lecnlf

para obtener un conjunto verificando (a), (b) y (c), sin mas que elegir 7
tal que 2/(1 —9) < 2 +e¢. o

Aplicando el lema anterior convenientemente obtenemos:
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3.33 Lema fundamental ([15, Lemma]). Sea X un espacio de Ba-
nach, con cardcter de densidad dens(X) = |I|, que admite una resolucion
proyectiva de la identidad. Entonces, para cada € > 0 eziste un conjunto
{(vimyin) EX x X*:i€l, ne€ N} verificando

(a) llginll S 1, llwiall S4+e, Viel, neN
(b) Yin(in) = 1, Yin(Wim) =0, si (i,n) # (j,m).

(c) Para todo i € I, la sucesion {yin}nen no es equivalente a la base
canonica de .

Demostracién. Si X posee una resolucion proyectiva de la identidad,
podemos encontrar una familia de proyecciones {P; : i € I} que verifica
|Pll =1, Viel,

P,‘PJ’ = PJ‘P,' = Pj, si ] <t

dim(f’.‘.n ot P,)(X) = 00.
Sea € > 0. Si para cada ¢ € [ notamos
Xi = (Piy1 — P)(X),

entonces X; es un espacio de Banach infinito dimensional y podemos
aplicar el Lema 3.32, obteniendo una sucesién

{(#in:9in) € Xi x X{ :n €N}
de modo que
Iyiall = 1, Wiall S2+€/2, ¥neN,

gl",ﬂ.(y“vﬂ) = l’ ﬁ:n(y‘-m) = 0’ Si n # m
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y la sucesién {y;a}nen no equivale a la base usual de l;. Dados 2 € I'y
n € N, definimos

Yin = Uino (P — B) € X".

Entonces, se comprueba inmediatamente que el sistema
{(¥ims¥ia) EX x X*:i€ 1, n€ N}

verifica la tesis del enunciado.

3.34 Teorema ([34, Theorem 4.4]). Si (X, ||.||) es un espacio de Banach
con una resolucion proyectiva de la identidad, eziste una norma ||.|| en
X equivalente a la de partida y de forma que (X, ||.||) tiene la propiedad
a. De hecho, para todo 0 < A < 1 se puede conseguir que la constante de
la definicion sea A.

Demostracion. Sea 0 < A < 1, & > 0 e I tal que |I| = dens(X). El
Lema fundamental nos proporciona, para cada nimero real positivo ¢,
un conjunto

{(¥in,¥in) :i €1, n€N}

verificando las condiciones (a), {b) y (c) del Lema fundamental. Como
para cada 1, la sucesion {y;n}nen €s acotada y no equivalente a la base
usual de l;, existe una sucesién de escalares {); . }nen tal que

Z Ain¥in converge y Z Ml‘."l = 00. (1)

n>1 n=1

Podemos suponer X, € RY,Vi, Vn, ya que basta tomar

Ae =1«
yi.n e ai,nyi.n’

{ﬁi.n = Qinlin




66 Las propiedades “A" y “B” de Lindenstrauss

donde a;, es un escalar de médulo uno haciendo cierta la igualdad
@inlMin] = Ain. Se conservan la ortogonalidad y la acotacién y clara-
mente sigue sin haber equivalencia con la base candnica de l; para cada
i € I. No es restrictivo tampoco imponer X;; > 0, Vi € I. Definimos,
para cada ¢ en I y cada n y k naturales

k /\i.n():f=1 i)l sin<k

C:

""={0, sin > k.

Entonces,

¥y, como consecuencia de (1),
!

" o k i s &
kllrg gci'“y.,,, = (. (2)

Fijemos § > 0 y {z; : { € I} un subconjunto denso de Sx, y para cada
t € I y cada n € N tomemos
Tim = 62i + Yin-
Sea
A=3ac{z;,:1€ I, n€ N}
De la eleccion de los vectores z;, es obvio que
AC(1+96)Bx.

Ademas, §Bx C A :si z € Sx y n > 0, podemos encontrar un indice ¢

tal que

n
lz =zl < %" (3)

La condicién (2) nos proporciona k € N de modo que

- k
Y ek aviall < n/2;

n=1
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entonces,

o0 (o]
82i= ) CinTiml| = |3 el kil < 0/2,
n=1

n=1

lo que unido a (3) nos dice finalmente que

o0
bz — Z cf’,,x.-‘n <

n=1

y, por tauto, 6= € A. Como A es equilibrado, se tiene
6Bx C A.

Asi pues, el funcional de Minkowski de A, define una norma en X, que
notaremos [|.||, equivalente a la de partida. Como

|y:,n(zi.n)| 2 i~ 6(4 + E)! Vie Is Vn € N1

imponiendo é < 4—1—! queda bien definido el funcional

-
W Yin

By =
i yi'"(xi,ﬂ.)

(iel, neN).

Entonces, obviamente
zi,(zin) =1, Vi€l, VneN
y si (i,n) # (5, m), por ser y;,.(yjm) =0,

[¥in(82; + Yim)| (4 +€)8
|95 (zin)l 1-6(4+¢)
Eligiendo convenientemente € y § podemos conseguir que

(4+¢)
1-6(4+¢)

|25 (Z5m)| =

< A
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Claramente
ziall = 1 = =i l, V(i,n) € I x N,

y, por tanto, (X, ||.]|) verifica la propiedad a para la con-tante . (]

La demostracion que nosotros hemos dado del teorema no es la original
de W. Schachermayer ([34]), que hace uso del Teorema de Dvoretzky.
Formalmente, es esencialmente la que se encuentra en [15, Theorem 1].

Si se analiza la demostracion anterior, puede observarse que, si
prescindimos de la eleccién de la constante ) de la Definicién 3.19, la
distancia de Banach-Mazur entre los espacios (X, ||.||) y (X, [I-|}) puede
conseguirse K > 9. Surge de forma natural la cuestion: ;Puede mejo-
rarse la distancia de Banach-Mazur entre el espacio y su renormacion con
la propiedad a?

A partir del teorema anterior, usando que los espacio W.C.G. admiten
resoluciones proyectivas de la identidad (véase [9, Theorem V1.2.5]), y el
hecho de que la propiedad a es suficiente para A, se obtiene:

3.35 Corolario. Todo espacio de Banach W.C.G. puede ser renormade
equivalentemente con la propiedad A.

S. Shelah ([37]) probé la existencia de un espacio de Banach que no

es isomorfo a un espacio con la propiedad a, pero esto no resuelve el
siguiente:

3.36 Problema. ;Hay algin espacio de Banach de forma que con ninguna
de sus normas equivalentes verifique la propiedad A?




Capitulo 4

Operadores que alcanzan su

norma y la propiedad de
Radon-Nikodym.

En este capitulo vamos a estudiar la relacién existente entre la propie-
dad de Radon-Nikodym (R.N.P.) y el problema de la densidad de los
operadores que alcanzan la norma. En primer lugar, incluimos un resul-
tado que nos asegura que la R.N.P. es una condicién suficiente para la
propiedad A de Lindenstrauss. La primera demostracion de este teorema
se debe a J. Bourgain; en cambio, la que ofrecemos en esta memoria uti-
liza un principio de optimizacién perturbada, establecido por C. Stegall,
principio que generaliza otro debido a J. Bourgain. Finalmente, presen-
tamos un trabajo de R. Huff en el que, usando esencialmente el mismo
tipo de ideas, probé que un espacio que verifica la propiedad A para
todas sus normas equivalentes ha de tener la R.N.P.
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4.A. El principio de optimizacion no lineal de
Bourgain-Stegall.

Para enunciar el principio de optimizacién al que aludiamos antes,
necesitamos recordar algunos conceptos:

4.1 Definicién. Sea ) un espacio topologico de Hausdorfl y
f : @ — R una funcién. Decimos que f erpone fuertemente a §) si
existe un elemento wp € (1 tal que

(a) f(w) < f(wo), Yw € N

(b) Si {wn}nen €5 una sucesion de elementos de £ de modo que { f(wa)}nen
converge a f(wy), entonces la sucesion {wn }nen converge a wp.

También se dice que f ezpone fuertemente a §) en el punto wy, en caso
de que se tenga la situacion antes descrita.

Es claro que si f expone a (1, entonces f alcanza su maximo en un
unico elemento de {).

4.2 Ejemplo. Si 7y es un punto de la esfera unidad de un espacio de
Banach uniformemente convexo y z* € Sx. verifica que z7(7g) = 1,
entonces es inmediato comprobar que Re z* expone fuertemente a Bx
en zo.
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4.3 Definicién. Si 0 es un espacio topologicc de Hausdorff y
f: 2 — R una funcién mayorada. la seccion de determinada por
f y a > 0 es el subconjunto S(f,9,e) C N dado por

S(f,9,a) = {we Q: f(w) > sup f(?) - a}.

Nétese que si (E,d) es un espacio métrico completo y
f: E — R es una funcién mayorada y superiormente semicontinua
(—f es inferiormente semicontinua), eatonces f expone fuertemente & E
si, y solo si,

li_r% diam S{f,E,a) = 0.

4.4 Definicién ([11, Definition V.3.3]). Sea C un subconjunto no vacio
de un espacio de Banach X. C es dentable si para cada nimero real
positivo € > 0, existe z € C tal que

z ¢ @(C \ (z + €Bx))

4.5 Ejemplo. Cualquier bola de un espacio uniformemente convexo es
dentable.

4.6 Lema. Un subconjunto no vacio C de un espacio de Banach X es
dentable si, y solo si, para cada € > 0 ezisten z° € X* ya >0 tales que

diam S(Re z°.C,a) <¢.
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Demostracién. Supongamos en primer lugar que C' es dentable. Dado
£ > 0, existe z € C de forma que £ ¢ @(C\ (z + (¢/3)Bx))- Aplicando el
Teorema de separacién de conjuntos convexos, hay un funcional =* € X*
y un nimero real positivo a verificando la igualdad

Re 2*(z) = supRe z°(C \ (= + (¢/3)Bx)) + o

Entonces,

S(Re 2*,C,) C = + (/3) By,
ya quesiy € C\ (z +(¢/3)Bx),
Re z*{y) < sup Re z*(C'\ (z + (¢/3)Bx)) =
= Re z*(z) — @ < supRe 2*(C) ~ o,
y, por tanto, y ¢ S(Re z*,C, ). Asi pues, diam S(Re z*,C,a) < &.
Y reciprocamente; sea ¢ > 0. Por hipdtesis
3z* € X*, 3o >0 : diam S(Re z*,C,a) <e. (1)

Elijamos z € S(Re z*,C, a); er: tal caso, z ¢ @(C \ = + eBx)), puesto
que si ¢ € ©@(C \ (z + zBx)), entonces

sup Re z*(C) — a < Re z*(z) < sup Re z*(C \ (z + € Bx))

y
sup Re z°(C) — sup Re z*(C \ (¢ +€Bx)) < =,

luego existe y € C \ (z + €Bx) de forma que
sup Re z*(C) — Re z*(y) < @,

esto es, y € S(Re z*,C,a), lo que contradice (1), ya que lz —yll = e
Por tanto,

z ¢ @(C \ z + €Bx)),
de donde C es no dentable.
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4.7 Definicion. Un subconjunto C de un espacio de Banach X tiene
la propiedad de Radon-Nikodym (R.N.P.) si todo subconjunto no vacio y
acotado de C es dentable.

Nétese que un espacio de Banach X tiene la R.N.P. si, y solo si, Bx
la tiene, ya que si un conjunto es dentable, su imagen por cualquier
traslacion o cualquier homotecia sigue siendo dentable.

Aqui hemos adoptado como definicion de la R.N.P. una de las ca-
racterizaciones geométricas. No pretendemos aqui, ni es objeto de este
trabajo, hacer un estudio detallado d= esta propiedad.

Probemos ahora que un espacio de Banach verifica la R.N.P. si, y sélo
si, todo subconjunto no vacio, acotado, cerrado y absolutamente convexo
es dentable. Para comprobar este hecho, si notamos por T a la esfera
unidad del cuerpo, dado un subconjunto C C X no vacio y acotado y
z* € X*, es claro que la funcidn

T— R
z +— sup Re z*(\C)
es continua. Por tanto, existe Ag € T tal que
sup Re z*(TC) = sup Re z*(AoC).

Como aco(C) = &6(TC) es un subconjunto no vacio, absolutamente con-
vexo, cerrado y acotado de X, si todo conjunto con estas propiedades es
dentable, entonces, dado € > 0 existen z* € X* y a > 0 de modo que

diam S(Re z*,@(TC),a) < €.

S(Re 2", AC, a) C S(Re z*,(TC), a),




Operadores que alcansan su norma y la R.N.P.

doS(Re Xoz*,C,a) = S(Re 2%, 2C, @)
y |Xo| = 1, entonces
diam S(Re Xoz",C, ) = diam S(Re z*, \C,a) <&
Asi pues, C es dentable y, por tanto, X tiene la R.N.P.

Nuestro principal objetivo en esta seccion es el siguiente resultado.

4.8 Teorema (Principio de optimizacién no lineal de Bourgain-Stegall
[38, Theorem 14]). Sea X un espacio de Banach real, C C X un sub-
conjunto no vacio, CONvero, cerrado y acotado, verificando la R.N.P. St

f:C — R esune funcion mayorada y superiormente semicontinua,
entonces el conjunto

{z* : f + " expone fuertemente a C}

es denso en X*.

El teorema anterior es otro principio de optimizacion perturbada,
como lo son el Principio Variacional de Ekeland y el Teorema de Bronsted-
Rockafellar. La novedad de este resultado reside en el hecho de que una
funcién, en general no lineal, se perturba por un funcional lineal continuo,
de forma que la suma de ambos alcanza el maximo.

La demostracién que haremos aqui no es la original de C. Stegall
([38]), la cual utiliza de manera esencial un resultado de J. Bourgain
(8]) (formalmente el mismo del enuciado del Teorema 4.8 para el caso
particular f = 0). Nosotros seguimos la que aparece en el texto de R.R.
Phelps ([32]), que, directamente y usando las ideas de J. Bourgain para
construir conjuntos no dentables, permite demostrar el Teoreina 4.8 sin
usar el resultado de J. Bourgain.
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El siguiente lema nos daun procedimiento para construir subconjuntos
no dentables.

4.9 Lema ([8, Lemma 3]). Sea {As}nen una sucesidn de subconjuntos de
un espacio de Banach X no vacios satisfaciendo la siguiente condicion:
ezisten nimeros realese > 0 y A > 0 de modo que st T € co(An) ey € X,
se tiene que

dist(z,co(Ans1 \ (¥ +€Bx))) £ M.

Entonces, el conjunto

A=) U eo(4)

neN j2n

es no vacio y no dentable.

Demostracién. Vamos a probar inicialmente que A es no vacio y que
se verifica

A
co(An) C A+ ;;‘—Bx, Vn € N. (1)

En efecto: sea zo € co(A,). La condicién impuesta a la sucesion { An}nen
pnos da un elemento z; € co(An41) tal que

2X
llzo — 2l < &
Por recurrencia, repitiendo el mismo procedimiento, construimos una
sucesién {zx}ren de modo que

2)
zk € co(Antk) ¥ |2k — Trna]| < ontk” k=0,1,..

En particular, la serie Cyso(zk — Tr41) converge a cierto vector y € X,
con ||y|| < 4A/2", y obviamente, y = To—z, cOn Z = klim zx. Es evidente
—00
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que z € A (con lo que A es no vacio) y, por tanto,

4
m0=z+y€A+2ﬂBx

Para probar que A no es dentable, comprobemos que si = estd en A,
entonces

z € (AN (< + %Bx)),

siendo £ > 0 el nimero real positivo que verifica la hipotesis. Dado un
nimero real positivo 7, elegimos un natural n tal que

A
> <min{5,7).

Como z € A, existen un natural j > n y un elemento y € co(A;) tales
que

e =yl < 2. )

Por hipotesis se tiene

A
dist(y,co(A;41 \ (z + €Bx)) < 2—

luego existe z € co(A;4; \ (z + €Bx)) de modo que ||y — z|| < 2A/2". El
elemento z se puede expresar entonces de la forma

T
2= Z tiug,
=1

para un cierto natural r, reales positivos ¢;, tales que I ¢; = 1 y
elementos u; € A4, \ (z + €Bx). De (1), para cada 1,

2\

w €A+ Br C At By,
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por lo que, para cada i, existe v; € A tal que |ju; — v;|| £ 2A/2". Si
ponemos

w= Z tiv;,
i=1
se tiene ||z — w|| < 21/2", de donde, usando (2) y la eleccién de z se tiene

lz = w|l < lle - yll + lly — 2l + |z - wl| <

3 0 W
ST T~ ST

Ademds, para cada 2,
llvi — 2|l 2 [lu; — 2ll — llui — vill 2 € = 24/2" 2 ¢/2,

de donde

w € co(A\ (z + gsx))

y por ser 1 arbitrario, z € @(A \ (z + 5Bx)). O

A continuacién presentamos un resultado técnico util en lo que sigue.

4.10 Lema. Sea X un espacio de Banach real y C un subconjunto no
vacio tal que eriste M > 0 con C C M Byx. Entonces, si f : C — R es
una funcion mayorada, para cada § > 0,

S(f +2*,C,a) C 5(£,C,B),
siempre que ||z*]| < B/2M y 0 < a < B —2M||z"||.

Demostracién. Dado z € S(f + z*,C, a), se tiene

f(@) + () > sup(J +2*)(C) —a >
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> sup(f +2°)(C) - B + 2M|jz"]| 2
> sup f(C) +inf z*(C) — B + 2M|jz"|| >
> sup f(C) - B+3°(2)
y = € S(f,C, B). o

El siguiente lema va a permitirnos simplificar la demostracién del Teo-
rema 4.8: bastard con perturbar la funcién mediante un funcional pro-
ximo a cero, de forma que esta perturbacién determine una seccién de
didmetro pequeno.

4.11 Lema ([32, Lemma 5.19]). Sea C un subconjunto no vacio, cerrado
y acotado de un espacio de Banach real X, de forma que para toda funcién
g : C — R superiormente semicontinua y mayorada, y todo n > 0,
existen " € X* y a > 0 verificando

lz*|l <n , diam S(g+z*,C,a) <29
Entonces, si f : C — R es una tal funcion, para cade € > 0 existe

z* € X* tal que ||z*|| < e y f + z* ezpone fuertemente a C.

Demostracién. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
C C Bx y 0 < € < 1. Por hipédtesis, existen 2} € X* y 0 < oy < 1
de forma que

lz3ll < €/2 y diam S(f +23,C,) <e.

Aplicamos la hipétesis a f + 2} y g1 := can /2% y obtenemos z; € X y
0 < ap < a tales que

lz3ll <m y diam S(f + 2} + 23,C, 2) < 2.
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Inductivamente, definimos tres sucesiones {nn}nen en R*, {an}nen en
10,1{ y {25 }nen en X* de modo que

€ay, .
qu = 2|'l+1 ’ “mn“ < '?n—i:

n
diam S(f—}-z:r:-‘,C,a,.)San_l y ap < an-;, YneN)\{1}. (1)

=1

Por tanto, la serie ", % converge en norma hacia un elemento z* € X*,
con

el

* c n
[|=*]] £ éz T <eE.

n=>0
Probemos finalmente que f + z* expone fuertemente a C. Para ello basta
con demostrar que

lir%dia.m S5(f+1,C,a)=0.

Puesto que de (1) tenemos que

ﬂll.:g’ diam S(f + Zx:,C,an) =0,

=1

es suficiente con verificar que, dado n natural, existe @ > 0 tal que
S(f+z*,C,a) C S(f+ X, z},C, an). Para ello, hacemos uso del Lema
4.10 poniendo

frz=f+Y i+,
=1

S o0 *
donde s, = 352, ., 27 ¥

u A R
Il < Y emm < 3
=n
Tomando 0 < @ < a, — 2||s%|| bastard usar el Lema 4.10 para concluir la
demostracion. O
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Demostracién del Teorema 4.8. Si z* € X* entonces f + 2" estd
en las mismas condiciones que la funcién f, por lo que en vista del lema
anterior, basta probar

Ve>0, 3z°€ X*, a>0 : ||z°|| < ¢ y diam S(f + z*,C, ) < 2.

Supongamos que existe € > 0 tal que para cada funcional z* con llz*|| < €
y cada a > 0 se tiene que

diam S(f + z*,C,a) > 2e. (1)

El Lema 4.9 nos va a proporcionar un subconjunto no dentable de C, en
clara contradiccion con el hecho de que C tiene la R.N.P. Dado n € N,
definimos
A= U S(f+=,C,1/4%)
llz*ll<e-1/2"

A partir de cierto natural, se tendra e —1/2" > 0, con lo que A, # 0. Para
ponernos en las hipotesis del Lema 4.9, podemos suponer, sin pérdida de
generalidad alguna, que para cada natural n, A, # #. Hay que probar
que existen constantes e, A > 0 tales que para cada natural n se tiene

A
co(An) € co(Ans1 \ (v +eBx)) + ;Bx, Vy € X,

y por ser el conjunto que aparece a la derecha convexo, bastara comprobar
que

A
An g CO(AW{-I \ (y +SBX)) * 2_“BX$ Vy & X. (2)

Procediendo nuevamente por reducion al absurdo, supongamos que hay
un elemento z € A, que 1o esti en co(A.41 \ (v + €Bx)) + (A/2")Bx,
para algin y € X. Por el Teorema de separacion de conjuntos convexos,
existe un funcional y* € Sx. tal que

A
y'(z) 2 supy™(Anpa \ (v +€Bx)) + 57 (3)
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La definicién de A, asegura la existencia de un funcional z* € X*, con
lz*]| < € — 1/2", verificando

z € S(f +2°,C,1/4"). (4)

Si definimos 2* := z* + 1/2"*1y*, entonces

. T 1
lse-o9 0~ o
y por tanto
S(f + 2°,C,1/4"") C Apsr.

Pero en virtud de (1), el conjunto S(f + z*,C,1/4™*!) tiene didmetro
mayor que 2¢, luego no estd contenido en y + £Bx. Sea entonces
z € C \ (v + eBx) de forma que

£(2) + £°(2) > sup(f + 2)(C) ~ - )

Asi, 2 € Apyq \ (y + €Bx) y de (3) se sigue

V(@) 2 () + )

veamos que esto no es posible, lo que nos dira que (2) es cierto y por
tanto también la tesis del teorema. Como por (4) z € S(f +z*,C,1/4"),
y z € C, entonces

f(z) +2%(z) > f(2) + 2°(z) — 1/4 (7)
y de la desigualdad (5) y la definicion de z* se deduce
1(2) + £°(2) > sup(f + #)(C) ~ 1oy =

s 1
=sup(f+ 2"+ W) C) - 7 2
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> f(2) +2°(2) + zg79"(=) ~ ®)

Usando las desigualdades (7) y (8) obtenemos ahora

£(2) 4 2°(2) + oy’ () = () 4 2°(2) >

> f@) +7°(0) + 5m7(2) - o 2

: § 1
> f(£) +2°(2) = g2 + gy (®) —
de donde y*(z — z) < 5/2"*!. Tomando A = 5/2 se tiene

2 A
y(z-2)< n?
lo que contradice {6). Por tanto, (2) siempre es cierto para ¢ > 0 y

A = 5/2 y el Lema 4.9 proporciona entonces un subconjunto de C no
dentable. 0

4.12 Corolario ([38, Theorem 15]). Sean X e V dos espacios de Ba-
nach (reales o complejos) y C € X un subconjunto no vacio, cerrado
y absolutamente convero que verifica la R.N.P. Dados T € L(X,Y) y
€ > 0, existe un operador S € L(X,Y) que alcanza el supremo de su
norma en C, tal que S — T es un operador de rango uno y ||S — T|| < €.

Demostracion. Definimos la funcion

f:C—R

f(z) =Tz (z €C).
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El Teorema 4.8 asegura la existencia de un funcional z* € X* con
lz*|| < € tal que f + Re z* expone fuertemente a C en cierto elemento
zo € C. Como C «s equilibrado, Az € C, para cualquier escalar A de
médulo uno y z elemento de C, de donde

ITz|| + Re z*(Az) < ||Tzof| + Re z*(20), VAE T, VzeC,
y esto obviamente implica que
Re *(2o) = [2"(zo)|
y de hecho se tiene
iTzll + |2 (2)] < [Tzl + Re 2*(zo), Yz € C.

Si Tz = 0, elegimos un elemento yo € Sy cualquiera, y si Tzy # 0,
tomamos
T.’En

7ol
y definimos un operador S € L(X,Y) mediante

Yo =

Sz=Tz+z'(z)yo (z € X).

Como (S — T)(z) = z*(z)yo, s claro que la diferencia S — T es un
operador en L(X,Y) de rango uno y ||S — T|| = lz*| <e.Siz e C
entonces se tiene

7

ISzl < IT<fl + le*(2)] < IToll + |2 (0)l,

mientras que

152oll = IT20 + z*(o0)yoll = |[Tzo]| + 2 (o) = || To]| + lz*(x0)l,

es decir, la funcién
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C—R
x + ||Sz||

alcanza su maximo en el punto .

4.B. El Teorema de Bourgain-Huff.

Como consecuencia del Corolario 4.12, si X es un espacio de Banach
verificando la R.N.P., entonces X verifica la propiedad A. Mas atin, como
la R.N.P. es trivialmente estable por isomorfismos, todo espacio isomorfo
a X verifica la propiedad A. Y reciprocamente, usando un resultado de
Huff, vamos a probar que si todo espacio de Banach isomorfo a X tiene
la propiedad A, entonces X tiene la R.N.P.

Comprobamos en primer lugar que la R.N.P. es una propiedad deter-
minada por los subespacios separables:

4.13 Iema ([7]). Si un espacio de Banach X no verifica la R.N.P.,
entorices existe un subconjunto no vacio, acotado y numerable que es
no deutable. En consecuencia, X tiene la R.N.P. si, y solo si, todo
subespacio cerrado y separable suyo también la satisface.

Demostracién. Sea X un espacio que no satisface la R.N.P.; existe,
por tanto, C' C X, subconjuato no vacio, acotado y no dentable, esto es,

3e>0: ¥YzecC, r € %(C \ (z + eBy)). (1)
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C —R
o s [1Sal

alcanza su maximo en el punto zq.

4.B. El Teorema de Bourgain-Huff.

Como consecuencia del Corolario 4.12, si X es un espacio de Banach
verificando la R.N.P., entonces X verifica la propiedad A. Mas aiin, como
la R.N.P. es trivialmente estable por isomorfismos, todo espacio isomorfo
a X verifica la propiedad A. Y reciprocamente, usando un resultado de
Huff, vamos a probar que si todo espacio .le Banach isomorfo a X tiene
la propiedad A, entonces X tiene la R.N.P.

Comprobamos en primer lugar que la R.N.P. es una propiedad deter-
minada por los subespacios separables:

4.13 Lema ([7]). Si un espacio de Banach X no verifica la R.N.P.,
entonces eriste un subconjunto no vacio, acotado y numerable que es
no dentable. En consecuencia, X tiene la R.N.P. si, y sdlo si, todo
subespacio cerrado y separable suyo también la satisfacc.

Demostracién. Sea X un espacio que no satisface la R.N.P.; existe,
por tanto, C C X, subconjunto no vacio, acotado y no dentable, esto es,

Je>0: Vel zew(C\(z+eBx)). (1)
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Sea z € C; la condicién (1) garantiza la existencia de una sucesion
{2a}nen de elementos de C tal que para cada n € N hay un natural
k,, un subconjunto {y? : i = 1,2,....,kn} de C\ (z +€Bx) y un conjunto
de nimeros reales {t* : i = 1,2,...,k.}, con 0 < ¢7, = Ll kY
Ykt = 1, verificando

kn
A nn PR -
Py = Et‘-y‘- y 2= "anolomﬂ.
=1

Definimos entonces
A(x) = Upendy? i = 1,2, ., kn}.
Para cada z € C, A(z) es un subconjunto de C verificando
z € ©5(A(z)),
A(z)N(z +€Bx) =0, (2)

A(z) es numerable.

Construimos ahora una sucesién de subconjuntos numerables de C,
{Cn}nen, por recurrencia. Elegimos un elemento z € C y tomamos

Cy = {z}.
Supuesto construido Cy, ponemos
Cat1 = U A(y)-
vECn

Entonces, el subconjunto de C dado por
C':= U i

es un subconjunto de X no vacio, acotado y numerable. Ademas, no es
dentable, ya que si z € ', existe un natural n tal que z € C,. Entonces,
de (2),

z € @(A(z)) C®(C'\ (z + €Bx)).
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En particular, el subespacio cerrado y separable de X
.Xrg = E(C')

no verifica la R.N.P. (]

Una caracterizacién de la R.N.P. obtenida por Davis y Phelps nos sera
util:

4.14 Lema ([11, Theorem VI1.4.2]). Un espacio de Banach verifica la
R.N.P. si, y sdlo si, toda norma equivalente a la suya liene bola unidad
dentable.

Demostracion. Si X es un espacio que no satisface la R.N.P., entonces
existe un subconjunto C del mismo cerrado, acotado y absolutamente
convexo no dentable. Probemos que el conjunto A := Bx + C no es
dentable, con lo que el funcional de Minkowski de A sera una norma en
X, equivalente a la de partida, y con bola unidad no dentable. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que X es un espacio de Banach real.
Dados z* € X*, a > 0y z € Bx con z*(z) > ||z°|| -- @/2, comprobemos
que

S(z*,A,a) 2 z + S(z*,C,af2);
en efecto, si y € S(z*,C,a/2),

(0 4 o
(z+y) > el - 5 + supz’(C) - 5 2

>supz’(Bx +C) — «q,
luego = + y € S(z*, A, a). Por tanto,

diam S(z*,C, a/2) < diam S(z*, A, a)
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y como C no es dentable, no admite secciones de diametro arbitraria-
mente pequeiio, por lo que en vista de (1), tampoco A las admite.

El reciproco es evidente. O

Seguidamente establecemos un resultado valido en el ambiente de es-
pacios norraados.

4.15 Lema. Sea (X, ||.||) un espacio normado y Xo un subespacio suyo
que posee una norma ||.||x, equivalente a la de partida (i.c., la heredada
de (X, ||.|l). Entonces, eziste una norma ||.|| en X, equivalente a la ini-
cial, tal que ||.||x, coincide con la norma inducida por (X, ||.||) en Xo.

Demostracion. Sean By y I;'Xﬂ los conjuntos definidos por
By ={reX:|e| <1)
y 2
By, = {z € Xo : |lzllx, < 1}.

Como el vector 0 es interior a E’x,, y las normas son equivalentes, existe
p > 0 tal que

pBx N Xy C By,. (1)
Definimos

A =o(pBx U By,).

El funcional de Minkowski de dicho conjunto A, define claramente una
norma [[.|| en X equivalente a la inicial. Ademas, veamos que

llzll = Mzllxo, Yz € Xo.

Como By, C A, entonces llzll < llzllx,, Yz € Xo.Y reciprocamente, la
condicién (1) nos da que

XoNAC By,
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Como By, C A, entonces ||z|| < [lzllx,, Vz € Xo. Y reciprocamente, la
condicién (1) nos da que

Xo N A C By,
de donde se obtiene la otra desigualdad. D

El siguiente lema nos ofrece una caracterizacién de la dentabilidad
para una amplia clase de conjuntos.

4.16 Lema ([20, Theorem 1]). Sea C un subconjunto cerrado, convero
y acotado de un espacio de Banach X. Son equivalentes las afirmaciones:

(i) C no es dentable.

(ii) Existe € > 0 de forma que ninguna seccion de C admite un recubri-
miento del tipo F + eBx, donde F es un subconjunto finito de X.

(iii) Ewziste € > 0 tal que
C=(C\ (F +¢By)),
cualquierae que sea F' subconjunto finito de X.
Demostracién. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que X es un
espacio de Banach real.

(i)=>(ii) Claramente podemos asumir que C C Bx. Por no ser C
dentable, en virtud del Lema 4.6, existe § > 0 tal que

diam S(z*,C,a) > 6, Vz* € X*, YVa > 0. (1)

Procedamos por reduccién al absurdo. Sean z* € X* y a > 0 tales que

S($‘1 C$ 0!) cr+ €By,
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para cierto subconjunto finito F' = {x,,2,,...,2,} de X, siendo ¢ = §/3.
Podemos suponer obviamente que

S(",Cra) N ({zi} +eBx) #0, Vi=1,2,..,n. (2)
Definimos

§=5(z*,C,a) = {z € C:2*(z) > supz*(C) — a}

H={zeC:2%z)=a},

con a = sup z*(C) — a. Por ser H # S, podemos determinar un natural
m < n verificando simultaneamente

S=[HU(SN{z,,23..,2m} + eBx))]

S # Ky :=[H U (SN ({22, 23,...,z,m} +€Bx))]

(si m = 1, tomamos K, = H). Elijamos 7o € (SN B(zy,e))\ K, e
y* € X* de modo que

c:=supy*(S) > y*(zo) > supy*(K,) = a

(si m > 2, la condicién (2) nos asegura que K; es no vacio ysim=1,
K = H tampoco es vacic, ya que si H = 0,

S=w(Sn ({z1} +eBx)) = SNn({x1} + eBx),
por lo que S C {z,} 4+ eBx y, por tanto,

6<dia.m552£=_23é,

lo cual es absurde). Sea 8 > 0 tal que

B -

cC—a

a<fi<cy
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Definimos entonces b:=c— >0y

S’ = S(y*, 5, b).

Probemos en primer lugar que S’ tiene diametro menor o igual que é.
Para ello, consideremos los conjuntos

L= {z € B(z1,6) NS : y*(z) 2 a}

Ky={z€S:y"(z) <a}.

Como
LUK; 2 HU (Sﬂ {.’El,.’ﬁz, ...,Im} + EBX):

entonces,

S = w(L U K3).

Por tanto, y puesto que S(y*, S,b) es abierto relativo en la topologia de
S'. que es, ademas denso en S’ y co(L U K3) es denso en 5, se tiene

S'= 8" Nco(L U K,). (3)

Si ahora u € §' Nco(L U K;), entonces existen A € [0,1], z€ L, y € K,
tales que u = Az + (1 — A)y, luego, la definicién de los conjuntos S, Ly
K nos da

B <y (w) <y Az + (1 —MNy) < Aet (1 - Ve,

y de ahi, A > (B — a)/(c — a) > 1 — §/12. Asi, si Az + (1 - )y,
tz' + (1 —t)y' € §'Nco(L U Ka),

Az + (1 - Ny — te' = (1 = )|l <

< |IAz — || + 11 = Nyl + 10 - )y'll <
<llz=Q1-Nz—2'+(1-t)z'|| +6/12+6/12 <
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46 6
(C C Bx, x,a:'EL)S[|x—z'||+ﬁ32£+§zé. (4)
Por tanto, el diametro de S(y*, S, b) coincide con el de S’ y no supera a
6, ala luz de (3) y (4). Pero de la no dentabilidad de C' (véase (1)) se

sigue que S(y*, S, b) no contiene ninguna seccion de C, luego
y"(z) >supy*(C)—b2c—-b=p

y = ¢ S(¥*,S,B), lo que dice en particular que z ¢ S, por lo que
2*(z) < a. La deiinicién de los conjuntos S’ y K, nos da inmediatamente
que S' N Ky = 0. Por tanto, si elegimos v € §’, v no es un elemento de
K,, y menos ain de H, esto es, se verifica

z*(v) > a.

Como teniamos garantizada la existencia de z € C tal que z*(z) < a,
entonces, para conveniente u €]0,1[, uz + (1 — p)v € H. Pero sabemos
también que y*(pz + (1 — p)v) > B, luego

pz+(l—-pweHNS"
Llegamos pues a que H N S’ # 0 lo cual es contradictorio.

(ii)=>(iii) Supongamos que (iii) no es cierto. Sea £ > 0; existe entonces
un subconjunto finito F' de X y un elemento z € C tales que

z ¢ @(C \ (F + eBx)).

Eu virtud del Teorema de separaciéon de conjuntos convexos, existe z* en
X* y a > 0 verificando

z*(z) =supz”(C \ (F + €Bx)) + a.

Entonces,

S(z*,C,a) C F +¢Bxy.
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Asi pues, dado € > 0, existe un subconjunto finito F de X, z* € X"y
a > 0 verificando (5), con lo que negamos la afirmacién (ii) .

(iii)=>(i) Es obvio. O

El principal resultado de esta seccion es el siguiente:

4.17 Teorema ([19]). Si un espacio de Banach X no verifica la R.N.P.,
entonces hay dos normas en X, ||| y |l-l2, equivalentes a la de partida,
tales que el conjunto NA((X, ||.lh), (X, |l-l2)) no es denso en el espacio

L((X, -0, (X, 11-112))-

Demostracién. Sea X, un subespacio cerrado y separable de X sin
la R.N.P. (Lema 4.13). Entonces, en virtud del Lema 4.14, hay una
norma en Xp, equivalente a la de partida, de forma que su bola unidad
no es dentable. Esta norma se extiende a una nueva norma en X, .||,
equivalente a la inicial (Lema 4.15). La no dentabilidad de By, nos
proporciona un € > 0 de modo que

1

5B% = 55(-12—3,% \(F +263x)) '

cualquiera que sea F' subconjunto de X finito (Lema 4.16). Definimos

1 €
-on + EB)(.

C::2

Es facil comprobar que
C =@(C \ (F +¢eBx)), VF C X, F finito. (1)

Sea {2, : n = 1,2,...} un subconjunto denso de Xo. Definimos X, := Kz,
y la aplicacion
@: X — 1l dada por
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ote)n) = { 1 e

%dist(z,‘\’"), sin>1.
Si ponemos
lIzll2 = lle(z)ll (= € X),

obtenemos una norma en X equivalente a la de partida ||.||. Ahora con-
sideramos la identidad formal I de (X, |.||) en (X, ||.]l2) y comprobamos
que todo operador T : (X, |.|[) — (X, ||.l2) verificando ||T — I|| < /4
cumple que la funcién

I IITl”g

no alcanza el supremo en C. La prueba se concluye tomando como [|-l]x el
funcional de Minkowski del conjunto C. Supongamos que existe zo € C
tal que

IToll2 = sup{I Tl : = € C}.
Como z € C, dist(zo, Xo) < /8, luego

3qeN : |lzo— 2| < €/4 (2)
Recubrimos (1 + €) By, por un mimero finito de bolas de radio e/8:
(1+¢)Bx, C F+¢/8. (3)

Definimos

D:{yECuﬁﬂm&)<%}.

Siy € D, existe z € X, de modo que ||z — y|| < %, pero entonces

Te
el < 5 +lvll <1+,

y por tanto, de (3) se sigue la existencia de z € F tal que ||z —z]|| < 5 Asi
pues,y € F+eBx y D C F + €Bx, por lo que, usando (1), obtenemos

C =w(C \ D), (4)
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y de ahi
2T zol|2 = sup{||Tzo + Tw|2: w € C\ D}.
Ademas,siw € C\ D,

lle(Tzo + Tw)|| < lle(Tzo) + @(Tw)l,
ya que
@(u +v)(n) < p(u)(n) + ¢(v)(n), Yy, ve X, n=0,1,..
Uniendo (4) y (5) se tiene
sup{|l¢(Tzo) + ¢(Tw)|| : w € C\ D} 2
> sup{|lo(Tzo + Tw)]| : w € C\ D} = 2||p(T o).

La identidad del paralelogramo, junto con el hecho de ser

le(Tw)ll < lleiTzo)ll, Ywe C\D,

nos dice que

lle(Tzo) + p(Tw)|I* + ll(Tz0) — p(Tw)||* <

< 4llp(Tzo)ll*, Yw € C\D,
luego de (6) y (7),

inf{|l¢(T'z0) — p(Tw)||* : w € C\ D} = 0.
Pero, en vista de (2),
dist(T'zo, X,) < ||Tzo — zo|| + dist(ze, X,)

en tanto que para todo w € C \ D,

dist(Tw, X,) > dist(w, X,) — [|Tw — w] > '_’85. -
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por lo que

le(T20) - p(Tw)|* =
— (dist(T'zo, X)) — dist(Tw, X,))?
& T
. (dist(T'zo, X,) — dist(Tw, X,))? S (e/8)?
i 49 4¢
lo que contradice (8) . a

+ | Tzo — Tw|? >

n=1

Para enunciar algunas consecuencias del teorema, establezcamos pre-
viamente un nuevo concepto:

4.18 Definicién ([11, Chapter VII §5]). Se dice que un subconjunto no
vacio, convexo, cerrado y acotado C de un espacio de Banach X tiene la
propiedad de Bishop-Phelps si para cada espacio de Banach Y, el conjunto
de los operadores T € L(X,Y) tales que la funcién

z+ ||Tz]

alcanza su maximo en C, es denso el L(X,Y). Un espacio de Banach X
verifica la propiedad de Bishop-Phelps si todo subconjunto suyo no vacio,
convexo, cerrado y acotado satisface dicha propiedad.

Asi, es lo mismo decir que X tiene la propiedad A que su bola verifica
la propiedad de Bishop-Phelps.

4.19 Corolario ([8, Corollary 2]). Todo espacio de Banach con la pro-
piedad de Bishop-Phelps verifica la R.N.P.
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4.20 Corolario ([19, Corollary 2]). Si X es un espacio de Banach tal
que todo espacio isomorfo a X tiene la propiedad B, entonces X tiene la
R.N.P.

El reciproco de este iiltimo resultado no es cierto (véase la seccion 5.B
del Capitulo V de esta memoria).

4.21 Corolario ([19, Corollary 1]). Sea X un espacio de Banach de

forma que todo espacio isomorfo a X verifica la propiedad A. Entonces
X satisface la R.N.P.

Ya sabiamos, como consecuencia del Principio de optimizacion de
Bourgain-Stegall, que el reciproco de esta afirmacion también es cierto.

A modo de sintesis de los resultados expuestos en este capitulo pre-
sentamos el siguiente corolario.

4.22 Corolario. Sea X un espacio de Barach. Equivalen las siguientes
afirmaciones:

(1) X verifica la propiedad de Bishop-Phelps.

(i1) Todo espacio de Banach isomorfo a X tiene la propiedad A.
(i1i)) X tiene la R.N.P.

Otro resultado interesante, enmarcable dentro de este capitulo y que
no probaremos, es debido a J.J. Uhl. y caracteriza los espacios de Banach
estrictamente convexos que verifican la R.N.P. en los siguientes términos.
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4.23 Teorema ([39, Theorem 1, Theorem 2]). Si Y es un espacio de
Banach estrictamente convero, entonces el conjunto NA(L;[0,1],Y) es

denso en el correspondiente espacio de operadores si, y solo si, Y tiene
la R.N.P.







Capitulo 5

Algunos resultados en
espacios clasicos.

Concluimos la presente memoria presentando un capitulo dedicado
al estudio del problema de Bishop-Phelps, para ciertos espacios de Ba-
nach clésicos, asi como para la clase de los operadores compactos en-
tre dos espacios de Banach. En concreto, vamos a poner de manifiesto
la densidad de los conjuntos NA(C(K),C(S)), NA(C[0,1}, L,[0,1]) ¥
NA(L,[0,1], L1[0,1]) en los correspondientes espacios de operadores y la
no densidad de NA(L,[0,1],C(S)) y NA(G,1,), con (1 < p < o0), para
convenientes espacio topoldgico compacto de Hausdorff S y espacio de
Banach G. Por 1ltimo, se prueba que el conjunto de los cperadores com-
pactos entre dos espacios de Banach X e Y que alcanzan la norma es
denso en el espacio de operadores compactos de X en Y siempre que X
o Y sea un espacio del tipo C(K) o Li(p).
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5.A. Espacios C(K) y Li(p)-

En esta primera seccién probaremos en primer lugar dos resultados de
J. Johnson y J. Wolfe. El primero, que aparecié en un articulo de 1.979,
asegura la densidad de los operadores que alcanzan la norma entre dos
espacios de funciones continuas con valores reales, definidas en sendos
espacios topoldgicos compactos y de Hausdorff ([24]). El segundo, pu-
blicado tres afios mas tarde, prueba la existencia de un espacio métrico
compacto S para el cual el conjunto N A(L,[0,1],C(S)) no es denso en
L(L4[0,1],C(S)). Presentamos también una caracterizacién debida a J.
Lindenstrauss ([27]) de los espacios métricos compactos para los que el
espacio C(K) tiene la propiedad A (K finito). Por iltimo, daremos
un resultado que es consecuencia de un trabajo de W. Schachermayer

de 1.983 en el que se obtiene, en particular, la densidad del conjunto
NA(C[0,1], L1[0,1]) en L(Clo, 1}, L1[0, 1))

Puesto que vamos a manejar los operadores con valores en un espacio
del tipo C(K) como funciones, nos serd de utilidad la siguiente notacion.
Para un espacio topolégico compacto y de Hausdorff S y un espacio
de Banach X, denotaremos por w*(S, X*) el espacio de Banach de las
aplicaciones u : § — X" que son continuas considerando en X* la
topologia w*, dotado con la norma

llull = sup{Jlu(s)ll : s € S} (u € w*(5,X7)).

(nétese que por ser S un espacio topolégico compacto y de Hausdorfl y
u w*-continua, el conjunto {|ju(s)]| : s € S} esta acotado).

C(S) representara en esta seccion el espacio de las funciones continuas
en S con valores reales.

La siguiente proposicién, de demostracion inmediata, nos permite re-
presentar los operadores de un espacio de Banach X en el espacio de
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Banach C(S) como funciones w*-continuas.

5.1 Proposicién ([13, Theorem VI.7.1]). Sea S un espacio iopoldgico
compacto y de Hausdorff y X un espacio de Banach. Entonces, la apli-
cacion

®: L(X,C(S)) — w*'(5,X")

dada por
(@(T)())(z) = (Tz)(s), Vs € 5, Vz € X,

es un isomorfismo isométrico.

Como estamos especialmente interesados en el conjunto de los ope-
radores que alcanzan la norma y el isomorfismo ® nos permite considerar
los operadores como funciones w*-continuas, precisamos de una caracte-
rizacién de aquéllas funciones que se corresponden con operadores de este
tipo.

5.2 Lema ([24, Lemma 2.5.]). Un operador T € L(X,C(S)) alcanza su

norma st, y solo si, eriste un punto s € S tal que

1(T)(s)ll = IT|

y el funcional ®(T)(s) alcanza su norma.

Demostracién. Si T € NA(X,C(S)), entonces existe ¢ € Sx de
modo que ||Tz|| = ||T}|. Por tanto,

ITz]| = |T=(s)l,
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para cierto s € S, con lo que
I&(T)ll = 1Tl = [(T=)(s)| = |&(T)(s)(=)| <
< |le(T) () < [12(T)]l,
de donde se sigue que
1Tl = I1B(T) ()Nl = |2(T)(s)(=)]
y ®(T')(s) alcanza su norma en z.
Reciprocamente; si existe s € S tal que
1R(T) ()l = TNl y [2(T)(s)(=)| = 1(T)(s)l;
para cierto vector z de la esfera unidad de X, entonces
ITH = 1B(T)(s)l = |R(T)(s)(=)| =
= |(Tz)(s)| < ||T=|| < [Tl

y T alcanza su norma en . a

En el caso particular de ser X = L;[0,1}, i.e., el espacio de las fun-
ciones definidas en [0,1] que son Lebesgue integrables, tenemos la si-
guiente caracterizacion:

5.3 Lema ([35, Proposition 1]). Sea T € L(L+[0,1],C(S)). Es condicién
necesaria y suficiente para que T alcance su norma que ezistan un punto
s0 € S y un subconjunto E de [0,1] medible Lebesgue tales que

ME) >0

|[%(s0)(2)| = sup{l|¥(s)|| : s € S}, Vi€ E,
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donde ) es la medida de Lebesque y para cada s € S, ¥(s) es la fun-
cion de Lool0,1] asociada al funcional ®(T)(s) en la identificacion usual
Lo[0,1] = (L4]0,1])".

Demostracién. La condicién es necesaria: si T € NA(L1[0,1],C(S)),
el lema anterior nos proporciona un elemento s € S tal que

12(T)(so)ll = IIT'l

y ®(T)(s0) es un funciunal en Ly[0,1] que alcanza su norma. Sea ¥(so)
el elemento de Lu[0,1] correspondiente a ®(T')(so) por el isomorfismo
isométrico que identifica a Loo[0, 1] como el dual de L4[0,1]. Sea A C [0, 1]
un subconjunto medible con A(A) = 0 y de modo que

[¥(so)(t)] < llp(so)ll, V€ [0,1]\ A.
Como ||9o(s)|| = [|®(T)(s)|| < |ITl, para cada s de S, se tiene de hecho
(sl = I@(T)(so)l = IT ]l = sup{lip(&)] : s € S).
Sea E el conjunto medible Lebesgue dado por
E = {te[0,1): [b(so)(®)] = ITI}.
Dicho conjunto E ha de verificar A(E) > 0, ya que, si A(E) = 0, entonces
[(s0)(t)l < Tl Vt € [0,1]\ (E U A),

con M(E U A) = 0. Como ®(T')(so) alcanza la norma, existe f € Sp,[0,)
tal que

| jol $(s0)(t) f(t)dt‘ — (sl = Tl

Pero

Uol nb(so)(t)f(i)dt‘ < /I\(EuA}|¢(so)||f|d,\ <
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< [ e TGN = TS = T,

lo cual es imposible.

Probemos ahora que la condicién del enunciado también es suficiente.
Supongamos que existen un punto so de 5y un subconjunto E C {0,1]
medible, de medida positiva, tales que

sup{|[¢(s)]| : s € S} = |¥(s0)(t)], VL € E.
Si @ : [0,1] — R es una funcién medible tal que
le(t)] = 1, Vi € [0,1]

y
a(t)(so)(t) = [¥(so)(t)], Vi € [0,1],

la funcion f := :\Xg-ja (xE es la funcién caracteristica del conjunto E),
esta en el espacio L;[0,1] y || fl| = 1. Ademas,

l [}1 tb(so)(t)f(t)dtlz fE M%—]E):();”dtz e (so)ll,

y, por tanto, el funcional ®(T')(so) alcanza su norma en la funcién f y
12(T)(s)ll = (sl < b(sa)ll = T
y el resultado anterior nos garantiza que T alcanza la norma.
Dado un espacio topoldgico £ localmente compacto y de Hausdorff,

se define Co(R2) como el espacio de las funciones continuas f : @ — R
que se anulan en el infinito, esto es, para cualquier € > 0, el conjunto

{we:|f(w)2e)
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es compacto. Considerando en Co({2) la norma uniforme, este espacio es
completo. Ei Teorema de Riesz nor permite identificar el dual de este
espacio con el espacio de Banach M(f2) de las medidas de Borel regulares
sobre 1, con la norma dada por

lell = |#1(R) (1 € M(R)),

siendo |u| la variacion de la medida real p.

Los resultados que expondremos ahora nos facilitaran la demostracién
de la densidad de los operadores que alcanzan la norma entre dos espacios
del tipo C(K). Siguiendo en la linea de la Proposicién 5.1, trabajaremos
con funciones w*-continuas en lugar de operadores. En el resto de la
seccidn, las letras K y S denotaran dos espacios topolégicos compactos

y de Hausdorff y C(K) sera el espacio de las funciones en K con valores
reales.

5.4 Lema. Sea V un subconjunto abierto de K. Entonces, la aplicacién

de M(K) en R definida por
p = |ul(V)

es w*-inferiormente semicontinua.

Demostracién. Sea r > 0 y supongamos que o € M(K) verifica

|ttol(V) > r.

Sea § = |po|(V) — r; como poyy es una medida de Borel regular en

V, el Teorema de representacion de Riesz nos proporciona un elemento
f € Co(V) tal que ||f|| <1y verifica

)

, Fduo > luol(V) = 3. M
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Existe entonces una funcion h en C(K) que extiende a f y de modo que
h(t) =0, site K\ V. (2)
Si p € M(K) verifica

UK M = -[K e %’

entonces se tiene, usando (1) y (2),

V) 2 | [, ha| 2

zthdM\—th@ ~ | hduol 2
Z\jvfdpo —UKhd,u = thdpu\:»

> |mol(V)—é=r
y por tanto, el conjunto { € M(K) : |pl(V) > r} es w"-abierto, para
cada r > 0. o

5.5 Lema ([24, Lemma 2.2]). Dados p : 5 — M(K) w*-continua,
€>0, so €S yV abierto de K, existe un entorno abierto U de sp tal
que

[(s)(V) > lu(so)l(V) — €, Vs € U.

Demostracién. Es consecuencia inmediata del Lema 5.4 y del hecho de
que p es w*-continua. o

5.6 Lema ([24, Lemma 2.3]). Sea p : § — M(K) una funcion
w*-continua y 6 > 0. Entonces, ezisten una funcion p' : § — M(K)
w*-continua, un abierto U de S, un abierto V de K y una funcion

h € C(K) tales que
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() l#'(9)I(V) =0, Vse U,

i du'(s) > II¢]| - 6, Vs e U,

(i) [ hdu'(s) 2 'l - 6, Vs €

i) ol =1 y |a(t)|=1, site K\V y

(iv) lu—p'll <6

Demostracion. La definicion de la norma del espacio w*(S, M(K)) nos
permite elegir un elemento sy € S verificando

lluCso)ll > [lll — 6/3. (1)

Usando el Teorema de descomposicién de Hahn y la regularidad de la
medida real u(so), sabemos que existen dos subconjuntos de S cerrados
y disjuntos F* y F~ de modo que

lla(solll < p(s0)* (F*) + u(s0)™(F) +6/3, (2)

siendo p(so)* y p(so)™ respectivamente la parte positiva y negativa de la
medida real u(so) que da el Teorema de Hahn. A continuacién
construimos abiertos disjuntos V y W de K y funciones k, f € C(K)
tales que h verifica (jii) y ademas

0<f<1, h(F¥)=1= —h(F")

fw=0, fiv=1, FtUF CW.
Por ser K normal, existe una funcién hy € C(K), con
ho(F*) = 1 = —ho(F);

definimos entonces

, 1
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W={teK: lhoft) > %}.

Las funciones f y h se pueden conseguir usando de nuevo el Lema de
Urysohn. Las condiciones (1), (2) y (3) nos aseguran que

IWel(W) > 1l = 5

y, ademas,

[ (1 = )du(so) 2 w(so)(F*) = o) (F) = 3 2

6 26
> [lstsolll = 5 2 lull - 5

De aqui, y en virtud de la w*-continuidad de y y el Lema 5.5, obtenemos
un entorno abierto Uy de so de modo que

J b1 = P)du(s) > lull - 6
y
()W) > llell = &,
cualquiera que sea s € Up. Sea U un entorno abierto de so con
Consideremos una funcién ¢ € C(S) tal que 0 < g < 1, g(U
g(S \ Up) = 0. Definimos
p': S — M(K)
por
#'(s) = (1 — g(s)f)uls), Vs € S,
esto es, /(s) es la tnica medida de Borel en K regular verificando la
siguiente igualdad para toda funcién ¢ € C(K):

[ edu'(9) = [ (1~ g()Nedus).




Operadores que alcanzan su norma 109

Entonces, si s € U, g(s) = 1, y como (1 — f}(V) = 0, se verifica (i). Al
ser 0 < f,g < 1, entonces ||u]| 2 ||¢'||, y este hecho junto con (4) nos
permite obtener, para s € U,

(] i B 5 > ! —é
[ bduts) = [ b1~ £)du(s) > Nl = 6 2 ' - &
Unicamente nos resta comprobar (iv). Si s € S\ Up, entonces g(s) = 0,

y por tanto, u(s) = u'(s). Si s € U, sea ¢ € C(K) tal que ||| <1; se
tiene, usando (5) y el hecho de que fw =0,

Ux pd(u(s) - w(9))| = | fK wg(s)fdp(s)| <
< |u(@IK\W) < flell = ls(s)l(W) <6,
de donde ||x — p'|| < é.

5.7 Lema ([24, Lemma 2.4]). Sea p : § — M(K) una funcion
w*-continua, € > 0, U un subconjunto abierto de S, V un subconjunto
abierto de K, so € U y h € C(K) tales que

(a) lu(s)l(V) =0, Vsel,

(b) [ hdu(so) > llull e,

(c) Ikl =1, |h(t) =1, Vte K\V.

Entonces, dado r > 2/3, ezisten p' : S — M(K) funcién w*-continua
y 31 elemento de U verificando

(i) lu'(s)I(V) =0, Vs e U,

(i) [ hdu(sr) 2 ) e,
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(iii) [l ~ o'l < re.

Demostracién. Elegimos en primer lugar un nimero real § > 0 tal que
8 < g(r —2/3). La w*-continuidad de y y la condicién (b) nos proporcio-
nan un entorno abierto U/ de 89, que podemos suponer incluido en U, de
forma que

jK hdp(s) > fiull — e — 8 Vs € 0. (1)
Sea M = sup{||u(s)|| : s € U'}. Distinguimos dos casos.

Primer caso. Supongamos que M < ||u|| — ¢/3.
Elegimos un elemento a € K \ V que ha de cumplir |k(a)| = 1 y una
funcion f € Se(s), con f(s0) = h(a) y f(S\ U) = 0. Definimos

€
W(s) = W(s) + £ S(s)5a,
donde &, es la medida positiva concentrada en el punto a, esto es

ba(E) = x&(a)
para todo subconjunto E C K Borel-medible. Comprobemos que

leell 2 ilasll;

sisclype C(K), |l¢ll £ 1, es evidente que

| 0w 0)| < Nl + Se@lIF )] < I + 5 <

ysis€ S\U, f(s) =0y |#(s)| = |u(s)|. Es claro que se cumple (i), ya
que [u(s)|(V) = 9, para cada 5 € U, y [8.|(V) = 0. Como '] < [lul,
tomando s, := 5o, de (b) y (1) se tiene

o € il s flall o
[ i (o1) = [ hdu(or) + Shia@) >l ~e ~ 645 >
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2
> Il - 5 =62 Wl =re,

y se verifica (ii). Nétese que la condicién (iii) es inmediata, ya que

€
lu(s) —w' () < 5, Vs€S.
3

Segundo caso. Ahora suponemos que M > ||u||—¢/3. Elegimos s, € U
tal que

llsCsll > Heell —€/3- (2)

En primer lugar probaremos que si se dispone de una funcién g € C (K)
y un abierto W C K de modo que

0<g<1, g(W)=0, 3)

W(a2)IW) > il = 3¢ =5 @

[~ g)hdnten) 2 - 3¢ =5, (5)

se tiene también la situacién descrita en la tesis. En efecto, admitamos
que existen semejante funcién g € C(K) y un tal abierto W C K veri-
ficando (3), (4) y (5). La condicién (4) y el Lema 5.5 nos garantizan la
existencia de un entorno abierto Uy de s, de forma que si s € Uy, entonces

W(a)(W) > Il - 3¢ — & Q

Para definir p' consideremos una nueva funcién auxiliar ¢ € C(S) verifi-
cando

0<p<L p(s1)=1,ye(S\l) =0,

de la que podemos disponer por ser K normal. Entonces, dado s € S,
definimos

' (s) = (1 - p(s)g)p(s)-
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La condicién (i) es inmediata, puesto que |1 - p(s)g| < 1, para cada
s € Sy, por tanto, |u'(s)|(E) < |u(s)|(E), para cualquier subconjunto
E C K medible, en particular, ||#'(s)]| < ||u(s)ll, para todo s en S. Para
comprobar (ii) basta notar que

Il = [, A (s0) = Nl = [ (1 = )bd(on) <

2
<l - [ (1~ )hdun) < e+ < 7
donde se ha usado que ||| < |lull, ¢(s1) = 1 y (5). Por dltimo,
i’ = ull < re,

ya que si s € Up y ¥ € Bex), usando las condiciones (3) v (6) se tiene

| wees)dua)| < [, Wo(s)i diuts)l <

< WK\ W) < 2 +8 < s
mientras que si s € §'\ Us, @(s) = 0 y entonces, (s) = u/(s).

Para finalizar, probemos pues la existencia de una funcién g € C(K)
y un abierto W C K verificando (3), (4) y (5). Para ello, considere-
mos la descomposicién de Hahn de la medida p(s;) que nos proporciona
una particién de K en dos subconjuntos medibles E* y E-, donde se
concentran la parte positiva y negativa de la medida, respectivamente.
Definimos los subconjuntos de K:

P=h'({1)NE*, N=h"({-1})NE",

Q=hr'({IhnE", M =L ({-1})NE,
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que evidentemente son medibles. Por ser |h(t)| = 1, para todot € K\V,
se tiene que (PUN)\V y (QU M)\ V es una particion de K \ V. La
regularidad de (s1) y el hecho de que |u(s1)|(V) = 0 nos asegura la
existencia de dos subconjuntos cerrados, Fy y Fy, tales que

F C(PUN)\Y, B C(QUM\Y,

lu(s)I((K\V)\(RUFR)) < - (7)
Es clara entonces la igualdad
h(t)(1 — xr)(t) = (xp — xn)(t), Vt€ LU F3. (8)

Como K es normal y Fy N F; = 0, existe un abierto W de K tal que
FFCWyWnF =0,y, por tanto, una funcion ¢ € C(K) con
0<g<l, g(Fy) =1y g(W) =0, de donde g satisface la condicion
(3). Se tiene entonces por (8)

h(t)(1 = g(t)) = (xp — xn)(t), VL€ Fy U F3,
luego, en virtud de (7)

[ (1= 9)hdusr) = [ (xp = xwduton) = lu(e) (K \VI\ (FrU ) >

> [ (xp = xw)du(s1) = 6/6 2 lu(s1)|(P U N) = 8/6.

Vamos a probar ahora la desigualdad

(oI U N) 2 il = 3¢ - 58,

con lo q'.e tendremos (5) y ademas (4), ya que

|u(s)l(W) 2 [u(s1)I(F) 2
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> |u(s1)I(PUN) - 6/6 2
> ull - 3¢ =6
Como |u(s1)|(V) =0y lh(t)| =1, Vte K\ V,

fK hdu(s1) = /K(Xh-l({l}) = Xa=1({-1))dp(s1)-

Entonces,

)P UN) = [ (xp = xw)du(sr) =
= fK hdp(s1) — fK(xo — xm)dp(s1) =
= [ hdu(or) + n(a)l(@U M) =
= [ hdu(s:) + lisn)|(K \ (PUN)) =
= [ hdu(s1) + (an)|(K) = lu(s0)[(PUN) 2 (por (1)
> llull - & = 6 + lu(s)I(K) = lu(s)(PUN) > (por (2))

4
> 2ull - 3¢ = 8 = lu(s1)|(PUN),

y, por tanto, tenemos (9).

5.8 Teorema ([24, Theorem 1]). Sean K y S dos espacios topoldgicos
compactos y de Hausdorff. Entonces, el conjunto NA(C(K),C(S)) es
denso en L(C(K),C(S)).

Demostracién. Sea e > 0y T € L(C(K),C(S)), representado en
w*(S, M(K)) por la funcién w*-continua 4 : § — M(K) (Proposicién
5.1). Tomamos 2/3 < r <1y 5 > 0 de forma que % < ¢. El Lema
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5.6 nos proporciona una aplicacion po : § — M(K) w*-continua, un
abierto U en S, otro V de K y una funcién h € C(K) verificando (i)-(iv).
Fijado un elemento sy € U, el Lema 5.7 garantiza la existencia de una
aplicacién gy : S — M(K) y s, € U tales que

la(s)l(V) =0, VseU,

o — pall £

[ hdus(s) 2 lmll = o

Por recurrencia, obtenemos una sucesion {pn}nen de elementos de
w*(S, M(K)) y otra de elementos de U, {sa}nen, verificando

Nptn—1 — ptall £ "9 (1)

[ da(su) 2 llall = £, )

Por tanto, de la desigualdad (1) tenemos que la sucesién de operadores
{Tw}nen, siendo T, el operador representado por la funcion uy, es de
Cauchy, luego converge hacia un operador Te L(C(K),C(5))-

Sea. 7 la aplicacién w*-continua que representa a T. Entonces, y haciendo
uso de la desigualdad (2),

T(h)(sn) = L hdr(sa) >

> [ hdun(n) = lIr = pall 2 llsall = "0 = lIr = il

Como
lim 1+ flr - pall =0,

tomando limite en la desigualdad anterior, se tiene

W@ 2 il = T
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Por tanto, el operador T alcanza su norma en h y

IT =Tl = llu = 7l < Nl = poll + 32 tn = pnall <
n=1

5’7+Zrun=12r<e
n=1

y el teorema esta probado.

Merece la pena notar que la posible validez del teorema para los espa-
cios de funciones continuas con valores complejos no parece deducirse de
forma inmediata de esta demostracién. En cualquier caso, los resultados
5.1-5.5 siguen siendo validos en caso complejo y no es dificil adaptar la
demostracién del Lema 5.6 a este caso. Sin embargo, ¢l Lema 5.7 no
parece tener una extensién inmediata al caso complejo.

Seguidamente, mostramos un ejemplo debido a J. Johnson y J. Wolfe
([25]) de un espacio métrico compacto S con la propiedad de que el con-
junto NA(L4[0,1},C(S)) no es denso en L(L;[0,1],C(S)). W. Schacher-
mayer probé con anterioridad ([35]), si bien su publicacién fue un afio
posterior, en 1.983, que el par (L]0, 1],CJ0,1]) también verifica esta
propiedad. En cualquier caso, J. Johnson y J. Wolfe se inspiran definiti-
vamente en la construccion de Schachermayer. Sin embargo, coincidimos
con las palabras de estos autores cuando afirman que “el ejemplo de
Schachermayer es muy extenso e intrincado.”

En el resto del apartado, inicamente consideraremos subconjuntos de
[0, 1] medibles-Lebesgue. En primer lugar, definiremos el espacio S.
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Si S, es el subconjunto de Leo[0,1] = (1[0, 1))* formado por las fun-
ciones de la forma

Z(l e 2-i)XEea
=1

neN, B C0,1, AE) < 5
E:NE; = 0, sit#j, 1=12,..4n,

entonces el espacio S viene dado por

-w
S:’SO 3

que es un espacio métrico compacto en virtud de la w*-metrizabilidad de
By o ([23, Proposition 27.8]) y el Teorema de Banach-Alougld.

El resultado anunciado se obtendrs como consecuencia del siguiente
lema técnico:

5.9 Lema ([25, Lemma 1]). Sea
so=3 (1- 27)xE
1=1

un elemento de So y ¥ : S — L[0,1] una aplicacion w*-continua tal
que para cada s € S,

l¥(s) = sll <1/2 ¥y l¥(s)lleo < L.
Entonces,

1 :
ll¥(so)xell <1 - 92’ 1<i1<n.
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Demostracién. Primera parte. Antes de empezar a probar la tesis del
lema, hagamos la siguiente observacion. Sea

n
8= z Q; X Ei»

i=1

neN, 0<o;<1,ViyEnNE; =0, sii#}.

Dado i € {1,2,...,n}, fijamos un subconjunto A de E;, y una particion
(medible) = de A

m = {A;, Az, ..., Ai} € II{A),
siendo
II(E) = {particiones finitas (y medibles) de E}, (E € [0,1}).
Para cada j € {1,2,...,k} sea C; C A;, con

20"“

Nl 1+ a,

A(4;)

(véase, por ejemplo, [18, Teorema 2.1.1]) y definimos

14+ oy &
So 8 =% xc; + s(1—xa)

i=1

Afirmamos ahora que se verifican las siguientes condiciones:

g L 14+ a
(i) jA sdh= /A el

(i1) /Fsd)\ = ./;rs“dA’ si FNA = 0 o F es unién de una familia de
subconjuntos de .
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1
T \(A).

1+ a

(iv) La red {ss}ren(a) converge hacia la funcién s en la topologia w*,
donde II(A) se ordena por refinamiento (my < m, significa que todo
elemento de 7, se expresa como unién finita de elementos de 7).

(iii) M{te A:s.(t)=0})=

La afirmacién (i) es consecuencia inmediata de la igualdad (1). Para
comprobar (ii), notemos que si F C [0, 1] verifica FN A = @, entonces
Xcjjp = 0, para cada j < k y obtenemos (ii) sin més que usar la definicion
de s,; en cambio, si F es unién finita de subconjuntos de 7, (i) se sigue de
(i). Para comprobar (jii) basta notar que los conjuntos {t € A : s.(t) =
0}y A\ Uf=, C; coinciden, y por tanto

k k
MA\ | C;) = MA) -3 MCj) =

i=1 i=1

k. %o
=MA)-Y —X\M4)) =
()~ 3 e\ 4)

20,‘0 A(A): 1—0!"0
14+ ay 14+ ay
Resta probar (iv), esto es, la red {sx}ren(4) converge a s en la topologia
w* de Loo|0,1](= (L1[0,1])"). Para ello elegimos un subconjunto E <
[0,1] y consideramos la particién g € Ti(A) dada por

= MA) - MA).

mo={ANE,A\ E};

si 7 es otra particion de A con * > o, entonces, haciendo uso de la
condicién (ii),

fE wibls /E VLS [ sedh =
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- j b ] M o= ] sd),
E\A EnA E

Por tanto, la red { j_' sxd\} ren(ay converge hacia /;g sd). La arbitrariedad

del subconjunto £ %_Z [0,1], el kecho de que el subespacio
lin{xg : E C [0,1]}

es denso en L;[0,1] y la acotacién de {s«}ren(4) nos aseguran la conver-
gencia de dicha red a la funcién s en la topologia w".

Segunda parte. Supongamos que la tesis del lema es falsa. Por tanto,
existe ip € {1,2,..,n}, tal que |[¥(so)xE, ll > 1 - 2-%-2, Como
soXE, = (1 —27®)xg, ¥ l[¥(s0) — 5ol < 1/2 por hipétesis, es claro
que $(s0)xE,, > 0 y que existe un subconjunto A C E,,, con M\(A) > 0,
tal que

[ 9(s0)id > XA - 5575)

MEi+1) + MA) < 1/20%!) sidg<n o)
A(A) < 1/20+1 si 19 = n.
Si x = {A;, A, ..., A} es una particién de Ay C; C A; verifica (1), para
cada j < k, definimos la funcién s, como en la primera parte; es facil
comprobar que se verifica la igualdad

3
s 2““);“’ +3s0(1 — xa4) =

1. St :
= (1 - ) Lxe + (1 =27)x5, + (1 = 30)XBo\»

i=1 1=1
Iy

de donde, en virtud de la condicién (3) se deduce que s, € So C S. Si
notamos por

E={te[0,1]:s,(t) =0} N A4,
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aplicando la funcién ¥ a s;, y teniendo en cuenta que por hipétesis
l(selll S 1y l¥(ss) — sxll < 1/2 se obtiene

/At,b(s,)d)\ = L\E P(sx)d) + [E!l)(s,)d)« <

< MA\E)+ -;-A(E).

Como A\ E = UL, C;j, de la condicién (iii) de la primera parte y de (1)
obtenemos

A\ E) + ME)/2 < MA) (1 it ),

io+2

con lo que la desigualdad anterior nos da

L B(s)dA < MA)(1 = 1/20+2).

El apartado iv) garantiza la convergencia de la red {s+}ren(a) 2 S0 ¥ la
w*-continuidad de ¥ nos permite obtener

[ 90> < XA (1- 57557).

desigualdad que contradice la eleccién de A.

5.10 Teorema ([25, Theorem 1]). Sea ¥ un elemento del espacio
w*(S, Leo[0,1]) tal que

el <1 y lld-ill <1/2

donde i es la inclusion de S en Lo,[0,1]. Entonces, se verifica que para
cada s € S y cada natural k > 3,

A{t € [0,1] : $(s)(t) > 1 —27%%}) < 27*16.
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Demostracién. Razonemos por reduccion al absurdo. Supongamos que
existen s € S y un natural k > 3 de modo que se tiene

Muemmzwmnzpd*4n>£.

Podemos entonces encontrar un subconjunto E C [0,1] con medida
AE) = 16.27* y tal que

L¢mazumu-r“y (1)

La w*-densidad de Sp en S y la w*-continuidad de 1 nos proporcionan
para cada € > 0 un elemento so € S tal que

[E $(s)dh < jE (s0)dA +e. 2)

Como sg € Sp, sp admite la forma
Sp = 2(1 i 2—"i)XE,,,
1=1
con los subconjuntos E; disjuntos dos a dos. 5i
A={te[0,1]: P(so)(t) 21 -27%},
el Lema 5.9 nos asegura que
MANE)=0,s11<k-2
Ademis, si t € A\ UL, E;, entonces
1 1
1[)(30)(t) = So(t) >1- 'i"; > 5
y como por hipétesis ||9(s0) — sof| < 1/2, se tiene que M(A\ UL, E;) = 0.
Por tanto,
8
g.

A< Y ME)< B 2 s

t=k-2 i=k-2
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Como ME N A) < A(A) < 827F y NE) = 16/2%, se tiene entonces
AE N A°) > 8/2* y, por tanto, usando (1) y (2),

ME) (1 - 5337) < [HOA S [ dloo)dr +e =

- ]E _ Wsod+ jEM b(so)d + ¢ <
<AMENA)+(1- 21—k),\(EnA°) -

- 1 8
= ME) - ZMENA) +e S ME) - o +e =

= ME)1 - 1/2") +¢,

desigualdad de la que se deduce 1 — 1/2F+? < 1 — 1/2¥*1, dada la arbi-
trariedad de &, con lo que se tiene una contradiccion. 0

Obtenemos ya el resultade anunciado.

5.11 Corolario ([25, Corollary 2]). Sea To : L1[0,1] — C(S) el ope-
rador dado por

To(f)(s) = [o ' f(t)s(t)dt, Vf € Lu[o, 1], Vs € .

Si T € L(L4[0,1],C(S)) es un operador verificando

ITh=1 y IT-Toll <1/2,

entonces T no alcanza su norma. En particular, NA(L4[0,1],C(S)) no
es denso en L(L,[0,1],C(S)).
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Demostracién. Sea T € L(Li[0,1},C(8)) con [T = 1y
IT — Toll < 1/2y ¢ en (S, Lo[0,1]) la funcién que a la luz de la
Proposicién 5.1 representa a T. S5i T € NA(L4[0,1],C(S5)), el Lema 5.3
nos proporciona s € S y E C [0,1] tales que

ME) > 0y |$(s)(t) =1, Vt€ E.

Puesto que Ts 5 representado por ¢, la inclusién de S en Ln[0, 1], tenemos
que

-l <1/2 y |oli=1.
Aplicando el Teorema 5.10, se tiene que

A({t € [0,1] : p(s)(t) =1}) = 0.

Por tanto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
¥(s)(t) = -1, Vi€ E. Como ||9(s) — sl < 1/2, ha de ocurrir

[¥(s)(t) - s(t)| < 1/2. Vt€ E.

Pero el conjunto

{f € L0, 1] Aﬂm > 0}

es w*-cerrado en Lo [0,1] y ademds contiene a So, por tanto, contiene
as €5, lo cual es imposible, puesto que s(t) < ~1/2, Vi € Ey
ME) > 0. o

En general, no ocurre que para cualquier espacio topologico compacto
y de Hausdorff K, el espacio C(K) tenga la propiedad A. De hecho,
probaremos que los espacios métricos compactos K para los que el espacio
C(K) satisface dicha propiedad A, son finitos.
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En primer lugar, establecemos un resultado debido a J. Lindenstrauss
que, en caso separable, puedc considerarse como una especie de “pseu-
doreciproco” de la Proposicién 3.17. Recordemos el siguiente concepto:

5.12 Definicién. Un espacio de Banach X se dice localmente uniforme-
mente convezo (l.u.c.) si para todo z € Sx y toda sucesion {zn}nen de

puntos de Sx tal que
T+ Ty

— 1,
se verifica que
llzn — z|| = 0.

5.13 Proposicién ([27, Theorem 2.(ii)]). Sea X un espacio de Banach
separable que verifica la propiedad A. Entonces, la bola unidad de X es el
cierre de la envolvente absolutamente conveza de sus puntos fuertemente
expuestos.

Demostracién. Per ser X separable, admite una norma fl-Il Lu.c.
equivalente a la norma de partida ||.|| (véase [9, Theorem 11.2.6]). Pode-
mos suponer que

llzll < ll=ll , V=€ X.
Tomamos Y = (X, [|.|I) @2 K, esto es,
iz, Ml = (lzli? + P2, Ve X, AeK

Resulta inmediato comprobar que el espacio Y dotado de esta norma es
Lu.c. Llamamos C al cierre de la envolvente absolutamente convexa de
los puntos fuertemente expuestos de Bx. Si Bx # C, el Teorema del
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bipolar nos proporciona un funcional z* € Sx+ y un nimero real é > 0,
tales que
lz*(z)|<1-6, Ve €C.

Si fijamos M > 2/6, definimos el operador
T:X —Y

por

Tz = (z,Mz*(z)) (€ X).

Es claro que si componemos T' con la proyeccion sobre el primer factor,
obtenemos la identidad en X, y se verifica ademas

T} > M.
Si z es un elemento de C se tiene, por la eleccion de z* y M,
ITz| < (14 M¥(1 -6 <M -1 (1)

Por tanto, si § € L(X,Y) es tal que ||S - T|| <1y |IS|l > M, entonces
S no alcanza la norma en un elemento de C, ya que a la luz de (1),

ISzl < Tzl +1S M, VzeC. )

Comc ademas, la composicion de T' con la proyeccién sobre X es un
isomorfismo, entonces al verificar X la propiedad A, en el conjunto

{SeL(XY):|IT-5|<1, S| > M}

ha de haber algiin isomorfismo sobre su imagen So que alcance la norma
0o

|| Sozoll
fuertemente expuesto de By por cierto funcional y* € Sys, es inmediato

en un punto zo € Bx, pero como, por set Y Luc. es un punto

oY
comprobar que ﬁgq_Tl expone fuertemente a To, luego zo € C, pero en
0To
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vista de (2) So no puede alcanzar su norma en un punto de C. Por tanto
Byx debe coincidir con el cierre de la envolvente absolutamente convexa
de sus puntos fuertemente expuestos. 0

5.14 Corolario ([27, Proposition 2.b]). Sea K un espacio métrico com-
pacto. Entonces, el espacio C(K) tiene la propiedad A si, y sdlo si, K
es finito.

Demostracién. Por ser K espacio métrico compacto, el espacio C(K') es
separable. Vamos a probar que, si K es infinito, la bola unidad de C(K)
carece de puntos fuertemente expuestos. Supongamos que f € Sg(x) es
un tal punto; sea pues u € M(K) la medida que expone fuertemente a
Be(ky en f. Por tanto,
1= fdu
K

If-gll <1,

y existe § > 0 tal que

siempre que
Re [ (f - g)dn| <&

Por ser K infinito y u regular, existe un abierto G no vacio de forma que
0 < |u|(G) < é/2. Usando el Lema de Urysohn es facil encontrar una
funcion g € C(K) tal que

lgl <1, If-gll=2, y g(t)=f(t), VEc K\G. (1)

Entonces,

L. - o)l = | [ (- )] <
<GS - gl <8,
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por lo que debe ser ||f — g|| < 1, lo que contradice (1). o

Sin embargo, veremos, para finalizar esta seccion que para ciertos espa-
cios de Banach Y, sf se verifica que NA(C(K),Y) es denso en L(C(K),Y).

5.15 Teorema ([35, Theorem B]). Sea K un espacio topoldgico com-
pacto y de Hausdorff ¢ Y un espacio de Banach. Entonces, dados T un
operador débilmente compacto de C(K) en Y ye > 0, eziste un operador
S € L(C(K),Y) que alcanza su norma y de forma que

IIT -S| <e.

Antes de dar la demostracién de este resultado, obtendremos algu-
nas consecuencias. En primer lugar, notemos que si Y es un espacio
de Banach reflexivo, el Teorema de Dieudonné nos asegura que todos
los operadores de cualquier espacio Je Banach X en Y son débilmente
compactos, obteniendo asi:

5.16 Corolario. Si K es un espacio topolégico compacto y de Hausdorff
e Y es un espacio de Banach (real) reflezivo, entonces el conjunto de los
operadores que alcanzan la norma de C(K) en Y es denso en el espacio

L(C(K),Y). En particular,

NA(C[0,1), 1) = L(C[0,1],13).

5.17 Corolario. Si Y es un espacio de Banach que no contiene copia
isomdrfica alguna de co y K es un espacio topolégico compacto y de
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Hausdorff, entonces el conjunto NA(C(K),Y) es denso en el espacio
L(C(K),Y). En particular,

NA(C[0,1], L1[0,1]) = L(C[0, 1], L4[0, 1])-

Demostracién. En este caso, todo operador es débilmente compacto
([11, Theorem V1.2.15]). Ademds, L; no contiene copias isomorficas de
¢o ([17, Lemma 1.3.9]). O

Para probar el Teorema 5.15 usaremos una propiedad que caracteriza
los subconjuntos débilmente compactos del espacio M(K), siendo K un
espacio topoldgico compacto y de Hausdorff.

5.18 Definicién Sea € un espacio topolégico y W un subconjunto del
espacio de las medidas de Borel sobre §2. W se dice uniformemente regular
interior si para cada subconjunto (Borel) medible E de Q y cada € > 0,
existe un subconjunto K C E compacto tal que

sup{|pl(E\ K): pe W} <e.

La propiedad a la cual haciamos alusion estd recogida en el siguiente
resultado del que omitimos su demostracion:

5.19 Lema ([10, Theorem VIL.14]). Sea K un espacio topoldgico com-
pacto y de Hausdorff y W un subconjunto de M(K) débilmente compacto.
Entonces W es uniformemente regular interior.
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De hecho, este lema es caso particular de un resultado debido a Dieudo-
nné-Grothendieck ([10, Theorem VIL14]) que caracteriza los subcon-
juntos acotados y relativamente débilmente compactos de M(K) como
aquéllos que son uniformemente regulares interiores.

5.20 Lema ([35, Lemma 3.1]). Sea K un espacio topoldgico compacto
y de Hausdorff y W un subconjunto débilmente compacto del espacio
de Banach M(K). Si 0 # po € M(K) ye > 0, entonces, ezisten un
operador T € L(M(K)) con Toll = 1 y fo € C(K) tales que

@) ol = [ fod(Topa)s Whall=1 v
(i) [Tou—pll <& si mweW.
Demostracién. Sea po = pig — o la descomposicion de Hahn de la

medida real po, esto es, existe una particion Borel-medible {E*,E"} de
K, con

ut(A) = po(ANE*), pg(A)=—po(ANET),

para todo subconjunto A C K Borel-medible. Dado € > 0, por ser W
uniformemente regular interior, existen subconjuntos compactos K* y
K- de E* y E- respectivamente, de modo que

WI(E* \ K*) + [Wl(E\ K™) <¢€/2 Yp €W, (1)
Sizt € K* y 2~ € K~ definimos la aplicacién
p: K — K
de la siguiente forma:
z, siz€e KYUK~
e(z) = {x“', size EY\K*

-, sis€ E-\K".
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Es obvio que ¢ es Borel-medible. A partir de ¢, construimos el operador
T, dado por
Io: M(K) — M(K)

(/) = [ Sopdu, (neMEK), feC(K),

donde estamos identificando de forma natural M(K) = (C(K))*. T es
un elemento de L(M(K)), de hecho, ||Ty|| < 1 ya que si f € C(K)

L) < [ 1f o ldial < Nl

Ademas, si p € Wy f € C(K), la definicién de ¢ y la desigualdad (1)
nos permiten obtener

o)) ~ Al = | [ (o~ D] <

- -/K\(K+ux—) [f oo — fl dlul < 2|\ fllll(K \ (K* U K~))

= 2| FIClul(E* \ K*) + |pl(E~ \ K7)) < elif]],

que es la afirmacién (ii). Como K+ y K~ son compactos disjuntos de K,
existe una funcién fo € C(K) tal que

’

llfoll =1y fogK+ =1l= —fan...

Como fo 0 aplica Eten 1y E- en —1, para la funcién f; se tiene

To(po)(fo) = j;(fo o ¢ d(Topo) = j; Joop duo =

= po(E™) = po(E7) = [|oll,
y en particular ||Tp|| = 1.

El siguiente resultado es de comprobacién inmediata.
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5.21 Lema. Sea X e Y espacios de Banach y T € L(X,Y). Equivalen
las siguientes afirmaciones
(i) T es un operador débilmente compacto.

(ii) T** toma valores en Y.

El resultado que presentamos seguidamente, asi como su prueba, es
caso particular de otro de J. Bourgain ([7, Proposition 1]).

5.22 Lema. Todo subconjunto K débilmente compacto y convero de un
espacio de Banach X tiene la R.N.P.

Demostracién. Probemos en primer lugar que K es dentable, esto es,
Ve>03ze K : z ¢ (K \ (z+¢eBx)) (1)

En virtud del Lema 4.13 podemos suponer X separable. Consideremos
el subconjunto de K débilmente compacto Ext(K) , donde Ext(K) es el
conjunto de puntos extremos de K, que es un espacio de Baire por ser
w-compacto. Si {Zn}nen €8 una sucesion de elementos de X verificando

X =lin{z,:n € N},

entonces, en particular,

E(K)” € L (en + %Bx)

n=1

€ ’ ;
y como para cada natural n, z, + - By es débilmente cerrado, existen
n € N y G subconjunto de X débilmente abierto tales que

0 # B(K)" NG C 7 + =Bx. (2




Operadores que alcanzan su norma

Si tomamos SRR
A, = ®(GNExUK) )
y S
A; = @((K \ G) \ Ext(K) ),

entonces, A; es débilmente compacto y, por (2), diam(4;) < /2. Pre-
tendemos encontrar un elemento x € K satisfaciendo (1); para ello elegi-
mos

z € G N Ext(K).

z ¢ A, yaquesiz € A; C K, del Teorema de Krein-Milman se sigue que
z € K\G, en contra de la eleccién de z. Defirimos ahora un subconjunto
auxiliar que nos va a permitir probar (1): si d =diam(K), sea
£
B={(l—t)a1+tag:al € Al, az € Ag, 5_dSt$ 1},
subconjunto convexo y cerrado de K. Comprobemos ahora que z ¢ B,
puesto que si = € B, existen t € [¢/5d, 1], a; € Ay, a3 € A, tales que
z = (1 — t)a; + tay,

y como z € Ext(K), entonces z € Aj, lo que se ha probado que es
imposible. A continuacién probamos que

diam(K \ B) < ¢;

en efecto, si 1, 2 € K \ B, existen a}, a} € Ay, a3, a2 € Ay y
t1, £ € [0,e/5d] tales que

I = (1 - tl)a: + tld;

g = (1 e, tg)ai + tzﬂ.;.

Por tanto,

llzs = zafl < lla} — aill + talla - azli + tallai — a3l <
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Asi pues, diam(K \ B) < € y como sabemos que z € K \ B, entonces
K\BCz+¢By,

equivalentemente,
K\ (z+¢Bx) € B,

de donde

(K \(z+eBx)) S B
y como z ¢ B,

z ¢ @(K \ (z +€Bx))

Si @ #£ C C K es un subconjunto convexo y cerrado de K, entonces es

w—compacto, y, por tanto, es dentable, de donde se deduce que K tiene
la R.N.P. O

Ya estamos en condiciones de probar el resultado que antes enun-
ciamos

Demostracién del Teorema 5.15. Sea T : C(K) — Y un ope-
rador débilmente compacto, con ||T|| = 1. Tomamos

S

W = T*(Byo),

subconjunto de M(K) débilmente compacto y convexo. El Lema 5.22
nos asegura que W tiene la R.N.P. y en virtud del Corolario 4.12, dado
€ > 0, existen S € L(M(K)) y g1 € W tales que

IS - I|| <e/2

ISl = max{||Spll : p € W} = |IST"|
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El Lema 5.20 aplicado a po = S(m) € M(K) nos da un operador
T, € L(M(K) y una funcién fo € C(K), con ||foll =1 = | Toll veri-
ficando

“TOF' 5 P“ < 5/2) VP € Ws

esto es, ||[ToT* —T*|| <e/2y
ol = [, fo d(Toto).
Definamos Q := ToST*. Entonces,
1Q = T*|l € ITeT" — ToST"|| + I ToT" - T*|| <
<e/2+|S-1|| <e/2+e/2=¢.

Veamos que Q = R, para cierto operador R : C(K) — Y. Tenemos
que Q* = T**S*T;; ademas, por ser T débilmente compacto, en virtud
del Lema 5.21 se tiene T**(C(K)™) C Y. Por tanto,

Q" :C(K)" — Y.
Sea

Entonces, @ = R*,
IRl = QI = TeST"|| < IST™|i

IR(fo)ll = sup{ly"(R(fs))| : " € By-} =
=sup{|Qy"(fo)l : lly"ll < 1} =
= sup{|ToSp(fo)l : p € W} 2

> [ fo d(To) = IST"l,
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con lo que R alcanza su norma en fo. Ademds, como @ = Ry
l@ — T*|| < &, entonces
IR-T| <e. o

Sefialemos antes de finalizar esta seccién, que A. Iwanik ([21]) es-
tablecié la densidad de NA(L;(g1), Li(p2)), donde py y pa son medidas
positivas. En particular,

NA(LlIO’ I]a Ll[0= 1}) - L(LI[O’ l]'; LI[O’ 1])

5.B. Los espacios [, (1 <p < o).

Continuando con el andlisis de las propiedades que verifican los espa-
cios clasicos en relacién con el problema de la densidad de los operadores
que alcanzan la norma, nos ocupamos en este apartado de los espacios
de sucesiones [, (1 < p < 00). Gracias a los resultados del Capitulo 11,
sabemos que estos espacios tienen la propiedad A. En un trabajo de J.
Johnson y J. Wolfe ([24]), publicado en 1.982, se plantea la cuestion de
si también se verifica la propiedad B. W. Gowers ([16]) probé en 1990
que existe un espacio de Banach G tal que el conjunto de los operadores
de G en I, (1 < p < o) que alcanzan la norma no es denso en L(G, ;).
La idea que subyace en la demostracién de este resultado ya apareci6
en el contraejemplo debido a Lindenstrauss (Proposicion 2.4): G cs un
espacio cuya bola unidad carece de puntos extremos, I, es estrictamente
convexo y existe un operador no compacto (la identidad formal) de G en
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I, (1 < p < o). En este caso, el mérito de W. Gowers fue el hacer uso
del espacio apropiado.

Empezamos por definir el espacio G. Para ello, dado n € N, conside-

remos la aplicacion
@n tlo — RE
dada por
1 ;
on(z) = m-supd T le(): JEN, Wl =n}, (z€l),
Hy, i€t
donde H, = T}, 1/j y |J| es el niimero de elementos del conjunto J. Es
claro que para cada natural n, @, define en l,, una norma equivalente a
la usual. Fl espacio G es el subespacio de lo, formado por las sucesiones
z € ly, tales que
{@n(z)}nen — O

Es inmediato comprobar que la norma dada por

llz]| = max{pn(z) : n €N}, (2 €G),
convierte a G en un espacio de Banach.

Antes de abordar el resultado principal, probemos el siguiente lema,
que nos permitira considerar a G como un subconjunto de I, para todo
l1<p<oo:

5.23 Lema ([16]). Dados un nimero natural n y nimeros reales
a1, g, ..., 0y € RY verificando

a12&2>...?_a,.

k
Za_i < Hk-r k= 1,2,...,11,

i=1
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entonces, para cualquier 1 < p < 0o, se verifica

S & < (/7).

i=1 j=1

Demostracion. Para 1 < p < oo definimos el subconjunto K de R"
formado por las n—uplas de numeros reales (a;, a3, ..., a,) que verifican

k
0<a,.<ap1<..<m, Za,- c . k=12 .n
J=1

y la funcién
®: K — R} por
q)(alsa2a ..-,ﬂ“) i Za;a ((aha?s"'san) € K)

1=l
Probemos que la funcion continua ¢ definida en el compacto K alcanza
su maximo en el punto (1,1/2,...,1/n). Supongamos que ® alcanza el
méximo en 8 = (B4, B2, ..., Bn) # (1,1/2,...,1/n). Sea entonces

m = min{r € {1,2,...,n}: B, < 1/r}.
Si para cada k > m se verifica
k
Zﬂj < Hln
J=1

entonces, eligiendo > 0 de modo que

k
Y Bi+n< Hy, param<k<n,
i=1

se comprueba inmediatamente que el elemento @ € R™ dado por

{OJ':ﬂJ" sij<m
am = fm + 1, en otro caso
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pertenece a K y es claro que ®(ay, a3, vy Q) > &(Br, P2y s Bn), lo que
contradice la eleccién de (B, B2, - B,). Sabemos, por tanto, que existe
k > m de manera que EL, B; = Hi; sea entonces

k
s =min{k€ {m+1m+ 2 ..l Zﬂi —_-I{g}.

1=1
Comprobemos que existe € > 0 tal que el elemento o dado por
a; = f, sij#m,s
am = fm +€ (1)
a,=f,—€ )

pertenece a K y de nuevo, se tendra ®(a) > ®(8), lo cual es imposible.
Basta elegir un nimero real verificando

0<e§min{Hm-—iﬁ_,-,-l-— : }
o +1
y definir & por (1). Es inmediato entonces que
o 2 @z 2 ... 2 Onj
si m = 1 es trivial y si m > 1, la eleccién de m nos da B;=1/4,si] <m,
de manera que
O = B +€ < 1/m < 1f(m = 1) = Cm-1-

Como B € K, es claro también que

By 2 Bl 2+ > Q,.

Si s = n, es obvio que a € K y si s < n, como por la eleccion de s
sabemos que

s-1

3227 Zﬂj<Hs-—l y Zﬂjzlqau

=1 i=1
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entonces B, > 1/s; y usando ahora que Tt} B < Hyp, ha de tenerse
que o < 1/(s + 1), de donde

1
> Bsp1 = Quti

a=R-E>-~E2
=P 8 —s+1"

y por tanto también
Qm 2 Om-1 2 . 2 0

Para terminar basta observar que la funcién f : [0,] — R dada por

£(0) = (Bm + 1) + (Bs = n)° = Pr = B3 0<n<e)

ticne derivada positiva en cada punto 0 < 1 S €, Y, por tanto, es estric-
tamente creciente en [0,¢] y como f (0) = 0, entonces f(e) >0, pero

(e) =§a§ —i:lﬂ?,

lo que es absurdo, ya que ® alcanza su maximo en . 0

Nétese que G es subconjunto de ¢y ya que si T es una sucesion de
escalares que no converge a cero, existe € > 0 tal que el conjunto

I={jeN:|e(j)i 2¢€}

es infinito. Asi, dado n € N, existe J. € I de modo que |Jal = n,
obteniéndose

on(2) 2 ;; 3 le()l 2 g€

nojedn

y como consecuencia, la sucesién {@n(z)}nen no converge a cero y & ¢G.
De aqui es facil comprobar que para todo 7 € G y todo n € N el supremo
que define a @n(z) se alcanza, puesto que como en particular x € co,
existen ji,j2, -1 jn €N verificando

2l > le(ia)l = - 2 lz(ia)l 2 l(F)], Yk # J12 32y oo I
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de donde

sup {Z lz()l: || =n, J € N} = [e(ju)| + l2(ja)| + - + [2(n)l.

Jjed

El siguiente resultado recoge algunas de las propiedades del espacio

G.

5.24 Teorema ([16] 2, Lemma 1.3]).

(i) La sucesion {en}nen €5 una base de G, siendo e,(m) = 0, si
n#m, e,(n) = 1.

(ii) La bola unidad de G no tiene puntos estremos. Mds ain, dado
z € Sg, existen § > 0 yv € N tales que

|z + deal| < 1, paran > vy |A| <6

(iii) G es subespacio de I, (1 < p < 00) y la inclusion de G en [, es un
operador no compacto.

Demostracién. (i) Vamos a probar que cada elemento z € G se expresa
de la forma (evidentemente tnica)

00

z =) z(r)en.
n=1
Basta comprobar que la sucesién de sumas parciales es de Cauchy en
(G, ||Il) con lo que sera convergente en G y, por tanto, en co, luego la
suma debera ser z. Dado € > 0, por la definicidén de G, existe v € N tal
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que si n > v, entonces @u(z) < €, y por ser z convergente a cero, existe
otro natural v tal que

|z(n)| < €/vg, sin 2 v

Veamos que sin 2 v y h € N, entonces
n+h
Y z(i)e;f <e.
j=n+1
Para un natural k posterior a 1 tenemos
n+h
oe | D z(i)ei | < oul(z) <e
j=n+1
mientras que si k < vy, y puesto que n 2> vy,

n+h 1 k
Pk ( E :r.(j)e,—) < —ik < E‘“ 5 E.

j=ntl Hi v Yo
(ii) Sea € G, con ||z|| = 1. Nuevamente podemos encontrar un
natural v, de forma que
en(z) <1/2, Vn 2w,
y otro natural 1, tal que

|z(n)| < 1/2w, sin 2 wn.

Fijamos 0 < 6§ < 1/2u. Si |A\| £ é y n 2> 1, entonces probaremos que

|z 4+ Aea|| < 1.
En efecto; si k es un natural posterior a v, entonces

er(z+ Xen) Srl(z) +6<1/24+6< 1
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y si en cambio k < v, dado J C N con |J| = k, en caso en que n ¢ J,

Y 12(3) + Aeal)l = _E:Jlr(i)l < Hi,
J€

1€J

mientras que si n € J,

3 J2(j) + Aen(i) =

ied

—lem) + M+ X @) < lem)+8+ 3 |0l <
j€J\{n} J€J\{n}
1 1 1
< §'—+_“‘+H"—1 = —+ Hy-1 < Hi.
Yo 21/0 o

Por tanto, pi(z) < 1, para todo k, luego |z 4+ Aeal] < 1.
(ili) Sea 1 < p < ooy z un elemento de G que podemos suponer

en la bola unidad. Si n es natural, entonces, reordenando la n-upla
(lz(1)], |2(2)], .-, |z(n}|) decrecientemente y usandc que

k
E |$(J)‘ < Hy, k= 1,2,...,".,

=1
el lema anterior nos asegura que
n 00
Y =GP < Y o(/5)”
i=1 j=1

lo que dice que z € [, y, por tanto, la inclusién de G en [, es un operador;
es claro que no es un operador compacto, ya que la sucesion {es}nen €n
I, no es un conjunto relativamente compacto . O

Para el apartado (ii), W. Gowers tinicamente prueba que dado = € Sg,
existen § > 0 y v tales que ||z £ 8e,|| = 1. Este hecho, junto con el
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apartado (iii), ya le permite deducir la no densidad de NA(G,l,) en
L(G,L) (1 < p < ).

No obstante, el apartado (ii) tal como ha sido presentado (véase
[2)) permite establecer dos resultados el primero de los cuales es ana-
logo a la Proposicién 2.4, y el segundo, formalmente mas general que la
no densidad de los operadores que alcanzan la norma de G en lp.

5.25 Corolario ([2, Theorem 1.4]). Sea Y un espacio de Banach estric-
tamente convero y T € NA(G,Y). Entonces, existe v € N tal que

Te,=0, sin2> v

Por tanto, T es un operador de rango finito y si hay un operador no com
pacto de G en Y, entonces N A(G,Y) no es denso en el correspondiente
espacio de operadores.

Demostracién. Sea T € L(GY) y # € Sa verificando
ITz|| = |T|l. Por la afirmacion (ii) del Teorema 5.24, existen § >0
y v € N tales que

iz + Aeal| <1, si|A| S byn2v

Para un natural n posterior a v tenemos

Tz = %(T:c + 6Te,) + %(Tﬂ: — 8T ey).

Por tanto, Te, = 0, si n > v, puesto que Y es estrictamente convexo. O

Particularizando el resultado anterior al caso Y = I, como la identi-
dad formal de G en I, es un operador no compacto, (apartado (iii) del
Teorema 5.24) obtenemos
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5.26 Corolario ([3, Corollary 1.5]). Ningin espacio de Banach estric-
tamente convezo que contenga a lp isomdrficamente (1 < p < oo) tiene
la propiedad B. Por tanto, L,[0,1](1 < p < oo) no tiene la propiedad B.

De hecho, si p es una medida positiva y Lo(p) 2 1 (1 < p < ),
entonces tampoco tiene la propiedad B. Para el caso p = 1, sabemos que
L,[0,1] no tiene la propiedad A (Corolario 5.11). Adn esta abierto el
problema que W. Gowers resolvié para los espacios [, (1 <p < o00) para
p=1:

5.27 Problema. ;Tiene l; la propiedad B?

5.C. El problema de Bishop-Phelps para la clase de
los operadores compactos.

Presentamos finalmente un resultado sobre el Problema de Bishop-
Phelps para la clase de los operadores compactos. Dados X e Y espa-
cios de Banach, notaremos por K(X,Y) (resp. FR(X,Y)) el espacio
de los operadores compactos (resp. de rango finito) de X en Y y por
KNA(X,Y) (resp. FRN A(X,Y)) el conjunto de los operadores com-
pactos (resp. de rango finito) de X en Y que alcanzan la norma. El
objetivo de este apartado es probar los dos siguientes teoremas ([24]):
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5.28 Teorema. 5i X = C{K), el espacio de las funciones (reales o com-
plejas) aefinidas en el espacio topoldgico K compacto y de Hausdorff o
X = Ly(p), siendo p una medida positiva y finita, entonces el conjunto
FRNA(X,Y) es denso en el espacio K(X, Y), cualquiera que sea Y es-
pacio de Banach. En particular, KNA(X, )= R{X\Y)

5.29 Teorema. Para todo espacio de Banach X, el conjunto FRN A(X,Y)
es denso en K(X,Y), donde Y es un espacio del tipo C(K) o el espacio
de funciones reales Ly(p) y, por tanto, KNA(X,Y) = K (X,Y).

Observemos que, a diferencia de lo contemplado hasta ahora en este
capitulo, se considera también el espacio de funciones continuas con va-
lores complejos.

Para la demostracién del primero de estos resultados seguiremos el
siguiente esquema: dado un operador compacto T: X — Y compro-
baremos que se puede aproximar en norma por un operador T: X — Y
de rango finito, y que para X = C(K) o L(u), se verifica

FRNA(X,Y) = FR(X,Y).

Introducimos seguidawiente una propiedad que nos permitird probar,
para los espacios X que se consideran, la densidad de FR(X,Y) en
K(X,Y).

5.30 Definicién. Un espacio de Banach Y satisface la propiedad de
aprozimacion (P.A. en adelante) si dados € > 0 y K subconjunto com-
pacto de Y, existe un elemento T de F R(Y) tal que

1Ty —yll <e, Vy€ K.
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Es facil comprobar que todo espacio de Banach con una base de
Schauder tiene la P.A.

Observemos ademas que si Y es un espacio de Banach satisfaciendo
la P.A., entonces el conjunto FR(X, Y) es denso ea el espacio K(X,Y),
para todo espacio de Banach X.
En efecto, si X es un espacio de Banach, T € K(X,Y) y € > 0, basta
tomar K := T(Bx) y la P.A. nos proporciona un operador To de rango
finito, tal que

|Toy —yll <&, Yy € K.
En particular,
|ToT - T|| <e.

Probemos inicialmente que los espacios C(K) y L1(x) verificanla P.A.,
para lo cual usaremos el siguiente resuitado:

5.31 Lema. Sea Y un espacio de Banach y {P\}rea una red acotada de
operadores de rango finito en Y tal que

{|Pxy — yli}rea — 0, VY €Y.

Entonces Y tiene la propiedad de aprozimacion.

Demostracién. Por hipdtesis, lared { Px}ea converge puntualmente
al operador identidad y es acotada en norma. Un argumento estandar
permite comprobar que converge uniformemente a I sobre conjuntos com-
pactos. O

5.32 Proposicién. (i) Si p es una medida positiva, entonces el espacio
Ly(p) tiene la P.A.
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(i) Si K es un espacio topoldgico compacto y de Hausdorfj, entonces
C(K) tiene la P.A.

Demostracién. (i) Sea p una medida positiva en un conjunto £ y
consideremos el conjunto A formado por elementos del tipo

A= (A1, Az, An) in EN, AiC Q, A; es medible,
0<[£(A.‘)<OO, 1<it<n, A.‘ﬂAJ‘=0, t# 7,

ordenado por refinamiento:(As, Az, ..., As) < (By, By, -y B.,) quiere de-
cir que todo conjunto A; se expresa como unién finita de conjuntos de
(B1, Bz ..y Bm)- (A, <) es un conjunto dirigido.

Dado A = (A;, Az, -.., An) € A, definimos
Py : Ly(p) — La(p) por

n

A=Y (;(175 L fdn) XA (f € La(g)-

i=1

El operador Py tiene rango finito y se comprueba sin dificultad que

|PAll = 1. Ademés, probaremos que

{(P(f)hrea — £, Vf € La(p).

Si f = xa, con A medibley 0 < p(A) < 00 y A > Ao = (A), entonces
Pi(xa) = xa-. Por tanto, si f € lin {xg : 0 < p(E) < oo}, P(f)=fa
partir de cierto Ao € A. Como el conjunto

{f € Li(p) : PA(f) — [}

es un subespacio de Li(u) que es cerrado por el hecho de ser la familia
{P, : X € A} uniformemente acotada, y hemos comprobado que dicho
subespacio contiene al subespacio

lin {x& : 0 < u(E) < oo},
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entonces, coincide con ().

(ii) Sea A el conjunto de todos los recubrimientos finitos por abiertos
(no vacios) de Ky ordenados de la forma siguiente:

(Uls U29 veey Uﬂ) S (Vli V‘h veey Vm)
cuando, y sélo cuando,
vje{1,2,..,m} i€ {1,2,...,n} tal que V; C Ui

Obviamente, el par (A, <) es dirigido. Sea A = (Uy,Us, ..., Un) un ele-
mento de A. Si elegimos una particién de la unidad {@1,¥2,.-»Pn} as0-
ciada al recubrimiento A de K y para cada 1 € {1,2,...,n} un punto
t; € U;, definimos entonces

P, : C(K) — C(K) por

B(f) =3 f(t)e (€ CK)).

i=1
Claramente ||PA|| = 1 y P» € FR(C(K)). Para finalizar, probemos que
la red {Px}sea converge puntualmente al operador identidad. Dados
feCK)ye>0la compacidad de K nos proporciona un elemento
do = (Un, Uz, ..., Un) de A de modo que si i < n y s,t € Uj, tenemos

|£(t) = f(s)l <€
Si A = (W4, Va, ..., Vm) esun elementode A, con A > Ag, y t €s un elemento
de K, consideramos el conjunto Ft := i € {1,2,..,m}: t € Vi}, yes
claro que

P - FO) = [ flteitt) - 1) =

=1

= (k) - et € T 1t - F@lex0] <

szl ekl
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luego
NPA(f) = fll ¢, 81X 2 Ao

Ya sabemos que si un espacio de Banach Y tiene la P.A. entonces
FR(X,Y) es denso en K(X,Y), para cualquier espacio de Banach X.
Como en nuestro caso necesitamos que FR(X,Y) = K(X,Y), para
X = C(K) o Li(p) e Y un espacio de Banach arbitrario, daremos una
condicién sobre X (X* tiene la P.A.) suficiente para que ocurra ésto. El
siguiente lema técnico, caso particular del Principio de reflexividad local,
nos serd de utilidad (omitimos la demostracion).

5.33 Lema ([28, Lemma 1.e.6]). Dados Y un espacio de Banach, F
un subespacio finito dimensional de Y™ y € > 0, eziste un operador

Ty: F — Y tal que |To]l < 1+¢€ y Topny es la inclusion natural de
FNnY enY.

5.34 Proposicion ([28, Theorem 1..5)). Sea X un espacio de Banach
tal que X* verifica la P.A. Entonces, para todo espacio de Banach Y, todo
operador compacto T : X — Y y tedo € > 0, existe To € FR(X,Y) tal
que ||T — Toll < &.

Demostracién. Supongamos que X* verifca la P.A. S5i Y es un espa-
cio de Banach, T € K(X,Y) y 0 < € < 1/2, entonces, como existen
subconjuntos {y}*, 45", ..., yn'} de Y** y {23,253, ...,2;} de X* de modo
que

n
NT* =Y v @il < e/4,

i=1
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en particular, si z € Bx,

(T2 =3 =52l < /4. ()

=1

Si los elementos y* estuviesen en Y, nuetra demostracion habria con-
cluido. El lema anterior resuelve esta situacion, cambiando cada elemento
y!* de Y** por otro de Y. La compacidad de T garantiza la existencia de
cierto subconjunto {21,%2,+-,Tm} d€ X verificando

TBx C | Tz; + %By. 2)
j=1
Aplicamos el lema anterior al subespacio
F :=lin {Tzl,T:ng,...,T;cm,y;',y;*,...,y;"} -y

Por tanto, existe un operador To € L(F,Y) tal que || Tol < 1+€y Tojray
es la inclusién de FNY en Y. En virtud de (2),si z € Byx, existe j <m
tal que

Tz — Tyl < €/4;

asi, sin mas que aplicar las propiedades de To, obtenemos

Tz —ix:(z)To(y:*)\ <

=1

< || Tz - Tzl + \ij - Y zi(2)Tolyi ')\ <
i=1

<&+ Jntre; - aitanin)| <

=1

<2 (14e) T2 - (@i <

i=1
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<S+(1+9) (||sz—rz||+ Tx—z“:z:(x)y:')s (por (1))

=1

E i €
<€ = Lg=]<Le.
_4+(1+e)(4+4)_e

Como ya hemos seiialado, vamos a probar que cuando X = C(K) o
Ly(p), se verifica FRNA(X,Y) = FR(X,Y), para cualquier espacio de
Banach Y; la clave se encuentra en el siguiente enunciado:

5.35 Proposicion ([24, Lemma 3.1]). Sea X un espacio de Banach.
Las dos siguientes afirmactones equivalen:

(i) Dados un espacio normado F finito dimensional, T € L(X,F) y
€ >0, eziste P : X — X proyeccion de rango finito y norma uno
tal que

IF-1P||<e

(ii) Para cada ¢ > 0 y cada subconjunto finito {z},z3,...,z%} de X*,
eriste una proyeccion P en X de rango finito y norma uno y un
subconjunto finito {y3,vy3,...,¥5} de X* verificando

=t = Py} <e, i=1,2,..,n.

Demostracion. (i)=(ii) Dado ¢ > 0 y {z},z3,...,z3} C X*, llamamos
M al subespacio de X* generado por {z3},z3,...,25}. Si M = 0, lo que
pretendemos demostrar es trivial; en otro caso, elegimos una base de M,
que podemos suponer formada por {z},z3,...,z}}, para algin unatural
k < n. Elegimos z; € X (i < k) tales que

zi(z:) =1, zi(z;)=0, si i#]j.
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Entonces, definimos el operador T' € L(X) por
k
Tz =) zi(z)zi (¢ € X)
=1

¥, por tanto,

k
P zx.-®:r:,

=1

y como {z1,..,Tx} son lincalmente independientes, entonces existe
2z} € X* tal que T*(z]) = 2, para cada 1 < n. Fijamos

K > max{||zf]| : 1 £¢ <n};

por (i) existe una proyeccién P en X de rango finito y ||P}| = 1 de modo
que
\T — TP < ¢/K.

Entonces, para cada i < n se tiene

llz — PT"z|| = T2 — Tl <

<|I* - PTIEN < llsl S e

y basta tomar
y =T (1<i<n)
para que se verifique (ii).
(ii)=>(i) Sea T € L(X, F); existen subconjuntos {z1, 7z,
y {z},23...,2,} de X* de forma que

Tz =Y zi(z)z;, Yze€X.

=1
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Por hipétesis, hay una proyeccién P con ||P|| = 1 y rango finito, y un
subconjunto {y},¥3, - ¥n} de X~ verificando

e~ Pyl < 50 Vi

Por tanto, si z € By,

Tz - TPall = | Y(i(2) - =i(Px))ail <

i=1

n

< Y lzi(z) — zi(Pe) <

< 2””3(“ _ y1(P2)| + i (P(P2)) - 5(Pa)]] <

< Inmax{||lz] - P'yill:1<i<n} <e.

5.36 Corolario. Sea X un espacio de Banach verificando una cualquiera
de las dos condiciones de la Proposicidn 5.35. Entonces, para cualquier
espacio de Banach Y, el conjunto de los operadores de rango finito de X
en Y que alcanzan su norma es denso en el espacio de los operadores de

rango finito FR(X,Y).

Demostracién. Dados T € FR(X,Y) y € > 0, por hipétesis existe
P € L(X), proyeccién de rango finito y norma uno tal que

IT-TP| <e.
Por tanto, TP € FR(X,Y) y como ||P|| = 1,

P(#x) = Bpx)
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luego TP alcanza su norma en X, ya que
ITP|| = sup{|IT=]| : = € P(X), llzll < 1}

y Bp(x) es compacta. 0

5.37 Proposicién. Si X = Li(¢) (» medida positiva y finita) o C(K)
(K espacio topoldgico compacto de Hausdorff), entonces

FRNA(X,Y) 2 FR(X,Y),
para todo espacio de Banach Y.

Demostracién. Suponemos que y es una medida sobre el conjunto €.
Probemos que satisface la condicion (i) de la Proposicién 5.35. Seae >0
y {3, 23, .., 25} € (La(p))" tal que cada funcional z} viene representado
por una funcién g; € Loo(p) (i £ n). Como el subespacio

lin{xg : E medible},

es denso en L (), existe una familia de subconjuntos de € medibles y
disjuntos {A;, Az, ..., Am} y escalares a}, j <m, i < n de forma que si

m
s {
8 .= Z Q;XA;,
j=1

entonces
lgi — sillo <€ <1

Definiinos entonces

P: Ly(p) — Li(p) por

P(f) = i (;(LA;) LJ fd#) Xa,, VI € Li(p).

i=1
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Es inmediato que P es una proyeccién en Ly(p) (las funciones xa,
(7 € m) estan en Ly(u) por ser la medida g finita) de rango finito.
Ademas, es claro que si f € Li(p),

=, 1
PO = [z [, x| <

<3 [, 1ldn <7l

=1
esto es, ||P|| = 1. Si y; es el funcional asociado a s;, 1 <t < n, tenemos
para f € Iy(p) y1 <1 <n

pa g — 3 - 1 —
Pyi(f) = /ﬂs. kzﬂ (”M(Ak) fAk fdu) XA dp =

= /njz:;a;x,qj (-}1_(‘115-/;, fdp) dp =

=j‘]§:a;[l,fdn=j‘](§:a§xA,) fau =

i=1

= [ sifdn = i (),

i=1

i.e.,
Pyl=y,1<i<n

Asi pues, la desigualdad
"gi T 3:'"00 S €, : S n,
nos da la condicién (ii) de la Proposicion 5.35, puesto que

lle; = Pyill = llaf = yill = llgs — sillo <&, #=1,2,
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El espacio C(K) también satisface la condicién (ii) de la Proposicién
5.35: sean € > 0y {p1, g2y -y fin} C M(K). Definimos

Bi= Zn:lﬂﬂ-

i=1
Dado i € {1,2,...,n}, y puesto que la medida y; es absolutamente con-
tinua con respecto a g, en virtud del Teorema de Radon-Nikodym existe
gi € Ly() tal que
dpi = gudp.
Como el subespacio
lin {xg : E es medible}

es denso en L (p), hay una familia finita { A,, A, ..., Am} de subconjuntos
Borel-medibles y disjuntos, con 0 < u(4;), j < m, y escalares af, para
1 < n de forma que la funcion

m b
i Z Q;XA,
=1
verifica
llgi — sillh < €/2, i <n.

Por la regularidad de g, dado j € {1,2,...,m}, existe K;, subconjunto
compacto de K, tal que

€
¥ ca., uk Aik)e
1 =% #( J)>0 y p( J\I‘J)<2mM,

donde M > max{|ej| : ¢ < n, j < m}. Considérese el subconjunto
{‘Ph‘l"‘h'"a¢m} c C(K) de modo que Pilk; = 0,sit 7"'.7 Y @ik, = Ly
definamos

P:C(K) — C(K) por

P(f) = i (u(}‘.j) 1 fdp) ¢ir (f € C(K)).
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P es una proyeccion de rango finito, norma uno y verifica
P*(XKMU') = XKy
ya que si f € C(I), tenemos

P*(xka)(f) = ]R P()du =

. i (#(}fj) K; fd‘") j;,. P = f,{h fdp = xx,u(f)-

j=1

Por tanto, definiendo u; := (T]L, ax«,)u, entonces P*u; = u; y usando
que dy; = gidp (1 <1 < n), obtenemos

s = Pruel| < lws = sigel] + llsipe — ] <

m
S/_ |g.-*sa|dﬂ-+f_ si — ) abxk,|dp <
K K =1

<ef24 ) |ojlu(A;\ K;) <e.

i=1

Demostracién del Teorema 5.28. Si X = C(K), entonces
X* = M(K) es un espacio del tipo L;(u) (véase [36, Theorem 8.5]).
En caso de que X = L;(u), para u finita, entonces X* se identifica,
usando el Teorema de Gelfand-Naimark, con un espacio tipo C(S). La
Proposicién 5.32 nos asegura entonces que si X = C(K)o X = Ly(u), X*
tiene la P.A., y, en virtud de la Proposicién 5.34, el conjunto FR(X,Y)
es denso en K(X,Y), para cualquier espacio de Banach Y. Basta usar la
Proposicién 5.37 para concluir que FRNA(X,Y) es denso en el conjunto
de todos los operadores de rango finito de X en Y. o

El Teorema 5.29 tiene una demostracién mas directa, basada en el
siguiente resultado:
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5.38 Proposicién ({24, Lemma 3.4]). Sea Y un espacio de Banach ve-
rificando que para todo € > 0 y cada subconjunto {y1,y2,.-,Yn} de Y
existe E subespacio de Y de dimension finita con la propiedad B y tal
que, para cada i € {1,2,...,n}, eriste ¢; € E de modo que

llyi — eill <&,

y una proyeccion P de Y sobre E de norma uno. Entonces, para todo
espacio de Banach X, el conjunto FRNA(X,Y) es denso en K(X,Y).

Demostracién. Fijamos un operador compacto T € K(X,Y) y un
nimero real positivo 5. Por ser T compacto, existe un subconjunto
{¥1,¥2,...,yn} de Y de modo que para cada z € By,

min{||Tz -y : 1 <n} < 5/8.

Por hipétesis, existe un subespacio E de Y con la propiedad B, un sub-
conjunto {e;,ez,...,e,} de E y una proyeccion P de Y en E verificando
las condiciones del enunciado para € = 5/8. Si z € Bx, entonces existe
t < n tal que
ITz - w:ll < n/8,

luego

ITz — eill < Tz - yill + ||y — esll <n/4,
de donde

ITz — PTz|| < [Tz — eil| + || Pe; — PTz|| < n/4 +n/4=1/2

y por tanto,
T — PT|| < n/2.

Pero PT € L(X,E) y E tiene la propiedad B, asi que existe un operador
To € FRNA(X,Y) tal que

I1PT — Toll < n/2
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y de ahi
IT - Toll < 7. o

Demostracién del Teorema 5.29. Probemos quesiY = Ly(u), con
p una medida positiva arbitraria, verifica las hipétesis de la proposicién
anterior. Sea € > 0y {fi, f2,---, fa} € Li(p). Dado ¢ = 1,2,...,n, existe
s; € lin {x4 : A medible y 0 < p(A) < oo} tal que

Ifi — sill <e. (1)

Sea {A,, A3, ..., An} una familia finita de conjuntos medibles y disjuntos
verificando 0 < u(A4;) < 00, j = 1,2,...,m y de forma que para ciertos
escalares aj,
e Z a_‘,- XA;-
i=1
Definimos
P : Li(p) — lin{xa, :i < m}

m

fro P =3 (s [ 1) xa,

=1
Es claro que P es una proyeccién de L;(u) sobre E := lin{x4, : ¢ < m}
de norma uno. Ademas, en virtud de (1), para cada i € {1,2,...,n} existe
s; € E tal que ||f; — si|| < € y E tiene la propiedad B, puesto que la
aplicacion lineal

o:E—1I"

que verifica

XA ;
L] s ey =1k .m,
(um,-)) o ’

(e; es el j-ésimo vector de la base usual de R™) es un isomorfismo
isométrico y el espacio I* tiene la propiedad B (recuérdese que traba-
jamos con el espacio de funciones reales Ly(x)).
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También el espacio C(K) (K espacio topolégico compacto y de Haus-
dorff) verifica las hipdtesis de la Proposicion 5.38. Sea ¢ > 0y
{fi, fay - fu} € C(K) y € > 0. Consideremos un recubrimiento de K
por abiertos {Uy, Uz, ...,Un} de forma que si j € {1,2,...,m}, entonces

t,s € UJ' " |ft(t) i f!(s” < 5/"":

cualquiera que sea i € {1,2,...,n}. Tomamos {@1,P2, -, Pm} una parti-
cién de la unidad asociada al recubrimiento {Uy, Uz, voiyUm} y para cada
j < m elegimos un elemento ¢; € U;. Basta tomar

E :=lin {‘,01,‘?21 '-'1‘P’ﬂ}

y la aplicacion
P:C(K)— E
definida por

P =3 ft)ei (f € C(K)).

i=1
Es inmediato que P es una proyeccién de C(K ) sobre E, de norma uno.
Siie {1,2,..,n}, el elemento s; := P(f;) verifica

"fl = 36“ <E§,

ya que dado t € K, si notamos F; = {k < m: t € Ui}, entonces

i) = 35 filts i) = [0 — Flts)es(®)] <

i=1 i=1

< T IO - Ft e S et =

J€F: i=1
Como la aplicacion
$:E— [




Algunos resultado: en espacios clisicos

O(p;) =¢€; , {i=113,..m)

extendida por linealidad, es un isomorfismo isométrico, y le tiene la
propiedad B, entonces E tiene la propiedad B. o

En esta seccién hemos probado que para ciertos espacios espacios clasi-
cos se verifica la densidad de los operadores compactos (de hecho de rango
finito) que alcanzan la norma en el conjunto de todos los operadores com-
pactos. Parece entonces natural preguntarse qué ocurre en general:

5.39 Problema ([24, Question 2]). ;Ezisten dos espacios de Banach X
e Y para los cuales el conjunto KNA(X,Y) no sea denso en K(X,Y)?

Ni atin en el caso en que Y sea finito dimensional, la cuestion anterior
tiene respuesta, es decir, no conocemos ejemplo alguno de espacio de
dimensidn finita que no tenga la propiedad B.
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