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Sobre JB*-triples Reales.




Introduccion

En los iltimos veinte afios, una clase importante de espacios de Banach, cono-
cidos con el nombre genérico de JB*-triples, ha sido objeto de un intensivo
estudio, tanto desde el punto de vista algebraico como analitico. La clase
de los JB*-triples complejos engloba a los espacios de operadores, lineales
y acotados entre espacios de Hilbert complejos, en particular a los espacios
de Hilbert complejos y a las bien estudiadas C*-algebras. Ejemplos de JB*-
triples son también las JB*-algebras y los espacios de Banach complejos cuya
bola unidad es un dominio simétrico acotado (dominios que, en dimensién
mayor que unv, juegan el papel analogo a los dominios simplemente conexos
de C). De hecho, W. Kaup, en 1983, probé que la categoria de los espacios
de Banach complejos cuya bola unidad sea un dominio simétrico acotado, es
equivalente a la categoria de los JB*-triples complejos, culminando asi una
serie de trabajos, de clasificacién de los dominios simétricos acotados, que
comienza con E. Cartan en 1935, para el caso finito dimensional, y continia
con L. Harris en 1974.

Los JB*-triples complejos son espacios de Banach complejos, provistos
de un producto ternario, donde los isomorfismos son precisamente las apli-
caciones isométricas sobreyectivas. Esto hace posible aplicar argumentos
geométricos, asi como técnicas estandard del Andlisis Funcional, al estudio
de tales objetos matematicos. En particular, a lo largo del tiempo, ha sido
desarrollada una elaborada teoria geométrica de aquellos JB*-triples comple-
jos que son espacios de Banach duales, conocidos con el nombre de JBW*-
triples complejos. Esta teoria geométrica ha permitido obtener, entre otros,
un teorema de tipo Gelfand-Naimark para JB*-triples complejos.

Por otra parte, el hecho de que las isometrias sobreyectivas coincidan con
los isomorfismos da especial relevancia al estudio de las derivaciones en JB*-
triples complejos, ya que, si d es una derivacién en un tal JB*-triple complejo,
entonces la aplicacién que a cada t real le hace corresponder exp(td) es un
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iv Sobre JB*-triples Reales.

grupo uniparamétrico de automorfismos del JB*-triple complejo. Por tanto,
estudiar las derivaciones de un JB*-triple complejo es estudiar los generadores
de grupos uniparamétricos de isometrias.

Recientemente, se ha desarrollado una teoria para JB*-triples “reales”,
extendiendo, al contexto real, resultados conocidos para el caso de JB*-triples
complejos (véanse por ejemplo los trabajos [13], [10], [15], [9] , [33], [38], [11],
[21] v (25]).

Hay que hacer notar que en la literatura aparecen tres nociones de JB*-
triples sobre el cuerpo de los nimeros reales, introducidas por H. Upmeier
[57], T. Dang y B. Russo [15] y J. M. Isidro, W. Kaup y A. Rodriguez [33],
respectivamente.

De entre las tres nociones, la que mas desarrollo ha tenido, hasta ahora,
es la introducida por Isidro, Kaup y Rodriguez. Para dichos autores (y para
nosotros) un JB*-triple real no es otra cosa que una copia isométrica de un
subtriple real cerrado de un JB*-triple complejo.

Isidro, Kaup y Rodriguez, [33, Proposition 2.2], probaron que es posible
dotar de estructura de JB*-triple complejo a la complexificacion de cualquier
JB*-triple real. Concretamente, dado un JB*-triple real, E, existe una tinica
estructura de JB*-triple complejo en su complexificacién E := E@iE y una
linica conjugacion (aplicaciéon conjugado lineal e isométrica de periodo dos)
T, en E, tal que

E=E :={zckE:r(x)=1}

Evidentemente, todo JB*-triple complejo es un JB*-triple real si consi-
deramos su estructura real subyacente. Ejemplos de JB*-triples reales son
también las JB-algebras, las C*-dlgebras reales y las J*B-dlgebras introduci-
das por K. Alvermann en 1986 [4]. En particular, los espacios de operadores
lineales y acotados entre espacios de Hilbert reales y los espacios de Hilbert
reales son JB*-triples reales (ver Capitulo 1).

El objetivo de esta tesis es avanzar en la teoria de los JB*-triples reales
que, como hemos visto, tiene el atractivo adicional de estudiar, desde el punto
de vista real, una serie de modelos matematicos mas o menos cldsicos.

La memoria estd estructurada en cuatro capitulos con sus respectivas
secciones.

El capitulo 1 =s un obligado capitulo introductorio, en donde, tras pre-
sentar los conceptos de C*-dlgebra real y compleja, JB- y JB*-dlgebra, asi
como sus teoremas de representacién, nos ocupamos de la presentacién de los
JB*-triples tanto reales como complejos. Como es natural, presentamos la
conocida descomposicién de Peirce, que serd decisiva para el desarrollo de la
teoria. Dedicamos una atencién especial a los factores de Cartan complejos
cldsicos asi como a sus formas reales, también conocidos como factores de
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Cartan reales. Concluimos el capitulo con una seccién dedicada a presentar
algunos resultados clasicos sobre los elementos tripotentes de un JB*-triple
real o complejo.

El capitulo 2 lo dedicamos a un estudio profundo de las derivaciones, tanto
en JB*-triples reales como complejos. Nuestro estudio estd influenciado por
los trabajos de T. Barton - Y. Friedman, (5], y T. Ho, {30].

Recordemos que una derivacién sobre un JB*-triple real o complejo, U,
es una aplicacion lineal

0:U-=U

que verifica la identidad

6 {a,b,c} = {ba,b,c} + {a,éb,c} + {a,b,dc}

para cualesquiera a,b,c € U, donde {.,.,.} denota al producto triple en U.
Si a y b son dos elementos de U, usando la identidad de Jordan, es facil
ver que la aplicacion
da,b): U —-U

dada por
6(a,b)r = {a,b,z} — {b,a,z}

es una derivacién en U. Las derivaciones del tipo d(a, b) se llaman derivacio-
nes internas simples en U. Las derivaciones que se pueden expresar como una
suma finita de derivaciones internas simples se llaman derivaciones internas.
Llamamos grado de una derivaci6n interna al menor nimero de derivaciones
internas simples que la expresan como suma.

En 1985, H. Upmeier trasladé al ambiente de los JB*-triples complejos
una serie de preguntas cldsicas en el contexto de las dlgebras de Banach.
Concretamente, Upmeier planteé las siguientes cuestiones:

1. ;Es toda derivacién continua?

Ya que el triple producto de un JB*-triple es continuo, se tiene que las
derivaciones internas son continuas y por tanto, es légico plantearse la
siguiente cuestion.

. ;Cuando toda derivaci6n continua es interna?
Si la respuesta a la anterior pregunta es negativa, surge, de manera
natural, la tercera cuestién de Upmeier.

. ;Cuéndo toda derivacién continua puede ser aproximada (en conve-
niente topologia) mediante derivaciones internas?
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La pregunta niimero 1 fue contestada afirmativamente por Barton y Fried-
man en [5]. Nosotros, utilizando el hecho de que toda derivacién en un JB*-
triple real puede ser extendida, de forma natural, a una derivacién en su
complexificacién, establecemos que toda derivacién en un JB*-triple real es
automaticamente continua.

Una vez visto que toda derivaciéon en un JB*-triple real o complejo es
continua, abordamos ia cuestién de ver cuiando toda derivacién es interna.
La respuesta a esta pregunta es no, en general, hecho que se pone de ma-
nifiesto en el estudio pormenorizado que hacemos de los factores de Cartan.
En este momento, nos gustaria hacer notar que la mencionada cuestién fue
también abordada, para el caso de JB*-triples complejos, por T. Ho en su te-
sis doctoral. Dado que en el caso particular de JB*-triples reales o complejos
y finito dimensionales se tiene asegurado que toda derivacion es interna (ver
(40, Chapter 8]), nuestra atencién debe dirigirse al caso infinito dimensional.
En primer lugar probamos que si la complexificacién de un JB*-triple real
posee la propiedad de que toda derivacién es interna, entonces dicho JB*-
triple real posee la misma propiedad. Ademds si M es una cota uniforme
del grado de las derivaciones internas en la complexificacién, entonces 2M es
una cota uniforme del grado de las derivaciones internas del JB*-triple real
de partida (ver Proposicién 2.1.2).

Utilizando ideas de T. Ho y el hecho, probado por H. Upmeier, [56, Theo-
rem 3.10], que asegura que toda derivacién de una JW-dlgebra reversible es
interna, nosotros probamos el siguiente teorema.

Teorema 2.1.9 Los factores de Cartan complejos de Tipo 1, con dim(H) =
dim(K), de Tipo 2, con dimensién de H par d infinita y todos los de Tipo
3, tienen la propiedad P.D.I.. De hecho, toda derivacion en dichos factores
tiene grado 153 a lo sumo.

Debemos notar que este teorema era también obtenido por T. Ho en su
tesis doctoral, pero la prueba contenia un error en la determinacién de la
cota uniforme del grado de las derivaciones internas.

Como consecuencia del teorema anterior y de la Proposicién 2.1.2, estable-
cemos que toda derivacién, en cualquier forma real de los factores de Cartan
mencionados en el teorema, es interna de grado 306, a lo sumo (Corolario
2.1.10).

En (30, Proposition 2.3.1), T. Ho prueba, utilizando, como herramienta
fundamental, la teoria de “grid” desarrollada por Dang y Friedman en [14],
que en todo factor de Tipo Spin complejo de dimensién finita n, existen de-
rivaciones internas de grado mayor o igual que n. Siguiendo ideas contenidas
en la prueba de este resultado y aplicando el teorema de estructura de las
formas reales de un factor de Tipo Spin, dado por Kaup en [38], nosotros
probamos (Teorema 2.1.11) que en todo factor de Cartan de Tipo Spin




Introduccién.

real o complejo e infinito dimensional existen derivaciones no internas.

También probamos la existencia de derivaciones no internas en los factores
de Cartan de Tipo 1 no cuadrados e infinito dimensionales, asi como en todas
sus formas reales (Corolario 2.1.18).

A este respecto, nos gustaria resaltar que en [30, Section 2|, aparece
enunciado que todo factor de Cartan complejo de Tipo 1 no cuadrado, de
dimensién numerable admite derivaciones no internas. La pretendida prueba
de este resultado utiliza la existencia de “rectangular grids” en tales factores,
si embargo, contiene errores de cdlculo en la computacién de los triples pro-
ductos entre elementos del “grid” (véase [30, pagina 32 (2.10)]). Estos errores
de célculo fueron subsanados en [44, pig. 71-72]. En el caso de dimensién
no numerable, los errores antes comentados, no son subsanables a nuestro
Juicio, por lo que no se podia afirmar (a partir de los resultados de T. Ho)
que el factor BL(H, K), con dim(H) > Ry y dim(H) > dim(K), admitiese
derivaciones no internas.

Nuestra prueba de la existencia de derivaciones no internas en el mencio-
nado factor de Cartan, sigue caminos distintos a los usados por T. Ho. Con-
cretamente, nosotros, utilizando técnicas del Analisis Funcional y obviando
la existencia de “grids”, establecemos, como resultado principal, que si X un
espacio de Hilbert real infinito dimensional e Y es otro espacio de Hilbert real
de dimensién Hilbertiana menor estricta que la de X, entonces en BL(X,Y)
hay derivaciones no internas (Teorema 2.1.17). Este resultado, unido a la
Proposicién 2.1.2, da el Corolario 2.1.18, anteriormente mencionado.

Una vez vista la existencia de JB*-triples reales y complejos con deriva-
ciones no internas, la iltima seccién del capitulo la dedicamos a mostrar que
el conjunto de las derivaciones internas de un JB*-triple real o complejo es
denso, en la topologia de la convergencia puntual, en el conjunto de todas las
derivaciones. Este resultado tiene como precedente el articulo de Upmeier,
[56], donde se establecia que para el caso de JB-algebras, toda derivacién
puede ser aproximada por derivaciones internas en la topologia de la con-
vergencia puntual. En el mencionado articulo, Upmeier también mostraba
la existencia de JB-dlgebras (unitales) tales que el conjunto de las deriva-
ciones internas no es norma denso en el conjunto de todas las derivaciones.
Utilizando este hecho, nosotros probamos la existencia de derivaciones en
JB*-triples reales y complejos que no son aproximables, en la topologia de la
norma, mediante derivaciones internas. Dado que Barton y Friedman tenian
probado que en el caso de JB*-triples complejos, toda derivacién es apro-
ximable, en la topologia de la convergencia puntual, mediante derivaciones
internas, nuestra aportacion consiste en extender esta propiedad al caso de
JB*-triples reales (Teorema 2.2.2).
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En el Capitulo 3 entrainos, de lleno, en el estudio de aquellos JB*-triples
reales que son ademds espacios de Banach duales. En el caso de los JB*-
triples complejos que son espacios de Banach duales, la teoria ha tenido un
ainplio desarrollo, una vez probado que el bidual de todo JB*-triple complejo
vuelve a ser un JB*-triple complejo, cuyo producto triple extiende al producto
triple del JB*-triple de partida (véase [16]). Permitiendo asi que la teoria de
dualidad juegae su papel en el desarrollo de la teoria de los JB*-triples.

Es bien conocido, [49], que en el caso de C*-algebras que son espacios de
Banach duales, el predual es inico y el producto es separadamente débils-
continuo. También es conocido el papel decisivo de este resultado en el
desarrollo de la teoria de tales algebras.

En el afio 1986, T. Barton y R. Timoney, [6], extendian el resultado
anterior al caso de JB*-triples complejos que son espacios de Banach duales,
obteniendo asi la unicidad del predual y la débilx-continuidad separada del
producto triple en dichos JB*-triples complejos. Estos JB*-triples complejos
que son espacios de Banach duales son conocidos en la literatura con el
nombre de JBW*-triples (complejos).

En 1995, Isidro, Kaup y Rodriguez, [33], introducen los JBW*-triples
reales como aquellcs JB*-triples reales que son formas reales de JBW*-triples
complejos, obteniendo ademss la siguiente clasificacién: “Dado un JB*-triple
real E, entonces E es un JBW*-triple real si y solo si E posee un predual, E,,
para el cual el producto triple en E es separadamente o(FE, E,)-continuo”.

De modo natural, surge el problema de demostrar si la débil*-continuidad
separada del producto triple es automatica, en aquellos JB*-triples reales que
son espacios de Banach duales. También es natural preguntarse si un tal JB*-
triple real tiene un tnico predual. Ambas cuestiones ya eran planteadas en
el trabajo original de Isidro, Kaup y Rodriguez y en algin otro, como por
ejemplo [11]. Una respuesta afirmativa a la débil*-continuidad separada del
producto triple tendria como consecuencia que, los JB*-triples reales que son
espacios de Banach duales son automaticamente JBW*-triples reales.

En el capitulo tercero damos una respuesta afirmativa a ambos problemas.
Nuestra prueba de la débil*-continuidad separada del producto triple en JB*-
triples reales que son espacios de Banach duales, aparte de utilizar técnicas
distintas a las aplicadas por Barton y Timoney, en el caso complejo, no se
apoya en el mencionado resultado de Barton y Timoney. Eu consecuencia,
ya que todo JBW*-triple complejo, puede ser visto como JB*-triple real (el
cual es un espacio de Banach dual), nosotros reencontramos el resultado de
Barton y Timoney.

El hecho de que todo JB*-triple real que sea un espacio de Banach dual
(desde ahora en adelante lo llamaremos JB*-triple real dual), tenga un inico
predual, nosotros lo obtenemos apoyéndonos en que el dual de todo JB*-triple
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complejo esid “bien enmarcado”, asi como en los trabajos de G. Godefroy,
[26], e Isidro y Rodriguez, [34], donde se demuestra que:

1. Si X es un espacio de Banach que estd bien enmarcado, entonces X es
el tnico predual de X*. Ademis toda biyeccién isométrica en X* es
débil*-continua.

2. Si X es un espacio de Banach bien enmarcado, entonces también esta
bien enmarcado cualquier subespacio cerrado de X.

3. Si X es un espacio de Banach complejo que esta bien enmarcado, en-
tonces su espacio de Banach real subyacente, X,, también estd bien
enmarcado.

Con la misma técnica, también probamos que toda biyeccién isométrica
sobre un JjB*-triple real <ual, asi como toda derivacién interna simple, es
automaticamente débil+-continua (Proposicién 3.1.4).

La estrategia, para conseguir la prueba de la débil*- continunidad separada
del producto triple de un JB*-triple real dual, consiste en obtener dicha
propiedad en una serie de casos particulares, mediante los cuales, nos vamos
aproximando al teorema general.

La primera aproximacién (Proposicién 3.2.1) nos asegura la débil*-
continuidad separada del producto triple, en aquellos JB*-triples reales dua-
les, que verifican que todo elemento se puede aproximar, €n norma, por
combinaciones lineales finitas de tripotentes ortogonales dos a dos. En una
segunda etapa (Proposicién 3.2.4) probamos la débil*-continuidad separa-
da del producto triple en aquellos JB*-triples reales duales que posean un
elemento unitario. Por iltimo, establecemos el teorema principal del capitulo
(Teorema 3.2.6), donde aseguramos la débilx-continuidad separada del pro-
ducto triple en cualquier JB*-triple real dual. En la prueba juega un papel
fundamental la descomposicién de Peirce, asociada a un tripotente en un
sistema triple de Jordan, asi como una serie de profundos lemas técnicos.

Entre las consecuencias, que obtenemos de nuestro teorema principal, nos
gustaria destacar las siguientes: La primera es el siguiente ttil corolario.

Corolario 3.2.8 Sea E un JB*-triple real, entonces E es un JBW*-
triple real si y solo si su complerificacidn, E, es un JBW?*-triple complejo.

La segunda (Corolario 3.2.9) prueba la conocida débil*- continuidad
separada del producto en el caso de JB-dlgebras que son espacios de Banach
duales ([28], [51]). Como consecuencia final obtenemos el resultado ce C. M.
Edwards, [19, Theorems 3.2, 3.4, que asegura que la complexificacién de una
JjB-dlgebra, J, es una JBW*-algebra si y solo si J es una JBW-dlgebra.
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En el capitulo cuarto nos ocupamos de elaborar una teoria geométrica de
loc JBW*-triples reales, en paralelismo con la desarrollada por C. M. Edwards
y G. T. Riittimann [20]. Més concretamente, nos proponemos estudiar la bola
unidad del predual de cualquier JBW*-triple, en orden a extraer relaciones
entre propiedades geométricas de la misma y el conjunto de los elementos
tripotentes de un tal JBW*-triple real. Merece la pena recordar que, como los
puntos extremos de la bola unidad de un J B*-triple real o complejo coinciden
con los elementos tripotentes completos del mismo (ver [39, Proposition 3.5]
para la prueba del caso complejo y [33, Lemma 3.3] para el caso real), los
Teoremas de Banach-Alaoglu y Kreim-Milman, nos aseguran la abundancia
de tripotentes en JBW*-triples reales.

En una primera seccién estudiamos el orden existente dentro del conjun-
to de los elementos tripotentes de un JB*-triple real, obteniendo que para
JBW*-triples realcs, los tripotentes minimales para dicho orden, no son otra
cosa que aquellos tripotentes e, tales que el subespacio propio asociado al
valor propio 1 del operador z — {e, 7, e}, coincide con Re. Para un tal tripo-
tente, se obtiene ademds que el subespacio de Peirce asociado al valor propio
uno del operador, z — {e,e,z}, es un espacio de Hilbert (Proposicién
4.1.5).

En una segunda etapa, probamos que cada tripotente minimal de un
JBW*-triple real, E, es un funcional de soporte de un punto extremo de la
bola unidad de su predual. Una vez caracterizados los puntos extremos de
la bola unidad del predual de E, como los elementos de la misma que toman
el valor uno en algin tripotente minimal, obtenemos, como consecuencia,
una correspondencia biyectiva entre el conjunto de los puntos extremos de la
bola unidad del predual de E y el conjunto de los tripotentes minimales de
E (Teorema 4.2.6 y Corolario 4.2.7).

La seccién final del capitulo tiene por objetivo fundamental la presen-
tacién del Teorema 4.3.8, el cual, hablando coloquialmente, afirma que
todo JBW*-triple real descompone en suma directa ortogonal de dos ideales
débils-cerrados. Uno de dichos ideales carece de tripotentes minimales, mien-
tras que el otro estd generado por todos sus elementos tripotentes minimales.
Extendemos asi el bien conocido Teorema de Descomposicion Atdomica, es-
tablecido por Y. Friedman y B. Russo, (23], para el caso de JBW*-triples
complejos. La prueba de nuestro resultado es especialmente técnica y uti-
liza, aparte del mencionado resultado de Friedman y Russo, muchos de los
resultados obtenidos en la presente memoria. Como colofén final, obtenemos
un teorema de tipo Gelfand-Naimark para JB*-triples reales.

Teorema 4.3.10 Todo JB*-triple real se puede embeber, de forma isomé-
trica, en una le-suma de factores de Cartan reales y factores de Cartan
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complejos vistos como reales.
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Capitulo

Preliminares

Comenzamos este capitulo presentando unos objetos matematicos, que hoy
dia se consideran cldsicos y que, a posteriori, veremos incluidos dentro de la
clase de los espacios conocidos como JB*-triples reales o complejos. Tales
objetos matemaéticos se conocen con el nombre de C*-algebras, C*-algebras
reales, JB-algebras y JB*-dlgebras. Nos limitaremos a presentar los axiomas
que las definen junto con algunos resultados basicos sobre ellas.

Recordemos que un dlgebra asociativa sobre un cuerpo K es un espacio
vectorial A sobre K dotado de una aplicacién bilineal de A x A en A, lla-
mada producto, y que notaremos por simple yuxtaposicion, verificando los
siguientes axiomas:

Lz(yz)=(zy) 2
2. zly+z)=zy+z 2 (zty)z=12+y 2

3. (@ )y = alz y) = z(a y),

para cualesquiera z,y, z pertenecientes a A y para todo a en el cuerpo K.
Si ademds A es un espacio de Banach verificando |lzy|l < llz|| Nyl|l, para
cualesquiera z,y en A, diremos que A es un dlgebra de Banach.

Una C*-lgebra es un algebra de Banach compleja, A, junto con una
involucién (aplicacién conjugado lineal e isométrica de cuadrado la identidad)
notada por, *, que ademds es involucién de dlgebra ((zy)* = y*z*) y verifica
el conocido Axioma de Gelfand-Naimark: ||z* z|| = ||z||, para todo z en A.

Es bien conocido que toda C*-4lgebra es esencialmente una subdlgebra
cerrada y autoadjunta de la C*-lgebra de los operadores lineales y acotados
de un espacio de Hilbert, complejo, en si mismo. Resultado que se conoce
como Teorema de Gelfand-Naimark para C*-dlgebras.

1
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En este momento es propicio recordar que un dlgebra de von Neumann
es una C*-dlgebra que es ademds un espacio de Banach dual. Sobre la teoria
cldsica de C*-algebras el lector puede consultar los conocidos textos [8], [17]
y [18].

Una C*-dlgebra real A es un dlgebra de Banach real equipada con una
involucién de algebra, *, verificando que para todo z en A, 1 + z°z es un
elemento inversible en A y ||zz*|| = ||z||?; en el caso en el que A tenga unidad.
Si A no tiene unidad, se exige que para todo z en A, el elemento 1 + z°z sea
inversible en la unitizacién, A, de A y ademds ||zz*|| = ||z||* [27].

Es bien conocido [42] que la unitizacién de una C*-dlgebra, vuelve a ser
una C*-dlgebra, por lo que cualquier C*-lgebra puede ser dotada de estruc-
tura de C*-lgebra real sin mas que considerar el lgebra real subyacente. Es
también sencillo comprobar que el algebra, BL(H), de los operadores lineales
y acotados de un espacio de Hilbert real H en si mismo, puede ser dotada de
estructura de C*-algebra real. En consecuencia, dado un espacio de Hilbert
real H, cualquier subalgebra real, cerrada y autoadjunta de BL(H ) es una
C*-dlgebra real. El Teorema de Gelfand-Naimark para C*-élgebras reales
asegura que, esencialmente, no hay mas ejemplos. Es decir, toda C*-élgebra
real es isomorfa a una subélgebra real, cerrada y auto-adjunta de BL(H),
para conveniente espacio de Hilbert real H (véase (27, Theorem 15.3] o [32)).

Finalmente nos gustaria destacar el siguiente hecho. Si A es una C*-
algebra real, entonces existe una C*-algebra B junto con un x-automorfismo,
conjugado lineal, isométrico e involutivo 7, verificando que A={z€B:
(z) = z} ([46, 4.1.13), [27, 15.4)).

A continuacién presentamos unas dlgebras no asociativas conocidas con
los nombres de JB-adlgebras y JB*-algebras.

Recordamos que un algebra de Jordan, es un espacio vectorial J pro-
visto de una aplicacion bilineal y simétrica (no necesariamente asociativa) de
J x J en J, que notaremos por o, verificando la identidad

zo(yor?) = (zoy) oz

para cualesquiera z e y en J. La citada aplicacién bilineal se conoce con el
nombre de producto de Jordan, y la identidad anterior como identidad de
Jordan. Es cvidente que si tenemos un Algebra asociativa A, podemos definir

1
en A un producto conmutativo, z o y := 5(zy + yz), con el que A resulta

ser un algebra de Jordan, a la que llamaremos dlgebra de Jordan subyacente
al dlgebra A y notaremos por A*. Las dlgebras que son isomorfas a una
subalgebra de Jordan subyacente a un dlgebra asociativa son llamadas espe-
ciales. Es bien conocido que no toda slgebra de Jordan es especial (ver [28]).
Las 4lgebras de Jordan que no son especiales son llamadas excepcionales.




Uno de los «‘emplos més conocidos de dlgebra de Jordan excepcional es el
dlgebra H3(0), de las matrices, simétricas para cierta involucién lineal, de
orden 3 x 3 con entradas en el dlgebra de los Octoniones complejos, 0,
que presentamos a continuacion.

Dado un cuerpo K, es conocido, (60, Theorem 2.7}, que las 4lgebras de
Cayley-Dickson “split” (con divisores de cero) C(K), sobre el cuerpo K,
pueden ser representadas en la siguiente forma matricial:

Matrices de la forma ( ; ; ) donde a,f € Ky z e y estdn en K°. La

suma y el producto por escalares son los usuales para matrices y el producto
viene dado por :

a I v 2\ _ (ay+(z|t) az+dz—-yxt
y B t 6)  \yw+pBt+zxz Bo+(y|2)
donde
((I],IQ,I3) | (11, y2,93)) :=T1 h + T2 Yo+ T3 Y3

(21, T2, T3) X (Y1, Y2, Y3) = (T2¥3 — Taya, Tah — T193, T1Y2 — T2Y1)-

El lgebra de los Octoniones complejos, notada por 0, es el dlgebra de
Cayley Dickson “split” sobre el cuerpo de los nimeros complejos, mientras
que el dlgebra de los Octoniones reales, notada por Ok, es el dlgebra de
Cayley Dickson split sobre el cuerpo de los niimeros reales.

En C(K) tenemos una involucién, —, conocida como involucién cayle-

Yana, dada por
( a I ) ( B -T )
=

Para K = R o C, disponemos de otra involucién en C(K) dada por

(35)-(73)

donde por T estamos denotando a la aplicacién que consiste en conjugar cada
componente si K = C o el mismo vector si K =R.

El conjunto, (Og )o, formado por los elementos a de C (C) que verifican la
igualdad

a=a",

se conoce con el nombre de dlgebra de Cayley real de divisién o también
como 4lgebra de los Octoniones reales de divisi6n.

El slgebra H3(0) es el subespacio de las matrices de orden 3 x 3 con
entradas en O que son simétricas con respecto a la involucién (lineal) (a; g)t =
(@), y donde el producto considerado estd dado por ao b := 3(ab + ba).
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Si un 4lgebra de Jordan J es ademds un espacio normado que verifica

lzoull <l llyl

para cualesquiera z,y en J, se denomina dlgebra de Jordan normada. Si
ademds la norma es completa, J recibe el nombre de dlgebra de Jordan-
Banach.

Una JB-dlgebra es un algebra de Jordan-Banach real J, cuya norma
satisface la siguiente propiedad:

llzl* < ll2* + oIl

para cualesquiera T e y en J.
Una JB*-4dlgebra es un algebra de Jordan Banach compleja 7, provista
de una involucidn, *, verificando la siguiente condicién:

Wa(z")Il = ll=I,

para todo elemento z de .7, donde U, es el operador lineal de J en J dado
por Uz(y) =2zo0(roy) —yoz?

Es fécil ver que si A es una C*-lgebra, entonces el Axioma de Gelfand-
Naimark es equivalente a la propiedad ||zz*z|| = ||z||®, obteniendo por con-
siguiente que A* es una JB*-dlgebra.

El algebra H;(0) puede ser dotada de estructura de JB*-algebra unital
con producto zoy = %(;r:y+yr) e involucién (a,;)* := (aj;) (ver (28, Remark
3.1.8}, [3], [50], [59)]).

Un ejemplo de JB-dlgebra se puede construir de la manera que exponemos
a continuaciéon. Tomemos un espacio de Hilbert complejo H, y notemos por
H(H) al conjunto de todos los operadores hermiticos en H, es decir,

H(H):={T € BL(H):T* =T}.

Es bien sabido (ver si acaso [28]) que, #(H) dotado con el producto de Jordan

goy = —;—{:cy + yz) es una JB-dlgebra.

Llamaremos JC-dlgebra (respectivamente, JW-dlgebra) a cualquier
subdlgebra de Jordan real y uniformemente cerrada (débilmente cerrada, res-
pectivamente) de H(H). Claramente las JC-dlgebras y las JW-dlgebras son
JB-algebras. En general, toda subélgebra de Jordan real y cerrada de la
parte simétrica de una C*-dlgebra, es una JB-algebra.

El concepto de JB*-dlgebra fue introducido por Kaplansky en 1976. Un
aifio mas tarde Wright, [59], demostré que toda JB*-dlgebra es la complexifi-
cacién de una JB-4lgebra y que reciproca-mente, toda JB-dlgebra es la parte
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simétrica o hermitica de una JB*-dlgebra. De este modo, las categorias de
las JB*-dlgebras y de las JB-dlgebras estédn en correspondencia uno a uno
y por tanto, el estudio de una de estas categorias estd directamente relacio-
nado con la otra. Alfsen, Shultz y Stormer [3], establecieron un teorema de
representacion de tipo Gelfand-Naimark para JB-algebras, asegurando que
toda JB-dlgebra J contiene un ideal “puramente excepcional”, I, verifican-
do que J/I es totalmente isomorfo a una JC-dlgebra. El lector interesado
en profundizar en la teoria de las JB-algebras puede consultar el libro de
Hanche-Olsen y Stormer [28].

Finalmente, recordamos que una JC*-4lgebra (respectivamente, JW*-
dlgebra) es una x-subalgebra de Jordan cerrada (débilmente cerrada, res-
pectivamente) de un BL(H).

Después de la presentacion de las distintas dlgebras que aparecerdn a lo
largo de la Tesis, podemos dirigir nuestra atencion a los JB*-triples. Comen-
zamos por la definicién de la parte puramente algebraica de estas estructuras,
presentando asf los conocidos sistemas triples de Jordan.

1.1 JB*-triples complejos

Definicién 1.1.1 Un Sistema triple de Jordan complejo (resp. real)
es un espacio vectorial complejo (resp. real) V, junto con una aplicacion

{n}: VXV XxVaV

(z,y,2) = {z,y,2}
llamada triple producto, que es bilineal y simétrica en las variables ez-

teriores y conjugada lineal en la central (resp. trilineal y simétrica en las
variables ezteriores) verificando la identidad de Jordan:

{z,y,{a,b,c}} = {{z,y,a},b,c} - {a,{y,z,b},c} + {a,b,{z,y,c}}
para cualesquiera z,y,a,b,c en V.

Dado un sistema triple de Jordan real (resp. complejo) V' y dos elementos
a, b de V, notaremos por L(a, b) al operador lineal de V' en V que aplica cada
z en {a,b,z} y mediante Q(a,b) al operador lineal (resp. conjugado lineal)
dado por Q(a, b)z := {a, z,b} (z € V). Para simplificar la notacién usaremos
Q(a) en lugar de Q(a,a).

Un elemento e de un sistema triple de Jordan, real o complejo, V se
dice tripotente si {e,e,e} = e. Es bien conocido (ver por ejemplo [43,
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p. 7]) que dado un tripotente, e, en un sistema triple de Jordan V, existe
una descomposicién algebraica de V como suma directa de los subespacios
asociados a los valores propios de L(e,e):

V = Vi(e) ® Vi(e) @ Va(e)

donde Vi(e) = {z € V : L(e,e)z = £z} parak = 0,1,2. Esta descomposicién
se conoce con el nombre de Descomposicién de Peirce. Las proyecciones
naturales de V sobre Vi(e) serdn notadas por Py = Pi(e) (k = 0,1,2) y
pueden ser representadas por:

Py(e) = Qle)’,
Pi(e) = 2(L(e,e) - Qe)"),
Po(e) = IdA - 2L(€,€) + Q(C)z.

Es parte del folklore de la teorfa (ver [43]) que los subespacios asociados a
una descomposicién de Peirce satisfacen las reglas de multiplicacién conocidas
como aritmética de Peirce, que no son otras que las que siguen:

1. {Vi(e), Vjle),Vk(e)} C Vi—j+x(e), donde i,j,k € {0,1,2} y Vie) = 0
paral #0,1,2;

2. {Vu(e), Va(e), V} = {Va(e), Vo(e), V} = 0.

A continuacién definimos los conceptos de subtriple e ideal de un sistema
triple de Jordan.

Definicién 1.1.2 Un subtriple de un sistema triple de Jordan V, es un
subespacio cerrado para el triple producto. Llamaremos ideal o triple ideal
de V a cualquier subtriple I que verifigue {V,V, 1} +{V,I,V} C L.

Después de la introduccién, puramente algebraica, de los sistemas triples
de Jordan, se afade la parte analitica a dicha estructura, obteniendo los
conocidos JB*-triples (complejos). A tal efecto, recordamos que un operador
T sobre un espacio de Banach se llama hermitiano si || ezp(iaT )I| = 1 para
todo a real.

Definicién 1.1.3 Un JB*-triple o JB*-triple complejo es un espacio
de Banach complejo, £, que tiene estructura de sistema triple de Jordan
complejo y ademds verifica las siguientes propiedades:

1. Para cada elemento u de €, el operador L(a,a) es hermitiano con es-
pectro no negativo;
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2. Para todo a en £, || {a,a,a} || = ||a]*.

Referimos los trabajos [47], [48] ¥ [12] como excelentes surveys scbre la
teoria de los JB*-triples.

Este es un buen momento para introducir algunos ejemplos de JB*-tripies
que involucran algunas de las dlgebras presentadas. Por ejemplo, es facil ver
que toda C*-algebra puede ser dotada de estructura de JB*-triple con triple
producto dado por

1
{z,y,2} := E(my'z + zy'z).

Otro ejemplo importante lo constituyen las JB*-4lgebras. Todas ellas son
JB*-triples con triple producto dado por

{z,y,2} = (zoy")oz—(zoz)oy" +(20y")0x

[57, Prop. 20.35].

Un morfismo de triples, entre dos JB*-triples, es una aplicacién lineal
que conserva el producto triple. Un isomorfismo de triples es un morfismo
de triples que es ademas biyectivo.

Los JB*-triples (complejos) tienen la propiedad de que sus isomorfismos
coinciden con las aplicaciones isométricas sobreyectivas [37, Proposition 5.5].

Entre los ejemplos mas cldsicos y que a posteriori serdn la herramienta
para dar una descripcién de los JB*-triples, se encuentran los conocidos con
el nombre de Factores de Cartan, que presentamos a continuacion.

Los factores de Cartan cldsicos estén clasificados en seis tipos. El conocido
como factor de Tipo 1 es el espacio de Banach complejo, BL(H, K ), de los
operadores lineales y acotados entre dos espacios de Hilbert complejos H y

1
K, donde el producto triple esté definido por {z,y, 2} := E(xy'z + zy°z).

Los factores de Cartan de Tipo 2 y Tipo 3 son subtriples de factores de
Tipo 1. Para definirlos recordamos que dada una conjugacién j (operador
conjugado lineal, isométrico y de cuadrado la identidad) sobre un espacio de
Hilbert complejo H, podemos definir la siguiente involucién lineal z —
1t := jz*j de BL(H) en si mismo. El factor de Tipo 2 (respectivamente el
Tipo 3) es el subespacio de BL(H) formado por todos los operadores anti-
simétricos (resp. simétricos) para dicha involucién.

Se denomina factor de Cartan de Tipo 4 o factor de Tipo Spin a cual-
quier espacio de Hilbert complejo H provisto con una involucién z — 7T,
producto triple

{z,v,2} := (zly)z + (2ly)z - ([2)¥
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y norma dada por

2|} = (zle) + V/(zl)? - |(z[2)*.

Todo factor de Tipo Spin se puede ver como un subespacio cerrado y
autoadjunto de un BL(K) con la propiedad de que el cuadrado de cada uno
de sus elementos sea un miiltiplo de la identidad [29)].

El factor de Cartan conocido como factor de Tipo 6 no es otra cosa que
la JB*-dlgebra H3(0) anteriormente presentada.

Por iltimo, el factor de Tipo 5 es el subtriple, M, 2(0), del factor de
Tipo 6 formado por las matrices 1x2 con entradas en O.

Una presentacién mds detallada de estos factores de Cartan se puede
encontrar en [44] (o bien en [29], [57], [40]). Nos referimos también al texto
[35], como una guia para la teoria de operadores.

Los factores de Cartan son los elementos basicos para la descripcién de los
JB*-triples (complejos). Concretamente, por un Teorema de tipo Gelfand-
Naimark, sabemos que todo JB*-triple (complejo) se puede ver como subtri-
ple de una l,-suma de una familia arbitraria de Factores de Cartan. Este
resultado, debido a Friedman y Russo [24], se puede enunciar como sigue.

Teorema 1.1.4 Todo JB*-triple se puede embeber isométrica-mente en una
{..-suma de alguna coleccion de factores de Cartan.

1.2 JB*-Triples Reales

En 1995, J.M. Isidro, W. Kaup y A. Rodriguez, introdujeron una version real
de los JB*-triples (complejos) conocida como JB*-triples reales (ver [33]). La
definicién original se establecia como sigue.

Definicién 1.2.1 Un espacio de Banach real E, junto con una aplicacion
trilineal

{,,}: EXEXxE—E

es un JB*-triple real si eziste un JB*-triple complejo £ y una isometria
lineal ) : E — £ verificando que ) {z,y, 2z} = {Az, Ay, Az} para cualesquiera
z,y,2 € E.

Claramente, los JB*-triples reales son, salvo isomorfismos, los subtriples
reales cerrados de los JB*-triples (complejos).

Una vez vista la definicién de JB*-triple real, hay una pregunta que apa-
rece de manera natural. ;Es posible dotar de estructura de JB*-triple (com-
plejo) a la complexificacion de un JB*-triple real?. Esta pregunta tiene una
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respuesta afirmativa, dada por Isidro, Kaup y Rodriguez en [33, Proposition
2.2] y ademas nos proporciona una de las caracterizaciones mas iitiles de los
JB*-triples reales. Concretamente, dado un JB*-triple real E, existe una
tinica estructura de JB*-triple complejo en su complexificacién E := E @ iE
y una unica  conjugacion (aplicacién conjugado lineal, isométrica y de periodo
dos) 7, en E, tal que

Dado un espacio de Banach complejo X y una conjugacién 7 en X, al
espacio de Banach real

X ={zeX:7(z) =1z}

se le llama forma real de X. Desde este punto de vista, los JB*-triples
reales no son otra cosa que formas reales de JB*-triples complejos (téngase
en cuenta que si 7 es una conjugacion sobre un JB*-triple complejo, entonces
7 conserva el triple producto [37, Proposition 5.5)).

Desde ahora en adelante, dado un JB*-triple real E, notaremos por E
a su complexificacién. Ademads llamaremos conjugacién candnica a la
conjugacién, 7, que verifica que £ = E".

Nos referiremos al trabajo [33] como referencia bésica de la teoria de los
JB*-triples reales.

Es claro que todo JB*-triple real es un sistema triple de Jordan real y
que por tanto dado un elemento tripotente e, tenemos una descomposicion y
una aritmética de Peirce asociada a dicho tripotente.

Evidentemente, todo JB*-triple complejo es un JB*-triple real si consi-
deramos su estructura real subyacente.

Toda JB-4lgebra es un JB*-triple real. En efecto, la complexificacién
de una JB-élgebra es una JB*-dlgebra y por tanto un JB*-triple complejo.
Ademas la conjugacién canénica no es otra que la involucién natural de la
JB*.dlgebra (1 = ). En consecuencia el producto triple, como JB*-triple
real, de cualquier JB-4lgebra, estd dado por

{a,b,c} :==(aob)oc+(cob)oa—(aoc)ob.

Otros ejemplos de JB*-triples reales son las C*-dlgebras reales [27] o las J*B-
algebras introducidas por Alvermann [4], ya que ambas son formas reales de
C*-édlgebras y JB*-dlgebras, respectivamente.

Por analogia con el caso complejo, llamaremos factores de Cartan rea-
les a las formas reales de los factores de Cartan (complejos). Estos factores
han sido recientemente estudiados y clasificados por W. Kaup.




10 Capitulo 1. Preliminares

Notaremos por X e Y a dos espacios de Hilbert reales de dimensiones
n y m respectivamente, P y Q representardn a dos espacios de Hilbert de
dimensiones p y g, respectivamente, sobre el cuerpo de los cuaternios Hy H
denotaréa a un espacio de Hilbert complejo n dimensional.

En [38, Section 4], se establece que todos los factores de Cartan reales
son, salvo isomorfismos, los que vamos a presentar a continuacion:

1. I?,, = BL(X,Y) 5. II8:={we BL(P):w* =w}

2. I§ ,,:== BL(P,Q)
6. IIT®:={ze€ BL(X):z"* =z}
. IS:={z € BL(H) : 2* = 2}

. II?:={ze BL(X):z* = -1} 7. II3:={we BL(P):w* =-w}

_IVD® .= E, donde E es la I'-suma E = X; &' X3, de dos subespacios
cerrados X1, Xo de X de dimensiones r y s, con X2 = Xi*. En este caso,
notando por (.|.) al producto escalar de X y por — a la involucién dada por
z = (z1,%2) = T = (21, —T2), el producto triple viene dado por

{z,y,2} = (zly)z + (2|y)z - (z]2)7

para cualesquiera r,y,z € E.

. VOr .= M, 5(Og) 11. VI% := H;3(OR)
. V(O .= M, 5((Or)o) 12. VIO := H3((Or)o)

Donde (Og)o es el 4lgebra de Cayley real de divisién o 4lgebra de los Octo-
niones reales de divisién y Og es el dlgebra de Cayley real split. H3(Or) y
H;3((OR)o) son las matrices de orden 3 x 3 con entradas en Or y (Og)o res-
pectivamente, simétricas para la involucién canénica y con producto triple
inducido por el producto triple del JB*-triple H3(0).

La notacién empleada en la descripcién anterior tiene la ventaja de que al
quitar los superindices, obtenemos el factor de Cartan complejo que coincide
con la complexificacién de nuestro factor de Cartan real.

Debemos reseiiar que la clasificacién de los factores de Cartan reales finito
dimensionales fue realizada anteriormente por Loos [40, Subsection 11.4].

Una vez presentados los factores de Cartan reales, como nuevos ejemplos
de JB*-triples reales, concluimos con la presentacién de una proposicién que
recoge algunos hechos, basicos en la categorfa de los JB*-triples reales, que
seran utilizados en el futuro.
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Proposicién 1.2.2 [33, Proposition 2.5/ Sean z,y elementos de un JB*-
triple real E, entonces se satisfacen las siguientes condiciones:

1. exp(L(z,y) — L(y,z)) es una aplicacidn isométrica y biyectiva de E en
81 mismo,

2. L(z,y) + L(y, z) tiene espectro real,
8. L(z,z) tiene espectro positivo,

Nos gustaria destacar que la teoria de los JB*-triples reales ha tenido un
rapido y gran desarrollo en estos dltimos afios. Una buena prueba de este
hecho, es el gran nimero de trabajos de investigadores que recientemente se
han publicado sobre esta teoria. Como ejemplos podriamos citar los siguien-
tes autores, Dang [13], Chu, Dang, Russo y Ventura [10], Dang y Russo [15],
Bunce y Chu [9], Isidro, Kaup y Rodriguez [33], Kaup [38], Chu, Galindo y
Rodriguez [11] y Galindo y Rodriguez [25].

1.3 Tripotentes

Parece obligatorio, no terminar este capitulo sin dedicar algunas lineas a
presentar los resultados mas clasicos sobre los elementos trinotentes de un
JB*-triple real o complejo. Recordamos que un elemento e de un JB*-triple
real o complejo U, se denomina tripotente cuando {e, e, e} = e. Vamos a no-
tar mediante Tri(U), al conjunto formado por todos los elementos tripotentes
de U.

Es facil ver que los tripotentes de un JB*-triple real E son exactamente
aquellos tripotentes de su complexificacion E, que son simétricos para la
conjugacion candnica. Ademds dado un tripotente e de U, entonces U admite
la ya presentada descomposicion de Peirce

U = Us(e) ® Ui (e) ® Ua(e)

donde Ui(e) := {z € U : L(e,e)x = g:c}. Esta descomposicién da lugar a

diferentes subclasificaciones, mas especializadas, de los elementos tripotentes.
Asi un elemento e perteneciente a Tri(U) es llamado tripotente completo
si Up(e) = 0, y es llamado tripotente unitario o simplemente unitario, si
UQ(E) =/,

Finalmente introducimos la definicién de ortogonalidad para tripotentes.

Definicién 1.3.1 Dados dos tripotentes e, f de un JB*-triple real o com-
plejo, diremos que e es ortogonal a f si L(e, f) = 0. Esta situacién la
denotaremos pore L f.
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Usando la aritmética de Peirce, no es dificil probar que, si e L f entonces
f L e. Resultado que recogemos en el siguiente lema.

Lema 1.3.2 Sea U un JB*-triple real o complejo, y sean e, f dos elementos
tripotentes de U. Entonces las afirmaciones que siguen son equivalentes.

l.elf {. {e,e,f} =0
2 {f fe}=0 5. f € Uple)
3. e € Up(f) 6. L(f,e)=0
En cualesquiera de las condiciones anteriores

L(e+ f,e+ f) = L(e,e) + L{f, f).

Demostracion.- e L f si y solo si L(e, f) = 0, en particular L(e, f)f =
{f,f,e} = 0 lo que equivale a que e € Us(f). Si e € Up(f), usando la
aritmética de Peirce, podemos asegurar que L(f,e) = 0. Repitiendo este
mismo proceso terminamos la prueba. O

Volviendo a los subespacios de la descomposicién de Peirce de un JB*-
triple real o complejo U, es claro que, por la aritmética de Peirce, cada
Uy(e) es un subtriple de U. Ahora nos proponemos decir algo mas sobre la
estructura de Us(e).

Si £ es un JB*-triple complejo y e es un tripotente de £, es bien conoci-
do, [57, Propositions 19.7, 19.13], que £;(e) tiene estructura de JB*-algebra
unital, con unidad e, y producto e involucién dados por

roy:={z,ey},

z* 1= {e,z,e} = Q(e)z

para cualesquiera z,y pertenecientes a £3(e). Reciprocamente, [57, Propo-
sition 20.35], el triple producto en &;(e), puede ser expresado mediante 13
involucién y el producto de Jordan en la forma:

{a,b,c}:=(aobd")oc— (aoc)ob" +(cob’)oa.

En el caso particular en el que e es un elemento unitario, tenemos que &
es una JB*-dlgebra. Como consecuencia se tiene la equivalencia entre la
categoria de las JB*-dlgebras unitales y la de los JB*-triples que poseen un
elemento unitario.

Si E es un JB*-triple real y e es un elemento tripotente de E, no podemos
asegurar que E;(e) sea una JB-dlgebra con el producto dado anteriormente.
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Para obtener un resultado parecido al del caso complejo, vamos a introducir
otra conocida descomposicién, asociada al tripotente e, para la cual si pode-
mos decir algo més sobre la estructura que tiene alguno de los subespacios.
Sea U un JB*-triple real o complejo y sea e un tripotente de U. Utilizando
que Q(e) es una involucién en Uz(e) y que el nicleo de Q(e) es exactamente
Uo(e) ® U, (e), tenemos que U admite una descomposicién como suma directa
de los subespacios asociados a los valores propios de Q(e), concretamente,

U=Ue)@U'(e)®U'(e)

donde U*(e) := {z € U : Q(e)z = kz}. Esta descomposicién, al igual que la
descomposicién de Peirce, tiene asociada la siguiente aritmética

{U'(e),Ui(e), U¥(e)} CUY*(e) si ijk #0.

Ademas, no es complicado obtener las siguientes relaciones entre los subes-
pacios asociados a las descomposiciones presentadas:

Us(e) = U (e) @ U'(e),

U%e) = Up(e) ® Ui (e).

Desde ahora en adelante, notaremos mediante P*(e) a la proyeccién natural
de U sobre U*(e) (k:0,-1,1).

Diremos que un tripotente e es minimal si U'(e) coincide con Re. No-
taremos mediante minTri(U) al conjunto formado por todos los elementos
tripotentes minimales de U.

Dado que para cualquier tripotente e perteneciente a un JB*-triple com-
plejo &, el subtriple £(e) es una JB*-dlgebra, obtenemos que £'(e) es una
JB-algebra ya que es la parte » = Q(e)-simétrica de £;(e). Siguiendo este
mismo razonamiento, es facil ver que dado un JB*-triple real E'y un tripoten-
te e en E, E'(e) es una JB-algebra, con producto dado por zoy := {z, e,y},
ya que E'(e) es una sub-JB-dlgebra de El(e), donde E denota a la complexi-
ficacién de E. En consecuencia, podemos enunciar la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3.3 Para todo tripotente e de un JB*-triple real o complejo
U, tenemos que U'(e) es una JB-dlgebra unital, con unidad e. Ademds si U
es un JB*-triple complejo, Us(e) es una JB*-dlgebra unital.

Para concluir este capitulo recordamos que dado un JB*-triple real o
complejo U, es sabido que sus tripotentes completos son exactamente los
puntos extremos de su bola unidad (ver [39, Proposition 3.5] para la prueba
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del caso complejo y [33, Lemma 3.3] para el caso real). En general, un JB*-
triple real o complejo, no iiene por que tener elementos tripotentes; pero
en virtud de los resultados que acabamos de ver, unidos a los Teoremas de
Banach-Alaoglu y Kreim-Milman, podemos asegurar que, todo JB*-triple
real o complejo que ademds sea un espacio de Banach dual, posee una gran
cantidad de tripotentes.




Capitulo 2

Derivacio.nes

Este capitulo va a estar dedicado al estudio sistemdtico de las derivaciones en
los JB*-triples reales 6 complejos. Nuestro estudio estd influenciado por los
trabajos de T. Barton y Y. Friedman (5] y T. Ho [30]. Como consecuencia de
la continuidad automatica de las derivaciones y de la densidad, en la topologia
fuerte de operadores, de las derivaciones internas, probada por Barton y
Friedman en el caso de JB*-triples complejos, nosotros probamos que los
JB*-triples reales gozan de las mismas propiedades. También estudiamos en
profundidad las derivaciones en los factores de Cartan reales y complejos,
con objeto de dar respuesta a algunas preguntas interesantes, que veremos a
continuacion.

Comenzamos incluyendo la definicién formal de derivacién en un JB*-
triple real 6 complejo.

Definicién 2.0.4 Sea U un JB*-triple real 6 complejo, por una derivacién
en U denotamos a toda aplicacion lineal

6:U-U
que ademds verifica que
6 {a,b,c} = {da,b,c} + {a,db,c} + {a,b,dc}

para cualesquiera a,b,c € U.
Sia y b son dos elementos de U, usando la identidad de Jordan, es fdcil
ver que la aplicacion

0(a,b): U-U
dada por

(a,b)z = (L(a,b) — L(b,a))z = {a,b,z} — {b,a,z}

15
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es una derivacidn en U. Las derivaciones del tipo 6(a,b) se llaman deriva-
ciones internas simples. Es evidente que, las sumas finitas de derivacio-
nes internas simples vuelven a ser derivaciones. Llamaremos derivacién
interna a toda derivacion que se pueda ezpresar como una suma finita de
derivaciones internas simples. Llamamos grado de una derivacién in-
terna al menor nimero de derivaciones internas simples que la ezpresan
como suma.

Llamamos derivacién externa a toda derivacion que no es expresable
mediante una suma de derivaciones internas simples.

Si £ es un JB*-triple complejo y a es un elemento de £, usando de nuevo
la identidad de Jordan, es ficil comprobar que la aplicacién iL(a,a) es una
derivacion en £. Ademas, todas las derivaciones internas simples de £ pueden
ser expresadas mediante combinaciones lineales de derivaciones de la forma
anterior. En efecto:

iL(a + ib,a + ib) = iL(a,a) +iL(b,b) + L(a,b) — L(b,a) =

= iL(a,a) + iL(b,b) + d(a, d)

por tanto
5(a,b) = iL(a + ib,a + ib) — iL(a,a) — iL(b,b).

Ademas

é(ia,a) = L(ia,a) — L(a,ia) = iL(a,a) +iL(a,a) =

= 2iL(a,a) = iL(V2 a,V?2 a).

En 1985, H. Upmeier, planteé las siguientes preguntas sobre las deriva-
ciones de un JB*-triple complejo.

1. ;Es toda derivacion continua?
De manera evidente todas las derivaciones internas son continuas, es
por tanto légico plantear la siguiente pregunta.
. ;Cuando toda derivacion continua es interna?
Si la respuesta a la anterior pregunta es negativa, surge de manera

natural la tercera cuestion.

. {Cuando toda derivacién continua puede ser aproximada (en conve-
niente topologia) mediante derivaciones internas?
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Es claro que cuando Upmeier realizé estas preguntas atn faltaban Jiez
afios para el nacimiento de los J B*-triples reales y no fueron formuladas para
estos tiltimos, pero su validez en el caso de los JB*-triples reales es claramente
incuestionable.

La primera de las preguntas anteriores fue contestada afirmativamente por
Barton y Friedman, [5, Corollary 2.2], demostrando que toda derivacién en un
JB*-triple complejo es automéaticamente continua. A continuacién veremos
que a partir de este resultado podemos deducir fécilmente la continuidad
automatica de cualquier derivacion en un JB*-triple real. El resto de este
capitulo lo vamos a dedicar a dar respuesta a las restantes preguntas tanto
para JB*-triples reales como complejos. En el caso complejo, las preguntas
segunda y tercera tienen precedentes en [30] y [5] respectivamente.

Comenzamos construyendo una relacién entre el conjunto de las deriva-
ciones de un JB*-triple real E y el conjunto de las derivaciones de su comple-
xificacién. Esta relacién nos va a facilitar el trabajo para dar respuesta a las
preguntas anteriores. En algunos casos nos servirad para deducir la respuesta
del caso real a partir de la del caso complejo y otras veces, haré justamente
el servicio contrario.

Nota 2.0.5 Sea E un JB*-triple real y é una derivacion en E. Podemos
definir una derivacién en su complezificacién de la siguiente manera:

3:E>E

3(1: 4 1y) := o(x) + 16(y)

para todo T+1y € E. El comprobar que 3 es una derivacidn en E es un ejer-
cicio de paciencia, sin ninguna dificultad, que dejamos para el lector. Desde
ahora en adelante, dada una derivacién & en un JB*-triple real, notaremos
por & a la derivacidén sobre su complezificacién que acabamos de construir.

Si E es un JB*-triple real, § es una derivacion en E y consideramos la
extension, Q, de 6 a E, tenemos que, en virtud del resultado de Barton y
Friedman, 8 (y por tanto §) es automaticamente continua. Por consiguiente
podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 2.0.6 Toda derivacidn en un JB*-triple real 6 complejo es automd-
ticamente continua.

Una vez visto que todas las derivaciones, tanto en JB*-triples reales como
complejos son continuas, podemos sacar alguna relacién entre la norma de
una derivacién, §, en un JB*-triple real y la norma de su extensién a la
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complexificacién del triple. Es claro que ||6]] < 8]l pero ademss, por la
propia construccién de 4, tenemos que ||6]| < ||6]] < 2||4|.

El siguiente paso de este capitulo nos dirige al estudio de la respuesta a
la segunda de las preguntas formuladas por Upmeier. A dicho fin dedicamos
la siguiente seccion.

2.1 Propiedad de Derivaciones Internas

Una vez visto que toda derivacién de un JB*-triple real o complejo es con-
tinua, la segunda pregunta se puede formular como sigue: ;Son todas las
derivaciones de un JB*-triple, real 6 complejo, internas?. La respuesta a esta
pregunta es no en general. Este hecho se pondra de manifiesto en el estudio
pormenorizado que hacemos en el caso de los factores de Cartan.

Al objeto de simplificar la redaccién introducimos la siguiente definicién.

Definicién 2.1.1 Sea U un JB*-triple real 6 complejo, diremos que U tiene
la propiedad de derivaciones internas ¢ simplemente la propiedad
P.D.I., si toda derivacion en U es interna.

En el caso particular de los JB*-triples reales o complejos finito dimensio-
nales, tenemos asegurado que toda derivacion es interna [40, Chapter 8]. La
siguiente Proposicién nos asegura que un JB*-triple real posee la propiedad
P.D.I. cuando su complexificacién también la posee.

Proposicién 2.1.2 Sea E un JB*-triple real. Supongamos que su complexzi-
ficacion, E, posee la propiedad P.D.I., entonces E posee la propiedad P.D.1I..
Ademds, si podemos dar una cota umfome M, del grado de las deriva-
ciones internas de E, entonces 2M es una cota uniforme del grado de las
derivaciones internas de E.

Demostracidn.- Supongamos que E es un JB*-triple real tal que su com-
plexificacién E tiene la propiedad P.D.I. y tomemos 4 una derivacién en E.
Notamos por 4 a la derivacion en E que extiende a . Como E tiene la
propiedad P.D.L., 3 es una derivacién interna de grado n, es decir,

=n

=) (ax, bi)

donde ag, by € E. En consecuencia, a; = @) + g2 y by = b, + b2 con
aks, by € Eparal:1,2yk:1,...,n
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Sea ahora z € E y calculemos
6(ak, bx)z = 8(ax,1 + 1ak2, b1 + ibr2)z =
{ak1 + a2, by + b, o} — {bry + b2, Gk + 102, T} =
{ag1, b1, 2} + {Gk2, bk2, 2} + i({k2, bk1, T} — {@k,1, br2, T})—
— {br,1, k1, 7} — {br,2, 0k,2, T} — i({br2, Gk1, T} — {bk1s Ok 2, 2}) =
= 8(ak,, be,1) () + 6(a2, bi,2)(z)+
+i({ak2 br,1, T} = {@k1, Ok,2 2} — {2, 8k, 2} + {Bk,1, G2, T})-
Por tanto,

k=n
E> 6(1‘) = 5(.’1.‘) = Zé(ak,l + iﬂ.k,g,bk'l + ibk,g)x =
k=1
k=n
= (2(5(%1, be,1) + 6(ak2, bi,2))+
k=1
k=n
+i Z(L(akﬂa bk1) — L(ak,1, bk2) — L(br2, ak1) + L(be,1, 0x,2))) (2)
k=1
Como los elementos ax;, by € E, es claro que

k=n

(D" (6(ar., bes) + 8(ar2, br2)))(E) C E

k=1

¥ que
k=n
iZ(L(ax,z,bk,l) — L(a1,be2) — L(bx,2, ak,1) + L(be,1,a6,1))(E) CiE.
k=1
Por tanto,
k=n
Z(L(ak;z, bk1) — L(a,1, bx2) — L(bk2, ax,1) + L(bk,, 6k,1))(z) =0
k=1
para todo z € E. En consecuencia,
" k=n
d(z) =d(z) = 2(5(%1, be,1) + 0(ak,2, br2))(z)
k=1
para todo z € E. Hecho que nos asegura que, d es una derivacién interna de
grado menor o igual que 2n. O
A partir de la proposicién anterior, es claro que si un JB*-triple real no
posee la propiedad P.D.I., su complexificacién tampoco puede tener dicha
propiedad.
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2.1.1 Factores que pueden ser vistos
como dlgebras

Dentro de este grupo incluimos a los factores de Cartan complejos de Tipo
1 con la dimensién de H igual a la dimensién de K, a los de Tipo 2 con
dimensién de H par 6 infinita y a todos los de Tipo 3, asi como a todas sus
formas reales, es decir, a todos los factores de Cartan reales que son formas
reales de los anteriores factores de Cartan complejos. El motivo de agrupar
a estos factores, bajo el epigrafe que hemos seleccionado, se va a comprender
facilmente después de la siguiente Proposicién. Previamente recordamos que
una JC*-dlgebra (respectivamente, JC-dlgebra) J, se dice Reversible si y
solo si para todo n natural y para cualesquiera elementos Iy, ..., Zn €D J, se
verifica que I,...Z, + Tp...T) €5 de nuevo un elemento de J.

Proposicién 2.1.3 Los factores de Cartan complejos de Tipo 1 cuadrado
(dimH = dimK ), de Tipo 2 con dim(H) par o infinita y todos los factores
de Cartan complejos de Tipo 3, son JC*-dlgebras reversibles, mds aun, son
JW*.dlgebras reversibles.

Demostracion.- El Tipo 1 cuadrado lo es de manera evidente. El Tipo 3,
lo constituyen los operadores t-simétricos en BL(H) y por tanto 8i Ty o5 Tn

son elementos t-simétricos en BL(H), se tiene que:

(£1...Zn + Tn---L1)' = Tpor Tt + D1 T

lo que nos dice que un tal factor de Cartan es una JC*-4lgebra reversible.
En un factor C de Tipo 2 con dim(H) par o infinita, elegido como ele-
mento unitario distinguido u, cuya expresién en forma matricial es:

(0 :\

-1

0
0
1
0
0

(cuando en origen se toma una base {e;} de H y en llegada la base {j(e;)},
donde j es la conjugacién en H que define a dicho factor), podemos definir
un producto asociativo -, dado por z +y y = Tuy. Ahora bien, visto C

como JB*-4lgebra y dado yue el producto de Jordan viene dado por zow =
{z,u, w}=}(zu"w + wu'z) = -} (zuw + wuz) = -} (2w w+ w -y 2), tenemos
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que el producto que dota a dicho factor como JC*-dlgebra no es otro que el
simetrizado del que acabamos de definir, salvo el signo. Asi pués, para ver
la reversibilidad de la JC*-4lgebra C bastaréd probar la reversibilidad para el
producto x -,y . En efecto:

(1w o u Tn+ Ty o u 1) =

(=)D (g uzy ... 22UT) + T UTS.. Tn 1 UTp) =

—=(Z1 't o "6 Tn + Zn "y or 'u T1)s

Lo que prueba la reversibilidad.
Veamos por tltimo que todos ellos son JW*-dlgebras. Para ello bastara
probar que las aplicaciones :
T —T

T—Toj
T—joT

son débil-continuas, lo c_ual es facil de comprobar si se recuerda que T) con-
verge a T en la topologia débil si y solo si (Tx(z) | y) converge a (T(z) | v)
cualesquiera que sean z,y en H.O

Ahora nos proponemos probar que, para estos factores complejos, toda
derivacién es interna de grado 153 a lo sumo (Teorema 2.1.9). La idea de la
demostracién de la propiedad P.D.I. para estos factores de Cartan complejos
corresponde a T. Ho [30]. Una vez probado el resultado anterior, aplicamos
la Proposicién 2.1.2, para obtener que, en las respectivas formas reales de
estos factores, toda derivacién es interna de grado 306 a lo sumo.

Una vez visto en la proposicién anterior que los factores referidos son
JW*-4lgebras reversibles, la clave de la demostracién consiste en relacionar
las derivaciones como algebras con las derivaciones como triples y a partir de
aqui, poder aplicar los resultados que Upmeier tiene probados, para el caso
de JW-algebras. Con este objetivo introducimos las conocidas siguientes
definiciones.

Definicién 2.1.4 Si A es un dlgebra, una derivacién en A es una aplica-
cion linea!
D:A— A

verificando:
D{ab) = D(a)b+ aD(d)

para cualesquiera a,b € A.
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Una derivacion D en un dlgebra de Jordan se dice interna si y solo
si D = ¥ [Lq,, Ly, donde L, representa al operador de multiplicacién y
[T,S] :== TS — ST. Llamamos grado de una derivacién interna al nimero
minimo de conmutadores, de la forma [L,, Ly], que la ezpresan como suma.

Lema 2.1.5 Sea Z un JB*-triple que proviene de una JB*-dlgebra con uni-
dad u y sea § una derivacidn en Z. Entonces Lj, es una derivacion interna
en Z de grado uno.

Demostracion.- Si empezamos por aplicar § a la unidad, u, de Z, tenemos

ou = 6{u,u,u} = {0u,u,u} + {u, bu,u} + {u, u,du} =
= 2{0u,u,u} + {u,du,u} = 20u o u + (6u)’

lo que implica que
(0u)® = —du.

Ahora si consideramos :

L5“z=6uoz=%(6uoz—(—6u)oz}=

210z = (8u)" 0.2) = 2 ({6u,u,2} ~ {u,du,2}),
tenemos que Ly, es una derivacién interna en Z de grado uno.O

Nuestro siguiente lema prueba que toda derivacién de una JB*-dlgebra
unital que conserve la involucién es una derivacién como JB*-triple. Reci-
procamente, toda derivacién de un JB*-triple con un elemento unitario dis-
tinguido induce una derivacién en dicho JB*-triple visto como JB*-dlgebra.

Lema 2.1.6 [5]

Sean Z una JB*-dlgebra unital y D una derivacion en Z que conmuta
con la involucidn, entonces D es una derivacion de Z visto como JB*-triple.
Reciprocamente si Z es un JB*-triple con elemento unital distinguido u y
& es una derivacidn en Z, entonces & — L;, es una derivacion en Z, visto
como JB*-dlgebra, que conmuta con la involucién. En particular si § es una
derivacidn interna simple 6(z,y), entonces :

1
8 = Lytw) = 5([La+ar, Lytye] + [L-ita-2) L-ity-)])-
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Demostracidn.- La primera afirmacién es de célculo directo. Probamos
la segunda :

(6 — L) (z 0 y) = 8{z,u,y} — {0u,u,{z,u,9}} =
= {6z,u,y} + {z,0u,y} + {z,u, 0y} — {bu,u, {z,u,y}} =
= {6z, u,y} + {z,0u,y} + {z,u, 0y}~
—{{0u,u,z},u,y} + {z, {u, 6u,u},y} - {z,u, {0u,u,y}} =
=6z oy+ {z,0u,y} + T 0 dy—

—(buoz)oy+{z,(0u)",y} —zo(Suoy) =
(aplicando que (éu)* = —du)

= (6 == Léu)(I) oy+ {I’au! y} +zo (5 - Lﬂu)('y) - {.’L‘, Ju: y} =

= (5 - Lﬁu)(z) oy +zo (‘5 - Léu)(y)'
Lo que prueba que § — Lg, es una derivacién. El resto es de comprobacién
directa. O

Ahora nos proponemos demostrar que todas las derivaciones de una JW-
algebra reversible son internas de grado 151 a lo sumo.

Es conocido [55, Theorem 13] que cada JW-dlgebra A, admite una des-
composicién en suma directa de cinco JW-dlgebras que notaremos en la forma

A=Iin @I @I ® 1@ 111

(Ver también [1, pagina 255]). Siguiendo la notacién de Upmeier, [56], lla-
maremos JW-dlgebra propiamente no modular, a toda JW-dlgebra A, cuya
parte modular, Iy, @ I1;, sea cero. Para JW-élgebras propiamente no mo-
dulares, Upmeier, [56, Theorem 3.8], demostré que toda derivacién puede ser
expresada como suma de seis conmutadores de la forma [La, Ly). En el mismo
trabajo, también se probaba que cada derivacién de una JW-idlgebra rever-
sible de tipo Ij;n, puede ser expresada como suma de cinco conmutadores
de operadores de multiplicacién [56, Theorem 3.9]. Por tanto, para describir
las derivaciones de una JW-4lgebra bastara con centrarse en el caso de una
JW-4lgebra de tipo I1;. En el caso particular de JW-4lgebras reversibles de
tipo 11, Upmeier, (56, Theorem 3.10], probd que toda derivacion es interna.
De hecho, de la prueba de Upmeier, se puede extraer que una tal derivacion
es expresable como suma de a lo més 140 conmutadores.

Teorema 2.1.7 Sea A una JW-dlgebra reversible de tipo II,. Entonces toda
derivacién de A se puede expresar como suma de, a lo sumo, 140 conmuta-
dores de la forma [Lq, Ly).
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Demostracion.- Si A es una JW-élgebra reversible de tipo I1; y notamos
por U(A) a su envolvente de von Neumann compleja (es decir a la menor
dlgebra de von Neumann que contiene a A), se tiene que U(A)* es también
de tipo I, (ver [1, Theorem 8]). Por tanto, por los argumentos de la prueba
del Teorema 3.10 en [56], podemos asegurar que cada derivacién en A tiene
la forma D(z) = ad(w)(z) := |w,z] (z € A), donde w = —w* € U(A). Como
ademds sabemos que U(A)* es de tipo I}, w es expresable como suma de
diez conmutadores en U(A) (ver [22, Theorem 2.3]). En consecuencia, cada
derivacién en A es de la forma

10

D= Z ad([w j, wa,5]).

J=1

Ahora teniendo en cuenta que A = R(A),q, [52], donde R(A) es la envol-
vente asociativa real de A, podemos asegurar que, en virtud de [53, Lemma
6.1] y [54, Lemma 2.3 y Theorem 2.4],

U(A) = R(A) +i R(A).

Por consiguiente, cada elemento w;; se puede expresar, wy; = w; + v,
donde u;j, vi; € R(A).

Como para cualesquiera elementos, u;, v; € R(A), se verifican las igual-
dades:

[u1 + vy, ug + ivg] = [ul, ug] - [’Ul, 'UQ] + i([ul, Uz] + [‘Ul, ‘UQ]),

[uy + tug, 7] = [uy, 7] + i[uz, 2], paratodoz € A,

y teniendo en cuenta que D aplica A en A, tenemos que

10
Y [l g, vag) + [v1,5, w2} 2] = 0
i=1

para todo r € A. En consecuencia

10

2
D = ad(w) = Y _ ad([uy 5, uz;] - [v1,v25]) = Y ad([z14, 22,))

Jj=1 =1

donde Zij € R(A) yw= Z?ozllzl.j: Zg‘j].

Nuestro préximo objetivo es probar que los elementos [z j, 22;] se pue-
den expresar como suma de conmutadores con elementos en A. Sean pues
21,4, 22,j € R(A), para | = 1,2 notaremos por z;; (respectivamente ;) ala
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parte simétrica (respectivamente anti-simétrica) de z ;. Ya que para todo j,
[2§,,23,] ¥ 21, 23 ;] son elementos simétricos y w* = —w, se tiene que

20

w= Z[zf.ja 2] + 21, 4,
i=1

Ahora bien, como A = R(A),q, tenemos que z{ ;, 23 ; € A. Centramos ahora
nuestra atencién en los conmutadores (21 ;, 23 -

Por [7, pdg. 121], podemos asegurar que R(A) es isomorfa al dlgebra
M;,(B) de las matrices dos por dos sobre una determinada *-dlgebra asocia-
tiva real B.

Siguiendo la prueba del Lemma 3.11 en [56], tenemos que cada conmuta-

dor de elementos anti-simétricos de My(B) es de la forma (ccz _: ), con

a+b= [alaa‘il + [bl,b'z] + [(—'11021 + [dhdz]

y donde a;,b; y c; son elementos anti-simétricos de B mientras que d; y dp
son elementos simétricos de B. Por otra parte, teniendo en cuenta que para
a,b, ¢, y Bi€B,cona® =—-a,b"=-baj=0a;y B; = —f;, se verifican
las siguientes identidades

(e %)= 2)-C o)
(70520 =162 ") (3 o
("5 foro) =15 ) (5 )t

(%% pom) =15 7G5 )
¥ que

a —c'\ _ (0 - +1 a-b 0 +l a+b 0
c b)) \e O 2\ 0 b-a/ 2\ 0 a+bd)’
obtenemos que cada conmutador (2], 23, se puede expresar como suma de

seis conmutadores con elementos en A. Por consiguiente, hemos probado que

140

w=)_[£15,22]
i=1
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donde z;; € A, para cualesquiera /, j. Hecho que nos demuestra que

140 140

D= Zad([Iu,I‘z,j]) e Z[Lxu'f‘h.j]'
j=1 J=1

o

Como consecuencia de todos estos resultados tenemos el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.1.8 En una JW-dlgebra reversible, todas las derwaciones son
internas, es mds, toda derivacién se puede erpresar como suma de 151 con-
mutadores de la forma [Lq, Ly).

El siguiente teorema constituye el principal resultado de esta subseccion.

Teorema 2.1.9 Los factores de Cartan complejos de Tipo 1, con dim(H) =
dim(K), de Tipo 2, con dimension de H par ¢ infinita y todos los de Tipo
8, tienen la propiedad P.D.1. De hecho, toda derivacion en dichos factores
tiene grado 153 a lo sumo.

Demostracién.- Por la Proposicién 2.1.3, todos estos factores pueden ser
vistos como JW*-dlgebras reversibles y unitales. Por tanto, es suficiente
probar que una JW*-dlgebra reversible y unital Z, verifica el teorema.

Es conocido que Z descompone Z = X+1X, donde X es la parte simétrica
de Z y por tanto, X es una JW-dlgebra reversible.

Si & es una derivacién de Z como JB*-triple, por el Lema 2.1.6, 6 — Lsy
es una derivacién de la JB*-dlgebra Z que respeta la involucién y por tanto
su restriccion a X es una derivacion. Por la identidad:

(6 — Lsu)(2) = (6 — Lau)(z +iy) = (8 = Lau) Ix () +1(6 — Lsu) |x (y),

se tiene que (8§ — Lg,) |x determina a (6 — Lgy). Ahora, por el Corolario 2.1.8
(salvo aiadir el conmutador 0), tenemos que

152 152

(6 Lou)(z) = 3_[Lay Lo )(@) + 1 Y_[Lays Ly, )(y) =
i=1 i=1

152 152

=Y (Lo, L)@ +iy) = Y (L, L )(2)
j=1

j=1
Ahora utilizando la igualdad:
(L, Ls) + [Le, L) = 2(6 - Lg,),
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para cualesquiera a, b, c y d pertenecientes a X y donde

a+tc b+1id

5= 250,

obtenemos que :

152

5 L&u (Z Z[La.r’ Lb,](z) = 22: CJ, L.;(cj.dj),‘)(z).

De donde despejando 4 y aplicando el Lema 2.1.5 se obtiene que

d= ZZ(é(Cj,dj) = Lic;d;u ) + Lous

es una derivacion interna y de grado menor o igual que 153.0

Corolario 2.1.10 Si E es cualquier forma real de los factores de Cartan
complejos incluidos en el teorema anterior, enionces E verifica la propiedad
P.D.1. y toda derivacidn en E tiene grado 306 a lo sumo. Concretamente, los
factores de Cartan reales IR, IS .., IS, II%,, 115, ITI¥ y I113, verifican la
propiedad P.D.I. y cada una de sus derivaciones tiene grado menor o igual
que 206.

Demostracién.- Usar el Teorema 2.1.9 y la Proposicion 2.1.2. O

2.1.2 Factor de tipo Spin real y complejo

Recordamos que llamamos factor de tipo Spin real a cualquier forma real de
un factor de Tipo 4 o Spin complejo. Vamos a demostrar que los factores de
tipo Spin real, infinito dimensionales, no verifican la propiedad P.D.I, resul-
tado que, gracias a la Proposicién 2.1.2, nos permite afirmar que tampoco los
factores de tipo Spin complejos, infinito dimensionales, verifican la propiedad
P.D.I

Para alcanzar nuestro objetivo, vamos a construir una derivacién externa
en un factor de tipo Spin real. En [30, Proposition 2.3.1 ], T. Ho prueba,
utilizando un “spin grid”, que dado un factor de Tipo Spin complejo S de
dimensién finita n, entonces existe una derivacién interna de S con grado
mayor o igual que n. Siguiendo las ideas de la prueba de este resultado,
nosotros probamos en [44, Teorema 31], que todo factor Spin complejo de
dimensién infinita admite derivaciones externas. Ahora presentamos una
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prueba mds novedosa, en la que se elimina la utilizacién de los “spin grid” y
que simplifica enormemente los cdlculos que presentdbamos en [44].

Es conocido, [38, Theorem 4.1] (ver pdg. 9), que todo factor Spin real E
puede ser visto como una [!-suma,

E=X1€BiX2

de dos subespacios cerrados X, y X; de un espacio de Hilbert real X, que
ademas verifican que X, = Xj'. También sabemos la expresién que tiene el
triple producto en este caso,

{z,y,2} = (zly)z + (2ly)z - (z[2)y

donde (.|.) es el producto escalar de X y la involucion z — T viene dada por
T = (z,, —x,), para todo z = (z,,z;) € E.

Como estamos en el caso en que la dimensién de E es infinita, podemos
suponer que la dimensién de X, también es infinita. Supongamos primero gue
X es separable. Por tanto podemos tomar una base ortonormal y numerable
de X, {en},.x- En particular & = e, para cada n € N. A partir de la
expresién del producto triple, es facil comprobar que {e,, en,€,} = €q, para
cada n € N. También es sencillo de comprobar que para cada k € N, la
norma de d{eyx_1, €2;) es menor 6 igual que dos. Por tanto, el operador

1
2t

1

o := o(ek-1,€2)

esta bien definido y es una derivacion en E. El objetivo ahora es comprobar
que no puede ser interna.

Veamos primero como se comporta esta derivacién sobre el subespacio
Xz = Xi. Sea z, € X3, entonces

5(€2k—1,€2k)(-’£2) = {BEk—heZk:IZ} e {eﬁkvezk—h-r?} =

= (ezk—1]e2)T2 + (T2leak)ean—1 + (€2k-1]|Z2)€28—
—(eakl|ear-1)T2 — (T2leak—-1)eax — (ea|T2)ez-1 =0,

lo que nos muestra que §o(X;) = 0.
Supongamos ahora que d; fuese interna, en ese caso,

P
60 = ZJ(a,-, b,)
J=1
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para ciertos a;, b,' € E. Como E = X, ®' X3, a;j=aj1+6j2y b= bj.l +bj2
donde cada a;; y cada b;; pertenecen a X; (j: 1,..., P). En consecuencia

P
b= b(ajb;) =
=1

P
— Z (5(&,’11, bj,l) + (5((1,"), ijg) -+ J(a_,-,g, bj,l) + 6((13',2, bj‘z)) i
j=1
Es facil comprobar que, para todo z; € X;,

d(a;2,bj2)(x1) = 6(aj1, bj2)(x1) = 6(2;2,b51)(z1) = 0.

En consecuencia

P
So(@1) = Y 8(azn,b;1)(z1)
Jj=1

para todo 1, € X|.

En este momento definimos K como el subespacio de X, generado por
los a;; y los b;,, K = Span{a;,,b;,}. Claramente, K tiene dimension finita.
Sea 7, € K+ N X,, entonces

P 00 1
0= 250;1' 11) T1) = do(x1) Z—,‘ (€2k—-1,€2)(21) =
1=1 k=1

= 1

Z—I {821: l,ezk.l'l} {fzk.ezk hIl}

o0

Z: ((e2k—1]€ax)z1 + (x1|€e2x)e2k—1 — (€2m—-1|71) €20~
=1
(

—(eakleak—1)x1 — (z1|€am—1)ea + (e2|T1)e2n—1) =
= 1
Z—— ((z1]e2x)ear—1 — (e2x—1z1)e2).

o= 2k

En consecuencia (xlleu) = (egk-1]/z1) = O para todo k € N y por tanto
z; = 0 ya que {e,} es una base de X;. Tenemos por tanto que K+ N X; =0
y por tanto X; = K finito dimensional, lo que constituye una contradiccién
y nos demuestra que en este caso &y es externa.

Nos queda el caso en que X; tiene dimensi6n infinita pero no numerable.
Este caso lo vamos a deducir del ya probado para X, separable.
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Ya que X, es infinito dimensional, puedo tomar un conjunto numerable
de vectores ortonormales de X, al que denoto por {€x}nen. Notaremos por H
al espacio de Hilbert (real) separable que generan estos vectores y mediante
do a la derivacién en E dada por

= 1
60 = 5—,;6(82)‘_1, 62);).

k=1
Es claro que &(H) C H, por lo que do|y €s una derivacién en H, que ademads
tiene que ser externa, por lo probado en el caso separable. Dicho de otro
modo, d no se puede expresar mediante una suma de derivaciones internas
simples con elementos en H.

Veamos que tampoco es interna en E. Si lo fuese,

P
=Y da;b)
j=1

con a;,b; € E. Ya que E admite una descomposicién
E=(He" H') 8" X,,

los elementos, a; y b;, se pueden expresar a; = h; +Z;3 ¥ b; = k;j+y;3 donde
h; v k; pertenecen a H y z;3,y;3 € H*®' X, (j:1,...,P). La expresién
de & queda por tanto de la siguiente manera:

P
o= b(ajb;) =
=1

P
= 3 (8(hy, kj) + 8(hs, yia) + 8(z5, k3) + 6(zi, Ysa) -
i=1

Es facil comprobar que para cada elemento h € H,
5(hj, y;3)h = —(h;|h)T55 — (hlhs)yjs € H* @' Xa,
5(Ij‘3, k,)h = (h‘kj)l'j‘;; + (k,]h)i",—'s e H o' X2

Y que
6(z;3,¥j3)(h) = 0.

Por la tltima igualdad, la expresién de d, sobre un elemento h € H queda,

P P
so(h) = Y 6(hs, ks)(h) + D _(6(hj, ysa) + 8(zia, k) (h)-

j=1 j=1
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Ya que 6(H) € H'y 35, (8(hj, yis) +6(2;3,kj))(H) € H* @' X3, de hecho,
podemos afirmar que

P
do(h) = Y 8(hj, k;) (k)

j=1

para todo h € H. De este modo, do|x es expresable como una suma finita de
derivaciones internas simples en H, hecho que es imposible. Por tanto d; es
externa en E.

Estamos pues en condiciones de enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.1.11 En todo factor de Cartan de tipo Spin real 6 complejo e
infinito dimensional, podemos encontrar un derivacidn ezterna, o equivalen-
temente, ningin factor de Cartan de tipo Spin real 6 complejo e infinito
dimensional, verifica la propiedad P.D.I.

Una vez terminado el factor de tipo Spin, solo nos queda por estudiar el
factor de Cartan de Tipo 1 con dim(H) # dim(K) y todas sus formas reales.
Este factor serd tratado en la siguiente subseccién.

2.1.3 Factor de tipo I, no cuadrado

Consideraremos un factor de Cartan complejo de Tipo 1, con dim(H) #
dim(K) o cualquier forma real suya. En este caso, al igual que en el caso
del factor Spin, vamos a poder construir derivaciones externas, en las formas
reales, cuando la dimensién sea infinita. Por tanto, podremos concluir que ni
el factor de Cartan de Tipo 1 complejo con dim(H) # dim(K), ni ninguna
de sus formas reales, verifica la propiedad P.D.L

Usando [38, Theorem 4.1] (ver pag. 9), sabemos que las formas reales
del factor de Tipo 1 complejo, pueden ser vistas como el espacio, BL(X,Y),
de los operadores lineales y acotados entre espacios de Hilbert reales X e
Y o como el espacio, BL(P,Q), de los operadores lineales y acotados entre
dos espacios de Hilbert P y Q sobre el cuerpo de los cuaternios H. En esta
subseccién vamos a construir una derivacién externa en BL(X,Y) para X
e Y espacios de Hilbert reales con +00 = dim(X) > dim(Y), cuyo proceso
de construccién puede ser llevado a la otra forma real BL(P, Q) de mane-
ra obvia. Nos gustaria hacer notar que, como BL(X, Y) y BL(Y, X) son
isométricamente isomorfos como triples, la condicién dim(X) > dim(Y) no
supone restriccién alguna.

Durante toda la subseccién, vamos a denotar por X e Y a dos espacios de
Hilbert reales con +0o = dim(X) y dim(X) > dim(Y). Vamos a comenzar
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por estudiar las derivaciones en el caso en que Y = R. En este caso, BL(X,R)
es identificable con X cuando este iiltimo est4 equipado con el producto triple

{z,y,2} = %((xly)z + (zly)z)

para cualesquiera z,y,z € X.
Sid: X — X, es una derivacién en X, tenemos que

8 {z,y, 2} = (02,9, 2} + {z, 0y, 2} + {z,y, 62} (L.1)

para cualesquiera ,y, z € X. Estudiemos primero el término de la izquierda

6 {2,,2) = 63((ely)z + (ely)e) = 5(2l)oz + (aly)ba).

Veamos ahora los términos de la derecha

(62,,2} = 3(62ly)z + (214)62)),

{2,602} = 5 (w2 + (low)a),

(29,02} = 5(@ly)6z + (62}y)2)).

Sumando estas tres expresiones e igualando al término de la izquierda,
tenemos que

2 (((62ly) + (@l69)z + ((£169) + (52Iy))z) = 0

para cualesquiera z,y, z € X. En el caso particular de que z = 2, obtenemos
que
((zloy) + (oz|y))z =0

para cualesquiera z,y € X, lo que es equivalente a que

(z6y) = —(dzy)

para todo z,y € X, es decir, 8* = —4. Estos nos demuestra que toda
derivacién en X, visto como factor de Tipo 1, es un operador lineal anti-
simétrico en X. Veamos que, de hecho, esto es una equivalencia.

Lema 2.1.12 Si X es un espacio de Hilbert real, considerado como forma
real de un factor de Tipo 1, entonces las derivaciones en X son ezactamente
los operadores lineales continuos y anti-simétricos en X.
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Demostracién.- Acabamos de ver que si & es una derivacién en X, entonces
§* = —4. Por tanto, supongamos que T es un operador lineal y continuo con
T* = —T, veamos que T es una derivacién. Las identidades

T {a,1,2) = Ty ((sly)e + lw)a) = ()T + ()T2),

{Ta,y,2} = 5((Tzly)z + (&)Ta)),

(s,Ty, 2} = 5((&lTv)z + (ATw)2)) =
1

_ L@z + (T 2lu)a)) = ~5((@)z + (Tal)o),

(2,0, T2} = 5((ely)Tz + (Tly)2))

nos muestran que

T{z,y,2} = {Tz,y,2} + {z,Ty,2} + {z,v, Tz},

y por tanto que T es una derivacién. O

Una vez probado que las derivaciones en X son exactamente los operado-
res lineales, continuos y anti-simétricos en X. El siguiente paso, tiene como
objetivo el describir las derivaciones internas en X.

Lema 2.1.13 Toda derivacidn interna en X, considerado como forma real
del factor de Tipo 1, es un operador de rango finito.

Demostracion.- Tomemos

P

§="_5(a;,b;)

j=1

una derivacion interna en X. La expresién de cada sumando,

§(a, by)(2) = 5((albs)a; - (zlay)ty)

nos asegura que es finito dimensional y por tanto d es suma finita de opera-
dores de rango finito. O

Es bien conocido [28, Lemma 7.5.6], que en todo espacio de Hilbert real e
infinito dimensional X, existe un operador sobreyectivo T,con T* = -T (en
realidad podemos obtener un T con T? = ~Idx y T" = —T), en particular
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dicho T, tiene rango igual a la dimensién de X. Usando el lema 2.1.12,
tenemos que cualquier operador lineal, continuo y anti-simétrico en X que
no tenga rango finito es una derivacién en X = BL(X,R), que debe de ser
externa por el lema 2.1.13. Esto nos asegura que BL(X, R) no verifica la
propiedad P.D.I., para cualquier Hilbert real e infinito dimensional X.

Proposicién 2.1.14 BL(X,R) no verifica la propiedad P.D.I.

Abordamos ahora el caso general. Vamos a comenzar viendo como pode-
mos obtener derivaciones en BL(X,Y), a partir de derivaciones en X.

Lema 2.1.15 Sea & una derivacién en un espacio de Hilbert real X (visto
como forma real del factor de Tipo 1) y sea Y otro espacio de Hilbert real,
entonces la aplicacion

§:BL(X,Y) » BL(X,Y)

a+— ab

es una derivacién en BL(X,Y).

Demostracién.- Por ser & una derivacién en X, §* = —0 (Lema 2.1.12).
Dados a,b,c € BL(X,Y), tenemos que

{Ea,b,c} + {a,gb, c} + {a,b, Ec} —

(adb*c + cb*ad + ad"b’c + cd*b*a + ab’cd + cdb’a) =

:
2

%(a&b'c + cb*ad — adb*c — cdb’a + ab’cd + cdb’a) =

= %(cb‘aé 4 ab*ch) = {a,b,c} 6 = §{a,b,c}.

O

Veamos que la derivacién 3, construida eun el lema anterior a partir de
una derivacién 6 en X, aplica X en X, bajo cierta identificacion previa.
En efecto: fijemos un elemento yo € Y de norma uno. Identificamos cada
elemento h € X, con el operador

fh:X—)Y

fa(z) = (zlh)yo (z € X)
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Bajo esta identificacién, X se puede ver como el subespacio de BL(X,Y),
formado por todos los elementos de la forma fj con h € X.
Veamos como actia d sobre estos fj,

3(fa)(z) = fa(6z) = (6z|h)yo =
= (z|6*h)yo = (x| — Sh)yo = f-an(z).

En consecuencia 4| (X)CX.

En el lema que exponemos a continuacién demostramos que si 8 es interna,
entonces 4 tiene rango menor o igual que la dimensién Hilbertiana de Y.

Lema 2.1.16 Sean ¢ y & como en el Lema 2.1.15. Supongamos que 8 es

interna, entonces & tiene rango menor o igual que la dimensién Hilbertiana
deY.

Demostracién.- Si § es interna en BL(X,Y), entonces é se puede expresar
_ P
d= Z 6(aj, b;
j=1

para ciertos d;, bj € BL(X,Y). Por lo visto anteriormente, sabemos que para

cadahe X, 4§ fa = f-sn € X. Por otro lado, usando la expresién de é como
derivacidn interna, tenemos

B
foon=8(fr) =Y b(a;,b5)(fn) =

J=1

P
z a;b fa + fubja; — bjas fa — faasb;) =

= %(a” ba)f,.+f,,(z (Bja; — a3by)) =
j=1

=Rfn+ f,.T,

R=Y -(ab; - bja}): Y Y

P
J=1
P

E (bja; — ajb;) : X = X
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son dos operadores anti-simétricos. Ademés
fT(z) = (Tz|h)yo = (z| = Th)yo = f-a(2)
para todo z € X y por tanto fuT = f_7n. En consecuencia
Rfs=3fn— foT = f-in-n = fw € X.

Por tanto, para cualesquiera z,h € X, se verifica la igualdad

Rfu(z) = (z|h)R(y) = (zlh)yo = fw(2)-

En consecuencia, tenemos que R(yo) = Ayo para cierto A € R. Veamos que
dicho A es cero

A = (Ryolvo) = (%ol R"y0) = (%ol — Ryo) = —A

y por tanto A = 0. De este modo, ya que Rf, = 0, la expresién de & sobre
fn queda 5
f-sn=0(fn) = faT = f-1n

para todo h € X, de donde deducimos que T = 4. Pero observemos con mas
detenimiento la expresion

P
T=Y (ba; - ajb;).

j=1

Cada bja; y cada ajb; son operadores que factorizan a través de Y, por
tanto tienen rango menor 6 igual que la dimensi6n Hilbertiana de Y. En
consecuencia 6 = T es suma finita de operadores de rango menor 6 igual a la
dimensién Hilbertiana de Y, con lo que tenemos probado el lema.O

Teorema 2.1.17 Sea X un espacio de Hilbert real infinito dimensional e Y
otro espacio de Hilbert real, de dimensidn Hilbertiana menor estricta que la
de X. Entonces en BL(X,Y) hay derivaciones externas, es decir BL(X,Y)
no verifica la propiedad P.D.I.

Demostracién.- Recordamos que, como X es infinito dimensional, existe
un operador lineal y acotado T en X, con T2 = —Idx y T* = -T. Por
tanto T tiene rango igual a la dimensién Hilbertiana de X. Como T* = -T
el Lema 2.1.12, nos asegura que es una derivacién en X, ademds, por el
Lema 2.1.15, la aplicacién, T, dada por, Ta = aT (a € BL(X,Y)), es una
derivacién en BL(X,Y). Si T fuese interna, el Lema 2.1.16, nos aseguraria
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que T tiene rango menor 6 igual que la dimensién Hilbertiana de Y, lo que
es una contradiccién ya que dim(X) > dim(Y). O

A partir de este Teorema y de la Proposicién 2.1.2, obtenemos que el
factor de Cartan complejo de Tipo 1 no cuadrado infinito dimensional y
cualquier forma real suya, tiene siempre una derivacién externa, es decir, no
posee la propiedad P.D.I.

Corolario 2.1.18 E! factor de Cartan complejo de Tipo 1 no cuadrado e
infinito dimensional y todas sus formas reales, poseen derivaciones erternas,
y por tanto, no verifican la propiedad P.D.I.

Nota: T. Ho, [30, Section 2.2], enunci6 que todo factor de Cartan com-
plejo de Tipo 1 no cuadrado con Ry = dim(H) > dim(K) admite derivaciones
externas. La pretendida prueba de este resultado utilizaba la existencia de
“rectangular grids” en tales factores. Sin embargo, en la demostracién apa-
recen errores de calculo en la computacién de los triples productos entre
elementos del “grid” (véase [30, pag. 32, (2.10)]). Estos errores de célculo
fueron subsanados en [44, pag. 71-72]. Finalmente, debemos comentar que
los mencionados errores de calculo fueron trasladados al caso de dimensién no
numerable, por lo que no se podia afirmar que BL(H, K), con dim(H) > Rg
y dim(H) > dim(K), admita derivaciones externas.

2.2 Aproximacién por Derivaciones Internas

A la luz de los resultados de la seccién anterior, sabemos que existen JB*-
triples reales y complejos que no poseen la propiedad P.D 1., es decir, no todas
sus derivaciones son internas (ver Teorema 2.1.11 y Corolario 2.1.18). De este
modo, es natural plantearse la posibilidad de aproximar, en una conveniente
topologia, cada derivacién en un JB*-triple, mediante derivaciones internas.
En vista de que el limite puntual de una sucesién de derivaciones es una
derivacién y de que, para el caso de JB-algebras, Upmeier [56, Teorema 4.2)
tiene probado que toda derivacién puede ser aproximada por una derivacion
interna en !a topologia de la convergencia puntual, es decir, en la topologia
fuerte de operadores, uno estd animado a trasladar esta propiedad de las
derivaciones en JB-lgebras al caso de los JB*-triples reales 6 complejos.

El lector puede preguntarse si cabe esperar este mismo resultado para la
topologia de la norma. La respuesta es no. En efecto: Upmeier, [56, pag. 18],
tiene probado la existencia de JB-algebras (unitales), tales que, el conjunto
de las derivaciones internas no es norma denso en el conjunto de todas las
derivaciones. Sea pués X una tal dlgebra con unidad u, sea X el JB*-triple
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X +iX , obtenido via la complexificacién de X y sea D una derivacién en
X, que no pertenezca al cierre en norma de las d~rivaciones internas de X.
La extension natural de D a X , que notaremos por D, conserva la involucién
y es por tanto una derivacién en X como JB*-triple (ver Lema 2.1.6).

Supongamos que para cada € mayor que Cero, existe § una derivacién
interna en X tal que

o4 <

Segiin ya conocemos (Lema 2.1.6), si

6= Eé(eh f3)
i=1

con ej, f; en la JB*-dlgebra X, entonces

P
- Lg(u) = Z J(st fJ) - La(gj.fj)(u)

j=i

[Lﬂ.J Lc,] + [Lb 1Ld,]

con a;, bj, c;,d; en X. Por consiguiente 6 — Lsu) €s una derivacién interna en
X tal que

|D = (6 - Law)l| = [|D = Lo = (6 - Liw)]| <
< “ﬁ - 5" + || Lpgw — Lew || <
< Hﬁ - 6” + || Lpw-sw || <

<[fo-4] +[i0-o10] <

Ic que es una contradiccién, ya que D no pertenece al cierre en norma de las
derivaciones internas de X.

Tenemos por tanto que D es una derivacién en el JB*-triple complejo X
no aproximable, en la topologia de la norma, mediante derivaciones internas.
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Por otra parte, ya que D es la restriccién de D a X, se tiene que D es
una derivacién del JB*-triple real X. Si D fuese aproximable por internas
en X, entonces para cada £ > 0, existiria

P
d= Z 6(61" fJ)
=1

con e;, f; € X tal que |D —4|| < &. En este caso,

5= d(ej, f;),

=1
es una derivacion interna en X perfectamente definida y
(D - 8)|| < 2.

Hecho que implicaria que D es aproximable, en la topologia de la norma,
mediante derivaciones internas en X, afirmacién que es totalmente imposible
como hemos visto.

Una vez descartada la topologia de la norma de operadores para “apro-
ximar” derivaciones mediante derivaciones internas, nuestro objetivo es es-
tablecer que en todo JB*-triple complejo 6 real, el conjunto de todas las
derivaciones coincide con el cierre, en la topologia fuerte de operadores, del
conjunto de todas las derivaciones internas.

Como ya conocemos, el cierre de las derivaciones internas en U en la to-
pologia fuerte de operadores esta contenido en el conjunto de las derivaciones
en U. El caso en el que se verifica la otra inclusién dé lugar a la siguiente
definicion.

Definicién 2.2.1 Diremos que un JB*-triple real ¢ complejo, U, tiene la
propiedad de aprozimacién por internas, ¢ simplemente que tiene la
propiedad P.A.I., si el cierre, en la topologia fuerte de operadores, de las
derivaciones internas en U coincide con el conjunto de las derivaciones en

U.

En el caso complejo, Barton y Friedman [5, Theorem 4.6], tienen pro-
bado que todo JB*-triple complejo verifica la propiedad P.A.I. A partir de
este resultado, nosotros vamos a demostrar que todo JB*-triple real también
verifica la propiedad P.A.IL

Teorema 2.2.2 Todo JB*-triple real 6 complejo verifica la propiedad P.A.1L
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Demostracion.- El caso de un JB*-triple complejo estd demostrado en [5,
Theorem 4.6]. Sea pues, E, un JB*-triple real y sea 4 un.. derivacién en E.
Consideramos o

d:E—-FE
8(z + iy) := 8(z) + ib6(y)

la derivacién en la complexificacion E, de E, que extiende a  (ver Nota 2.0.5).
Como E es un JB*-triple complejo (verifica la propiedad PAI), tenemos que
para cada Tyysoesn € E Cc E y para cada € > 0, existe una derivacion

interna 4, en E, tal que
P
o = z 6(“11 bj]

y ||6(:n) —61(x)|| < e paratodo!:1,.
Cada elemento a;,b; € E se puede expresar a; = a;) +1ia;32 y bj =
bj,1 +ib; 2, donde cada a;x y cada b;x son elementos de E. Ahora es facﬂ ver

que
P

6i(zi) = Y (B(az0,b50) + 8(aj2,b52)+
J=1

+i(L(ajz2, b;1) + L(bj1,a;2) — L(aj1,bj2) — L(bj2,8;1)))z1.

Como a; &, b; x v 7; son elementos de E, es evidente que
ks Ojk )

I G.J 2, Jl + L(bJ 1, @;j, 2) (a‘,‘l,bj‘g) - L(bj_g,ﬂj‘l))l'g et E.
=1

En consecuencia

l|6(zi) — - (6(aji1,bj1) + 8(ajz2, bi2)) (@)l <

£ ”6 Ih Z aJl! Jl) +6 an, 32)) II)"

i=1

P

~i Y _(L(aj2,b51) + L(b1,a52) = L(az1,b52) = L(bz050)) ()| =

j=1

“‘5 ) Z(‘S(GJ.I- i1) + 0(aj2,bi2)+

Jj=1
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+i(L(aj2, bj1) + L(bj,1, a52) = L(aja, bia) — L(b;2,851))) z|l =
= 8(z) - &i(z)l < e

paratodo!:1,...,n. Yaque 2;;1(6(%-.1, bj1)+6(aj2,b;2)) es una derivacién
interna en E, tenemos probado el teorema. O
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JB*-Triples Duales

Este capitulo estd dedicado al estudio de aquellos JB*-triples reales que
ademds son espacios de Banach duales.

En el caso de JB*-triples complejos, Barton y Timoney [6], probaron
que todo JB*-triple, £, que ademds sea un espacio de Banach dual, tiene
un tnico predual, que notaremos por £. Ademads, el triple producto en
£ es separadamente o(£, £,)- continuo. Los JB*-triples complejos que son
espacios de Banach duales reciben el nombre de JBW*-triples complejos
6 simplemente JBW*-triples.

Los JBW*-triples reales fueron originariamente introducidos como for-
mas reales de JBW*-triples complejos por Isidro, Kaup y Rodriguez [33]. Es-
tos mismos autores caracterizaron los JBW*-triples reales (ver (33, Theorem
4.4]) en los términos siguientes.

Teorema 3.0.3 Sea E un JB*-triple real. Entonces las siguientes condicio-
nes son equivalentes,

1. E es un JBW*-triple real.
2. E es un subtriple real débil*-cerrado de algiin JBW*-triple complejo.

3. E posee un predual, E,, para el cual el producto triple en E es separa-
damente o(E, E,)-continuo.

A la luz de este resultado, y especialmente a partir de la iltima de las
caracterizaciones inmersas en el mismo, surge el problema de demostrar si la
débil*-continuidad separada del producto triple es automética para cualquier
JB*-triple real, que ademés sea espacio de Banach dual. Por otra parte, dado
un JB*-triple real E, que sea espacio de Banach dual, es natural preguntarse
si F tiene un dnico predual.

43
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La respuesta afirmativa a la débil*-continuidad separada del producto
triple nos diria que, los JBW*-triples reales son exactamente los JB*-triples
reales que son espacios de Banach duales. Este problema ha aparecido enun-
ciado en algunos trabajos de investigacién recientes como [33] 6 [11]. En este
capitulo nosotros probamos la unicidad del predual y la débil*-continuidad
separada del producto triple en aquellos JB*-triples reales que son espacios
de Banach duales.

Nuestra prueba de la débil*-continuidad separada del producto triple, se
apoya en técnicas distintas a las utilizadas por Barton y Timoney para el caso
complejo. En consecuencia, ya que todo JBW*-triple puede ser visto como
JB*-triple real (el cual es un espacio de Banach dual), nosotros reencontramos
el mencionado resultado de Barton y Timoney.

Para comenzar vamos a estudiar la relacién existente entre el dual de un
JB*-triple real E y el dual de su complexificacién E. Supongamos que E
es un JB*-triple real, denotemos por E a su complexificacién y por 7 a la
conjugacién candnica en E que verifica que E = E™ = {z € E:r(z) =z}
Mediante 7, podemos definir una conjugacién en el dual de E de la siguiente
manera: R R

:E* > FE
r(Na) =Tr@) (@€ B
Es facil comprobar que 7* es una aplicacién conjugado lineal, isométrica e in-
volutiva, puesto que 7 también lo es. Lo interesante de esta nueva conjugacion

es que nos permite identificar el dual de E, con los elementos 7*-simétricos
de E*, mediante la siguiente biyeccién isométrica;

(BY)y ={feE:T(N=f}-F

e fle
En efecto: Si f € (E“)" yzeE= ET, entonces f(z) = f(r(z)) = f(z)
y en consecuencia, f(z) € R. Por tanto la aplicacién est4 bien definida y es
biyectiva de manera evidente. Para comprobar que es isométrica hacemos lo
siguiente. Sea f € (E*)" y € > 0, sabemos que existe un elemento z € E
de norma menor 6 igual a uno tal que |f(z)| > ||f|| — €. Ahora tomamos un
complejo de médulo uno, €, tal que ¢ f(z) € R*. Por la linealidad de f,

f(e?2) = f(z +ay) 2 | fll - &,

donde hemos identificado €®z = z + iy para ciertos z,y € E. Ademas
sabemos que f(E) C R y por tanto

fl@) 2 Ifll -e.
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1 ;
Como z = 5” d+7)(e"z) € E, podemos asegurar que z tiene norma menor

o igual que uno. Hecho que nos demuestra que || f|| = || f|,||-

Desde ahora en adelante, dado un JB*-triple real E, identificaremos los
elementos del dual de E, con los elementos del dual de su complexificacién
que son T* simétricos.

3.1 Unicidad del Predual

Comenzamos esta seccién probando que el dual de todo JB*-triple real estd
“bien enmarcado”. Como consecuencia, obtenemos la unicidad del predual
de aquellos JB*-triples reales que ademas son espacios de Banach duales.
Para tales JB*-triples, obtenemos también una serie de resultados técnicos
que seran usados en la prueba de la débil*-continuidad separada del producto
triple.

Si X es un espacio de Banach y S es un subconjunto de X, entonces
notaremos mediante X* al dual de X y mediante S° al polar de S en X*.
Si ademas X es un espacio de Banach dual, X, denotaré un predual de X
ysi S C X, S, denotara al prepolar de S en X,. Vamos a notar mediante
J: X = X* a la inclusién canénica de X en su bidual, ysi S C X, §
denotara el cierre en la topologia o(X**, X*) de J(S).

Finalmente, si X es un espacio de Banach complejo, X puede ser consi-
derado como espacio de Banach real de manera evidente. En este caso vamos
a denotar mediante X, al espacio de Banach X considerado como real.

Recordamos que si Y es un subespacio débil*-cerrado de un espacio de
Banach dual X, entonces Y es un espacio de Banach dual y uno de sus
preduales es X,/Y.. Ademis las topologias o(Y,Y.) y o(X, X.)|, son la
misma sobre Y.

Una vez introducidas estas notaciones, vamos a presentar algunas nocio-
nes basicas acerca de la propiedad “well framed” 6 “buena enmarcacién”
para espacios de Banach.

Definicién 3.1.1 Si X es un espacio de Banach sobre un cuerpo K, se define
B(X) como el conjunto de todos los funcionales ¢ € X*** tales que para cada
subconjunto convezo, cerrado y no vacio C C X, la aplicacion

¢z : (C,o(X™, X)) = K
tiene al menos un punto de continuidad en &.

Para este espacio de Banach X, se define su “universal frame” ¢
“marco universal” mediante

¥(X) = (B(X) N J(X)°)o.
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X se dice “well framed” ¢ “bien enmarcado” cuando 7(X) = X.

Referimos al trabajo de Godefroy [26], como referencia bésica para una
presentacién detallada de la propiedad de la “buena enmarcacién” en es-
pacios de Banach, asi como para la prueba de los dos primeros apartados
del siguiente lema. La demostracién del tercer apartado del lema se puede
encontrar en [34, Lemma 1.4].

Lema 3.1.2 Sea X un espacio de Banach real 6 complejo, entonces

1. Si X estd bien enmarcado, entonces X es el tnico predual de X®.
Ademds toda biyeccion isométrica en X* es débil*-continua.

9 Si X estd bien enmarcado, también estd bien enmarcado cualquier su-
bespacio cerrado de X.

8. Si X es un espacio de Banach complejo que estd bien enmarcado, en-
tonces X, también estd bien enmarcado.

Volviendo a los JB*-triples, Barton y Timoney tienen probado [6, Theo-
rem 2.1], que el dual de todo JB*-triple complejo estd bien enmarcado. Noso-
tros vamos a demostrar que este resultado sigue siendo cierto para JB*-triples
reaies.

Lema 3.1.3 E! dual de todo JB*-triple real estd bien enmarcado.

Demostracién.- Sea E un JB*-triple real, segiin hemos visto al principio
de este capitulo, el dual de E puede ser identificado como una forma real del
dual de E,

E=(E) ={feE:m(f)=f}

donde 7*(f)(z) = f(r(z)) y T es la conjugacion canénica en E. Por tanto E*
es un subespacio real cerrado de E*. Ya que E es un JB*-triple complejo,
E* ests bien enmarcado [6, Theorem 2.1). Ahora usando el Lema 3.1.2
[apartados 3. y 2.] obtenemos lo que querfamos probar. O

Como consecuencia de este primer resultado técnico obtenemos que todo
JB*-triple real que ademés es un espacio de Banach dual posee un unico
predual.

Proposicién 3.1.4 Sea £ un JB *_triple real, supongamos que E es ademds
un espacio de Banach dual. Entonces,
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1. E tiene un inico predual E,. Ademds toda biyeccidn isomé-trica en E
es o(E, E,)-continua.

2. El operador 6(a,b) := L(a,b) — L(b,a) es o(E, E,)-continuo para cua-
lesquiera a,b € E.

Demostracion.-

1. Notemos por E, a un predual de E. Por el Lemma 3.1.3, E* estd
bien enmarcado. Como E, es un subespacio cerrado de E*, el Lemma 3.1.2
[apartados 1 y 2] nos asegura la primera afirmacién.

2. Es conocido (ver Proposicién 1.2.2) que, para cualesquiera a,b € E,
exp(t 8(a, b)) es una biyeccién isométrica para todo ¢ real. En consecuencia,
exp(t d(a,b)) es o(E, E.)-continua por el primer apartado de esta Proposi-
cién. Ahora bien, el operador

exp(t 4(a, b)) — Id
t

es limite, en la topologia de la norma de operadores de una red de operado-
res débil*-continuos, por tanto es o(E, E,)-continuo, ya que, el conjunto de
todos los operadores débil*-continuos es norma cerrado en el espacio de los
operadores lineales acotados. O

5(a,b) = lim

Desde ahora en adelante, llamaremos JB*-triple real dual, a cualquier
JB*-triple real que ademas sea un espacio de Banach dual. Dado un JB*-
triple real dual E, vamos a notar por w* a la topologia o(E, E,) en E.

A continuaciéon damos alguna consecuencia de la Proposicién 3.1.4 de-
dicando un tiempo al estudio de algunas biyecciones isométricas especiales
en JB*-triples reales duales. Gracias a este estudio, vamos a demostrar que
las aplicaciones que se obtienen fijando un mismo tripotente en dos de las
variables del triple producto, son todas w*-continuas.

Proposicién 3.1.5 Sea E un JB*-triple real dual y sea e un elemento tripo-
tente en E. Entonces las proyecciones de Peirce Py(e) (k:0,1,2), L(e,e) y
Q(e) son operadores w*-continuos en E. En particular, los subespacios Ei/(e)
son JB*-triples reales duales.

Demostracidn.- Es claro que, como e es un tripotente de E también lo es
de su complexificacién E. Ademés las proyecciones de Peirce, Pi(e), en E
no son otra cosa que las restricciones a E de las respectivas proyecciones de
Peirce sobre E.

Para cada A € C definimos

C) —-Z /\k Pk (C
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Es conocido, 23, Lemma 1.1], que S) es un automorfismo isométrico de E
para cada |\| = 1. En consecuencia, Si; son isometrias biyectivas en E
y por tanto w°-continuas, por la Proposicién 3.1.4. Ahora bien, Pi(e) y
Py(e) + Py(e) se pueden expresar como combinaciones lineales de Si;:

Pi(e) = 5(Si(6) = S(e) ¥

1
Py(e) + Pole) = 3(Sile) + S-1(e)),
lo que nos asegura que son w*-continuas y que ademas Ei(e) y Ea(e) ® Eo(e)
son subtriples w*-cerrados. Pero S; y Py(e) — Pz(e) tienen exactamente la
misma restriccién sobre Ea(e) @ Eo(e), lo que implica que Po(e) — Py(e) es
una biyeccién isométrica sobre Ey(e) @ Ea(e) y por tanto es w’-continua.

En consecuencia, Py(e), Py(€) y L(e,€) = Pa(e) + ~P,(e) son w*-continuos.

Finalmente, Q(e) es una biyeccién isométrica al restringirla a E;(e) y por
tanto es w'-continua en Ey(e). Usando la aritmética de Peirce, tenemos que
Q(e) = Q(e)P2(e) es w*-continua. O

Para terminar esta seccién vamos a demostrar dos resultados técnicos que
utilizaremos en la seccién siguiente.

La demostracién del Lema que sigue a continuacion estd inspirada en una
serie de resultados que, en el caso de JB*-triples complejos, tienen estableci-
dos Friedman y Russo (23, Lemma 1.3, Lemma 1.4 y Proposition 1].

Lema 3.1.6 Sea E un JB*-triple real, sea f perteneciente @ E* y sea e un
elemento tripotente en E tal que || fPs(e)l| = ||f ||. Entonces f = fPa(e).

Demostracién.- Como e es un tripotente de E también lo es de su com-
plexificacion E. Friedman y Russo [23, Corollary 1.2] tienen probado que
las proyecciones de Peirce en E son contractivas. En consecuencia, ya que
las proyecciones de Peirce Pi(e) en E no son otra cosa que las restriccio-
nes a E de las respectivas proyecciones de Peirce sobre E, es claro que las
proyecciones de Peirce en E son también contractivas.

Demostremos ahora que

I1Pa(e) @) + Pole) (@) = maz{||Pale)(@)l, [ Po(e) (@I}

para todo z € E.

Ya que, para j : 0,2, Pj(e) (Po(e) + Py(e)) = Pj(e), es claro que, por la
contractividad de las proyecciones de Peirce, se verifica la siguiente desigual-
dad:

1P2(e)(z) + Po(e)(@)]| 2 maz{||Pa(e) (@)l 1 Pole)(@)]]}-
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Para demostrar la otra desigualdad, supongamos que
maz (|| Py(e)(z)|l, || Po(e) ()|} = 1,

y notemos per z' := z, 7 := {z, 1,1},
¥ = {1:3'_3,1:3"”',3:3"—1}.
Teniendo en cuenta la propiedad ||a®|| = ||a||®, para todo a € E y usando la
aritmética de Peirce, es ficil ver que
Py(e)(z) + Po(e)(@)l = l(Pa(e)(z) + Po(e)(@) "I =
= |(Pa(e)(2))™ + (Po(e)(@) ™" < (2" = 1,

lo que prueba lo que queriamos.
Como consecuencia, es ficil ver que

[1£ Pa(e) + fPo(e)ll = If Pae)l| + [1f Pole)l

y por tanto fPy(e) = 0.

De este modo, solo nos resta probar que fP,(e) = 0. Para tal fin, tomemos
z € Ey(e) U Eg(e), y € Ei(e) y t € R Usando la aritmética de Peirce y
mediante induccién no es dificil probar que

(z+ty)¥ =2¥ + trL(z" ", 2"7) .. L(z®, 2%) L(z, z)y + o(jt]*) (%)

Supongamos ahora que ||f|| = 1 y que y € E;(e) es tal que fly) 20y
lyll < 1. Ya que ||f|| = |f Pa(e)||, para cada £ > 0 existe un z € Ey(e) tal
que ||z]| = 1y f(z) > 1 — . De este modo, para cada t € R,

Iz +tyll > f(z +ty) = f(z) +tf(y) 21—+ tf(y).
Ahora usando la férmula (*), tenemos que
(1-e+tf@)" <lle+tyl” =z +tx)” |
< [|=%" | + e2"llyll + O(It]*)-
De donde obtenemos que
(1- & +3"tf(y)(1 - +0(1tf") < 1+ 12"yl + O(ItP),

y por tanto, haciendo tender ¢ a cero y dividiendo por |t| tenemos que

£6) +O(1t) < (3)" vl + Ol

Finalmente haciendo tender ¢ a cero y n a infinito obtenemos que f(y) = 0.
Hecho que prueba que fPi(e) =0. O
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Nota 3.1.7 Segin hemos visto en el lema anterior, dado un tripotente e en
un JB*-triple real o complejo U, las proyecciones de Peirce son contractivas
y para todo x € U, se satisface la siguiente identidad:

IP2(e)(z) + Po(€)(z)ll = maz{||P2(e) ()], || Po(e)(z)I|}-

Ademds como

Pl(e) := 5(Idy + Q(e)) Pa(e) y

- 1
Pl(e) := §(Idu = Q(e))Px(e),
podemos asegurar que también P'(e) y P~'(e) son proyecciones contractivas.

La siguiente proposicién nos dice que si E es un JB*-triple real dual y f
es un elemento de su predual, entonces existe un elemento tripotente en E
que hace cierta la tesis del lema anterior.

Proposicién 3.1.8 S5i E es un JB*-triple real dual y f es un elemento en
su predual, entonces eriste un tripotente e en E tal que f = fPy(e).

Demostracidn.- Supongamos que ||f|| = 1. Por el Teorema de Banach-
Alaoglu, el conjunto

S={zcE: f(z) =zl =1}

es no vacio, convexo y w*-compacto. Por tanto, usando el Teorema de Kreim-
Milman, existe e € S, punto extremo de la bola unidad de E, que como ya
conocemos (ver, si acaso, pagina 14) es un tripotente de E. Ahora, para
terminar la prueba, solo nos resta comprobar que estamos en condiciones de
aplicar el Lema anterior.0

El 1ltimo resultado técnico que vamos a enunciar caracteriza la conver-
gencia en la topologia w* en JB*-triples reales duales.

Proposicién 3.1.9 Para todo JB*-triple real dual E, se verifica que, una
red {z,} converge a cero en la topologia w* si y solo si {Py(u)(z,)} converge
a cero con la topologia w* para cada tripotente u en E.

Demostracién.- (=) Por la Proposicién 3.1.5, sabemos que P(u) es w*-
continua para cada u tripotente de E y por tanto {P;(u)(z,)} converge a
cero con la topologia w* para cada tripotente u € E.

(«=) Supongamos que Py(u)(z,) %} 0 para cada tripotente u € E. Sea
f € E,, en virtud de la proposicién anterior, existe e tripotente en E tal
que f = fPy(e). Ahora, va que Py(e)z,) %3 0, se tiene que [P(u)(z,) =
f(z,)—0.0
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3.2 Débil*-continuidad separada del
Producto Triple

En la seccién anterior hemos probado que, al igual que pasa con los JBW*-
triples complejos, el predual de todo JB*-triple real dual es tinico. El objetivo
fundamental de esta seccién es probar la débil*-continuidad separada del pro-
ducto triple, en el caso de JB*-triples reales duales. Para tal fin, vamos a
ir demostrando ciertas aproximaciones en las que, de alguna manera, hemos
incluido mds hipétesis de las necesarias. La finalidad de dichas aproxima-
ciones, no es otra que la de servir de herramienta en la demostracién del
Teorema Principal del capitulo.

El primer resultado que vamos a obtener nos asegura la w*-continuidad
separada del producto triple, en aquellos JB*-triples reales duales, que veri-
fican que todo elemento se puede aproximar, en norma, por combinaciones
lineales finitas de tripotentes ortogonales dos a dos.

Proposicién 3.2.1 Sea E un JB*-triple real dual. Supongamos que pa-
ra cada elemento a de E y para cada € > 0, eriste una familia finita de
tripotentes ortogonales dos a dos {ey,...,en} Y Ar,..., An € R tales que
lla = Sr, Mieill < €. Entonces el triple producto de E es separadamente
w* -continuo.

Demostracion.- Sea a € E y € € (0,1). Por hipétesis, existen ey, ...,€n
tripotentes ortogonales dos a dos y Ay, ..., A, € R tales que

o = anll < 5T

donde @, := Y7, Aie;. En particular [|a,|| <€+ [la]| < 1+ [|al|.

Como los tripotentes {e;,...,e,} son ortogonales dos a dos L(ap,an,) =
Y™ A2L (e;,¢;) . Por tanto, L(an,as) es w*-continuo ya que cada L(e,,e,)
es w*-continuo, en virtud de la Proposicién 3.1.5. Ahora bien, como

IL(a,a) = L(an, a)l| = ||L(a - an,0)|| <

< lla = anll ol < gy @+ )

|Z(an, an) = L(an, a)|| = || L(an, an - a)|| <

< lja = anl lanl < gy @+ ol
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podemos afirmar que
|L(a, a) = L(an, aa)|l < ||L(a,a) — L(an,a)|| +

+ ||IL(an, an) — L(an, a)|| < €.

En consecuencia, hemos probado que L(a,a) pertenece al cierre (en nor-
ma) del conjunto de los operadores w*-continuos en E' y por tanto es w*-
continuo, ya que dicho conjunto es norma cerrado. En particular, el operador
L(a,b)+L(b,a) = L(a+b, a+d) —L(a,a)— L(b, b) es también w*-continuo para
cualesquiera a,b € E. Como L(a,b) — L(b,a) es w*-continuo (Proposicién
3.1.4), obtenemos que el operador L(a,b) es w*-continuo para todo a,b € E.

Para terminar la prueba, bastard demostrar la w*-continuidad del ope-
rador Q(a) (a € E). A tal efecto, procedemos de la siguiente manera: Ya
que para i # j, e, y e, son tripotentes ortogonales, tenemos que e, +¢; es
de nuevo un tripotente, ello unido a la Proposicién 3.1.5, nos asegura que
Q(e, +¢;) es w*-continuo. Como consecuencia tenemos que

Q(anran) = Z '\i)‘jQ (Eg,ej) =

ij=1

=3 Y AN@ +e) - Q) - Q(ey)

ij=1

es un operador w*-continuo.

Ahora, repitiendo el mismo proceso que haciamos para L(a,a), conclui-
mos que Q(a) estd en el cierre en norma del conjunto de los operadores
w*-continuos en E y por tanto es w*-continuo.

Finalmente, la igualdad

Qa,b) = 5(Q(a+b) - Qla) - Q)

nos asegura que Q(a, b) es w*-continuo para cualesquiera a,b € E, con lo que
acabamos la demostracién. O

Los elementos que son combinaciones lineales finitas de tripotentes orto-
gonales dos a dos son llamados algebraicos. En vista la demostracién de ::
proposicién anterior, podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3.2.2 Sea E un JR*-triple real dual. Supongamos que a y b son
dos elementos de E aprozimables en norma mediante elementos algebraicos,
entonces los operadores Q(a,b) y L(a,b) son w*-continuos.
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El objetivo ahora consiste en descubrir que elementos de un JB*-triple
real dual podemos aproximar mediante elementos algebraicos.

Recordamos (ver Proposicién 1.3.3) que si E es un JB*-triplerealy e € E
es un tripotente, entonces E'(e) = {z € E : Q(e)z = z} es una JB-4lgebra
con producto zoy := {r,e,y}. Cuando ademés E es un JB*-triple real dual,
podemos asegurar que todos los elementos de E'(e) se pueden aproximar, en
norma, mediante combinaciones lincales finitas de tripotentes ortogonales dos
a dos. De este modo, aplicando el Corolario anterior, obtendremos que L(a, b)
vy Q(a, b) son operadores w*-continuos en E, para cualesquiera a,b € E'(e).

Proposicién 3.2.3 Sea E un JB*-triple real dual y e € E un elemento
tripotente. Entonces L(a,b) y Q(a,b) son operadores w*-continuos para cua-
lesquiera a,b € E'(e).

Demostracion.- Como ya conocemos E'(e) es una JB-dlgebra. Ademas,
la Proposicion 3.1.5 asegura que el operador Q(e) es w*-continuo, por tanto
E'(e) es un subespacio w*-cerrado de E y en consecuencia, E'(e) es una
JBW-élgebra.

Ahora, utilizando que para cada a € E'(e) la subdlgebra w*-cerrada de
E'(e) generada por a, W (a), es un dlgebra de von Neumann conmutativa real
(ver [28, Lemma 4.1.11]) y que por [28, Proposition 4.2.3], para cada £ > 0,
existe una familia finita de idempotentes (de hecho tripotentes), ortogonales
dos a dos, ey,...,e, en W(a) ¥y Aj,...,Aq € R tales que

|]a i Z /\,‘C"” < E,
1=1

tenemos que cada elemento de E'(e) es aproximable en norma por elementos
algebraicos. Hecho que unido al Corolario 3.2.2, nos permite concluir la
prueba. O

Nuestro préximo objetivo va a consistir en probar que, para cualquier
JB*-triple real dual que posea un elemento unitario, se tiene asegurada la
w*-continuidad separada del producto triple.

Proposicién 3.2.4 Sea E un JB*-triple real dual. Supongamos que E tiene
un elemento unitario, u, entonces el triple producto de E es separadamente
w*-continuo.

Demostracién.- Como u es un elemento unitario de E, tenemos que

E = Ey(u) = E'(u) ® E"'(u).
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Es facil ver que u es también un elemento unitario en la complexlﬁcacxén,
E, de E. Por tanto E es una JB*-dlgebra unital, con producto z oy :
{z,u,y}, involucién z* := {u,z,u} y unidad u. Recordamos también, que el
producto triple puede recuperarse a partir del producto de Jordan mediante
la expresién {a,b,c} = (aob*)oc— (aoc)ob® + (cob*) oa (ver pagina 12).
Ahora si denotamos por M, al operador L(a,u), las identidades

L(a:b) = Man' - Mb' Ma + Maob’u
Q(a! b) = (MaMb + Man - Maob)Q(u)

para cualesquiera a,b € E, implican que solo tenemos que demostrar la
w*- continuidad de cada M, para obtener la w*-continuidad separada del
producto triple.

Supongamos en primer lugar que a € E'(u), entonces M, = L(a,u) es
w*-continuo, en virtud de la Proposicion 3.2.3.

Si a € E~'(u), es decir, Q(u)a = a* = —a, tenemos que M, se puede
expresar de la siguiente forma:

2M, = L(a,u) — L(u,a).

Ahora basta aplicar la Proposicién 3.1.4 para concluir que M, es w*-continuo.
Finalmente, como E = E'(u)®E~'(u), la linealidad de la aplicacién a — M,,
nos permite concluir la prueba. O

Nuestro dltimo resultado parcial, antes de abordar el resultado general,
asegura que si e € uu tripotente en un JB*-triple real dual, entonces podemos
asegura. )a w*-continuidad de los operadores resultantes al fijar dos elementos
de E(e) en el producte triple.

Proposicién 3.2.5 Sea E un JB*-triple real dual y e un tripotente de E.

Entonces L(a,b) y Q(c¢,b) son operadores w*-continuos para cualesquiera
a, be EQ(E).

Demostracién.- Es claro que E,(e) es un JB*-triple real dual con elemento
unitario e, luego, por la Proposicién 3.2.4, podemos asegurar que el producto
triple en E;(e) es separadamente w*-continuo. En consecuencia, el Teorema
3.0.3 nos asegura que E;(e) es un JBW*-triple real.

Ahora bien, es conocido (ver [33, prueba del Theorem 4.8]) que todo ele-
mento de un JBW*-triple real puede ser aproximado en norma por elementos
algebraicos, por tanto, el Corolario 3.2.2 nos da el resultado deseado. O

Una vez que hemos obtenido los resultados previos necesarios, nos dispo-
nemos a abordar el Teorema Principal del capitulo, probando la w*-continui-
dad separada del producto triple en cualquier JB*-triple real dual.
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Teorema 3.2.8 El pr..dcto triple de cualquier JB*-triple real dual es se-
paradamente w*-coniinvo. En particular, todo JB*-triple real dual es un
JBW*-triple real.

Demostracion.- Sea E un JB*-triple real dual. Vamos a comenzer la
demostracién probando que L(a, b) es un operador w*-continuo para cuales-
quiera a,b € E.

Como ya hemos comentado en la pagina 14, tenemos asegurada la exis-
tencia de una gran cantidad de tripotentes completos en E. Sea pues ¢ € £
un elemento tripotente completo (Ey(e) = 0).

Para a € Ej(e) y b € Ey(e), usando la aritmética de Peirce, es facil ver
que

L(a,b) = L(a,b) P, (e)

Y que
L(b,a) = L(b,a) P, (e).

Por el apartado 2 de la Proposicién 3.1.4, sabemos que L(a,b) — L(b,a)
ec un operador w*-continuo. Como ademss la Proposicién 3.1.3, nos asegura
que las proyecciones de Peirce son también w*-continuas, tenemos que

L(a,b) = L(a,b) P, (e) — L (b,a) P, (e) P; (e) =

=/L(a,b) — L(b,a)) P2 (e)

L{b,a) = —(L(a,b) - L(b,a)) P (e)

son operadores w*-contiruos.

lemos probado pues que para cualesquiera a € E,(e), b € Ey(e), L(a,b)
y L{b,a) son w*-continuos.

Tomemos ahora a € E y b € Ej(e), en este caso, utilizando la des-
composicién de Peirce, a puede ser expresado como suma de dos elementos,
a = a; + ap, donde a; € E;(e) (: = 1,2). Como

L{a,b) = L{a;,b) + L (az,b)

L(b,a) = L(b,a) +L(b,a2)

podemos concluir, usando (%.1) y la Proposicién 3.2.5 que

L(a,b) y L(b,a) son operadores w*-continuos,

para cualesquiera a € E y b € Es(e)

(t.1)
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Sean a,b € E, a partir de la identidad de Jordan, obtenemos la siguiente
igualdad

L(a, L(e, e)b)(z) = {a, {e,e,b} ,z} = {a, {b,e,€} ,z} =
=—{e,b,{a,e,z}} + {{e,b,a},e,2} + {a,e,{e,b,2}} =
= (—L(e,b)L(a,€) + L({e, b,a} ,€) * L(a,e)L(e, b))(z),
la cual, junto con (2.2), nos asegura que

L(a, L(e, e)b) es w*-continuo, para cualesquiera a,b € E. (t.8)

Si ahora expresamos a = a, +ay, b = b, + b, con a;, b; € E;(e), obtenemos
que

L(a, L(e, e)b) = L(a1 + a2, L(e, €){by + b2)) = L(a1 + az, %bl +b) =

= SL(a1b1) + 3L (az,b) + L{ay,b) + L (az,ba),

de donde
B ) = HiLia, e, 28] - %L(ag,bl) — L(ay,by) = L (az,52))

es w*-continuo, por lo probado en (t.3) y (t.2). En consecuencia, hemos
probamos que

L(ay, b;) es w*-continuo para cualesquiera a;,b; € E;(e). (t.4)

Finalmente, aplicando (%.2), (t.4) y el hecho de que L(.,.) es un operador
bilineal, tenemos que

L(a,b) es un operador w*-continuo para cualesquiera a,b € E. (t.5)

Para concluir la prueba, solo nos resta probar la w*- continuidad de los
operadores de la forma Q(a, b). Para tal objetivo tomemos a,b € E. Usando
la identidad de Jordan, podemos expresar

Q(0)Q(a)(z) = {b,{a,z,a},b} =
= —{z,a,{b,a,b}} + {{z,aq,b},a,b} + {b,a, {z,a,b}} =

= (=L({b,a,b},a) + L(b,a)L(b,a) + L(b,a)L(b,a))(z) =
= (—L({b,a,b},a) + 2L(b,a)L(b, a))(z).
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Ahora, la identidad anterior nos asegura, aplicando (t.5), que Q(b)Q(a) es
un operador w*-continuo para cualesquiera a,b € E. Una vez més, la Pro-
posic6n 3.1.5, nos permite afirmar que

Py(u)Q(a) = Q(u)Q(u)Q(a)

es un operador w*-continuo para cada tripotente u € E y paracadaa € E.
Ahora, aplicando la caracterizacién de la w*-continuidad, obtenida en la
Proposicién 3.1.9, concluimos que Q(a) es w*-continuo para todo a € E.
Finalmente, la igualdad

Qa,b) = 5(Qa+t) - Qa) - QL))

nos asegura la w*-continuidad de Q(a, b) para cualesquiera a,b € ED

Para concluir con este capitulo vamos a extraer algunas consecuencias
del teorema anterior. Si se tiene en cuenta que todo JBW*-triple complejo
puede ser visto como JB*-triple real dual, el Teorema 3.2.6 proporciona una
nueva prueba del Teorema de Barton y Timoney.

Corolario 3.2.7 (Barton-Timoney) El producto triple de cualquier JBW*-
triple complejo es separadamente w"-continuo.

La segunda consecuencia nos proporciona una relacién entre la estructura
dual de un JB*-triple real y la estructura dual de su complexificacién, que
se obtiene directamente del Teorema principal y del Teorema 3.0.3.

Corolario 3.2.8 Sea E un JB*-triple real. Entonces E es un JBW*-triple
real si y solo si su complezificacidn, E, es un JBW*-triple complejo.

Recordamos que toda JB*-algebra y toda JB-dlgebra tiene estructura de
JB*-triple real. Si ademas tienen unidad, el producto de Jordan queda de-
terminado por el producto triple y la unidad como hemos visto. Por tanto,
nuestro resultado también demuestra la conocida débil*-continuidad separa-
da del producto de Jordan en JB y JB*-4lgebras que sean espacios de Banach
duales ([28, Section 4], [51]).

Corolario 3.2.9 El producto de Jordan de cualgquier JB-dlgebra que ademds
sea un espacio de Banach dual, es separadamente débil*-continuo.

Como consecuencia final extraemos el siguiente resultado de C. M. Ed-
wards (ver [19, Theorems 3.2 and 3.4]).

Corolario 3.2.10 La complezificacién de una JB-dlgebra J es una JBW*
dlgebra si y solo si J es una JBW-dlgebra.
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Capitulo

Est:dio del Predual

En este capitulo continuamos con el estudio de aquellos JB*-triples reales que
son espacios de Banach duales, es decir, JBW*-triples reales. En el capitulo
anterior vimos que tales JB*-triples reales tenian un tnico predual. Ahora
nos proponemos estudiar la bola unidad del predual de cualquier J BW*-triple
real, en orden a extraer relaciones entre propiedades geométricas de la misma
y el conjunto de los elementos tripotentes de un tal JBW*-triple real.

Nuestro primer objetivo va a consistir en probar que cada tripotente mi-
nimal de un JBW*-triple real, E, es un funcional de soporte de un punto
extremo de la bola unidad de su predual. Caracterizaremos los puntos ex-
tremos de la bola unidad del predual, como los elementos de la misma que
toman el valor uno en algin tripotente minimal de E. Como consecuencia,
obtendremos una correspondencia biyectiva, entre el conjunto de los puntos
extremos de la bola unidad del predual de E y el conjunto de los tripotentes
minimales de E.

Utilizando estos resultados, junto con el hecho probado por Friedman y
Russo, [24], que asegura que todo JBW*-triple complejo, £, descompone en
suma directa ortogonal de dos ideales w*-cerrados, uno de los cuales esta
generado por todos los elementos tripotentes minimales de £, mientras que
el otro carece de dichos tripotentes; obtenemos un resultado andlogo al de
Friedman y Russo para JBW*-triples reales.

Finalmente, como consecuencia, casi inmediata, del resultado anterior,
obtenemos un teorema de Gelfand-Naimark para JB*-triples reales. Con-
cretamente, probamos que todo JB*-tiple real se puede embeber, de forma
isométrica, en una £,-suma de factores de Cartan reales y factores de Cartan
complejos vistos como reales.
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4.1 Orden en el conjunto de los tripotentes

Comenzamos esta seccién introduciendo un orden dentro del conjunto de
todos los elementos tripotentes de un JB*-triple real o complejo.

Definicién 4.1.1 Dado un JB*-triple real 6 complejo U y dos elementos
tripotentes u,v en U, decimos que u es mayor que v, y lo notamos por
u > v, $i u—v es otro elemento tripotente de U que ademds es ortogonal a
v.

El siguiente lema, recoge una serie de caracterizaciones de la relacién de
orden parcial inducida en el conjunto de los tripotentes.

Lema 4.1.2 Sea U un JB*-triple real o complejo, entonces la relacion, <,
definida anteriormente ea Tri(U), es una relacidn de orden parcial. Ademds,
dados dos elementos u, v pertenecientes a Tri(U), las siguientes afirmaciones
son equivalentes,

1. u2v,

2. Quv=Q(v)u=v,

3. Ulv) CUYu) y Qv)u=v

Demostracion.- El comprobar que < es una relacién de orden parcial es
inmediato. Probamos ahora las equivalencias.

(1=2)u>vsiysolosiu—ve€Tri(U)yu—v L v, en consecuen-
cia, utilizando la caracterizacion de la ortogonalidad dada en el Lema 1.3.2,

obtenemos:
Q(U)U = {ulv!u} = {u_ U+U1U1u} =

={u—-v,v,u}+{v,v,u-v+v}=
= {v,v,u —v} + {v,v,v} = v.

Anilogamente, se puede comprobar que Q(v)u = v.
(2 = 3) Utilizando las hipétesis (Q(u)v = Q(v)u = v) junto con la
identidad de Jordan, obtenemos:

L(v,v)u = {v,v,u} = {v,{v,u,v},u} =
= —{u,v, {v,v,u}} + {{u,v,v},v,u} + {v,v,{u,v,u}} =

= {v,v, {u,v,u}} = {v,v,v} = v,

lo que nos dice que u = v + ug, donde uy € Up(v).
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Tomemos ahora un elemento z € U'(v) (¢ Q(v)z = z), utilizando la
aritmética de Peirce, evaluamos Q(u) en z.

Qu)z = {u,z,u} = {v +ug,z,v + u} = {v,z,v} = 1.

Lo que equivale a que z € U'(u).

(3 = 1) Supongamos que U'(v) € U'(u) y Q(v)u = v. Como v €
U'(v) C U'(u), obtenemos la siguiente identidad

{v,v,u} = {v, {v,u,v},u} =
= —{u,v, {v,v,u}} + {{v,v,v},v,u} + {v,v, {u,v,u}} =
= {v,v, {u,v,u}} = {v,v,v} =v.
Finalmente, la igualdad anterior, unida al hecho de que U'(u) C Uz(u), nos
permite calcular los siguientes triples productos
{u-v,u—v,u-v}={uuyu}- {u,u,v} — {y,v,u} = {v,u,u}+
+{v,v,u} + {v,u, v} + {w, 0,0} = {v, v,v} =
=u—-v—-v—-v+Vv+Uv+Vv-V=U—U,
{v,v,u—v} = {v,v,u} = {v,v,0} =0.

Ello demuestra que u — ¢ € Tri(U) y u—v L v, es decir, u 2 v. O

Una vez visto que < es una relacién de orden parcial en el conjunto de
los elementos tripotentes, nos disponemos a estudiar los elementos que son
minimales para dicho orden. A tal efecto introducimos la siguiente definicién.

Definicién 4.1.3 Decimos que un elemento tripotente u, no cero, es simple
si es un elemento minimal para el orden <, es decir, u es tal que, para
cualquier v en Tri(U) con 0 # v < u, se tiene que u = v. Notaremos por
SimpTri(U) al conjunto formado por todos los tripotentes simples de U.

Recordamos que un tripotente no cero €, én un JB*-triple real o complejo
U, se llama minimal si U'(e) = R e. Es ahora natural preguntarse en qué
condiciones, los tripotentes minimales son exactamente los tripotentes sim-
ples. El siguiente corolario se deduce directamente del Lema 4.1.2, y muestra
que todo tripotente minimal es un tripotente simple.

Corolario 4.1.4 Dado un JB*-triple real 6 complejo U, la aplicacidn
Tri(U) — {subespacios reales de U}
ur Ul(u)

es estrictamente mondtona. En particular, si U'(u) = Ru, entonces u €
SimpTri(U).
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Segiin acabamos de ver, todo tripotente minimal es simple. Sin embargo,
segin muestra el siguiente ejemplo, la afirmacién reciproca no tiene por que
ser cierta. Consideremos el espacio de Banach de las funciones continuas en
el intervalo [0, 1] con valores reales, E = Cg([0, 1]), con triple producto dado
por

{£,9,h} () := f(2) g(¢) h(t) (t€[0,1]).

Es claro que las funciones constantes iguala 1y a -1, denotadas por f, y f-1,
son los tnicos tripotentes en E y que ademas son tripotentes simples. Como
en los dos casos E'(f,) = E*(f-1) = F = Cg([0,1]), podemos asegurar que
no son tripotentes minimales.

El anterior ejemplo nos muestra que ¢l concepto de tripotente simple
es mas general que el concepto de tripotente minimal. No obstante, los
tripotentes minimales y los tripotentes simples van a ser exactamente los
mismos en el caso de JBW*-triples reales y complejos, como muestra la
siguiente proposicion.

Proposicién 4.1.5 Dado un JBW*-triple real E y un tripotente € en E,
entonces e es minimal si y solo si es simple. Ademds, en el caso en que e
sea minimal, E3(e) es un espacio de Hilbert.

Demostracion.- En vista del corolario anterior, bastara probar que todo
elemento simple es minimal.

Sea pues e € SimpTri(E). En primer lugar observamos que € no se puede
expresar como suma de dos tripotentes ortogonales no cero. Demostramos
ahora que E'(e) = R e. En caso contrario, existe T € E'(e) \ Re. Es bien
conocido, [28, Lemma 4.1.11], que el subtriple w*-cerrado de E generado por
{e, z} es una W*-dlgebra conmutativa real con unidad e, que notaremos por
A. Por tanto, existe un espacio topolégico compacto Hausdorff totalmente
disconexo € y una isometria R-lineal y sobreyectiva

¢:CR(Q) - A

tal que ¢(fg) = {#(f),€,6(9)} ¥y d(xa) =€

Yaque ¢ 'z € Rx, = ¢~ 'Re, existe un subconjunto propio, abierto y no
vacio S en Q. Denotemos por g; ¥ g2 a las funciones caracteristicas deSy
Q\ S, respectivamente. Es claro que si notamos por €; y €2 a las imagenes
por ¢ de g1 ¥ g2, respectivamente, obtenemos que e, y e son dos tripotentes
ortogonales no nulos en E tales que € = d(x,) = P14+ 9) =e1+ez, lo cual
contradice nuestra primera observacién. En consecuencia E'(e) = Re.

Para probar que E;(e) es un espacio de Hilbert, no es necesario suponer
que E tenga predual. Concretamente, si E es un JB*-triplereal y0 #e € E
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es un tripotente minimal, entonces E;(e) es un JB*-triple real de categoria
1, segin la terminologia usada por Kaup en [38, pdg. 196], es decir, el
cardinal del mayor subconjunto, de elementos ortogonales dos a dos y no
nulos, contenido en Ej(e), es uno. En efecto: si u y v son dos tripotentes
ortogonales en E;(e) = Re® E~'(e), las igualdades {u,u,u} =y, {v,0,v} =
vy {u,u,v} = {v,v,u} = 0, fuerzan que o bien u, o bien v sea cero. Ahora
podemos aplicar (38, Proposition 5.4] para concluir que E(e) es un espacio
de Hilbert real. O

Dado que, ni el concepto de tripotente minimal, ni el concepto de tripo-
tente simple depende del cuerpo y ya que todo JBW*-triple complejo es un
JBW*-tripe real, tenemos que la equivalencia dada por el teorema anterior
se verifica también para JBW*-triples complejos.

4.2 Caracterizacién Geométrica

En 1988, Edwards y Riittimann, [20], dieron una caracterizacién geométrica
de los elementos tripotentes en el caso de JBW*-triples complejos. Concre-
tamente, probaron que, dado un JBW*-triple complejo, €, existe un isomor-
fismo, que preserva el orden, entre el conjunto de los elementos tripotentes
de £ y el conjunto formado por todas las caras norma cerradas de la bola
unidad de su predual; dotando a este dltimo con la relacién de inclusion.
Mis atin, Edwards y Riittimann probaron la existencia de un isomorfismo,
que invierte el orden, entre el conjunto de los elementos tripotentes de £ y
el conjunto de todas las caras w*-cerradas de la bola unidad de £.

En esta seccién, ademas de extender los resultados anteriormente mencio-
nados al caso de JBW*-triples reales, damos una caracterizacion geométrica
de los tripotentes minimales. Comenzamos con la introduccién de los con-
ceptos bésicos que utilizaremos en la misma.

Dado un espacio de Banach real 6 complejo X, con norma ||.||, notaremos
por B(X) a su bola unidad. Dados dos subconjuntos ScB(X)yKCcC
B(X*), notaremos por

§':={feB(X") : flz)=1 (€S}

K = {zeB(X) : fx)=1 (f€K)}

Definicién 4.2.1 Se dice que un subconjunto F C B(X) es una cara norma-
semi-ezpuesta de B(X) si F = K,, para algin K C B(X*).
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En el caso en que X tenga un tnice predual, X,, se dice que F s una cara
w*-semi-ezpuesta de B(X) si F = ' para algiin subconjunto S C B(X.).

Denotaremos por Sa(B(X)) (Sw+(B(X)) respectivamente) al conjunto for-
mado por todas las caras norma-semi-ezpuestas de B(X) (todas las caras
w*-semi-ezpuestas de B(X), respectivamente).

Tomando como punto de partida la conocida existencia de una aplicacién
biyectiva entre el conjunto de los elementos tripotentes y las caras w*-semi-
expuestas, probada en [33, Proposition 4.6], para el caso de un JBW*-triple
real, el siguiente teorema extiende, al caso real, la versién obtenida por Ed-
wards y Riittimann, [20], para JBW*-triples complejos.

Teorema 4.2.2 Sea E un JBW*-triple real. Entonces la aplicacion
& : Tri(E) = Sw.(B(E))
®(e) := e + [B(E) N Eq(e)]

es un isomorfismo, que invierte el orden, cuando consideramos en Sw(B(E))
el orden dado por la inclusion. Ademds ®(e) = ({¢},)’ y la aplicacidn

®,(e) :={e}y (e €Tri(E))

es un isomorfismo sobreyectivo, que conserva el orden, entre el conjunto de
los elementos tripotentes de E y el de las caras norma-semi-ezpuestas de la
bola unidad de su predual.

Demostracién.- Por [33, Proposition 4.6], sabemos que la aplicacion ®
es una biyeccién. Con objeto de probar que ® invierte el orden, tomamos
u,v € Tri(E) con 0 # u < v. Ya que en la complexificacién, E, de E
también se verifica que 0 # u < v y como E es un JBW*-triple complejo
(ver Corolario 3.2.8), podemos aplicar el resultado complejo, [20, Theorem
4.6), para asegurar que

B(u) := u+ (B(E) N Eo(w)) 2 8(v) := v+ (B(E) N Eof)). (e:1)

Sea ahora z € EN®(v), por tanto z = v+y para alginy € B(E)ﬂE‘u(v).
Ya que  y v son T-simétricos, tenemos que

vty=2=1(2) =) +7() = v+ 7).

Igualdad que demuestra que 7(y) =y € B(E)N Ey(v) y por consiguiente
que EN®&(v) C ®(v). Como trivialmente E N ®(v) 2 B(v), se tiene que
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En 3(0) = ®(v). Igualdad que también se verifica substituyendo v por u.
Ello unido a (c.1), asegura que, ®(u) = EN du) 2 EN d(v) = (v).

Probamos ahora que ® es un isomorfismo. Sean pues u,v € Tri(E), tales
que ®(v) C ®(u). Entonces tenemos que

v € ®(v) C ®(u) = u+ (B(E) N Eg(u)) .

En consecuencia v = u + z para algin z € Eg(u), lo que nos da que u < v.

Nuestro préximo objetivo es probar que ®(e) = ({e}:)".

Dado un e € Tri(E), el conjunto ({e};)' es la menor cara w*-semi-
expuesta de B(E) que contiene al tripotente e. Probamos ahora que ®(e)
estd contenida en cualquier cara w*-semi-expuesta que contenga a e. Si
e € F € S,.(B(E)) entonces F = ®(u), para conveniente u € Tri(E) y por
tanto e € ®(u); de donde se sigue que u < e y por tanto ®(e) € ®(u)=F.

Ahora procedemos a la prueba de la tesis concerniente a ®..

Recordamos que, para cualquier espacio de Banach X que posea un unico
predual, tenemos que S, = ((S)’) y K' = ((K'),)" para cada SCB(X)y
para cada K C B(X.). Por tanto, ®(e) = ({e},)' = [®.(e)]' ¥ en consecuencia
®.(e) = {e}, = [({e})") = [®(e)}; € Su(B(E.)), para cada e € Tri(E). Lo
que prueba que ®, esté bien definida.

Al objeto de ver que se respeta el orden, consideramos u < v en Tri(E).
Segtin hemos visto, ®(u) 2 ®(v) y por tanto &,(u) = [®(u)}, € [®(v)], =
®,(v). Reciprocamente, si ®,(u) C ®.(v), entonces ®(u) = [®.(u)] 2
[®.(v)] = ®(v). Lo que implica que u < v.

Para concluir la prueba basta ver que el rango de @, es exactamente todo
S.(B(E.)).

Sea K € S,(B(E.)) fijo pero arbitrario. Por definicién K = 5, para
cierto S C B(E). Como K' = (S)' € Sw.(B(E)), tenemos que K' = ®(u),
para conveniente u € Tri(E). De donde se sigue que ®,(u) = [®(u)), =
(K"), = [(5)), = S, = K, o lo que es lo mismo, K est4 en la imagen de @,.
O

Nos gustaria hacer notar que el teorema anterior puede obtenerse también
utilizando el Corolario 3.2.8 y [21, Theorems 3.7, 3.9]. No obstante, el lector
puede comprobar que nuestra prueba es directa.

Dado un espacio de Banach dual X, con predual X,, recordamos que
un elemento f € B(X,) es llamado norma-expuesto si existe un r € B(X)
verificando que f(z) = 1y g(z) < 1, para todo g € B(X.) \ {f}. En
1978, E.M. Alfsen y F. W. Shultz probarén, (2, Proposition 3.3, que cada
punto extremo del conjunto de los estados w*-continuos de una JBW-élgebra
es norma-expuesto. En el caso de un JBW*-triple complejo, £, Friedman y
Russo establecian, [23], que cada punto extremo de la bola unidad del predual
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de £ es norma-expuesto. Nuestro préximo objetivo va a consistir en extender
el mencionado resultado de Friedman y Russo al caso de JBW*-triples reales,
lo que a su vez nos permitira extender también el resultado de Alfsen y Shultz.
En el Lema 3.1.6, demostrabamos que si E es un JB*-triple real, e €
Tri(E) y f € E* con ||f|| = ||fP:(e)||, entonces f = f Py(e), lo que en
particular nos asegura que f es cero en Ey(e) ® E(e) = E%(e). El siguiente
lema, afirma que si f(e) = || f|| = 1, entonces f es cero en E%(e) ® E~'(e).

Lema 4.2.3 Sea E un JB*-triple real, sea e € Tri(U) y sea f € E* tal que
fle) = £l =1, entonces f = f P'(e).

Demostracion.- Ya que f(e) = 1 = ||f||, se tiene que ||f]| = ||fPa(e)|]
y por el Lema 3.1.6, tenemos que f = fPy(e). Como E'(e) ® E'(e) =
E,(e), solo nos hace falta comprobar que f(y) = 0, para todo y € E~'(e).
Tomemos pues y € E~!(e) fijo, pero arbitrario. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que f(y) > 0. Como y € E~!(e), tenemos que {e,e,y} =y,
{e,y,e} = —y. Ademads, para cada 0 < t € R se verifica que

{e+ty,e+ty,e+ty} = {eee} +2t{eey}+t{eye}+O(t]) =

= e+ ty + O(|t]).

Ahora, por induccién, podemos afirmar que
(e+ty)¥ =e+ty+0(t,
para todo n € N. Por tanto, ya que para t > 0, tenemos que
lle+tyll > fle+ty) =1+1tf(y),
deducimos que
1+tf )™ < lle+tyl” = ll(e +ty)* || = lle+ ty + O(|t)]| <

< 1+tlfyll + O(Jt)*).

Ahora, la desigualdad anterior nos lleva a la siguiente:

3" f(y) + O(ltl) < llyll + O(lt)).

Finalmente, haciendo tender ¢ a cero, obtenemos que

1
1) < 5l

para todo . € N. De donde se sigue que f(y) = 0. O
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Desde ahora en adelante, dado un espacio de Banach real 6 complejo
X, denotaremos por ext(B(X)) al conjunto formado por todos los puntos
extremos (reales) de la bola unidad de X. El siguiente lema técnico nos
proporciona una relacién entre los puntos extremos de la bola unidad del
predual de X y los puntos extremos de la bola del predual de un subespacio
w*-cerrado, en el caso en el que X es un espacio de Banach con un tnico
predual.

Lema 4.2.4 Sea X un espacio de Banach con un tnico predual X,. Sea M
un subespacio w*-cerrado de X y sea f un punto extremo de la bola unidad
de X,. Supongamos que la proyeccién natural, P, de X sobre M es w*-
continua y contractiva. Si ademds f coincide con fP, entonces f|y es un
punto extremno de la bola unidad de M,.

Demostracién.- Supongamos que f|y = 3(g+h) donde g, h € B(M,), esto
es, g,h : M — R son funcionales w*-continuos. Consideramos los funcionales
g:=goPyh:=hoP. Yaque P es w*-continua con |P|| < 1y g,h € B(M,),
tenemos que §, 2 € B(X.). Por otra parte

f=foP=(flwoP=3(g+hoP=3G+h).

Como f € ext(B(X.)), podemos asegurar que f =g = h, lo que implica que
g = h = f|p y por tanto que f|p € ext(B(M,)). O

La proposicién que enunciamos a continuacién contiene el resultado que
nos va a permitir obtener la caracterizacién de los tripotentes minimales,
como los funcionales de soporte de los puntos extremos de la bola unidad del
predual, en el caso de un JBW*-triple real.

Con dicha proposicién probamos que todo punto extremo de la bola uni-
dad del predual de un JBW*-triple real es una cara norma-semi-expuesta de
la bola unidad del predual.

Proposicién 4.2.5 Sea E un JBW*-triple real con predual E, y sea f un
punto extremo de la bola unidad de E,, entonces f es un punto norma-

ezpuesto de B(E,). En particular {f} es una cara norma-semi-ezpuesta de
B(E,).

Demostracidn.- Sea f € ext(B(E,)), utilizando el mismo argumento que
en la prueba de la Proposicién 3.1.8, podemos asegurar la existencia de un
tripotente e € E tal que f(e) = 1. Aplicando el Lema 4.2.3 podemos afirmar
que f = / P'(e). Ya que los subespacios E' (e) y ker P'(e)(= E°(e) ® E~'(e))
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son w*-cerrados en E y P!(e) es una proyeccién contractiva (ver Nota 3.1.7
y Teorema 3.2.6), podemos aplicar el Lema 4.2.4 a E'(e) y P'(e), para con-
cluir que f|g () € ext(B((E'(e)).)). Esta cualidad, unida al hecho de que
f(e) = 1, nos dice que f|gi() es un punto extremo del conjunto de los
estados w*-continuos de la JBW-dlgebra E'(e). En consecuencia, aplican-
do [2, Proposition 3.3, se tiene que f|gi( es un punto norma-expuesto de
B((E'(e)).), es decir, existe a € E'(e) tal que f(a) = 1y g(a) < 1 para todo
g € B((E'(e))s) \ {fler(0)}-

Ahora estamos en condiciones de probar que f es un punto norma-expuesto
de B(E,). Consideremos cualquier h € B(E,), entonces kg () pertenece a
la bola unidad de (E'(e)). y segiin acabamos de ver, tiene que verificarse una
de las siguientes alternativas, h(a) < 16 h|gi) = flg1(e). Sih|gre) = flE1(e),
entonces h(e) = f(e) = 1 y el Lemma 4.2.3 permite afirmar que h = hP(e),
lo que implica que

h=hP'(e) = [hlg1e)|P'(€) = [fle:e)}P'(e) = fP'(e) = f.

Hemos probado que para todo h perteneciente a la bola unidad de E,
y distinto de f, se verifica que h(a) < 1, por consiguiente f es un punto
norma-expuesto de la bola unidad de E,. En particular, {f} = ({f}'), es
una cara norma-semi-expuesta de B(E,). O

En este momento, estamos preparados para dar la prometida caracteri-
zacion geométrica de los tripotentes minimales de un JBW*-triple real.

Tecrema 4.2.6 Cada tripotente minimal de un JBW*-triple real, E, es un
funcional de soporte de un punto extremo de la bola unidad del predual de E.
Un elemento f, perteneciente a la bola unidad de E,, es un punto extremo
de B(E.), si y solo si, existe un tripotente minimal e en E tal que f(e) = 1.

Demostracion.- Comenzamos probando la segunda afirmacién. Sea pues
[ € ext(B(E.)), por la proposicién anterior, sabemos que el conjunto {f}
€s una cara norma-semi-expuesta minimal de B(E,). En consecuencia, el
Teorema 4.2.2, nos asegura que {f} = ®,(e) = {e}, y por tanto que f(e) =1,
para algiin tripotente minimal e de E.

Supongamos ahora que f € B(E,) y que existe un tripotente minimal e €
E tal que f(e) = 1. Veamos que f € extB(E,). En efecto: si f = (fi+ f2)/2
para ciertos f, f, € B(E,), como ||fx]l <1y |le]| = 1, tenemos que fi(e) <1
(k =1,2). En consecuencia,

1= f(e) = file) = fale) y
1f1E2(e)ll = [l il E2(e)ll = [l 2| Exafe)]| = 1.
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Lo que, en virtud del Lema 4.2.3, nos permite asegurar que f=fPYe)y
que f; = fiP'(e) (i = 1,2). Igualdades que, unidas al hecho de ser e minimal
(E'(e) = Re), nos dan que f, = f2 = f.

Al objeto de probar la primera afirmacién, consideremos e € minTri(E).
Ya que E'(e) = Re, el operador

P'(e): E = E'(e) =Re

puede ser considerado como un funcional w*-continuo de norma uno en E.
Como ademés P!(e) toma el valor uno en e, tenemos, en funcién de lo ya
probado, que P!(e) es un punto extremo de la bola unidad del predual de E.
]

El teorema anterior permite afirmar que la aplicacién e — P'(e) es una
correspondencia inyectiva entre el conjunto de lcs tripotentes minimales de un
JBW*-triple real E y el conjunto de los puntos extremos de la bola unidad
del predual de E. Ademas dicha correspondencia es biyectiva, ya que si
f € ext(B(E.)), entonces existe e € minTri(E), tal que f(e) = 1. Por
tanto, en virtud del Lema 4.2.3, f = fP'(e). Lo que implica que, salvo
identificar E'(e) = Re con R, f = P'(e). Esta observacién, unida al hecho
de que todo JBW*-triple complejo puede ser considerado como JBW*-triple
real, nos permite enunciar el siguiente corolario.

Corolario 4.2.7 Dado un JBW*-triple real o complejo, U, eziste una corres-
pondencia biyectiva entre el conjunto de los tripotentes minimales de U y el
conjunto formado por todos ! .5 puntos extremos de la bola unidad de su pre-
dual.

En [23, pag. 79| se defiren los elementos tripotentes minimales de un
JB*-triple complejo £, como los tripotentes e € £ tales que &(e) = Ce.
Ahora bien, teniendo en cuenta las identidades:

£ e) =1 E'(e),

Ex(e) = E'(e) ®E'(e),

podemos asegurar la equivalencia entre la definicién usada por Friedman y
Russo y la que seguimos nosotros.

Si se tiene en cuenta que el concepto de 4tomo, introducido por Fried-
man y Russo en el mencionado trabajo, coincide con el concepto de punto
extremo (real) de la bola unidad del predual, nuestros resultados engloban
los contenidos en [23, Proposition 4].
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4.3 Descomposicion Atémica

Esta seccién la vamos a dedicar a presentar el resultado principal del capitulo,
el cual afirma que todo JBW*-triple real descompone en suma directa orto-
gonal de dos ideales w*-cerrados. Uno de dichos ideales carece de tripoten-
tes minimales, mientras que el otro estd generado por todos sus elementos
tripotentes minimales. Como tantos otros resultados, que hemos venido es-
tudiando, este teorema de descomposicién tiene su precedente en el caso de
JBW*-triples complejos. Concretamente, Friedman y Russo, [23, Theorem
2], probaron el siguiente teorema de descomposicién atémica.

Teorema 4.3.1 Todo JBW?*-triple complejo £ descompone como suma or-
togonal directa de dos ideales débil*-cerrados A y N, donde A es la ezpansidn
lineal débil*-cerrada de sus tripotentes minimales y N carece de elementos
tripotentes minimales.

Supongamos que E es un JBW*-triple real con predual E,. Por el Coro-
lario 3.2.8, su complexificacién, E, es un JBW*-triple complejo. Aplicando
el teorema anterior, sabemos que E descompone como suma de los ideales
w*-cerrados

-~

A:=Span"’ minTri(E)

N:={z€FE: L(a,a)z=0 (aeﬁ)}.

Ademés N carece de elementos tripotentes minimales. R

Por otra parte, tenemos que la conjugacién canénica, 7, en E, conserva el
triple producto y por tanto preserva el conjunto de los elementos tripotente
minimales de E. Ademas, ya que E* estd bien enmarcado [6, Theorem 2.1}, el
Lema 3.1.2 nos asegura que 7 es w*-continua. Todo ello nos permite afirmar
que:

-~

7(A) = 4,

7(N) = N.
En consecuencia, E descompone como suma directa ortogonal
E=A" eoo N7 ,

donde A" :={z € A: 7(z) =z} yN :={zeN: r(z) ==z} .
El objetivo, consiste en probar que esta descomposicién que acabamos de
encontrar es la descomposicién atémica que buscamos para el caso real. Por
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tanto, solo nos faltard comprobar que A" estd generado por los elementos
tripotentes minimales de E' y que N7 carece de ellos.

Es claro que todo tripotente minimal y 7-simétrico en E es un tripotente
minimal en E. Sin embargo, segin muestra el siguiente contraejemplo, el
reciproco no tiene por que ser cierto. Considérese E = R? con el producto
triple dado por

{z,y,2} = (z]y)z + (zly)z — (z]2)y.

Es facil ver que e = (1,0) es un tripotente minimal en F y que en Enoes
minimal.

El siguiente lema clarifica la relacién entre los tripotentes minimales de
E'y de su complexificaciéon. Para su mejor comprensién, recordemos que un
JBW*-triple real o complejo se llama factor si no se puede descomponer como
suma ortogonal de ideales w*-cerrados no triviales. Es claro que si e es un
tripotente minimal en un JBW*-triple real E, entonces F,(e) es un factor.

Lema 4.3.2 Sea E un JBW*-triple real y sea e un tripotente minimal en
E. Entonces e se puede ezpresar como suma de a lo sumo dos tripotentes
minimales ortogonales en E.

Demostracién.- Si e es minimal en E , ho tenemos nada que probar. Su-
pongamos ahora que e no es minimal en E. Aplicando la Proposicién 4.1.5,
podemos asegurar que E;(e) es un Hilbert real. En virtud de la clasificacién
de los factores de Cartan reales (ver pagina 10), podemos asegurar que el
producto triple en E;(e) responde a una de las siguientes expresiones:

(2,3,2) = 35((aly)z + (ely)a),

{I: Y, Z} = (.’Ely)l + (Zl’y).’l’: - (.’L'IZ)y
Es facil ver que, si se elige como producto triple la primera de las expresiones,
entonces todo tripotente minimal de E es de nuevo un tripotente minimal en
E. Por consiguiente, obligatoriamente el producto triple en E,(e) responde
a la segunda de las expresiones anteriores.
Por otra parte, ya que E'(e) = E'(e) @i E~'(e) y e no es tripotente
minimal en E’, sabemos que necesariamente existe u € E~1(e) con ||u|| = 1.

1
Definamos ahora v := 5(8 + 1u). Utilizando el hecho de que, por pertenecer

u a E7(e), (elu) = 0, se puede comprobar que v es un tripotente minimal
en E‘g(e) y que v L 7(v). Ademds, claramente e = v + 7(v).

Para finalizar, solo nos queda demostrar que v es minimal en E. Es
facil ver que v < e en el conjunto de los tripotentes de E y por tanto que
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E‘g(v) c Eg(e). En consecuencia Ey(v) = (Es(e))a(v) = Cv, y por tanto v es
un tripotente minimal de E (ver, si acaso la pagina 69). O

Nota 4.3.3 Sea E un JBW*-triple real. Por el Lema 4.3.2, sabemos que
cualguier tripotente minimal e € E, o bien es minimal en E o bien se puede
expresar en la forma e = v + Tv, donde v € E es un tripotente minimal
yv L Tv. En el trabajo [24, Proof of Proposition 2], se asegura que cada
tripotente minimal estd contenido en un inico (factor de Cartan complejo)
ideal w*-cerrado minimal de E , por tanto, dado un tripotente minimale € E,
eziste un factor de Cartan complejo F' perteneciente al conjunto de los ideales
w*-cerrados minimales de E y un tripotente minimal v € F tal que, o bien
e=v€F, obien

F=1(F), e=v+7(v), v L7(v),

o0 bien
F17(F), e=v+T(v).

Nota 4.3.4 Los factores de Cartan complejos de tipo 1,2 y 3, admiten una
representacion como subespacio del espacio de los operadores lineales y aco-
tados entre los espacios de Hilbert complejos H y K, de la forma

{r € BL(H,K): =z}

con 6 € BL(BL(H,K),BL(H, K)), 6* = Id. Ademds 8 es w*-continua (ver
Lema 3.1.2 y [6, Theorem 2.1]) y aplica operadores de rango finito sobre
operadores de rango finito.

Ahora teniendo en cuenta la descripcion del conjunto de todas las con-
jugaciones de los factores anteriormente referidos, dada por Kaup en [36,
Theorem 4.1], sabemos que cada forma real de un factor de Cartan complejo
de tipo 1, 2 y 3 puede ser presentada como

{zr € BL(H,K): Pz=z}

donde P € BLR(BL(H,K), BL(H, K)) es tal que P? = Id. Ademds, P es
w-continua y aplica operadores de rango finito sobre operadores de rango
finito.

El siguiente lema es clave en la prueba de nuestro resultado principal.

Lema 4.3.5 Sean H y K dos espacios de Hilbert complejos, Hy y K, dos
subespacios de H y K respectivamente y sea Z un subtriple real de BL(H, K).
Entonces

W:={z€Z: z(H)CK,, 2*(K) C H;}
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es un subtriple de Z y los tripotentes minimales de W son tripotentes mini-
males de Z.

Demostracion.- La comprobacién de que W es un subtriple de Z es trivial.
Sea pues e un tripotente minimal de W. La segunda proyeccién de Peirce
Py(e) en Z, tiene la forma

Pye)z = Q(e)’z =ee’ze’e  (2€ Z) .
En consecuencia, dado un elemento z € Z(e), existe z € Z tal que
z = ee'ze’e.

Ya que por hipétesis e € W, y por tanto ee*(K) C e(H) C K,y e*e(H) C
e*(K) C H,, deducimos que, para cada z € Z,(e), se tiene que

z(H) = ee’ze’e(H) C K,

2*(K) =e"ez’ee’(K) C H,.

Identidades que nos muestran que z € W y por tanto que Z(e) C W.

Supongamos que e = €; + e, para ciertos ey, e; tripotentes ortogonales de
Z. Ya que e;,e; € Z(e) y como acabamos de ver Zy(e) C W, tendriamos,
por la minimalidad de e en W, que o bien ¢; =0, o bien e; = 0. Ahora la
Proposicién 4.1.5, nos asegura que e es minimal en Z. O

Del anterior Lema, podemos sacar una consecuencia mds importante,
cuando estamos en el caso en el que los subespacios H; y Kj, son finito
dimensionales.

Corolario 4.3.6 Bajo las condiciones del lema anterior, si las dimensiones
de H, y de K, son finitas, entonces cualquier elemento de W es expresable
como una combinacidn, lineal, real, finita de tripotentes minimales de Z que
ademds son elementos de W.

Demostracién.- Como las dimensiones de H, y de K son finitas, entonces
la dimensién de W también lo es (basta identificar W con BL(H,, K1)).
Consideremos ahora {hy,...,hn} y {k1,...,kp} bases ortonormales de H; y
K, respectivamente. Es conocido que el conjunto

{kj®hi:z— (zlhi)k; [i:1,...,m, 411,449}

constituye una base de W formada por elementos tripotentes minimales en
W. Por el lema anterior podemos asegurar que dichos elementos son tripo-
tentes minimales en Z, lo que concluye la prueba. O
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Nota 4.3.7 Si U es un JB*-triple real o complejo finito dimensional, enton-
ces es fdcil comprobar que eziste un conjunto finito de puntos eztremos de la
bola unidad de U que genera todo el espacio U. Ahora bien, considerando U
como predual de si mismo, el Teorema 4.2.6, nos permite afirmar que U estd
generado por un conjunto finito de tripotentes minimales.

Como ya conocemos (ver pdgina 10), si E es un factor spin real, entonces
eziste un espacio de Hilbert real X y dos subespacios cerrados X, y X, de
X verificando que Xy = Xit y E = X, @' X;. Ademds, notando por (.|.) al
producto escalar de X y por — a la involucidn dada por z = (7,,22) 2 T =
(21, —x3), el producto triple viene dado por

{z,y,2} = (zly)z + (zly)z - (z[2)7

para cualesquiera 1,y,z € E. Tomemos un elemento r = 1, + 13 € X, ah
X, = E y fijemos dos elementos de norma uno, e; € X, y e; € X5, 51 1y
es cero, entonces T, se puede erpresar como un multiplo de un tripotente

- ) w 1 .
minimal (basta tomar como tripotente mzmmal —(e; +€)). Siz #0,

+ 1e yu = 1e
ac2
RN

son dos elementos tripotentes minimales de Ey x1 |lz1||(v 4+ T). De forma
andloga se puede probar que =, es combinacidn lineal de otros dos tripotentes
minimales de E y por tanto que todo elemento de E se puede ezpresar como
combinacidn lineal de, a lo sumo, cuatro elementos tripotentes minimales de

E.

entonces, es fdcil comprobar que, v =

Como hemos visto anteriormente, si E' es un JBW*-triple real, entonces
su complexificacién, E admite una descomposicién atémica: E At~ N,
Siguiendo el trabajo de Friedman y Russo, [23], sabemos que A admite una
descomposicién

A =Spanc" U F,
FeF

donde F es el conjunto formado por todos los ideales wx-cerrados minimales
de E.

Notaremos por F, al conjunto de los elementos F en F tales que 7(F) =
F. F, denotara a cualquier subconjunto de F \ Fp que sea maximal entre
aquellos subconjuntos, F*, que verifican la propiedad 7(F) L F para todo
F € F*. Finalmente, notaremos por F_; al subconjunto {r(F): F € F}
Con esta notacién, teniendo en cuenta que por (38, Lemma 6.2, A = I @
J ® K, donde I,J, K son ideales w*-cerrados verificando que 7(J) =
que cada ideal w*-cerrado de I es T-invariante; podemos asegurar que A
descompone en la forma siguiente:
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A= (@?e}'_;F) % ( ;‘oefoF) e~ (e?e}‘. FY.
Esta descomposicion nos sera de suma utilidad para cumplir nuestro objetivo.
Tenemos ya preparada toda la maquinaria necesaria para obtener un Teo-
rema de descomposicién atémica para JBW*-triples reales. Recordemos que,
como vimos al principio de la seccién, la clave de la prueba se centraba en
demostrar que A" estd generado por los tripotentes minimales de E y N~
carece de tripotentes minimales.

Teorema 4.3.8 Sea E un JBW?*-triple real. Entonces
E=Ae™ N,

A :=Spang minTri(E) y
={z€E: L(a,a)z=0 (a€ A)}
son ideales w*-cerrados de E y N carece de tripotentes minimales.
Demostracion.- Comenzamos probando que A = A". De acuerdo con el

Lema 4.3.2, AC A" := {z € A: 7(z) = z}. Al objeto de demostrar la otra
inclusién, recordamos que

A= (85 F) 0 (@55, F) 8 (85 F),

y por tanto
= (BFer, F") 8% (BFcr, {z+7(z) : z € F}).
En consecuencia, para probar que A = ﬁ", es suficiente comprobar que
J:={z+7(z):z€ F}=Spang minTri(J) (F € F) (4.1)
F'={zeF: r(z) =z} =Spang minTri(F") (F € F). (4.2)

Comencemos probando (4.1). Es facil comprobay que e+7(e) € minTri(J)
siempre que F' € F| y e € minTri(F). Ademds, como cualquier factor de
Cartan F' € F se expresa

F =Spang minTri(F)

(ver [24]) y la conjugacién T es w*-continua, tenemos que (4.1) es inmediato.
Seguidamente, procedemos a la prueba de (4.2). Sea F € Fy. Si F es
un factor de tipo spin o finito dimensional, la Nota 4.3.7 asegura que (4.2)
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es cierto. Supongamos ahora que F es un factor de tipo < 3. Entonces,
por la Nota 4.3.4, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que F es un
subtriple w*-cerrado de la forma

F={zreBL(H,K): 6(z) =1z}

para ciertos espacios de Hilbert complejos H, K y una conjugacién, lineal
y w'-continua 6, que aplica operadores de rango finito en operadores de
rango finito. También la conjugacién 7 aplica operadores de rango finito en
operadores de rango finito. Claramente

FT:={z€eF: 1(2) =2}

es un subtriple real y w*-cerrado de BL(H, K). Por otra parte, dado un
elemento z de F", existe una red, de operadores de rango finito, {z; : i € I}
que converge a z en la topologia w* de BL(H, K). Teniendo en cuenta todo
ello, obtenemos que

fii= (% + -;—'r)(% + -;-B)z,- = 2,
ademads, cada f; tiene rango finito y pertenece a F.

Aplicando el Corolario 4.3.6, a los espacios de Hilbert, finito dimensiona-
les, H; := fi(H) y K; := f!(K) en lugar de H, y K, y tomando Z = FT,
podemos asegurar que cada f; es una combinacién lineal rez! y finita de
tripotentes minimales de F”. De esta forma tenemos probado (4.2).

Hemos probado pues que E = A @'= N™. Ya que N es el complemento
ortogonal en E de A, deducimos que N = N7. Para concluir la prueba
bastard probar que N carece de tripotentes minimales, hecho que es evidente,
ya que todo tripotente minimal de NV es tripotente minimal de E y por tanto
estaria en A, lo cual es imposible. O

Por analogia con el caso complejo, dado un JBW*-triple real, E, llama-
remos parte atémica de E al ideal w*-cerrado que estd generado por todos
los tripotentes minimales de F. Llamaremos parte no atémica de E al ideal
N :={z € E: L(g,a)z = 0 (a € A)}, donde A es la parte atémica de
E. El teorema anterior nos asegura que todo JBW*-triple descompone como
¢,-suma de sus partes atémica y no atémica.

Segiin acabamos de ver, en la prueba del Teorema 4.3.8, dado un JBW*-
triple real, E, entonces su parte atémica puede ser expresada como la si-
guiente {,,-suma

A= (BFcr, ") 8% (BFer, {z+7(x) : z € F}),
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donde F, y F, son dos familias de factores de Cartan complejos verificando
que 7(F) = F paratodo F € Foy F L 7(F) para todo F € F,, donde r es la
conjugacién canénica en la complexificacién de E. Si F € F, entonces F" es
una forma real del factor de Cartan F y por tanto un factor de Cartan real.
Por otro lado, si F € F,, entonces J := {z+7(z) : € F} es isométricamente
isomorfo al factor de Cartan F considerado como espacio de Banach real, es
decir, J es isométricamente isomorfo a la realificacién de un factor de Cartan
complejo. Tenemos por tanto probado el siguiente corolario.

Corolario 4.3.9 Sea E un JBW* triple real, entonces la parte atdmica de
E es isométricamente isomorfa a una {y-suma de factores de Cartan reales
y de realificaciones de factores de Cartan complejos.

Con la ayuda del corolario anterior podemos obtener el siguiente teorema
de tipo Gelfand-Naimark para JB*-triples reales. El lector puede comprobar
que, al igual que en el caso complejo, [24], dicho teorema se sigue de la
descomposicion atémica obtenida anteriormente.

Teorema 4.3.10 Todo JB*-triple real se puede embeber, de forma isométrica,
en una o -suma de factores de Cartan reales y realificaciones de factores de
Cartan complejos.

Demostracién.- Supongamos que E es un JB*-triple real, entonces E** es
un JBW*-triple real cuyo producto triple extiende al de E (ver [33, Lemma
4.2]). En consecuencia, el Teorema 4.3.8 nos asegura que

E*=A @lm N,

donde A (respectivamente, N) es la parte atémica (respectivamente no até-
mica) de E**. Si notamos mediante j a la inyeccién candnica de E en su
bidual y mediante P a la proyeccién natural de E** sobre su parte atémica,
tenemos que Pj es un homomorfismo de triples de E en A. Ademis se
verifica que ||Pj(z)|| < ||lz|| para todo z € E. Para demostrar que Pj es
una isometria, tomamos z € E con ||z|| = 1. Ya que los Teoremas de Hahn-
Banach y Banach-Alaoglu nos aseguran que el conjunto

C={fekE :|fl=1=f(z)}

es convexo, w*-compacto y no vacio, el Teorema de Kreim- Milman nos per-
mite afirmar que existe g, punto extremo de la bola unidad de E*, que ademads
est4 en el conjunto C. Como g es un punto extremo de la bola unidad de
E", el Teorema 4.2.6, nos asegura que existe un tripotente minimal e € E**
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tal que g = gP'(e), en particular g(N) = 0y por tanto g = gP. Ahora la
desigualdad

1= izl = lli@) 2 IPi(@)l 2 lg(Pi()| = lg(=)| = 1,

nos asegura que Pj es una isometria. Finalmente el Corolario 4.3.9 nos
permite concluir la prueba. O

Nuestro corolario final asegura que los factores de Cartan reales carecen
de parte no atémica.

Corolario 4.3.11 Todo factor de Cartan real es la envolvente lineal w*-
cerrada de sus tripotentes minimales.

Demostracién.- Es bien conocido (ver 38, Lemma 4.5]) que cualquier
factor de Cartan real, E, posee tripotentes minimales. En consecuencia, la
parte atémica de E es distinta de cero. Como ademas todo factor de Cartan
real es un JBW*-triple real factor, tenemos que su parte no atémica debe de
ser cero. O
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