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INTRODUCCION

Hacia 1911, H. Minkowski ([36]) introduce ei concepto de punto extremo
y obtiene el primer resultado relativo a la estructura extremal de un conjunto

CONnvexo:

Todo subconjunto convexo y compacto de R’ coincide con la envolvente

convexa del conjunto de sus puntos extremos.

Posteriormente, Carathéodory consigue una formulacién mds general y
precisa:
Si C es un subconjunto convexo y compacto de R", todo punio de C

es combinacién convexa de, a lo sumo, n+1 puntos extremos de C.

Transcurrirdn varias décadas hasta que haga su aparicion la
generalizaciin mds importante del teorema de Minkowski-Carathéodory. Se trata,
naturalmente, del teorema de Krein-Milman ([27]) publicado en 1940 y enseguida
considerado como un cldsico en el 4mbito del Andlisis Funcional.

A partir del teorema de Krein-Milman el estudio de los puntos extremos
de conjuntos convexos cobra importancia y se convierte en un tema de
investigacién muy productivo y vigente hasta nuestros dfas. La propiedad de
Krein-Milman, actualmente en pleno apogeo, asi como su relacién con la no

menos interesante propiedad de Radon-Nikodym ([13] y [16]) son claros ¢jemplos
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INTRODUCCION

de la trascendencia que el citado teorema ha conferido al tema que nos ocupa.
En muchos casos, el interés se ha centrado en un subconjunto muy
concreto y caracteristico de los espacios de Banach, su bola unidad.
El objetivo de numerosos trabajos de investigacién ha sido precisamente
la caracterizacién de los puntos extremos de la bola unidad en espacios de

Banach cldsicos. Uno de los resultados mds representativos en este sentido lo

constituye el teorema de Arens-Kelley ([4]) que describe los puntos extremos

de la bola unidad del dual de los espacios dv funciones reales continuas
definidas en un espacio compacto Hausdorff, posteriormente extendido al caso
de funciones complejas.

La consideracién de los puntos extremos de la bola del dual de un
espacio de Banach suele ser til para probar resultados de indudable
relevancia. Asf, el teorema de Arens-Kelley posibilité (como una de sus mds
brillantes aplicaciones) una nueva demostracion del teorema de Banach-Stone,
segin el cual dos espacios de funciones continuas (reales o complejas) son
isométricamente isomorfos si, y sélo si, los espacios compactos Hausdorff
subyacentes son homeomorfos (véase [4] y también [20]. teorema V 8.8).

Con objeto de entrar cuanto antes en el contenido y objetivos de Ia
presente memoria necesitamos introducir los conceptos que detallamos a
continuacién:

Salvo especificacién en contra, X denotard en lo sucesivo un espacio
normado (no cero) sobre R. Los simbolos B(X) y #(X) representardn la
bola unidad cerrada y la esfera unidad de X, respectivamente. Ademds, €(X)
serd el conjunto de los puntos extremos de B(X).

Recordemos que X es estrictamente convexo si E(X) = #(X).
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Es conveniente advertir que una parte de la nomenclatura que usaremos
ha venido impuesta por necesidades del lenguaje y no aparece en la literatura.
Tal es el caso de la propiedad que sigue:

Diremos que X tiene la propiedad de representacién convexa (P.R.C.)
si B(X) = co(6(X)).

Es digno de mencionar que todo espacio normado estrictamente convexo
posee la P.R.C.. De hecho, todo punto de su bola unidad es combinacién convexa
de dos puntos extremos. Sefialemos ademds que ciertos espacios de operadores y
de funciones continuas gozan también de esta propiedad.

Recientemente, Aron y Lohman ([5]) han introducido el concepto de
espacio de Banach que verifica la A-propiedad. De alguna manera, esta nocin,
expresa la abundancia de puntos extremos en la bola unidad.

Dades e € 8(X) y x e B(X), notemos
A(e,x) = Sup {« € [0,1]1: 3y e BX) con x = ae + (1-a)y}.

Se dice que X tiene la A-propiedad si, para todo x € B(X), existe
e € 8(X) tal que A(e,x) > 0, en cuyo caso se define la A-funcidon asociada a
X mediante la expresion:

A(x) = Sup {A(ex) : e € B(X)}, V x € B(X).

Si, ademds, Inf {A(x) : x € B(X)} > 0, se dice que X tiene la A-propiedad

uniforme.

Merece la pena sefialar que la A-propiedad es equivalente (véase [6]) a
otra propiedad de representacién convexa que aparece ocasionalmente en algunas
referencias, aunque sin ser objeto de un tratamiento sistemdtico. Se trata de
la denominada propiedad de representacion en series convexas (P.R.S.C.),

consistente en la posibilidad de expresar todo punto de la bola unidad como
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suma de una serie convexa infinita de puntos extremos.

La memoria que presentamos se vertebra, en principic, en torno a la
A-propiedad, que analizaremos con detalle en el capftulo Il para espacios de
funciones continuas. Los resultados obtenidos en este capftulo serdn la clave
para profundizar en la estructura extremal de los espacios de funciones
continuas y caracterizar la P.R.C. en tales espacios, tarea que se llevard a
cabo en el capitulo III.

Pasamos, pues, a detallar, por capitulos, el contenido de !a memoria.

En el capitulo 1 (de cardcter introductorio) presentamos todos los
conceptos que hemos comentado y estudiamos la relacién entre ellos asf como
sus propiedades mds relevantes. Con la intencién de disponer de suficientes
ejemplos con los que contrastar toda la exposicién, llevamos a cabo un estudio
de la estabilidad de la A-propiedad y de la A-propiedad uniforme respecto de
las /-sumas. Aparece aqui una primera aportacién novedosa que consiste en la
determinacién de la A-funcion en /-sumas de espacios normados (corolario
1.18), resolviendo asi un problema planteado en [5] (cuestién 4.2).

El objetivo principal del capitulo II es caracterizar la A-propiedad
(uniforme) en espacios de funciones continuas y acotadas de un espacio
topoldgico I en un espacio normado estrictamente convexo X, que notaremos
por 6(7,X). El logro de este objetivo motivé la introduccién de la siguiente
propiedad topolégica que involucra a los espacios 7 y I:

Sea 7 un espacio topolégico y X un espacio normado. Se dice que el

par (7,X) tiene la propiedad de extension si, para cada f: 7 — B(X)

continua tal que f "(3’(1)) # existe g :J — #(X) continua tal que
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80) = f), v 1 € fE@),
Una vez precisada esta importante propiedad, podemos ya enunciar el

resultado esencial de este capitulo (teorema 2.8):

Sea T un espacio topolgicoy X un espacio normado estrictamente
convexo. Para Y = ©(7,X) las siguientes afirmaciones son equivalenies:
i) Y tiene la A-propiedad uniforme.
il) Y tiene la r-propiedad.

iii) El par (3,X) tiene la propiedad de extension.

El resto del capitulo se dedica a un exhaustivo estudio de la propiedad
de extensién. En una primera aproximacion se observa un comportamiento diverso
seglin que la dimensién de X sez o no finita. En concreto, la propiedad de

extension permite caracterizar la dimension de X del siguiente modo:

Un espacio normado X es infinito-dimensional si, y sélo si, (7,%)

tiene la propiedad de extension, cualquiera que sea el espacio topolégico 7.

Si X es de dimensién finita, la propiedad de extension impone ciertas
restricciones sobre las dos componentes del par. Una formulacién precisa de

este tipo de restricciones requiere la nocion de "dimensién topoldgica”,

introducida en el dmbito de los espacios topolégicos completamente regulares y

que extiende la dimensién de los espacios euclideos. Mds precisamente, si
denotamos por dim 7 la dimensién topolégica de 7 y X es un espacio

n-dimensional, se verifica que
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7,X) tiene la propiedad de extension si, y solo si, dim I = n-1.

Teniendo en cuenta todo lo antedicho, obtenemos los siguientes

resultados:

a) Sea T un espacio topoldgico y X un espacio normado estrictamente
convexo e infinito-dimensional, entonces €(J,X) tiene la A-propiedad

uniforme.

b) Sea T un espacio completamente regular y X un espacio normado
estrictamente convexo n-dimensional. Equivalen:

i) G(7,X) tiene la A-propiedad uniforme.

if) ©(7,X) tiene la \-propiedad.

iif) dim 7 = n-1.

La parte a) fue obtenida por Aron y Lohman en [5] (teorema 1.6) para
g métrico compacto. De los apartados a) y b) se sigue, en particular, que
6([0,1],X) tiene la A-propiedad uniforme, para X estrictamente convexo de
dimensién mayor o igual que 2, lo cual constituye ¢l teorema 1.9 de [5]. Por

dltimo, se obtiecne de b) que, si 7 es compacto Hausdorff, €(7,R) tiene

la P.R.S.C. si, y solo si, I es cero-dimensional. Este resultado fue probado

en [42] (teorema 4) y, posteriormente, en [39].

Pasamos a describir brevemente el contenido del capitulo III que, en

nuestra opinién, contiene los resultados mds interesantes de la memoria.
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En este capfiuio pretendemos caracterizar la P.R.C. en espacios
6(7,%). Algunos resultados previos, que comentaremos mds adelante, nos
sugirieron que la propiedad de extensién habria de caracterizar, no sélo la
A-propiedad, sino también la P.R.C. en ©(7,X), excluyendo, por razones
obvias, el caso dim X = 1. Para lograr nuestro objetivo, ha sido necesario
probar algunos resultados de indudable interés intrinseco, como la existencia
de aplicaciones continuas de la esfera unidad de cualquier espacio de Banach

infinito-dimensional en si misma que no tienen puntos fijos ni transforman

punto alguno en su opuesto. Con esta y otras técnicas bastante laboriosas,

conseguimos demostrar el siguiente enunciado (corolario 3.12):

Sea T un espacio topoldgico y X un espacio de Banach estrictamente
convexo con dim X = 2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) Y = 6(7,X) tiene la A-propiedad.
ii) Y tiene la A-propiedad uniforme.
iii) B(Y) = co(€(Y)).
iv) El par (9,X) tiene la propiedad de extension.
Y, en caso afirmativo, todo punto de B(Y) se expresa como media de

ocho puntos extremos.

Merece la pena sefialar que nuestro, recién presentado, corolario 3.12
unifica el tratamiento de la estructura extremal en espacios de funciones
continuas. De hecho, es el primer resultado que no requiere el uso de

distintas técnicas segin que X sea finito o infinito-dimensional.
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Los datos que hemos facilitado sobre la propiedad de extensién en el

resumen del capftulo II son suficientes para comprender las siguientes

consecuencias del resultado anterior:

a) Sea T un espacio topoidgico y X un espacio de Banach estrictamente
convexo e infinito-dimensional. Entonces,

B(Y) = co(€(Y)), siendo Y = €(7,X).

b) Sea I un espacio completamente regular y X un espacio normado
estrictamente convexo n-dimensional. Equivalen:

i) Y = €(,X) tiene la r-propiedad uniforme.

ii) Y tiene la r-propiedad.

iii) B(Y) = co(&(Y))

iv) dim 7 = n-1.

El apartado a) fue obtenido en [-.2] (teorema 5) para J compacto
Housdorff. La equivalencia entre iii) y iv) en el apartado b) fue probada en
la misma referencia (teoremas 2 y 3) siendo X un espacio de Hilbert de
dimensi6n finita par. En [15] (teorema II) se demuestra un resultado andlogo
pero, esta vez, para X espacio de Hilbert n-dimensional, con n = 2.

El siguiente objetivo en este capitulo es demostrar que si X es de
dimensidén infinita o de dimensién finita par, el nimero de puntos extremos de
la bola unidad de €(J,X) necesarios para expresar cualquier punto de la bola

unidad puede rebajarse de ocho a cuatro. Mds concretamente, probamos:
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a) Sea T un espacio topoldgico y X un espacio de Banach estrictamente

convexo e infinito-dimensional. Entonces:

B(Y) = % () + &) + &) + 8)).

b) Sea I un espacio topolégico completamente regular y X un espacio

normado estrictamente convexe 2n-dimensional. Son equivalentes:

i) BOY) = % (e() + &) + &) + &W)).

ii) dim J = 2n-1.

Destacamos una bonita consecuencia (corolario 3.20), que es, de hecho,

una formulacién equivalente de la parte a):

Sea X un espacio de Banach estrictamente convexo e infinito-
dimensional. Entonces existen cuatro retracciones €, , € , € , € de la

bola unidad de X sobre la esfera unidad de X tales que

1
X = 2 (&;(x) + e(x) + e(x) + eyx)), ¥ x € B(X).

Permitasenos seiialar que los enunciados probados en este capitulo
generalizan todos los resultados conocidos acerca de la A-propiedad o la
P.R.C. en espacios €(7,X) (con dim X = 1). Ademds, tienen consecuencias
que no pueden derivarse de ninguno de tales resultados. Este es el caso del
corolario 3.20, cuyo contenido acabamos de expresar. Con relacion al caso
dim X = 1 hemos de decir que la informacién que ofrece el teorema 2.8

(anteriormente comentado) es, en cierto sentido, la méxima posible.
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El capitulo III llega a su término con la demostracién de un resultado
(teorema 3.23), parcialmente conocido, que obtenemos como aplicacién sencilla

de las técnicas desarrolladas. Concretamente probamos:

Sea T un espacio topoldgico y X un espacio de Banach estrictamente
convexo de dimension distinta de uno. Entonces:

B(Y) = co(E(Y)), siendo Y = €(T,X)

La convexidad estricta d¢ X ha sido una condicién permanente a lo
largo de los capitulos II y III. Esta hipétesis permite una cémoda descripcion
de los puntos extremos de ©(7,X). No obstante, la importancia de la citada
condicién no se reduce a la mera caracterizacién de dichos puntos. Este hecho
se pondrd de manifiesto en el capitulo IV en el que se intenta una primera
aproximacién a la estructura extremal de los espacios del tipo 6(7,X) sin
exigir que X sea estrictamente convexo. Este estudio se lleva a cabo
restringiendo nuestra atencién al caso I = N v {=}, la compactificacién de
Alexandroff de los naturales. A pesar de que, en tales circunstancias, también
se dispone de una descripcion sencilla de los puntos extremos, la dificultad
de no contar con la estricta convexidad de X nos ha impedido caracterizar la
A-propiedad en este tipo de espacios, por lo que sélo obtenemos resultados

parciales sobre condiciones que fuerzan la A-propiedad o que vienen forzadas

por ésta. De manera usual, el espacio 6(Nu{o},X) se identifica con c(X), el

espacio de las sucesiones convergentes de elementos de X con la norma del
supremo. Los principales resultados de este capitulo se pueden resumir como

sigue:
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Sea X un espacio normado.

i) Si c(X) tiene la A-propiedad (rep. uniforme), entonces X tiene la

A-propiedad (resp. uniforme).

ii) Si dimX < «» y c(X) tiene la A-propiedad, entonces €(X) es cerrado.

el 1+ uxi 1 : :
iii) Si  A(x) = - . ¥ x € B(X) (en particular, si X es estrictamente

convexo), entonces c(X) tiene la A-propiedad uniforme.

iv) Si X tiene la A-propiedad (resp. uniforme) y, para todo e € €(X), la
aplicacion x v+ A(e,x) de B(X) en [0,1] es continua, entonces
c(X) tiene la A-propiedad (resp. uniforme). En particular, si B(X) es

un poliedro, entonces c¢(X) tiene la A-propiedad uniforme.

c(X) tiene la A-propiedad si, y solo si c(l,(X)) tiene la r-propiedad.

Antes de finalizar esta introduccién hemos de sefialar que una parte del
contenido de los capitulos II y III serd objeto de publicacién independiente
en [12], fruto de nuestra colaboracion con el profesor V.I. Bogachev. Del
mismo modo, algunos resultados del capitulo III quedan recogidos en [35]. Por

otra parte, en [34], fue publicada una primera version de los resultados

obtenidos en el capitulo IV.
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CAPITULO I

PROPIEDADES EXTREMALES
DE LA BOLA UNIDAD

GENERALIDADES

En lo sucesivo X denotard, salvo mencién en contra, un espacio
normado (no trivial) sobre R. Ello sélo es restrictivo formalmente, toda vez
que los resultados que expondremos en la presente memoria, aunque vélidos
también en el caso complejo, son propiedades que afectan tan s6lo al espacio
real subyacente. Si X e ¥ son espacios normados £(X,Y) expresard el
espacio de todas las aplicaciones lineales y continuas de X en Y
escribiremos £(X) en lugar de £(X,X). El simbolo X* denotard, como es
costumbre, el espacio de Banach dual de X. Notaremos

BX) = {xeX: xi=l}
) = {xeX:uxi = 1}
y nos referiremos a estos conjuntos con el iiombre de bola unidad y esfera
unidad de X, respectivamente. Por otra parte, si A es un subconjunto de X,
co(A) ( resp. co(A) ) representard la envolvente convexa (resp. convexo-
cerrada) del conjunto A.
La nocién de punto extremo, que precisamos a continuacién, aparece por

vez primera en un trabajo de H. Minkowski publicado en 1911 (véase [36]). Se
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trata de un concepto bdsico y muy conocido, pero dado que serd &l centro de

atencién en esta memoria es conveniente fijarlo desde el principio.

1.1 DEFINICION.

Sea C un subconjunto convexo de X. Se dice que € € C es un punto
extremo de C sidados A € ]0,1[ y x,y € C tales que e = ax + (1-A)y se
verifica que e = x = y.

Asf pues, de forma mds intuitiva, e € C es un punto extremo de C si
e no pertenece al interior de ningin segmento contenido en C:

equivalentemente, si C \{e} es convexo.

La siguiente caracterizacién de los puntos extremos es inmediata pero

suele resultar de gran utilidad.

1.2. PROPOSICION.
Sea C un subconjunto convexo de X y e € C. Equivalen:

i) e es un punto extremo de C

1
ii) x,yEC, e=§(x+y) > e=x=y

jii) x e X, e+xexeC > x =0

La existencia y caracterizacion de los puntos extremos, por una parte,
y la posibilidad de representar cualquier punto de un cierto conjunto a través
de ellos, por otra, han sido problemas que han motivado la realizacién de
numerosos trabajos, algunos de ellos cenvertidos en auténticos pilares del

Andlisis Funcional. Como primer resultado en este sentido, Minkowski, en la
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referencia ya precisada, prueba que si C es un subconjunto convexo y

compacto de ®°, todo punto de C puede expresarse como combinacién convexa

de puntos extremos. Esto es, dado x € C existen n e N, e;,...,e, , puntos
n n

extremos de C y A,...2, € [0,1] con J A =1 tales que x = Y e
k=1 K=1

Este hecho, conocido en R" como teorema de Minkowski, fue mejorado por

Carathéodory en los siguientes términos:

1.3 TEOREMA (Minkowski-Carathéodory).
Sea n un natural y C un subconjunto convexo y compacto de R".
Entonces, todo punto de C puede expresarse como combinacion convexa de, a lo

sumo, n+1 puntos extremos.

Una demostracién puede encontrarse en {41] donde ademds se incluye una
aplicacién a la teorfa de matrices doblemente estocdsticas.
Casi no es preciso mencionar que en el teorema anterior se puede

sustituir R" por cualquier espacio normado n-dimensional.

La mds brillante generalizaciébn del resultado anterior a espacios
infinito-dimensionales fue obtenida en 1940 por M. Krein y D. Milman.
Concretamente, probaron que todo subconjunto convexo y compacto de cualquier
espacio vectorial topolégico localmente convexo Hausdorff coincide con la
envolvente convexo-cerrada del conjunto de sus puntos extremos.

Si X es un espacio normado, se tiene, como consecuencia del teorema

de Krein-Milman (y del teorema de Banach-Alaogli que establece la compacidad
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w* de la bola del dual de todo espacio normado) que B(X") es la envolvente

convexa y w"-cerrada del conjunto de sus puntos extremos. Asf pues, un espacio

normado cuya bola unidad no posea puntos extremos no es (isométricamente

isomorfo a) un espacio dual. Hechos como este ponen de manifiesto la
transcendencia del teorema de Krein-Milman. Victor Klee sefiala en [26] que la
importancia del estudio de puntos extremos reside en dos razones
fundamentales, el teorema de Krein-Milman y el principio de Bauer, segin el
cual, toda funcién (real) cdncava e inferiormente semicontinua (resp. convexa
y superiormente semicontinua), definida en un subconjunto convexo y compacto
C de un espacio localmente convexo Hausdorff, alcanza su minimo (resp.
méaximo) en un punto extremo de C.

El teorema de Krein-Milman ha suscitado una interesante propiedad que
lleva este mismo noimbre y que ha captado el interés de numerosos
investigadores. Un espacio normado X tiene la propiedad de Krein-Milman si
cada subconjunto convexo, cerrado y acotado de X es la envolvente convexo-
cerrada de sus puntos extremos. Esta propiedad es objeto de estudio hoy dia y,
en particular, su relacién con la (igualmente interesante) propiedad de
Radon-Nikodym (véase [13] y [16]).

No obstante, el estudio que aqui haremos sobre puntos extremos estard
referido a un subconjunto muy concreto de los espacios normados, su bola
unidad. Ello da un cardcter intrinsecamente geométrico a las propiedades que
abordaremos (nada, como la bola unidad, depende tan directamente de la norma).

Si X es un espacio normado &(X) denotard el conjunto de los puntos
extremos de B(X).

Los resultados comentados con anterioridad motivan la definicion que
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sigue.

1.4 DEFINICION.
Sea X un espacio normado. Diremos que X tiene la propiedad de
representacion convexa (P.R.C.) si
B(X) = co(E(X)).

Asi pues, si X tiene la P.R.C., dado x e B(X), es posible encontrar

n

un natural n, escalares A,,...,A, € [0,1] con }:hk =1 y €,..€ e€n

k=1
n

e(X) tales que x = § Ae .
k=1
Ademds, diremos que X tiene la propiedad de Bade si

B(T) = co(E(X)).

Evidentemente la P.R.C. implica la propiedad de Bade. La afirmacién
recfproca no es cierta. Al final del presente capftulo aclararemos
convenientemente la relacién entre éstas y otras propiedades que iremos
introduciendo.

Del propio teorema 1.3 se deduce que todo espacio normado de dimensién
finita tiene la P.R.C.. Seguidamente recordaremos un concepto que introduce
toda una gama de espacios normados (no necesariamente de dimensién finita) que
poseen la citada propiedad. Ademds, tales espacios, desempefiardn un importante

papel en los siguientes capitulos.
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1.5 DEFINICION.
Un espacie normade X se dice estrictamente convexe si €(X) = $(X).
Nétese que, en gencial, £(X) < 2(X).
Existen muchas caracterizaciones de la estricta convexidad, como puede
verse, por ejemplo, en [25]. E! enunciado que sigue ofrece una caracterizacion

en términos de la norma, con independencia del concepto de punto extremo:

1.6 PROPOSICION.

Sea X un espacio normado. Entonces, X es estrictamente convexo si,
y s6lo si, dados x,y € X tales que Ix+yl = Uxi+Uyl existe p=0 tal que
X =py 6 y = px.

En consecuencia, si X es estrictamente convexo y X,y € X no sor
colineales entonces lx+yl < lxit+nyl.

Todo espacio normado estrictamente convexo tiene la P.R.C.. En efecto,

dado x en B(X) con x = (0 se tiene que

- 1+ix1 x 1-uxh X

T e T o

1 1
y ademds 0 = 5 e + 3 (-e) cualquiera que sea e € #(X). Por tanto, todo

punto de la bola unidad de X es combinacion convexa de dos puntos extremos.
Entre los espacios estrictamente convexos cabe destacar los espacios de
Hilbert y los espacios L,(@,Z,u) (1 < p < w) y, en particular, los espacios
de sucesiones [, . Todos ellos tienen, en consecuencia, la P.R.C..
Otra importante gama de espacios (no estrictamente convexos) con esta
propiedad es la constituida por los espacios £(X) con H espacio de Hilbert

complejo (véase [23], problema 107).
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A-PROPIEDAD

Dedicamos este apartado a la propiedad geométrica que captd
inicialmente nuestra atencién y nos introdujo en el estudio de la estructura

extremal de los espacios normados. Toda la exposicion estd vertebrada, como

podrd apreciarse, en torno a dicha propiedad, pese a que, en el capitulo III

perderd su protagonismo en favor de la P.R.C.. Intuitivamente, un espacio
normado tiene la A-propiedad si todo punto de su bola unidad pertenece a un

segmento determinado por un punto extremo y algin otro punto de la bola.

Sea X un espacio normado y e un punto extremo de la bola unidad de

X. Para cada x € B(X) se define
A(e,x) = Sup {a e [0,1] : 3y e B(X) con x = ae + (l-a)y}.

Esta notacién fue introducida en [5]. Aportamos aqui una sencilla

reformulacién que nos permitird clarificar algunos resultados posteriores.

1.7 PROPOSICION.
Sea X un espacio normado, e € €(X) y x € B(X). La funcion
a — a + lIx-ael
es no decreciente y

Ae,x) = Max {a 20 : a + UIx-aell = 1}

DEMOSTRACION:

Sean «a niimeros reales tales que o, < . Entonces
1 7} 1 %

7
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Ix-ezell = lx-ae - (a-a))ell 2 lIx-aeil - (o)

de donde
o + lx-aell = a; + lIx-aell.

Sean
A={ae[0,1]:3yeBX con x =ae + (l-a)y} y
B={az20:a+ Ixael s 1}
Dado « € A existe y € B(X) tal que x = ae + (1-o)y, luego
Ix-eell = (l-a)iyt s l-« yasi o + lx-cell s I;

por tanto « € B. Reciprocamente, si « e B y es « < 1 podemos tomar

1
y = —(x-ae) ya que evidentemente ye B(X) y x = ae + (l-o)y. Si a =1
-0

entonces, de la desigualdad o + lx-cell = 1 se sigue que x = ¢ = ae + (l-a)e
y asi, en cualquier caso, « € 4. Como consecuencia A(e,x) = Sup A = SupB y
teniendo en cuenta que B es cerrado, A(e,x) = Max B.

Nétese en consecuencia que también

Alex) = Max {a € [0,1] : 3y e B(X) con x = ae + (l-a)y} 4

1.8 DEFINICION.
Sea X un espacio normado tal que €(X) # e. Para cada x e B(X)
consideremos el escalar
Ax) = Sup {r(e,x) : e € E(X)}
La aplicacién x + A(x) de B(X) en [0,1] recibe el nombre de

A-funcién asociada al espacio X.

M4s adelante necesitaremos los siguientes hechos bdsicos extraidos con

ligeras modificaciones de la proposicién 1.2 de [5].
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1.9 PROPOSICION.
Sea X un espacio normado con &(X) # e. Dado x € B(X) se tiene que:
) Wxn <1 implica A(x) > 0.
i) Si existen e e E(X), y e B(X) con Wyl <1 y ael]Ol[ rtales que
x = ae + (l-a)y entonces existe p € la,1] y z € $(X) tales que
X = pe + (l-p)z.
jii) Si Ax) >0 y 0 < p < A(X), existen ec €E(X) y z e B(X) trales que
x = pe + (l-p)z.
1-uxi 1+ uxi

iv) 5 = A(x) = .

2

V)  A(X) = A(-x).

1+t
vi) A(tx) = 2' l A(x), para todo escalar t con |t| =1

: I+0x1  x
vii) Para x = Q0 se verifica A(x) z 5 A(”—“).

DEMOSTRACION:
i) Sea e € €(X), supuesto Ixii < 1, un sencillo argumento de continuidad
garantiza la existencia de un nimero real positivo ¢ tal que

t+ lIx-tel = 1.
por tanto (proposicién 1.7), A(e,x) =zt > 0 yasi a(x) > 0.
ii) Supongamos x = a¢ + (l-a)y tal como se indica en el enunciado. Entonces
« + lIx - well < 1 y, como antes, existe p > a tal que p + lx-pel = 1. Si
p < 1 podemos considerar z = J%:. Si p=1 entonces x = e y z puede
ser cualquier elemento de (X).

iii) Supuestas las condiciones del enunciado existe e e (%) tal que

A(e,x) > p, luego, de acuerdo con la proposicién 1.7

9
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p + lix-peli = A(e,x) + lx-ale,x)ell s 1,

X-pe
asi, tomando 2z = TP— esclaroque Nzl =1 y x = pe + (l-p)z.
P

ivySean ee&X) y a«e[0,1] tales que « + lx-ael s 1. Entonces,

14 txn : e ;
a-lxll = l-«, de donde « = . En virtud de la proposicion 1.7 se sigue

1+ nxi Ly 1+uxi
que Aex) = 3 y, dada la arbitrariedad de e, A(x) = ;

Por otra parte, si A(x) = 0 entonces, de acuerdo con i), lxil =1 y

xli
es obvio que 3 sA(x). Si A(x) > 0 existen pe]0,1],ec €X) Yy

z € B(X) tales qu¢e x = pe + (i-p)z. De acuerdo con ii) puede suponerse

1-tixn
izl = 1. Entonces, 1-p = lI(l-p)zll = lix-pell = lixi+p Yy asi 5 = p = A(x).

v) Es inmediato sin mds que tener en cuenta que la aplicacién x +— -x de X
en X es una biyeccién lineal isométrica.

vi) Del apartado iv) se deduce que A(0) =

1+ 121 1
2

,asf, si t =0,

1
2
1
Ax) = - A() = - = A(0) = A().

x) 5 ) 5 ©) = Ae)

Si t20 sea ee () y «a=z0 tal que o« + Ill—il-x-o:eIISI. Entonces

1+ ¢l I+ ¢ 1+ 121 1+ 1¢]
+ 1 -

all = —— .,

= T W 2
1+1el ¢

; Iz
Teniendo en cuenta que lx - T xil s = tenemos

1+ 2] ,
a + litx gl =

L

1+ 2] N 1+121 ¢ i 1+1¢l ¢ 141l i
= a = = == cell =
4 1 2t 2
1+ 1¢] 1-1¢1 1+1el 1412
& =

-+
2 2 2 2

e 1+1¢1 :
Por tanto (proposicién 1.7), A(x) = Ae,x) 2 —— o . Se sigue, dada la

=k
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+ 11

1
arbitrariedad de « que A(X) 2 3

A(e,l—;l- x) (Vv e e &X)). Asf pues,

1+t ¢ 1412
AL A(— x) = A(x).
(tx) = 3 (Irl ) 2 (x)

vii) Teniendo en cuenta el apartado anterior, supuesto x = 0 tenemos

1+uxn X
A—). #

X
A(x) = F\(lellm) z 3 e

Si X es un espacio normado con &(X) = @ es obvio que A(e) = 1,
para todo e € (X). Ademds, como indica el apariadc i) de la proposicion
anterior, A(x) > 0, ¥ x € B(X) con lxl < |, Sin embargo, la condicién
6(X) * @ no basta para garantizar que ello también ocurre con los restantes
puntos de  B(X). Pueden, por tanto, existir elementos (de norma uno
necesariamente) en ia bola unidad de X que no admitan ninguna representacion
propia (« > 0) como combinacién convexa de un punto extremo y otro punto de la

bola unidad.

1.10 DEFINICION.
Sea X un espacio normado. Se dice qiie X tiene la A-propiedad si
eX)=ze y A(x) > 0,V x e BQ).
Diremos que X tiene la A-propiedad uniforme si X tiene la

A-propiedad y ademds A(X) := Inf {A(x) : x € B(X)} > 0.

Los conceptos anteriores fueron introducidos por R.M. Aron y R.H.
Lohman en [£].
Obsérvese, como consecuencia del apartado iii) de la proposicién 1.9,

que si X tiene la A-propiedad, dado x € B(X) y o € J0O,A(x)[ es posible
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encontrar ¢ € £(X) y z € B(X) tales que
x=ae + (l-0)z .
Ademds, si X tiene la A-propiedad uniforme y « € J0,A(X)[, dado x
en B(X) existen e, € 8(X) y z, € B(X) tales que
x = ae, + (l-0)z, .
Este hecho expresa muy bien la idea de uniformidad. Un mismo « es vilido
para representar todos los puntos de la bola unidad como combinacién convexa
de un punto extremo y algin otro punto de la bola.
El siguiente resultado permite reducir el estudio de la A-propiedad en

cualquier espacio a los puntos de su esfera unidad:

1.11 COROLARIO.
Sea X un espacio normado tal que €E(X) = @.

i) X tiene la A-propiedad si, y sélo si, A(x) > 0, V x e #(X).

i) A(X) 2 % Inf {A(x) : x € #(X)}. Por tanto

X tiene la A-propiedad uniforme si, y sélo si, Inf {A(x) : x € #(X)} > 0.

DEMOSTRACION:

i) Es consecuencia inmediata de la parte i) de la proposicién 1.9.
ii) Basta recordar que A(0) = y para x #= O aplicar el apartado vii) de

la citada proposicién. y

Los espacios estrictamente convexos y los espacios normados de
dimensién finita verifican la A-propiedad uniforme ([5], proposicién 1.2 (e) y

teorema 1.16). Ambos hechos quedan recogidos como sigue:

12




CAPITULO 1 PROPIEDADES EXTREMALES DE LA BOLA UNIDAD

1.12 PROPOSICION.
Sea X un espacio normado.

i) Si X es finito-dimensional entonczs X tiene la A-propiedad uniforme.
De hecho, A(X) 2 ———— .
1 + dimX
ii) Si X es estrictamente convexo
1+nxu
AX) = — = . ¥ x € B

Por tanto, A(X) = - y X tiene la r-propiedad uniforme.

1
2

DEMOSTRACION:
i) Sea n = dim X. Dado x e B(X) y de acuerdo con el teorema de Minkowski-
Carathéodory existen escalares A,,...A,,; € [0,1] y ¢ _ e, € &)

tales que A, + ... A, =1 y x=xra¢+ ...+ A€,y - Sea m un

1
natural con 1 =m=n+1 talque A = e Es claro que A, + lix -2 e Il =
n

=i +1 ):Akek I s 1. Por tanto, A(x) = A€, %) = A, =
k*m

ii) Sea xe B(X) con x =0 (para x = 0 el resultado es ya conocido). Los

n+l -’

apartados iv) y vii) de la proposicién 1.9 nos permiten poner

14+ ux Y X o 14+ 1xi
2 xn” - 3

x
de donde se sigue lo deseado sin mds que tener en cuenta que ,l(-"——"—) =1 pues
x

x
— € 8(X).
leIIe ()#

Razonando como en el apartado i) de la proposicién anterior se prueba

que la P.R.C. implica la A-propiedad.
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Notemos, por otra parte, que los espacios £(#) (¥ espacio de Hilbert

complejo) tienen también la A-propiedad uniforme pues todo elemento de su bola

1
unidad es media de dos puntos extremos y por consiguiente A(£(X)) = 5 -

El siguiente enunciado, cuya demostracién puede encontrarse en [S]
(teorema 3.1) nos servird de motivacion para introducir un concepto

estrechamente relacionado con la A-propiedad.

1.13 TEOREMA.
Sea X un espacio normado. Equivalen:
i) X ciene la x-propiedad uniforme.
ii) Existe « € ]0,1[ con la siguiente propiedad.:
Para cada x € B(X) es posible encontrar una sucesion {e,} de puntos

extremos de la bola unidad de X tal que
hx - z m(l-a)]'"ekll s (l-)", ¥nel
k=1

La demostracién de i) = ii) consiste bdsicamente en hacer uso reiterado
de la proposicién 1.9 iii). Por otra parte, ii) » i) puede obtenerse con

facilidad de la proposicion 1.7.
o
Dado « € }0,1[ es claro que zo:(l—m)“'l = |. Ademds, si se verifica

n=1
©

la desigualdad del enunciado, se tiene obviamente x = ):a(l-a)“"e,, ;

n=1
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1.14 DEFINICION.
Se dice que un espacio normado X tiene la propiedad de representacion

en series convexas (P.R.S.C.) si dado x e B(X) existe una sucesion {«,} de

[+]
niimeros reales no negativos con E“ﬂ = 1 y una sucesién {e,} de puntos

n=1

extremos de la bola unidad de X rales que x = za,,e,, :
n=1

Es fécil probar que la P.R.S.C. implica la A-propiedad. Por otra parte,
tal como pone de manifiesto el teorema 1.13, la A-propiedad uniforme equivaie
a (una version uniforme de) la P.R.S.C.. Es natural plantearse si la
A-propiedad es equivalente a la P.R.S.C. Este problema quedé abierto en [5] y

fue resuelto afirmativamente en [6] para espacios de Banach. Asi pues:

1.15 TEOREMA.
Sea X un espacio de Banach. Entonces X tiene la A-propiedad si, y

sdlo si, X tiene la P.R.S.C..
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A-FUNCION EN /-SUMAS DE ESPACIOS NORMADOS

En este apartado perseguimos dos objetivos esenciales. Por una parte,
aportamos la respuesta a un problema abierto en [5] {Cuestiéon 4.2) que
consiste en la determinacién de la A-funcién para [-sumas de espacios
normados y por otra, incorporamos, sin demostracién, resultados similares para
el resto de las /-sumas de espacios normados, lo que nos permitird disponer
de suficientes ejemplos con los que ir contrastando toda la exposicion.

Sea {X,} una sucesién de espacios normados y p un nimero real tai
w
que 1=p < w; por (oX) I denotaremos el espacio de las sucesiones
n=1 p

{x,} tales que x,e€X,,¥YneN ylaserie J ix!® es convergente,

provisto de la norma:

Ixt = ( [ !IxnIIP)l"p, vx={x}e (;l.'rn)l :
n= P

Puesto que no hay lugar a confusién hemos escrito un tnico simbolo 1I-il, para
referimos tanto a la norma de cada espacio X, como a la norma del espacio

2. Este mismo criterio se aplicard a las correspondientes A-funciones.
[+1]
Del mismo modo, (o X)), serd el espacio de las sucesiones {x}
n=1 o

tales que x, € X, , VY neN y lasucesién {ix,} estd acotada. La norma en
este caso viene dada por:
[+ ]
ixh = Sup {ixl :neN}, Yx={x}e(oX) .
n=1 (1
Si X, =%, vneN los anteriores espacios se denotan por [(X) y
I(X), respectivamente. Ademds, si X = R escribiremos, como es habitual /,

y l, enlugarde [(R) y Io(R).
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n
Por otra parte, si X, , ..., X, son espacios normados, (@ X,), ¥
k=1 P

(k; I“)l denotardn sencillamente, el producto cartesiano de los espacios
=] (-]

X,, ..., X, provisto de sus respectivas normas:
10ty I = (X 1° + .. + x1)"
Xy, x )1 = Max {ixh, ... ,Ix,ii}
Si X, =..=12 =R estos espacios los denotaremos por [, y Iy (no son
otra cosa que (R", I-1,)) y @®", U-lg)).
Para cubrir nuestro primer objetivo necesitaremos el siguiente resultado

(sencillo y conocido) que caracteriza los puntos extremos de la bola unidad en

l,-sumas de espacios normados.

1.16 LEMA.
Sea {X.} una sucesién de espacios normados, X = ( ® ), y e= {e.}
n=1 |

un punto en B(X). Las siguientes gfirmaciones son equivalentes:
i) ee &)

if) Existe keN tal que e, € 8QX) y e,=0,vn=zk

1.17 TEOREMA.
Sean {X} y X como en el lema anterior, e = {e,} < €(X) y sea k
un natural tal que e, € €(X,). Entonces, dado x = {x,} € B(X) se tiene
Xi

14+ ux 1-nx1) a(e, , ————— i 14ux n-nxi
AMe,x) = e L 1+nxku-uxu) i Xl-xil = 0

si 1+nx-ixn = 0
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DEMOSTRACION:

Dado a0, a + Ix-ael = a«+ } Ix-ael = o+ Ix ol + AR

n=1 n#k

= a + Ux-ael + Uxh - ix . Por tanto, a + lx-aell s 1, si, y sélo si,
(9 o + Ixcoel s T+ixi-ixn. Si I+ixl-ixt = 0 la anterior desigualdad

se verifica tan solo para « = 0 y por tanto (proposicién 1.7) a(ex) = 0.

Si 1+ux-uxn = O entonces (+) equivale a

a Xk
+ 0 - el =1
1+, n-ixl T+ix i-ixll 14+ ix -t

lo cual, en virtud de la citada proposicién, es a su vez equivalente a

« Xk
— = A(e, , ————) 6, lo que es lo mismo
1+ x, 1= (€ l+||xk|1-ux1|) .
X
s (14 Ux 0-1xn) Ade, , — :
phe 1+||xku-uxn)
Asi, para 1+lx.-ixi = 0, hemos establecido que el conjunto

faz20:a+ Ixoel s 1}

coincide con el intervalo cerrado de extremos
Xk

k

Mex) = Max {x = 0 : a + lx-ael = 1 = (1+1xl-hxt) Ae 1+ lix, i-nxl
Ak =

1.18 COROLARIO.

) - #

Sea {X.} una sucesion de espacios normados tales que &(X,)) * @, para

todo neN ysea X = (;lfr,,)ll . Dado x = {x } € B(X) se tiene que
n=

Xy

A(x) = Sup {{1-+ux,n-nxn) ;\(m) : k e N, 1+0x 0-nxi = 0},

18
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Como consecuencia X tiene la A-propiedad si, y sélo si, X, tiene la

A-propiedad, para todo n € N.

DEMOSTRACION:

X

k
S = 1+ x, i-1x) A(————) : ke N, 1+lx n-Ixtt =0
et b el (1+||xku-uxu) 5 o ome L

e = {e,} e 8X). Si A(e,x) = 0 evidentemente A(ex) s« . Si Afex) > 0,

de acuerdo con el teorema anterior, existe k € N tal que ¢ € &(X)),

X

1+ux-ixit 20 y Ade,x) = (1+Ux M-lxn) ade, , m), de donde se sigue
-

Xy

que A(e,x) s (1+Nx-ix) A(——————) s «. Por tanto, A(x) = «. Sea, para
14 lx, b-nx

probar la desigualdad contraria, k € N tal que 1+lx.l-lxi # 0. Dado un punto
extremo arbitrario e, de la bola unidad de X, podemos considerar e = {e}

en &(X) definido por ¢, =0 si n=k, e = ¢ conlo que, en virtud del

Xy

teorema precedente  A(e,x) = (1+lxl-lxl) Ade, , y asi

14 nx, - i
X

AW = (1+ i) Aley , ),
k

la arbitrariedad de e, en &(X,) permite deducir que
X

k
A 14 i -lxh) A(— AR) = a.
il B (1+|sxku-||x||) Y per s A k8

Supuesto que X tiene la A-propiedad <ean neN y Zze #(X).
Definimos x = {x,} por x, =2 x, =0 si k=n De la igualdad que
acabamos de probar se deduce que A(x) = A(x,) = A(2); por tanto, A(z) > 0 y

X, tiene la A-propiedad (corolario 1.11 i)). Finalmente, si X, tiene la

n

a-propiedad para cada ne N y x = {x,} € B(X) es claro que existe k e N

Xk
1+ ux n-nxn =0, 1 A(x) = (1+ix i-lx) A(——) > i
tal que X I-Ixl uego A(x) = (1+ixN-Ixn) (l+llxkll-llxli) C y asi
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X tiene la A-propiedad. g

Los resultados anteriores son vdlidos (con ligeras modificaciones de
notacién) también para /-sumas finitas de espacios normados. En este casc

podemos afiadir lo siguiente:

1.19 COROLARIO.

Sean X, , ..., X, espacios normados y X = (gfrk)l . Las siguientes
k=1 1

n
afirmaciones son equivalentes:
i) X riene la A-propiedad uniforme.

il) X, tiene la A-propiedad uniforme para todo k e {l,...,n}.

DEMOSTRACION:

Se razona como en la ultima parte de la demostracién anterior teniendo

X
A(x) = Max {(1+ux-Ixt) A(———) : k
en cuenta que  A(x) ax {(1+lx li-lxn) (l+“xk"_"x") € {l,...n}} para

todo x = {x,} € B(X). Para probar i) = ii) puede usarse la afirmacién ii) del

corolario 1.11, mientras que, para ii) » i), basta observar que dado

1
x = {x} e B(X) existe ke {l,..,n} tal que l+ux.-lxn :-.'.-’-1 y por tanto,

A 1 A - ) 1 AX 1 Min {p(X,) : ke {1,...,n}} > O
z - AMf—m—) =z - z - . € .
e (l+llxkll-|lxll AT (e L :

Sin embargo, es importante sefalar que las /.-sumas de espacios
normados (exceptuando, claro estd, el caso de sumas finitas) no poseen bajo

ningin concepto la A-propiedad uniforme. En efecto, sea {X,} una sucesién de
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espacios normados y sea X = ( ® Yoy - Dado n € N, tomemos para cada £ en
n=1 1
{1,...,n} un elemento z, de S(X,) y sea
1 1
E={=2,  u~2,9,0,..)« %K)
n n

1 1 :
entonces, 1+Ix l-lxl = I-z1 =~ si ksn y l+ixd-lxi =0 si k > n.
n n

1 1
Por tanto, A(x) = Sup { - A(z) : ke {l,..,n}} s;! . Deello se deduce

claramente que A(X) = 0. Nétese en particular que [/, tiene la A-propiedad
no uniforme.

El mismo razonamiento muestra que si X es una /,-suma de n espacios

1 1
normados entonces A(X) = - . En particular, A(ff)) =-,vVneN
n n

En [5], teorema 1.11, Aron y Lohman prueban que [, (X) tiene la

A-propiedad para todo espacio estrictamente convexo X. Obtienen ademds que
1 - nxt + 2 Sup {Ix,l : n e N}

m A-(x) oo ] y Vx = {xn} € B([l(m))'

En la misma referencia (cuestién 4.2) proponen el estudio de la A-propiedad y

la determinacion de la A-funcién en espacios del tipo (Elfrn)lI , Ssupuesto
que los X, no son estrictamente convexos.

Lohman y Shura ([32], teorema 3) demuestran que si cada X, tiene la
A-propiedad entonces (Elirn)ll tiene también la A-propiedad, pero no logran

la expresién de la A-funcién, sino acotaciones que, en el caso estrictamente
convexo, coinciden con la igualdad () de Aron y Lohman. Un resultado similar,
también sin la expresién de la A-funcién, fue establecido por Sudrez en [54]
(proposicion 4).

Asi pues (en vista de los comentarios anteriores), nuestro corolario
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1.18 es la primera respuesta completa a la cuestién planteada por Aron Yy
Lohman. Puede comprobarse sin dificultad que la expresién de la A-funcién que
hemos obtenido coincide con 1) si X, = X, ¥YneN y X es estrictamente

convexo.

A continuaci6n resumimos el caso de /,-sumas de espacios normados para
1l < psw

La demostracién del siguiente lema puede consultarse en [52].

1.20 LEMA.

Sea {X .} una sucesién de espacios normados, p € ]1,+«[, X = ( ® fxn)l
1 P
y e = {e,} € B(X). Equivalen:

i) ee 8X)

eI'I.
ii) lew =1 y s €(X,) para cada natural n tal que e, = 0.

! Las ideas que se precisan para probar el teorema que sigue pueden

encontrarse en [1], si bien en [33] se considera una situacion mds general.

1.21 TEOREMA.

Sea {X,} una sucesion de espacios normados tales que €(X,) # e, para

todo neN ysea 1 <p<wo. §i I-—-(g'x“)l , entonces, dado x = {x_}
n=1 P

en $(X) se tiene que:
x[I

Ax) = Inf A(——) :neN y x, =0}

x|

Como consecuencia las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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i) X tiene la A-propiedad (resp. uniforme).
ii) X, tiene la A-propiedad (resp. uniforme), ¥ n e N y lim Aa(X,) > 0

(resp. Inf {A(X,)) : n e N} > 0).

En el caso de /-sumas finitas se tiene que X = (;Ik)i tiene la
k=1 p
A-propiedad (resp. uniforme) si, y s6lo si, X, tiene la A-propiedad (resp.

uniforme), ¥ k € {1,...,n} y en tal caso

X
A() = Min {h(ﬁx—kﬂ) ke {lm) y X 20}, VX = (0 € 9.
k

Hemos de reparar en el hecho de que la expresién de la A-funcién que
aparece en el resultado anterior es vdlida, en general, tan s6lo para los
elementos de la esfera unidad de %. Notese, en primer lugar, que dicha
expresién carece de sentido para x = 0. Ademds, si se suponen estrictamente
convexos los espacios X, (ello equivale a que X sea estrictamente convexo,
como puede verse, por ejemplo, en [25], teorema 2.1.7), dado x = {x,} € B(X)

con 0 < ixit < 1 se tiene que

xll
Inf {.‘\(nxn"} tneN y x, 20} =1,

1+ 1xi
mientras que A(x) = = < 1. No obstante, de acuerdo con la proposicién

1.9 vii), dado x = {x,} e B(X)\{0}

b & 1+uxlll ™ Xa . 0
. *
(x) 5 nf { ("xn“) tnelN y x, 5

La igualdad se da en los puntos de la esfera. No es conocida (que
sepamos) la expresi6n exacta de la A-funcién para este tipo de espacios.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior tenemos
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1.22 COROLARIO.

Sea X un espacio normado y p € ]1,+w[. Equivalen:
i) LX) tiene la A-propiedad uniforme.
i) LX) dene la A-propiedad.

iti) X tiene la A-propiedad uniforme.

Si X es estrictamente convexo este resultado no afiade nada sobre lo

ya conocido pues en tal caso [(X) es estrictamente convexo (1< p < =),

Formalmente, el caso de /,-sumas de espacios normados es muy similar al

que acabamos de tratar pero los resultados son mds sencillos de obtener.

1.23 LEMA.

Sea {X.} una sucesién de espacios normados, X = (EIIH) . 1 &> {e.}
un punto en B(X). Equivalen:
i) eec &)

ii) e, e 8(X), YneN

El siguiente enunciado puede probarse siguiendo las ideas de [32] o

[54]).

1.24 TEOREMA.

Sea {X,} una sucesion de espacios normados tales que €(X,) * e, para

todo neN y sea X = (;E,xﬂ)l . Dado x = {x )} € B(X) se tiene que
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A(x) = Inf {a(x,) : n e N}.

Como consecuencia, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) X tiene la A-propiedad (resp. uniforme)
i) X, tiene la A-propiedad (resp. uniforme), ¥ n e N y lim A(X,) > 0

(resp. Inf {A(X,)) : n € N} > 0).

La expresién de la A-func’dn permite deducir ficilmente que
AX) = Inf {MX) : n e N},

De este modo, si los espacios X, son todos estrictamente convexos entonces.

1
de acuerdo con la proposicién 1.12 i), A(X) = 3 YvneN y por tanto

1
A(X) = 3 con lo que X tiene la A-propiedad uniforme.

Respecto de [/,-sumas de espacios normados tenemos que X = ( ® X,
k=1 00
tiene la A-propiedad (resp. uniforme) si, y sélo si, X, tiene la A-propiedad

(resp. uniforme) para todo k e {l,...,n}. También en este caso, si X, es

1 1
estrictamente convexo, ¥ k € {1,...,n}, A(X) = 5 - En particular, A(ly) = =

para todo n € N.

1.25 COROLARIO.
Sea X un espacio normado. Equivalen:
i) [1,(X) tiene la x-propiedad uniforme.
ii) [, (X) tiene la A-propiedad.
iii) X tiene la A-propiedad uniforme.

Obsérvese en particular que [, tiene la A-propiedad uniforme.

25




CAPITULO 1| PROPIEDADES EXTREMALES DE LA BOLA UNIDAD

Hemos de sefialar que la A-propiedad ha sido estudiada en multitud de
espacios normados ademds de los hasta ahora considerados, lo que pone de
manifiesto que, lejos de ser una rara cualidad de ciertos espacios, se trata
de una propiedad muy frecuente en el &mbito de los espacios normados. Véase a

este respecto [14], [32], [33], [44), [49] y [55].

1.26 NOTA.

En [5] se planted como problema abierto si la A-propiedad se transfiere
necesariamente desde un espacio a su dual. La respuesta es negativa y pueden
encontrarse ejemplos de ello en [1], [9]), y [53]. Pero son especialmente

interesantes los que aparecen en [33] y [48], que comentaremos brevemente:

[+ ]
El espacio X = (o ly) I tiene, de acuerdo con los resultados
n=1 2

anteriores la A-propiedad uniforme. Sin embargo, su dual X* = ( ® l’l‘)l no
n=1 2

1
posee la A-propiedad dado que A(f}) = = vneN El espacio X es

reflexivo (véase [8]) y por tanto, también lo es Y = (X o fr‘)l2 . Como

espacio reflexivo, la bola unidad de ¥ es muy rica en puntos extremos (&(%)
es no numerable para todo espacio reflexivo infinito-dimensional Y, véase a
este respecto [28]) y sin embargo ninguno de los espacios ¥ e Y* posee la
A-propiedad. Esto iltimo pone de manifiesto, tal como se comenta en las
referencias precisadas, que la A-propiedad no presenta un comportamiento
especialmente bueno en espacios de Banach reflexivos.

Acabaremos este primer capitulo clarificando la relacion existente entre
las distintas propiedades extremales que han aparecido. El siguiente esquema

serd (til a tal fin.
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estricta convexidad

!

T r |A-propiedad uniforme
ﬁ

@ o |A-propiedad
!

[propi edad de Bade

La implicacién que aparece con trazo discontinuo €s cierta en espacios
de Banach (teorema 1.15) y se desconoce si lo es, al igual que las restantes,
en cualquier espacio normado. Ninguna de las implicaciones (salvo las que
relacionan la A-propiedad y la P.R.S.C.) es reversible en general. Para
ponerlo de manifiesto notemos, por ejemplo, que l: con p=106 p=o
tiene la P.R.C. y también la A-propiedad uniforme (son espacios de dimension
finita, recuérdess el comentario que sigue a la definicion 1.4 y la
proposicién 1.12 i)) y, sin embargo no son estrictamente convexos. Por otra
parte, /; tiene la A-propiedad y (dado que es completo) la P.R.S.C. pero no
posee la A-propiedad uniforme (comentario que sigue al corolario 1.19) ni
tampoco la P.R.C. (a la vista de la caracterizacion de los puntos extremos en
l,-sumas, lema 1.16, un elemento de [/, que sea combinacién convexa de puntos
extremos ha de tener todos sus términos nulos a partir de un cierto natural en

adelante. La bola de /, contiene obviamente elementos que no cumplen esta

condicién). Es claro que todo espacio de Banach reflexivo tiene la propiedad
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de Bade; asf pues, si X es el espacio considerado en la nota precedente, X*
tiene la propiedad de Bade, por ser reflexivo, y, sin embargo, no tiene la
A-propiedad y en consecuencia tampoco la P.R.S.C.. El estudio que realizaremos
en los préximos capitulos de los espacios de funciones continuas proporcionard
nuevos ejemplos de espacios con la propiedad de Bade que no poseen la
A-propiedad.

Finalmente, sefialemos que la P.R.C. y la A-propiedad uniforme son

independientes. El espacio [, tiene la A-propiedad uniforme pero no la

P.R.C., como ficilmente se comprueba y, por otra parie, en [48] se consigue

(renormando /) un espacio con la P.R.C. que no posee la A-propiedad uniforme.




CAPITULO II

PUNTOS EXTREMOS Y PROPIEDAD DE EXTENSION

Sea J un espacio topoldgico y X un espacio normado, 6(7,X) denotard
el espacio de iodas las funciones continuas y acotadas de J en X. En
€(7,X) consideraremos, como es costumbre, la norma del supremo:

i = Sup {ifi)h : t e T}, Vv fe B(T,%).

Si 7 es la compactificacién de Alexandroff de los naturales entonces
€(7,X) es isométricamente isomorfo a c(X), el espacio de todas las
sucesiones convergentes de elementos de %, con la norma

I{x,}0 = Sup {Wx,l : n e N} paracada {x,} en c(X).

La estructura extremal de la bola unidad de 6(7,X) ha sido
ampliamente estudiada (propiedad de Bade, A-propiedad, envolventes convexas de
puntos extremos, etc.) bajo distintas condiciones adicionales, tanto sobre J
como sobre X. Precisamente Bade es autor de uno de los trabajos pioneros en
esta linea. En concreto, supouiendo 7 compacto Hausdorff, probé que la bola
unidad cerrada de ®©(7,R) es la envolvente convexo-cerrada del conjunto de
sus puntos extremos si, y sblo si, 7 es totalmente disconexo (sus tnicos
conexos son los puntos), véase a este respecto [7] y también [22]; en esta
iltima referencia se prescinde de la compacidad de 7. Posteriormente Peck

([42], teorema 4) prueba que si T es un espacio métrico compacto totalmente
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disconexo entonces &(7,R) tiene la propiedad de representacién en series
convexas. El mismo resultado fue también probado por David Oates ([39]) sin
exigir la metrizabilidad de 7.

Por lo que respecta a la propiedad de Bade, el comportamiento de

©(9,X) mejora ostensiblemente cuando se considera X con dimensién mayor o

igual que dos. Asi, para X = R’ (con la norma euclidea) y ¥ compacto

Hausdorff, Phelps ([40]) demuestra que la bola unidad cerrada de €(7,X) es
siempre la envolvente convexo-cerrada de sus puntos extremos. No se precisa
ahora que J sea totalmente disconexo. Elio es debido, naturalmente, a que
#(X) sufre un importante cambio al pasar de la dimension uno a dimension
n = 2 . En concreto, si bien en el primer caso #(X) cuenta sélo con dos
elementos, en el segundo es ya todo un subconjunto conexo de X. Este
resultado de Phelps fue ampliamente generalizado por Cantwell ([15], teorema I
y comentarios siguientes al teorema II) y Peck (|42], teorema 1) que
obtuvieron (independientemente) ia misma conclusién con J Hausdorff y X un
espacio de Hilbert de dimensién »n = 2.

Alin podrfamos mencionar otros resultados contenidos en estas ultimas
referencias pero tendremos ocasién de hacerlo en el capitulo III, donde nos
servirdn como punto de arranque.

Recientemente se ha retomado el estudio de la estructura extremal de la
bola unidad en ©(7,X), aunque en este caso desde el punto de vista de la
a-propiedad. Asi, en [5], teorema 1.6, suponiendo I métrico comparto y X
estrictamente convexo e infinito-dimensional se prueba que €(7,X) tiene la
a-propiedad uniforme. Un detallado andlisis de este resultado nos ha permitido

poner a punto la pieza que, a nuestro juicio, es esencial en este contexto.
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Este ingrediente, que serd el centro de atencién en el presente capitulo, nos
permitird, en primera instancia, obtener una generalizacién sustancial del

citado teorema y relacionar la estructura extremal de ©(7 , X) con las

dimensiones ("topoldgica") de 9 y (algebraica) de X. Ademds, como

comprobaremos en el siguiente capftulo, resnltard muy util para profundizar en
el conocimiento de la estructura extremal de ©(7,X) mds alld, incluso, de la
A-propiedad.

Después de los comentarios anteriores en los que aparecen hipdtesis muy
diversas sobre el espacio topolégico J, creemos conveniente aclarar que
cierto tipo de condiciones sobre I pueden asumirse sin que ello implique una
pérdida de generalidad al estudiar espacios ©€(7,X). A este fin dedicamos el

siguiente apartado.
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ISOMETRIAS ENTRE ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS

En primer lugar, recordemos que un espacio topolégico J  es
completamente regular si 7 es Hausdorff y dados 4 < 7, cerrado y £, € T\
existe una aplicacién continua f: 7 — [0,1] tal que

fit) =0 y AD=1Vv¢1eA

El siguiente enunciado recoge la informacién contenida en el teorema

1.6 y el corolario 1.8 de [57], como consecuencia inmediata obtendremos un

interesante resultado en el sentido que ya hemos indicado.

2.1 PROPOSICION.
Sea I un espacio topolégico arbitrario. Entonces existe un espacio
topolégico completamente regular o(J) tal que:
i) p(7) es imagen continua de 3, es decir, existe n : I — p(7) continua
y sobreyectiva.
ii) Si f es una aplicacién continua de T en un espacio completamente
regular T* existe una (iinica) aplicacion continua p(f) de p(7) en J°

tal que el siguiente diagrama conmuta:

n
I — p(7)

j{ p(f)

g.

2.2 COROLARIO.
Sea J un espacio topolégicoy X un espacio normado. Los espacios

€(F,X) y ©(p(7),X) son isométricamente isomorfos.
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DEMOSTRACION:

Sea h e 8(p(%),X), dado ¢ € J, Nhom()Il = Wh(n()) s AU, de ello se
deduce que la aplicacién hom estd acotada y por tanto, dado que también es
continua, hem e €(7,X). Ademds, de acuerdo con lo anterior Whemll = WAN. Por
otra parte, si s € p(7), existe ¢t € J tal que =m(f) =5, luego

Wh(s)Il = Wh(r)I = Whomll y asi WhI = lhoml,
Sea & : 6(p(7),Y) — 6(7,X) la aplicacién definida por
&(h) = hen.
Segtin acabamos de probar N&(h)Il = lAll, ¥ h € 6(o(),X) y es inmediato que ¢
es lineal. Ademds, si f e €(7,X) la proposicién 2.1 ii) garantiza que existe
una aplicacién continua p(f) : p(J) — X tal que p(f)lemr = f. Evidentemente
o(f) € €(p(7),X) (la acotacién se deduce de la igualdad anterior) y

*(e(f) = 1,

lo que prueba que ¢ es sobreyectiva. g

El resultado precedente pone de mamfiesio que, en general, para
cualquier estudio que se realice del espacio ©(9,X), puede suponerse J
completamente regular. A continuacién veremos que si el espacio X es de
dimensién finita la situacién es ain mds propicia ya que, en este caso, T

podrd suponerse compacto Hausdorff, sin que ello reste generalidad.

2.3 PROPOSICION (Teorema 1.11 de [57]).

Sea I un espacio topolégico completamente regular. Entonces existe un

espacio compacto Hausdorff B(7) (la compactificacién de Stone-Cech de 7) y

una aplicacién = : 3 — p(T) tal que:
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i) = es un homeomorfismo de T en n(J).

i) 2(9) = BO).

iii) Si f es una aplicacién continua de I en un espacioc compacio Hausdorff
g* existe una unica aplicacion continua B(f) de B(F) en I° tal que

el siguiente diagrama conmuta:

g -n—) B(7)

l 8(6)

ﬂ-

2.4 COROLARIO.
Sea T un espacio topolégico completamente regular y X un espacio
normado de dimensién finita. Los espacios €(3J,X) y 6(B(J),X) son

isométricamente isomorfos.

CEMOSTRACION:

Dada # € 6(3(7),X) puede comprobarse comio en el cotolario  anterior
que hom e €(,X) y Hnemi < khi. Por otra parte, dado s e n(7) existe
ted tal que () =5 asi Wh(S)I = Bh(n())I = Whomll y es claro

entonces que h(n(7)) c B siendo B = {x e X : lixh = lhoni}. La continuidad

de h nos permite deducir que h(ﬁ) ¢B = B, es decir, h(B(7)) < B, de

donde NA(S)N = Nhomll, ¥V s € B(T) y WAl s lhenl.
Sea & : €(B(7),X) — 6(7,X) la aplicacién definida por
&(h) = hen.

Es obvio que @ es lineal y de acuerdo con lo anterior
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ne(hyn = whn, v h e 8(B(T),%).
Finalmente, dada f e 8(7,X), el conjunto K = {x € X : lxll = W} es
compacto Hausdorff (por ser X de dimensién finita) y f es una funcién

continua de 9 en K. En virtud del teorema anterior existe una funcién

continua B(f) : B(F) — K tal que B(f)en = f. Es claro que B() es una

funcién continua y acotada de B(7) en X y @(B()) =f #

La ultima parte del comentario previo a la proposicion 2.3 es
consecuencia inmediata de los corolarios 2.2 y 2.4.

La inclusién de los resultados anteriores nos ha parecido conveniente
puesto que permiten apreciar con facilidad si en las distintas referencias
sobre este tema se imponen condiciones realmente restrictivas y si ciertos
trabajos suponen algin avance con respecto a otros. No obstante, la propiedad
de extensién, que definiremos m4s adelante, nos permitird razonar a plena
generalidad, sin necesidad de suponer (puesto que ello no nos reportard ningin
beneficio) que J es completamente regular. S6lo impondremos esta condicién
cuando relacionemos la citada propiedad con la "dimensién topoldgica” de 7,
pues la teorfa correspondiente a este concepto estd desarrollada, como

veremos, para espacios completamente regulares.
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A-PROPIEDAD EN €(9,Y)

Como es légico, nuestro primer requerimiento consiste en disponer de
una conveniente caracterizacion de los puntos extremos de la bola unidad de
€(7,%). Seguidamente veremos que ello sélo es sencillo de conseguir si X es
estrictamente convexo.

Dado e € 6(7,X) y supuesto que e(f) € 8(X),VteT, es inmediato
que e es un punto extremo de la bola unidad de €(7,X). El siguiente

ejemplo muestra que la afirmacién reciproca no es cierta en general.

2.5 EJEMPLO.
Sea J = Nu {w}, la compactificacién por un punto de N y sea X un
espacio normado tal que el conjunto &(X) no sea cerrado (en la nota 2.4 de

[5] aparece un espacio con esta propiedad. Haremos uso del mismo en el

capftulo IV y tendremos ocasién de comentarlo). Consideremos x € E(?)\E:’(fr) y

sea {e,)} una sucesion convergente a x tal que e, € &), vneWN La
aplicacién f: 7 — X definida por

fin)=e¢, YneN , flw) =x
es, como ficilmente se comprueba, un punto extremo de la bola unidad de

€(7,X) y, sin embargo, f(») ¢ E(X).

En la linea del ejemplo anterior se puede llegar mucho més lejos. De
hecho, en [11] (ejemplo que sigue al teorema 3) puede encontrarse un espacio
normado X de dimensién cuatro y un operador extremo F de X en

€([0,1],R) tal que su adjunto F' : 6([0,1],R)* — X* verifica que
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F'(8) ¢ 8(X"), v t € [0,1],
donde 3, : €([0,1,R) — R es el funcional de evaluacién en el punto ¢!
(3(0) = o), ¥ ¢ € 6([0,1],R)). Si e :[0,1]] > X* denota la aplicacién
definida por
e() = F(8), vt e[0l]
yparacada x e X, %:X* —> R es el funcional determinado por la expresin
N = fx), ¥ fe X,
se tiene que ftee = F(x), ¥ x € X. De ello se sigue que e es continua (X
es de dimensién finita y por tanto la topologia de la norma y la topologia w*
de X* coinciden). Es senciilo probar que, de hecho, e es un punto extremo de
la bola unidad de €([0,1],X*) vy, sin embargo, como ya hemos indicado,
et) ¢ 8", v t € [0,1].
En [38] se introduce el concepto de operador "nice":
Si X e Y son espacios normados (no necesariamente reales) v
F e 2(X,Y), se dice que F es nice si F'(6(¥")) c €(X*). Puede probarse con

facilidad, sin mds que tener en cuenta que F* también es continuo si en Y*y

en X' se consideran sus correspondientes topologias w*, que todo operador

nice es extremo (es decir, es un punto extremo de la bola unidad de £(X,Y¥)).
El operador F que aparece en [11] y que acabamos de comentar es un ejemplo
de operador extremo no nice (publicado, por cierto, cinco afios antes de la

introduccién del concepto de operador nice).

Sin embargo, pese a todo lo anterior, sf es un hecho general que
cualquier punto extremo de la bola unidad de €(7,X) toma todos sus valores

en la esfera de X:
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2.6 LEMA.
Sea 9 un espacio topolégicoy X un espacio normado. Si Y = €(7,X)
y e € 8(Y) emonces

le(t)h = 1, vt ed.

DEMOSTRACION:
Fijemos un punto x, en #(X) y consideremos las aplicaciones f y ¢

de § en X definidas por

i) = e + (1-ne@n) xo , g = e() - (1-le()) x,

+
Evidentemente f y g sonelementosde B(Y) y e = j% . Puesto que, por

hipétesis, e e €(Y), de lo anterior se sigue que e = f = g, en particular,
para cada t e J se tiene
(1-ne(r)n) x, = -(1-le(®)n) x, , esto es, 2(1-le()n) x, = 0.

Ello nos permite concluir que lle()h = 1, v re 7. g

Existen ejemplos triviales que muestran con toda claridad que el
reciproco del anterior resultado no es cierto en general. Piénsese, sin ir mds
lejos, en R® con la norma del méximo y una funcién constantemente igual a
(0,1) definida en cualquier espacio topoldgico.

Este lema aparece demostrado en [5], para 7 compacto Hausdorff,
mediante un razonamiento en el que se hace uso del lema de Urysohn. El
enunciado que hemos establecido es por tanto m4s general y la demostracion mas
sencilla.

Como consecuencia inmediata se obtiene la siguiente caracterizacién de

los puntos extremos d¢ la bola unidad de ©6(J,X) para X estrictamente
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Convexo.

2.7 PROPOSICION.
Sea I un espacio topoldgico, X un espacio normadoy e un punto de
Y = 6(J,X). Considérense las siguientes condiciones:
i) et)eE@),Vvted.
ii) e e €(Y).
iii) ne()n = 1, vted.
Entonces i) » ii) » iii) y si X es estrictamente convexo las tres

condiciones son equivalentes.

Tal como hemos anunciado anteriormente el teorema 1.6 de [S] admite

una importante generalizacién que concretamos en el siguiente enunciado:

2.8 TEOREMA.
Sea T un espacio topolégicoy X un espacio normado estrictamente
convexo. Para Y = 6(3,X) las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) Y tiene la A-propiedad uniforme.
ii) Y tiene la r-propiedad.
iii) Toda aplicacién continua f: A — $(X) definida sobre un conjunio
cerrado A de 7 y tal que exista una aplicacion g e B(Y) con

gt) = f(t), ¥ t € A, posee una extension continua e : J — #(X).

Ademds, si Y tiene la A-propiedad, entonces

_ 1+m(y)

Aly) = , VyeB®Y)

donde m(y) = Inf { nytn : ted }
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DEMOSTRACION:
i) » ii). Evidente.
if) » iii). Sea A un subconjunto cerrado de I y f:A4 — #(X) una
aplicacién continua tal que existe g € B(Y) con g() = AN, vV 1 € A
Entonces por ii), existen e € 8(Y), he B(Y) y « € ]0,1] tales que

g2 = ae + (l-a)h.
Asf, para cada ¢ en A, se tiene, g(t) = ae(t) + (1-a)h(r). Puesto que
g() € #(X) y X es estrictamente convexo, de lo anterior se deduce que
e(f) = g(t) paracada ¢ en A. Por tanto, la aplicacion e : 7 — #(X) es
una extensién continua de f (se ha hecho uso de la proposicién anterior para
garantizar que e toma todos sus valores en ¥#(X)).

jii) » i). Sea y e B(Y), arbitrario y sea « un nimero real en la situacién

1+m
0 <ac< 20) . Consideremos el conjunto (cerrado)

A={ted:uynOn z 1-2a}.
1
Si a zi es obvio que m(y) > 0 y por tanto Iy()l > 0= 1-2a, ¥V ¢t € 7,

1
con lo que, en este caso, 4 = J. Si a < 50 hy@on z 1-2a > 0, v r € A.

Sea f: A — #(X) la funcién definida por

_ Y0
ﬂt)—mﬁ,vrefl

y consideremos la funcién g : 7 — B(X) dada como sigue
fin si ted
g0 =1 y@

1 teA
2

1
ndtese que la segunda linea sélo aparece en el caso a < 5 {(en caso contrario

A = 7) y consecuentemente g estd bien definida. Ademds, es inmediato que
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geB® y g) = A, ¥teA Por iii) existe una aplicacién continua
e:J — $X) talque e() = f), Ve A De acuerdo con la proposicion

2.7 e &Y y,si €A, tenemos

a + Iy(@E) - ee(®)l = « + Iy(P) - « L B iy - «] = 1

Iyl

del mismo modo, si t¢ A4
o + Wy@) - ce( s 20 + Ny < 20 + 1 - 20 = 1,

Por tanto, « + lly - aell s 1 y aplicando la proposicién 1.7 obtenemos que

L ; ; 1+m()
A(y) 2 «. La arbitrariedad de o« permite deducir que A(y) = = De

ello se sigue que A(Y) = y en consecuencia ¥ tiene la A-propiedad
uniforme. Para demostrar la desigualdad restante sean, y € B(Y), e € €(Y) y
o« =20 tales que « + iy - aell = 1. Entonces, dado ¢ € 7, se tiene

o + ky@®) - ce()h s 1 vy, por tanto, 2a - Ny()I =1
1+m(y)

de donde de sigue que « = o y asf la proposicién 1.7 permite concluir

ae 20) s 2

La parte iii) = i) del resultado anterior se inspira en el teorema

1.6 de [5].
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PROPIEDAD DE EXTENSION

El teorema 2.8 motiva la introduccién del concepto esencial del

presente capitulo:

2.9 DEFINICION.
Diremos que ¢l par (7,X) tiene la propiedad de extension si T es un

espacio topolégico, X es un espacio normado y se satisface la condicion iii)

del teorema 2.8, es decir, toda aplicacion continua f : A — #(X) definida

en un conjunto cerrado A de 7 y tal que exista g : 9 — B(X) continua

con g(t) = f(t), v t € A, admite una extension coniinua e : 3 — 9(X).

Seguidamente pondremos de manifiesto que la propiedad de extensién es

"topoldgica":

2.10 PROPOSICION.
Sean 9, , 9, espacios topoldgicos homeomorfos y ¥ e Y espacios
nermados topoldgicamente isomorfos. Entonces (J3,,X) tiene la propiedad de

extension si, y solo si, la tiene (9,,Y).

DEMOSTRACION:
Sea F:X — Y un isomorfismo topolégico. Las aplicaciones

¢:X—>Y y v:Y—> X dadas por
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xl Iyl
well TR .

! ol i y=0
p(x) = NFx)N vOy) = NF(y)l Qi

0 si x=0 0 si y=0

son claramente continuas y
pop(X) = X, VX €X , poyp(y) =y, VyeY
En particular, ¢ es un homeomorfismo de X en ¥ y ¢! =y. Ademds,
Np(X)l = lxh, ¥ x € X y Nyl = lIyl, vy € Y, Por tanto,
p(BI) = BY) y o#@) = ().

Sea h:9,— 7, un homeomorfismo y supongamos que (J,,X) tiene la
propiedad de extensién. Dada f: A — #(¥) continua definida en un cerrado 4
de 9, y tal que existe g : J, — B(Y) cortinua con g(s) = fls), ¥ 5 € 4,
es obvio que la aplicacién

wogoh : 9, — B(X)
es continua y dado ¢ € h'(4), 1g(h@) 1. Esto muestra que Ia
restriccién de yogoh al cerrado de 9,, h'(4), es una aplicacién (continua)
de Hh'(4) en ¥(X) que admite una extensién (la propia aplicacion yegeh)
de 7, en B(X). Por hipétesis, existe e :J, — #(X) continua tal que
e(r) = wogoh(f), ¥ t € h'\(4). Entonces ¢oesh! es una aplicacién continua
de 7, en #(Y¥) ydado s € A4,
poechl(s) = o(e('(s))) = o(wogoh(r'(s))) = ¢ov(g(s)) = g6) = ).

Asf pues, (7,,Y) tiene la propiedad de extensién. g

Recordemos que un espacio topolégico J se dice normal si J es
Hausdorff y dados 4,B ¢ 7, cerrados y disjuntos, existen dos abiertos G, y
G, talesque Ac<G,,BcG, y GnG, =0
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Sea 7 un espacio topolégico Hausdorff. Es conocido que las siguientes

afirmaciones son equivalentes (véase por ejemplo [37], pdgs. 76 a 92):

1) 7 es normal.

2) Dados 4 y B, subconjuntos de J cerrados y disjuntos, existe una
aplicacién continua f: 7 — [0,1] tal que fid) c {0} y AB) < {1}.

3) Dado X, espacio normado de dimensién finita y f:A4 — X continua
definida en un subconjunto cerrado A de J, existe g: 9 — X continua
tal que g = A, Ve A

4) Dado X, espacio normado de dimensién finita y f: A — B(X) continua
definida en un cerrado A de 7, existe g:J — B(X) continua tal que
g = fin, viteA

Entre los espacios normales cabe destacar los espacios métricos y los

espacios compactos Hausdorff.

Como consecuencia inmediata tenemos:

2.11 PROPOSICION.
Sea T un espacio topolégico normal y X un espacio normado de
dimension finita. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) (7,X) tiene la propiedad de extension.
ii) Dada f: A — $(X) continua definida en un subconjunto cerrado A de 7

existe € : J — $(X) continua tal que e e f.

Obsérvese que, en general, ii) » i) para todo espacio topolégico I 'y
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todo espacio normado X (no es necesario que se verifiquen las condiciones
del enunciado anterior). Sin embargo, no siempre ocurre que la propiedad de
extensién implique la afirmacién ii), incluso siendo 7 normal. Sefialemos, no
obstante, que para J métrico i) y ii) son equivalentes, como veremos,
cualquiera que sea I (finito o infinito-dimensional).

A continuacién estudiaremos la propiedad de extensién y la propiedad
ii) para X de dimensién infinita. Ello aclarard el comentario anterior y, lo
que es mds importante, nos proveerd de pares (7,X) con la propiedad de
extensién cuyo conocimiento necesitaremos después.

Comencemos enunciando el siguiente resultado de Dugundji del que

también haremos uso en el capitulo IIL:

2.12 PROPOSICION ([19], teorema 6.2).

Sea X un espacio normado infinito-dimensional. Entonces $(X) es un

retracto absoluto. Es decir, dado un espacio métrico 3, un subconjunto

cerrado A de 7 y una aplicacion continua f . A — $(X) existe una

extension continua e : 7 — $(X).

Existen consecuencias muy interesantes de la proposicién anterior. Las

que citamos a continuacién caracterizan la dimensién de X:

2.13 COROLARIO.
Sea X un espacio normado. Equivalen:
i) 2(X) es contrdciil, esto es, existe H : 9(X) x [0,1] — #(X) continua y

%o € £(X) tales que H(x,0) = x , H(x,1) = %y, ¥ x € #(X).
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i) 2(X) es un retracto de B(X), es decir, existe 1 : B(X) — $(X)
continua tal que r1(x) = x, V x € #(X).
iii) Existe f : B(X) — B(X) continua y sin puntos fijos.

iv) X es infinito-dimensional.

Es sencillo probar que i) » ii) =» iii). Por otra parte, iii) » iv) es
consecuencia inmediata del teorema del punto fijo de Brouwer y iv) » i) se
sigue con facilidad de la proposicién 2.12 (véase [19]).

En [i0] se prueba que, de hecho, (para X infinito-dimensional)
evisten aplicaciones H , r y f que, ademds de cumplir lo que para ellas se
indica en los apartados i), ii) y iii), verifican una condicién de Lipschitz
(en particular son uniformemente continuas) y en el caso de f,

Inf {ix-f)N : x € B(X)} > 0.

El siguiente enunciado expresa muy bien la importancia que, para

nosotros, tiene el corolario 2.13:

2.14 COROLARIO.
Sea X un espacio normado infinito-dimensional. Entonces (J,X) tiene

la propiedad de extension cualquiera que sea el espacio topoldgico 7.

DEMOSTRACION:
De acuerdo con el corolario 2.13 #(X) es un retracto de B(X); por

tanto, existe r : B(X) -» #(X) continua tal que r(x) = x, vV x € #(X). Dada

f: A — 9X) continua definida en un subconjunto cerrado A de 7 y tal
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que existe una aplicacién continua g : 7 — B(X} con g() = AN, vV ¢ < 4,

basta considerar e = rog : ¥ — #(X) que obviamente es continua y extiende a

fo#

Por otra parte, en la linea de la proposicién 2.11 podemos ahora

afirmar lo siguiente.

2.15 PROPOSICION.
Sea T un espacio métrico y X un espacio normado. Equivalen:
i) (7,%) tiene la propiedad de extension.

ii) Dada f: A — $(X) continua definida en un subconjunto cerrado A de 7T

existe e : 3 — P(X) continua tal que ¢ A= f.

En el caso finito-dimensional es consecuencia de la proposicién 2.11 y
en el caso restante ambas propiedades son automdticas segin se desprende del
corolario anterior y de la proposicién 2.12.

El enunciado anterior no se cumple, en general, para J normal y X
de dimensi6n infinita, segin puede deducirse de un resultado de Dowker (véase
[17]). No obstante, dicho resultado permite probar que, siendo X un espacio
de Banach, la proposicion 2.15 se verifica para una clase de espacios
topolégicos intermedia entre los espacios normales y los espacios métricos.
Son los llamados espacios colectivamente normales. Un espacio topolégico 7
se dice colectivamente normal si es Hausdorff y dada una familia de cerrados
de 7,5 = {F, :iel}, con la propiedad de que todo punto de J tiene un

entorno que corta, a lo sumo, a un elemento de 3, existe una familia de
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abiertos, {G, : ieI},talque FcG ,viel y GnG =2, para

todo ij el con i=j. En[37] puede encontrarse mds informacién al
respecto (aunque no incluyen la condicién de Hausdorff para el concepto de
espacio colectivamente normal y denominan espacio T; a los que aqui hemos
denominado colectivamente normales. Con este mismo criterio definen los

restantes axiomas de separacion).

Seguidamente consideraremos nuevos pares con la propiedad de extension.

Estudiaremos también cierta clase de pares que no poseen la citada propiedad.

2.16 EJEMPLOS.

i) Si 7 es un espacio topoldgico discreto entonces (9,X) tiene la
propiedad de extensién cualquiera que sea el espacio normado X. Esto es
evidente pues todas las aplicaciones que parten de J con valores en

cualquier otro espacio (topoldgico) son continuas.

if) Sea 7 = Nu {0} la compactificacion por un punto de los naturales.
Entonces, dado cualquier espaca normado X, el par (7,X) tiene la propiedad
de extensidn.

En efecto, sea f: A — #(X) una aplicacién continua definida en un
subcorjunto cerrado A de 9. Si we A, la aplicacion e : T — #(X)
definica por e(f) = fir), si t € A, e(f) = fim), si t ¢ A es claramente
continua y extiende a f Si we A consideremos X, e #(X) y sea
e:J — #(X) la aplicacion dada por e(r) = fir), si ¢ e A, e(t) = x,, si

t ¢ A. También en este caso e es una extension continua de f.
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Nétese que 6(7,X) coincide con c(X), el espacio de todas las

sucesiones convergentes de elementos de X.

Obsérvese, por otra parte, que en los anteriores ejemplos 7 es
metrizable y se verifica, comc hemos comprobado, la versién fuerte de la
propiedad de extensi6n (afirmacién ii) de la proposicién 2.15).

ili) Sea X un espacio normado de dimensi6n finita y consideremos 7 = B(X).
El par (7,X) no tiene la propiedad de extension:

Sea A=9X) y f:A—- #X) la aplicacién (claramente continua)
dada por fit) =, Ve A Sea g:9 — B(X) la identidad en B(X); es
obvio que g(f) = Ar), vt € A y, sin embargo, no existe una aplicacién
continua e : 9 — #(X) tal que e(f) =fir) =t, VieAd ya que ¥(X) no
es un retracto de B(X) (corolario 2.13, puede verse también [18],corolario XVI

2.2.(1)).

Teniendo en cuenta el teorema 2.8, el corolario 2.14 y los ejemplos

2.16 obtenemos:

2.17 COROLARIO.
Sea X un espacio normado estrictamente convexo.

i) ©(T,%) tiene la A-propiedad uniforme cualquiera que sea el espacio
topolégico discreto 7.

if) () tiene la A-propiedad uniforme. De hecho, dada {x,} en la bola

unidad de c(X) se tiene que
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+
A(fx,}h) = le , donde m = Inf {Ux V : n e N},

ili) Si X es infinitc-dimensional entonces, dado cualquier espacio topoldgico

J, ©(7,X) tiene la r-propiedad uniforme.

Ademds, en los casos i) y iii), para Y = €(J,X), se tiene,
1+m(y)
2
donde m(y) = Inf {uy(t)n : t e 7},

Ay = , ¥y € B(Y).

Como caso particular del apartado i) se tiene que [(X) = EW,X)
tiene la A-propiedad uniforme para todo espacio estrictamente convexo X
(teorema 1.13 de [5]). No obstante, sobre este tipo de espacios disponemos de
mejor informacién (corolario 1.25). Hemos de sefialar que el apartado ii) fue
probado en [5] para X infinito-dimensional y en [2] sin restricciones sobre
la dimensién de X. Finalmente, el apartado iii) fue probado en [5] suponiendo

J métrico compacto.

El teorema 2.8 y, en consecuencia, el corolario anterior han sido
establecidos para X  estrictamente convexo. Es natural cuestionarse la
validez de estos resultados si se prescinde de esta hipétesis. Los ejemplos
que siguen ponen de manifiesto que, en tales circunstancias, el citado teorema

puede fallar.

2.18 EJEMPLOS.
i) El par (N,/,) tiene la propiedad de extension (N es un espacio topolégico

discreto), sin embargo, 6(N,/;) = l4(/,) no posee la A-propiedad ya que, de
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acuerdo con el comentario que sigue al corolario 1.19 [, (posee la
A-propiedad pero) no tiene la A-propiedad uniforme (véase también el corolario
1.25).

En el siguiente ejemplo consideraremos un espacio X con una
estructura extremal md4s rica que la de /, (X tiene la P.R.C. y la A-propiedad
uniforme). Ademds, el par ([0,1],X) verifica la propiedad de extension vy,

sin embargo, 6([0,1].X) no posee la A-propiedad:

ii) En [5], teorema 1.9, se prueba que €([0,1},X) tiene la A-propiedad
uniforme para todo espacio normado estrictamente convexo X de dimensi6n
distinta de uno (si X es infinito-dimensional este teorema es un caso
particular de nuestro corolario 2.17 iii), para X de dimensién finita
quedard también como caso particular de un resultado que probaremos en el
siguiente apartado, con total independencia del mencionado teorema). Asi pues,
de acuerdoc con el teorema 2.8, el par ([0,1],X) tiene la propiedad de
extensién para todo espacio normado estrictamente convexo X de dimensién
distinta de uno. Puesto que la propiedad de extension es topoldgica
(proposicién 2.10), de ello se deduce que ([0,1],X) tiene la propiedad de
extension para todo espacio normado (no necesariamente estrictamente convexo)
de dimensién distinta de uno. Notese que para X infinito-dimensional la
propiedad de extensién es automdtica cualquiera que sea 7 y que, si X es
de dimensién finita, entonces X es topolégicamente isomorfo a un espacio

estrictamente convexo.

Seapues 7 =[0,1] y X = (FR:,II-HN). El espacio X tiene la P.R.C. y

la A-propiedad uniforme (comentario que sigue a la definicion 1.4 y
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proposicién 1.12 i)). Ademds (7,X) tiene la propiedad de extension tal como
acabamos de comentar.

Veamos en primer lugar que para e € ¥ = 6(7,X) se tiene que

eeB(Y) si,ysélosi,e(r) eX),veted,

Obsérvese en consecuencia que los tinicos puntos extremos de B(Y) son
las funciones constantes, valuadas en uno de los (cuatro) puntos extremos de
B(X).

De acuerdo con la proposicién 2.7 (i) =» ii)) sélo hemos de probar que
la condicién es necesaria. Sea pues ¢ € €(Y) y supongamos, razonando por
reduccién al absurdo, que existe £, € 7 tal que e(hp) ¢ 6(X). Si e y
e, son las funciones coordenadas de e, podemos escribir

e(to) = (e,(tg),ex(t))
y dado que le(f)l, = 1, ¥ r € 7, en particular,
eity) € {-1,1} 6 eytp) € {-1,1}.
Supongamos, por ejemplo, que e,(fy) = 1. La condicién e(f)) ¢ &(X) implica
entonces que -1 < e(fy)) < 1. Sea e = % Min {1 + e,(%p),1 - el(tg)} y
a : X — [0,1] una funcién continua tal que, a(x) = 1 si lx - e(t)lle = = ,

a(x) =0 si Ix - e(fy)l, = €. Consideremos las funciones g y h de 7

en X definidas, para cada r en 7, por
g(0) = (e(1) - x(e())e , ey(1))
h(®) = (e)(r) + «(e())e , €,(1)).

; ; ; +h
Evidentemente ambas funciones son continuas y e = g—iu . Veamos ahora que

gh e B(Y). Para ello, sea ¢ e J, arbitrario; si le() - etg)lly = €,

entonces |e,(f) - e\(fp)| = € Yy, por tanto,
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e() - wle®e = &) - elly) + et - ole()e =
s e+ ey - alee = € + 1-2e - a(e(t))e =
1 - e-ae¢ijie s 1. Por otra parte,
() - ale(®)e = &) - () + e - ale()e =
2 ¢ + 2e-1-ale®)e = -1 + (1 -ale(®))e = -l

De lo anterior se sigue que le(?) - «(e(®))el = 1 y de igual forma se

prueba que le,(f) + a(e(r))cl s 1. Ambos resultados son evidentes si

le(t) - e(t)llo = € pues, en estas condiciones, «(e(f)) = 0. Es ahora claro
que g =1 y WA, = 1 de donde se sigue, dada la arbitrariedad de
t,que g y h son elementos de la bola unidad de ¥. Ademds, es obvio que

g * h, lo que contradice que e sea un punto extremo de B(Y).

Sea la funcién f: 7 — X dada por fir) = (2t-1,1), para todo ¢ en
9. Supongamos que existe A € J0,1] y e,y € B(Y), con e extremo, tales que
f = ae + (1-A)y. Entonces se tiene, en particular,
A0) = (-1,1) = 2¢(0) + (1-2)y(0)

y puesto que (-1,1) es un punto extremo de B(X) es obvio que e(0) = (-1,1).
De acuerdo con lo anterior e(f) = (-1,1), vt e 7. Por otra parte,
A = (1L,1) = 2e(1) + (1-4)y(1)
de donde se sigue, como antes, que e(l1) = (l,1). Contradiccién. Por tanto,

Y no tiene la A-propiedad.




CAPITULO 11 PUNTOS EXTREMOS Y PROPIEDAD DE EXTENSION

DIMENSION TOPOLOGICA

Dado un espacio topolégico 7 y un espacio normado X, a poco que se
observen el corolario 2.14 y los ejemplos 2.16 es ficil adivinar que si el
par (7,X) tiene la propiedad de extensién entonces debe existir alguna
relacién entre la "dimensién topolégica" de J y la dimensién algebraica de
2. Naturalmente, la formalizacién de esta idea requiere algunas definiciones
previas que daremos a continuacién. Todas ellas pueden encontrarse en [21].

Sea 7 un conjunto. Se denomina orden de una familia ¥ de
subconjuntos d¢ J al mayor entero n tal que ¥ contiene n+1 conjuntos
con interseccién no vacia. Si tal entero no existe se dice que el orden de ¥
es infinito. Asf, por ejemplo, una familia de crden -1 consta tan solo del
conjunto vacio y una familia de orden 0 estd formada por conjuntos disjuntos
dos a dos, no todos vacios. Por otra parte, si ¥ es de orden n, dados
A,,...,A,,, € ¥, distintos dos a dos, se tiene que An...nd,,, = @.

Sean R y R’ recubrimientos del conjunto 7. Se dice que R’ es un
refinamiento de R si todo elemento de R’ estd contenido en algin elemento
de R. Evidentemente cualquier subrecubrimiento de J extraido de R es un
refinamiento de R.

Supongamos ahora que J es un espacio topoldgico. Se dice que un

subconjunto A de 7 es funcionalmente cerrado si existe una funcién

continua f: 7 — [0,1]] tal que A =f"({0}). Y se dice que A es

funcionalmente abierto si 7\4 es funcionalmente cerrado. Obsérvese que todo
conjunto funcionalmente cerrado (resp. funcionalmente abierto) es cerrado

(resp. abierto) y nétese ademds que si 7 es un espacio métrico, A es
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funcionalmente cerrado si, y s6lo si A es cerrado. Esto iltimo es claro

pues, para todo cerrado A de 7, A4 = f'({0}) siendo f:9 — [0,1] la
d(t,A)

1 + d(t,A)

conjuntos abiertos y los conjuntos funcionalmente abiertos coinciden en

aplicacion dada por fir) = Como consecuencia, también los
espacios métricos.

Resumimos a continuacién algunos hechos bdsicos sobre conjuntos

funcionalmente cerrados que necesitaremos posteriormente:

2.19 PROPOSICION.
Sea T un espacio topoldgico.

i) Dado un subconjunto A de 7, son equivalentes:
1) A es funcionalmente cerrado.

2) Existen abeR con a<b. Cc[ab]l, cerradey g:J — [ab]

continua tales que A = g"(C).

3) Existen C c R, cerradoy g :J — R continua tales que
A = g'©).
ii) Si A y B son subconjuntos funcionalmente cerrados de I entonces AuB
es funcionalmente cerrado.
iii) Si A y B son funcionalmente cerrados y disjuntos, dados ab € R con
a<b existe p:73 — [ab] continua tal que

A=¢'(fa}) y B=o (b))

DEMOSTRACION:
i) Es evidente que 1) » 2) = 3). Supongamos que se verifica 3) y sea

f:9 — [0,1] Ila aplicacién definida por
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d@g®,0)
A} = e
1 + d(z(,0)
f es continua y dado ¢ e J se tiene que

ref'{0) o 1) =0 o geC » teg'Q) =4

luego A = f£'({0}) y por tanto A es funcionalmente cerrado.

Vied

ii) Por hipétesis, existen f;, f; : 7 — [0,1] continuas tales que
A=f'40) y B =£"'({0}). Laaplicacién f: 9 — [0,1] dada por
) = fif0), Y1 ed
es continua y AuB = f ({0}).
iii) Sean f}, ; : 7 — [0,1] continuas con A = f,'l({O}) y B = fz"({O})

y sea ¢ : 7 — [a,b] dada por

H)

I i it
L) + [0
¢ estd bien definida (AnB = @), es continua y o'dad) = 4, ¢'({b}) = B. g

o(t) = a (b-a), vted,

Un recubrimiento R de un espacio topolégico J  se dice
funcionalmente abierto si todos los elementos de R  son subconjuntos

funcionalmente abiertos de J.

2.20 DEFINICION.
Sea I un espacio topoldgico completamente regular y n = -1, un entero.
Escribimos
) dimJ =n si cada recubrimierto finito y funcionalmente abierto de I
posee un refinamiento finito y funcionalmente abierto de orden menor o
igual que n.

ii) dimJ =n si dmJ =n esciertoy dim J = n-1 es falso.
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iii) dim 7 = o si dim 9 s n es falso cualquiera que sea n.

El "nimero” dim 3 asi definido recibe el nombre de dimensién de

Cech-Lebesgue o dimensién recubridora del espacio 7. Se sigue inmediatamente

de la definicién que dim 9 = -1 si, y s6lo si, I = @. Sin embargo, en
general, afirmar que dim 9 = 0 no equivale a decir que J es cero-
dimensional en el sentido habitual, consistente en poseer una base de su
topologia formada por conjuntos abiertos y cerrados. De hecho, la primera
afirmacién es mds restrictiva que la segunda y algunos autores dicen que J
es fuertemente cero-dimensional si dim 9 = 0 . No obstante, si (ademds de ser
completamente regular) 7 es de Lindelof (2 cada recubrimiento abierto de 7
puede extraerse un subrecubrimiento numerable), dim7 =0 si, y sélo si, 7 es
cero-dimensional. Asi, en ambientes propicios, la nocién de dimension que
acabamos de introducir es una generalizacién de la (mds conocida) nocién de
espacio cero-dimensional.

En teoria de la dimensién suelen estudiarse dos conceptos mds de
dimensién topoldgica, ind 7 e Ind 3 (notacién de [21]), cuyos ambientes
naturales son, repectivamente, los espacios regulares y los espacios normales.
Ambas coinciden con la expuesta aqui en el ambiente de los espacios métricos
separables ([21], teorema 7.3.3). Hurewicz y Wallman (véase [24]) realizaron
un detallado estudio de la dimensién ind en estos ultimos espacios (lo que
equivale, en vista de lo anterior, a estudiar la propia dimensién recubridora
dim). Si X es un espacio normado podemos ahora referirnos a la dimensién de
¥ de dos formas distintas, aludiendo a su dimensién algebraica o bien a su
dimensién recubridora. En el siguiente enunciado, cuya demostracién se puede

consultar en [21] y [24], recogemos algunos hechos de teoria de la dimension
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que, en particular, aclaran esta situacién. En concreto, afirmar que la
dimensién algebraica de X es finita es equivalente a decir que la dimensién
recubridora de X es finita y, en tal caso, ambas dimensiones coinciden. Esto
justifica que hayamos usado el mismo simbolo, dim X, para referirnos
tanto a la dimensién recubridora como a la dimensién algebraica de X. No
obstante, si X es infinito-dimensional la notacién  dim X podria
resultar confusa (puesto que la dimensién recubridora, a diferencia de
la dimensién algebraica, no distingue diferentes tipos de infinitud). FPara
evitar este pequefio defecto de notacién dim X representard, en cualquier
caso, la dimensi6n algebraica de ¥ (que coincide con su dimension topoldgica

si X es finito-dimensional).

2.21 PROPOSICION.
i) Sean I, y 9, espacios topoldgicos completamente regulares. Si 9, y
g, son homeomorfos entonces dim 7, = dim J, .
ii) Para todo espacio completamente regular J se verifica que
dim 7 = dim B(9).
iii) a) Sea T un espacio topolégico normal y A un subconjunto cerrado de
9, entonces dim A = dim 7,
b) Si T es un espacio métrico separable y A es cualquier subconjunto
de I entonces dim A = dim J.
iv) a) La dimensién recubridora del espacio euclideo R" es n 'y coincide,

por tanto, con su dimension algebraica.

b) Una condicién necesaria y suficiente para que la dimensién recubridora

de un subconjunto A de R" sea n es que el interior de A sea no
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vaclo.
v) Sea X un espacio normado. La dimensién algebraica de X es finita si, 'y
sélo si, lo es su dimensién recubridora y, en caso afirmativo, coinciden.
vi) Sea X un espacio normado de dimension finita'y A un subconjunto de X.
Entonces dim A = dim X y la igualdad se verifica si, y solo si, A tiene

interior no vacio.

Nuestro objetivo actual es, como indicibamos al comienzo de este
apartado, relacionar la propiedad de extensién con la dimensién recubridora.
Para ello necesitamos la caracterizacion de la dimensién que enunciaremos tras

el siguiente concepto.

2.22 DEFINICION ([21], pdg. 398).
Sea T un espacio topolégico y (A,B) un par de subconjuntos de I
con A~B = @. Un subconjunto cerrado L de T se denomina particion entre

A y B si existen abierios UV < J 1ales que A c U, BcV y J\L = UuV.

2.23 PROPOSICION ([21], teorema 7.2.15).
Sea T un espacio completamente regular y n z 0, un entero. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) dim7 =n
ii) Dados n+1 pares (A,,B)),...,(Ap41:B,+)) de subconjuntos funcionalmente

cerrados de I tales que A,nB, = o, ¥ k € {1,...,n+1} existen conjuntos

funcionalmente cerrados L,,...,.L,,, tales que Lin..nL,,, =@ y Ly es

una particion entre A, y B, para cada k e {l,...,n+1}.
Haremos uso ademds del siguiente resultado:
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2.24 LEMA.

Sean X e Y espacios normados topologicamenie isomorfos y sea I un
espacio topolégico. El conjunto A = {f € 6(7,X) : f(t) = 0, V¥ t € 7} es denso
en ©(7,X) si, y sélo si, el conjunto B = {g € 6(7,Y) : gt) # 0, Vte 7}

es denso en 6(7,Y).

DEMOSTRACION:
Sea F: % — Y un isomorfismo topoldgico y supongamos, por sjemplo,
que A esdensoen 6(7,X). Si he6(IY) y cc¢ R* es obvio que
F 'oh € €(3,%),
luego existe fe A tal que If-F o < fﬁ . Entonces Fof € B y dado

ted, WFof- O = WFHL) - kO = 1FRO) - FF "oh() =

WF(RE) - F " oh@)i < WFIIAY) - F k@)l = uF uf - F ol < an% = e,

luego  IIFef - hil = €. ¢

La equivalencia entre i) y iii) en el teorema que sigue fue probada
por Smirnov ([51], teorema 9) siendo X el espacio euclideo R". Ofrecemos
aqui una demostracién que incluye, ademds, la equivalencia con una propiedad
de densidad de funciones continuas que omiten el origen. En los términos en
que se enuncia y prueba este resultado creemos que completa, ordena y

clarifica la informacién disponible a este respecto.
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2.25 TEOREMA.
Sea I un espacio topolégico completamente regular y X un espacio
normado de dimension finita. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) 1 + dim3J =dimX
il) El conjunio de todas las funciones continuas y acotadas de 7 en X que
omiten el origen es denso en 6€(7,X).

ili) E! par (7,X) tiene la propiedad de extension.

DEMOSTRACION:

Sea n =dimX-1.

n+1

i) » i) El espacio X es topolégicamente isomorfo a (R ,i-lly), luego, en

n+1

virtud del lema anterior, podemos suponer que, de hecho, X = (R ,l-lig).

+

Dada fe6J,X) y eeR sean fi,..[fiuy:9 >R las funciones

coordenadas de f. Para cada k e {l,...,n+1} sea

A= FCoAed y B =40 5D

De acuerdo con la proposicion 2.19 i) los conjuntos A, y By son
funcionalmente cerrados y es obvio que A,nB, = o. Por hiptesis dim J =n y
asi la proposicion 2.23 garantiza la existencia de conjuntos funcionalmente
cerrados L,,...,.L,,, talesque Ln.nL,,, =@ y cada L, es una
particién entre A, y B, . Dado k e {l,...,n} arbitrario, existen abiertos
U, y V. tales que
A, c U, ,B cV,,UnV, =02 y T\, = UV, .
Los conjuntos L, y A,uB, son funcionalmente cerrados (proposicion
2.19ii)) y L,n(4,uB,) = @. Por tanto (proposicién 2.19 iii)) existe

¢, - 7 - [0,1]1 continua, tal que
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L = o, ({0) y AvB = o ({1}.
Sea g, : 9 - [-1,1] la funcién definida por
(A0 i 1 e AuB,

[ >4
5 Wk(t) i !l € Uk\Ak

4
= i ‘pk(t) ] [ € Vk\Bk

tel

ysea g:9J — X la funcién cuyas coordenadas son g,...,8,4; - La funcién
g es continua pues, como ficilmente se comprueba, lo son las funciones
81s--:8n4+) - Por otra parte, es inmediato que
lg(t) - DI =e, ¥ ke{l,..n+l},vted, luego
ngw) -ADN se, vted
(se trata, como ya hemos indicado con anterioridad, de la norma del médximo en
R"""). Ademds, para cada k en {l,...n+1}, g() = 0, si, y solo si,

telL, , locual, teniendo en cuenta que Ln.nL,,, = @, implica que g

omite el origen.

ii) » iii) Sea A4 un subconjunto cerrado de 7, f: A — #(X) continua y
g : 7 - B(X) wuna aplicacién continua tal que g(t) = fir), vie A La

hipétesis nos permite considerar una aplicacion G : § — X continua tal que

1
Gt)#=0,vtreT y G-l <§. Sea F:J — X definida por
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r

G() si g s%

2(1-ng(HMG() - (1-2ug(n)n)g(e) si % < g s 1

.

1
F es continua y para ¢ € 7 con 3 < lg(Hn s 1 tenemos,

WE() - g = 12(1-ng®)nG() - 2(1-ng@n)gn =
= 2(1-1g(t)MHNGr)-gn = 1 - ng()n, luego
WF(N = ug(e) - (@O)-FW)n = ng@®n - ng)-Fon =
z HgOn - (1 - ngeyn) = 2ugon -1 > 0.
De ello se deduce que F omite el origen y podemos definir e : 7 — #(X)

mediante la expresin

F(r
ey = —— ,vte7d
WE(E) N

que es continua y extiende a f como, sin dificultad, puede comprobarse.

ili) » i) Puesto que la propiedad de extensién es topolégica podemos suponer

Jelly).

Sean (4,,B)),...,(4,,,,B,+;) n+1 pares de subconjuntos de 7

(como hicimos en i) = ii)) que ¥ = (R™*'

funcionalmente cerrados y tales que AnB, = o, V k € {l,...,n+1}. De acuerdo

con la proposicion 2.19 iii) para cada k existe ¢, : I — [-1,1] continua

tal que 4, = ¢;'({-1}) y B, = ¢,'({1}). Sea g: 7 — BX) definida por
80 = (1(0)y.. 01 (0), Y 1 €T

g escontinuay A= {ted g =1} es cerrado (nétese ademds que,

A,B, cA,Vke{l,..n+tl}). Sea f= 8l - Naturalmente f es una funcién

continua d¢ A en ¥(X) que admite una extensiéon continua g : 7 — B(X),

luego existe e : 7 — #(X) continua tal que e() = fir), ¥Vt e A. Sean
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€y,...,6,,; las funciones coordenadas de e y definamos (para cada k en

{1,...on+1}):

L =¢'({0) , U, =¢'0=0D y Vi =¢'(0,+aD,

sctiecneque A, c U, , BcV, , UinV, =2 y J\L, = UpV,, luego cada
L, es una particion entre A, y B, . Ademds, puesto que e omite el
origen, Lin...nL,,, = o@. Por tanto, se verifica la afirmacién ii) de Ila

proposicién 2.23 y dim T = n. g

Como consecuencia inmediata del teorema anterior y del teorema 2.8

tenemos:

2.26 COROLARIO.

Sea T wun espacio topoidgico completamente regular, X un espacio
normado estrictamente convexo de dimension finita 'y sea n = dim X . Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) ©(7,X) tiene la A-propiedad uniforme.

i) ©(7,X) tiene la A-propiedad.

iii) El par (3,X) tiene la propiedad de extension.

iv) dim 7 = n-1.

v) El conjunto de todas las funciones continuas y acotadas de I en X que
omiten el origen es denso en 6(7,X).

Ademds, en caso afirmativo, se verifica que
1+m(y)

Ay) = 7

, Vy e B(E(T,X)) (m(y) = Inf {Uy®)n : t e 7}).

Sea 7 = [0,1] y X un espacio estrictamente convexo de dimensién distinta
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de uno. De acuerdo con la proposicién 2.21 vi) dim 7 = 1. Asi, si X es
finito-dimensional se verifica la afirmacién iv) del corolario anterior y en
consecuencia ©€(7,X) tiene la A-propiedad uniforme. Si X es infinito-
dimensional esta misma conclusién es consecuencia inmediata del corolario
2.17 iii). Hemos obtenido asi el teorema 1.9 de [5] tal como comentamos en el

ejemplo 2.18 ii).

Un nuevo caso particular de nuestro corolario 2.26 y del teorema 1.15
es el siguiente enunciado que fue probado por Peck ([42], teorema 4), mds
tarde por David Oates ([39]) con ligeras modificaciones y recientemente por F.

Benitez ([9]) y A. Sudrez ([53]) que afiaden algunas otras caracterizaciones:

2.27 COROLARIO.

Sea T un espacio compacto Hausdorff. Entonces €(J,R) tiene la
propiedad de representacion en series convexas si, y sbélo si, T es cero-

dimensional.




CAPITULO III

ESTRUCTURA EXTREMAL DE LA BOLA UNIDAD
EN ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS

El capitulo anterior ha clarificado un aspecto de la estructura
extremal de los espacios de funciones continuas. En concreto, dado un espacio
topolégico 7 y un espacio de Banach estrictamente convexo X (esta
hipétesis estard presente aunque no se especifique en los comentarios que
siguen) se han establecido condiciones necesarias y suficientes para que
6(7,%) tenga la A-propiedad o, equivalentemente, la propiedad de
representacién en series convexas. La cuestion ahora es el estudio de otras
propiedades extremales en 6(7,X). Como primer objetivo estudiaremos la
propiedad de representacion convexa y posteriormente abordaremos la (mucho mds
débil) propiedad de Bade. Los precedentes de mayor importancia en este terreno
son debidos a Peck y Cantwell. Para J compacto Hausdorff y X infinito-
dimensional, Peck obtuvo que cada elemento de la bola unidad de ©(7,X) puede
expresarse como media de cuatro puntos extremos ([42], teorema 5). Ademds, con
g métrico compacio y X Hilbert n-dimensional, n par, probé que ©(7,X)
tiene la propiedad de representacion convexa si, y sblo si, dim T = n-l
([42], teoremas 2 y 3). Este dltimo resultado fue mejorado por Cantwell ([15],
teorema II) que logré la misma equivalencia para J normal y X espacio de

Hilbert de dimensién n = 2 (par o impar).
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A la vista de estos resultados y de los obtenidos en el capitulo II es
natural intuir que la propiedad de extension ha de caracterizar no sélo la

A-propiedad en 6(7,X), sino también la propiedad de representacién convexa, y

ello sin restricciones sobre T y sin necesidad de exigir que X sea un

espacio de Hilbert.

Asi, para X espacio de Banach infinito-dimensional (estrictamente
convexo), obtendremos que ©(7,X) tiene la propiedad de representacion
convexa cualquiera que sea el espacio topolégico J. Para X n-dimensional,
n = 2, probaremos que 6(7,X) tiene la citada propiedad si, y sélo si, (7,X)
tiene la propiedad de extension.

La propiedad de extensién es automdtica si X es de dimensién
infinita, pero en el caso finito-dimensional es equivalente a la desigualdad
dim 7 < dim X. Si (7,X) no tiene la propiedad de extensién (X es forzosamente
de dimensién finita) entonces, de acuerdo con el teorema 2.8, ©(7,X) no
tiene la A-propiedad, mucho menos la propiedad de representacion convexa. Sin
embargo, obtendremos al final de este capitulo que &(J,X) tiene la propiedad
de Bade cualquiera que sea el espacio topoldgico 7 y el espacio de Banach
estrictamente convexo A con dimensién de X mayor o igual que dos (fimita o
infinita). Se trata pues de una generalizacion sustancial de 10s resultados de
Peck y Cantwell comentados, a propdsito de la propiedad de Bade, al comienzo
del capitulo anterior. Obsérvese finalmente que, para X infinito-
dimensional, tenemos un resuitado mucho més potente como ya hemos indicado en

el parrafo precedente.




CAPITULO I ESTRUCTURA EXTREMAL DE L.A BOLA UNIDAD EN ESPACIOS DE FUNCIONES

APLICACIONES ENTRE ESFERAS

En este apartado obtendremos algunos resultados sobre aplicaciones

continuas de la esfera unidad de un espacio de Banach en si misma. Ello nos

permitird posteriormente alcanzar los resultados fundamentales de este

capitulo.

Sea n =2 unnatural y sea $*' la esfera unidad de R" :

™ =l )N B ¥ .. v = 1)

Dado p = (p,,....p) € S consideremos el subespacio M de R"

ortogonal a p:
M= {(z....c) R 2 pygy + .

la aplicacién (proyeccién estereogréfica) n : S"'\{p} — M definida por

+ pz, = 0},

AXpyeeasky) = (enesdn)

dond % i ic vke(l,..n
onde = 5 € 11,...,n
0 Px 1 -ipsty + .. + pX)

es un homeomorfismo. Ademds, puede comprobarse con facilidad que
hn(x) - e(-x)h 22, Vv x € S""\{p} (con x # -p)

donde, naturalmente, II-Il es la norma euclidea. Sea y, e M con Iyl

consideremnos la aplicacion H : M — M dada por
HY) =y +y,.¥YyeM.

La aplicacion v =n'o Hen de S\{p} en 5"

tiene puntos fijos ni transforma punto algurno en su antipoda, es decir,

€s continua y no

v(x) # x, Wx) # -x, para todo x en S"'\{p}.

En efecto, supuesto que wx) = x (resp. vx) = -x) para algin x en

.S""\{p} se tiene que H(n(x)) = n(x) (resp. H(n(x)) = n(-x)) de donde
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Yo = 0 (resp. ln(x) - n(x)Il = lyyh = 1). Contradiccién.
Si n es par es posible mejorar este resultado ya que, en tal caso,
n = 2k para algin ke N y la aplicacion v de ™' en $™' dada por
116 ST S ATRTRRNES o) BE_J 6 UNPTRNN JTRES STRPRIL /)
es continua y w(x) # x, v(x) # -x para todo x en i

No obstante, para n impar es conocido (véase [18],corolario XVI 3.4)

que toda aplicacién continua de S*' en S posee un punto fijo o

transforma un punto en su antipoda.

Las anteriores consideraciones nos conducen al siguiente enunciado:

3.1 PROPOSICION.
Sea X un espacio normado de dimension finita con dim X = 2.
i) Dado x, € $(X) existe una aplicacion continug v : $(X\{x,} — $(X) tal
que v(x) = X, v(x) # -x, para todo x en $P(O\{x,}.
ii) Si dim X es par, de hecho, puede encontrarse v : $(X) — $(X) continua

tal que v(x) # x, v(x) = -x, para fodo x en ¥$(X).

DEMOSTRACION:
Basta tener en cuenta los comentarios anteriores y recordar que siendo

n =dim X y F un isomorfismo topolégico d¢ ¥ en R", la aplicacion ¢ de
F(x)
IFe
homeomorfismo tal que ¢(-x) = -p(x), cualquiera que sea x en Y(X). g

#X) en S dada por p(x) = , para todo x en $(X), es un

A continuacién abordaremos el caso infinito-dimensional, para lo cual

necesitaremos el siguiente resultade conocido:
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3.2 LEMA ([29],proposicién 1.f.3).
Sea X un espacio de Banach separable. Entonces existe una sucesion
{x,} de elementos de X y una sucesion {f,} en X* 1ales que
f(X,) = 8m, ¥ N,meN y ademds,
fex, fx) =0,YyneN » f=0
xeX, f(x) =0,vneN s x =0
(esto es, ({x,},{f,})) es un sistema biortogonal, fundamental y total. Por

supuesto la sucesi6n {x,} puede ser eclegida con lx, i = 1, vV r € N).

Por conveniencia para nuestra argumentacién haremos uso de este
resultado con una pequeiia modificacion que consiste en tomar el sistema
biortogonal con indices en Z y no en N como aparcce en el anterior

enunciado.

3.3 TEOREMA.
Sea X un espacio de Banach infinito-dimensional. Entonces existe una
aplicacion continua v : $(X) — $(X) ial que

v(x) # x, v{x) 2 -x, ¥V x € £(X).

DEMOSTRACION:

Supongamos en primer lugar que X es separable. Entonces, de acuerdo
con el lema 3.2, existe una sucesion {x"}kez en ¥(X) vy una sucesion
{ilpeg e X tales que flx,) = &, , para cualesquiecra km € Z y
Sl REET I

v k € 2\{0}. Para cada natural n es claro que la aplicacion A, : X — X

{fk}k;z Sepafa IOS puntOS de X. Sea o = 1 y o = |k|
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definida por

n

A(x) = Z a )% o ¥X& T

k =-n

es lineal y continua. Ademds, dada la forma en que ha sido definida la
sucesién  {«,} kez Y12 complitud de X, es inmediato que la sucesion {4}

converge en £(X). Su limite es la aplicacién (lineal y continua) dada por,

+®

AR = § mfinx, YxeX
k =0

(obsérvese que, de hecho, A4 es un operador compacto, por ser limite de
operadores de rango finito, pero no necesitaremos hacer uso de ello en nuestro
razonamiento).

Si A(x) = 0 entonces para cada m € Z se tiene

+00

0 = £fld@) = ) oy finrl0) o) = @y frei®)

k =-0

de donde f,,,(x) =0 yportanto x = 0. Si A(x) = Ax para algin escalar
A+0 y xe#X entonces af, ., (x)=A(x) paratodo m en Z. Un

sencillo argumento de induccion prueba entonces que
n-1
fon @) = A0 +0f, L 1) n K(L+1f, 1), Vnen
k=1

Asi, para n suficientemente grande £, ,(x)| > 1 + uf 0, lo cual es una

contradiccion. Podemos, en consecuencia, definir v de #(X) en #(X) por
Ax)

1A’
y es claro que v es continua y wx) = x, v(x) * -x, ¥ x € $(X).

W) = v x e #(X)

Si X no es separable sea X, un subespacio cerrado, infinito-

dimensional y separable de X. Entonces #(X,) es un cerrado de ¥(X) y en

7
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virtud de la proposicién 2.12 la aplicacibn x +— x de ¥#(X,) en $(Xp)
puede extenderse a una aplicacién continua F : #(X) — #(X,). En consecuencia
F(x) = x, ¥ x € $(X,). Por la primera parte de la demostracién existe
Vo : #(X) — #(Xp) continua tal que vy(x) = x, Vp(x) = -x, para cada x en
P(Xy). Sea v = vy, o F: #(X) - #(X), evidentemente v es continua y

Wx) # x, vx) * -x, para todo x en ¥(X). g

Como consecuencia del teorema anterior y de la proposicién 3.1 i)
obtenemos el siguiente resultado vidlido para cualquier dimensién, finita ©

infinita, exceptuando, claro estd, 1a dimensién uno.

3.4 COROLARIO.

Sea X un espacio de Banach y supongamos que la dimension de X no
es uno. Entonces, dado x, € #(X), existe una aplicacion continua v de
P(ON{X,} en $(X) tal que

v(x) = X, v(x) = -%, ¥ x € L(O\{x,}.

Observemos antes de concluir este apartado que si X es un espacio
normado complejo la aplicacion v : #(X) — ¥(X) dada por
wWx) = ix, ¥ x € $(X)

es continua y Wx) * X, v(x) # -x, paratodo x en ¥(X). Este hecho no

nos ha sido util puesto que, por una parte, excluye el caso e espacios reales

de dimensién finita impar y por otra, existen espacios infinito-dimensionales

que no admiten una estructura compleja, como puede verse en [56].

n
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PROPIEDAD DE EXTENSION Y FUNCIONES QUE OMITEN EL ORIGEN

El resultado con el que comenzamos este apartado muestra, entre otras
cosas, que si el par (7,X) tiene la propiedad de extensién entonces el
conjunto de las funciones continuas y acotadas de 9 en X que omiten el
origen es denso en 6(7,X). Este hecho es ya conocido para 7 completamente
regular y X finito-dimensional (teorema 2.25 iii) » ii)). Si se analizan los
argumentos usados en la parte ii) = iii) del teorema mencionado se observa que
(esta parte de la demostracién) no precisa ninguna restriccion sobre J ni
sobre . Seguidamente comprobaremos que lo mismo ocurre con iii) = ii).

Usardo la terminologia de [24], el siguiente enunciado indica que
"cero es un valor inestable de cualquier funcién continua de J en X", para

todo par (7,X) con la propiedad de extension.

3.5 PROPOSICION.

Supongamos que el par (3,X) tiene la propiedad de exiension. Dada una

Sfuncién continua f: 7 - X y ece€ R* existe una aplicacién continua

g: 9 -X ral que

gty = f(t)y si wfpu ze y gl = ¢ si ML = e

DEMOSTRACION:
Sea F:9J — B(X) definida por
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[ A

—— si WANN =z e

AN

1 A si WADN = ¢
€

\
Evidentemente F escontinuay A = {fe 7 : WANI = €} es cerrado. Puesto
que (7,X) tiene la propiedad de extensién, existe f : § — #(X), continua,
tal que fy(t) = é fi), paratodo ¢ en A. Sea g :J — X la funcién
definida por

A st ufon

efp() si WAN

g0 =
es claro que g verifica todas las condiciones pedidas. g

La proposicion anterior fue probada por Peck ([42], corolario a la
proposicién 2) suponiendo J compacto Hausdorff y X infinito-dimensional.
Haciendo uso de este resultado e inspirdndonos en la demostracion del teorema
3 de [42] obtenemos a continuacion que todo elemento de la bola unidad de
6(7,X) puede expresarse como media de dos funciones que omiten un entorno del

origen.

3.¢ COROLARIO.
Sea (3,X) un par con la propiedad de extension y f una aplicacion

continug de I en B(X). Entonces existen funciones continuas g y h de 7
en B(X) tales que f = - (g + h) y ademds,

thihh = - v teT.

!
9

1
6 )

ligtn =
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DEMOSTRACION:
En virtud de ia proposicién anterior, existe una aplicacién continua

207 —» X tal que

g =R si WAHN =

y lgnn = % si WANN = % :

1
3

1
Sea hy = 2f- g,;dado r¢€9J,si WANN = 3 tenemos que

Wh(nn = AN = 1,
y si WAHN = - entonces,
hh, (DN = 2001 + ng (D = 3 + = = ],
Asi pues, A1 =1, v r e 9. Haciendo uso, una vez més, de la proposicion
anterior podemos encontrar una aplicacion continua h : 3 — X tal que
1 1 1
h(t) = hy(t) si Wh(ni 25 y Whinn = A si Wh(nn = 5" Es claro que
1 2
3 s h(n = 1y Wh@t) - hy(on = 5 ° v t € 9. Consideremos finalmente la
funcion g = 2f - h; entonces 2 es continua y dade r e 7 se tiene
ng(n = 2R - hn = nh(r) + g, - A = ng(0) - (Ar) - Ay
1 2
z Hg (D0 - wh() - hyn =z - - - = -,
£ (" 10 319 9
es claro que wg(nN = g (1) - (Ar) - AN = ug (DN + wht) - h(nn =

1
Por otra parte, si WANI = 3

1
y si WA Zi entonces fir) = g,( = hr). por lo que

1
y de este modo h,(r) = h(r). En consecuencia,

Ng(nk = () + g0 - h(n = ng(on = 1. g
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REPRESENTACION EXTREMAL DE FUNCIONES CONTINUAS

Dados un espacio topoldgico 7 y un espacio de Banach estrictamente
convexo X de dimensién distinta de uno, probaremos en este apartado que toda
funcién continua, de J en B(X), que tome valores fuera de una bola centrada
en el origen, puede ser expresada como combinacién convexa de puntos extremos.
De este modo, supuesto que (7,X) tiene la propiedad de extensién y teniendo
en cuenta el corolario 3.6, habremos establecido la propiedad de
representacién convexa en ©€(7,X) bajo las condiciones resefiadas. Para
conseguir esto necesitaremos algunos resultados previos. El siguiente lema
(por desgracia tedioso, pero indispensabie) estd inspirado en el lema 3 de

[42] que queda como caso particular.

3.7 LEMA.

Sea X un espacio normado estrictamente convexo y sea v € ¥(X).
Dado x € B(X\{0} tal que '—I:—II ¢ {-v,v} existe, a lc sumo, un punto y € X
tal que :
D wyi = 2x-yh = 1.

2) [0,y] n ([v,—x—] v v,- -—x—}) z 0,
xh nxu

DEMOSTRACION:

Si uxi =1, dado y € X con k2x-yli = iyl = 1, se tiene que

1
3 (v + (2x-y)), por lo que, en virtud de la convexidad estricta de I,

x. El resultado queda probado de este modo para lxi = 1. En lo que sigue
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supondremos lixl < 1. Sean y, e y, elementos de X para los que se

verifican las condiciones 1) y 2); entonces existen «,,, € [0,1] tales que

X X
] v [V" _l'

o s € |V,—
i oY [’nxu il

X X

Supongamos, por ejemplo, que a,y; € [v,- "—"] y o), € [V’ﬂ] (los casos
: X

restantes pueden reducirse a éste como comprobaremos mds adelante). Para

convenientes A,8 € [0,1] tenemos

) By + (1-8)—
— = BV -8} — .
m i T

X
De la condicion = ¢ {-v,v} se sigue inmediatamente que
@ #0*a,. Ademis, A > 0 y B > 0. En efecto, supuesto A = 0 entonces

X X
ay =--— ,dedonde « =1 yasi y=-—. Por tanto,
il i

1
1 =12 -yl = 12x + _x_“ =2 + —) uxh = 2uxn + 1,
lix hxll

4 ; : . X
lo que no es posible si x # 0. Del mismo modo, si 8 = 0 entonces y, = e
X

X

vasi 1 = 02x - y,0 = 2 - "—l-lu = |2ixn-1], lo que implica uxn =0 ¢
i

txh = 1, pero ambos casos estdn descartados.

Por otra parte,

X
= By + (18—
Yy oy, = aBv + oy B)llxll

3 X
de dOﬂde, aiaz(yz.yl)(=}{o;|f3 - tx_zh)v + {UI(I’B) + 02(1’3)) m .

Supuesto que «,8 - a,2 = 0 se tiene que y,-y; = &x con

s = = 0. Puede comprobarse ficilmente que
a o, lxl

é .

e (y,-2x) + -a—-t v, . Asi, las relaciones lly,Il = Iy,-2xil = Uiyl = 1,

nh=
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y;-2x # y, junto con la estricta convexidad de X implican que & = 0 vy,
por tanto, y, =) .

La demostracién concluye probando que el caso restante, 2 saber,
a,B - a,d = 0, no puede darse. Supongamos. para llegar a una contradiccién,
que se verifica la anterior desigualdad; entonces, forzosamente, y, * y,

ya que, en otro casn, la igualdad () permitiria poner
al(l‘B) + az(l'h) X

X X
v=- — , dedonde v=— 6 v =-— encontrade
ol - ayA lxh lixi xil

la hipdtesis.

Puede comprobarse en las actuales circunstancias (expresémoslo
geométricamente para mantener un minimo de intuicién) que la recta que
contiene al origen y al punto x y la recta que pasa por los puntos y,

€ Yy, se cortan en ei punto
@A (3) B(1-A) + a(1-B) x

P = jd=——0h =
- aIB

WA - B Xl
S6lo hemos de comprobar que la igualdad @ es correcta:
+ —— ) =
) o - o 02y q?« el ot o - OHB

YT

B(1-A) + A(1-B) x
WA - o, B HH )

Evidentemente, B(1-A) + A(1-8) = 0 y la igualdad se da si, y sdlo si,

= |, pero esto no puede ocurrir ya que, en tal caso, de acuerdo con «),
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@y, =V = ay,, de donde « = a, y portanto y, =y, . La contradiccién
no deja mds salida que R(1-A) + A(1-8) > 0 . Ahora la igualdad @ permite
a,Bllxi aAlixll
- + :
BN 208 T A1) + A0H)
comprobaremos que oA - o8 > 0. En efecto,

deducir que x =

Seguidamente

2e,Blixl 2oA lixil
¥ Y - oy
B(1-2) + a(l-g) *  B(1-A) + A(1-B)

))’1 -

1= ny,-2xut = 1y,

2a,Blix1
B(1-2) + A(1-8)

2aAlixll
Yl
B(1-2) + A(1-8)

= (1 +

2a,Biixll 20,0 2(x,B8 - oyA)lixll

¥ - = 1+ y la tnica
B(1-A) + A(1-B) B(1-2) + A(1-B) B(1-A) + A(1-B)

posibilidad no contradictoria es oA - o8 > 0.

@8 A
Recordemos que P = - ¥ * Y2 -
alh = alﬂ G-ZA i alB

) aB o R
se sigue ficilmente que y, = —y, + (1 - —) Py por tanto
@A asA

0113 alB
yr2x = — (-2 + (1 - —) (P-2). la convexidad estrictade X y la
aza G'.IA

relacién y, = y, nos permiten afirmar que WPW > 1 y WP-2x0 > I. Asi

: B(1-A) + A{l-B) x
teniendo en cuenta que P = — es claro que
wA - B lxi

B(1-a) + A(1-8) (;1
A - B

1. Por otra parte,

P-Zx:(?m.l—'_B)L-Z)x luego
A - ayff lxl ’ B

| B(1-2) + A(1-8)

A
= - - 2ixn | {>) 1 . Ahora bien, de 4 se sigue
A - o
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1-2) + a(l-

que ot (1-6) - 2ixh > 1-2mxn > -1, con lo que ) se traduce en
oA - of

B(1-2) + a(1-8)

aA - o

-2ixi > 1. Llegamos, de este modo, a B(1-2) + A(1-8) >
> 2ixli{aA - «B) + oA - aB > 2ixil(eyA - «8) Y, en consecuencia,

B(1-A) + A(1-B) - 2uxh(e - «B) > 0. Es rutinario probar que  y,-2x =

20,B11x1 B(1-A) + A(1-B) - 2ixl(xA - «)B)

= 2x) +
g(1-2) + A(1-B) + 2uBlxi 01-2x) B(1-A) + A(1-8) + 2u,Blxl 1

de donde se deduce que

2a,Bixi + B(1-A) + A(1-B) - 2Uxi(xA - oB)

Ny,-2x1
" 5 B(1-2) + A(1-B) + 2a,Blx!l

2a,81x0 + B(1-A) + A(1-B)
B(1-A) + A(1-8) + 2aBixl

= 1, en contra de la hipétesis.

Al comienzo de la demostracién habiamos supuesto que
x

ay, € [v,- il y ), € [v,—]

lxi lix
y se indicé que los casos restantes podian reducirse a €ste. Veamos que, en
efecto es asi. Consideremos, por ejemplo, el caso oy, , wy, € [V’i]];
entonces existen A,8 € [0,1] tales que
X X
oy, = Av + (l-h)m Yy oy, =Bv+ (l-B)m .
Razonando como en la anterior situacién se obtiene que «; # 0= o, , 2 > 0 y

B > 0. Supongamos, sin pérdida de generalidad, A = 8. Es evidente que

3
o ¢ {-y,,y,} (esto se observa al probar que A > 0 y B > 0). Por otra
nx

X
parte, es claro que y, € [0Oy] n [y),- ﬂ]' Ademds, si  consideramos
x
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N o facil + (1 o
= £5 : ), = -t
s A-B-}-QIB y t :\-B-}-a,lB €S Iacl CQmprObal' que 5y, By, ( )lell

y dado que, evidentemente, 5,2 € [0,1] (si se toman normas en la igualdad

X
anterior se comprueba que s = 1) tenemos [0,y;} » D"ﬂ] # @ . Es ahora
b

claro que nos encontramos en las condiciones del caso ya resuelto con y,

haciendo el papel de v.
3 X
Andlogamente se procede si «y, , a), € [v,- ﬂ] "
X
3.8 PROPOSICION.
Sea X un espacio de Banach estrictamente convexo de dimension
distinta de uno y sea x, un punto en ¥(X). Entonces existen aplicaciones

continuas ¢, y ¢, de B(X\[0,x]] en $(X) tales que

X = = (9,(x) + ¢,(x)), ¥ x € BO\[0,x,].

1
2

DEMOSTRACION:
De acuerdo con el corolario 3.4, existe una aplicacién continua

v P(O\x} — #(X) tal que wx) #x, vix) * -x, para todo x en
P(O\{x,}. Sea r la aplicacién de B(X)\{0} en #(X) definida por

x

rx) = — , vV x e BO\{0}.

hxi

Consideremos ademds la aplicacion T : {0,2] x (B(O\[0,x5]) — #(X) dada

por

r((1-0nx) + tv(r(x))) si O0=¢s1
r(,x) =
HQ2-OWrx)) - (¢-1)rx)) si 1 st =2

Merece la pena comentar la idea geométrica de TI' (véase la figura):
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%A (xlB theil . i X
— ] T -l)}—
5 Brag yt "Atap es facil comprobar que sy, =1y, + ( )llxll

y dado que, evidentemente, s,/ € [0,1] (si se toman normas en la igualdad

x
anterior se comprueba que s s 1) tenemos [0,y,] n [yl,m] # @ . Es ahora

claro que nos encontramos en las condiciones del caso ya resuelto con y,

haciendo el papel de v.

b4
Andlogamente se procede si «y, , &), € [v,- m] "

3.8 PROPOSICION.
Sea X un espacio de Banach estrictamente convexo de dimension
distinta de uno y sea x, un punto en $(X). Entonces existen aplicaciones

continuas ¢; y ¢, de B(X\[0,x;] en $(X) tales que

X = = (¢,(x) + ¢5(x)), ¥ x € BXO\[0,x,].

DEMOSTRACION:

De acuerdo con el corolario 3.4, existe una aplicaciébn continua
v PO\x} — #(X) tal que wx) =x, wx) #-x, para todo x en
PON{x,}. Sea r la aplicacion de B(X)\{0} en (X’ definida por

r(x) 5 , ¥ x € B(N)\{0}.
Il

Consideremos ademds la aplicaciéon T : [0,2] x (B(O\[0,x)) — #(X) dada
por

r((1-0)rix) + v(r(x))) si Os¢=s1

HE-DW(rx) - -D)rx)) i 1 =sts2

Merece la pena comentar la idea geométrica de I (véase la figura):

rtx) =
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F(tx) (1st<2)r Iex) (0st<l)

Para x fijo en B@\[0x,], dado ¢ < [0,1], (1-Hr(x) + (r(x))
es un punto del segmento [r(x),Wr(x))] y T(tx) es la proyeccion (radial)
de dicho punto sobre la esfera unidad de X. Andlogamente, dado r e [1,2],
(2-Ov(r(x)) - (-1r(x) es un punto del segmento [v(r(x)),-rx)] y T(rx)
es la proyeccion sobre la esfera de dicho punto. En consecuencia, la
aplicacién ¢ + TI'(f,x) es un arco en #(X) que une los puntos r(x) Yy
-r(x). El objetivo es probar que dicho arco "contiene" un (lnico) punto

r(e(x),x) tal que u2x - r(#(x),x)I = 1. Con ello, el resultado se sigue de
T(#(x),x) . 2x - T(r(x),x)

2 2 :
continuidad de la aplicacién x +— #(x).

la igualdad evidente x = una vez probada la

Hecho este paréntesis (a nivel intuitivo), continuemos la demostracion:

Evidentemente ' es continua y dado x € B(X)\[0,x,] se tiene

N2x - 701 = n2x - ﬁn = |20x0 -1l =1 vy
x

12x - T2x)1 = 12x + ﬁn =2ixt + 1 > 1,
x
por tanto, existe algin ¢ e [0,2] tal que W2 - T(¢,x)0 = 1. El lema

precedente garantiza que solo puede existir un ¢ con tal propiedad. Para
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comprobar que se cumplen las hipdtesis de dicho resultado, nétese que
ﬁ—“- = rx) ¢ {(W(rx)) , -W(rx))} y IC@x)E = 12 - r@eOn = L.
Ademds, si ¢ e [0,1],

DM@ + AN TER) = (1) + D) (W), —.
Y si te[1,2] entonces,

12-0wWrx)) - (¢-Dr)n T(x) =

= @-HVr) - (@-1rx) € (M), - ﬁ;ﬁ]'

Con ello es claro que [0,r(t, 0] n ( [((r(v)), ﬁ] v [v(rx), - IJ:E]) * o

Ha de tenerse en cuenta también que dados ¢,f, € [0,2] con ¢ = 1, se

tiene que [(f,X) # T(f,x), lo cual se deduce, sin dificultad, de Ia

e X
independencia lineal de los vectores T y wrx)).
x

Para cada x e B(X)\[0,x,] sea f(x) el dnico elemento del intervalo
[0,2] tal que 12x - T(#(x),x)l = 1. A continuacién probaremos que la
aplicacién x —» #(x) de B(X)\[0,x] en [0,2] es continua. Supongamos,
para llegar a una contradiccién, que x € B(X)\[0.x,] es un punto de
discontinuidad de esta aplicacion. Entonces, podemos encontrar una sucesion
{x} de puntos de BX)\0x] y ¢ en [0,2] tales que {x,} —>x ¥
{t(x,)} — ¢ # 1(x). La continuidad de I permite deducir que
{12x, - r(tx)x I} — 12x - T(r,N,
asf 1i2x - I'(t,x)l = 1 vy esto contradice la unicidad de #(x).
Ahora definimos ¢, y ¢, de B(X)\[0,x,] en ¥#(X) por

¢, (x) = T(tx),x) , $,(x) = 2x - T(#(x),x), ¥ x € BOO\[0,x,].

: $,(0) + $,(0)
Es claro que ¢, y ¢, son continuas y x = s spel para cada x
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en B(X\0,x]. #

Dado x, en #(%) y 0 < ¢ < | usarcmos la siguiente notacion:

Qxg,e) = {x € BY) : d(x,[0,x)]) = €}

La figura que sigue recoge el contenido geométrico del lema que

probaremos a continuacién:

Q(xo,€)

3.9 LEMA.

Sea X un espacio normado, x, un punto en $(X) y € un nimero real

en la situacion Q0 < € < |, Dado x en Q(xpe) e y en Q(-Xqe) existe

z e [x,y] ral que Izl = e,
DEMOSTRACION:
Por hipétesis, d(x,[0.x)]) e y d(¥,[0,-x)]) = e.
Sean «,8 € [0,1] tales que
hx - oxoll = d(x,[0,x]) y Ny + Bxll = d(¥,[0,-x.]).

Si « =B =0 podemos considerar z = x 6 z = y. Por otra parte,
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si a+8>0, sea z= _f-ﬁ +;_—T_—-§y.Esclaroque zexyl y

B o
hizh =1l —x + ——y i s
a+B a+B

I B 8 o+ 1 . + s I
e e PR T ax e ek
a+B T a+B o a+B y

2 L £ >
— X - o, —_— s :
a+B 7 a+p o B, a+B i

3.10 LEMA.
Dados un espacio normado X, un punto x, en ¥(X) e en 10,1,
sea X un punto de B(X) tal que

i) uxihze

(1] 8
i) xe n(xu,z)

1
iil) x = 3 (@a+b) con ab e #(X)

Entonces [a,b] n n(-xo,z) =02

DEMOSTRACION:

Supongamos, por el contrario, que existe algin elemento y en el

£
conjunto [a,b] n Q(-x,,-). Por el lema anterior, es sible encontrar un
)] v po

punto z e [x,y] tal que Uz = - . Evidentemente z e [x,a] 6 z e [x,b] y
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 2z e [x,a]. Entonces
hx-al = lx-zl + Nz-al = Uxh + hal 21z 2 e + 1 - 2-; =1+ g .

Por otra parte, en virtud de iii),

ib-al i
x-all = 3 = 1. Contradiccion. g
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Estamos ya en condiciones de probar el siguiente teorema cuyo contenido

responde fielmente al objetivo que nos proponfamos al comienzo del presente

apartado.

3.11 TEOREMA.

Sea I un espacio topolégico, X un espacio de Banach estrictamente
convexo con dim X = 2 y sea f una aplicacion continua de J en B(X) tal
que W)l = ey para todo t en I y conveniente €, € 10,1[. Entonces

existen aplicaciones continuas €, , €, , € , ¢ de I en $(X) tales que

1
f=3(e,+e2+e3+e4)

DEMOSTRACION:

Sea x, un punto en #(X), entonces, de acuerdo con la proposicién 3.8
podemos considerar

8, 80 BONOXK] > 9@y 4, ¢ BEOWO,x] - 9(0)

continuas tales que

1
X = ($,(x) + #5(x)), ¥ x € BOO\[0,x)] 'y

I . .
x = 5 (6,(x) + ¢,(x), ¥ x € BQO\O,-xy).
Si definimos

£

A= {xe B : dex,[0x) = ;” } ¥

£
A = {x € B(X) : dx,[0,-x,]) = ; }
esclaroque A y A son conjuntos cerrados en B(X) y ademds

Anl0x] = @ = A n[0,-x). Asi pues, existen funciones continuas
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AA" B — [0,1] tales que

i x € [0,x]
Ax)

i xed

. X € [0.-&,]
A'(x)
si xed.

Sean g y h las aplicaciones de I en ¥ definidas por

|
. ) + 5 AR, (D) - 6:(A) si AD) ¢ [0,x]
g —

S si. Ain) € [0,x)

y h = 2f-g. Evidentemente g y h son continuas.

Ademids, si fir) ¢ [0,x,] es obvio que

1 1
wo=§uMM)+%mm)+5MmMmmm-%mm)=

| |
= > (1 +200) o) + 5 (1~ 2A0) ¢:R0),
mientras que
1 1
mo =5 (1-200) o) + 5 (1 + A0) 6:000)

con lo que, claramente, HUg(Hl s 1 y WA = 1. Desigualdades ambas que
son evidentes si f{r) € [0,x,] puesto que en tal caso
g0 = AN = h).
Obsérvese, por otro lado, que f = % (g + h.
Si flr) e A entonces
g0 = ¢,(A) y h() = 6,(An)

con lo cual ug(Hn = wh()h = 1. Por otra parte, si A1) ¢ [0x,] las
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expresiones de g(r) y h() obtenidas con anterioridad muestran que

Definimos ahora cuatro funciones ¢, , ¢, , ¢, , ¢ de J en X

mediante las siguientes expresiones

r

l L L . s
. mn+iamm@mw-%mm) () ¢ [0,-x,]
€

g() i g() € [0,-x)

r

l . & »
m+?mmewmm'mmmm

h(r) si k(1) € [0,-x,]

.
e, =2g-¢ Yy e, = 2h-e;. Evidentemente todas ellas son continuas,

1 1
e s 1, veed, Vie {1,234}, ¢ = 5 (e,+ey), h = 3 (e;+e,) y por

o 1
consiguiente f = 2 (e, +e,+e,tey).

Sélo nos resta probar que e¢() € #£(X), paracada r en J y cada
ie{l1,2,3,4}):
Si flr) e A entonces lg(HIl = AN = 1 y esto fuerza

ne(Hn =1, i = 1,2,3,4.

€
Si ir) ¢ A entonces flf) e Q(xU,IO). Supuesto ahora que fir) e [0,x)]

es obvio que A = g(®) = h(t) con lo cual g@),h() € [0x] y de
ello se obtiene  d(g,[0,-x,)) = dr®),[0,-x))) = WOl =z ¢, . Asi
g(0,h(r) A y de esto se deduce que

e = 1 paracada ie {1,2,3,4}.

o,(In) + ¢,(R0)

Por otra parte, si fr) ¢ [Ox,] entonces fir) = — > y por
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el lema anterior,
E
AN #AN] 0 8o = .

Puesto que g(0),h(?) e [¢,(10),9,(fir))] se tiene entonces
80 4
£2(0),h() ¢ n(-x(,,z), es decir, g(r),h(t) e A vy, por tanto,

e = 1,i = 1,2,3,4 lo que concluye la demostracion. g

Teniendo en cuenta los teoremas 2.8 y 3.11, el corolario 3.6 y los

comentarios que preceden a la proposicién 3.5, obtenemos

3.12 COROLARIO.
Sea I un espacio topoldgico y X un espacio de Banach estrictamente
convexo con dim X = 2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) Y = 6(3,X) tiene la r-propiedad.
i) Y riene la A-propiedad uniforme.
iii) B(Y) = co(E(Y)).
iv) El par (9,X) tiene la propiedad de extension.
v)  El conjunto de todas las funciones continuas y acotadas de I en X que
omiten el origen es denso en 6€(3,X).

De hecho, si se satisface cualquiera de las condiciones anteriores,

8
1
dada f e B(Y) existen € € €Y) (= 1,..8) tales que 1= Ve .
i=1

Los corolarios 2.14 y 3.12 nos conducen a este otro resultado.
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3.13 COROLARIO.
Sea 9 un espacio topolégico y X un espacio de Banach estrictamente
convexo e infinito-dimensional. Entonces
B(Y) = co(E(Y))

donde Y = 6(7.,X).

Finalmente podemos ampliar la informacién dada en el corolario 2.26:

3.14 COROLARIO.

Sea T un espacio topolégico completamente regular y X un espacio
normado estrictamente convexo de dimension finita. Si n = dim X = 2 las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) Y = 6(7,X) tiene la r-propiedad.

i1) Y tiene la A-propiedad uniforme.

iii) B(Y) = co(E(Y)).

iv) El par (7,X) tiene la propiedad de extension.

v) dim 7 s n-1.

vi) El conjunto de todas las funciones continuas y acotadas de I en X que

omiten el origen es denso en 6(7,X).

Como caso particular del corolario anterior, si 7 es normal (hipétesis

no restrictiva siendo X de dimensién finita, corolarios 2.2 y 2.4) y X es

el espacio euclideo R", con n = 2, la equivalencia entre iii) y v) nos da el

teorema II de [15] (el resultado principal de Cantwell en la citada

referencia). Recordemos también que Peck ([42], teoremas 2 y 3) habia logrado
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la misma equivalencia que Cantwell para 7 métrico compacto y »n par. Parece
oportuno resaltar en este momento que el corolario 3.14 no sélo generaliza los
resultados de Peck y Cantwell, sino que también muestra la equivalencia (bajo
las condiciones del enunciado) entre la P.R.C. y otras propiedades, una de
ellas también geométrica, la A-propiedad, y dos topoldgicas, la propiedad de

extensién y la densidad en €(7,X) de las funciones que omiten el origen.

3.15 NOTA.

Como puede apreciarse el corolario anterior no nos proporciona
informacion sobre el caso dim X = 1. A continuaciébn mostraremos con un
ejemplo que en ¢l caso citado el resultado anterior no se verifica. Sea 7 un

espacio topolégico y sea Y = 6(9,R). Dada fe co(E(Y)) se tiene que
k k

f= YAe para convenientes k e N, A, ..., & €[0,1] con YA =1

i=l i=1

y € ,..,e¢€86Y). Para cada teJ y para cada i€ {1,...k},
e(t) € {-1,1} luego f toma a lo sumo 2* valores.

Consideremos, por ejemplo, g = N con su topologia usual.
Evidentemente dim § = 0 (proposicion 2.21 vi), nétese que 7 es un
subconjunto de R con interior vacfo). Basta considerar cualquier funcion
f de N en [-1,1] que tome infinitos valores, para concluir que

[ ¢ co(6(Y)).

Asi pues, para dim X = 1 no podemos afirmar mds de lo que se deduce

del corolario 2.26, a saber, que ©€(7,X) tiene la A-propiedad si, y solo si,

dimd = 0.
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Como objetivo final del presente apartado obtendremos algunos
resultados que mejoran los anteriormente expuestos en el caso de espacios de

Banach de dimension par y de dimension infinita.

3.16 PROPOSICION.
Sea X un espacio normado estrictamente convexo y Supongamos que
existe una aplicacidn continna v : $(X) — $(X) tal que
v(x) # x y v(x) # -x para cada x en ¥(X).

Entonces existen aplicaciones continuas ¢, , ¢, : B0} — ¥(X)

1
tales que x = 5 (¢,(x) + ¢,(x)) para cada x en BX)\{0}.

DEMOSTRACION:

Como en la proposicién 3.8 sea r la aplicacién de B(X)\{0} en #(X)

X
definida por rx) = = v x € B(X)\{0}. Consideremos ademds la aplicacion
X

r: [0,2] x (B(\{0}) — #(X) dada por
n(1-Hr(x) + t(r(x))) si 0=r=1
H2-Ovrx)) - (-Drix)) si 1 =12

A partir de este momento basta seguir los pasos de la citada proposicion. #

r@x) =

3.17 TEOREMA.
Sea I un espacio topolégico y X un espacio normado estrictamente
convexo. Supongamos que:
i) (9,X) tiene la propiedad de extension.
ii) Existe una aplicacion continua v : $(X) — $(X) tal que v(x) = x y

v(x) # -x para cada x en ¥(X).
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E(Y) + 8(Y) + 8(Y) + EY)
2 :

(ndtese que la condicién ii) implica dim X = 2)

Entonces B(Y) =

DEMOSTRACION:

Sean ¢, , ¢, : B(X\{0} — #(X) aplicaciones continuas tales que
1
X = 5 (¢,(x) + ¢,(x)) paracada x en B(X)\{0}

y sea f e B(Y). En virtud del corolario 3.6 podemos encontrar aplicaciones

continuas g,k : 7 — B(X) tales que
1

-, (O 2 - ,V teT,
5 ) €

1
9

1
f= 5 (g+h) y ngOn =

Es claro entonces que
1 1
8 = 3 (,(8() + $,(g@®)) , h() = 3 (¢, (h(D) + ¢,(h()),
pal'a tOdO ted. Si tomamos (?I — ¢|.°g' (’2 — ¢z°g, e3 — ¢|°h y ()'4 = ¢2°h

1
es inmediato que e, € E(Y), Vi€ {1,234} y f[f= i (e, +e,te;+e,). ¢

Recordemos que si X es finito-dimensional, la condicion ii) del
teorema anterior se verifica si, y solo si, dim X es par (proposicién 3.1

ii) y comentarios previos). Tenemos pues:

3.18 COROLARIO.

Sea 3 un espacio topoldgico completamente regular y X un espacio
normado estrictamente convexo con dim X = 2n (n € N). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) Y = €J,X) tiene la r-propiedad.

i) Y tiene la A-propiedad uniforme.
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iii) B(Y) = % () + &®) + &) + &Y)).

iv) El par (9,X) tiene la propiedad de extension.

v) dim J = 2n-1.

vi) El conjunto de todas las funciones continuas y acotadas de 3 en X que

omiten el origen es denso en 6(J,X).

Por otra parte, el corolario 2.14, el teorema 3.3 y el teorema 3.17

nos conducen a este refinamiento del corolario 3.13:

3.19 COROLARIO.
Sea I un espacio topoldgico y X un espacio de Banach estrictamente

convexo e infinito-dimensional. Entonces:

BY) = i () + &) + &) + &)

Este tltimo resultado fue probado por Peck ([42], teorema 5) suponiendo
g compacto Hausdorff. El siguiente enunciado no puede deducirse (como se
comprenderd seguidamente) del resultado de Peck. Ello constituye una curiosa y

(si se nos permite) bella prueba de la potencia de nuestro corolario.

3.20 COROLARIO.
Sea X un espacio de Banach estrictamente convexo e infinito-
dimensional. Entonces existen cuatro retracciones e, , € , € , €  de la

bola unidad de X sobre la esfera unidad de X tales que

X = ‘—1‘ (e,(x) + &(x) + &(x) + e4(x)), ¥ x € B(X).
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DEMOSTRACION:

Basta tomar J = B(X) y aplicar el corolario anterior. #

A propésito del corolario anterior (con #&nimo de completar su
contenido) es interesante sefialar que, dado un espacio de Banach estrictamente
convexo X, son equivalentes:

i) Existen e, ,e,, e;, ¢, : B(X) > #(X) continuas tales que

1
x = 5 (e,(x) + () + e(x) + ¢,(x), ¥ x € B(X).

ii) Para todo espacio topolégico I, B(Y) = co(€(Y)), donde Y = E(T ).
iii) ¥ es infinito-dimensional.

Es inmediato que i) » ii). Por otra parte, ii) = iii) se sigue del
ejemplo 2.16 iii), el corolario 3.12 y la nota 3.15. Finalmente iii) = i) es

el corolario anterior.

3.21 OBSERVACION.

Sea J un espacio topolégico, X un espacio de Banach estrictamente
convexo de dimensién distinta de uno y supongamos que (7,X) tiene la
propiedad de extensién. Si X es infinito-dimensional o bien es de dimension
finita par entonces cada elemento de la bola unidad de €(7,X) es media de
cuatro puntos extremos (corolarios 3.19 y 3.18). Sin embargo, si X es de
dimensién impar, dado un punto en la bola de €(9,X) s6lo podemos asegurar
(corolario 3.12) que es media de ocho puntos extremos. Cabe preguntarse si
esta diferencia es consecuencia de algin defecto en nuestra argumentacién que
ha provocado una pérdida de fuerza en el caso impar o si, por el contrario,

responde a la verdadera estructura de estos espacios. No disponemos de una
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respuesta concluyente pero podemos exponer algunas consideraciones que
estimamos convenientes a este respecto. En primer lugar ha de observarse que
el teorema 3.17 (del que se desprenden los casos de dimensi6n par y dimension
infinita) depende de dos hechos bdsicos, el primero de ellos es que todo
elemento de la bola unidad de 6(7,X) puede expresarse como media de dos
funciones que omiten el origen (corolario 3.6, aqui es donde se requiere que
(7,X) tenga la propiedad de extensién). Este resultado es vdlido para
cualquier dimensién. No ocurre lo mismo con el segundo de ellos que consiste
en que toda funcién que omite el origen puede expresarse como media de dos

puntos extremos. Esto iltimo no es vdlido para dimensién impar. Sea, para

: 1
ponerlo de manifiesto, J = { x € X : Ixll = 3 } donde X se supone de

dimensién impar. De la proposicién 2.21 vi) se deduce que dim 7 < dim X y
por tanto (corolario 2.13) (7,X) tiene la propiedad de extension. Sea f Ila

identidad de 7 en B(X). Evidentemente f omite el origen (de hecho, todo un

entorno del origen). Supongamos, para llegar a una contradiccién que
€y + €,

I
con e, y e, puntos extremos de la bola unidad de 6(7,X) y sea h de

#(X) en ¥(X) la funcién definida por
e,(x/2) - (x/2)

i ¥
e, (x/2) - (x/2)h

Entonces h es continua y no posee puntos fijos ni transforma puntos en su

hix) =

x € #(X).

antipoda. En efecto, supuesto que existe x € $(X) con h(x) = x, se tiene

e,(x/2) - (x/2) = Neyx/2) - X/ x  de donde

1
e,(x/2) = ( 3 + ley(x/2) - (x/2)n ) x  luego
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le,(x/2) - (x/2)1 = - y por tanto, ¢,(x/2) = x. Por otra parte,

e,(x/2) + e,(x/2)
fol2) =3 = —— :

siendo e, un punto extremo. Supuesto que existe x e #(X) tal que

y asi e,/2) = 0, lo que no es posible

h(x) = -x se tiene

e,(x/2) = ( % - ey (x/2) - (/2)n ) x

3
y de ello se sigue que le;(x/2) - x/2) = 5 y e,(x/2) = -x. Por otro lado,
e,(x/2) + e,(x/2) x + e,(x/2)
T wn
e,(x/2) = 2x, lo cual tampoco es posible.

fixl2) = ; = y en consecuencia

La existencia de una funciébn h en tales circunstancias es una
contradiccién siendo X, como hemos supuesto, de dimensién impar (véase [18],
corolario XVI 3.4).

Cabe plantearse también si el nimero de puntos extremos necesarios para
expresar los elementos de la bola unidad de €(7,X) (supuesto X de
dimensién finita par o de dimensién infinita) puede rebajarse de cuatro (ello
fue conjeturado por Cantwell en [15]). No conocemos una respuesta general a
esta cuestion; sin embargo, si existen resultados para el caso X = C.
Concretamente, Rordam ([46], corolario 3.6) prueba, entre otras cosas, que si

Yy = §(J,C) (9 arbitrario) tiene la A-propiedad entonces

1
BY) = 3 &) + &8(Y) + &(Y)).

(Ver también [14], teorema 5.7).
Por otra parte, como puede deducirse de un trabajo de Robertson ([45]),

si ¥ = €(7,c) (supongamos J normal como en la citada referencia) tiene la

1
a-propiedad no es cierto, en general, que B(Y) = 5 (8(Y) + &(Y)), de hecho,
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esto ocurre si, y sélo si, dim 73 = 1 y J es un F-espacio (7 es un

F-espacio si, y sdlo si, cualesquiera dos subconjuntos funcionalmente abiertos

y disjuntos de J tienen clausuras disjuntas). A titulo de ejemplo sefialemos

que [0,1] no es un F-espacio, como puede comprobarse ficilmente. Por tanto,
todo punto de ia bola unidad de €([0,1],C) puede expresarse como media de

tres puntos extremos pero no como media de dos.
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LA PROPIEDAD DE BADE EN &(7,X)

El resultado mds importante en relacion con la propiedad de Bade es

debido a Morris y Phelps ([38], corclario 4.2). De dicho resultado se sigue,

en particular, que si 7 es un espacio topolégico compacto Hausdorff y X un

espacio de Banach con la propiedad de Bade y tal que &(X) es arco-conexo,
entonces ©€(7,X) tiene también la propiedad de Bade. Como casos particulares
se encuentran los resultados de Cantwell ([15], teorema I y comentarios al
mismo), Peck ([42], teorema 1) y Lindenstrauss ([42], nota final) que habian
obtenido previamente la propiedad de Bade en €(7,X) para J Hausdorffy X
el espacio euclideo real n-dimensional (n =z 2) en el caso de Cantwell y Peck y
para el mismo 7 y X un espacio normado de dimensién finita tal que €(X)
es arco-conexo, en el caso de Lindenstrauss.

En este apartado demostraremos que si X es un espacio de Banach
estrictamente convexo de dimensién distinta de uno y J es cualquier espacio
topoldgico entonces 6(7,X) tiene la propiedad de Bade. En el caso finito-
dimensional no se pierde generalidad si se supone J compacto Hausdorff
(corolarios 2.2 y 2.4) con lo que, en tal caso, se trata de un caso particular
del resultado de Lindenstrauss y por consiguiente del correspondiente a Morris
y Phelps. Sin embargo, es mds general que los de Cantwell y Peck. Por otra
parte, si X es infinito-dimensional disponemos de mejor informacién
(corolario 3.19). La razén fundamental de la inclusién de este apartado es que
aporta una nueva demostracién del resultado ya mencionado como aplicacién
sencilla de nuestro teorema 3.11.

Nos hemos inspirado en las ideas de Peck ([42], teorema 1) donde se
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utiliza una construccién geométrica en el espacio euclidec R", debida
esencialmente a Sine (véase [50]), de dificil formalizacién analitica y que
nosctros hemos sustituido por el lema siguiente que proporcionard el mismo

rendimiento aiin tratindose de una construccidn bastante mds simple.

3.22 LEMA.

Sea X un espacio normado. Dado x,e $(X), 0 <e <1y 0<3s< g

existe 1 : B(X) — B(X) continua tal que
1) ir(x)ll =2 8, ¥ x € B(X)
2) x e B(X), d(x,[0,2x4)) 2 28 » r(x) = x

I xeBX), Ixh = > Ir(X)I s e,

DEMOSTRACION:
Sea « : B(X) — [0,1] una funcién continua tal que
ax) =1 si dx,[0,2%]) =8 y
a@x) = 0 si dx,[0,2x)) = 28
y sea r: B(X) —» X la aplicacion definida por
rx) = x - a(x)(Ixi+8)x, , ¥ x € B(X).
Evidentemente r es continua y verifica 2). Veamos en primer lugar que
nr(l = 1, v x € B(X). Sea pues x e B(X); supuesto que d(x,[0,2x;]) = 28
entonces n(x) = x y por tanto Wr(x)l s 1. Si d(x,[0,2x]) = 26 sea
B e [0,1] tai que Ix - 2Bxyl = d(x,[0,2x,]). Entonces Ilx - 2Bx,ll = 25 y
en consecuencia |lxil - 28| = 28. Se sigue que
Ix - (LXl+8)pl = Ix - 28x) + 28Xy - (IXN+Eyl <

SUX- 28 + 128- x| + 325 +25 +3 =355se¢.
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Por otra parte, nx) = (l-a(x)) x + a@x) (x - (Ixh+8)x,)  luego
NrO)n s (l-a(x)) xth + ax) lx - (hxll+8)xyll =
s (1-a(x) Ixtt + a(X)e < l-afx) + a(x) = 1.
A continuacién probaremos 1). Sea, para ello x e B(¥), arbitrario. Si
d(x,[0,2x,]) = & entonces
NrCOl = Ix - (Ixh+8x,l = Iixl + & - Iixh = 8.
Si d(x,[0,2x;)) = 8, dado que e«(x)(ixli+3&)x, € [0,2xy] tenemos claramente
Ix - a(x)(Ixi+8)x,ll = 3, estoes, Irx)I = 3.
Finalmente comprobemos 3). Sea x € B(X) con Ixll = e,
Si d(x,[0,2xg]) = 26 entonces Ir(x)l = lxll = .
Igualmente si d(x,[0,2x,]) = 28, de acuerdo con lo probado con anterioridad,

N = (1-a(x)) Ixl + a(x)e = €. g

3.23 TEOREMA.

Sea I un espacio topoldgico y X un espacio de Banach estrictamente
convexo de dimension distinta de uno. Entonces el espacio Y = 6(7,X) tiene
la propiedad de Bade:

B(Y) = co(E(Y))

DEMOSTRACION:

Sea fe®B(Y) y sea €eR'. Podemos suponer sin pérdida de

€ 1
generalidad que 5 < 1. Sea n un natural con - < ; y sean n puntos
n

X, , ... X, en $X) distintos dos a dos. Consideremos ademds los

siguientes nimeros reales positivos

p = Min { d([z Xy 5 253, [2 X, , 2.]) : km e {1,..,n}, kem } y
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& = Min {p/10,e/i0},

€
Sea x e B(X) con lxil = > y supongamos que existe k en {1,...,n}

4

tai que d(x,[0,2x,]) = 25. Entonces, para cada m e {l,...,n} con m =Kk
se tiene que d(x,[0,2x_]) = 25. En efecto, dado m # k sean B, y B, en
[0,1] tales que Ix - 2Bx 0 = d(x,[0,2x]) y lIx - 28yx, 0 = d(x,[0,2x,]).

Por hipétesis Ilx - 28x, !l s 28, de ello se deduce que 28, = Z (nétese que

e 2e 3e €
xt - 2 28 impli 2 hxlt - 282 - - — = — > ),
xih - 28, = implica 28, = Ix e Ta 4)

. £
Si 28, 2 entonces

p s d(i; x, 2] [ X o 20,]) 5 126, - 265, =
= 128X, - X0+ Wx - 2Byx, Il = 28 + lx - 28X, I,
luego Ix - 28x, 1 =2 p - 28 = 105 - 26 > 25.

€
Si 28, =

- entonces
4

hx - 2Box, Il = Ixll - 2B, = ;

. . C .
Aplicando el lema anterior (con 5 en lugar de <€) podemos considerar

n aplicaciones continuas r, , ... , r, de B(X) en B(X) tales que,
para cada m e {1,...,n}
1) ir )N = 8, v x e B(X)

2) x € B(X), dix,[0,2x,]) =286 » r,(x) = x

3) x € B(X), lxi 5 s Ir(x)h = = A
2 2

Asi, dado x € B(X) y supuesto Ixll = se tiene

n

1 I
== §or@n s o+ - n
n n

m=]
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Por otra parte, si ixi ==, o bien existe ke {l,..,n} tal que

4w, [6.25,]) = 25 en cuyo caso d(x,[0,2x,]) = 25 para cada m* k, © bien

d(x,{0,2r, 1) & 20, ¥ m e {1,...,n}. En el primer caso

! 1 !
- - Lror = -~ L) - - ROV =

m=i m#k

n-1 1 1 -

= Ix-—x--nrXI = I-x-rnXN = - < €
n n n n

n

1
y en el segundo x - ~ ) ol = x - -l = 0 < e. Asi pues,

m=!
n

1
hx - : z r, )1 = e V¥ xeBX). En particular,

m=]
n

1
WA - - ): rofio = e, vted.
m=1
Para cada m e {1,...,n} la aplicacion r,of estd en las condiciones

del teorema 3.11 luego
1
< €™+ ei™+ ™+ ef™)

para convenientes e\™, ei™, ei™, e{™ e €(Y). Finalmente es obvio que

Faof =

1
h=-
n

: et -
E rof = = [ ( : @™+ ™+ ™+ ei™) ) € co®) y
m=1 m=1|

WA?) - (DIl s e, Vied. g

En el caso dim X = 1 (X = R) no se verifica el resultado anterior,

de hecho, la propiedad de Bade en 6(7,X) impone restricciones sobre 7. Este

caso presenta otra peculiaridad con respecto al caso dim X = 2, y es que la
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propiedad de Bade en €(7,X) equivale a la A-propiedad pero ésta no equivale

a la P.R.C. (como se deduce de la nota 3.15), mientras que, en el caso
dim X = 2, la propiedad de Bade no equivale a la A-propiedad (témese
€(B(X),X) y téngase en cuenta el teorema anterior, el ejemplo 2.16 iil) y el
corolario 3.12) pero la A-propiedad sf es equivalente a la P.R.C. (corolario
3.12). El siguiente enunciado resume la informacién correspondiente al caso

que nos ocupa:

3.24 COROLARIO.

Sea 9 un espacio topoldgico compacto Hausdorff. Son equivalentes:

i) ©6(I,R) tiene la A-propiedad uniforme.

ii) ©(J,R) tiene la P.R.S.C.

iii) ©(T,R) tiene la A-propiedad.

ivy (9,R) riene la propiedad de extension.

v)  El conjunto de todas las funciones continuas y acotadas de 7 en R
que omiten el origen es denso en ©(J R).

vi) dim 7 = 0.

vi) T es cero-dimensional.

viil) 7 es totalmente disconexo.

ix) 6(J,R) tiene la propiedad de Bade.

La equivalencia entre las seis primeras afirmaciones es consecuencia
del teorema 1.15 y del corolario 2.26. Por otra parte, vi) & vii) & vii) se

sigue de los teoremas 6.2.1, 6.2.6, 6.2.7 y 6.2.9 de [21]. Finalmente, la
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equivalencia entre vii) y ix) es el resultado original de Bade ([7]).
Sefialemos, ya para terminar, que la equivalencia entre las afirmaciones i),
it), iii), iv), v) y ix) es vdlida sin restricciones sobre . Pam

convencerse de ello basta tener en cuenta la proposicion anterior, los

teoremas 1.15 y 2.8, el comentario que precede a la proposicién 3.5 y los

corolarios 2.2 y 2.4.




CAPITULO IV

ESPACIOS DE SUCESIONES
CONVERGENTES

La convexidad estricta de X ha sido, en los dos capitulos anteriores,
una condicién permanente para el estudio de la estructura extremal de los
espacios 6(9,X). La proposicion 2.7 establecia una sencilia caracterizacién
de los puntos extremos de la bola unidad de 6(7,X) para X estrictamente
convexo. Por otra parte, con el ejemplo 2.5, se puso de manifiesto que, en
general, si X no es estrictamente convexo, no existe una tal caracterizacion.

Este inconveniente permite adivinar las dificultades que, sin duda, han
de aparecer si prescindimos de la convexidad estricta de X,

Sin embargo, restringiendo nuestra atencién a los espacios de
sucesiones convergentes, que constituyen una clase entre los espacios de
funciones continuas, evitaremos, al menos, esta primera dificultad de
caracterizacién de los puntos extremos, pues, para tales espacios, existe una
descripcién muy sencilla de dichos puntos que no requiere ninguna condicién
sobre X.

Este ultimo capftulo es pues una (modesta) aproximacién al caso no
estrictamente convexo. Nos centraremos, como ya hemos indicado, en espacios de

sucesiones convergentes y estudiaremos condiciones necesarias y condiciones

suficientes (por separado) sobre X para que c(X) tenga la A-propiedad. Con

ello ampliaremos el conocimiento que hasta ahora se tenfa de la estructura
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extremal de estos espacios.

Hemos de sefialar, no obstante, que los resultados que obtendremos en
este capitulo no aportan un conocimiento completo de la estructura extremal de
los espacios de sucesiones convergentes. De hecho, ciertas cuestiones quedardn

abiertas para futuros estudios.

A-PROPIEDAD EN ¢(X): CONDICIONES NECESARIAS.

La siguiente proposicion nos conducird a una descripcién de los puntos

extremos de la bola unidad en espacios ¢(X).

4.1 PROPOSICION.
Sea 9 un espacio topoldgico, X un espacio normado y e € €(6(3,X)).

Si t, es un punto aislado de T entonces e(ty) € €(X).

DEMOSTRACION:
Supongamos que e(f)) = Ax + (1-A)y para x,y € BX) y A e ]0,1[.
Sean f,g : 7 — X definidas por
L) = g0) = e), si 1215, fig) =x, gll) =y.
Evidentemente f,g € B(Y) y ademds e = Af + (1-2)g. Asi pues, e : f=¢g

y, en particular, e(fy) = fit)) = g(f,), estoes, e(l)) =x =y. g

Como consecuencia, si J es un espacio topoldgico discreto
e € (6(7,X)) si, y sélosi, e(r) e 8(X), V1eT.

En particular, haciendo 7 = N, obtenemos la caracterizacion de los
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puntos extremos de la bola unidad de [,(X) = G(N,X) que se desprende del
lema 1.23.

Sea 7 = Nu {=} la compactificacién de Alexandroff de los naturales,
entonces, también como consecuencia de la proposicién 4.1, dado e e B(6(7,X))
es féacil probar que

e € §(6(J,X)) si, y s6lo si, e(n) € €(X), Y n e
(no es necesario que e(w) sea un punto extremo)

Tenemos asi:

4.2 LEMA.
Sea X un espacio normado y {e,} € B(c(X)). Equivalen:
D {e) € &)

ii) e, € 8X), ¥ n € N.

Del corolario 1.18 se deduce que un espacio normado X tiene la
A-propiedad si, y s6lo si, /,(X) tiene la A-propiedad. Por otra parte, los
corolarios 1.22 y 1.25 afirman explicitamente que [(X) (1 < p = =) tiene

la A-propiedad si, y s6lo si, X tiene la A-propiedad uniforme. Este

comportamiento de los espacios de sucesiones [(X) hace pensar en una

situacion andloga para el caso de los espacios ¢(X). No tardaremos en
proporcionar un pequeiic disgusto a nuestra intuicién, comprobando

equivalencias del tipo anterior no son ciertas en el caso que nos ocupa. No
obstante, una de las implicaciones s cumple y es muy sencillo comprobarlo,

como veremos enseguida:
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4.3 PROPOSICION.

Sea X un espacio normado con €(X) * . Para cada {x,} € B(c(X)) se

verifica que:
A({x,}) = Inf {A(x,) : n e N}.
Come consecuencia, si c(X) tiene la A-propiedad (resp. uniforme) entonces X

tiene la A-propiedad (resp. uniforme).

DEMOSTRACION:

Sea {x,} e B(c(X)), si A({x,}) = O la desigualdad del enunciade se
verifica de manera trivial. Supongamos A({x,}) > 0 y sea 0 < a« < A({x,}).
Entonces existe {e,} € €(c(X)) tal que a({e,}.{x,}) > « 'y, por tanto, de
acuerdo con la proposicién 1.7, o« + Ifx,} - « {e}0 = 1. Asi pues,

o+ Ix, -aell =1,V neN.
Teniendo en cuenta que e, € &(X), ¥ n € N (lema anterior), de la desigualdad
precedente se sigue que  A(x,) = Ale,,x,) = «, V n € N. Luego,

Inf (A(x,) : ne N} = «

y por la arbitrariedad de e,

Inf {xix,) : n e N} = A({x,}).
Dado x e B(X), podemos aplicar la desigualdad anterior a la sucesién {x},
constantemente igual a x, para obtener A(x) = A({x}). Asi, si ¢(X) tiene
la A-propiedad, A({x}) > 0O vy, por tanto, A(x) > 0, paratodo x en B(X).
Ello prueba que X tiene la A-propiedad. Por otra parte, de la relacién

A@) = afx}) = A(c(X), ¥ x € B(),

se sigue que A(X) = A(c(X)) y asf, si c(X) tiene la A-propiedad uniforme

es claro que X también tiene la A-propiedad uniforme. g
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Sin embargo, existen espacios normados X con la A-propiedad uniforme

(y la P.R.C.) tales que c¢(X) no tiene la A-propiedad:

4.4 EJEMPLO.

El espacio & que vamos a considerar aparece en la nota 2.4 de [5] en
relacién con ciertas propiedades de continuidad de la A-funcién. Se trata del
espacio que mencionamos en el ejemplo 2.5. Como comprobaremos enseguida,
también serd (til para verificar la afirmacién anterior.

Consideremos los conjuntos

A = {2 e R : x| =1, Iyl s 1, z = 0}

A ={axy)eR: 2 +2=1y=02z20}

A =codvA) , B, =001)+4 , B,=-B, y B = co(BuB,)
El conjunto B (véase la figura) es absorbente, absolutamente convexo
y radialmente compacto. Por tanto, el funcional de Minkowski del conjunto B
es una norma, denotémosla -ll, sobre R cuya bola unidad es B. Sea

T = ®,01H).
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Puesto que X es de dimensién finita, tiene ia P.R.C. y la A-propiedad
uniforme (comentario que precede a la definicién 1.5 y proposicién 1.12 i)).

Sin embargo, c¢(X) no tiene la A-propiedad:

Sea {x,} la sucesién de elementos de X definida por

1 1
x2n=(cos-,0,l+sen;!) y Xy = (1LO,1) , YREeN
n

Es inmediato que {x,} € B(c(X)). Supongamos que A({x,}) > 0 ysea « un
niimero real en la situacién 0 < « < A({x,}). Entonces existe {e,} e €(c(X))
y {z,} € B(c(X)) tales que {x,} = afe,} + (1-0){z,}. Por tanto,

Xa

=oe, + (l-a)z, ,YneN

y dado que, para cada n € N, x,, € &), necesariamente X, = €,, . Por
otra parte, s6lo existen dos elementos en &(X) para los que es posible Ia
relacién (1,0,1) = x,,, = «ey,, + (l-a)z,, . En concreto, se trata de los
puntos 1,-1,1) 'y (1,1,1). Asi pues, e, € {(1,-1,1),(1,1,1)}, para

todo n € N. Esto es una contradiccién (nétese que, en tales circunstancias,

la sucesion {e,} no es convergente).

Si X es el espacio del ejemplo anterior es claro que
(1,0,1) € EQ@\E(X).
Hemos aprovechado esta circunstancia para probar que c¢(X) no tiene la
A-propiedad. Seguidamente comprobaremos que esto no es mis que una
manifestacién de un hecho mds general: si X es un espacio normado de
dimensién finita y c¢(X) tiene la A-propiedad entonces &(X) es cerrado.

Necesitaremos el siguiente resultado:
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4.5 LEMA.

Sea X un espacio normado tal que c(X) tiene la A-propiedad. Dado

X € &(X), existe un mimero real o, con 0 < « < 1, que verifica lo siguienie:

Para cada € € RY, pueden encontrarse y € B(X) y e € E(X) tales que

x =ae + (l-@)y y lexl < e

DEMOSTRACION:

Sea {u,} una sucesiéon de puntos de &(X) tal que {u,} —x y

consideremos la sucesién {z,} definida por

o= . =X , YHENK
Puesto que {z,} € B(c(X)), existen {y,} € B(c(X)), {e,} € &(c(X)) y 0<a<]
tales que {z,} = ofe,} + (1-){y,}. Por tanto, para cada 2 € N,

Uy = gy = 0y + (1-0)yy , X = 25, = 0y, + (1-0)yy, .
Puesto que u, € 8(X), u, = €,,, , ¥ n € N y, en consecuencia, la sucesion
{e,.;} converge a x. Ello mismo ocurre entonces con la sucesién {e),} y
el resultado se sigue de la igualdad

X =ty + (l-a)y,, , YV nelN g

Observemos, antes de probar el resultado prometido y con dnimo de
facilitar su lectura, que si X es un espacio normado, n € N, y a,,...,4,
son puntos de X, el conjunto

Maieg + . +ta:neR¥ieflo.nl ¥ 4+ .. +4 =1
es una variedad afin que contiene a los puntos g,...,q, (de hecho es la

variedad que estos puntos generan). Ademds, el conjunto

A=fha + .. +tg g <L Viall,..nf y 4 + ..
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es abierto en M (respecto de la topologfa relativa) y estd contenido en
co({ay,...,a,}). En particular,
A c Inty co{ay,...,a,}),

el interior de co({a,,...,a,}) relativoa M.

4.6 PROPOSICION.
Sea X un espacio normade de dimension finita'y supongamos que ¢(X)

tiene la A-propiedad. Entonces €(X) es cerrado.

DEMOSTRACION:

Supongamos, para llegar a una contradiccion, que X € E(?)\e(:r) y sea

« € ]0,1[ como en el lema anterior. A continuacién probaremos que existe una
sucesion f{e,} de elementos de €(X) y una sucesion {y,} de puntos de
B(X), para las que se verifican las siguientes condiciones, cualquiera que
sea n:

Dx=cae, + (1-a}y, vy €,2Y,.

2) La variedad afin M, generada por los puntos  ej,...,€,Y,....y,  tiene
dimensiébn n y x e ImMnco({e‘,...,en,yl,...,yn}).

Noétese que (en virtud de la condicién 1)) M, coincide con la variedad
afin que generan los puntos x.e;,....e, . Notese también que la existencia de
una tal sucesién de variedades es una contradiccion, pues X es de dimension
finita. Por tanto, una vez hayamos probado lo anterior, la demostracion habrd
concluido.

Sean (lema anterior) ¢, € €(X), y, € B(X) tales que

X = o8 * (l‘ﬂ’.)y] ’
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puesto que X ¢ &(X) necesariamente e, * y, . La variedad afin M, generada
por los puntos e,,y, es de dimensiéon 1 y, de acuerdo con la observacion
que precede al enunciadc (0 < « < 1) x e lntMlco({e,,y,}).

Supongamos, razonando por recurrencia, que para k e {1,....,n} (n € N)
existen e, € &(X), y, € B(X) tales que x = ag, + (l-o)y, , € * % , la
variedlad M, generada por los puntos e,....e,y;,...,y, tiene dimension
n 'y xe lntMnco({e,,...,en,yi,...,yn}). Por esta iltima condicién existe €
en R* tal que B(x,e)nM, c co({e,,...,€uY1,.-,Y,}). Podemos suponer

e < Min {le-xhny-x1}, ¥ k € {1,...,n}.

En virtud del lema anterior, existen y,,, € B(X) y e, € &),
tales que x = oe,,; + (1-0)y,,; ¥ le,, -xi < e. Esclaro, como antes,
que €., * Y4 Y ademds e,,, € M, . Notese que si e,,, € M, entonces
e,y € co({e,....ep,..Y,)) y ello implica (por ser e,,, un punto
extremo) que e,,, coincide con algin e, o algin y, , lo cual no es
posible ya que, lle,,, - xIl < e < Min {le.xi,uy-xn}, v k € {1,...,n}. As
pues, la variedad M,,, generada por los puntos ey,...,€.. Y10 Va4

(que coincide con la generada por x.e,....e,.,) tiene dimensién n+l.

1 (n+1 1
Ademds, x e R A ey =
n+l n+1

1 1
.- ey (el - o ¥ = (@epyy + (-0)ypy) =

« l-a
= —:— ((’] g en+l) + m (yl e R yn+|)’
1-a
s ety
observacién hecha justo antes de enunciar esta proposicién, que

lo que pone de manifiesto, teniendo en cuenta que

X € lmMano({el,...,e,,H,y,,...,yn,,l}). #
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La demostracién del resultado precedente se inspira en el teorema 2.10

de [5), donde se razona de forma muy similar para probar que si X e€s un

espacio normado de dimensién finita y x e %\e(rx) entonces A(x) < 1.

En el préximo apartado comprobaremos que la condicion sobre

dimensién de X es esencial en la proposicién 4.6.

A-PROPIEDAD EN ¢(X): CONDICIONES SUFICIENTES.

Sea X un espacio normado estrictamente convexo. De acuerdo con el

corolario 2.17 ii), ¢(X) tiene la A-propiedad uniforme y, de hecho,

14
A({x) = Inf { 5

Ademds, si dim X = 2, c(¥) tiene la P.R.C.. Es més, todo punto de su bola

cneN}, v {x} e B(c).

unidad se expresa como media de ocho puntos extremos (corolario 3.12). Este
nimero de puntos extremos puede rebajarse a cuatro si X es de dimension par
o de dimensién infinita (corolarios 3.18 y 3.19).

En este apartado pondremos de manifiesto la existencia de una amplia
gama de espacios no estrictamente convexos tales que  c(X) tiene la
A-propiedad.

Supongamos ahora que X es un espacio normado de dimension finita. Del
teorema 2.10 de [5] (véase el comentario que sigue a la proposicién 4.6) se
deduce con facilidad que x € &) si, y slo si, A(x) = 1 (la condicién
A(x) = 1, con indeperdencia de la dimensién de X, implica que x e %).

Como consecuencia, un espacio normado de dimensioén finita X es estrictamente
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convexo si, y s6lo si, A(x) = 1, ¥ x € #(X).

Sin embargo, la situacion es muy distiﬁta en el caso infinito-
dimensional, pues, como puede verse en [6], existen espacios de Banach con la
A-propiedad, que no son estrictamente convexos y tales que

Ax) = 1, ¥ x e £(X).

Nétese que esta iltima condicién es equivalente a

14+ uxi
Ax) = 2x , V x € B(X) (apartados iv) y vii) de la proposicién 1.9).

En vista de lo anterior, es claro que el siguiente teorema es una

generalizacion del corolario 2.17 ii).

4.7 TEOREMA.

Sea X un espacio normado con la A-propiedad. Supongamos que

1+uxi
A(x) = o ¥V x € B(X).

Entonces c¢(X) tiene la A-propiedad uniforme. De hecho,
1+0x,1

Mix,D) = Inf { —

:neN} = Inf {a(x,) : neN}, Vv {x;} e B(c(X)).
DEMOSTRACION:
Sea {x} e B(c(X)) y x, = limx, . Supongamos en primer lugar que

X, # 0 y consideremos dos nimeros reales « y B en la situacion

141,
0 <« < Inf{ 5 ‘nel} y 0<g<l

Sea A ={neN:x, #0} (obsérvese qu¢ MA es finito) y sea {a}
una sucesién de nimeros reales tal que {e,} —» 1 y

a, € Bl si ned , o, =1 si neNA
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X
Paracada ned, 0 <o, <1 = h(ﬁlﬁ)' luego existe e, € £(X) tal
xﬂ

xn
que A(e, , m) > o, . Teniendo en cuenta la proposicién 1.7:
X

n
xl'l
) a + l— -aell = 1
5 520 2

(V n € A).
Para n e N4, sea ¢, = ¢, donde ¢ es cualquier elemento (fijo) de

e(x).
De ) se deduce que la sucesion {e,} asi construida es convergente.

Por tanto, {e,} € €(c(X)). A continuacién probaremos que

of + lx, - aBeli =1,V nehN.

Si n e A, haciendo uso, una vez mds, de la proposicién 1.7, obtenemos:

1+ lx, 0 L+
af + lx, - aBe,ll = T % + x, - > age,l
1+ ax

1+ 0x, 1 X
- ael =

= o+ dx oIl -af T oae
s ST B e

7 1
1+ x X, 1+ nx
s a, + Ix 0 -oell + X lae - ae,l
2 5 oy T s e
1+ 1x, 1+1x )
s o, + dx 0 (l-«) + Ix e |]- ]
e e = 2lix, i

1-lix

a + hxd (l-e + lx Il e
i ! (1) = e

1+ lx,
= o, + Ixh (l-a)

2
Por otra parte, si n € N\A (supuesto que este conjunto es no vacio, en

1
caso, « < ), aB+ lx,- abe,l = oB + I-aBel = 208 < B < I.

De lo anterior se deduce que of + I{x,} - oB{e }i =1 'y, por tanto,

AfnD = ade,}, {x,)) = o8,
asi pues, dada la arbitrariedad de « y B,

L+ tx,

A(fx,}) = Inf { 3 :neN}.

Finalmente, si {x,} — 0, dado € € ]0,1{, existe m e N tal que
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n>m s Ixl < e,

luego, considerando, paracada n > m, e, = ¢ (con e € &(X), fijo), tenemos

T e e ATt R
s - G € — = 1,
2 iR 2 2

fee 1 - TElEN

y para n s m, puesto que = < 5 s 3 = A(x,), existe e, € &), tal
l-e

que A(e,,x,) > 5 y por consiguiente (proposicién 1.7)
i L
ST el e

La sucesién {e,} que acabamos de definir es convergente (n > m= ¢, =¢) Yy

1- 1-
Te + "{xn} = TC {en}" = l,

en consecuencia, A({x,}) = -; . Por la arbitrariedad de e,

1+ lx, 1

h({xn})=%=lnf{ 5 :nel}.

La desigualdad restante es consecuencia de la proposicién 4.3. #

Las hipétesis del teorema anterior implican que &(X) = #(X). Veamos
que, en efecto, es asf, con lo cual aclaramos de paso una de las afirmaciones

hechas poco antes de enunciar el teorema. Sea pues X con la A-propiedad y

1+ ixi
tal que A(x) = 2x , V x € B(X). Entonces, dado x € #(X), A(x) = 1. Sea

{«,} una sucesién de elementos del intervalo ]0,1[ tal que {a,} — 1.
Para cada n e N, de acuerdo con el comentario que sigue a la definicién 1.10,
existe e, € 8(X) y 2z, € B(X) tales que x = o, + (1-)z, , luego,
ix-e,l = I(l-a )z, el = (1-o) lz-el s 2 (1-y),
de ello se sigue que {e,} — x.
Consideremos ahora un espacio de Banach no estrictamente convexo X

con la A-propiedad y tal que A(x) = 1, V x € #(X) (véase [6]). Entonces,
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8(X) = #(X) = £(x). Tenemos asf que &(X) no es cerrado y, sin embargo, en
virtud del teorema anterior, c(X) tiene la A-propiedad uniforme. Queda pues
establecido que la proposicion 4.6 no se verifica en general si no se exige

que X sea de dimensién finita.

Los espacios X que verifican las hipdtesis del teorema 4.7 no son,
necesariamente, estrictamente convexos (si contemplamos el caso infinito-
dimensional) pero estin muy cerca de serio ( €(X) = #(X) ). Nuestro préximo
resultado considera una clase de espacios que, como después comprobaremos,

dista mucho de los estrictamente convexos.

4.8 TEOREMA.

Sea X un espacio normado con la A-propiedad (resp. uniforme). Para
cada e e 6(X), supongamos que la aplicacion x +— A(e,x) de B(X) en
[0,11 es continua. Entonces, c(X) tiene la A-propiedad (resp.uniforme) y
dado {x.} € B(c(X)), A({x,}) = Inf {A(x,)) : n e n{0}} (xp = lim x,). Si
ademds la A-funcion asociada a X es continua entonces

A(fx,}) = Inf (A(x) : n e N}, V¥ {x,} e Bc(X)).

DEMOSTRACION:
Sea {x,} € B(c(X)) y x, = limx, . Por hipdtesis, A(x,) > 0, para
todo 2 € M{0}. En particular, A(x) > 0 y, por tanto, existe ¢ € &(X)

tal que Afexp) > 0. De la continuidad de la aplicacibn x +— A(e,x) se

1
sigue entonces que A(e\x,) > 3 A(ex;) para todo n mayor o igual que un

conveniente natural. Como consecuencia inmediata de lo anterior,
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Inf {A(x,) : n € W{0}} =8 > 0.

Sea o cualquier elemento del intervalo ]0,8[. Puesto que « < A{x)

existe e, € 6(X) con A(eg,X) > . Asf pues, existe m e N tal que
n>m =3 Aeyx,) > o
Paracada n > m sea e, = ¢, . Entonces (proposicién 1.7),
« + lx, - cell =« + Ix, - el S A(e,X,) + X, - A(eg,X)epl = 1.
Por otra parte, si n = m también A(xr,) > o y podemos encontrar e, € €(X)
tal que a(e,x,) > «. Por tanto,
a + Ix, - ae !l = Ae,,x,) + Ix, - Ale,x)el s 1.

La sucesién {e,} que acabamos de construir es un punto extremo de la bola
unidad de c(X) vy, de acuerdo con lo ya probado,

a + 0{x,} - afe 1 s 1.

En consecuencia, A({x,}) = « y (por la arbitrariedad de «) A({x,}) 28 > 0.

Queda asf establecido que c¢(X) tiene la A-propiedad y que A(c(X)) = A(X).
Por tanto, si X tienc la A-propiedad uniforme c(X) tiene también Ila
A-propiedad uniforme.

Si ademds la A-funcién asociada a X es continua, dado {x,} e B(c(X))
y X, = lim x, se tiene que Inf {A(x,) : n e WO} = Inf {A(x,) : n € N}.
Asf, la desigualdad probada anteriormente y la proposicion 4.3 nos dan

finalmente A({x,}) = Inf {A(x,)) : n e N}. #

Como primera aplicacién del teorema anterior, tenemos

4.9 COROLARIO.

i) c(l,) tiene la A-propiedad (no uniforme).
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i) Sea I cualquier espacio topoldgico. Son equivalentes:
1) c(6(F,R)) tiene la A-propiedad uniforme.
2) c(€(7,R)) tiene la A-propiedad.
3) €(9,R) tiene la A-propiedad.
4) €(T,R) tiene la A-propiedad uniforme.
Ademis, si I es completamente regular, podemos afiadir
5)dim3g = 0.
iii) c(ly) y c{c) tienen la A-propiedad uniforme (c = c(R)).

(Ndtese que ii) amplfa la informacién recogida en el corolario 3.24)

DEMOSTRACION:

i) Sea e = {¢} € €(l,). En virtud del lema 1.16, existe k € N tal que,

eei{-1,1} =6R) y e¢,=0,¥Yyn=k Dado x= {x,} € B(/)) es sencillo
l-nxw 1

probar que A(ex) = — + 3 (ex, + Ix1). La fuacién x +— A(e,x) de

8(/,) en [0,1] es continua (como pone de manifiesto la expresién anterior)
y ello ocurre cualquiera que sea e € E(/)). Recordemos, por otra parte, que
l, tiene la A-propiedad no uniforme (comentario que sigue a Ja demostracion
del corolario 1.19). Habida cuenta de todo lo anterior, podemos aplicar el

teorema 4.8 para obtener que c¢(/,) iiene la A-propiedad. Finalmente, la

proposicién 4.3 nos permite afirmar que (/) no tiene la A-propiedad

uniforme.

ii) 1) » 2) Evidente.

2) = 3) Proposicién 4.3.
3) & 4) Teorema 2.8.

4) & 5) Corolario 2.26 (para J completamente regular).
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Probemos para terminar que 4) » 1). Supongamos pues que ¥ = €(7,R) tiene la
A-propiedad uniforme y sea e ¢ 8(Y) (obsérvese que e(r) € {-1,1}, v 1 € 7).
Dada fe B(Y) y o =0,
o+ if-oel sl & a+ |A)-ce(t)l s1,YV1€T o
o a+ leefi)-a) =1,¥teT o a+ le)fit)-al s1,VreT
e (l-e)=efi)-asle, Vted o 2l sefit) s 1,VreT

g |
o 2a-l se(fi),VteT o a55+§e(£)f(t‘),VtefI

e as=s-+ - plef)

donde, para cada g e ¥, u(g) = Inf {g(t) : t € T}.

Asi pues,
1 |

A(e,f):Max{azﬂ:a-l-ilf-aellsl}.—._+5“(e_

Es ficil comprobar que

1
IA(ef) - Ae,Q)| = 5 if-gh, v f,g € B(Y),

en particular, la aplicacion f +— A(ef) de B(Y) en [0,1] es continua.
Como, por hipétesis, ¥ tiene la A-propiedad uniforme, el teorema anterior nos
da que c(¥) = c(€(7,R)) tiene la A-propiedad uniforme.

iii) [, = G(N,R) tiene la A-propiedad uniforme (corolario 1.25), luego, en
virtud del apartado anterior, c(/,) = c(6(N,R)) tiene la A-propiedad
uniforme. Andlogamente, ¢ = c¢(R) = &(N{=},R) tiene la A-propiedad uniforme
(corolario 2.17 ii)) y podemos aplicar el apartado anterior para obtener que

c(c) tiene también la A-propiedad uniforme. g

La parte ii) del corolario anterior junto con nuestro corolario 3.24

generalizan el corolario 3.5 de [3].
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Antes de comentar las hipdtesis y de obtener nuevas consecuencias dei
teorema 4.8, es conveniente hacer algunas consideraciones:

Sea X un espacio normado, ¢ € E(X) y x € B(X). De acuerdo con la
proposicién 1.7, A(e,.x) + lx - A(ex)el = 1. Supongamos x # e, entonces, de
la desigualdad anterior se deduce que A(e,x) < 1 y podemos definir (véase la

figura)

(esta notacion se introduce en [5] de forma distinta pero equivalente).

z

et

Se verifica que:
i) x = Aex)e + (1 - A(ex))yle,x)
ii) ty(e ) = 1
iii) De todos los puntos de B(X), que junto con el punto e, determinan un
segmento que contiene al punto x, y(e,x) es el que mds dista de e.
iv) Si x € £(X) entonces A(e,x) = 0 y, en consecuencia, y(e,x) = x. Por
tanto, dados e,e’e £(X) con e = e, Ale,er) =0 , ylee) = e.

El apartado i) se sigue de la propia definicién de y(e,x). Para probar
ii)sea « 20 tal que o + Ix - aell = 1, entonces « = A{e,x) y

l = a + ilx - aell = Aex) + ix - Aex)ell = 1,
Ix - A(e,x)ell

luego A(e,x) + lix - A(e,x)el = 1 vy, por tanto, ly(e )l = — =
1 - ae,x)
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Sea, para demostrar iii), y € B(X) tal que x = e + (i-«)y con « € [0,1].
Entonces x-¢ = (l-w)(y-¢) y también x-¢ = (l-a(e,x))(y(e,x)-e). Luego,
teniendo en cuenta que « = A(e,x) (definicién previa a la proposicion 1.7),
(1-a)iy-ell = (l-a(ex)hy(e,x)-el s (1-a)liy(e,x)-el.
Puesto que « < 1 (por ser x # e), de lo anterior deducimos que
lly-ell s ly(e,x)-ek.

Finalmente, supongamos para probar iv) que x € &(X). Si A(ex) > 0, la
igualdad i) no deja més salida que x = e (= y(e,x)) en contra de lo supuesto

inicialmente. Asf pues, A(e,x) = 0 y, en consecuencia y(e,x) = x.

La condicién sobre la continuidad de las funciones x ~- A(e,x) en el
teorema 4.8 tiene consecuencias inmediatas sobre el conjunto &€(X). En
concreto, si X tiene la A-propiedad y ademds verifica esta condicion
entonces &(X)’, el conjunto de puntos de acumulacién de €(X), es vacio. En

efecto, supuesto que x € B(X)’, existe una sucesion {e,} de elementos de

g@) tal que fe,} >x y ¢ *¢ ,VYijeN con i=j Puesto que X

tiene la A-propiedad, A(e,x) > 0 para algin e e &) y por la continuidad
de la aplicacion x +— A(e,x), {A(e,e,))} — A(ex). Esto es absurdo pues la
sucesi6n {A(e,e,)} es (salvo, a lo sumo, para un valor de n) idénticamente
nula.

Es interesante observar que si X es un espacio normado complejo con
6(X) # @ entonces E(X)’ # (si e € &X) entonces Be € E(X), para todo
BeC con |Bl = 1). Por tanto, ningin espacio normado que admita una
estructura compleja verifica las condiciones del teorema 4.8. Del mismo modo,

si X es un espacio normado (real) con &(X) * e y
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14+ nxu
AQ) = T Vxe B(X),

entonces, como ya sabemos, -Q(_II) = $(X) ysi dimX =22, de ello se sigue que
B(X)' = #(X). Asf pues, salvo para dim X = 1, no existe solapamiento entre
los teoremas 4.7 y 4.8 (sus hipdtesis son mutuamente excluyentes).

Pese a lo restrictivas que son las hipStesis del teorema 4.8, engloban
a una amplia gama de espacios. El corolario 4.9 nos ha proporcionado una
primera justificacion de ello. Para introducir nuevos espacios en las
condiciones del citado teorema, necesitamos el siguiente concepto que puede

hallarse en [30] (definicién 2.1):

4.10 DEFINICION.

Sea X un espacio normado con €(X) # e y sea & > 0. Se dice que X
es -inclinado si para cada e € 8(X) y cada x € B(X) con x *e existe
feX" tal que

i = 1 = f(ye,x)) y f(e) = 1-8.

Supuesto que X es &-inclinado, dados e € €(X) y x € B(X) (x # e),

sea f como en la definicién. es claro que
5 =1-fle) = fiyle,x) - e) < ly(e,x) - ell
Como consecuencia, dados e,e.e £(X) con e # e,
3 s lyle,e) -ell = le - el

y, en particular, &(X)’ = e.

Esta propiedad ha producido, sobre los puntos extremos, el mismo efecto
que la continuidad de las aplicaciones x +— A(e,x). No es de extrafar, por

tanto, alguna relacion entre ambas propiedades. Lohman demuestra en [30]
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(teorema 2.3) que si X es un espacio normado con la A-propiedad y ademds X

es &-inclinado, para algin & > 0, entonces,
1
[Afx) - A(W)I = . hx-yll, ¥ x,y € B(X).

Ademds, en el transcurso de su razonamiento, establece que

1
Ia(e,x) - A(e,y)| = z Ix-yii, v x,y € 8(X),

cualquiera que sea e € &(X). Por tanto:

4.11 COROLARIO.

Sea X un espacio normado con la A-propiedad (resp. uniforme) y
supongamos que X es &-inclinado, para algin & > 0. Entonces c(X) tiene la
A-propiedad (resp. uniforme) y

A(dx,}) = Inf {a(x) : n e N} , V¥ {x,} € B(c(X)).

DEMOSTRACION:
Es consecuencia inmediata del teorema 4.8 y de los comentarios

anteriores. #

En la referencia citada (proposicién 2.2) Lohman demuestra que [/, y
I, son &-inclinados con & = 2 y prueba ademds que si X es un espacio
normado cuya bola unidad es un poliedro ( €(X) es finito y B(X) = co(&(X)) )
entonces X es S-inclinado para algin & > 0 (Obsérvese que si B(X) es un
poliedro, entonces X es finito dimensional y, necesariamente, real).

Asi pues, lo correspondiente a [, y I, en el corolario 4.9 puede
también deducirse del corolario anterior tal como hacemos ahora con el caso

poliédrico:
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4.12 COROLARIO.

Sea X un espacio normadoy supongamos que su bola unidad es un

poliedro. Entonces c(X) tiene la A-propiedad uniforme. Ademds,

a(fx.}) = Inf A(x) : neN}, V {x,} e B(c(X)).

DEMOSTRACION:
De acuerdo con los comentarios precedentes X es &-inclinado para
algin & > 0. Ademds X tiene la A-propiedad uniforme (por ser de dimensién

finita, proposicién 1.12 i)). Basta pues aplicar el corolario anterior. #

Antes de acabar este apartado sefialemos que para espacios de dimension
finita la &-inclinacién y la continuidad de las aplicaciones x — A(e\x),
son propiedades equivalentes que caracterizan a los espacios poliédricos. Este

es el contenido del siguiente resultado:

4.13 PROPOSICION.
Sea X un espacio normado de dimension finita. Equivalen:
i) % es &-inclinado para algin & > 0.
ii) Para cada e € €(X), la aplicacion x ~— AMe,x) de B(X) en [0,1] es
continua.
iii) 6(Y)’ = o.

iv) B(X) es un poliedro.

DEMOSTRACION:

i) » ii) Comentario que precede al corolario 4.11 (ndtese que X tiene la
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A-propiedad uniforme).

i) = iii) Como se recordard, fue probado poco antes de la definicién 4.10.

iii) » iv) La compacidad de B(¥) nos da que &(X) es finito y, de acuerdo

con el teorema de Minkowski-Carathéodory (teorema 1.3), B(X) = co(E(X)).
iv) » i) [30], proposicién 2.2 (c) (véanse los comentarios previos al

corolario 4.12). #

Si X es un espacio normado con la A-propiedad (de dimension
arbitraria) se tiene que, i) =» ii) » iii). Teniendo en cuenta que L ¥ Ik
son 2-inclinados (lo que fuerza e - el 22, V e,er € E(X) con e # ¢,
X =1 o X =l es claro que iii) no implica iv) (al menos con el concepto
de poliedro que manejamos aqui). Queda como problema abierto el estudio de la
relacién existente entre las afirmaciones i),ii) y iii) si sélo se supone que

2 tiene la A-propiedad.
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ESTABILIDAD POR PASO A /,-SUMAS

La convexidad estricta d¢e X es una condicién suficiente para que
c(X) tenga la A-propiedad. Esto era conocido antes de iniciar el presente
capftulo (corolario 2.17 ii)). Sin embargo, se ha puesto de manifiesto a lo

largo del apartado anterior que dicha hipdtesis dista mucho de ser una

condicién necesaria para obtener la A-propiedad en c¢(Xj. De hecho, c({))

tiene la A-propiedad y I, , no sélo no es estrictamente convexo, sino que ni
siquiera tiene la A-propiedad uniforme. En este apartado comprobaremos que lo
ocurrido con [/, no es, ni mucho menos, casual. En concreto, introduciremos
toda una clase de espacios normados X con la A-propiedad no uriforme tales

que c¢(X) tiene la A-propiedad.

4.14 LEMA.,
Sea X un espacio normado con la A-propiedad y sea {x,} un elemenio

de la bola unidad de ¢(X). Si wim x,il < 1 entonces A(ix,}) > C.

DEMOSTRACION:

Sea x, = lim x, y supongamos |lxyl < 1. Existe p e N tal que

n>p s lx, -xl < 7 (= xh < 3 ).

Sea « un nimero real en la situacién
R S
O < a < Min { 4 ’ A(xl) g ime oy A(xp) }
ysea e e 6(X). Para cada n > p consideremos e, = e y para n=p sea

e, € 8(X) tal que A(e,x,) > o. Entonces, si n=p, a + Ix, - el s 1 y,
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sin>p, a+lx,-ael = o+ lx -oel s 2 + Uz, - 7 el s

1-lx 1-lixyll 1-tixgh 1+ xglt
=y e < + =1
4 2 2

Es claro que f{e,} € &(c(X)) y hemos probado que

e + 0fx,} - afe}i s 1.

Por tanto, A({x,}) ze > 0. ¢

4.15 TEOREMA.
Sea X un espacio normado. Equivalen:
i) c(X) tiene la A-propiedad.

i) c(l,(X)) tiene la A-propiedad (no uniforme).

DEMOSTRACION:

Para cvitar posibies confusiones denotaiemos ¥ = LX), T = o(/|{X})
y W o= o), Ademds. Ag, Ay, A, ¥ Ay Iopresentardn das TSPRCLIVES
a-funciones de los espacios 0, Y .2y #.

i) »ii) Sea {y,) ec(¥) con n{yju=1y sea y,={limy,. Para cada

neNu {0}, y, es un elemento de ¥ = /,(X), por tanto, una sucesién

{y(m}imen tal que Nyl = [ lly,(m)t. Es claro que para cada m que fijemos
m=1

la sucesién {y (m)lnen converge (en X) a Yyo(m). Puesto que ¥ tiene la
A-propiedad (corolario 1.18 y proposicién 4.3) podemos, en virtud del lema
anterior, suponer lygl = 1. Sea keN tal que yyk) = 0. Puesto que
yo(k) = lim y,(k) (n » ») podemos encontrar p > 0 y p e N tales que

n>p » lyn > p.
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Sea A un nimero real tal que

0 <8 < Min {P ’ AY(yl) 3 tas g ;\Y(yp)}'

Ya+p(K)
La sucesién {x,} = { st i } es un elemento de la bola unidad de
WY p (RN

W = c(X), luego, por hipétesis, Ay({x,}) > 0. Asi pues, existe {e,} € E(W)
tal que « := Ay({e,},{x,}) > 0. De ello se sigue que « + I{x,} - afe il = 1

y, por tanto, « + lx, - ael = 1,V n e N, es decir,

yn+p(k)
+ -oell =l,YnelN o
1Y RN

o oy R+ Uy, k) - @ lly K1 el = WYasp(EON, ¥ 1 € N
Puesto que of < ap < « Iy, (b)I, ¥ n €N, el crecimiento de la aplicacién
t >t + Uy, (k) - tel (proposicién 1.7) nos permite deducir que

B + Uy, k) - aBe,ll = Uy, (K)I, ¥V n N
Dado n > p, podemos aplicar lo anterior cambiando n por n-p, para obtener,
6} aB + ly,(k) - eBe, ! = hy, (o, (n > p).
Paacada n > p, sea u, = {u,(M)}men la sucesién de elementos de X
definida por, dm) =0 si m=#k, wu(k) = e,, . En virtud del lema 1.16

4, € £) = (X))

Por otra parte, of = B < Min {p , Ay(y)) , ... , Ay(y,)}, luego, para

cada meN con n=p,existe u, ¢ &(Y) tal que Ay(u,y,) > «B. Por tanto
of + dy, -eBull =1 (n=p).

Ademds, si n > p, teniendo en cuenta (),

]

B + lly, - Ul = a8 + § Uy, (m) - aBu(m) =
m=1

oB + My, (k) - aBe, l + Ny i -y ()N = Wy, ()1 + iyl -y () = ny 0 = L.

La sucesién {u,} que hemos construido es convergente. De hecho, su
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lfmite, como puede comprobarse fécilmente, es el elemento i, de Y dado por
uglm) = 0 si m=k, uyk) = lime,. Como ademds, u,€ 8(Y),YnelN se
tiene que {u,} € &(c(¥)) = €(2). Anteriormente hemos demostrado que
o8 + I{y,} - aB{ubn = 1,
por tanto A,({y,}) = «8 > 0 y queda establecido que oY) = c(,(X)) tiene
la A-propiedad.
i) » i) Sea {x)} e Blc(¥) y sea x, = limx, . Puesto que X tiene la
A-propiedad, podemos limitarnos al caso lixgl = 1 (lema anterior). Para cada
nen, sea y, = {y(m} la sucesién definida por
yi) =x, , yulm) =G0, ¥ ne N\{1}.

La sucesién {y,} es, como ficilmente se comprueba, un elemento de la bola
unidad de c(¥) = c(,(X)). Por hipbtesis, existe {u,} € &(c(¥)) tal que
« = A({u},{y.}) > 0. Entonces, o + Iy, - aull s1,vneN

Paracada ne N, u, = {u,(m}men € €(,(X)), luego, en virtud del
lema 1.16, u (1) =0 6 wu l) € &X). Como Ia sucesion  {u, (1)} es
convergente, sélo caben dos posibilidades:

.- Existe peN talque, n>p » u(l) =0 6

2.- Existe peN talque, n > p » u(l) e &).
Supuesto que es cierta la primera, dado » > p, tenemos

lx,l = Ny (D1 = Uy (1) - e (1) = Ny, - apll = l-a,

de donde se deduce que lxyl = l-« < 1, en contra de la hipdtesis inicial. Por
consiguiente se verifica la segunda posibilidad.

Sea B un nimero real en la situacién

0 < B < Min {a, a(x) , ... , A(5,)}

Dado n = p, podemos encontrar e, € &(X) tal que Ax(eqX,) > B. Por otra
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parte, dado n > p, sea e, = u,(1) e &(X). La sucesién {e,} asi construida
es convergente y por ello {e,} € 8(c(X)). Ademds, para n s p,

B+ lx, - Be s 1
y,para n > p, B+ lx,-Bell = B + ly(l) -Bu()n = B + Ny, - Bu,ll =

sa + Ny, - au,ll = 1. Se prueha asi que

B + if{x,} - pleju = 1.
Por tanto, A,({x,}) =28 > 0 y c(X) tiene la A-propiedad. #

El siguiente resultado es consecuencia inmediata del teorema anterior y

de los corolarios 2.17 ii) y 4.12.

4.16 COROLARIO.
Sea X un espacio normado que verifique una de las dos condiciones
siguientes.
i) X es estrictamente convexo 0
i) La bola unidad de X es un poliedro.
Entonces, c(l,(X)) tiene la A-propiedad (no uniforme). En particular,

volvemos a obtener que c(l,) tiene la A-propiedad.

Obsérvese que las condiciones i) y ii) son, salvo para dim X = 1,
incompatibles. Curiosamente, lo correspondiente a ¢(/,) cae dentro de esta
excepcién. En consecuencia, la A-propiedad en c(/)) puede deducirse tanto de

i) como de ii).
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4.17 NOTA.

Del ejemplo 4.4 se sigue que, en general, ni la A-propiedad ni la
P.R.C. se transfieren de un espacio normado X al espacio ¢(X). Sin ernbargo,
la situacién es diferente en el caso de la propiedad de Bade:

En [38]. corolario 4.2, se demuestra, en particular, que si 7 es un
espacio compacto Hausdorff totalmente disconexo y X es un espacio de Banach
con la propiedad de Bade, entonces €(7,X) tiene la propiedad de Bade. Como
consecuencia, haciendo 9 = N u {»}, la compactificacién por un punto de los

naturales, dado cualquier espacio de Banach X con la propiedad de Bade, se

verifica que c¢(¥) tiene también la propiedad de Bade. Aizpuru y Benitez

prueban en [3], corolario 2.4, que, de hecho, un espacio normado X tiene la
propiedad de Bade si, y slo si, la tiene c(X).
Finalmente sefialemos que queda abierto el problema de ia determinacion

de las condiciones sobre X que caracterizan la A-propiedad en <(X).




ALGUNAS CUESTIONES Y
PROBLEMAS ABIERTOS

No es nuestra intencién elaborar una lista exhaustiva con todos los
problemas que, de un modo u otro, guarden relacién con el contenido de la
memoria. Nos ha parecido conveniente, por €l contrario, centrar este apartado
en las cuestiones que consideramos de mayor interés y que, a su vez, estdn

directamente relacionadas con los resultados que hemos obtenido.

Si ¥ es un espacio normado estrictamente convexo (2n+ 1)-dimensional y
g esun espacio topolégico compacto Hausdorff con dim 7 = 2n, sabemos
(corolarios 3.12 y 3.14) que todo punto de la bola unidad de Y = €(7,X) es

media de ocho puntos extremos.

PROBLEMA 1.

Bajo las condiciones anteriormente expuestas, ; existe k =7 tal que

B(Y) = £ € + & + e 2

Una clara motivacién de este problema la encontramos en los corolarios
3.18 y 3.19. Nétese, ademds, que no cabe esperar respuesta afirmativa con

k = 2 (véase a este respecto la observacién 3.21).

Supongamos ahora que X es (estrictamente convexo y) 2n-dimensional y
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que dim 9 s 2n-1 (3 compacto Hausdorff). El corolario 3.18 garantiza que

todo punto de B(Y), con ¥ = €(7,X), es media de cuatro puntos extremos.

PROBLEMA 2.

En las condiciones anteriores, ; es cierto que

B(Y) % (E(Y) + €(Y) + 8(¥) 2.

Si X = (IRz, N-l,) = €, la respuesta es afirmativa ([46], corolario
3.6). En general, no es cierto, sin embargo, que B(Y) = - (E(Y) + E(Y))

([45]). véase la parte final de la observacion 3.21.

Sea X un espacio de Banach estrictamente convexo e infinito-
dimensional. El corolario 3.20 establece la existencia de cuatro retracciones

e, ,€ ,¢ ,e de la bola unidad de X sobre la esfera unidad de X
1
tales que x = a (e,(x) + ey(x) + e5(x) + e4x), ¥ x € B(X). Este resultado

motiva los dos problumas siguientes:

PROBLEMA 3.

En las condiciones resefiadas, ; existen tres retracciones €, , e, , €

de B(X) en ¥(X) tales que x = % (e,(x) + ey(x) + e3(x)), ¥ x € B(X) 2.

Equivalentemente, dado cualquier espacio topoldgico 97, ; es cierto que

B(Y) = % (E(Y) + &%) + &Y), con Y = 6(F,X) 2.
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PROBLEMA 4.
¢, Existen dos retracciones e, , e, de BX) en $(X) tales que
X = % (e,(x) + ey(x)), ¥ x € B(X) 2.
Equivalentemente, dado cualquier espacio topolégico 7, ; es cierto que

BY) = - (B(Y) + &%), con Y = 6(T,X) 2.

Con objeto de motivar el siguiente problema, sea X un espacio normado
complejo infinito-dimensional. De acuerdo con el corolario 2.14, el par
(B(X),X) tiene la propiedad de extensién. Asi, en virtud del corolario 3.6,

existen dos aplicaciones continuas g y h de B(X) en B(X) tales que

X = :—12 (g(x) + h(x)) , lugx z% , Mh(O)N = é , ¥ x e B(X).

De hecho, si se analiza la demostracién de este iltimo corolario, se aprecia
enseguida que
X € B(X) , lxl = 1 > g = x = h(x).

Por otra parte, las funciones ¢,y : B(X)\{0} — #(X) definidas por

o) = (A +idm?-1)x , pw) = A-id?-1)x,
son continuas y ¢(x) = x = y(x), ¥ x € #(X). Ademds,

x = i - ¥ , ¥V x € B(O\{0}.

De lo anterior se deduce ficilmente que las aplicaciones e, = ¢og ,

e, = yog , 5 = goh , e, = yeh son retracciones de B(X) en #(X) y
mn X = % (e,(@) + e)(x) + e3(x) + e,(x)), ¥ x € B(X).
Por tante, si X es cualquier espacio normado complejo de dimension

infinita (jno  necesariamente  estrictamente  convexo!) existen  cuatro
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PROBLEMA 4.
¢ Existen dos retracciones e, , e, de B(X) en ¥(X) tales que
X = % (e, (x) + ey(x)), ¥ x € B(X) 2.
Equivalentemente, dado cualquier espacio topoldgico 7, ; es cierto que

B(Y) = - (B(Y) + &%), con Y = 6(F,X) 2.

1
2

Con objeto de motivar el siguiente problema, sea X un espacio normado
complejo infinito-dimensional. De acuerdo con el corolario 2.14, el par

(B(X),X) tiene la propiedad de extensién. Asf, en virtud del corolario 3.6,

existen dos aplicaciones continuas g y h de B(X) en B(X) tales que

x = % (gtx) + h(x)) , ugE zé , WA z—; , Y xe B(X).

De hecho, si se analiza la demostracién de este iiltimo corolario, se aprecia
enseguida que
x e BX), Ixh 2 % > gx) = x = h(x).
Por otra parte, las funciones ¢,y : B(X)\{0} — #(X) definidas por

o) = (I +id?-1)x , pw = (1-iJnxu‘2-1)x,

son continuas y ¢(x) = x = y(x), ¥ x € ¥(X). Ademds,
p(x) + ()
X=—,
2
De lo anterior se deduce ficilmente que las aplicaciones e, = gog ,

v x € B(O\{0}.

e, = yog , €5 = goh , e, = yoh son retracciones de B(X) en #(X) y
1
) = 2 (e,(x) + ey(x) + e;(x) + e x)), ¥V x € B(X).
Por tanto, si X es cualquier espacio normado complejo de dimensién

infinita (jno  necesariamente estrictamente  convexo!) existen  cuatro

137




ALGUNAS CUESTIONES Y PROBLEMAS ABIERTOS

retracciones e, , €, , ¢; , €, de B(X) en #(X) tales que se verifica
la igualdad (. E! corolario 3.20 afirma que, en el caso real, este

resultado es cierto para X estrictamente convexo.

PROBLEMA §.

¢ Es cierto el corolario 3.20 sin suponer X estrictamente convexo ?.

Como ya hemos indicado, si X admite una estructura compleja, la

respuesta es afirmativa.

Un prime: paso para resolver el problema anterior es el siguiente

PROBLEMA 6.
Sea X un espacio de Banach infinito-dimensional, ; es cierto que
existen cuatro aplicaciones continuas f, , f, , f; , f; de BX) en (%)

(no necesariamente retracciones) tales que

X = % (f(x) + f(x) + fH(x) + fi(x)), ¥ x € B(X) 2.

A partir de los problemas 5 y 6 pueden enunciarse otras cuatro
cuestiones rebajando (a tres o a dos) el nimero de retracciones (problema 3) o

de aplicaciones continuas (problema 6).
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