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Introduccién y resumen de la memoria.

El origen remoto de todos los conceptos y resultados que se van a tratar en la
presente memoria puede situarse en 1936, aiio en que J. Clarkson [11] introdujo
la nocién de espacio de Banach uniformemente convexo, como una generaliza-
cién de los espacios de Hilbert, con el objetivo de dar un analogo al Teorema
Fundamental del Calculo para funciones con valores vectoriales. Comienza asi
el estudio de las propiedades de los espacios de Banach que no necesariamente
se conservan al sustituir la norma por otra equivalente, propiedades que se
suelen llamar “geométricas”, ya que se refieren en cierto modo a la “forma” de
la bola unidad. En esta linea de investigacién se han conseguido resultados de
gran importancia, elegancia y dificultad, dando lugar a una extensa teoria que

después de més de medio siglo de desarroilo muestra atn una gran vitalidad.

El principal atractivo de este tipo de resultados radica en la posibilidad
de deducir propiedades topolégicas de un espacio de Banach, de obtener in-
formacion sobre su estructura, partiendo solamente de la “forma” de su bola
unidad, un hecho que nunca deja de ser sorprendente. Baste recordar el clasico
Teorema de Milman-Pettis, afirmando que todo espacio de Banach uniforme-
mente convexo es reflexivo, para tener una muestra de este fenémeno, pero

citaremos dos ejemplos mas que guardan relacién directa con nuestro trabajo.

ix
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El primero es un resultado que a veces se ha atribuido a V. Smulian, pero
probablemente se debe a K. Fan e I. Glicksberg [20] y afirma que todo espacio

de Banach dual con norma Fréchet-diferenciable es reflexivo.

El segundo ejemplo que queremos citar se inscribe en la teoria iniciada
por E. Asplund [3], tratando de extender al caso infinito dimensional las
propiedades de diferenciabilidad de las funciones convexas. Concretamente,
recordemos que un espacio de Asplund es un espacio de Banach X tal que
toda funcién convexa y continua definida en un subconjunto convexo y abierto
de X es Fréchet-diferenciable en un subconjunto denso de su dominio. El
trabajo de Asplund abrié el camino a una intensa actividad investigadora que
culminé con un resultado, cuya forma definitiva se debe a C. Stegall [55], afir-
mando que un espacio de Banach X es de Asplund si, y sélo si, su dual tiene la
propiedad de Radon-Nikodym, lo que a su vez equivale a que todo subespacio
separable de X tenga dual separable. Paralelamente, ha habido un interés
creciente en encontrar condiciones “geométricas” suficientes para que un es-
pacio sea de Asplund. En un relevante trabajo [19], I. Ekeland y G. Lebourg
probaron que todo espacio de Banach con norma Fréchet-diferenciable es un

espacio de Asplund.

Queda pues de manifiesto que ciertas propiedades geométricas de un espa-
cio de Banach (como la diferenciabilidad de la norma en el sentido de Fréchet)
tienen importantes implicaciones sobre la estructura de dicho espacio. En la
direccién contraria, durante muchos anos se conjeturo que todo espacio de As-

plund admite una norma equivalente Fréchet-diferenciable, conjetura erronea

como ha demostrado recientemente R. Haydon [32], encontrando un espacio de

Asplund que ni siquiera tiene una norma equivalente Gateaux-diferenciable. A
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la vista del contraejemplo de Haydon gana interés el estudio de propiedades
geoméiricas mas débiles que la Fréchet-diferenciabilidad de la norma y que
sean suficientes para que el espacio sea de Asplund, especialmente las que no
supongan Gateaux-diferenciabilidad de la norma. Para encontrar propiedades
de este tipo basta pensar que, en general, las nociones de diferenciabilidad de
la norma estan en estrecha relacién con distintas formas de “continuidad” de
la correspondiente “funcién de dualidad”, una funcién conjunto-valuada de la
esfera unidad de un espacio de Banach en la esfera unidad de su dual, cuya
definicién veremos enseguida. De hecho, el estudio de tales propiedades de
continuidad es el objetivo general de nuestro trabajo. Sea pues X un espacio
de Banach (real o complejo), Sx su esfera unidad y X~ el dual topoldgico

de X. Llamamos funcién de dualidad de X ala aplicacion D definida por

D(z) = {z" € Sx.: 2*(z) =1} (z € Sx).

Geométricamente, D(zx) representa al conjunto de los hiperplanos soporte
de la bola unidad en el punto z. Cuando D(z) tiene un tnico elemento se
dice que z es un punto suave de X y es un hecho bien conocido (S. Mazur
[43]) que esto ocurre si, y s6lo si, la norma de X es Gateaux-diferenciable en

el punto z.

Desde el punto de vista del Anél'sis convexo, la funcién de dualidad de un

espacio de Banach puede considerarse como caso particular de la nocion de

subdiferencial de una funcién convexa, que a su vez es el ejemplo mas repre-

sentativo de operador monétono [24], [49]. Ciertos resultados sobre la funcién
de dualidad han encontrado utilidad en otras areas del Andlisis Matematico
(Anélisis no lineal, ecuaciones en derivadas parciales) y cabe citar al respecto

una reciente monografia de I. Cioranescu [10].
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Para estudiar la “continuidad” de la funcién de dualidad de un espacio de
Banach uno dispone de las nociones de semicontiruidad inferior y superior de
una funcién conjunto-valuada entre espacios topologicos arbitrarios, habituales
en topologia general y con las que suponemos familiarizado al lector, si bien
las definiciones se recordaran en el Capitulo 1. Conviene precisar que cuando
se aplican estas nociones a la funcién de dualidad de un espacio de Banach X
siempre se dota a Sy de la topologia de la norma, mientras que en el dual se
considera la topologia débil-*, la débil o la de la norma. El estudio sistematico

de este tipo de propiedades fue iniciado en 1964 por D. Cudia [14] aunque, sin

usar esta terminologia, existen antecedentes en los trabajos de S. Mazur [43]
y V. Smulian [54], [53].

Cudia prueba que la funcion de dualidad D de un espacio de Banach X
es semicontinua inferiormente en un punto x € Sx para la topologia débil-*
de X* si, y solosi, r es un punto suave, un hecho bastante elemental.
Resulta por tanto que D es semicontinua inferiormente para la topologia
débil de X* si, y sélo si, D es univaluada (todo punto de Sy es suave)
y continua para dicha topologia. Los espacios con esta propiedad se conocen
como espacios muy suaves y fueron estudiados por J. Diestel y B. Faires [17]
(ver también [16]). Finalmente el propio Cudia probé también que D es
semicontinua inferiormente en z € Sy para la topologia de la norma de X*
si, y solo si, la norma de X es Fréchet-diferenciable en el punto z. Por
tanto, los espacios con norma Fréchet-diferenciable son aquellos cuya funcion
de dualidad es semicontinua inferiormente para la topologia de la norma del
dual o, lo que es lo mismo, univaluada y continua para dicha topologia. En
resumen, la semicontinuidad inferior (global) de la funcion de dualidad siempre

implica suavidad y, dependiendo de la topologia que se considere en el dual, se
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corresponde con distintas formas de diferenciabilidad de la norma, Gateaux-

diferenciabilidad, espacios muy suaves o Fréchet-diferenciabilidad.

Si queremos, por asi decirlo, “escapar” del ambiente de suavidad y tener
cierta continuidad de la funcién de dualidad sin obligarla a ser univaluada,
podemos considerar la semicontinuidad superior. El propio Cudia [14] prueba,
también de forma muy elemental, que la funcién de dualidad de un espacio de
Banach es siempre semicontinua superiormente para la topologia débil-* del
dual. La semicontinuidad superior para la topologia débil o la de la norma ha
sido muy poco estudiada y sélo cabe resefar un reciente trabajo de Zhibao Hu

y Bor-Luh Lin donde se utilizan estas propiedades [33].

La razén de este desinterés hay que encontrarla en el hecho de que existe
una versioén menos restrictiva de la semicontinuidad superior que resulta ser la
més apropiada para trabajar con la funcién de dualidad y que fue introducida
por J. Giles, D. Gregory y B. Sims en un importante trabajo publicado en
1978 [25]. Concretamente, fijado un punto z de la esfera unidad de un
espacio de Banach X ysi 7 denota cualquiera de las topologias que venimos
considerando en X*, dichos autores estudian la siguiente forma de continuidad
de la funcién de dualidad D:

Para cada T-entorno de cero U en X* existeun & >0 tal

que D(y) C D(z)+ U para y € Sx con |ly—z| <é.

Es claro que la propiedad anterior es formalmente mas débil que la semi-
continuidad superior para la topologia 7, puesto que, en lugar de un conjunto

r-abierto arbitrario en X* que contenga a D(z), se consideran solamente

conjuntos de la forma D(z)+ U donde U es un 7-entorno de cero (abierto si
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se quiere). Clar~mente también, ambas nociones son equivalentes si D(z) es
compacto en la topologia 7. En particular, la condicién (*), cuando 7 es la
topologia débil-+ de X*, coincide con la semicontinuidad superior de D en z
para dicha topologia. En general, si 7 es la topologia débil o la de la norma,
Giles-Gregory-Sims no prueban que (*) sea estrictamente mas debil que la
semicontinuidad superior, dejando abierto un problema que posteriormente ha
sido planteado explicitamente en un trabajo de C. Franchetti y R. Paya [22].
Debido al protagonismo que la propiedad () tendra en la presente memoria,
nos ha parecido oportuno usar una nomenclatura especifica para referirnos a

ella.

Si se verifica (*) cuando 7 es la topologia débil de X*, decimos que z es
un punto bastante suave. Si todo punto de la esfera unidad es bastante suave
decimos simplemente que X es bastante suave (o que la norma de X es

bastante suave).

En cuanto al caso en que 7 es la topologia de la norma de X*, D. Gregory
[30] probé que se verifica (*) si, y sélo si, el iimite lateral

: ty|| -~ 1
lim |z + tyll
t—0+ t

(que claramente existe para cualquier y € X) es uniforme para y en la
hola unidad de X. Se dice entonces que la norma de X es fuertemente
subdiferenciable en el punto z, y si esto ocurre para todo punto z € Sy, se
dice simplemente que la norma de X es fuertemente subdiferenciable. Esta
nomenclatura fue introducida por C. Franchetti y R. Payd en [22], un trabajo
donde se hace un tratamiento sistematico de la subdiferenciabilidad fuerte

de la norma, como debilitacién muy natural de la Fréchet-diferenciabilidad,

recopilando resultados anteriores de los trabajos de Giles-Gregory-Sims [25] y
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D. Gregory (30} ya citados, junto con los obtenidos por C. Aparicio, F. Ocafia,
R. Paya y A. Rodriguez [2].

Podemos ya pasar a comentar los resultados de esta memoria. Nuestro
objetivo principal es el estudio de los espacios de Banach bastante suaves o con
norma fuertemente subdiferenciable, tratando de obtener informacién sobre la
estructura de un espacio de Banach que “disfrute” de una de estas propiedades.
Por otra parte prestamos una atencién muy especial a la subdiferenciabilidad
fuerte de la norma de una C*-adlgebra, investigando la relacion entre dicha
propiedad geométrica y la estructura algebraica. Pasamos, sin mas, a exponer

brevemente el contenido de cada capitulo.

Las distintas formas de continuidad de la funcion de dualidad que se han
mencionado anteriormente se presentan con todc detalle en el primer capitulo,
consiguiendo familiarizarnos con cada una de ellas mediante una serie de ca-
racterizaciones mas o menos sugestivas. En general, el contenido de este tipo
de resultados es bien conocido y, de hecho, algunos de ellos se han comentado
anteriormente. Nos gustaria destacar aqui una nueva interpretacion geométrica
de la subdiferenciabilidad fuerte de la norma que nos parece interesante. Dado
un punto z de la esfera unidad de un espacio de Banach X, podemos
considerar el cono convexo y cerrado C con vértice en z generado por
la bola unidad; mas concretamente C es el cierre de la unién de las bolas
cerradas de centro (1 —m)x y radio m con m natural. Pues bien, se

tiene que la norma de X es fuertemente subdiferenciable en z si, y sélo si,

cada conjunto convexo cerrado y acotado a distancia positiva del complemento

de C, esta contenido en una de esas bolas. La caracterizacién analoga de la

Fréchet-diferenciabilidad de la norma en =, consistente en suponer ademads
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que C es un semiespacio, fue obtenida por J. Giles [23].

El resto del primer capitulo contiene una discusién minuciosa de las posibles
implicaciones entre las distintas formas de continuidad de la funcién de dua-
lidad, consiguiendo una visién bastante diéfana de la situacion. Sélo hay una
implicacién cuya posible veracidad no herios sabido decidir y que de hecho
aparece como problema abierto en el trabajo de Giles-Gregory-Sims [25]: no se
sabe si la semicontinuidad inferio: en un punto, para la topologia débil del dual,
implica la superior. Dicha implicacién si se verifica tanto para la topologia de
la norma como (trivialmente) para la débil-*. El resto de las implicaciones
ciertas entre las distintas formas de continuidad son evidentes, pues se deben,
bien al hecho de que la topologia de la norma en el espacio dual contiene a
la débil y éstx a su vez a la débil-*, bien a que las nociones introducidas por
Giles-Gregory-Sims (punto bastante suave y subdiferenciabilidad fuerte de la
norma) son claramente mas débiles que la semicontinuidad superior para la
corresvondiente topologia. Probamos que cualquier otra implicacion es falsa.

Los contraejemplos necesarios para ello son conocidos, excepto el siguiente:

Existe un espacio de Banach con norma fuertemente subdiferencia-
ble y tal que su funcién de dualidad no es superiormente semicon-

tinua para la topologia débil del dual.

Nétese, en particular, que la funcién de dualidad de un espacio de Banach
bastante suave puede no ser semicontinua superiormente para la topologia

débil del dual y que la norma puede ser fuertemente subdiferenciable sin que

la funcién de dualidad sea semicontinua superiormente para la topologia de

la norma. Resolvemos pues, completamente, el problema abierto planteado

en [22] y ya comentado. Ademas, la técnica usada para construir el contrae-
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jemplo muestra que la clase de los espacios bastante suaves (resp. con norma
fuertemente subdiferenciable) es estable por sumas directas mediante normas
absolutas, mientras que la semicontinuidad superior de la funcién de duali-
dad no siempre se conserva en tales sumas. Ello justifica nuestra opinién, ya
apuntada, de que las formas débiles de semicontinuidad superior introducidas
por Giles-Gregory-Sims son mas adecuadas para trabajar con la funcién de

dualidad que la semicontinuidad superior en sentido topolégico clasico.

Concluimos el primer capitulo con una caracterizacién de los espacios de
dimensién finita que nos parece oportuno destacar. Recuérdese que la funcién
de dualidad es siempre semicontinua superiormente para la topologia débil-*
y, por tanto, cualquier norma en un espacio de dimensién finita es fuertemente

subdiferenciable. Reciprocamente, obtenemos:

En todo espacio de Banach de dimension infinita existe una norma

equivalente que no es fuertemente subdiferenciable.

La demostracién se reduce claramente al caso separable. Nos basta entonces
usar una construccién ideada por C. Franchetti [21] que, ligeramente retocada,
nos permite conseguir, en todo espacio de Banach separable de dimension
infinita, una norma equivalente Gateaux-diferenciable en todo punto de la

esfera unidad, pero no Fréchet-diferenciable.

En suma, el Capitulo 1 nos ha permitido situar las dos nociones fundamen-

tales de esta memoria (norma bastante suave y [uertemente subdiferenciable)

en el contexto general de las propiedades de continuidad de la funcién de duali-
dad, lo que nos sera de gran utilidad para poder comparar nuestros resultados
con otros previos y, en general, permitira comprender mejor el alcance de nues-

tro estudio. No obstante, conviene resaltar que este capitulo primero tiene, en
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gran parte, un caracter preliminar o introductorio y que los resultados mas
interesantes de la memoria empiezan a aparecer en el Capitulo 2, cuando real-
mente conseguimos obtener importantes propiedades de los espacios de Banach

con norma bastante suave.

En la linea del resultado de Ekeland y Lebourg ya comentado (todo espacio
de Banach con norma Fréchet-diferenciable es un espacio de Asplund), Giles-
Gregory-Sims [25] plantean explicitamente el siguiente problema: ;jEs cierto
que todo espacio de Banach bastante suave es un espacio de Asplund? Nuestro

principal resultado en el Capitulo 2 es, literalmente, la respuesta afirmativa:

Todo espacio de Banach bastante suave es un espacio de Asplund.

Existen nuinerosos precedentes del resultado anterior que pasan a ser ca-
sos particulares del mismo. El Teorema de Ekeland y Lebourg fue mejorado
primeramente por Diestel y Faires [17] probando que todo espacio muy suave
es de Asplund. A su vez este resultado fue mejorado en dos direcciones inde-
pendientes por Giles-Gregory-Sims [25], probando que un espacio de Banach
bastante suave y tal que los valores de su funcién de dualidad, bien son todos
débilmente compactos, o bien tienen todos diametro menor o igual que una
constante k < 1, es un espacio de Asplund. Mas recientemente, Hu-Lin [33]
han mejorado ain un poco mas el primero de estos resultados, obteniendo que
la semicontinuidad superior de la funcién de dualidad para la topologia débil

del dual ya es suficiente para que el espacio sea de Asplund. Finalmente, G.

Godefroy [26] ha obtenido una mejora del resultado de Ekeland-Lebourg total-

mente independiente de las anteriores, probando que todo espacio con norma

fuertemente subdiferenciable es de Asplund. Como se ve, nuestro resultado,
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aparte de su generalidad, tiene un caracter unificador. La herramienta prin-
cipal que usamos en la demostracién es una importante desigualdad obtenida
por S. Simons [51], mediante un fino analisis de la demostracién del Teorema
de James en caso separable. Damos una versién ligeramente diferente de la
Desigualdad de Simons que involucra funciones con valores vectoriales, lo que
la hace formalmente més general, pero su demostracion es practicamente la
misma de la version original. Presentamos también un par de aplicaciones
directas de la Desigualdad de Simons que ilustran bastante bien su utilidad.
Hemos de decir que la idea de usar dicha desigualdad para obtener condiciones
suficientes para que un espacio sea de Asplund aparece por primera vez en un
trabajo de G. Godefroy y V. Zizler [28], y que nuestros resultados se obtienen

mediante una ligera mejora de las técnicas desarrolladas por Godefroy [26).

En la direccién contraria, teniendo presente el contraejemplo de Haydon
ya comentado, cabe preguntarse cuales son las propiedades de la funcién de
dualidad que pueden conseguirse renormando equivalentemente un espacio de
Asplund. Para empezar, puede preguntarse si todo espacio de Asplund admite
una norma equivalente bastante suave. Este problema también fue planteado

por Giles-Gregory-Sims [25] y hasta la fecha no parece que se tenga mucha

informacion al respecto.

El estudio de las propiedades geométricas (y en particular las de diferen-
ciabilidad de la norma) que implican reflexividad tiene una larga tradicién
(recuérdese el resultado de Fan y Glicksberg [20] ya comentado). J. Diestel

[16] prueba que todo espacio de Banach dual muy suave es reflexivo, resultado

mejorado por W. Zhang [60], quien observa que la hipétesis de que el espa-

cio sea muy suave se puede debilitar, suponiéndolo bastante suave, siempre
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que todos los valores de la funcién de dualidad sean débilmente compactos.
Por otra parte, Aparicio-Ocafia-Paya-Rodriguez [2] probaron que todo espacio
dual con norma fuertemente subdiferenciable es reflexivo, resultado mejorado
a su vez por G. Godefroy [26], demostrando que en lugar de ser dual, basta
que cl espacio verifique la llamada propiedad de interseccién finita-infinita,
esto es, que de toda familia de bolas cerradas con interseccién vacia pueda
extraerse una subfamilia finita con interseccién vacia. Nuestro principal resul-
tado del Capitulo 3 engloba y generaliza los recién citados. Para obtenerlo,
a las herramientas desarrolladas en el capitulo anterior, unimos resultados de
G. Godefroy sobre subespacios propios normantes y su relacién con la llamada
“topologia de la bola”, ampliamente estudiada por el propio Godefroy junto

con N. Kalton [27]. Probamos asi:

Un espacio de Banach es reflexivo si (y slo si) es bastante suave y

satisface la propiedad de interseccién finita-infinita.

Nuestra segunda caracterizacién de la reflexividad no supone la propiedad
de interseccién finita-infinita pero, a cambio, hay que exigir que toda norma
equivalente en el espacio sea bastante suave. Asi pues, mejorando un resultado
de Hu-Lin [33] probamos:

Todo espacio de Banach no reflexivo tiene una norma equivalente

que no es bastante suave.

Finalizamos la memoria con un capitulo dedicado al estudio de los puntos
donde la norma de una C"-algebra es fuertemente subdiferenciable. Nuestro
objetivo es obtener caracterizaciones algebraicas de tales puntos, asi como de

las C*-algebras que los poseen en abundancia. El precedente inmediato de este
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estudio se encuentra en dos trabajos de K. Taylor y W. Werner [56], [57] sobre
diferenciabilidad (Gateaux y Fréchet) de la norma de una C*-aigebra. Hemos
incluido una primera seccién introductoria, en la que fijamos la notacién y
terminologia sobre C*-algebras que hemos usado. Para mayor comodidad del
lector y para facilitar las referencias, damos el enunciado de los resultados de
la teoria general de C*-ilgebras que nos han sido imprescindibles, aunque
se trata casi siempre de hechos basicos y bien conocidos. Hacemos especial
hincapié en conceptos que pueden no ser tan familiares como, por ejemplo,
el de proyeccion abierta en el bidual de una C*-algebra y su muy natural

interpretacion en el caso conmutativo.

Cada uno de los principales resultados de este tltimo capitulo est4 clara-
mente inspirado en lo que sucede cuando la C*-dlgebra es conmutativa. Un

analisis de este caso particular (como se vera, con demostraciones bastante

faciles) sirve siempre de orientacion para el caso general, e incluso en alguna

demostracion se hace una reduccién del problema al caso conmutativo.

Probamos que la existencia de puntos donde la norma de una C*-ilgebra
A es fuertemente subdiferenciable equivale a la existencia de proyecciones no
nulas en A: la norma de A es fuertemente subdiferenciable en cualquier
proyeccion y reciprocamente, en un sentido que enseguida se comprendera,
todos los puntos con esta propiedad se la deben a una proyeccién. Nuestra
caracterizacion de tales puntos, resultado fundamental sobre el que se basan

todos los del Capitulo 4, es la siguiente:
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Sea A una C*-dlgebra, a € S4 y notemos |a| al valor absoluto

de a. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) La norma de A es fuertemente subdiferenciable en a.
(i) a es un punto bastante suave en A.
(iii) 1 es un punto aislado del espectro de |al.

(iv) Existe una proyeccién p € A tal que
plal=p ¥y [lel-pll <l

(v) Existe una isometria parcial v€ A tal que

» *

av® = vy y lla=njl €1,

Nétese como las dos propiedades protagonistas de esta memoria, muy di-
ferentes en general, resultan equivalentes en el contexto de las C"-algebras.
La caracterizacion de dichas propiedades mediante la afirmacion (iii), de na-
turaleza puramente algebraica, nos parece muy sugestiva y, en realidad, es el
resultado clave del Capitulo 4. La afirmacién (iv) explica el hecho ya comen-
tado de que las proyecciones no nulas de una C*-algebra sean “responsables”
de la existencia de puntos de subdiferenciabilidad fuerte. Finalmente, la menos

intuitiva afirmacién (v) guarda una estrecha relacién con la descripcion de las

caras de la bola unidad de una C*-élgebra recientemente conseguida por C.

Akemann y G. Pedersen [1].

De entre las consecuencias inmediatas del teorema anterior destacamos la
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siguiente propiedad de estabilidad:

Si A esuna C*-subdlgebra de B y la normade A es fuertemente

subdiferenciable en a € S4, entonces también lo es la de B.

Usando resultados de B. Aupetit [4], B. Yood [59] e I. Kaplansky [36], junto
con técnicas de la teoria de M-ideales [31], conseguimos caracterizar de varias
formas y describir completamente las (C*-algebras con norma fuertemente

subdiferenciable; destacamos dicha descripcion:

Para una C*-dlgebra A las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

(i) La norma de A es fuertemente subdiferenciable.

(ii) A es una co-suma de ilgebras de operadores compactos en

espacios de Hilbert.

Nuestro tltimo resultado es una caracterizacion, en términos de subdife-
renciabilidad fuerte, de las C*-algebras que pertenecen a una clase de anillos
que ha despertado cierto interés. Se dice que un anillo R es un I-anillo
si para cada elemento no nilpotente a € R, existe b € R, b # 0, tal que
bab = b. Este concepto parece haber sido introducido por G. Kothe [39], y su
irrupcion en el mundo de las algebras de Banach se produce en trabajos de 1.
Kaplansky [37], [38]. Nuestra caracterizacion geométrica de las C*-algebras

que son [-anillos es la siguiente:

La norma de una C*-dlgebra A es fuertemente subdiferenciable

en un subconjunto denso de S4 si, y sélosi, A es un [I-anillo.
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Merece la pena destacar que, basandose en los resultados contenidos en esta

memoria sobre subdiferenciabilidad fuerte de la norma de una C*-algebra, W.

Werner [58] ha conseguido una elegante demostracion de un clasico teorema

de Kadison sobre isometrias entre C*-algebras, que puede considerarse como

la versién no-conmutativa del aiin mas clasico teorema de Banach-Stone.

Parte del contenido de la presente memoria serd objeto de publicacion
independiente. En concreto, los resultados principales de los Capitulos 2 y 3
apareceran en [12]. Ademés, gran parte del Capitulo 4, fruto de una estrecha

colaboracién con W. Werner, queda recogida en [13].
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Capitulo 1

Distintas formas de continuidad de la funcion

de dualidad.

En lo que sigue recordamos la definicion de la funcion de dualidad de un espa-
cio de Banach y presentamos las diferentes nociones de “continuidad” de tal
funcién que se van a manejar, junto con algunas caracterizaciones de las mis-
mas. En la segunda seccién discutimos las relaciones existentes entre las dis-
tintas formas de continuidad, resolviendo, en particular, un problema abierto
referente a la relacién entre las formas débiles de semicontinuidad superior
introducidas por Giles, Gregory y Sims [25] y la semicontinuidad superior en
sentido topolégico clasico. Concluimos el capitulo con una caracterizacion de

los espacios de dimensién finita en términos de su funcién de dualidad.

1.A. Conceptos y resultados basicos.

Numerosas propiedades geométricas de un espacio de Banach guardan
relacion directa con su funcion de dualidad, que es la aplicacion conjunto-

valuada de la esfera unidad del espacio en la esfera unidad de su dual, que

1
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definimos a continuacion.

1.1 Definicién. Sea X un espacio de Banach (real o complejo), Bx su
bola cerrada unidad, Sy su esfera unidad y X* el dual topoldgico de X.
Para z € Sx, D(z,X) denotara el subconjunto de la esfera unidad de X*
dado por

D(z, X) = {z" € Sx. : z*(z) = 1}.

Cuando no exista ambigiiedad, notaremos al conjunto D(z,X) simplemente
por D(z). Llamaremos funcion de dualidad de X a la aplicacion
D : Sy =3 95¢

z +— D(z)

donde 25x* denota al conjunto de las partes de Sx..

Para cada « € Sy, el Teorema de Hahn-Banach nos permite asegurar
que D(z) es un conjunto no vacio, claramente es convexo y, por el Teorema
de Banach-Alaoglu, débil-* compacto. Para su interpretacion geométrica, ob-

servemos que z* € D(z) si, y solo si,

Rez*(z)=1 y Rez"(y) <1 Vye€ By,

lo cual significa que el hiperplano real de ecuacion Re x*(-) =1 pasa por el

punto r y deja la bola unidad a un lado, es decir, es un hiperplano de soporte

de Bx enel punto z.




Re y*(-)=1

Puede considerarse cue el estudio sistematico de la funcién de dualidad de
un espacio de Banach se inicia en 1964, cuando D. F. Cudia [14] se plantea la

relacion entre dicha funcién y propiedades de diferenciabilidad de la norma, si

bien existian algunos precedentes en trabajos de S. Mazur [43] y V. Smulien

[53] [54].

Recordemos las nociones de continuidad para funciones conjunto-valuadas

que se utilizan frecuentemente en Topologia.

1.2 Definicién. Sean (A,n) y (B,r) dos espacios topologicos y ® una
funcién conjunto-valuada de A en B, esto es, una aplicacion de A4 en
el conjunto de las partes de B; supongamos que ®(a) # @ para todo @

en A. Se dice que ® es superiormente semicontinua (resp. inferiormente
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semicontinua) en un punto = € A si, para cada conjunto r-abierto U con
®(zx) C U (resp. ®(z)NT # ), existe un n-entorno V de z tal que
®(y) CU (resp. ®(y)NU #0) paratodo y€ V.

Si B es un subconjunto de un espacio vectorial topologico, (Y, 7), podemos
considerar otra nocion de “continuidad” para @, que a la postre sera la mas
interesante en el estudio de Ja funcién de dualidad, a la cual llamaremos de
momento P;. Diremos que ® tiene la propiedad P, en un punto z € A si
para cada T-entorno decero U en Y existe un n-entorno V de z tal que
O(y) C ®(z)+ U paratodo y € V. Es claro que la semicontinuidad superior
de ® en un punto z implica la propiedad P, y,si ®(z) es rT-compacto,
ambas nociones coinciden. Notese también que, si ®(x) se reduce a un punto,

la semicontinuidad superior de ® en & implica la inferior.

Nos interesa solamente el caso en que ® es la funcion de dualidad D de
un espacio de Banach X. Siempre consideraremos en Sx la topologia de la
norma, mientras que en X* usaremos la topologia débil-x, la débil y la de la
norma. Aparecen pues nueve formas de continuidad de la funcién de dualidad,
cuyas caracterizaciones e interrelaciones analizaremos brevementie en el pre-

sente capitulo. La propiedad P, para la funcion de dualidad fue introducida

por J. Giles, D. Gregory y B. Sims en 1978 [25] (con otra nomenclatura que

aqui no resulta conveniente).

Comenzaremos viendo lo que ocurre cuando consideramos en el dual la

topologia débil-x.

1.3 Proposicién (Cudia [14, Theorem 4.3]). La funcién de dualidad de un
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espacio de Banach es siempre superiormente semicontinua para la topologia

débil-+. Equivalentemente, tiene la propiedad P, en todo punto de la esfera
unidad.

Demostracién. Supongamos que D no es superiormente semicontinua
en un punto z € Sx. Entonces existen un conjunto débil-+ abierto U con
D(z) C U, una sucesién {z,} en Sx con |z,—z| =0 y z} € D(z,) para
cada n € IN, tales que z2 ¢ U para todo n. Sea z* un valor adherente a
la sucesién {z.} en la topologia débil-; es claro que z* € D(z), lo que nos

lleva a contradiccion con el hecho de ser U abierto. |

Es ciaro, por tanto, que en todo espacio de Banach reflexivo la funcién
de dualidad es siempre superiormente semicontinua para la topologia débil y
que en todo espacio de Banach de dimensién finita la funcién de dualidad es
superiormente semicontinua para la topologia de la norma. De este hecho se

hara uso frecuente a lo largo de la memoria.

En cuanto a la semicortinuidad inferior de la funcion de dualidad para
la topologia débil-+, daremos una caracterizacion bastante intuitiva. Para
ello necesitamos el siguiente resultado, consecuencia facil, como veremos, del

Teorema de Hahn-Banach.

1.4 Lema (Mazur [43]). Sea X un espacio de Banach, z € Sx, y € X,

¢ € IR. Son equivalentes las siguientes afirmaciones.

(i) Para s.t € R con s <0 <, se verifica que

o +syl =1 lz+tyl 1
3 o t '
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ty|| — 1
i lzttl

tyll =1
< p < lim M
t—0- t

= t—ot t

(iii) Existe z* € D(z) tal que Re z*(y) = p.

Como consecuencia obtenemos

i Iz bty =1

t—0t+ t

= max {Re z*(y) : =" € D(z)}.

Suele denotarse T(z,y) al limite anterior.

Demostracion. Basta evidentemente considerar el caso real.

La equivalencia entre (i) y (ii) es clara, una vez observado que la funcién

t — ||z + ty|| es convexa.

Veamos que (i) implica (iii). Si y = Az con X € R, entonces el resultado
se sigue facilmente. Por tanto podemos suponer que r e y son linealmente
independientes. Sea A > 0; aplicando (i) con ¢t = 1/ y s = =1/},

obtenemos:

A=lly=Adz| Su<lly+re| -2 Ve RY. (1)

La funcién A — A—|ly—Az|| es creciente (en R)y lafuncién A — ||y+ Az|—=A
es decreciente, luego las desigualdades (1) son también ciertas para todo A

real. Equivalentemente, cambiando A por —\ en la primera, tenemos
—ily+Az Sp+A<|ly+rz| VAER,

esto es:

lp+ A< |lv+Az| VrieR.
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Dados o, € R, §#0, tomando A= a/f tenemos

| Bu + e |< ||By + az|,

desigualdad que también se cumple, trivialmente, para 3 = 0. Asi, el funcional
az + fy — a+ B, definido sobre el subespacio engendrado por z e y, tiene
norma 1. Por el Teorema de Hahn-Banach existe z* € Sx. tal que z*(z)=1

y x*(y) = u, luego se cumple (iii).
Por 1iltimo veamos que (iii) implica (i). Para ¢t > 0 se tiene

1+tp=Rez*(z+1ty) < [lz +1y],

luego
g ||;c+t:;|| - 1.

Para s < 0 se razona de forma analoga. [ ]

Como consecuencia inmediata del lema anterior, se obtiene que la norma de
=+ tyl| — 1

t
existe para cada y € Sy, si, y s6lo si, D(z) se reduce a un punto. Suele

X es Gateaux-diferenciable en un punto z € Sy, es decir, %in&

decirse en este caso que  es un punto suave de X.
La abundancia de puntos suaves en un espacio separable queda reflejada

en el siguiente teorema clasico de Mazur.

1.5 Teorema (Mazur 43, Satz 2]). Dado un espacio de Banach separable X

los puntos suaves de X forman un conjunto Gj-denso en Sy. [ |

La demostracién puede también verse, por ejemplo, en [49, Theorem 1.20].

Por ahora sdlo aplicamos el teorema anterior a un espacio normade real de
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dimensién 2. Para este caso particular puede verse una demostracion muy

elemental en [47, Lema 21.5}.

Podemos ya caracterizar los puntos donde la funcién de dualidad es infe-

riormente semicontinua para la topologia débil-*.

1.6 Proposicién (Cudia [14, Corollary 4.5]). Sea X un espacio de Banach

y = € Sx. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(i) La norma de X es Giteaux-diferenciable en z.
(ii) = es un punto suave en X.
(iii) La funcién de dualidad D es inferiormente semicontinua en z para la
topologia débil-*.
Demostracién. La equivalencia entre (i) y (ii) ya se ha comentado y que
(ii) = (iii) es consecuencia de la Proposicién 1.3. Veamos que (iii) = (ii).

Dados zi, 7} € D(z), bastard probar que Re zj(y) = Re z3(y) para
cualquier ¥ en X y podemos suponer que y es linealmente independiente
de z. Notemos por Y al subespacio real de X generado por z e y. Dado

e > 0, consideremos el débil-* entorno de cero en X* dado por
N={z"e X": |Rez*(y)| < ¢}.

Usamos la semicontinuidad inferior de la funcion D en z para encontrar

un 6 > 0 tal que, para z € Sx con |z —z|| < 6, se verifique que
D(z)n(z; 4+ N)#0 y D(z)N(z3+ N) # 0. Por el Teorema de Mazur el
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conjunto de puntos suaves de Sy es denso en Sy. Existira, por tanto, un
2 € Sy, punto suave de Y, tal que ||z—z|| < é. Por la eleccién de é, existiran

2}, z3 € D(z) tales que 2z; €z} + N, 2; €23+ N, estoes

Re z7(y) — Re z3(y)| << Re 23(y) — Re 23(y)| <,

pero, por la suavidad de z en Y, se tiene que zi(y) = z3(y), de donde
[Re 2(y) — Re 23(y)| < 2e.

La arbitrariedad de & nos permite concluir la demostracion.

Pasamos ahora a estudiar la continuidad de la funcion de dualidad D
para la topologia débil, w, en X*. Comenzando por la propiedad mas débil,
P, es facil encontrar espacios, que apareceran a lo largo de la memoria, en
los que no se verifica esta propiedad. Las caracterizaciones que aparecen en la

siguiente proposicién se deben a Giles, Gregory y Sims.

1.7 Proposicién [25, Theorem 2.1, Theorem 3.1]. Sea D Ia funcion de dua-
lidad de un espacio de Banach X y z € Sx. Son equivalentes las siguientes

afirmaciones.

(i) D satisface la propiedad P, en z, es decir, para cada entorno débil de
cero N en X* existeun 6 > 0 tal que D(y) € D(z)+ N para
y € Sx con |z —y| <.

(ii) Para cada entorno débil de cero N en X*, existe un 6 > 0 tal que

y* € Bx., Rey*(z)>1-6 = y"€ D(z)+ N.
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(iii) D(x,X) es denso en D(x,X**) para la topologia débil-* de X™**.

Demostracién. (i) = (ii). Podemos tomar N convexo y, por hipdtesis,

existe un 7§ > 0 tal que D(z) C D(z) + % siempre que z € Sy verifique

|z = 2| < n; podemos claramente suponer que nBx. C &. Basta ahora

tomar § = 543. En efecto, si y* € Bx. verifica que Re y*(z) > 1 -6, por el

Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas [6] existen z € Sx, 2* € D(z) tales que
lz==|| <n y |ly* - 2*|| < n; entonces

N N N
y* € 2" +nBx. C D(z) + ’;D(m)+E+E=D(m)+N.

(ii) = (iii). Sea A el cierre débil-* de D(z,X) en X™ y N* un
entorno cerrado de cero en la topologia débil-x de X***. Como A es débil-*

compacto, A+ N* es débil-* cerrado. Por hipdtesis existe un 6 > 0 tal que
y* € Bx+, Rey*(2)>1-6 = y"€D(z,X)+ (N"NX*)C A+ N~
Una sencilla aplicacién del Teorema de Goldstine nos da que
y*** € Bxes, Rey™(z)>1-6 = y™ € A+ N".

En particular
D{z,X™)C A+ N"

y la arbitrariedad de N* implica que
D(z, X"™) C A,
siendo evidente la inclusion contraria.

(ii) = (i). Sea N un entorno de cero en la topologia débil de X* y

N* un débil-*-entorno convexo de cero en X™* tal que N*NX*C N. La
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funcién de dualidad de X** es superiormente semicontinua para la topologia

débil-* en X*** (Proposicién 1.3), por tanto existe un 6 > 0 tal que
D(y,X*) C D(z, X**) + N*/2

para cada y € Sx con |y —z|| < é (se podria tomar y en X" pero no

sera necesario). La hipotesis nos da que
D(z,X™) C D(z,X) + N*/2,

luego tenemos que D(y,X™) C D(z,X) + N*, en particular D(y,X) C
D(z,X) + N*, de donde D(y,X) C D(z,X) + N, y esto para cualquier

y € Sx con ||y — z|| < §, como queriamos demostrar. |

En cuanto a la semicontinuidad superior de la funcién de dualidad para
la topologia débil nos sera util la siguiente caracterizacion, completamente

elemental.

1.8 Proposicién. Sea X un espacio de Banach y = € Sx. Son equivalentes

las siguientes afirmaciones.

(i) La funcién de dualidad D es superiormente semicontinua en z para la
topologia débil de X™.

(ii) Para cualquier sucesién {z,} en Sx tal que ||z, —z| = 0 y cua-

lesquiera z}, € D(z,), se verifica que, o bien existe un natural m tal que
z; € D(z) para n > m, o bien {z}} tiene un punto de D(z) como

valor adherente en la topologia débil.
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Demostracién. (i) = (ii). Supongamos que el conjunto
{neIN: z; ¢ D(z)}

es infinito. Pasando a una sucesién parcial si fuese necesario, podemos suponer
que z* ¢ D(z) paratodo n. Si {z;} tieneun valor adherente en la topologia
débil, es claro que dicho valor adherente debe pertenecer a D(z). Por tanto,
si la tesis no fuese cierta, el conjunto Q = X*\ {z,: n € IN} seria abierto
en la topologia débil y, puesto que D(z) C Q, (i) implicaria que D(z,) C Q,

para n suficientemente grande, una contradiccion.

(ii) = (i). Supongamos que no es cierto (i). Entonces debe existir un
abierto débil, @, con D(z) C 9, y una sucesién {z,} en Sx tales que
|z, —z|| =0 y D(z,) £ para todo n. Tomando z% € D(z,)\ , las

sucesiones {z,} y {3} muestran que no se verifica (ii). ]

En cuanto a la semicontinuidad inferior de la funcién de dualidad para la
topologia débil, no tenemos una caracterizacién puntual como para la topologia

débil-*, aunque si una global. Obsérvese que si = € Sx es un punto suave en

X**, es decir, D(z,X**) se reduce a un punto, se verifica (trivialmente) la

afirmacién (iii) de la Proposicién 1.7 y deducimos que D es inferiormente semi-
continua en z para la topologia débil. No sabemos si es cierto el reciproco,
pero si lo es globalmente. En efecto: si la funcién de dualidad es inferior-
mente semicontinua en todo punto de Sx para la topologia débil, entonces
(Proposicién 1.6) D(z) se reduce a un punto para todo z € Sx vy, apli-
cando la Proposicién 1.7, también D(z, X**) se reduce a un punto para todo

z € Sx. Obtenemos asi el siguiente resultado.
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1.9 Proposicién. Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes.

(i) La funcion de dualidad de X es inferiormente semicontinua en todo punto

de Sx para la topologia débil.

(i1) Todo punto de Sx es suaveen X**.

Por el protagonismo que las propiedades de continuidad en la topologia
débil que acabamos de estudiar tendrin en esta memoria, parece oportunc

darles un nombre mas sugestivo:

1.10 Definicién. Sea X un espacio de Banachy z € Sx. Diremos que z es
un punto bastante suave en X si se verifican cualesquiera de las afirmaciones
equivalentes de la Proposicion 1.7. Si todo punto de Sy es bastante suave
(en X) diremos simplemente que la norma de X (o el propio X) es bastanie
suave. Siguiendo a J. Diestel y B. Faires [17] decimos que la norma de X
(o el propio X) es muy suave cuando verifica una de las afirmaciones de la
Proposicion 1.9. Obsérvese que todo espacio muy suave es bastante suave,
lo que justifica nuestra nomenclatura. No obstante, piénsese que un espacio

bastante suave puede contener puntos no suaves.

Pasamos a considerar propiedades de “continuidad” de la funcién de dua-
lidad cuando en el dual se toma la topologia de la norma, n, empezando
nuevamente por la menos restrictiva, P,. Son bastantes los trabajos aparecidos
al respecto; aparte del ya mencionado de Giles-Gregory-Sims [25] cabe citar,

por orden cronoldgico, los de D. Gregory [30], C. Aparicio, F. Ocafia, R. Paya
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y A. Rodriguez [2], C. Franchetti y R. Paya [22] y por ultimo el de G. Godefroy

[26]. La siguiente nomenclatura se introdujo en [22].

1.11 Definicién. Sea X un espacio de Banach y z € Sx. Decimos que la

norma de X es fuertemente subdiferenciable en = si el limite

o leetyf-1
r(z,y) := lim :

(que siempre existe) es uniforme para y € Bx. Si esto ocurre para todo
z € Sy decimos simplemente que la norma de X es fuertemente subdiferen-

ciable.

El préximo resultado muestra, entre otras cosas, que la subdiferenciabilidad

fuerte no es mas que una reformulacién de la propiedad P, de la funcién de
dualidad.

1.12 Proposicién. Sean X un espacio de Banach, D su funcién de dualidad

y z € Sx. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(i) Para todo € >0 existeun §>0 tal que
y* € Bxe, Rey*(z)>1-6 = y" € D(z)+eBx-.

(ii) D tiene la propiedad P, en z, es decir, para todo € > 0 existe un

6 >0 tal que

yeSx, ly-=z|| <8 = D(y) C D(z)+eBx-.
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(iii) Para cada € >0 existeun 6 >0 tal que

y€Sx, lly—zll<é = dist(D(y), D(z)) <e.

(iv) La norma de X es fuertemente subdiferenciable en .

(v) El conjunto
C={yeX: rz,y) <1}

(un cono con vértice en z) tiene la siguiente propiedad: todo conjunto
convexo, cerrado y acotado K C C, tal que la distancia de K al
complemento de C sea estrictamente positiva, estd contenido en la bola

de centro (1 —m)z y radio m, para algin nimero natural m.

Demostracién. (i) = (ii) = (iii). Es claro.

(iii) = (iv). Sea 0 < 6 <2 tal que dist(D(z), D(z)) < ¢ siempre que
z € Sx satisfaga |z —2| <6 Para 0<t<$ e ye By se tiene
z +ty

ll= + ty
esfera unidad de X satisfaciendo ||y, — z|| < 6, luego existen y; € D(y:),

que z +ty # 0 y escribiendo y, = tenemos un elemento en la

z; € D(z) tales que ||y; — ;|| < e. Entonces

lettyll =1 _Reyi(e+ty) —1 _ Reyi(z+1ty) — Reyi(e)
t t = t

= Re y;(y),

y ademas 7(z,y) > Re z}(y), asi que

|z +tyl -1

o< ZXIIZ0 1oy < Re (i) - 2i0) <

Puesto que esta desigualdad se verifica para y € Bx arbitrario, 0 <t < %

y & sélo depende de ¢, hemos obtenido (iv).
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(iv) = (v). Sea ¢ > 0 la distancia de K al complemento de C; para
0<r<e e y€e K tenemos que y+rz € C, luego 7(z,y) <1-r y,

haciendo r — ¢ deducimos que
sup{7(z,y): ye K} <1 -e.

Notando M = sup{|ly|| : y € K}, la definicién de subdiferenciabilidad fuerte

nos proporciona un tg >0 tal que

t<ty = ||x+iz||S1+tT(x,z)+t—;2- Vz € Bx. (1)

Si m es un nimero natural con —= < fo/M probaremos que K estd

contenido en la bola de centro (1 —m)z y radio m. En efecto, para y € K

podemos escribir y = ||y||z con ||z|| =1 y tomar t= ;lnl’—_’J_Jf < to, con lo que

la desigualdad (1) nos da que

ly = (1= m)e|| = [(m — 1)z + y[| = (m - 1)|jz + t2]| <

<(m-—-1)+|ylr(=,2) +eu:—4u <(m-1)+7(z,y)+ec <m,
como se queria.
(v) = (i). Sea y* € Bx- tal que y* ¢ D(z) y fijemos r tal que
0<r<dy",D(z)).

Entonces, D(z) y la bola de centro y* y radio r son conjuntos débil-*
compactos, convexos y disjuntos; el Teorema de Hahn-Banach de separacion

de conjuntos convexos nos proporciona un elemento z € Sy tal que

sup {Re z*(2) : 2* € D(z)} <inf{Re2*(z): z* € X*, ||lz* - y*|| <7},
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esto es,

7(z,2) <Re y*(2) = .
Entonces, para t > 0, tenemos:

Re y() — 7(2,2) _
Re y*(z +t2) =1 . 1-Rey*(z) oo, 8)
1 — Re y*(x)

T, 2) + —t——“—".

t
o + 2] = 1
e e

Por otra parte, sea
; 3
K= {u €X: |ul| < = m(z,u) SO};

es claro que K es convexo, cerrado y que la distancia de K al complemento

de C esigual al.

Por la hipétesis (v), K esta contenido en la bola de centro (1 —m)z y
radio m para conveniente nliimero natural m. Nétese que dicha bola crece
con m lo que permite supcner m tan grande como se quiera; concretamente,

como veremos, convendra tomar m > 1 + 2%

Fijamos y € Bx con 7(z,y) = 0 y usando que %y € K obtenemos,

para 0 <s < FE!T que:

Y a4 =2yl -1
]|r+.ssy| R & I Tm 1) |
rim-l) (3)

= 3(Ja-mpe -] -m-1) <3

Podemos tomar ahora y = %( 2—1(z, z)z), que evidentemente verifica y € By,

2t ;
con = ——<

7(z,y) = 0; tomamos también s = m gy

1
2
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3

de forma que 1+tr(z,2) > ] v s<4t= (m—=1)r

Al sustituir en (3)
obtenemos:
= llo+ogll =1 I (|iw+tz{| -1
= s 5 t

~ e, )) . (4)

1 - Re y*(z)
Enlazando (2) y (4) se obtiene facilmente % < L B

; , esto es,

1
e il ™ *ix
T S 1-Re (@), ®)

y conviene observar que m séio depende de y* a través de r.

Finalmente, si no se cumpliese (i), existiria una sucesién {y:} en By.y
un r >0 tal que yy(r) — 1 mientras que dist(y, U(x)) > r para todo

natural n, lo que contradice (5). [ |

La equivalencia entre las afirmaciones (i) y (ii) de la proposicion anterior
fue obtenida por Giles-Gregory-Sims en [25, Theorem 2.1]. La demostracién
de dichos autores usa el Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas que, como puede
verse, no es necesario. Esta observacion fue puesta de manifiesto por Gregory
en [30, Corollary 4.4] donde aparece ya la equivalencia entre (i), (ii), (iii) y
(iv). Conviene observar, no obstante, que Gregory trabaja en un ambien-
te ligeramente mas general y enuncia (iii) de forma memos sugestiva. Dicha
equivalencia, con la misma nomenclatura usada aqui, puede también verse en
[22]. La afirmacién (v) es novedosa y pasamos a comentarla. Nétese que el
cono C' es la unién de las bolas de centro (1—m)z yradio m con m natural,
es decir, para cada y € C siempre existe m € IN tal que ||(1-m)z—y|| < m;
la afirmacién (v) consiste en la posibilidad de que m sea independiente de y
siempre que y se mantenga en un conjunto acotado a distancia positiva del

complemento de C.
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(I-m)x \

Esta interesante interpretacion geométrica de la subdiferenciabilidad fuerte
de la norma es anéloga a la dada por J. Giles en [23, Theorem 1] para la Fréchet-
diferenciabilidad, con la tnica diferencia de cambiar la funcién 7(z,:) por un

funcional IR-lineal, con lo que el cono C' es un semiespacio real.

Pasamos ahora a considerar la semicontinuidad superior de la funcién de
dualidad con la topologia de la norma en X*. Tenemos una caracterizacién
analoga a la dada para la topologia débil, con idéntica demostracién, aunque
usando la metrizabilidad de la topologia de la norma obtenemos el siguiente

resultado.

1.13 Proposicién. Sea D la funcién de dualidad de un espacio de Banach

X y z € Sx. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
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(1) D es superiormente semicontinua en = para la topologia de la norma de
Xl

(ii) Para cualquier sucesiéon {z,} en Sx tal que ||z, —z| = 0 y cua-
lesquiera z), € D(a,) se verifica que, o bien existe un natural m tal que
x> € D(x) para n > m, o bien {z3} tiene una sucesién parcial

convergente en la topologia de la norma a un punto de D(z). L

Por ultimo tenemos la caracterizacion de la semicontinuidad inferior de la
funcion de dualidad para la topologia de la norma, la cual es una consecuencia
facil, como veremos, de las Proposiciones 1.6 y 1.12 y del hecho de que la
norma de X es Fréchet-diferenciable en z si, y solo si, es fuertemente

subdiferenciable y Gateaux-diferenciable en z. Este resultado aparece ya en

el trabajo de Smulian [54], si bien, con la terminologia aqui usada puede verse

en [14].

1.14 Proposicién (Cudia [14, Corollary 4.11]). Sea D la funcién de duali-
dad de un espacio de Banach X y z € Sx. Son equivalentes las siguientes

afirmaciones.

(i) D es inferiormente semicontinua en' = para la topologia de la norma de

X*,

(ii) La norma de X es Fréchet-diferenciable en z.

Demostracién. (i) = (ii). Por ser D inferiormente semicontinua en

la topologia débil-* se sigue que & es un punto suave (Proposicién 1.6); es
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claro, ademds, que se verifica la afirmacién (iii) de la Proposicién 1.12, luego

la norma de X es fuertemente subdiferenciable en z. Tenemos asi (ii).

(i) = (i). Por ser la norma de X fuertemente subdiferenciable en z se
tiene (Proposicién 1.12 (iv) = (ii)) que D es superiormente semicontinua.

Este hecho, junto con la suavidad de z (Proposicién 1.6) nos da (i). |

1.B. Relacién entre las distintas nociones de continuidad.

Acabamos de concluir la exposicién de las nociones de “continuidad” de la
funcién de dualidad que vamos a estudiar, asi como sus diferentes caracteriza-
ciones. A partir de los resultados de la seccién anterior, es claro que dado un
espacio de Banach X con funcién de dualidad D y z € Sx se verifican las

implicaciones que aparecen en la siguiente tahla.
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D inferiormente
semicontinua en z
para la topologia

de la norma

(1)

D inferiormente
semicontinua en z
para la topologia

débil
(2)

D inferiormente
semicontinua en z
para la topologia

débil-x
(3)

Y

|

D superiormente
semicontinua en r
para la topologia

de la norma

(4)

D superiormente
semicontinua en z
para la topologia
débil
(5)

D superiormente
semicontinua en z
para la topologia
debil-*
(6)

U

La norma de X

es fuertemente

subdifer. en z

(7)

4

z es un punto

bastante suave

(8)

)

D tiene la

propiedad P,.
en z

(9)

En primer lugar hemos de decir aqui que no sabemos si (2) = (5) (o

equivalentemente si (2) = (8)), es decir:

1.15 Problema (Giles-Gregory-Sims, [25, Problem 1]). Sea D la funcién

de dualidad de un espacio de Bemach X y z € Sx. Si D es inferiormente
semicontinua en z para la topologia débil de X*, jes cierto que D es

superiormente semicontinua en z para la topologia débil de X*?

Veremos a continuacién que ninguna de las otras posibles implicaciones es
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cierta. Para ello daremos ejemplos mostrando que

(Ejemplo 1.16)
(Ejemplo 1.18)
(Ejemplo 1.19)
( )

7 (8)

# (7) (Ejemplo 1.21

y puede comprobarse sin dificultad que de esta forma agotamos todas las posi-
bilidades.

1.16 Ejemplo (La funcién de dualidad de ¢). Por comodidad trabajamos
solamente en el caso real; el caso complejo presenta ligeras diferencias y se
tratara en el Capitulo 4. Identificando ¢ con ¢; en la forma usual, dados
u€ Sy, y€S;, setiene que y€ D(u) si,y sélo si,
1= y(n)u(n) <Y [y(n)| =1
n=1 n=1
esto es, y(n)u(n) = |y(n)| para todo n € IN. Por lo tanto, si |u(n)| < 1
se debera tener y(n) = 0, mientras que, si |u(n)| =1, serd y(n) = a,u(n)
con ay > 0. Por tanto, notando A(u)={n € IN: |u(n)| =1} (A(u) esun

conjunto no vacio y finito) tenemos

D(u) { Z a u(nle, @ a, 20 VYn € A(u), Z anzl},

neA(u) nEA(u)

donde {e,} es la base canénica de ¢;. Si ahora tomamos
p=max {|u(n)| :n € N\ A(u)} <1,

para z € S, con |[z—ul|] <1—p setendrd que A(z) C A(u) y que
z(n) = u(n) para n € A(z), de donde D(z) C D(u). Asi pues, la funcién
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de dualidad de ¢o es semicontinua superiormente en todo punto de S,, para
la topologia de la norma de ¢j. Nétese también que D(u) es compacto en
la topologia de la norma para todo u € S,,. Por otra parte, si A(u) tiene
mas de un elemento, el punto 4 no es suave en ¢;. Tenemos asi un sencillo

ejemplo para mostrar que (4) # (3) en el cuadro de la pagina 22.

Para el proximo ejemplo necesitamos el siguiente lema técnico cuya de-
mostracion, como se vera, es bastante rutinaria, pero conviene hacerla con

detalle.

Recuérdese que una norma F en R? es una norma absoluta si verifica:

F(a,b) = F(|al, b)) Va,be R
F(0,1) = F(1,0) = 1.

1.17 Lema. Sean Y, Z espacios de Banach y consideremos el espacio pro-

ducto X =Y x Z con la norma dada por:

1€y, 2l = F(llgl Nzl (w.2) € X,

donde F es una norma absoluta en IR?. Notando T a la topologia débil o

a la de la norma en cualquiera de los espacios Y*, Z*, X*, si las funciones
de dualidad de Y, Z tienen la propiedad P, en todo punto de Sy, Sy
respectivamente, entonces la funcion de dualidad de X tiene la propiedad

P, en todo punto de Sy.

Demostracién. Usaremos la identificacién natural de X* con Y* x Z*

considerando ahora en el producto la norma dada por

Gy 2 = =iyl ="l (" € Y, 2" € 27)
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donde F* esla norma dual de F. La funcién de dualidad de X se determina
facilmente a partirde las de Y, Z y IR? con la norma F. Concretamente,
para (y,z) € Sx es inmediato observar que:
S e { @ =l =@ =10l
(lly*ll, [1=1) € DClll; ll=1)-
Para probar que la funcién de dualidad de X tiene la propiedad P; en todo
punto de Sy, sea (yo,20) € Sx y W un 7-entorno de ceroen X*. Existiran
sendos T-entornos de cero equilibrados U, V en Y*, Z* respectivamente, y
un 7 >0 tales que
nBx. + U xV CW. (2)

Usando que la funcién de dualidad de IR? con la norma F es superiormente

semicontinua en el punto (||yo|l, ||20ll), sea o > 0 tal que

F(a,b) =1, F(a - |loll,b— ||z0ll) < b, (e,8) € D(a,b) =

3
= (o, B) € D(|lyoll, ll20]l) : F*(a — g, B = o) < 7. )

Si yo # 0, aplicando que la funcién de dualidad de Y tiene la propiedad P:
en el punto ﬁﬁg—", encontramos &, con 0 < & < ||yo] tal que

26,
||3/u:|

Anélogamente, si 2z, # 0, encontramos &, con 0 < é; < ||z|| tal que

u € Sy, |u <

D Lot om
= (“’”(umu)” @

_ Yo
”yo“

20 2(52 ( 20 )
veES, lv-—|<— = DW)CD|—|+V 5
? lzolll [l v 2ol ®)

Sea finalmente 6 > 0 tal que 6 < &, 6 < & si Yo #0 y 6 < 6,
si zo # 0. Fijado (y,z) € Sx con ||(¥,2) — (¥0,20)|| < &, comprobaremos
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que D(y,z) C D(yo, 20) + W; sea pues (¥*,2*) € D(y,z) también fijo y
construyamos (yg, z5) € D(yo, 20) tal que (v -5, 2" —23) e W.

Usando que la restriccién de F a] primer cuadrante es creciente en cada
variable, una propiedad bien conocida de las normas absolutas [7, Lemma

21.2), tenemos

FUlll = Nwoll 21l = llzoll) < F(lly = gall, 12 = zofl) < 6 <

¥, puesto que, por (1), (ly*ll, 1)) € D(Jly]l, ll=|l), podemos aplicar (3) para

obtener

(0, 80) € Dllyoll, 1zoll),  F*(lly"|| - ao, 1% = Bo) < . (6)

Si yo #0 tenemos |y — oll <6 <6y < |y, luego también y # 0, pero

ademas,
Yo_ < 2|y — yo| " 26, ;
Yol ll%ol| llwol|

poniendo y* = ||y*|[u* con u* € D (HZH) (si y* # 0 esto se deduce de
(1),si y"=0 setoma u" € D (ﬁﬁﬁ) arbitrario), podemos aplicar (4) para

b
lyll |

obtener u} € D \ﬁﬁﬂ) tal que u* -yl e U Y, por ser U equilibrado,

apu” — aguy € U. Tomamos entnces y5 = oty con lo que tenemos

Il = 20, w5(30) = gl lwoll, ~ axpu” — Wev (7)

donde, recuérdese, ¥ = ly*llu* con u* € Sy«. Si yo =0 tomamos

simplemente y3 = agu* con lo que (7) se cumple también, trivialmente.

Un razonamiento analogo en el espacio Z, usando (5), nos permite encon-

trar z5 € Z* tal que

1561160, z5(z0) = I3l lz0ll,  Bov™ -z € v (8)
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donde v* € Sz. y z* = ||z*||v*.

Por una parte, las afirmaciones (6), (7) y (8) nos aseguran, en virtud de

(1), que (yg,25) € D(yo,20), por otra nos dan
I(y", ) = (aou®, Bov™)l| <, (aou®, Bov*) = (45,25) €U x V,

con lo que basta aplicar (2) para obtener (y*,2*) — (y5,25) € W, como se

queria. [ ]

Con el siguiente ejemplo respondemos de forma negativa al problema plan-
teado explicitamente en [22, Problem 5.3}, donde se pregunta si la funcién de
dualidad de todo espacio de Banach bastante suave (resp. con norma fuerte-
mente subdiferenciable) es superiormente semicontinua para la topologia débil
(resp. de la norma) de X*. De hecho este problema aparece ya implicitamente
en el trabajo de Giles-Gregory-Sims [25] y con mds claridad en el de Hu-Lin
[33]. Como vamos a poner de manifiesto, ni siquiera se verifica que la subdi-
ferenciabilidad fuerte de la norma implique la semicontinuidad superior de la

funcién de dualidad para la topologia débil.

1.18 Ejemplo. Sea Y un espacio de Banach no reflexivo cuya norma sea
fuertemente subdiferenciable en todo punto de la esfera unidad (por ejemplo,

o). Tomemos X =Y x IKK con la norma dada por

I Ml = Fllgl,1A) (€Y, 2eK)

donde F' es la norma absoluta en R? definida por

1 1
F(a,b) = 5(lal + [8) + 5(a* + )72
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Por el lema anterior, la norma de X es fuertemente subdiferenciable en Sx,
pero vamos a ver que la funcién de dualidad de X no es semicontinua superior-
mente en (0,1) para la topologia débil de X*. Puesto que Y no es reflexivo,
por el Teorema de Eberlein-Smulian (no es estrictamente necesario usar dicho
teorema), existe una sucesién {y;} en Sy. que no tiene valores adherentes
para la topologia débil y, por el Teorema de Bishop-Phelps, podemos suponer
que y € D(y,) para algin y, € Sy. Sean {a,} vy {b,} sucesiones de

ntimeros reales verificando:
{a,} =0, {b;}—1, 0O<a,<b, <1, F(an,b,) =1 Vn €.

Para cada n natural sean (an,B,) € D(@n,bn), Tn = (@nyn,by). Entonces
{z.} es una sucesién de puntos de Sy convergente a (0,1) v la descripcion
de la funcién de dualidad de X, dada en la prueba del lema anterior, nos dice
que

(@nys,Bs) € D(zn) ¥n € IN.

Es facil comprobar que

{a,} — %, B, <1 VYnel,

de donde deducimos que {a,y’} no tiene valores adherentes en la topologia
débil de Y*, luego {(any:,B:)} no tiene valores adherentes en la topologia
débil de X*,y que (any’,B,) ¢ D(0,1) paratodo n, con lo que basta aplicar

la Proposicion 1.8.

Este ejemplo muestra que (7) # (5) en el diagrama de la pagina 22.
Obsérvese también que el anilogo del Lema 1.17, sustituyendo la propiedad

P, por la semicontinuidad superior de la funcién de dualidad para la topologia
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T mno es cierto. La estabilidad por sumas directas de la propiedad P; invita
a pensar que dicha forma de continuidad es mas adecuada para trabajar con
la funcién de dualidad de un espacio de Banach que la semicontinuidad supe-
rior. Se comprendera ahora nuestro interés en dar con todo detalle la prueba
de! lema anterior. Si bien dicha prueba puede considerarse rutina, se podria
pensar, erréneamente, que la misma rutina serviria para la semicontinuidad

superior.

1.19 Ejemplo (La funcién de dualidad de ¢;). Identificando ¢} con {, en
la forma usual y razonando de forma muy similar a como se hizo en el Ejemplo

1.16 tenemos que, para u € Sy,
D(w) = {y € S, u(k)y(k) = [u(k)| Vk € N},
Por tanto u es suave si, y solo si,

u(k) #0  VkeIN.

Supongamos que u es suave y consideremos la sucesion {u,} de puntos

suaves dada por

up=u—2 Y u(key

k=n+1

donde {e;x} es la base canénica de ¢;. Es claro que |ju,—ul| =0 y,si y, e
y son los tinicos elementos de D(u,) y D(u) respectivamente, tenemos que
Y. +y € ¢o para todo n. Sea ahora F € {5 tal que F(y) #0, F(c) = {0}.
Entonces F(y — yn) = 2F(y) para todo n, luego la sucesion {y — y,} no
converge a cero en la topologia débil de {,. Ello prueba que el punto u no es
bastante suave. Este ejemplo muestra que (3) # (8) y (3) # (2) en el cuadro
de la pagina 22.
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Los ejemplos que restan para completar la discusién del cuadro de la pagina
22 se basaran en un resultado general sobre renormacién de espacios de Ba-
nach separables. Su contenido es esencialmente conocido, como vamos a ex-
plicar, pero no aparece explicitamente en la bibliografia consultada. Usando
una idea basica bien conocida (todo espacio de Banach separable admite una
norma equivalente Gateaux-diferenciable) C. Franchetti [21] consigue construir
en cada espacio de Banach reflexivo de dimensi6n infinita una norma equiva-
lente Gateaux-diferenciable pero no Fréchet-diferenciable, incluso con algunas
propiedades adicionales de convexidad. De hecho, trabaja en el dual y lo que
construye es una norma equivalente en el dual que es estrictamente convexa
y no verifica la llamada “propiedad de Kadec-Klee”. Las mencionadas per-
fecciones adicionales conseguidas por Franchetti no nos son necesarias aqui,
mientras que, para la parte de sus resultados que si nos interesa, hemos con-
seguido sustituir la hipétesis de reflexividad por la de separabilidad. En suma,
el enunciado que damos a continuacién no es comparable con los resultados de

Franchetti, pero la demostracién esta claramente inspirada en su trabajo.

1.20 Proposicién. Todo espacio de Banach separable, de dimension infinita,
admite una norma equivalente que es Gateaux-diferenciable en todo punto de

la esfera unidad, pero no es Fréchet-diferenciable.

Demostracién. Sea (X,|-|) un espacio de Banach separable, de di-
mensién infinita. Puesto que la topologia débil-* en Byx. es metrizable y

Sy« es densa en Bys, existe una sucesion {z} en Sx. que converge a cero

en la topologia débil-; fijemos también x5 € Sx y z5 € Sx+ con zg(zo) = 1.
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Definimos entonces una nueva norma en X* de la siguiente forma
* 1 * * L] _
el = max {7lz"L le"(a)l} (=" € X°)
Es claro que ||-|| es una norma equivalente en X*, de hecho
1 * L » - *
ISl sl veex

pero también se comprueba sin ninguna dificultad que || -|| es una norma
dual en X~.

Con respecto a la nueva norma se tiene, claramente,
les + a5 — 1, |zl == VneNN,
1 = [jz5]| = [|zol| = z5(o)-

Sea ahora {y;: k € N} un conjunto numerable denso en la esfera unidad

de (X,||-||) y consideremos el operador compacto T' de £; en X dado por

T({)\k} igk Yk ({)\k} € {,).

definimos una nueva norma en X* por

2"l = [l + 172" = ll2"}; + (Z 2" QZEJF)

Es inmediato comprobar que |||-||| es una norma dual en X*, equivalente
a la de partida. Puesto que f; es estrictamente convexo y T* es inyectivo,
se comprueba que la norma ||| - ||| es estrictamente convexa, luego la norma
predual en X es Gateaux-diferenciable en la esfera unidad y probaremos que

no es Fréchet-diferenciable en un punto de la misma.
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Puesto que {z}} converge a cero en la topologia débil-* y T* es com-
pacto, tenemos ||T*z}|| — 0, luego ||T"(z}, + z3)|| — | T*z}| y, usando (1),
deducimos que

Illen + 25lIl — [zl (3)
Consideremos el vector y, definido por

1 -Tc(yk)
Y . Yk
0= %0+ ] E "

Para 2™ € X*, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

1 E |z5(ye)lle*(ye)]|

-xol| 22k oy

/2 2 1/2

& |25 (ys)|? : |z* |

< —
= ”3’ | + ||T" 5" (Z 92k kz-: 221:

= l”ll + 172" = |ll="l

|'T"(y0)| < |;E*(:Eo "T

luego |||yol|| < 1, pero

i 1 o) _ . . 5
<) = 220 + razzr 3 I — i)+ 1723 = il

lo que prueba que |||yo||| =1 y que D(yo) = {m:;—f”l} donde D es la
0
funcion de dualidad de (X, ||| -|]).

Finalmente, puesto que, aplicando (3), tenemos
{w;(yo) + wc:,(yo)} _, To(w)
|l + =]l JEA
si la norma ||| - ||| fuese Fréchet-diferenciable en el punto yo, la sucesion
¥, 2y ’ g :
—:‘——S—-— habria de converger a ——2— en la topologia de la norma,
Il + 5| HEA

esto es, {|||z:|||} — 0, cosa que obviamente no sucede. [ |

=1,
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Usando que todo espacio reflexivo tiene una norma equivalente Fréchet-di-

ferenciable (véase (16, p. 167, Corollary 3]) y un subespacio separable com-
plementado (véase [16, p. 149, Theorem 3)) se puede sustituir la hipdtesis de

separabilidad por la de reflexividad en la proposicion anterior,

1.21 Ejemplo. Podemos ya justificar ficilmente que (2) A () y (5) & (7)
en el cuadro de la pagina 22. Basta considerar un espacio de Banach reflexivo,
separable, de dimensién infinita, con la norma dada por la proposicion anterior
y tener en cuenta que tal espacio es muy suave (satisface (2) y también (5))

por la Proposicién 1.3.

Asi pues, hemos completado la discusién de la relacién entre las distintas
formas de continuidad de la funcién de dualidad, relacién que queda comple-

tamente clarificada, a falta de la solucién del Problema 1.15.

Recordemos que toda norma en up espacio de dimensidén finita es fuerte-

mente subdiferenciable; el siguiente reciproco también es cierto:

1.22 Corolario. En todo espacio de Banach de dimensién infinita existe una

norma equivalente que no es fuertemente sy bdiferenciable,

Demostracién. Sea X un espacio de Banach de dimensién infinita eY
un subespacio cerrado separable de X también de dimensién infinita. Por la
Proposicion 1.20 existe una norma equivalente |||-||| en Y que no es fuerte-
mente subdiferenciable, con lo que basta considerar una norma equivalente en

X que extienda a IIl- 1]l y tener en cuenta que la subdiferenciabilidad fuerte

de la norma es, claramente. una propiedad hereditaria para subespacios. W
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Funcién de dualidad y espacios de Asplund.

El objetivo del presente capitulo es obtener uno de los resultados mas impor-
tantes de la memoria: todo espacio de Banach bastante suave es un espacio
de Asplund. La herramienta principal que usaremos sera la llamada “De-
sigualdad de Simons” [51], aunque la versién que aqui damos es ligeramente
diferente a la que aparece en el trabajo de S. Simons. Ambas versiones parecen
independientes, aunque la demostracién sigue literalmente los mismos pasos.
Daremos, de hecho, una generalizacién a funciones con valores vectoriales que

ilustraremos con algunas aplicaciones.

2.A. Desigualdad de Simons.

El Teorema de James afirma que un subconjunto convexo, acotado y débil-
mente cerrado A, de un espacio localmente convexo real, separado y casi-com-
pleto X, es débilmente compacto si, y sélo si, cada funcional lineal continuo
en X alcanza su supremo sobre A. A(n en el caso particular de que X sea

un espacio de Banach y A = By, este teorema es uno de los mas importantes

35
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del Analisis Funcional. La “Desigualdad de Simons” recoge la idea principal

de la demostracion del Teorema de James en el caso separable.

2.1 Teorema (Desigualdad de Simons con valores vectoriales). Sean E un
conjunto nuv vacio, B un subconjunto de E y X un espacio de Banach.
Consideremos una sucesién {z,} en (E(X) (el espacio de Banach de las
funciones acotadas de E en X con la norma del supremo, ||-||« ), verificando
que

sup{||zalle : m € N} < 00

(asi pues, {r,} no es mds que una sucesién uniformemente acotada de fun-

cionesde £ en X).

Supongamos que, para cualquier sucesién {)\,} de niimeros reales no

negativos con Y o, A, =1, existe un elemento b€ B tal que

3" Anza(b) ’ = ¥ Az,
n=1 n=1

oo

Entonces se verifica la siguiente desigualdad:

sup sup Iim [Re 2*(z,(b))] > inf {||g]le : g € co{z,: n € N}}.
r*€Bxs beB "X

En particular

sup ;hEl; |z (B)]] > inf {||gllec: g € co{z,: n € N}}.
€

Demostracién. Para cada m € IN sea Cp, = cofz, : n > m} y

pongamos

C =C) =co{z,: n€e N}
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Notemos también:
n=iof {lgll: 9€C}, M =sup {|zull: n €N}
Fijemos 6 > 0 arbitrario y sea 0 <A <1 tal que
n—6(14X) =AM 2> (n-26)(1-A).

Construiremos por induccién dos sucesiones {hn} y {gm} en (E(X) de
la siguiente forma: tomamos ho = 0 y, para m € IN, construida hp-1,

tomamos ¢, € Cr tal que

[+ 37 g < inf {4+ A7) 9 € Cu} 48 (%)m

Y hm =hm_1 + A" 'gn. Es claro que

m

by = Z Alg,  (m € NN)

n=1

luego {hm} converge en norma a la funcién h = 3 Al

n=1

Fijado m € IN se tiene

Gm + Agm+1

14+ A € Cm

v la definicion de g, nos da

= m i Ag'm 1 /\
hm < hm— A 1{9 + 5

de donde

A m
L+ Dbl < (14 Nhmos + X" g+ A gmaa | +6(1+2) (5) =
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/\ m
= [[Mrm-1 + hmtilleo + 6(1 + ) (5) <

/\ m

esto es,

A m
lamsilloe = Hhmlleo = Mllhmlloo = lom-1) = ‘*“)(2) ;

dividiendo ambos miembros por A™:

[Am+1llos = lhmllos o [Amllos = hm-tlleo _ L1 +A
> =
Am = Am-1 6 om (1)

desigualdad que es valida, recordemos, para todo natural m. Notemos también
que

1B1lloe = lAolloo = llA1]loo 2 7 (2)

ya que h; = g; € C. Fijado ahora n € IN, sumamos miembro a miembro las

desigualdades (1) para m = 1,2,...,n y, teniendo en cuenta (2), obtenemos:

hn oo — hnoo 5 1
| +1||An [l 27?_6(1.{..)\)22—"127]—5(1-1-)\), (3)

m=1

desigualdad valida, nuevamente, para n € IN. Fijado otra vez m € IN,

tenemnos:

[Blloc = [l2m]los nemlAnsilloo = [lRnlloc]
T2 Ap—6(1 4 )] (4)
= i::[ﬂ = 6(1 + ).
Observemos que (1 —A)h =322, A"1(1 — A)g, con A""'(1—A) >0 para
n€N y ¥%, A" (1 - )) = 1. Teniendo ademas en cuenta el hecho de que

gn € C, para cada natural n, es claro que podemos escribir

(1 = ,«\)h = z )\ka’k
k=
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(o <]
donde {A:} es una sucesién de niimeros reales no negativos con z M= 1

k=1
Por hipétesis, existe b€ B tal que ||h(d)|| = ||h|loc ¥ €l Teorema de Hahn-

Banach nos da un z* € Bx. tal que z*(h(b)) = ||h| . Entonces, se tiene

Re z*[h(b) — hm(b) — Latmsz A" ga(b)]
z*(h(b)) — [[hm ()| — u_m+z)~"“‘llgnllm
IIhlloo = Pnllee = EgZmea A" M

2 p =61+ X)) - A= M
1T,\'[77_6( A) = AM]
A™(n — 26),

Re 2*(A"gms1(b))

vV IV IV

v

donde se ha usado (4) y la eleccién de \. Por tanto,
Re 27(gm41(b)) 2 7 - 26.

Ademas, como gp4+1 € co{z, : n > m + 1}, se tiene que, para todo m € IN

debera existir un natural k> m +1 tal que
Re z"(xx(b)) > n — 26.

Hemos probado que

Tim Re z*(z,(b)) > n — 26.

N=+0C

Con mas razon se tendra que:

sup sup lim [Re z*(z,(b))] > n —26
z*€Bxe beB "%

y el resultado se sigue de la arbitrariedad de 4. [ ]

Como ya se ha dicho, la version de la Desigualdad de Simons dada aqui

es ligeramente diferente de la original. Simons [51, Lemma 2| sélo considera
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funciones con valores reales, es decir, el caso X = IR, supone que las series
convexas de la forma } 3>, \,z, alcanzan su supremo en B y obtiene la
desigualdad en la forma:

sup lim z,(b) > inf {supg(t) : g€cof{z,: nE ]N}}
beB " teE

Asi pues, tanto la hipétesis como la tesis del resultado original son ligeramente
diferentes de las del teorema anterior, si bien ambas versiones tienen esencial-
mente la misma utilidad; optar por una u otra parece simplemente una cuestion
de comodidad, dependiendo del tipo de aplicaciones que se quiera obtener. La
generalizacion a funciones con valores vectoriales es también una cuestion de
forma, la demostracion no se simplifica en absoluto en el caso escalar. Para
el principal resultado de este capitulo sélo usaremos el Teorema 2.1 en el caso
X =R o X = C, pero en algunas aplicaciones que se veran enseguida, la

version general clarifica notoriamente los argumentos.

La apariencia de la Desigualdad de Simons es bastante técnica, por lo que
merece la pena tratar de explicar, aunque sea ambiguamente, la filosofia que
encierra. Si se tiene en cuenta la expresion del limite superior como un infimo,
se observa que, en cierto modo, se esta intercambiando dicho infimo con un
supremo y que de las dos desigualdades posibles se tiene la no trivial, pero
ademas, debe notarse que el segundo miembro de la desigualdad involucra el

comportamiento (podriamos decir “uniforme”) de la sucesién {z,} en todo

E, mientras el primer miembro s6lo depende del comportamiento (“puntual”)

de {z,} en el conjunto B, e incluso no se altera si se suprime un nimero
finito arbitrario de términos de la sucesién. La conjuncién de todas esas ideas

es la que da lugar a una amplia gama de consecuencias importantes.

El siguiente ejemplo muestra que el Teorema 2.1 deja de ser cierto si se
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sustituye la sucesion {r,} por una red, incluso fortaleciendo la hipétesis

referente a las funciones que alcanzan su maximo.

2.2 Ejemplo. Sea I' ua conjunto dirigido tal que todo subconjunto numera-
ble de I' esté mayorado y I' no tenga maximo; por ejemplo se puede tomar
como I' el primer ordinal no numerable. Sea E 1la bola unidad del espacio
de Banach de las funciones acotadas de T en IR con soporte acotado: asi
pues, una funcién #:T — IR pertenecea E cuando [t(7)| <1 para todo
7 €T yexisteun v €T tal que #(y) =0 para v > 7,. Consideremos la
red {z,} de elementosde ¢%(IR) definida por

z,(t) =sup{t(6): 6 €T, 6>9} (teE, yel).

Es claro que {z,} es una red uniformemente acotada de funciones de E en
IR. Veamos que todo elemento de la envolvente convexa cerrada del conjunto
{z,: ¥ €T} tiene norma 1 y la alcanza en un punto de E. En efecto, si z es

un tal elemento, fijado un natural n, encontramos y, € co{z, : v € T'} tal que

|z = ynll < % ¥ un conjunto finito J, CT tal que y, € cofz,: v € J,}.
oo

Tomemos a € I' tal que a >4 para v€ U J.; sea t € E la funcién
n=1

definida por
tla)=1, ) =0 Vyel\{a}.
Para cualquier n € IN se tiene que z,(t) = 1 para todo v € J,, luego

yn(t) = 1; pero |z(t) — ya(t)| < % Vn € IN, asi que z({) =1 y también

2l =1.

Observemos finalmente que {z,(t)} — 0 para todo ¢ € E, luego tomando
B = E, el primer miembro de la Desigualdad de Simons (en cualquiera de sus

versiones) se anula, mientras el segundo miembro vale 1 segiin se ha visto.
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Pasamos a considerar algunas aplicaciones inmediatas del Teorema 2.1.

Podemos dar una sencilla demostracion del siguiente resultado.

2.3 Corolario (Bogdanowicz [5]). Sean K un espacio topoldgico compacto
de Hausdorff, X un espacio de Banach y C(K,X) el espacio de Banach de
las funciones continuas de K en X con la norma del mdximo. Una sucesion
acotada {f,} en C(K,X) convergea f € C(K,X) en la topologia débil
de C(K,X) si(ysélosi) {fu(t)} convergea f(t) en la topologia débil de
X paratodo t€ K.

Demostracién. Supongamos que {fn(t)} converge débilmente a f(t)
paratodo t en K y, por reduccién al absurdo, que existe pu € C(K,X)* con
llull =1 tal que {p(fn— f)} no converge a cero. Salvo un giro, y pasando a
una sucesion parcial si fuese necesario, podemos suponer que existe un ¢ > 0
tal que

Reu(fo—f)2e VnelN (1)

Se verifican claramente-tas hipétesis del Teorema 2.1 con E = B =K y
T, = fn — f. Puesto que, *(f.(t) — f(t)) — 0 para cada t € K, obtenemos

que

inf {|lgl| : g € colfu—f: neN}} =0,

en particular, debe existir un elemento g € co{f,—f: n € IN} con ||g|| <e,

luego Re u(g) < €, pero en vista de (1) también se tiene Re p(g) > €. n

Otra aplicacion de la Desigualdad de Simons, esta vez novedosa:
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2.4 Corolario. Sean X e Y espacios de Banach y {T,} una sucesién
en el espacio L(X,Y) de los operadores lineales acotados de X en Y.
Supongamos que la sucesion {T*} converge a cero en la topologia débil de

operadores, esto es,
17"' [T:(yt)] = 0 Vyw e Yu, vmt- E X:#’

o0
y que para toda sucesion {Mn} de niimeros reales no negativoscon »_ An =1

n=1

0
se verifica que el operador Z A\, T: alcanza su norma. Entonces, la sucesion

n=1
{T.} converge a ceroen la topologia débil de L(X,Y).

Demostraciéon. Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe
¢ € L(X,Y)" con |l¢f| =1 tal que {@(T,)} no converge a cero. Salvo un
giro, y pasando a una sucesién parcial si fuese necesario, podemos suponer que

existe un ¢ >0 tal que
Re Lp(Tn) 2€ Vn € IN. (1)

Se verifican claramente las hipétesis del Teorema 2.1 con E=B=By-y
z, = T=. Por tanto se tendra que

sup sup Tim [Rez™(Tpy")] 2 inf {ISI|: S €co{T;: neN}}

-B“GBX"‘ y.EBY‘ n—0o0

= inf {|T||: T €co{T,: n€N}}.

Puesto que el primer miembro de esta desigualdad es cero (recordemos que T
converge a cero en la topologia débil de operadores) debe existir un elemento
T € co{T,: n € N} con ||T|| <¢,luego Re ¢(T) < ¢, pero en vista de (1)
también se tiene Re ¢(T) > e. [ |
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En el caso particular de que T, sea un operador compacto para todo 7,

el resultado anterior se debe a N. Kalton [34, p. 269, Corollary 3]. Notese que
o0

en ese caso la hipétesis de que los operadores de la forma Z AT alcancen
n=1
su norma se cumple automaticamente.

2.B. Espacios de Asplund.

Recordemos gue una funcién convexa de variable real es derivable en todo
punto de su dominio, con la posible excepcién de un conjunto numerable
de puntos. No es dificil ver que este resultado no es cierto en IR™ para
n > 1, aunque si se tiene la siguiente generalizacion: toda funcién convexa
(automaticamente continua) definida en un subconjunto convexo y abierto de
R® es diferenciable en un subconjunto denso de su dominio. Este resul-
tado no sigue siendo cierto en un espacio de Banach de dimensién infinita: asi
por ejemplo, la norma usual de £; (una funcién convexa y continua) no es
Fréchet-diferenciable en punto alguno. Tratando de obtener versiones infinito-
dimensionales de los teoremas de diferenciacion de funciones convexas, E. As-
plund [3] introdujo en 1968 la nocion de “espacio de diferenciabilidad fuerte”.
Posteriormente, a estos espacios se les conoce como “espacios de Asplund” y

se definen como sigue.

2.5 Definicién. Se dice que un espacio de Banach X es un espacio de As-
plund si cada funcién convexa y continua definida sobre un subconjunto con-

vexo y abierto de X es Fréchet-diferenciable en un subconjunto denso de su
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dominio.

A partir de la fecha citada se abre una linea de intensa investigacién
tratando de caracterizar los espacios de Asplund. En 1978, C. Stegall con-
sigue dar forma definitiva a una larga serie de resultados previos, completando

la demostracin del siguiente resultado:

2.6 Teorema [55, Theorems 1, 2]. Sea X un espacio de Banach. Las si-

guientes afirmaciones son equivalentes.

(i) X es un espacio de Asplund.
(ii) X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

(iii) Cada subespacio separable de X tiene dual separable.

Las condiciocnes geométricas que implican que un espacio sea de Asplund
tienen también una larga tradicién en la literatura de los espacios de Banach.
E. Asplund ya demostré que X es un espacio de Asplund siempre que X*
sea un espacio localmente uniformemente convexo, resultado que fue mejorado
por L. Ekeland y G. Lebourg [19] demostrando que un espacio de Banach sobre
el cual existe una funcién real Fréchet-diferenciable, con soporte no vacio y
acotado, es un espacio de Asplund; en particular, un ernacio de Banach con
norma Fréchet-diferenciable es un espacio de Asplund. En vista del teorema

anterior, la tltima afirmacion se sigue también de un resultado de J. Diestel

y B. Faires [17] quienes demostraron que si X es un espacio de Banach muy

suave entonces X* tiene la propiedad de Radon-Nikodjm.
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En la direccién opuesta, la pregunta de si cada espacio de Asplund tiene
una norma equivalente Fréchet-dif~-enciable ha permanecido abierta durante
un largo periodo de tiempo. La respucsta es negativa como ha demostrado re-
cientemente R. Haydon [32], encontrando un espacio de Asplund que no admite
una norma equivalente Gateaux-diferenciable. En vista de este contraejemplo,
resulta ahora mds interesante encontrar condiciones suficientes mas débiles
para que un espacio de Banach sea de Asplund, especialmente aquellas que no
impliquen suavidad. Desde este punto de vista, tiene ahora mas relevancia el
estudio de la semicontinuidad superior de la funcién de dualidad (en la topolo-
gia débil o de la norma de X*) asi como los conceptos de subdiferenciabilidad

fuerte de la norma y de espacio bastante suave.

En [25], Giles-Gregory-Sims demostraron que un espacio de Banach bas-
tante suave en el que, o bien D(z) es débilmente compacto para todo z € Sx,
o bien existe una constante k < 1 tal que el diametro de D(z) es menor
que k para todo z € Sy, es un espacio de Asplund. Ambas afirmaciones
mejoran el resultado de Diestel y Faires ya citado y la primera de ellas ha
sido a su vez generalizada en un reciente trabajo de Zhibao Hu y Bor-Luh Lin
[33], quienes prueban que X es un espacio de Asplund siempre que D sea
superiormente semicontinua para la topologia débil de X*. Finalmente, G.
Godefroy [26] demostré que un espacio de Banach cuya norma es fuertemente
subdiferenciable en todo punto de la esfera unidad es un espacio de Asplund.
En el citado trabajo de Giles-Gregory-Sims se plantea el problema de si todo
espacio bastante suave es de Asplund [25, Problem 2]. El resultado central

del presente capitulo responde afirmativamente a esta pregunta, englobando

claramente los resultados antes mencionados de Hu-Lin, Giles-Gregory-Sims y

Godefroy.
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El siguiente lema es el paso crucial en las demostraciones de éste y el
siguiente capitulo. Es una aplicacion de la Desigualdad de Simons y mejora

ligeramente un resultado de G. Godefroy [26, Lemma 4].

2.7 Lema. Sea B una “frontera” para un espacio de Banach X, esto es,
p P

B C Sx+ y BN D(x) # 0 para cada z € Sx. Supongamos que
B C @(F + aByx:)

para algin conjunto numerable F C X* y algin o < 1. Entonces, el
subespacio engendrado por I' es denso en X* para la topologia de la norma;

en particular, X* es separable.

Demostracién. Supongamos que F esta contenido en un subespacio
cerrado propio de X™*; el Teorema de Hahn-Banach nos da un elemento z**
en Sye tal que z**(:*) = 0 para todo z* € F. Elegimos o < 3 < 1
y z* € Sx. tales que Re z™(z*) > 3. Como consecuencia del Teorema de
Goldstine (w*-densidad de Bx en Bx..), Bx es densa en By. parala
topologia de la convergencia puntual sobre el conjunto F U {z*}, topologia
que veriiica el primer axioma de numerabilidad. Encontramos asi una sucesion

{z.} en Byx tal que
(o2} — 2"(@) =0 Vo€ F,  {(z)} — (=) (1)
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que {z,} satisface
Re z*(z,) 23 Vné€eN. (2)

Consideremos ahora la funcion @ definida sobre X* por

®(y*) = lim |y"(z,)|  (y" € X*).

n—+0d
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Es inmediato comprobar que ® es una funcién convexa. Veamos que @ es
inferiormente semicontinua para la topologia de la norma de X*; para ello,
fijados un r > 0 y una sucesién {y:} que converja en la topologia de la

norma a y* € X* verificindose que
O(y)<r VnelN,

deberemos comprobar que ®(y*) < r. Ahora bien, dado ¢ > 0 debe existir

p€IN tal que |ly; —y*|| <5 v, puesto que ®(y;) <r+ 3, existira también

m € IN tal que |yj(z.)| < v+ § para n 2 m. Es claro que, entonces,

ly*(z,)| <r+¢ para n>m de donde,
P(y") <r+te,

y basta tener en cuenta la arbitrariedad de «.

En vista de (1), ®(z*) =0 para z* € F, de donde, claramente, ®(y*) < o
para y* € F + aBx.. Las propiedades de ®, ya comentadas, y la hipotesis

sobre B nos dan:

sup{®(y*): y" € B} L a.

Puesto que B es una frontera para X, podemos aplicar el Teorema 2.1 con

E = By. y obtenemos que
inf {|ly|| : y € co{z,: n€IN}} < e
Esto nos lleva a una contradiccion, ya que por (2) se tiene que

lyll = Re z*(y) 2 8 > a

para y € co{z,: n € N}
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La demostracion del resultado principal de este capitulo se seguira facil-

mente del siguiente lema.

2.8 Lema. Sea X un espacio de Banach bastante suave y separable. En-
tonces X* es separable. De hecho, si {z.: n € N} es un conjunto denso
en Sy y =% es un punto arbitrario de D(z,) para cada n, entonces X

es la envolvente lineal cerrada (en norma) del conjunto {z},: n € IN}.

Demostracién. Sean {z,} y {z}} como en el enunciado. Tomemos

n

F ={z}: ne N}, A=c0(F+—;—Bx-) y B=AnNSx..

Bastara probar que B es una frontera para X y aplicar el lema anterior.
Supongamos, por el contrario, que hay algin z € Sy tal que BN D(z) =0,
esto es, AN D(z) = 0. Puesto que A es convexo con interior (en norma)
no vacio y D(x) es también convexo, podemos aplicar el Teorema general de
separacién de conjuntos convexos para encontrar un elemento z** € Sx« tal

que

sup{Re z**(a) : a € A} <inf{Re z™(z%): 2" € D(z)}

y observando la definicion de A se obtiene que
Re **(22) + = < inf{Re z™*(z") : =" € D(z)} Vne€eN,

asi que

o™z}

) — $i*($*)| 2

para cualesquiera z* € D(z) y n € IN. Aplicamos ahora que z es un punto

bastante suave en X tomando el entorno de cero en la topologia débil de X~
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dado por

1
W = {(l'* € X II“(I')I < g}

y encontramos un 6 > 0 tal que D(y) C D(z) + W siempre que y € Sx
satisfaga que |ly — z|| < 8. Puesto que D(z,) € D(z) + W, deducimos que
|z, — z|| > é para todo n, una contradiccién. Asi que B es una frontera

para X, como se queria probar. ]
Por tltimo necesitamos el siguiente hecho elemental.

2.9 Lema. Todo subespacio cerrado de un espacio de Banach bastantc suave

es bastante suave.

Demostracién. Sea X un espacio de Banach bastante suavee Y un
subespacio cerrado suyo. Consideremos y € Sy y sea W un entorno débil
de cero en Y*. La aplicacion z*+— z*)y,de X" sobre Y™, es continua para

las topologias débiles, luego
W2 {z"y: z* €V}

donde V es un entorno débil de cero en X*. Por ser X bastante suave,

existe un 8 >0 tal quesi z € Sy, ||z —y|| <, entonces
D(z,X) C D(y, X) + V.

Se sigue que
D(z,Y)C D(y,Y)+ W

para z € Sx con |z -y| <.

Podemos ya probar:
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2.10 Teorema. Todo espacio de Banach bastante suave es un espacio de As-

plund.

Demostraciéon. Sea X un espacio de Banach bastante suave e Y un
subespacio cerrado separable de X. Por el lema anterior, Y es bastante

suave y, por el Lema 2.8, Y* es separable. Basta ahora aplicar el Teorema
2.6. |

Como ya se ha dicho, Giles-Gregory-Sims planteaban como problema abierto
la posible validez del teorema anterior y daban respuesta afirmativa con ciertas
hipétesis adicionales [25, Problem 2, Corollary 3.3]. También se han comentado

las consecuencias directas que pasamos a enunciar:

2.11 Corolario (Hu-Lin [33, Theorem 10]). Sea X un espacio de Banach

cuya funcién de dualidad es superiormente semicontinua para la topologia débil

de X*, entonces X es un espacio de Asplund. [ ]

Conviene resaltar que en el trabajo de Hu-Lin recién citado se prueba
también que, para un espacio de Banach bastante suave, ser de Asplund equi-
vale a varias otras propiedades geométricas [33, Theorem 9]. Nuestro Teorema
2.10 establece que tales propiedades no son solamente equivalentes entre si,

sino que jtodas ellas son ciertas!

2.12 Corolario (Godefroy [26, Proposition 8]). Sea X un espacio de Banach
cuya norma es fuertemente subdiferenciable en todo punto de Sx. Entonces

X es un espacio de Asplund. - ]
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Para ver que el Teorema 2.10 mejora estrictamente los resultados previa-
mente conocidos, independientes a su vez entre si, observemos que el Ejemplo
1.18 nos da un espacio de Banach bastante suave que no verifica la hipotesis del
Corolario 2.11; ¢; es un espacio de Banach bastante suave con diam(D(z)) =
2 para ciertos puntos = € S, (Ejemplo 1.16) y, por tanto, no verifica la
hipétesis del citado resultado de Giles-Gregory-Sims. Finalmente, la Propo-
sicién 1.20 nos da que cualquier espacio de Banach reflexivo separable, de
dimensién infinita, se puede renormar para que no verifique la hipétesis del

Corolario .12 y en vista de la Proposicién 1.3 es siempre bastante suave.

El posible “reciproco” del Teorema 2.10 queda abierto:

2.13 Problema (Giles-Gregory-Sims [25, Problem 3)). /Es cierto que todo

espacio de Asplund admite una norma equivalente bastante suave?

F

s
Para finalizar el capitulo, haremos notar que el Teorema de James para la
bola unidad de un espacio de Banach separable es consecuencia inmediata del

Lema 2.7, hecho éste que pone de manifiesto la “no trivialidad” de dicho lema.

Supongamos que Y es un espacio de Banach separable tal que, para todo

y* € Y*, existe y € Sy tal que y*(y) = ||y"|l; hemos de probar que Y es
reflexivo. Para ello, consideremos el espacio de Banach X = Y*, tomemos
B = Sy C Sx+ y observemos que, por hiptesis, B es una frontera para X.
Si F es cualquier conjunto numerable denso en Sy, aplicando el Lema 2.7
(jcon a = 0!) obtenemos que X* = Y** es el cierre en la topologia de la

norma del subespacio engendrado por F, es decir, Y** =Y.
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Funcién de dualidad y reflexividad.

En este capitulo obtenemos dos caracterizaciones de la reflexividad de un es-
pacio de Banach en términos de propiedades de continuidad de su funcién de
dualidad. Nuestro principal resultado afirma que todo espacio de Banach dual
bastante suave es reflexivo. De hecho, damos una version ligeramente mas ge-
neral en la que la hipétesis de ser el espacio dual se sustituye por la de verificar
la llamada “propiedad de interseccion finita-infinita”. Notese que un espacio
reflexivo siempre es bastante suave. Reciprocamente, probamos también que
todo espacio de Banach no reflexivo admite una norma equivalente que no es

bastante suave.

Ademas de las técnicas desarrolladas en el capitulo anterior, la demostracion
de las recién mencionadas caracterizaciones de la reflexividad hace uso de
una serie de resultados de G. Godefroy y N. Kalton referentes a la llamada

“topologia de la bola”.
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3.A. Subespacios normantes. La topologia de la bola.

Recordemos el siguiente concepto que se usara constantemente en este

capitulo.

3.1 Definicién. Sea X un espacio de Banach y N un subespacio de X*.
Se dice que N es un subespacio normante, si es cerrado (en la topologia de

la norma) y satisface que
|lz]| = sup{|z*()| : =" € By} Vee€X.

Equivalentemente, aplicando el Teorema de Hahn-Banach, un subespacio ce-
rrado N de X* es normante si, y sélo si, By es débil-*-densa en By-..
Notaremos Nyx a la interseccién de todos los subespacios normantes de X*.

En general Ny es un subespacio cerrado de X*, pero no siempre es normante.

Claramente, si un espacio de Banach X admite un predual N, entonces
N es un subespacio normante de X*. Por tanto, si X es un espacio dual
y X" no contiene subespacios propios normantes, entonces X es reflexivo.
Como veremos, la hipétesis de ser dual se puede debilitar, exigiendo solamente

la propiedad siguiente:

3.2 Definicién. Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad de
interseccion finita-infinita (en breve, IPy) si toda familia de bolas cerradas

en X, con interseccién vacia, contiene una subfamilia finita con interseccion

vacia.




Funcién de dualidad y reflexividad. 59

Usando el Teorema de Banach-Alaogli, es facil ver que, si existe una pro-
yeccién lineal de norma 1 de X** sobre X, entonces X verifica la propiedad

IP; ... En particular, todo espacio dual tiene la propiedad IP .

El siguiente resultado se debe a G. Godefroy, si bien no aparece explicita-
mente en ninguno de sus trabajos. Notamos Bx(z,r) a la bola cerrada de

centro ¢ € X yradio r 2 0.

3.3 Lema (Godefroy). Sea X un espacio de Banach verificando la propiedad

IP; ., y tal que X* no contiene subespacios propios normantes. Entonces X

es reflexivo.

Demostracién. Fijemos z** € X**; como consecuencia de tener X la

propiedad IP ., veremos en primer lugar que se verifica

N Bx(z,|le™ —z|l) # 0. (1)

zeX

Dados z,...,z, € X, consideremos la familia
F = {Bx(z, ||z — x|l +¢): i=1,2,..,n, € >0}.
Fijado € > 0,sea 6 >0 tal que
§|lz™ -zl <e  i=1,2,..,n.

Aplicando el Principio de Reflexividad Local (ver, por ejemplo, [15]) al subes-
pacio E de X** engendrado por z*,z,..,T, obtenemos una aplicacién

lineal T de E en X verificando que

T(z;) = ; i=1,2,..,n,
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ITell < (1 +8)lle Ve € E.

Para i =1,2,...,n, se tiene que
ITz* = &if| = | T(z™ — @)l < (1 + )| —zill < |la™ — il +e,

luego

() Bx(zi ll™ — zil| +¢€) # 0.

i=1
A partir de ésto, es ya facil deducir que toda subfamilia finita de F tiene

interseccién no vacia. Aplicando la propiedad IP ., se tendra que

0 4 () () Bx(ew ™ — il + ) = () Bx(zalla™ — ).

i=1e>0 t=1

En vista de la arbitrariedad de ;,3, ..., Z,, hemos probado que la familia
G = {Bx(z, ||z —z|) . z€ X}

verifica que cualquier subfamilia finita tiene interseccién no vacia. De nuevo

por la propiedad 1Py sc obtiene (1).
Sea pues y € X verificando que
ly =zl < fla*" =2l VeeX;
es claro que también se tiene
Ay —z|| < Az -zl Yee X VAEK, (2)

ysea N = ker(z** —y). Para cada z € X, aplicando el Teorema de extension

o

Hahn-Banach podemos encontrar z** € X** verificando:

Mv=zn, 1270 =zl
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Puesto que 2** — z se anula en ker(z™* — existira un escalar A tal que
q

2™ —z= Mz

-y

Tomando en (2) = Ay — z = Az™ — z™ obtenemos que

Izl < =1 = Nl ]l

En vista de la arbitrariedad de z hemes probado que ker(z**—y) es normante.
Puesto que, por hipétesis, X* no contiene subespacios propios normantes,
deducimos que z** =y € X. Como z** € X™* era arbitrario, X es reflexivo.

A la vista del lema anterior, el principal resultado de este capitulo se seguira
inmediatamente del hecho de que, si X es un espacio de Banach bastante
suave, X* no contiene subespacios propios normantes. En el caso de que X
sea separable, este hecho se deducird facilmente de los resultados del capitulo
anterior. Sin embargo, eliminar la hipdtesis de separabilidad no va a ser facil.
Supuesto que, para todo subespacio separable Y de X, Y* no contenga
subespacios propios normantes, queremos obtener que tampoco X" contiene
subespacios propios normantes. Ello se conseguird utilizando resultados de

Godefroy y Kalton referentes a la topologia que a continuacion se define:

3.4 Definicién. Dado un espacio de Banach X se define la topologia de la
bola, by, como la minima topologia en X para la cual cada bola cerrada es
cerrada. En otras palabras, los conjuntos de la forma

n

X \ U BX(Ié': Pi)t

i=1
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donde n € N, zy,....,2n € X ¥ p1,P2,.pn 2 0, forman una base de la
topologia bx. Nétese que by depende esencialmente de la norma que se
considere en X al sustituir la norma de X por otra equivalente, la topologia

bx puede cambiar.

En general, la topologia de la bola puede no ser compatible con la estructura
vectorial del espacio, sin embargo conviene observar para uso posterior que
las homotecias son homeomorfismos para la topologia de la bola, un hecho

evidente.

La relacién entre la topologia de la bola y los subespacios normantes viene

dada por el siguiente resultado.

3.5 Lema (Godefroy-Kalton [27, Theorem 2.4]). Sea X un espacio de Ba-
nachy z* € X*.

(i) Si z"|g, es bx-continuo, entonces z* € Ny, es decir, x* pertenece a

todos los subespacios normantes.

(ii) Si = € Nx y X es separable, entonces z*|p, es bx-continuo. u

A la vista del lema anterior la reduccién al caso separable, a la que nos

referiamos anteriormente, quedara resuelta mediante el siguiente enunciado.

3.6 Lema (Godefroy-Kalton [27, Proposition 2.5]). Sea X un espacio de
Banach y z* € X*. Si, para cada subespacio cerrado separable Y de X, se

verifica que z*|p, es by-continuo, entonces %\, es by -continuo. |
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Para nuestra segunda caracterizacién de la reflexividad usaremos el siguien-

te lema, tltimo resultado que tomaremos del trabajo de Godefroy-Kalton.

3.7 Lema (Godefroy-Kalton [27, Theorem 8.2]). Sea X un espacio de Ba-
nachy W un subconjunto acotado de X. Supongamos que, para cada norma
equivalente en X, W es cerrado en la correspondiente topologia de la bola.

Entonces W es débilmente compacto. [ ]

3.B. Caracterizaciones de la reflexividad.

El estudio de propiedades geométricas de los espacior de Banach que im-
plican reflexividad tiene una larga tradicién. Centrandonos en propiedades de
diferenciabilidad de la norma, cabe citar el hecho de que un espacio de Banach
dual con norma Fréchet-diferenciable es reflexivo, un resultado bien conocido
que algunas veces ha sido atribuido a V. Smulian, pero probablemente se debe
a K. Fan e L. Glicksberg [20, Theorem 3] (V. Smulian demostré que si las nor-
mas de X y X* son Fréchet-diferenciables, entonces X es reflexivo [54,

Théoréme 9]). Destaquemos dos generalizaciones conocidas de este resultado:

En primer lugar, J. Diestel [16, Theorem 1 p. 33] prueba que un espacio

de Banach dual, muy suave, es reflexivo, y la demostracion se puede modificar
facilmente para comprobar que, si la funcién de dualidad de un espacio de
Banach dual X es superiormente semicontinua para la topologia débil de
X, entonces X es reflexivo. En particular, si X es un espacio de Banach

bastante suave y su funcién de dualidad tiene valores débilmente compactos,
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entonces X es reflexivo, un resultado probado por W. Zhang [60, Theorem
2].

En segundo lugar, Aparicio-Ocana-Paya-Rodriguez [2] demostraron que un
espacio de Banach dual, con norma fuertemente subdiferenciable, es reflexi-
vo. Este resultado fue mejorado por G. Godefroy [26], quien demostré que
la hipétesis de ser el espacio dual puede debilitarse, exigiendo solamente la

propiedad IP; .

Pasamos ya a establecer el principal resultado del presente capitulo que,

como se vera, engloba y generaliza los recién mencionados.

3.8 Teorema. Un espacio de Banach es reflexivo si, y sdlo si, es bastante

suave y satisface la propiedad de interseccién finita-infinita.

Demostracion. Es claro que todo espacio de Banach reflexivo es bastante
suave y tiene la propiedad IP;.. Para obtener el reciproco, en vista del

Lema 3.3, bastara probar que si X es un espacio de Banach bastante suave

entonces X" no contiene subespacios propios normantes. Empezamos por el

caso separable.

Sea pues X un espacio de Banach separable, bastante suave, y N C X*
un subespacio normante. Sea z € Sx un punto suaveen X, z* el tinico
elemento de D(z) y, usando que N es normante, tomemos una sucesién
{vs} en By tal que y}(z) — 1. Aplicando la Proposicién 1.7, obtenemos

que {y.} convergea z* en la topologia débil de X*, luego z* € N. -

Por el Teorema 2.10, X es un espacio de Asplund, luego existe una

sucesion {z,}, cuyos términos forman un conjunto denso en Sy, tal que z,
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es un punto suave para cada n € IN (alternativamente se podria usar aqui el
Teorema de Mazur). Si llamamos z al tnico elemento de D(z,), sabemos
ya que z: € N para todo natural - Por otra parte, aplicando directamente
el Lema 2.8, tenemos que X* es la envolvente lineal cerrada del conjunto

{z%: n € N}, luego X* = N, como queriamcs.

Sea ya X un espacio de Banach bastante suave arbitrario, z* € X™ y
veamos que z* pertenece a cualquier subespacio normante, esto es, =" € Nx.
Si Y es un subespacio cerrado separable de X, Y es bastante suave
(Lema 2.9) luego, por lo ya demostrado, Y* no contiene subespacios propios
normantes, esto es Y* = Ny. Por el Lema 3.5(ii) z"5, es continuo para la
topologia de la bola by. En vista de la arbitrariedad de Y podemos aplicar el
Lema 3.6 para obtener que z*|g, es continuo para la topologia bx. Aplicando

ahora el Lema 3.5(1) tenemos que z* € Nx, como queriamos. [ |
q X q

3.9 Corolario. Todo espacio de Banach dual bastante suave es reflexivo. B

Como ya se ha dicho, el anterior resultado, con hipétesis adicionales, ha
sido obtenido en [60, Theorem 2] y también se ha comentado la siguiente

consecuencia directa del Teorema 3.8.

3.10 Corbolario [26] [2, Corollary 3.5). Si X es un espacio de Banach cuya

norma es fuertemente subdiferenciable y tiene la propiedad IP; ., entonces .~

es reflexivo. En particular, si X es un espacio de Banach dual, con norma

fuertemente subdiferenciable, entonces X es reflexivo. [ |
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Resaltemos, por tltimo, el hecho de que el Teorema 3.8 mejora este ltimo
resultado, debilitando la hipétesis hasta encontrar una condicion que no sdlo

es suficiente para la reflexividad sino también necesaria.

Nuestra segunda caracterizacion de la reflexividad es una consecuencia facil
del Lema 3.7.

3.11 Teorema. [/n espacio de Banach X es reflexivo si, y solo si, cualquier
norma equivalente sobre X es bastante suave. Es decir, todo espacio de

Banach no reflexivo admite una norma equivalente que no es bastante suave.

Demostracién. Sea X un espacio de Banach tal que toda norma equiva-
lente en X es bastante suave. Por el Teorema de Eberlein, basta probar que
todo subespacio separable de X es reflexivo. Ahora bien, puesto que toda
norma equivalente en un subespacio de X se extiende a una norma equiva-
lente de X, el Lema 2.9 nos dice que toda norma equivalente en cualquier
subespacio de X es bastante suave. En suma, podemos suponer que X es

separable.

Fijemos una norma | -|| en X que genere su topologia. Como en el
Teorema 3.8, sabemos que X* no contiene subespacios propios normantes.
Aplicando el Lema 3.5(ii) obtenemos que la restriccion a By de cualquier ele-
mento de X™* es continua para la topologia de la bola by, luego la topologia
inducida en By por la débil de X esta contenida en la inducida por by,
pero la otra inclusién es obvia. Asi pues, ambas topologias coinc: Yen en By

y, puesto que las homotecias son homeomorfismos para ambas, también coin-

ciden en cada subconjunto acotado de X. Deducimos que cada subconjunto
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débilmente cerrado y acotado de X es by-cerrado para cualquier norma equi-
valente en X (no se olvide que by depende de la norma concreta elegida) y
aplicamos el Lema 3.7 para obtener que todo subconjunto débilmente cerrado

y acotado de X es débilmente compacto, es decir, X es reflexivo. [

Este teorema mejora el obtenido por Hu-Lin [33, Theorem 11, (1) (3)],

segln el cual, X es reflexivo si, y sélo si, para cualquier norma equivalente so-

bre X, la funcién de dualidad es superiormente semicontinua para la topologia

débil de X*.




Capitule 3




Capitulo 4

La funcién de dualidad de una C*-algebra.

Dedicamos este capitulo al estudio de algunas propiedades de continuidad de
la funcién de dualidad de una C*-dlgebra (que siempre se considerara definida
sobre el cuerpo de los niimeros complejos C). En la primera seccién recoge-
mos algunos conceptos y resultados de la teoria de (C*-algebras que usaremos
mas adelante. En las siguientes secciones caracterizamos algebraicainente los
puntos de una C™*-dlgebra donde la norma es fuertemente subdiferenciable,
que veremos coinciden con los puntos bastante suaves, resultado que nos per-
mitird describir las C*-dlgebras con norma fuertemente subdiferenciable como
aquellas que son una cy-suma de algebras de operadores compactos sobre es-
pacios de Hilbert y obtendremos, por ultimo, una caracterizacion geométrica
de las ("*-algebras que pertenecen a una interesante clase de anillos, la de los

llamados “I-anillos”.
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4.A. Algunas notas sobre C*-algebras.

En lo que sigue recordamos algunos conceptos y resultados basicos de la
teoria general de (C*-dlgebras que se usaran, explicita o implicitamente, en el
presente capitulo. Este breve repaso nos permitird fijar la notacioén que vamos
a utilizar y facilitara las referencias. En lineas generales, toda la informacion
que aqui se da queda sobradamente cubierta por el texto de G. Pedersen [48],
sin perjuicio de que, para algunas cuestiones concretas, demos otra referencia

que nos parezca mas apropiada.

4.1 Definicién. Una C*-dlgebra es un algebra de Banach compleja, A,

dotada con una involucién, *, que es multiplicativa
(ab)* = b*a” Va,be A
y verifica la llamada propiedad estelar:
lla*al] = [la* Va € A.
La involucién de una C*-algebra es siempre isométrica:
lall = lla*] Ve € A

Un subconjunto B deuna C*-dlgebra A es autoadjunto cuando b € B para
todo b € B. Una subalgebra cerrada y autoadjunta B de A, con producto,
norma e involucién heredados de A, es también una C*-dlgebra. Decimos

que B esuna C*-subdlgebra de A.

Si L es un espacio topolégico localmente compacto de Hausdorff, notare-

mos Cy(L) al algebra de Banach de las funciones complejas continuas en
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L que se anulan en el infinito. Cy{L) es una C*-algebra conmutativa con

involucion dada por
f1(t) = fit) (te L, f€Co(L)).

Si H es un espacio de Hilbert complejo, el algebra de Banach L(H) delos
operadores lineales continuos en H, con involucién dada por T — T, donde
T* es el operador adjunto de T € L(H), es una C*-algebra. Destacamos
la C*-subalgebra K(H) formada por los operadores compactos. K(H) es

conmutativa sélo si H es unidimensional.

Si una C*-algebra A # {0} tiene unidad, diremos que A es unital, la
unidad se notara siempre por 1 y se verificaque 1* =1 y ||1]| = 1. Co(L)
es unital si, y solo si, L es compacto, en cuyo caso Cy(L) = C(L) es la
C*-algebra de todas las funciones continuas en L. L{H) siempre es unital y

K(H) loessi, ysolosi, H tiene dimensién finita.

4.2 Proposicién. Sea A una C*-dlgebra sin unidad y sea A la unitizacién
de A. Entonces A es una C*-algebra unital con involuvion y norma dadas

por

(a+ M) =a"+ A1, |la+Al| = sup |lab+ Xb|| (a€ A, Xe C).
bEB 4

En el caso de que A sea ya unital, se entenders que A= A.

El espectro de un elemento @ de una C*-algebra A se denotara por

sp(a,.A), o simplemente sp(a) si no hay lugar a confusién. Concretamente,
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sp(a) es el conjunto de los nimeros complejos A tales que Al —a no es
inversible en A. Recordemos que sp(a) es un subconjunto compacto, no

vacio, de C; la férmula de Gelfand-Beurling para el radio espectral afirma que

max{|A| : A € sp(a)} = lim la™]|Y* (a € A).

Cuando a es un elemento normal, a*a = aa®, se sigue que
max{|A : A € sp(@)} = [al.

Si u es un elemento unitario de A, u*u = uu* = 1, el espectro de u estd

L

contenido en la circunferencia unidad. Si ¢ € A es autoadjunto, a* = a,
entonces sp(a) € R. Finalmente, si A es una C*-subalgebra de otra

C*-algebra B, se tiene
sp(a. A) \ {0} =sp(e,B)\ {0} Va€ A
El siguiente enunciado supone una perfecta descripcion de todas las C*-

algebras conmutativas. Recordemos que si A y B son C*-algebras, un

*-homomorfismo de A en B es un homomorfismo de algebras @ tal que
Va € A.
Se verifica entonces que

[®(a)]| < llafl  VYa € A.

En particular los *-isomorfismos son isométricos.

4.3 Teorema (de Gelfand-Naimark conmutativo). Sea A una C*-dlgebra

conmutativa y sea L el conjunto de los funcionales lineales multiplicativos de

A sobre C.
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(i) L C Sae y, con la topologia inducida por la débil-x de A", L es un

espacio topoldgico localmente compacto de Hausdorff.

Para cada a € A, sea @ la transformada de Gelfand de a, es decir,

a:L — C viene dada por
(p € L).

(ii) La aplicacién a — @ es un *-isomorfismo de A sobre la C*-Zlgebra
Co(L). Se tiene

a(L)\ {0} =sp(e) \ {0} Va€ A

En el caso de la (C*-algebra conmutativa engendrada por un sélo elemento,
a, es facil ver que el espacio localmente compacto L del teorema anterior
se identifica con sp(a) \ {0} con la topologia inducida por la usual de C.

Tenemos por tanto:

4.4 Corolario (Calculo funcional continuo). Sea a un elemento normal de

una C*-dlgebra A, sea B la C*-subdlgebra de A engendrada por a,y sea

L = sp(a)\ {0}. Entonces existe un tinico *-isomorfismo & : Co(L) — B, tal

que ®(z,) =a donde z,(t) =t paratodo t€ L.

® recibe el nombre de cdlculo funcional continuo en el elemento a. Para

z € Co(L) se suele escribir
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Se verifica que

sp(z(a)) \ {0} = 2(L) \ {0}.

4.5 Definicién. Se dice que un elemento de una C*-ilgebra A es positivo
si es autoadjunto y su espectro estd contenido en el conjunto de los nimeros
reales no negativos. El conjunto, Pos(A), de los elementos positivos de A, es
un cono convexo cerrado, verificando que Pos(.A) N (—Pos(A)) = {0}, luego

si para dos elementos autoadjuntos a@,b€ A definimos
a<b & b—a€ Pos(A)

se obtiene un orden en el conjunto de los elementos autoadjuntos de A

compatible con su estructura de espacio vectorial real.

Usando el calculo funcional continuo, es facil ver que para a € Pos(A)

existe un unico b € Pos(.A) tal que b = a. Se dice que b es la raiz cuadrada

positiva de a y se escribe h = a'/?. Es claro que ||a'/?|| = ||a||*/2.

4.6 Lema. Si A esuna (C*-dlgebray a € A entonces a*a es positivo.
Podemos asi introducir el siguiente concepto:

4.7 Definicién. Para un elemento a de una ("-algebra A se define el
valor absoluto de a, y se nota por |a|, como la tnica raiz cuadrada positiva
del elemento a*a:

la| = (a”a)'/2.

Es claro que |||a|| = |||
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Hasta aqui los conceptos y resultados de la teoria elemental de C*-algebras
que vamos a utilizar. Dando, no lo negamos, un gran salto en el vacio, comenta-
mos ahora otra serie de resultados que no se pueden calificar ya de elementales

pero que nos seran igualmente necesarios.

El bidual de una C*-dlgebra tiene una estructura de C*-algebra que esta
determinada en forma tnica si se exigen ciertas condiciones completamente

naturales:

4.8 Teorema. Sea A una C*-dlgebra. Existe un tnico producto y una inica
involucién en el espacio de Banach A™, con los cuales A*™ se convierte en

una ('"-dlgebra, verificando las siguientes condiciones:

(i) La inyeccion candnicade A en A™ es un *-homomorfismo, es decir, el

producto y la involucién de A™ extienden a los de A.
(ii) La involucién de A* es débil-* continua.

(iii) El producto de A™ es separadamente continuo para la topologia débil-x.

Una demostracién clasica de este resultado puede verse en el texto de .

Sakai [50, Theorems 1.17.2, 1.7.8]. Otra demostrav.én, quizds més elegante, se

basa en el Teorema de Vidav-Palmer [7, Theorem 12.5]. El producto de .4**
es el llamado producto de Arens, definible en el bidual de cualquier 4lgebra de
Banach, con la agradable particularidad de que las C*-algebras son Arens-
regulares (los dos posibles productos de Arens coinciden). En cuanto a la

involucién de A™, no es otra que la doble transpuesta de la de A.
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4.9 Definicion. Si A es una C*-algebra, la estructura de A* permite ver

A* como un A**-bimédulo. Para ello, dados ¢ € A*, u € A**, basta definir

[pu)(a) := [ua](p) y [ug](a):=[au)(p) (a€A).

Notemos que

lpul| = sup [ua](¢) < [jull l|el
a€EB 4

y analogamente |lug| < |lu||||¢||, para cualesquiera ¢ € A*, u € A™.

La descomposicion polar de un elemento de una C*-ilgebra se consigue
con facilidad aprovechando la estructura de C*-algebra del bidual. Conviene

previamente recordar algunos conceptos.

4.10 Definicién. Una proyeccion en una C*-algebra A, es un idempotente

autoadjunto, es decir, un elemento p € A tal que
=p=p.

El orden entre proyecciones tiene una facil caracterizacién; si p y ¢ son

proyecciones, se tiene

p<q & pg=p & gqp=p

Se dice que v € A es una isomelria parcial si v*v es una proyeccién. Es
faci! probar que, entonces, vv*v = v, luego vv* también es una proyeccién y

v* es una isometria parcial.
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4.11 Teorema. Sea a un elemento de una C*-dlgebra A. Existe una

isometria parcial u € A* tal que
a = ulal, |a| = u*a.

Si se exige que u*u sea la minima proyeccién en A™ tal que u*ula| = |a|
entonces u es tnica. Se dice entonces que a = uja| es la descomposicion

polar de a. ]

Sélo nos queda presentar el concepto de proyeccion abierta en el bidual de
una C*-4lgebra y explicar su utilidad. Empezaremos motivandolo en el caso

conmutativo.

Sea L un espacio localmente compacto de Hausdorff y { un subconjunto
abierto de L. La funcién caracteristica de 1} puede considerarse, a todos los
efectos, como un elemento de Co{L)**; de hecho, igual ocurre con cualquier
funcién Borel-medible y acotada en L. La manera mas fac.! de explicar ésto
involucra el Teorema de representacién de Riesz, segin el cual, Cy(L)* se
identifica con el espacio de Banach M(L) de las medidas de Borel complejas

regulares en L con la norma de la variacién total.

4.12 Proposicién. Sea L un espacio localimente compacto de Hausdorff y
consideremos la C*-adlgebra B(L) de las funciones Borel-medibles y acotadas

en L. Para f & B(L) definimos ®(f) € Co(L)™ = M(L)* por

o(f)uw) = [ fdu  (ne ML),

Entonces ® es un *-homomorfismo isométrico de B(L) en Co(L)™, que

extiende a la inyeccién candnica de Co(L) en su bidual |
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La demostracion de que ® es un *-homomorfismo (claramente isométrico)
es un sencillo ejercicio, bien usando la definiciéon del producto de Arens y la
involucién de Co(L)**, bien teniendo en cuenta que Co(L) es débil-» denso en
Co(L)* y las propiedades de continuidad de dicho producto e involucién para
la topologia débil-*. Asi pues, identificando B(L) con su imagen mediante

® podemos usar libremente la doble inclusion:
Co(L) C B(L) C Co(L)™.

Si ahora yq es la funcién caracteristica de un abierto Q2 C L, es claro que
Xa es una proyeccion en Co(L)™. Vamos a ver que xq tiene una propiedad
adicional que, de hecho, caracteriza a las proyecciones de este tipo. Usando el
Lema de Urysohn, no es dificil construir una red creciente {z,} de funciones
no negativas de Cy(L) que converge puntualmente a xgq. Por el Teorema de
Dini, la red {z)} converge uniformemente a 1 en cada subconjunto compacto
de Q. Se sigue facilmente, usando la regularidad de los eiementos de M(L),
que {z,} converge a xp en la topologia débil-+ de Cy(L)™. En suma,
Xq es limite débil-*x de una red creciente de elementos positivos de Cp(L).
Reciprocamente, sea p una proyeccion en o(L)™ y {za} una red creciente
de elementos positivos de Co(L) que converja a p en la topologia débil-*
de Cg(L)**. Se comprueba sin dificultad que, por ser p una proyeccion, para

cada t € L lared {z)(t)} converge a cero o a uno. Llamando
Q={teL: {«\(t)} - 1},

por ser {x,} una red creciente, se obtiene que ! es un subconjunto abierto

de L y claramente lared {z)} converge puntualmente a xg. El mism¢ argu-

mento empleado anteriormente muestra que, de hecho, la red {x)} converge

a Xq en la topologia débil-x de Cp(L)**, luego p = vq.
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La demostracion de que ® es un *-homomorfismo {claramente isométzrico)
es un sencillo ejercicio, bien usando la definicién del producto de Arens y la
involucién de Cy(L)**, bien teniendo en cuenta que Co(L) es débil-* denso en
Co(L)™ y las propiedades de continuidad de dicho producto e involucién para
la topologia débil-*. Asi pues, identificando B(L) con su imagen mediante

® podemos usar libremente la doble inclusién:
Co(L) € B(L) € Co(L)™.

Si ahora xq es la funcién caracteristica de un abierto §) C L, es claro que
Xq es una proyecciéon en Co(L)*™. Vamos a ver que yq tiene una propiedad
adicional que, de hecho, caracteriza a las proyecciones de este tipo. Usando el
Lema de Urysohn, no es dificil construir una red creciente {z,} de funciones
no negativas de Co(L) que converge puntualmente a ygq. Por el Teorema de
Dini, la red {z)} converge uniformemente a 1 en cada subconjunto compacto
de 1. Se sigue ficilmente, usando la regularidad de los elementos de M(L),
que {z)} converge a xq en la topologia débil-x de Cy(L)**. En suma,
Xq es limite débil-+ de una red creciente de elementos positivos de Cy(L).
Reciprocamente, sea p una proyeccién en Co(L)™ y {z»} una red creciente
de elementos positivos de Co(L) que converja a p en la topologia débil-x
de Co(L)™. Se comprueba sin dificultad que, por ser p una proyeccién, para

cada t € L lared {z)(t)} converge a cero o a uno. Llamando
Q={teL: {z\(t)} — 1},

por ser {z)} una red creciente, se obtiene que {2 es un subconjunto abierto

de L y claramentelared {z)} converge puntualmente a xq. El mismo argu-

mento empleado anteriormente muestra que, de hecho, la red {z,} converge

a xq en la topologia débil-x de Co(L)*™, luego p = xq.
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Queda motivado el siguiente concepto.

4.13 Definicién. Sea A una C*-ilgebra y Q una proyeccién en A**.
Diremos que @ es una proyeccion abierta si existe una red creciente de ele-
mentos positivos en A que converge a @ en la topologia débil-* de A™.
Notese que, si B es una C*-subalgebra de A, mediante la identificacién

B™ = B* C A* toda proyeccién abierta en B* loes en A*™.

Nuestra discusion previa se resume en el siguiente enunciado.

4.14 Proposicién. Sea L un espacio localmente compacto de Hausdorft,
Las proyecciones abiertas de Co(L)™ son las funciones caracteristicas de los

subconjuntos abiertos de L. [ ]

Recordemos que existe una biyeccién entre los ideales cerrados de Cy(L)
y los subconjuntos abiertos de L (o las proyecciones abiertas en Co(L)™),
cada abierto 2 C L se corresponde con el ideal formado por las funciones que
se anulan en L \ ). La siguiente proposicién generaliza este hecho al caso de

una (C'*-algebra arbitraria.

4.15 Proposicién. Sea A una C*-lgebra. La aplicacién

Q-— A"QNA

establece una correspondencia biyectiva entre el conjunto de las proyecciones

abiertas en A*™ y los ideales izquierdos cerrados de A. [ ]
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La demostracién de este resultado puede verse en [48, 3.10.7, 3.10.11]. Sin
embargo, sélo usaremos que, si @ es una proyeccién abierta no nula en A,
entonces A™Q N A es un ideal izquierdo cerrado, no nulo, de A, y esto es

casi evidente.

4.B. Puntos de subdiferenciabilidad fuerte y bastante
suaves.

En la presente seccién vamos a caracterizar en términos algebraicos los
puntos donde la norma de una C*-ilgebra es fuertemente subdiferenciable

que, como veremos, coinciden con los puntos bastante suaves.

Tratemos previamente el caso conmutativo, bastante sencillo y orientativo.

4.16 Proposicién. Sea L un espacio topologico localmente compacto de

Hausdorff, = un punto de la esfera unidad de Co(L) v consideremos el

conjunto compacto
K:={telL: |z(t)] =1}.

Entonces:

(a) D(z) es el cierre en Ia topologia débil-x de la envolvente convexa del

conjunto

{z(®)6.: teK.)

J ¥

donde, para t € L, 6, es el funcional de evaluacién en el punto t.
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(b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) La norma de Co(L) es fuertemente subdiferenciable en z.
(ii) =z es un punto bastante suave en Cy(L).

(iii) sup{|z(t)|: t € L\ K.} <1, equivalentemente, K, es abierto.

Demostraciéon. (a). Fs bien conocido que el conjunto de los puntos

extremos de B,y es
{A6: |A| =1, teL}.

Notemos que uno de estos puntos extremos A\§; pertenece a D(z) si, y sélo
si, t € K, y A= z(t). Teniendo en cuenta que D(z) es un subconjurto
extremo de Bg,(z)» ¥, por tanto, los puntos extremos de D(z) también lo son
de Bg,(L)+, basta aplicar el Teorema de Krein-Milman al conjunto convexo y

débil-* compacto D(z).
(b). (i) = (ii). Evidente.

(ii) = (iii). Razonando por reduccién al absurdo supongamos que existe

una sucesion {t,} en L\ K, tal que |z(¢,)| — 1. Poniendo

Pn = (s )8, (n € IN)

se obtiene una sucesion {@,} en Bg,r) tal que {p,(z)} — 1. Llegaremos

a contradiccién encontrando un entorno de cero U en la topologia débil de
Co(L)* tal que

on ¢ D(z) + U
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para n suficientemente grande (Proposicién 1.7). Para cada natural n, el

Lema de Urysohn nos permite encontrar una funcién y, en Co(L) tal que
palts) =1 parak=1,2,..m, pa(K)=1{0), 0<pa<l.

Sea F un valor adherente a la sucesion {y,} en la topologia débil-+ de
Co(L)*™. Si ¢ € D(z), tenemos que £(y.) = 0 para todo n, asi que
F(£) = 0. Por otro lado, fijado un natural n setiene yx(t,) =1 para k2 n,
luego Fié,)=1y F(p,)=z(t,). Asi pues {|F(p,)|} =1 y basta tomar

U= {¢ € Co(L)*: |F(p)| < %}

(iii) = (i). Sea € un nimero real positivo y tomemos
6 = min {¢,1 —sup{|z(t)| : ¢t € L\ K;}}.

Para y € Sco(z), con ||y — || < &, es claro que K, C K, y, tomando un
punto arbitrario t € K, tenemos que z(t)6; € D(z), y(1)é: € D(y), luego

dist(D(y), D(z)) < |y(®) - ()| <ce,

con lo que basta aplicar la Proposicién 1.12 ((iii) = (iv)).

Para que se comprenda la extension del resultado anterior al caso no con-
mutativo, piénsese que la condicién (iii) equivale a que el espectro de la funcién
|z| tenga a 1 como punto aislado, mientras que, cuando el compacto K, es
también abierto, su funcién caracteristica es una proyeccién p en Co(L) tal

que

plzl=p vy |llz]-pll <1,
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afirmacion que tiene perfecto sentido en caso no conmutativo. Iniciamos pues
el camino hacia una versién general de la proposicién anterior, cuyo contenido

se puede ya adivinar en gran parte.

El siguiente lema técnico mejora ligeramente un resultado de K. Tay-
lor y W. Werner [56, Lemma 2.7]. La demostracién, una aplicacién directa
de la propiedad estelar, est4 inspirada en el argumento de dichos autores.
Recuérdese que el dual A* de una C*-dlgebra tenfa una estructura natural
de A"*-bimédulo (Definicién 4.9).

4.17 Lema. Sea A una C*-dlgsbra, o € A* y p una proyeccién en A™.
Entonces se verifican las siguientes desigualdades

el + lle = wpll® < ||¢||?,

llpell® + ke = pell® < llepll?.

Demostracién. Evidentemente podemos suponer que llell = 1. Sean «

y A numeros reales positivos y tomemos a,b€ S - Aplicando la igualdad

estelar se tiene que

aRe (¢p)(a) + BRe (¢ — ¢p)(b) = Re [apa + A(b - pb)](¢)
< |lepa+ B(b— pb)|
= |la*a*pa + F%(b*b — b*pb)||\/?
(a2+62)1/2.

Tomando supremo en el primer miembro en a,b€ S, se tendra que:

allepll + Blle — epl} < (a® + g2)112,
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En particular haciendo

el e — enl
— 5 -
(lepll* + lle — wpll?)72 (el + lle — wpl*)2

se consigue la primera desigualdad. La segunda se obtiene de forma analoga.
[

La norma de una C*-ilgebra unital es siempre fuertemente subdiferenciable
en la unidad. Este es un hecho bien conocido, incluso en ambientes mucho
mas generales; no obstante su demostracién es tan sencilla que no cuesta nada

recordarla: si a € S4, para ¢ € D(a) se tiene que wa € D(1), luego
dist(D(a), D(1)) < llp - gal| < |1 - a].

De hecho, usando el lema anterior, podemos probar algo mejor.

4.18 Lema. Sea p una proyeccién no nula en la C*-dlgebra A. Entonces

la norma de A es fuertemente subdiferenciable en p.

Demostracién. Consideremos la C*-dlgebra B = pAp y ndtese que p
es la unidad de B, luego, por lo ya comentado, la norma de B es fuertemente
subdiferenciable en p. Asi pues, dado ¢ > 0 podemos encontrar un & > 0

tal que
£€B’, Ref(p) >1-6 = dist(£, D(p, B)) < ¢/2. (1)

No hay inconveniente en suponer que 6§ < 1 y 2v26 < €/2. Sea ¢ € B4« con
Re ¢(p) > 16 y apliquemos (1) con ¢ = ¢|s para obtener un ¢' € D(p,B)

tal que ||é — ¢'|| < €/2. Definimos entonces

1

v (a)=E(pap) (a€ A)
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Es claro que ¢ € D(p,A) y la demostracién se concluird probando que

lle = ¢'|| < &. Observemos en primer lugar que

lpwp — &'l = sup {|(pep — ¢')(a)|} = sup {|(¢ - € )(pap)|} = ||€ - €| < %
a€B, a€B,

luego bastara probar que
€
le = perll < 5.
Usando la primera desigualdad del Lema 4.17, junto con el hecho de que

lepll > Re o(p) > 1 — 6, se tiene que
lle = epll* <1 - flgpll® < 1-(1-6)* < 26.

Por otra parte, la segunda desigualdad del Lema 4.17, aplicada al funcional

¥p, junto con el hecho de que |jpyp|| > Re @(p) > 1 - 6, nos da

llep — pepll* < 1= |lpep||® < 1 = (1 — 6)? < 26.

Concluimos finalmente que

E
e = pepll < lle = @pll + |lop — pepll < 2v26 < g

Asi pues, la norma de una C*-algebra que contenga proyecciones no nulas
es fuertemente subdiferenciable en algunos puntos de la esfera unidad. El

reciproco también es cierto, como se verd mas adelante.

Consideremos el hecho (trivial) de que los puntos bastante suaves de un
espacio de Banach (resp. los puntos donde la norma es fuertemente subdiferen-

ciable) se conservan por biyecciones lineales isométricas. La multiplicacién por
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un elemento unitario de una C*-algebra unital es un caso particular. Nuestro
préximo lema muestra que la multiplicacién por una isometria parcial también

preserva algunos puntos bastante suaves (resp. de subdiferenciabilidad fuerte).

4.19 Lema. Sea A una C*-dlgebra, a € S4 y v € A™ una isometria
parcial tal que va € A y v*va=a. Si a es un punto bastante suave (resp.
la norma de A es fuertemente subdiferenciable en a ) entonces va también
es bastante suave (resp. la norma de A es fuertemente subdiferenciable en

va ).

Demostracién. Sea U un entorno de cero convexo en la topologia débil
(resp. de la norma) de A*, y sea V un entorno de cero en dicha topologia
tal que, para ¢ € V, se tenga que @v* € U/2 (la aplicacién lineal @ > v*
es continua en la topologia de la norma y, por tanto, también en la débil). Por
hipétesis, debe existir un 6 > 0 tal que si §€ By y Rebla) >1-6
entonces { € D(a) + V. Podemos suponer que § < 1 y que V26B4. C U/2.

Sea ¢ € Bys tal que Re p(va) > 1 — 4. Puesto que Re [pv](a) >1 -6

existira ¢ € D(a) tal que gv—¢ € V. Tomando @ =Ev" se tiene que
lefl <1y

#(va) =€ (v'va) = £'(a) = 1,
asi que ' € D(va). Terminaremos la demostracién viendo que p—¢ € U.

En primer lugar, puesto que v —¢ € V, se sigue que
pov" — ¢ = pov” — vt e U/f2.
Por otro lado, aplicando el Lema 4.17 a la proyeccion p = vv*, se tiene

lle = oo™l < 1= [lpvo®|? < 1 - |p(vv*va)|? =
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=1-|p(va)l’ <1 -(1-6)* <26

por tanto,

@ — pov* € V26B,. C U/2.

Concluimos asi que ¢ — ¢ € U.

Obsérvese, que para a € Su, considerando la descomposicién polar
a = ulg|, la| = u*a
tenemos que uu'a =a y uula| = |a|, luego podemos aplicar el lema anterior,

con v=1u" y v =u,para obtener el siguiente resultado:

4.20 Proposicién. Sea A una C*-dlgebray a € Sy4.

(i) a es bastante suave si, y slo si, |a| es bastante suave.

(ii) La norma de A es fuertemente subdiferenciable en a si, ¥ solo si, Io es

en |al. m

Podemos ya establecer el resultado fundamental del presente capitulo:

4.21 Teorema. Sea A una C*-dlgebray a € S4. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes.

(i) La norma de A es fuertemente subdiferenciable en a.

(ii) @ es un punto bastante suave en A.
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(iii) 1 es un punto aislado del espectro de |a|.
(iv) Existe una proyeccion p € A tal que
lalp=p y |lal-pll <1

(v) Existe una isometria parcial v € A tal que

®

aw'=w" y |e-v||<l.

Demostracién. (i) = (ii). Evidente.

(if) = (iii). Por la proposicién anterior, |a| es bastante suave en A,
luego también es bastante suave en la C*-subdlgebra B que engendra (ver la

demostracion del Lema 2.9). Teniendo en cuenta la identificacién

B = Co(sp(|al) \ {0})

Yy que [a| se identifica con la funcién identidad de sp(jal)\ {0} en C

(Corolario 4.4), basta aplicar la Proposicién 4.16.

(iii) = (iv). Sea B la C*-ilgebra engendrada por le|, y consideremos
nuevamente a los elementos de B como fundiones continuas sobre el espacio
localmente compacto L = sp(|a])\{0} que se anulan en infinito. Basta tomar
como p la funcién caracteristica del conjunto {1}, que pertenece a Co(L), ya
que, por hipotesis, 1 es un punto aislado de L. Puesto que l|a| es la funcién

identidad de L en C, es claro que |a|p=p mientras que:

IIal - pll = sup(sp(la]) \ {1}) < 1,

donde la iltima desigualdad se debe también al hecho de que 1 es un punto

aislado de sp(|al).
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(iv) = (v). Sea u la isometria parcial que aparece en la descomposicién

polar de @ y tomemos v = up. Puesto que
v = ulalp = ap,
tenemos que v € A. Ademas

v'v = pu'up = pu”ulalp = pu”ap = pla|p = p,
asi que v es una isometria parcial.

Para ver que v cumple la primera de las condiciones de (v), observemos
que
av* = ulalpu” = upu* = vv*,
mientras que, para la segunda condicién, puesto que v*a = pu®a = pla| =p

y por tanto a*v = p obtenemos:

la=v|* = |la"a—a*v—v*a+ v*v||
Il la* - p|
lHal(lal = p)I| < |l la] - pll < 1.

(v) = (iv). Temando p=v*v tenemos que p es una proyeccién en A y

plal’p = v*va*av*v = v*(av*)*(av* ) = v*(vv™)(vo*)v = p.

Razonando en la unitizacién de A, tenemos p(1 — |af?)p =0, 0 lo que es lo
mismo, llamando b a la raiz cuadrada positiva del elemento positivo 1— lal?,
0 = pb’p = pb(pb)*, de donde pb=10 y p(1 - |a|?) = pb? = 0. Puesto que

1+ |a| es un elemento inversible, se tiene que

p(1 —la]) = p(1 - |al’)(1 + |af)* = 0.
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Asi pues, pla| =p y por tanto |a|p = p.
Por otro lado, puesto que fla—v| <1 y
p=plaf’ = (v"v0")a = ',
tenemos que

el = plI* = lla*a — pl| = [la*a - v*a]| < [|a* = "] < 1.

(iv) = (i). Para probar (i) demostraremos que la norma de A es fuerte-
mente subdiferenciable en |a| y el resultado se seguira de la Proposicién 4.20.
Puesto que la norma de A es fuertemente subdiferenciable en p (Lema 4.18),

vamos a ver que es suficiente probar la igualdad

D(la]) = D(p). (1)

Esta observacion es valida a nivel completamente general: si r e y son puntos
de la esfera unidad de un espacio de Banach verificando que D(z) = D(y),
entonces la norma es fuertemente subdiferenciable en z si, y sélo si, lo es en
y. La demostracion aparece en [22, Proposition 3.1], pero es tan sencilla que
podemos reproducirla ficilmente en nuestro caso particular. En efecto, sea
{#n} unasucesion en Bu. tal que @.{|a]) — 1; bastara ver que @,(p) — 1

pues entonces la subdiferenciabilidad fuerte de Ja norma en p nos daré que
dist(@n, D(|a|)) = dist(pn, D(p)) — 0.

Supongamos por el contrario que {p,(p)} no converge a 1, tomamos una
sucesion parcial {@,m)} tal que Re @,n(p) = A <1 ysea ¢ un valor
adherente a {¢,(»)} en la topologia débil-x de A". Entonces ¢ € Df|al),

luego ¢(p) = 1, mientras que Re ¢(p) = A, una contradiccién.
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Asi pues, basta probar la igualdad (1). Notemos B ala C*-subélgebra de
A engendrada por |a| y p, en vista del Teorema de Hahn-Banach, bastara

probar que

D(|a|, B) = D(p, B).

Ahora, puesto que B es conmutativa, podemos identificar B con Co(L) para
conveniente espacio localmente compacto L (Teorema 4.3) y p se convierte
en la funcidn caracteristica de un conjunto abierto y cerrado 2 C L. Por ser
ple| = p tenemos que |a|(t) = 1 para ¢ € {1, mientras que la condicién

llla] = pll <1 nos dice que |a|(t) <1 si t € L\ Q. En suma, se tiene que
{tel: pl)=1}=0={teL: jd)=1},

de donde D(p,Co(L)) = D(|a|,Co(L)) (Proposicién 4.16), como se queria. B

En vista de la equivalencia entre las afirmaciones (i) y (ii) del teorema an-
terior, en el ambiente de las C*-algebras hablaremos a partir de este momento
solamente de puntos de subdiferenciabilidad fuerte. La afirmacion (iv) nos
permite justificar un hecho que ya habiamos anunciado: una C*-algebra cuya
norma sea fuertemente subdiferenciable en algin punto de la esfera unidad

contiene proyecciones no nulas; el reciproco venia ya dado por el Lema 4.18.

En [56] y [57], K. Taylor y W. Werner han obtenido, para la Fréchet-diferen-
ciabilidad de la norma en una C*-algebra, resultados paralelos a los dados en

el teorema anterior. De hecho, ellos prueban que la norma de una C*-algebra

A es Fréchet-diferenciable en a € S, si, y sélo si, existe una proyeccién

p € A tal que

lelp=p, |le|—pl <1
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Yy p es minimal en A™, equivalentemente, pAp = Cp. El teorema ante-
rior muestra que pasar de la Fréchet-diferenciabilidad a la subdiferenciablidad
fuerte repercute solamente en eliminar la minimalidad de p. El caso con-
mutativo es especialmente clarificador, la norma de Cy(L) es fuertemente

subdiferenciable en z € S¢,) cuando
sup{lz()] : |=(t)| < 1} <11,
la proyeccién p es la funcién caracteristica del conjunto abierto y cerrado
K.={tekL: |z(t)] =1}

y la Fréchet-diferenciabilidad, o la minimalidad de p, se da cuando K, se

reduce a un punto.

Si la norma de A es Fréchet-diferenciable en un punto ¢ y B es una
C*-algebra mas grande, entonces la norma de B no es necesariamente Fréchet-
diferenciable en el punto a, pero si que sigue siendo fuertemente subdiferen-
ciable en a, como muestra la siguiente consecuencia inmediata del teorema

anterior.

4.22 Corolario. Sean B una C*-dlgebra, A una C*-subélgebra de B y

@ € S4. Sila norma de A es fuertemente subdiferenciable en a, también lo
es la de B.

Desmotracién. Basta recordar que sp(|a|, A) \ {0} = sp(|al, B) \ {0} y

aplicar el teorema anterior. [ ]

Merece la pena comparar el corolario anterior con otros resultados del

mismo tipo que se conocen en el ambiente general de los espacios de Banach.
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Dado un subespacio cerrado X de un espacio de Banach Y podemos discutir

la posible veracidad de la siguiente afirmacion:

Si la norma de X es fuertemente subdiferenciable en un

punto z € Sy, también loes lade Y.

En general (*) esta muy lejos de ser cierta (piénsese en el caso en que X

es unidimensional). Citaremos dos resultados que dan condiciones suficientes
para la veracidad de (*). Giles-Gregory-Sims probaron que (*) se cumple en el
caso Y = X** [25, Corollary 2.1]. Por otra parte C. Franchetti y R. Paya [22,
Proposition 2.3] prueban que () es cierta siempre que X sea un semi-idealoide
de Y. No es oportuno dar aqui la definicion de semi-idealoide, basta saber
que los semi-idealoides de una C*-algebra coinciden con sus ideales bilateros
cerrados (en [44, Corollary 3.4] se demuestra algo mas general). En suma, los
resultados que conocemos sobre la veracidad de (*) solo permiten obtener el
corolario anterior en el caso B = A™, o bien cuando A sea un ideal bilatero

cerrado de B.

4.C. C*-algebras con norma fuertemente subdiferen-
ciable.

A continuacion vamos a describir las (C*-algebras que tienen una norma
fuertemente subdiferenciable en todo punto de su esfera unidad. Empezaremos

proporcionando abundantes ejemplos de dlgebras de este tipo.
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Es ficil caracterizar las C*-algebras conmutativas con norma fuertemente

subdiferenciable. De hecho, se tiene:

4.23 Proposicién. Si L es un espacio localmente compacto de Hausdorft, la

norma de Cy(L) es fuertemente subdiferenciable si, y solo si, L es discreto.

Demostracién. Si L es discretoy z € Sco(L), entonces el conjunto
{te L: |z(t) >1/2} es finito, luego

sup{le(t)] : [e(t)] < 1} < 1,
y la norma de Cy(L) es fuertemente subdiferenciable (Proposicién 4.16).

Reciprocamente, si L no es discreto, sea € un abierto relativamente
compacto de L, con infinitos puntos, y sea {2} una sucesién de abiertos no
vacios, dos a dos disjuntos, contenidos en ). Para cada n € IN,sea t, €N,
¥, usando el Lema de Urysohn, sea ¢, una funcién continua de L en [0,1]

tal que @u(ta) =1 y @o(L\Q,) = {0}. Usando también el Lema de Urysohn

construimos una funcién continua ¢ de L en [0,1] tal que cp(ﬁ) ={1}

¥y @ € Co(L). Sea finalmente

oo
1
o) =elt) -3 —en(t)  (teL)
n=1
z € Co(L), puesto que la serie Ln31 i-lpn converge uniformemente (recuér-
dese que los abiertos Q, son disjuntos dos a dos). Es claro que 0 < z(t) <1

paratodo t€ L y z(t,)=1- % — 1, luego se verifica que lz]|=1 y
sup{le(t)] : [e(t)] <1} =1,

es decir, la norma de Co(L) no es fuertemente subdiferenciable en <. [ |
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En ambiente no conmutativo aparece un nuevo ejemplo. Sea H un espacio
de Hilbert complejoy K(H) la C*-algebra formada por todos los operadores
compactos en H. Es bien sabido que el espectro de un elemento de K(H)
tiene a cero como tnico posible punto de acumulacién, luego si T € Sk
es positivo, 1 es un punto aislado del espectro de T. Por tanto, la norma
de K(H) es fuertemente subdiferenciable. Para obtener nuevos ejemplos,
recordemos la nocién de cy-suma de espacios de Banach: dada una familia
arbitraria de espacios de Banach {X), : A € A}, llamaremos cy-suma de
dicha familia, y notaremos (¥ yes X1),,, al subespacio del producto cartesiano
[Txea X2 formado por las familias (z))yes tales que, para cada ¢ > 0, el
conjunto

{AeA: |z, =2 €}

e finito, que es un espacio de Banach con la norma dada por

Iza)renll = sup{llzall : A € A}.

La cp-suma de C*-algebras tiene una estructura natural de C*-algebra, con
producto e involucién definidos coordenada a coordenada. Por otra parte, es
sabido que la subdiferenciabilidad fuerte de la norma de un espacio de Banach

se conserva por cop-sumas [22, Corollary 2.6]. Asi pues,si {Hy: A € A} esuna

familia arbitraria de espacios de Hilbert, (Y jep K(H »)), s una C*-ilgebra

con norma fuertemente subdiferenciable. A la familia de tales C*-algebras la
notaremos en lo que sigue por F. Obsérvese que el caso conmutativo queda
englobado aqui, ya que si L es un espacio topolégico discreto, Co(L) no es

otra cosa que una co-suma de copias de C, luego Cp(L) € F.

Nuestro objetivo serd mostrar que, reciprocamente, cualquier C*-ilgebra

con norma fuertemente subdiferenciable en todo punto de la esfera unidad
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pertenece a F. De hecho, F es una clase de C*-lgebras bien conocida y

disponemos de varias caracterizaciones que conviene comentar.

En primer lugar, I. Kaplansky [36, Theorem 8.3 and p. 413, Corollary| de-
mostré que F coincide con la familia de las C*-3lgebras “duales” que pasamos
a definir. Dado un subconjunto E de un anillo R, notaremos por Lan(E)
y Ran(E) alos anuladores izquierdo y derecho de E respectivamente, esto
es,

Lan(E)={reR: re=0 Vze€ E}
Ran(E) ={reR: zr=0 Vrze E}.

Pues bien, se dice que una C*-ilgebra A es dual si verifica que
Lan(Ran(I)) =1  Ran(Lan(J)) = J

para cualquier ideal izquierdo cerrado I de A y para cualquier ideal derecho
cerrado J de A. Este concepto, que tiene perfecto sentido en el ambiente mas
general de un anillo topolégico, fue introducido también por Kaplansky [33].
En suma el resultado de Kaplansky nos permite decidir si una C*-algebra A

pertenece a la familia F en términos de la estructura de anillo topologico de

A

De hecho, se conoce una caracterizacién puramente algebraica de la familia

F. Para comentarla necesitamos la siguiente nomenclatura.

4.24 Definicién. Se dice que un anillo R es modular anulador si para cada

ideal derecho modular maximal M de R se verifica que Lan(M) # 0.

Recuérdese que un ideal derecho M de R es modular cuando existe u € R

tal que z —uz € M paratodo z € R.
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El concepto de anillo modular anulador se debe a B. Yood, quien de-
mostré que en la anterior definicién se puede sustituir “ideal derecho” por
“ideal izquierdo” y anulador izquierdo por derecho, dando lugar a la misma
clase de anillos [59, Theorem 3.4]. Es obvie que todo anillo topolégico dual
es modular anulador. En el ambiente de las C*-algebras, Yood [59, Theorem
4.1] demostré que, reciprocamente, toda (*-algebra modular anuladora es
dual. En suma, F es la familia de las (C*-algebras cuyo anillo subyacente es

modular anulador.

Para probar que toda C*-algebra con norma fuertemente subdiferenciable
pertenece a la familia J, usaremos un resultado de B. Aupetit que afirma que
si el espectro de cada elemento normal de una C*-dlgebra A tiene al cero
como unico posible punto de acumulacion, entonces A es un anillo modular
anulador. De hecho Aupetit trabaja en el ambiente mas general de un algebra
de Banach con involucién [4, Théoreme 3, p.84]. Reciprocamente, es facil ver
que si una C*-algebra A pertenece a la familia F y @ es un elemento normal

de A, entonces sp(a) tiene al cero como tinico posible punto de acumulacién.

Para completar el comentario de las distintas ideas que intervienen en nues-
tro proximo teorema, digamos que las C*-ilgebras de la familia F, no sola-
mente tienen norma fuertemente subdiferenciable, equivalentemente son bas-
tante suaves (Teorema 4.21), sino que de hecho, para A € F las topologias
débil y débil-* coinciden en Sj4.. Intervienen aqui ciertos resultados de la

teoria de M-ideales que conviene resaltar. Recordemos que, dado un espacio

de Banach Y, y un subespacio cerrado X de Y, se dice que X es un

M-ideal de Y si existe una proyeccién lineal P de X* sobre Y° (el
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anulador de Y) tal que

ly"ll = 1Pyl + lly" = Py*|  (y" e Y™).

Este concepto fue introducido por E. Alfsen y E. Effros tratando de unificar,
sobre bases puramente geométricas, algunos aspectos de la teoria general de
C*-élgebras y de la teoria de conjuntos convexo-compactos. El estudio de
los M-ideales ha tenido un espectacular desarrollo, debido en parte a sus
sorprendentes aplicaciones en campos aparentemente tan distantes como el
Anilisis Complejo o el Analisis Arménico. El actual estado de conocimientos
aparece recogido en la monografia de P. Harmand, D. Werner y W. Werner
de reciente aparicién [31]. En 1978, R. Smith y J. Ward probaron que los
M-ideales de una C*-élgebra coinciden con sus ideales biliteros cerrados (52,
Theorem 5.3]. En particular,si H es un espacio de Hilbert complejo, K(H)

es un M-ideal de L(H), un resultado que ya habfa probado J. Dixmier en
1950 (naturalmente sin usar la palabra M-ideal) [18]. En el mismo trabajo,
Dixmier prueba que el bidual de K(H) se identifica totalmente con L(H),
de tal forma que la inyeccién candnica de K (H) en su bidual se convierte
en la inyeccién natural de K(H) en L(H). De esta forma, K(H) resulta
ser un ejernplo de una clase de espacios de Banach que ha sido ampliamente
estudiada en los iltimos afios, la clase de los espacios de Banach que son M-
ideales de su bidual [31, Chapter III]; asi pues, toda C*-algebra de la familia
F esun M-ideal de su bidual. Finalmente, se prueba también sin demasiada

dificultad que, si un espacio de Banach X es un M-ideal de X**, entonces

las topologias débil y débil-* coinciden en Sy- [31, Corollary II1.2.15].

Podemos ya enunciar la descripcién completa de las C *-algebras con norma

fuertemente subdiferenciable. La mayor parte de la demostracién ha quedado
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comentada.

4.25 Teorema. Para una C*-dlgebra A, las siguientes afirmaciones son

equivalentes.
(i) Las vopologias débil y débil-+ coinciden en S4e.
(ii)) La norma de A es fuertemente subdiferenciable.

(iii) Para cada elemento normal a € A, cero es el iinico posible punto de

acumulacion de sp(a).
(iv) A es un anillo modular anulador.

(v) A es una cy-suma de dlgebras de operadores compactos en espacios de
Hilbert. Es decir, existe una familia {H\ : X € A} de espacios de
Hilbert complejos, tal que

A= (2 K(HA))CO :

AeA

Demeostracién. (i) = (ii). En vista de la Proposicién 1.3, A es bas-
tante suave y, en virtud del Teorema 4.21, la norma de A es fuertemente

subdiferer.ciable.

(ii) = (iii). Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que a es
un elemento normal en A con e =1 y a# 0 un punto de acumulacién

de sp(a). Consideremos la funcién continua z :sp(a)\ {0} — € dada por

.
bl e
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Es claro que z € Cy(sp(a) \ {0}) y por el Corolario 4.4 se verifica que
sp(z(a)) \ {0} = z(sp(a)) \ {0}; por tanto, si {t,} es una sucesién de puntos
de sp(a) \ {@,0} convergente a a, tenemos que z(t,) € sp(z(a)) \ {1}

para todo natural n y z(f,) — 1, luego 1 es un punto de acumulacién de
sp(z(a)) y basta aplicar el Teorema 4.21 para obtener que la norma de A no

es fuertemente subdiferenciable en el elemento positivo z(a).

(iii) = (iv). Esto es un caso particular de un resultado de B. Aupetit, ya

comentado [4, Théoréme 3, p.84].

(iv) = (v). La conclusién se sigue de los resultados de Yood {toda C*-
algebra modular anuladora es dual [59, Theorem 4.1]) y Kaplansky (toda C*-

algebra dual es de la forma que aparece en (v) [36, Theorem 8.3]).

(v) = (i). Por [31, Proposition II1.2.9] A esun M-ideal de A™ y basta
usar que, para esta clase de espacios, la condicién (i) siempre se verifica [31,
Corollary I11.2.15]. [

Concluimos esta seccién citando un resultado paralelo al teorema ante-
rior. En 1981, C.-H. Chu [9] caracterizé las C*-lgebras que son espacios de
Asplund, es decir, aquellas cuyo dual tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Concretamente, prueba que una C*-ilgebra A es de Asplund si, y sélo si,

“~|(gmes) |

para alguna familia {H): A € A} de espacios de Hilbert. En general, pueden

existir C*-dlgebras muy diferentes cuyo dual tiene la forma que aparece en
(1). Para poder concluir de (1) que A = (T)ea K(H,)),, es necesario y

suficiente, segin el teorema anterior, que la norma de A sea fuertemente
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subdiferenciable. El caso conmutativo es, como siempre, bastante clarificador:
co y ¢ son C*-ilgebras de Asplund, de hecho ¢ = ¢* = {;, la norma de ¢

es fuertemente subdiferenciable pero la de ¢ no lo es.

4.D. I-anillos.

Al igual que, en la seccién anterior, la subdiferenciabilidad fuerte de la
norma de una C*-algebra A resultd ser equivalente a una propiedad pura-
mente algebraica del anillo A, vamos ahora a mostrar que la propiedad mas
débil de que la norma de una C*-algebra A sea fuertemente subdiferenciable
en un subconjunto denso de S equivale a que el anillo A pertenezca a
una cierta clase previamente estudiada, la clase de los I-anillos que se define
a continuacién. Recuérdese que un elemento a de un anillo R es nilpotente

cuando a™ =0 para algin nimero natural n.

4.26 Definicién. Se dice que un anillo R es un I-anillo si para cada ele-

mento no-nilpotente a en R, existe b€ R, b#0, tal que bab="b.

Esta clase de anillos se caracteriza por la abundancia de elementos idem-
potentes. De hecho, un anillo R es un [I-anillo si, y sdlo si, cada ideal
derecho (izquierdo) que contenga un elemento no-nilpotente, contiene un ele-
mento idempotente no nulo. En efecto, si R es un I-anillo, J un ideal

derechode R y @ € J un elemento no nilpotente, tomando b# 0 tal que

bab = b tenemos que ab € J es un idempotente no nulo. Reciprocamente,
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dade un elemento no-nilpotente a € R el ideal derecho aR contiene al
elemento no-nilpotente a?, luego existirda ¢ € R tal que (ac)> = ac con

ac #0 y tomando b= cac setieneque b#0 y bab="b.

La nocién de I-anillo es muy antigua, parece haber sido introducida en
1930 en un trabajo de G. Kéthe [39], quien demostré que todo I-anillo contiene
lo que hoy en dia se conoce como radical de Kéthe. En ambiente puramente
algebraico, sin ninguna estructura adicional, los [-anillos han sido investigados
por J. Levitzki [42] y mds recientemente por W. Nicholson [46]. Cabe citar

también los trabajos de C. Lanski sobre I-anillos con involucién [40], [41].

En el contexto de las algebras de Banach, los I-anillos hacen su aparicién
en un trabajo de Kaplansky [37], publicado en 1949, como una debilitacién de
la regularidad en el sentido de von Neumann. Recuérdese que un anillo R es
von Neumann-regular si para cada a € R existe ¢ € R tal que aza = a. Si
a # 0, tomando b= zaz es facil ver que b#0 y bab="b, lo que demuesira
que todo anillo von Neumann-regular es un I-anillo. Englobando una serie
de resultados previos, Kaplansky demuestra que toda algebra de Banach von
Neumann-regular tiene dimension finita, propone una nocién de “regularidad
débil” ligeramente mas restrictiva que la de I-anillo (para a # 0 existe b # 0
tal que bab = b) v prueba que C(K) puede ser débilmente regular sin que
el compacto K sea finito. En trabajos posteriores (ver, por ejemplo, [38])
olvida su nocién de regularidad débil y usa solamente la de I-anillo, tal cual
la hemos definido aqui. A pesar de la invitacién de Kaplansky, las algebras
de Banach que son [-anillos han sido muy poco estudiadas. Sélo podemos

citar un trabajo de P. Menal [45] donde se trata una clase mas restrictiva: las

algebras de Banach espectrales. Un algebra de Banach A es espectral si para
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cada ideal bilatero cerrado J de A, el anillo cociente A/J es un I-anillo.

Nuestro objetivo, como ya se ha dicho, es probar que una C*-algebra es un
I-anillo si, y sélo si, su norma es fuertemente subdiferenciable en un subcon-
junto denso de la esfera unidad. Tratamos previamente el caso conmutativo
que se resuelve con bastante facilidad y sirve muy bien como orientacién para

el caso general.

4.27 Proposicién. Sea L un espacio topoldgico lu-almente compacto de

Hausdorff. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) La norma de Co(L) es fuertemente subdiferenciable en un subconjunto

denso de la esfera unidad.
(ii) Co(L) es un I-anillo.

(iii) Todo abierto no vacio de L contiene un abierto compacto no vacio.

Demostracién. (i) = (ii). Dado z € Cy(L), con z # 0, hemos de
encontrar y € Co(L), y # 0, tal que yzy =y, y no se pierde generalidad
suponiendo que ||z|| = 1. Aplicando (i), sea z € Sgy(z) tal que ||z—z| <1 y

la norma de Co(L) es fuertemente subdiferenciable en z, esto es, el conjunto
V={teL: |z(t)] =1}

es abierto y cerrado; de hecho, por ser z € Co(L), V es compacto. La

condicién |jz — z|| <1 implica que z(t) # 0 para t € V. Basta entonces
definir

yt)=0 VteL\V, y(t)=;(% Vte V.
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Es claro que y € Co(L), y #0 y que yzy =y.

Obsérvese que sélo hemos usado una forma aparentemente muy débil de la

afirmacién (i).

(ii) = (iii). Sea U un subconjunto abierto de L y consideremos el ideal
J de Cy(L) formado por las funciones que se anulan en L\ U. Puesto
que J es distinto de cero, existe un idempotente no nulo e € J. Entonces el

conjunto

V={teL: et)=1}
es compacto, abierto, no vacio, y esta contenido en U.

(iii) = (i). Si z € Seezy ¥ 0 <€ < 1, el conjunto abierto
U={teL: |z(t)| >1-¢}

contendra un compacto abierto no vacio V. Definiendo y: L — C por

i - {(1-;):.;@) si teL\V

i VRO T
!?(?))'l si teV,

se tiene que y € Co(L) y

sup(ly(t)| = () <1} S1-5<1,

luego la norma de Cp(L) es fuertemente subdiferenciable en y. Ademas, es

facil comprobar que ||z — y|| < €. -

En el trabajo ya citado de Kaplansky [37] se demuestra la equivalencia

entre las afirmaciones (ii) y (iii) de la proposicién anterior para el caso en que
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L es compacto. De hecho, en (ii) = (iii) hemos seguido la demostracién de

Kaplansky.

Pasamos ya a la versién no conmutativa del resultado anterior. Nétese que
las afirmaciones (i) y (ii) siguen teniendo sentido cuando se sustituye Cyp(L)
por una C*-algebra arbitraria. No ocurre asi con la condicién (iii) que, sin
embargo, puede reformularse de varias formas (presentamos dos) que si tienen
sentido en general. Basta para ello pensar en la correspondencia biunivoca
entre subconjuntos cerrados de L e ideales cerrados de Cy(L), o lo que viene
a ser lo mismo, entre subconjuntos abiertos de L y proyecciones abiertas
de Co(L)™. Otra dificultad aiiadida del caso no conmutativo es la diferencia
entre idempotentes y proyecciones, que no se presenta en caso conmutativo,
Para resolverla usamos un resultado de K. Goodearl, segiin el cual, si un ideal
(izquierdo o derecho) de una C*-ilgebra contiene un idempotente no nulo,
también contiene una proyeccién no nula. De hecho, si e? = e # 0, Goodearl
comprueba que

p=[14(e—e)(e —e)] le"e
es una proyeccion no nula y, evidentemente, pertenece a cualquier ideal izquierdo

que contenga a e [29, Proposition 19.1].

4.28 Teorema. Para una C*-dlgebra A, las siguientes afirmaciones son

equivalentes.

(i) Lanormade A es fuertemente subdiferenciable en un subconjunto denso
de Sy4.

(il) Para cada a € S, existe un elemento z € Sy tal que |z —al| <1 y

la norma de A es fuertemente subdiferenciable en z.
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(iii) A es un I-anillo.

(iv) Cada ideal izquierdo no nulo cerrado de A contiene una proyeccién

distinta de cero.
(v) Para cada proyeccion abierta @ en A™, Q # 0, existe una proyeccién
q€EA, q#0,tal que ¢<Q.
Demostracién. (i) = (ii). Trivial.

(i) = (iii). Para @ € S4 debe existir un elemento z € S4 con ||z—all <1
y tal que la norma de A es fuertemente subdiferenciable en z. Por el Teorema

4.21, existe una isometria parcial v € A tal que
2 — v < 1. (1)
Puesto que
|lvv*av*ve* — vv”|| < |lav” — vo*|| = |lav* - zv*]| < |le — 2| < 1,

el elemento vv*av*vv* = vv*av* esinversibleen la C*-algebra unital vv* Avv*

)

es decir, existe ¢ € A, ¢ # 0, tal que
v av*evv* = vot.

Tomando b = v*cvv* es ficil deducir de la igualdad anterior que bab=b, y

también que b # 0, ya que, si fuese b=0 se tendria vv* =0, luego v =0

en contradiccion con (1).

(iii) = (iv). Un ideal izquierdo no nulo de una C*-algebra siempre contiene

un elemento no nilpotente. Por tanto, si se verifica (iii), cada ideal no nulo
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(cerrado o no) de A contiene un idempotente distinto de cero y, por el
resultado ya comentado de Goodearl [29, Proposition 19.1], también contiene

una proyecion no nula.

(iv) = (v). Si @ es una proyeccién abierta de 4™ entonces A*QNA es
un ideal izquierdo cerrado, no nulo, de A (Proposicién 4.15). Por (iv) existe

una proyeccion no nula ¢ € A™QN A y es claro que ¢ < Q.

(v) = (i). Sea a € S4 y 0< ¢ < 2. Denotemos por B la C*-subélgebra
engendrada por |a|, identifiquemos B con la C*-algebra Cy(L), donde
L =sp(|a]) \ {0} y recordemos que |a| se identifica con la funcién identidad

de L en C (Corolario 4.4). Sea b€ B la funcién dada por

Mt} = min {1, 2—2_5;} (t€L)

Es claro que b es un elemento positivo de Cy(L) y se comprueba ficilmente
que
€
|la| = b|| < =.
el -8 < &
Consideremos el subconjunto abierto de L dado por

Q={tEL: t>1—£}.
2
La funcién caracteristica de Q es una proyeccién abierta en Co(L)** a la que
denotamos por @ (Proposiciones 4.12 y 4.14) y, puesto que b(t) =1 para
t € ), se tiene que
bQ = Qb= Q.
Puesto que Q es también una proyeccion abierta en A™, podemos aplicar

(v) para obtener una proyeccién no nula g€ A tal que ¢ < Q, y también se

tendra que

qb:bq=q9
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de donde
Ib— qll = (|6 - bg|| < 1.
Tomemos ahora
£ = (l - E) bz
T
y notemos que r es un elemento positivo en la esfera unidad de A verificando
que zg=q y
€
le—all=(1-5) I6-gll <1.
Por el Teorema 4.21, la norma de A es fuertemente subdiferenciable en z.

Ademas se tiene que:

& &
Hal =2l < |lal — 8]l + llb— 2l < 5 + 516 - gll <.

Hemos conseguido aproximar |a| por puntos donde la norma es fuertemente
subdiferenciable. Todo lo que queda es desandar el camino de |a| hasta a.

Para ello sea a = v|a| la descomposicién polar de a.

Puesto que v*v|a| = |a| y vla| € A, por pertenecer b ala C*-ilgebra

engendrada por a se tiene que v*vb=1b y vb€ A, luego
v'vg=v'vbg=bg=¢q, vg=vbge A

Deducimos que v*vz =z y vz € A, y el Lema 4.19 nos muestra que la

norma de A es fuertemente subdiferenciable en vz. Finzlmente
lla — vz|| = ||vla| - ve| < || |a] - z|| < e.
[ |

En primer lugar, hemos de observar que el teorema anterior nos muestra

que no hay una version topolégica del concepto de I-anillo en el ambiente de
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las C*-algebras: Una C*-dlgebra que tiene la propiedad de que cada ideal
izquierdo cerrado contiene un idempotente siempre es un I-anillo. Merece la
pena mencionar que la clase de las C*-dlgebras asi caracterizada comprende a
las C*-algebras espectrales [45], una amplia familia de algebras que contiene
a todas las algebras de von Neumann (de hecho, a todas las (C*-algebras
de Rickart (el anulador derecho de cada elemento esta engendrado por una
proyeccion)), AF-algebras (limite directo de C*-algebras de dimension finita)
y (C*-algebras con rango real cero (cada elemento autoadjunto de la unitizacion
de A se puede aproximar por elementos autoadjuntos invertibles de dicha

unitizacién) [45], [8]. Diremos por iltimo, que en vista de la caracterizacién

dada por Taylor-Werner [57] de puntos donde la norma de una C*-3lgebra es

Fréchet-diferenciable, existen algebras de von Neumann que no tienen ningin
punto de este tipo y, sin embargo, en vista de lo anteriormente comentado la

norma es fuertemente subdiferenciable en un subconjunto denso de la esfera.
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