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electrostatica P
st a. or  otre *uandi no8  referd
tra, cuando nos referimos al espectro de niveles del

gistena represente anbién i
; epresenta también una propiedad en 1a que participa una porcién

importante de ilveles; 2gte S 1
I ie niveles; este es el caso, por ejewplo, de la densidad de

niveles (i.e 2] name e nive i
€., el numero de niveles por unidad de intervalo de energia)

En primer lugar (Capitulo 1) se presenta un método de acotacibn de 1las
magnitudes fisicas de un sistema culntico que puedan expresarse ¢ Mo
integrales de potencias de 1la funci6n densidad de carga o de materia. Las
cotas obtenidas dependen de un solo momento (por lo demas arbitrario) de 1z
densidad citada, obteniendo asi una gradacifm de cotas a cada magnitud

fisica. Este método se aplica detalladamente a 1la energia cinética y de

intercambio de Atomos y nacleos, dando lugar a cotas muy precisas,

Al ser 1la energia cinética una conmponente esencial de la energia de
ligadura de un sistema, la obtencién de buenas cotas inferiores a esta
energia en términos de parémetros bien conocidos de la densidad de carga § de
materia (e.g., el radio cuadratico nedio) es intrinsecamente importante en

tanto en cuanto permite soslayar la realizacién de cllculos detallados de 1a

i}

misma que en muchas ocasiones resultan problemiticos y dependen del modelo

ugsado en 1la descripcién de la estructura interna del sistema. Ademas, el

conocimiento de buenas cotas inferiores a 1a energia cinética constituye un

elemento de referercia para los cAlculos autoconsistentes de la estructura de

1os sistemas fermibnicos.

Por otra parte, la acotacién de la energia cinética en términos de la

integral de una potencia de la funcibn densidad juega un papel central en el

1a estabilidad de la materia, como recientemente han hecho notar

estos autores han mostrado

problema de
rgia del

Lieb vy Thirring. En efecto, que la energ

E(A) de un sistema de A fermiones est4 acotada

estado fundamental,

i e 4 i de
inferiorrente en la ' orma E(A) ) B-A, siendo B una consftante independiente
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lugar (Capi
g (Capitulo  TIT)  @e considera el problenma de 1f
determi >1i6n i i L - ;
i i ! I‘ 1 3 lk‘ c le i /
densidad de niveles (como una funcitn de la energia ce
excitaciobn) del sistem: i : :
sistem: directamente en términos de la interaccién a dos

cuerpos caracteristica del sistema

Este es un problema de difici] solucién
. ’

no resuel + Nos 08 ) simplif'i
to Nosotros 1o simplificamos resolviéndolo en los siguientes

i :
cdlcul . L nsid: i
culo de la densidad de niveles a partir del Hamiltoniano de

Lanczos de sistema

lirectame - B =T 3
directamente, o sea sin resolver 1la ecuacién de

Schrodinger asociada. Esto s oV 2
ydinger asocilada. Esto se lleva a cabo desarrollando previamente técnicas

o -l 5 oria de 1 inomios (
i teolia  de polinomios ortogonales ¥y caracterizando, como hace Bruce

rar e h T Qi) A Ao aa iaftvd 3
French en su método de las distribuciones espectrales, la densidad de niveles

R e medion e = T momenton =1 " v - . i
por medio de sus momentos (que son trazas de potencias del Hamiltoniano)., De

pasc, se utilizan estas técnicas en el cidlculo de la densidad de ceros de

algunos sistemas especificos no-triviales de polinomios ortogonales, que son
de interés en otros problemas fisicos y de los que a menudo no se conocian

previamente otro tipo de propiedades espectrales.

Aunque los anllisig tebéricos del modelo de capas permiten una buena
interpretacién e 1la estructura detallada de los estados excitados de baja
energia de 1los sistemas complejos, como ya seflalaron Kisslinger-Sorensen ¥y
Baranger en los afios sesenta, llega un momento mAs alléd del cual tales
an4dlisis dejan de ser Gtiles. Asi, por ejemplo, se dispone de informacién
rigurosa, procedente de medidas dc niveles de energia de nicleos muy pesados
en la regibébn de captura neutrénica, sobre los niveles energéticos desde N a
Ndin donde n § N son nameros en:eros del o-den de cien y un millén

regpectivamente; sin embargo, parece improbable que algOn modelo tebdrico sea

rapaz alguna vez de calcular niveles de orden del millén. En efecto, cuando

se excita un sistema de muchos Cuerpcs arbitrario por encima de una cierta

de grados de

-

energia umbral (e, g., EelD=50 MeV en nidcleos) el nimero

i nimer iveles que
1ibertad que puede adoptar el gistema, y por tanto el numero de niveles q
err. el espectro es tan grande que el conocimiento de las

puede aparecer
(cowo es la enrgia y la funcién de onda)

magnitudes de cardcter individual
. i i I ltando mas
deja de tener sentido para estudiar el espectro del sistema, resu
| i i ue
1a caracterizacibén de éste por magnitudes colectivas de las @
i e nos casos
1a densidad de niveles es quizés la més jmpertante. Aunque €n algu .

se dispone de inf'crm

signiticativo

acién abundante de

como por ejemplo en figica nuclear,




megio dir 13 mecanica de matrices aleatorias de Wigner
mode ! rarticula 11.&1(‘;1t'1xnlix-rltl‘, ain hoy dia
ablerto. En esta memoria no se adopta el punto de
probabilist Wigner y colaboradores sino que se presenta un método
oe  determiracibn de 1a densidad de niveles siempre que se disponga del
Hamiltoniano de Lanczos del gistema.

Finalmente, : Capitulo LTI constituye una contribucién a 1a

determinaci® de 1la

energia electrostitica nuclear partiendo de expresiones

parametrizadas de la densidad de carga, de gran utilidad en la cbtencidn de
£

iformulas semiempiricas de masa, en 1

el estudio de la fisién nuclear, etc..

Aqui se wutiliza 1l1a funcién de Fermi parab6lica o triparamétrica como modelo

de densidad de carga. Ademds del parametro radial, esta funcién depende del

paréretro de difusividad a, que es proporcional a la archura de ia superficie
nuclear, y del parametro parab6lico w que nos indica la existencia de una

0 depresidn central en 1la densidad. Contrariamente a Myers y
Swiatecki nosotr~s determinamos analitica y exactamente el potencial y la
energia electrostlticos nucleares partiendo de una densidad de carga de Fermi

parab6lica, encontrdndose expresiones cerradas en términos de los parémetros

By oW,




\COTACTON DE LAS ENERGIAS CINETICA Y DE

INTERCAMBIO DE LOS SISTRMAS
TOMICOS Y NUCLEARES, .

La obtencién . ag  inferi

obtencién de cotas inferiores para la energia cinética y de

intercambio de wun siste: "
tercambio ; In sistema de muchos feprmi i
: ; 8 termiones y su utilizacién i
h en gl

i . ’ estudio
de l0s sistemas atémicos v

nucleares es de gran interés en el contexto de
L

BOT . elemplo.

la ’n'\rs'a o ¥ v g b -1 “ i
v2orla de la funcional de la densidad {GADBUO) asi como en uro

ae 3 ‘ohlemas mAaa v i i
e - Y problemas mas fundamentales de 1a fisica, el de 12 estabilidad de 1la

matepri- L. TR7TE . TEa) 2 o 5 5
materia (LIE75,76ba). En este filtimo problera hay dos aspectos que hemos de

distinguir:

{1} éPor qué son estables los Atomos, i.e. por qué 1lns electrones no

caen al nicleo?, o de forma mas precisa ¢por qué la energia del estado

fundamental de un A&Atomo es {finita?, La respuesta esti, desde luego, en el

hecho de que cuando 1a funcion de onda del electrém se contrae, la energia

c¢cinética aumenta m&s ridpido de 1o que disminuye la energia potencial. Una

demostracién rigurosa (LIE7ba) de ello permite observar la necesidad de ir a

un principio de incertidumbre mejor que el ordinario de Heisenberg; nos

referimos al principio de Sobolev (SOB38,KATS51).

{ii) (Por qué satura la materia, i.e. por qué la energia del estado

fundamental est4d acotada inf:riormente por k veces el namero total de

particulas A del sistema?. Esta cuestibtn, que es mucho mas delicada gque la

anterior, fue respondida por primera vez por Dyson ¥ Lenard (DYS67a) que

4 e
encontraron una cota de 10 Rydbergs/particula. M4« tarde, Lieb y Thirring

(LIE?S5 mejoraron gsengiblemente este resultado al encontrar una cota de 23

Rydbergs/part. La demostracién de la gaturacibn se basa en una cota inferior

de 1la energia cinética T en términos de una integral de la funcién densidad,

a saber (LIE75)

1,4}

in para cada particula y donde

donde q es el ntimero positle de estados de 8D
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°n este capftule zalvo que se seflale otra cosa.

bsta desigualdad juega un papel esencial, siendo vAalida solamente para

slstemas de fermiones, puesto que la materia no saturaria si los electrones

fuesen bosones (DYS67b). Un estudio detallado de esta y otras desigualdares

de 1la energia cinética de un sistema de fermiones, asi como de sus

apl®caciones puede verse en (LIE7bb).

Por otra parte, 1la funcional de energia E{* ), donde 5' es la densidad

de electrones en un Atomo o en una molécula, en la teoria de Thomas-Fermi

generalizada viene dada por (L.IE81)

o o { & e n :
L"ﬁ ) LTP\ S] + FDt\ ) + IWE\S)

0

donde 1los dos Gltimos sunandos representan, respectivamente, la correccién de

Dirac o energia de intercambio

[

1T 14 /- v
g iy ot A'jdx ¢ 0 = comet. posilfiva
e |L) | &

|
/

(que se debe a la antisimetrizacidn de 1a funcién de onda), y la correccitn

de von Weiszacker

TlLlCl&O) a la
( - peI 1t} Lte (o] )tCI er con eSta teoria una (18“81dad illlta en 61 /
de I]loll‘ds‘l T 1 i
ener a de eSl;a( ) 1 e I T no 10 ermi LOVeEClO al
Tlda.i = td en El oae
y}

]S/Bdf

{1.3] Bt ‘\3} = kj{hf(r‘)

e Z/3/10111 gegan la
1a cinética del sistena, con k=3 (3}
la energl




formuiacidn i
iidldcion original del modelon y
g

| (5 ()

T =2 dr dr

agenota ¢ & d ) er 1 'Ct] ) é ca ida
1a S ,1 po t 1icial C41C (bt Ll df_b
(lt(‘.[‘(-‘ llL]L1 y

| a la interaccién
a la autointeraccién de la nube electrbonica

L ONE A.d aclones de < id P {5 SlBtemaS
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nucleares, MAs detalles y

(KIRbT)

extensiones de esta teoria pueden consultarse en

& ‘) + ) | y o A o bl . .

y (DRESBY4) para sistemas arbitrarios de muchos fermiones (LIEB1) para
. L ]

sistemas mice !
istemas atémicos y moleculares, y (BRA85) para sistemas nucleares

p = . ‘
uede observarse que tanto la energia de intercambio (1.2) como la
energia cinética (1.3) de un sistema de muchos rermiones son magnitudes

tisicas que, salvo una constante, pueden expresarse en la forma

(1.4) W = (_ ¢y Par
njisl

donde 1 eg un niamero real (no necesariamente entero) mayor o igual a la
unidad. Estas magnitudes han sido someramente estudiadas (S1C49},(ORD72) para
el caso monodimensional en estadistica, donde reciben el nombre de "momentos
de frecuencia" de 1la densidad correspondiente. Sin embargo, aparecen
repetidamente en diferentes ramas de 1la fisica representando magnitudes
figicas significativas. En este gentidu, veanse por ejemplo las referencias
{cazd1, GAD82, GHO82, PAT82, KVE81, DEH82) ademas de las mencionadas

anteriormente.

En este capitulo describimos primeramente un método que permite acotar

inferiormente 1as magnitudes fisicas del tipo (1.4) de un sistema arbitrario
de muchas particulas y que tiene la caracteristica singular de que las cotas

correspondientes se€ expresan de manera sencilla y compacta en términos del

nawero total de particulas ¥ del momento alrededor del origen de orden k,

<rk) - g

particulariza al caso de

1 sistema. A continuacibn, s€

la densidad monoparticular S(F) de

gistemas fermibnicos ¥ las cotas obtenidac =€

aplican a ias energias cinética y de intercambio de 108 gistemas atédmicos ¥




Algunos de 8 rezul : e
& le 108 reaultados referidos al caso nuclear han aparecido
« " 4l
recientemente (DEH85).

rimer lugar (ver SeccdiAn . : ; ,
I § tugar (ver Seccibn I.1) se muestra la forma general de acotar
los mowrentos de frec
£ momentos recuencia w de una funci ns i 1 arbi ia ¢(p
G na funcién densidaa arbitraria g(r) en
términos de 1los moientos e i
nos o] ncientos alrededor del orige ¢ » s dichs i
rigen r » de dicha densidad.
Después, en 1la siguiente seccifn , se hace

un estudio de la bondad de las

cotas encontradas para diferentes densidades monoparticulares realistas de
istemas atémicos y nucleares. Se observa que las cotas son muy buenas

siempre que se utilicen momentos de orden k positivo en e caso nuclear, y de

orden k negativo en el caso atbmico. En la seccién I.3, las cotas obtenidas

para n=5/3 junto a un teorema de Lieb-Thirring {LIE75,76a) permiten la
acotacién de 1la energia cinética de un sistema de muchos fermiones, lo cual
egs aplicado tanto a los sistemas atémicos como a los nucleares. Esta seccifn
termina con 1la obtencién de cotas superiores a la energia de intercambio de
un Atomo en el contexto de la tenria de Thomas-Fermi-Dirac, asi como a la ener-

gia de intercambio nuclear.

I.1.-METODO

En esta seccién se presenta un método para obtener cotas inferiores al
. o
momento de frecuencia de orden D, wn, de wuna funcibtn densidad Sﬂr) en
| k :
términos de un momento arbitrario alrededor del origen (T > i

Dada una distribucién { (f) normalizada en la forma:

(1.5) S(ﬂ ar

( ) . es i ibucibn
definimos el momento de frecuencia de orden n (nz1) de esta distri

como

ly(fj] D a7




Ademds, ‘podemos definir los

distrihuéién. en

ka \(P) dr

! y

Para encontrar una cota

desarrolladas en (MOR52) para

monodirensional. Sea una funcién

que

inferior

momentos alrededor del origen de orden k de dicha
caso de que existan, como

a wn generalizaremos algunas ideas

funciones densidad definidas en el espacio

densidad (definida positiva c.p.d.) £(F) tal

K oif) &

/

y minimicemos 1la cantidad \lr(f}]ndf sujeta a la condicién (1.8). Para ello

tomemos variaciones en la f'orma

Ef(f]}ndﬁ

donde A y + son multiplicadores
-1 n=-1 k
n[f(r)] -~ AP = je e Ul

de donde

/\,,,k +p 1/(1}‘1)

£(r) = -

(1.9)

por supuesto, T>0. Suponiendo

por lo tanto, el intervalo

Podemos hacer un cambi

7
f(r) =.
0

\

{1.10)

El1 factor C podemos calcular

- Alrfr(F) of

goporte

1/({n-1

1o mediante 1a condicién

\

- rgﬂf}df} = B

de Lagrange. Obtenemos entonces que

i itivo.
A negativo, entonces [¢ debe ser pose

1/k
de la densidad f(r) es {U,(—/\/M ‘ },

o de escala y escribir {1.9) como

)

D¢reca

otro caso

de normalizacibn




r

i \f(l‘) dr = Yire g;_\

C
Teniendo en cuenta (GRAB5) que

'
/

i V-4
(1.11) Lafe TR : ;
) \ ( o) dx e Y ) ,Re p 70, Rev¥0, A>0

donde B(x,y) es la funcién Beta definida por

§1.19) B{x.y) = P(XE ]-T(.Y]_
b [ (x+y)

cuyas propiedades son bien conocidas (ABR72), y donde lﬂ(x] es la funcién

gamma (ABR72) que cumple la propiedad
f1.13} M (14x) = x M(x)

se obtiene

: =
(1.14) ¢ = Ak Eu;1a3+k/(n'1) B(E;T'gﬁ

. k
De la misma forra podemos calcular la cantidad g (k> 0) como

k,1/(n-1})

) dr

y teniendo en cuenta de nuevo (1.11) obtenemos

- * 3+k/(n-1) _k ;
{1.15} vﬁ = Eﬁik 33+K/{n ! a ,B(l+j/k' n/{n-1})

Usando (1.12) ¥ (1.13) podemos comprobar que

3n-3 &
B{1+3/k, n/{n-1}) = *r37n-3 B(3/k, n/{n-1))

resu : . 1 S en
S ) g L




3n-3 k

N Sfeovs - !

Podemos calcular tambi
calculay  también el momento de frecuencia de d
‘ | - 2 orden -
distribucién (o) e

- P
g : k o
(1.17) % . E }n/(n 1) =

SR on Ivk/ins] k
B £00 { ! a B(3/k, 1+n/{n-1))

donde de nuevo hemos utilizado (1.11)
Usando de nuevo (1.12)-(1.13) es fAacil obtener la relacién

nk

B(3/k,l+n/(n«-l) ) _W

B(3/k,n/(n-1})

gque incluida en (1.17) nous lleva a

k nk

T T

Introduciendo en esta Gltima expresi6n los valores de C y a dados por (1.14)

y {1.16) llegamos por fin a la igualdad

(1.18) . = my— 8" & =
: Ui s ra 0N p e/ (n-1),3/k)

l 3/k

s
e . (k+3)n-3
{(k+3)n-3 4 B(n/{n-1},3/k) (e bl

3/k

Una vez obtenido el momento de frecuencia de orden 1 para la

(1.10)}, veamos ahora que dada una funcibn

distribucién f(r) definida por
[ : i 'ind 1.6}, entonces
densidad g (f) con s8u momento de frecuencia W definido por 3

* . . v . I w :
wr es afectivamente una cota inferior a dicho "




J -
Para ello, Supongamos que

(r) tiene una n
; ¢ el : orma . :
dadas por (1.8], 3 Y una cantidad asociada

Tomemos la funcién f(r)
3 \r'}) dada por
S mm et oofy por (1.10) tal que su norma
iada coincidan con las de ¢ (r). Nétese
siempre posible sin m4 aj : | e i
5 1 mas que ajustar los parémetros C y a de r(r) mediant
e

las expresiones 1.14
' (1.,14) y {1.16). Una vez hecho esto, evaluemos la cantidad

wn = Wy de la siguiente forma

dr [S(f)n w £y J

‘ar [S(r)n -f(r)nJ-nCn_l (ak—rk) [f(f) -f(r)]

J(!fi.;dﬁ §_§(f;ﬂ ..1-(P;n ~ ae(e™? [g(j‘) 2 f(r)” .

a K

+g #lo(F)™ + e (pF-af) S:(""?]

ITl>a

Como poderios observar, 1la segunda integral del dltimo miembro de la
igualdad es no-negativo, ya que S{F) es una distribucién definida positiva y

estamos integrando en la regién Tl 2 a.

Vearos que la primera integral del dltiro miembro de la igualdad es también
positivo. Para ello, utilicemos el desarrolle de Taylor con la forma de

Lagrange para el resto (WHISZ) y obtenemos

g (71" = £4r)" 4 ne(r)™ [o(F) - £4r]] + 2l o @)™ 9P -£(r)]

donde gl es un valor comprendido entre £ ¥y € . Por lo tanto, el integrando

de 1a primera integral es también no-negativo, con lo que tenemos que

#
w -w_ 20, 0 1o que €s lo mismo
non

*

W W
n 4 n

En conclusibén, dada una distribuciébn &(FJ de la que conocemos su norma

gen de orden k (k 20},
nido por (1.6) viene dada por

gabemos ya que una

y 8u momento (rk) alredeior del ori

i p efi
cota inferior a su momento de frecuencia wn d




fhey ] UE

Nk AR _ (k+3)n-3
{(k+3)n-: o
) in-3 b1t li(ﬂ/(ﬂ“l},R,’k] (PK>3/1\

Esta desigualdad simple y compacta da pues una cota inferior al momento

de frecuencia de orden n de cualquier distribucidn g(f} definida positiva

K.
con un momento {r » (k »>0) alrededor del origen finito. Su importancia se

basa, como indicamos en 1la seccién anterior, en que existen cantidades

fisicas que se expresan o pueden ser determinadas por medio de momentos de

frecuencia de funciones densidad.

La desigualdad {1.19} generaliza a la encontrada implicitamente por Lieb
{LIE7ba) en el sentido de que es vAalida para cualquier nz1, no

necesariamente entero.

Corno ya hemos mencicnado, 7 cOmO Veremos mais aielante, 1las cotas
inferiores dadas por (1.19) funcionan bien para un cierto tipo de densidades,
pero no 1lc hacen tan pien para otras. Es por esto por lo que nos planteamos
de nuevo el mismo problema pero ampliado a momentos (rk) alrededor del origen
con k negativo. Es decir, dada una distribucién ECF} normaiizada a una
cierta cantidad A, ¥y cuyo momento alrededor del origen {r p, ke, es
conocido, queremos encontrar una expresién que minimice su momento de

frecuencia w_ definido por (1.6)

Entonces, de forma an4dloga al caso anterior, dada S(r} tal que
B :
(1.20a) A = Bg(r) dar

{1.20b)

n

e
(1.20c) w_ = j[g(rj] dr

-k
is T f)’
i i (r i Zada a A con el mismo <
ar una diStflbUClbn i{r) nor.nall y

debemos encontr _ s e (;).
{’) tal que su momento de frecuencia W, minimice = S
(k >0}, de g r) : ;




ra ]aJc ao .
i en 1d 1 C (0] o]
l - i sma na e ( ] consid anos ]()I.e[lt K

] 3 o] r -3 m -]
positivo, obtenemos que la tf'uncién f(r) viene dada por

. L
§ . [P = h .] Lo r 4£1/b

( " otro caso

{1.21) t{r) =

Imponiendo 1la normalizacién de t(r) a A y utilizando la ecuacién {1.11)

obtenemos

4C  k/(n-1)-
A = 2BC U3 peg 1 /0-1, n/6ne1))

siempre que se verifique
{1.22p) k C 3n=3

Ne 1la misma forma podemos obtener el momento <r"k) alrededor del origen de

f(r), qle resulta valer, después de llevar a cabo algunas transformaciones
k

anilogas a 1 s rculizadas con (r », k >0, lo siguiente

-3 bk

L S
(1..333-) < r >—- —_-ﬂ(3*-——k}-3

y de nuevo, debido a las condiciones de (1.11), aparece la siguiente

limitacién para el valor de k

{1.23b) k < (3n-3)/n

&

i ; i de la
También podemos evaluar el momento de frecuencla de orden n, L

distribucién f(r) dada por (1.21) obteniendo

: - nkA o1
( .Z”) o ﬂ(3"k)‘3

de nuevo con la condicién (1.22b)




Ahora bien, teniendo en cuenta las relaciones

(1.22a)-(1.23a) 1a
expresién (1.24) se transforma en )

_UCB“R]—H Sy }3/k
s - e O
n{3-k}-3 b B(3/k-1/{n-1], n/(n-17]

valida para

{1.250)

De nuevo podemos plantearnos si este w; dado por {1.25a)' con la
condicién (1.25b) acota inferiormente al momento de frecuencia de orden n de
una distribucibn arbitraria S(f) definida positiva, normalizada a A y con un
momento <r—k} alrededor del origen. La respuesta, en forma andloga a la
expuesta anteriormente cuando trabajédbamos con momentos de orden k positiéos,
es afirmativa, por 1lo que podemos decir que dada una distribucién gﬁ?} gue
cumple (1.20a)-(1.20c), entonces su momento de frecuencia W estd acotado

inferiormente mediante la relacifbn

3/k
; *‘[—S——n L

: nkA" 3n-3
St “n? n(3-k]-3 | B nB{3/k-1/(n-1],n/{n-1))

siempre y cuando se cumpla la relacién (1.25b)

N6tese que, debido a la relacién {1.25b), podremos acotar inferiormente

i ‘ : misma f tacién inferior en
de <r 1) gsolamente 8i n »3/2. De la misma forma, la aco T

de < r—e) ser4d s6lo posible para aquellos momentos de frecuencia de

valores de n en los que estamos

funcibn

orden n mayor queé 3. Debido a que los
(energia cinética) y n=4/3 (energia de intercambio}, no

B i
£ '
alrededor del origen{r », ni aquellcs (T ) con

Bl |
rar el momento {(r ? desde el punto de

interesados soON n=5/3
consideraremos el momento

k3; y para n=4/3 no podremos conside

i i 1 : uencia.
vista de calcular cotas inferiores a dicho momento de frec




1.2 BONDAD DE LAS COTAS

Aqui se comparan las cotas obtenidas en 1a seccidén anterior con el valor
exacto de los correspondientes momantos de frecuencia para varias

distribuciones que aparecen frecuentemente en el estudio de los sistemas

atébmicos y nucleares de A particulas. Consideraremos, ademlds de 1la

distribucién uniforme, 1las distribuciones gaussiana modificada (DEJTH}, de

Fermi a dos paréwetros (DEJT4), de

Thomas-Fermi (MAR75,83) y de Thirring
(THIB1).

La segunda y la tercera permiten obtener buenas parametrizaciones de

la densidad de nucleones en nicleos ligeros y pesados, mientras que las dos

Gltimas aproximan razonablemente bien (salvo " la finitud en el origen) ia

densidad de electrones en un &tomo.

Una idea de 1la bondad de 1las cotas {1.19) y {1.26) para cada

distribucién viene indicada por el error relativo

e valor exacto - cota

f1.27) valor exacto

A.- Distribucibn Uniforme

Detfinicibn:

fq r¢ R
(1.28) S“(I‘? =) .

.

r ;>R
Normalizando a A se obtiene la relacidn

A = HBM itg/3

de esta distribucibn y

i r i 3 1 3 PRI )

k = —1,1,2,---

respectivmnente.
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AB A F‘ 1 € 1 1 ) d(:‘ ] 18 CO l,db 1Y [1‘] 1( 0 1 ; ‘{JI (le <‘ >
; 3 “ 3 { y 1“ ) ara ]OS motr

|
entos de frecuencia =
wn, n '|/3: 5/3,

o 25 i 3 2 d
» cuando la distribucién considerada es

2
la unifornme,

TABLA II: Error relativo de 1las cotas inferiores obtenidas en funcibn de
<1J(> , k=-1, 1, 2, 3y 4, para los momentos de frecuencia wn, n=4/3, §/3,
2. 4y U cwando la distribucién considerada es la gaussiana modifiicada dada

por (1.29) Los paréametros a y o usados son a = 1.805, X = 1:517;

\k

n

0.009 0.005

0.017 0.033

U,U“u 0 U&S

0.201 0.300

0.387 0.510
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B.- Distribucién Gaussiana Modif'icada

Detf'inicién

2

’ Z2 ‘ é
(1.29) 5 (r) = \7(1 + ALPL/agl g /a

Normalizando a A se obtiene

A 1:3/3 P ad(1 4 3 /2)

Los momentos alrededor del origen vienen dados por

2k+1 4 2k
4y 7 = e {8111 B o {1+{k+2)x¢ ), k=-1,0,1,...

/3(2_'_3 x )

(2k+1) 11
K

(2+4{2k+3) x ), k=1,2,...

Para los mommentos de frecuencia wn, con n entero, se obtienen
expresiones analiticas anédlogas mas complicadas. Cuando n no 28 entero, los

momentos de frecuencia de orden n tenemos que evaluarlos numéricamcnte.

El error relativo de las cotas inferiores obtenidas viene dado, paa una
distribucién de este tipo, en la Tabla I1 para varios valores de n ¥ k. En

esta tabla hemos usado para los parémetros a y x de (1.29) aquellos valores

- -1
que permiten reproducir 1los regultados experimentales drf wutdgibn e - 0

(DEIT4), i.e. a=1.805, X =1.517.

C.- Distribucibn de Fermi

Detinicién

{1.30) §(r}




TABLA TI7T1: Error relativo de las

£r . s 2y 3yl

2 3 ¥ LI,

cotas inferiores obtenidas en funcién de

para los momentos de frecuencia w

e B # 473, 873,

cuando la distribucién considerada es la de Fermi dada por (1.30].

Los parametros usados son a = 0,563,

Ro= 3081,




]J ] i dl[eded() d L 6] 0 2
a crma ) 105 J-O;l’@lltob

e de
andlltlca’nente uEando n e\laluaPSe

55 . bor  ejemplo algunas técnicas integrales de {KRI81)
ver Apéndice A del teprcer capitule). Las . ,

relaciones que
: ; ; 8e obt
normalizando 1la funcién (1.30) i

a A, y las expresiones para algunos de los

primeros mome i
3 momentos alrededor del origen las exponemos a continuacién

2 2
R 2
( —_— LS e 3 ¢
3+ 3 @R - 2a° pRa))

R et i 3
or i (R/2 + m a"/6 +a szH/a))

g, o 4 2oa g
= R M RaR /2T n'a'/60 + 62" PufH/a])

donde los simbolos Fi denotan las series (LEW81)

Los momentos de frecuencia wn, con n entero, pueden ser calculados
tawmbién en una forma analitica, siendo su expresién més complicada. En el
casc de que n no sea entero, la evaluacién de estos momentos de frecuencia

hay que llevarla a cabo en una forma numérica.

El error relativo de las cotas inferiores obtenidas para una
distribucién de Fermi y distintos valores de n y k los damos en la Tabla III.
En esta tabla hemos tomado para lcs parimetros a y R los valores 0.563 ¥y

7.51, respectivamente, que reproducen los resultados experimentales de

- 4o .
colisién e - Ca (DEJTH4).

D.- Distribucibn de Thomas-Fermi..

Definicién

k (/7 'FJS/E S
§1.31) _3(1"} - ¢ '

otro caso

/2

el valor k=23' /3|1.2 es utilizado en (MAR83), ajustando el

En particular,




parametro A ‘orm
de forma (ue ofr) esté normalizada a A
Norma .

372

4] l/\-

Los momentoes <] i
; alrededor del origen de esta distribucién vienen dados por

g, o1

b ’ I
Z/AB/B

k/3

18 2k/3

B{k+3/2, 5/2) a°" 35"

siendo B{x,y) la funcién Beta definida por (1.12)

El momento de fr T i i i
: frecuencia wn de esta distribucidn existe s6lo en el casc de

que n< 2. Para estos valores de n su valor es

1-n/2 3n-3,2-n

n
18 B((6-3n)/2, (2+3n}/2) Z

El error relativo para las cotas inferiores obtenidas en este caso toma
el valor para n=4/3 y k=1,2 y 3 de 0.125, 0.189 y 0.233, respectivamente. En
el caso n=5/3 y k=-1,1,2,3 se obtienen respectivamente los siguientes valores
del error relative: 0, 0.526, 0.602, ¥ 0.649 . N6tese que para n=5/3, 1la
funcién densidad que minimiza en funcién de {1/r) es precisamente ia densidad
dada por el modeloc de Thomas-Fermi, de ahi que el error relative de la cota

cero. Recordemos que en caso n = 4/3

inferior en el caso n=5/3 y k=-1 valga
-1
en funcién de (r » debido a la

no 2s posible dar una cota inferior

restriccién {1.25b).

E.- Distribucién de Thirring.

Definicién

{1.32) X(r) ” —-———-——unr(ﬂa) )

Normalizando a A se obtiene
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El error relativo para 1las cotas inferiores vale 0.774 cuando L=4/3 y
acotamos en funcién de ¢(r). Cuando n=5/3 el error relativo vale 0.099 ¥ 0.865
segin se acote en {funcidn de (r’17 o {ry, respectivamente. En el caso n=2,
los valores del error relativo vienen dados por 0.3086 y 0.874, de nuevo

» . ki) 1 '
acotando en funcién de {(r » 0 (T respectivamente

Como puede observarse e€n los resultados expuestos en las tablas I-I1T,
junto con los resultados dados en los apartados D y E de esta gecci6bn, fijado

un k»0, el error relativo para las cotas inferiores aumenta con 1. 0 lo que

es 1o mismo, cuanto menor sea el orden del momento de frecuencia que Queremos

acotar, mayor serad la fiabilidad de la cota obtenida. En particular, para

n=4/3, n=5/3, que 8oL 1os casos en los que estamos interesados, pueden

obtenerse cotas muy buenas en, al meNos, los casos de las densidades

consideradas que€ corresponden a densidades de carga ¥ de materia realistas de

ciertos sistemas atdmicos y nucleares.

De 1la misma forna, fijado un n, la cota inferior obtenida en funcién de
< rk), con k »0, empeora emn todos los casos al aumentar k, salvo en el caso de
me donde dichas cotas mejoran al tomar k mayores. Este

una distribucién unifor .
pinimiza en funcién de {r p se va

resultado €8 16gico: 1la densidad que




"

aproximando mas y

mas a la densidad uniform

con ella cuando k tiende a infinito.

€ cuando k aumenta, coincidiendo

Ademds, nétese que las cotas obtenidas para el

en funcién de {1/r) funcionan bien a11{

funcién de <irk), k>0, es decir,

momento de frecuencia w
n
donde no lo hacen las cotas en

en densidades como las expuestas en los
apartados D y E,

I1.3.-APLICACIONES

I.3.1.-_Acotacién de la erergia cinética de un sistema de muchos fermiones.

Consideremos un sistema de A fermicnes con q estados de spin posibles

para cada particula. La funcién de onda que describe al sgistema

e -

e el

Z,....,FA; 41, 5

33 antisimétrica en los pares (Fi, Ti}. La energia cinética del sistema viene

tefinida (LIE7ba)} por

e s e 5
\i \\ijlf(rl"“"r;\; ;1,.,.,,-‘_\}‘) ‘drl...dr'A
J

y 1la densidad monoparticular, o sea 1la probabilidad de encontiar una

particula en ¥, viene dada (LIE76a) por

imacién de
Bn 1975, ILieb y Thirring (LIE7S) probaren que la Zpro

A o 818 3t
I O iy (¢] 10T 1 I g
h mas ermi eEs una c ta 11lt er ! (le a ener id Cl“étlca (181 3 teﬂa de A

e b i. 1 ad a
= LD (0] ( t a est norma
stos auntores nOStLr ron ql.le s1 a I 1LZ a

fermiones., Exactamente,

1a unidad, o sea si

. = W/ T .|
W= = | I F Ty




entonces

{1.33)

Esta cota, que s86lo es vAalida para fermiones, es esencial {LIE75,7ba)

para poder explicar 1la estabilidad de la materia. Dyson (DYS67b) mostré que

la materia no saturaria si 1los electrones fueran boscones. En efecto, el

principio de Pauli, o sea la naturaleza antisimétrica de la funcibn de onda

del sistema, Jjuega un papel determinante en la obtencién de esta cota. Nos

dice que al ir afiadiendo fermiones al sistema, la energia cinética crece al
5¢3

menos tan réApido como A (LIETba).Esta prezién de Fermi se hace necesaria

para evitar un colapso, o sea, sin ella la materia no serfa estable,

Comparando esta cota con la expresién de la energia cinética del estado
fundarental de particulas 1libres en una caja ae volumen V, Lieb {(LIE76a}
conjeturé razonablemente gque la cota dada por (1.33) debiera ir multiplicada

por un factor (&r1)2/3=5.uus. En otras palabras, la conjetura de Lieb es que

2/3Kq—2/3 - -2/3

(1.34) T % gan) 5/3 " 9.116 q W

5/3

De hecho el mismo autor ha me’orado recientemente la cota dada por

(1.33) en un factor multiplicativo 1.643. Ver en este gentido

i j i (1. se
(LIET6a, pag.556) y (LIE8H, ecuacitn (52]]. Aot pues 12 desigualdad (1.33]

transf'orma en

-2/3
§1.35) T N ¥e /3

1
4

— e | e8 1gu
ol 3K . U bS s5¢€ q

B : 1290,
a 1a cota dada en esta designaldad multiplicada por el factor 3.29
1 v
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desigualdades ( :
des (1.19) y (1.26) nos dicen que para nek /9 ae weeiol
§ ca que

parak:lldi3!l--

1.37 e 118
( ) B 30 = =

T ol ks 1+ e 'or i
espectivamente. Combinando cada una de estas inecuacicnes con la desigualdad

{1.35) se obtiene que

5k k[b/€5k+b)]3/k 1 2/3 ¥ el A5/3

fis8l TS5 T

¢ TBk+b | B B(5/2 q =57

= 12 .\ 5iu, ¥ que

.12 2

u.‘ o
o K = ,2108 q

b K:J <

Estas desigualdades mnos suministran cotas a la energia cinética de un

gsigstema de A fermiones que dependen solamente del namero total de particulas

del sistema y de un momento alrededor del origen de la densidad

monoparticular del gsistema. Asi pues, en realidad 1ag inecuaciones (1.38} ¥

{1.39} nos permiten obtener una infinitud de cotas inferiores a la energia
cinética a medida que cambiemos de momento (rk>. Surge inmediatamente la
pregunta de cuil seréa la mejor de todas estas cotas. La respuesta es que ello
hecho ya ha quedado puesto de

depende de cada caso concreto, como de

anterior al estudiar la bondad de las cotas a los

manifiesto en la seccidn

momentos de frecuencia wr.




Sefialem iy | h
ros finalmente que las correspondientes cotag "

conjeturadas" gse
las anteriores sin m

obtienen de
4s que multiplicarlas por el flactor 3.290

0
sea que :

1'[“” con - ; rcon ;
{ ) Ty 3.290 T ; i) = 3.290 T;

I.3.2.- Cotas inferiores a 1la energia cinética nuclear.

Teniendo en cuenta 1la desigualdad (1.34) y las tablas II y III de la

seccibn Lo gque  nos muestran que el momento w5/3 de densidades
monoparticulares realistas (Fermi, gaussiana modificada) se deja acotar mejor
en términos de momentos <’rk> con k positivo, es fAcil concluir que la
desigualdad (1.38) suministrard mejores cotas que 1a (1.39) a la energia

cinética T de un niicleo.

A partir de (1.38) y como cada nucleén dispone de cuatro estados de spin

posibles (i.e. g=4), resulta que la expresibn

s io82k | xlestsia)] P ] 27 008

g R Skv6 | BRUB(5/2, 3/K1| o Ky2/%

vAlida para k=1,2,3,..., nos acota inferiormente la energia cinética nuclear
en términos del namero total de nucleones A y del momento alrededor del
origen <’rk> de 1la dersidad mononuclebnica de dicho niicleo. En caso de haber

considerado separadarente protones ¥ neutrones {DEH85) hubiéramos obtenido la

expresiéon

)]3/1( 23] 71 7943

8.7278k {k[ﬁfﬂk*b = :
(1.42) T T5k+b [ 4 rtB(5/2, 3/k} <rk)n£/k <I‘k>pz/k

k=1,2,3 y donde N es el namero de neutrones, Z el de protones ¥
con =] 2 Sk 1de

1ljp

de protones respectivanente.




TABLA 1IV: Error relativo de

8 Y, k=1 8 5 ¢

)

las cotas inferiores obtenidas en funcién de

» Para el momento de frecuencia w

cuando 1las
5/3
distribuciones consideradas

para 1los diverscs nicleos son la gaussiana

¥ la de Fermi (A»24). Los parémetros a,
tomados (DEJI74) de tal

modificada (A€ 16)

® ¥ R han sido
que reproduzcan los experimentos de'scattering

f'orma
electrén-nicleo.

0.044

0.039

0.036

0.033




Para los na
wicleos en g
" jue los Valf\r‘es es k
' sperados i > de
neutrones y

€s ligeramente Ssuperior que T Y por tanto
Ambos valores coinciden cuando N =
la densidad neutrénica

prctones sean iguales la cota Ti

&8 mejor cota,
= A/2. En e] caso de que
7 \.(P) sea proporc1ona1 a la proténica e
§n(p) = N yp(ﬁ}/z, entonccs los momentos (r > de S

Aqui supondremos que

(), e.g.

ambas densidades coinciden,

ya que su diferencia afecta de forma poco significativa al valor de la cota

Veamos ahora qué valor de k nos suministraz la mejor cota TC. Para ello
recordemos que, segin (1.34), TC es directamente proporcional a w En la

tabl I m alti ]
abla IV se muestra en las Gltimas cuatro columnas el error relative {1.27)

de 1as cotas inferiores {1.36] a w5/3 para varios nficleos y para varios
valores de k, que nos da una idea de la bondad de tales cotas. Los momentos
{IJ{> invelucrados en el célculo de las cotas a ws/3 contenidas en la tabla
han sido e»aluados ; suponiendo una distribucibn gaussiana,

(I’/a) (P-Rl/a) siva

gird= (1+ x(r/a)®) y una de tipo Fermi, e{r)=1/{1+e
los nficleos con A<16 y con 24 ¢Ac¢ 238, respectivamente, considerados en
ella. Los par&netros {a,x) y {a,R) que caracterizan tales distribuciones y
que se muestran en las dos primeras columnas de la tabla, han sido tomadas de
(DEJ74), donde se recogen aquellas distribuciones mononuclebnicas que son

capaces de dar cuenta de los datos de los experimentos de difusibn de

electrones por nicleos.

Esta tabla nos muestra algunas caracteristicas dignas de mencién:

" e
ji} Para k = 1 6 2, o sea utilizando el centroide {ry o la varianza (r p

de la densidad mononucleénica en el céalculo de 1a cota, el error relativo de

esta es menor del 5.27 €l todos los nacleos considerados {(que constituye una

muestra bastante representativa de 1la tabla peribdica de nficleos).

{ii) La mejor cota se obtiene para un k cuyo valor aumenta al subir en

En efecto el k 6ptimo es igual
2¢A<148) y a 3 para niicleos pesados

1 i6fdica a 1 para nficleos 1igeros
1a tabla peril >

{ih¢ A<Bb), a 2 para nicleos medios (6

cualitativamente gi nos fijamos en el

(184 <A ¢238). Esto puede entenderse




TABLA vVv: Energias honoparticulares promediadas (prime

ra columna) y la energia
por particula E/A

(segunda  columna) obtenidas en diversos cdlculos
energia cinética

Todos estos

autoconsistentes. se muestra adem&s 1la

por particula (T>
obtenida a partir de la ec, (1.43).

datos vienen expresados en Mev,

Nucleo -1/£A(§-5A)

L0438 (BHUbl)

(KER66)
(DAV69)
(VAU69)
(BRU61)
(KER66)
(DAV69)
(VAU69)
(DAV69)

(VAU69)




. 0do d as ¢ 18 a l e --—I Z
ét ( e ()hte 1( 161 de I_Fl O [ ]
C = k
L W €1 f.u Cc 6 d (I >‘ k . s

el da secodidn T.1. gid4 descrito

vimos u : i i
que la funcién densidad que minimiza dicho

momento de frec i
recuencia depende de n y k. En el caso parti
funcion es ) particular n=5/3, esta

Aqui se observa g 3 5
que al aumentar k, la funcién S>(r) 8e aproxima a una

distribuci if'or Por
>ién uniforme. Por otra parte, cuando el nfimero misico nuclear crece
! ?

la densidad monoparticular se acerca a la funcién uniforme. De aqui que al

pasar de nucleos ligeros a pesados, las funciones minimizadoras de w seran
' : ‘ 5/3 ;
las mds parecidas posibles a las realistas para valores de k distintos que

ir&n progresivanpente aumentando.

(iii) Fn todos 1los nicleos considerados, el error relativo de la mejor

cota es siempre menor del 3% .

(iv)} E1 error relativec de la cota obtenida a partir del radio cuadrético

medio es ¢ 2 para los nicleos con A 2b62.

s . s u
A continuacién mcstraremos explicitamente los valores exactos, TC’ dados

; con o ;
por la expresién {1.42), y conjeturados TE = 3.29UTE de las mejores cotas

: . 2 16
inferiores (expresadas en MeV) a la erergia cinética de algunos nicleos £ -0,

QUCa, 9UZr y dUBPb}. Esto se hace en la tabla VI, en donde se lleva a cabo

también una comparacién con 1os valores de la energia cinética nuclear (en

MeV) hallada en varios chlculos autoconsistentes no renormalizados de tipo

Hartree-Fock ¥ Brueckner-Hartrze-Fock (SVE79,BU). En estas dos teorias se

verifica de forma exacta la relacién

E vl ;s __E = &
1.43) i _E<T>+ZA % A

e enlace por nucledn E/A y la energia monoparticular

que T0S8 liga la energia d
(KOL72). Partiendo de los

cinética media (T} (BECTO),

media con la energia :
puede obtenerse una estimacién tebrica

las dos primeras energias,

valores de
explicitamente en la Tabla V

ara varios
du LTy, Este ke diewa & cabo o

cilculos autoconsistentes.




TABLA VI: Comparacién de las mejores cotas inf'eriores (exacta y "conjeturada“)
a la energia cinética nuclear con las obtenidas mediante diversos célculos
autoconsistentes. En la 4ltima fila ae dan 1,8 valores pseudoempiricos
encontrados por Svenre para algunos niicleos.

Tipo de calculo Magnitud Nucleo
(Mev)

b
. 0

Cota inferior
exacta

Cota inf'erior
conjeturada

B-H-F
(BRUGL1)

H-F
{KER66)

5405.9
B-H-F
(DAVb9)

: 3744.0
H-F
(VAUGY)

3855.6
valor pseudoempirico

(SVEBO)




En 1la tabla VI también ge muestran en

semiempiricos (en MeV) de 1a energia
20 |

la Qltima fila los valores

cinética media de log nicleos lbO y

Pb obtenidos por Svenne (SVE80). Este autor

determina 1a energia cinética
media por medio de la f'érmula T =:ﬁ:<rd7 _1, donde C es una constante que
se ajusta a fin de que 1a relacién (1.43) se

satisfaga pero tomando los

para la energia total y las energias m

: 5 1b 208

Para 1los nfcleos Bl Pb, Svenne obtiene para C los valores de 52.4 y
o

282.6 MeV.tm"™ respectivamente.

valores Xperimentale i
s experimentales onoparticulares.

De 1la tabla VI merecen hacerse algunas conside.aciones. En primer lugar,

con ;
son siempre mayores del 22% y 70%

"
la cota Tv ¥y su valor conjeturado T;

respectivamente, de 1a energia cinética obtenida en varios cAlculos

autoconsistentes. Ademds, se observa que 1la cota modificada para tener en

cuenta la conjetura de Lieb es del mismo orden de magnitud {coincidiendo en
algunos casos préicticamente) que los valores autoconsistentes ce la energia
2 4 i ncon " i
cinética. Digamos finalmente que dicha cota TC se <comporta de forma
gimilar a 1la energia cinética obtenida semiempiricamente al menos en los dos

nicleos en que la comparacién es posible (SVEBO}.

Debido a que una de las mejores magnitudes nucleares conocidas es el
radio cuadratico medio, en 1la Tabla VII presentamos la cota inferior a la
energia cinética en funcibén de <'r2> y su valor conjeturado para diversos
nficleos de 1la tabla peribdica. Como puede observarse la diferencia es poco
gignificativa cuando se comparan estas cotas con las mejores cotas en funcibn

de k dadas en la tabla VI .

I.3.3.- Cotas inferiores a la energia cinética atbmica.

e e
Las desigualdades (1.38) ¥ (1.39) indican que las expresio

: I/ 23 573 :
g.7278k | x[6/(5k+6}] _Z_m i EmlR.
(1.44) =T Blab TrB(5/2, 3/k] e




TABLA VII: Cotas inferiores (exacta y "conjeturada") a la energia cinét:ca de

adratico medic.

diversos nficleos en frneidén del radio cu

Nucleo

118,
159,
186.
210,
322.
bio,
608.3
876.7
1005, 4
1894.
2315.
2582.
3165.
3755.5

4211.9




TABLA VIII: Cotas inf'eriorer (exacta y "conjeturada"

) a la energia cinética de
de (1/r) y haciendo uso de teorema del virial,

diverscs Atomos en funcisdn

En la
tercera columna se

dan los valores de <T) obtenidos <n (HUA76) y en 1a cuarta
el error relativo para la cota inferior jeturada.

LTy

fieas]

H.46 27.83 37.128
b2.63 140,24 199.234
109.79 3bi.a1 530.176
307.82 1012,74 1541.276
1082.07 3501.97 5859.553
1967.19 G4T2.08 - 0 13290,.727

30T E-15 12426.82 4306.195




0.13277 2273 ¢1/0y 2

acotan intferi € i i i d 0] inos de su numero
dl ]11 riorm nte la eher‘gla Clnétlca e un étonl €n téPm‘n i‘
3t631T1C0 Z y de un :’non‘:ento alrededor del origen de orden k = -1,1,2
g v r 2 piee

: de 8su
densidad de electrones,

Para obtener estas expresiones hemos tenido en cuenta

que el navero total de particulas del sistema es A=Z y que cada electrén solo
dispone de dos estados de spin, por lo que q=Z. Los correspondientes valores

'\ con

y TC se obtienen

primeras por el factor 3.290 de acuerdo a las

\
de 1las cotas TC y TC en la conjetura de Lieb. o cea, Tcon
: @

8in mé&s que multiplicar 1las

expresiones (1.40).

Haciendo uso del teorema del virial, puede mostrarse (THIB1, pag271) que

(1.46) <1/ 2 1.3956 21/3[1 . 0{2'1/31]

por lo tanto la expresién (1.45) deviene
(1.47) T; p) TS = 0.1293 27/3[1 - 0(2'1/3)] T

(donde 1 unidad at6mica f{u.a.) = 2 Rydbergs = 27.2116 ev.), ¥ 1a

correspondiente cota conjeturada es

(1.48) 3 Tf;COI}_: 0.4254 27/3 u.a.

Merece 1la pena subrayar en estas cotas a la energia cinética atbémica su

ot 5 t:
dependencia en ZT/D por una parte, y Su enorme gsencillez por otra. Para tener

una idea de 1la calidad de estas cotas, representamos en la Tabla VIII sus

: & 8
valores para varios 4tomos y las comparamos con los correspondientes valore

de 1a energia cinética { T obtenidos con la
que 1las cotas no son excepcionales y que 8u

teoria Hartree-Fock-Slater

(HUATG, pag.251). Obsérvese s
teriorando paulatinamente al subir en la tabla peri :

calidad se va de

i de tomar las
Estas cotas han de mejorar degsde luego 81 en lugar




l.‘\i\l A I . ( dac 1 i riores CXst Y conjet ra
X otas T €
) = ( a 1] u da

) a la energi i i
. . ‘ nergia cinética
en funcién de <1/r). y

Los valores de {1/r) han sido hallados en

diversos Atomos

SRR G
calculos de Hartree-Fock-Slater (DEST3)

{1/r)

2. 448
34335
3.895
4.o487 370.39
58571 1438.806
6.3572 2005.68

7.6767 b054.93

TABLA X: Comparacién de las cotas inferiores exactas a la energia cinética de
2 :
varios 4tomos en funcién de {1/r), {r) y {r’ ). Estos valores han sido tomados

de (DES73). Tcdas las magnitudes vienen expresadas en unidades atdmicas.

1.1987
1,02 2. )
0.893 . s

0.7822 . e

0.7039 1438.

U.i$827 . 2b05. bb3

0.6137 oyttt iy




estimaciones minimas de {1/

dadas por 1a desigualdad (1.46), tomamos sus

valores calc a 3 exactame | ani
culados exactamente. ton la Gnica finalidad de obtener informacign
fiable sobre 1: ) o inferi e
€ sobre la bondad de las cotas inferiores dadas por la expresién {1.45)
. L]

alculare: o actarente o 7o %
calcularemos exactamente el valor de {1/r) en el

seno de algin modelo tebrico
'}s ‘KR Q o 1Q79 n '
{PEK59); {DES73). (GAD81,82), hallaremos 1a cota (1.45) correspondiente y
este valor seri finalmente comparado con la energia cinética del dtomo
3
T T i i e .
tawbién evaluada de forma exacta. Esto se hace en 1a Tabla IX donde para

arios aAtomos se muestran en la prirera colurna los valores de Q]/r} dados en

)
wn

» ¥ en la cuarta columna los de 1la energia cinética <1‘3 obtenidos al

resolver 1las ecuaciones de Hartree-~Fock-Slater (HUA76). Se observa que la

bondad de 1la cota aumenta al subir en 1a tabla

mt COT) \ 5

Lo de 0.302 en el Atomwo (s que es el caso mis desfavorable,
)

, 8iendo el error relativo de

Finalmente, a {fin de mostrar que la expresidén (1.45) dz una cota
inferior a 1la energia cinética mejor que la expresién (1.44), comparemos
relativamente entre si 1los valores de TC y TL. Para ello utilizaremos los
momentos {\rk}, con k=-1,1 y 2 calculados usando 1las soluciones de _as
ecuaciones de Dir. :-Fock atémicas (DES73). Los correspondientes valores de
las cotas dadas por (1.44) y (1.45) se denotaran en la forma TC(—I), Tcgl) y
T (2) respectivarente. Todo ello se muestra en la Tabla X. En esta tabla se
observa claramente que 1las cotas TC(—l), 0 sea aquellas obtenidas con el
momento ¢ 1/ri\, son mAs positivas y por tanto mejores que las cotas Tc(l) y
T (2); en general puede verse que son mejores que cualquier cota del tipo

(1.44), dependiente de algin momento de orden positivo.

I.3.4.- Acotacién de la energia de intercambio.

16 i ia de
La energia de intercanrbio o correccion de Dirac a 1la energ

7 i e o}
Thomas-Fermi vien dada (MART73, pag.23), (LIE81) por la expresién (1.2},

. [ T o o
{1.49) E = -C LE(X}J dx W

C st 1 [)()5' .Vd. Y v 0] 'éS adO pa a a
dof.de C es una con ar e 1 E va o S o C (

es el de C =3(3/r1)1/3/4:0.7380.
e



TABLA XI:

Comparacién de lag cotas

inf'eriores aj momento de frecuencia w

]

. i 2 b
funcién de L2y LT Yy (p ).

. Bn
4/3
Estos valores han sido tomados de (DES73). Tadas

las magnitudes vienen €xXpresadas en unidades atémicas.,

J4/3
L
l{1

3.751 2.52b

bb.0248 1].1Uf 5.014
8.0806 21.784 13.300
15,5637 by, 825 20,348
8224 102.198 : 45,718
s 209.604 48.775

J.bhb3 £39.383 93.749




1 Ente g e & o t
s e - e (
[ ! Vig dLntrlli( €
I ) 3 | 3 o4 :| w / ) H’lt 2 10rme e

desigu: inr”
slgualdag (1.19) con n=4/3, cbteniéndose
a108e

_ bk | k[3/¢uk+3)] 37K
4k+3| SrCBCYE, 3/k) , Kk
: >

}1/3

37Kk ‘ g

kd]. (84S dl ¢ - < ; . AC - e V(l](l k"“‘—]. 10 es‘, I 5 3 d() omao y se
111 1111 l’\l, ’ y . . \]Ll] -l D é.pentl com a

discutid en 1a seccién I.1.
A.- Atomos

En este caso, nétese que estas cotas son proporcionales a,<rk;>—1/kzq/3

¥ por tanto la cota que se obtiene con k=1 es prcporcional a 25/3 ya que
= e
fry ~z 0 (vl

La mera sustitucién de 1la cota inferior a dada por (1.50) en

Y4/3
(1.49), suministra una cota superior E;S a la energia de intercambio E . De

_c8 . ‘
hecho bD es una funcibén de k y Z, o sea E;S = E;s(k,z). Habri pues tantas

: cs - : :
cotas superiores ED a la energia de intercambio de un &4tomo dado como

valores diferentes de k. E1 k 6ptimo, o sea el valor de k que suministra la

mejor c¢ota infericr a y por tanto la mejor cota superior a RD’ es k=1

w |
473
como muestra 1la Tabla XI. En esta tabla damos en las tres primeras columnas
-k - :
los valores de 1los momentos {r ), k=1,2 y 4 de la densidad electrbnica de
varios Atomos, que han sido cbtenidos resolviendo 1las ecuaciones de

Dirac-Fock atémicas (DLS73). En 1las . tres filtimas columnas se muestran las

cotas {1.50) a wu/3 obtenidas para cada uno de los momentos anteriormente

citados.

CS(kzl), primero con los valores de
D
gemiempiricamente por medio de

Finalmente compararemos estas cotas E

la energia de intercambio obtenidos
7 2°/3 = . on 1cs
expresiones del tipo ED = -cZ , con ¢=0.2208 (scu81), y segundo c

valores E de dicha magnitud obtenidos haciendo uso de (1.49) y de la
o D

expresién (PAT81)
e 3
< peE B Ve (p) p dp
|
\1/3
322l .
"7 (] 4/3

en el espacio de momentos, 0 8€a

donde X (p) es 1la densidad monoparticular




TABLA XII: Com i6
. o A Comparacién de 1a cota int

erio N funcién d
T en funcidn de (v) al

1“t(,] c amt 10 con .ll)‘ V ll 1 H En a t ma
X ) o] dlorlres ob "(_‘H.,t o8 en (h( Hl] Yy ( JA )B%] . u im
col umna e € i 3 df - ‘ .'-‘H ]l 14 re I . {;
ille IS pPres l."nt,(l ] 3 a Speg O a S
S 8 = erro e VO C :.(..L Ll 2 YOI d CO
ralore (i\' {‘.,.(”7 O - |8 J
© (e l[ 1‘ l 08 ”i S - | > ( = i o y ae 1 as
\ ] L4 8 ol}. RO R Versos Vv I]OIL I ]
(- 28 ae a LTIEI‘gId B int
- ‘ 1 1 L(_ ambi
CcO 18 vie 3 3y Q- 1 3 - 1 } d v @ 't ~ . - \
J1EeNEenNn expre S4das ¢ un l(' dades aton cas

E
D

(GAD83}

h.o03
14,811 8.204
28.233 16.090
59.290 33.108
139.981 142.962 75.483
214,444 154.841

41,735 176.809

TABLA XIII: Comparacién de las cotas inferiores a la energia de intercambio de
diversos ndcleos en funcién del radio cuadritico medio con los valores

obtenidos en (TIT74). En la Gltima columna se da el error relativo de la cota

respecto de 1los valores exactos (TITT7L4).

A

< Fg> 1/2
(fm)

71

L8




Por medio de la relacién

]

=0 3183 <\'p:> A

El valor esperado KL‘> fue calculado

(GAD83) usando el programa de
estructura atémica

de Clementi y Roetti (CLET4).
cabo en 1la Tabla XII

Esta comparacién se lleva a

, donde las dos primeras columnas corresponden al valor

semiempirico dado en (SCH81) ¥ a ED respectivamente. En la tercera columna se

8 VR
muestra 1la cota HD para k=1. Finalmente se dan los eérrores de esta cota

relativos a 1los valores semiempiricos de Schwinger. Nétese que la bondad de

las cotas obtenidas depende del 4tomo considerado y en todo caso dichas cotas

son mayores del 517% de los valores gemiempiricos correspondientes.

B.- Nlcleos.

En este caso la energia ED denota la energia de intercambio de Coulomb
(NEG72), que da lugar a una contribuciébn local al Hamiltoniano nuclear de
Hartree-Fock. A continuacidén se muestra en la Tabla XIII la comparacién de las
cotas superiores obtenicdas para esta energia en funcidén de ¢(rd> con los
valores exactos suministrados en un célculo Hartree-Fock (TIT74). N6tese que
en todos los nicleos considerados el error relativo de la cota es siempre mucho

% 90% del valor exacto.

menor de 0.1, Esto significa que dicha cota es
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LI.- DISTRIBUCION DE NIVELES DE ENERGIA |

JE SISTEMAS CUANTICOS.

E1l 28 i '
estudio mecano-culntico de los sistemas figsicos requiere 1la

-

determi ién ] e ; i
terminacién de las autoscluciones de operadores de tipo matricial
m :

e ; 7
diferencial ¢ integral. Generalmente este prob.ema es dificil de resolver no

§olo analitica sino también numéricamente. Por ello, resulta deseable la

obtencién de 1la maxima cantidad de informacidn posible acerca de 1los

autovalores ¥y autotfunciones de 1los operadores {fisicos directamente en
términos de 1los parAmetros que caracterizan tales operadores, es decir, sin
necesidad de resolver previamente el problema de autovalores ascciado. En
este capitulo se investigan métodos para obtener tal tipo de informacién en
lo que respecta a las propiedades globales o colectivas (a veces llamadas
también propiedades mwedias) de 1los autovalores y/o de los nodos de las
autofunciones de 1los operadores. E1l objetivo f'inal es la determinacién de ia
densidad de niveles de energia de los sistemas cuénticos y la distribucién de

nodos de las autofunciones correspondientes.

Las propiedades espectrales de naturaleza global de los sistemas de
muchos cuerpos tienen un gran interés debido a su significado fisico. La
excitacién de un sistema de muchas particulas por encima de una energia

unbral (e.g. 10UMeV para nGcleos) permite al sistema tener un nimerc de grados

de 1libertad extraordinariamente grande. Entonces el nimerc de niveles que

aparecen en el espectro es tan elevado que las magnitudes espectrales

relevantes ya no son de cardcter individual, tales como la energiay

autofuncién correspondiente de cada nivel por separado, sS1no que tienen un

colectivo o global. La magnitud més importante de este tipo es la

namero de niveles por unidad de

caréacter
densidad de niveles, def'inida como el

energia. Esta magnitud puede medirse experimentalmente como una
6n (DALB0O). La determinac:bn de

grados de libertad

intervalo de .
egta funcién

funcién de la energia de excitaci

el . .
a partir de primeros principios (o sea, a partir de los
i a interaccién a dos
oparticulaﬂes) o mejor, directamente a partir de la 1n%e
muil T y 1
i i i d4ia un problema nNo
erpos caracteristica €n el cistema B81gU€ siendo hoy dia p
cu § i




resuelto en 1ia tecria de 1los sistemas

de muchos tfermiones (POR65, MEH67
. : Y y
BERBO, BRO81, CAR83, DEH84a) .

informacién acerca

GART2, DALBo,
No obstante ge ha obtenido mucha

de la densidad de niveles de tale

8 sistemas por medio de

métc = = Al L P 2
todos de matrices aleatorias {PORLS GART2 MEH67 BK0O81
] bt | o ¥ i)

BOHB4) o

bas? se e 21 mode arti
as&ndose en el modelo de particula independiente { DALBO BERBO )

Quizés & i Nt mas )
) 8 el intento mas fundamental y completo de inclusién de
interacciones residuales realistas es el llamado método de las distribuciones

espectrales de French (FRE84). En este método las distribuciones de niveles

e R
energéticos se especifiican a <¢ravés de sus momentos (que son trazas

ponderadas de potencias del Hamiltoniano Yy de sus productos con ciertos

operadores de excitacién) y se calculan sin resolver 1la

; ecuacidébn «ce
Schrodinger exactamente,

En este capitulo consideraremos el problema descrito en el parrafo
anterior especifiicando 1la densidad de mniveles a través de sus momentog al
igual que French pero adoptando por lo dem&s un punto de vista completamente
ditferente. La resolucién de un problema de muchos cuerpos (por ejemplo el
problema nuclear en el modelo de capas) empieza por la truncacién del espacio
de Hilbert del sistema por consideraciones de e.g. teoria de grupos,
exigiendo que el espacio suministre la representacién del grupo que se crea
pertinente. La representacién del Hamiltoniano del sistema en términos de una
base del espacio de Hilbert reducido es  una matriz real y simétrica de
dimensién N generalmente muy grande. Entonces nuestro problema se reduce al
de 1la determinacién de la densidad de autovalores (o de sus momentos) de una

matriz real y simétrica directamente (o sea, sin diagonalizarla) en términos

de sus elementos de matriz. Este es desde luego un problema muy dificil afn

no resuelto. Sin embargo, esie problema puede gimplificarse afn mas si

tenemos en cuenta que:

1.- Cunalguler matriz real y simétrica puede transformarse en une matriz

tridiagonal real Yy gimétrica (llamada matriz de Jacobi o de Lanczos) por

gtandard de tridiagonalizacién tales como los de

nedio de algoritmos

i I iantes.
Householder, Givens o cualquiera de sus numercsas varil

ici oro
2= Hl Hamiltoniano del sistema (ya venga dado matricialmente o C

puede ponerse directamente en la forma de

edio del método de Lanczos (véase

operador diferencial o integral)

una matriz de Jacobi o de Lanczos H por m




eeceidn -IT . 1)

J«= BExigten aproximaciones f'isicas que dan directamente el Hamiltoniano
del sistema en 1a forma H de Jacobi 0 de Lanczos. Tal es e] caso de los

llamados modelos de enlace fuerte ("tight—hinding"} en f'isica

atémica (SCH77)
Y en teoria de estade s6lido (BUL8O, MAT80 y 81, MANB3, PET85), de loe

modelos de tipo Toda en t'isica no-lineal (TOD75) y en

general en cualquier

modelo que suponga que cada particula del sistema interacciona

predominantemente con sus vecinos més proéximos.

b.- Asimismo para algunos gistemas atémicos y moleculares es posible

encontrar bases en términos de 1las cuales la representacién matricial del

Hamiltoniano es del tipo Jacobi o Lanczos (YAM75, BRO78, REI79, BANB5).

Entonces, el problema fisico inicial ha quedado reducido a 1la
determinacién de 1la densidad de autovalores ?N(E) (o de sus momentos) del
Hamiltoniano de Jacobi o de Lanczos H del sistema en términos de sus

elementos de matriz

= H
Hn,ﬂ+1 n+l,n

1
\

La matriz secular de este problema es por tanto

; ; : 1
m i dad N-dimensional.
I es la matriz uni
donde N




Por otra parte, se

verit Ca | : 08 acter S C
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f2.1)

NOotese que 1los ceros del polinomio PN(E} son los autovaiores del

Hamiltoniano de Jacobi N-dimensional H y por tanto los niveles de energia del

sistema. De esta forma nos vemos abocados al problema de la "determinacién de
;! 3 A A ey 3 1 E 1
la densidad de ceros de polinomios ortogonales analiticamente en términos de

los coeficientes :—{1 y bp de su relacién de recurrencia a tres términos". Este
i  §

problema ha sido resuelto recientemente (DEH76, 772 y b, 78a ¥y b, 81a BOS8Y4)
en sus dos aspectos discreto (N finito) y asintético (N - %), y es descrito
brevemente en la Seccidén II.3. Las expresiones asi obtenidas son utilizadas
en esta memoria para la caracterizacién e identificacién de dos grandes
clases de {Hamiltonianos de Lanczos de) sistemas cuanticos que presentan la
misma densidad de niveles. Como casos particulares se encuentran las
subclases de sistemas de muchos cuerpos que presentan una densidad de niveles
de tipo regular, uniforme 6 la famosa ley del semicirculo de Wigner (WIGH5 ¥
65). Estos resultados se describen en la Seccién II.4, Sin embargo, a veces

ocurre que las expresiones que Se€ obtienen para los momentos de la densidad

de ceros en {funciétn de a y b no se dejan tratar numéricamente bien, al

n n

menos en el caso discreto. De aqui que sea conveniente encontrar soluciones

alternativas. Con este fin, supondrexos que conocemos o podemos encontrar (10

cual al menos en principio, es siempre posible partiendo de la relacioén de
i m

recurrencia)

(i) la expresién explicita del polinomio PN(E)

o bien

(ii) la ecuacibn diferencial de segundo orden que tales polinomios B

gsatisf'acen.

métodos que permiten determinar los

En este capitulc se presentan sendos

iti ien érmi de
de ceros directa ¥ analiticamente bien en términos

romentos de la densidad




los coeft'icientes ‘ 8arnr

e entes del desarrollo €n potencias del polinomio de forma compacta
h 1 o) ‘110 1 Ass - ‘
11T €l f'unci6n de 1los parametros que caracterizan la ecuacién dif'erencial
satist'echa por tales polinomios., Con respecto a este segundo punto hemos de
i dimn 5 :
feclr  que el método encontrado se aplica a ecuaciones diferenciales de orden
arbitrario susceptibles de tener autof'unciones polindémicag, generalizando asi
algunos resultados hallados por

otros autores {CAS80a y b, DEH85a, BUEB5a)
Se¢ describe en 1a Seccién T30

Todo esto '
donde asimismo se ilustra su
a"li~"..- - 3 94 ram S @ ~ 4 ey - 243

I cabilidad en varios sistemas especitficos de polinomios ortogonales que

han mostrado su utilidad en varios campos de la fisica.

Este capitulo estd estructurado en la forma siguiente. La Seccién II.1

: ¥ 4 bl - IARE R = b3 3~ L 5
contiene algunas definiciones relativas a la densidad de niveles de energia

ge un sistema fisgico ¥y .a sus momentos, y en ella se describe brevemente el
métode de Lanczos cuya utilizacidén no como algoritmo numérico sino como

método teérico est4d en la base y motivacién de todos los resultados de este

capitulo. En 1la Secci6tn II.2 se obtienen analiticamente cotas superiores al

autovalor més bajo y cotas inferiores al autovalor mAs alto del Hamiltoniano
de Lanczos H del sistema fisico consideradoc en términos de los valores
esperados de H evaluados en un vector, en principio arbitrario, del espacio
de Hilbert. La Seccidn II.3 contiene una breve descripcién de los dos métodos
existentes para calcular la densidad de ceros de polinomios ortogonales
partiendo de su relacién de recurrencia, y una detallada exposicibén de dos
métodos de «chAlculo de tal densidad partiendo bien de la expresidn explicita
de tales polinomios, bien de la ecuacién diferencial satis{echa por dichns
polinomios. Finalmante, en Ila Seccién II.4 1los métodos descritos en la
seccién anterior son utilizados en el estudio analitico de la densidad de
niveles de una gran variedad de sistemas culnticos, y en la determinacién de
ia densidad de ceros de polinomios ortogonales no-convencionales de interés
f'isico.

Los resultados obtenidos en este capitulo han sido publicados

arcialmente en varios articulos recientes (GAL8Y4, GAL85a, GALB5b, DEH85b,
) ment y

BUES5b} .




II.‘.— TEN I I I Q¢ oNBLRE
5 GENEKALIDADES SORRE EL METODO DE LANCZOS Y LA DENSIDAD
’] AN O JFL

DE NIVELES

A.- Método de Lanczos.

l:I":‘ = o iNneTre i 3 i
( de los ingredientes bAsicos de este capitulo es, como vamos s ver
8y I 1 i Y

C ut 1Z2ac101 1(’1 = ( 1 anczos (]U Ff,l ite 1¢ + Ila]].Za 81
l 1 1 11 zZac L t a0 d(_
{ Nnczo jue i v tI‘ bO L r

damiltoniano de un sistema cuintic ‘ste mé
( ¢ de un sistema cuéntico. Este método (LAN5O, P.172) parte de un

vector indcdal 1 * s alv rmal i i6

é ‘ll“ {que, salvo 8su normalizaciétn a 1la unidad, es
o om >t amente arhd S 3 3
completamente arbitrario) del espacio de Hilbert del sistema y transforma el
problema de autovalores asociado al operador (matricial, diferencial o

i ¢ Yien @ Vo e T ol e : :
integral) en el de encontra~ las autoscluciones de una matrigz tridiagonal.

Aunque existen otros métodos de *ri- y diagonalizacidén de matrices muy
potentes y sofisticados, e.g. los de Househulder ¥y Rutishauser (HOU6Y,
WILb5), el método de Lanczos tiene 8in embarge un c ‘Tfe  nlkero de
peculiaridades (la menor de las cuales no es su gran sencillez) que lo hacen
pafticularmecte adecuado en el estudio de las autcsdluciones de las matrices
Hamiltonianas de gran imensionalidad que caracterizan a los sistemas de
muchos cuerpes. Un tratamiento completo y actualizado del método como
herramienta nusérica puede verse en (PARBO, CULB4), dond= se por. de
manifiesto como la idea primi‘iva de Lanczos modif'icada en el sentido de
Paige (PAI72) conduce a un algoritmo de gran precisibn y estabilidad. Aqui
sclamente describiremos brevemente el método y sefialaremos las

caracteristicas que 1o hacen adecuado cn el estudio de la estructura de 108

sigtemas culn. .cos.

i miti / n ve ualquiera del
Sea H cualquier operador hermitico ) |u1> un vector c¢ q

) ) i o a la
espacio N-dimensional sobre el que H opera, que supondremos normalizad

Ahora hacemos actuar H sobre \u17 para generar otro

=

unidad, 1i.e. <u1§u£7 =1,

i ide ] uy: es decir
vector normalizado a la unidad, \”g7‘ ortogonal a | 17, :

H|u1> = algu1> + bli

de forma que S€ verifiquen 12as condiciones




continuacifén se
Ld ] 8¢€ genera. un nueve t
| ) vert sl o] 1
vector normalizado

ortos 14 YO 1 = o H
3% I 1 ; 1CC1
Neal10 de } 1
€ ¢ .11 (S

asi sucesivam ;
. completar €1 espaclo de vectores mutuamente

independientes. Teiicwos
tes. icwos asi las ecuaciones

una base ortonormal (la

constituyen

Log VEeCtores TR
la que e.i operador Hamiltoniano presenta una

11amada base de Lanczos),
matricial de tipo tridiagonal real y simétrico, © sea una matriz

representachn

de Jacobi:




Eillda

T
-t
i

intenso

i
\
\
‘ a t \
1 ) s \
i . b

\ =
ores () del Hamiltonian original pueden cal-rularse a partir de
1tri tridiagonal, denotados por |v), por medio de la relacidn
londe L denota una matriz cuyas columnas son los vectores de 1la
) : ‘J17 es ortogonal a cualquier autovector de H, entonces 1la
raciones descrita por (2.4) y (2.5) termina después de m¢N
3 e =0 para algin m¢ N. Un caso en que esto puede ocurrir es
lent iutovalores degenerados. Entonces, puede escogerse un nuevo
) 2 ad a la unidad, ortogonal a 1los \un} ya obtenidos y se
repiten las operaciones indicadas en (2.4 % (2:5)
igsma construcci6én, se observa una propiedad importante de este
je aplicarse directamente a operadores l1alesquiera sin el paso
que supone la construccién de una representacién matricial del
tra ropieda interesante del método de Lanczos es su mayor
( respect a otros métod numéricos existentes (Householder,
iC , Givens, etc.) Il ntrariamente a estos métodos, no
completar el paso de tr voonalizacién para obtener algin tipo
i6 (SERb9, WHIT7, PAKSO, | 844}, Esta segunda caracteristica del
una consecuencia de 1la propiedad de Sturm de los ceros de los
ortogorales y de qut log autovalores de las gsubmatrices
ie na atriz de Jacobi soI lcs ceros de Sus polinomios
" 103  cuales constituyen un sistema de polinomios ortogonales
)S , :
§a) con respecto a la funcién peso wlih) que nos da 1la
di ector inicial lu, » entre l1os autoestadcs del sistema.
1
jog propiedades han hecho que el método de Lanczos sea objeto
‘nvestigacién por g1 mismo (PAKBU, DEH81a CULB4) y que Sed
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condensada (DEH78b, BULB0),

f'isica matematica {BEST75, ZNOTb, DEHT78c), etc..
la actualidad, el método de Lanczous es una herramienta indispensable para
investigar solamente 1las propiedades de caracter individual (o sea los
iveles de nergia y las autofunciones) del espectro de un sistema de muchos
cuerpos. sii también 1las propiedades espectrales de carécter global o
colectivo (e. la densidad de niveles),

Desde el primer punto de vista, el método de Lanczos define un algoritmo

computacional que es muy ef'iciente en 1la diagonalizacidén del Hamiltoniano de

sistemas cuénticos,

especialmente si se est4 interesado solamente en un
namero (e.g. ~20 o 30 en los céilculos de modelo de capas nucliear) de

autovalores mas bajos y/0 mas altos Yy en los autovectores
correspondientes. Las principales caracteristicas de este algoritmo de
iteraciones minimizadas son que: (i) los autovalores de la submatriz m x m
formada después de m¢ N iteraciones convergen rapida y mondétonamente a los
autovalores = del Hamiltoniano N-dimensional completo, y (ii) la precisién y
estabilidad del método son increiblemente grandes (PAI72, WHIT77, PAR8O,

CULB4)

Desde el segundo punto de vista, el procesc de Lanczos puede Ber
considerado como un método tebrico nue permite la determinacidén de un nlmero
de rropiedades relevantes del espectro de niveles de un sistema cuantico en
términoe de los valores esperados lel Hamiltoniano evaluados en el vector
dndcial §u.y s 110 es posible gracias a la estrecha conexibén de este método
con el prihlema de momentos (BEST5, AKH76), la teoria de las matrices de

i L B A D i 1:— .
acC t 1 a teorila de los I)’Jll..(.‘ 0S8 1 togorn 28 | }\I{JtJ, U%.H(Sa ¥V Ey [‘”8 i
€ J U dc -

¥

gidad de Niveles.

ens S 1 izade a da idad e]. HamiltO].iaﬂO
j i 18( Lf} 'il ae f-W:lV{'_'-i(fu 3 norme ] lir,s'dd .].r l]ﬂld 3 d
L»{i densic 8: (> 1

ntico viene or
11 nsional H de un sistema cuintico viene dada p
3 ~ N —r mensi 17 \
de Jacobi o Lanczos N-dimensl

] nE S ¢ € > € =B 1 : (,l{’: (1(_.“!](13\'] son
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Cuando ‘ intery 80 , (o 1 i i 7
de | intervalo soporte (a,b) de 1la distribucién ¢ (E) es tinito. los N
A i : :
momentos '\'\)- - = \ >N
) £ i P8 dyvea, N determinan univocamente la funcién ¢ {E)
]
&1 ' dichi intei'valo

uese inf'inito o semiinfinito, tales momentos habrian de

gatisf'acer determinadas condiciones a fin de que el problema de momentos

tuviera solucidn Gnica (SHOS0). Notese de que hemos hecho uso de que los
autovalores de H son simples v que todos ellos estén contenidos en el

intervalo soporte de su funcién peso azociada w_(E).

La densidad asintética de autovalores (E) de H se def'ine coro
2

=Y

ymentos respecto al origen de esta funcidén densidad ¢(E) satisfacen por
~

tanto la relaci

i s
i S . o 0 a
A meipudo ocurre que: todos 108 momentos r%‘ gon iguales 4. Ccero

ini -as eién O(E) no es de utiiidad. En estos casos
infinito, en cuyo caso la funclor E(}J 1 i

e 1 ~Tar —apo i i 1o
resulta conveniente una modificacién de la escala de energlas, Por ejemplo,
- 4 L . w4 .
7 : - 4 4 Nal-Te ._' 3T 1a
i todos los momentos se hacein infinito, resultz Gtil a veces considerar 1
S1 DUOB s momen S 1acen 1 ’

. : a consta ] itiva; entonces ocurre
i i it ‘B/1 ier A una constante positiva;
densidad discreta ¢ (E/N) siendo A
JN ”
£ 2 z '\ AmfEinide com
que la densidad asintdtica ¢ (E} detinidez como

a3

tiene unos moOmRel

. 2dad conocida de los
smos uvsado ura propiedad conocida
Al hacer esto, hemos L




81 los valores d ¢ i
= V ( s (e c var ) 2 8 ) i i
3 la variable son multiplicados poOr una constant
[« i o
momentos corres i ; v
espondientes P habran de

multiplicarse por a’ (KENGO)

funcién caracteristica Y (s
I iracteristica Y(s) o transtormada de Fourier de 1la densidad

) viene dada por (CKRALL, KENG6G)

s

{ -

i e s, e
b (8) = \ x(h) Uihhd“ & /? (is)

_— n!
n=0

|
- X

entonces que conocidos los mome 3. Wy cale :
) 3 momentos [An y calculado +{(s), la densidad
puede determinarse a través de la transformada inversa de Fourier de

me decir,

Firalmente, resulta conveniente sefialar aqui que 1la densidad de
autovalores (2.7) del Hawiltoniano de Lanczos N-dimensional de un sistema

cuantico puede ponerse en la forma (DEH78a, DEH81a)

donde p 20 [ 1 - { son los polinomios caracteristicos de 1las

submatrices principales del Hamiltonianc de Jacobi {(2.6), 1los cuales

constituyen como ya ha sido gefialado un sistema de polinomios ortogonales con

espectral w, (E) del vector inicial \u1> ¥

L

respecto a la densidad

convenientemente normalizados a la unidad. O sea que 8e verifica

(E) P_(E) w, (E) dE




DE _ AUTOVALORES DEL  HAMILTONIANO DE LANCZOS DE

UN SISTEMA

secciébn se describe un nuevo método {GALS5h)

A
bajo hl del Hamiltoniano de

de determinacién
analitica de cotas superiores al autovalor mis
Lanczos N-dimensional (y por tanto a 1a energia del estado tfundamental) del
sistema culntico que estemos

(n)

alto B . Una de

considerando y cotas inferiores al autovalor més

las caracteristicas mis importantes Y novedosas de estas
cotas es que se dejan expresar de manera sencilla en términos de los valores
esperados del Hamiltoniano evaluados en el vector 1inicial |u1} (que,
recuérdese, es un vector completamente arbitrario del espacio de Hilbert

reducido del sistema). Estas cotas vienen dadas para el autovalor mis bajo en

la forma:
(n)
EL

1 < Z:L—l

donde (DEH81a)

(2.18)

1 08 e :I e J da 01 lyl‘]'\. d( 1:.‘!. (.1(31 Slddd LSpeCtI’a] .161 vect()l
momer JE i C t(. 3

5 p e 1z i ma
N . v las cantidades T y h son de la for
\u]), vy las cantidade y

= - 81 bt ol e sioirien Tl
L ine SH R > d ﬁal},lll(.l‘t
[ 3 imbe los on ] 08 (! .‘Llﬂ "M 1}_:‘“11:(35 dl HdI‘ll\
-"\q ul 1")-1 -81mbo 108 5] e [§




donde A corresponde al momento co ‘espec : migfol
. ) §po é moment on respecto al centroide m, = fu_ | Hlu
| k i ( 1‘ | 17

= (H de orden k. Estos momcatos estan relacionados con 1los m por
K F

(v, [C}-l-(l{))k]u]?

Por otra parte, la cota obtenida al autovalor més alto viene expresada por la

desigualdad

(n) hw

K n e o - -

(2.23) En o g 5:*-; 1 P p S sy
n-

: idac ‘ire £ 1 d en
donde 1las 7'-cantidades se def'inen de manera aniloga a las ‘tk dadas
(2.19) perc usando los momentos "primas" m, respecto al origen, que vienen

def'inidos por

(E—a}kwl(ﬁ) dE

o = o 10E "-‘ en (-)- l h /I er (,‘._".c ;) son
Ge "l'.]‘d.uutr":l,e l 8 té]’n‘lIU,- h f’f IJ 3-1 - B f) y i Il ]-
muy [‘(, ,]U ’:n 18 con respe cto a P ] v ]

i = : E ) = la > X es10n

(9] :l i(l"lf'l ie Il_,(ilf; términos 1ace (_]UE_’ no a arezcan en P
nO0=COns aC JT1 1€ 2 S - ) l a I ] e e 6 (18
as as S e = e 1NE 1 1 ) H . I ! r1CO. oar tant 3

] CC ta: C Ut" ] € t”cw D a . L.L =3 8 ) 10RO 10 Li b

- JLc a e : ( é P (6]

i 3 ¢ :1izaci6bn de las desigualdades
aqui sugerimos la utilizacion d

nAs i"i;(‘ v
i I . ralor mas bal
guperiores al autov

para




Inf'eriores ajl mis alto, respectivamente,

P 1; smogatrnand A ]
Para la demostracitn de (2:11) recordemos que 1log polinomios
caracteristicos P

de las submatrices principales del Hamiltoniano de Lanczos
constituven 1 A v a7 ' LY
constituyen un sistema ortogonal con respecto a la funcién w (E). Suponiendo

que 1los autovalores del g(n)

1
i=1,2,...,N, estén

Hamiltoniano de Lanczos,

conter en el intervalo [a,b], con

(n)
"
n

w

&

podemos def'inir las funciones

(2.25)

siendo ¢, constantes positivas,
i A

e g !
Es directo comprobar que lim J, = Ey {C0S80). Adem&s, aplicando la

o0 K

i 6lde " ; : a desigualdad
desigualdad de Holder a Uit puede obtenerse 1z o4

adin mis que ividir nor
que nos conduce, 81n mas que dividir g

(n)
J J',') ¢ 1
por

i : : ‘inidas
i e las i ones 7 def'inid
i a continuacion 1as f'unci «

Construyend

: -5 : i
', .19) y teniendo en cuenta la relacién exacta (DAV75b)
/.19 b 211 [ ) 1 CL C

’). —~
w.(E)P (E) dE ,
1 n
[+ N
vAlida para

-iados a v, (E))
son 1los pesos asociados @& 1




cualquier funcid
] - Uncion 0N derivad;
. rivadse i
1da U]Hﬂ!’.u.‘l, puede comprobarse g e
tomando c., de ',.‘.,"I:l igual 1 - | =
g : 8e obtiecne

Las ecuaciones (2.29) w¥(2.30)

junto con la desigualdad (2.27) nos

conducen directamente ¢ a expresid (2
\ directamente a 1la expresién (2.17]. And&logamente, haciendo una

traslacién del intervalo

£2.23).

o e e T 3
(a,b} al intervalo (U,b—a] puede obtenerse la cota

IT.3.- METODOS DE CALCULO DE LA DENSIDAD DE CEROS DE POLINOMIOS ORTOGONALES.

La determinacién de 1la distribucidén de 1los niveles de energia de los
sistemas cuénticos se reduce a menudo, como hemos comentado anteriormente, al
citleculo de la densidad de ceros de ciertos sistemas de polinomios ortogonales.
Por otra parte es conocido que 1las funciones de onda de clertos sistemas
fisicos se reduce a polinomios ortogonales una Vvez.que unc haya separado
aquella parte de 1la funcién que tenga en cuenta el buen comportamiento
mecano-cuintico en el origen y en el infinito (y en general en todos los
puntos singulares)}. De aqui que la distribucidén de 1os nodos de estas
funciones de onda venga dada por la densidad de ceros de polinomios Pn(x) que
vengan caracterizados de una de las tres formas siguientes:

1.- A través de una relacidn de recurrencia a tres términos, i.e.

una relacidén del tipo {(2.3). En este caso los polinomios def'inen
univocamente un sistema de po..inomios ortogonales. :
A través de su expresidn explicita, c cea de su desarrollo en
potencias de la variable X.
A través de una acuacidn diferencial ordinaria de owvden
arbitrario.

y 8in tener un conocimiento explicito de tales ceros.




Primeramente 8vribire i

'te  describiremos esquemdticamente dog métodos de determinaci6n
(Métodos - k- i ‘
odos I ¥y II) €& %a densidad de ceros discreta

§y{X) (DEH76 y 77a) y
P (x), n=1
n

asintética Y(x) de un sistema de polinomios %

]
. ,:,...NT ortogonales
irectamente Adrminns T i -
directamente en términos de su relaciétn de recurrencia a tres términos, o sea
k]
en funcién de

a
G |

Pzl =

A continuacién detallaremos dos nuevos métodos de chlculo de la densidad de

ceros en términos de la expresién explicita de los polinomios (Método ITI) y

en términos de 1los coeficientes que caracterizan la ecuacién diferencial

ordinaria que satisfacen tales polinomios (Método IV).

METODO 1I.

Sea un sistema de polinomios ortogonales {Pn(x}; n=1,£,...,N} caracterizados

(N}
por la relaci6n de recurrencia (2.31). Los momentos V;! s om0y e de

la densidad de ceros .fN(X) del polinomio PN(x) pueden expresarse en funcién

de los coeficientes a , b de la relacién de recurrencia por:
n n
2.3}

" 25 r!
g i i+l

Bladad ki1 Ti43

~ T + 4 t A ] a - ,t ] ' (]
e a era suma BSE tie s I€ oGaas as pd o1 ( 3y 3 y
)r"fj IJI o g n e8x 1 de ‘-“aOlWl I 1Cc1 1es I I

s 3

r . v _) del nimero m tales que
e j+1

{gp e + 0, + ors

2 o S 0 para todo k»s
{31} 84 rq =0, 1¢s j, entonces

[

impar spectivamente.
) apa m par o impar respec
iii) j= 5 (m-1)/2 para m par
(iii) j=m/2 &6 (m-1)
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v 1
(l 1C08 anr

mismo, se hace uso de la convencidn

Este métedo {fue descrito per J.S. Dehesa en (DEH76 y 77a), donde se dan mas
detalles y en particular se explicitan las expresiones de los primeros
mowentos de orden 1as bajo. A menudo, la ecuacién general!2.32) no se
comporta bien, numéricamente hablando. Sin embargo, este método ha mostrado
su utilidad en el estudio analitico de 1la distribucidn asintbtica de
autovalores de wuna clase numerosa de matrices: 1las matrices de Jacoti
racionales, o sea, mwmatrices tridiagonales, reales y simétricas cuyos Gnicos
elementos no-nulos son funcicnes racionales del subindice

Q. (0) Q. In)

x

e

qu Ty e Qf (n)

i

donde ui(r); i = ™, p,9,y son polincmios arbitrarios de grados X, P 9 ¥

| respectivamente ({DEH77b ¥ 80a, BOS84). Este tipo de matrices ha sido

ncontrado, por ejemplo, en el estudic de materiales desorderados en materia

condensada (GAS70}), en la caracterizacién de los procesos de nacimiento y
Jil iic na | =

imier acionales en el estudio de la
muerte con ritmos de crecimiento racionales (MAK760) ¥y

ecuaci6én de onda esteroidal (DEHBZ2a) .

METODO TI1.

511 iog o ales Poix)y m
Sea un sistema de poillnomios ortogon { f

J il i — =3 | € {1 }I)O (_/. )ql Ve 11Ce [CRe]
e (J( )0 1ind 1(.} 1C10 ae ec € [ 1 (i ;l 1€ -] A ch:

condiciones

e e e
ameros reales reales posillveos
i C 4 1 I L U [=
log conjuntos de name
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simt
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Entonces, para t
» para todo entero no-negativo r se verifiica que

donde x son los ceros del polinomio P / i
: : polinomio l“(x) y ir/a] es igual a r/2 & (r-1)/2
gi' ¢ par o impar respectivamente. N&tese que las reglas de suma

asint6ticas de ceros (2.37) son mucho mis generales que los momentos

de 1la densidad asintdotica de ceros S(X)' Este método nos permite por tanto

una determinacién analitica de los momentos kUP mucho mAs sencilla y directa

que el método anterior, pero presenta la desventaja de que nc es aplicable a

cualquier sistema de polinomios ortogonales debido a la condicibn (2.35)

Este método se debe a J.S. Dehesa y I. Nevai (NEV79). Ha sido aplicado

-n el estudio cde la densidad a +hHtica de estados de los Hamiltonianos de

enlace fuerte en fisica del estado s6lido (DEH78b), para investigar la

integrabilidad de ciertos sistemas discretos no-lineales tales como €.g.
redes de Toda (DEHB0D) y en el analisis espectral de los problemas de

dispersidn transporte de neutrones en medios anisétropos (DEH81b ¥

~ o 1 Aam -
82b) Agsimismo este método: sera nusado por nosotros en el problema de 1a
caracterizaciétn e identificacién via el Hamiltoniano de Lanczos de los
C ; WA 1
i 1sidac »  niveles . ge muestra
gistemas cuanticos cON una misma densidad de niveles, que B¢ ) é
=} [ it o - L H -

detalladamente en el apartado I1.4:1%




esta normalizada de forma que el coeficiente de 1la potenci. N-ésima es 1la

unidad, o sea que

(2.39)

o ’ ; (N)
Entonces, o8 momentos alrededor del origen r: de la densidad de cercs

§ V(X] vienen dados por (GALBY4)

— - \ 1_"\
Z X / sumatoria : corre sobre todas
; (@A

.nimero r tales que

donde

particiones

mentos | tienen las expresiones

dados por (2..L0) pueden también




Calc \.] A" S € "2 1 3 = (s \
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(N)
L2,43) { AN = E \\‘\J (a )
| T PR R
| 1 I 1 N
Y que (RIO58, LAV75)
. (N) 1
{2.44) i - LR o el ‘ 1
Wy N {oo1)] \r(—l a, 13)|a£,..., ir(—l} r!ar}
donde 1los simbolos V e Y > ] inomi
1 los \P € \P denotan los polinomios de Lucas generalizados de
segundo tipo y 1los polinomios de Beli usados en teoria de .lmeros
110 8,

respectivamente. En particular, se obtiene que

=]
e N) +1( 1 k.
(2.45) 't;( 3 =1y g a_ + N (-1} 2 r:(N)g
| j=1 s

Por completitud, mencicnaremos aqui la obtencidén de otras reglas de suma

de ccros del polinomio PN{x) dadc por (2.38), denominadas "funciones

simétricas homog#neas de suma-producte" o brevemente "sumas-productos de

ce’os" del polinomio, denotadas por

% _J

g v e ey

2.460) hr % hr{xl’ X

—
=

2

v definidas por medio de la relaciéon (RIOS8)

W
L

N -1
1=1 :

(2.47) § 7 %1 - =.x) =1 + hlx + h)x‘ + hgx Bigah
I
5

ceros son:

Las primeras sumac -productos de

p (Xx) dado por (2,38) vienen
N

uilads E POa 1 0L
I 1L = 1 I'( a ceros 1§ ( L
o = lc E YL cto e ie ) 1




donde
suma~i 6 usados ti
18:¢ 8§ Lienen el mismo si 8 g
- . ) N18mo signitic:
expresio | S ! €l cado que
(<. 44 LO8 primeros valores son:

Dlgal (0] 51 ] £ " = C p < 9 L.:dtl 1
U S L i i1l L €8 18 <
S juc dg L itudes dadas or ( .I" ) slacen

var'.—-. malarimnmea r 2 ~ 4 1
ias relaciones de recurrencia si tenemos en cuenta su relacidén cen los
o 1 1 IO

)Glinomios de cas reNers acdos i (
jole] de Lucas generalizados de primera clase U_ (RAG7Z) y con los

. . I‘ ; :
polinomios de Bell Y  (LAV

i

(N)
e {a.
r+N-1 1

para i» N

Este mécodo ha sido descrito y aplicado por nosotros a varios sistemas

de nolinomios ortogonales no-usu.les d interés en la reso’ucién de la

ecuaci‘n de onuas en coordenadas esféricas asi como en la
de redes eléctricas y para ciertos problemag relacionados con el modelo

% 3 o mueatr: e anartad
Ising (GAL8U ¥ 85z). Algunas de estas anlicacic eg S¢ muestran en el apartad
z " 3 ] .~ Av 4 ¢

Mencioncmos finalment€é que este método se acabe de utilizar con éxite

3 i : AT = nodos s ¢ ofunciones s ecuaciones
estudio de la distribucion de log nodos de aut funciones de uacio

. ; o i11ae (DOMS
relativistas de gistemas cuanticHos gsencillcs (DOMBS ).
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Después coment " 0,
[ mentaremos Y proc

: ) ederemos a su d 16

208 < B demc *acis ‘onsi
e = ystracidn. Consideremos un

del cual g6lo

n". k l Ve T 3 16 - 4 el ]
bemos que tiene ceros simples y que satisfac
g o

una

ferencial ordinari:
ncia rdinaria de orden arbitrario

pide . o
. ienot: 1 de 2 con coef'icientes g (x)
. i

{donde

polinomios de

M alal=0= a MOMmer 1 ‘Nh

Entonces 1los momentos respescto al origen tx't ): y /N de la densidad de ceros
b g

o SR e o s S S :

S Ntx; del polinomio definida por (2.7), satisf'acen la siguiente relacifn de

recurrencia

para T donde 1los aimbolos-J denotan otras reglas de suma de

ceros definidas por

> R

donde 1los x_ denotan las posiciones de los ceros y el simbclo £ gignitiica
gl 1

g Y =,

eles de f'orma que todas sean diferentes. Puesto que

puede reescribirse, con ia
' d

1na suma sobre todas las

I(i) - para (£8<il, iR relacitn (2.25)

&




. : 4L
convencién a'’ : =0

: = para j& 0, como:

)

c
il Gl e
TemEl -~ e T £ 2 ¥

i=0 d s 4

para

Las magnitudes J&]}
T

pueden expresarse en términos de loe
{ | (e v . "
momentos / 0T -1 [éas End i

mentos ; con t<r-i+l. Véase Apéndice A para mAs detalles sobre estas

repiag de suma T. Mencionemos aqui solamente

(1)
(1) .

de 1las Ji+“ asimismo en términos de las y

.ue se conocen las expresiones

explicitas « as g en funcién de las y_ para lcs valores de i=2,3,4,5 y

para m=-1,0,1,2,3. Entonces puede
observarse que el lado izquierdo de las relaciones (2.55) 6 (2.57) involucra

"momentos" y con 0<s<r+q, siendo
<}
.58)

y el lado derecho tiene "momentos" ¥ conr-l< SQ;P+C1—1. Por lo tanto, las
o

relacicnes bésicas (2.55) 6 (2.57) permiten el cédlculo sucesivo, recurrente
de 1los "momentos" yt, g+l € t< r+q, siempre que los g "momentos" de 6rdenes

mag bajos ¥y =N, yl, Y, y+-+¥_ 8ean conocidos previamente. Brevemente, 1as
(0] a

relaciones (2.55) 6 (2.57) permiten la evaluacién de los ".aomentos" ys con
§ 3 g+l recurrentemente en términos de yU, yl,...,yq. entonces, se necesita
una manera alternativa de cAlculo de estos g primeros "momentcs". Esta

consiste en que los coeficientes o(k del desarrollo en potencias de x del

polinomio, i.e.

N
PN{x} = (const.) é?
k=0

por una parte pueden calcularse recurrentemente en términos de

(i)

t A t 5 | 1« 5 A y ) 2 r*‘ s - ardon

512 I =Ll ¢ cuacLor « £ ia N e - 1 i
e 1

coel 1ciel S ar € s I = 2 ) ) 1€ o ] 1d d elaclo

(N-s+m) ! 3(13
e ————— s
(N-s+m-1)! i+g-m

————

(N-8)! a(i}
{N-s-1)! ita

1 "momentos" y_ por medio de 1la expresiom
y por otra estan relacionados con o8 ner N
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Las expresiones (2.60}) y (2.61) 6 {(2.62) también permiten el célculo de los
"momentos" y, en términos de los coeficientes aEi) de la ecuacién diferencial
{2.53) Ocurre que tales expresiones son altamente no-lineales y de dificil
manejo en general. Sin embargo nuestro propésito es usarlas s6lo para el
cAlculo de 1los g primeros momentos. Usualmente, en la mayoria de los casos
figica y matemédticamente interesantes, @ €s penor o igual que dos. De aqui

que, a pesar de su alta no-linzalidad, dichas expresiones (2.60)-(2.62) son

un medio Gtil y eficaz de obtener 1o0s momentos de més bajo orden, golamente.

En definitiva, el método que aqui se propone para estudiar la densidad

de ceros fN(x) (via sus momentos r;
ordinaria de orden arbitrario (2.53)-(2.54) consta

(N)) de las soluciones polinémicas de

una ecuacién diferencial

de dos partes:

(i) Evaluacién de los q primeros momentos por medio de 1as

expresiones (2.60)-(2.62), ¥

(ii) Calculo de los N-q momentos restantes por medio de la

relacién de recurrencia (2.55) 6 (2.57)




Este método ha gi seri 14
i 0 ha sido descrito Y aplicado por nosotros d varias ecuaciones
diferenciales ‘dinarias by i ‘
C les ordinarias cuyas soluciones 80N  polinomios ortogonales
no-convencionales (e

s los de Heine, Hermite

generalizados y del tipo
Bessel) en (BUES5b). Algunas

de estas aplicaciones son detalladas en el
apartado II.4,2.

Este método generaliza ampliamente el descrito por Case (CAS8oa),

y extendido en (DEH85a,

usado

BUEB5a). En efecto, cuando g=0 la primera parte de

nuestro método no juega ningin papel ya que yo es conocido (yo=N), y la

relaciébn de recurrencia béasica (2.55) 6 (2.57) se gimplifica drasticamente,

reduciéndose a las de (CAS8Ga, DEHS85a y BUEB5a). En estas tres (ltimas
referencias se ilustra la aplicabilidad del método (con q=0) en el célculo de
la densidad de ceros de los polinomios ortogonales clé&sicos (Jacobi, Hermite
y Laguerre) que satisfacen una ecuacién diferencial ordinaria de segundo
grado con coeficientes constantes (SZE75, CHIT7) vy de todos los sistemas de
polinomios ortogonales que verifican una ecuacién diferencial ordinaria de
cuarto grado con coef'icientes constantes (i.e. 1los Krall-Legendre,
Krall-Laguerre y Krall-Jacobi) (KRA78, 80 y 81) asi como de otros polinomios
ortogonales que cumplen una ecuacién diferencial de sexto orden (KRA83).
Adem&s, 1la aplicacién del método que aqui se presenta a 1la ecuacibdn

diferencial que verifican 1los polinomios de Lamé permite obtener facilmente

los resultados de (CAS8Ub), lo cual constituye una comprobacién adicional del

método.

La demostracién del método requiere esencialmente mostrar la obtencién

de 1las relaciones (2.55) y (2.60). Empecemos por la primera. LLevando la

i 2 se tiene
expresién explicita (2.54) de gi(x) a la ecuacién (2.53)

n Ci
~ e aL‘l) x.]

F(i)(x) =0
N

s < p b i
GER L

PN{x) = {const.) TT (x = K1)
1=1

( e )1 le dl n )
iAhO 3 3u5t1tu el (10 E:St{) el “ t 1 e tiO 01 l X eva ua ldO la




expresidén resultante e
ante en x llegamos a que

%4

i i
Jj
J=0

ac '(16 ; i Li}cﬂ & Lie : = L 3 (lt’ 1 y suje S a a
2 s S uin S0DTE t )dLJ 1 d ;

1 ) 1 Iina su 1 8¢ re .c =1 08 SL nto

co li cion (1 t 3 = o - = 8 Op

1 EEL0 C qUe (.(1‘);"7 1();. € lL‘."* sean d I el e].tk’q- lultl ;11CandU eSta ex IESlén
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i . y sumando sobre todos 1los eles, llegamos al resultado (2.55) gue

e
queriamos probar.

Papa o S s o e R 3
Para proba la relacién (2.60)}, partimos de la ecuacién (2.59). Tras

derivar i veces esta Oltima ecuacién, se obtiene

(1)
N

(N-k)! N-i-k

(x} = {const) ' (-1) T (N-k-1)! -

llevando esta derivada a la ecuacién diferencial (2.53) y teniendo en cueata

2.54) se 1lega a la identidad siguiente

e k1) (N-k)! N+j-k-i
- ekl oy B, AR

: : Wi
Teniendo en cuenta la independencia lineal de las funciones x , n=0,1,2,...,

podemos igualar a cero 10s coeficientes de las diversas potencias de x. Asi

se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

- N! (1)
(2.65a) Tl g

g n

. (N-s+m}! (1) S el
s-m et e 8 H
2.65 {~1} s —s+m-1i)! i+q-m

(2.65b) égu Kgon %;J (N-s+m-1)

ST a dU X en la Iela(,IOI (d.h )b) se OthE]e ln.cdlataﬂ]e t a
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£ s = ra it =
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I1.4,- APLICACIONES,

T .k e AT e 143
LI1.4%.1.- Densidad de Niveles de los Sistemas Cuénticos

En este apartado consideraremos el problema de

caracterigar 1los {upvradorvs

identit'icar y
Hamiltonianos de los) sistemas cuénticos con una
misma densidad de niveles g(ﬁ) definida por la relacién (

trabajos en este campo se deben a

2.9). Los primeros
Wigner (WIG55 y 65) que probé que la
distribucién de niveles de una matriz aleatoria sigue una ley semicircular;
€n este caso se dice que 1la matriz tiene un comportamiento espectral
semicircular, Este comportamiento fue observado en modelos de Hamiltonianos
aleatorios usados para describir un gran nimerc de sistemas fisicos (BRO64,
BOH69, MAC79, CASBUc, BER81, CAR83, ULL83, BOHBL). Recientemente se ha
mostrado que el comportamiento semicircular de Wigner tiene un origen

determinista (ARNTb, MATBO, DEH84b) . Existe una clase nunerosa de

Hamiltonianos no-ale~torios con la ley semicircular como densidad asintética

de autovalores S(E), ¢ mo veremos mas adelante.

Agqui se encuentra una solucién al problema epunciado anteriormente, por
medio del Hamiltoniano de Lanczos del sistema en cuestidn. Especificamente

nuestro problema es el siguiente:
"Calcular explicitamente 1l1la densidad asintoética (N--woce) de niveles

(2.9) de un sistema cudntico en términos de los parametros que gobiernan gl

: bt e n 8 matriz H = a
comportamiento asintotico de los elementos de n,n n’

H = H de su Hamiltoniano de Lanczos"
n,n+l n+l,n n

L ; g
Primeramente se describern 1os resultados principales obtenidos sobre es

p L " p erie d

4 a (GALB5c).
consecuencias f'isicas interesantes y {inalmente se denuestra el Teoren




TEOREMA ,

Consideremnos los sistema Ant i
remnos sistemas culnticos : 2 )

5 cuant : cuyo Hamiltoniano 4

3 111t ; e Lanczos
N-dimensionaj iene 5 . .
sionai tiene unos elementos de matriz a S con el i i

s ' . - 3 o SN el siguiente
comportamiento asintdtico

(Z.t\h]

donde 3 " a €8 un namerco real., Entonces, la densidad de niveles

asintoética definida por
i o
(2.07) jf (R e dim g (E/N )
: : N’ »
N

viene dada por

, |1-2E/a| ¢ 1

en caso contrario

y . Il

.
£2

en caso centrario

si b>0. Aqui

e |
(2.70) 1/

y el simbolo F denota 1a funcidn hipergeométrica
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= lim

N

. I
nsidad de nive i
niveles asintétic
g itotica wusual dada p
lada por (2.9), i
L2090 ey ?(R)

onsecuencias.

A \-.L'-,t A é % - - 2 A gt | ] = o " _:t
A,= wlglenas cu IlthDS col une d 1da\j d =1 S‘ o 1101
! na ens 1 ne
€ nivele ( } un .

y X =1, la ecuacién (2.68) se reduce a

1
1 ll - 2E/a|¢ 1

en caso contrario
que def'ine una funci6én uniforme o rectangular

B.- Sistemas cuAnticos con una densidad de niveles g(E) regular

Para b0 y & 0, la ecuacién (2.69) se reduce {véase Apéndice B) a

: ~-1/2
s 2
b~ - (E-a) ] , a-b¢ ELa+tb

[
L

en caso contrario

b

que define una funcibn semicircular invertida, 1lamada también funcidn

regular. No debe confundirse esto con los términos "regular" e "ipregular"”

usados para adjetivar los espectros de sistemas cuénticos cuasiclésicos cuyo
movimiento clésico es cuasiperibdico ¥ ergbdico respectivamente (PEC83)

gidad de niveles que engloba a la iey

C.- Sistemas cuaAnticos con una den

del semicirculo de Wigner.




Par h™{(
ara O A y K = / ‘M4 . - 4 1 1
I(I‘. :’}‘ COl m=. .“l ies a
« e a4 3 x ..y Le ecuaciodn b
1 |1(|1;‘.‘1‘il1 (1(' niveles til"“{' 1"[ f'or : {LJ “r-.‘ |
il « ormna

‘3\ -
2k+l L-J N -
+ k | g

en caso contrario

)
bl

B i - #

1;"‘~£ =((E-a)/b)". Nobtese que param = 0, esta expresibn se reduce a la
amosa ley del semicirculo de Wigner {WIGS55 y 65, BOH69, BERS1, BOH84). Por
su singular importancia en el estudio de 1los espectros de los si;;emas
cuanticos conplejos detallaremos este @ltimo resultado: Todos los sistemas
cudnticos cuyo Hamiltoniano de Lanczos tenga un comportamiento asintético

def'inido por

resen una si ivele ; ) 1/2
presenta una densidad de niveles ¥ e lim yN(E/N / ) de naturaleza

s . N-J.C
gemicircular, o sea

|[E - al < b

en caso contrario

Este resultado generaliza ampliamente otros muchos obtenidos en

contextos (BROb4, MATEO, MANS83, ULL83, DEH84b)

de Wigner como ya apuntaron otros autores

diferentes y acentta el

caridcter determinista de 1la ley

(ARN76, DEH84D).

D.- Sistemas Cué&nticos con una densidad de niveles logaritmica.
papa b0 y X =1, 12 densidad de niveles dada por 1la expresiin (2.69)

ge simplifiica como gigue:

st

A {“ LgF ‘ <l
lllm(li'hl [ ) R ED

en caso contrario

figuras 1 y 2 se muestra la reprcsentacién grafica de algunos




FIGURA 1 : Densidad asintdtica de niveles (dada por la ecuacién {2.08))

tal que 8u Hamiltoniano de Lanczo

ot =1 -1
+ 0(n b o e

g tiene eleuentos de

de un sistema cuantico
donde a es un parametro

: : [+ 4
matriz de la forma a = an
Il

real y & > 0.




Figura Densidad asint6tica de niveles (dada por 1a ecuacion (2.69))
un sistema cuAntico con un Hamiltoniano de Lanczos que
N | I

an t 0(n o m e

1
1t

satisf'ace
o ; X -1
bn /2 + 0(n ), donde a es un parametro real.

Notemos que (a) desde K = @ hasta 0.5 tenemos ia transicién
desde 1la distribucién regular a la semicircular, y la densidad semicircular
se deforma =

= a para X = 0.5 hasta 0.9 y

a4 una distribucién (b) picada en E

(c) divergente en E = a para X > 1.




s X = TS
—a =9

FIGURA 2




particulares de las funciones

le las funciones densidad dadas por las expresiones (2.08)
- : p 1€ 246
9}. La Figura L eortd :
SRR TUT: contiene l1la f i6n 3ide [ 8
¢ 1a funcidn densidad (2.68) parp: i

sidad (2. / para varios valores
de | N particulanr ‘ :
X . En particular, para X = 1 tenemos la densidad

uniforme. En 1la Figura 2

tenemos varios arti
8 particulares de la clase de f'unciones dens

‘ CAaA80S8 idad def'inida
por la ecuacifén (2.69) La transicién de la densidad regular (o semicircular
invertida gque ee obtiene con & i ) R ley del semicirculo de
Wikner (o = 1/2 6 =

0) puede observarse en la Figura 2a. En 1la Figura 2b

ue reTan S o - < . . 9
puede verse cémo densidad semicircular va deformindose al pasar de

= Ny - ot i Y oy 5
0.5 hasta X = 0.9, Para valores de A mayores o lguales que la unidad,

la estructura continua de 1a {funcién densidad en todo su dominio de

definicidén se pierde ya que aparece una asintota en E = a, como se ilustra en

1a figura 2c.

El teorema que aqui se presenta permite obtener todas las funciones
densidad de niveles de los sistemas cuénticos que tienen un Hamiltoniano de
Lanczos N-dimensional con un comportamiento asintdtico gohernado por las
condiciones (2.066). Nb6tese que pueden eventualmente existir otros sistemas
fisicos cuyo Hamiltoniano de Lanczos tenga un comportamiento asintétiro
diferente y sin embargo, una vez llevado a cabo el cambio de escala adecuado,
posean una densidad de niveles del tipo (2.08) 6 (2.69) o de alguno de sus
casos particulares. Asi, por -ejemplo, gi 1los elementos de matriz del

Hamiltoniano de Lanczos satisfacen las condiciones asintbticas siguientes

a hp
n : 4
(2.78) i g = 0 , lim ——gp=— = Db/2 >0

9

¥ (i) n== In{l+n)

*#
entonces 1la funci6n densidad ssint6tica (N-—» %) de autovalores 3 (E)

definida como

* %

(2.79) % (E) = EN(E/L‘\N}

es una 1u“ 16][ Ieg s . nue € q
: L ulaI 0 Se€I iClI CulaI 1inver tlda lth es una mu StIa d ue

i 14 i Lanczos de un
distintos comportamientos asint6ticos del Hamiltoniano de

h v b sC
1 g ) 2C
i1 L da ar ur VEeZ ]l (0] el amplo (18 e al I a a

misma funciodn densidad de niveles asintética.




ngidades de niveles c tenidas en lus resultados de este
servadas {algunas veces de manera aproximada) en un gran
mas cuanticos. 8 por ejemplo el caso de la densidad
unif'orme que verifica en el oscilador harménice simple y se uga como una
aproximacidén muy buerna en muchos sistemas complejos, €.g. algunas
Lguraciones atémicas (COW81). Particularmente 1llamativo es el haber
ampliado considerablemnente 1a clase de Hamiltonianos con una densidad de

11veles gemicirenl ar ‘a 3 5 1i i
niveles semicircular. Esta densidad Juega un papel importante en la teoria

estadistica de 1los espectros de 1los nicleos pesados (PORG65, GAR72, BRO81,
BOHB4) asi como en el estudio de los s6lidos amorfos (MAT80, BUL8C, PET85) y
otros sistemas {fisicos (MACT9, CAS80c, BERS81, PEC83). La ley del semicirculo
fué derivada por prisera vez por Wigner (WIGS5 y 65) aunque no para un
Hamiltoniano especifico sino para la media tomada sobre un conjunto ortogonal
ussiano de Hamiltonianos. Mas tarde se mostrd el crigen determinista de
(ARN7b, DEHB4D). En este sentido, nuestros resultados acentlian este

origen y amplian considerablemente la familia de Hamiltonianos no-aleatorios

con la densidad de Wigner.

Demostracidén.

Partiendo de 1las hip6tesis (2.bb), hemos de probar las expresiones (2.68) y
(2.69). Demostremos en primer lugar la expresion {2.68). Para ello, sea b=0

a¢R y of 20 en (2.66). Entonces, tomando ¢(t) = t>* 1la expresién (2.37) da

; e e ; Lo e
para los nomentos p de la densidad asintdtica 5 (E) los valores siguientes
i r :

().BU.
8 I i ) T ‘5‘ ',".;3 ae
Ia ful‘l 1071 Caf‘a(,ter'l. t, ca \ (S} aSOC']_adL. a e._t.)s mome t 18 eg8 segur \ '}
( ] o ‘ A S ( g e

la forma

T
Z

(x r+1) r!




con =2z=ias, Tenie 21 cuenta ‘ 3)

ndo en cuenta (ERD53) el desarrollo en gerie de potencias d
& e Py : :
la {unc1w=(uumw11ncnmplvta, 1,6

= \
¥ io.x)l = a" _LZE}I
J <— (a+n)n!

n=0

puede obtenerse

: gy coam 1
1200 P e { 1o <

Haciendo uso de 1la relacién entre 1la funcién Gamma incompleta y la funcién

hipergeométrica confluente (GRABUL), i.e,

a
X7 e
\ (a,z) i P(1,1+a;2)

e llega finalmente a la siguiente expresién para la funcibn caracteristica

W/ (s)

{2.83) v (s} = eias ai(l,l:lﬂg ;-ias)

%
Por lo tanto la funcién acnsidad ? (E) vendr4 dada por

+ o0

.f*(E) 2 z%{ ( e—iEs uk(s) .

=

-

o
( e :
. & \ e—1hselas 4(1,1+1/x i-ias)
(LS \ \

3

-

que conduce (ERD53) a la expresién deseada (2.68)

j 1 ] arecida.
Para demostrar 1la expresion (2.69) trabajaremos en una forma p

i do la expresién
Suponiendo €n primer lugar que a=0 y b >0 en (2.60) ¥ utilizando




i

{2.37) con $(t) <

il yodem i

T . : podemos obtener que ios momentos g ;
asin lics e o « ; :

i (E) vienen dados por kf € la densidad

(2n)!

)

(b/a)dn

Tidn+1

For.  lo tant i i
nto 1 6n ca i
» la tuncién caracteristica \{(s) asociada esto
o ) & s momentos viene

(is}dﬂ 3 (o1

(2n)! 2xn+l 2 €b/d)dn i
(n!)

n

_1) 1 (.D—S.BZH
(n!)2 2xXn+l 2

Esta serie puede expresarse en la forma (HAN75, ec. 6.10.5) siguiente

bs
(2.87) Y (s) = -;(— By = ( gt 4
| O
1

1 1/« -1
= -;-' X JU(bSX) dx

donde el simbolo J denota a la funcién de Bessel.

*
por 1lo tanto, 1la funcibén densidad ¢ (E), transformada inversa de

Fourier de %f{s}, toma la forma

@ A

* 1 Q -iEs 1 1/ -1
g = — —_— J (bsx) dx| ds
(2.88) g (E} :t e -, X ol )
5 J-x L
y hacer algunos

que nos conduce, después de 1levar a cabo 1a integral sobre 8

cambios, a




*t
(E} = =
b

/] U

donde c=|El/a y ¥ =1/x -1. Usando (ERD53, Vol. II, pg.186) se llega a

en caso contrario

La expresién (2.90) puede generalizarse al caso en el que a$l. Para ello
nos podemos fijar o bien en el Hamiltoniano de Lanczos, ¢ bien en la relacibn
de recurrencia que satisflacen 1los polinomios caracteristicos de 1las
submatrices principales nxn del Hamiltoniano H de Lanczos. Si 1los
coeficientes iy bn satisfacen 1las condiciones 1limite (2.66) con a y b
distintos de cero, podemos hacer el cambio de variable E = E' + a, obteniendo
un nuevo sistema de polinomios que denotaremos por gn(E') y que satisfacen la

relacibén de recurrencia

A

(E'-(a_-a))P__ (E') - b _
1,0k B0

esta relacién de recurrencia satisfacen las condiciones

asint6tica de

Los coeficientes de

1imite (2.66) con a=0 ¥ b»0, por 1lo que la densidad

autovalores de P (E') vendrd dada por (2.90), siendo E' 1la variable.
A )

i ti g la densidad
Deshaciendo el cambio anteriormente realizado, se ottiene para

* . r
asintética f (E) 1a expresién buscada (2.69).




[T.4.2.~- Densidsz :
T ensid 2 cer i i
dad de ceros de varios Sistemas de polinom

ios ortogonales

A.- Polinomios de Bessel Ceneralizados

Estos polinomios aparecieron en los afios treinta (BOC29 BUR31) como el
- :

cuarto i B i i
tipo de polinomios ortogonales satisfaciendo una ecuacién diferencial

de g! rde i
segundo crden, siendo 1los otros los sistemas clésicos de polinomios de

Jacobi, Laguerre y Hermite. Sin embargo, el primer estudio sistemAtico de sus

propiedades no fue 1llevado a cabo hasta veinte afios después (KRAL9) en

conexién con 1la solucién de la ecuacibdn de ondas en coordenadas esféricas.

Pocc después se observé (THOU9 y 52) el importante papel que estos polinomios

juegan en la teoria de redes, de torma que actualmente se pueden encontrar no
soclo en artic.los avanzados (MAKR74, JOH76) , sino también en libros de texto
de disefio y sintesis de redes (GUIS8, HAZ63, WEI75). Para m&s informacién y
detalles acerca de los polinomios de Bessel y sus aplicaciones puede verse la

monografia de Grosswald (GRO78).

Aqui vamos a mostrar la solucién de algunos de los problemas abiertos
acerca de 1los Polinomios de Bessel Generalizados yn(x;a,b), como son los
siguientes

(i) Encontrar férmulas explicitas para los "momentos" yr, r=1.2..., @e
yn(x;a,b}.

(ii) Encontrar relaciones de recurrencia para los "momentos" o

(iii) Obtener expresiones explicitas para las 1lamadas funciones

gimétricas homogéneas de suma-producto hr , r=1,2,... de los ceros de los

polinomios yn(X;a,b).

Los dos primeros problemas han sido explicitamente sefialados por

i 1 i onv:nientemente
Grosswald (GHOTB), e involucran a ias cantidades yr que, C

normalizadas, representan a los momentos alrededor del origen de la densidad

‘ las
de ceros de 1los polinomios. Asi, primeramente daremos ua1 repaso de

i i resan para
caracteristicas conocidas de estos polinomios ¥y que nos 1inte p
inuacién 1los
resolver los problemas aqui expuestos, expondremos a continua

Y ién.
resultados ericontrados y pasaremos después a su demostrac

fueron definidos

de Bessel Generalizados yn(x;a,b)

cién diferencial

Los polinomios

(KKAL49) como la solucién polinémica de la ecua




)

(2.91) X ¥y" & {axsb)y! - n{n+a-1)y =

V L= C - L1 N1 ) a ]' e ] {18 L 1 ’e ae I ) 1e
2 C
I’ ede € sSe jue t’] [)l)] Or ] Yy (] X 8 P e DO q

s6lo un idctor de escala para 1a variable independiente y
no un parametro esencial. Esta es 1a

este parametro es

razén por 1la que algunos autores

pretfieren 1los polinomios : = i 5
nom y.{x;a) = y (x;a2,2) o igual Y'™(x) = ; :
- ; y! ) gua] Yn {x) = yn(x,o<+a,2}
Y( ’
n

a8 que y (x:2 () = i i
lue y (x;2) {x) yn(x) es llamado el polinomio de Bessel ordinario

(GRO78, CHIT7),

La expresifn explicita de estos polinomios viene dada por (GRO78)

(i)

E_
47

donde hemos usado la notacién

G431 ufu=-1)¢u-2)...(u-1+1) ,

Resultados principales:

1.- La expresibn explicita de 1os'momentos“yr en funcibtn de a, b y n es

la siguiente

; s M
(F-EA e ZANE ot ol
- TX;TTTT—7;F- A% iz(zn+a-2)(1)

(A

¥y ZE.} tienen el significado ya conocido expuesto en el apartado

o
)
t=1

con la condicién inicial ¥, = -bn/(2nta-2] .




A partir de las ecuaciones {2.93) 6 (2.94) ge

pueden hallar un conjunto
de resultados va

R
encontrados por otros autores (GROT7H). En particular, los
; ]
primeros "momentos" valen

n{n+a-2)

)

{2n+a-3)(2n+a-2)

3 n{a-2)(n+a-2)

(gn+a—z)B(an+a—3)(an+a—u)

3 % :
b~ n(n+a-2) (aJ—Ta)+lba—1£] + (adnza)n + (8-3a)n2

(zn+a~2)“(an+a—3)£(zn+a-ﬂ)(2n+a—5)

A partir de 1la ecuacién (2.93) puede verse que, para los polinomios de

Bessel ordinarios, 1los "momentos" Yorit valen cero como ya fue apuntado por

Ismail y Kelker (ISM76). También puede verse que ’as cantidades r%(n] = yr/n
se anulan cuando n —oe , y r = 1,2,... como tambi n es conocido (DEHT78d)

3.- La expresi6n explicita de 1las funciones .imétricas homogéneas de

suma producto hﬂ en funcién de a, b y n viene dada por

n Ai

i {1}
. 2} {3 A l , (-b)" n'"
- _1 I _,__—.._—-—-'- .
(2.95) hr %%a ( Al!"' An' i il (2n+a-2)(1)

Las primeras funciones hr vienen dadas por

-bn
dom + A= 2}

bdn n{2n+a-2) + a =2

Z(zn+a—d)2(2ﬂ+a_3}

2
: 2 ; Ry
b3n ﬂﬁ“ + 4(a—2)n3 + (a£+za-12}n£ + (3a°-16a+20)n + 2(a 2)

b(zn+a-a)3(2n+a-3)(zn+a-4)




Para demcstrar as aci ] :
enmocstrar las ecuaciones (2.93) y (2.95) basta con darge cuenta de
que la expresitn explicita (2.92) de 1os

es de la f'orma (H.jH)—(g_39) con

Polinorios de Begsel Generalizados

(—D)i 1‘1(1)

id

(au+ahz)(iJ

La wmera sustitucién de este valor en las ecuaciones (2.40) y (2.49) produce

las ecuaciones buscadas {2.93) ¥y (2.95) respectivamente, una vez tenido en
cuenta

el factor de escala que diferencia a los "momentos" yr de los momentos

alrededor del origen h}cn).
r

De digual forma, 1la ecuacidén diferencial (2.91) que satisfacen estos

polinomios es de 1la forma (2.53)-(2.54) con q = 0. Por lo tanto la ecuacién

(2.55) deriva en

(2.906) : ; : J 3 = -a‘gl)y = a(l)y

: 3 Ve BRDEE

La comparacidn (2.91) da

(2)
agé) = g s %0

£l & & -n{n+a-1)}

|

¥ ( d v (

1a expresidu (2.94) que buscAbamos.




Sl i
B.~ Polinomics de Fibonacci y Lucas

Recienteme oI 1111
entemente Doman vy Williams (DOM81) han introducido 4
- ‘ 08
polinomiosg que son los llamados polinomios de F

Y 1los de Lucas L (2): B
i

conjuntos de Ll

ibonacci F +1(z)
& . - - n ; ;
stos polinomios Juegan un papel peculiar en 1a teoria

d : Cca C © i 4
g L L - > 10408 p r

y con Fo(z] =1, Vlfz) = LU(z] = 2. Aqui, [n/?] indica 1a
parte entera de n/2.

Acerca de estos polinomios pretendemos estudiar propiedades espectrales
medias o globales mediante 1los "momentos" yr, encontrandoc su expresibdn
explicita y una relacién de recurrencia que los ligue. También daremos una
expresibn explicita para 1las funciones hr de los ceros de los polinomios.
Para ello exponemos a continuacién 1as propiedades conocidas de estos

polinomios que sirvan para nuestros propéeitos.

Por conveniencia, los polinomios de indice par serin separados de 108 de
indice impar ¥y ademAis los normalizaremos de tal forma que el coeficiente de

zn sea la unidad. Asi obtenemos

(2.99a) p¢ta) 5 P, , (2]

n

n+i+l .
(p) e =0 e
p.fs) = F ‘ n+1| n-i

i=0




I n+i+l
7 (z) = 4 1 n-i
2n+1 iL-:_U n+i+1 n-i I Z

I n+i
e g 5
I_l - o n Ij"l
dn(zl .Z— n+1 ( - ) z

n-i
i=0 "

Los polinomios F(k) ¥ Lﬁk)

n con

k = i,p son polinomios de grado n. Los

superindices p € i denotan par e impar respectivanente. Doman y Williams han

demostrado que estos polinomios estén relacionades con 1la funcién

hipergeométrica )Fl(a,b;c;z) por las siguientes expresiones

Foeab2l = SF (-n/2, -n/2+1/2 ; -n ; -4z)

= s -t/ e
Ln(z) ZFl( n/2, -n/2+1/2 ; 1-n ; -4z)

Estas expresiones conducen a las siguientes ecuaciones diferenciales

satisfechas por estos dos conjuntos de polinomios

a°F (z) dF

n+; - [n - 2(2n-3)ﬂ 2

+1
' -1)F =0
dz : n(n ) n
dz

+1

ddL = dL

z(1 + bz) -—} - ‘_(n-i) + 2(2n-3)z -d—"z‘ + (=11 = 0
dz

sAAa eon 3 i g .
Los principales resultados obtenidos son los siguiente

i 4 tos" y para los diversos
1.- La expresiodn explicita de 1los momen i

polinomios son las siguientes

(2.101a) yii)(F} Z a{ A\r

(2.101b) yf,p)iF‘l

para los polinomios de Fibonacci, ¥




n ea >\].
1 1 3 by s
a{ )\)P U T_' n+i+l ( \

—;) 1=1 3 n-i /

(2.1014) ¥ ) = a(/\)r
()

: . 2
para los polinomios de Lucas. Aqui a()« )= (-1) p (-14+ T A)!, y los demas

simbolos son ya conocidos.

2.~ Los "momentos" yr de estos polinomios satisfacen las siguientes

relaciones de recurrencia
yii)(F) % n{n+1)
7 = 3y n vt e
qure2)y$ ey = y$ U m [t e - e+1)] 4

r-1 : : :
i yf:”cm[yf,ilcm ; uyf,ﬂ_tm] v 32

t=1
para los polinomios de Fibonacci de .ndice impar,

(p (F) = - é n{n+2)

5[3)(}..13 = Cp)cF)[ (pJ(F) 5 3]

(urso)ySPICR) = y$Pl(r) [ wyiPler) - gr+aﬂ ;

1‘2'1 (D}(F)[ (pJ(p) + uy (F‘)]

=1

ara los polinomios de Fibonacci de indice par,
p .




£
g ni{n+1)

( (L)[ Wy - 1]

i}
(ur+u)y£+i(L_ . ( ?qm[ (1)(!_.) . (pm]

r+l-t

r-1
(i) (i) (1}
+ " d
z v tafriton « wfil ]
para los polinomios de Lucas de indice impar y

(p)(L

2

&'CDJ{L) E ygp)(L)[uyng(L} . 1]

ure21y$P 0y = o8P g [Pl - o]

r+l-t

> Pyl wftl o]

para los poliromios de Lucas de indice par.

relacibn de

A partir de 1la expresién explicita para ¥ 6 de

recurrencia que satisface se obtiene que los primeros "momentos"

diversos polinomios valen

n(n+1}(n2+n+13

T%G n(n+1)(8n4+1bn3+19nd+11n+6)

n(n+2)(zn2+4n+9)

yip)cF) 2 1;__[)

(p) sl L 8n +32 3+7?n +90n+108)
ySPURY - - 755 miel n'+32n

para los polinomios de Fibonacci, ¥




1 3. 2
55 n{n7+2n" +4n+3)

Yﬁj)(L) = - -—i— 3l 8'5 ! u 3 e
N 7560 n{8n~+24n +51n +62n +81n+54)

yip)(hl . s n®(2n°+1)

p) 1
yé (L) = (Bnu+5n£+23

para los polinomios de Lucas.

3.- Las funciones hr de los ceros de los polinomios son de la forma

(2.100a)} hf,i)ﬁ'r“)

{2.106b) hipl(p)

para los polinomios de

(2.106c) : hii){L}

(2.1064) néPl(L) b{A) _f T _
(M) i

g4 > ) em4s
para 1los polinomios de Lucas. Aqui bf A} = (-1) (ZM)! y losd

simbolos son ya conocidos.

Par demostrar las expresiOneb {Z.lUlaJ Y (d.lUDa) tengamos en cue
ara 1

(2 99a) de los polinomios de Fibonacci de orden

que 1la expresion explicita

jmpar es de la forma (2.38) con




€8 suf 1Cltﬂ.tt -JUbt.LtLllI QLf: \fal() en las ex €egiones C’.'l"UJ \ s 149 ara
4 €8 ag
. ol p

obtener ; lone (
: las ecuaciones (2.101a) y (2.106a) respectivamente. De forma andloga

se demuestran las expresiones (2.101b=-d) y {2.106b-d)

D oy - ] ~ : i A
Para demostrar 1la relacidén de recurrencia (2.102) tengamos presente que
la ecuacifn diferencial satistecha por los polinomios de Fibonacci de orden

impar viene dada por

pranes
(2.107) z(1+hz) -“_Z - 2(n+{in-3)z)
dz

que es de la forma (2.53)-(<2.54) con q = 0. Para una ecuacibén diferencial de

este tipo se satisf'ace la relacién de recurrencia

(2) (2) {2} . BERgEE T
: % jr ) Jr-+1 T o Jr-i—k.' e e

donde 1los simbolos Jk vienen dados por (2.97). Teniendo en cuenta que los

valores de 1los coeficientes acl} de los polinomios de Fibonacci de indice
impar vienen dados por

e

1

ge obtiene la siguiente expresion

Un-
BT, + ¢ ny, + {4-31y,,,

e la ecuacién buscada (2.102). De igual forma

Con la ayuda de (2.97) se obtien
(2.1u3)-(2.105).

pueden demostrarse las ecuaclones




Por completit digamos i
mpletitud, digamos que existen otros polinomios en la literatura
matemétics: >on 8 miswmos ‘
i atica con 1los mismos nombres que lo¥ aqui descritos De hecho, Lucas
A " :

[{YC 3y =] N 7 7 i
(LUC91) en su trabajo sobre teoria de nimeros estudid

una clase de polinomios
de dos variable notadosg ‘ini

es denotados por Un{x,y) y definidos por 1la relacién de
recurrencia '

U (Xh\) =

n+?2 X Unﬂkx,y) -y un(x,y)

con las condiciones iniciale- U“ = 0, U1 = Con y = -1 estos polinomios de

Lucas han sido llamados polinomios de Fibcnacci. Sin embargo existen fuertes

diferencias entre estos polinomios y los aqui estudiados.
A continuacién vamos a estudiar relaciones de recurrencia entre los
"momentos" yr de los cercs de los polinomios de Heine, Hermite Generalizados

y los de tipo Bessel partiendo de la ecuacidén diferencial que satisfacen.

C.- Polinomios de Heine

Estos polinomios fueron introducidos por Heine (HEI78) en su tratado
sobre armdbnicos esféricos y son considerados en una forma mAs precisa por
Chihara (CHI77). HKecientemente (AOMB4) han sido usados en conexién con la

teoria de fenémenos no-lineales. Estos polinomios forman un sistema ortogonal

en el sentido

oL

Pm{x) Pn(x) wix) dx =0 ,m#n

<o

donde w{x) = [}(u.—x)(p _le—l/z, 0 ¢ x< @ . También satisfacen la

ecuaci6n diferencial

)]r'ﬁx) +1?+bx-n(zn—1)x2]f(x)=0

(2.108) dwz(x)(x—d}1"(x)+{(x-0)[w2(xﬂ 2w (x

( Od ’ a a 8

de la forma (2.53}-;2.5“} con los coeficientes




Je acuerdo con la ecuacién (2.58), tenemos que q = 2 en este caso. Entonces
.enemos que calcular ¥, € ¥, por wmedio de las relaciones (2.60)-(2.62). Estas

‘cuaciones dan

2o+ pr 0’ - {2 Zr - b}

W

= {-_’(O(r. +x)+ FJ}]"‘.- o E»ffsﬂ + a}

ECfo junto a las dos primeras expresiones de (2.62); conduce a
sto, \

i)
4n-3

[:(a& +F’+j)-nd - (2 + ep —d' In -b]

+3}_nd - 3(2K r2p 4y In + 4x +J4F+I-b] ¥4

"-J +ex ) }1‘:" - 3xpn + a]
s |

Por otra parte, la relacion bhésica (2.55} da

r+l T+3

( — (2] e o yﬁdQ- “Pﬂjui]
4 [ng) - (X +P-+T)J + (l‘-+ 3 tj~ o2 T+

¥ ~oBdr .3t e Y43

\
|
W

- (2B + 28
XPY Iy (2| |

= 0 1(5) = n{n-1)/2, ;if? = (n-1]}y,sY

2
2 D,1,8 000y COOO J, e




\Sta reia ‘:101 s p
& S [ J §! ne
CC ]:\dUCL dlI‘LCt,a.l.nt.I tE‘ a J. Slguler‘.t
( cO » 3 3 3 a 1LES expres 1 (0] 8

P~

Blox + 3+ ¥ In - 3(ex o
1 | ) ( +£ln+5)yzﬂuylsz'Z(‘X*F‘*G)Yj i

+[5ﬂﬂ +exy 2 —u(up+m5+rquyl+ 2&F§n2_(xP5n]

by y. - gyz + {M -
{ 31 5 {ox tp Y In -8x -HF —55] gt L{o¢ + p+ J)y2y1+

2l %
7 ¥ s +B+ n=-3-
fo o 2 A2 P 5) i r}yr+2 ; i=1 Yoso-1 '3 ¢

© r
+{olP +ox )y + 9 a2 i
{ f j] | 3) \( r)yr+1 T ;;i yr+1—i yi

I‘_
dntiie - 2n-1- >

el wageriening + 2 00

- &

4

vAlida para T 2 2. por .sedio de estas tres expresiones podemos evaluar

facilmente todas 108 "momentos” yr, oy 2 en términos de los valores

conocidos {2.109) de Yy ¥ ¥ye A partir de l1as ecuaciones (2.109) ¥ (2.111) se

puede eraluar de una forma trivial 1los momentos
ios de Heine de orden 1 que

alrededor del origen

r' = g /n ac 1a densidad de ceros de los polinon
T r

determinan univocamente el espectro.




D.- Polinomios de Hermite Generalizados

Estos polinomios fueron ‘ntroducidos por Szego (SZE18) y estudiados
Chihara (CHI77). Se denotan por Hﬁr)(x), donde r4 # 0 es un
parametro real. Para r& =0 son los

Hermite.

extensamente por

conocidos polinomios ortogonales de

Estos polinomios constituyen un sistema ortogonal y satisfacen 1a

ecuacibén diferencial
reR ] e N} _1 Y
xtf"(x} + :(r -x If'{x) + {2ox = epx “if6x) =0

donde 6 =0 vy = al&. La distribucién de ceros de estos polinomios
2n 2n+1 ]

€s la misma que la de la solucién polinémica de la ecuacién

xff"(x) + :{]4x - x3)r'(x} + (:nxd - Bn)f(x) =0

Esta expresifn ~ de la torma (2.53)-(2.54) con los coef'icientes

ul = lo tanto
De acuerdo con la ecuacibn (2.58) tenemos que 4 . Por

; = 0
(2.57). Las ecuaciones (2.60)-{2.62] dan | '

(2.1123) ¥, - [n(n-1) + 2pen - eq]

or medio de la
idades ¥ r » 3 se pueden calcular p
Las otras cantida B

i da =0y
relacién basica (2.55), 12 cual Y5




e g

v
Y43 i kypq-l‘ r>1

Teniendo en cuenta 1a ecuacién (2,110)

se obtiene

(n + s ) +
'A < yE(S-inai’ szl

Es de notar B C | TR % (
P QU LO8. " EONAEROS =y a8 H“hl(x} dados por la ecuaciones (2.112a,b)

se reducen a las correspondientes reglas de suma de los polinomios de
Hermite clésicos (CAS80a} cuando rv= 0,

E.- Polinomios de tipo Bessel

Consideremos los polinomios Hn(a;z) definidos por

1

}{nc‘a;z} = _ﬂ]_

2+7
(a+n)

y,6-2z;a+1); 0= 0,1,2,...

donde a # =) =2, & yn(x;b) denotan a los polinomios de Besgel

Generalizados anteriormente estudiados, es decir

- k
e (n C:_Hb-i}k %

yE(X;b) K

u

donde hemos utilizado el simbolo de Pochammer. Entonces

n zk
ol e s A
< {-n}, fa+n), —5

(HEN85) ha introducido un nuevo conjunto

Recientemente Hendriksen

3 "4 7 ) O &L, def'inido por
polinomios Qnﬁﬁ,a,j'}» S




: H=1 (a)n—l
= Hn(d—l;zl + (-“1) g W Z HI}—1(8+1;Z}

con n=1,2,,.. Es 1llamado sistema ortogonal de polinomios de tipo Bessel
debido a que se pueden obtener del sistema clasico de polinomios ortogonales

(KHABU) afiadiendo una combinacion lineal de como mucho dos funciones delta de

Dirac a 1la {funcién peso real del correspondiernite sistema clAsico. De hecho,

los polinomios Q1(z;a,g } son ortogonales con respecto a la funcibén peso
I

w(z) + S-(z) donde 6‘(2) es la funcibn delta de Dirac y w(z) es la funcién

peso real para los polinomios de Bessel generalizados Hn(a—l;z).

Estos polinomios satisfacen la siguiente ecuacién diferencial

(tqz3

1l

= i 2 ; 3 ' o
in 2°) Q) (2] +[at 2 +(x (as1)-t e rn] Q) (2)

- [n(a+n-1)tnz + n(a+n-1)(rn+1)] Qn{z}

(-1)""

= {rn(a-rn-l) + n(a+n~11;

E 1& cuac 0 ( ere a es de a l rma } =-{Z o .€ c8
G ()oJ

- 2)
. 2’

_ S x), solo queda
n para cualquier polinomio Qn( 1

omo
Puede verse queé g . Com yU




LdlC J}dl Y por 1 1 19 18 ne . =g Z 1 icar g u
3 medalo C < ecuacio 1eg (2 .UU) ( V0 y [) i a desp és
1 A ! c 41 3 a
I (31 ac 1( 2 ) ldq ecua (8] =} & -k s & -3
1L { . ) )L [ C Cl ne'- ( .h“) ( ’_h)) B8 0 )Llﬁﬂf_

n(t -r )
nn n(a+n-1)
(an+a—:)t11 (2n+a-23t

E H {| o - v 4
1 resto de ios '"momentos" vienen dados por la ecuacidén (2.55) que en este

caso se simplifica a

= {n+a-1)/t
¥y - Tyinta-li/e

1 41 r
= {on-3-r+alt_ | 'n %Zi Yps2-1¥1 7 TN fza Toen-174 2
n = =

P B ¢

£y ¢ (tn-rn(zn+a-r-1)3yr+1§

valida parar = 1,Z,.... Es importante notar que para S = 0, estas reglas de
auma se reducen a las correspondientes cantidades de los polinomios de Bessel

clasicos {GALS8Y) yp(-zz;a) como era de esperar.




APENDICE A.- Reglas de Suma de ceros Jcl)
P

En el método de determinacioén de 1la densidad de ceros de polinomios en
fTuncién de los coeficientes de 1a ecuacién diferencial ordinaria que
satistacen (también 1lamado Método 1V

[ l d
1, las reglas de suma Jg ! ¥ su relacibn
con los "momentos" y

juegan un papel central. Hasta hoy no se han obtenido
lag férmulas de conexibén generales {i.e. para todo I e 1} entre estos dos
tipos de reglas de suma de ceros, Sin embargo se conocen un gran namero de

resultados parciales, como son los siguientes (CASBua, DEHB5a, BUE85b)

(1)

L

J

[lun3- 6on® +<u [(r-1)(r-2042) + 6(r—2>N —r(r-1)(r-2)] ¥,

1-
Ton? - 6(2t-1)N + (4tit-1) ateen-h] v v 08,
L

-3 )
NS NRIE )

: )
yu(l-sr,&)”-gl‘é”l Sr,ﬁ




g5 B
JP = §{ (SN -10rN +[10[(r 2)(r- 3)+ﬂ]+15(2r 5)]N
~[5((r-1)(r-2) (r-3)+6) +10r(p- 3] Ner(r-1) (r-2) (r-3)) Y,

r-2 .

Z 108°-30(8-1)N%4 [158(r-8)+20 ((8-1) (s- 2)+1] N

e=y ~L10P(s-2)(r-2e+1)415a(e-1)(e-2)) vy .y . (1-§ )

-l-8 “8-3 r,5

r-2 s8-2 2

¥ {108 -10(t-2)N+ [10t(t-1)
4

t=3

+15(r-8) (s-t)]) v, ¥

t-2

E (‘5N—10u> Yo

u=2

t-2 u-2

AderAas, también se sabe que (CASB0a, BUEB5D)
.41}
J
e

A4

a1t%
i

i :
-2bi )+2b;i) y3 +(2b;1)—3b§i)} y

(1) (1) (23 .. (&} SR e i
b1 —3b2 +6b3 6ou ) Yy +(2b2 6b3 +8b

(1) (1) (it * (1) .13}
b, -3b3 +3b, )y2 +(3b3 61314 )

donde heios necho uso de la notacioén

ﬂ (N-t) ; 1213
t=j




APENDICE B, - Derivacion de 1a densidad de niveles regular

Aqui se detallarad 1a obtencién de 1a densidad de niveles regular (3.73)
de 1los sistemas culnticos a partir de 1la expresién general {2.69) cuando b 0

Yy & =0, como se hace notar en 1la consecuencia B del teorema descrito en el

apartado II.4.1. Reescribamos la ecuacién (2.69) ¢n la forma

- -1-.-),\£\<1

1
- &b 1 - et

2 ’

Queremos calcular esta funcibén en el limite X —# 0. Para ello habremos de

analizar en dicho limite la funcién hipergeométrica BFl(c,1/2;3/2;zJ con

-0, y lz| = |1 - e k1

Obsérvese que el argumento z de esta funcidén hipergeométrica es una cantidad
negativa con médulo mayor que la unidad. Usando las relaciones de Kummer
(EHD?B, pagb3, férmula 17}, expresamos esta funciéT hipergeométrica en
términos de otra funcién hipergeométrica de argumento z con mb6dulo menor que

la unidad. Se obtiene:

1
1 1 e 5 o= e
sial s beul SR - B

aFI(C’ 24 3

r [(c-1/2) 1/2
o B e

C n ( 3 p ' t } 'Y 8 gt

forma

1 = ¢ : 1/Z)
s

Il ( . 3 v




teniendo en cuenta T . : : j
A que la funciép 3L1€1’8'1‘C+1/3§1/23 tie

nde a la unidad
cuando c -» -e (ABROY, pag 565

» formula 15.7.1), resulta que

*

i 1/x -1
j: (E; & =0) = 1lim

g (1/2 - 1/20¢ )

1 i
X -0 o 1 L X r(l_l/‘f‘k)

(yva que, al ser |&| < 1, el segundo sumando tiende claramente a cero) que es

la funcidn semicircular invertida o funcién regular que estibamos buscando.
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111,

DETERMINACION DEL POTENCIAL Y ENERGI
DEBIDOS A UNA DENSIDAD DE CARGA DE

A ELECTROSTATICOS
FERMI PARABOLICA,

La determinacién de formas y tamafios nucleares es uno de los problemas

de la f'isica nuclear (BAR79)

tradicionales ). Este problema conlleva el estudio

de la distribucién de carga nuclear por medio de procesos dominados por
interacciones elec;romagnéticas y el estudio de la distribucién de materia
nuclear por medio de procesos de interaccién fuerte. Cumbinando 1la
inf'ormaci6én obtenida de esta forma puede llevarse a cabo la comparacién de

las distribuciones de protones y de neutrones.

La densidad de protones "puntuales" en un ndcleo de Z protones viene

dada por

donde 10} denota el estado fundamental nuclear. Puesto gque el protén no es
una carga puntual sino que tiene +  tamafio finito en el sentido
electroﬁagnético, la densidad de carga nuclear puede obtenerse a partir de

§ () "toldeandc" con la densidad de carga del protén, o sea
p ;

S{f‘) = R

1
)

o (M) © (|F-T]) dP
Wt

i arg : .oLton también normalizada a la
donde gd representa la densidad de carga del proto ar

uriidad.
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donde R es el radi
£ adio nuclear detf'inig o) i
F 1a0 como la distanci:
1 cla a la cual la densi

| g sidad
es 1gual a /2 i
F /e ybte : 5 e i
5u y Obteniéndose 1a constante S por la condicién de
normalizacionm :

"f) l\ S\l) o i

Unidades at6micas, h = e

1/3

1, se usarén en todo el capitulo. Con el
valor R =<(1.18a -0.48)fm se

obtiene aparentemente el mejor ajuste de los

datos experimentales de dispersi6tn de electrones. E1l1 parametro de difusividad

a" est4d relacionado

con el parémetro de anchura t de la superficie nuclear
en la forma t = 4.40a, que corresponde a la distancia en 1a que la densidad
cambia del 10% al 90% de su valor central. Esta parimetro t crece desde
t & 2.0fm para nlicleos con A~10 hasta t = 2.5fm para A ~ 200 (SCH6T),
(HOKR75), distancia que es comparable al radio nuclear para niicleos ligeros y
es el 30% del radio nuclear para niGcleos muy pesados. De aqui que,
especialmente en nicleos ligeros, cabe esperar que ciertas magnitudes

nucleares de interés fisico (y en particular el potencial y energia

culombianos) tengan una dependencia sustancial del parémetro de difusividad.

E1l parémetro  "parabdlico" w es una constante positiva o negativa que
puede dar lugar a una elevacién o una depresién central de la densidad. Sus
valores varian entre =0.3 y 0.6 (SCH6T), (DEJT7L4). Mencionemos en particular
que en (HEI69) se pone en evidencia la necesidad de una depresitn central en

la densidad de alrededor del T% de 1la densidad méxima , o sea

A

]l = ¥ /@ Fogll ) Rl para poder explicar 1os datos de dispersibn de
o 2 max : _ ‘

electrones de 248 y 502 MeV por £U8Pb. Tal depresién ha sido obtenida con el

modelo hidrodinamico de tregs fluidos (MOH69). Sin embargo existe un fuerte

desacuerdo con céalculos del modelo de capas en lo que al valor relativc de la

dengidad en la regidn central se refiere (FRI75). Ello puede quizés deberse a

: : 5 . i :
1a no consideracién en tales calculos tedbricos de posibles efectos no locale

i les efectos
en los potenciales de modelo de capas, ya que es gabido que ta

i 1 erficie.
hacen disminuir la densidad central ¥y aumentar la densidad en la sup

existe una ftamilia de ntcleos llamados ntcleos burbuja

por otra parte, : -
Se-b8, Se-84, Sn-100, ca-116, Ce-138 ¥

(buble nuclei), tales como €.g. Ar-36,
densidad de carga con U

cbpicos existentes sobre estos

na fuerte depresidn
Hg-200, que pudieran tener una

) 3 q u&,.
( : K 3 ) V( ) ) mer I e 1g 08 ca \
IIL]C]_E:OS BE.I ; LA‘I;‘ 3 ‘{I J 3 A 3 1C 10T en()S ue 1 a ur S0 8K




Ar-36, Ce-138 y Hg-200) ge

central de

obtiene un wvalor Hartree-Fock de 1a densidad

aprcximadamente la mitad de la densidad

maxima (DAV73). Todo ello
hace pensar de que, al

nenos para ciertos nicleos, debe existir una

able de la correccién parabllica o correccibn-w en ciertas
de interés fisico. Sefialem

contribucién apreci

magnitud :d
g es o8 finalmente que 1la temperatura aumenta

la depresién central de 1la densidad nuclear (y por tanto su parémetro w) asi

como su difusividad (MAR83).

o
]

n_este capitulo se determinan analiticamente el potencial {(ver Seccién

IIT.1) y 1la energia electrostatica (ver Secci6tn III.2) de un sistema fisico

(e.g. un nicleo) cuya densidad de carga puede parametrizarse mediante una

funcién de distribucién de Fermi parabblica (3.1). La conveniencia de
disponer de wuna férmula analitica exacta para 1las energias culombianas
nucleares asociadas con densidades de carga del tipo (3.1) y su importancia
préactica en el tratamiento macroscbpico de propiedades nucleares ¥y
particularmente en el desarrollo de férmulas semiempiricas de masa ha sido
gefialado por varios autores (HAH56, HOF63, MYE66, MYE69, HOR75, DAV76, MYETT)
y enfatizado por Myers y Swiatecki (MYE69). De hecho, estos dos autores
encuentran expresiones aproximadas a la energia electrosté&tica nuclear hasta

tercer orden en el parémetro a/R, ajustando de forma empirica algunos de los

coeficientes del correspondiente desarrollo. En este capitulo se encuentra de

forma cerrada y exacta para todos 1los 6rdenes de 1los parémetros de
difusividad a y parabblico w una expresién analitica de la energia culombiana
nuclear A continuacién se estudia 1la dependencia del potencial y energia

culombianos de - los dos paréaretros citados, ilustrandose tal dependencia en

varios niicleos concretos.

El potencial ¥ energia electrostaticos debidos a una densidad de carga

f (r) vienen dados por (REI79)

q;(%')- 5T

W\ -

) $(r) a7

!
;|
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(I’ r s - m im
y Y ¢ son el maximo y el minimo de los valores de r y p'

. y respectivament
se obtiene la expresitén o

P(F) = ¢ (r) = u4n &_I_"i*_fr‘)_h_
5 Py

Q

Por conveniencia escribiremos la densidad (3.1) en la forma

\ (I’) = 1{1‘} & L.(r)

S

: (r-R)/a
e

1+

(3.9) g, ar’
> \ 0 e e VR
1+e"r R)/a

donde q = w/R £

Entonces el potencial culombiano nuclear (3.6) es

{3000 bir} = 9.0r) ¥ g0

pente en la Seccién IIT.1, y con elle

Estas tfunciones son calculadas explicita

i bi Gicleo
ge encuentra de forma cerrada ¥ exacta el potencial culombiano de un nuc




finito arbitrari
: rar Ademas se i :
é rio. Ademas se ilustra tal expresién en
ot : re ! varios nfcleos
est'éricos especit'icos )
s g ico ; 28t ¢ secci i
I 8. En esta seccibn sge obtienen asimismo los valores de
{ .\¢ dL‘-I T 4 ¢ “i1adn s PN madd 7
= 1dio cuadritico medio de la densidad de Fermi parabé6lica 3y

i E Nerglec in e ¢ . p 1a
4 1 Ll JIND 1 é c nu - (3 L p ¢ D e t
S| € [§ Culc t ina (:lt'd[ *j ue 1(' EIItI(I ces rep: ser arse en
’ﬂ] na

donde

(3.14) g 2 17 \P :i(r) Ti(r] dr para i =1 y 2

-

(
(3.15) 5I\Pd[3ﬁr)IJT}* Ljr)iﬁrq dr

Q

Los valores exactos de estas integrales son obtenidos analiticamente de forma
cerrada en 1la seccidn III.2. La correspondiente expresién analitica de EC es

discutida detallada y f'isicamente e ilustrada en varios nicleos concretos.

III.1.- POTENCIAL ELECTROSTATICO NUCLEAR

Aqui calcularemos explicitamente las componentes Ql(r) y #J(r) del
potencial culombiano nuclear (3.10). Trabajemos primeramente con *1{r).

Segin (3.11) podemos escribir

(3.16)  Q(r) = 4ng

(r-R)/a \
1+e
By
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.donde hemos usado 1la notacién (ver Apéndice () B.(x) que denotan el
k
polilogaritmo de orden k o k-logaritmwo de x. Estas funciones polilogaritmicas

son perfectamente conocidas (LEWS1).

Para el chlculo de GJ hemos de tener en cuenta si r es mayor o menor gue

R para poder desarrollar 1a funcién {i+exp((PLH)/aﬂ'*1 en potencias de e ©

haciendo los cambios pertinentes. Haciendo el cambio r-r = t se tiene que

ey

TN \ h 4 4% A
B

dt
(r-R)/a t/a
e’ e

1+

Cuando r »K,

1 e—t/a
(r—H)/aet/a = e(r—H]/a 1+e(H—r}/a e—t/a

l+e

e—(k+1)t/a
e(k+1)(r—H)/a

_1)k

-t/a fee
i i zando este
donde hemos desarrollado en serie de potencias de e Utilid

- c 1 . f ma
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para la integral G, el valor

Vi
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componente ¢ (r 2 ICi: i
I I ! 1\!) del potencial culombiano nuclear:

(3.20) i,‘_.(_PE
; 14 ]\

Hallemos a continuacién la segunda componente 4Z(r). De las ecuaciones

{3.9) y (3.12) se tiene que ¢ (r) puede escribirse en la forma
|

2

(3.21)

-3 ] i L] y
g G a 1 g I e é (1] e A cuyo

valor e€s




calcular uw hewos de distinguir, como en el caso de G), los dos casos
Yy g R a fifpde poder usar un artificio simpilap al

(3.18) y encontrar

asi integrales conocidas. Se obtiene que

5
4 “
3,(z2) +6a°r ﬁth] + IBa“%:u(z) 2 i ﬁB{z) , TR

202 4 4
2I13H3+7\Ia}{

3

5
g9 dois 2ha”
- a_r‘iifz) + 033r tj(z) -18a fu(Z} hree 5(2)

[(r-R)/a|.

L ombinacién de (3.21)-(3.23) produce directamente 1la scgunda
a combin 10N e

! - i mbiano:
componente ?a del potencial culo

& y
; i 3.20) v (3.24) de { i
t 1a supa aritmética de los valores (3
Finalmente, sum

) iguiente
0 .10} a la siguien
1a ec. (3.29a) conduce, segun (3
ivar te TR : C
regspectivamente,




expresién

(3.25)

que nos da el valor exacto del potencial culombiano de un nicleo finito en
términos del radio nuclear R y de 1los parametros de difusividad a ¥
parab6lico w de su densidad de carga. Obsérvese gque €l potencial culombiano
tiene términos debidos a 1a contribucién de la supert'icie nuclear difusa que
de difusividad. Ademas, el

son proporcionalles al cuadrado del parametro

potencial tiene, como debe ser, un valor finito en el origen y 8e€ anula para

valores inf'initamrente lejanos. En efecto haciendo r - 0 en (3.25) se obtiene

L2 2 2
(3.26) "\ (0) = hlﬁl-}i; + _'B-a_ s r’%d(H/a) +

gt 4 zw
LR %— + ba ru(H/a}/H ’
J

=




Y para grandes valores de r, el potencial @ (r) se comporta como

(3.27) ${r) ~ =

donde 1los coeficientes Ai Son constantes que dependen de 2,

a y R. Nfcese que
ademas del térwino dominante,

que es un potencial culombiano purc, aparecen
. : k -r/a
términos de 1la forma r e con k=-1,0,1 y 2. La suma de estos filtimos

términos da lugar a un potencial que tiene una forma muy similar al usado en

el estudio de masas nucleares Yy alturas de barreras de fisién (KRAT9)

Por otra parte, en el punto r = R el potencial culombiano {3.25) toma el

valor

(3.28) gl - : (JB'FB(H/EH

2Ha5

—H§— (J’B - FB(R/a))

donde el simbolo . define unas sumas infinitas perfectamente conocidas que
1 s
son iguales a 1la funci6én zeta de Riemann T(i} salvo un factor numérico

(véase a este respecto el Apéndice C).

i = = ( sibn
De igual forma puede comprobarse que haciendo a = 0 y w 0 la expre

(3.25) se reduce a

biano de una distribuci6n de carga uniforme

que corresponde al potencial culom

de radio R (KREI79).

3 l e ep1 a gr €7 e i Ulolnbia]lﬂ de
l:,ﬂ 1a t.igu a ( . ) S I p K : L .

- . s b

.U ]_ 20 eSI‘éI 1CO8. El pOteIiClal se QX[JI esa €n Ll]]ld.a[ies de 1 Uoltlos




e . : i 16 4o 21
Rgnpa I17.1.« Potencial culombiano

. 08
¢(P} PAra los miclsos 0. pa y Pb. Se
ha usado una densidad de carga de Fermi

e it 16 ho
paramétrica (3p) en 0y Ca.

; A 4o
biparamétrica (2p) en Ca y dUSPb y tri-

Los correspondientes parametros a, Ry w de 1la

densidad han sido tomados de (DEJT74) y se muestran en la tabla : B o







distancia radia]l I en

carga usados estin en

En particular, nbétege en el caso

potencial segdn que la densidad !le

triparamétrica,

Por completitud, calculamos a
e 3/2

cuadratico wmedio (¢(+»° % de la

densidad de

La condicién de normalizacisn (3.2) nos dice

J
r (l+wr /R°
e B e S

. —~ dr
{(r-R}/a
e

1+

donde Il i i=2,4 son integrales del tipo

tabulad ~

se obtiene

unidades de R. Losg
Tabla
del Ca

carga venga

cont! inuacién el
carga de

que

De igual forma puede verse

funcién densidad (3.1) es igual a

los

Nuevarnente, tomando

ij=2,4,6, se obtiene

cl{a,H}

c,{a,R}
2

donde

valores de

YAma v 3
parametros a, w Y R de la
[II.1 y han sid

Iy
H1)

tomados de

diferencia de]

dada

por bi- 6

una densidad

valor : Y el radio

Fermi parabélica (3.1).

Krivine-Treiner discutidas y

en el Apéndice A. Teniendo en cuenta los valores de esta integrales

las integrales I1

?




cuando a=w=U0, o0 sea para una densidad unifcrme, las

y (3.31) nos suministran los valores conocidos

como cabria esperar. De otra parte, cuando w=U la expresién (3.31) nos

surinistra el valor conocido (BOHb9, JAN7Z)

7L - S 4
—(a/R)" + 0{a/R)

o]

del radio cuadrético redio de .-una densidad de Fermi biparamétrica

convencional. Sefalemos f{inalmente la expresién (3.31) puede escribirse

en la forma de un desarrollo de potencias de a/R




I111.2.~

ENERGI

A ELECTROSTATICA NUCLEAR

Aqui
por. (3,.14) y
finito dada
densidad de

primer

£3.35)

donde v _(r)

|

donde 1los

tabulados eéen

obtiene

cal

lugar con

simbolos I

cularemos explicitamente las componentes El, H_ ¥ B def'inidas
2 ) 3

oy p e : 1

(3.15} respectivamente de la energia electrostatica de un nicleo

por (3.4) y (3.13) en términos de los parémetros R, a y w de su
carga parawetrizada en su forma funcioral (3.1). Trabajemos en

la componente H1 def'inida por (3.14):

v (r) 4

1 \l\r) dr

y % ]{p) vienen dados por 1las expresiones

{3.8) ¥y {3.20)
respectivamente. LLevando estas expresiones a (3.35), se obtiene que

R

2

(1) KK(r-R)/a 1_ - 24
[Py Kk

k k(R-r)/a 1
e (—

e} (_1) + —

son ya conocidos y estén detallados y

1,9
e : AT e i e . Operando adecuadamente se
el Apéndice A y C respectivamente. Op

) ) 3 2.8
+# (R°/2 + lx’az/h)li,d (R /3 % A H/))J3’1

l n A j 5 1é ~a 5 , 3 ag n
,')-. ,' es n thud'ladas Yy ta Lllad{_ el




el Apéndice B. Sustituy
Apéndice B. sustituyendo sus valores aqui resulta que

donde 1los nuevos simbolos Ti j y $ .4 denotan las series doble definidas en
LY ¥

el Apéndice C junto con las conocidas notaciones kék(x) v

jo

continuacién calcularemos la segunda componente E& def'inida en (3.14)

(3.39) ) ¢ v Sd(r) faff) dr

donde C ; {)(ri vienen dadas por las expresiones (3.9) y (3.24)

respectivanente. LLevando estos dos valores a (3.39) se tiene




Manipulando algebraicamente

esta expresi6n ge obtiene que

= i = !Q o y ara el é. 110 dt“, las I- y
andc exh 1'Jn5ti' ame ‘tL 1(JS pendi,LS A B p c C
usdnd C vV C Il

>ctivamente yuede obtenerse que
J-integrales respectivamente, r




£) revqmig) « GG

Segn (3.13), sumando los valores (3.37] de El’ (3.41) de E2 y (3.42) de

tenewos en forma cerrada la expresi6n analitica exacta de 12 energia

.2

culombiana de un nacleo finito en términos de los parémetros kK, ..y W que

caracterizan su densidad de carga e W




cuenta los vzlores numéricos de 1os diversos gsimbolos

donde ya hemos tenido en

.(ver a este respecto el Apéndice C).

[ ¢




{ ‘t' \‘E *Nte 1 3 ‘t 3y "0 Q T 2 ] 3 0ns o
u 0 . € = © I ~ C K
1111 € € cB 1 X es ({) r‘ 1y ( I )8 1
J Hpe I -108 t{. nir
L) q e

S0n desprecia
ejemplo la omigié e
; ) +a omision de los términos qu

absolutamente. Asf por

e : e involucran R -
\ log supone un error de solamente el 4% en o 4 l
s 15N 1 %% en el caso del He, del 1 5%
=8 e dismir 2 i i 7 .
» disminuyendo rapidamente cuando aurenta el na
. =5 7 ne ihi
Z. Ademés puede verse que T

(3.45)

S HoYyd b A LT 1-\! W@, s wt 1 OLE-R,‘))

a

(A" \,.-)L

Nbotese gque el primer término de esta expresién coincide con el
encontrado por Myers Yy Swiatecki (MYEDQ} pero no los demés, al haber sido
ajustados por estos autores. Resulta sencillo comprobar que al hacer a=w=U en

la expresién exacta (3.44) o en la aproximada {3.45) se obtiene

que corresponde efectivarente a la energia culombiana de una distribucitn de

carga unifnrme de radio K (REI79). Para los casos en que w=0U (densidad de

Fermi biparamétrica), las expresiones (3.44) y (3.45) dan




(g.'llf:}

En 1la tabla III.1 se muestran para un gran namero de niicleos los valores
nupéricos dc la energia culombiana obtenidos a partir de la férmula general
exacta (3.“&}. Agimismo se dan 1los valores del radio cuadritico medio

2
(1“3> 1/h, de la densidad de carga en el origen S’U’ y del potencial

q.{u) y en r=R, {f(k), obtenidos por medic de las

culombiano en el origen

expresiones exactas {3,313 (3.29), (.26 ¥ L3.200 respectivamente. Los

parédmpetros R,a y W de la densidad nuclear correspondiente han gido tomados de

208
(DEJT74), salvo en el caso triparanétrico del Pb que proceden de (BEL6T) .




Una primera observacién de esta Tabla nos dice que, como se esperaba, la
energia culombiana aunenta para los nficleos més pesados. Sefialemos que en la
Tabla puede notarse que las distintas paravetrizaciones utilizadas para un
mismo nbcleo alteran poco el valor de E . De la misma forma, la energia
culombiana de un mismo elemento (ver por ejemnlo Mg, Ca, Ni, Pb) disminuye
ligeramente al aumentar el nimero masico, como era de esperar,

Resulta interesante analizar los valores numéricos de E mostrados en
% i

Tabla teniendo presente la expresidén analitica de sus componentes El' E
; 2
no contribuyen,

{1 ; Obsérvese que cuando w=0, 1los términos E y E
2

52
siendo Ec = El dada por la ecuacién (3.38). En este caso puede observarse que

para nlcleos con Z 228, 1la principal contribucién a E1 proviene de la suma de

los dos primeros sumandos dados en (3.38), resultando que todos los demis dap

una contribucién wenor del -~ 1.6% del total. Sin embargo, en la regién de

nicleos con Z < 28, 1la contribucién de todos los sumandos distintos de los

dos primeros (y principaluente el tercero) va aumentando progresivamente al

ol 40 | 31
disminuir 2, pasando de un 3.4% en el > Ni, 5% en el Ca, 6% en el R LTh

) - - s
"BSi y entre el 8% y el 10% para nGcleos ain mis ligeros. Por tanto

e el
puede decirse que una expresidén practicamente exacta de la energia culombiana
de un nfcleo cuya densidad de carga es de tipo Fermi con w=U0 viene dada por
los tres primeros sumandos de la ec. (3.38). Ademds, teniendo en cuenta que
los polilogaritmos lika/a) son despreciables (ver Apéndice C) en valor
absoluto y, méas afn, con respecto a los otros sumandos, puede decirse que

el

/

2.4041a

le 3 mbi n nicleo
nog da el wvalor practicanente exacto de la energia culombiana de u

! Ak - . . o i
COrI una jfi"%ldd(] fi[ car ‘L'.d LL[O Fermi con w ( N()teSE que en ( 5 48} &a se ha“
J ‘ =]

ic i es s
tenido en cuenta 1los valores numéricos de las cantidad Jj 2,1

involucradas en (3.38).

‘ermi parabblica O
18 5 1 de carga de Ferml
ndcleos con una densidad

- da la contribucidn
w = 0), puede observarse que E1

Para 1los

ol B 4 .
triparanpétrica (i.e., s : e
1 gia culomwbiana, seguilda de las componentes 1,2 9
inante ¢ ener it ‘ ‘
dominante a la - | ; it
1poT ) no 8 desp
i E Aqui, la componente hl 2
nivel méas inferior, de . 2 e
n , . - |
yogitiva o negativa dependiendo del sig
ie =de ser pOE e
aunque puede




(‘\-l‘ﬂ“lli‘L[‘ ll"\(_':l‘l' ent 8 4 3
Ji a L un ) o (IL‘ E P ‘a e . Ce € 1
a Ildst,('.i ur 5¢ n de }_“

\‘ . - en el
Su comwportamiento bastante

¢
= i . 11 ‘t.'HL,liaf' en f“‘i C()I“:ju”t“ de nuc eos
- deraados 1 1'1 ‘1‘ lhi' ¥ <
8 « ¢ ad 11] } A g0 { ( €
. . &L que ocurre II['{.' Hlll’llt""(.' iLE e
=11 rente es q e
E”Lill](‘ th' i % oot 3 o
~ YU % Li,l valor L‘f‘ I D n
(&% L L SR 1£alnog ambi i : : 1l i
o i { i ] L £alllO all h Len qUL el ]a exp Slé
exact: b iR ‘ de E se observ > a i s 8
: ] ") - serva aque « cConty llJLlCiUn (IL‘ t()d(:l\ 1(_}L suinar dOS
kLi"l]\"(.! 10\ (j()H 8] im e} 8 e 2 -
\ (= s 1.}‘@]‘0».) 'l,l V11101‘ l.“t‘ I { ) i
al ; dai ‘\10 ]" ) E c 2ntre
S } 1 3 OBClla encre el. ULU% paI‘a
)

nicleos igeros (e.g » = ]
ligeros (e.g. el C) hasta el 3% para el “Nd

} Por otra parte, como
1emos8 sefiale anteri ment Z i

08 sefalado anteriormente, 1a contribucién del términc E a E €8 muy
i ; 2 o
Yequefia: 11 gener 3 e e8|
pequefi e€n general su valor es menor que el 6% de la suma de las componentes

El ¥ El ,» Digamos finalmente
bl

{3.38) de E ” 2 h g 216 2
1 1 la contribucién de todos los sumandos salvo los dos primeros

10% para nGcleos ligeros al 1.5% en el luaNd.

que puede verse como en la expresiéon exacta

disminuye rlpidamente desde el

En 1la Tabla III.Z2 se muestran los valores de (rd} 1/2, o ¢(U), Q(H)

¥y 1la energia EC para varios valores del parlmetro de difusividad superficial
a y fijados 1los parametros w y R en un niicleo especifico, el lude para el
que w=0, Aunque los valores con a £0.5fm no dan lugar a resultados realistas
de 1las magnitudes fisicas consideradas, se han incluido aqui para ilustrar
que la energia culombiana toma efectivamente el valor mas alto cuando a=0
(superficie estrictawente esférica) y que disminuye paulatinamente al entrar
la difusividad en juego. Esta disminucién se debe al hecho de que cuando la
superiicie se hace difusa el radio cuadritico medio aumenta y la carga se
distribuye sobre un voluren efectivo mayor. En nuestro caso, 1u£Nd, la
reduccitn de la energia es ~10%, que es un cambio apreciable. Una reduccidn
relativa -de similar valor se obtiene para So' Es también de interés la

realizaciébn de un anélisis de 1las variaciones con respecto al paréametro

2olye L i
parab8lico w del {r vl b (0}, P(R]

\

y la energia culombiana EC

cuando 1los parametros radial K y de difusividad a estan fijados. Este

an4lisis se 1lleva a cabo numéricamente en un nacleo especifico {escogido

arbitrariawcﬂtr), el 5851, y los resultados obtenidos se muestran €en la Tatla

ITT.3 Fste nicleo presenta unos valores de R=2.93fm y a=0.569fm. Se observa
L 5 ‘ Y :

i iC i igmi e t 8 las
q 1 a aul l’f‘tdl w 3 auln I’!ta 2 ad . O ldd Y ) W dio y d sm AU‘V 1 Oda
e c 1E11 e 6,1 T {4 itice edal 1 1T
+ 1 N8 g if' i 2 2 i ar é.‘l"e tI 6]
d(,‘lé.q 1l aj-""‘ i uu-’il:':S i'lsicas cor n‘i_dEEI*adHL . Una dli@I‘GﬂCla de ). £ €nl E—Il p
’ A( E ; a ergla om lla a 0 Cl.lal es
i 168 una ‘\."lf‘. e i()‘ﬂ d@ g o en 1 en I}) culc l,b na,
W imp a Ile € &l

asipiswo apreciable.

Tabla ITI.4 se estudian numéricamvente 1as relaciones
Finalmente, en la rabla .4 se




usandose la expresio6n general exacta (3.4.) de 1la energia culombiana nuclear,
S€ observa que 1la constante k

€s igual a ~0.b4 para nticleos con Z € 12,
nicleos dentro de la regibn 12 <€ Z « 20,

~0.67 para

~ 0.7 para 28 € 72 < 48 y
v U.72 para nidcleos pesados con Z 26U. De otra parte los valores de la
constante k' oscilan entre 0.49 y U.51 para nicleos ligeros, tomando el valor

v U.53 para los nicleos medios y pesados.




APENDICE A. Calculo de las integrales T

y 1

Puede mostrarse que (KRIB1):

n
gl b i

st 5 - e - 11 4+ xP (x) + w
: , 1+e(! k)/a 1 1,n 1,n (x)

donde x=a/R, y €8s un polinomio de grado n en x:

w (K}
{1

(1

Estas funciones valen cero para k p=»r y valen (KhI8p)

|
|1

p-11 l-dp)

o
(A.4) 11

= 2(2p-1)! (1 - 2 q fz8)

donde 9 (k) es la funcién zeta de Riemann.

Adem&s, 1las funciones w1 tienden a cero mw4s répidamente gue cualquier
1.m

potencia de x. Estas tfunciones vienen def'inidas por

(A.5) ; = -(n + 1)xK;

y x .
1

‘ n

st {1 = uk) :
| -1
| 1+e
"4 %

Haciendo el cambio u=t+1/x se llega a

n =k
n+l n -1/x |\ L e dat
i =% ‘ —(t+1/x)
I 1+e

<

kC_kH/a tne_(k+l)t dt

|
|

: Gl
erie de potencias de e A partir




de aqui es f'acil obtener

w
5 n+1 1 . e 3
= (=1} “(mai)) tami™t 5 i o o

Por 1o tanto 1las ecuaciones (A.1) junto con (A.2),(A.4) v (A.6) nos
nermit- evaluar en tf'orma analitica cualquier integral del tipe
(et ar/(14e(T-R) /2y

Algunas de estas integrales toman los siguientes valorus

+ Ria:/h '—aJ ﬁ (R/a)

e}
=

£y '
+ g fRed = aaj B

3,3(H/a)

4ol
TR gy e

= zua% F5(H/a)

= 75Ua7r%7{k/a)




:ibhwui};lj CAlculo de 1lasg

integrales I

Ac ui 8 Oobtienan e
1 btiener lasg que

g Il

aparecen

integrales J..
i

div ersos 11" ‘minog 3 - v i i
erminos de la energia elcc'rostatica nuclear,
pueden agrupar en las siguientes clases:

R.l1.- Integralesg del

Cin

-kr/a
e

i 7o
1+e(1 H}/(.

Haciendo el =t

cambio {(r-R)/a queda

x

Tk 1 " (
e * (_itwr‘{)[dl @ !

—_— = ae
t

e

\
|

(1+e_t) L 8 ~

-t / -t
donde hemos desarrollado 1/(1+e ) en potencias de e

Evidentemente, la dintegrol J se convierte en una

n
3

con un namero de sumandos que depende de n,

tabuladas.

(-1)7 | (at+r}

faciles

en {.J [.!

Estas integrales

n

-{k+j+1)t
o HEHINIED L

suna de integrales,

de calcular o ya

Los resultados aque se obtienen son los siguientes:




dr' ; n=1.2,3,4,5.6

Haciendo el c (R-1 t se llega a

-kt

I
(R-at) e
e s e

l+e

kR/a
2 (L
1

entre 0 e inf'inito ¥ L2 la otra.

siendo ‘1 integral

podemos desarrolar directamente el denominador en potencias de

se puede hacer el cambio de variable at-R = U obteniendo

1 -kR/a | (—u)n e—ku/a o
7 ‘ -R/a e—u/a

a
\ 1+ €

; : -(R+u)/a
pudiendo de nuevo desarrollar el denominador en potencias de e




By definitiva, " ge observa que tanto L1 como L o lo que es 1o mismo
&

J ) pueden eéxpresarse en funcidn de
4.0
?

integrales conocidas. K] resultaco que

se obtiene es el siguiente:




B.3.- Integrales del tipo

n

n dr

R e
1+e(r )/a

o=l B R R R E 8

Lo dnico que hay que hacer para calcular este tipo de integrales es

: : ) . {(r-R) /a :
desarrollar el denominador del integrando en potencias de e . Haciendo

esto queda

g e TS n rj/a
J R (—I)J W I e )

dr
3,0

Los resultados que se obtienen para los distintos valores de n son los

giguientes:







APQED[CV C.- Algunas Series Especiales

Aqui se enumeran algunos simbolos especiales utilizados en este capitulo

Y se tabulan sus valores nunéricos

(1) Serie fi Det'inicién

cuyo valor es (GRAbS)

= -(1 - :l_iiﬁ (1)

donde Ci(i) es la funcién zeta de Riemann. Algunos valores particulares son
td/l
= - = - | 2
al = =1n2 Jz
ot
}’3 = =0,9015427 i = T a0
: b
) = -0.97211977 “ = =31 R /30240
5 :

- -0.99259382 127 @/(30(81))

Y, = -0.99808430

{2] Serile F_(X). Def'inicidn

Xiﬁ)j{X} = z/,r

k=1

L A p u -, tmos
L&tas ser ies 80 nocil <] Ul.l]()gall I e rden k k 1 gaI"
> I ]DS corno GO tmos O il o] (0] il (8]

estudiados detalladamente en (LEWB1) .




40 T ¢
Sanis Dok ey

{3/ Serie Dob B s Definleitn

1!.1

_i_-
k

(_1)k {_1)]+1

£ 1

k=1

Algunos valores particulare

-0.20958

-0.16963 = -0.05178

+OTH 3] . . ( : -0.99691

-0.17541

(4) Serie Doble ~, j(x). Def'inicidn

1
(-1) -1x
——
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m T ) g 2 1 . -l =3
Tabla III1.2.- Radio cuadratico medio (en fm], o (en 10 Cb fm 7), potencial
) O ;

» ¥ en r=R, ‘Q(H], Yy energia culombiana
_l ‘u_:' i : " 7
del Nd en funcién del parametro de difusividad a,

: e :
culombiano (en 10 Voltics) en r=0, ¢(0)

para valores fijados de

los parawetros radial B=5.6838 fm y parab6l

ico w=0.

(o) ¢ (r)

22 .8009 15.2006 S547.2220
.754b 15.1886 545.3309
5174 15.512 539.9339
.3942 15.0872 531.5118

14,9962 520.5948
14,8790 507.7161

14,7369 493.3788
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Cb fm 7)), potencial

» ©(R), y energia culombiana

parémetro parabdlico W, para valcres {'ijados de los

parametros radial B=2.93 fm y de difusividad a=0,569 fun,

S:\O \{(U) Q{H)

-99939 3.13777 6.41588

86467 .93088 6.35558

74697 .75010 .30290

.6l324 .59080 . 25647
.4b935 .21524
.32262 .17839 42,912
20073 .14526 hz.3520
.10645 11230 41,8550
.01308 .08809 hl.ﬂlé?
84984 .04052 4o.6608

L Lt 6.0003 Lho.obb2




I1 de los parémetros k' que
lombiana

elacionan 1la energia

nimero atémico 7 ¥ el nbrero masico A mediante las
5/3

y E =k'Z2" " - usando 'a expresidén general exacta {3.04Y,
"

relaciones

Nuclec

Nucleo

0.505

0,496

b fr o3 0,490

0.651 0.501

0.643 v.510

J.b650

0.672

0.530

0.531
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8tudio de 1as ‘
as propiedades macrosc6picas i
I des macroscopicas, medias o colectivas de

atémicos ¥ nucleares.

En primer lugar, hemos encontrado cotas inferiores a todas aquellas
magnitudes fisicas que puedan expresarse como momentos de frecuencia de la
densidad de carga o de materia de sistemas cuanticos, y en particular de
gistemas atdémicos y nucleares. Entre estas magnitudes hemos centrado nuestra
atencién en las energias cinética y de intercambio. Destaquemos a esfe
respecto lo siguiente:

1. Las cotas encontradas presentan un aspecto sencillo y compacto,
dependiendo solamente de un mnomento alrededcr del origen de la densidad de
carga o de materia del sistema, como por ejemplo el radio cuadréatico medio.

RS Las cotas infericres a la energia cinética atémica obtenidas
partiendo del ¢1/r) es mayor del 70% de los valores obtenidos mediante
cAlculos del tipo Hartree-Fock-Slater. Se puede observar que la bondad de la

cota aumenta al subir en la tabla peribdica.

3. El1 error relativo de la cota a la energia de intercambio atémica

oscila entre A~ 0.3 y ~0.5 cuandc se compara con los valores obtenidos

recientemente por Schwinger (SCHB1).

4., Las mejoree cotas a la energia cinética nuclear son del mismo orden

de magnitud que las calculadas con diversos métodos autoconsistentes,

coincidiendo préacticamente con gstos algunas veces. En el peor de los caso8,

dicha cota es del T0% del valor autoconsistente correspondiente.

5 Las cotas a la energia de intercambio nuclear obtenidas partiendo del
radio cuadréatico medio de 1a densidad de carga Soll mayores del 90% de la

energia de intercambio obtenida mediante cllculos autoconsistentes de tipo

Hartree-Fock.

En segundo lugar, hemos 1llevado a cabo un estudio de la distribucién de
niveles de gsistemas ~uaAnticos. Para ello hemos tenido en cuenta la estrecha
relacion existente entre densidad de niveles de dichos gistemas Y densidad de
ceros de ciertos gistemas de polinomios crtogonales. En este sentido hemos
aplicado regultados conocidcs acercad de 1los momentos asint6ticos de la
. de polinomios ortogonales al probleua de ia

gi1stemas

densidad de ceros de
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También 2mo8  1lev: a ce
n hemos ilevado a cabo un estudio de la densidad de ceros de

sistemas de polinomios : i
de polinomios (ortogonales en algunos casos) en funcidén de sus
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diversas caracterizaciones (expresién explicita, relacién de recurrencia
y

ecuacién diferencial). Hemos aplicado 1los resultados obtenidos a diversos

sistemus de polinomios mno-triviales que aparecen en el estudio de varios

problemas f'isicos, encontrando expresiones compactas para los momentos de la
snsidad e e e o Lol : :
densidad de ceros de dichos polinomios, asi como relaciones dec recurrencia de

dichos momentos.

Finalmente hemos calculado analiticamente el potencial y la energia
electrostiAtica de 1los nicleos cuya densidad de carga viene parametrizada
mediante una funcién de Fermi de tipo parab6lico. Hemcs encontrado
expresiones en forma cerrada para estas magnhitudes en funcién de 1los
pardmetros parabdlico Yy de difusividad que céracterizan la densidad de carga
nuclear. Estas expreviones son exactas (o sea, una vez fijada la densidad de
carga mno se hace aproximacién alguna) contrariamente a las halladas por otros
autores, y éen particular por Myers y Swiatecki en un contexto de blasqueda de
férmulas semieupiricas de masa nucleares. Por Gltimo se detallan y discuten
l1a energia electrostAtica para varios nicleos

Tos - yialores nunéricos de

ligeros, medios ¥ pesados.




