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RESUMEN

La modelizacion es entendida como el proceso de construir y desarrollar un modelo matematico
de una situacion especifica, donde se matematiza la realidad de ella (Castro y Castro, 2000).
Ayuda a dotar a los estudiantes de sistemas conceptuales que son a menudo, més sofisticados
que los que se han tratado de ensefiar de forma tradicional (Lesh y Doerr, 2003), lo que demanda
que el profesor posea el conocimiento necesario para realizar una ensefianza efectiva de dicho
proceso (Borromeo Ferri, 2018). Con la finalidad de brindar mas importancia al estudio del
conocimiento sobre procesos especificos (Lester, 2013), esta investigacion se centra en el
conocimiento especializado sobre la modelizacién que debe poseer un profesor de educacion
primaria al ensefiar. Abordamos este trabajo a partir de dos perspectivas. En primer lugar,
estudiamos aspectos relacionados con la resolucion de tareas de modelizacion por parte de
estudiantes que han finalizado recientemente educacion primaria. En segundo lugar, el
conocimiento profesional manifestado por profesores en ejercicio de Costa Rica acerca de la

modelizacion.

El trabajo se estructura en 10 capitulos, mas la lista de referencias y los anexos. En el capitulo 1
presentamos nuestro problema de investigacion enmarcandolo en la ensefianza y aprendizaje de la
modelizacién matemaética y el conocimiento del profesor en educacion de primaria. Finalizamos el

capitulo exponiendo las preguntas, los objetivos generales y especificos que guiaron el estudio.

En el capitulo 2 resefiamos las principales investigaciones relacionadas con los dos objetivos
generales de la investigacion. Es decir, en primer lugar, presentamos estudios sobre el proceso de
ensefianza y aprendizaje de la modelizacion. En segundo lugar, revisamos investigaciones sobre el

conocimiento del profesor sobre modelizacion.

En el capitulo 3, reseflamos los fundamentos tedricos relacionados con elementos presentes en

la resolucidn de tareas de modelizacion y el conocimiento del profesor sobre este proceso.

El capitulo 4 expone el disefio metodologico, concretamente fue un estudio de casos
colectivo, compuesto por dos fases metodoldgicas. En la primera fase nos enfocamos en estudiar
las caracteristicas de elementos que aparecen en la resolucion de tareas de modelizacion por
parte de los estudiantes. En la segunda fase caracterizamos el conocimiento del profesor sobre la

modelizacion. Para cada fase, presentamos una descripcion de las fuentes de informacion,
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técnica e instrumentos de recoleccion de informacion, asi como su disefio, construccion y

validacion, por ultimo, las categorias que permitieron analizar la informacion.

En el capitulo 5, ubicamos los resultados de los dos estudios empiricos realizados para la
consecucion de la primera fase metodoldgica. Concretamente el primero est4 centrado en las
estrategias de resolucién y el segundo, en los errores, acompafiandolos de las representaciones
como medio de comunicacion de la informacion al resolver dos tareas de modelizacion, donde

cada uno de estos elementos son relacionados con el estilo de pensamiento de estudiantes.

Para el capitulo 6 exponemos los resultados correspondientes al estudio 3 de la fase 2.
Especificamente, efectuamos un analisis del curriculo de Costa Rica para delimitar aspectos
relativos a la modelizacion, adaptando el modelo de conocimiento del profesor sobre la
resolucion de problemas de Pifieiro et al. (2019). Finalizamos este capitulo con una propuesta del

modelo acerca del conocimiento del profesor sobre la modelizacién matematica.

Basados en la propuesta de componentes, caracterizamos el conocimiento del profesor sobre
la modelizacién, en particular del profesor de primaria en ejercicio. En el capitulo 7, exhibimos
los resultados en tres apartados, correspondientes al conocimiento del profesor sobre la

modelizacion.

Posteriormente, en el capitulo 8 reportamos los hallazgos del conocimiento didactico sobre la
modelizacién manifestado por los profesores en ejercicio de educacion primaria. Este capitulo,

fue dividido en cuatro apartados segun las categorias propuestas en el capitulo 6.

En el capitulo 9 discutimos los resultados obtenidos en cada una de las fases llevadas a cabo

en esta investigacion.

Finalmente, en el capitulo 10 mostramos las conclusiones derivadas del desarrollo de esta
investigacion, en funcién de la consecucién de los objetivos. Realizamos un apartado donde
describimos las principales aportaciones. Finalmente, exhibimos las limitaciones y las lineas

abiertas de continuacion emanadas de la investigacion.
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1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Este capitulo contiene el planteamiento general del problema de investigacion que abordamos
como trabajo de tesis. En el primer apartado, presentamos la problematica surgida en torno a la
ensefianza y aprendizaje de la modelizacion matematica. En un segundo apartado,
contextualizamos la pertinencia del estudio dentro del curriculo escolar de Costa Rica. En el
tercer apartado, exhibimos modelos del conocimiento del profesor y su falta de alcance en el
estudio del conocimiento especifico en la modelizacién matemética. Por Gltimo, para la cuarta
seccion, mostramos el problema de investigacion y sus justificantes, ademas exponemos las
preguntas de investigacion, los objetivos generales y objetivos especificos que marcan el camino

a seguir durante todo el estudio.



1. ENSENANZA Y APRENDIZAJE EN LA MODELIZACION
MATEMATICA

La modelizacion matematica ha incrementado su atencion en la comunidad de educadores e
investigadores en las ultimas décadas (Stender, 2018). Muestra de ello, son los nimeros
especiales dedicados a este topico en revistas como ZDM (véase v. 38, n. 2-3; v. 50, n. 1-2) o
AIEM (véase n. 17), o la celebracion del congreso International Conference on the Teaching of
Mathematical Modelling and Applications (ICTMA). Ademas, en ellos han surgido grupos de
trabajo como el International Congress on Mathematical Education (ICME) y el Congress of the
European Society for Research in Mathematics Education (CERME). Especificamente en
América Latina, el Encuentro Latinoamericano de Educacion Matematicas (RELME) y en la
Conferencia Interamericana de Educacién Matematica (CIAEM). En estos eventos, han surgido
diversas ideas tedricas sobre “el significado y papel de la modelizacion matematica en el campo
de la educacion matematica” (Arlebick y Doerr, 2020, p. 5), que convergen en la concepcion de
la modelizacion como una transicion entre la realidad y la matematica y viceversa, al resolver un
problema con contexto real (Borromeo Ferri, 2018; Ledezma et al., 2022). También, algunos
paises han implementado la modelizacion como parte obligatoria e integral del curriculo escolar
de matematicas (e.g., Ministerio de Educacion Publica de Costa Rica, 2012; Ministerio de
Educacién de Chile, 2012). La creciente consciencia sobre la importancia de la modelizacién en
la investigacion y en los curriculos escolares de educacion matematica la observamos como un
éxito, pero a la vez constituye un desafio, pues surge la necesidad en los profesores de ensefiarla
con calidad (Borromeo Ferri, 2021). Asi, en diversas investigaciones se plantea la cuestion de si
los profesores estdn realmente preparados para ensefiar la modelizacion (Shahbari y Tabach,
2016).

A través de la construccion y desarrollo de un modelo matematico se realiza una mejor
compresion de una determinada situaciéon problema con contextos reales. La importancia de la
modelizacién en la ensefianza y el aprendizaje de las matemaéticas se ha destacado en la literatura
(e.g., Doerr y Lesh, 2011; Stillman y Galbraith, 2011; Yu y Chang, 2011). Este constructo es
visto como una practica necesaria para el aprendizaje de las matematicas, que ayuda a preparar a
los estudiantes para su vida diaria y profesional (e.g., Hernandez-Martinez y VVos, 2018; Porras y
Fonseca, 2015). Es decir, sirve de apoyo en el aprendizaje y contribuye al desarrollo de diversas



competencias y actitudes apropiadas de los estudiantes hacia la matematica (Blum y Borromeo
Ferri, 2009; Borromeo Ferri, 2021). Ademéas, mejora la comprension de los conceptos
matematicos y aumenta la capacidad de los estudiantes para trabajar en forma colaborativa, asi
como su interés por la matematica misma al descubrir su aplicabilidad (Biembengut y Hein,
2006). Asimismo, este proceso estimula la creatividad en la formulacion y resolucion de
problemas matematicos y permite la integracion de la matematica con otras areas del
conocimiento (Biembengut y Hein, 2006). Sin embargo, a pesar de los multiples beneficios de la
modelizacién en el aprendizaje de los estudiantes, aln existen muchos desafios y necesidades,

como es su implementacion y ensefianza (Arlebick y Doerr, 2020).

Para Sahin y Eraslan (2016) en los Gltimos afios, la comunidad de educadores matematicos ha
enfatizado en la necesidad de que los enfoques de modelizacion incluyan procesos de
pensamiento cognitivo y metacognitivo para estudiantes de todos los niveles, desde los primeros
afios de la escuela hasta la educacion superior. Algunas investigaciones han revelado resultados
positivos al resolver problemas de modelizacion en diversos niveles educativos como en
educacion primaria (e.g., Bonotto, 2007; Leavy y Hourigan, 2021; Turner et al., 2021;
Verschaffel, 2002), educacién secundaria (e.g., Aymerich y Albarracin, 2022; Doerr y English,
2003) y educacion superior (e.g., Avifia et al., 2019; Orozco-Rodriguez y Vargas-Alejo, 2021;
Rodriguez y Quiroz, 2016). Concretamente, Lesh y Doerr (2003) destacan que la base de una
modelizacidn efectiva en niveles superiores comienza desde los primeros niveles educativos. Por
ello, investigaciones como las de Lesh y Doerr (2003) o English (2002, 2006, 2010) han
mostrado cémo los nifios de primaria son realmente capaces de lidiar con problemas de
modelizacién y obtener resultados notables. En particular, si a los mismos profesores les agrada
usar la modelizacidn, tienen conocimiento de cémo comunicarse en las clases con este enfoque y

han trabajado con tareas de modelizacion.

En esta linea, el profesor es el principal responsable de planificar y dirigir la accion dentro del
aula, por eso es necesario prestar atencion a su competencia profesional, especificamente en su
conocimiento (Blomeke et al., 2022). Dicho conocimiento debe ser amplio, dado que inicia
desde los primeros afios escolares y es gestado méas profundamente durante toda su carrera
profesional, abarcando conocimientos propios del contenido y del conocimiento didactico, que

permitird desarrollar con éxito su tarea docente (Pifieiro et al., 2019). Asi, el profesor, en su



actuar diario en el aula, durante el uso de algunas practicas matematicas para la ensefianza, debe
ser capaz de anticipar los métodos intuitivos, responder las dudas de sus estudiantes, planificar
tomando en cuenta el curriculo, evaluar y atender el aprendizaje y las dificultades presentadas
por el estudiante, estructurar sus lecciones con la finalidad de estimular el aprendizaje, propiciar
ambientes eficaces que fomenten el dialogo y la participacion entre los estudiantes, la igualdad
de oportunidades, entre otros (Pifieiro et al., 2019). Por tanto, son multiples las tareas que el
docente debe realizar para lograr la construccion del conocimiento matematico de los estudiantes
durante procesos como la modelizacién, lo que requiere un conocimiento especializado (Blum,
2015; Guerrero-Ortiz y Borromeo Ferri, 2022; Wess et al., 2021).

En resumen, la investigacion existente sobre la ensefianza y el aprendizaje de la modelizacion
matematica considera que el papel del docente es crucial, debe poseer conocimientos y
competencias adecuadas sobre el proceso de modelizacion, para que el aprendizaje de los

estudiantes pueda darse en forma efectiva (Borromeo Ferri y Blum, 2009).

2. MODELIZACION MATEMATICA EN EL CURRICULO DE COSTA
RICA

El curriculo actual de Costa Rica adopta el significado de competencia matematica como “una
capacidad de usar las matematicas para entender y actuar sobre diversos contextos reales” (MEP,
2012, p. 14). Para esto, se incentiva el uso de la resolucion de problemas matematicos asociados
al entorno fisico, social, cultural y cientifico de los estudiantes (MEP, 2012) como via para
establecer relaciones de la matematica y su cotidianidad. Es decir, experimentar con una
matematica mas aplicable al contexto del estudiante. Lo que conlleva a identificar, construir,
manipular, evaluar, modificar y reutilizar estructuras conceptuales como los modelos
matematicos (Lesh y Doerr, 2003; MEP, 2012).

En Costa Rica la modelizacion matematica es presentada como parte fundamental del
curriculo y aunque en algunas partes de este documento encontramos menciones sobre la
perspectiva de modelizacion contextual propuesta por Lesh y Doerr (2003), la perspectiva tedrica
de modelizacidon que sigue este documento no es clara. Por ejemplo, al mencionar que en el

curriculo se usa el concepto de modelo



de una forma amplia y flexible: puede ser un diagrama con flechas, un manipulable, una
tabla, una gréfica. Un modelo refiere a una situacion especifica, pero al mejorarse con
acciones cognitivas debera ser capaz de poder usarse en otros contextos. (MEP, 2012, p.
31).

Este concepto coincide con lo propuesto por Lesh y Doerr (2003), pero la fundamentacion
tedrica no es explicita lo que resta claridad a lo escrito en el programa. Ante esto, Guerrero-Ortiz
y Borromeo Ferri (2022) sefialan que algunos curriculos de educacion matematica atienden de
forma descuidada a la modelizacién. lgualmente, apuntan que las interpretaciones sobre la
modelizacién presentes en el curriculo influyen en el tipo de nociones que tienen los profesores,
mas si no poseen experiencia con el proceso (Guerrero-Ortiz y Borromeo Ferri, 2022).
Asimismo, las autoras consideran que cuando la naturaleza, los objetivos y las metas de la
modelizacién en la escuela no estan definidos explicitamente dentro de los curriculos, esto trae
como consecuencia que muchos docentes: a) no tienen suficiente conocimiento sobre cémo
abordar la modelizacion en el aula; b) tienen dificultades para reconocer las etapas de un proceso
de modelizacién y para trabajar con tareas abiertas; y c¢) presentan dificultades para vincular
contenidos curriculares con problemas de modelizacion matematica (Paolucci y Wessels, 2017).
Asi, consideramos que el curriculo es un elemento primordial en este proceso, por ser una guia
para planificar, seleccionar e implementar tareas adecuadas para el aprendizaje (Rojas, 2014),
por ello es necesario profundizar en los aspectos relativos a la modelizacion matematica
presentes en el documento curricular, tanto a nivel de educacion primaria como a nivel de
educacion secundaria de Costa Rica, como un aspecto primordial de la ensefianza, y por tanto,

como parte esencial del conocimiento del profesor.

3. CONOCIMIENTO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS

En el campo del conocimiento del profesor han surgido maltiples aportes como la topologia
del conocimiento profesional de Bromme (1994), el conocimiento del profesor en un contexto
especifico de Fennema y Franke (1992), el conocimiento profesional del profesorado de Ponte
(1994, 2012), el modelo tedrico de conocimiento matematico para la ensefianza (MKT) de Ball et
al. (2008), el cuarteto del conocimiento de Rowland et al. (2005) y Turner y Rowland (2011), el
conocimiento especializado del profesor de Matematicas (MTSK) de Carrillo et al. (2018) o el
conocimiento Tecnoldgico Pedagdgico del Contenido (TPACK) de Mishra y Koehler (2006),

entre otros. En todos los modelos mencionados, existen divisiones o categorias del conocimiento,



como el conocimiento del contenido y el conocimiento didactico del contenido. A continuacion,

describimos brevemente estos modelos y sus categorias.

Inspirado en los aportes de Shulman (1986, 1987), Bromme (1994) establece una topologia
del conocimiento profesional que analiza la conexion entre el conocimiento y la actividad
profesional de profesores expertos desde la psicologia cognitiva. El autor estable seis categorias
para describir las cualidades del conocimiento profesional: (a) conocimiento del contenido sobre
las matematicas como disciplina, (b) conocimiento matematico escolar, (c) filosofia de las
matematicas escolares, (d) conocimiento pedagogico, (e) conocimiento didactico del contenido

especifico y (f) la integracion cognitiva del conocimiento de diferentes disciplinas.

Debido a que el conocimiento de los profesores posee un dinamismo creciente, Fennema y
Franke (1992) proponen un modelo del conocimiento del profesor desde el contexto del aula,
compuesto por tres componentes que a la vez son interrelacionados entre ellos y con el contexto
y no en forma aislada, especificamente estos son: (a) contenido de las matematicas, (b)
conocimiento pedagdgico y (c) cogniciones de los estudiantes. Dichos componentes del
conocimiento docente tienen que ver con el contenido de matematicas, conocimiento de la
pedagogia, conocimiento de los estudiantes cogniciones y creencias de los profesores (Fennema
y Franke, 1992).

Como resultado de estudios investigacion empirica, surge la perspectiva tedrica sobre la
naturaleza del conocimiento profesional del profesorado de Ponte (1994), cuya premisa principal
es que el profesorado tiene un conocimiento profesional, distinto del conocimiento obtenido
formalmente y el comdn que posee cualquier persona. Este conocimiento particular del
profesorado de matematicas “asume su especificidad en funcion de su actividad practica y de las
condiciones en las cuales esta se ejerce” (Ponte, 2012, p. 3). El conocimiento profesional del
profesorado estd orientado a una actividad practica, es decir la ensefianza de estudiantes,
apoyado en conocimientos tedricos en diversos campos (matematica, educacion en general,
ensefianza de la matematica, entre otros); y conocimientos sociales y basados en la experiencia
(sobre el estudiante, dindmica de aula, valores y cultura de la comunidad, comunidad escolar y
profesional, entre otros) (Ponte, 2012). Este modelo del conocimiento del profesor surge como
una alternativa al contemplar “las complejidades de la practica profesional, por lo que el

profesorado tiene que desarrollar un conjunto de competencias para lidiar con las situaciones
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inestables e imprevisibles con las que se encuentra constantemente” (Ponte, 2012, p. 4). El
modelo del conocimiento profesional del profesorado es dividido en cuatro dimensiones: (a)
conocimiento de matematicas para su ensefianza, (b) conocimiento del estudiante y de sus
procesos de aprendizaje, (¢) conocimiento del curriculo y (d) conocimiento didactico relativo a la

practica educativa.

Otra perspectiva tedrica, que surge de los aportes de Shulman (1986) es el Cuarteto de
Conocimiento (The Knowledge Quartet) de Rowland et al. (2005) y Turner y Rowland (2011), el
cual sienta su base empirica en las discusiones de repaso de lecciones con un enfoque en el
contenido matematico de la leccion y el papel del alumno conocimiento de la materia de
matematicas (SMK) y conocimiento del contenido pedagégico (PCK). Con “el fin de ser una
herramienta Gtil para quienes la utilizarian en el contexto de practicas, tal marco deberia capturar
una serie de importantes ideas y factores sobre el conocimiento del contenido matematico en
relacion con la enseflanza” (Turner y Rowland, 2011, p. 197). Turner y Rowland (2011)
establecen que el Cuarteto del Conocimiento estd conformado por cuatro dimensiones

conceptuales: (a) fundamentacion, (b) transformacion, (c) conexion y (d) contingencia.

El modelo del Conocimiento Matematico para la Ensefianza (Mathematical Knowledge for
Teaching - MKT) de Ball y colaboradores (2008), esta basado en la practica del conocimiento
matematico al utilizarse en la ensefianza, a través de la identificacion de las tareas fundamentales
que conlleva el trabajo de la docencia y la matematica que exige estas (Ball et al., 2008). Es
decir, se refiere a todas las acciones que realiza el profesor para lograr el aprendizaje de los
estudiantes (Hill et al., 2005). EI modelo (MKT) se divide en dos dominios: conocimiento del
contenido matematico (SMK) y el conocimiento pedagdgico del contenido (PCK). El primer
dominio se divide en tres subdominios: (a) Conocimiento comun del contenido (CCK), (b)
Conocimiento especializado del contenido (SCK) y (c) Conocimiento en el horizonte matematico
(HCK). El segundo dominio se divide en tres subdominios: (d) Conocimiento del contenido y de
los estudiantes (KCS), (e) Conocimiento del contenido y de la ensefianza (KCT), y (f)

Conocimiento del contenido y el curriculo (KCC).

A pesar del enorme avance que supuso este modelo del conocimiento del profesor, existen
algunas deficiencias del modelo que son expuestas en Carrillo et al. (2018). Un primer elemento

tiene relacion con si realmente las categorias definen elementos exclusivos de los profesores de
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matematicas. En segundo lugar, existen dificultades referidas a la naturaleza extrinseca de la
nocién de especializacion que sustenta el modelo, la falta de claridad de los limites entre los
subdominios, lo que tiende a que los subdominios superpongan y que se genere dificultades al
usarse analiticamente. Segun, Carrillo et al. (2018) el modelo MKT Yy el trabajo de Rowland et al.
(2009) “centran su atencion en la practica realizada en clase, ignorando los conocimientos que
los profesores pueden poner en juego a la hora de realizar cualquier otro tipo de actividad como
docente” (p. 3), lo que significa que atn faltan elementos del conocimiento del profesor que
deben ser considerados. EI modelo del conocimiento especializado del profesor de matematicas
(Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge - MTSK) de Carrillo et al. (2018), mantiene los
dos dominios de los modelos originales, es decir el conocimiento matematico y el conocimiento
pedagogico del contenido. Las categorias contemplan el conocimiento dividido en subdominios
mas especificos, permitiendo un anlisis del conocimiento matematico més detallado (Carrillo et
al., 2018). En el primer dominio, Conocimiento matematico (MK) es entendido como “una red
de conocimiento sistémico estructurado segtn sus propias reglas” (Carrillo et al., 2018, p. 6). Por
tanto, es dividido en tres subdominios: el contenido matematico en si mismo (Conocimiento de
Temas - KoT); los sistemas de interconexion que unen al sujeto (Conocimiento de la estructura
de Matemaéticas - KSM); y cdmo se procede en matematicas (Conocimiento de practicas en
Matematicas - KPM). Asimismo, la nocion de especializacion es entendida para ambos
dominios, lo que permite sanar la dificultad de diferenciar entre conocimiento comun y el
especializado en el modelo MKT (Carrillo et al., 2018). Con respecto al segundo dominio del
conocimiento pedagogico del contenido (PCK), segln los autores es considerado como “una
parte del conjunto de conocimientos para la enseflanza, y necesita ser complementado por MK”
(Carrillo et al., 2018, p. 10). Este dominio provee informacion y orientacion de las decisiones y
acciones del profesor durante el proceso de ensefianza (Carrillo et al., 2018). EI primer
subdominio, corresponde al Conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de la matematica
(KFLM). EI segundo subdominio es el Conocimiento de la ensefianza de las matematicas
(KMT). Por ultimo, el tercer subdominio es el Conocimiento de los estandares de aprendizaje de
las matematicas (KMLYS).

El modelo del conocimiento tecnolégico pedagdgico del contenido (TPACK) de Mishra y
Koehler (2006) “enfatiza en las conexiones, interacciones, posibilidades y limitaciones entre

contenido (C), pedagogia (P) y tecnologia (T)” (Mishra y Koehler, 2006, p. 1025) para una
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buena ensefianza. Establece como subdominios las intersecciones entre los tres conocimiento de
contenido pedagdgico (PCK), conocimiento del contenido tecnoldgico (TCK), pedagdgico
tecnoldgico conocimiento (TPK), y los tres tomados en conjunto como tecnoldgicos
conocimiento del contenido pedagdgico (TPCK). El conocimiento del contenido (CK),
conocimiento pedagdgico (PK) y conocimiento de contenido pedagdgico (PCK), surgen de las
ideas de Shulman (1986), lo que coincide con las ideas de los modelos del conocimiento
expuestos previamente. Ademas, involucran tres subdominios mas: (a) conocimiento tecnoldgico
(TK), (b) conocimiento del contenido tecnoldgico (TCK) y (c) conocimiento pedagdgico
tecnoldgico (TPK). Por ultimo, la componente del conocimiento tecnoldgico y pedagégico del
contenido (TPACK) que es el conocimiento que une los tres tipos de conocimiento (contenido,

pedagogia y tecnologia).

En sintesis, a pesar de que los modelos del conocimiento del profesor expuestos anteriormente
suponen un avance significativo en la investigacion, no observamos alusiones a los procesos o
aspectos propios de la modelizacion. Ademas, encontramos que en el modelo MTSK existe un
subdominio sobre el conocimiento de practicas en matematicas (KPM), referido a los “medios de
produccion y funcionamiento matematico” (Carrillo et al. 2018, p. 10), pero este atn se
encuentra en desarrollo, dado que no estd claro en la practica matematica. Por lo que,
coincidiendo con Lester (2013) en la importancia a los procesos especificos, consideramos
necesario dilucidar qué aspectos deben formar parte del conocimiento del profesor de

matematicas en ambientes de modelizacion.

4. PREGUNTAS Y OBJETIVOS DE INVESTIGACION

En la investigacion en educacién matematica han surgido diversas posturas tedricas que
convergen en la concepcion de la modelizacion como una transicion entre la realidad y la
matematica, al resolver un problema de contexto real (Ledezma et al., 2022). A través de la
construccion y desarrollo de un modelo matemaético de una determinada situacion problema, la
modelizacién es relevante para comprender mejor el mundo, sirve de apoyo en el aprendizaje,
contribuye al desarrollo de diversas competencias y actitudes apropiadas en los estudiantes hacia
la matematica (Borromeo Ferri y Blum, 2009). Borromeo Ferri (2018) sefiala que una ensefianza

de calidad constituye el factor de impacto principal en el aprendizaje de los estudiantes, en



particular si hablamos de la modelizacion matematica. Para lograr este objetivo el profesor debe
poseer conocimientos propios del contenido y del conocimiento didactico, que permitird

desarrollar con éxito su tarea docente (Pifieiro et al., 2019).

Son multiples los esfuerzos realizados para caracterizar la competencia profesional del
profesor. Pifieiro (2019) destaca el conocimiento profesional como elemento esencial de dicha
competencia. EI conocimiento del profesor ha sido ampliamente estudiado. Sin embargo, estas
perspectivas teoricas estdn centradas en los conceptos, dandole mas importancia a estos y
dejando de lado a los procesos (Pifieiro et al., 2019) o practicas matematicas relevantes como la
modelizacién matematica. No obstante, entendemos que los contenidos matematicos escolares se
componen de tanto conceptos como de procesos, por ello los profesores deberian de tener
conocimiento sobre ambos. Asumimos el término de modelo matematico como una
representacion de un objeto o hecho concreto de la realidad, expresado por diferentes sistemas
que ayudan a comunicar las variaciones individuales, tendencias y detalles lo mas aproximados
posibles a la realidad del fendmeno (Erbas et al., 2014; NCTM, 2000). Por tanto, un modelo es
un producto y la modelizacion es la accion de crear un modelo fisico, simbolico o abstracto de
una situacion (Kaiser y Sriraman, 2006; NCTM, 2000). Asi, observamos que no hay acuerdo
respecto a lo que debe saber un profesor sobre los procesos (Pifieiro, 2019). En especial a cerca
de la modelizacion matemaética. Por esto en esta investigacion los marcos teoricos existentes del

conocimiento del profesor no son adecuados para ser usados.

Anudado a lo anterior, Wess et al. (2021) sefiala que “la formacion docente requiere un
analisis detallado de las competencias docentes y de la competencia profesional para la
ensefanza de la modelizacion matematica” (p. 250). Ante esto, existen esfuerzos empiricos de
profesionalizacion, que vislumbran conocimientos teéricos y practicos que deben conocer los
profesores aplicados a situaciones particulares en la modelizacion (e.g., Doerr, 2006; Doerr y
English, 2006; Paolucci y Wessels, 2017). Pero los estudios son insuficientes debido a la
complejidad de integrar la modelizacion en aula (Villa-Ochoa et al., 2021), siendo asi necesario
realizar mas investigacion acerca del conocimiento del profesor sobre la modelizacion
matematica y su especificidad (Wess et al., 2021). Esto debiese de tener la finalidad delimitar el
conocimiento sobre modelizacién en funcion de saber qué conocimiento profesional es

ineludible para su ensefianza.
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Ademas, existen problematicas que afectan a la formacion sobre la modelizacion de los
docentes en muchos paises (Bassanezi, 2002; Blum, 2015; Cetinkaya et al., 2016; Guerrero-Ortiz
y Borromeo Ferri, 2022). Por ejemplo, Cetinkaya et al. (2016) exponen que “los docentes tienen
un conocimiento profesional limitado sobre la naturaleza de los modelos matematicos y como
usarlos en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas” (p. 290). También, hay obstaculos
que impiden la implementacion de la modelizacion en el aula. Se destaca la falta de
manifestacion del conocimiento profesional de los docentes sobre la modelizacion matematica
(Kuntze et al., 2013; Bassanezi, 2002). Blum (2015) menciona que otras barreras son: (1)
matematicas la modelizacion y las aplicaciones hacen que la instruccion sea mas abierta y
exigente y, por tanto, la evaluacién es mas compleja; (2) se requieren conocimientos
matematicos y extramatematicos, y (3) tener conocimiento limitado sobre tareas de modelizacion

y/o tener creencias inutiles sobre la ensefianza a través de la modelizacion.

En este contexto, Bassanezi (2002), manifiesta que los profesores no se sienten cémodos
usando tareas de modelizacion en la ensefianza. Esto debido a que creen que les hace falta
formacion o conocimiento sobre el proceso de modelizacién matematica. Desde la perspectiva de
los profesores, la ensefianza de la modelizacion les requiere mucho tiempo de preparacion e
implementacion de las clases. Sobre esto, Schmidt (2011) sefiala que los profesores revelan
preocupacion pues podria perjudicar el no completar el programa de estudios de un nivel
educativo particular (Schmidt, 2011). Al mismo tiempo, por desconocimiento del proceso o
miedo, los profesores sienten que pueden encontrarse con situaciones embarazosas, en cuanto a
las aplicaciones de las matematicas en areas que no conocen. Por tanto, prefieren preservar el
caracter de precision y verdad absoluta de la matematica, versus el uso de contexto real que les
genera incertidumbre o pérdida de control. Ademas, son limitadas las experiencias de ensefianza
sobre “el uso de actividades de modelizacion matematica por parte de los maestros en su dia a
dia” (Cetinkaya et al., 2016, p. 290), con lo cual muchos profesores no tienen acceso a un
material adecuado o tiempo suficiente para el disefio de actividades o preparar material original

para sus clases de modelizacion (Schmidt, 2011).

En particular, en Costa Rica no existe un programa estandarizado de formacion de docentes
para la educacion primaria, ni hay una definicion clara de un perfil de egreso de este tipo de

formadores. Este hecho deriva en la inexistencia de estandares minimos del conocimiento
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profesional pedagdgico y del contenido (Alpizar-Vargas y Alfaro-Arce, 2020). Si bien, las
universidades han efectuado esfuerzos de reformar los planes de formacion, algunos maestros
egresados consideran insuficiente la formacion recibida, pues no es adecuada para enfrentar los
cambios vertiginosos educativos actuales, en particular en el area de matematica y su didactica.
Una de las justificaciones expuestas para esto es que existe una falta de conocimiento necesario
para su practica docente, sumado a un proceso de desactualizacidn después de su egreso de la
carrera (Alpizar-Vargas y Alfaro-Arce, 2020). Al respecto, Guerrero-Ortiz y Borromeo Ferri
(2022) sefialan que en los planes de formacion inicial de los profesores no es introducida la

ensefianza de la modelizacion.

Asi, y debido a que algunos curriculos han incorporado recientemente la modelizacion, es
requerido gque los maestros ensefien este proceso sobre el que no tienen conocimiento, ni la
formacion necesaria y tampoco se proveen espacios de formacion continua donde puedan
actualizarlos (Guerrero-Ortiz y Borromeo Ferri, 2022). Las autoras Guerrero-Ortiz y Borromeo
Ferri (2022), vislumbran que la probleméatica anterior acarrea consecuencias que afectan
directamente al desarrollo profesional, sea esta antes o durante su ejercicio, repercutiendo en sus
procesos de ensefianza dentro de las aulas y por consiguiente en la formacion de sus estudiantes.
En particular, destacamos que debido a la ausencia de experiencias de modelizacion durante la
formacién docente, tanto futuros maestros como en ejercicio tienden a construir estrategias
pedagdgicas y didacticas que no permiten la practica de una modelizacion en forma eficaz
(Andrews y Sayers, 2012; Paolucci y Wessels, 2017). También, los profesores no formados en
ambientes de modelizacion incurren en la produccion de algunos errores asociados a procesos de
modelizacion y aplicaciones de contenidos matematicos (Moreno et al., 2021). En esta
investigacion, nos interesamos en estudiar la conexidn entre el aprendizaje de los estudiantes y el
conocimiento de profesor en la modelizacion. Atendiendo, a estudiantes que han finalizado
recientemente educacién primaria y su vinculo con los profesores que trabajan en el mismo

nivel educativo y con la ensefianza de la modelizacion.

Por tanto, el poner en practica la ensefianza de metodologias que impliquen nuevos aspectos,
como la modelizacion matematica, involucra cambios a los que muchos profesores no estan
preparados. Al mismo tiempo, es requerida una formaciéon adicional y necesaria sobre la

modelizacién para que los futuros profesores y en servicio ensefien en sus aulas (Guerrero-Ortiz
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y Borromeo Ferri, 2022). Ademas, estos deben asumir el reto de innovarse constantemente y sus
formadores deben propiciar espacios de formacion y actualizacion (Alpizar-Vargas y Alfaro-

Arce, 2020), tomando conciencia de los cambios y avances en los curriculos educativos.

Debido a las razones expuestas anteriormente y dado que la investigacion en el campo de la
modelizacion matematica es amplia y ha mostrado “la complejidad que involucra integrar la
modelizacion en la vida escolar cotidiana y las altas exigencias que implica para los docentes”
(Villa-Ochoa et al., 2021, p. 12), aun hay vacios y desafios en su implementacion y ensefianza
(Arleback y Doerr, 2020), en especial desde el conocimiento profesional especifico que debe
tener el profesor para lograr el éxito en este enfoque. Por ello, siguiendo los trabajos del grupo de
investigacion “FQM 193. Didactica de la Matematica. Pensamiento Numérico”, en particular la
linea del conocimiento del profesor y modelizacion, pretendemos contribuir a la construccion del

conocimiento en este campo.

En sintesis, como puntos relevantes expuestos hasta el momento, encontramos que:

e La modelizacion es entendida por muchos investigadores como una transiciéon entre la
realidad y la matematica y viceversa, al resolver un problema con contexto real.

e La importancia de la modelizacion en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas se
ha destacado en la literatura, al ser visto como una practica necesaria para el aprendizaje de
las matematicas, que ayuda a preparar a los estudiantes para su vida diaria y profesional.
Ademas, permite el desarrollo de diversas competencias y actitudes apropiadas en los
estudiantes hacia la matematica, al integrarla con otras areas del conocimiento. Por ello es
recomendable desarrollar esto desde los primeros afios de educacion de los estudiantes,
para garantizar la efectividad del proceso.

e Para lograr lo anterior el papel del docente es crucial, debiendo poseer conocimientos y
competencias adecuadas para ensefiar la modelizacion, para que el aprendizaje de los
estudiantes pueda darse de forma efectiva. No obstante, es un desafio para los profesores
ensefiar la modelizacion.

e La modelizacion desde el punto de vista de un proceso a ensefiar implica un conocimiento
concreto del profesor que no esta especificamente relacionado con el contenido
matematico, sino con su naturaleza como proceso (en el sentido del NCTM, 2000). La

investigacion y los modelos sobre el conocimiento del profesor no brindan la atencion
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necesaria que requiere la aprendizaje-ensefianza de la modelizacion. Este hecho deriva en
una falta de acuerdo respecto a lo que debe saber un profesor sobre los procesos, en

especial a cerca de la modelizacion matematica.

Por estas razones, este estudio pretende profundizar en aspectos relacionados con la
resolucién de tareas de modelizacion por parte de los estudiantes y el conocimiento profesional
que el maestro de primaria en ejercicio manifiesta sobre la ensefianza de la modelizacién

matematica. Para lograr este proposito, nos planteamos las siguientes preguntas de investigacion:

P1: ;Qué estrategias de resolucién, representaciones y errores utilizan los estudiantes que han

finalizado recientemente educacion primaria, al resolver una tarea de modelizacion matematica?

P2: ;Qué conocimientos profesionales sobre modelizacidon matematica manifiestan los maestros

de primaria en ejercicio?

Para dar respuesta a la pregunta de investigacion 1 sobre el aprendizaje de los estudiantes en la

modelizacién, planteamos el objetivo general 1:

OGL1. Caracterizar las estrategias de resolucion, representaciones y errores al resolver una tarea
de modelizacion matematica, atendiendo al estilo de pensamiento de estudiantes que han

finalizado recientemente educacion primaria.
Para lograr objetivo general 1, planteamos dos objetivos especificos:

OE1.1 Identificar y describir las estrategias de resolucion y representaciones que realizan los

estudiantes segun su estilo de pensamiento al resolver una tarea de modelizacion matematica.

OE1.2 Identificar y describir los errores y representaciones que realizan los estudiantes segun su

estilo de pensamiento al resolver una tarea de modelizacion matematica.

Dado que el papel del profesor es crucial para lograr una ensefianza que genere un aprendizaje
efectivo en la modelizacion y el investigar el conocimiento del profesor permite mejorar la
formacion inicial de profesores y los cursos de desarrollo profesional (Pifieiro et al., 2022),

propusimos el segundo objetivo general para dar respuesta a la pregunta de investigacion 2:

OG2. Profundizar en el conocimiento profesional de los maestros de primaria en ejercicio sobre

modelizaciéon matematica.
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El objetivo general 2 lo concretizamos en los siguientes objetivos especificos:

OE2.1 Establecer componentes de conocimiento del profesor referentes al proceso de

modelizacion.

OEZ2.2 Identificar qué componentes del conocimiento sobre modelizacion matemaética ponen en

juego los maestros de primaria al ensefar la modelizacion.

OE2.3 Caracterizar el conocimiento de los maestros de primaria en ejercicio sobre el proceso de

modelizacién matematica.

15



2. ANTECEDENTES

En este capitulo mostramos los principales resultados obtenidos en investigaciones relacionadas
con los dos objetivos generales del presente estudio. En un primer apartado, presentamos estudios
sobre el proceso de ensefianza y aprendizaje de la modelizacion. Particularmente, exhibimos
trabajos sobre estudiantes competentes, dificultades y errores, uso de representaciones y el uso de
estrategias de resolucion, todos estos aspectos durante el proceso de modelizacién. En segundo
apartado, revisamos investigaciones sobre el conocimiento del profesor acerca de la modelizacién.
Especificamente, investigaciones que utilizan perspectivas teoricas del conocimiento del profesor
sobre la modelizacion. Este apartado lo dividimos en dos partes: (a) estudios del conocimiento del
profesor sobre la modelizacién en forma general y (b) investigaciones sobre aspectos especificos
del conocimiento del profesor sobre la modelizacién. Por ultimo, cerramos el apartado con

estudios relativos al uso de la modelizacién como herramienta para el desarrollo profesional.
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1. INVESTIGACION SOBRE EL PROCESO DE ENSENANZA-
APRENDIZAJE EN LA MODELIZACION

En esta seccidn, exponemos los antecedentes tanto sobre la ensefianza como en el aprendizaje
de la modelizacion en el aula de matematica. Dividimos las investigaciones en dos apartados: (a)

estudios sobre la ensefianza y (b) estudios sobre aspectos del aprendizaje de la modelizacion.

1.1 INVESTIGACION SOBRE LA ENSENANZA DE LA MODELIZACION

En el caso de la ensefianza de la modelizacion, encontramos propuestas para el uso de la
modelizacién matematica como una alternativa que permite integrar las matematicas con otras
areas de conocimiento. Entre estos estudios encontramos los de Masanja (2002), el de Blomhgj y
Kjeldsen (2006), y también el de Michelsen (2006), cuyo fin principal es describir la
interdisciplinariedad de la  matematica. La primera investigacion de Masanja (2002) expone el
desarrollo de proyectos con problemas matematicos relacionados con otras materias del curriculo
de educacion secundaria. En forma similar, en el segundo trabajo de Blomhgj y Kjeldsen (2006)
fueron desarrolladas actividades de modelizacion matematica relacionadas directamente con
ciencias, donde los modelos de fendomenos utilizados mostraron la afinidad de ambas disciplinas.
El tercer estudio de Michelsen (2006), sugiere la utilizacion de la modelizacion matemética como
metodologia de ensefianza, con el fin de disminuir las lineas divisorias entre las diferentes areas en
que las matematicas juegan un rol, como Fisica, Biologia, Economia, Informatica, entre otras. Una
consecuencia comun de los tres estudios es que al utilizar actividades donde es mostrado el
caracter interdisciplinario de la matematica, se produce una mejora en la comprension del
estudiante y ayuda a que este obtenga una formacién integral, eficaz y significativa. Esto a su vez
incentiva el interés del estudiante por aprender sobre distintas areas disciplinarias y los curriculos
de la educacion matematica se dotarian de un eje interdisciplinario que aun algunos de ellos

carecen.

En la investigacion de Rodriguez y Quiroz (2016) se detalla una experiencia didactica al usar la
tecnologia en ambientes de modelizacion matematica a nivel universitario, con estudiantes de
ingenieria. Los autores concluyen que la modelizacién matematica utilizada como estrategia

didactica en la ensefianza de las ecuaciones diferenciales permitio el acercamiento de los alumnos
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a problemas de contexto. De esta manera, es posible que los estudiantes utilicen las matematicas
para dar respuesta a fendmenos propios de la ingenieria. Asimismo, los autores sefialan que las
clases de este tipo requieren de un disefio especifico, cuidadoso de las diversas etapas de la
modelizacién matemaética reflejadas en una secuencia de actividades que promuevan, tanto su

desarrollo, como el transito entre ellas.

Por altimo, encontramos que existen algunas investigaciones sobre la importancia de promover
la utilizacién de la modelizacién matematica en actividades de aula, como es el estudio de English
(2010) donde exploraron los procesos utilizados por pequefios grupos de nifilos mientras
construyen de forma independiente sus propios modelos matematicos al final de su sexto grado.
Como resultados, los autores destacan que los problemas de modelizacién son excelentes
oportunidades para que los estudiantes del nivel de primaria participen en una variedad de
procesos matematicos, junto con el desarrollo de construcciones matematicas importantes que
estan integradas en el problema. Ademas de que los problemas de modelizacién son vehiculos
ideales para desarrollar habilidades de resolucion de problemas durante el trabajo colaborativo. En
la investigacion se menciona que los estudiantes lograron realizar con éxito procesos matematicos
y sociales como interpretar y reinterpretar la informacion del problema, tomar decisiones
apropiadas, justificar su razonamiento, plantear hipétesis, presentar argumentos 'y

contraargumentos, aplicar el aprendizaje previo y actuar metacognitivamente.

En la misma linea que la pesquisa anterior, el trabajo de Mousoulides et al. (2006) muestra que
fueron obtenidos resultados positivos al poner en practica actividades con problemas de
modelizacion matematica en el aula, particularmente en educacion primaria. La investigacion
presenta los resultados de una clase de sexto grado trabajando en la resolucién de un problema de
modelizacién. Ademas, los estudiantes trabajaron en grupos pequefios y participaron activamente
en discusiones fructiferas con sus comparfieros y el maestro. Los resultados mostraron que los
estudiantes sin experiencia previa en actividades de modelizacién lograron aplicar en forma
efectiva su conocimiento matematico informal y en la parte social las interacciones en grupo
potenciaron el descubrimiento del conocimiento matematico necesario para resolver un problema

real.

Sintetizando los hallazgos previos, para ensefiar la modelizacion deben utilizarse estrategias
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que lo promuevan como alternativa para integrar las matematicas con otras areas del conocimiento
(Blomhgj y Kjeldsen, 2006; Masanja, 2002; Michelsen, 2006) y mostrar su caracter
interdisciplinario, ademas de ayudar a disminuir las lineas divisorias entre estas disciplinas y la
misma matematica (Michelsen, 2006). Por ello, el profesor debe:
e Poseer conocimientos sobre el disefio de tareas de modelizacion (Rodriguez y Quiroz, 2016).
e Ser cuidadoso en el abordaje de las diversas etapas de la modelizacion matematica reflejadas
en una secuencia de actividades que las promuevan (Rodriguez y Quiroz, 2016).
e Ser consciente de que los problemas de modelizacion son excelentes oportunidades para que
los estudiantes construyan su conocimiento matematico (English, 2010; Mousoulides et al.,
2006), debido a que este tipo de tareas permiten el desarrollo exitoso de procesos

matematicos y sociales necesarios para la formacion profesional futura del estudiante.

1.2. INVESTIGACION SOBRE ASPECTOS DEL APRENDIZAJE DE LA
MODELIZACION

En este apartado presentamos investigaciones acerca aspectos relacionados con el aprendizaje
de los estudiantes al utilizar la modelizacion como estrategia de ensefianza. Especificamente,
sobre los aspectos que se abordan en este trabajo: estudiantes competentes, dificultades y errores
en el proceso de aprendizaje, y uso de representaciones y estrategias de resolucion en la

modelizacion.

Investigacidn sobre estudiantes competentes

Para Doerr y English (2003), un enfoque para la ensefianza y el aprendizaje de la
modelizacién debe permitir encontrar una solucion a un problema particular y crear un sistema
de relaciones que es generalizable y reutilizable. Los autores analizan la naturaleza de una
secuencia de tareas para ser utilizadas bajo este enfoque. Este estudio, fue realizado con
estudiantes de educacion secundaria y muestra resultados positivos al resolver tareas. Se observo
que los estudiantes lograron verbalizar su comprension inicialmente implicita, lo que condujo a
un refinamiento y explicacion clave de las construcciones matematicas. Los estudiantes pudieron
desarrollar un modelo matemaético que se volvid cada vez mas refinado y sofisticado, es decir
crearon un sistema o modelo generalizable y reutilizable. Ademas, el grado de variacion en los

enfoques de resolucién usados por los estudiantes sugiere que se logré obtener maltiples caminos
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para el desarrollo de las ideas matematicas, al interpretar los datos Utiles para la toma de
decisiones al resolver el problema.

Similar al estudio anterior, Aymerich y Albarracin (2022) promueven el aprendizaje de
conocimientos estadisticos a partir de la modelizaciobn matematica. En concreto, usaron
problemas estadisticos abiertos donde estudiaron fendmenos sociales reales a partir de grandes
cantidades de datos. Las tareas promovieron el desarrollo del concepto de variabilidad y aplicarlo
para entender la situacion estudiada a partir de un modelo matematico. Entre los resultados se
resaltan que los estudiantes lograron aprender a modelizar grandes cantidades de datos
contextualizados y desarrollar su razonamiento estadistico general. Ademas, al haber generado
sus propios modelos matematicos, los estudiantes han identificado aspectos que definen el
concepto de variabilidad de datos para concretarlo posteriormente de forma adecuada con las
herramientas curriculares propias de la estadistica y conectar su experiencia en esta actividad con

£s0S conocimientos.

Asimismo, hallamos los trabajos de Leavy y Hourigan (2021) y Turner et al. (2021) sobre
experiencias de aprendizaje con estudiantes de primaria. El primer estudio utiliza la
modelizacién de datos para desarrollar habilidades y competencias necesarias para resolver
problemas del mundo real. Concretamente, este trabajo identifica los enfoques utilizados por
nifos de 5 a 6 afios al hacer inferencias informales sobre los datos y las estrategias de
comunicacion que usan los estudiantes para mostrar como comprenden la inferencia estadistica.
Los hallazgos sugieren que hacer inferencias puede ser un desafio para los estudiantes mas
jévenes principalmente debido a la poderosa influencia del desarrollo de su sentido numérico.
Por su parte, Turner et al. (2021) realizan un estudio de casos con estudiantes de primaria (tercer
y quinto grado), al aplicar una tarea de modelizacion la cual poseia un contexto de la vida real
sobre reciclaje. Entre los hallazgos se menciona que los estudiantes recurrieron a conocimientos
matematicos, estrategias y herramientas para representar relaciones y operar sobre cantidades en
sus modelos. Ademas, es mencionado como los estudiantes aprovecharon sus experiencias
anteriores para modelos cuando fue necesario. Este trabajo destaca la importancia de proveer
oportunidades para probar y discutir conjeturas en las tareas de modelizacién matematica, ya que
esto permite a los estudiantes confirmar o confrontar ideas que aun pueden estar en desarrollo.
En este sentido, los autores consideran que el contexto seleccionado de la tarea tuvo relacion con

los resultados positivos de los estudiantes.
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Por altimo, dentro de la literatura encontramos trabajos como el de Vargas et al. (2018) y
Sahin y Eraslan (2016) que reportan resultados positivos de los estudiantes al trabajar la
modelizacién. En la primera investigacion, Vargas et al. (2018) reflexionan sobre las
competencias matematicas mostradas por estudiantes de bachillerato cuando realizaron una tarea
de modelizacion. Sus resultados muestran que los estudiantes probaron los supuestos
relacionados con la vida diaria durante el proceso, produjeron ideas, probaron la precision de sus
modelos asociandolos con la vida real y trataron de hacer que sus modelos fueran generalizables.
De igual forma, el estudio de Sahin y Eraslan (2016) tuvo como objetivo examinar los procesos
de pensamiento de los estudiantes de 4° grado del nivel primaria al resolver una tarea de
modelizacién. Entre los resultados destacamos que la mayoria de los grupos mostraron el
desarrollo de competencias como la comprension conceptual, fluidez procedimental,

competencia estratégica, razonamiento adaptativo y disposicion productiva.

En resumen, los estudiantes competentes en modelizacion mostraron tener competencias

como:

e La creacion de modelos matematicos generalizables y reutilizables (Doerr y English, 2003;
Vargas et al., 2018).

¢ Realizaron inferencias informales (Leavy y Hourigan, 2021).

e Lograron obtener maultiples caminos para el desarrollo de las ideas matemaéticas, al
interpretar los datos Utiles para la toma de decisiones al resolver el problema (Doerr y
English, 2003).

e Las estrategias de comunicacion usadas permitieron visualizar su comprension conceptual
(Doerr y English, 2003; Sahin y Eraslan, 2016).

e Fluidez procedimental (Sahin y Eraslan, 2016).

e La competencia estratégica (Sahin y Eraslan, 2016).

e El razonamiento adaptativo (Sahin y Eraslan, 2016).

e La disposicion productiva al resolver los problemas de modelizacion matematica (Sahin y
Eraslan, 2016).

e Aprender a modelizar grandes cantidades de datos contextualizados y desarrollar su

razonamiento conceptual (Aymerich y Albarracin, 2022).
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Investigacion sobre dificultades y errores en el proceso de aprendizaje de la
modelizacion

En las actividades de modelizacién, el pensamiento matematico del resolutor se involucra en
tareas complejas, requiriendo “describir, explicar, debatir, justificar, predecir, escuchar de forma
critica y cuestionar de manera constructiva” (English, 2007, p. 8). Dichos procesos son esenciales
para una vida profesional futura. La complejidad de las tareas de modelizacién matemaética genera
una serie de dificultades y errores en los que incurren los estudiantes, que no han pasado
desapercibidos por los expertos en el area. La mayoria de las investigaciones estuvieron centradas
en detectar y categorizar los errores cometidos en el proceso de resolucion de problemas
(Guerrero, 2016; Socas et al., 2016), existiendo escasas investigaciones que detecten errores
cometidos en el proceso de modelizacion (Guerrero, 2016).

Investigaciones como la de Socas et al. (2016) y Guerrero (2016) que realizan un analisis de los
errores al resolver tareas de modelizacion matemaética, buscando sus causas, son iluminadoras.
Socas et al. (2016) utilizan el modelo Socas (1997, 2007), que propone tres origenes para los
errores: actitudes afectivas, ausencia de sentido y obstaculo. Los resultados muestran que los
estudiantes presentan grandes dificultades con el proceso de modelizacion. En relacion con los
errores, el origen mas frecuente es la ausencia de sentido debido al uso de un conocimiento
matematico deficiente, manifestandose en dos ambitos diferenciados. En uno, los errores son
ocasionados por aspectos que han quedado sin resolver en la aritmética o la geometria. En el otro,
la ausencia de sentido ha sido producida mayoritariamente por las caracteristicas propias del
lenguaje algebraico, en los procesos de sustitucion formal y generalizacion. En relacion con las
actitudes, los autores consideran esencial buscar las razones por las que los alumnos no han
respondido a algunas preguntas, siendo en muchas ocasiones los blogueos ocasionados por las
actitudes la principal causa del error. Por su parte, en el estudio de Guerrero (2016), los
estudiantes no tenian ninguna experiencia en el proceso de modelizacién. Sus resultados recogen
los errores con mayor frecuencia, a saber: (a) la particularizacion, originado en la ausencia de
sentido, pues el sistema conceptual previo es insuficiente para dotar de significado a la
construccion de los nuevos conocimientos, es decir, no le encuentran sentido al uso del lenguaje

algebraico, pues siguen pensando numéricamente; y (b) el modelo matematico incompleto debido
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a un descuido al resolver parcialmente los problemas, originado en las actitudes afectivas y

emocionales hacia la matematica.

Asimismo, los trabajos de Vargas et al. (2018) y Sahin y Eraslan (2016) revelaron dificultades
de los estudiantes participantes al trabajar la modelizacién. En el caso de la primera
investigacion, las dificultades de los estudiantes mostraron que existieron dos grupos que
expusieron conocimientos, habilidades y competencias matematicas poco integradas y desa-
rrolladas. Uno de los grupos presenté una competencia de comprension conceptual limitada,
manifestandose en la falta de conocimientos matematicos para resolver el problema y ademas, su
fluidez procedimental y la competencia estratégica era deficiente. Esto se evidencio en errores
como “formular, representar y resolver problemas matematicos, pues no lograban pensar,
reflexionar, explicar y justificar de manera 16gica” (Vargas et al., 2018, p. 230). Ademas, su
razonamiento adaptativo era limitado, debido a que no tenian confianza en sus conocimientos y
capacidades. De igual manera, el segundo grupo no logré construir un modelo matematico para
resolver el problema, aunque algunos integrantes de este grupo lograron realizar una
aproximacion vaga. Sus ideas no fueron estructuradas ni justificadas adecuadamente, debido a
una comprension deficiente que no mejord a pesar de observar argumentos méas adecuados

presentes en las soluciones de otros grupos durante una socializacion de estas.

En el trabajo de Sahin y Eraslan (2016), los estudiantes también encontraron algunas
dificultades como el comprender e interpretar datos en varios formatos y representaciones
presentes en el problema, asi como inconvenientes para entender el enunciado del problema.
Asimismo, al trabajar en grupo los estudiantes tenian problemas para concentrarse, querian todo
estuviera en silencio o dejar de trabajar en forma individual. Ante esto, el investigador intervino
y pidio a los estudiantes que se enfocaran en el problema, enfatiz6 en la importancia de trabajar

en equipo para producir ideas y llegar a un resultado comun.

En sintesis, encontramos que las dificultades sobre el proceso de aprendizaje de la
modelizacion se deben a causas como:
e Un sistema conceptual matematico previo deficiente.
e Debido bloqueos ocasionados por las actitudes afectivas y emocionales hacia la
matematica, que en ocasiones produce que los estudiantes no respondan las preguntas

propuestas en el problema o construyen un modelo matematico incompleto.
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e Debido a una comprension conceptual limitada se produce una fluidez procedimental y la
competencia estratégica deficiente.

e Un razonamiento adaptativo limitado ocasiona estudiantes que no tengan confianza en sus
conocimientos y capacidades.

e La falta de comprension y entendimiento del enunciado del problema, o al comprender e
interpretar datos presentados en varios formatos y representaciones.

e Falta de oportunidades de aprendizaje en la modelizacion, que les permitan desarrollar

habilidades sociales.

Investigacion sobre el uso de representaciones en el proceso de modelizacion

Sobre investigaciones centradas en el uso de representaciones en la resolucion de tareas de
modelizacion, la investigacion de forma explicita es limitada. Guerrero y Ortiz (2012)
implementaron una tarea de modelizacion con estudiantes de primer afio de educacion
secundaria, cuya edad fue entre 12 y 14 afos. Sus resultados muestran que los sistemas de
representacion mas usados son el lenguaje natural y el numérico, aunque para este nivel
idealmente deberian haber utilizado el sistema algebraico. Ademas, los estudiantes no poseian
todas las competencias para llevar a cabo un proceso de modelizacion de manera independiente
(proceso intuitivo), presentando mayor dificultad en la etapa de construccion del modelo
matematico. Los autores concluyen que las competencias de modelizacion podrian adquirirse con

tiempo y practica de aula.

Los trabajos de Avifia et al. (2019), Orozco-Rodriguez y Vargas-Alejo (2021) describen y
analizan lo que ellos denominan ciclos progresivos de construccion de entendimiento. Los
autores explican este constructo como la actividad de modificar, extender y refinar el
conocimiento y habilidades al realizar una tarea de modelizacion. El primer estudio fue realizado
con estudiantes de la carrera de medicina y el segundo estudio los de ingenieria industrial. Las
actividades usadas involucraron una situacion cercana a la vida real y relacionada con su futuro

entorno profesional.

Ambos trabajos documentaron distintos ciclos de entendimiento iterativos asociados con los
conceptos y representaciones utilizadas al abordar la situacion problemas. Durante estos ciclos,

los estudiantes al inicio realizan modelos burdos que luego son refinados volviéndose mas
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sofisticados (Orozco-Rodriguez y Vargas-Alejo, 2021). En las investigaciones se hace referencia
a ciclos de entendimiento del estudiante, donde el primero es de carécter cualitativo debido a que
“el estudiante no utiliza representaciones numéricas o algebraicas o tabulares o graficas” (Avifia
et al., 2019, p. 69), sino que se limita a medios de representacion que describan su
comportamiento como una metafora y lenguaje verbal (Orozco-Rodriguez y Vargas-Alejo,
2021).

También es descrito un segundo ciclo de entendimiento del estudiante que posee un caracter
mas cuantitativo, Orozco-Rodriguez y Vargas-Alejo (2021) citando a Vargas et al. (2016)
definen este ciclo donde “el estudiante da una interpretacion numérica a las variables que
identifico previamente, y utiliza medios de representacién mas complejos que el anterior, como
tablas o graficos” (p. 1143). Ademas, Avina et al. (2019) plantea un ciclo de entendimiento
adicional, el algebraico, donde el estudiante puede llegar a mostrar fluidez entre los distintos
tipos de sistemas de representacion y el manejo de simbolos algebraicos al resolver una situacion
problema.

Los dos estudios, demuestran en sus resultados que los modelos creados por los estudiantes
evolucionaron durante los ciclos de entendimiento. Esto es visto en el uso de sistemas de
representacion cada vez mas sofisticadas, que permitieron describir, comunicar, predecir el
comportamiento de la situacion problema (Avifa et al., 2019). Por ejemplo, en el primer estudio
“se evidencid un cambio en las descripciones y comparaciones, las cuales, pasaron de ser
verbales a numéricas y evolucionaron a representaciones tabulares, denotando la identificacion
de patrones, procesos de generalizacion e indicios de expresiones algebraicas” (Avifa et al.,
2019, p. 83). De igual manera, el segundo estudio menciona en sus resultados evidencias de los
tres ciclos de entendimiento y su evolucion. Para el primer ciclo cualitativo los estudiantes
usaron representaciones como el lenguaje hablado, metaforas y diagramas, que ilustraron sus
ideas e interpretaciones del problema. En el caso del segundo ciclo de entendimiento, el
cuantitativo fue evidenciado por medio de los sistemas de representacion del ciclo cualitativo,
mas otros sistemas de representacion como el algebraico y el numérico. En el tercer ciclo de
entendimiento, se observaron varios aspectos de los ciclos anteriores demostrando que los ciclos

son iterativos (Orozco-Rodriguez y Vargas-Alejo, 2021).

25



Sintetizando destacamos que el uso de los sistemas de representacion es importante, debido a
que evidencian las estructuras cognitivas que poseen los estudiantes. Especificamente en la
modelizacién, la fluidez representacional es crucial para construir modelos y entender conceptos
matematicos (Avifia et al., 2019). Dado que el utilizar distintas representaciones para explicar,
describir e interpretar la tarea de modelizacién es un indicador del entendimiento del
conocimiento matematico (Avifia et al., 2019). Por ello, los sistemas de representacion permiten
al profesor visualizar la evoluciéon de la construccion del conocimiento matemético de los
estudiantes por medio de los ciclos iterativos de entendimiento (Avifia et al., 2019; Orozco-
Rodriguez y Vargas-Alejo, 2021). En la investigacion de Guerrero y Ortiz (2012), es exhibido
que los sistemas de representacion mas usados son el lenguaje natural y el numérico. Ademas,
los estudiantes no poseian todas las competencias para llevar a cabo un proceso de modelizacién
de manera independiente, presentando dificultades en algunas etapas del proceso. Por ello, la
cantidad de sistemas de representacion que usen los estudiantes puede afectar al proceso de
modelizacion.

Investigacion sobre el uso de estrategias de resolucion en la modelizacion

Con respecto a la investigacion sobre el uso de estrategias en tareas de modelizacion,
encontramos escasa investigacion en la literatura que lo trate de manera explicita. Un primer
trabajo es el desarrollado por Rellensmann et al. (2017) donde pidieron a 61 estudiantes crear un
dibujo de la situacion y un dibujo del modelo matematico antes de resolver una situacion-
problema de modelizacién. La estrategia usada es la construccion de una representacion visual en
la que se evidencie la comprensién de los objetos y relaciones involucradas en una tarea de
modelizacion. Aqui, los estudiantes “tienen que reducir la cantidad de informacion
proporcionada centrandose en las piezas de informacion relevantes que se van a representar en el
dibujo” (Rellensmann et al., 2017, p. 2). Los autores encontraron que el conocimiento sobre
estrategias de resolucion al usar el dibujo como medio de expresion fue relacionado

positivamente con el desempefio al modelizar.

Borromeo Ferri (2018) establece que las estrategias en la modelizacion matemética son
basadas en el estilo de pensamiento del resolutor. Es decir, segun sea el estilo de pensamiento del
estudiante, asi seran los modos de proceder o estrategias que selecciona y aplica el estudiante
para abordar una tarea de modelizacidn. Especificamente, Borromeo Ferri (2018) establece tres

tipos de estrategias segun el estilo de pensamiento: (a) analitico, (b) visual y (c) integrado. En el
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caso de las estrategias de pensadores analiticos son capaces de comprender hechos matematicos
idealmente a través de representaciones simbdlicas o verbales existentes y prefieren hacer uso
del formalismo matematico. Los pensadores visuales prefieren las caracteristicas internas
distintivas, imaginaciones Yy representaciones pictoricas externalizadas, asi como una
comprension de hechos matematicos y conexiones a través de representaciones holisticas. Por
altimo, los pensadores integrados son aquellos que usan estrategias que combinan formas de
pensamiento visual y analitico. Son capaces de cambiar en forma flexible entre las diferentes
representaciones o formas de proceder. Muestran un equilibrio entre la realidad y las

matematicas.

Con las investigaciones presentadas en este apartado mostramos como:

e La modelizacion es una practica necesaria para el aprendizaje de la matematica, dado que
ayuda a los estudiantes visualicen la integralidad de la matematica en otras disciplinas
(Blomhgj y Kjeldsen, 2006; Masanja, 2002; Michelsen, 2006), con el objetivo de
prepararse para su vida diaria y profesional (Rodriguez y Quiroz, 2016).

e Los problemas actuales de modelizacion son excelentes oportunidades en la construccion
de conocimiento matematico de los estudiantes (English, 2010; Mousoulides et al. 2006).

e Las investigaciones sobre aspectos relacionados con el aprendizaje de los estudiantes al
utilizar la modelizacion destacan la existencia de multiples experiencias positivas en la
formacion de estudiantes competentes con este enfoque (Aymerich y Albarracin, 2022;
Doerr y English, 2003; Leavy y Hourigan, 2021; Sahin y Eraslan, 2016; Turner et al.,
2021; Vargas et al., 2018).

e Existen dificultades en el aprendizaje de los estudiantes al trabajar la modelizacion
(Guerrero, 2016; Sahin y Eraslan, 2016; Socas et al. 2016; Vargas et al., 2018).

e La importancia del uso de representaciones (Avifia et al., 2019; Guerrero y Ortiz, 2012;
Orozco-Rodriguez y Vargas-Alejo, 2021).

e Estrategias adecuadas en la resolucion de problemas de la modelizacién (Rellensmann et
al., 2017).

e Destacamos que el papel del profesor es de suma importancia, dado que con una

competencia y conocimiento profesional adecuado se puede lograr un aprendizaje efectivo
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de los estudiantes, en el contexto especifico de modelizacion (Borromeo Ferri y Blum,
2009).

2. INVESTIGACION RELATIVA AL CONOCIMIENTO DEL
PROFESOR SOBRE MODELIZACION

El aprendizaje y la ensefianza se relacionan, siendo preciso suponer que la investigacion en
estos campos deberia mostrar dicha relacion desde el inicio y avanzar en forma conjunta
(Borromeo Ferri, 2021). Sin embargo, segln esta autora esto no ha sido asi, pues la investigacion
de la modelizacion ha sido desarrollada en niveles distintos de importancia, relegando la

investigacion en educacion y formacion de los docentes a un ultimo lugar.

Un ejemplo es el desarrollo poco avanzado de la investigacion relativa a las competencias del
profesor para ensefiar modelizacion que deriven en una ensefianza de calidad y afecten
directamente el aprendizaje de los estudiantes (Borromeo Ferri, 2021). Lo anterior lo
visualizamos en la division en tres periodos que hace la autora de la investigacion sobre la
formacion de los docentes en la modelizacion. El primer periodo abarca la literatura antes del
afio 2000, donde la investigacion sobre el tema era escasa y dandole méas importancia al
aprendizaje de los estudiantes (Borromeo Ferri, 2021). El segundo periodo inicia a partir del afio
2000, donde al desarrollo de la formacion docente fue de gran relevancia en la politica educativa
de la mayoria de los paises, afectando varias areas de la educacion matematica, en particular a la
modelizacién. Por ejemplo, en estudios como el llamado Formacion del Profesor y Estudio de
Desarrollo en Matematicas (TEDS-M por sus siglas en inglés, Borromeo, 2021). En este mismo
periodo, otro ejemplo es la investigacion sobre cursos de formacion continua docente en la
modelizacidn con enfoques de ensefianza como: (1) dias/semanas de modelizacion; (2) cursos de
modelizacién en la universidad/formacion continua; (3) cursos a distancia/online. EIl tercer y
altimo periodo, se desarrolla desde el 2019, cuando comenzaron a realizarse investigaciones
sobre como medir las competencias del profesor sobre la modelizacién matematica (Borromeo
Ferri, 2021; Wess et al., 2021). La autora menciona que aun existen desafios que deben ser

enfrentados por la investigacion acerca de la formacion de docentes, por ejemplo, en la
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construccion materiales adecuados, la evaluacion sobre la modelizacion y su conocimiento

profesional.

En relacion con lo anterior, en este apartado exponemos la investigacion centrada en el
conocimiento del profesor relativa a la modelizacion. En primer lugar, presentamos
investigaciones que analizan el conocimiento del profesor sobre la modelizacién y en segundo

lugar, investigaciones sobre la modelizacién como herramienta para el desarrollo profesional.

2.1 INVESTIGACIONES QUE UTILIZAN PERSPECTIVAS TEORICAS DEL
CONOCIMIENTO DEL PROFESOR SOBRE LA MODELIZACION

Este apartado muestra en primer lugar estudios que utilizan de manera general perspectivas
teoricas del conocimiento del profesor acerca de la modelizacion. En segundo lugar, trabajos que

abordan conocimientos especificos del profesor sobre la modelizacion matematica.

Investigacion relativa al conocimiento del profesor sobre modelizacion

En la literatura encontramos estudios que usan diferentes modelos del conocimiento del
profesor sobre la modelizacion (e.g., Huincahue et al., 2018; Guerrero-Ortiz, 2021). Huincahue
et al. (2018) estudiaron la evolucion del conocimiento de la ensefianza de la modelizacion desde
la reflexién de un participante a lo largo de un curso de modelizacion para profesores en
formacion en Chile. Usando como categorias de analisis el modelo del conocimiento
especializado del profesor de matematicas (MTSK), muestran que el conocimiento didactico del
profesor fue desarrollado en forma paulatina, desde “una ejercitacion algoritmica hasta la
preocupacion por generar procesos de modelizacidn matemadtica en sus propuestas” (Huincahue
etal., 2018, p. 111). Ademas, el curso tuvo un impacto significativo en el conocimiento didactico
del contenido (PCK), donde las actividades planificadas en el curso mostraron “relaciones de los
conocimientos matematicos (especificamente KPM) con todos los subdominios del PCK”
(Huincahue et al., 2018, p. 111). De acuerdo con los autores, esto permiti6 formar un
conocimiento sobre como la actividad de crear modelos permite al profesor lograr los objetivos

de aprendizaje propuestos y también, estudiar y usar herramientas evaluativas.

Otro trabajo es el de Guerrero-Ortiz (2021), quien mediante un estudio de caso de enfoque

cualitativo, analiza los conocimientos del profesor con el modelo del contenido pedagdgico
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tecnologico (TPACK) y el ciclo de modelizacidn de Greefrath et al. (2018). La autora solicité a
los profesores en formacién disefiar una tarea para un grupo de estudiantes (15 a 16 afios).
Concretamente, la tarea debia integrar su conocimiento del contenido y conocimiento didactico
del contenido sobre la modelizacion restringiéndose al concepto de elipse como lugar geométrico
al realizar simulaciones dindmicas con tecnologia (TPK). En el disefio de la tarea los profesores
en formacion usaron diferentes tipos de conocimiento. Los hallazgos revelaron que, al explorar
la situacion elegida por ellos, surgieron conocimientos sobre el movimiento planetario (CK,
EMK). Luego, en la construccion de simulacion dinamica (TPK), fueron utilizados modelos de la
fisica y la matematica como herramienta para resolver las tareas de modelizacion (TCK). Asi, los
profesores en formacion lograron mejorar sus conocimientos matematicos y extramatematicos,
particularmente apoyandose en conocimientos de otras ciencias. Ademas, la autora concluye con
la necesidad de repensar los escenarios de aprendizaje incluidos en los programas de formacion
para que aprendan de manera interdisciplinaria y comprendan mejor como el uso de la tecnologia
influye en el disefio de los contenidos y la ensefianza.

A su vez, dos investigaciones Greefrath et al. (2022) y Borromeo Ferri (2021) estudiaron el
conocimiento del contenido pedagdgico de los profesores en formacion como parte de la
competencia profesional para la ensefianza de la modelizacién. Ambos estudios proponen un
curso estructurado desde el modelo de las competencias didacticas en la modelizacion
(Borromeo Ferri, 2014, 2018; Borromeo Ferri y Blum, 2010). Ademas, en cuanto a la
metodologia, las dos investigaciones son muy similares. Particularmente, el trabajo de Greefrath
et al. (2022) sigui6 el método cuasi-experimental con un disefio pre-post test para medir
conocimiento del contenido pedagdgico, especialmente en la creacion de tareas de modelizacion
y en la intervencion docente al aplicar dichas tareas a sus estudiantes. En este estudio, el
tratamiento aplicado a todos los grupos fue la aplicacion de un seminario de formacion en
modelizacién matematica de 12 sesiones. Entre los hallazgos, destacamos que los conocimientos
sobre tareas, procesos de modelizacién e intervenciones aumentan significativamente en ambos
grupos experimentales, pero en diversos grados. En forma contraria, los participantes del grupo
de control no demostraron cambios significativos en su nivel de conocimiento del contenido
pedagdgico con relacién a la modelizacion. En general, las diferencias entre los conocimientos
de los grupos experimentales y el grupo control, indican la eficacia del seminario de formacion,

lo que brinda indicaciones importantes para el disefio de cursos de modelizacién.
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Por otra parte, para el estudio de Borromeo Ferri (2021), los participantes fueron 66
profesores en formacion de educacion secundaria que fueron sometidos al experimento en un
curso de modelizacion, aplicando antes y después del curso de modelizacién (pre-test y post-test)
el instrumento creado para medir el conocimiento pedagdgico del contenido (PCK). En sus
hallazgos, la autora indica que la diferencia entre los resultados de las cuatro dimensiones —
dimensién tedrica, dimension tarea, dimension instruccion y dimension diagndstica— del
modelo del conocimiento del profesor utilizado, en ambas pruebas fue significativa. La autora
detalla que el instrumento puede ser utilizado en otros paises, si mantuvieran las mismas

condiciones del experimento para medir las competencias del profesor.

El estudio Villa-Ochoa et al. (2021) muestra como el conocimiento del profesor sobre la
modelizacién matematica puede ser evaluado formativamente. En este trabajo, los autores
brindan su propia perspectiva tedrica, dividiendo el conocimiento para la ensefianza de la
modelizacién en dos categorias: la modelizaciébn como herramienta y la modelizacién como
objeto de aprendizaje. Estos autores desarrollaron un curso para profesores en formacion donde
realizaron tareas de modelizacion y analizaron su propia experiencia a partir de los constructos
teoricos y empiricos estudiados durante el proceso. También participaron en talleres y
discutieron con investigadores y con maestros en servicio que tenian experiencia con la
modelizacién. Durante el curso, los participantes tuvieron que desarrollar un proyecto de
modelizacién y disefiar un plan de leccion. Para promover el conocimiento para la ensefianza de
la modelizacion, los autores implementaron estrategias de evaluacion formativa como: diagramas
heuristicos, autoevaluaciones combinadas con coevaluacion, retroalimentacion formativa,
evaluacion negociada, entre otras. Estas estrategias brindaron al profesor la idea de como estaban
desempefiandose, hacia donde debian avanzar y qué pueden hacer para lograr un desempefio
adecuado al ensefiar la modelizacion. Los resultados muestran conocimiento de los profesores
sobre sus planes de clase, contribuciones y limitaciones de las rabricas. Asimismo, se indica que
la participacion de profesores en la construccion de las rabricas contribuy6 al desarrollo del
conocimiento sobre “ensefar por y a través de la modelizacion” (Villa-Ochoa et al., 2021, p. 12)

y la retroalimentacion lo fortalecio.

Otro trabajo es el de Guerrero-Ortiz y Borromeo Ferri (2022), quienes siguieron un enfoque

cualitativo, particularmente un estudio de caso exploratorio. El objetivo fue investigar como los
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profesores en formacion gestionan sus conocimientos para ensefiar la modelizacion cuando no
han sido formados para ello. En los resultados fue presentada la nocion o conceptualizacion
sobre la ensefianza de la modelizacion de uno de los profesores en formacién, aunque
inicialmente analizaron las nociones de 5 profesores. Para el andlisis, fue utilizada la perspectiva
teodrica del conocimiento matematico para la ensefianza (MKT) de Ball et al. (2008). Las autoras
focalizan en tres subdominios: conocimiento del contenido y la ensefianza (KCT), conocimiento

del contenido y estudiantes (KCS), y conocimiento de contenido especializado (SCK).

Como resultados encontramos que el profesor en formacion poseia un rico conocimiento
didactico del contenido: (a) al ser consciente de las dificultades que pueden tener los estudiantes,
(b) al ser capaz de manejar el salén de clases, (c) al promover las interacciones entre los
estudiantes y (d) facilitar el trabajo colaborativo; lo que influia en aumentar la motivacion y
mejorar las actitudes de sus estudiantes. Sin embargo, el conocimiento del profesor sobre la
ensefianza de la modelizacion era débil, dado que las tareas que disefid reflejaron una nocion
sobre la modelizacién asociada a problemas verbales (como los propuestos en los libros de
texto). No obstante, estas tareas no mostraban evidencias de contextos realistas, es decir no eran
tareas de modelizacion. A pesar de lo anterior, en la ensefianza de dichas tareas, fueron
identificados elementos del conocimiento del contenido y los estudiantes (KCS) y el
conocimiento del contenido y la ensefianza (KCT). Por ejemplo, en la preocupacion del profesor
en formacion sobre las dificultades importantes al trabajar con problemas verbales, y el uso de

diferentes representaciones y estrategias para resolver problemas.

En las conclusiones, las autoras indican que el docente no ensefia ni una sola leccién de
modelizacién, o intenta poner en practica el enfoque usando sus propias interpretaciones de lo
que dice el curriculo escolar. Debido a esto las interpretaciones sobre la modelizacion presentes
en el curriculo influyen en el tipo de nociones que desarrolla el futuro profesor, mas si estos no
poseen experiencia en este enfoque. Ademas, de que las nociones del profesor también estan
permeadas por el conocimiento del contenido pedagdgico y por sus modelos de ensefianza y
aprendizaje. Asimismo, es destacado que el conocimiento del contenido matematico (CK) como
el conocimiento didactico del contenido (PCK) son necesarios para la ensefianza de la
modelizacién matematica, siendo aqui importante que el docente conozca que existen varios

tipos de ciclos de modelizacion y pueda diferenciar su uso con fines escolares o de investigacion.
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Asimismo, destacan la necesidad desarrollar conocimientos del profesor sobre el objetivo y las
distintas perspectivas de la modelizacion, haciendo énfasis en referencias a la realidad, para que
puedan seleccionar, evaluar y mejorar las actividades propuestas en los libros de texto y el
curriculo. Ademas, las nociones que tienen los futuros profesores en cuanto a la modelizacion no
son las ideales, pero hay que entender que estas nociones van cambiando y pueden evolucionar a
medida que ellos tengan un acercamiento al conocimiento de la teoria de la modelizacion, las

tareas, la instruccion y el diagndstico.

Por otro lado, dentro de la literatura hallamos un modelo del conocimiento del profesor sobre
modelizacién propuesto por Borromeo Ferri y Blum (2010), el cual es profundizado en el tercer
capitulo de esta tesis.

Finalmente, observamos que existen multiples esfuerzos en la investigacion que se han
realizado con el fin de brindar respuesta a la interrogante ¢cuales deben ser los conocimientos del
profesor sobre la modelizacion? Sin embargo, estos avances se han abordado desde varias
perspectivas tedricas del conocimiento del profesor, lo que ha producido una falta de acuerdo al
estudiar dicho conocimiento especifico. Ademas, existen dos formas de comprender este
conocimiento especifico. En primer lugar, desde una perspectiva cuantitativa, se ha creado un
instrumento para medir el conocimiento pedagogico del contenido (PCK) como parte de la
competencia profesional para la ensefianza de la modelizacion, desde cuatro dimensiones: (a)

teoria, (b) tarea, (c) instruccién y (d) diagnostico (Borromeo Ferri, 2021; Greefrath et al., 2022).

En segundo lugar, desde una perspectiva cualitativa donde obtuvimos que

e Los conocimientos del profesor sobre modelizacion se orientan hacia relacionar de
distintos tipos de conocimiento —por ejemplo, KPM con todos los subdominios del
PCK— en el disefio de las tareas (Huincahue et al., 2018; Guerrero-Ortiz, 2021).

e EIl disefio y aplicacién de planes de clase y rubricas para evaluar permite al profesor
analizar la idea de como estaban desempefiandose, hacia dénde deben avanzar y qué
pueden hacer para lograr un desempefio adecuado al ensefiar la modelizacion (Villa-Ochoa
etal., 2021).

e Los profesores que no han sido formados para ensefiar la modelizacion no ensefian bajo
este enfoque o tratan implementarla a través de sus interpretaciones del curriculo escolar

(Guerrero-Ortiz y Borromeo Ferri, 2022).
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Investigacion sobre aspectos especificos del conocimiento profesor sobre la
modelizacion

Algunas investigaciones indagan conocimientos tedricos y practicos que deben conocer los
profesores sobre situaciones particulares en la modelizacion (Doerr, 2006; Doerr y English,
2006; Lingefjard y Meier, 2010; Stender, 2018). Estos trabajos reportan elementos relevantes
acerca del conocimiento del profesor sobre aspectos particulares en la ensefianza de la

modelizacion.

Como ejemplo de lo anterior es el estudio de Doerr (2006) que investiga la relacion entre el
trabajo de los estudiantes y las acciones de los docentes en el aula, particularmente en el nivel de
educacién secundaria. En este trabajo, la autora examin6 de cerca las formas en que cuatro
profesores vieron e interpretaron multiples formas de pensamiento de los estudiantes cuando
resuelven una tarea de modelizacion y cémo las interpretaciones de la maestra influyeron en su
practica. Concretamente, el estudio indaga en como escuch6 las estrategias de solucién
alternativa de los estudiantes y como respondio a estas estrategias en su practica. Los resultados
reflejan que los profesores pudieron, aumentar su comprension del contenido matematico y las
formas usadas para desarrollar y representar las ideas de los estudiantes. También los profesores
aprendieron a escuchar a los estudiantes y desarrollar nuevas formas de respuesta, algunos de
ellos propiciaron en sus estudiantes formas de autoevaluar su trabajo y el explorar enfoques

alternativos de resolucion.

De manera similar al trabajo anterior, el trabajo de Doerr y English (2006) informa sobre
como dos profesoras de educacion secundaria apoyaron el razonamiento matematico de sus
alumnos al resolver una tarea de modelizacion. Especificamente, examinaron el desarrollo del
conocimiento de las profesoras a medida que sus estudiantes fueron involucrados en tareas con
caracteristicas particulares. Como resultados destacamos que los profesores pudieron adoptar
nuevos roles en sus interacciones con los estudiantes, incluido un enfoque en escuchar y
observar, y en hacer preguntas para comprender y aclarar. Al mismo tiempo, participar en formas

de escucha interpretativa que cambiaron el papel de la evaluacion del maestro al estudiante.

Lingefjard y Meier (2010) detallan la experiencia de dos maestros cuando desarrollaban su

conocimiento sobre intervenciones durante la modelizacion, es decir la capacidad del profesor de

34



decidir cuando y cémo intervenir para que el proceso mantenga su naturaleza. También, saber
qué hacer para que el estudiante avance, dandoles una orientacion adecuada. Para esto se les
pidié no decir a los profesores como resolver el problema en cuestion, pero dando un apoyo
cuando fuese necesario. Los autores concluyen, que el profesor necesita mas formacién y
retroalimentacién sobre como actuar en situaciones especificas. Ademas, es necesario un
conjunto de posibilidades de las que pueda elegir, ser competente matematicamente y en los

métodos de ensefianza.

Por ultimo, el trabajo Stender (2018) promueve el uso de intervenciones docentes estratégicas
de Zech (1998), es decir mediaciones verbales y no verbales del profesor, que pueden servir de
apoyo en el proceso de solucion de los estudiantes, desarrollando a la vez la independencia de
estos al trabajar la modelizacion. Dentro de los resultados de este estudio destacamos que las
intervenciones estratégicas de Zech (1998) —motivar, retroalimentacion, brindar una ayuda de
qué hacer a continuacion, estrategia orientada al contenido, dar ayuda relacional con el
contenido— a menudo tuvieron éxito cuando un profesor ayudo a los estudiantes a trabajar en
problemas de modelizacion complejos. Los autores atribuyen este hecho al uso de las estrategias

heuristicas por parte de los estudiantes, pero se necesita tiempo para formarlos en su uso.

Otro conocimiento especifico es la seleccion y uso de tareas de modelizacion en la clase. Al
respeto, Villa-Ochoa (2015) indaga como cuatro profesores de educacion secundaria seleccionan
y usan tareas para la ensefianza de la modelizacion. Para los resultados, son seleccionados tres de
los profesores que evidenciaron aspectos que “parecen condicionar las maneras en que usan
situaciones denominadas por ellos como reales y por medio de las cuales justifican la
implementacion de la modelizacion matematica en sus aulas de clase” (Villa-Ochoa, 2015, p.
139). Como resultado, se logro identificar algunos de los argumentos que tienen los profesores
para favorecer los problemas de enunciados verbales como principal manera de hacer
modelacion matematica. Villa-Ochoa (2015) sefiala que algunas de las razones en las que los
profesores se apoyan para justificar el uso de problemas rutinarios enunciados verbalmente son:

e Los estudiantes pueden resolver este tipo de problemas de manera inmediata, pues pocas
veces estan motivados a resolver problemas mas amplios. Esto se justifica en ciertas limita-
ciones impuestas a algunas actitudes de los estudiantes que estan inmersos en tradiciones
“facilistas” de las matematicas. (p. 140)

e Otro argumento es debido a que los estudiantes deben conocer previamente las
matematicas involucradas en las situaciones que deben abordar y, en consecuencia, se
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asume que en contextos mas amplios podrian encontrarse matematicas que no conocen; por
tanto, no podrian abordarlos. (p. 141)

e La existencia de curriculos rigidos en su organizacion de los contenidos y en términos del
tiempo de la clase, no permiten el uso de otro tipo de problema. (p. 142)

e [.a nocion basica de modelacion relacionada con el estudio de fendomenos de la “realidad”,
los profesores sienten que, de alguna manera, estan trabajando modelizacion al resolver
problemas rutinarios presentados verbalmente. (p. 144)

Estos hallazgos sugieren la necesidad de generar estrategias que permitan un
empoderamiento de los profesores sobre la modelizacion que trascienda del uso los enunciados
verbales estereotipados hacia situaciones mas realistas que involucren aspectos de la cotidianidad

y la cultura en las matematicas escolares.

Pesquisas como Paolucci y Wessels (2017); Sevinc y Lesh (2022); Sevinc (2022) son
enmarcados en el conocimiento del profesor relacionado con la invencién de problemas de
modelizacién. Los estudios fueron realizados con profesores en formacion, el primero a nivel de
primaria, los otros dos a nivel de secundaria. Paolucci y Wessels (2017) examino la capacidad de
los profesores en formacion al crear problemas de modelizacion para los grados 1 a 3 de
educacién primaria. Los 93 participantes crearon un total de 42 de problemas de modelizacion,
segun el nivel de estudio de preferencia y alineando el contenido matematico con el curriculo.
Los hallazgos resaltan una inclinacion hacia la creacion de problemas para los niveles de grado
mas altos. Para los autores esto es por la falta o la no disponibilidad de recursos o materiales para
la ensefianza de la modelizacion en los primeros grados. Asimismo, se encontraron debilidades
en la comprension por parte de los profesores debido a deficiencias entre el contenido
matematico en sus problemas de modelizacion con el curriculo y en su preferencia a crearlos
para areas de contenido particulares (Espacio y forma, Patrones y Algebra Temprana). Esto
sugiere una concepcion limitada de qué contenidos matematicos son propicios para ser

incorporados a los problemas.

Ademas, el trabajo de Sevinc y Lesh (2022) investiga las concepciones que tienen los
profesores sobre lo que significa que un problema sea matematicamente rico y contextualmente
realista y como evolucionaron dichas concepciones durante una serie de actividades de desarrollo
profesional. Revel6 que esto ayudd a los profesores a producir problemas interesantes y
alentadores para que los estudiantes desarrollen sus propios métodos de solucion. Las

concepciones de los profesores también evolucionaron en una comunidad colectiva y reflexiva.
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Finalmente, Sevinc (2022) realiza un trabajo que se sustenta en las practicas reflexivas de los
profesores al ‘“elaborar o inventar problemas matematicos contextuales como una accidon
profesional que involucra crear, revisar y refinar problemas matematicamente ricos presentados
en contextos significativos y realistas y como una indicacion del arte profesional docente”
(Sevinc, 2022, p. 13). Los resultados obtenidos muestran que las reflexiones de los futuros
docentes indicaron que el conocimiento en la elaboracion de problemas matematicos realistas
abarc6 varios conocimientos particulares del contenido (pedagdgico, curricular e
interdisciplinario). Es decir, para los profesores no solo es importante conocer conceptos, reglas
y procedimientos matematicos, sino también las relaciones entre estos (conocimiento de
conexiones matematicas), lo que les fue Util para crear problemas contextuales matematicamente

ricos.

Shahbari y Tabach (2016) investigan como los profesores desarrollan sus habilidades para
identificar los ciclos de modelizacién al resolver tareas. En la investigacion participan 34
profesores en ejercicio y que estudiaban un master en educacion. Los datos fueron recolectados a
partir de dos informes y una reflexion docente sobre una actividad de modelizacion
implementada con estudiantes. Los hallazgos indican que antes de participar en la actividad, la
mayoria de los profesores describieron la participacion de los estudiantes en la actividad de
modelizacién como un proceso lineal. Los profesores escribieron el modelo matemaético final y
los resultados matematicos obtenidos de la aplicacion del modelo, pero la mayoria ignord los
resultados realistas, el proceso de validacion y la naturaleza ciclica del progreso del modelo
matematico. Sin embargo, después de que los docentes participaran en actividades de
modelizacién como aprendices, sus informes indicaron que la mayoria pudo reconocer todas las
etapas de la modelizacion y distinguir los procesos ciclicos del progreso de los modelos
matematicos. Ademas, segun los analisis de las reflexiones, los docentes participantes fueron

conscientes de los cambios en sus descripciones.

El trabajo de Villarreal et al. (2018) identifica qué tecnologias eligen los profesores de
matematicas de secundaria en formacion, para qué fines de modelizacién y en que etapas del
proceso de modelizacién son utilizadas. Durante el proceso de modelizacion, los futuros
profesores utilizaron tecnologia como el Internet, hojas de calculo, software matematico y

lenguajes de programacién. El Internet fue la tecnologia més utilizada para buscar informacion o
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datos, para seleccionar variables o para formular problemas. Los otros tres tipos de tecnologias
—hojas de calculo, software matematico y lenguajes de programacion— influyeron
significativamente al obtener la solucion matematica del problema y su validacion. Los
resultados mostraron que el acceso a herramientas tecnoldgicas transformé la produccion
matematica de los estudiantes y revel6 posibilidades de descubrir formas significativas de utilizar
la tecnologia para producir modelos matematicos. También, los profesores aprovecharon las
posibilidades visuales que brindan las tecnologias digitales. El estudio concluye con la necesidad
de la accién coordinada entre profesores de matematicas y matematicos para generar una
comprension mas profunda de la modelizacion como propuesta pedagdgica y actividad

matematica.

La investigacion expuesta en este apartado muestra avances sobre cuales deben ser los
conocimientos que deben poseer los profesores a cerca de la modelizacion. Estos trabajos
reportan elementos relevantes acerca del conocimiento del profesor sobre aspectos particulares
en la ensefianza de la modelizacion. A continuacion, sintetizando presentamos cada una de la

conclusiones sobre el conocimiento especifico de la modelizacion que debe conocer el profesor.

Conocimiento de los profesores sobre intervenciones durante la modelizacion:

e Fueron capaces de aumentar su comprension del contenido matematico y las formas usadas
para desarrollar y representar las ideas de los estudiantes (Doerr, 2006).

e Adoptaron nuevos roles en sus interacciones con los estudiantes, incluido un enfoque en
escuchar y observar, y hacer preguntas para comprender y aclarar (Doerr y English, 2006).

e Algunos de ellos propiciaron en sus estudiantes formas de autoevaluar su trabajo y el
explorar enfoques alternativos de resolucion (Doerr, 2006).

e Necesitan mas formacion y retroalimentacion sobre coémo actuar en situaciones especificas.
Un conjunto de posibilidades de las que pueda elegir, ser competente matematicamente y
en los métodos de ensefianza (Lingefjard y Meier, 2010). Un ejemplo son las
intervenciones docentes estratégicas de Zech, pero es necesario tiempo para formar a estos
en su uso. (Stender, 2018).

Conocimiento de los profesores sobre la seleccidn y uso de tareas de modelizacion en la clase:
e Los profesores prefieren los problemas de enunciados verbales como principal manera de

hacer modelacion matematica, por razones como: actitudes de los estudiantes hacia el
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facilismo, los estudiantes deben conocer los conceptos matematicos involucrados en un
problema antes de resolverlo, el curriculo es rigido y no acepta cambios en el abordaje de
los contenidos, los profesores sienten que estan trabajando la modelizacién al resolver este
tipo de problema (Villa-Ochoa, 2015).

Conocimiento sobre la invencion de problemas de modelizacion:

e Los profesores se inclinan mas por la creacion de problemas para los niveles de grado mas
altos... debido a una falta de recursos o materiales para la ensefianza en niveles inferiores
(Paolucci y Wessels, 2017).

e Los profesores prefieren inventar problemas de contenidos matematicos faciles para ellos,
debido a que poseen debilidades en los contenidos que consideran mas dificiles. Ademas,
poseen una concepcidn limitada de qué contenidos matematicos son propicios para ser
incorporados a los problemas (Paolucci y Wessels, 2017).

e Las actividades de desarrollo profesional ayudaron a los profesores a producir problemas
interesantes y alentadores para que los estudiantes desarrollen sus propios métodos de
solucion (Sevinc y Lesh, 2022).

e Para los profesores no solo es importante conocer conceptos, reglas y procedimientos, sino
también las relaciones entre estos (conocimiento de conexiones matematicas), lo que les

fue Gtil para crear problemas ricos en contexto matematico (Sevinc, 2022).

Conocimiento sobre los ciclos de modelizacion al resolver tareas:

e La mayoria de los profesores describieron la participacion de los estudiantes en la actividad
de modelizacién como un proceso lineal (Shahbari y Tabach, 2016).

e Los profesores escribieron el modelo matematico final y los resultados obtenidos de la
aplicacion del mismo, pero la mayoria ignor6 los resultados realistas, el proceso de
validacion y la naturaleza ciclica del progreso del modelo matematico. Pero, después del
curso de formacion los profesores lograron reconocer todas las etapas del ciclo y en sus

reflexiones los docentes fueron conscientes de este cambio (Shahbari y Tabach, 2016).

Conocimiento sobre el uso recurso de la tecnologia al ensefiar la modelizacion:
e El acceso a herramientas tecnologicas transformé la produccion matematica de los
estudiantes de los profesores y revelo posibilidades de descubrir formas significativas de
utilizar la tecnologia para producir modelos matematicos (Villarreal et al., 2018).
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e Los profesores aprovecharon las posibilidades visuales que brindan las tecnologias
digitales (Villarreal et al., 2018).

Solamente hemos encontrado dos perspectivas tedricas del conocimiento del profesor
exclusivas sobre la modelizacion (Borromeo Ferri y Blum, 2010; Wess et al., 2021). Estas
perspectivas son recientes por lo que apenas hay investigacion sobre su uso. Aunado a esto, las
investigaciones encontradas se centran en algunos conocimientos, realizando el estudio de estos
en forma aislada y provocando lagunas o faltas de investigacion por dejar de lado otros
conocimientos importantes. Por tanto, aun es necesario delimitar y clarificar de este tipo de

conocimiento especifico, para una formacion adecuada del profesor en este campo.

2.2 INVESTIGACION SOBRE LA MODELIZACION COMO HERRAMIENTA
PARA EL DESARROLLO PROFESIONAL

La investigacion de Kaiser et al. (2013) detalla la experiencia de un estudio de casos acerca el
conocimiento profesional de los futuros profesores de matematicas sobre la modelizacion. Los
autores sefialan que para desarrollar una comprension integral de la modelizacién y su valor
pedagogico, los futuros docentes necesitan conocimientos y competencias matematicas,
conocimiento didactico del contenido y conocimiento pedag6gico general. Donde el
conocimiento pedagdgico de las matematicas es central en el desarrollo del conocimiento
profesional de los docentes. Los resultados destacan que la formulacién de las tareas de
modelizacidn que los profesores propondrian en su futuro trabajo laboral, estarian influenciadas
por sus actitudes y expectativas del tipo de estudiante que piensan que tendrian a futuro. Es decir,
dos de los profesores indicaron que a futuro se observan trabajando en ambientes donde
predominen estudiantes de bajo rendimiento, por lo que sus tareas no deberian poseer problemas
de alta complejidad y se limitarian al uso de problemas verbales que son mas sencillos. En
contraste con ellos, un tercer profesor considera que trabajara con estudiantes de alto rendimiento
en el nivel secundario superior y, por tanto, en sus tareas de modelizacién usara contextos del

mundo real de manera integral.

En los ultimos afios, algunos estudios fueron centrados en el disefio y desarrollo de cursos de
modelizacién para profesores en formacion (e.g., Borromeo Ferri y Blum, 2010; Sevinc y

Galindo, 2022). Borromeo Ferri y Blum (2010) detallan que al considerar como obligatoria la
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modelizacién matematica en el curriculo de matematica en Alemania, la formacién de profesores
debe ser solida en diferentes en “aspectos de la modelizacion —competencia tedrica,
competencia de tareas, competencia docente y competencia diagnéstica— y también sobre
métodos apropiados para ensefiar la modelizacion” (Borromeo Ferri y Blum, 2010, p. 2046). En
consecuencia, los cursos universitarios de modelizacién tienen que incluir todos estos aspectos.
En el articulo reporta sobre la puesta en practica universitarios sobre modelizacion para 25
estudiantes en su cuarto afio de estudio. Los resultados mencionan limitaciones en el
conocimiento del profesor en formacion al participar en el curso como: (a) comprender la
variedad de direcciones de la modelizacion y las distinciones entre ciclos de modelizacion en la
literatura; (b) distinguir las etapas del proceso en general y también al analizar las transcripciones
de los procesos de modelizacion de los estudiantes; (c) analisis de temas de problemas de
modelizacion; y (d) finalmente tratar con la cuestion de la autenticidad mientras es creado un

problema.

Por su parte, Sevinc y Galindo (2022) informan que una futura maestra tuvo limitaciones al
notar y entender el pensamiento matematico de los estudiantes al trabajar la modelizacién. Las
autoras resaltan que la falta de atencion de la docente es relacionada con una falta de
conocimiento del contenido matematico involucrado en la tarea de modelizacion. Ademas, las
autoras sefialan que al ensefiar la modelizacidn, las lecciones fueron mucho mas desafiantes y
requieren mucho tiempo para los profesores participantes. Sin embargo, también encontramos
investigaciones sefialan una mejoria en el conocimiento de los profesores al participar en el curso

de modelizacion en aspectos como:

e Comprensién de las direcciones del ciclo de modelizacion y las diferencias entre los ciclos
de modelizacion presentes en la literatura, distincion de las etapas del ciclo de
modelizacion, entendimiento de los procesos de modelizacion de sus estudiantes y analisis
sobre las tareas de modelizacién, como el tratar la cuestion de la autenticidad mientras se
crea un problema (Borromeo Ferri y Blum, 2010).

e Las creencias de los profesores al haber una mayor consideracién de los modelos y el
contexto del mundo real en la ensefianza de la matematica (Kaiser y Schwarz, 2006).

e La comprensién de las caracteristicas de los problemas realistas y las habilidades que se

necesitan para escribir, revisar y refinar tales problemas (Sevinc y Lesh, 2018).
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e Notar y comprender el pensamiento matematico de los estudiantes para poder ensefiar en

forma efectiva (Sevinc y Galindo, 2022).

Asimismo, los autores recomiendan que un curso de modelizacion para este tipo de poblacion,
en general debe:

e Lograr el equilibrio entre la teoria y la practica mediante una adecuada estrategia didactica
(Borromeo Ferri y Blum, 2010).

e Ofrecer tanto oportunidades para discutir y ensefiar la importancia de los ciclos de
modelizacién (Lingefjérd, 2006).

e Contemplar aplicaciones enfocadas en la vida cotidiana (Lingefjéard, 2006).

e Resaltar la utilidad de la matematica (Lingefjéard, 2006).

e Producir un cambio positivo en la percepcién en la practica de aprendizaje y ensefianza de
la matematica en ambientes universitarios (Kaiser y Schwarz, 2006).

e Brindar oportunidades a los futuros profesores de interactuar con los estudiantes donde

puedan estudiar su pensamiento matematico (Sevinc y Galindo, 2022).

Una conclusion que se desprende de los estudios anteriores es que disefiar e implementar este
tipo de cursos, podria contribuir a formar profesores mas competentes para la modelizacién
matematica (Sevinc y Lesh, 2018) y desarrollar ain mas su comprension de los temas
matematicos (Borromeo Ferri y Blum, 2010; Lingefjaerd, 2006).

Por otra parte, en la literatura existen estudios que plantean programas de desarrollo
profesional sobre la modelizacion para profesores en servicio (e.g., Blomhgj y Kjeldsen, 2006;
Doerr, 2006, 2007; Doerr y English, 2006; MaaR y Gurlitt, 2010, 2011; Tan y Ang, 2016). En
Maal} y Gurlitt (2011) es presentado el proyecto Aprendizaje y Educacion en y a través de la
Modelizacion y las Aplicaciones (LEMA, por sus siglas en inglés). Este proyecto, de carécter
internacional, tuvo como objetivo el disefio de un curso de desarrollo profesional para la
modelizacién. Los docentes fueron formados a través de cinco modulos: (a) informacidn basica
sobre la modelizacion, (b) seleccion de tareas, (c) disefio de lecciones, (d) evaluacion y (e)
reflexion sobre las lecciones implementadas. Los hallazgos destacan que el curso de desarrollo
profesional no tuvo ningun efecto en las creencias sobre la ensefianza de modelos matematicos

de los profesores, pero si un efecto positivo sobre su conocimiento del contenido pedagégico y la
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autoeficacia en términos de la modelizacion, asi como un alto grado de satisfaccion entre los

profesores en su desarrollo profesional.

De igual manera, el trabajo de Tan y Ang (2016) detalla y evalGa un programa Desarrollo
Profesional Basado en la Escuela (SBPD, por sus siglas en inglés) destinado a desarrollar las
competencias de los profesores de matematicas de la escuela secundaria para ensefiar modelos
matematicos en Singapur. Los cursos de formacion de profesores propuestos por Maall y Gurlitt
(2011) y Tan y Ang (2016) no eran iguales, debido a que el primer estudio utiliza como guia el
modelo para ensefianza de la modelizacion propuesto por Borromeo Ferri y Blum (2010), es
decir utiliza conocimientos sobre Modelado-Tareas-Lecciones-Evaluacion y afiade una nueva
que es Reflexion docente. En cambio, el curso de Tan y Ang (2016) trabaja las mismas areas,
pero obvia la Evaluacion y Reflexion. El estudio de Tan y Ang (2016) vislumbran resultados
como que el curso de desarrollo profesional SBPD influye positivamente en el conocimiento y
los recursos, las metas y las orientaciones de los docentes en la planificacion, el disefio y la
puesta en practica de la modelizacion en experiencias de aprendizaje, siendo un primer paso
importante para sostener la mejora de las decisiones de los docentes en el aula de modelizacién

matematica.

Blomhgj y Kjeldsen (2006) presenta y analiza experiencias al desarrollar y ejecutar un curso
de desarrollo profesional relativo a la modelizacién para profesores de educacion secundaria. El
objetivo del curso es apoyar a los profesores a desarrollar, probar en sus propias clases, evaluar y
reportar un proyecto basado en un problema orientado en la modelizacion. En los hallazgos, se
revela que para que los profesores apoyen el desarrollo de la competencia de modelizacion de los
estudiantes de manera efectiva, deben ser conscientes de los diferentes subprocesos involucrados
en todo el proceso de modelizacion y sobre como apoyar y desafiar a los estudiantes. Esto,
debido a que los profesores tienden a centrarse mas en los subprocesos relacionados con el
contenido matematico. Es necesario brindar a los estudiantes oportunidades donde se pongan en
practica todas las etapas del proceso de modelizacion, al mismo tiempo desarrollen una
metacognicion del significado de este enfoque. Otro aspecto sefialado tiene relacion con ver la
modelizacién como un objetivo educativo 0 como un medio para motivar y apoyar el aprendizaje
de los estudiantes. Esto debe equilibrase en la practica de la ensefianza de los modelos

matematicos, pues el profesor debe saber cuando debe intervenir para apoyar a sus estudiantes y
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cuando no, para lograr la meta de aprendizaje. Ya que deben ser responsables de la mayoria de
las decisiones, pero también deben ser “las correctas” (o al menos factibles) para llevar a cabo la

modelizacién en forma efectiva.

A modo de resumen, los estudios relativos a la modelizacion como herramienta para el

desarrollo profesional detallan:

e La experiencia acerca del conocimiento profesional de los futuros profesores de
matematicas sobre la modelizacion. Donde se sefiala que para desarrollar una comprension
integral de la modelizacion y su valor pedagdgico, los futuros docentes necesitan
conocimientos y competencias matematicas, conocimiento didactico del contenido y
conocimiento pedagdgico general (Kaiser et al., 2013).

e El disefio y desarrollo de cursos de modelizacion para profesores en formacion, en los que
reportan limitaciones y mejoria en el conocimiento del profesor en formacion al participar
en el curso (Sevinc y Galindo, 2022).

e Planteamiento de programas de desarrollo profesional sobre la modelizacion para
profesores en servicio (Blomhgj y Kjeldsen, 2006; MaaR y Gurlitt, 2011; Tan y Ang, 2016).
Obteniendo resultados como un efecto positivo en el conocimiento del contenido
pedagdgico, la autoeficacia de los docentes y un alto grado de satisfaccion en su desarrollo
profesional. Ademas, de propuestas de solucion a dilemas en torno a la ensefianza de

modelos matematicos que puede seguir el profesor.
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3. CONOCIMIENTO DEL PROFESOR DESDE UNA
PERSPECTIVA DE LOS PROCESOS: EL CASO DE LA
MODELIZACION MATEMATICA

El conocimiento del profesor es uno de los elementos centrales de su competencia profesional
(Schoenfeld y Kilpatrick, 2008) y tiene un efecto en el aprendizaje de los estudiantes (Blémeke
et al., 2022). Por ello en este apartado presentamos una sintesis realizada de distintos modelos
del conocimiento del profesor desde una perspectiva de los procesos. Asumiendo que los
contenidos matematicos escolares se componen tanto de conceptos como de procesos,
consideramos que los profesores deben tener conocimiento de ambos. Siguiendo lo anterior, este
capitulo fue dividido en cinco apartados. En primer lugar, presentamos los referentes tedricos
relacionados con la modelizacion matematica que han surgido en los ultimos afios. En segundo
lugar, exhibimos el modelo de la competencia profesional para la ensefianza de la modelizacion
propuesto por Wess et al. (2021). Destacamos como tercer lugar, el aporte del modelo del
conocimiento del profesor para la resolucion de problemas (CPRP) propuesto por Pifieiro et al.
(2019), dado que el proceso de resolucion de problemas esta relacionado con los modelos
matematicos. Exponemos en cuarto lugar el conocimiento sobre la modelizacion matematica
donde ubicamos la nocion de modelo, la nocién de modelo matematico y la nocion de
modelizacién. Como quinto lugar y finalizando el apartado, ubicamos el conocimiento didactico
sobre la modelizacion matematica, desde el modelo de competencias necesarias en la ensefianza
de la modelizacion matematica propuesto por Borromeo Ferri y Blum (2010) y desarrollado en
Borromeo Ferri (2014).
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1. ENFOQUES TEORICOS DE LA MODELIZACION MATEMATICA

Dado que la modelizacion matematica no es un enfoque nuevo y ha sido ampliamente
desarrollado desde multiples perspectivas tedricas durante las ultimas décadas, en la que

siguiente figura mostramos sucintamente cada una de ellas.

Figura 1

Esquema de la teoria de Modelizacion Matematica
Modelizacion aplicada o realista

Modelizacion educativa

Conceptos
delizacié Basicos L . ;
Modelizacion Modelizacion cognitivo y afectivo
Matematica
Enfoques

Modelizacion epistemolégica
o tedrica

Modelizacién desde una vision
sociocritica

Modelizacién Contextual

Borromeo Ferri (2018) detalla los objetivos y justificaciones de la inclusion de la
modelizacion en la ensefianza de la matemética en forma continua expuestos por Blum (2011).
Cuatro justificaciones muestran la importancia de modelizar para aprender u obtener una
comprension més profunda del contenido matematico, ademas de hacer una contribucién a la
educacion general:

1. La justificacion pragmaética incluye ordenar, comprender y dominar situaciones del mundo
real, lo que significa trabajar en aplicaciones y modelar ejemplos explicita y continuamente;

2. La justificacion formativa significa mejorar las competencias participando en actividades
de modelado;

3. La justificacion cultural es centrada en los aportes que el mundo real puede hacer para
proporcionar una imagen mas amplia de las matematicas;

4. La justificacion psicoldgica significa que los ejemplos del mundo real deben hacer una
contribucion a aumentar el interés de los estudiantes por las matematicas, para motivarlos o
ayudarlos a comprender mejor el contenido matematico. (p. 18)
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En consecuencia, en las ultimas décadas, la investigacion de la modelizacién matematica ha
sufrido un incremento, dando como resultado el surgimiento de multiples posturas tedricas sobre
el proceso (Kaiser y Sriraman, 2006). Durante varios congresos realizados por el grupo
Modelizacion Matemético y Aplicaciones, dichas posturas han sufrido varias modificaciones y
ademas, han servido como perspectivas de investigacion, ya que ayudan a comprender y analizar
los problemas del proceso de modelizacién en profundidad, como planificacion e instruccion en
las clases de modelizacion (Borromeo Ferri, 2018). Aunque difieren en el significado de
modelizacién matematica, convergen en el objetivo del proceso al construir y desarrollar un
modelo matematico de una determinada situacion real (Arleback y Doerr, 2020). Es decir,
enfatiza en la relacién entre la modelizacion y la realidad del mundo real que nos rodea. Algunas
de las posturas tedricas son las siguientes: Modelizacion aplicada o realista (Haines y Crouch,
2005), Modelizacion educativa (Blum y LeiR, 2006; Niss et al., 2007), Modelizacion cognitivo y
afectivo (Borromeo Ferri, 2006), Modelizacién epistemoldgica o tedrica (Chevallard, 1989),
Modelizacién desde una visién sociocritica (Biembengut y Hein, 2002; Rosa y Orey, 2018) y la

perspectiva de Modelizacion contextual (Lesh y Doerr, 2003).

1.1 MODELIZACION APLICADA O REALISTA

Desde una perspectiva pragmatica (Pollak, 1969) es planteada la resolucion de problemas de
modelizacién con el objetivo de mostrar la utilidad de la matematica, al mismo tiempo que es
desarrollada la competencia de modelizacion (Kaiser y Sriraman, 2006). Este enfoque es muy
utilizado en matematica aplicada, a través de la resolucion de problemas auténticos de la
industria y la ciencia, no como desarrollo de la teoria matematica (Haines y Crouch, 2005). Asi
la modelizacion no se visualiza como un proceso aislado, sino en forma conjunta como se da en
la vida real (Kaiser y Sriraman, 2006). Por tanto, su objetivo es invertir tiempo en la
implementacion de problemas de modelizacion, con el fin de promover la competencia de
modelizacion a largo plazo, siendo una forma de incentivar el aprendizaje de la matematica
(Borromeo Ferri, 2018).

En este enfoque los problemas reales son muy complejos en comparacion con aquellos que se
aplican durante las lecciones normales de matematicas. Por ello, este tipo de actividades son

recomendadas para estudiantes de afios superiores de secundaria y, en general, se utilizan para el
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trabajo de proyectos, concursos o jornadas de modelizacién como Modeling Days o Modeling

weeks, es decir son eventos de varios dias donde son resueltos.

1.2 MODELIZACION EDUCATIVA

Este enfoque es una continuacion de la ciencia-humanistica donde el mundo real, sus
ejemplos e interrelaciones con la matematica, constituyen el foco principal para la estructuracion
de la ensefianza y el aprendizaje (Kaiser y Sriraman, 2006). Su propoésito incluye metas
relacionadas con el proceso y el contenido, desde dos tipos de modelizacion: didactica y
conceptual (Greefrath y Vorholter, 2016). EI primer tipo, la modelizacion didactica, trabaja en
estructurar procesos de aprendizaje para las tareas, es decir estd completamente incorporado en la
ensefianza de la matematica (Borromeo Ferri, 2018; Greefrath y Vorhdlter, 2016). Incluye
“fomentar el proceso de aprendizaje de la modelizacion y, por otro lado, tratar con ejemplos para
introducir y practicar nuevos métodos matematicos” (Greefrath y Vorholter, 2016, p. 17). Los
mismos autores, aclaran que la intencién de la modelizacién conceptual es “mejorar el desarrollo
de los estudiantes y la comprension de la terminologia dentro de las matematicas y con respecto
al proceso de modelizacion” (Greefrath y Vorholter, 2016, p. 17). Es decir, concentrarse en
insertar y fortalecer un concepto matematico en el proceso de modelizacion (Borromeo Ferri,
2018; Erbas et al., 2014).

Ademas, esto incorpora ensefiar la metacognicion del ciclo de modelizacion, evaluar la
idoneidad de los modelos (Greefrath y Vorholter, 2016), conceptualizar términos como modelo
real, modelo matematico o validacion como etapa del ciclo de modelizacion (Borromeo Ferri,
2018), entre otros. Los problemas utilizados son creados para la ensefianza de la matematica, por
tanto, son mas sencillos y simplificados (Greefrath y Vorholter, 2016). Por lo que, la
modelizacion es considerada como medio para la ensefianza de las matematicas (Erbas et al.,
2014).

Para Blum y Leifl (2007) “las habilidades de modelizacion es la capacidad para realizar
adecuadamente los pasos necesarios en el proceso de retroceso y avance entre la realidad y la
matematica, asi como analizar y evaluar modelos al compararlos” (p. 223). Para ello, dentro de la

modelizacion educativa podemos incluir el enfoque desarrollado por Blum (1985), el cual ha
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sufrido modificaciones constantes desde su origen. Desde una perspectiva cognitiva, Blum vy

LeiR (2007) proponen el ciclo del proceso de modelizacidn que se presenta en la figura 2.

Figura 2

Ciclo de modelizacién desde la perspectiva modelizacion educativa
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Fuente: Traduccion de Blum y Leil3 (2007, p. 225).

El ciclo de modelizacion de Blum y Leill (2007) (Figura 2) describe los subprocesos de la
modelizacién de forma mas precisa y detallada, siendo la capacidad de realizar dichos
subprocesos como una competencia de modelizacion en forma parcial (Kaiser y Brand, 2015;
Maal, 2006). En la tabla 1, mostramos las caracteristicas de estas competencias parciales o

subcompetencias.

Tabla 1
Competencias parciales de modelizacion
Competencia Descripcion

Construyendo Los estudiantes construyen su propio modelo mental a partir de un
problema dado, y asi formulan una compresion de su problema.

Simplificando Los estudiantes identifican informacién relevante e irrelevante de un
problema real.

Matematizando Los estudiantes traducen y simplifican la informacién relevante en

modelos matematicos como, por ejemplo, términos, ecuaciones, figuras,
diagramas y funciones.

Trabajando Los estudiantes trabajan con métodos matematicos en el modelo
matematicamente  matematico y obtienen soluciones matematicas.
Interpretando Los estudiantes relacionan los resultados obtenidos de la manipulacion

dentro del modelo la situacion real y asi obtienen resultados reales.
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Tabla 1l

Competencias parciales de modelizacion

Competencia Descripcion
Validando Los estudiantes juzgan los resultados reales en términos de plausibilidad.
Exponiendo Los estudiantes relacionan los resultados obtenidos en el modelo

situacional con los resultados reales situacion, y asi obtiene una
respuesta del problema.
Fuente: Greefrath y Vorhdlter (2016, p. 19).
Por otra parte, diversas investigaciones destacan que la tecnologia es una herramienta efectiva

al desarrollar las etapas del ciclo de modelizacion (Greefrath, 2020). Por ejemplo, juzgar los
resultados reales en términos de las condiciones del problema. La manipulacion del modelo vy el
calculo de los resultados matematicos es mas facil, preciso y requiere menos tiempo, por
ejemplo, una funcion en Célculo o una esfera en Geometria Dinamica (Greefrath, 2020; Porras y
Arroyo, 2019). Asi, en el ciclo de modelizacion matematica evoluciona a uno mas amplio, donde
tomamos en cuenta la tecnologia (Greefrath, 2020, p. 43). En la figura 3 presentamos el ciclo de

modelizacién usando tecnologia.

Figura 3

Ciclo de modelizacién al usar tecnologia
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Fuente: Traduccion de Greefrath y Vorholter (2016, p. 23).

En cuanto al proceso de modelizacion y su relacion con la invencién o planteamiento de
problemas hemos encontrado un ciclo de modelizacion que expone dicha relacion, el cual parte
del modelo propuesto por Blum y Leifl (2007). Dado que su interés es la ensefianza y el
aprendizaje, es imprescindible que este centrado en la cognicion de los individuos que participan
en este proceso. Ante esto, Galbraith y Stillman (2006) proponen un ciclo de modelizacion para
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capturar lo que sucede en la mente de los individuos a medida que resuelven problemas de

modelizacion.

En la figura 4 se muestra dicho ciclo, las letras A-G representan las etapas del proceso de
modelizacién, y las flechas gruesas en negrita son las transiciones entre las etapas, que describen
el proceso de modelizacion en sentido de las agujas del reloj. EI proceso termina en la creacién
del reporte final, etapa G, al obtener con éxito el resultado de la modelizacion, sino de lo contario
debemos realizar un ciclo adicional. Al comparar este ciclo con el propuesto por Blum y Leil}
(2007), en este dltimo las etapas A-B son involucradas en una etapa posterior, es decir en el
modelo de la situacion, dicha diferencia no es realizada en el ciclo de Galbraith y Stillman
(2006). Los mismos autores brindan una serie de actividades cognitivas que describen lo que
sucede cuando los resolutores logran una transicion exitosa (0 no) que permite (o no) el paso a la
etapa siguiente en especial interesa la identificacion de blogueos que impiden el progreso
(Galbraith y Stillman, 2006).

Figura 4

Proceso de modelizacion desde la cognicion de los individuos
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Fuente: Traduccion de Galbraith y Stillman (2006, p. 144).

La estructura restante incluida en la figura 4 consta de flechas tenues en sentido contrario de
las agujas del reloj, esto enfatiza que el proceso de modelizacién esta lejos de ser lineal, o
unidireccional, donde la actividad metacognitiva es involucrada en todas las etapas del proceso
(Galbraith y Stillman, 2006). La evaluacion, segun las actividades cognitivas de la etapa E se

realizara en todas las etapas, por ejemplo:
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La transicion A— B, se refiere a lo desordenado contexto de un problema ayudara a
construccion de un enunciado factible del problema; dentro de la transicion B — C
referencia hacia atras y adelante con el enunciado del problema del mundo real es esencial
en el disefio de un modelo matematico que captura sus caracteristicas necesarias; dentro de
transicion C —D comprobacion de las soluciones matematicas en términos del tipo de
resultado esperado del modelo es importante en el seguimiento de la correcciéon del
procesamiento matematico - y asi para las otras transiciones. (Galbraith y Stillman, 2006,

p. 144)

Por tanto, Galbraith y Stillman (2006) proponen una serie de transiciones en el proceso de

modelizacion: (a) de la situacion desordenada del mundo real a la declaracion del problema del

mundo real, (b) de la declaracion de problemas del mundo real al modelo matematico, (c) del

modelo matematico a la solucion matematica, (d) de la solucion matematica al significado de la

solucion en el mundo real y (e) desde el significado de la soluciéon en el mundo real hasta la

revision del modelo o la solucion de aceptacion (p. 144).

1.3 MODELIZACION COGNITIVAY AFECTIVA (COMO METAPERSPECTIVA)

El enfoque de modelizacion cognitivo y afectivo es considerado como una nueva perspectiva

llamada metaperspectiva, porque “no es un enfoque normativo conectado a los objetivos de

ensefianza de la modelizacion en las instituciones educativas, por el contrario, parte de una

posicion mas descriptiva” (Kaiser y Sriraman, 2006, p. 307).

Figura 5

Ciclo de modelizacién desde la perspectiva cognitiva y afectiva
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resultados resultados
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1. Comprendiendo la tarea
2. Simplificando/
estructurando la tarea; el
uso/necesidad de (EMK)
depende de la tarea

3. Matematizando; EMK es
muy necesario aqui

4. Trabajando
mathematicamente, usando
competencias matematicas
individuales

5. Interpretando

6. Validando

Fuente: Traduccion de Borromeo Ferri (2018, p. 15).
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Sigue el objetivo de estudiar los procesos de modelizacidn en diferentes tipos de situaciones,
distintos niveles de autenticidad o complejidad matematica (Kaiser y Sriraman, 2006). Los
trabajos de Blum y Lei (2006), Borromeo Ferri (2006) estan centrados en el proceso cognitivo
de los individuos durante la modelizacion. Un ejemplo, es el estudio de Borromeo Ferri (2006)
que analiza las rutas o caminos de pensamiento utilizados por los individuos durante su trabajo

de modelizacion matematica, como se muestra en la figura 5.

Este ciclo de modelizacién se desarrolla en una serie de transiciones o etapas del ciclo de
modelizacién de Borromeo Ferri (2006):

Etapa 1: de la situacion real a la representacion mental de la situacion (MRS).
Entendiendo la situacién real como la situacion presentada en el marco de un problema. En
esta transicion el individuo comienza a entender el problema y realiza una reconstruccion
mental de la situacién dada en el problema a un nivel implicito y mayormente inconsciente
para el individuo. Incluso si el individuo no comprende el problema, puede seguir trabajando
en la tarea. La representacion mental de la situacion (MRS) puede ser muy diferente entre
cada uno de los individuos, esto depende del estilo de pensamiento matematico de cada uno.
Al diferenciar entre la situacion real y la MRS hay que tomar en cuenta dos aspectos muy
relevantes: 1) simplificaciones inconscientes de la tarea y al conectarse, con 2) las
preferencias del individuo, como abordar el problema en la proxima etapa de modelizacion.
Etapa 2: de la representacion mental de la situacion (MRS) al modelo real. En esta etapa
ocurre una idealizaciéon y simplificacion de la representacion mental mas consciente del
individuo. Debido a que durante la MRS el individuo toma decisiones, lo que influye en la
forma de “filtrar” la informacion del problema. Es decir, seglin sea el problema planteado, asi
sera el uso de conocimiento extramatematico que demandara. Por tanto, el modelo real se
basa principalmente en un nivel interno del individuo. Lo que significa que representaciones
externas como por ejemplo bocetos o formulas, pueden representarse como un modelo real.
Esto depende de las declaraciones verbales de los individuos al hacer una representacion
externa.
Etapa 3: del modelo real al modelo matematico. En esta etapa el individuo realiza un
progreso en la matematizacion. Ademas, hay una demanda del conocimiento extramatematico

que debe poseer el individuo para lograr construir el modelo matematico, por lo que

53



completamos la transicion a la matematica. Aqui hay un uso de distintos tipos de
representaciones externas, como bocetos o formulas; donde las declaraciones verbales de los
individuos estdn méas en un nivel matematico, menos en un nivel de la realidad.

Etapa 4: del modelo matematico a los resultados matematicos. Aqui los individuos usan
sus competencias matematicas para obtener los resultados al resolver el modelo matematico.
Etapa 5: de los resultados matematicos a los resultados reales. La mayoria de las personas
anotan sus resultados, que obtienen sobre la base del modelo matemaético. La interpretacion de
los resultados tiene lugar en esta transicion. Ademas, esta etapa, que es importante, a menudo
no hay conciencia por parte los individuos.

Etapa 6: de los resultados reales a representacion mental de la situacion (MRS). En esta
transicion se discute si los resultados matematicos obtenidos pueden ser o no resultados
reales. Es decir, el proceso validacion es donde los individuos piensan en la correspondencia
de sus resultados reales y su MRS. La validacidn puede realizarse de dos formas diferentes:

intuitiva (mas inconsciente) o basada en el conocimiento (mas consiente).

Ambos tipos de validaciones estan conectados con sus reflexiones anteriores que realiza en
forma individual. La razén por la que la mayoria de las personas no validan, se debe a que
realizan una validacion matematica interna, es decir para ellos el proceso de validar se reduce a
solamente calcular el modelo matemético. No relacionan los resultados con la situacion real y el
papel que juegan estos en la realidad. Esto brinda informacion empirica del pensamiento del

individuo sobre lo que esté sucediendo desde una perspectiva cognitiva.

1.4 MODELIZACION EPISTEMOLOGICA O TEORICA

El origen de la teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) esta ligado a la teoria de la
transposicion didactica (Chevallard, 1989) y estd basada en los objetivos de desarrollo y
fundamentacidn desde la epistemologia romana (Kaiser y Sriraman, 2006; Rey, 2016). La Teoria
Antropoldgica de lo Didactico (TAD) propone que toda actividad humana puede ser estudiada
por medio de praxeologias desde dos visiones, la primera corresponde a la praxis, concretamente
saber hacer o la parte practica, compuesto por las tareas y las técnicas 0 maneras de resolver

dichas tareas. En la segunda vision, logos, corresponde al saber o la parte teérica, conformando
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la tecnologia “como el discurso que explica, produce y justifica las técnicas y la teoria, como el

discurso mas general que explica, produce y justifica las tecnologias” (Rey, 2016, p. 10).

En ella es plantcada “la existencia de fendmenos didacticos ligados a la relatividad
institucional del conocimiento matematico” (Garcia et al., 2019, p. 77). Surgiendo asi la
necesidad de investigar tanto el saber matematico presente en el modelo epistemoldgico global,
como a nivel local presente en las instituciones que intervienen en los procesos de la
transposicion didactica (Garcia et al., 2019; Gascon, 2014). Para ello, han sido elaborados
modelos epistemoldgicos propios de la actividad matematica en general, asi como en el ambito
especifico. Denominados modelos epistemolégicos de referencia (MER), que siguen una éptica
de la actividad matematica determinada y clara desarrollada en una institucion, lo que permite la
identificacion de fenomenos didacticos. Para esto, se utilizan los recorridos de estudio e
investigacion (REI) que permiten desarrollar procesos de estudio escolares segun los postulados
de la TAD.

Desde los inicios de la TAD, se postula que la modelizaciébn matematica esta vinculada a
objetos intramatematicos y extramatematicos (Chevallard, 1989), por lo que “asumimos que
hacer matematicas consiste esencialmente en la actividad de producir, transformar, interpretar y
hacer evolucionar modelos matematicos para poder aportar respuestas a ciertas cuestiones

problematicas” (Florensa et al., 2020, p. 23).

Segun algunos autores (Chevallard, 1989; Florensa et al., 2020; Gascon, 1994) desde esta
perspectiva el proceso de modelizacion matematica es involucrado en una serie de estadios o
etapas, especificamente estas son:

1. Planteamos la situacion y problemaética inicial (extra-matematica o intramatematica) en
la cual construimos el sistema a modelizar y plantea las cuestiones generales que surgen
acerca del sistema sin respuesta inmediata.

2. Construimos un modelo matematico al definir el sistema a modelizar, identificando y
asignando variables que son consideradas pertinentes y estableciendo relaciones entre ellas.
3. Trabajamos con el modelo, lo cual puede requerir un trabajo manipulativo con el
modelo creado para refinar el modelo que es ajustado lo mejor posible al sistema e
interpretar este trabajo y los resultados dentro del sistema modelizado.

4. Aqui realizamos nuevas cuestiones, las cuales no hubieran podido ser planteadas con
anterioridad, cuya resolucién aumentara el conocimiento del sistema estudiado o puede
[levar a un nuevo proceso de modelizacion. (Florensa et al., 2020, p. 23)
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1.5 MODELIZACION DESDE UNA  VISION SOCIOCRITICA:
ETNOMODELIZACION

Desde la perspectiva sociocritica, las dimensiones socioculturales de las matematicas estan
intimamente relacionadas con la Ethomatematica (D’ Ambrosio, 1990), donde todos los grupos
culturales poseen un legado de conocimiento, conductas y reglas que desean preservar. Para esto
la transmision entre generaciones es fundamental y permite su continuidad. Para Biembengut y
Hein (2002) “ese conocimiento en gran parte es generado por las necesidades practicas de la
realidad” (p. 33), donde el individuo enfrenta situaciones o problemas que busca resolver. Por
otro lado, ninguna accion es aislada o sin significado. Toda accidn estd “insertada en un contexto
sociocultural, luego, sufre influencia de este, de la misma forma que tal accién también ejerce
una influencia en este contexto” (Biembengut y Hein, 2002, p. 36). Por ello, se usa la
representacion para generar un modelo matematico, y que estd condicionada a la experiencia
cultural del individuo. Por tanto, desde la perspectiva sociocritica, se enfatiza el papel de la
matematica en la sociedad y establece la necesidad de apoyar el pensamiento critico,
proponiendo el uso de la modelacion matematical como proceso trascendental (Kaiser y
Sriraman, 2006).

Asi, la vida real de distintas culturas puede ser representada mentalmente, a través de la
modelacion desde la etnomatematica (Biembengut y Hein, 2002; Rosa y Orey, 2018). Donde

la utilizacion de las ideas, procedimientos y practicas matematicas que estan presentes en
el dia a dia de tales miembros tiene por objetivo la ampliacion y el perfeccionamiento de su
conocimiento matematico, pues busca el fortalecimiento de la identidad cultural de los
individuos, como seres autbnomos y capaces. (Rosa y Orey, 2018, p. 21)

En este contexto, Rosa y Orey (2018) mencionan que ‘“sofisticadas ideas y practicas
matematicas, que incluyen principios geométricos en el trabajo artesanal, conceptos
arquitectonicos y précticas, son encontrados en actividades y artefactos de muchas culturas
locales y globales” (p. 19). Por ejemplo, relaciones numéricas en la medicion, el célculo, los
juegos, la adivinacién, la navegacion, la astronomia, en fin, en una amplia variedad de
situaciones donde utilizamos conocimientos matematicos locales de grupos culturales distintos.

Por ello,

1 Segun Bassanezi y Biembergut (1997) el término de Modelacion surge al unir la Modelizacion
+ Educacion.
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conocer, entender y explicar un modelo 0 aun como determinadas personas 0 grupos
sociales utilizaron o lo utilizan, puede ser significativo, principalmente, porque ofrece una
oportunidad de “penetrar en el pensamiento” de una cultura y obtener una mejor
comprension de sus valores..., entre otros. (Biembengut y Hein, 2002, p. 34)

En la modelacion matematica, el objetivo principal es matematizar la realidad, a través de la
traduccién de hechos o situaciones problema al lenguaje matematico, lo que permite iniciar la
accion pedagogica del programa etnomatematicas por medio de la etnomodelacion. Esta
propuesta permite que los estudiantes visualicen la matematica en las practicas cotidianas por
medio de situaciones didacticas innovadoras al mismo tiempo que contemplan diferentes
realidades socioculturales y fomentan la conexidn de las practicas matematicas presentes en la
comunidad con los contenidos matematicos propuestos en el curriculo y ensefiados en las aulas
(Bassanezi, 2002; Biembengut y Hein, 2002; Rosa y Orey, 2018). Por ello, es necesario
comenzar con el contexto social, la realidad y los intereses de los estudiantes, pues esto permite
trabajar con situaciones auténticas y problemas de la vida real (Rosa y Orey, 2010). Al mismo
tiempo “valorando y respetando las expresiones de la cultura social que heredada y las que estan

en el porvenir” (Biembengut y Hein, 2002, p. 37).

1.6 MODELIZACION CONTEXTUAL

Desde el punto de vista de la resolucion de problemas, surge la modelizacion contextual
(Kaiser y Sriraman, 2006), la cual tiene una larga tradicién, especialmente en el ambito
estadounidense. Partiendo de los aportes de Piaget y Vygotsky a la teoria constructivista del
aprendizaje, esta perspectiva es basada en premisas como:

e los sistemas conceptuales son construcciones humanas, Yy que también son
fundamentalmente sociales en la naturaleza.

¢ los significados de estos constructos tienden a ser distribuidos en una variedad de medios
de representacion que van desde lenguaje verbal, lenguaje escrito, a diagramas y graficos,
modelos concretos, experiencias metaforas.

¢ el conocimiento es organizado en torno a la experiencia al menos tanto como en torno a las
abstracciones, y que las formas de pensar son necesarias para dar sentido a la toma de
decisiones en situaciones complejas, casi siempre debe integrar ideas de méas de una
disciplina, o area temética del libro de texto, o gran teoria.

e los "mundos de experiencia" que los humanos necesitan comprender y explicar no son
estaticos. Son en gran parte, productos de creatividad humana. Entonces, estan cambiando
continuamente y también las necesidades de conocimiento de los humanos que los crearon.
(Kaiser y Sriraman, 2006, p. 306)
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Basandose en la modelizacién contextual, surge la perspectiva de Modelos y Modelizacién
(Lesh y Doerr, 2003) que concibe la construccion de modelos matematicos desde el punto de
vista de la psicologia, donde el desarrollo de las tareas debe motivar y naturalmente permitir que
los estudiantes desarrollen las matematicas necesarias para dar sentido a tales situaciones (Kaiser
y Sriraman, 2006). Asimismo, desde esta perspectiva la modelizacion matematica la
relacionamos con la resoluciéon de problemas, donde los estudiantes dan sentido a situaciones
significativas e inventan, amplian y perfeccionan sus propios constructos matematicos. En otras
palabras, mientras el objetivo tradicional de la resolucién de problemas es procesar informacion
con un procedimiento dado, la modelizacidn matematica provoca el proceso dentro de si mismo
como una herramienta. Esto permite que los estudiantes tomen su modelo matematico obtenido a
través de la resolucion del problema original y lo extiendan o apliquen a nuevas situaciones
problema (Kaiser y Sriraman, 2006; Lesh y Doerr, 2003). En consecuencia, en este enfoque
considera a la modelizacién como un medio para la ensefianza de las matematicas, dado que
concibe como un vehiculo para apoyar los esfuerzos de los estudiantes, en la creaciéon y
desarrollo de modelos al construir su conocimiento matematico (Erbas et al., 2014). En la figura
6 presentamos un esquema de las etapas del ciclo de modelizacion del enfoque tedrico que

tratamos en este apartado.

Figura 6
Ciclo de modelizacion desde la perspectiva contextual
Descripcion
Mundo Real Modelo

Manlpulacmn!

Prediccion

Fuente: Traduccion de Lesh y Doerr (2003, p. 17).

Ademaés, se concibe el ciclo de modelizacion en cuatro etapas, en las cuales observamos el
desarrollo de la construccion del pensamiento del estudiante. Especificamente estas etapas son
denominadas: descripcion, manipulacion, prediccion y validacién. En la primera etapa, el

estudiante identifica, selecciona y ordena la informacion relevante del problema. Para la etapa de
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manipulacion, el estudiante crea un modelo matematico y lo resuelve, utilizando para estos
conocimientos previos. En la siguiente etapa prediccion, realizamos interpretaciones de los
resultados de la etapa anterior, tomado en cuenta para esto los datos que proporciona la situacion
problema. Por ultimo, en la validacion realizamos una evaluacion de las soluciones del problema,
efectuamos una retrospeccion de los procesos matematicos realizados y juzgamos la utilidad de

la solucion del problema matematico.

En esta perspectiva de modelizacion, el disefio de tareas consiste en proponer y resolver
problemas, donde la matematica es visualizada como herramienta para dar sentido en el mundo
real (Arleback y Doerr, 2020) y dejando de lado la memorizacion de procedimientos rutinarios.
El resultado final serd la construccion de estructuras de pensamiento del estudiante, mas
poderosas, significativas, flexibles y reutilizables en situaciones similares (Porras y Fonseca,
2015). Aqui los modelos matematicos son concebidos como estructuras conceptuales
representadas por medio de ‘“elementos, relaciones, operaciones y reglas que gobiernan las
interacciones, son expresadas en forma de notacion externa y que utilizan para construir,
describir o explicar los comportamientos de otros sistemas” (Lesh y Doerr, 2003, p. 10).
También esperamos que trabajen creando modelos compartibles y reutilizables, al fomentar la
interaccion entre los estudiantes. Por lo tanto, el aspecto social del aprendizaje es otro elemento
relevante de este enfoque (Erbas et al., 2014).

Las actividades provocadoras de modelos o0 Model-Eliciting Activities (MEAS) deben cumplir
con una serie de principios de construccion —significado personal, construccion del modelo,
autoevaluacion, documentacion, prototipo simple y generalizacion del modelo— que las
diferencian de actividades tradicionales, los cuales son los siguientes:

1. Principio de significado personal: consiste en proponer situaciones del contexto real del
estudiante, es decir, basadas en situaciones de la vida real del que aprende.

2. Principio de construccion del modelo: tiene como propdsito principal proponer actividades
que permitan generar la necesidad de construir, modificar, extender o refinar un modelo
matematico como herramienta para resolver el problema propuesto.

3. Principio de auto-evaluacion: la actividad debe poseer criterios claros de evaluacion donde
el estudiante sea capaz de juzgar la utilidad y el progreso de las interpretaciones preliminares.

4. Principio de documentacion: debe tener directrices que ayuden al estudiante a documentar
las construcciones que desarrolla, que permitan plasmar explicitamente las representaciones
internas obtenidas por el estudiante durante la resolucién del problema.

5. Principio de prototipo simple: hay que motivar al estudiante a formular o pensar en
situaciones similares, donde la solucion propuesta del problema sirva también para
resolverlas.
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6. Principio de generalizacion del modelo: la idea es proponer al estudiante otras soluciones
del problema, es decir debe ser desafiado a ir mas alla de producir una sola solucioén, sino que
sea capaz de producir otras maneras de pensar reutilizables. (Lesh et al., 2003)

Las actividades provocadoras de modelos o Model-Eliciting Activities (MEASs) forman parte
de una secuencia de actividades para ensefiar bajo el proceso de modelizacion matematica.
Constituye el primer tipo de actividad de la secuencia que debemos aplicar, su objetivo principal
es provocar la construccion del modelo matematico de la situacion problema. Luego, es seguida
por la aplicacion de una o varias actividades de exploracion de modelos 0 Model-Exploration
activities (MXAs), sigue el proposito de profundizar la estructura del modelo obtenido,
fortaleciéndolo a través de distintos sistemas de representacion y su comprension sobre las
formas de usar e interpretar las representaciones. Por ultimo, el tercer tipo de actividad es la de
aplicacion de modelos o Model-Adaption activities (MAAS). La cual involucran a los estudiantes
en la aplicacion de su modelo a nuevas situaciones, o que a menudo resulta en mas adaptaciones
a sus modelos (Arleback y Doerr, 2020). En la figura 7 mostramos la secuencia de actividades

de modelizacién explicada anteriormente.

Figura7

Secuencia de actividades de desarrollo de modelos (MDS)

Actividades
Exploracion de
modelos (MXAs)

Actividades de
Aplicacion de

modelos (MAAs)

Fuente: Traduccion de Arleback y Doerr (2020, p. 7).

Segun Lesh et al. (2003), los tipos de actividades anteriores no deben usarse como actividades
aisladas de resolucion de problemas. Deben utilizarse en el desarrollo de la secuencia de
actividades de modelizacion, donde las actividades de calentamiento y seguimiento también
juegan un rol relevante (Erbas et al.,, 2014). Coincidiendo en visualizar “la modelizacion
matematica como una forma de resolucion de problemas de la vida real, pero no es una forma
cualquiera, sino que conlleva la consideracion del problema como un todo” (Castro y Castro,

1997, p. 110), donde la resolucién de problemas es un proceso, una herramienta dentro de la
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modelizaciéon y no como un producto acabado, es decir “esta matematizacion escolar no busca
dar un modelo final y acabar la accion alli. Trata de la creacidn y uso sucesivo de modelos que se

refinan, adectian y amplian su rango de accion” (MEP, 2012, p. 31).

Finalmente, aunque cada uno de los enfoques tedricos de la modelizacion son interesantes por
si mismos, para esta investigacion hemos escogido el enfoque de la perspectiva contextual y la
perspectiva cognitiva y afectiva, debido a que se relacionan con aspectos necesarios para
construccion de los modelos matematicos, como lo es el uso de las representaciones segun los
estilos de pensamiento de los estudiantes al seleccionar las estrategias de resolucion del

problema propuesto, entre otros.

2. MODELO DE LA COMPETENCIA PROFESIONAL PARA LA
ENSENANZA DE LA MODELIZACION

Para lograr en forma eficaz la competencia de la modelizacidn en los estudiantes, es requerido
que los profesores posean competencias especificas sobre este campo (Blum, 2015; Wess et al.,
2021). Wess et al. (2021) adapta el modelo del conocimiento del profesor COACTIV (Baumert y
Kunter, 2013), para estudiar la competencia profesional de la modelizacion matematica. Dado
que este modelo relaciona el conocimiento docente y la competencia profesional, entendiendo
este Gltimo término como una disposicion a logros cognitivos que son adquiridos por aprendizaje
y cuya necesidad es la demandada en dominios especificos (Baumert y Kunter, 2013). Wess et al.
(2021) afirman que, dentro de las competencias del profesor necesarias para ensefiar la
modelizacién encontramos las creencias-valores-metas, orientaciones motivacionales y el
conocimiento del contenido pedagogico, como parte del saber profesional. A continuacion,

detallamos el dominio de conocimiento profesional involucrados en la modelizacion.

En la propuesta Wess et al. (2021) se considera que el conocimiento del contenido pedagdgico
especifico de la modelizacion utiliza las cuatro dimensiones de competencia propuestas por
Borromeo Ferri y Blum (2010) para el desarrollo de las competencias de modelizacién en los
estudiantes. En la figura 8, mostramos estas facetas de competencia que son desarrolladas con

aspectos seleccionados de las dimensiones de la competencia.
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Figura 8

Conocimiento del contenido pedagdgico especifico de la modelizacion
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Fuente: Traduccion de Wess et al. (2021, p. 252).

Concretamente estas son: la dimension tedrica, la dimension tarea, la dimension instruccion y
la dimension diagnostica. Dichas dimensiones son establecidas junto con conocimientos y
habilidades, que se “relacionan tanto con aspectos declarativos como procedimentales del
conocimiento de los profesores en formacion” (Wess et al., 2021, p. 252). Ademas, desde la
perspectiva tedrica del modelo COACTIV (Baumert y Kunter, 2013), el conocimiento del
contenido pedagdgico especifico de la modelizacién es establecido en los subdominios:
conocimiento sobre intervenciones, conocimiento sobre procesos de modelizacidn, conocimiento
sobre tareas de modelizacion y el conocimiento sobre objetivos y perspectivas de la
modelizacion matematica.

Finalmente, destacamos que el modelo de la competencia profesional para la ensefianza de la
modelizacion de Wess et al. (2021) no hace alusion al conocimiento propiamente de la

modelizacidn sino a aspectos didacticos del mismo proceso.
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3. CONOCIMIENTO DEL PROFESOR PARA LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS (CPRP)

Diversas investigaciones han hecho notar que los modelos del conocimiento del profesor y
mas utilizados por la comunidad de educacion matemaética presentan limitaciones al caracterizar
el conocimiento del profesor sobre procesos como la resolucion de problemas, por ejemplo,
Pifieiro et al. (2019). Como alternativa, estos autores proponen una serie de componentes del
conocimiento profesional sobre la resolucién de problemas del profesor de educacion primaria, a
partir del modelo tedrico de Chapman (2015) y una revision de los curriculos de educacién

primaria (Pifieiro et al., 2022).

Figura 9

Modelo del conocimiento del profesor para la resolucion de problemas (CPRP)

/ [ CONOCIMIENTO PROFESIONAL PARA ENSENAR RESOLUCION DE PROBLEMAS ] \

CONOCIMIENTO DIDACTICO SOBRE ]

S
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Fuente: Tomada de Pifieiro (2019, p. 266).
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como que afectan el
resolutor proceso
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Como se observa en la figura 9, en este modelo, se diferencia entre: conocimiento del profesor
sobre resolucion de problemas y conocimiento pedagogico sobre resolucion de problemas. Cada

uno de estos con sub-componentes especificos.

3.1 COMPONENTES A CERCA DEL CONOCIMIENTO SOBRE LA
RESOLUCION DE PROBLEMAS

Aqui hacemos referencia al conocimiento o nociones tedricas de la resolucién de problemas y

contempla la caracterizacién del problema, el proceso de resolucién y la disposicion a resolverlo.

Caracterizacion del problema. Hace referencia a qué se entiende por problema en matematica.
Aqui debemos tomar en cuenta tres aspectos para hacer la seleccion del problema por parte del

profesor. En primer lugar, la necesidad de carecer de un conocimiento del procedimiento de

63



resolucion, en segundo lugar, la consideracidn del resolutor en que una tarea sea problema, y por

altimo, el tipo y sus caracteristicas de la tarea.

Resolucion de problemas. Etapas de resolucion y su caracterizacion, estrategias,
metacognicién y factores no cognitivos (afectos y creencias): El profesor debe conocer en la
practica las Etapas de resolucion de problemas y la flexibilidad para retroceder (cuando el
estudiante asi lo necesite) en ellas. Ademas, cuando los estudiantes elaboran un plan de
estrategias y debe tener conocimiento de cémo son, cuales son y como incentivar las estrategias
que utilizan y necesitan para resolver el problema. Este conocimiento debe tener un caracter
metacognitivo (es decir, donde el resolutor se autorregula, monitorea y controla los heuristicos y
los conocimientos, permitiendo que pueda tomar decisiones acertadas sobre lo que hace).
También, el profesor debe ser consciente que los factores no cognitivos, como las emociones,

actitudes y creencias juegan un papel determinante al resolver el problema.

Disposicion: Concretamente, cuando se esta al frente de una tarea que es realmente un problema,
el resolutor acepta involucrarse en el proceso de resolucién. Aqui, hacemos diferencia entre
disposicién y la motivacion, pues la primera tiene que ver con un acto de voluntad, es decir,

aceptar el desafio de resolver un problema y no tanto con la motivacion.

3.2 COMPONENTES DEL CONOCIMIENTO DIDACTICO SOBRE LA
RESOLUCION DE PROBLEMAS

Esta componente considera elementos relativos a los aspectos del aprendizaje y la ensefianza
de la resolucion de problemas y contempla al estudiante como resolutor, la resolucion de
problemas como tarea escolar, la influencia de los factores no cognitivos en la ensefianza de la
resolucién de problemas y la gestion de una clase en que se pretenda desarrollar la competencia

para resolver problemas de los estudiantes.

Estudiante como resolutor. Este aspecto corresponde a las caracteristicas de resolutores
exitosos, y las dificultades y errores que la literatura reporte. Este tipo de conocimiento permite
al profesor poner atencion en las fortalezas y debilidades de sus estudiantes. Como conocer la
capacidad de ellos al resolver problemas, comprender las dificultades e interpretarlas
adecuadamente desde la posicion de los estudiantes, las cualidades cognitivas y disposicion de
los estudiantes exitosos, entre otros (Pifieiro, 2019).

64



Resolucion de problemas como tarea escolar. En este aspecto convergen conocimientos
relativos a la seleccion de problemas, los diferentes modelos de resolucién y posibles estrategias
que pueden contribuir en la ensefianza y el rol pedagdgico de la invencién de problemas.
Concretamente, aqui ubicamos conocimientos sobre la tarea como problema y del proceso de
resolucion, es decir en términos de las posibles modelos de resolucion (etapas) y enfoques
(estrategias) que se podrian sugerir al resolutor. Asimismo, este conocimiento pedagdgico es
sobre caracteristicas de una tarea escolar, es decir como una actividad que provocara
aprendizajes. Ademas, se releva las posibilidades que provee la invencién de problemas al

aprendizaje,

Factores no cognitivos. Este aspecto trata sobre influencia mutua de creencias y concepciones y
que se produce entre resolutor y profesor. Este tipo de conocimiento es concerniente a la
interaccion entre el profesor y el estudiante en términos de los factores no cognitivos
(emociones, actitudes y creencias) de cada uno en torno a la resolucion de problemas. Por
ejemplo, la forma de actuar y creencias del profesor afectan el comportamiento de los estudiantes
y su forma de resolver problemas; asimismo como las oportunidades de aprendizaje que

proveera.

Gestion de la ensefianza de la resolucion de problemas. El Gltimo elemento es la gestion de la
resolucion de problemas en términos de los posibles enfoques o vias de acceso, y la gestion del
discurso, los atascos, la evaluacién y los recursos. EI conocimiento sobre los enfoques hace
referencias a la ensefianza para (aplicacion), sobre (heuristicos) y a través la resolucion. Cada
uno de estos enfoques genera diferentes gestiones relativas al discurso, los atascos, la evaluacién
y los recursos. La gestion discurso hace referencia a todas las acciones (verbales o no) que
devengan en una conduccion de la clase en la que los estudiantes participan, colaboran y hacen
una verdadera resolucion del problema. La gestién de los atascos alude a un conocimiento de
estrategias especificas de ensefianza para que el profesor pueda mediar en los procesos de
resolucion cuando los estudiantes se bloquean. La gestion de la evaluacidén corresponde al
conocimiento que permite establecer criterios e indicadores que promuevan aprendizajes y que
sean traducidos en instrumentos adecuados y variados. Finalmente, la gestién de los recursos se

relaciona con el uso de materiales, tanto manipulables como no (representaciones).
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Debido a que parte importante de este proceso investigativo es visualizar “la modelizacion
como una forma de resolucion de problemas de la vida real, pero no es una forma cualquiera,
sino que conlleva la consideracion del problema como un todo” (Castro y Castro, 1997, p. 110),
donde la resolucién de problemas es un proceso, una herramienta dentro de la modelizacion y no
como un producto acabado. Por ello, en el siguiente apartado discutimos aspectos del modelo
sobre el conocimiento del profesor para la resolucion de problemas de Pifieiro et al. (2019) que
nos serviran de fundamentacion en el estudio del conocimiento del profesor sobre la

modelizacion.

4. CONOCIMIENTO SOBRE LA MODELIZACION MATEMATICA

Borromeo Ferri (2018) sefiala que una ensefianza de calidad constituye el factor de impacto
principal en el aprendizaje de los estudiantes, en particular si hablamos de la modelizacion
matematica. Con respecto al conocimiento sobre la modelizacion como proceso, encontramos
que el profesor debe comprender nociones basicas como la de modelo, modelo matematico y

modelizacion matematica (Borromeo Ferri, 2018).

4.1 NOCION DE MODELO

En el lenguaje cotidiano existen muchas acepciones sobre la palabra modelo. Rico (2001)
sefiala distintos significados de la nocion de modelo como modulus (latin) que significa molde,
un arquetipo o punto de referencia para imitarlo o reproducirlo. El autor también considera que
un modelo es una persona o cosa por imitar 0 que debe imitar, por sus obras de ingenio y las
acciones morales que son indicadores de perfeccién. A la vez, menciona el significado de modus
como medida para medir algo. Ademas, el término modelo puede ser entendido como una cosa
que puede concebirse y construirse o realizarse para servir de modelo para hacer otras idénticas o
similares. Otro significado expuesto por el autor es percibir el modelo como una persona u objeto
que posa como modelo y que copia el artista, 0 una persona encargada de exhibir creaciones de
moda. De igual manera, lo comprendemos como un esquema teérico de un sistema o de una
realidad compleja. Por dltimo, es entendido como un esquema conceptual, susceptible de un
tratamiento matematico, que interpreta o predice el comportamiento de un sistema en el que es
desarrollado un fendmeno determinado. Asimismo, modelar es considerado como conformar,

constituir algo por procesos naturales, humanos, histéricos. Como dar forma artistica a una
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sustancia plastica, hacer que una persona adquiera o desarrolle una aptitud o su personalidad,
educar (Rico, 2001).

4.2 NOCION DE MODELO MATEMATICO

Otro nivel de reflexion que realiza Rico (2001) es el empleo técnico del término en otras
disciplinas, donde cada una hace un uso especifico del término modelo, pero mantiene el
significado original y lo dota de mayor precision (Rico, 2001). En particular, en educacion
matematica podemos encontrar un uso propio del concepto de modelo en relacion con los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Un ejemplo es en la educacion
matematica, los modelos son considerados como sistemas conceptuales expresados por medio de
sistemas de notacion externos, y que se utilizan para construir, describir o explicar los
comportamientos de otro (s) sistema (S) (Erbas et al., 2014; Lesh y Doerr, 2003). Asi el término
modelo matematico representa un objeto o hecho concreto de la realidad, expresado por
diferentes sistemas de representacion que ayudan a comunicar las variaciones individuales,
tendencias y detalles lo méas aproximados posibles a la realidad del fendmeno (Erbas et al.,
2014). Es decir, un intento de construir una analogia entre un sistema desconocido y un sistema
previamente conocido o familiar (Lehrer y Schauble, 2003), dandole sentido a la situacion real
través de la interpretacion utilizando modelos para ello (Erbas et al., 2014). Por lo que, un
modelo es “la expresion de las percepciones de la realidad, del deseo de la aplicacion, de la
representacion... que puede ser derivado de otro y servir como base para otros que vendran”
(Biembengut y Hein, 2002, pp. 28-29). En efecto, Montejo-Gamez et al. (2021) sefialan que, para
caracterizar un modelo matematico en un &mbito escolar, debemos contemplar la unién de tres
elementos que le dan forma, como el sistema real a modelar, su matematizacion y las
representaciones utilizadas para expresar ambos. Concretamente, para Biembengut y Hein
(2002), el modelo matematico es “un conjunto de simbolos y relaciones matematicas que
traducen, de alguna forma, un fenémeno en cuestion” (Biembengut y Hein, 2002, p. 28). Sin
embargo, si nos posicionamos en ambientes de educacion infantil o los primeros niveles de
educacion primaria, el término modelo matematico es usado con significado distinto debido a
que el “desarrollo cognitivo de los nifios determina su capacidad de abstraccion, ya que su
pensamiento es concreto y, en consecuencia, los modelos que pueden crear también son

concretos, por eso los llaman modelos concretos” (Alsina y Salgado, 2021, p.1722).
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4.3 NOCION DE MODELIZACION MATEMATICA

Modelizacién matematica es el proceso de construir, obtener y validar los modelos
matematicos, donde los sistemas conceptuales y modelos son utilizados para crear y desarrollar
modelos en nuevos contextos (Lesh y Doerr, 2003). En consecuencia, un modelo es un producto
y la modelizacion es el proceso de creacion de un modelo fisico, simbélico o abstracto de una
situacion (Kaiser y Sriraman, 2006). Otros autores lo consideran como un mecanismo donde los
procesos de abstraccién y generalizacién son utilizados con el proposito de transformar
situaciones de la realidad en problemas matematicos y en forma inversa, y donde las soluciones

deben ser descifradas en la misma realidad (Erbas et al., 2014).

Julie y Mudaly (2007) expresan que la modelizacion es clasificada como vehiculo para
desarrollar la matematica 0 como contenido si mismo. En el primer caso, la modelizacién como
vehiculo sigue el propdsito principal de representar la matemética en algin contexto, no en si el
desarrollo de la competencia de modelizacién. Es decir, usar “los contextos y los modelos
matematicos como un mecanismo para el aprendizaje de conceptos, procedimientos y, a veces,
desarrollar justificaciones basadas en el contexto para obtener conjeturas” (Julie y Mudaly, 2007,
p. 504). Para el segundo caso, la modelizacion como contenido parte de la situacion real para
construir el problema, involucra

la construccion de modelos matematicos de fendmenos naturales y sociales sin receta de
ciertos conceptos matematicos, los procedimientos o similares deben ser el resultado del
proceso de construccion del modelo. También implica el escrutinio, diseccion, critica,
ampliacién y adaptacion de los modelos existentes con vistas a llegar a comprender los
mecanismos subyacentes de la construccion de modelos matematicos y la valoracion y
evaluacion de los modelos matematicos construidos. (Julie y Mudaly, 2007, p. 504)

Similar a las clasificaciones de la modelizacién expuestas anteriormente, Erbas et al. (2014)
expone que la modelizacion es dividida como la modelizacion como propdsito de la ensefianza
de la matematica y modelizacion como medio para ensefiar matematica (Galbraith, 2012; Niss
et al., 2007). En la primera perspectiva, la modelizacién como proposito de la ensefianza de la
matematica, los conceptos y modelos matematicos son proporcionados previamente y mas tarde
estos conceptos 0 modelos prefabricados son aplicados a situaciones del mundo real (Niss et al.,
2007), es decir son considerados como objetos ya existentes (Gravemeijer, 2002). En la segunda
perspectiva, la modelizacion como medio, parte del supuesto subyacente de que los estudiantes

pueden aprender los conceptos matematicos fundamentales de manera significativa, a través del
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proceso de modelizacion en el que descubren intuitivamente conceptos matematicos al resolver

una situacion problema de la realidad (Lesh y Doerr, 2003).

5. CONOCIMIENTO DIDACTICO SOBRE LA MODELIZACION
MATEMATICA

En este trabajo, para fundamentar y comprender las estrategias de resolucion,
representaciones y errores al resolver una tarea de modelizacién matematica pretendemos utilizar
la perspectiva tedrica de modelizacién contextual, atendiendo al estilo de pensamiento de
estudiantes participantes involucrado en las rutas individuales visibles de modelizacion de
Borromeo Ferri (2018). Asimismo, ambas conceptualizaciones tedricas nos ayudaran a establecer
las componentes de conocimiento del profesor sobre proceso de modelizacién tanto para su
ensefianza y aprendizaje, para luego describir el conocimiento de los profesores de primaria en

ejercicio poseen.

Para Borromeo Ferri (2018) la ensefianza de calidad es el factor de impacto principal en el
aprendizaje de los estudiantes. Por ello, Borromeo Ferri y Blum (2010); Borromeo Ferri (2014)
desarrollaron un modelo de competencias necesarias en la ensefianza de la modelizacion

matematica, las cuales exponemos en figura 10.

Figura 10

Modelo de competencias necesarias en la ensefianza de la modelizacién matematica

a) Ciclos de modelizacion
l Dimensién tedrica l b) Objetivos y perspectivas de la modelizacién
c) Tipos de tareas de modelizacion

a) Solucion miltiple de tareas de modelizacién
| b) Anilisis cognitivos de tareas de modelizacion
c) Desarrollo de tareas de modelizacién

I Dimension tarea

a) Planificacion de clases con tareas de modelizaciéon
IDl.rnenswn instruccién I b) Realizacion de clases con tareas de modelizacion
c) Intervenciones, apoyo y retroalimentacién

a) Reconocimiento de fases en el proceso de
I Dimension diagnéstica I modelizacion

b) Reconocer dificultades v errores
¢) Tareas de modelizaciéon de marcado

Fuente: Traduccién de Borromeo Ferri y Blum (2009); Borromeo Ferri (2014).
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5.1 CICLOS DE MODELIZACION

En educacion matemaética existen varios ciclos de modelizacion matematica. Borromeo Ferri
(2018) sugiere desde su experiencia en la formacion continua de profesores, que los ciclos con
cuatro etapas son mas sencillos para comprender el proceso de modelizacion y ademas son
adecuados para los estudiantes. Sin embargo, los ciclos con mas etapas, con una mayor
profundidad en la visualizacion de los procesos cognitivos son mas Utiles para los profesores
(Borromeo Ferri, 2018). En consecuencia, es necesario propiciar en los estudiantes la conciencia
de la transferencia de un mundo real al matematico y al revés, a través de la modelizacion.
Asimismo, incentivar el uso de conceptos como modelo real, modelo matematico, modelizacion,

entre otros.

5.2 ESTILOS DE PENSAMIENTO Y ESTRATEGIAS DE RESOLUCION

Las rutas de modelizacion son consideradas como un proceso individual (interno o externo)
que realiza el sujeto segun su preferencia al modelizar (Borromeo Ferri, 2018). Es decir, en la
modelizacion “el individuo inicia este proceso durante una determinada etapa, segun sus
preferencias, y luego pasa por diferentes etapas varias veces o solo una, enfocandose en ciertas
etapas y/o ignorando otras” (Borromeo Ferri, 2007, p. 265). Ademas, hablamos de rutas de
modelizacién visibles, donde el sujeto puede usar representaciones externas para expresar los
pensamientos matematicos generados durante el recorrido de las etapas del proceso de
modelizacién (Borromeo Ferri, 2007). Asi, el estilo de pensamiento de los estudiantes es
entendido como “la forma en que un individuo prefiere presentar, comprender y pensar
detenidamente, hechos matematicos y conexiones, mediante ciertos pensamientos internos y/o
representaciones externas” (Borromeo Ferri, 2010, p. 34). Borromeo Ferri (2018) identifican el
estilo de pensamiento del resolutor y lo expresan mediante estrategias segin el tipo de

pensamiento.

1. Estrategias de pensadores analiticos: realizan la transicion del modelo real al modelo
matematico y viceversa. Trabajan principalmente de manera formalista, es decir prefieren
el uso de las representaciones externas utilizando el formalismo matematico y son mejores
para “percibir” los aspectos matematicos de una situacion real dada. Son capaces de
comprender hechos matematicos idealmente a traves de representaciones simbolicas o

verbales existentes y prefieren proceder en una secuencia de pasos.
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2. Estrategias de pensadores visuales: prefieren las caracteristicas internas distintivas,
imaginaciones y representaciones pictoricas externalizadas, asi como una comprension de
hechos matematicos y conexiones a través de representaciones holisticas. En su mayoria
representan mentalmente la situacion en imagenes. Su razonamiento durante el proceso de
modelizacion suele ser muy vivido, incluso mientras estan trabajando dentro del modelo
matematico. Siguen el ciclo de la modelizacién dado. Las imaginaciones internas son
afectadas principalmente por fuertes asociaciones con situaciones que han experimentado.

3. Estrategias de pensadores integrados combinan formas de pensamiento visual y
analitico. Son capaces de cambiar en forma flexible entre las diferentes representaciones o

formas de proceder. Muestran un equilibrio entre la realidad y las matematicas.

Por tanto, el estilo de pensamiento matematico del individuo se basa en dos componentes

relevantes: representaciones internas y externas, y un listado de estrategias o formas de proceder.

5.3 REPRESENTACIONES MATEMATICAS

Al resolver tareas matematicas, las descripciones, explicaciones y construcciones
proporcionadas por los estudiantes son expresadas a través de distintas representaciones, por ello
constituyen un elemento central en el desarrollo de estrategias de resolucién (Morgan y Kynigos,
2014). En la modelizacion, las representaciones constituyen una de las componentes mas
importantes, pues no solo son usadas producir una solucién, sino también muestran el proceso de

andlisis y reflexion del estudiante (Lesh y Doerr, 2003; Morgan y Kynigos, 2014).

En educacion matematica el término representacion ha adquirido distintos significados y
connotaciones (Rico, 2009). Entre las distintas causas, encontramos su doble naturaleza referida
tanto al proceso de capturar un concepto o relacion matematica, como al producto de la forma
misma (NCTM, 2000), —asi como la dualidad entre representacion externa e interna— en forma
de lenguaje hablado, simbolos escritos, iméagenes u objetos fisicos o ideas con las que la mente
opera (Hiebert y Carpenter, 1992). En este trabajo consideramos las representaciones como
signos especificos que permiten comunicar los conceptos y procesos matematicos (Lesh y Doerr,
2003). Estos signos no pueden entenderse de forma aislada, sino dentro de un sistema de
representacion que satisface un conjunto de reglas con el que podemos identificar o crear

representaciones, operar sobre y con ellas, y determinar relaciones (Goldin, 2002; Kaput, 1991).
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Dentro de los modos convencionales de representacion de las estructuras numéricas, Castro y

Castro (1997), Goldin (2002) y Kaput (1991) distinguen entre:

1. Simbdlico-numérico: formado por simbolos alfanuméricos con los cuales podemos

relacionar y hacer operaciones con cantidades numericas.

2. Tabular: tablas de valores, arreglos de filas y columnas es decir en forma matricial.

3. Representacién iconica-grafica: iconos, diagramas visuales, representaciones

pictoricas, graficos, figuras geométricas, graficas, entre otros; que visualizan las ideas

matematicas.

4. Representacion lenguaje verbal (oral o escrito): consiste en expresar enunciados

verbales orales o escritos en lenguaje tradicional.

54 ERRORES Y DIFICULTADES EN EL PROCESO ENSENANZA-
APRENDIZAJE DE LA MODELIZACION

La modelizacion matematica es considerada un proceso complejo (Gallart et al., 2017). El
papel del profesor es de suma importancia para el aprendizaje de los estudiantes y debe ayudar a
vencer sus dificultades, a través de métodos de ensefianza adecuados e innovadores y no los
clasicos metodos rutinarios, que producen respuestas sin analisis alguno y sin comprension
conceptual (Escudero, 2007; Socas, 1998). Es decir, se debe promover situaciones de aula que
propicien “un conflicto al alumno porque le provoca una reestructuracion nueva del
conocimiento total, produciéndose posteriormente una acomodacion de la estructura anterior, que
le permite recobrar el equilibrio perdido” (Ruano et al., 2008, p. 62). No obstante, la complejidad
de las tareas de modelizacion matematica que promueven su aprendizaje conlleva una serie de
errores y dificultades en los que incurren los estudiantes (Guerrero, 2016). Los autores Rico
(1998) y Rodriguez (2015) destacan algunas lineas de investigacion con relacion a este tema, una
de ellas es enmarcada desde una perspectiva curricular en el aprendizaje de las matematicas, ya
que pretende diagnosticar y documentar algunos de los errores mas comunes, ensefiando a la vez
que los errores no son un fracaso, sino parte de su proceso de aprendizaje del estudiante
(Chavarria, 2014).

Asimismo, diversos autores han realizado clasificaciones, permitiendo diagnosticarlos y

evaluarlos con el fin ayudar a los estudiantes a superar sus dificultades (Rodriguez, 2015). Por
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ejemplo, Abrate et al. (2006) proponen una clasificacion de los errores conformada por siete

categorias, tomando como base las propuestas de Movshovitz-Hadar et al. (1987) y Radatz

(1980), la cual a continuacién se detalla:
Errores debidos al lenguaje matematico: producidos por una traduccidén incorrecta entre
lenguajes, como del lenguaje natural al lenguaje formal matematico y en forma inversa.
Son causados por errores al traducir de un lenguaje simbdlico o iconico y en forma inversa.
Errores debidos a dificultades para obtener informacion espacial: referidos a las de
dificultades de los estudiantes al procesar informacion presentada mediante imégenes
espaciales o visuales (representaciones iconicas), lo que ocasionan interpretaciones
incorrectas de informacion o hechos matematicos.
Errores debidos a inferencias o asociaciones incorrectas: son generados por aplicar
reglas y propiedades véalidas en contextos parecidos o relacionados, ocasionados por
falacias de razonamiento, y no se deben al contenido especifico. Aqui, el alumno es
consciente que la situacion planteada es diferente de otras abordadas, no obstante,
“inventa” nuevas o deforma reglas y deriva la validez de las que conoce de otras
situaciones para el caso que esta tratando.
Errores debidos a la recuperacion de un esquema previo: causados por “la falta de
flexibilidad en el pensamiento para adaptarse a situaciones nuevas” (Del Puerto et al.,
2006, p. 4), es decir, por la persistencia de algunos aspectos del contenido o del proceso
de solucidn de una situacion, adn si la tarea es nueva. El alumno no es consciente de que
la situacién es diferente a otras planteadas, por ello no realiza inferencias de validez de
las propiedades, sino mas bien, las aplica por considerar que estd en un contexto
conocido.
Errores debidos a calculos incorrectos o accidentales: se deben a situaciones como:
afladir datos extrafios o informacién inconsistente, olvido de algin dato, respuestas
innecesarias, lectura incorrecta del enunciado, tomar datos incorrectamente de una tabla,
entre otros. El procedimiento realizado de la tarea es correcto, pero la solucion final no.
Errores eventuales debidos a deficiencias en la construccion de conocimientos
previos: son causados por aprendizajes incorrectos o inadecuados de hechos, destrezas y
conceptos previos que interfieren en un adecuado procesamiento de la informacion. De

esta forma identificamos aquellas respuestas que se presentaron de manera aislada o
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casual, y de las que no fue posible establecer el patrdn de error.
Errores debidos a la ausencia de conocimientos previos: son causados por la carencia
de aprendizajes de hechos, destrezas y conceptos previos, que inhiben total o parcial el

procesamiento de la informacion.

Ademas, Socas (2007) realiza una “clasificacion de las dificultades en el aprendizaje de las
matematicas que son las que, en definitiva, provocan los errores” (Arce y Ortega, 2013, p. 62).
Divide los errores segun su origen en tres ejes no disjuntos: obstaculo, ausencia de sentido y
actitudes afectivas y emocionales; y pueden abordarse desde varias perspectivas segun sea su

naturaleza y que van mas alla de lo estrictamente matematico (Fernandez y Brey, 2012).

La mayoria de las investigaciones estan centradas en detectar y categorizar los errores
cometidos en el proceso de resolucion de problemas, asi como sus causas (e.g., Guerrero, 2016;
Socas et al., 2016), dejando de lado las dificultades y errores especificos de procesos como la
modelizacién. Los estudios existentes muestran que los estudiantes presentan deficiencias tanto
en el contenido matematico como en el manejo de las etapas del ciclo de modelizacion, que se
desarrolla de forma ciclica y no-lineal debido a la complejidad del pensamiento del estudiante
(Czocher, 2017). Por ello, es necesario estudiar tanto los errores matematicos, como los que se

involucran en las etapas del proceso de modelizacion.

5.5 CONOCIMIENTO PROFESIONAL SOBRE LA CONSTRUCCION DE
TAREAS DE MODELIZACION

Borromeo Ferri y Blum (2010) y Borromeo Ferri (2018) destacan la importancia de la
utilizacion de buenas tareas, pues estas son el nucleo de las lecciones de matematica, donde la
“seleccion y calidad de las tareas son esenciales para la comprension, para promover las
practicas y competencias matematicas de los estudiantes, y pueden ser la base para estructurar
lecciones y utilizando varios métodos de ensefianza” (p. 41). En particular, si requerimos de una
buena ensefianza y de alta calidad debemos poner atencion en la construccion de tareas de
modelizacién, y maxime si queremos incorporarlas a la ensefianza diaria. Esta competencia
profesional no es trivial y necesita tiempo para poder llevarse a cabo, méas si hablamos de la
creacion de problemas de modelizacién, pues debemos pensar y buscar el contexto apropiado
segun el nivel educativo del estudiante, pensar la complejidad de la tarea en conexion con el
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tiempo de trabajo y los materiales que los estudiantes necesitan para resolver el problema
(Borromeo Ferri, 2018).

Las tareas matematicas que los profesores utilizan en sus lecciones deben ser de calidad, es
decir, cognitivamente exigentes para los estudiantes con el fin de promover varias practicas,
como el razonamiento, comunicacién, integradas a sistemas abiertos y formatos de tareas
cerradas. Los problemas de modelizacion son exigentes cognitivamente debido al contexto y las
transiciones entre la realidad y las matematicas. Ademas, el mismo problema de modelizacion
puede ser resuelto por un estudiante con diferente nivel de razonamiento (bajo, intermedio o
avanzado). El profesor necesita entender que un problema de modelizacion no puede resolverse
con algoritmos conocidos y necesita estrategias para hacerlo (Borromeo Ferri, 2018; Lesh y
Doerr, 2003; Schoenfeld, 1994). Los problemas de modelizacion son definidos como preguntas
de la vida real que provienen del mundo extramatematico. Por lo que, no podemos hablar de

problemas de modelizacion matematica sin un contexto real (Borromeo Ferri, 2018).

Por tanto, el problema de una tarea de modelizacién tiene caracteristicas especiales que las
diferencian de otras tareas matematicas. Algunos autores, como Maa (2007a) han establecido
una tipologia de rasgos de las tareas de modelizacion, especificamente este tipo de tarea es:
abierta, compleja, realista, auténtica, donde sea propuesto un problema y este sea solucionable
mediante el proceso de modelizacion. Ademas, segun Lesh y Doerr (2003) las tareas de
modelizacién matematica deben cumplir 6 principios de construccion (ver pagina 55). Borromeo
Ferri y Lesh (2013) realizaron una actualizacion de los criterios que una tarea debe cumplir para
que sea de modelizacién. Estos surgen del trabajo con profesores en formacion y en ejercicio,
dichos criterios son los siguientes:

1. Importancia de la tarea de modelizacion: los alumnos deben poder manejar esta tarea y
debe tener sentido para ellos trabajar en ello.

2. Contexto realista basado en la edad: todos tienen su propia vision de la realidad y sus
propias experiencias, por tanto, incluso una clase es muy heterogénea. Por lo que, debemos
tener en cuenta consideraciones al elegir tareas de modelizacidn, que sean interesantes para un
grupo de edad en particular.

3. Provocacion de més preguntas: la tarea de modelizacion debe abrir la oportunidad para
que los alumnos planteen nuevas preguntas. Estas preguntas pueden ser de nivel matematico
y, por supuesto, del contexto y la situacion real de la tarea.

4. Estimular formas holisticas de aprendizaje: Aprender con todos los sentidos también es
posible con tareas de modelizacion, en particular para aquellos problemas de modelizacion
complejos que podemos resolver principalmente fuera del salon de clases.
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5. Nivel apropiado del lenguaje: la tarea debe formularse de manera que los alumnos puedan
comprenderla, dependiendo de su nivel de educacién. Las frases poco claras también impiden
que los alumnos construir una representacion mental del contexto en la tarea. (p. 47)

La figura 11 muestra un ejemplo de tarea que cumple con las caracteristicas previamente
sefialadas.

Figura 11
Ejemplo de problema abierto de modelizacion
Mudanza e
Tu hermana mayor se muda con su
esposo a una nueva casa. Ambos quieren
ahorrar dinero. Aungue tienen muchas
cosas, alquilan un coche pequefio por
solo 1 dia, como se ve en las fotos.
Ayudelos a pensar en una forma dptima
de colocar el maximo nimero de cajas
de mudanza en el automovil.
Describa su forma de solucion. Haz un
boceto.
Hable con los miembros de su grupo, si
la solucion tiene sentido .

Fuente: Traduccion de Borromeo Ferri (2018, p. 83).

Para muchos profesores, los problemas de modelizacion parecen ser demasiado dificiles para
sus estudiantes. Debido a que el uso de problemas de respuesta abierta ocasiona la dificultad de
no tener control de las respuestas que el estudiante puede generar, se obstaculiza el trabajo de
aula en comparacion a las tareas de respuesta cerrada o las que provienen de un enfoque
tradicional de ensefianza. Sin embargo, esta dificultad o malestar es minimizada conforme el
profesor adquiere experiencia al trabajar en forma continua este tipo de tareas (Borromeo Ferri,
2018).

Segun Borromeo Ferri (2018), los problemas de modelizacion ofrecen un rico potencial para
trabajar con estudiantes de bajas a altas capacidades matematicas. Se puede trabajar en igualdad
de condiciones, aunque en la clase tengamos estudiantes de pensamiento muy heterogéneo. Por
lo que, los problemas de modelizaciéon son inclusivos, pues admiten mdaltiples soluciones en
distintos niveles de razonamiento. Un ejemplo es presentado en Borromeo Ferri (2018), al
trabajar un mismo problema con estudiantes del nivel de primer a cuarto afio de primaria,
mostrando que el potencial de autodiferenciacién es muy alto, pues cada alumno tiene la

oportunidad de trabajar en el nivel matematico y extramatematico que sea adecuado para ellos
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(Borromeo Ferri, 2018). Por tanto, recae en el profesor la responsabilidad de construir, planificar
y aplicar un problema, donde promueva la competencia de modelizacion y las subcompetencias
necesarias del ciclo de modelizacion, sin importar el nivel cognitivo de los estudiantes
(Borromeo Ferri, 2018).

Los problemas de modelizacién son basados en la realidad del mundo extramatematico o
contexto real, es decir hay un contexto para una tarea, y no solo matematico. Aqui es relevante la
interpretacion individual por parte de la persona que trabaja en la tarea, pues segun las
experiencias o0 asociaciones de esta, puede que el contexto influya o no. Ahora bien, elegir un
contexto real que sea de gusto para todos los estudiantes 0 sean capaces de manejar es muy
complicado. Sin embargo, “la modelizacion matematica ofrece a los estudiantes una perspectiva
y una vision mas amplia de las preguntas de la vida real y para qué se necesitan las matematicas
en el mundo circundante” (Borromeo Ferri, 2018, p. 75). Al mismo tiempo, brinda una idea al
profesor del tipo de razonamiento que el estudiante prefiere al enfrentar el contexto real que
posee la tarea. Al ensefiar la modelizacion matematica, es importante comprender como ese
contexto influye en el proceso de modelizacion, con el fin de analizar las reacciones de los
alumnos, lo que provee informacion para el profesor que usard en su trabajo practico y

flexibilidad instruccional.

5.6 CONOCIMIENTO SOBRE LA ENSENANZA DE LA MODELIZACION

Es relevante que el profesor sea capaz de planificar y ejecutar lecciones de modelizacion vy el

conocimiento de las intervenciones durante los procesos de modelizacién de los estudiantes.

Planificacion y ejecucion de lecciones de modelizacion matematica

Borromeo Ferri (2018) incentiva el uso de una guia de principios para la planificacion y
realizacion de las lecciones de modelizacion, en especial si el maestro no tiene experiencia en
este campo. En total, son ocho principios de los cuales, cinco corresponden a la preparacion y
planificacion de una clase de modelizacion:

1. Eleccion de un problema con un contexto interesante, adecuado, auténtico y de la
realidad circundante de los estudiantes, con el cual se estimule las etapas del ciclo de

modelizacién.
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2. Resolver el problema previamente, para obtener los modelos matematicos, soluciones y
pensar las barreras cognitivas de los estudiantes, con el fin de brindar ayudas adecuadas.

3. Pensar cudl es el objetivo de la leccion de modelizacion, profundizar en la comprension
de un determinado contenido matematico o capacitar a méas profundidad a los estudiantes
en etapas especificas del ciclo de modelizacion.

4. Establecer que herramientas se necesitan para lograr una resolucion exitosa del problema
de modelizacion.

5. Establecer el tiempo necesario para resolver el problema de modelizacion.

Los otros tres corresponden a la ejecucion y reflexion de una leccién al resolver un problema
de modelizacion:
1. Al inicio, el profesor debe comunicar las directrices que deben seguir los estudiantes.
2. Durante el proceso, el profesor debe observar los diferentes modelos generados por los
grupos. Para elegir las soluciones distintas del problema para la presentacion y discusion
de todo el grupo, lo que generaria conocimiento importante para los estudiantes.

3. Reflexionar sobre el éxito de la leccion de la modelizacidn y aspectos podemos mejorar.

La guia de principios anteriores puede ser til en las primeras lecciones de modelizacion. Es
recomendable validar los planes de leccion con otros colegas antes de llevarlo a la préctica, con
la finalidad de realizar posteriormente una reflexién del plan. En estos planes de leccion hay que
sequir los criterios de calidad de las buenas lecciones, por ejemplo, es necesario que los

estudiantes tengan suficiente tiempo para discutir y anotar los resultados.

Intervenciones durante las actividades de modelizacién

Apoyar a los estudiantes mientras realizan actividades de modelizacion es una parte crucial de
la ensefianza de la modelizacién matematica y, por lo tanto, es necesario que el profesor posea
este conocimiento. El maestro tiene que reconocer si un estudiante estd progresando o no
mientras resuelve un problema de modelizacion. A la vez, saber qué hacer para que el estudiante
avance, en otras palabras, decidir si es necesario intervenir o no. Borromeo Ferri (2018)
menciona dos intervenciones que los profesores pueden realizar durante el proceso de
modelizacién. La primera es formulada por Zech (1998) y plantea una taxonomia de asistencia o
apoyo, desarrollada para ambientes de resolucién de problemas. Esta taxonomia, fue establecida

en niveles de ayuda. La tabla 2 muestra ejemplos de este tipo de intervenciones.
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Tabla 2

Taxonomia de asistencia de Zech (1998)

Asistencia

Ejemplo de intervencion

Motivacion
Retroalimentacion
General-estratégico
Orientada al contenido
Orientado al contenido

iSigue e inténtalo, ya casi resolveras este problema, estoy seguro!
iSi, estas en el camino correcto!

Hacer un boceto o leer el texto de nuevo.

iQuizas la regla de tres le ayude a encontrar la solucidn!

¢ Cual es la definicion de velocidad?

Fuente: Zech (1998, p. 24).

En segundo lugar, las intervenciones del maestro tanto verbales como no verbales que se dan

durante la resolucion de problemas de modelizacion, pueden servir de apoyo o ayuda minima a

los estudiantes, para que pu

de intervenciones para las

edan trabajar por si mismos. Asi Leil} (2007), crea una clasificacion

lecciones de modelizacién, diferenciando entre niveles, objetivos y

activadores de las intervenciones. Mostramos dicha clasificacion en la tabla 3.

Tabla 3

Niveles de intervenciones

Nivel de intervenciones Niveles objetivos de las Activadores de
intervenciones intervencion

Respecto al contenido: Diagnosticar: el maestro pregunta a Invasiva: propia
intervenciones del docente los estudiantes sobre el estado actual iniciativa del docente
referentes al contenido sobre  de su proceso de solucion. para intervenir en la
el proceso de modelizaciony  Evaluar / retroalimentar: el profesor  solucion proceso de
la matematica proporciona comentarios sobre el los estudiantes.
correspondiente. proceso de solucion de los estudiantes ~ Sensible: los
Estratégico: intervenciones  sin mas informacion ni correccion. estudiantes piden
relativas al meta-nivel, es Asesoramiento indirecto: consejo

decir, aspectos generales de
la modelizacion y proceso de
resolucion del problema.
Afectivo: intervenciones que
intentan influir en el estado
mental de los estudiantes.
Organizativo: intervenciones
relativas a las condiciones
basicas del trabajo de los
estudiantes, interacciones o
presentaciones.

sugerencias sutiles del profesor para explicitamente al
ayudar a los estudiantes a encontrar la  maestro.
mejor manera de resolver segun la

opinidn del profesor

Asesoramiento directo: el docente da
explicitamente explicaciones e

informacion relevante a los

estudiantes.

No intervencidn consciente: sin

intervencion del profesor, aunque los

alumnos pueden tener problemas.

Fuente: LeiR3 (2007, p. 101).
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57 CONOCIMIENTO DEL PROFESOR SOBRE DIAGNOSTICO EN LA
MODELIZACION

Borromeo Ferri (2018) sefiala que el saber sobre diagnosticar, es decir, la capacidad para
identificar etapas en los procesos de modelizacién de los estudiantes y para diagnosticar las
dificultades durante dichos procesos es crucial. Tener conocimiento sobre esta, permitira al
profesor el conocer y entender de una manera mas asertiva el pensamiento matematico de los
estudiantes, visualizado en las representaciones que utilizan. A la vez el profesor puede detectar
sus dificultades, y a través de sus intervenciones retroalimentar sistematicamente. Borromeo
Ferri (2018) distingue dos tipos de diagnostico segun el objetivo que persigamos, el diagndstico
orientado al producto y al proceso. El primer tipo esta concentrado en el producto realizado por
el estudiante en forma individual. Por ejemplo, una prueba o examen sirve como instrumento
diagnostico donde calificamos la produccion del estudiante en un tema especifico. Los resultados
pueden servir como indicadores del aprendizaje de los estudiantes y de toma de decisiones, para
mejorar este si requiere. El segundo tipo, estd orientado a comprender los procesos de
pensamiento o el origen de los resultados, con el fin de dar intervenciones adecuadas. Borromeo
Ferri (2018) propone algunos ejemplos de herramientas de este tipo de diagndstico pueden ser
los cuadernos o diarios de aprendizaje, las tareas de aula, las entrevistas de diagndstico, entre

otros; que pueden revelar falencias conceptuales de los estudiantes.

Borromeo Ferri (2018) propone una herramienta para documentar el comportamiento de los
estudiantes durante la modelizacion. Dicha herramienta consiste en una tabla para desglosar
todas las subcompetencias foco de la modelizacion matematica y permiten diagnosticar y
documentar el aumento o disminucién de la competencia de modelizacion del estudiante al
realizar una observacion en forma sistematica. Ademas, esto proporciona una forma de como
calificar al estudiante durante el proceso de modelizacion en el aula. Un ejemplo de este tipo de
tabla se muestra a continuacion:

Tabla 4

Ejemplo de ficha de evaluacion en grupos de una tarea 1 de modelizacién

Estudiantes Juan Marcos Jazmin Anabel
Entendiendo el problema + . +

Haciendo suposiciones . . + +
Matematizando — — +
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Tabla 4

Ejemplo de ficha de evaluacion en grupos de una tarea 1 de modelizacién

Estudiantes Juan Marcos Jazmin Anabel
Trabajando matematicamente . . +
Validacion, reflexion critica . . + +
Procedimiento orientado por objetivos . . + +

Fuente: Traduccion de Borromeo Ferri (2018, p. 105).
Nota: Significado de simbolos # excelente; * dudoso, —conceptos érroneos/incorrectos.

Retroalimentacion escrita en la modelizacion

Segun Borromeo Ferri (2018), el profesor también debe saber realizar la retroalimentacion
adecuada para promover las competencias de modelizacion cuando son obtenidas las soluciones
escritas de los estudiantes. Tratar con soluciones escritas es diferente que con explicaciones
verbales durante la implementacion de una tarea de modelizacién en el aula. Inclusive los
estudiantes deberian aprender a escribir las representaciones externas de su pensamiento
matematico claramente en todas las tareas matematicas, en especial las relativas a la
modelizacién matematica. Para esto, podemos utilizar el ciclo de modelizacion, pues ayuda a
estructurar el proceso de escritura para los estudiantes, ya que

al principio estudiantes deben escribir su solucién con el mayor detalle posible. Una vez

que se haya introducido el ciclo de modelizacion y sea usado mientras trabajan en grupos,

los estudiantes pueden practicar la estructuracion escrita de sus soluciones utilizando los
pasos del ciclo. (Borromeo Ferri, 2018, p. 110)

A su vez, es importante mencionar a los estudiantes que al detallar el proceso de solucion,

pueden reconocer o revisar sus avances, con el fin de detectar errores y dificultades, que pueden

corregirse en el camino (Borromeo Ferri, 2018).

Evaluacion de la modelizacion mediante pruebas escritas

Existen diferencias entre un problema de modelizacién para el aula y un problema de
modelizacidn usado en una prueba. Estas radican tanto en su objetivo como en su estructura, por
ejemplo, el primer tipo de problema lo utilizamos para desarrollar la competencia de
modelizaciéon del estudiante, el segundo es usado para probar la comprension basica de la

modelizacion. También en cuanto a complejidad tienden a variar, pues para una prueba escrita
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debemos utilizar problemas menos complejos que los que podemos plantear en el aula. Al
trabajar, durante un largo periodo, las tareas de modelizacion en el aula los estudiantes aprenden
estrategias para resolverlos y como desempefiarse en las etapas del proceso de modelizacion, lo
que produce resultados en las pruebas méas confiables y satisfactorios. Ademas, hacen conciencia
en la necesidad de hacer la transicion del mundo real a las matematicas y viceversa. Por lo que,
el primer tipo de tarea de modelizacion es necesaria para formar la base del segundo tipo de tarea
(Borromeo Ferri, 2018).

Sin embargo, la evaluacion sumativa o el calificar el trabajo de aula y la de una prueba escrita
al final de un tema, requieren un conocimiento profesional méas elevado del maestro que el
utilizado en una prueba escrita estandarizada. Los resultados de una prueba escrita estandarizada
podrian servir de indicadores de diagnostico de la competencia de modelizacion del estudiante.
En conjunto con esto, Borromeo Ferri (2018) sugiere establecer criterios de evaluacion con una
distribucion de puntos para las diferentes etapas del ciclo de modelizacion y las expectativas que

los estudiantes deben cumplir, en la solucion de un problema de modelizacion.

Para finalizar el capitulo, la tabla 5 presenta en qué parte del trabajo de investigacién han sido

usadas las perspectivas tedricas expuestas anteriormente.
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Tabla 5
Perspectivas tedricas usadas en la tesis

Perspectivas teodricas Disefio  Analisis Disefio de las componentes Disefio de  Andlisis de
de de tareas del conocimiento del profesor Entrevistas entrevistas
tareas E1 E2 sobre modelizacion. E3 E4
Referentes Perspectiva contextual (Leshy X X X X X
tedricos Doerr, 2003).
relacionados de Perspectiva cognitiva y afectiva X X X X
modelizacion.  (Borromeo Ferri, 2006; 2018).
Modelo del conocimiento del profesor para la X X X X
resolucion de problemas (CPRP) propuesto por
Pifieiro et al. (2019).
Nocione Modelo (Rico, 2001). X
s bésicas Modelo Matematico (Rico, 2001; Erbas et
al., 2014; Lesh y Doerr, 2003; Lehrer y
Schauble, 2003; Biembengut y Hein,
2002; Montejo-Gamez et al., 2021; Alsina
y Salgado, 2021).
Modelizacion (Erbas et al., 2014; Lesh y X
Doerr, 2003).
Clasificacion de la modelizacion como X
vehiculo y contenido (Julie y Mudaly,
2007) o como propasito de la ensefianza
de la matemética y como medio para
ensefiar matematica (Erbas et al., 2014).
Modelo de competencias necesarias en la ensefianza X X X X
de la modelizacién (Borromeo Ferri y Blum, 2010;
2014).
Representaciones matematicas (Lesh y Doerr, 2003; X X
Castro y Castro, 1997; Goldin, 2002 y Kaput, 1991).
Errores y dificultades en el proceso ensefianza- X X

aprendizaje de la modelizacion (Abrate et al., 2006).

Notas: E1=Estudio 1, E2=Estudio 2, E3=Estudio 3 y E4=Estudio 4.
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4. METODOLOGIA

En este capitulo presentamos las caracteristicas del disefio metodologico. La investigacion fue
dividida en dos fases secuenciales. En la primera fase, realizamos dos estudios (estudio 1 y
estudio 2) enfocados en elementos presentes en la resolucion de tareas de modelizacion que dan
respuesta a los objetivos especificos OE1.1 y OE1.2. La segunda fase estd formada por dos
estudios (estudio 3 y estudio 4), que dan respuesta a los objetivos OE2.1, OE2.2 y OE2.3 y cuyo
interés fue profundizar en el conocimiento profesional de los maestros de primaria en ejercicio
sobre modelizacion matematica, en particular el profesor de primaria en ejercicio. Para cada uno
de los estudios presentamos, una descripcion de las fuentes de informacion o participantes,
técnica e instrumentos de recoleccion de informacion, asi como su disefio, construccion y
validacion, por altimo, el tipo de informacion analizada y sus respectivas categorias de analisis.
Finalmente, explicamos los criterios de rigor aplicados para garantizar la calidad de la

investigacion.
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1. ENFOQUE Y DISENO METODOLOGICO DE LA INVESTIGACION

Ante la complejidad que implica el llevar la modelizacion a la vida escolar, debido al
conocimiento exigente que el profesor debe poseer (Villa-Ochoa et al., 2021). Ademas, de la
existencia de vacios y desafios en la implementacion y ensefianza de la modelizacion que son
reportados en la investigacion (Arleback y Doerr, 2020), pretendemos con nuestro estudio
contribuir a la construccidn del conocimiento en este campo. Para esto, en primer lugar queremos
caracterizar las estrategias de resolucion, representaciones y errores al resolver una tarea de
modelizacién matematica, atendiendo al estilo de pensamiento de estudiantes que han finalizado
recientemente educacion primaria. En segundo lugar, Profundizar en el conocimiento profesional
de los maestros de primaria en ejercicio sobre modelizaciébn matematica de profesores de
primaria en ejercicio de Educacidén General Béasica de Costa Rica. Por lo que esta investigacion
sigue un paradigma naturalista, cuyo interés radica en el estudio de “los significados de las

acciones sociales y de la vida social” (Hernandez-Sampieri et al., 2014, p. 152).

Este trabajo se enmarca en un enfoque cualitativo, el cual “estudia la realidad en su contexto
natural, tal y como sucede, intentando sacar sentido de, o interpretar, los fendmenos de acuerdo
con los significados que tienen para las personas implicadas” (Ballester, 2004, p. 234). Ademas,
constituye una construccion social donde son importantes los significados que los participantes
atribuyen. En primer lugar, aspectos del aprendizaje de los estudiantes al trabajar la
modelizaciéon. En segundo lugar, el conocimiento de los profesores sobre la ensefianza de la
modelizacién. Asimismo, este estudio lo ubicamos dentro del tipo de investigacion no
exploratoria, con el fin de “observar fendmenos tal como se dan en su contexto natural, para
analizarlos” (Hernandez-Sampieri et al., 2014, p. 152), pues la idea es realizar un analisis
sistematico y empirico, sin intervenir directamente en el fendmeno, observando relaciones de la
situacion en forma natural. Asi, adquiriendo compresion del fendmeno, por medio de la
interpretacion de los resultados de la observacion de las caracteristicas de elementos presentes al
resolver tareas de modelizacion por estudiantes y el conocimiento que los profesores manifiestan

sobre la ensefianza de la modelizacién.

Su disefio metodoldgico es un estudio de casos colectivo (Sandin, 2003; Stake, 1998), pues
involucra varios estudios de casos instrumentales con el fin de profundizar y construir el cuerpo

tedrico: sumar hallazgos, encontrar elementos comunes y diferencias, asi como acumular
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informacion (Sandin, 2003; Stake, 1998). El estudio no se focaliza en un caso concreto, sino en
un determinado conjunto de casos (Sandin, 2003). En este tipo de trabajo investigamos e
informamos “las complejas interacciones dinamicas y en desarrollo de eventos, relaciones
humanas y otros factores en una tinica instancia” (Cohen et al., 2018, p. 376); buscando entender
las percepciones personales de los informantes sobre los acontecimientos. Por tanto, realizamos
una descripcién contextualizada rica de hechos relevantes para el conjunto de casos, la cual es
combinada con el analisis de los hechos, a través de una observacion profunda de la realidad
conduce a una visién completa del fenémeno y su complejidad (Alfaro et al., 2015). Inspirados
en las notaciones propuestas por Morse (2003), en la figura 12 mostramos el disefio de esta
investigacion. En ella, QUAL refiere a los dos primeros estudios que dan respuesta al primer
objetivo general. EIl primero de los estudios sobre las estrategias de resolucion, y el segundo
sobre errores, donde utilizamos como medios de expresion de los procedimientos matematicos
las representaciones. Para dar respuesta al objetivo 2, encontramos el estudio 3 QUAL, acerca del
documento curricular costarricense y finalmente, el estudio 4 qual, que hace referencia a la
profundizacion mediante entrevistas individuales sobre el conocimiento del profesor en la

modelizacion.

Figura 12

Disefio de la investigacion

Objetivo General 1 Objetivo General 2

QUAL: Estudio 1 sobre QUAL: Estudio acerca del
I estrategias de resolucién y | docum(glto CURJI'FICUIM' de
representaciones osta Rica
. . gual: Estudio del conocimiento
L QUAL: Estudio 2 solbre — del profesor sobre la
errores y representaciones modelizacion

Fuente: Elaboracion propia.

Nota: Objetivo General 1: Caracterizar las estrategias de resolucion, representaciones y errores
al resolver una tarea de modelizacion matematica, atendiendo al estilo de pensamiento de
estudiantes que han finalizado recientemente educacion primaria. Objetivo General 2:
Profundizar en el conocimiento profesional de los maestros de primaria en ejercicio sobre
modelizacion matematica.

86



El disefio de este trabajo esta compuesto por diferentes fases metodoldgicas. En la primera
fase nos enfocamos en elementos presentes al resolver tareas de modelizacion, en especial nos
interesO estudiar qué caracteristicas tienen las estrategias de resolucién, representaciones y
errores al resolver una tarea de modelizacion matemaética, relacionadndolo con el estilo de
pensamiento de estudiantes. En la segunda fase caracterizamos el conocimiento del profesor
sobre la modelizacion tanto para su ensefianza y aprendizaje. Ambas fases, brindan una serie de
datos necesarios y complementarios, que permitié una vision mas amplia y profunda del
aprendizaje y la ensefianza de la modelizacion. En la tabla 6 realizamos un esquema general de la

metodologia de nuestra investigacion.

Tabla 6
Esquema general de la metodologia
Primera Fase Segunda Fase
Centrado Objetivo General 1: Sobre el Objetivo General 2: Acerca del conocimiento
en aprendizaje de la modelizacion del profesor sobre la modelizacion
Objetivo especifico 1.1y 1.2 Objetivo Objetivos especificos 2.2 y
especifico 2.1 2.3
Estrategias Errores Representac Curriculo Conocimient  Conocimiento
de iones o0 sobre la didactico
resolucién modelizacién sobre la
modelizacién
Sujetos 24 estudiantes costarricenses de un  Costa Rica 11 profesores 10 profesores
mMisSmo grupo gue recién terminaron de educacion  de educacidn
su educacion primaria primaria primaria
Instrume  Observacion Observacion Entrevistas
ntos Tareas Tareas
Entrevistas Entrevistas
Analisis Anélisis de contenido

2. CARACTERISTICAS METODOLOGICAS DE LA FASE 1

Esta primera fase da respuesta al primer objetivo general: caracterizar las estrategias de
resolucion, representaciones y errores al resolver una tarea de modelizacion matematica,
atendiendo al estilo de pensamiento de estudiantes que han finalizado recientemente educacion
primaria. Para esto realizamos dos estudios empiricos, concretamente el primero esta centrado en

las estrategias de resolucion y el segundo, en los errores, acompafidndolos de las
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representaciones como medio de comunicacion de la informacion en los procesos de

modelizacion.

Para el logro del primer objetivo general, planteamos dos objetivos especificos. En cuanto, al
primer objetivo especifico identificamos y describimos las estrategias de resolucion y
representaciones al resolver una tarea de modelizacion matemaética, atendiendo al estilo de
pensamiento de estudiantes han finalizado recientemente educacion primaria. Debido a la
relevancia del uso de estrategias y representaciones adecuadas para expresar las ideas
matematicas al resolver una tarea de modelizacion (Lesh y Doerr, 2003), y debido a la limitada
investigacion centrada en el tema, consideramos necesario realizar una investigacion que atienda
a ambos elementos (Arleback y Doerr, 2020; Orey y Rosa, 2018). Por ello, desarrollamos y
aplicamos un primer estudio empirico (estudio 1) en el que planteamos la pregunta de
investigacion: ;cuales son las estrategias y representaciones que utilizan los estudiantes al
resolver una tarea de modelizacién segun su estilo de pensamiento? Por otro lado, pretendimos
con el segundo objetivo especifico identificar y describir los errores y representaciones al
resolver una tarea de modelizacion matematica, atendiendo al estilo de pensamiento de
estudiantes han finalizado recientemente educacién primaria. Para ello, realizamos un segundo
estudio empirico (estudio 2) que nos permitio contestar la pregunta: ;cuales son los errores y
representaciones que utilizan los estudiantes al resolver una tarea de modelizacién segun su

estilo de pensamiento?

2.1 PARTICIPANTES

En este estudio particip6 una clase de 24 estudiantes de la provincia de San José en Costa
Rica. Elegimos estudiantes que recién hubieran completado el I y |1 ciclo de educacion general
basica correspondiente a educacion primaria. Por lo que, segun el curriculo oficial, a lo largo de

su formacién, los estudiantes han de haber sido instruidos en ambientes de modelizacion.

2.2 TECNICAS DE RECOLECCION DE INFORMACION

Esta parte constituye un proceso de gran relevancia para cualquier investigacion, pues si los
datos recogidos son de buena calidad, se obtiene una comprensién ideal del fendémeno

investigado. Por ello, describimos las técnicas de recoleccion de informacion utilizadas en este
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estudio:

Observacion participante

Es una técnica de recoleccion de datos interactiva, en la cual el observador es “un
investigador externo, pero participa en una dindmica conjunta con las personas observadas, las
cuales pueden ser invitadas a participar en el proceso de observacion, como... en la observacion
por parte de un educador en un aula” (Ballester, 2004, p. 374). En otras palabras, el investigador
se involucra en las acciones desarrolladas por los participantes, donde “son estudiados en el
propio contexto natural en el que se desarrolla su conducta” (Ballester, 2004, p. 37). En nuestro
estudio la investigadora aplicd la observacion durante la implementacion de las tareas de
modelizacién, siendo el papel del investigador activo y participativo. Con esta técnica se obtuvo
evidencias sobre las estrategias de resolucion, representaciones y errores generados por los
estudiantes al resolver las tareas de modelizacién matematica, pero en su trabajo habitual de
clases.

Entrevistas

La segunda técnica de recoleccion de la informacion que utilizamos es la entrevista en
profundidad. Segun Rodriguez et al. (1999) el investigador lo que persigue con este
procedimiento es “acercarse a las ideas, creencias y supuestos mantenidos por otros” (p. 168). Es
decir, proporciona informacién detallada relacionada sobre las experiencias y los puntos de vista
de los participantes de un tema en particular. Llevamos a cabo las entrevistas, con el fin de
profundizar en las respuestas escritas, contrastar los datos y comprender respuestas ambiguas. En
otras palabras, conocer mas acerca de los procesos realizados que se evidenciaban en las
estrategias de resolucion, las representaciones y los errores de los estudiantes al resolver las
situaciones problema presentes en las tareas de modelizacion matematica. Las entrevistas fueron
realizadas en forma individual a algunos de los estudiantes de los grupos participantes. Para ello,
se seleccion6 de forma aleatoria a un estudiante de cada grupo. La seleccion de las preguntas fue
realizada teniendo en consideracion los resultados de las producciones de los estudiantes y
observaciones al resolver las tareas de modelizacion y correspondieron a items de caracter
abierto (Cohen et al., 2018). Ademas, realizamos preguntas espontaneas, vinculadas al relato del
estudiante entrevistado, dirigidas a confirmar o refutar la informacion antes obtenida con las

otras técnicas.
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2.3 INSTRUMENTOS DE RECOLECCION DE INFORMACION

Parte relevante de todo proceso investigativo es la recoleccién de informacion pertinente que
cumpla con el objetivo del estudio. En nuestro caso, utilizamos dos tareas de modelizacion como
instrumentos de recoleccion de informacién. Dichas tareas nos permitieron obtener informacion
importante sobre como los resolutores crean, refinan o adaptan sus ideas matematicas y
procedimientos, presentes en las estrategias de resolucion y que son expresados por medio de
distintos tipos de representaciones segun el estilo de pensamiento de los estudiantes (Doerr y
English, 2003). Ademas, entre sus caracteristicas destacamos que debe ser una tarea compleja
(Maal3, 2007a), lo que conlleva una serie de errores y dificultades por parte de los estudiantes

que son objeto de interés en nuestro estudio.

Tareas de modelizacién

Para el primer estudio (estudio 1), utilizamos como instrumento de recoleccion de

informacion una tarea de modelizacién matematica “Cocinando con mi mama” (Figura 13).

Figura 13

Tarea 1 de modelizacion “Cocinando con mi mama” y sus principios de construccion
La mama de Carlos le encanta | i ; S —
cocinar para su familia. Un dia 1
decidié hacer un pan casero, la i
receta especifica que necesita / k}‘

3 tazas de harina y una taza de e
leche, ademas de otros ( ‘
ingredientes, para preparar 20
panecillos. Como su familia se
B e % deleita mucho del pan casero,
Principio de‘/ ella decide usar toda la harina
construccion con que cuenta y cuando la
mide, descubre que tiene 16,5 4 v . |
del modelo tazas de harina. Ahora, el || 20 MR
problema para ella es —
determinar la cantidad de leche

Principio de
Principio de auto- significado

Asi ¢Cuantas tazas de leche le dije que deberia

y del resto de los ingredientes, Jusar? Ademas /Cuantos panecillos pudo evaluacion personal
de manera exacta, para cumplir [Preparar mi madre con la cantidad de
con la receta. Como sabe que [ingredientes que us6?
calculos matematicos, le pidg Redacte un informe donde se describa el método, \A Principio de
ayuda para determinar lag de solucion utilizado y sus conclusiones para d ar
cantidades exactas quel__cada una de las preguntas anteriores. Y _conteste, ocumentacion
necesita. g pregunta ¢
situaciones similares se podria aplicar el
Principio de razonamiento de este problema? \
prototipo simple A —_
Principio de generalizacion del
modelo

Fuente: Elaboracion propia.
Trata sobre la realizacion de una receta de cocina, donde idealmente esperamos que los
estudiantes obtengan el incremento de las cantidades de los ingredientes dados, cuya Unica

solucion correcta es 5,5 tazas de leche y 110 panecillos. Esta tarea fue validada en un proceso de
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investigacion previo (Porras, 2013). Ademas, fue construida segun los lineamientos del curriculo
de Costa Rica y siguiendo los principios propuestos por Lesh et al. (2003) para las tareas de
modelizacién —significado personal, construccion del modelo, autoevaluacion, documentacion,
prototipo simple y generalizacion del modelo. Es decir, la actividad posee un contexto familiar
del estudiante, pero el método de resolucién es desconocido para este. En la figura 13 mostramos

los principios de construccion de tareas de modelizacidn en la tarea propuesta.

Para el segundo estudio (estudio 2), utilizamos una segunda tarea construida bajo los mismos
principios (Lesh et al., 2003). Dicha actividad la hemos titulado “Calculando mi mesada” (ver
figura 14) y consiste en determinar el aumento que debe realizarse a la mesada de Mario, la cual
tiene un monto de dinero que no ha cambiado desde hace diez afios. Para resolver esta actividad,
brindamos una tabla de articulos de precios de hace diez afios y su precio homélogo en la
actualidad. Esperamos idealmente que el estudiante obtenga como respuesta correcta que el
aumento de la mesada debe ser aproximadamente 3 veces mas que la cantidad de 2000, es decir

Z6000.

Figura 14

Tarea 2 de modelizacion “Calculando mi mesada” y sus prznczplos de construcczon

. . . jHola! Soy Mario, necesito tu ayuda con un problema acerca de mi
PI‘lIlClplO de mesada. Cuando mi hermana Mariela tenia 13 afios, recibia una mesada
construcci 611 de ¢2000 pero eso fue hace diez afios.

del modelo Ahora yo tengo 13 afios. Mis padres me dan ¢2000 a la semana también.
Creo que deberian de aumentar mi mesada teniendo en cuenta que las
cosas cuestan mas en la actualidad. En Costa Rica con ¢2000 ya no se
puede comprarlo mismo que compraba mi hermana hace diez afios.

Para probar mi hipétesis he recogido los precios de hace 10 afios de
algunos articulos. De igual forma, recolecté los precios de los articulos

iEsto es lo que necesito de ti!

s g - Usa la informacion de los precios actuales y de hace 10 afios para

Prmcnplo de autx/ determinar ;cual debe ser el monto actual de mi mesada? Justifica tu

evaluacion respuesta con razones légicas pues mispadres no aceptaran argumentos
emocionales 0 iléqicos.

Principio de - Ademés explica el método de solucién del problema para que tus

. . S en si il lo puedan utilizar para determinar
pl‘OtOtlpO Slmple cuales deben ser sus entradas en la aclﬁiad Redacte un informe

donde se describa el método de solucion utilizego y sus conclusiones.

~ \A Prmcl io de
Principio de generalizacion p
documentacion

del modelo }

|

Principio de significado personal

Fuente: Elaboracion propia.
La segunda tarea de modelizacién “Calculando mi mesada” fue validada en un proceso de

investigacion previo (Porras y Fonseca, 2015). Para su construccién, usamos lo dispuesto en
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curriculo de Costa Rica y los principios para la construccién de tareas de modelizacién de Lesh
et al. (2003). Dichos principios se cumplen forma analoga a la tarea 1 (ver figura 13). En la tarea
utilizamos un contexto familiar, dado que usan productos que son de la cotidianidad de los
estudiantes. En la tarea es establecido ningun método para resolver la tarea.

Procedimiento de recoleccion de la informacion

La tarea (Figura 13) la implementamos durante dos sesiones de 40 minutos cada una. La
Ilevamos a cabo en el horario habitual de la asignatura de matemaéticas. Los 24 participantes
fueron divididos en grupos de 2 a 3 estudiantes, esta configuracion fue realizada por los mismos
estudiantes como es habitual en su trabajo de aula, obteniendo 9 grupos en total. Luego,
solicitamos la escritura de todas las respuestas y soluciones en un informe detallado. Algunos,
realizaron borradores de los procesos en los cuadernos, los cuales también fueron solicitados. La
investigadora ejercié el papel de guia en la aplicacion de la tarea, pues la finalidad principal fue
que los estudiantes resolvieran las actividades de forma autonoma. El profesor oficial de la clase

proporciond datos de los sujetos del estudio y ayudé en la aplicacion de la tarea.

2.4 ANALISIS

Las producciones de los estudiantes fueron analizadas mediante la técnica del analisis de
contenido (Cohen et al., 2018) y que fue llevado a cabo en dos momentos. El primer momento
consistio en la categorizacion de los datos realizada por la autora, en donde analizamos las rutas
de modelizacion generadas por los estudiantes, buscando la identificacion de las estrategias
segun el estilo de pensamiento del resolutor: analitico, visual e integrado, utilizando las
categorias propuestas por Borromeo Ferri (2018). Para categorizar una estrategia correspondiente
al pensamiento analitico, tomamos en cuenta aspectos relacionados al uso de representaciones
simbolico-numéricas, a través de los simbolos numéricos, los simbolos de las operaciones y
flechas, entre otros —ver figura 15(a). En el caso del pensamiento visual, representaciones
pictoricas, dibujos, entre otros —ver figura 15(b). Ambos tipos de estrategias fueron

acompafiadas con representaciones verbales escritas mostradas en frases o explicaciones.

Posteriormente analizamos las representaciones utilizadas en las estrategias, usando las

categorias de sistemas de representacion: simbdlico-numérico, tabular, icénica-gréfica, y verbal-
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escrita, propuestas por Castro y Castro (1997), Goldin (2002) y Kaput (1991) presentadas en el
marco tedrico. Por ejemplo, en la figura 15(a), observamos una estrategia que fue categorizada
como de pensamiento analitico, por el uso representacion del tipo simbélico-numérico, donde
mostramos el uso del sistema de numeracion ardbigo, simbolos de operaciones como la division,
multiplicacion y la igualdad, entre otros. Para la figura 15(b), fue categorizada como una
estrategia de pensamiento visual, dado que usa el sistema de representacion iconica-grafica al
dibujar cajas para representar las tazas de leche (en Costa Rica es tradicional vender la leche
liquida en cajas) y circunferencias que representan las tasas de harina.

Figura 15

Ejemplos de categorizacion de estrategias y representaciones

16.8=3 =55 i E

B
FON / -~ =y
- x20= 10( e tefle haans £ e ) KD___
N ado | W IMA
(a) Estrategia de pensamiento analitico (b) Estrategia de pensamiento visual

Fuente: Elaboracion propia.

El analisis de contenido (Cohen et al., 2018; Fraenkel et al., 2011) realizado a la segunda tarea
sigui6 las ideas de Lesh y Doerr (2003) para los errores especificos de las etapas del ciclo de
modelizacién. Para este caso estudiamos cada una de las rutas de modelizacidn generadas por los
grupos participantes al resolver cada una de las tareas. Ademas, utilizamos la categorizacion de
Abrate et al. (2006) para el andlisis de errores matematicos. En ella encontramos clasificaciones
de errores debidos a (a) uso del lenguaje matematico (C1), (b) dificultades para obtener
informacion espacial (C2), (c) inferencias o asociaciones incorrectas (C3), (d) la recuperacion de
un esquema previo (C4), (e) calculos incorrectos o accidentales (C5), (f) deficiencias en la
construccion de conocimientos previos (C6) y (g) la ausencia de conocimientos previos (C8).
Para categorizar un error matematico segun esta clasificacion, tomamos en cuenta aspectos
relacionados al uso de representaciones y las aclaraciones realizadas por los estudiantes en las
entrevistas. Algunos ejemplos de las categorizaciones de error segin Abrate et al. (2006), son las

siguientes:
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Figura 16

Ejemplos de categorizacion de errores

__t)\ 23 tazas Ac honna

Harng L;:cln; Do

~ A9 5)F § ) *n:o‘ de ledhe y
_ zt 65 \azee de Voviea. 3 \ 9(}

|

‘:ll

!

o
|

9 daxas  de \eche

e

oo
ot

e g & s dedens YL 5565 5190

T ¥la ol ot tomo 30 pocecilos R £ Vi S E—

(a) Error debido a asociaciones incorrectas (b) Error debido célculos incorrectos o
accidentales

Fuente: Elaboracion propia.

En la figura 16(a), exponemos un ejemplo de la categoria de errores debidos a asociaciones
incorrectas al brindar respuestas con aumentos incorrectos que debian ser el monto actual de la
mesada. En el caso de la figura 16(b), es un ejemplo de la categoria de errores debidos a calculos
incorrectos o accidentares, ya que los estudiantes en su procedimiento utilizan la
correspondencia simbolica 3=1, es decir tres tazas de harina que le corresponde a una taza de
leche. La solucidn es incorrecta debido a que falta introducir una correspondencia méas. Otro
error cometido fue introducir la correspondencia 3 = 0,5 donde en la parte derecha de la

correspondencia dividen a la mitad la unidad, pero la parte izquierda se muestra invariante.

Para el andlisis de las entrevistas del estudio 2, efectuamos un analisis de contenido (Cohen et
al., 2018) de la informacion suministrada en las respuestas al preguntar sobre los procedimientos
escritos donde se vislumbraban errores incurridos durante la resolucion de la segunda tarea. Para
esto, la teoria de Lesh y Doerr (2003) en cuanto a los errores especificos de las etapas del ciclo
de modelizacion y utilizamos la misma categorizacion de errores mateméticos de Abrate et al.
(2006).

En el segundo momento y para validar lo hecho, la directora de esta tesis volvio a analizar los
datos. Después, la doctoranda y la directora discutieron los resultados hasta no haber

discrepancias.
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3. CARACTERISTICAS METODOLOGICAS DE LA FASE 2

La fase 2 fue guiada por el segundo objetivo general: Profundizar en el conocimiento
profesional de los maestros de primaria en ejercicio sobre modelizacion matematica. En primer
lugar, realizamos un estudio documental (estudio 3), donde analizamos el curriculo de Costa
Rica con la finalidad de establecer las componentes del conocimiento del profesor referentes al
proceso de modelizacion, asi como a su ensefianza y aprendizaje. Luego, efectuamos un estudio
empirico (estudio 4) con el propdsito de identificar qué componentes del conocimiento sobre
modelizacién matematica ponen en juego los maestros de primaria al ensefiar la modelizacion y
ademas, de caracterizar el conocimiento de los maestros de primaria en ejercicio sobre el proceso

de modelizacidon matematica.

3.1 ANALISIS DEL CURRICULO DE COSTARICA

Dado que el curriculo contiene conocimientos necesarios para el profesor sobre la ensefianza
de la modelizacién, realizamos un analisis de contenido al documento curricular de matematica
correspondiente a la educacion general bésica y educacion diversificada de Costa Rica (MEP,
2012).

Fuentes documentales de informacion

El documento curricular corresponde al programa oficial y obligatorio que rige a la educacién
matematica costarricense (MEP, 2012). Debido a que en él se detallan elementos importantes
para la labor del profesor, siendo guia para planificar, seleccionar e implementar tareas
adecuadas para el aprendizaje de los estudiantes (Rojas, 2014). Ademas, contiene las diferentes
normas, recomendaciones y contenidos de importancia para el ejercicio de la labor docente
(MEP, 2012). En relacion con la estructura, el documento curricular costarricense incluye los
capitulos: introduccion, fundamentos, ejes, gestion y planeamiento pedagdgicos, metodologia,
evaluacion, programas de estudio para cada ciclo educativo y otros elementos. En la introduccion
se brinda una presentacion general del documento, en los fundamentos se realiza una
conceptualizacion de los términos mas relevantes que adopta el curriculo, en los ejes se describe
los ejes disciplinares del curriculo, el capitulo gestion y planeamiento pedagdgicos plantea
indicaciones generales que debe seguir el profesor al gestionar sus lecciones y su planeamiento.

Asimismo, en la metodologia se brindan directrices generales sobre organizacién de las
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lecciones, areas y los procesos, las actitudes y creencias en la matematica y el uso de recursos

como tecnologia y la historia de las matematicas. En la evaluacion se brindan indicaciones y

principios generales a ser tomados en cuenta al realizar la evaluacion en el aula. El siguiente

capitulo, los planes de estudio, se distribuyen los conocimientos y habilidades de todos los ciclos

educativos. Por ultimo, en el ultimo capitulo otros elementos, se incluyen diversos apartados

como un resumen de la distribucion de los temas matematicos por nivel, glosario, bibliografia

general, entre otros.

Andlisis de los datos

Las categorias de analisis utilizadas (Tabla 7) son una adaptacién de las componentes del

modelo del conocimiento del profesor para la resolucion de problemas propuesto por Pifieiro et

al. (2019) y sirvieron para delimitar aspectos relativos a la modelizacion presentes en el

curriculo.

Tabla7

Categorias de analisis del curriculo de Costa Rica

Dimensién

Categorias

Subcategorias

Conocimiento
del contenido

C1. Nocion del problema
de modelizacién

C1.1 Tarea de modelizacion
C1.2 Consideracion del resolutor
C1.3 Tipos de tareas existentes de modelizacion

C2. Resolucion de
problemas

C2.1 Etapas de resolucion y su caracterizacion
C2.2 Estrategias

C2.3 Metacognicion

C2.4 Factores no cognitivos

C3. Disposicion

C3.1 Aceptacion del desafio de resolver el
problema

Conocimiento
didactico del
contenido

C4. Estudiante como
resolutor

C4.1 Caracteristicas de resolutores exitosos
C4.2 Dificultades y errores

C5. Resolucion de
problemas como tarea
escolar

C5.1 Seleccion de problemas
C5.2 Modelos de resolucion y estrategias
C5.3 Invencion de problemas

C6. Factores no cognitivos

C6.1 Influencia mutua de creencias y
concepciones

C7. Gestién de Ensefianza

C7.1 Enfoques o vias de acceso
C7.2 Gestion del discurso

C7.3 Gestion de los atascos
C7.4 Gestion de evaluacion
C7.5 Gestion de los recursos
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Las categorias utilizadas permitieron la clasificacion “de los elementos de significacion
constitutivos del mensaje” (Bardin, 1996, p. 28). En los apartados de introduccién general,
fundamentos, ejes, gestion y planeamiento pedagdgico, metodologia y evaluacién del curriculo
de Costa Rica, dividiendo la informacion en unidades analisis tematicas (Krippendorff, 1990). Es
decir, fragmentos de texto que brindan explicaciones o interpretaciones sobre las definiciones de
los distintos conocimientos del profesor sobre la modelizacion matematica siguiendo el modelo
del conocimiento del profesor para la resolucion de problemas de Pifieiro et al. (2019). Asi,
logramos inferencias validas acerca del conocimiento del profesor sobre la modelizacién y
permitiendo establecer las componentes necesarias para el estudio 4 de esta investigacion. Un
ejemplo es el extracto: “existen problemas que por su naturaleza no admiten una solucién en
poco tiempo y otros que tal vez no tengan” (MEP, 2012, p. 29). La frase anterior la consideramos
una unidad de andlisis tematica relacionada con la categoria Nocion del problema de
modelizacion del conocimiento sobre la modelizacion. Especificamente de la subcategoria Tipos
de tareas existentes de modelizacion. Debido a que la frase del curriculo evidencia un significado
sobre la cantidad de soluciones plausibles del problema de modelizacion, es decir si un problema
puede tener 0 no solucion o que posee multiples soluciones. En otras palabras, el profesor puede

usar en el aula de matematica problema abiertos o cerrados al trabajar la modelizacion en el aula.

3.2 CONOCIMIENTO PROFESIONAL SOBRE MODELIZACION

En el aprendizaje de la modelizacién, un factor importante es la ensefianza de calidad
(Borromeo Ferri, 2018). Para lograr este objetivo el profesor debe poseer conocimientos propios
sobre la modelizacion, que permitirdn desarrollar con éxito su tarea docente (Pifieiro et al.,
2019). En este apartado presentamos las caracteristicas metodoldgicas sobre el estudio 4, cuyo
fin fue el identificar qué componentes del conocimiento sobre modelizacion matematica ponen
en juego los maestros de primaria al ensefiar la modelizacion y luego, caracterizar el
conocimiento de los maestros de primaria en ejercicio sobre el proceso de modelizacion

matematica.

Participantes

Para realizar el anélisis del conocimiento del profesor sobre modelizacion matematica

utilizamos una muestra no probabilistica, cuya seleccion fue orientada por las caracteristicas de
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la investigacion y que no pretende la generalizacion de los resultados. Especificamente, la
estrategia de muestreo fue mixta combinando dos tipos de muestra, en nuestro caso fue una
muestra autoseleccionada, pero a la vez por conveniencia (Hernandez-Sampieri et al., 2014).
Autoseleccionada debido a que invitamos a participar en la investigacion a 11 maestros de
instituciones educativas de la provincia de San José en Costa Rica, escogiéndolos por
recomendaciones de sus directores en cuanto a sus caracteristicas y compromiso profesional. Por
conveniencia, pues fue seleccionada por la viabilidad de realizacion de la entrevista.
Especificamente, participaron 11 profesores que al menos durante un ciclo escolar habian
impartido la materia de matematica. 10 de ellos trabajaban como docentes de educacion publica
y 1 para educacion privada. Ademas, 3 de los participantes impartian clases en el primer ciclo y
8 de los profesores en segundo ciclo de educacion primaria. En la tabla 8, en la categoria
“Poblacion que atiende” clasificamos a los profesores en dos tipos. En primer lugar, los
identificados con el término “Primaria” que se refiere a los profesores que solo trabajaban con
ninos. En segundo lugar, corresponde a los profesores clasificados con el término “Primaria
/Educacion de Adultos” que son los profesores, que trabajan con nifios pero que también
laboraban con estudiantes adultos que no tenian su educacion primaria. Destacamos, que es muy
importante estudiar este Gltimo tipo de profesor, debido a que es capaz de impactar con su
ensefianza a poblaciones con caracteristicas muy distintas (nifios y adultos). En relacion con su
experiencia laboral, observamos que 8 de los profesores poseian 10 0 més afios de experiencia
docente en educacion primaria. Algunos de ellos, especificamente 6 profesores poseian una

formacion adicional distinta a la de ensefianza.

En Costa Rica, el grupo o categoria profesional de los maestros en educacién primaria se usa
en forma estandarizada el codigo PT que significa Profesor de Ensefianza Primaria Titulado,
cuyas clasificaciones son PT-6, PT-5, PT-4, PT-3, PT-2 y PT-1. La clasificacion PT6 es el grado
académico maximo obtenido por un profesor con una Licenciatura mas otro grado académico.
En la tabla 8, en la columna Formacion continua, utilizamos Si cuando el maestro ha recibido
cursos de formacion continua recientemente sobre modelizacion matematica, resolucién de
problemas, contextualizacion activa o el curriculo de matematica. En el caso de la respuesta
negativa, significa que el profesor recientemente no ha recibido dicha formacion. Luego, la
categoria Localidad los profesores que optaron por la primera opcion Si corresponde a

profesores que viven o vivieron en el barrio donde se ubica la institucion educativa, o han
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trabajado por muchos afios en ella. Lo que permite al profesor identificar mas facilmente el
contexto cotidiano derivado de la localidad y que es presentado en las tareas de modelizacién
propuestas en el estudio. En el caso de la segunda opcion de respuesta, corresponde a los
profesores que no viven o es la primera vez que trabajan en la institucién educativa, o su
experiencia como docente es muy poca en dicha institucion, lo que no ha permitido el identificar

tan facilmente elementos del contexto de la localidad.

Un ejemplo de cdmo debemos leer la tabla 8 es la primera fila donde el sujeto P1, es el primer
profesor entrevistado, un profesor varon y de edad 36 afios. Su categoria profesional es PT6, es
decir Profesor de Ensefianza Primaria Titulado con Licenciatura més otro grado. Con una
experiencia como profesor de 5 0 menos afios. Trabaja en la educacion primaria publica
atendiendo a nifios de edades entre los 6 y 12 afios. El nivel educativo que imparte actualmente
es sexto afio. No ha recibido ninguna formacién continua sobre cursos de modelizacion o
aspectos relacionados. Por ultimo, no vive o tiene muy poco tiempo de servicio en dicha

institucion educativa.
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Tabla 8

Caracteristicas de los participantes

Sujeto Sexo Edad Grado Afosde  Modalidad Poblacion que Nivel que Formacion Localidad
Experiencia de trabajo atiende imparte clases  continua

P1 M 36 PT6 5 0 menos Pablico Primaria 6° No No

P2 F 34 PT6 Entre5y10 Pdblico Primaria 5° No Si

P3 M 55 PT6 10 o mas Pablico Primaria 4° Si Si

P4 F 55 PT6 10 o mas Pablico  Primaria /Educacion 4° No Si
de Adultos

P5 F 61 PT4 10 o mas Privado Primaria 2°, 3° No No

P6 M 52 PT6 10 o mas Pablico Primaria 4° No No

P7 F 47 PT5 10 o mas Pablico Primaria 6° Si Si

P8 F 45 PT6 10 o mas Pablico Primaria 1° Si Si

P9 F 32 PT3 5 0 menos Pablico Primaria 5° No Si

P10 F 45 PT6 10 o mas Pablico  Primaria /Educacion 4° Si Si
de Adultos

P11 F 46 PT6 10 o mas Pablico Primaria 2° No Si

Fuente: Elaboracion propia.

Notas: M=Masculino, F=Femenino. PT3=Profesor de ensefianza de primaria con el grado académico de bachillerato, PT4= de
ensefianza de primaria con el grado académico de bachillerato + otra especialidad, PT5= bachilleres en Ciencias de la Educacidn,
con especialidad en Primaria, PT-6= Licenciatura mas otro grado académico.
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Técnica de recoleccion de informacion

Como herramienta de recoleccion de informacion, fue aplicada la entrevista semiestructurada.
Segtin Rabionet (2011) la entrevista es “una herramienta flexible y poderosa para capturar las
voces y las formas en que las personas dan sentido a sus experiencias” (p. 563). Es decir,
proporciona informacion detallada sobre las experiencias y los puntos de vista de los
participantes de un tema en particular, en esta investigacién concretamente acerca del
conocimiento del profesor sobre la modelizacién matematica. Especificamente, para recoger la

informacion aplicamos dos entrevistas a los participantes, cada una con su propio instrumento.

Las cuestiones de ambas entrevistas fueron construidas a partir de las componentes
evolucionadas del conocimiento del profesor sobre la modelizacibn matematica, es decir
originalmente fueron establecidas realizando una adaptacién hacia la modelizacion de las
componentes del modelo del conocimiento del profesor para la resolucion de problemas de
Pifieiro et al. (2019). Pero se le realizaron modificaciones producto de los resultados del analisis
del documento curricular de Costa Rica (estudio 3) y ademas, fueron contrastadas con la teoria
de la modelizacion presente en la literatura consultada. Dichas componentes las presentamos en
la tabla 9. La primera entrevista fue relativa al conocimiento del contenido y la segunda acerca
del conocimiento didactico sobre la modelizacion matematica que poseen los maestros de

primaria.

Tabla9

Componentes del conocimiento del profesor sobre la modelizacion matematica
Dimension Categorias Subcategorias

Conocimiento C1. Nocion del problema  C1.1 Nociones béasicas de modelizacién
del contenido  de modelizacion C1.2 Problema de modelizacion
C1.3 Consideracion del resolutor
C1.4 Tipos de tareas existentes de modelizacion
C2. Resolucion de C2.1 Ciclos de modelizacién y sus caracteristicas
problemas C2.2 Estrategias
C2.3 Metacognicion
C2.4 Factores no cognitivos

C3. Disposicion C3.1 Disposicion al resolver un problema de
modelizacién
Conocimiento C4. Estudiante como C4.1 Caracteristicas de resolutores tareas de
didactico del  resolutor de tareas de modelizacién
contenido modelizacion C4.2 Dificultades y errores de los estudiantes en

101



Tabla9

Componentes del conocimiento del profesor sobre la modelizacion matematica

Dimension Categorias Subcategorias
procesos de modelizacion
C5. Resolucion de C5.1 Seleccion de tareas de modelizacion
problemas de C5.2 Modelos teoricos de modelizacion
modelizacion como tarea  C5.3 Invencién de problemas de modelizacion
escolar

C6. Factores no cognitivos C6.1 Influencia mutua de creencias y
concepciones

C7. Gestion de Ensefianza  C7.1 Enfoques de ensefianza de la modelizacién
C7.2 Gestion del discurso
C7.3 Gestion de los atascos
C7.4 Gestion de evaluacion
C7.5 Gestion de los recursos

Para disefiar y construir los dos instrumentos seguimos el siguiente proceso seguido en
estudios similares (Pifieiro, 2019): a) analisis de las perspectivas tedricas sobre modelizacion
matematica para su ensefianza y aprendizaje, b) estudio de los lineamientos del curriculo de
educacion matematica a nivel de primaria en Costa Rica, especificamente los relacionados con la
modelizacion (Porras y Castro-Rodriguez, 2021), c) revision de la literatura de experiencias
investigativas sobre modelizacion con profesores, d) construccion de una version piloto de los
instrumentos 1 y 2, €) revision por expertos y pruebas piloto de los instrumentos 1y 2 y f)

construccion de la versién final de cada una de los instrumentos de entrevista.

Disefio y construccion de los instrumentos

El disefio de la primera entrevista fue concretado utilizando una estructura de dos partes. En la
primera parte, establecimos preguntas acerca de informacion general de los participantes y en la
segunda parte, indagamos en la dimensién relativa al conocimiento sobre la modelizacién
matematica, logrando asi las preguntas para el primer instrumento con el fin de explorar este tipo
de conocimiento. La estructura del instrumento la resumimos en la tabla 10, donde presentamos

las categorias seglin su numeracion de preguntas en la entrevista 1.
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Tabla 10

Categorias segun su numeracién de preguntas de entrevista 1

Categorias Subcategorias N° de preguntas
K1. Nocion del ~ K1.1 Nociones béasicas de modelizacion Delala4d
problema de K1.2 Problema de modelizacién De5ala9
modelizacion K1.3 Consideracion del resolutor 10

K1.4 Tipos de tareas existentes de modelizacion 11y 12
K2. Resolucion  K2.1 Ciclos de modelizacion y sus caracteristicas 13y 14
de un problema  K2.2 Estrategias Del5alal8
de modelizacion  K2.3 Metacognicién 19
matematica K2.4 Factores no cognitivos 20
K3. Disposicion  K3.1 Disposicion al resolver un problema de De2lala23
modelizacién

El instrumento 2 corresponde a las preguntas para efectuar la segunda entrevista. Las
diseflamos utilizando una dimension relativa al conocimiento didactico sobre la modelizacion
matematica. Para explorar este tipo de conocimiento, el instrumento lo construimos en una Unica
parte donde elaboramos 32 preguntas agrupadas en categorias y subcategorias para obtener la
informacion de los maestros de primaria en ejercicio. La estructura del instrumento 2 la
presentamos en la tabla 11, donde presentamos las categorias segun su numeracién de preguntas

de entrevista 2.

Tabla 11
Categorias para la construccion de las preguntas de la entrevista 2
Categorias Subcategorias N° de preguntas

K4. Estudiante como  K4.1 Caracteristicas de resolutores de tareas de ly2

resolutor de tareas de  modelizacion

modelizacion K4.2 Dificultades y errores de los estudiantes en De3alab
procesos de modelizacién

K5. Problemas de K5.1 Seleccion de tareas de modelizacion De6alal0

modelizacién como K5.2 Modelos tedricos de modelizacion Dellalal3

tarea escolar K5.3 Invencion de problemas de modelizacion 14y 15

K6. Factores no K6.1 Influencia mutua de creencias y Del6alal8

cognitivos concepciones

K7. Gestion de K7.1 Enfoques de ensefianza de la modelizacion 19

Ensefianza K7.2 Gestién del discurso De 20 a la 26
K7.3 Gestién de los atascos 27y 28
K7.4 Gestién de evaluacién De29ala3l
K7.5 Gestién de los recursos 32
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En ambas entrevistas cada una de las preguntas fueron de tipo abierto. Escogimos este tipo de
pregunta abierta para que los profesores tuvieran la libertad de expresar sus respuestas sin ningdn
limite, ni presion. No obstante, la entrevistadora fue “gradualmente ejerciendo un mayor control
sobre lo que se esta hablando, dirigiendo progresivamente la conversacion hacia aquellos temas

que le ayudaran a descubrir lo que pensaban los participantes” (Rodriguez et al., 1999, p. 168).
Validacion de los instrumentos de las entrevistas

Con el fin de garantizar la obtencion de informacion pertinente a travées de la aplicacion de las
entrevistas, procedimos a hacer un proceso de validacion del contenido de los instrumentos en
tres momentos (Cohen et al., 2018). En el primer momento, construimos las preguntas de ambas
entrevistas, garantizando “una representacion adecuada de elementos que operacionalizan el
concepto” (Dikko, 2016, p. 521), es decir de los conocimientos relacionados con la modelizacién
en educacién primaria. En el segundo momento, realizamos un pilotaje de las preguntas de
ambas entrevistas. Valoramos aspectos como la claridad y comprension de las preguntas; ademas
del tiempo de aplicacion del instrumento. El pilotaje fue realizado con una profesora de
educacién primaria y con caracteristicas similares a los participantes del estudio (cantidad de
afios de experiencia, lugar de trabajo, entre otros). En una sesion de 1,5 horas, aplicamos las dos
partes que conforman instrumento 1 (Parte 1: Informacion general y Parte 2: Informacion del

estudio).

Del pilotaje, obtuvimos mejoras que fueron realizadas al instrumento de la entrevista 1.
Especificamente, en la primera parte, en la informacion general cambiamos el término género
por sexo, agregamos una pregunta adicional sobre la formacion adicional del maestro y en el
caso de la ultima pregunta, quitamos la palabra “nuevo” dado que el curriculo de Costa Rica ya
tiene mas de 10 afios de aplicarse, es decir ya no se puede catalogar como un documento nuevo.
Con respecto a las preguntas de la segunda parte de la entrevista, las que corresponde
propiamente a la informacion de la investigacion, mejoramos las pautas del investigador y la
redaccion de las preguntas. Agregamos preguntas a la entrevista 1 para conducir mas
adecuadamente la conversacion de los temas de interés. Por ejemplo, originalmente establecimos
como primera pregunta: ;Qué diferencias cree que existen entre un modelo y un modelo
matematico?, pero en el pilotaje la maestra mostr6 confusion sobre lo preguntado. Por ello,

agregamos dos preguntas antes para lograr dirigir progresivamente la conversacion (Rodriguez et
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al., 1999). Concretamente las preguntas fueron: ;Qué es para usted un modelo? y ;Qué entiendes

por modelo matematico?

Con respecto, a la pregunta 14 de la entrevista 1, brindamos al participante varias tarjetas de
las etapas del ciclo de modelizacion para que las ordenara y se le preguntd: ¢En qué orden
sequirias las etapas de las tarjetas al resolver un problema de modelizacién? A la maestra le
presentamos dos ciclos de modelizacion, como primera opcion el ciclo de modelizacién
propuesto por Lesh y Doerr (2003) y como segunda opcion, el ciclo de modelizacion de
Borromeo Ferri (2006). Para cada uno de los ciclos detallamos las etapas que los conforman. Le
pedimos a la maestra escoger cual de los ciclos de modelizacion era mas adecuado, de mayor
facilidad y comprensién para los profesores de primaria. La maestra escogio el modelo propuesto
por Lesh y Doerr (2003), por tener menos etapas, ser mas comprensible y con menos
informacion que leer. Por ello, en el instrumento final de la entrevista 1 utilizamos solo el ciclo
de modelizacion elegido por la maestra de la prueba piloto. Ademas, para mejorar la compresion
de las etapas, acompafiamos con una imagen o representacion grafica que ilustrara la explicacion
de cada una de ellas. Esta correccion fue la Unica que también incorporamos para el instrumento
2. Con respeto al tiempo de aplicacion de la entrevista 1 en la prueba piloto fue 1 hora y 30

minutos aproximadamente.

Con respecto, la segunda entrevista, la prueba piloto la aplicamos en una segunda sesion con
la misma maestra que particip6 en el pilotaje del instrumento 1. De esta parte, solo obtuvimos
como recomendacién el mejorar la redaccion de algunas preguntas, que fueron corregidas al
mismo tiempo con las observaciones del siguiente momento. Para el tiempo de aplicacion del
segundo instrumento necesitamos de 2 horas aproximadamente. Asimismo, aclaramos que el
pilotaje fue realizado antes de la evaluacién de expertos (tercer momento) debido a que no
teniamos certeza de cual ciclo de modelizacion era mas comprensible para los profesores de

primaria.

El tercer momento, corresponde a una evaluacion de los instrumentos por juicio de expertos.
Segun Pineiro (2019) el aplicar “el juicio de expertos hace posible una evaluacion cualitativa de
los enunciados, contrastando su validez en relacion con el grado de adecuacién de cada una de
las categorias de conocimiento sobre la resolucion de problemas” (p. 147), en particular si

hablamos de la modelizacion. Elegimos dos expertos para dicha evaluacion, ambos fueron

105



elegidos siguiendo los criterios de seleccion citados por Pifieiro (2019) del trabajo Skjong y
Wenworht (2000) como: a) amplia experiencia investigativa, publicaciones y proyectos, b)
disponibilidad y motivacion para participar en el proceso y c) imparcialidad en el proceso de
investigacion. Dado que no podiamos contar con la presencia fisica de ambos investigadores, en
el caso del primer experto los instrumentos con las preguntas fueron enviados por medio de
correo electronico, junto con las componentes del conocimiento del profesor sobre la
modelizacion y aspectos a evaluar. Los instrumentos fueron evaluados por medio de la funcion
“revisor” de los documentos de Word. Para el segundo experto, por su disponibilidad logramos
realizar la evaluacion de las preguntas de ambas entrevistas por medio de una sesion virtual en la
plataforma TEAMS.

En ambos casos, los expertos evaluaron aspectos como: a) redaccion, compresion de la
pregunta segun la informacion que queriamos conseguir con respecto la componente del
conocimiento del profesor, b) si los items eran adecuados para evaluar el conocimiento del
profesor acerca de la modelizacién y c) si el enunciado de la pregunta concordaba con la
dimensién, la componente y el conocimiento en cuestién. Algunas de las mejoras del
instrumento 1, las presentamos en:

e Mejorar la redaccion de las preguntas. Por ejemplo, en la pregunta 8 el experto sugirio
cambiar el término “complejidad” por “dificultad”, obteniendo: ;Qué dificultad para el
resolutor deberia tener un problema de modelizacion?

e En la pregunta 14, quitamos la numeracion de las etapas del proceso de modelizacion, pues
brindaban una pista al participante del orden correcto de las etapas.

Sobre, la evaluacion del instrumento 2, obtuvimos méas recomendaciones relevantes como:

e Enumerar todas las listas presentes en los instrumentos, por ejemplo, la lista de errores y
dificultades de los estudiantes al resolver problemas de modelizacion, la lista de
caracteristicas para construir o seleccionar un problema de modelizacién, entre otros.

e Agregar el enunciado de algunas categorias y subcategorias de las componentes del
conocimiento del profesor que el instrumento 2 no poseia.

e Agregar en algunas preguntas opciones de respuesta positiva o negativa con sus respectivas
pautas a seguir. Por ejemplo, en la pregunta 4 del instrumento 2, originalmente fue

establecida como: Al trabajar la modelizacion, ;considera relevante conocer y comprender
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las limitaciones de los estudiantes para la toma de decisiones en el aula? Agregamos las
opciones de respuesta:
Respuesta negativa: ¢Por qué?
Respuesta positiva: ;Como consideraria esas dificultades?

e Cambiamos cuatro preguntas especificas de cada una de las etapas de modelizacién, por
una sola interrogante que englobaba todas las etapas, concretamente cambio las preguntas
de la 11 a la 14 por la 12: (Es necesario y relevante el realizar cada una de las etapas

presentadas en el proceso de modelizacion? ;Por qué? Amplie su respuesta.

Asi los tres momentos del proceso de validacién del contenido de los instrumentos
permitieron modificar y mejorar las preguntas de la entrevista, con la finalidad de obtener uno
mas adecuado para garantizar la informacion pertinente y confiable necesaria para esta

investigacion.
Preguntas de la entrevista 1: Conocimiento sobre la modelizacion matematica

Dado que los items del instrumento 1 fueron presentados por medio de las categorias acerca
del conocimiento sobre la modelizacion (ver Tabla 10). Las preguntas finales de la entrevista 1
usadas para recoger los datos se encuentran en los anexos de esta tesis. Algunos ejemplos de

preguntas que corresponden a la categoria 1 “Nocion del problema de modelizacion”, son:

Tabla 12

Ejemplos de preguntas de categoria 1: Nocion del problema de modelizacion

Subcategoria Ejemplo de Pregunta
K1.1 Nociones basicas de 3. ;Qué diferencias cree que existen entre un modelo y un modelo
modelizacion matematico?

K1.2 Problema de 7. ¢Qué aspectos diferencian un problema de modelizacion con
modelizacion respecto a cualquier problema?

K1.3 Consideracion del 11. ;Qué papel juega el resolutor en que una actividad / tarea
resolutor matematica se convierta en un problema de modelizacion?

K1.4 Tipos de tareas 12. (Conoce distintos tipos de problemas de modelizacion
existentes de matematica? ¢Cuales son? (En qué consisten? Justifique su
modelizacion respuesta.

En la categoria 2 “Resolucion de un problema de modelizacion”, ejemplos de items son:
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Tabla 13

Ejemplos de preguntas de categoria 2: Resolucion de un problema de modelizacion

Subcategoria Ejemplo de Pregunta
K2.1 Ciclos de 14. Con respecto al ciclo de modelizacion, ¢conoce las etapas que se
modelizacion y sus  utilizan al resolver un problema de modelizacion?
caracteristicas Respuesta negativa: No se amplia la respuesta, se continta con la

siguiente pregunta.
Respuesta positiva: Ampliar la respuesta y realizar la pregunta adicional
¢ Qué conoces sobre las etapas del proceso de modelizacion?

K2.2 Estrategias 16. ¢Qué estrategias se utilizan cuando se resuelve un problema de
modelizacion?

K2.3 Metacognicion 20. ;Quée procesos metacognitivos pueden intervenir al resolver un
problema de modelizacion? Amplie su respuesta.

K2.4 Factores no 21. ¢Qué rol juega las emociones, actitudes y creencias al resolver un

cognitivos problema de modelizacion? Expligue su respuesta.

En el caso de la categoria 3 “Disposicion”, especificamente realizamos preguntas como:
Tabla 14

Ejemplos de preguntas de categoria 3: Disposicion

Subcategoria Ejemplo de pregunta
K3.1 Disposicién al resolver un 24. ¢Qué rol juega la motivacion y la disposicion en la
problema de modelizacion resolucion de problemas de modelizacion?

Preguntas de la entrevista 2: Conocimiento didactico sobre la modelizacidon matematica

Al igual que las preguntas de la entrevista 1, las de la entrevista 2 fueron ordenadas por medio de
las categorias del conocimiento didactico sobre la modelizacion matematica (ver Tabla 11). Los
items de la entrevista 2 se encuentran en los anexos. Algunos ejemplos de preguntas que

corresponden a la categoria 4 “Estudiante como resolutor de tareas de modelizacion”, son:

Tabla 15

Ejemplos de preguntas de categoria 4: Estudiante como resolutor de tareas de modelizacion

Subcategoria Ejemplo de Pregunta
K4.1 Caracteristicas de 1. ;Qué caracteristicas del resolutor debe considerar un profesor al
resolutores de tareas de seleccionar o disefiar un problema de modelizacion?
modelizacion
K4.2 Dificultades y errores  3.Al trabajar la modelizacion ;Cuéles pueden ser algunas
de los estudiantes en dificultades y errores que puede tener un estudiante cuando
procesos de modelizacion  resuelva un problema?
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En la categoria 5 “Problemas de modelizaciébn como tarea escolar” realizamos preguntas

como:

Tabla 16

Ejemplos de preguntas de categoria 5: Problemas de modelizacion como tarea escolar

Subcategoria Ejemplo de Pregunta

K5.1 Seleccion de 7. ¢Cuédles criterios de seleccion usaria para seleccionar un problema
tareas de de modelizacion? ¢De donde los obtienen? ¢Por qué cree que son
modelizacién buenos criterios? Explique sus respuestas.
K5.2 Modelos tedricos 11. ;Conoce algin modelo tedrico de modelizacion matematica? ¢ Si
de modelizacién es asi en qué consiste? Justifique su respuesta.
K5.3 Invencion de 14.;iHas inventado, creado o modificado una actividad de
problemas modelizacién?

Respuesta negativa: ¢Por qué?
Respuesta positiva: Describe como has hecho este proceso.

Para la categoria 6 “Factores no cognitivos”, algunos ejemplos de cuestiones son:

Tabla 17

Ejemplos de preguntas de categoria 6: Factores no cognitivos
Subcategoria Ejemplo de pregunta
K6.1 Influencia mutua de  17. ;Qué papel juegan las concepciones y las creencias del maestro

creencias y concepciones en el aprendizaje de los estudiantes al resolver problemas de
modelizacion?

En la categoria 7 “Gestion de Ensefianza” algunos ejemplos de preguntas son:

Tabla 18

Ejemplos de preguntas de categoria 7: Gestion de Ensefianza

Subcategoria Ejemplo de Pregunta
K7.1 Enfoques de 19. ;Conoce algin enfoque o método para fomentar las acciones de
ensefianza de la  ensefianza en una clase de modelizacion? Explique su respuesta.
modelizacion
K7.2 Gestion del 24. En una clase de modelizacion matematica ¢Qué acciones de

discurso participacion activa debe fomentar el maestro para socializar los resultados?
K7.3 Gestiobn de  28. ;Cuando y como el maestro debe intervenir para ayudar al estudiante
los atascos cuando este atascado en la resolucion de un problema de modelizacién?

K7.4 Gestiobn de  31. ¢(Qué criterios utilizaria para evaluar las competencias de modelizacion
evaluacion de un estudiante?

K7.5 Gestibn de  32. (Qué materiales o recursos puede usar el maestro al trabajar la
los recursos modelizacion matematica?
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Trabajo de campo

Informamos los pormenores de la investigacion y solicitamos permiso para realizar
grabaciones de las entrevistas, respetando los principios éticos de este proceso. Tras la recogida
y su validacion, la informacion obtenida fue tratada de forma confidencial y sin ningin perjuicio
para el maestro en su labor, sino mas bien en procura de mejorar su ejercicio profesional.
Algunas de las entrevistas fueron aplicadas de forma presencial y otras de forma virtual segin la
disposicion y preferencia del profesor. En total, se aplico la entrevista 1 a once profesores y la
entrevista 2 a diez. A uno de los profesores no se logré aplicar la entrevista 2 por razones
personales de este participante.

Andlisis de los datos

Realizamos un analisis de contenido (Cohen et al., 2018) de los datos obtenidos de las
entrevistas aplicadas, acerca del conocimiento profesional sobre la modelizacién matematica. De
esa manera, se propusieron dos constructos: (1) el conocimiento del profesor sobre la
modelizacion y (2) conocimiento didactico sobre la modelizacion. Las categorias de analisis
correspondieron a las componentes del conocimiento del profesor sobre la modelizacion
evolucionadas, es decir las que se adaptaron del modelo del conocimiento del profesor para la
resolucion de problemas de Pifieiro et al. (2019), los resultados del analisis del documento
curricular de Costa Rica (estudio 3) y la teoria de modelizacion presente en la literatura. Las
categorias las presentamos en la tabla 9.

Concretamente, utilizamos como unidades andlisis tematicas (Krippendorff, 1990) los
fragmentos de texto que brindaban explicaciones o interpretaciones de los distintos
conocimientos del profesor sobre la modelizacion matematica. Un ejemplo es el extracto de texto
de la respuesta de uno de los profesores participantes “enfocarse en lo real, lo que vive la época
de ahora, de ellos, digamos en lo que vive...también ver las condiciones de cada uno”. La frase
del profesor 5 (P5) hace referencia a la categoria Estudiante como resolutor de tareas de
modelizacion, particularmente de la subcategoria caracteristicas de resolutores de tareas de
modelizacion. Debido a que una de las caracteristicas del resolutor que los profesores tomarian
en cuenta para seleccionar o disefiar un problema de modelizacion es el contexto real del

estudiante.
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4. RIGOR DE LA INVESTIGACION

En nuestra indagacion cualitativa procuramos cumplir con el rigor de toda investigacion para

certificar su calidad. Para esto, apelamos a los criterios de dependencia, credibilidad y

transferencia (Hernandez-Sampieri et al., 2014). En primer lugar, la dependencia establecida por

los autores como confiabilidad cualitativa la garantizamos por medio de estrategias como:

Detallamos la perspectiva tedrica que sigue el estudio y el disefio utilizado.

Explicamos los criterios de seleccion de los participantes y el proceso de disefio de los
instrumentos de recoleccion de informacién.

Describimos el papel realizado por los investigadores en el campo y los métodos de
codificacion y el desarrollo de las categorias de analisis de la informacion.

Especificamos el contexto de recoleccion de los datos.

En segundo lugar, en cuanto al criterio de credibilidad, es decir, para asegurarnos de capturar

el significado profundo y completo del fenémeno, llevamos a cabo las siguientes acciones:

Para el primer objetivo general, realizamos una triangulacion metodoldgica (Hernandez-
Sampieri et al., 2014; Stake, 1998), recolectando informacion con distintas técnicas y en
distintos periodos de tiempo. Usamos la observacion participante en la resolucion y
aplicacion de tareas, la revision de las estrategias de resolucion, representaciones y errores
presentes en los procedimientos al resolver las tareas de modelizacion. Por Ultimo,
contrastando la informacion obtenida de las entrevistas realizadas a los estudiantes.

En el segundo objetivo general, usamos la triangulacion de diversas fuentes de informacion
(Hernandez-Sampieri et al., 2014; Stake, 1998): informacion de la literatura sobre
modelizacién y el conocimiento del profesor, ademas del curriculo de Costa Rica y por
Gltimo, de las entrevistas de los profesores a cerca del conocimiento sobre la modelizacién.
Usamos un diario de campo para registrar descripciones correctas y precisas en forma
literal y con términos utilizados por los participantes, garantizando la veracidad de la
informacion. Asi, los registros obtenidos por medio de las grabaciones de audio y video se
plasmaron en notas, con el fin de conseguir la informacion precisa y completa del

fendbmeno en estudio.
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e Lainformacion fue contrastada y completada con las ideas del marco conceptual. Cada uno
de los resultados fueron verificados y comparados con la teoria y con las categorias
planteadas, logrando informacion importante para la interpretacion de los resultados.

Sobre el criterio de transferencia, para que cualquier investigador que le interese evaluar la
posibilidad de replicar esta investigacién en su propio contexto, realizamos una descripcion lo

mas detallada posible sobre el ambiente, los participantes, técnicas, instrumentos, entre otros.
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5. RESULTADOS SOBRE ELEMENTOS PRESENTES
EN LA RESOLUCION DE TAREAS DE
MODELIZACION

En este apartado mostramos los resultados correspondientes a la fase 1, orientada bajo la
consecucion del primer objetivo general de esta investigacion, particularmente el caracterizar las
estrategias de resolucion, representaciones y errores al resolver una tarea de modelizacion
matematica, atendiendo al estilo de pensamiento de los estudiantes que recientemente han
terminado su educacién primaria. En la metodologia, mencionamos que esta fase fue dividida en
dos estudios empiricos, por ello presentamos en primer lugar, los resultados del estudio 1 sobre
las estrategias de resolucion y representaciones. En segundo lugar, los resultados del estudio 2

basados en los errores y representaciones en los procesos de modelizacion.
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1. RESULTADOS DEL ESTUDIO 1 SOBRE ESTRATEGIAS DE
RESOLUCION Y REPRESENTACIONES EN LA MODELIZACION

En este apartado mostramos, en primer lugar, los resultados obtenidos sobre las rutas de
modelizacién de estudiantes que han cursado recientemente todos los niveles de educacion
primaria. Especificamente, sobre la primera tarea de modelizacién. En segundo lugar, brindamos
la misma informacion, pero relacionada con la segunda tarea de modelizacién. En tercer lugar,
exponemos los resultados de las estrategias y representaciones segun el estilo de pensamiento de
los estudiantes al resolver la situacién propuesta en la tarea 1. De igual manera, en el cuarto
lugar, hemos colocado la informacién del tema anterior afin a la tarea 2. En quinto lugar,
presentamos los resultados de los ejemplos que proporcionaron los participantes sobre
situaciones similares donde podrian aplicar el mismo razonamiento matematico de la tarea

resuelta. Por Gltimo, hacemos referencia a la informacion homologa sobre la tarea 2.

1.1 RUTAS DE MODELIZACION PRESENTES EN LAS RESPUESTAS DE LA
TAREA1

En la primera tarea de modelizacion (Figura 13) contamos con la participacion de 24
estudiantes divididos en 9 grupos. Donde 6 de ellos estuvieron formados por 3 integrantes y 3
grupos por 2 estudiantes cada uno. Cada grupo de estudiantes plante6 una respuesta a la tarea 1,
por lo que obtuvimos un total de 9 respuestas en las que solo dos (G1 y G9) llegaron a una
solucién final correcta con distintas estrategias. La figura 17 presenta las distintas rutas de
modelizacién de preferencia segun el estilo de pensamiento matematico de los grupos

participantes al resolver la tarea 1 propuesta.

En la figura 17 observamos que se obtuvieron 5 rutas distintas de modelizacion. Donde 5 de
los grupos involucrados (G1, G5, G6, G7, G8), coincidieron en una misma ruta, es decir
realizaron las mismas etapas del ciclo de modelizacion, especificamente: Descripcién-Modelo-
Manipulacion-Prediccion. El resto de los grupos realizaron rutas distintas variantes de la ruta
anterior. Destacamos que en las rutas de modelizacion de los grupos G9 y G3, la ultima etapa fue
realizada de forma incompleta, por ello aparece en la figura 17 como flechas con linea

discontinua. También, observamos que ninguno de los grupos realizé todas las etapas del ciclo
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de modelizacién, ni tampoco realizaron dicho ciclo varias veces, es decir que las soluciones no
fueron mejoradas y ni retroalimentadas al recorrer varias veces las etapas del ciclo. En cada una
de estas rutas, los participantes plasmaron diversas estrategias expresadas por medio de

representaciones.

Figura 17

Rutas de pensamiento al resolver la tarea de modelizacion 1

Descripcio
'e) m G1, G5, G6, G7, G8
HG2
Mundo real O odelo :2:
HG3

Verificacion O¢ — — — —— — _ __ _ _ _ Manipulacién

Prediccion

Fuente: Elaboracion propia.
La tabla 19 presenta las estrategias y representaciones presentes en las respuestas de cada

grupo. Ademas, los grupos fueron resaltados segun el color de la ruta realizada que se presenta

en la figura 17.

Tabla 19
Estrategias y representaciones realizadas por los grupos de estudiantes
Estrategias segun pensamiento RSN RT RIG RVE
Analitico Calculos numéricos G1, G5, G6, G7, G1, G5, G6, G7,
G3, G4, G9 G3, G4, G9
Correspondencias G2, G8 G2, G8
Patrones G9 G9 G9
Visual  Diagramas Gl Gl Gl
Nota: RSN=Representacion simbdlica-numérica, RT=Representacién tabular,

RIG=Representacion iconica-gréafica, RVE=Representacion verbal-escrita. Los Gi para i=1, ...,
9 corresponde a la codificacidn de cada uno de los grupos de estudiantes.

Presentamos los estilos de pensamiento analitico y visual, estilos usados de manera
mayoritaria por los participantes. El grupo resaltado (G1) fue el unico que utilizé un estilo de
pensamiento integrado (mezcla de estilo visual y analitico) en la ruta 1, por ello se ha ubicado en

ambas filas. En la ruta 4 (Descripcion-Modelo-Manipulacion) al resolver la tarea 1, el grupo 9
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(G9) utiliz6 dos estrategias. En primer lugar, la estrategia calculos numéricos donde se observo
un estilo de pensamiento analitico, dado que utilizd sistemas de representacion simbolico-
numeérico y representacion verbal-escrita. En segundo lugar, la estrategia patrones, vislumbrando
el mismo estilo de pensamiento que en la estrategia anterior, debido a que el grupo usé los
mismos sistemas de representacion antes mencionados, adicionando el sistema de representacion

tabular.

1.2 RUTAS DE MODELIZACION PRESENTES EN LAS RESPUESTAS DE LA
TAREA?2

Para la segunda tarea, participaron 22 estudiantes, 2 menos que en la anterior ya que no
asistieron a clase el dia de la aplicacion. Se formaron 6 grupos de 3 integrantes y 2 grupos de 2
estudiantes cada uno, por lo que conseguimos 8 respuestas distintas, todas ellas incorrectas. Las
distintas rutas de modelizacion de preferencia segun el estilo de pensamiento matematico de los

grupos participantes al resolver la tarea 2 de modelizacién, las exponemos en la figura 18.

Figura 18

Rutas de pensamiento al resolver la tarea de modelizacion 2

Descripcién
m G1, G2, G6, G8
\ m G3, G5
Mundo real O Modelo W G4, 67
Verificacion O Manipulacion
O
Prediccion

Fuente: Elaboracion propia.

Sobre la informacion de figura 18, contemplamos que hallamos 3 rutas distintas de
modelizacion. Particularmente, 4 grupos coincidieron con misma la ruta al realizar las etapas del
ciclo de modelizacion: Descripcién-Modelo-Manipulacion. El resto de los grupos realizaron
rutas distintas variantes de la ruta anterior. Al igual que la tarea 1 de modelizacion, los grupos de

estudiantes no aplicaron todas las etapas del ciclo de modelizacion, ni fue aplicado maltiples
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veces, ocasionando que las soluciones no fueran retroalimentadas. Los sistemas de
representacion fueron usados como medios de expresion de las estrategias de resolucion al
resolver la tarea de modelizacion. Al resolver la tarea 2, las estrategias y representaciones
presentes en las respuestas de cada grupo las exponemos en la tabla 20. Aqui, exhibimos
solamente el estilo de pensamiento analitico debido a que fue el Unico detectado en las

respuestas.

Tabla 20

Estrategias y representaciones realizadas por los grupos de estudiantes

Estrategias segun pensamiento RSN RT RIG RVE
Analitico Calculos numéricos G1, G2, G6, G8, G1, G2, G6, G8,
G3, G5, G4, G7 G3, G5, G4, G7,
Nota: RSN=Representacion simbdlica-numérica, RT=Representacion tabular,

RIG=Representacion iconica-grafica, RVE=Representacién verbal-escrita. Los Gi para i=1, ...,
9 corresponde a la codificacion de cada uno de los grupos de estudiantes.

De la tabla 20, observamos que los 4 de los grupos (G1, G2, G6, G8) que realizaron la ruta 1
al resolver la tarea 2, mostraron un pensamiento analitico al elegir la estrategia calculos
numéricos al utilizar sistemas de representacién simbolica-numérica y representacion verbal-

escrita.

1.3 ESTRATEGIAS DE RESOLUCION PRESENTES EN RESPUESTAS DE LA
TAREA1

En este apartado exponemos las estrategias utilizadas por los participantes al resolver la
primera tarea de modelizacion. Obtuvimos tres tipos de estrategias o caminos de resolucion, cada

una sobre el estilo de pensamiento del resolutor propuesto por Borromeo Ferri (2018).

Estrategias de pensadores analiticos

En cuanto al pensamiento analitico de los participantes lo visualizamos en tres tipos

estrategias: (a) calculos numéricos, (b) correspondencias matematicas y (c) patrones.

Uso de célculos numéricos
El primer tipo de estrategia detectada de los resolutores de estilo de pensamiento analitico fue
el uso de operaciones basicas aritméticas a través de calculos numéricos para expresar procesos.

Esta estrategia fue la mas usada por los grupos al resolver la tarea, especificamente, estuvo
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presente en las respuestas de 7 de los 9 grupos y se presento al realizar operaciones basicas como
suma, resta, multiplicacion y division, entre otros. La figura 19 muestra ejemplos de respuestas
pertenecientes a esta categoria.

Figura 19

Ejemplos de la estrategia uso de operaciones aritméticas basicas.
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(a) Estrategia del grupo 7 (b) Estrategia del grupo 1 (c) Estrategia del grupo 6

Fuente: Elaboracion propia.

En la figura 19(a) evidencia el uso de operaciones de division y multiplicacion al buscar la
cantidad de veces que crece la cantidad de harina, es decir la constante de proporcionalidad,
obteniendo el resultado de 5,5. Los estudiantes del grupo 7 la utilizaron para determinar la
cantidad de tazas de leche. En la figura 19(b), el grupo 1 usa la cantidad de tazas de leche
correcta (5,5 tazas), realizando el producto de la cantidad de 20 panecillos por la cantidad entera
de tazas de leche. A los resultados anteriores le suman la mitad de una taza de leche que hace
falta y, la mitad de los panecillos a la cantidad anterior (10 panecillos), obteniendo como
solucion correcta los 110 panecillos. Por altimo, en la figura 19(c) es exhibida en la respuesta del
grupo 6, donde utiliza la estrategia de calculos numéricos, pero esta solucion observamos que es
desordenada, no verifica las condiciones del problema y presenta errores conceptuales. Ademas,

no se aplicé la etapa de validacion del proceso de modelizacion matematica.

En las respuestas correspondientes a esta estrategia de pensamiento analitico realizada por
siete de los nueve grupos participantes, observamos una preferencia del uso de representaciones
simbolica-numeérica, a través de los simbolos numéricos, los simbolos de las operaciones y

flechas. En menor medida detectamos representaciones verbales escritas.
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Uso de correspondencias matematicas

El segundo tipo de estrategia detectada en pensadores analiticos presenta una relacion binaria
entre dos conjuntos de elementos distintos. Esta estrategia la encontramos en 2 de los 9 grupos
participantes. Ambas soluciones las presentamos en la figura 20.

Figura 20

Ejemplos de la estrategia uso de correspondencias
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(a) Estrategia del grupo 2 (b) Estrategia del grupo 8
Fuente: Elaboracion propia.
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Un ejemplo del uso de la estrategia uso de correspondencias o mostramos en la figura 20(a).
Aqui mostramos la solucion del grupo 2, donde observamos la frase “5 tazas de leche y un cuarto
de leche”. De dicha frase inferimos que el grupo de estudiantes consideran la correspondencia de
que cada 3 tazas de harina equivalen a 1 taza de leche. Sin embargo, obtenemos algunos errores
cuando indican que 1,5 es la mitad de las 3 tazas de harina, asumiendo incorrectamente que ese
1,5 corresponde a “un cuarto de leche”. Para encontrar la cantidad de panecillos, el grupo asume
la correspondencia de que cada 3 tazas de harina equivalen a 20 panecillos, pero de igual manera

se equivocan en la cantidad de panecillos correspondientes a la mitad de las tres tazas de harina.

En la figura 20(b), observamos que el grupo 8 asume la correspondencia incorrecta 3=1, en
vez de la equivalencia correcta 3:1 que significa que por cada 3 tazas de harina tenemos 1 taza de
leche. En este caso los elementos del primer conjunto corresponden a las cantidades de las tazas
de harina y los elementos del segundo, serian las cantidades de tazas de leche. La solucion de la
imagen es incorrecta, debido a que aparece 4 veces la correspondencia “3=1". Al sumar los
miembros izquierdos y derechos de las igualdades respectivamente, el grupo obtiene una
correspondencia de que 15 tazas de harina es igual a 4,5 tazas de leche. Ademas, la
correspondencia “3=0,5" es erronea pues en la parte derecha de la igualdad dividen por el

namero dos obteniendo la mitad de 1, pero la parte izquierda es mostrada invariante.
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Las soluciones de los grupos que presentamos en la figura 20 y que usaron este tipo de
estrategia, prefirieron representaciones del tipo simbolico-numérico. Pero a diferencia de las
respuestas de la estrategia uso de calculos numéricos donde el simbolo de igualdad es usado
dentro de un célculo, en la figura 20(b) el mismo simbolo se utiliza para indicar una relacién de
proporcionalidad, siendo asi una notacién incorrecta al emplear igualdades para representar la

proporcionalidad. Ademas, detectamos en menor medida el uso del lenguaje verbal-escrito.

Uso de patrones

El tercer tipo de estrategia detectada fue el uso de patrones, identificada en una serie 0

comportamiento recurrente entre valores numeéricos que se repiten de una manera predecible.

Figura 21

Ejemplo de la estrategia de uso de patrones del grupo 9
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Fuente: Elaboracion propia.

Solo uno de los nueve grupos participantes, especificamente el grupo 9, usé esta estrategia
(Figura 21). La respuesta es expresada en una tabla, donde en la primera fila observamos la
cantidad inicial de 1 taza de leche, que equivale a 20 panecillos. Luego, los estudiantes utilizaron
una iteracion o patron al ir aumentando en una unidad las tazas de leche, y en el caso de la
cantidad de los panecillos, duplica la cantidad anterior. Este comportamiento, es mantenido hasta
el quinto caso, es decir hasta las 5 tazas de leche donde el patron utilizado cambia, pues a las
tazas de leche le aumentaron 0,5, cuyo resultado final es 5,5 tazas de leche. Lo mismo lo hicieron
con la cantidad de panecillos, pues aumentaron la mitad de la cantidad que iba creciendo, es
decir 10 panecillos, obteniendo 110 panecillos, con ello lograron una solucion correcta de la

tarea de modelizacion.
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En la estrategia del grupo 9 (Figura 21), observamos un pensamiento mas analitico al escoger
una representacion tabular utilizando la exploracién de patrones y formulacion de conjeturas en
su solucidn, sin aplicar mecanismos de memorizacion o férmulas para determinar la cantidad de
tazas de leche y de panecillos correctas. Ademas, en la representacion tabular es usada una
representacion simbolica-numeérica y verbal-escrita para explicar los procesos matematicos, por

lo que este grupo utilizé tres sistemas de representacion distintos.
Estrategias de pensadores visuales

Sobre el pensamiento visual encontramos una Unica estrategia: uso de diagramas.
Uso de diagramas

El daltimo tipo de estrategia es la realizacion de un diagrama, especificamente fue realizada
por el grupo 1. Siendo asi el Unico grupo que usé un estilo de pensamiento visual en la
resolucion del problema propuesto. Dicha solucion la presentamos en la figura 22.
Figura 22

Ejemplo de la estrategia de uso de diagramas

Fuente: Elaboracion propia.

En la solucion del grupo 1 (Figura 22) estan las tazas de harina representadas graficamente
como bolas y las tazas de leche como cajas. Ademas, el grupo establece la relacion gréafica de 1
taza de leche equivale a 3 tazas de harina, deduciendo gréficamente que 5 tazas de leche
equivalen a 15 tazas de harina. También, los estudiantes expresaron la mitad de la taza de leche
en lenguaje verbal-escrito “media leche”, pero realizaron graficamente una y media

circunferencia para representar esta situacion. La respuesta final fue brindada en lenguaje verbal-
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escrito “Se necesitan 5 tazas y media de leche para 16,5 tazas de harina”. Por lo que, este grupo

utilizo un sistema de representacion icénico junto con un sistema numeérico y verbal-escrito.

Estrategias de pensadores integrados

El mismo grupo anterior, el grupo 1, que uso la estrategia de pensamiento visual, utilizé una
estrategia de pensamiento analitico para determinar la cantidad de panecillos. Es decir, este
grupo uso estrategias de pensamiento integrado, dado que combin6 formas pensamiento visual y
analitico en su resolucion del problema. La estrategia de pensamiento analitico utilizada fue el
uso de célculos numéricos (ver Figura 19(b)), donde emplearon el tipo de representacion
simbdlico-numérico, logrando una solucion correcta. Ademas, en ambas estrategias se presentd
en menor medida una representacion verbal-escrita para fundamentar sus procesos matematicos,
por lo que este grupo, ademas de utilizar varias estrategias, utilizd tres sistemas de

representacion: simbolico-numérico, iconico-gréafico y verbal-escrito.

1.4 ESTRATEGIAS DE RESOLUCION PRESENTES EN RESPUESTAS DE LA
TAREA?2

Con respecto a la segunda tarea de modelizacion, en las respuestas hallamos una Unica

estrategia de resolucion donde observamos el estilo de pensamiento analitico.

Estrategias de pensadores analiticos

Al igual que la tarea 1, en la segunda tarea obtuvimos como estrategia el uso de calculos
numericos, que tiene que ver con el estilo de pensamiento analitico. Todos los grupos utilizaron

esta estrategia.

Uso de calculos numéricos

Los resolutores de estilo de pensamiento analitico utilizaron la estrategia, calculos
numéricos, de multiples maneras y expresadas a traves de las operaciones béasicas aritméticas.
Por ejemplo, al sumar los precios actuales con los precios hace diez afios de cada articulo. Dicha

estrategia fue aplicada de diversas maneras, una de las soluciones la presentamos en la figura 23.

En el primer proceso de la respuesta del grupo 1, realiza un esquema escrito de los datos
suministrados en el problema (Figura23(a)). Luego, en la figura23(b) toman cada uno de los

precios de hace 10 afios y los multiplican por ¢2000. Después realizan la sumatoria de los
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montos, segun lo indicado en la imagen, pero se equivocan al escribir incorrectamente ¢2,638 y
no ¢'16600 como deberia de ser. Repiten el mismo procedimiento para los precios actuales, sin
embargo, en el segundo producto escriben errébneamente la cantidad, ya que con el razonamiento
efectuado debian obtener como resultado 11500 y no 1.1500. Luego, al sumar cada uno de los
resultados de los productos de las operaciones de los precios actuales, no coincide con el valor
proporcionado por el grupo participante es decir 19238, por lo que no encontramos sentido a

este proceso.

Figura 23

Ejemplo de la estrategia del uso de calculos numéricos del grupo 1
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Fuente: Elaboracion propia.

Por ello, llevamos a cabo una entrevista, cuyos resultados ratifican todos los procesos
anteriores. En ella los estudiantes manifiestan que efectivamente realizan la multiplicaciéon de
cada uno de los precios por “2000” y luego su suma, esto debido a que “al chiquito le daban
72000 y ahora los precios son mds caros”, luego suman todos los productos en forma
independiente de los “precios actuales” con los “precios pasados” y realizan la diferencia entre
las dos cantidades, es decir 19238 — 16600, obteniendo como resultado ¢2638. Por ultimo, esta
cantidad la dividen entre el monto de la mesada, obteniendo como resultado incorrecto de
¢13,190.
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En la figura 24(a) mostramos una solucién del grupo 2 donde algunos procedimientos carecen
de sentido. Observamos en ella que los estudiantes suman los precios actuales con los precios de
hace diez afios respectivamente para cada uno de los articulos. Luego, realizan una suma de
todos los resultados anteriores (esquina superior derecha), es decir 11795 + 15340 +
327000 = £354135. Ademas, realizaron el calculo de la mesada lo que podria recibir Mario en
un afio, es decir en 12 meses obteniendo como resultado ¢24000. Sin embargo, después de estos

procesos, no visualizamos ninguna conclusién por parte del grupo de estudiantes. Estos
resultados coinciden con los obtenidos en la entrevista.

Figura 24

Ejemplo de la estrategia del uso de calculo numéricos del grupo 2y 7
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Fuente: Elaboracion propia.

En la figura 24(b), en esta solucion, evidenciamos que los estudiantes del grupo 7 sumaron el
precio de hace 10 afios con el precio actual, en el primer procedimiento realizan un caso
particular en el primer articulo. Luego, en el segundo procedimiento realizaron la sumatoria de
todos los precios de los articulos tanto de hace diez afios como los actuales, obteniendo como
resultado £36000. Después, el resultado anterior es dividido por ¢2000 (mesada de Mario)
obteniendo como resultado final £18000. Concluyen “A Mario le tienen que subir su mesada a

18000 colones por quincena, porgue el presupuesto ha subido de precio”. Estos resultados son

corroborados con los obtenidos en la entrevista.
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Otra de las soluciones del problema la presentamos en la figura 25(a) realizada por el grupo 5,
donde usa el sistema de representacion numeérico, al realizar la sumatoria respectiva de los
precios de hace 10 afios, es decir 2995 + 2195 + 3990 obteniendo como resultado ¢9100. De
igual manera, el grupo aplica el mismo razonamiento para los precios actuales, es decir 9800 +
5750 + 11350 obteniendo ¢26900. Concluyen que la solucién del problema es el monto final de
la sumatoria de los precios actuales, lo que es evidenciado en la respuesta “A Mario deberian de

darle 26900 de mesada ya que en tiempos actuales todo es caro”, expresada en la solucion del

grupo.
Figura 25

Ejemplo de la estrategia del uso de calculo numéricos del grupo 5y 6
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(a) Estrategia del grupo 5 (b) Estrategia del grupo 6

Fuente: Elaboracion propia.

En la figura 25(b), el grupo 6 primero realiza unas operaciones, pero descartan este camino.
Luego, proceden a sumar en el caso de los bolsos dos de los precios de hace 10 afios propuestos
en la imagen obteniendo como resultado £5190. Después, escriben para los otros dos articulos el
precio de hace 10 afios, en el caso del Playstation tomaron el precio total. Por ultimo, para el
caso de la pizza, toman el precio de hace 10 afios y lo multiplican por la cantidad de afios
transcurridos, en este caso 10 afios, obteniendo como resultado #39900. Sin embargo, no

brindan una respuesta final al problema, la solucion no trasciende mas.
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En la figura 26(a), observamos que el grupo 3 multiplica el monto de la mesada por la
cantidad de afios que han transcurrido, obteniendo como resultado final 20 000. Para los
estudiantes este es el monto de la mesada que se le debe brindar en ese momento a Mario. Otra
solucion, la presentamos en la figura 26(b), los estudiantes del grupo 4 en su solucion brindan las
cantidades de £180 500 para Playstation, #2805 para el bolso y £7360 para la Pizza. Ademas,

afirman que el monto de la mesada debe ser £5000.

Figura 26

Ejemplo de la estrategia del uso de calculo numéricos del grupo 3y 4
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Fuente: Elaboracion propia.
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Sin embargo, no justifican como dedujeron estas cantidades, por lo que preguntamos a los
estudiantes a cerca de este razonamiento:

Profesora: ; Como obtuvieron los montos que ubican al inicio de la solucién?

Estudiante: Lo que hicimos fue restar los numeros de hace 10 afios con los actuales, por
es0 obtuvimos esos resultados.

Profesora: Y el monto de la mesada de £5000 ;C6mo lo obtuvieron?

Estudiante: Lo que hicimos fue darnos una cantidad mas alta y ver si efectivamente con ese
monto, con el transcurrir de las semana o dias, Mario podria comprar cada uno de los
articulos actualmente.

Aunque este razonamiento es incorrecto para algunos casos. Por ejemplo, al realizar la
diferencia del precio actual menos el precio hace diez afios correspondiente al articulo bolso, no

coincide con el resultado de ¢£2805. Tampoco, el multiplicar #5000 por 9 semanas
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(aproximadamente 60 dias), coincide un monto superior a £180 500, para que Mario compre el

articulo. Por lo que, la solucién propuesta no es correcta.

Figura 27

Ejemplo de la estrategia del uso de calculo numericos del grupo 8
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Fuente: Elaboracion propia.

En la figura anterior observamos la solucion del grupo 8, donde se utiliza el sistema de
representacion simbdlico-numérico, al efectuar la operacion de multiplicar el monto de la
mesada 2000 por 12 meses, obteniendo el monto de ¢24000. Dicha cantidad representa el gasto
anual del padre de Mario en la mesada hace 10 afios. Este camino no trasciende mas, pues no se
vuelve a usar en el resto de la solucidn, por ello preguntamos por este procedimiento durante la
entrevista:

Profesora: ¢Por qué realizaron la operacion 2000x127?
Estudiante: El primer dato 2000 por 12 es para ir viendo anualmente lo que le daban a
Mario, pero no nos sirvié para el problema.

Otra solucién propuesta por el mismo grupo de estudiantes, usando representaciones
simbdlico-numéricas al calcular los totales de sumatoria de los precios de los tres articulos de
hace 10 afnos y los de la actualidad, obteniendo como resultados ¢8300 y 277900
respectivamente. Sin embargo, los estudiantes cometen errores, obteniendo datos incorrectos.
Posteriormente buscaron la diferencia entre ambos totales, obteniendo como resultado 269600,

por lo que los estudiantes querian saber cuanto dinero habia aumentado los precios de los
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mismos articulos al transcurrir 10 afios. En la solucion del problema aparece la representacién
simbolico-numérica de la multiplicacién 2000x33 = £66000, pero se omite informacion en la
solucion sobre como se obtuvo el factor de 33. En la entrevista realizada, consultamos sobre ello:

Profesora: ;Qué operaciones realizaron para obtener el factor de 33 que utilizan en el
producto de 2000x33 que aparece como la Gltima operacion de la solucion del problema?
Estudiante: Comenzamos a darnos numeros que al multiplicarlos por esta cantidad
(sefialando el valor de 8300) nos dieran £277900. Probamos varios numeros, hasta que
encontramos la cantidad més cercana.

Profesora: ¢Y esa cantidad cercana fue el nimero 33?

Estudiante: Si, asi es.

Como vemos en el diadlogo anterior, los estudiantes observan que la solucién es incorrecta,
pero no realizaron una revision de la solucién del problema, es decir, no aplicaron la etapa de

validacion del proceso de modelizacion matematica.

Todas las respuestas relativas a la estrategia calculo numéricos efectuadas por los 8 grupos
participantes, evidencian el pensamiento analitico al preferir el uso del sistema de representacion
simbolico-numérico. Esto es visualizado al utilizar simbolos numéricos, de operaciones y

flechas. Ademas, de representaciones verbales escritas en menor proporcion.

1.5 EJEMPLOS DE SITUACIONES SIMILARES

Al final de la tarea 1 (ver Figura 13), solicitamos a los estudiantes brindar ejemplos de
situaciones similares, donde aplicaran el mismo razonamiento matematico de la tarea.
Obtuvimos que solo tres grupos, brindaron respuestas a través de representacion verbal en
lenguaje tradicional, visualizando claramente la utilidad de la matematica en situaciones de
contexto laboral y cotidiano. Por ejemplo, el primer grupo (G1) propuso un contexto de
construccion de edificios, donde se da el uso de un razonamiento similar, al calcular la cantidad
de cemento, piedra, arena, agua, entre otros materiales al realizar edificaciones. El segundo
grupo (G2) gener0 la situaciéon de pintar las paredes de un departamento, donde fue usado el
mismo razonamiento para realizar el célculo de la division de la pintura por cada pared, o
también en el pago de los pintores al dividir el dinero. El ejemplo del tercer grupo (G3) fue muy

similar a los dos anteriores.

Por otro lado, con respecto a la tarea 2 (ver Figura 14) los grupos utilizaron la representacion

verbal escrita al expresar ejemplos de situaciones similares donde se podria aplicar el mismo
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razonamiento matematico de la actividad. Cuatro de los grupos (G1, G2, G3, G6) brindaron
ejemplos relacionados al comparar los precios y realizar de compra de articulos como comida y
maquillaje en un supermercado, al comprar gasolina, una empresa cuando compra sus productos.
El octavo grupo (G8) menciond el ejemplo: “Cuando uno viaja a otros paises, cuando vamos a
comprar a algunas tiendas y en la tarifa de los buses”. El quinto grupo (G5) nos dice “cuando
uno va a contar el dinero” debe aplicar un razonamiento similar y el cuarto grupo (G4) relaciona
esta situacion con la anterior, pero no brinda un ejemplo concreto. Por altimo, el grupo 7 (G7)

omitid su respuesta.

2.

REPRESENTACIONES EN LA MODELIZACION

A continuacion, presentamos los principales resultados organizados en dos apartados

correspondientes a cada una de las tareas planteadas a los estudiantes.

RESULTADOS DEL ESTUDIO 2 SOBRE ERRORES Y

2.1 ERRORES PRESENTES EN LAS RESPUESTAS DE LA TAREA1

En las respuestas, obtuvimos 9 soluciones distintas, de las cuales solo dos fueron correctas,

especificamente las del primer y noveno grupo. En la tabla 21 mostramos la informacion de

cémo los grupos de estudiantes hicieron las etapas del proceso de modelizacion en la tarea 1.

Tabla 21

Implementacidon de etapas del ciclo de modelizacion en la tarea 1

Etapas de Evidencias Grupos?
modelizacién

Descripcion  Ordena y sistematiza la informacion en una tabla, G1, G5, G6,
esquema, dibujo o por etapas. G7, G8, G9
No ordena la informacion, plantea directamente una G2, G4
operacion.
Inventa datos que no proporciona la tarea y ordena la G3
informacion.

Manipulacion Obtiene un modelo matematico y lo resuelve. Todos

Prediccion Analizan e interpretan los resultados. Brindan una G1, G2, G4, G5,
respuesta al problema. G6, G7, G8
Si resuelve la tarea, pero no interpreta los resultados. G3, G9

Validacion Muestra una revision preliminar al resolver la tarea. G3, G4
No muestra una revision de la respuesta final incorrecta, se G2, G3, G4, G5,
encuentran errores. Go6, G7, G8
Resuelven correctamente la tarea, pero no realizan una G1, G9

revision de la respuesta.
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aLos Gi parai=1, ..., 9 corresponde a la codificacion de cada uno de los grupos de estudiantes.

Observamos que 6 de los nueve grupos aplicaron la primera etapa descripcion del proceso de
modelizaciéon, es decir comprendieron, ordenaron y sistematizaron la informacién propuesta en
la tarea. En esta etapa, dos de los grupos, especificamente el segundo y cuarto grupo, realizaron
el planteamiento del modelo matematico de forma incorrecta, sin realizar ningin proceso previo
mas que una lectura de la tarea (ver Figura 28(a)). Ademas, destacamos la respuesta dada por el
grupo 3 en la que afadieron informacion inventada (cucharadas de sal, canela, etc.) que no

proporciona la tarea original (ver Figura 28(b)).

Figura 28

Ejemplo de error en la etapa de descripcion del proceso de modelizacion matematica
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Fuente: Elaboracion propia.

Para la segunda etapa del proceso de modelizacién, manipulacion, todos los grupos
formularon un modelo matematico y lo resolvieron. En esta etapa encontramos distintos errores
matematicos para cada una de las siguientes categorias: errores debidos a inferencias o
asociaciones incorrectas, errores debidos a calculos incorrectos o accidentales y errores debidos a
la recuperacion de un esquema previo. La tabla 22 resume estos errores en los que los

participantes incurrieron en la tarea 1, asi como los grupos que realizaron cada uno.
Tabla 22

Tipos de errores matematicos presentes en las respuestas a la tarea 1

Categorias Erroresen latareal Grupos®
C3. Errores debidos a Realizan operaciones aritméticas sin tener en cuenta el G6, G4
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Tabla 22

Tipos de errores matematicos presentes en las respuestas a la tarea 1

b

Categorias Erroresen latarea 1 Grupos
inferencias o contexto.
asociaciones Invento de datos: 4 tazas de leche. G6

incorrectas

C4. Errores debidos a
la recuperacion de un
esquema previo

C5. Errores debidos a
calculos incorrectos o
accidentales

Error al confundir la division de nimeros naturales con la de G5
los niimeros decimales 16,5 entre 20.

Falta introducir una correspondencia 3=1 G8
Error al introducir la correspondencia 3 =0,5 G8
Error al plantear la operacion 16,5 + 3 G8
Falta introducir una correspondencia 3=1 G8

Lectura incorrecta “una taza leche”. G3, G4
En la correspondencia 3=1, obtienen la mitad de 3, pero en la G2
de 1 escriben “un cuarto” en vez de “mitad”.

Error al establecer la correspondencia 20=1, suman 7,5 en vez G2

de 10.
C8. Informacién

inventada consciente.

Introducir datos que no proporciona la tarea en forma

b |os Gi para i=1, ..., 9 corresponde a la codificacion de cada uno de los grupos de estudiantes.

La categoria errores debidos a inferencias 0 asociaciones incorrectas los observamos en las

respuestas del cuarto y el sexto grupo. En la respuesta del sexto grupo (Figura 29(a)) obtuvimos

operaciones sin tener en cuenta el significado de los datos. Por ejemplo, los estudiantes sumaron

3+16,5 sin considerar que 3 representa la cantidad de tazas de harina y que estas tazas estan

dentro de las 16,5 tazas de harina.

Figura 29

Ejemplo de error debidos a inferencias o asociaciones incorrectas.
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Ante este proceso, entrevistamos a uno de los integrantes de este grupo para indagar en la
respuesta dada por los estudiantes:

Profesora: ¢Qué operaciones realizaron para obtener el resultado de 19,5 que aparece en
la solucion del problema?

Estudiante: Sumamos 16,5 tazas de harina con 3 tazas de harina y esto nos dio como
resultado 19,5 tazas de harina.

Estudiante: Luego sumamos 1 taza de leche con las 4 tazas de leche que nos dio 5 tazas
de leche.

Profesora: ¢Por qué usaron ese procedimiento?

Estudiante: Pues la idea era hacer mas harina, hacer mas ingredientes para obtener mas
pan.

En la misma respuesta del didlogo anterior, los estudiantes del sexto grupo consideraron 4
tazas de leche que el enunciado de la tarea no menciona, y a esta cantidad le sumaron 1 taza de
leche, obteniendo como resultado final 5 tazas de leche, lo que representa una inferencia
incorrecta. EI grupo 4, plante6 una respuesta similar en donde multiplicaron la cantidad de 20
panecillos por la cantidad de 3 tazas de harina, concluyendo que el resultado final 60 es la

cantidad de panecillos correspondiente a 16,5 tazas (ver Figura 28(a)), realizando asociaciones

incorrectas.

Figura 30

Ejemplos de errores de la tarea 1 de modelizacion
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Fuente: Elaboracion propia.

Con respecto a la categoria errores debidos a recuperacion de un esquema previo, un ejemplo
es la respuesta manifestada por el grupo 5 presente en la figura 30(a). En esta los estudiantes
recurrieron al algoritmo de la division de nimeros naturales para efectuar la division de los

numeros 16,5 entre 20, utilizando un esquema de conocimiento antiguo. Durante este proceso,
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estos participantes inventaron una técnica para poder resolver la operacion, pues manifestaron no
saber como hacerla. Asimismo, los estudiantes describen el proceso realizado de la siguiente
manera: “Lo que nosotros razonamos fue dividir 16,5 de harina entre los 20 panecillos y el total

que nos dio fue 825 panecillos”, confundiendo los nimeros decimales con los nimeros naturales.

En relacion con la categoria errores debidos a calculos incorrectos o accidentales, en la figura
30(b), donde exponemos la respuesta del grupo 8, los estudiantes presentan la correspondencia
simbdlica 3=1, es decir tres tazas de harina que le corresponde a una taza de leche. La solucion
es incorrecta debido a que aparece 4 veces la correspondencia 3=1, falta introducir una
correspondencia mas, por lo que la categorizamos como célculos incorrectos o accidentales. Otro
error cometido fue introducir la correspondencia 3=0,5 donde en la parte derecha de la
correspondencia dividen a la mitad la unidad, pero la parte izquierda es mostrada invariante. Otro
ejemplo de este tipo de error del grupo 8 la evidenciamos en la misma figura del error anterior.
Especificamente el producto 3 por 16,5 es incorrecto, pues lo que los estudiantes querian plantear
era un cociente de la cantidad 16,5 entre 3 para las tazas de harina, lo que coincidira en este caso
con la cantidad correcta de tazas de leche. Estos estudiantes cometieron equivocaciones en el
signo de la operacion y en el orden de los elementos de ella, no en el resultado; siendo un

descuido a la hora de escribir sus procesos.

Figura3l1l

Ejemplo de error debido al calculo incorrecto al resolver la tarea 1
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Fuente: Elaboracion propia.

Otro ejemplo de esta misma categoria lo exhibimos en la respuesta del grupo 2, presente en la
imagen de la figura 31, donde los participantes brindan como respuesta “5 tazas de leche y un
cuarto de leche”, en donde inferimos que el estudiante considera que cada 3 tazas de harina

equivalen a 1 taza de leche. Ademas, los estudiantes obtienen la mitad de las 3 tazas de harina,
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pero esta misma operacion no es efectuada a 1 taza de leche, dado que escriben incorrectamente
1 . . .. .
“un cuarto de leche o Z”' Para encontrar la cantidad de panecillos, los participantes aplicaron el

mismo razonamiento utilizado al obtener la cantidad de leche, pero es realizado incorrectamente,

pues en el Gltimo paso se debia usar la mitad de 20 y no fue asi.

Por otra parte, encontramos un tipo de error no contemplado en las categorias de Abrate et al.
(2006), por lo que lo consideramos como una categoria emergente catalogada como “otros”. Esto
se observa en la respuesta dada por el grupo 3 en la que afiadieron informacion inventada
(cucharadas de sal, canela, entre otros) que no proporciona la tarea original, resolviendo la tarea
utilizando los datos proporcionados por el problema y los inventados (ver Figura 28(b)).

En la etapa de prediccion de modelizacion matematica, 7 de los nueve grupos interpretaron y
analizaron los resultados en relacion con los datos proporcionados en la tarea. Dos de los grupos,
especificamente el tercer y noveno grupo omitieron esta etapa, a pesar de que el noveno grupo
brindé una de las dos soluciones correctas del problema, no brind6é una interpretacion de la

respuesta. La figura 28(b) presenta la solucion del grupo 3 como ejemplo de este tipo de error.

En el caso de la etapa de la validacién, obtuvimos que durante el proceso de resolucion de la
tarea solo dos de los grupos, el tercer y cuarto grupo, descuidan informacién presente en el
enunciado, al adquirir la cantidad de leche que menciona la tarea, este error es categorizado
como un error accidental y gestado en la segunda etapa del proceso de modelizacion. Los grupos
arreglan su error logrando encontrar la cantidad de leche que ocupaban y brindan una solucion al
problema. No adquirimos evidencias de la revision de las respuestas finales, ademas en ellas
encontramos errores que pudieron haberse corregido a través de la ejecucién de una reflexion y

retroalimentacion de las soluciones.

2.2 ERRORES PRESENTES EN LAS RESPUESTAS DE LATAREA?2

Con respecto a la tarea 2 (Figura 14) se formaron 8 grupos, obteniendo 8 respuestas distintas,
todas ellas incorrectas. En la tabla 23 se presenta la informacion correspondiente a las etapas del
proceso de modelizacion matematica que realizaron los diferentes grupos de estudiantes al

resolver la tarea 2.
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Tabla 23

Implementacion de etapas del ciclo modelizacion en la tarea 2

Etapas de Evidencias Grupos®
modelizacion
Descripcion  Ordena y sistematiza la informacion en una tabla, esquema, G1, G2, G4, G6,
dibujo o por etapas. G7,G8
No orde,na la informacion, plantea directamente una G3, G5
operacion.
Manipulacion Obtiene un modelo matematico y lo resuelve. Gl, G2, G3, G5,
G7,G8
Prediccion Resuelve parcialmente el modelo matematico. G4, G6
Analizan e interpretan los resultados. Brindan una respuesta G3, G5, G7, G4
al problema.
Si resuelve la tarea, pero no interpreta los resultados. Gl1, G2, G6, G8
Validacion No se muestra una revision de problema, se encuentran Todos
errores.

¢ Los Gi para i=1, ..., 9 corresponde a la codificacion de cada uno de los grupos de estudiantes.

En la primera etapa descripcion, seis de los ocho grupos ordenaron y sistematizaron los datos

de la tarea, algunos realizaron tablas y esquemas, entre otros. Dos de los grupos, el tercer y

quinto grupo no simplificaron la informacidn de la tarea, sino que directamente plantearon un

modelo matematico en forma incorrecta. En la figura 32 mostramos la respuesta del grupo 3

como ejemplo.

Figura 32

Ejemplo de error en la etapa de descripcion del proceso de modelizacién matematica

c ('\T“l deberia  @ec ol yenlo de lo Hesads o
I Hae' o)
Lo oo

20000
C\ Tk‘mko aeber,a S C)t’- (ﬂ 2&56&3{,&"
N o ockuatons ol en oy Caro.

Fuente: Elaboracion propia.

Para la segunda etapa, manipulacion, seis de los ocho grupos crearon un modelo matematico y

resolvieron este. El sexto grupo obtiene un modelo matematico distinto, para dos de los tres los

articulos presentes en la tarea, dejando de lado uno de los articulos, por lo que omitieron
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informacion relevante en la solucion del problema. El cuarto grupo brinda una respuesta

aproximada a la solucion de la tarea (ver Figura 33), sin crear para esto un modelo matematico.

Figura 33
Ejemplo de error en la etapa de descripcion del proceso de modelizacion matemética
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Fuente: Elaboracion propia.

Ademas, en esta etapa encontramos errores matematicos que fueron clasificados en tres
categorias: errores debidos a inferencias 0 asociaciones incorrectas, errores debidos a la
recuperacion de un esquema previo y errores debidos a calculos incorrectos o accidentales. En la

tabla 24 resumimos detallamos los errores realizados por cada uno de los grupos.

Tabla 24
Tipos de errores presentes en las respuestas a la tarea 2

Categorias Erroresen la tarea 2 Grupos?
C3. Errores debidosa  Aumentos incorrectos. Gl1, G3, G7,
inferencias o G5, G8
asociaciones Establecer 13,190 como una cantidad exacta. G1
incorrectas Confundir el “punto” de las unidades de millar con la Gl

“coma” decimal.

C4. Errores debidosa  Error al efectuar la operacion division de ndmeros G7

la recuperacion de un  naturales.
esquema previo

Cb5. Errores debidosa  Tomar un dato mal de la tabla. G2
calculos incorrectoso  Escriben mal cantidad 13,190 cuando debi6 ser Gl
accidentales 1,3190.

9 Los Gi para i=1, ..., 9 corresponde a la codificacion de cada uno de los grupos de estudiantes.

En cuanto a la categoria errores debidos a inferencias o asociaciones incorrectas, esta fue la
mas comun en las respuestas. Particularmente, 5 de los 8 grupos participantes en esta tarea,

usaron operaciones sin un camino valido y concluyeron que el resultado final era el aumento al
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monto de la mesada que debia realizar. Un ejemplo, lo presentamos en la figura 34 con la

respuesta propuesta por los estudiantes del grupo 1.

Figura 34

Ejemplo de error del tipo asociaciones incorrectas al resolver la tarea 2 de modelizacion
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Fuente: Elaboracion propia. ”

Al analizar la informacion de la respuesta anterior encontramos que, en los productos
efectuados, los estudiantes confunden el punto que separa en las cantidades las unidades de
millar, con la coma que separa la parte decimal, siendo esto una inferencia incorrecta. Ademas,
gue no hay un camino claro y argumentado que justifique el razonamiento utilizado por los
estudiantes, por lo que abordamos esto a traves de una entrevista a los participantes del grupo.

Profesora: ¢Qué fue lo que hicieron en los primeros pasos de la solucién?

Estudiante: Dividimos los precios en dos, los precios pasados y los precios actuales.
Multiplicamos cada uno por 2000, pues al chiquito le daban 2000 y ahora los precios
son mMas caros.

Estudiante: Sumamos todos los resultados de las multiplicaciones y los resultados los
restamos, esto nos dio !2638.

Estudiante Luego, hicimos la division de 2638+2000 que nos dio 13,190 que es una
cantidad exacta.

Estudiante Esto lo hicimos para que nos diera una cantidad exacta, para lo que él va a
comprar en una semana, porque el problema decia que cada semana le daban €2000,
entonces habia que aumentar la mensualidad.
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Asi en los resultados anteriores inferimos que incorrectamente al multiplicar cada uno de los
precios por el monto de la mesada para que Mario (personaje de la tarea) obtuviera mas dinero.
Otro de los errores fue debido al realizar la diferencia de los totales de los precios, cada uno de
estos multiplicado por ¢2000, y volver a efectuar la division por este mismo monto. Ademas,
encontramos la afirmacion de que el nimero 13,190 es una cantidad exacta, lo cual es también

una falacia en su razonamiento.

Asimismo, observamos otros errores de asociaciones incorrectas como la respuesta presente
en la figura 32, donde para calcular el monto de la mesada de Mario, los integrantes del grupo 3
multiplicaron el monto de la mesada de hace 10 afios por la cantidad de afios que han trascurrido,

obteniendo 20000, asumiendo incorrectamente que el aumento es el mismo para todos los afos.

A estos errores también afiadimos el encontrado en la respuesta del grupo 7 presente en la
figura 35. En esta sumaron los precios de los articulos actuales con los precios de los articulos
hace 10 afios, obteniendo como resultado ¢36000. Posteriormente, realizan el cociente por el
valor de 2000 (monto que le brindaban de mesada a Mario), obteniendo como resultado final
18000. Los estudiantes concluyen que este monto es el aumento actual de la mesada de Mario:
“A Mario le tienen que subir su mesada a 18000 por quincena por el presupuesto ha subido de

precio”. Las respuestas del grupo 5 y 8 fueron muy similares a la descrita.

Figura 35

Errores obtenidos solucionar la tarea 2 debidos a supuestos incorrectos

22995 4 9400 X Q)\\E) ¥ 9350 4390 + |1
35 Re 3000 = 2000\
Fuente: Elaboracion propia.
Con respecto a errores debidos a célculos incorrectos o accidentales, clasificamos la respuesta

del grupo 2 esta categoria y la presentamos en la figura 36.

En uno de los célculos, los estudiantes efectuaron la suma de los montos de los articulos de
hace 10 afios, considerando el precio 2115 que corresponde a el precio de la cuota quincenal
del articulo Playstation, pero al realizar el mismo procedimiento con los precios actuales, el

grupo considera errobneamente la cuota de contado de 256750, en lugar de la cuota quincenal.
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Figura 36

Ejemplo de error debido a calculos incorrectos obtenidos solucionar la tarea 2
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Fuente: Elaboracion propia.

Este proceso se reafirma con los datos proporcionados por la entrevista realizada a uno de los
estudiantes del grupo participante:

Profesora: ¢ Vieron que en las imagenes de los articulos de hace 10 afios y los actuales de
Playstation habia dos precios, el precio por quincena y el precio por contado?

Estudiante: No profe, en la imagen de Playstation de hace 10 afios solo vimos ese
(sefialando el ¢2115) y en otro solo vimos el precio muy alto, el actual (refiriéndose al
precio por contado del articulo de €256 750.

Otro ejemplo de esta categoria lo podemos observar en la figura 34 que presenta la solucién
realizada por el grupo 1. En ella observamos que al efectuar la operacion 2638+2000, los
estudiantes obtienen como resultado incorrecto 13,190, pues deberia ser €1,3190,

equivocandose en la posicion de la coma.

Al igual que la tarea 1, una de las respuestas de la tarea 2 presenta un error debido a la
recuperacion de un esquema previo, evidenciado en la figura 35. En ella exhibimos la solucion
realizada por el grupo 7, en la cual visualizamos la operacion 36000+2000 obteniendo como
resultado incorrecto 18000, donde los estudiantes confunden la division anterior la operacion

36000 + 2 = 18000 y no son conscientes de que las operaciones son distintas.

En la tercera etapa del proceso de modelizacién, la prediccion del problema de modelizacién
matematica, 3 de los 9 grupos despueés de resolver el modelo matematico y brindar una posible
respuesta a este, brindaron una interpretacion utilizando las hipotesis del problema (ver Figura 32
y Figura 33). Uno de los grupos, especificamente el grupo 4, no creé el modelo matematico, pero
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brindd una respuesta aproximada (ver Figura 33), efectuando posteriormente una interpretacion
de ella. Cuatro de los grupos no aplicaron esta etapa, evidencian solamente una solucion

numeérica, sin significado en relacion con las condiciones del problema (ver Figura 34).

Por altimo, en todas las soluciones propuestas fueron incorrectas, pues en ellas hubo errores,
por lo que ninguno de los grupos realizd una revision exhaustiva de las respuestas realizadas,
dejando de lado la aplicacion de la cuarta etapa del proceso de modelizacion, la validacion de las

respuestas obtenidas.

3. SINTESIS DE RESULTADOS

Los datos obtenidos muestran que, en general, los grupos participantes no aplicaron todas las
etapas del proceso de modelizacion matematica. En relacion con cada una de las etapas,
encontramos que, en ambas tareas, dos de los grupos omitieron la primera etapa, descripcion,
plantearon directamente el modelo matematico sin realizar una sistematizacion previa de la
informacion. Para la tarea 2, ocurrié lo contrario, dos de los grupos omitieron la construccién del
modelo matematico y la resolucion de este (segunda etapa del ciclo de modelizacién), pero si
ejecutaron la primera etapa. En relacion con la tercera etapa, prediccién, dos de los grupos en la
tarea 1y cuatro de los grupos en la tarea 2, omitieron esta etapa al gestar una respuesta numérica,
pero no una interpretacion de ella, ni especificar el proceso para llegar hasta ella, lo que sugiere
que han estado expuestos a una ensefianza donde es prioridad la respuesta final, y no el proceso
hasta llegar a ella. Cabe destacar, que para la tarea 1, solo dos de las respuestas obtenidas fueron
correctas, para la tarea 2, ninguna fue correcta. Finalmente, para la cuarta etapa, validacion del
proceso de modelizacién matematica, en la tarea 1 solo dos de los grupos realizaron una revision
preliminar al formular el modelo matematico, es decir durante la segunda etapa. Sin embargo,
ninguno de los grupos realizoé una reflexion y juzgd la viabilidad de la solucion final obtenida.

De igual manera con la tarea 2, se no fue aplicada la cuarta etapa del proceso de modelizacion.
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6. RESULTADOS SOBRE EL ANALISIS DEL
CURRICULO DE COSTARICA

En esta seccion exponemos los resultados correspondientes a la fase 2, que da respuesta al
objetivo especifico 2.1. Concretamente, establecer componentes de conocimiento del profesor
referentes al proceso de modelizacion. Para lograr esto, realizamos el estudio 3 donde
efectuamos un andlisis del curriculo de Costa Rica, con el objetivo de delimitar aspectos
relativos a la modelizacion matematica presentes en este documento como un elemento
primordial de la ensefianza, y a la vez como parte esencial del conocimiento del profesor. A
través de una adaptacién del modelo de conocimiento del profesor sobre la resolucion de
problemas propuesto por Pifieiro et al. (2019), obtuvimos resultados relevantes que nos ayudaron
a establecer las componentes del conocimiento del profesor referentes al proceso de
modelizacién. Aclaramos que el analisis realizado parte de la resolucién de problemas, porque en
el curriculo de Costa Rica, la modelizacion es entendida como la resolucion de problemas con
contextos de la vida real (MEP, 2012). En los resultados de este capitulo exponemos una
propuesta del modelo acerca el conocimiento del profesor sobre la modelizacion matemaética,
cuyas componentes las dividimos en dos subapartados, en primer lugar, el conocimiento del
profesor sobre la resolucion de problemas de la modelizacion y en segundo lugar, su

conocimiento didactico.
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1. MODELIZACION EN EL CURRICULO

Desde el afio 2012, la modelizacion matematica es incluida como parte fundamental del
curriculo en Costa Rica como una de las modificaciones en el plan de estudios de matematica
tanto a nivel de primaria como a nivel de secundaria. Esta incorporacion entiende que la
modelizacién matematica es un proceso ciclico donde establecemos relaciones entre el mundo
real y el mundo matematico, cuyo fin primordial es construir y desarrollar un modelo
matematico de una determinada situacion real, en el que los conceptos matematicos constituyen
una herramienta. A la vez, el estudiante adquiere una comprension profunda del fendmeno y
construye estructuras conceptuales mas poderosas que las que podemos obtener por una
ensefianza tradicional. Por ello, en este apartado delimitamos elementos relativos a la
modelizacién matematica presentes en el documento curricular de Educacion Primaria de Costa

Rica.

Sobre el objetivo del proceso de modelizacion, los fundamentos del curriculo costarricense
coinciden con las posturas tedricas de modelizacion matematica al enfatizar la relacion entre la
modelizacién y la realidad del mundo real que nos rodea (e.g., la modelizacion contextual de
Lesh y Doerr, 2003 y Modelizacion cognitivo y afectivo de Borromeo Ferri, 2006). Esto lo
evidenciamos al expresar que “los modelos emergen siempre que se deba acudir a la realidad. Un
modelo es en esencia un conjunto de elementos matematicos conectados que representan una

realidad especifica (explican, describen, permiten hacer predicciones)” (MEP, 2012, p. 31).

Asimismo, el documento sefiala que el proceso de “identificar, construir o usar un modelo de
una situacion real es una manera de matematizar esa realidad” (MEP, 2012, p. 31). Afirmacién
que coincide con Rico (2009) al conceptualizar el proceso de modelizacion matematica como
una traduccion de la realidad a una estructura matematica. Por tanto, el programa manifiesta que
el “espiritu de la modelizacion reside en la identificacion, manipulacion, disefio y construccion
de modelos matematicos sobre situaciones auténticas del entorno. Este sentido de realidad es

esencial para los aprendizajes” (MEP, 2012, p. 31).
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2. CONOCIMIENTO SOBRE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS DE
MODELIZACION EN EL CURRICULO

A cerca del conocimiento del contenido sobre la resolucion de problemas de modelizacion, se
han establecido tres categorias (a) nocion del problema de modelizacién, (b) resolucion de
problemas y (c) disposicidn. En los siguientes parrafos evidenciamos cada una de ellas.

2.1 CATEGORIA 1. NOCION DEL PROBLEMA DE MODELIZACION

En la primera categoria nocion del problema de modelizacion encontramos que el profesor
debe identificar una tarea de modelizacioén (subcategoria) para sus alumnos por medio de los
principios de significado personal, construccion del modelo y generalizacion del modelo
desarrollado por Lesh et al. (2003). En el caso del principio de significado personal,
encontramos la frase de los fundamentos del curriculo que menciona “se busca potenciar
capacidades para identificar, formular y resolver problemas en diversos contextos personales,

comunitarios o cientificos, dentro y fuera de las Matematicas” (MEP, 2012, p. 25).

Con respecto al principio de construccion de modelo, lo evidenciamos en el extracto:

La modelizacion siempre aparecerd de manera integrada al proceso Plantear y resolver
problemas. El espiritu de la modelizacion reside en la identificacion, manipulacién, disefio
y construccién de modelos matematicos sobre situaciones auténticas del entorno. Este
sentido de realidad es esencial para los aprendizajes. (MEP, 2012, p. 31)

Aqui es claro que el proposito principal es proponer tareas que permitan generar la necesidad
de construir y modificar un modelo matematico como herramienta para resolver el problema
propuesto, pero obvia el extender o refinar dichos modelos. Ahora bien, en otras partes del
curriculo, si hay presencia de otras actividades cognitivas. Ademas, algunas menciones hacen
alusion al uso de distintos sistemas de representacion para representar los modelos matematicos,
por ejemplo, en la frase “Este enfoque conceptia el modelo de una forma amplia y flexible,
puede ser un diagrama con flechas, un manipulable, una tabla, una grafica” (MEP, 2012, p. 31).
Pero, el escrito no menciona cuales sistemas de representacion pueden ser usados por el
estudiante para documentar sus procesos matematicos. Sobre el principio de generalizacion del
modelo, su nocién la podemos encontrar levemente en la mencion del curriculo del capitulo de

los fundamentos:
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Un trabajo de reelaboracion y abstraccion de un modelo convoca actividades matematicas
mas generales y abstractas. Se podria hablar de dos maneras de matematizacion: la primera
que establece y usa un modelo (se pasa del mundo fisico o social al simbdlico matematico);
la segunda, que refina y generaliza de manera tedrica los resultados de la primera (trabaja
en el mundo simbolico y abstracto de las Matematicas) (MEP, 2012, p. 31).

Por otra parte, el documento no es claro sobre la perspectiva teérica de modelizacion que
sigue en su fundamentacion, aunque en algunas partes del escrito hay menciones implicitas que
coinciden con la perspectiva contextual de Lesh y Doerr (2003). En particular, en los pasos al
modelizar (como se nombra en el documento), muchas de las etapas propuestas coinciden con las

del ciclo de modelizacion de Lesh y Doerr (2003). Esto lo observamos en la siguiente figura:

Figura 37
Pasos del proceso de modelizacion presentes en el curriculo de Costa Rica
Pasos Descripeién
Paso 1. El Problema. Un problema que describe una situacion de la realidad que debe ser modelizada.

Paso 2. Sistematizacion. | Una seleccion de los objetos, la informacién y las relaciones relevantes del problema que
le permitan obtener una posible representacion o idealizacién matematica.

Paso 3. Modelo Matema- | Una traduccion de los objetos y las relaciones del paso anterior en lenguaje matematico,
tico. de tal forma que obtenga un modelo que represente lo que ocurre en la realidad.

Paso 4. Solucion. Uso de los conocimientos matematicos previos para poder encontrar la solucion o solu-
ciones del modelo planteado en el paso anterior, de esta forma se podra obtener una
aproximacion de la solucion del fendmeno que se esta idealizando en el paso 1.

Paso 5. Interpretacion. Analisis de los resultados y las conclusiones considerando los conocimientos previos que
se tienen del problema.
Paso 6. Evaluacion. Verificacion a la luz de los resultados matematicos de la validez del modelo y el poder

predictivo que dicho modelo tiene sobre el problema original. Para este proceso puede
utilizarse la comparacion con datos observados y/o el conocimiento tedrico o por expe-
riencia personal que se tenga del problema.

Fuente: Tomado de MEP (2012, p. 28).

También en la frase que alude a las etapas del proceso de modelizacién de nuevo en forma
implicita “Intuir, describir, plantear, resolver y generalizar problemas matematicos define la
actividad de estos profesionales en contextos sociohistéricos donde existen criterios y métodos
de comunicacion y validacion” (MEP, 2012, p. 28). Por tanto, encontramos que con la tarea que
el profesor trabaje en el aula, debe estimular las etapas de resolucion de problemas de
modelizacion (Lesh y Doerr, 2003), como lo es la descripcion, manipulacion y prediccion. Sin
embargo, la Ultima etapa validacién es mencionada débilmente en las partes del curriculo
analizado. Como observamos en el siguiente fragmento de la introduccion del texto:

La contextualizacion que se propone busca fortalecer un papel estudiantil activo y
comprometido con su aprendizaje, recalcando la identificacién, uso y disefio de modelos
matematicos adecuados para cada nivel educativo. Se da una asociacion entre estos dos
ejes que obedece precisamente al enfoque principal de este curriculo: la resolucion de
problemas en contextos reales. Y es consistente con la seleccién y conceptuacion del
proceso matematico Plantear y resolver problemas. (MEP, 2012, p. 17)
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Para la subcategoria consideracion del resolutor encontramos que el profesor debe considerar
el papel que juega el resolutor al establecer una tarea como un problema. Por ejemplo, la
complejidad del problema debe establecerse segun el nivel educativo del estudiante. Es decir, “el
grado de complejidad de los modelos generados dependeréa de las circunstancias a las que refiere,
asi como de los conceptos y procedimientos matematicos implicados, lo cual debe ajustarse en
cada nivel educativo” (MEP, 2012, p. 31). O en la mencion sobre el tipo de tareas: “Para un
grupo de estudiantes puede resultar de conexion, pero para otros de reflexion. Es necesario

interpretar el contexto especifico en el que se encuentra” (MEP, 2012, p. 33).

Con respecto a la cantidad de soluciones plausibles del problema encontramos referencias
como que un problema puede tener o no solucién o que posee multiples soluciones. Esto lo
evidenciamos en la menciéon “La resolucion de problemas en entornos reales apoya una
percepcion de utilidad de las Matematicas. También existen problemas que por su naturaleza no
admiten una solucion en poco tiempo y otros que tal vez no tengan” (MEP, 2012, p. 29). Por lo

que, el profesor puede usar problemas cuya cantidad de soluciones sea variable.

Otra subcategoria es los tipos de tareas existentes de modelizaciéon. Encontramos que las
tareas tienen que establecerse segin el nivel de complejidad (reproduccion, conexién y
reflexion), lo que coincide con los tipos de tareas propuestas por Lesh y Doerr (2003). Pero,
observamos algunas contradicciones, como al proponer el uso de ejercicios que va en contra del
enfoque propuesto en todo el curriculo de resolucién de problemas de contexto real. Esto lo
vemos en:

Reproduccion. Son ejercicios relativamente familiares que demandan la reproduccién de
conocimientos ya practicados. Usan el conocimiento de hechos y representacion de
problemas comunes, reconocimiento de cosas equivalentes, recoleccion de objetos
matematicos, procedimientos rutinarios, aplicacion de algoritmos estdndar, manipulacion
de expresiones con simbolos, formulas y computos sencillos. (MEP, 2012, p. 29)

Pero, observamos contradicciones y semejanzas en el nivel de complejidad de la tarea
conexion:

Conexion. Se basa en capacidades que intervienen en el nivel de reproduccion, pero va
mas lejos. Remite a la resolucién de problemas gue no son rutinarios, pero se desarrollan
en ambientes familiares al estudiante, la interpretacion con exigencias mayores que en el
grupo de representacion, y algo que lo define: la conexion entre los diversos elementos,
en particular, entre distintas representaciones de la situacion. (MEP, 2012, p. 33)
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Las semejanzas encontradas aluden a mencionar la resolucion de problemas no rutinarios
desarrollados en contextos familiares y de exigencias mayores, es decir caracteristicas que
coinciden con la definicién de una tarea de modelizacién propuesta por Lesh y Doerr (2003).
Pero, la frase “capacidades que intervienen en el nivel de reproduccion, pero va mas lejos”
(MEP, 2012, p. 33) se asemeja mas a la definicion de tarea rutinaria, siendo contradictorio a lo
gue entendemos por un problema de modelizacion (Lesh y Doerr, 2003). Ademas, al mencionar
la frase “la conexion entre distintas representaciones de la situacion” (MEP, 2012, p. 33), hay
coincidencia con el objetivo del tipo de tarea de modelizacion Model-Exploration Activities
(MXAs), al profundizar la estructura del modelo obtenido, fortaleciéndolo a través de distintos
sistemas de representacion y su comprensién sobre las formas de usar e interpretar las

representaciones.

Por ultimo, el tercer nivel de complejidad reflexion coincide con la definicion de una
actividad provocadora de modelos o Model-Eliciting Activities (MEAS), esto lo evidenciamos
en:

Reflexion. El elemento significativo es la reflexion, realizada en ambientes que son mas
novedosos y contienen mas elementos que los que aparecen en el otro nivel de
complejidad. Se plantea aqui la formulacién y resolucion de problemas complejos, la
necesidad de argumentacion y justificacion, la generalizacion, el chequeo de si los
resultados corresponden a las condiciones iniciales del problema y la comunicacién de esos
resultados. Se exige la participacion de varios métodos complejos para su solucion. (MEP,
2012, p. 29)

También, no encontramos el tercer tipo de actividad de modelizacion, o sea la adaptacion de
modelos o Model-Adaption Activities (MAAs). La cual involucra a los estudiantes en la
aplicacion de su modelo a nuevas situaciones, lo que a menudo resulta en mas adaptaciones a sus
modelos (Arleback y Doerr, 2020). Aunque en algunas partes del curriculo si es mencionado
estas adaptaciones como por ejemplo “Un modelo refiere a una situacion especifica, pero al
mejorarse con acciones cognitivas debera ser capaz de poder usarse en otros contextos” (MEP,
2012, p. 31), esto no es conectado con los niveles de complejidad de las tareas propuestas en el

curriculo.

En resumen, aungque observamos algunas congruencias en el curriculo con la teoria de Lesh y
Doerr (2003) sobre los tipos de tareas segun el nivel de complejidad de los problemas. Lo

encontrado no es claro en sus fundamentos y la definicion propuesta de problema de
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modelizacion es contradictoria (Lesh y Doerr, 2003; Maal3, 2007a; Sevinc, 2022), pues las tareas
propuestas son de un tipo de procedimiento mecanico y conductista, especificamente ejercicios,
lo que contradice el enfoque presente en todo el curriculo sobre la resolucion de problemas de

modelizacion.

2.2 CATEGORIA 2. RESOLUCION DE UN PROBLEMA

En la categoria resolucion de un problema de modelizacion mateméatica no encontramos
evidencias sobre subcategoria etapas de resolucion y su caracterizacién. Es decir, no hallamos
informacion sobre la direccion que debe tener este ciclo de modelizacién a la hora de efectuarse,
si el estudiante puede iniciar realizando cualquier etapa del proceso de modelizacion, siguiendo
un proceso lineal y consecutivo, o si este puede ser un proceso flexible donde el resolutor puede

avanzar y retroceder como lo disponga y ser un proceso no direccional.

Hallamos extractos que confirman la necesidad de que el profesor conozca y entienda
elementos primordiales de la modelizacion, como las estrategias de resolucion de tareas, veamos
un ejemplo:

Se busca potenciar capacidades para identificar, formular y resolver problemas en diversos
contextos personales, comunitarios o cientificos, dentro y fuera de las Matematicas. Se
trata de capacidades para determinar entonces las estrategias y métodos mas adecuados al
enfrentar un problema, para valorar la pertinencia y adecuacion de los métodos disponibles
y los resultados matematicos obtenidos originalmente, ademas de la capacidad para evaluar
y controlar el desarrollo de su trabajo en la resolucion de problemas. (MEP, 2012, p. 25)

Y su relacién estrecha con el uso de representaciones adecuadas en sus estrategias de
resolucion de una tarea de modelizacion:

El proceso busca favorecer la capacidad para elaborar y usar representaciones matematicas
que sirvan en el registro y organizacién de objetos matematicos, para interpretar y modelar
situaciones propiamente matematicas, para manipular distintas representaciones de objetos
matematicos. Propone también desarrollar capacidades para poder traducir una
representacion en términos de otras, comprendiendo las ventajas o desventajas (o los
alcances) de cada representacion en una situacion determinada. (MEP, 2012, p. 26)

Otro proceso importante durante el proceso de modelizacion que es mencionado en el
curriculo es la metacognicion en extractos como:

La evolucion o monitoreo del progreso durante la resolucion de problemas y el estar
consciente de las propias capacidades y limitaciones son fundamentales en esta etapa y se
identifican con las estrategias denominadas metacognitivas. En este sentido, la

147



metacognicion se refiere al conocimiento de nuestro propio proceso cognitivo y al control
activo de las decisiones y de los métodos utilizados en la resolucién de un problema. Estos
pasos generales deben ajustarse cuando se trabaja con problemas en contextos reales, pues
requieren modelos. (MEP, 2012, p. 30)

Ademas, encontramos que los factores no cognitivos como las emociones, actitudes y
creencias juegan un papel determinante al resolver un problema de modelizacion,
particularmente el curriculo menciona la participacion activa y el interés.

Se plantea una contextualizacion activa que estimule la accion estudiantil, lo que requiere
el uso importante de modelos sobre la realidad cercana. Al contrario, para despertar el
interés y la participacion, se propone usar problemas en contextos reales que provoquen la
construccion o uso de modelos. (MEP, 2012, p. 36)

En el caso de las creencias, hallamos ejemplos de ellas como las que proceden de la cultura
local o del ambiente familiar del estudiante. Una muestra es el siguiente fragmento:

Poner atencién a las creencias, pues son base de actitudes. La mayoria de las actitudes
estan asociadas a creencias que a veces son muy dificiles de cambiar, porque pueden estar
incrustadas en la cultura local. Pero si se sabe cuales son esas creencias y se dispone de
apoyo pedagogico es posible cultivar en las personas nuevas creencias y la generacion de
actitudes positivas asociadas a ellas. Cuando alguien piensa que al dedicar mas de 10
minutos a un problema se pierde el tiempo, pensando que esta mal formulado o porque es
para genios y no puede hacerlo, se esta frente a una creencia tipica en la cultura local. Es
una creencia segun la cual el dominio de las Matematicas requiere un talento que se trae al
nacer, y que si no se tiene pues no hay nada que hacer. (MEP, 2012, p. 62)

Asimismo, el curriculo propone medidas de solucion que puede trabajar el maestro para
cambiar esas creencias. Esto es:

Frente a esa creencia falsa es necesario cultivar aquella que afirma que el dominio de las
Matematicas se logra con el trabajo y la perseverancia. Al trabajar con un problema mas de
10 minutos, media o una hora aunque no salga la solucion, se logra aprendizaje, pues se
entrena la mente, se repasa teoria, se exploran alternativas fallidas y se aprende sobre los
limites de los métodos. Esto es fundamental, pues precisamente los problemas que
permiten realizar procesos matematicos fundamentales y originar capacidades matematicas
exigen dedicacion, tiempo, esfuerzo y perseverancia. Si sélo se esta en disposicion de
realizar esfuerzos minimos dificilmente se podra pasar de problemas del nivel de
reproduccion y con ello se limitara fuertemente el progreso de su competencia matematica.
(MEP, 2012, p. 62)

2.3 CATEGORIA 3. DISPOSICION

En esta categoria, el curriculo establece que uno de los conocimientos del profesor es la

estimulacion de la disposicion del estudiante al resolver un problema de modelizacion. Esto lo
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observamos en partes del texto donde el profesor debe promover la contextualizacion activa, es
decir “busca fortalecer un papel estudiantil activo y comprometido con su aprendizaje,
recalcando la identificacion, uso y disefio de modelos matematicos adecuados para cada nivel
educativo” (MEP, 2012, p. 17), o en “las actividades de modelizacion s6lo se pueden dar con un
compromiso estudiantil activo que es vital para que la contextualizacion tenga éxito en la
ensenanza” (MEP, 2012, p. 56). Esto esta relacionado con la importancia de vincular como una
de las tareas del profesor, el saber estimular la disposicion del estudiante al resolver un
problema, dado que, si los estudiantes son involucrados emocionalmente, despertaran y desataran
estructuras mentales poderosas en ellos como es el intelecto y la motivacion e interés que inciden

directamente en el proceso de resolucién de problemas (Pifieiro, 2019).

3. CONOCIMIENTO DIDACTICO SOBRE LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MODELIZACION EN EL CURRICULO

Para establecer las componentes de este tipo de conocimiento, Pifieiro et al. (2019) utilizan
como guia el triangulo didactico estudiante-profesor-resolucion de problemas y sus
interacciones. Especificamente, en este trabajo se traducen en: (a) estudiante como resolutor, (b)
la resolucién de problemas de modelizacién matematica como tarea escolar, (c) los factores no
cognitivos y (d) la gestion de la ensefianza de la resolucion de problemas de modelizacion

matematica.

3.1 CATEGORIA 1. ELESTUDIANTE COMO RESOLUTOR

Corresponde a la interaccion entre el estudiante y la resolucion de problemas de modelizacion
matematica, especificamente elementos concernientes al aprendizaje. Establecimos dos
subcategorias (a) caracteristicas de resolutores exitosos y (b) dificultades y errores. En la primera
subcategoria, caracteristicas de resolutores exitosos, no obtuvimos evidencias sobre cuéles

deben ser las caracteristicas de aquellos estudiantes que resuelven con éxito los problemas.

En el caso de las dificultades y errores encontramos que, coincidiendo con otros curriculos
(Pifieiro et al., 2019) no hay menciones sobre el papel que juega las dificultades y errores al

resolver problemas propiamente de modelizacion matemaética y su relacién como indicadores de
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la compresion conceptual del estudiante. Sin embargo, si encontramos recomendaciones de cémo
tratar las fortalezas y debilidades de los estudiantes en general en las matematicas, por ejemplo al
trabajar las deficiencias cognitivas atendiendo al estilo de pensamiento de los estudiantes:

Algunas personas tienen mayor facilidad para representaciones visuales de los conceptos y
procedimientos matematicos, otras poseen mayor facilidad para aproximaciones
secuenciales, sistemas numeéricos, etc. No es sencillo identificar en las personas esas
diferencias cognitivas, pero es vital tener presente el asunto, pues puede permitir un mejor
aprovechamiento de la accion de aula para todos. Responder a esto se ve favorecido dentro
de la leccion cuando se seleccionan procesos relacionados con objetos matematicos que
poseen diversas representaciones matematicas. (MEP, 2012, pp. 46-47)

Otra recomendacion es:

el usar el tiempo de manera distinta para cada subgrupo de estudiantes... Eso se puede
hacer por medio de una modulacién especifica de las sugerencias o indicaciones que puede
dar. Es decir, se habla de las diferencias cognitivas asociadas a las diversas aproximaciones
que los estudiantes pueden tener para aprender matematicas, y por otro lado, las diferencias
relacionadas con el talento y la dedicacion al estudio... (MEP, 2012, p. 46)

Por ultimo, otra sugerencia para atender la diversidad es “por medio de un adecuado
tratamiento de la complejidad de los problemas matematicos en el aula” (MEP, 2012, p. 60).

Ante esto:

Se trataria de establecer acciones con distinto peso en los niveles de complejidad de los
problemas: para algunas personas un peso mayor en problemas de reproduccion y de
conexion, para otras un peso mayor en los de conexion y reflexion y para la mayoria
probablemente una distribucion equilibrada. Es una decision que debe recaer en manos de
los docentes. También puede dar lugar a acciones extraclase adicionales. (MEP, 2012, p.
60)

3.2 CATEGORIA 2. RESOLUCION DE PROBLEMAS COMO TAREA ESCOLAR

En la categoria resolucion de problemas como tarea escolar destacamos el seleccionar y
utilizar adecuadamente un problema como parte primordial de la modelizacién y labor
fundamental de la tarea del profesor para lograr el objetivo del proceso. Esto lo hallamos en el
extracto:

una accion docente crucial para generar aprendizajes en las cantidades y calidades que
implica el escenario actual. Aprender a plantear y resolver problemas y especialmente
usarlos en la organizacion de las lecciones se adopta como la estrategia central para
generar esas capacidades. (MEP, 2012, p. 13)
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Descubrimos alusiones a caracteristicas como el contexto real, directamente al identificar,
usar y construir modelos matematicos (contextualizacién activa). Por ejemplo, al

usar o aplicar las Matematicas dentro de contextos reales (bien seleccionados) se promueve
el contacto con los objetos matematicos en su relacion privilegiada con la realidad de
donde emergieron. Trabajar en estos contextos diversos favorece una matematizacion (usar
matematicas para representar o modelar situaciones del entorno) que —aunque debe ser
adaptada al medio escolar— corresponde a aquellas actividades similares realizadas en los
guehaceres matematicos mas generales. (MEP, 2012, p. 28)

A la vez, el curriculo menciona que “La resolucion de problemas en entornos reales apoya
una percepcion de utilidad de las Matematicas” (MEP, 2012, p. 29). Ademas, propone elegir
problemas que estimulen los procesos del curriculo (razonar y argumentar, plantear y resolver
problemas, conectar, comunicar y representar) para relacionar la resolucion de problemas con la
modelizacién. Con los problemas propuestos incentivamos los medios (estrategias, heuristicas,
métodos), que unido a la accién de aula permitira cumplir con los propdsitos de aprendizaje de
un conocimiento matematico de acorde al nivel educativo del estudiante, es decir “la escogencia
de un problema para el desarrollo de una leccidén debe estar establecida por los propositos de
aprendizaje de un conocimiento matematico y el desarrollo educativo que se realiza” (MEP,
2012, p. 29). También, contemplar el distinto nivel de complejidad del problema (no debe
plantearse una tarea simple para el estudiante) y estimular la puesta en practica de la base
conceptual previa del estudiante. Considerar las condiciones especificas del grupo de estudiantes
con el que se trabaja, asimismo de la funcion de problema segin el momento de la leccién, entre
otros (MEP, 2012). El seleccionar el problema de modelizacion adecuado y sumado a la accion

de aula, puede ayudar a lograr un trabajo efectivo para el aprendizaje de los estudiantes.

En cuanto a la subcategoria, modelos de resolucion y estrategias, el documento menciona un
método para el disefio de estrategias para resolver problemas (aqui es preciso recordar que
partimos desde el enfoque de resolucion de problemas, por la conceptualizacion de modelizacion
presente en el curriculo), como una guia de cuatro pasos: entendimiento del problema, disefio,
control, revision y comprobacién, que tiene gran similitud con los métodos propuestos por Polya
(1981) y Schoenfeld (1992). Destaca la necesidad de “entrenar a los estudiantes en las diferentes
etapas de la resolucién de problemas como la comprension de estos, el trazado de planes de
accion y la evaluacion o monitoreo de las acciones” (MEP, 2012, p. 56). Ademas, el mismo texto

sugiere estrategias que poseen caracteristicas especificas al ensefiar bajo el enfoque de resolucion
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de problemas, por ejemplo, potenciar el uso de diagramas, el reconocimiento de patrones, o la
prueba con la exhibicion de casos, entre otros (MEP, 2012). La organizacion de la leccion en la
etapa de introduccion y el aprendizaje de los nuevos conocimientos (propuesta de un problema,
trabajo estudiantil independiente, discusion interactiva y comunicativa, clausura o cierre)
coinciden con los momentos de aplicacidn de problemas de modelizacion matematica propuestos
por Lesh y Doerr (2003). A modo de resumen, deducimos el curriculo manifiesta la inclusion de
modelos y estrategias de resolucion de problemas que tiene gran similitud con los métodos
propuestos por Polya (1981) y Schoenfeld (1992). Sin embargo, en lo escrito no hay referencia

en forma especifica sobre los modelos de resolucion y estrategias en la modelizacion.

Para la subcategoria, invencion de problemas es mencionada en forma débil en el curriculo.

Hallamos solo una mencion en los fundamentos del curriculo, que destaca la importancia de
descubrir, plantear y disefiar problemas (y no so6lo resolverlos), pues en su vida las
personas se veran mas expuestas a circunstancias en las que los problemas no estan
formulados o las Matematicas posibles que pueden intervenir no son visibles o evidentes
(MEP, 2012, p. 29).

A pesar, de que el curriculo hace referencia a procesos de la invencion de problemas como el
variar las condiciones del problema, observamos que el tipo de proceso que se propone no es
exclusivo de la modelizacion. Aunque encontramos alusion a utilizar la invencion en la etapa de
validacion del problema, destacamos que dentro de los resultados expuestos anteriormente la
etapa de la validacion es mencionada débilmente en las partes del curriculo analizado, lo que
indica que la conexion etapa validacion-invencion de problemas también es débil en el escrito.
Asimismo, no obtuvimos evidencia sobre la invencidon de problemas de modelizacion y sus
alcances en el uso de contextos reales, al modificar un problema para obtener una adaptacion y
convertirlo, por ejemplo, en una actividad MEAs o0 MXAs o0 MAAs. También, no encontramos
sugerencias de estrategias de como puede el profesor trabajar el planteamiento de problemas de

modelizacién en el aula.

3.3 CATEGORIA 3. FACTORES NO COGNITIVOS

En la categoria factores no cognitivos, el conocimiento relacionado con la interaccion del
profesor y el estudiante en términos de las emociones, actitudes y creencias estd presente en el

curriculo, al ser importante el profesor al promover actitudes y creencias positivas hacia las
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matematicas a través de la accion de aula, por medio de la participacion activa, la perseverancia,
incentivar la confianza en la utilidad de las matematicas, entre otros.

Poner atencién a las creencias, pues son base de actitudes. La mayoria de las actitudes
estan asociadas a creencias que a veces son muy dificiles de cambiar, porque pueden estar
incrustadas en la cultura local. Pero si se sabe cuales son esas creencias y se dispone de
apoyo pedagogico es posible cultivar en las personas nuevas creencias y la generacion de
actitudes positivas asociadas a ellas. (MEP, 2012, p. 62)

En contraposicion, se encontraron menciones acerca de las actitudes negativas que pueden
surgir por las dificultades del problema. También creencias falsas que el profesor debe saber
abordar y controlar en el aula, como por ejemplo si un problema no puede resolverse en los
primeros 10 minutos, entonces no tiene solucion. Por ello, es importante que el profesor conozca
que su forma de actuar, la gestion de clase y sus propias creencias afectan el comportamiento de
los estudiantes y su forma de resolver problemas de modelizacion.

Esto es fundamental, pues precisamente los problemas que permiten realizar procesos
matematicos fundamentales y originar capacidades matematicas exigen dedicacion,
tiempo, esfuerzo y perseverancia. Si s6lo se estd en disposicion de realizar esfuerzos
minimos dificilmente se podra pasar de problemas del nivel de reproduccion y con ello se
limitara fuertemente el progreso de su competencia matematica. (MEP, 2012, p. 62)

3.4 CATEGORIA 4. GESTION DE LA ENSENANZA

En la ultima categoria, gestion de ensefianza, no encontramos evidencias explicitas de la
subcategoria enfoques de ensefianza, es decir de modelos o enfoques que fomentan y propician
las acciones en el aula durante la resolucién de problemas de modelizacion. Sin embargo,
detectamos fragmentos que aluden a la gestion de ensefianza en forma general:

organizacion de las lecciones es transversal en la ensefianza de los temas matematicos... El
entrenamiento en la metodologia propuesta promueve ademas el desarrollo de capacidades
para realizar investigacion en otras ciencias naturales o sociales y en las humanidades. Eso
es asi porque el método seguido es similar al que domina en la construccion de
conocimiento, es decir en la investigacion: problema, planteo-hipotesis-conjetura,
resolucion, contrastacion de soluciones, consignacion de resultados en relacion con el
saber. (MEP, 2012, p. 43)

Con respecto, a la subcategoria gestion del discurso encontramos referencia al discurso
utilizado por el profesor para la conduccion de la clase al promover que los estudiantes colaboren
y participen durante la resolucién de problemas. Detectamos en el curriculo frases sobre los
momentos de organizacion de la leccion (propuesta de un problema, trabajo estudiantil
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independiente, discusion interactiva y comunicativa y clausura o cierre), el profesor debe ser
conocedor de las caracteristicas de cada uno de estos momentos. Por ejemplo, en el segundo
momento la intervencion del docente es limitada, en cambio en los Gltimos momentos debe ser
un guia en la discusion y promover el debate en los estudiantes por medio de argumentos.
Finalmente, en la clausura o cierre debe saber realizar la sintesis cognoscitiva fundamental para
el aprendizaje matematico “enfatizando su consistencia con los elementos que se desarrollaron
en esta leccion, subrayando su conexion con otros temas que se veran en otras lecciones” (MEP,

2012, p. 45).

En la subcategoria gestion de atascos el curriculo promueve la intervencion del profesor como
guia en la formulacion de preguntas adecuadas y siendo consciente del momento en que debe
actuar o dejar al estudiante confrontar el problema. Las indicaciones deben ser las necesarias y
ajustadas a las caracteristicas del que aprende. Evidenciamos lo anterior, en el extracto:

Es medular una intervencién docente como guia y formulacién de preguntas apropiadas,
con plena conciencia del momento en que debe actuar y en el que debe dejar confrontar el
problema. No conviene ofrecer la respuesta o la ruta de solucion al problema, pues quita la
posibilidad de activar las acciones cognitivas que provocaran el aprendizaje y desarrollo de
capacidades matematicas. Pero, en ciertos casos se tendrd que ofrecer soluciones y
respuestas (cuando el estudiante no pueda actuar de manera autonoma). (MEP, 2012, p. 43)

En cuanto a la subcategoria gestién de la evaluacién, el documento curricular establece que al
aplicar un problema de modelizacion, la evaluacion se debe realizar en todas las etapas del
proceso y no solamente al valorar los resultados finales como un producto acabado, pues se
perderia el significado del enfoque como tal. Ademas, las estrategias de evaluacion deben ser
congruentes con el nivel de complejidad de los problemas. En la evaluacion sumativa “su disefio
se debe garantizar el equilibrio entre los distintos niveles de los problemas incluidos,
considerando para ello el abordaje realizado durante el proceso de mediacién pedagogica” (MEP,

2012, p. 70).

Por ultimo, en la subcategoria gestion de recursos el curriculo sugiere el uso de la tecnologia
en la modelizacion, al simular una situacion, mejorar la visualizacion del objeto matematico,
reorganizar las demandas cognitivas que plantea un problema, redefinir las estrategias de

resolucion, entre otros. Como es mostrado seguidamente:
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Con tecnologia es posible simular situaciones reales y reorganizar las demandas cognitivas
que plantea un problema; redefinir las estrategias que se pueden disenar... El sentido de la
contextualizacion y la manipulacion con los entornos reales se puede alterar con los medios
tecnologicos. En la resolucion de problemas donde puede intervenir la tecnologia se
requiere incluir otras habilidades y procesos que estan asociados a la relacion interactiva
entre conocimiento, pedagogia y tecnologia, condiciones que son parte cada vez mas de las
generaciones de estudiantes que asisten a la escuela... (MEP, 2012, p. 32)

También, la historia como recurso, incentiva el uso de problemas de modelizacién que
vislumbran algin momento histérico relevante para el disfrute de las matematicas. EIl curriculo
menciona que ‘“hay muchos problemas recreativos planteados en distintos momentos historicos
que pueden fomentar el disfrute de las Matematicas” (MEP, 2012, p. 65). Saber escoger los

recursos adecuados, facilita muchos procesos involucrados en la modelizacion.

Finalmente, a pesar de que el curriculo costarricense incluye variedad de elementos que han
de ser considerados como conocimientos necesarios para la ensefianza de la modelizacion,
algunos deben ser ampliados y profundizados como la invencion de problemas y su relacion con
la resolucion de problemas de modelizacion. Ademas, es necesario brindar estrategias para el
profesor en su implementacion y abordaje que relacionen ambos enfoques anteriores. Asimismo,
el papel de las dificultades y errores al resolver problemas de modelizacién matematica y su
relacion como indicadores de la compresion conceptual del estudiante, debe ser ampliado en
relacion con las etapas del proceso de modelizacién matematica. En particular, al aplicar la etapa
de validacién por ser un proceso no direccional y flexible. Todo esto en funcién de realizar un

proceso eficaz de ensefianza-aprendizaje de la modelizacion matematica.

4. PROPUESTA DE COMPONENTES DEL CONOCIMIENTO DEL
PROFESOR SOBRE MODELIZACION

El andlisis realizado del curriculo de Costa Rica nos sirvié para delimitar el conocimiento
necesario que debe saber el profesor de la modelizacion. Tomando algunos elementos de este
documento para crear las componentes del conocimiento del profesor sobre la resolucion de
problemas de modelizacion matematica que exponemos en este apartado. La estructura de dichas
componentes surge de la adaptacion del modelo del conocimiento del profesor sobre la

resolucién de problemas propuesto por Pifieiro et al. (2019), pero a través de la revision la
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literatura realizada y la construccion del marco referencial, las componentes se han vuelto méas
especificas hacia la modelizacion. Estas son expuestas en dos partes, en primer lugar, las
correspondientes al conocimiento del profesor sobre la resolucion de problemas de modelizacion
y en segundo lugar, acerca del conocimiento didactico sobre la resolucion de problemas de

modelizacién matematica.

4.1 CONOCIMIENTO DEL PROFESOR SOBRE LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MODELIZACION

Las componentes del conocimiento del profesor sobre la resolucién de problemas de
modelizacién son distribuidas en las categorias: (a) nocion del problema, (b) resolucién de un

problema y (c) disposicién al resolver un problema; todas en la modelizacion matematica.

Categoria 1. Nocién del problema de modelizacion

El profesor ha de ser consciente de cuando una tarea es un problema de modelizacién para sus

alumnos. Para ese cometido, consideramos fundamentales las siguientes componentes:

(a) Nociones basicas de modelizacion: La conceptualizacion de Rico (2001) brinda ejemplos
de acepciones de modelo como molde o arquetipo o punto de referencia para imitarlo o
reproducirlo, una persona o cosa que se deberia imitar, por sus obras de ingenio y las acciones
morales como indicadores de perfeccion, modus como medida, una persona u objeto que posa
como modelo y que copia el artista, 0 una persona encargada de exhibir creaciones de moda,
esquema teorico de un sistema o una realidad compleja y un esquema teérico de un sistema o de
una realidad compleja. Ademés, modelar es como conformar, constituir algo por procesos
naturales, humanos e histéricos. Asimismo, Rico (2001) realiza un empleo técnico y especifico
del término en otras disciplinas. En particular, en educacion matematica, el modelo se relaciona
con los procesos de ensefianza y aprendizaje. Por ejemplo, encontramos que modelos son
sistemas conceptuales expresados usando sistemas de notacién externos, para construir, describir
0 explicar los comportamientos de otro (s) sistema (s) (Erbas et al., 2014; Lesh y Doerr, 2003).
En cuanto, al modelo matematico es un objeto o hecho concreto de la realidad, comunicado
usando distintos sistemas de representacion para expresar una realidad aproximada del fenémeno

(Erbas et al., 2014). Para Montejo-Gamez et al. (2021) el modelo matematico en ambientes

156



escolares debe poseer caracteristicas como un sistema real a modelar, su matematizacién y las

representaciones utilizadas para expresar ambos.

Modelizacion matematica es el proceso de construir, obtener y validar los modelos
matematicos, donde los sistemas conceptuales y modelos son utilizados para crear y desarrollar
nuevos modelos en otros contextos (Lesh y Doerr, 2003). En consecuencia, un modelo es un
producto y la modelizacion es el proceso de creacion de un modelo fisico, simbolico o abstracto
de una situacion (Kaiser y Sriraman, 2006). Otros autores lo consideran como un mecanismo
donde que utiliza la abstraccion y generalizacion con el propdsito de transformar situaciones de
la realidad en problemas matematicos y en forma inversa, y donde las soluciones deben ser

descifradas en la misma realidad (Erbas et al., 2014).

(b) Problema de modelizacion: Maal? (2007a) sefialé que los problemas de modelizacién se
diferencian de otras tareas matematicas al poseer caracteristicas especiales como: (a) debe
resolverse mediante el proceso de modelizacidn, (b) ser complejo, (c) debe ser un problema para
el resolutor, (d) poseer un contexto realista, (e) ser un problema auténtico y (f) ser abierto. Con
respecto a la primera caracteristica, el problema debe provocar que el resolutor pueda pasar por
todas etapas del ciclo de modelizacion, estableciendo conexiones entre la realidad y la
matematica, siendo asi necesario los procesos de transicion reales para resolver el problema de
modelizacion. Si esta caracteristica no se cumple, a pesar de que posea un contexto real, entonces
no seria un problema de modelizacién. La segunda caracteristica es relativa a que el problema
debe ser de una exigencia cognitiva mayor a los problemas tradicionales. Tomado en cuenta la
tercera caracteristica, un problema de modelizacion siempre debe ser un problema para el
resolutor en el sentido de que no puede encontrar la solucién inmediatamente mediante
procedimientos rutinarios, pero tiene que pensar en estrategias para llegar a la solucion. En
relacion con la cuarta caracteristica, poseer un contexto real, los problemas de modelizacion son
definidos como preguntas de la vida real que provengan del mundo extramatematico. Por tanto,
no podemos hablar de problemas de modelizacion matematica sin un contexto real (Borromeo
Ferri, 2018). La quinta caracteristica, corresponde a que los problemas de modelizacion son
auténticos por su relacion con la realidad, utilizan la resolucion de problemas y el pensamiento

divergente para resolverlos. Por altimo, la sexta caracteristica manifiesta que el problema de
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modelizacidn debe ser de repuesta abierta o0 multiples soluciones, lo que contribuye a que sea de

una complejidad mayor si los comparamos con otros tipos de problemas (Kaiser, 2007).

Sin embargo, en la perspectiva de modelizacion de Lesh y Doerr (2003), no enfatiza en la
cantidad de soluciones que posea el problema. Explicitamente permite considerar el problema de
respuesta cerrada o solucion Unica, mientras provoque todas las etapas del ciclo de modelizacion.
Ademas, analizando los problemas que proponen en el libro de Lesh y Doerr (2003) esto es
reafirmado. Este estudio sigue ambas conceptualizaciones expuestas, dado que consideramos que
un problema de modelizacion no debe ser limitado en su cantidad de soluciones, pues la
diversidad de este tipo de problema (abierto o cerrado) puede contribuir a multiples propdsitos.
Por ejemplo, al trabajar en el aula un problema de modelizacion de respuesta abierta, con un
margen de tiempo mas amplio o uno de respuesta cerrada, donde el tiempo sea mas limitado.

Otra perspectiva la ofrece Sevinc (2022), donde propone que los problemas posean
caracteristicas esenciales como que el problema debe: desafiar el pensamiento matemaético de los
estudiantes, ser apropiado para los estandares y objetivos del curriculo, involucrar un contexto
que (a) sea significativo para (particulares) estudiantes, (b) es apropiado para el contenido

matematico, y (c) incluye actividades de la vida diaria o conexiones interdisciplinarias.

(c) Consideracion del resolutor: El profesor debe saber qué el papel que juega el resolutor en la
consideracién de una tarea como problema de modelizacion, es decir puede que sea un verdadero
problema (cognitivamente exigente) para un determinado estudiante, pero no para otro que lo
puede considerar como una tarea de aplicacion con un procedimiento conocido o ejercicio de
contexto (Agre, 1982; Mayer y Wittrock, 2006; Pifieiro et al., 2021). Por parte del profesor,
realizar esta identificacion es imperativa para un proceso efectivo de modelizacion, dado que
conoce las caracteristicas de sus estudiantes y tomando como referencia este conocimiento, debe

ser capaz de plantear tareas que sean un problema o no para el que las resuelve (Agre, 1982).

(d) Tipos de tareas existentes de modelizacion: los tipos de tareas existentes de modelizacion
MEAs, MXAs, MAAs propuestas por Lesh y Doerr (2003). Las actividades provocadoras de
modelos o Model-Eliciting Activities (MEAs) tiene como objetivo principal provocar la
construccion del modelo matematico de la situacion problema. Luego, es seguida por la

aplicacion de una o varias actividades de exploracion de modelos o Model-Exploration Activities
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(MXAs), que sigue el proposito de profundizar la estructura del modelo obtenido, fortaleciéndolo
a través de distintos sistemas de representacion y su comprension sobre las formas de usar e
interpretar las representaciones. Por ultimo, el tercer tipo de actividad es la de aplicacion de
modelos o Model-Adaption Activities (MAAS) que involucra a los estudiantes en la aplicacion de
su modelo a nuevas situaciones, lo que a menudo resulta en méas adaptaciones a sus modelos
(Arlebick y Doerr, 2020).

Categoria 2. Resolucién de un problema de modelizacion matematica

Parte del conocimiento del profesor es conocer y entender diversos aspectos que son activados

durante el proceso de resolucion de un problema de modelizacion. De los cuales, destacamos:

(a) Ciclos de modelizacidn y sus caracteristicas: Incluye el conocimiento de los distintos ciclos
de la modelizacion desde perspectivas como la perspectiva modelizacion educativa (Blum y
LeiB, 2007), la adaptacion de este de este Gltimo ciclo al incluir la tecnologia (Greefrath y
Vorholter, 2016). También desde la perspectiva de la cogniciéon de los individuos (Galbraith y
Stillman, 2006), el enfoque de modelizacion cognitivo y afectivo (Borromeo Ferri, 2018), la
Teoria Antropologica de lo Didactico (Florensa et al., 2020), desde una vision sociocritica (Rosa
y Orey, 2018). Finalmente, desde la postura tedrica de modelizacién contextual (Lesh y Doerr,
2003).

Algunos autores sugieren que los ciclos con cuatro etapas son mas entendibles para la
comprension del proceso de modelizacion matematica y son adecuados para los estudiantes. Pero
los ciclos con mas etapas, con una mayor profundidad en la visualizacion de los procesos
cognitivos, son mas utiles para los profesores (Borromeo Ferri, 2018). También tomamos en
cuenta el conocimiento de cada una de las etapas del ciclo de modelizacion. EI comportamiento
de las etapas ciclicas del proceso (descripcién, manipulacion, prediccion y validacién) no
direccionales, que corresponden con un proceso flexible donde el resolutor puede retroceder y
avanzar a algunas de las etapas cuando asi lo necesite (rutas individuales visibles de

modelizacion).

(b) Estrategias: el resolutor elabora un plan que incluye una estrategia segun el estilo de

pensamiento, por ello ha de tener conocimiento de como son y cuéles son las distintas estrategias
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que pueden utilizarse o necesitar para resolver el problema de modelizacion (Borromeo Ferri,
2018). Para la misma autora, las estrategias segun el estilo de pensamiento del estudiante son:

e Estrategias de pensadores analiticos: realizan la transicion del modelo real al modelo
matematico y viceversa. Prefieren el uso de representaciones utilizando el formalismo
matematico y perciben adecuadamente aspectos matematicos de una situacion real.
Comprenden hechos matematicos idealmente a través de representaciones simbolicas o
verbales existentes y prefieren proceder en una secuencia de pasos.

e Estrategias de pensadores visuales: Utilizan representaciones holisticas para
comprender hechos matematicos y sus conexiones. Representan mentalmente la situacion
en imagenes. Las imaginaciones internas se ven afectadas principalmente por fuertes
asociaciones con situaciones que han experimentado.

e Estrategias de pensadores integrados: Muestran un equilibrio entre la realidad y las
matematicas al combinar formas de pensamiento visual y analitico, al cambiar

flexiblemente entre las diferentes representaciones o formas de proceder.

(c) Metacognicion: En la modelizacion, los sistemas conceptuales que desarrollan los
estudiantes son “matematicamente significativos, los constructos que se extienden, revisan o
refinan pueden incluir versiones situadas de algunos de los constructos elementales més
poderosos y profundos” (Lesh y Doerr, 2003, p. 5) que los obtenidos por métodos tradicionales,
donde las descripciones, explicaciones y construcciones no son simplemente procesos que los
estudiantes utilizan en el camino para producir una respuesta, el desarrollo del pensamiento de
esta es lo mas importante. En este proceso se aplica la metacognicién entendiéndose como el
proceso de reflexionar en elementos del problema, las estrategias utilizadas para resolverlo y las
dificultades encontradas en este proceso. Es decir, un conocimiento de caracter metacognitivo es
donde el resolutor se autorregula, monitorea y controla los heuristicos y los conocimientos,
permitiendo que pueda tomar decisiones acertadas sobre lo que hace (Shoenfeld, 1985, 1992).
Para el profesor poseer este conocimiento es muy importante, pues al estimular la metacognicién

en sus estudiantes puede desarrollar un proceso mas efectivo e ideal de la modelizacion.

(d) Factores no cognitivos: El profesor debe ser consciente que los factores no cognitivos, como
las emociones, actitudes y creencias juegan un papel determinante al resolver un problema de

modelizacion (Mason, 2016; Shoenfeld, 1985, 1992). El profesor es el encargado de promover
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actitudes y creencias positivas hacia las matematicas a través de la accion de aula, por medio de
la participacion activa, la perseverancia, incentivar la confianza en la utilidad de las matematicas,
entre otro. Esto se podria hacer a través de la modelizacion al utilizar contextos reales que
motiven a los estudiantes a participar activamente y estimule su interés al aprender.

Categoria 3. Disposicion al resolver un problema de modelizacién matemética

No solo es fundamental resolver el problema, sino también la disposicion del estudiante de
querer hacerlo. Es decir, si el profesor plantea un desafio adecuado, donde los estudiantes son
involucrados emocionalmente (factores afectivos) y liberan estructuras mentales poderosas en
ellos como el intelecto y motivacion e interés que afectan directamente el proceso (Pifieiro,
2019).

La disposicion tiene relacion con el papel que juega el que un resolutor acepte el desafio de
resolver el problema. Concretamente, se refiere a que una vez que se esta frente a una tarea que
es realmente un problema, el resolutor debe aceptar involucrarse en un proceso de resolucion.
Asimismo, se diferencia entre la disposicion y la motivacion. La disposicidn tiene mas que ver
con un acto de voluntad, es decir, aceptar el desafio de resolver un problema, que con la

motivacion.

Finalmente, en la tabla 25 exponemos a manera de resumen las componentes referentes al
conocimiento sobre la resolucion de problemas de modelizacion.
Tabla 25

Componentes del conocimiento sobre la resolucion de problemas de modelizacion

Componente Conocimientos
Nocidn del problema de  Conceptos basicos de modelizacién
modelizacién Problema de modelizacion

Consideracion del resolutor
Tipos de tareas existentes de modelizacion
Resolucién de un Ciclos de modelizacion y sus caracteristicas
problema de Estrategias
modelizacién matematica Metacognicion
Factores no cognitivos
Disposicién Disposicién al resolver un problema de modelizacion
matematica
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42 CONOCIMIENTO DIDACTICO SOBRE LA RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MODELIZACION

Para establecer las componentes de este tipo de conocimiento didactico del profesor sobre la
resolucion de problemas de modelizacion utilizamos como guia el triangulo didactico estudiante-
profesor-resolucion de problemas de modelizacion y sus interacciones (Schoenfeld, 2012). En
estas interacciones dan origen a la relacion estudiante-profesor, profesor-modelizacion,
estudiante-modelizacion y el conocimiento sobre la ensefianza de la modelizacion como se
presenta en la figura 38. Especificamente estas componentes son: (a) conocimiento sobre el
estudiante como resolutor de tareas de modelizacion, (b) la resolucién de problemas de
modelizacién como tarea escolar, (c) factores no cognitivos y (d) la gestion de la ensefianza de la

resolucién de problemas de modelizacién matematica.

Figura 38

Triangulo didactico del conocimiento sobre la ensefianza de la modelizacion

Conocimiento
sobrela
ensefanzadela
modelizacién
matematica

Clase de
matematicas

Conocimiento sobre la
resoluciéon de
problemas escolares

Profesor

Matematica

Fuente: Adaptacion del triangulo didactico del conocimiento de resolucion de problemas de
Pifieiro et al. (2019).

Categoria 1. Conocimiento sobre el estudiante como resolutor de tareas de
modelizacion

Corresponde a la interaccion entre el estudiante y la resolucién de problemas de modelizacion

matematica, especificamente con los elementos concernientes al aprendizaje.
(a) Caracteristicas de resolutores de tareas de modelizacion: Aqui se incluye las

caracteristicas de un resolutor competente en modelizacion. Entendiendo como las competencias

de modelizacion “las destrezas y habilidades necesarias para realizar procesos de modelizacion
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de manera adecuada y orientada a objetivos, asi como la voluntad de ponerlos en practica”
(MaaB, 2006, 117). En la investigacion sobre la modelizacion matematica distinguimos entre
competencias y subcompetencias. Blum y Kaiser (1997) proponen una tipologia de
subcompetencias relacionadas con cada una de las etapas del ciclo de modelizacion, que la
hemos adaptado como una lista de caracteristicas para un estudiante competente al resolver
problemas de modelizacion:

e Comprende el problema real y establece un modelo basado en la realidad significa:
Hace suposiciones sobre el problema y simplifica la situacién, reconoce las cantidades
que influyen en la situacién, nombra e identifica variables clave, construye relaciones
entre las variables y diferencia entre informacion relevante e irrelevante.

e Construye un modelo matemético a partir del modelo real significa: matematiza y
simplifica cantidades relevantes y sus relaciones, si es necesario, elige notaciones
matematicas apropiadas y representa situaciones graficamente.

e Resuelve cuestiones matematicas dentro de este modelo matematico: utiliza
estrategias heuristicas como la division del problema en partes, estableciendo relaciones
con problemas similares o analogos, reformulando el problema, viendo el problema en
una forma diferente, variando las cantidades o los datos disponibles, entre otros. También
utiliza el conocimiento matematico para resolver el problema.

e Interpreta resultados matematicos en una situacién real: interpreta resultados
matematicos en el contexto extramatematico, generaliza las soluciones que se
desarrollaron para una situacion especial, demuestra soluciones a un problema utilizando
un lenguaje matematico apropiado y / o comunica las soluciones.

e Valida la solucion significa: revisa criticamente y reflexiona sobre las soluciones
encontradas; para revisar algunas partes del modelo o volver a pasar por el proceso de
modelizacion si las soluciones no se ajustan a la situacion, reflexiona sobre otras formas
de resolver el problema o si las soluciones pueden ser desarrolladas de manera diferente,
discute en general las limitaciones del modelo.

Kaiser y Brand (2015) plantean competencias globales de la modelizacion. Ademas,
incluimos el conocimiento sobre el estilo de pensamiento matematico de los estudiantes
(analitico, visual e integrado), con el cual seleccionan las estrategias 0 modos de proceder para
resolver problemas, contemplando las rutas de razonamiento en la modelizacion (Borromeo
Ferri, 2018). Involucramos las tareas cognitivas que el sujeto realiza en cada una de las etapas

del proceso de modelizacion.

(b) Dificultades y errores de los estudiantes en procesos de modelizacion: implica conocer y
comprender las posibles dificultades que los estudiantes pueden presentar al resolver un

problema de modelizacion, siendo expresadas a través de los errores como indicadores de la
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comprension conceptual de los estudiantes (Pifieiro, 2019). Especificamente son dificultades y

errores de los estudiantes, obtenidas durante las etapas del proceso de modelizacion.

En general, este tipo de conocimiento del profesor permite poner atencion a las fortalezas y
debilidades e interpretarlas adecuadamente desde la posicion de los estudiantes, en funcion de
observar la comprensién conceptual del problema de modelizacion. Tener estos conocimientos
permite al profesor tomar decisiones para acompafiar a sus estudiantes, brindando estrategias de
resolucién con un mayor grado de eficiencia, al mismo tiempo que limita las expectativas de
aprendizaje que espera construir con sus estudiantes y brinda estrategias de correccion de errores
durante las etapas del proceso de modelizacién matematica, entre otros. Especificamente, en la

tabla 26 presentamos las dificultades mas comunes de los estudiantes al trabajar la modelizacién.

Tabla 26

Dificultades mas comunes de los estudiantes en la modelizacion de problemas
Autores Dificultad
Crouch y Haines (2007); Deniz y Kurt El estudiante no comprende las partes esenciales
(2022); Eraslan y Kant (2015); Galbraithy  del problema, es decir realiza una lectura
Stilman (2006); Maal? (2007b); Porras y superficial del problema, dejando de lado detalles

Castro-Rodriguez (2021); Schapp et al. relevantes o tomando en cuenta informacion no
(2011); Wijaya et al. (2014) importante del problema.

Crouch y Haines (2007); Deniz y Kurt Al crear y construir un modelo, es decir al realizar
(2022); Eraslan y Kant (2015); Maal} suposiciones erroneas los estudiantes crean

(2007b); Porras y Castro-Rodriguez (2021); modelos inapropiados para el contexto, lo que
Schapp et al. (2011); Wijaya et al. (2014)  manifiesta una inconsistencia entre el mundo real
y el modelo matematico.

Crouch y Haines (2007); Deniz y Kurt Al utilizar conceptos y procedimientos

(2022); Edo, et al. (2013); Eraslan y Kant ~ matematicos inapropiados para resolver el
(2015); MaaR (2007b); Porras y Castro- problema, es decir al utilizar las propiedades
Rodriguez (2021); Schapp et al. (2011); matematicas incorrectamente o realizar errores de
Wijaya et al. (2014) célculo.

Crouch y Haines (2007); Deniz y Kurt El estudiante no evalla la razonabilidad de una

(2022); Edo, et al. (2013); Eraslan y Kant  solucién matematica en el contexto de un
(2015); Galbraith y Stilman (2006); MaaR  problema del mundo real, es decir no realiza una
(2007b); Porras y Castro-Rodriguez (2021); validacion y reflexion que permitan conectar el
Wijaya et al. (2014); mundo matematico con el mundo real.

Categoria 2. Problemas de modelizacién como tarea escolar

Como producto del analisis del curriculo, en esta componente consideramos las perspectivas

tedricas de la modelizacion. Corresponde a la interaccion producida entre el profesor y la
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modelizacién, implica conocimientos relativos al problema y el proceso de resolucion como
tarea escolar. Ubicamos conocimientos sobre la tarea como problema y del proceso de
modelizacion, es decir en términos de sus caracteristicas matematicas desde la perspectiva del
resolutor. En tanto, este conocimiento didactico, corresponde a caracteristicas como tarea
escolar, es decir como una tarea que provocara aprendizajes. Por ejemplo, podria ayudar al
maestro a replantear las tareas cuando los estudiantes se atascan o realizar modificaciones a los
problemas para atender adecuadamente a estudiantes con adecuaciones como con talento o con

deficiencias cognitivas.

(a) Seleccion de tareas de modelizacion: aqui contemplamos elementos estructurales de la tarea
como los principios de creacion de tareas de modelizacidn propuestos por Borromeo Ferri y Lesh
(2013), ademas de Lesh y Doerr (2003). Las tareas de modelizacion que los profesores utilicen
deben ser cognitivamente exigentes para los estudiantes con el fin de promover varias practicas,
como el razonamiento y la comunicacion. En la seleccién de tareas, parte esencial para el
proceso de modelizacidn es seleccionar y utilizar en forma adecuada un problema, lo cual es una
labor fundamental de la tarea de profesor para lograr el objetivo del proceso. Elegir un problema
de modelizacion con un contexto interesante para los estudiantes, que sea adecuado para ellos, y
al mismo tiempo sea auténtico y de la realidad circundante. Ademaés, con el cual podamos
estimular todas las etapas del ciclo de modelizacion. Como parte de la eleccion del problema, es
indispensable resolver el problema previamente, siguiendo todas las etapas del ciclo de
modelizacién. Esto permitira tomar en cuenta previamente, todos los posibles modelos
matematicos que pueden surgir del problema, también todas sus mdltiples soluciones. En
resumen, proponemos una lista de caracteristicas para construir o seleccionar un problema de
modelizacién adaptada de Borromeo Ferri y Lesh (2013), ademas de Lesh y Doerr (2003):

e EI contexto del problema debe estar basado en el entorno familiar, fisico, social, cultural
y cientifico del estudiante.

e Debe generar la necesidad de construir y modificar un modelo matematico.

e Debe tener condiciones necesarias para que el estudiante pueda decidir sobre la utilidad y
le permitan avanzar con sus primeras suposiciones.

e Debe tener pautas claras para plasmar sus pensamientos matematicos en forma explicita.
e Al resolver un problema, la solucién de este puede servir para motivar la resolucion de
otros problemas con contextos similares y que se pueden resolver de la misma manera.

e El estudiante puede crear y formular otros caminos de solucion para resolver el problema.
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(b) Modelos tedricos de modelizacion matematica: El profesor debe tener conocimiento acerca
de las perspectivas tedricas de la modelizacion que existen actualmente como la Modelizacion
aplicada o realista de Haines y Crouch (2005), la Modelizacion educacional de Blum y Leif3
(2007) y Niss et al. (2007), la Modelizacion cognitivo y afectivo de Borromeo Ferri (2006), la
Modelizacién epistemoldgica o tedrica de Chevallard (1989), la Modelizacion desde una visién
sociocritica de autores como Biembengut y Hein (2002); Rosa y Orey (2018) y por ultimo, la
perspectiva de Modelizacion contextual de Lesh y Doerr (2003). Con el fin, de entender,
estimular y ayudar a la construcciéon del conocimiento durante la aplicacion de las etapas del

ciclo de modelizacién que los estudiantes realicen al resolver un problema.

(c) Invencidn de problemas de modelizacion matematica: Dentro de las etapas del proceso de
modelizacién podemos utilizar la invencion de problemas, también modificar condiciones para
producir un nuevo problema (Ayllén, 2012; Galbraith y Stillman, 2006). Otra alternativa es la
adaptacion de un problema matematico a uno de modelizacion, el cual puede estar en un libro
escolar o en alguna otra fuente bibliografica (Borromeo Ferri, 2018). Conocer e implementar
este tipo de estrategias de ensefianza en el aula de matematica y otras mas, requiere de un
conocimiento sobre cudl es el momento indicado para llevar a cabo la invencion de problemas
(Silver, 1994), ademas de cuales son las estrategias adecuadas de ensefianza en el enfoque de
invencién de problemas de modelizacion (Hansen y Hana, 2015). Esta competencia profesional
no es trivial y necesita de tiempo para poder llevarla a cabo, mas si hablamos de la creacion de
problemas de modelizacion, pues es pensar y buscar el contexto apropiado segun el nivel
educativo del estudiante, pensar sobre la complejidad de la tarea en conexion con el tiempo de
trabajo y los materiales que los estudiantes necesitan para modelar el problema (Borromeo Ferri,
2018).

Categoria 3. Factores no cognitivos

Es referido a la interaccion entre el profesor y el estudiante en términos de los factores no
cognitivos (emociones, actitudes y creencias) de cada uno en torno a la resolucion de problemas
de modelizacién. Por ejemplo, su forma de actuar y sus propias creencias afectan al
comportamiento de los estudiantes y su forma de resolver problemas de modelizacion. También
el manejo del docente en emociones como la ansiedad y frustracion del estudiante, asi como el

estimulo que puede ejercer este con la formacion de actitudes como la tolerancia, preservacion,
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responsabilidad, entre otros, al resolver un problema de modelizacion matematica. Fomentar
creencias relativas al tiempo necesario para resolver un problema de modelizacion, las multiples
opciones de resolucion o posibilidad de varias respuestas o la factibilidad de volver a algunas de
las etapas del proceso de modelizacién, son responsabilidad del profesor que gestiona la clase, es
decir, es importante que el profesor conozca que su forma de actuar, la gestion de clase y sus
propias creencias afectan el comportamiento de los estudiantes y su forma de resolver problemas
de modelizacion (Borromeo Ferri, 2018). Un ejemplo particular lo tenemos en la creencia de
preferir problemas cerrados con una Unica solucion versus los problemas abiertos que pueden
tener multiples soluciones o no tener solucion. Dado que muchos profesores fueron ensefiados
bajo el enfoque de ensefianza tradicional, donde predomina la memorizacion de mecanismos por
excelencia y la solucion siempre es Unica (Blum, 2015). O si tiene varias soluciones tienden a
favorecer fuertemente su propia solucion, debido a que es mas facil ensefarla, ya que la
diversidad de procedimientos de resolucién puede hacer incontrolable el problema de
modelizacién y ademas, muchas de estas puede que tengan posibles soluciones no tan obvias
(Blum, 2015). Para sintetizar, de la literatura (Borromeo Ferri, 2018; Blum, 2015; Cetinkaya et
al., 2016; Frejd, 2012; Shahbari, 2018) sistematizamos una lista de creencias de y sobre la
modelizacion:

e La modelizacion matematica es el uso de materiales concretos y manipulativos en la
ensefianza de las matematicas.

e Solo existe una unica forma de resolver el problema de modelizacion.

e Un problema de modelizacidn se resuelve en poco tiempo, sino no se puede resolver.

e En un problema de modelizacion no es necesario revisar los procesos matematicos, ni la
solucion final.

e Solo existe una unica forma de resolver un problema de modelizacion.

e Un problema de modelizacion se debe resolver en forma individual.

e El maestro debe contestar todas las preguntas del estudiante o formular preguntas directas
que lo guien a la solucién del problema de modelizacion.

e No es necesario integrar los conceptos matematicos con su aplicacion en la vida
cotidiana.

e La matematica es util en situaciones de la vida real.

e Lo mas importante al resolver un problema de modelizacion es el modelo matematico y
el encontrar una solucion de este.

e Al ensefiar la modelizacion puedo usar cualquier problema matematico de los libros.

e Los problemas de modelizacion deben ser complicados y que se usen bastantes
conocimientos no matematicos.

e Al ensefiar bajo el enfoque de modelizacién matematica es importante el manejo de las
emociones del estudiante como la ansiedad y frustracion.
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e En la ensefianza de la modelizacibn matematica es relevante que el maestro forme
actitudes en el estudiante como la tolerancia, la perseverancia, la responsabilidad, entre
otros.

Categoria 4. Gestion de la ensefianza de la resolucion de problemas de modelizacion

Aqui se sitlan los modelos o enfoques de ensefianza que fomentan y propician actuaciones en

el aula que promueven el desarrollo de la resolucion de problemas de modelizacion matematica:

4.1 Enfoques de ensefianza de la modelizacion: Corresponden a los enfoques que fomentan y
propician las acciones que deberia aplicar el profesor en el aula durante la ensefianza de la
modelizacion. La investigacion de Blomhgj y Jensen (2007) brinda dos enfoques para formar las
competencias de modelizacion. EI primero es el enfoque holistico, el cual incentiva el abordaje
eficaz de problemas de modelizacion en forma completa, pero la complejidad del problema debe
ir acorde al nivel de las competencias de los estudiantes. El segundo enfoque es el atomistico, el
objetivo es formar por separado las subcompetencias a través de las etapas individuales de todo
el proceso de modelizacion, dado que resolver este tipo de problema conlleva demasiado tiempo.
¢ Cudl es el objetivo central de la leccion de modelizacién? Esta interrogante debe ser contestada
para elegir el enfoque apropiado para ensefiar la modelizacion, es decir pensar si la leccion
seguira el objetivo de profundizar en la comprension de un determinado contenido matematico, a
través del problema de modelizacion. O si sigue el fin de capacitar con mayor profundidad a los
estudiantes en etapas especificas del ciclo de modelizacion. O si la finalidad de la leccion esta en
observar el trabajo en equipo entre los estudiantes, con el objetivo de retroalimentarlos y

ayudarlos a mejorar la efectividad durante la aplicacion de una tarea de modelizacién.

Borromeo Ferri (2018) estudia las ventajas de ambos enfoques, inclinandose mas por el
enfoque holistico. Aunque el enfoque atomistico es ideal para acentuar las subcompetencias en
detalle, el enfoque holistico es mas adecuado para profesores con poca o nula experiencia en la
ensefianza de modelizacion, trabaja un problema en forma conjunta, incentiva el significado y
compresion de la modelizacion. Provee a los profesores la posibilidad de diagnosticar qué
subcompetencias deben fomentarse en los estudiantes y organizar tareas donde sean practicadas

varias subcompetencias.

4.2 Gestion del discurso: Corresponde a todas las acciones (verbales o no) que devengan en una

conduccidn de la clase en la que los estudiantes participen, colaboren y hagan un proceso exitoso
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de modelizacion. Siendo relevante la capacidad del profesor al organizar y estructurar las
lecciones de modelizacion, para obtener el mejor resultado cognitivo, al construir su
conocimiento y autonomia de pensamiento. Es decir, fomentar el desarrollo de competencias
propias y estrategias de resolucion al resolver problemas de modelizacion. Requiere una
capacidad cognitiva por parte del profesor, que es activada en labores como proponer estrategias
metodoldgicas al realizar clases de modelizacion, también al administrar en forma adecuada el
tiempo. Junto a esto, el profesor deberd supervisar el trabajo de tal manera que a través de
preguntas pueda hacer conscientes a los estudiantes del significado de la modelizacion (;Qué
significa?), en qué etapa de su proceso de modelizacién se encuentran (;En qué etapa me
encuentro en el proceso?), estimular el pensamiento sobre su proceso de forma retrospectiva y
metacognitiva (¢ Qué etapas he atravesado? y ¢cuales me faltan?). El profesor debe conocer este
tipo de tareas metacognitivas y saber ejecutarlas en su ensefianza, pues constituyen parte crucial
de la ensefianza y el aprendizaje durante la modelizacion. Estimular la escucha activa de los

estudiantes como medio de aprendizaje.

Algunos autores recomiendan el uso del trabajo en grupos o aprendizaje cooperativo en la
modelizacion (Borromeo Ferri, 2018). Donde los estudiantes discutan y reflexionan sobre las
soluciones, mientras el profesor revisa cada uno de los grupos valorando su progreso y
detectando las dificultades y errores, para utilizarlos en forma constructiva en otros momentos de
la leccion. Al desarrollar las tareas de modelizacion, es importante entender que incentivar el
trabajo en equipo es esencial, pues permite construir en los estudiantes una estructura cognitiva
poderosa mas que solo una socializacién entre pares. Por tanto, deberian emerger acciones que
hagan que los estudiantes puedan discutir sus estrategias, mostrarlas a los demas, explicarlas y
evaluarlas (fomentar espacios de participacion activa), dando paso a la socializacion del
conocimiento (orientaciones constructivistas como el trabajo colaborativo). Incluimos las ideas
de LeiR (2007) sobre la clasificaciéon de intervenciones para las lecciones de modelizacién. Para
esto, las intervenciones realizadas por maestros son investigadas y basadas en los estilos de
ensefianza. Se dividen en dos tipos, un estilo directivo mas guiado por el maestro y un estilo
operativo-estratégico enfocado mas en el trabajo independiente de los estudiantes en grupos. En
los resultados de la investigacion, encontramos que el Udltimo estilo, tuvo un progreso
significativamente mayor en el desarrollo de la competencia de modelizacion en clases donde

existié un equilibrio entre la independencia de los estudiantes y la orientacion de los profesores.
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Siendo lo anterior, acorde a los principios del constructivismo, donde promovemos que los
estudiantes construyan su conocimiento en forma activa e independiente, con el profesor como

un guia en este proceso.

4.3 Gestion de los atascos: En esta parte es necesario un conocimiento sobre el diagndéstico de
las dificultades y problemas del estudiante mientras realiza el proceso de modelizacion. Para esto
debe ser indispensable que los maestros sean capaces de entender y distinguir entre las etapas del
proceso de modelizacién lo que es reflejado al ensefiar. Ademas, es ineludible el uso de
estrategias especificas de ensefianza que sirvan como herramientas para que el profesor pueda
mediar o intervenir en los procesos de resolucion, como representaciones alternativas para la
comprension del problema, sugerir el uso de estrategias metacognitivas, entre otros. También,
aqui incluimos la capacidad del profesor de decidir cudndo y como intervenir para que el proceso
mantenga su naturaleza. Tener este tipo de conocimiento permite al maestro ayudar a sus
estudiantes, dandoles orientacién adecuada. Borromeo Ferri (2018) menciona la teoria de
intervencion de Zech (1998) en la que plantea una taxonomia con la finalidad de brindar apoyo o
asistencia para que los estudiantes logren por si solos la solucién del problema, hasta donde fuera

posible.

4.4 Gestion de la evaluacion: Otro aspecto tiene relacion con la gestion de la evaluacion del
proceso de resolver un problema. Este conocimiento permitiria a los docentes establecer metas
que promuevan aprendizajes y que estas sean traducidas a instrumentos adecuados y variados
(Borromeo Ferri, 2018). Borromeo Ferri (2018) distingue dos tipos de diagndstico segun el
objetivo que persigamos. El primer tipo estd concentrado en el producto realizado por el
estudiante en forma individual (una prueba o examen). Los resultados pueden servir como
indicadores del aprendizaje de los estudiantes y de toma de decisiones, para mejorar este si
requiere. El segundo tipo, esta orientado a comprender los procesos de pensamiento, con el fin de
dar intervenciones adecuadas (cuadernos o diarios de aprendizaje, las tareas de aula, las
entrevistas de diagndstico, entre otros) que pueden revelar falencias conceptuales de los

estudiantes.

Segun Borromeo Ferri (2018), el profesor también debe saber realizar la retroalimentacion

adecuada para promover las competencias de modelizacion cuando son obtenidas las soluciones
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escritas. Tratar con este tipo de solucién es diferente a explicaciones verbales durante la
implementacion de una tarea de modelizacion en el aula. Pero, la evaluacién sumativa o el
calificar el trabajo de aula y en una prueba al final de un tema, requiere un conocimiento
profesional més elevado del maestro que el utilizado en una prueba estandarizada. Los resultados
de una prueba podrian servir de indicadores de diagnostico de la competencia de modelizacion
del estudiante. Junto con esto, Borromeo Ferri (2018) sugiere establecer criterios de evaluacion
con una distribucién de puntos para las diferentes etapas del ciclo de modelizacion y las

expectativas que el estudiante debe cumplir, en la solucién de un problema de modelizacion.

4.5 Gestion de los recursos: Corresponde al uso de los recursos y materiales (tanto
manipulativos como intangibles) por parte del profesor, como son involucrados y afectan al
proceso de la modelizacion, es decir contempla tanto su manipulacion, potencialidad y
limitacion. Este conocimiento del profesor debe contestar la pregunta: ¢qué recursos se necesitan
para aplicar con éxito el problema de modelizacién? (Borromeo Ferri, 2018). Poseer este
conocimiento podria ser de ayuda para el profesor al superar barreras en la aplicacion del
proceso de modelizacién como por ejemplo el contemplar los recursos y materiales necesarios
para la implementacion del problema. También, el uso de recursos adecuados puede ayudar a que
las etapas del proceso de modelizacion sean realizadas sin requerir de mucho tiempo y por
altimo, faciliten al profesor la evaluacion de dicho proceso (Borromeo Ferri, 2018). Un caso
especifico, es el uso de la tecnologia que tiene muchos beneficios en la modelizacion y por ello,
es necesario pensar en el papel que juegan los recursos en el problema con respeto a la

integracion de estos en el ciclo de modelizacion.

Finalmente, en la tabla 27 presentamos en forma resumida las componentes del conocimiento

didactico sobre la resolucion de problemas de modelizacion.

Tabla 27

Componentes del conocimiento didactico sobre la resolucion de problemas de
modelizacion
Componente Conocimientos
Estudiante como resolutor Caracteristicas de resolutores de tareas de modelizacion
de tareas de modelizacion  Dificultades y errores de los estudiantes en procesos de
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Tabla 27

Componentes del conocimiento didactico sobre la resolucion de problemas de
modelizacion

Componente Conocimientos
modelizacién
Problemas de Seleccion de tareas de modelizacion
modelizacion como tarea ~ Modelos tedricos de modelizacion
escolar Invencidn de problemas
Factores no cognitivos Influencia mutua de creencias y concepciones
Gestion de Ensefianza Enfoques de ensefianza de la modelizacion

Gestion del discurso
Gestidn de los atascos
Gestion de evaluacion
Gestion de los recursos
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7. RESULTADOS FASE Il: ANALISIS DEL
CONOCIMIENTO PROFESIONAL SOBRE LA
MODELIZACION

Este capitulo presenta los resultados del estudio 4 realizado para la fase 2, que da respuesta a los
objetivos especificos “ldentificar qué componentes del conocimiento sobre modelizacion
matematica ponen en juego los maestros de primaria al ensefiar la modelizacién” y “Caracterizar
el conocimiento de los maestros de primaria en ejercicio sobre el proceso de modelizacion
matematica”. En esta seccidén, mostramos los resultados en tres apartados segun las categorias
del conocimiento profesor sobre la resolucion de problemas de modelizacion: (a) nocion del
problema de modelizacion, (b) resolucion de un problema de modelizacion matematica y (c)

disposicion.
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1. RESULTADOS DE COMPONENTE 1: NOCION DEL PROBLEMA
DE MODELIZACION

A continuacion, exponemos los resultados sobre la nocion del problema de modelizacion de

los profesores participantes. Los hallazgos son divididos en cuatro subcategorias: (a) nociones

basicas de modelizacion, (b) problema de modelizacién, (c) consideracion del resolutor y (d)

tipos de tareas existentes de modelizacion.

1.1 NOCIONES BASICAS DE MODELIZACION

Presentamos en primer lugar los resultados obtenidos sobre la nocién de modelo. En segundo

lugar, exhibimos los que corresponden a la nocion de modelo matematico. Por ultimo,

mostramos las respuestas sobre la nocion de modelizacion. A modo de resumen, en la tabla 28

presentamos dichos resultados:

Tabla 28

Categorizacion de respuestas de profesores segun las nociones basicas de modelizacion

Aspectos

P1

P2

P4

P7

P8

P9

P10 P11

Modelo

Modelo
mateméat
ico

Modeliz
acion
matemat
ica

Molde o persona a
imitar

Modelo de
pasarelas

Modelo como
proceso

Férmula
Estructura
Procedimiento
Estrategia de
ensefianza
Transformacion de
situaciones reales y
viceversa

Nuevo proceso de
ensefianza
Proceso de
aplicacion de la
matematica
Proceso para
resolver

X

X

X

X

X

X

X

X

X

X
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Nocion de modelo

Las nociones manifestadas por los profesores sobre modelo mas frecuentes fueron en el
primer lugar, molde o persona a imitar. Es decir, un arquetipo o punto de referencia o persona
para imitar o reproducir por su perfeccion. Aqui, 8 de los profesores tuvieron esta nocion de
modelo (P1, P2, P4, P7, P8, P9, P10, P11). Por ejemplo, para el profesor (P8) el modelo es:

Maestro 8: algo que seguimos, que ya esta estructurado y a lo que le damos un seguimiento
precisamente segln esa estructura establecida.

En segundo lugar, el modelo de pasarelas, es decir una persona encargada de exhibir
creaciones de moda. Dicha nocion la evidenciaron 3 de los profesores (P1, P6, P11), como el
profesor 6 (P6) que manifiesta que un modelo es:

Maestro 6: un modelo de modas.

En tercer lugar, el modelo como proceso, es decir cuando el modelo ain no es un producto
acabado, sino que aun necesita ser ampliado o conformado por medio de un proceso. Tres
profesores (P3, P5, P6) evidenciaron dicha acepcién en frases que hacen referencia a una
estructura como la brindada por el profesor 6, donde un modelo:

Maestro 6: puede ser algln sistema estructurado, o sea algo que ya esta estructurado y que se
tiene que trabajar.

Nocion de modelo matematico

En primer lugar, encontramos que este es una formula o un sistema de representacion
algebraica, lo cual es evidenciado por dos profesores (P1, P2) en sus comentarios. Por ejemplo,
el profesor 2 (P2) cuando usa términos como férmula en su respuesta:

Maestro 2: modelo matematico tiene que ver con formulas, como por ejemplo en el caso del
cuadrado al usar la férmula del perimetro al sumar los lados.

En segundo lugar, un modelo matematico es una estructura, debe poseer ciertas
caracteristicas que no pueden ser cambiadas y que sirven de guia para un determinado fin. Tres
profesores (P1, P6, P8) nos dieron esta respuesta, como lo expresa el profesor 6 (P6) que hace
referencia a un sistema estructurado:

Maestro 6: ...digamos que se puede uno guiar ahi, con la parte del sistema de numeracion,
que eso ya esta estructurado y tienes que verlo como es. O sea, se pueden hacer
algunas variaciones pedagogicas, pero al final el modelo esté estructurado de esa
forma y asi tiene que permanecer... todo modelo tiene su estructura, en la parte de
modelaje, ya sabemos que se busca las personas con ciertas caracteristicas para
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desarrollar esa tarea. Y en la parte matematica, igual. O sea que hay que seguir una
estructura, para llegar a conseguir un fin.

En tercer lugar, hallamos que el modelo matematico es un procedimiento o estructura de pasos
que deben seguirse para resolver un problema. Cuatro profesores (P3, P5, P9, P11) tuvieron esta
acepcion en etapas como guia o pauta a seguir para resolver. Un ejemplo sobre esto es:

Maestro 11: Yo lo entiendo como una guia, una pauta a seguir para resolver algo. Por ejemplo,
usted me da un ejemplo de suma, alguna operacion, para mi eso es un modelo
matematico, tengo que seguir mas O menos esas pautas como me estan
explicando.

Por ultimo, 3 profesores (P4, P7, P10) mencionaron que un modelo matemaético es un conjunto
de estrategias para la ensefianza de la matematica. En el siguiente didlogo mostramos un
ejemplo:

Maestro 4: me parece que es un conjunto como el de estrategias a aplicar en la ensefianza de la
matematica.

Nocion de modelizacion

En cuanto a la nocion de modelizacion, en primer lugar, obtuvimos que solo uno de los
profesores (P9) entiende la modelizacion como un mecanismo que permite transformar
situaciones de la realidad en problemas matematicos y en forma inversa a través de la abstraccion
y generalizacion (Erbas et al., 2014). En la respuesta del profesor 9 (P9), lo anterior se evidencia
en oraciones como pasar o transformar un tema de la vida cotidiana al sistema de representacion
simbdlico-numérico.

Maestro 9: ...seria asi como tomar algin tema de la vida cotidiana y por medio de la matematica
busco pasarlo a numeros...

En segundo lugar, encontramos que varios profesores entendieron la modelizacién como un
proceso nuevo de ensefianza. Por ejemplo, 2 profesores (P1, P11) la visualizan como un proceso
actualizado de la ensefianza, donde la memorizacion no predomine y el desarrollo de las
habilidades de los estudiantes sea esencial, para entender mejor de los conceptos matematicos, un
ejemplo es la respuesta del profesor 1 (P1) que menciona frases como nueva tendencia,
explotacion de habilidades, menos memorizacion:

Maestro 1: Es la nueva tendencia de hacer que ya no seamos tan sistematicos y que el ser

humano tenga mas explotacién de las habilidades. Creo que eso es lo que anda
haciendo eso de la modelizacion matematica, cambiando a buscar mas habilidades y
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menos el memorizar.
Aqui mismo, ubicamos la modelizacion como una actualizacién de las metodologias de

ensefianza donde impere la resolucion de problemas de la vida real del estudiante. Un ejemplo de
esta nocion es la respuesta del profesor 10 (P10) que se manifiesta en frases como mas actual,
resolucién de problemas, participacion de los estudiantes, entre otros:

Maestro 10: ... es como dar a los estudiantes algo diferente, mas actual, donde ellos
experimenten por si mismos la resolucion de problemas que salga de ellos
mismos... una metodologia donde se integre a los estudiantes a que ellos también
participen, sean ellos el eje principal, los autores de ese sistema...

Ademas, 3 de los profesores (P4, P6, P8) consideraron a la modelizaciéon como un conjunto de
estrategias para impartir una clase de matematica. Esto fue encontrado en extractos que
mencionaban frases como serie de pasos, desarrollar un tema matematico como:

Maestro 4: estructurar una serie de pasos para dar una clase o poder desarrollar un tema
matematico.

En tercer lugar, hallamos respuestas de los profesores que consideraron la modelizacion como
un proceso de aplicacion de la matematica. Por ejemplo, al tratarla como la aplicacién de lo que

el estudiante aprende en la vida diaria. Un solo profesor (P4) manifesto la modelizacion como:

Maestro 4: la aplicabilidad del aprendizaje en la cotidianidad, en la vida diaria.

También, obtuvimos la modelizacion como un proceso matematico ordenado y universal, es
decir que es aplicado en todas las partes del mundo y en todo lo que nos rodea, y puede hacerse de
distintas formas. Esto lo encontramos en el comentario de solo profesor (P1) que hace referencia a
frases como matematica es universal. Por ejemplo:

Maestro 1: Tenemos que ensefiar que la matematica es universal. Que se habla en cualquier
parte del mundo. Eso tiene que saberse, que busco una exactitud, porque no es
exacta, porque hay célculos y estimaciones. Entonces no es exacta. Y también
ensefiarles que lleva un orden. Pero que al llevar ese orden puede haber diferentes
formas de hacerlo, no una sola.

En altimo lugar, la modelizacion es un proceso para resolver, aqui obtuvimos tres énfasis. En
primer lugar, para resolver problemas de la vida real. Esta acepcion la mostraron 2 profesores
(P5, P7) en frases como uso de la moneda hoy en dia, resolver problemas, como se muestra en:

Maestro 5: el objetivo es mas que todo por el conteo o el uso de la moneda hoy en dia. Es lo
basico que tiene el ser humano y como resolver problemas.
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El segundo énfasis, es como una forma de resolver problemas que usan los estudiantes a través
de procedimientos para adquirir conocimiento. Esta nocion la brind6 solo un profesor (P3) al decir
oraciones como hacer el procedimiento, resolver problemas, como mostramos en la respuesta:

Maestro 3: Hacer el procedimiento. O sea, digamos, la resolucién de problemas, en el caso
de un modelo de matematica, enfocar bien el modelo, el problema y resolverlo,
sea una forma de resolver los problemas.

Como tercer énfasis obtuvimos, la modelizacion como un proceso de aplicacion de formulas
para resolver algo que podemos hacerlo de distintas formas. Dos profesores (P1, P2) realizaron
esta acepcion, al usar frases como usar formulas y usar contexto reales en sus respuestas, en
particular la mostramos en la siguiente frase:

Maestro 2: Usar las formulas para hacer estimaciones a largo plazo como por ejemplo al usar
Excel y aplicar férmulas para hacer una estimacion dentro de 10 afios de un
determinado tema, tomando en cuenta por ejemplo el género de la poblacién.

1.2 PROBLEMA DE MODELIZACION

Para esta seccion, los profesores participantes manifestaron, cuatro caracteristicas que debe
poseer un problema de modelizacién: (a) contexto real, (b) formato del problema, (c) estimular el
analisis del estudiante y (d) modelo matematico. A manera de resumen, en la tabla 29 mostramos

los resultados obtenidos.

Tabla 29
Caracteristicas que debe tener un problema de modelizacion
Aspectos P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Contexto Contexto real X X X X X X X
real cotidiano
Contexto real X X X X X X X X X X X
del estudiante
Contexto X X X

relacionado con
otras disciplinas
Incentiva el X
interés del
estudiante
Formato del problema X X X X X
Estimula el analisis del
estudiante
Modelo matematico X X X
Diferencias entre un X X X X
problema MM y un

X X
X
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Tabla 29

Caracteristicas que debe tener un problema de modelizacion

Aspectos PL P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
problema cualquiera

Contexto real

Como primera caracteristica obtuvimos que el problema debe tener un contexto real. Sobre
esto, obtuvimos cuatro clasificaciones de respuesta. En primer lugar, 7 profesores (P1, P2, P3,
P4, P5, P9, P11) mencionaron el contexto real al usar situaciones de la vida cotidiana, como el
realizar una receta de cocina que es una actividad que efectla cualquier persona en algln
momento de su vida. Un ejemplo, es la respuesta del profesor 9 (P9):

Maestro 9: ...situaciones de la vida cotidiana. En este caso, todos cocinamos en algin
momento de nuestras vidas. Entonces estan tomando como esas situaciones y ya la
estan usando a un problema matematico.

En segundo lugar, una caracteristica de un problema de modelizacidn es poseer un contexto
real del estudiante. Esta caracteristica fue mencionada por todos los profesores, al brindar
respuestas donde sugerencias de mejora de los problemas en cuanto al contexto, como el incluir
actividades diarias de la familia, como el realizar ventas para ganar dinero. Ademas, destacaban
lugares de la misma comunidad, como la iglesia del barrio que debe ser conocida por el

estudiante. Sobre esto, presentamos la respuesta del profesor 4 (P4):

Maestro 4: Claro que si, el entorno inmediato. jA mira, si la iglesia! van a decir los guilas...
incluso creo que si van a hacerlo ahi, van a querer estar en frente de la iglesia 'y
poder probarlo de forma practica.

En el tercer lugar, obtuvimos el uso del contexto real relacionado con alguna disciplina debe
ser una caracteristica de un problema de modelizacién. Esto lo encontramos en las respuestas de
3 profesores (P5, P6, P9), que expusieron la relacion de la materia de estudios sociales con la
matematica. Inclusive el profesor 6 brindd una sugerencia de mejora al problema 2, que
evidenciaba dicha relacion. El profesor 9 (P9) detalla que el tema de relieve se puede usar para

resolver problemas matematicos, como lo presentamos en su respuesta:
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Maestro 9:  Genial en el sentido, qué bonito, que cada situacion de la vida cotidiana se pueda
incluir o asi en la matematica. Porque, en este momento que quisieran saber algo,
del relieve que para uno simplemente es un tema de estudios sociales y de ahi no
pasa. Y saber que uno lo puede complementar asi con la resolucion de problemas
matematicos, entonces me parece muy bien.

La cuarta clasificacion, corresponde a la respuesta dada por el profesor 8 al mencionar que el
problema de modelizacidn debe poseer un contexto real utilizado que despierte el interés de los
estudiantes. Por ejemplo, en la respuesta del profesor 8 (P8), menciona que aspectos brindados
en el problema 1 como los ingredientes de una receta pueden lograr que el estudiante muestre

interés por resolver el problema propuesto.

Maestro 8: Puede primero despertar el interés del estudiante. Y es algo con lo que estd muy
relacionado el tipo de ingredientes, por ejemplo, que utilizan, cual es la cantidad,
entonces me parece que es llamativo.

Formato del problema

La segunda caracteristica, corresponde a aspectos de formato que debe poseer el problema.
Encontramos que 7 profesores (P1, P2, P3, P4, P6, P7, P8) brindaron caracteristicas sobre el
formato del problema al presentarse en forma fisica al estudiante para resolverlo. Algunas
respuestas hacen referencia a elementos como el poseer los datos necesarios para resolver el
problema (P1, P2, P6). También sobre la extension del problema, es decir debe ser mas corto en
extension de texto y mas concreto para el nivel de primaria (P1, P4, P7). Otro aspecto
mencionado fue el colocar preguntas separadas y no seguidas como se presentan en los
problemas, pues los estudiantes solo contestan la primera pregunta y se olvidan de la siguiente
pregunta (P2). Ademas, que el problema debe ser comprensible para el estudiante (P2, P3, P8),
es decir ser claro, estar bien redactado y tener un vocabulario adecuado para el lector, entre otros.
En la respuesta del profesor 2 (P2) hallamos aspectos como el tener una buena redaccién, debe
tener preguntas, datos, entre otros; que hacen referencia a elementos estructurales.

Maestro 2: Debe estar muy bien redactado para que entienda lo que se pide, pues muchas
veces el estudiante no entiende lo que se pide, por una mala redaccion... Y debe
tener preguntas. Debe tener datos y debe tener algo a resolver, algo que yo pueda
resolver y alguna interrogante.
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Estimular el andlisis del estudiante al resolver el problema

Como tercera caracteristica, tenemos que el problema de modelizacion debe estimular el
andlisis del estudiante al resolver dicho problema. Esta caracteristica fue mencionada por dos

profesores (P7, P11) al expresar frases como analicen, pensar, como lo indica el profesor 7(P7):

Maestro 7:  Supongo que es un buen problema para que los chicos analicen.

Modelo matematico

En la cuarta caracteristica, encontramos que el problema de modelizacion debe generar la
necesidad de resolverlo con la matematica, es decir que se genere un modelo matematico y que
se resuelva este. En esta parte, obtuvimos las respuestas de 3 profesores (P2, P9, P11). Un

ejemplo es la respuesta del profesor 9 (P9):

Maestro 9: Yo diria que podria como que si, en cuanto esos problemas de la vida cotidiana
se pueden, buscar alguna estrategia para cuantificarlo, para pasarlo a nUmeros o
C0sas asi.

Diferencias entre un problema de modelizacién y un problema cualquiera

Las respuestas de 4 de los profesores (P5, P6, P8, P9) mostraron diferencias entre un
problema de modelizacion y otro problema. Un ejemplo es la forma de representar y desarrollar
un problema de modelizacion en el aula. Esto se observa cuando el profesor 6 (P6) nos dice que,
una diferencia es la manera de abarcar el problema, de cémo visualizarlo y desarrollarlo. Es
decir, la forma de como representar el problema.

Entrevistadora: Ok, ahora, ¢qué aspectos diferencian un problema de modelizacion con cualquier
otro tipo de problema? ;Qué le verias diferente?

Maestro 6: ¢Qué veria ser diferente? Diay quizas la manera de abarcar el problema.
Entrevistadora: ;O sea la forma de cdmo estructurarlo?
Maestro 6: La forma de coémo poder visualizarlo y después desarrollarlo. Saber que

capacidades puede contar uno con las personas involucradas, para ver si por un
lado uno lo puede desarrollar o tiene que buscar otros medios para poder
alcanzar lo que se requiere. Porque dependiendo de las poblaciones, algunas
podran captar por un lado y otras quizas puedan hacerlo mejor por el otro.

1.3 CONSIDERACION DEL RESOLUTOR
En esta seccion, mostramos las respuestas dadas por los profesores sobre el papel que

desempefa el resolutor para que una tarea matematica sea un problema de modelizacién. Los
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resultados los clasificamos en: (a) el resolutor/estudiante desempefia el papel principal en la
resolucion de problemas de modelizacion y (b) tensiones en la consideracion de resolutor. En la

tabla 30 presentamos los resultados segln el profesor participante que lo brindo.

Tabla 30

Respuestas de profesores sobre la consideracion del resolutor

Aspectos P1L P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
El resolutor/estudiante X X X X X
desemperia el papel
principal
Tensiones en la X X

consideracion del resolutor

El resolutor/estudiante desempefia el papel principal en la resolucion de problemas de
modelizacion

Encontramos las respuestas de cuatro profesores (P3, P6, P7, P8, P10) que mostraron
justificaciones relacionadas al proceso de ensefianza y aprendizaje en forma general y no en
forma especifica hacia la modelizacion. Por ejemplo, lo expresado por el profesor 10 (P10)
evidencia los papeles desempefiados por el estudiante y el profesor en ambientes constructivistas,
pero no hay mencién de que esto sea propiamente en la modelizacién. Esto se evidencia en
oraciones estudiante motivado, aprendizaje, disposicién, apertura, interés del estudiante y el
docente como facilitador.

Maestro 10: Primero que el estudiante este motivado. Si un estudiante no esta motivado o
no tiene el interés hacia lo que se le estd brindando, creo que no va a dar
buenos resultados y que esté totalmente con esa apertura a recibir ese tipo de
aprendizaje que él esté dispuesto. Osea, yo sé que el docente, nosotros somos
facilitadores y como facilitadores tenemos también que brindarle las
herramientas para que €l produzca de manera correcta. Entonces tiene mucho
que ver también la accesibilidad de él, de la apertura de él, el interés de él, la
motivacion que tenga.

Entrevistadora: ¢Entonces quiere decir que todo eso que me estas diciendo gira alrededor de
él?

Maestro 10: Si, claro que si, €l es el actor principal, pero nosotros somos facilitadores...
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Tensiones en la consideracion del resolutor

En segundo lugar, ubicamos respuestas que reflejan tensiones en la consideracion del
resolutor. Es decir, los profesores inicialmente consideran que el resolutor/estudiante desempefia
el papel principal o méas importante para que la tarea matematica sea un problema de
modelizacién. Pero en el transcurso de las respuesta demuestra que no existe tal consideracion.
Sobre esto, dos de los profesores (P2, P9) dieron este tipo de percepcion. Como lo expresa el
profesor 2 (P2):

Maestro 2: Si, en realidad, todo es de él. Ellos juegan el papel mas importante. Porque ahi es
donde uno ve si el problema esta bien hecho y si ellos lo pueden resolver... A
veces uno no los toma en cuenta. Y en cuanto a los ejercicios, pero realmente
ellos juegan todo. Ahi es donde uno ve si lo hizo bien, si se dio a entender bien y
si ellos lo pueden hacer bien.

En este didlogo, el profesor 2 enfatiza inicialmente que el estudiante juega un rol importante
cuando una tarea matematica es de modelizacion. Sin embargo, hay contradicciones al expresar
gue hablamos tanto de ejercicios como problemas o al mencionar que a veces el profesor no
toma en cuenta a los estudiantes. También al declarar

Maestro 2: ahi es donde uno ve si lo hizo bien, si se dio a entender bien y si ellos lo pueden
hacer bien.

Lo que denota que mas bien el protagonista principal es el docente y no el estudiante como

fue mencionado por el profesor anteriormente.

1.4 TIPOS DE TAREAS EXISTENTES DE MODELIZACION

Conocimiento sobre distintos tipos de problemas de modelizacion

Para esta seccion, mostramos las respuestas referidas a los tipos de tareas de modelizacién
MEAs, MXAs, MAAs propuestas por Lesh y Doerr (2003). La informacién obtenida sobre el
conocimiento de los profesores acerca de los tipos de problemas de modelizacion se organizé en
tres patrones: (1) algunas similitudes con las MEAs, (2) un tipo de problema de modelizacion es
un ejercicio matematico y (3) respuesta negativa, pues habia docentes que no sabian sobre los
distintos tipos de problemas de modelizacion. En la tabla 31, presentamos los resultados segun

las perspectivas obtenidas por profesor.
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Tabla 31

Resultados seguln el conocimiento sobre tipos de problemas de modelizacion

Aspectos P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Similitudes con las MEAs X X
Problema de MM es un X X
ejercicio
Respuesta negativa X X X X X X X X

En primer lugar, hallamos las respuestas de dos profesores, el profesor 5 y profesor 10 (P5,
P10), que hacen alusion al uso de problemas con contexto real, donde encontramos algunas
similitudes con las MEAs. Como evidencia, mostramos el didlogo del profesor 10 (P10) donde se
expresa frases como el contexto del estudiante y algunos momentos para gestionar una clase de
modelizacion (resolucion del problema, conclusiones y cierre).

Maestro 10: Bueno, primero en tratar el contexto donde vive el estudiante... las
caracteristicas del lugar...

Maestro 10:  Asi, la situacion problema. La situacion problema, luego el estudiante resuelve
de forma individualizada. También, digamos en la etapa en que ya se crearon
las conclusiones y el docente al final brinda como un cierre...

El profesor brinda un ejemplo del tipo de contexto que propone para un problema, lo que
coincide con el principio de significado personal propuesto por Lesh y Doerr (2003) para la
construccion tareas de modelizacion. Ademas, menciona algunos de los momentos que propone
el curriculo de Costa Rica para trabajar las clases de matemética y que coinciden con lo
propuesto al trabajar un problema en una actividad provocadora de modelos (MEAS), es decir la
aplicamos en momentos de la clase como introduccién, presentacion y discusion, reflexion y
conclusion o cierre. En segundo lugar, para dos de los profesores (P2, P4), un problema de
modelizacion es un ejercicio matematico, al relacionarlo con tipos de ejercicios de distintos
temas de matematica como el perimetro y el &rea, donde se utilizan contextos cotidianos del
estudiante. Veamos:

Maestro 2:  Si como los ejercicios, los distintos los que se usan al ensefiar el perimetro y el
area de una figura, otros como mas analiticos y otros que tienen que ver con
geometria. Si, bueno, mas que todo problemas de geometria, de buscar el area.
Eso es que deben tener.

Por ultimo, en tercer lugar, obtuvimos que 8 de los profesores que brindaron una respuesta
negativa (P1, P3, P4, P6, P7, P8, P9, P11) pues no tenian conocimiento sobre distintos tipos de

problemas de modelizacion.
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2. RESULTADOS DE COMPONENTE 2: RESOLUCION DE UN
PROBLEMA DE MODELIZACION

En este apartado exponemos los resultados sobre el proceso de resolucion de problemas de
modelizacién. Especificamente, recogemos los extractos que tratan sobre diversos aspectos que
son activados durante el proceso de resolucion de un problema de modelizacion. Presentamos los
resultados atendiendo a cuatro categorias: (a) ciclos de modelizacién y sus caracteristicas, (b)
estrategias, (c) metacognicion y (d) factores no cognitivos; de resolucién de problemas de

modelizacion.

2.1 CICLOS DE MODELIZACION Y SUS CARACTERISTICAS

Para esta seccion, agrupamos las respuestas que surgieron cuando se les pidi6 a los profesores
ordenar las cuatro etapas del proceso de modelizacion: descripcidn, manipulacion, prediccion y
validacion. Para ello, brindamos a los profesores cuatro tarjetas con cada una de las etapas.
Hemos categorizado las respuestas desde cuatro perspectivas. En primer lugar, el conocimiento
sobre los ciclos de modelizacién. En segundo lugar, el conocimiento sobre el orden de las etapas
del ciclo de modelizacién. Ubicamos como tercer lugar el comportamiento de las etapas. Por
altimo, la repitencia de una misma etapa del ciclo de modelizacién al resolver un problema de

modelizacién. La tabla 32 muestra los resultados segun la respuesta de cada profesor.

Tabla 32

Clasificacion de respuestas de profesores sobre el conocimiento de los ciclos de modelizacion
Aspectos P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11

Conocimiento Sin X X X X X X

sobre los ciclos  conocimi
de modelizacion ento
Algunas X X X X
etapas
Orden de las Ruta 1 X X
etapas Ruta 2 X X X X X X
Ruta 3 X
Ruta 4
Comportamient Enforma X X X X X X
0 de las etapas lineal
Repitencia de X X
las etapas

X X
X
X
X
X
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Conocimiento sobre los ciclos de modelizacion

En este apartado se agrupan los fragmentos de las respuestas de los profesores a cerca del
conocimiento sobre cada una de las etapas del ciclo de modelizacion segun la perspectiva teorica
de Lesh y Doerr (2003): descripcion, manipulacion, prediccion y validacion. Particularmente,
preguntamos a los profesores si conocian las etapas del ciclo de modelizacion al resolver un
problema, encontrando dos clasificaciones: (1) profesores que no tenian conocimiento sobre las

etapas del ciclo de modelizacion y (2) respuestas que mencionan algunas de ellas.

Hallamos que 6 de los profesores participantes (P3, P4, P7, P8, P9, P11) no tenian
conocimiento sobre los ciclos de modelizacion, cuales son los que existen en la literatura o en
qué consisten cada una de las etapas del ciclo. Por otra parte, varios profesores (P2, P6, P10, P5)
brindaron en sus repuestas algunas de las etapas del ciclo de modelizacién. Un ejemplo es la
respuesta del profesor 2 (P2), que hace referencia al planteo de los datos de un problema
asemejandose a la etapa de descripcion del ciclo de modelizacion:

Maestro2: Si. Lo principal es... ver que datos son los mas importantes, porque algunos no son
relevantes. Lo que se pregunta, para mi es importante... Siempre es importante que
tengan claro eso, leer bastante, hacer una buena comprension de lectura del ejercicio.

En el extracto de la respuesta, lo descrito hace alusion a la discriminacién entre informacién
que posee el problema, que es relevante y la que no. Ademas, en la respuesta observamos la
importancia de la compresion lectora de la informacion dada para la resolucion del problema.
Otra similitud es con respecto a la etapa de manipulacién al realizar un modelo matematico
(férmula) y resolverlo, como mostramos en:

Maestro2: Luego hacer el planteo, ver que férmula se puede utilizar y aplicar, que lo lean bien
y luego ya después solucionar el ejercicio...

Asimismo, encontramos semejanzas con la etapa de validacion del ciclo de modelizacién al
mencionar frases como la revision de la informacion dada varias veces.

Maestro2: revisar la informacion nuevamente y por ltimo, redactar la respuesta. Y
nuevamente volver a leer la pregunta a ver si esta realmente bien la respuesta.
Como realizar el planteo, operacion y respuesta...

Finalmente, el profesor 2 (P2) concluye con la estructura: planteo, operacién y respuesta.
Especificamente, dos los profesores (P2, P5), afirmaron que las etapas del ciclo de modelizacion

consistian en realizar dicha estructura mecanica, al resolver un problema de modelizacion.
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Conocimiento sobre el orden de las etapas del ciclo de modelizacion.

Los resultados obtenidos destacaron 4 rutas de modelizacion al resolver un problema. En la
figura 39 describimos dichas rutas, donde hemos colocado las flechas directamente de etapa a
etapa, pues los profesores no mencionaron detalles como el modelo matematico o el devolverse

después de la validacion al mundo real.

Figura 39

Rutas de pensamiento al resolver la tarea de modelizacion propuestas por los profesores

. s P1, P10
Descripcién |

m P5
m P2, P3, P4, PG, P8, P9
W P7, P11
Mundo real © O Modelo
Validacién Ot : Manipulacién
Predicion

Fuente: Elaboracion propia.

Dos profesores (P1, P10) sefialaron que el orden de las etapas del ciclo de modelizacion debia
ser la ruta 1: Descripcion, Prediccion, Validacion, Manipulacion. Por ejemplo, el profesor 10
(P10) sefala que:

Maestro 10: Yo haria el nimero uno: descripcidén, nimero dos: prediccion, nimero tres:
validacion y nimero cuatro: manipulacion.

Entrevistadora: ¢Y so6lo una unica vez? ;O podria realizarlo varias veces?

Maestro 10: Este a varias veces si, puede ser varias veces. Tal vez estoy indecisa porque
también validacion puede ser como al final de que ya resuelve la situacion,
puede ser también que realice una evaluacion, un juicio.

En el caso de la ruta 2: Descripcion, Manipulacion, Prediccion, Validacion, hallamos que 6
profesores (P2, P3, P4, P6, P8, P9) manifestaron que el ciclo de modelizacién podria realizarse

siguiendo dicha ruta, como lo expresa el profesor 2 (P2):

Maestro2: Ok, vamos a ver. El orden que seguiria seria: 1. Descripcion, 2. Manipulacién, 3.
Prediccion y 4. Validacion. Y inclusive agregaria etapas, es decir no solo haria esas
pues considero que se debe hacer una lectura profunda al inicio para entender el
problema, sino puedes contestar cualquier cosa. Luego, plantearia los datos, también
analizando que formula debo utilizar, una vez que ya tienen todos los datos realizan
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ese ejercicio, reemplazo los datos y me devuelvo a revisar varias veces todo lo que
tengo hecho. Por ultimo, redactaria la respuesta considerando la informacion del
gjercicio.
Particularmente, la ruta 3: Validacién, Descripcion, Prediccion, Manipulacion fue
manifestada por un solo profesor 5 (P5). En el siguiente didlogo mostramos su respuesta:

Maestro 5: Porque dice que ahi realiza la evaluacion o juicio, o sea el estudiante debe tomar
validez sobre lo que va a leer con respecto al problema, yo diria que seria ahi. De
segundo seria la descripcion, porque ya ahi tiene que identificar y tiene que
seleccionar y ordenar como va a ir con el problema. Y sigue la manipulacién, que
es donde va a hacer la operacion, ya cuando tenga todo ordenado. Y al final que
serian los resultados, qué seria la prediccion.

Por ultimo, la ruta 4: Descripcion, Manipulacién, Validacion, Prediccion la hallamos en las
respuestas de dos profesores (P7, P11), como se presenta en la respuesta del profesor 4 (P4):

Maestro 7: Yo lo usaria: descripcidén, manipulacion, validaciéon y prediccion. ..

Maestro 7: Porque dice que el estudiante identifica, selecciona y ordena la informacion
relevante del problema, o sea, los datos que le van a servir para resolver el
problema...

Maestro 7: La manipulacion ahi realiza un procedimiento para resolver el problema,
operaciones, dibujos, etc; lo que puede utilizar por eso pienso que es el segundo.

Maestro 7: Validacion, pues ya se esta evaluando lo que el chico hizo.

Maestro 7: Interpretaciones de los resultados, considero que seria lo Gltimo.

Conocimiento sobre el comportamiento de las etapas del ciclo de modelizacién

En este caso encontramos que todos los profesores consideraban que la construccion del
pensamiento de los estudiantes debia realizarse linealmente. Particularmente, la figura 40
muestra el orden de las etapas que profesor 1 realizé cuando le pedimos ordenar las etapas
manualmente. En este ejemplo, observamos como sobra una de las flechas que deberia conectar
la etapa 1 y etapa 4, que no tiene sentido en el lugar que fue colocada en el profesor en su

ordenamiento.
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Figura 40

Ordenamiento de las etapas del ciclo de modelizacion del profesor 1
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Fuente: Elaboracion propia.

Conocimiento sobre repitencia de una misma etapa del ciclo de modelizacion

Preguntamos sobre la frecuencia en que el estudiante repite una misma etapa en el ciclo de
modelizacion al resolver un problema. Ante esto, dos de los profesores (P2, P10) brindaron
indicios sobre esta repitencia de las etapas. Como lo vemos en el extracto de la opinion del
profesor 2 (P2), al mencionar que el estudiante puede realizar las etapas que €l requiera.

Entrevistadora: ¢Cuantas veces podria un estudiante hacer esas etapas?

Maestro2: Las que sean necesarias para ¢l... Por ejemplo, hay estudiantes que con solo
una vez y ya, verdad realizan esos pasos, pero hay estudiantes que si necesitan
un poquito mas al realizar esos esos pasos. Para estar méas seguros, sobre todo
aquellos estudiantes que son un poquito mas metddicos o aquellos estudiantes
que les cuesta un poquito mas la materia.

2.2 ESTRATEGIAS

Para esta seccion, mostramos los extractos que tratan sobre las estrategias que pueden usarse
en el proceso de modelizacion y que se agruparon en: (a) estrategias que consideran adecuadas
los profesores al resolver un problema de modelizacion, (b) uso de estrategias generales y (c)

sobre métodos matematicos de resolucion presentes en las estrategias propuestas.
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Estrategias que consideran adecuadas los profesores al resolver un problema de
modelizacion

Sobre las respuestas que aludian a las estrategias que consideran adecuadas los profesores al
resolver un problema de modelizacion, se han podido agrupar en: (a) estrategias segun el estilo
de pensamiento y (b) uso de las etapas del ciclo de modelizacion como estrategia de resolucion
de problemas. En la tabla 33 presentamos en forma resumida, los resultados obtenidos por cada
participante.

Tabla 33
Respuestas sobre las estrategias de resolucion de un problema de modelizacion
Aspectos P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Estilo de pensamiento X X X X
Uso de las etapas de X X
modelizacion

En primer lugar, mostramos las respuestas referidas a estrategias segun el estilo de
pensamiento del resolutor al resolver un problema de modelizacién, es decir que puede ser un
estilo pensamiento analitico, visual e integrado. Esto lo observamos en las respuestas de 4
profesores (P2, P4, P6, P7), como la del profesor 4 (P4) al mencionar el uso de representaciones
simbdlico-numéricas (férmulas) y representaciones graficas (diagramas, dibujos):

Maestro 4:  Diferentes caminos a seguir. Hacer diferentes operaciones bésicas para
encontrar un resultado, aplicar diferentes formulas, que ya conoce, o incluso
hacer dibujos. Puede hacer dibujos, diagramas.

Otra de las estrategias de resolucion de problemas que mencionaron los profesores tiene que
ver con el uso implicito de las etapas del ciclo de modelizacion. Aqui hallamos que dos
profesores (P5, P8) mencionaron que el resolutor elabora un plan estratégico que incluye el uso
de las etapas del ciclo de modelizacién. Por ejemplo, en el caso del profesor 5 (P5) encontramos
indicios en su respuesta de la etapa “descripcion” del ciclo de modelizacion al hacer alusion a
frases como ordenar los datos y buscar una estrategia para resolver como lo vemos
seguidamente:

Maestro 5: ¢ Qué datos tiene el problema en si? Primero ordenaria los datos, luego me iria
a la pregunta que me hacen, para ver qué es lo que tengo que resolver...

Entrevistadora: En el problema de la receta ¢qué estrategia usaria para resolverlo?

Maestro 5: Si. En ese caso lo tendria que poner como ordenar los cuantos ingredientes,
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cuantos huevos, cuanto de harina, cuanto de leche, tantas tazas de leche, tantas
tazas de harina. Ordenar de esa manera para luego ver si se tiene que sumar o
multiplicar o dividir.

Estrategias generales que consideran adecuadas los profesores al resolver un problema
de modelizacion

En esta apartado se agrupan las respuestas de los profesores que aludian a estrategias
generales que pueden ser usadas para resolver el problema de modelizacién y que no tiene que
ver propiamente con la matematica. En ellas, hemos encontrado cuatro grupos: (a) uso de
estrategias que posea el estudiante en su conocimiento previo, (b) leer y comprender la
informacion, (c) subrayar lo importante, (d) el calculo mental, (e) realizar la estructura planteo,
operacion y respuesta y (f) estrategias metodoldgicas. La tabla 34 detalla las clasificaciones de

las respuestas por profesor.
Tabla 34

Resultados sobre estrategias generales de resolucion de problemas de modelizacion

Aspectos P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Uso de estrategias del X
conocimiento previo
Leer y comprender la
informacion
Subrayar lo importante
Calculo mental
Estructura planteo,
operacion y respuesta

XXX X

En primer lugar, encontramos las respuestas que tratan sobre las estrategias previas que pueda
usar un resolutor basado en sus conocimientos previos, como lo expone el profesor 1(P1) al usar
oraciones como él conozca, el conocimiento adquirido, entre otras:

Maestro 1:  Modelizacién y las que él conozca o las que él con el conocimiento ya adquirido
anteriormente, puede usar cosas que ya vio en su vida...

Como segundo lugar tenemos la estrategia leer y comprender la informacién, que se relaciona
con realizar una lectura exhaustiva y comprensiva de la informacién del problema. Tres
profesores (P2, P3, P6) bridaron dicha estrategia en sus respuestas, como la del profesor 3 (P3):

Maestro 3: ...la estrategia de leer, comprender, analizar, interpretar la informacion que se esté
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presentando para poder sacar conclusiones, verdad y poder realizar los
procedimientos que se requiere para la solucion de la de la situacion.

En tercer lugar, los profesores sefialan una estrategia que permite destacar los elementos mas
relevantes del problema por medio del subrayado. Solo el profesor 2 (P2) menciond esta
estrategia:

Maestro 2: ...Ven que es importante de lo que no lo es, subrayan lo relevante y lo que no lo
sea, no lo subrayan. Este eso es lo principal. También que subrayen lo que es la
pregunta.

Por ultimo, el mismo profesor (P2), expuso la cuarta estrategia general el uso del calculo
mental para resolver el problema de modelizacion, esto es referido al uso de representaciones
internas de los procedimientos matematicos que realiza el estudiante y que muchas veces el
estudiante no plasma en forma externa. Como lo menciona el profesor 2 (P2) en su respuesta:

Maestro 2: Sin embargo, hay estudiantes que como le digo a son muy cargas, son muy
poquitos, son los que son menos, eso lo analizan mentalmente. Sin embargo, esos
estudiantes uno trata de que ellos le pongan todo el proceso y también para uno
poder entender ¢cual fue el proceso que ellos hicieron? ¢cuél fue el analisis que
ellos hicieron? Aunque ellos digan que es mental. Siempre habra un proceso que
ellos tienen que hacer.

La quinta estrategia que sefialan los participantes es el uso de la estructura de la solucion:
planteo (de los datos relevantes), operacion y respuesta. Esta estrategia fue mencionada en dos
respuestas (P2, P9). En el siguiente extracto presentamos un ejemplo:

Maestro 2: Digamos en el planteo son los datos que ellos tienen relevantes, lo que ellos
subrayaron. La operacién ahi la hacen, la resuelven ahi mismo, en la parte de la
operacion. Por ultimo, lo que es la respuesta...

Cuando preguntamos por las estrategias de resolucion de problemas, encontramos que tres
profesores (P7, P10, P11) brindaron respuestas sobre estrategias metodoldgicas para aplicar en

ambientes de modelizacién, por lo que no los consideramos en esta parte.

Estrategias de resolucion de problemas de modelizacion propuestos

En este apartado recogemos los resultados que atienden a estrategias de resolucién que los
profesores consideran que sus estudiantes pueden usar al resolver cada uno de los problemas de
modelizacion brindados como ejemplos. Particularmente, encontramos tres tipos de estrategias

en las respuestas de los profesores, y las hemos clasificados segun el estilo de pensamiento del
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estudiante: (a) analitico, (b) visual y (c) integrado. En la tabla 35, exponemos los resultados

segun las respuestas de cada participante.

Tabla 35
Estrategias usadas por los estudiantes para resolver problemas de modelizacién propuestos
Aspectos P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Analitico Operaciones X X X X X X X X X X X
basicas
Equivalencia X
Visual Traslacion de X
figuras
Aspectos X X X
Graficos
Integrado Elementos X X X
vivenciales

En el caso del pensamiento analitico encontramos dos estrategias: (a) el uso de operaciones
basicas y (b) el uso de equivalencias. En cuanto, a la primera estrategia propuesta es el uso de las
operaciones basicas o fundamentales: suma, resta, multiplicacion y division. Esta estrategia
resolucion fue propuesta por todos los profesores entrevistados, en las opiniones de cada uno de
como los estudiantes podrian resolver las tres tareas de modelizacion propuestas. Dicha
estrategia, el uso de las operaciones basicas es expresada en frases como resolver el problema
por medio de sumas, restas, multiplicaciones y divisiones. Ademas, del uso de la multiplicacion
al decir 5 veces una cantidad o multiplicar por 5 por 10. También al referirse a la regla de tres o
al uso de la formula del area del triangulo donde se involucra el uso de operaciones bésicas
combinadas. Es decir, encontramos indicios de representaciones simbdlicas-numéricas en las
respuestas de los profesores. A cerca de esto mostramos la respuesta del profesor 11 (P11):

Maestro 11: ... Para agrandarlo tiene que sumar o multiplicar...

Maestro 11: Debe agrandar cinco veces mas el original —Ilee de nuevo el problema. O sea
que, si eso tiene un tamafio de diez cada lado, tiene que aumentar cinco veces
cada lado. Entonces, ya sea cinco por diez, o diez, mas diez, mas diez, cinco
veces. Creo yo...

Maestro 11: Ademas, ;cuanto medira cada lado del nuevo mapa? Bueno, para mi seria 50
cada lado. Y si lo amplifica diez veces seria 100, ¢cudl serd la medida del
nuevo lado? si es 100. Y si lo amplifica 100 veces, ¢cuanto medira el nuevo
lado? Y ahi seria mil. ;Qué caracteristicas poseen todas las figuras
involucradas en los procesos anteriores?

Maestro 11: ...No va a cambiar la cantidad de lados, solamente el tamaiio...
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Ademas, el didlogo anterior muestra como el profesor considera el uso de las operaciones
basicas para resolver el problema, pero a la vez muestra indicios de la nocidn de semejanza en su

respuesta.

En el caso de la segunda estrategia, el uso de las correspondencias matemaéticas fue propuesto
en la respuesta del profesor 3 (P3) al expresar que el estudiante podria establecer una
correspondencia que relacione la sombra del arbol con la altura de este, que debe ser equivalente
a la sombra del arbusto para obtener que su altura. Para el profesor al plantear la correspondencia
lo que esté ocurriendo es un patron matematico donde la mitad de las medidas de las sombras de
ambos objetos corresponde a la medida de las alturas de ellos. En su respuesta, el profesor usa

representaciones simbolico-numéricas para la explicacion, como mostramos seguidamente:

Entrevistadora: ¢Cdmo resolverias ese problema?

Maestro 3: ... puede ser con patrones.
Entrevistadora: Patrones, patrones ;como qué?
Maestro 3: Digamos, 14 metros a las 10:00, a la misma hora, en un arbusto cercano.

Digamos, amplificado.

Entrevistadora:  Ahi sefialaste las sombras, ¢ verdad?

Maestro 3: Si, la sombra. Digamos que con un patron. Digamos, si este mide 40 y el arbol
mide diez. Es un arbusto de 20. Es la mitad de éste. Y asi sucesivamente...

Para el estilo de pensamiento visual, encontramos dos tipos de estrategias: (a) traslacién de
figuras y (b) aspectos gréaficos. Con respecto a la primera estrategia, obtuvimos que solo el
profesor 4 (P4) menciono frases como la traslacion de figuras y el uso de escalas para resolver el
problema haciendo alusion a representaciones visuales al mencionar las figuras geométricas en
su respuesta:

Maestro 4: Si aqui deberias saber utilizar escalas o problemas de traslacion, no, seria una
situacion de traslacion en un plano.

Sobre la segunda estrategia resolucion del pensamiento visual, tenemos opiniones de tres
profesores (P1, P7, P8) que hicieron referencia a aspectos graficos o representaciones pictoricas,
al brindar su respuesta de como los estudiantes podrian resolver las tareas de modelizacion
propuestas. Aqui encontramos evidenciado esto en frases como diagramas, gréaficos, parte

grafica, dibujar. Como se evidencia la respuesta del profesor 1 (P1):

Maestro 1: Es que también puede llegar a dibujar, en la pizarra.
Entrevistadora: ¢Qué dibujaria?
Maestro 1: El mapa. La figura geométrica empezaria a poner los puntos.
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Entrevistadora: ¢Y qué figura geométrica dibujaria?

Maestro 1: Antes de hacer esto que le estdn poniendo acd —sefialando el tridngulo
presente en la figura de la actividad—. Porque lo que le esta diciendo es que
tengo que hacer esto diez veces mas grande. Eso es lo que le esté pidiendo.

Maestro 1: El dirfa. Profe, voy a dibujar, voy a hacer con los pupitres del mapa.

Sobre las estrategias del pensamiento integrado, encontramos tres profesores (P3, P5, P6) que
manifestaron indicios de elementos vivenciales del problema. Es decir, al explicar sus respuestas
relacionan aspectos de la realidad presentes en el problema con conceptos matematicos,
mostrando un equilibrio entre la realidad y la matematica. Evidencia de esto es mostrado en
frases como la proyeccion de la sombra, también al referirse a datos como la altura del arbusto,
de la iglesia a la misma hora para realizar una secuencia matematica. Esto Ultimo es mostrado
en la respuesta del profesor 6 (P6):

Entrevistadora: Y el tipo de actividad ¢como usar esos tipos de elementos contexto reales
como la Iglesia en este caso? ;,qué le parece?

Maestro 6: No, los elementos, yo los veo bien. Es algo con lo que ellos estan
familiarizados.

Maestro 6: Si usas la parte del arbusto, ya tienes ahi dos elementos, dos datos que
puedes...

Maestro 6: Para después irse a la parte de la iglesia porque estamos trabajando a la misma
hora y este se supone que la sombra va en el mismo sentido que la iglesia.

Maestro 6: Ok, pero entonces como que la idea es seguir la secuencia y llevarlos alla en

un nivel mas abstracto, verdad. Es como la idea.

Caracteristicas de estrategias de resolucion propuestas de un problema de
modelizacion

En este apartado recogemos las respuestas a cerca de las caracteristicas especificas que tiene
cada una de las estrategias de resolucion propuestas de un problema de modelizacion. Los
resultados obtenidos se han organizado en: (a) diversidad de estilos de pensamiento, (b) uso de
los sistemas de representacion, (c) uso de conocimientos previos, (d) distintos niveles de
razonamiento de los estudiantes y (e) estrategia mas usada. Los resultados son expuestos en la
tabla 36.

Tabla 36

Respuestas sobre caracteristicas de las estrategias de resolucion de problemas de
modelizacion

Aspectos P1L P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Diversidad de estilos de X X X
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Tabla 36

Respuestas sobre caracteristicas de las estrategias de resolucion de problemas de
modelizacion

Aspectos P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
pensamiento
Uso de los sistemas de X X X
representacion
Uso de conocimientos X X X
previos
Distintos niveles de X X X

razonamiento de los
estudiantes
Estrategia mas usada X

La primera caracteristica expuesta por los profesores (P2, P5, P7) es la diversidad de estilos
de pensamiento que visualizaron en las tres estrategias, ya que consideran son involucrados tanto
métodos mas analiticos como visuales. Esto lo propone el profesor 2 (P2) en su respuesta:

Maestro 2: En la primera los estudiantes usan operaciones basicas como la multiplicacion,
division, usa procedimientos mas matematicos, haciendo uso de meétodos mas
analiticos. La segunda usa proyecciones usando un poco méas su imaginacion. Y el
ultimo, usa mas dibujos o imagenes utilizando su imaginacion visual.

La segunda caracteristica que los profesores mencionan es el uso de los sistemas usados para
representar los procedimientos matematicos de los estudiantes. Esto lo observamos en las
respuestas de tres profesores (P8, P9, P10). A modo de ejemplo presentamos la percepcion del
profesor 10 (P10) que habla sobre la representacion simbolica y grafica.

Maestro 10: Esa, lo que es, la representacion simbdlica y representacion por medio de dibujos
y contextualizacion. Y también va mucho... la parte creativa...

Maestro 10: Y este es muy analitico —estrategia 1. Esto ultimo si fueron muy... Uyy si, ellos
no se fueron con las operaciones, sino que... imaginaron.

Como tercera caracteristica de las estrategias, tiene que ver con el uso de conocimientos
previos, que varian segun cada estrategia. Tres profesores (P1, P6, P10) consideran que dicha
caracteristica existio en las estrategias propuestas, como lo mencionado por el profesor 10 (P10)
que habla sobre el conocimiento que tiene un estudiante sobre la situacion real.

Maestro 10: ... la percepcion de ellos, la interpretacion, el conocimiento que tienen ellos de la
situacion real que viven y este también, mucho la imaginacion.

196



En cuarto lugar, tres profesores (P3, P4, P11) consideran que en las estrategias propuestas
podemos observar los distintos niveles de razonamiento de los estudiantes. Por ejemplo, en la
respuesta del profesor 3 (P3), encontramos que las estrategias fueron clasificadas por niveles
razonamiento de lo concreto a lo més abstracto, como lo presentamos en el siguiente didlogo:

Entrevistadora: Concreto, mas especifico, mas concreto para ellos.

Entrevistadora: ¢la estrategia 3?

Maestro 3: Para ellos, mas entendible, mas grafico y ya digamos, aqui mas aplicable a lo
que es la matematica.

Entrevistadora: ¢qué seria como mas abstracto?

Maestro 3: Seria como la division, multiplicacion, operaciones basicas, ya traspasar el
conocimiento textual a graficos, mas que, como se volvié el nombre, mas
representativo matematico y ya interpretacion estadistica —el maestro
compara las estrategias los niveles cognitivos estrategia 3, estrategia 1 y
estrategia 2.

Entrevistadora: ¢La parte de los patrones?

Maestro 3: Si

Por ultimo, uno de los profesores (P2) considerd que dentro de las estrategias propuestas,
existen algunas que son méas usadas que otras por los estudiantes. El profesor detalla esto:

Maestro 2: La primera estrategia es la que cominmente hace todo el mundo... Es la estrategia

maés usual. La segunda estrategia, yo pensaria que en un grupo gque pueden ser de

30 estudiantes, dos o tres le pueden hacer esa estrategia...Y la tltima estrategia, la

que menos pensaria uno que harian... Me impresiona totalmente, porque jaméas uno

pensaria que un estudiante se ponga a hacer dibujitos para resolver ese problema,

pero es un estudiante que tiene mas imaginacion. Y llegé a la respuesta bien. Yo

pienso que las tres son validas, pero si la méas corriente, la respuesta la mas usual

es la primera.

Aunque es la percepcion de un solo profesor 2 (P2), destacamos que el uso de la estrategia de
pensamiento visual e integrado que deberia de darse comdnmente en todos los niveles de
primaria, pero segun el profesor esto no es asi, mas bien es sorprendente para él cuando

mostramos dicha estrategia en la entrevista.

Diferencias de las estrategias de resolucién de un problema de modelizacién

Obtuvimos que varias de las caracteristicas expuestas en el apartado anterior coincidieron con
las diferencias de las estrategias de resolucion de un problema de modelizacion.
Especificamente: (a) diversidad de estilos de pensamiento, (b) uso de los sistemas de

representacion, (c) uso de conocimientos previos y (d) distintos niveles de razonamiento de los
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estudiantes. Por ello, en esta seccion no presentaremos informacion sobre dichas clasificaciones.
Sin embargo, hallamos dos clasificaciones de informacion nueva, concretamente: (e) distintos
procedimientos de un mismo contenido y (f) ordenamiento interno de la informacién. En forma

resumida, presentamos los resultados por profesor en la tabla 37.

Tabla 37

Respuestas sobre diferencias de las estrategias de resolucién de problemas de modelizacion
Aspectos PL P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11

Diversidad de estilos de X X X X

pensamiento

Uso de los sistemas de X

representacion

Uso de conocimientos X

previos

Distintos niveles de X

razonamiento de los

estudiantes

Distintos procedimientos de X X X
un mismo contenido

Orden interno de la X

informacion

Una de las diferencias que detectamos en las estrategias fue el uso de distintos procedimientos
para un mismo contenido matematico usado para resolver un problema de modelizacion. Esto lo
observamos en las respuestas de tres profesores (P1, P5, P8). Concretamente, mostramos el
didlogo del profesor 5 (P5) como evidencia de lo anterior, al hacer alusiéon al contenido
matematico de la multiplicacion expresada usando distintos procedimientos como forma gréfica,
en tablas y el porcentaje.

Maestro 5: La primera que era la multiplicacion, ensefia la multiplicacion, la estan usando
graficamente —estrategia 3— Yy la del centro esa la hicieron como en forma de
esas tablas —estrategia2—, como lo que se utiliza uno cuando va a sacar un

porcentaje.
Entrevistadora: Ok. ;Y esta era la de la multiplicacion y la division? —estrategia 1.
Maestro 5: Si usaron la misma operacion. Es correcto.

Otra diferencia ubicamos la realizada por el profesor 6 (P6) en el ordenamiento interno de la
informacion presentada en las tres estrategias. Consideré que las estrategias 1 y 3 eran mas
ordenadas y compresibles (claras) en forma de esquema, versus la estrategia 2, como vemos en

Su respuesta:
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Entrevistadora: estan mas claras, mas esquema.
Maestro 6: Si, porque te va guiando, digamos, en lo que ellos van relacionando, pero en
las operaciones...

Sobre métodos matematicos de resolucion presentes en las estrategias propuestas

Brindamos a los profesores tres estrategias realizadas por estudiantes al resolver la tarea de
modelizacién Cocinando con mi mamda. Obtuvimos indicios sobre métodos matematicos de
resolucion usados para explicar dichas estrategias. Estos son el uso de: (a) operaciones basicas,
(b) correspondencias matematicas y (c) forma gréfica o dibujos. En la tabla 38 presentamos en

forma resumida las respuestas obtenidas por cada uno de los profesores.

Tabla 38

Resultados sobre métodos matematicos presentes en estrategias de resolucién de un problema
de modelizacion

Aspectos Pl P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Operaciones basicas X X X X X X X X X X
Correspondencias X X X X X X
Forma gréfica o dibujos X X X

En primer lugar, categorizamos las respuestas que mostraban indicios sobre el uso de
operaciones basicas como procedimiento matematico usado por los profesores al explicar lo
realizado por los estudiantes en las tres estrategias propuestas. Concretamente 10 profesores
(todos los profesores menos P3) brindaron dicho procedimiento. Para evidenciar la explicacion
sobre este método matematico, hemos escogido el dialogo del profesor 1 (P1), que brinda
argumentos a cerca de la operacion de division y su relacion con la tarea de repartir.

Maestro 1: El esta aplicando la formula de la division, operacion. Y aqui esta haciendo la
reparticion, aqui esta explicando cémo se hace y aqui esta explicando por qué se
hace...

Maestro 1: Pero es que empez6 a repartir 12345 —cuenta cada una de las cajas que
representan las tazas de leche en la imagen. Puso la cinco de leche y entonces
empez6 a dar. ¢Cuantas pueden caber en cada una? Tres, tres y tres. Es lo mismo
que hizo aqui. Lo que quiere decir aqui es que él en 16, como lo expliqué le dije
16,5 en los panes, en las tazas de leche. En las tres tazas de la receta. Entonces él
empez0 a repartir todo aqui es la division.

Como segundo método matematico hallamos el uso de la correspondencia matematica, seis

profesores (P1, P2, P3, P5, P6, P10) hicieron referencia a este contenido matematico en sus

199



explicaciones, usando palabras como serie y secuencia. Ejemplo de esto es el extracto de la
respuesta del profesor 10 (P10):

Maestro 10: ...Ya ahi lo ampliaron.

Maestro 10: Por una taza, 20 panecillos...

Maestro 10: ...De dos, 40. De 3, aja...

Maestro 10:  Ahi estd utilizando... es como la serie de Fibonacci. Me parece una secuencia. ..
si como modelo, una secuencia que llamamos en matematica.

Con respecto a al mismo método, especificamente en la estrategia 2 hallamos evidencias
sobre el conocimiento disciplinar de la matematica que los profesores poseian al momento del
estudio y que es importante para la modelizacion. Concretamente nos referimos a indicios sobre
el uso de la cantidad decimal por parte de los estudiantes al plantear la estrategia 2 para resolver
el problema de modelizacidn. Los profesores participantes al brindar una explicacién sobre la
estrategia 2 debian encontrarse con el caso especifico del valor del 5,5 tazas de leche que le
corresponde 110 panecillos, sobre esto hallamos distintas clasificaciones de las respuestas.
Especificamente cuatro posibilidades: (a) eludieron el caso, (b) Comprension limitada, (c)
comprenden el caso, pero no lo fundamentan claramente y (d) comprendieron y fundamentaron

el caso. En la siguiente tabla presentamos los resultados obtenidos por el profesor entrevistado:

Tabla 39

Respuestas sobre la cantidad decimal presente en la estrategia 2

Aspectos Pl P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Eludieron X X X X
Comprension limitada X X
Comprenden, pero sin X X X
fundamentacion
Comprenden y fundamentan X X

Para la primera posibilidad, en las respuestas de cuatro profesores (P1, P4, P7, P8) no
detectamos presencia de explicacion sobre el caso del valor de 5,5 tazas de la estrategia. Un

ejemplo de esto lo evidenciamos en el didlogo de la respuesta del profesor 4 (P4):

Maestro 4: Aqui esta sumando una taza, dos tazas, tres tazas y esta haciendo una secuencia.
Entrevistadora: ¢Qué pasa en la tltima linea?
Maestro 4: Cinco tazas. Cuatro tazas son 80, que agrega 20. Solo agrego diez.
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Para la segunda posibilidad, dos de los profesores (P9, P10) si visualizaron este caso, pero su

comprension fue limitada hasta los casos de cantidades enteras. El caso especifico de 5,5 tazas

no fue entendible para estos profesores. Un ejemplo de esto es la respuesta del profesor 9 (P9):

Maestro 9:

... Ellos tomaron la cantidad de tazas de leche pues con una taza de leche saldrian
20 panecillos. Y ahi entonces fueron agregando de uno en uno, una taza, dos
tazas y hasta llegar a las 5,5 tazas que ellos de obtuvieron en general. No
comprendo ese 5,5 de tazas, pero si comprendo lo anterior, que por cada taza de
leche se obtendria 20 panecillos con las tres tazas de harina. Entonces ahi lo que

fueron sumando de 20, 40, 60, de 20 en 20.

En tercer lugar, colocamos toda la informacién brindada por los profesores (P2, P3, P6), que

en sus respuestas mostraban un proceso valido para obtener el valor de 5,5 tazas, pero sus

argumentos no eran claros o no eran expuestos por los profesores. Por ejemplo, la respuesta del

profesor 6 (P6), que brinda como justificacion que el valor de 5,5 es obtenido por medio de una

regla de 3, pero no amplia y fundamenta esto porque necesita la calculadora para hacer el

calculo.

Por altimo, en las explicaciones de dos profesores (P11, P5) encontramos que comprendieron

y fundamentaron el caso. Como lo menciona el profesor 11 (P11) en el extracto:

Maestro 11:

Entrevistadora:
Maestro 11:

Vamos a ver, 5 tazas son 100. Sacaron la mitad. Porque es cada 20, 40, 60, 80,
100. Sacaron la mitad de las tazas para el coma cinco —refiere a 0,5—, por
ejemplo, para la otra parte.

¢ Te refieres a la mitad de la taza de leche?

Si, 1 taza son 20 y se ocupaba solo la mitad, entonces le dividieron 20 entre dos,
por ejemplo, que son 10 panecillos y sumaron esto a los 100 panecillos.

Con respecto al tercer método matematico, obtuvimos el uso de una forma gréfica o dibujos

para resolver el problema de modelizacion presentado solo en la estrategia 3. Esto lo observamos

en los comentarios de tres profesores (P7, P8, P9). Para el profesor 7 (P7), esto es relacionado

con la estadistica por el uso de gréficos. La respuesta de este profesor es la siguiente:

Maestra 8:
Maestra 8:

Entrevistadora:

Maestra 8:

Una forma gréfica...

Es que aqui lo estd graficando, verdad. Aqui estd utilizando mas la parte
estadistica, eso es lo que veo, més gréfico, si.

Ok. ¢Por qué crees que ellos lo ordenaron asi? Por ejemplo, hacen una caja de
leche y esos es circulos. ¢Qué crees vos que son esos circulos?

son tazas de harina...entonces estan tratando de representar a través del grafico,
la cantidad de harina versus las tazas de leche.
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En esta parte, incluimos los resultados de explicaciones que nos brindaron los profesores
sobre formas graficas presentes en la estrategia 3. Especificamente acerca de las figuras
geomeétricas que representaban los ingredientes de la receta y ademas, nos interesé saber por qué
los estudiantes usaron ese tipo de figuras para representar las cantidades involucradas en el
problema. Encontramos las clasificaciones: (a) debido al entorno familiar del estudiante y (b)

argumentos parcialmente correctos. Exponemos los resultados en la siguiente tabla:

Tabla 40
Resultados a cerca de las formas graficas en la estrategia 3
Aspectos Pl P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Contexto familiar del X X X
estudiante
Argumentos parcialmente X X X X X X X X

correctos

Tres de los profesores (P3, P7, P8) utilizaron como argumentos el contexto familiar del
estudiante. Es decir, en el caso de la leche los estudiantes utilizaron el rectangulo, debido a que
en el mercado la leche es vendida en cajas rectangulares. Con respecto a la harina, fue
relacionado con circulos porque la masa es formada inicialmente en pelotitas para poder realizar
los panecillos. Sobre esto el profesor 3 (P3) nos dice que:

Entrevistadora: ¢Por qué crees que la leche la representaron como una caja?

Maestro 3: Por lo cotidiano, porque ellos estdn méas acostumbrados a vivir, a ver que la
leche viene en caja... La harina, claro, como pelotitas de masa de harina, como
cuando hacen pan. Entonces es mas de acuerdo con la cultura, la vivencia social
de ellos, porque digamos, si la leche viniera en cilindros, ellos van a dibujar un
cilindros.

Las respuestas de 8 profesores que brindaron argumentos parcialmente correctos (P1, P2, P4,
P5, P6, P9, P10, P11), debido a que argumentan correctamente solo uno de los dos ingredientes,
pero el otro no. En el caso de las tazas de la leche fueron relacionados por los 8 profesores con
las cajas de leche que los estudiantes observan en su entorno familiar. Pero las tazas de harina, al
ser circulos encontramos interpretaciones erroneas y que fueron corregidas con el avance de las
preguntas de la entrevista. Por ejemplo, algunos de los profesores (P1, P6, P11) en primer lugar
mencionaron que los circulos eran el ingrediente de los huevos de la receta. Observamos en los

resultados que los profesores al inicio presentan estas dificultades, pero con el avance de la
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entrevista sus interpretaciones fueron modificadas y corrigen sus asunciones erréneas, como la
respuesta del profesor 11 (P11):

Entrevistadora: Ok. ;Y las tazas harinas? ¢Por qué las hicieron en forma circular?

Maestro 11: No se, porque imaginese que @ yo me enredé hasta con los huevos © y después
yo dije: "no, son tres tazas". Yo hubiera dibujado tal vez tacitas, pero di esos
6valos... Como le digo a cada uno, se imagina las cosas diferente. Yo en mi caso
hubiera hecho tacitas, pero ellos lo hicieron asi.

Uno de los profesores no le encontrd sentido de porqué los estudiantes usaban bolitas para
representar las tazas de harina. Como lo muestra la respuesta del profesor 10 (P10):

Maestro 10: ...No sé por qué la harina le pusieron como los huevos, esta raro eso...
Maestro 10: Porqué la harina va en circulos, si viene en paquete, en forma rectangular.

2.3 METACOGNICION

Para esta seccion, hemos categorizado las respuestas en: (a) procesos metacognitivos que
intervienen al resolver un problema de modelizacién y (b) no hay necesidad de aplicar procesos
metacognitivos en la resolucion de problemas de modelizacion. Para sintetizar la informacion,

presentamos los resultados obtenidos por profesor en la tabla 41.

Tabla 41

Respuestas sobre uso de procesos metacognitivos al resolver problemas de modelizacién

Aspectos PL P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Revisar condiciones del X X X
problema constantemente
Metacognicion grupal X X X
Recordar experiencias X
previas de aprendizaje
Realizar algunas de las X X X
etapas del ciclo de
modelizacion.
No es necesario aplicar los X X
procesos metacognitivos en
la modelizacion.

Procesos metacognitivos que intervienen al resolver un problema de modelizacion

Dentro de las respuestas encontramos cinco procesos metacognitivos que los profesores
consideraron que se pueden usar al resolver un problema de modelizacion. Especificamente estos

son: (a) revisar condiciones del problema constantemente, (b) metacognicién grupal, (c) recordar
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experiencias previas de aprendizajes y (d) realizar algunas de las etapas del ciclo de

modelizacion.

El primer proceso metacognitivo propuesto por los profesores participantes (P2, P8, P9) es
revisar condiciones del problema constantemente para abarcar todos los detalles posibles que
brinde el problema. Como en la respuesta del profesor 2 (P2):

Maestro 2: considero que el revisar constantemente los datos, el hacer una lectura varias
veces. A mi me sirve para autorregularme y saber que voy por buen camino al
resolver un ejercicio.

Como segundo proceso metacognitivo tenemos la metacognicion grupal que es aplicada al
trabajar una tarea de modelizacion en subgrupos de estudiantes, que pueda ser resuelta en
equipos a través del trabajo colaborativo, donde se autorregulen, monitoreen y controlen
heuristicos y los conocimientos, con la finalidad de tomar decisiones acertadas al resolver un
problema de modelizacién. Las respuestas de tres profesores (P3, P4, P10) muestran lo anterior,
como la respuesta del profesor 4 (P4):

Maestra 4: Cuando se trabaja en grupo, ellos hacen muchas cosas practicas... un dia los
puse a medir el escenario y no les di ninguna herramienta para medirlo.
Entonces utilizaron cuadernos, papel periédico. Ellos discutian las estrategias a
seguir y las ponian en préctica, a ver cuél era la mas apropiada para

resolverlo...
Maestra 4: Entonces eso es: ensayo, error, practica, prueba...
Entrevistadora: ¢Y entonces entre ellos mismos se autorregularon?
Maestra 4: Exacto. Por medio del trabajo en equipo, de la discusion, de probar y ensayar.

El tercer proceso metacognitivo que puede intervenir al resolver un problema de modelizacion
es el recordar experiencias previas de aprendizaje, al hacer uso de sus conocimientos previos.
Por ejemplo, el profesor 1 (P1) en sus respuesta habla de pasos o procedimientos que puede
utilizar al resolver un problema donde el contexto real sea conocido para el estudiante, esto es:

Maestro 1:  si el problema esté relacionado con la vida cotidiana, él va a empezar a usar su
memoria, a recordar pasos, a recordar cosas...

En cuarto lugar, en las respuestas de algunos profesores (P3, P6, P11) encontramos indicios
de palabras que describen algunas de las etapas del ciclo de modelizacién como un proceso
metacognitivo. Por ejemplo, la descripcion al analizar u obtener la informacion necesaria
comenzar a resolver el problema. Luego, manipulaciéon al tomar la decisién de comenzar a

resolver el problema y aplicar los procedimientos necesarios para esto. Ademads, de la
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verificacion de los resultados que coincide con la Gltima etapa. Como la respuesta del profesor 3
(P3):

Maestro 3: ...lo primero es tener contacto con experimentar, descubrir, confrontar, aplicar.
Desde el momento que ellos ya analizan... confrontan las respuestas inclusive
internamente. Ya después, una vez que toman esa decision, entonces ya viene la
aplicacion donde vienen y aplican ciertos pasos y verifican que esos pasos estén
bien, inclusive con la aplicacion de conceptos matematicos. Ellos pueden ya sacar
las conclusiones. Y a lo ultimo, verifican los resultados si estan bien o estan mal.

En las respuestas de dos profesores (P5, P7) encontramos menciones de que no es necesario
para el estudiante realizar procesos metacognitivos al resolver problemas de modelizacion, sino
simplemente preguntar al maestro si un procedimiento es correcto o0 no. Como lo manifiesta el
profesor (P7):

Maestro 7: ...cuando ellos estan trabajando, si tienen alguna duda o si quieren saber que van
bien, le preguntan a la maestra.

2.4 FACTORES NO COGNITIVOS

En esta parte, ubicamos las respuestas que evidencian si el profesor considera que los factores
no cognitivos juegan un papel determinante al resolver un problema de modelizaciéon. Los
resultados se han organizado en: (a) la emocidn, (b) la actitud y (c) las creencias. Como resumen

exponemos los resultados por profesor en la tabla 42.

Tabla 42
Resultados del papel de los factores no cognitivos al resolver un problema de modelizacion
Aspectos P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Emocion X X X X X X
Actitud X X X X X
Creencias Del estudiante X X X
Del profesor X

En primer lugar, las respuestas de 5 de los profesores participantes (P1, P2, P4, P8, P10, P11)
detallan que la emocion al resolver un problema de modelizacién es muy importante. Un

ejemplo lo exhibimos con la opinion del profesor 6 (P6):

Maestro 1: La emocion juega mucho. La emocion en matematicas es algo primordial...
Entrevistadora: ¢Pero especificamente en la resolucion de problemas de modelizacion?
Maestro 1: De la resolucion de problemas también, porque si es algo que le gusta o le da

curiosidad. Si usted le pone un ejemplo de conversion de monedas a un nifio
basadndose en un video de juegos de Play (PlayStation), o que se le da la idea
de viajar por el mundo. Pero para viajar por el mundo tienes que conocer los
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ddlares y los cambios de monedas. Esa parte ya lo emociona.

En segundo lugar, sobre la actitud al resolver un problema de modelizacion, hallamos que
cinco profesores (P1, P2, P4, P9, P11) nos mencionaron que la actitud juega un papel relevante
en este proceso. Especificamente, el profesor 11(P11) nos menciond en su respuesta la actitud
positiva de la perseverancia:

Maestro 11: Si, la actitud cuenta mucho porque puede ser que yo tenga una dificultad para
entender X tema, pero si mi actitud es perseverante, insistente, las cosas cambian.

En tercer lugar, los profesores mencionaron que las creencias en la resolucion de problemas
de modelizacion son muy importantes para el éxito del proceso. Especificamente, tres profesores
(P2, P3, P7) expusieron creencias propias del estudiante. Por ejemplo, creencias en la eleccion
de estrategias al resolver el problema, el profesor 2 (P2) menciona que:

Maestro 2: Y en cuanto a las creencias, todo depende en la forma en la que ellos quieren
resolver el problema. Una parte de la creencia es que, si yo quiero resolver bien el
problema, o sea, para mi resolverlo bien, es que yo utilice mis estrategias. Algunos
subrayan, otros pintan. Otros resuelven con dibujitos, otros no. Otros lo haran
mentalmente, pero es como ellos quieren llegar a resolverlo y que le den ganas de
hacerlo por lo que creen.

También, hallamos que las creencias del profesor son importantes al resolver el problema de
modelizacion, debido a el proceso de modelizacion al resolver un problema por parte de los
estudiantes. Sobre esto el profesor 5 (P5) opina que:

Maestro 5: A veces uno como profesor, como ya uno sabe el asunto a resolver, creemos que
ellos —estudiantes— tienen que saberlo. O el profesor no los deja pensar, analizar
y quieren darle la respuesta. Lo que afecta que el estudiante resuelva o no el
problema.

3. RESULTADOS DE LA COMPONENTE 3: DISPOSICION

En este apartado mostramos los resultados que aluden al rol de la disposicion al resolver un
problema de modelizacion matematica, surgidos tras responder a la pregunta ;se debe estar

motivado para resolver un problema de modelizacién?

3.1 MOTIVACION AL RESOLVER UN PROBLEMA DE MODELIZACION

Dividimos las respuestas encontradas en dos subcategorias. En primer lugar, las respuestas

donde mostramos que la motivacion es un factor muy importante al resolver una tarea de
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modelizacién. Sobre esto clasificamos la informacién segun los argumentos utilizados en: (a)
afecta el desenvolvimiento del estudiante, (b) afecta directamente el aprendizaje del estudiante y
(c) brinda un ejemplo, no una respuesta concreta; como se presenta en la tabla 43. En segundo
lugar, exponemos las respuestas negativas, donde hace referencia de que la motivacion no es lo
mas importante al resolver un problema de modelizacién.

Tabla 43

Respuestas sobre la motivacién al resolver un problema de modelizacion

Aspectos P1 p2 P3 P4 P5 P6 P7 PS8 P9 P10 P11
Afecta el X X X X X X X X X
desenvolvimiento del
estudiante.

Afecta directamente X X X X
el aprendizaje del

estudiante.

Brindan un ejemplo, X X

no una respuesta

concreta.

No es lo mas X X X

importante

En primer lugar, localizamos que 9 de los profesores participantes (P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8,

P10, P11) mostraron indicios en sus respuesta de la importancia de la motivacion al resolver un
problema de modelizacion. Al respecto, los profesores brindaron tres tipos de argumentos. El
primer tipo, resalta la importancia de la motivacion pues el poseerla o no, afecta directamente el
desenvolvimiento o reaccion de la estudiante al trabajar en el aula. Es decir, si carece de
motivacion, no realizara dicho trabajo y se mostrara mas negativo ante cualquier situacion. Por el
contrario, la persona posee motivacion realizard en una forma mas efectiva las actividades de
aula y con una actitud positiva. Hallamos tres profesores (P5, P7, P8) que mencionaron lo
anterior y lo evidenciamos con la respuesta del profesor 7 (P7):

Maestro 7: Porque el chico que estd motivado a resolver, a equivocarse, incluso, etc; lo va a
lograr entender en algin momento, el que él estd desmotivado ...no le va a poner,
...las ganas de hacer las cosas.

Maestro 7: ...Si un chico ...no quieren hacer algo o no tiene la motivacion adecuada, pues no
lo logran, si se muestran negativos y no lo logran.

El segundo tipo, hace referencia a la importancia de la motivacion en la modelizacion debido
a que afecta directamente el aprendizaje del estudiante, es decir estar motivado despierta el

interés o el animo que son necesarios para el aprendizaje en cualquier tarea que se realice. Aqui
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encontramos las respuestas de 4 profesores (P3, P6, P10, P11) y este tipo de subcategoria la
evidenciamos con la respuesta del profesor 3 (P3):

Maestro 3: El estar motivado es importante para cualquier actividad. No solo para resolver un
problema, pero en dado caso, si usted tuviera un problema en frente, que tenga que
solucionarlo... Dificilmente el nifio o la persona va a o poner en juego todos los
aprendizajes que él tiene, porque va a estar desmotivado, no hay animo para hacer
las cosas... La motivacién es sumamente importante porque eso le va a ejercer una
mayor fuerza, una mayor positividad a la hora de enfrentar los problemas y
analizarlos.

Como tercer tipo de justificacion que obtuvimos son las respuestas de dos profesores (P2, P4)
que brindaban un ejemplo de como el profesor puede incentivar la motivacion. Sobre esto, los
ejemplo muestran al profesor como responsable de plantear a sus estudiantes desafios que
despierten la motivacion e interés durante el proceso de resolucion de problemas. Al respecto, el
profesor 4 (P4) dice que:

Maestra 4: Y eso genera motivacion, que sea propiamente del area de interés de ellos, de
cosas o de los deportes, tengo un estudiante deportista, de un estudiante costurero,
que sea del area que a ellos les interesa y les estimula.

Finalmente, detectamos dos respuestas de dos profesores (P1, P9) con indicios de que la
motivacion no es lo mas importante al resolver el problema de modelizacion. El profesor 9 (P9)
manifiesta refiriendose a la resolucion de un problema de modelizacion que:

Maestro 9: si bien es cierto que la motivacion es esencial... aunque uno no esté motivado,
creo que si lo lograria realizar.

Disposicion al resolver un problema de modelizacion

Sobre la disposicidn al resolver un problema de modelizacion, ubicamos los resultados en dos
subcategorias: (a) la disposicion afecta la resolucion de problemas y (b) argumentos generales.

Como se expone en la tabla 44:

Tabla 44

Respuestas sobre la disposicion al resolver un problema de modelizacién

Aspectos PL P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
La disposicion afecta la X X X X X X X
resolucion de problemas.
Argumentos generales X X X X
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En la primera clasificacion encontramos dos tipos de respuestas sobre la disposicion al
resolver un problema. En el primer caso, 6 de los profesores (P1, P3, P4, P5, P7, P10) consideran
que la disposicién afecta la resolucion de problemas y es necesario tenerla. Encontramos que
todas las respuestas se centran en la relacion de la disposicion y las actitudes que el estudiante
debe poseer para resolver un problema. No se hace referencia especifica a la modelizacion.

Maestro 10:  También, disposicion por parte del estudiante.

Entrevistadora: ¢lgual por qué crees que se debe tener esa disposicion?

Maestro 10:  Porque €l debe estar preparado para resolver, no puede estar desconcentrado. Y
también aplica la desconcentracion, si no hay interés en lo que se le esta
dando... si no tomamos en cuenta las expectativas de él, los intereses,
sinceramente el estudiante no va a tener como esa facilidad de aprendizaje o la
va a tener muy disminuida. Tal vez si, muy inteligente, muy capaz, pero tal vez
esa parte si se le potencia con mucho mas entusiasmo él va a estar resolviendo.

Como segundo caso, la respuesta muestra indicios de que la disposicion es mas importante
que la motivacion. Menciona la resolucién de problemas, pero no concretamente la
modelizacién. Sobre esto solo obtuvimos una respuesta la del profesor 9 (P9), donde reconoce
que es esencial el estar dispuesto a resolver un problema, aungue no se esté motivado:

Maestro 9: Creo que la disposicion si que seria sumamente esencial, mas que la motivacion...
por ejemplo, si yo en este momento no estoy motivada, pero sé que debo realizarlo
porque es mi deber... yo sé como llegar a resolverlo y sé todo el procedimiento
que tiene el problema, pues yo lo hago, porque no siempre se estd motivado.

La segunda clasificacion es mencionada en respuestas con argumentos generales (P2, P6, P8,
P11), al referirse a aspectos generales del aprendizaje y no son enfocados hacia la resolucion de
problemas, ni a la modelizacién. En esta clasificacion, encontramos tres perspectivas de
respuestas. En primer lugar, las respuestas como que la disposicion afecta el trabajo (P6). En
segundo lugar, se puede carecer de disposicion y realizar las cosas por obligacion (P2, P11). Por
altimo y tercer lugar, es la respuesta que nos dice que la motivacion afecta a la disposicion por
aprender que tenga el estudiante (P2, P8). Mostramos la respuesta dada por el profesor 8 (P8):

Maestro 8: Precisamente como parte de esa motivacion, si usted motiva al estudiante, él va a
tener mayor disposicion a lo que es el aprendizaje.
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Rol que juega la motivacion y disposicion en la resolucion de problemas de
modelizacion

Todos los profesores manifiestan que la motivacion y disposicion son muy importantes al
resolver un problema de modelizacion. Para justificar esto (ver tabla 45), encontramos dos
posibles de argumentos: (a) argumentos generales y (b) las tareas del profesor son

fundamentales.

Tabla 45

Respuestas sobre la motivacion y disposicion al resolver un problema de modelizacion

Aspectos PL P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Argumentos generales X X X X X
Las tareas del profesor son X X X X X X

fundamentales

El primer argumento detalla en forma general, algunas de las razones de los profesores (P3,
P4, P6, P9, P11). Por ejemplo, el profesor 3 (P3) considera que la motivacién y la disposicion
cumplen un rol relevante en el aprendizaje de los estudiantes debido a que ellos son involucrados
emocionalmente (factores afectivos) y liberan estructuras mentales poderosas, 1o que incide
directamente en el proceso de resolucién de problemas. Como se expresa en su respuesta:

Maestro 3: Es muy importante... poder poner la disposicion y la motivacion, la persona va a
hacer mejor uso de sus capacidades y habilidades en ese tipo de problemas.

En la segunda posibilidad, 6 los profesores (P1, P2, P5, P7, P8, P10) mostraron que tanto la
motivacion como la disposicion son importantes al resolver un problema. Al justificar esto
argumentan de que para lograr dicho objetivo las tareas que realice el profesor son
fundamentales. Aqui mismo, observamos que para el profesor 1 (P1), tanto la motivacion como
la disposicion:

Maestro 1: Dependen del profesor, no el nifio. Porque si usted llega como profesor, explica la
materia todo triste y no tiene disposicion, se la va a transmitir a cualquiera.

Solo una de las respuestas menciona que el profesor puede plantear desafios usando el
contexto real de los estudiantes, que los motiven y provoquen interés por resolverlo y con eso se
estimule la disposicion, pero el resto de los argumentos no habia menciones sobre la

modelizacion.

210



8. RESULTADOS FASE I1: ANALISIS DEL
CONOCIMIENTO DIDACTICO
SOBRE LA MODELIZACION

Este capitulo exhibe los resultados que dan respuesta a los objetivos especificos “identificar qué
componentes del conocimiento sobre modelizacion matematica ponen en juego los maestros de
primaria al ensefiar la modelizacién” y “caracterizar el conocimiento de los maestros de primaria
en ejercicio sobre el proceso de modelizacion matematica”. En esta seccién, presentamos los
resultados en cuatro apartados segun las categorias del conocimiento didactico sobre la
resolucion de problemas de modelizacion, especificamente: (a) estudiante como resolutor, (b)
resolucion de problemas como tarea escolar, (c) factores no cognitivos y (d) gestion de

ensefianza en la modelizacion.
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1. RESULTADOS DE LA COMPONENTE 1: ESTUDIANTE COMO
RESOLUTOR DE TAREAS DE MODELIZACION

A continuacion, exponemos los resultados sobre la categoria estudiante como resolutor. Los
hallazgos son divididos en dos subcategorias: (a) caracteristicas de resolutores de tareas de

modelizacién y (b) dificultades y errores de los estudiantes en la modelizacion.

1.1 CARACTERISTICAS DE RESOLUTORES DE TAREAS DE
MODELIZACION

Las caracteristicas del resolutor que resuelve un problema de modelizacion y que los
profesores consideran que deben tomarse en cuenta son: (a) habilidades/capacidades y (b)

diversidad de aprendizaje. Sintetizamos la informacién en la tabla 46.

Tabla 46
Caracteristicas del resolutor de un problema de modelizacion
Aspectos P1L P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Habilidad/ Capacidad Generales X X X
Modelizaci X X X X X X
on
Diversidad de aprendizaje X X X X

La primera caracteristica del resolutor, los participantes hacen referencia a las habilidades y
capacidades de este, aludiendo a dos aspectos: (a) generales y (b) relacionados con la
modelizacién. En el primer caso, fueron respuestas sobre aspectos generales de las habilidades y
capacidades del resolutor al resolver un problema, no relacionadas con la modelizacién. Tres
profesores (P3, P7, P10) brindaron este tipo de respuesta, como la del profesor 10 (P10):

Maestro 10: ... en los zapatos del estudiante, como ponerme también en las capacidades que
tiene, en las habilidades que tiene él para resolverlo.

El segundo aspecto es la caracteristica sobre las habilidades y capacidades del resolutor al
realizar el proceso de modelizacion. Aqui, obtuvimos las respuestas de 6 profesores (P1, P2, P3,
P5, P10, P11) y las agrupamos de acuerdo con las caracteristicas de resolutores competentes
segun las etapas del ciclo de modelizacion. Cabe mencionar que no se encontraron respuestas
sobre la etapa prediccién. La respuesta del profesor 2 (P2) es evidencia de esto, en ella se

argumenta la segunda caracteristica: construye un modelo matematico a partir del modelo real,

212



atendiendo al modelo matematico como una formula u operacidn basica y ademas, hace alusion
al uso de este:

Maestro 2: ...significa que ellos aplican la formula, si tiene hacer una multiplicacion o una
division ellos lo aplican. Pero lo aplican con los pasos que tiene que ser.

Por ultimo, la segunda caracteristica tiene que ver con la diversidad de aprendizaje de los
resolutores de problemas. Aqui, las respuestas no hacen referencia directa a la modelizacion.
Cuatro profesores (P2, P6, P7, P9) mencionaron esto en frases como razonamiento légico, la
forma aprendizaje, entre otros; como la respuesta del profesor 7 (P7):

Maestro 7: 'Y muchas veces, pues tengo que ver de qué forma aprende el estudiante. Es
verdad que no todos aprenden de la misma forma.

1.2 DIFICULTADES Y ERRORES DE LOS ESTUDIANTES EN LA
MODELIZACION

Las respuestas de esta subcategoria las hemos agrupado en: (a) compresion lectora, (b)
respuesta sin reflexion, (c) conocimiento previo insuficiente, (d) emociones y actitudes y (e)
necesidades educativas especiales, como se muestra en la tabla 47. Ademas, al final del apartado
mostramos las razones propuestas por los profesores sobre por qué el maestro debe conocer las

limitaciones de los estudiantes al ensefiar la modelizacion matematica.

Tabla 47

Dificultades y errores de los estudiantes en la modelizacion

Aspectos P1 P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Compresion lectora X X X X X X X
Respuesta sin reflexion X X X X X
Conocimiento previo insuficiente X X X X X X X
Emocidn/ actitud Frustracion X

Actitud X X
negativa
Necesidades educativas X X X X X

especiales

En primer lugar, una de las dificultades que los estudiantes tienen al trabajar la modelizacién
seflalada por los profesores corresponde a una comprension lectora poco efectiva.
Concretamente, cuando el estudiante no comprende las partes esenciales del problema y realiza
una lectura superficial. Aqui, 7 profesores (P1, P2, P3, P5, P7, P10, P11) manifiestan esta

dificultad, pero tres de ellos especifican que afecta la resolucion del problema. Los participantes
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sefialan que los estudiantes dejan de lado detalles relevantes que hacen que cometan errores
como el uso de una operacién matematica equivocada, entre otros. Por ejemplo, en la respuesta
del profesor 5 (P5):

Maestro 5: ...si no sabe hacer una comprensién de lectura, jaméas va a poder hacer una
comprension de un problema... Por ejemplo, que va a aplicar la operacion que no
es la indicada, pueden que al no comprender crea que era una multiplicacion
...pero al final, si ellos... ven que no era no multiplicacion, sino una division.

En segundo lugar, otra dificultad es que el estudiante resuelve el problema de modelizacién
sin reflexion, es decir, no profundiza en la situacion y contesta prematuramente. Esto fue
mencionado por 5 profesores (P1, P2, P5, P6, P7), con frases alusivas a que el estudiante no
analiza o razona, entre otros. La respuesta del profesor 7 (P7) es evidencia de lo anterior:

Maestro 7: me ha costado en el aula, que el estudiante razone el problema, ...esa relacion que
se debe hacer con el entorno, muchas veces no la logra ...ahora los chicos, pues
casi no analizan, ellos se concentran en el celular y ahi ellos juegan y no analizan.

En tercer lugar, 7 profesores (P1, P3, P6, P7, P8, P9, P11) sefialan que una de las dificultades
es carecer de los conocimientos previos necesarios para afrontar un problema. Esto se
evidenciaba al expresar la falta de conocimientos previos, malas bases, entre otros. Aqui dos de
los profesores (P8, P9) mencionaron que una consecuencia de lo anterior es el uso de conceptos y
procedimientos matematicos inapropiados para resolver el problema. Como la respuesta del
profesor 9 (P9):

Maestro 9: ...en errores del procedimiento que use para resolver un problema... Por
ejemplo... en la propiedad distributiva. Si usted no sabe que en operaciones
combinadas, primero se realiza la multiplicacion, luego suma o resta... ahi va
ocurrir un error.

En cuarto lugar, tres de los profesores (P1, P7, P10) indicaron que una dificultad de los
estudiantes al resolver un problema de modelizacion tiene que ver con las emociones y actitudes.
Por ejemplo, hallamos referencias a esto al mencionar la frustracion y la actitud negativa. Sobre
esto, mostramos un ejemplo, en la respuesta del profesor 10 (P10):

Maestro 10:  Algunos estudiantes vienen con una actitud negativa, indispuestos. Primero,
porque ...ellos le temen a la matematica, entonces ya vienen con ese chip de que
iMe da miedo! jNo lo voy a resolver!

Maestro 10: Pero entonces una de las cosas, limitantes diria yo es esa actitud negativa...

Por ultimo, otra dificultad que mencionaron los profesores corresponde a las necesidades

educativas especiales que puede presentar el estudiante. Especificamente cinco profesores (P2,
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P5, P8, P9, P10) mencionaron esta dificultad en frases como condicion especial, discapacidad,
entre otros. Un ejemplo es la respuesta del profesor 8 (P8) que presentamos en el siguiente
extracto:

Maestro 8: Nosotros no podemos plantear un problema de forma generalizada, sin tomar en
cuenta que hay estudiantes que tienen una capacidad cognitiva mayor o menor que
otros. En este sentido, es muy importante el tener claro con qué poblacion estamos
trabajando y cuales son sus capacidades y limitaciones.

Por otra parte, para 9 de los profesores (P1, P3, P5, P6, P7, P8, P9, P10, P11) son relevantes
conocer los errores y dificultades de los estudiantes al resolver problemas de modelizacion,
debido a: (a) puede afectar el proceso ensefianza-aprendizaje y ademas (b) sirven para la toma de
decisiones y (c) correccion y avance. En la tabla 48, exponemos los resultados de cada

participante.

Tabla 48

Razones de porqué debe conocer las limitaciones de estudiantes al ensefiar la modelizacion
Argumentos P1L P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11

Proceso ensefianza-aprendizaje X X X X X

Toma de decisiones X X X

Correccién y avance X X X X X

Sobre el primer argumento, hallamos que 5 profesores (P1, P2, P5, P9, P11) consideraron
importantes las limitaciones pues afectan al proceso ensefianza-aprendizaje de los estudiantes.
Un ejemplo sobre este tipo de respuesta es la brindada por el profesor 9 (P9):

Maestro 9: Afecta a la enseflanza y aprendizaje. Entonces es sumamente esencial y
fundamental que nosotros como docentes y también el estudiante en si mismo,
conozca o llegue o identifique el error que cometio.

En el segundo argumento, conocer las limitaciones es necesario para la toma de decisiones
para acompafar a los estudiantes en el proceso de modelizacion. Aqui tres profesores (P6, P8,
P10) mencionaron este tipo de respuesta, se evidencia en el dialogo:

Maestro 6: ...las decisiones que uno toma son de suma importancia, sin las decisiones que
tome no van a lograr nada en el aula. Pero para tomar esas decisiones, debes tener
bien claro cuéles son las necesidades o limitaciones de los estudiantes.

Por altimo, el tercer argumento se basa en que es necesario retroalimentar para avanzar. Es

decir, el docente identifica las dificultades de los estudiantes para poder abordarlas y redirigirlas,
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y lograr el aprendizaje. Aqui, 5 profesores (P2, P3, P6, P7, P9) realizaron este tipo de aporte
como:

Maestro 9: Es sumamente importante porque si no se conoce en qué estan fallando, nunca
vamos a poder dar una solucién a ese problema, a ese error... poder llevarlos a
que aquellos comprendan de una mejor manera.

2. RESULTADOS DE LA COMPONENTE 2: PROBLEMAS DE
MODELIZACION COMO TAREA ESCOLAR

En este apartado mostramos los resultados del conocimiento sobre la tarea como problema y
del proceso de modelizacidn, es decir, en términos de sus caracteristicas como tarea escolar, que
provocara el aprendizaje del resolutor. Exponemos los hallazgos en tres categorias: (a) seleccién

de tareas, (b) ciclo de modelizacion e (c) invencion de problemas.

2.1 SELECCION DE TAREAS DE MODELIZACION

Los resultados relativos a la seleccion de tareas las mostramos a través de criterios propuestos
por los profesores: (a) contexto real, (b) aspectos de formato, (c) interés del estudiante, (d)

estimular varias estrategias de resolucion y (e) adecuacion del curriculo.

Contexto real

Este criterio consiste en elegir una tarea de modelizacion de la realidad circundante de los
estudiantes. Los resultados los hemos organizado en contexto real: (a) sin objetivo, (b)
interesante, (c) comprensible y (d) datil para el aprendizaje. En la tabla 49 resumimos los

resultados obtenidos:

Tabla 49

Aspectos sobre el contexto real que debe poseer una tarea de modelizacion

Aspectos PL P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Sin objetivo General X X X

Caracteristicas de X X X

los estudiantes
Interesante X X X X X X
Comprensible X X X X X X X X X X
Util para el aprendizaje X X X X
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El primer criterio de seleccion de una tarea de modelizacion es el contexto real del estudiante,
pero sin objetivo. Estas respuestas se referian a dos aspectos: generales y a caracteristicas de los
estudiantes. En primer lugar, sobre los criterios generales, 3 profesores (P1, P7, P9) mencionan
su uso en forma general en frases como contexto social, entorno, entre otros. Un ejemplo de esto
es:

Maestro 1: Para disefar, el contexto social donde se desenvuelven.

En segundo lugar, ubicamos respuestas de 3 profesores (P3, P5, P10) sobre el uso del
contexto real del estudiante, pero con referencias a caracteristicas particulares de los estudiantes
como la alimentacion, intereses particulares, entre otros. Un ejemplo es la respuesta del profesor
5 (P5):

Maestro 5: En cambio, ahora enfocarse en lo real, lo que vive la época de ahora, de ellos,
digamos en lo que vive...también ver las condiciones de cada uno.

Con respecto a la segunda clasificacion, 6 profesores (P1, P2, P5, P8, P10, P11) expusieron
que, al seleccionar una tarea de modelizacién, este debe poseer un contexto real interesante o
llamativo para el estudiante. Un ejemplo es un cambio sugerido por el profesor 1 (P1) al contexto
de una tarea de modelizacion propuesta. Especificamente, cambiar la cantidad de dinero, donde
el profesor argumenta que hay que posicionarse en el tipo de estudiante con el que se esta
trabajando. Es decir, si trabajamos con estudiantes con méas recursos econémicos, la cantidad de
dinero que se plantea en la tarea ($50) es insuficiente. Por ello, el contexto propuesto no seria

interesante, ni adecuado para este tipo de estudiante. Exponemos su argumento en el siguiente

diélogo:

Maestro 1: Contextualizacion del lugar, cosas emocionantes o que lo atraigan.

Entrevistadora: ;En tu aula?

Maestro 1: Si se podria aplicar con esa cantidad de dinero. Pero si lo llevamos a
Rohrmoser, al Blue Valley o a un colegio de mucho dinero, no podemos poner
$50.

Entrevistadora: ¢Y cuanto le pondria?

Maestro 1: Le pondria $5000.

Entrevistadora: Eso seria una Megafiesta.

Maestro 1: Por eso, depende de la contextualizacion, asi lo van a ver ellos interesante o
no.

En el tercer criterio, todos los profesores indicaron que al seleccionar la tarea de
modelizacién, debe poseer un contexto real que sea comprensible para los estudiantes. De estos

profesores, especificamente 4 de ellos (P3, P7, P10, P11) brindaron la sugerencia de hacer un
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cambio a la tarea de modelizacion propuesta, con el fin de mejorar su comprension por parte del
estudiante. Dicha sugerencia es la conversion monetaria, pues una tarea que usa ddlares no es
adecuada a la realidad nacional. Los profesores justifican este cambio debido a que trabajan en
sectores de escasos recursos econdmicos y consideran que el contexto de estos estudiantes no es
adecuado. Ademas, sefialan el nivel en que se encuentra el estudiante, pues en los niveles
iniciales de educacién primaria, no estan preparados para realizar conversiones de dinero. Pero
en niveles escolares superiores, si es viable aplicar ese tipo de tareas. Un ejemplo es la respuesta
del profesor 10 (P10):

Maestro 10: Tal vez le cambiaria los dolares llevandolo a mi aula de 4° afio, le cambio los
dolares por colones, por moneda nacional... Si es 6°, si, perfectamente lo dejaria.

Otro cambio para mejorar la comprension de la tarea es brindar datos adicionales. Es sugerido
por seis de los profesores (P3, P5, P6, P7, P9, P11) que consideran que a la tarea propuesta le
hace falta datos y se le deberian agregar para su aplicacion en el aula. Datos como la cantidad de
personas que participaran en la fiesta, los articulos que se van a comprar para la fiesta, entre
otros. Un ejemplo lo evidenciamos en la respuesta del profesor 5 (P5):

Maestro 5: ... agregaria a que ellos..., que yo puedo agregarle la cantidad de personas, qué
cosas van a comprar para la fiesta. Le agregaria también los diferentes productos.
Maestro 5: Y los montos de cada uno exactamente, para que ellos puedan solucionar.

Por dltimo, la cuarta clasificacion referida a que, al seleccionar una tarea de modelizacion,
esta debe ser de contexto real Gtil para el que aprende. Es decir, los conceptos matematicos
deben tener sentido en el aprendizaje del estudiante. Identificamos estos argumentos en las
respuestas de 4 profesores (P2, P3, P5, P10) categorizadas por frases como util o utilidad, entre
otros.

Maestro 2: usted contextualiza y habla de las cosas que ellos estan viviendo el dia a dia, van a
sentir la utilidad, que realmente eso sirve, porque si usted les pone todo en
abstracto, ellos no van a sentir y se preguntan: ;Y para qué me sirve esto?

Aspectos de formato

El segundo criterio tiene que ver aspectos de formato que la tarea de modelizacion debe
cumplir, como: (a) claridad y (b) vocabulario. Resumimos los resultados obtenidos en la tabla
50:
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Tabla 50

Aspectos de formato que debe poseer una tarea de modelizacion
Aspectos PL P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11

Claridad X X X X X
Vocabulario X X X

El primer aspecto de formato es que la tarea de modelizacion debe poseer claridad. Aqui, 5
profesores (P2, P3, P8, P9, P10) mencionaron que la tarea debe ser clara en la redaccion, que
permita entender sin confusién los datos y lo que se pida. Como la respuesta del profesor 8 (P8):

Maestro 8: Los datos muy claros, si es para nifios pequefios y viene la parte grafica, que los
dibujitos sean claros y no se presten a confusion y que las preguntas también sean
claras. Que el estudiante pueda entender qué es lo que se requiere que conteste.

El vocabulario fue destacado por tres profesores (P2, P7, P8) y se refiere a que las palabras
utilizadas deben adecuarse al estudiante. Es decir, este debe comprender las palabras usadas en la
tarea, que sean de su conocimiento y de su realidad. Lo que es mencionado por el profesor 8
(P8):

Maestro 8: EIl vocabulario apto a su nivel y a su realidad. No podemos poner palabras que el
estudiante no comprenda.

Desarrollo del estudiante

Como tercer criterio de seleccidn de las tareas de modelizacion propuesto por los profesores
tenemos el desarrollo del estudiante. Los participantes se refieren a dos aspectos: (a)
conocimiento previo y (b) edad escolar. Exponemos las respuestas por participante en la tabla 51.

Tabla 51 Aspectos sobre el desarrollo del estudiante que debe poseer una tarea de
modelizacién

Aspectos sobre el desarrollo del estudiante que debe poseer una tarea de modelizacion

Aspectos P1 P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Conocimiento previo X X X X X X X
Edad escolar X X X X

En el caso del conocimiento previo, 7 profesores (P1, P6, P7, P8, P9, P10, P11) lo
mencionaron al hacer referencia sobre el conocimiento que los estudiantes deberian poseer para
enfrentar con éxito una tarea de modelizacién. Un ejemplo es la respuesta del profesor 6 (P6):

Maestro 6: Después el nivel cognitivo que tenga para no...hilar tan alto ni tan poco bajo nivel.
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Para el nivel escolar hallamos 4 profesores (P3, P5, P9, P11) que mencionaron esto en
oraciones sefialando que es importante tener en cuenta el grado del estudiante, su madurez, entre

otros. Un ejemplo de esto es el siguiente extracto de la respuesta del profesor 3 (P3):

Maestro 3: La edad, el nivel de madurez.
Entrevistadora: EIl de madurez, no es lo mismo que nivel en que estan (nivel escolar).
Maestro 3: No, porque puede estar en 5°, pues el grado de madurez es el léxico que ellos

manejan, o sea, el vocabulario.

Estimular varias estrategias de resolucion
El cuarto criterio es que la tarea de modelizacion seleccionada debe estimular el uso de varias

estrategias de resolucién por parte de los estudiantes. Resumimos los resultados en la tabla 52:

Tabla 52 Aspectos necesarios que debe poseer un problema de modelizacién

Aspectos necesarios gue debe poseer un problema de modelizacion
Aspectos P1L P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Varias estrategias de resolucion X X X X

Ubicamos las respuestas de cuatro profesores (P1, P6, P7, P10) de este tipo. Para esto,
usamos palabras claves como varias estrategias o caminos para resolver, entre otros; es decir la
tarea debe poseer elementos que provoquen la creatividad de los estudiantes al proponer otras
soluciones del problema. Como lo observamos en la respuesta del profesor 10 (P10):

Maestro 10:  también tenga diversas formas para resolverlo. No solamente un solo camino que a
veces buscamos solo un camino para resolver una situacién, sino que él tenga diferentes
caminos, como llegar a la solucion.

Adecuacion del curriculo

Por ultimo, como quinto criterio es la adecuacion del curriculo, es decir el profesor debe
seleccionar la tarea de modelizacion siguiendo o adecuando los lineamientos expuestos en el

curriculo. Sintetizamos los resultados en la siguiente tabla:

Tabla 53
Aspectos necesarios que debe poseer un problema de modelizacién

Aspectos P1L P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Adecuacion del curriculo X X X X X

Sobre esto, encontramos 5 respuestas de los profesores (P2, P5, P6, P7, P11), que sefialaban la
tarea debe cumplir con aspectos como el contenido matematico, la dificultad de la tarea, entre

otros; de acorde con las directrices expresadas en el curriculo. Un ejemplo es la respuesta del
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profesor 11 (P11) donde explica que la tarea debe coincidir con el contenido matematico que se
estd impartiendo en el grado del estudiante. Por ejemplo:

Maestro 11: tiene que estar dentro de los contenidos que ellos estan viendo. No les voy a
meter otra cosa que no estén viendo, tengo que limitarme al contenido.

2.2 MODELOS TEORICOS DE MODELIZACION

Aqui ubicamos los resultados sobre el conocimiento del profesor acerca de las perspectivas
teoricas de la modelizacion. Concretamente, sobre como estimular y ayudar al aprendizaje de los
estudiantes durante la aplicacién de las etapas del ciclo de modelizacion al resolver un problema.
Dicho conocimiento fue agrupado en dos perspectivas: (a) conocimiento general y (b)

conocimiento especifico de las fases del ciclo de modelizacion.
Conocimiento general del ciclo de modelizacion

Aqui ubicamos las respuestas a cerca del conocimiento sobre el ciclo de modelizacion donde
aludian a las fases sin dar caracteristicas especificas sobre alguna de ellas. En la tabla 54
presentamos los profesores que lo manifestaron, el resto de los profesores no lo hicieron.

Tabla 54

Profesores que manifestaron conocimiento general del ciclo de modelizacion

Aspectos P1 P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Manifiestan X X X

En las respuestas de los profesores (P1, P5, P7) que manifestaron conocimiento general sobre
el ciclo de modelizacién, observamos referencias a las etapas del ciclo de modelizacion de Lesh
y Doerr (2003). Aqui, los 3 profesores aludieron al planteamiento del problema (P1, P5, P7),
1profesor a la manipulacién y 2 profesores a la validacion (P1, P7). Ninguno manifesto
conocimiento de todo el ciclo. Un ejemplo es la respuesta del profesor 1 (P1):

Maestro 1:  ...el modelo que propuso el nuevo plan educativo en matematicas. Donde se proponen los
pasos: el planteamiento, la resolucion y la explicacion. Algo asi era...

Conocimiento especifico de las fases del ciclo de modelizacion

Propusimos a los profesores las etapas del ciclo de modelizacion de Lesh y Doerr (2003),
manifestando que es necesario y relevante realizar cada una de las etapas. Sus justificaciones se

refirieron a dos tipos rutas: ruta 1 y ruta 2. En la tabla 55 mostramos los resultados obtenidos:
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Tabla 55

Rutas usadas para justificar la importancia de las fases del ciclo de modelizacion

Aspectos P1 P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Rutas Rutal X X X
Ruta 2 X X X X X

En el caso de la ruta 1: Descripcion, Prediccion, Manipulacion, Validacion; hallamos que 3
profesores (P3, P6, P10) justificaron la importancia de las fases del ciclo de modelizacion
siguiendo dicha ruta en sus descripciones. Este orden fue establecido por los profesores
previamente y la entrevistadora fue preguntando por la justificacion de cada una de las fases
segun el orden dado por el profesor. Por ejemplo, profesor 3 (P3) expresa que:

Maestro 3: ...Ellos empiezan a hacer la descripciéon, a desmenuzar el problema,
caracterizarlo y poder sacar las ideas.

Entrevistadora: ;Por qué crees que es necesario Yy relevante hacer eso?

Maestro 3: Si, claro. Para que entren en contacto con el problema.

Para el mismo profesor es necesario y relevante realizar la prediccion debido a:

Maestro 3: Porque la prediccion da los mecanismos claros para poder seguir en el problema...
Entonces ya da los mecanismos o aclara un poco la descripcion... por donde
tenemos que irnos.

Posteriormente, con respecto a la fase de la manipulacion menciona que:

Maestro 3: Teniendo claro eso entonces empiezo a manipular todo lo que son los conceptos,
los procedimientos matematicos... de acuerdo con la descripcion y prediccion

Por ultimo, sobre la fase de la validacidn el mismo profesor afirma que:

Maestro 3: Porque también se puede confrontar a nivel de grupo otro tipo de problemas,
inclusive el grupo 1 puede estar trabajando en esto y le dio una orientacion al
problema, mientras que el grupo 2 le dio otra interpretacion. Pero si tenemos que
Ilegar a un mismo consenso, a la misma conclusion y la validacion es sumamente
importante, porque podemos ver en qué fallamos, o si procedimos bien o mal.

Por otra parte, cinco profesores (P2, P7, P8, P9, P11) justificaron la importancia de las fases
del ciclo de modelizacion segun el orden propuesto en la ruta 2: Descripcion, Manipulacion,
Prediccién, Validacion. Sin embargo, algunos profesores evidenciaron, sus rutas originales

fueron modificadas durante los dialogos generados la entrevista. Por ejemplo, el profesor 9 (P9):

Maestro 9: ...primero identificar cudl es el problema para buscar las soluciones y luego
resolverlo. Entonces si me parece importante —se refiere a la descripcion.
Maestro 9: ...Yo diria que posteriormente a la descripcion iria la manipulacion, pero es que

estoy entre la manipulacion y validacion —el profesor muestra indecision.
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Entrevistadora:
Maestro 9:
Maestro 9:

;Por qué crees que es necesario y relevante realizar la manipulacion?

Porque es como los pasos para resolver el problema que nos dieron antes.

Luego, la validacién... Me parece que es importante... porque todos los
estudiantes tienen maneras distintas de resolver un problema. Entonces ...si lo
evaluamos o lo analizamos de manera conjunta. Ahi vamos a saber si es correcto
0 no, o si fuera erroneo, porque lo fue.

Sin embargo, notamos que la etapa de prediccion queda la Gltima en la ruta del profesor 9, por

ello se le pregunta sobre la importancia de realizar dicha en el ciclo de modelizacion. Pero, el

profesor muestra indecision en su respuesta, generando el siguiente dialogo:

Entrevistadora:
Maestro 9:
Entrevistadora:

Maestro 9:
Maestro 9:

Entrevistadora:
Maestro 9:

¢por qué crees que es necesario y relevante realizar esa Ultima etapa?

Bueno, vieras que trato de leer y leer, yo creo que no lo hice bien el orden...
Pero si no estds seguro aun lo puedes cambiar... solo que me justifiques
porqué haces el cambio.

Si, se realiza interpretaciones de los resultados de la etapa anterior. Tomando
en cuenta eso los datos que proporciona la situacién problema.

Bueno, yo diria entonces, descripcion, manipulacién, prediccion y validacion.
Ok. Entonces ¢ pondrias prediccidn antes de la validacién?

Si, antes de la validacion.

El profesor 9 (P9) cambia su ruta original después del analisis realizado, sin embargo, su

dificultad sobre como justificar por qué es necesaria la etapa de prediccidn continua:

Maestro 9: Leyendo la caracteristica que me esta dando. Seria, como haciendo énfasis a los
datos que nos proporcionan, pero la verdad... no sé cémo responder a esa
pregunta.

Después, todos los profesores contestaron que estarian de acuerdo en utilizar las etapas del

ciclo de modelizacion. Sobre esto, encontramos que el argumento de mayor frecuencia fue que el

uso del ciclo de modelizacion provee distintos beneficios para el desarrollo del aprendizaje del

estudiante. Como lo son: (a) ayuda a ordenar los pensamientos facilitando el proceso, (b) mejora

la comprension del problema y (c) mejora la relacion social de los estudiantes. Sobre este dltimo

beneficio, el profesor 10 (P10) nos dice que:

Maestro 10:  No solamente voy a enriquecer un tema matematico, sino que voy a enriquecer el
trabajo entre ellos, la interaccion entre las personas, con la realidad del
estudiantado.

En esta pregunta, notamos que tres profesores (P1, P2, P11) mencionaron aspectos que tenian

que ver con la ensefianza de la modelizacion y evaluacion.
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2.3 INVENCION DE PROBLEMAS
Hemos categorizado toda informacion suministrada por los profesores sobre el uso de la

invencion de problemas desde dos perspectivas la del: (a) profesor y (b) estudiante.
Uso de la invencion de problemas de modelizacion por parte de los profesores

Encontramos, que todos los profesores si habian utilizado el proceso de invencion de
problemas. Aqui, obtuvimos tres grupos de respuestas: (a) tareas matematicas, (b) contexto real y
(c) modificacion de problemas. Sintetizamos los resultados en la tabla 56:

Tabla 56
Uso de la invencién de problemas de modelizacion por los profesores

Aspectos P1 P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Tareas matematicas X X
Contexto real del estudiante X X X X X X X X
Modificacion de problemas X X X X X

En el primer grupo, algunos profesores (P3, P9) mostraron diferencias en sus respuestas al
afirmar que habian utilizado la invencion de problemas al crear tareas mateméticas, no
especificamente relacionadas con la modelizacion. Por ejemplo, la respuesta del profesor 9 (P9):

Maestro 9:  Si he inventado problemas matematicos, pero no sé si son de modelizacion...

Maestro 9:  Ajé...yo siento que si lo he hecho y como le digo, es siempre utilizando la vida
cotidiana, contextos reales, plasmados ahi.

En el sequndo grupo, 7 profesores (P1, P5, P6, P8, P9, P10, P11) mencionaron tareas con el
uso del contexto real del estudiante, es decir que contemplaran actividades cercanas a la vida del
estudiante. Por ejemplo, uno de los contextos mas mencionados por los profesores fue el utilizar
la pulperia o tienda del barrio como lugar para realizar las compras de articulos cotidianos, se
encuentran con mucha frecuencia en el barrios de Costa Rica. Por ello, los profesores lo usan
para la creacion de sus problemas. Lo anterior fue observado en las respuestas de tres profesores
(P5, P6, P9), en particular exponemos la respuesta del profesor 6 (P6):

Maestro 6: ...por ejemplo la actividad de la pulperia, eso de que ellos manejen, de que
apliquen, ...vamos a hacer un grupito de dinero y ahi aprenden a seleccionar, a
contar, a agrupar y después ir a resolver situaciones como ir a comprar algo,
cuanto me dan, cuanto doy ...Mientras que cuando ellos aparte que estan jugando
y estan viviéndolo, como deciamos ahora el entorno, el entorno tiene que ir a la
pulperia...

224



Para el tercer grupo, ubicamos las respuestas de 5 profesores (P2, P3, P6, P11, P10) que
utilizan la invencion de problemas al modificar problemas. Por ejemplo, al cambiar: cantidades,
contexto, entre otros; del problema. Un ejemplo es la respuesta del profesor 2 (P2):

Maestro 2: EIl problema si yo lo veo muy complejo, le cambio cosas, preguntas o el estilo de
la pregunta, tal vez lo trato de hacer mas directo.

Ademas, encontramos respuestas que hacen referencia al uso de recursos o materiales al
inventar sus problemas, esto lo abordaremos mas adelante en la subcategoria: Gestion de

recursos.

Uso de la invencion de problemas de modelizacion con los estudiantes

Respecto a utilizar la invencion problemas de modelizacion, 3 profesores (P2, P10, P11)
sefialaron que la utilizan, pero de forma condicionada. Concretamente, refieren a que depende
del grado del estudiante que la estrategia funcione. Por ejemplo, el profesor 10 (P10) nos dice
que:

Maestro 10: Si, si lo he hecho, pero poco. Depende del nivel con el que esté trabajando.

Ahora bien, cuando se les pidi6 realizar una descripcion de como han realizado el proceso
encontramos tres tipos de respuestas: (a) contexto real, (b) con el uso de material concreto y (c)
como una actividad dirigida por el profesor. En la tabla 57 mostramos estos resultados.

Tabla 57

Uso de invencion de problemas de modelizacion por los estudiantes

Aspectos P1 P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Contexto real X X X X X
Uso del material concreto X
Actividad dirigida por el profesor X X X X

Hallamos que la respuesta de mayor frecuencia fue aquella que menciona el contexto real, con
un total de 5 profesores (P1, P5, P6, P9, P10). Estos profesores al dar un ejemplo de como han
utilizado la invencion de problemas aludieron al uso del dinero en experiencias cotidianas como
las compras de articulos, tramites bancarios, entre otros. Por ejemplo, el profesor 10 (P10)
sefiala:

Maestro 10: Me encanta trabajar con ellos la pulperia, como tipo mall... a uno les toca el area
de zapatos, otro vende joyas 0 ropa, entonces tienen que saber precios, ponen
cartelitos de descuentos, 25%, 5% de descuento, entonces los pongo a trabajar
(En cuanto le vendieron el zapato? Vale ¢5500. Ok, pero tiene un 25% de
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descuento. Entonces ellos inventan. Esto es muy bueno y les manejo muchos
conceptos como la moneda o dinero, sumas restas, interés o descuentos en
porcentajes.

Respecto al uso de material concreto, solo el profesor 8 (P8) sefiald su utilizacion, donde
describe el proceso de invencion de problemas por parte de los estudiantes, pero sin referir
explicitamente la modelizacion. Concretamente, sefiala que:

Maestro 8: ...usamos los bloques multibase para determinar cuantas decenas, centenas,
unidades habian en los bloques que estdbamos utilizando... Entonces con lo que
cada grupo han utilizado redactan su propio problema matematico y resuelven.

Por ultimo, el tercer grupo de respuestas se corresponde a 4 profesores (P3, P5, P7, P10) que
explican primero los contenidos y luego proponen a sus estudiantes que inventen y resuelvan
otros problemas con temas propuestos por el profesor. Aqui los estudiantes pueden acercarse al
profesor para pedir orientacion en la elaboracion de su problema. Como en la respuesta del
profesor 3 (P3):

Maestro 3: ... hacer un trabajo previo, para que ellos comprendan las bases. Luego crean con
el concepto de lo que trabajaremos en los problemas. Indicamos un tema... ellos
necesitan la aprobacion del maestro, cuando hacen algo y van a ver si estd
bueno...

3. RESULTADOS DE LA COMPONENTE 3: FACTORES NO
COGNITIVOS

En esta parte agrupamos los resultados en tres grupos que refieren al conocimiento de los
profesores sobre creencias y concepciones: (a) relativas a la modelizacién, (b) ensefianza de la
modelizacién y (c) aprendizaje de la modelizacion.

Conocimiento sobre las creencias y concepciones relativas a la modelizacion

Todos los profesores manifestaron este tipo de conocimiento. La tabla 58 expone los
resultados sobre 8 afirmaciones propuestas a los profesores, segun la literatura no son adecuadas
para la ensefianza de la modelizacion. Agrupamos los resultados en dos grupos, al considerar que
las afirmaciones: (a) no afectan y (b) afectan negativamente la ensefianza de la modelizacion. Para
el primer grupo, la afirmacion 1: la modelizacion matematica es el uso de materiales concretos y

manipulativos en la ensefianza de las matematicas, es la que mas profesores consideraron que no
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afecta negativamente a la ensefianza de la modelizacion, aunque desde la teoria esto no es cierto.
Aqui, 6 profesores (P2, P3, P5, P7, P9, P10) la mencionaron, como el profesor 2 (P2):

Maestro 2: Si, eso mas bien es el ideal que uno pueda utilizar materiales... para que ellos
puedan de una manera mas concreta resolver los problemas.

En el segundo grupo, ubicamos el resto de las afirmaciones, para cada una 4 o mas profesores
las consideraron no adecuadas y por tanto, si el profesor posee esas creencias 0 concepciones
puede afectar en forma negativa a la ensefianza de la modelizacién. Brindamos un ejemplo, con
la respuesta del profesor 8 (P8) al referirse a la afirmacion 2: Solo existe una Unica forma de
resolver el problema de modelizacion, como lo vemos en su respuesta:

Maestro 8: mientras el estudiante logre la resolucidn del problema, no necesariamente tiene
que ser con una uUnica estrategia.

Por otro lado, en la tabla 59 ubicamos 4 afirmaciones propuestas a los profesores, que segun
la literatura son adecuadas para la ensefianza de la modelizacion. Igual que la parte anterior,
encontramos dos tipos de respuestas al considerar las afirmaciones propuestas: (a) no afectan y
(b) afectan negativamente la ensefianza de la modelizacién. En primer caso, localizamos que los
profesores, consideraron que 3 de las afirmaciones propuestas constituian creencias o
concepciones que no afectan negativamente a la ensefianza de la modelizacion. Por ejemplo, con
respecto a la afirmacion 9: la matematica es Util en situaciones de la vida real, 4 profesores (P2,
P3, P9, P10) la consideraron que no afectaba. Al respecto, el profesor 3 (P3) expone que:

Maestro 3: la matematica es Util en situaciones de la vida real. Siempre va a ser todo lo que
existe en matematica.

Sin embargo, con la afirmacion 10: los problemas de modelizacion deben ser complicados y
se usan bastantes conocimientos no matematicos, hubo discrepancias. Aqui 7 profesores (P2, P3,
P5, P6, P7, P8, P10) la consideraron que afecta negativamente a la ensefianza de la modelizacion,
aunque desde la teoria es una afirmacion adecuada. Como lo dice el profesor 7 (P7):

Maestro 7:  Primero, esto de que deben ser complicados y que se usen. Al decir complicado,
segun yo lo que estoy entendiendo es que el problema tenga dificultad, pero
obviamente a su nivel, verdad. Si yo estoy poniendo otra cosa, que ellos no puedan
resolver, jComo que no!
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Tabla 58

Conocimiento segun las afirmaciones sobre las creencias y concepciones no adecuadas para la ensefianza de la modelizacion

Aspectos PL P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
1.La modelizacion matematica es el uso de materiales concretos y V X X X X X X
manipulativos en la ensefianza de las matematicas. =
2.Solo existe una unica forma de resolver el problema de modelizacion.  V
F X X X X X X X X X X
3.Un problema de modelizacion se resuelve en poco tiempo, sinonose  V X
puede resolver. F X X X X X
4.En un problema de modelizacidn no es necesario revisar los procesos  V
matematicos, ni la solucién final. F X X X X X X
5.Un problema de modelizacion se debe resolver en forma individual. V
F X X X X X X X X
6.No es necesario integrar los conceptos matematicos con su aplicacion
en la vida cotidiana. F X X X X X X X X
7.Lo més importante al resolver un problema de modelizacién es el V X
modelo matematico y el encontrar una solucion de este. F X X X X
8.Al ensefiar la modelizacién puedo usar cualquier problema V X X
matematico de los libros de texto. F X X X X

Notas: V=De acuerdo, F=En desacuerdo.
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Tabla 59

Conocimiento segun las afirmaciones sobre las creencias y concepciones adecuadas para la ensefianza de la modelizacion

Aspectos P1L P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 PI0O Pl

9.La matematica es util en situaciones de la vida real. V X X X X
F

10.Los problemas de modelizacién deben ser complicados y se usan V
bastantes conocimientos no matematicos. = X X X X X X X
11.Al ensefiar bajo el enfoque de modelizacion matematica es v X X X X X X X
importante el manejo de las emociones del estudiante como la ansiedad  F
y frustracion.
12.En la ensefianza de la modelizacién matematica es relevante que el \V X X X X X X X
maestro forme actitudes en el estudiante como la tolerancia, la F

perseverancia, la responsabilidad, entre otros.
Notas: V=De acuerdo, F=En desacuerdo.
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Concepciones y creencias de profesores sobre la ensefianza de la modelizacion

Para todos los profesores, las concepciones y las creencias del profesor sobre la ensefianza de
la modelizacion juegan un papel relevante. Entre las razones que se esgrimen, encontramos dos
tipos de argumentos: (a) forma de ensefianza y (b) pensamiento flexible del profesor. Ninguno de
los argumentos hace referencia exclusiva a la modelizacion. La tabla 60 muestra como se

distribuyeron los argumentos entre los participantes:

Tabla 60
Concepciones y creencias sobre la ensefianza de la modelizacion

Argumentos P1 P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Forma de ensefianza X X X X X X X
Pensamiento flexible X X X

En el primer tipo de respuesta, los profesores reconocen el papel importante que tiene las
concepciones y las creencias explicitadas en la forma de ensefianza del profesor (estilos o
estrategias de ensefianza). A la vez, consideraron que pueden afectar tanto en forma positiva
como negativa al aprendizaje del estudiante. Sobre esto, las respuestas de 6 profesores (P1, P3,
P5, P8, P9, P10) fueron ubicadas. Como evidencia exponemos la respuesta del profesor 8 (P8):

Maestro 8: Yo creo que es una parte muy importante. A veces, el mismo maestro tiene ciertos
estereotipos que le transmite al estudiante y quiza nos hemos quedado con un
modelo de ensefianza un poco antiguo, donde a veces nosotros mismos, hacemos
que el estudiante tenga que contestar de una manera muy especifica y lo que
nosotros queremos que ellos contesten. Lo limitamos muchisimas veces.

En el segundo grupo, agrupamos las respuestas de los profesores que recalcaron que el
profesor debe poseer concepciones y creencias, como un pensamiento flexible ante las varias
formas de resolucion de los estudiantes. Encontramos que 3 profesores (P6, P7, P11) nos
brindaron este tipo de respuesta. Por ejemplo, el profesor 7 (P7) nos dice que:

Maestro 7: ...siento que influyen, a la hora de hacer las cosas, pues muchas veces lo que yo
considero que es la forma de hacerlo... obvio que tiene influencia sobre el
estudiante. ...cuando tengo estudiantes que lo hicieron de diferentes formas, las
hago en la pizarra y les explico que también existen esas otras formas de hacerlas,
de buscar la solucion... Papel muy importante, el estudiante siempre esta
pendiente de lo que hace el profesor...obviamente corta la creacion del estudiante,
la imaginacion, los aspectos positivos que él tiene para resolver un problema.
Cuando yo digo esta es mi unica verdad y eso se aplica en cualquier tema, estoy
cortando las posibilidades de que sus estudiantes desarrollen su potencial.
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Concepciones y creencias de estudiantes sobre el aprendizaje de la modelizacion

En esta parte agrupamos en un Gnico grupo las explicaciones de los profesores donde
consideran que las concepciones y creencias de los estudiantes son muy importantes, debido a
que generan una actitud —positiva 0 negativa— que afecta su aprendizaje. La tabla 61 muestra
cémo se distribuyeron los argumentos entre los participantes:

Tabla 61

Importancia de las concepciones y creencias de los estudiantes en su aprendizaje

Argumentos P1 P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Actitudes afectan el aprendizaje X X X X X X X

Aqui obtuvimos que 7 profesores (P1, P2, P3, P7, P8, P9, P10) brindaron este tipo de
respuesta. De estos profesores, 3 de ellos (P1, P3, P8) afirmaron que las concepciones y
creencias pueden afectar el aprendizaje, debido a que generan actitudes negativas que son
influenciadas por el contexto social y familiar del estudiante. No hacen referencia directa a la
modelizacién, sino méas bien al aprendizaje matematico en general. Esto lo vemos en frases al
referirse a estos elementos como un obstaculo para el aprendizaje, entre otros. Como lo
menciona el profesor 9 (P9):

Maestro 9: Y0 siento que esas creencias que traen los estudiantes, si afecta de manera negativa
al aprendizaje de si mismo.

Maestro 9: Exacto, si usted llega con una actitud positiva, si las matematicas son importantes,
porque voy a aprender, aplicar y demas, entonces obviamente va a lograr
resultados positivos. Pero mas bien consideran que las matematicas son dificiles,
no sirven para nada y demas, entonces obviamente nunca voy a encontrar ese
gusto y tal vez respecto a eso, los resultados van a ser otros, van a ser negativos y
no positivos.

4. RESULTADOS DE LA COMPONENTE 4: GESTION DE
ENSENANZA

Este Gltimo grupo de respuestas trata sobre diversos aspectos que son activados durante las
acciones que el profesor implementa para ensefiar la modelizacién. Los resultados se presentan
en cinco grupos: (a) enfogues de ensefianza de la modelizacion, (b) gestion del discurso, (c)

gestion de atascos, (d) gestion de evaluacion y (e) gestion de recursos.
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4.1 ENFOQUES DE ENSENANZA DE LA MODELIZACION

Organizamos las respuestas en dos perspectivas sobre enfoques de ensefianza: (a)
relacionados con la matematica y (b) momentos de la clase. La tabla 62 muestra la respuesta de
cada profesor:

Tabla 62
Enfogues de ensefianza de la modelizacién

Aspectos P1 P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Relacionados con la matematica X X X X X X
Momentos de la clase X X X X

En primer lugar, tenemos que 6 de los profesores (P1, P2, P3, P5, P9, P10) mencionaron
enfoques de ensefianza de la matematica no exclusivos de la modelizacion. Encontramos frases
distintivas de cada enfoque como dirigido, colaborativo, entre otros. Para evidenciar esto,
exponemos la respuesta del profesor 5 (P5) sobre un enfoque dirigido en su forma de ensefianza.

Maestro 5:  ...yo trato de ir paso a paso, pero tal vez no como le ensefiaron a uno... Yo trato
primero analizarlo con los mismos estudiantes, comentar de qué se trata y
finalmente, si se trata de algo de la vida real, hablar de lo que se esta viviendo
realmente...Ya luego, por ejemplo, resuelvo un ejemplo en la pizarra, paso a paso
y les voy explicando lo que ellos tienen que realizar.

Un segundo grupo de profesores (P1, P7, P10, P11) proporciond respuestas que referian a la
utilizacion de un enfoque de la ensefianza por etapas como la introduccion, observacion,
manipulacion, comparacion y anélisis. Usamos estas mismas palabras como indicadores para
clasificar dicha respuesta. Lo planteado guarda mucha similitud a las etapas de la modelizacion,
aunque en las respuestas no se sefiala que sean exclusivas de dicho proceso. En algunas de las
respuestas solo se mencionaban de 1 a 2 de las etapas. Solo en la respuesta del profesor 7 (P7) se
mencionaron todas etapas antes indicadas, como lo evidenciamos en el siguiente extracto:

Maestro 7:  En esas etapas, para mi seria como una introduccioén primero. O sea... yo las
aplico, no sé qué nombre lleva cada etapa. Pero si me gusta que sea de acuerdo
con lo que uno va aprendiendo...Primero con la observacion, luego la
manipulacion de algo, comparacion, analisis. Eso es lo que busco, que ellos
comparen, analicen, trabajen en el aula, no solo que lleguen y no solo llevar
problemas sencillos, sino que yo sepa que tuvo que analizar para poder llegar a la
resolucion.
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4.2 GESTION DEL DISCURSO

Para esta seccion, agrupamos las respuestas en dos perspectivas del discurso segun el estilo de

ensefianza del profesor: (a) tradicional y (b) mas activo.

Discurso relacionado con un estilo de ensefianza tradicional

En este tipo de discurso, ubicamos las respuestas en 6 perspectivas: (a) uso adecuado de una
tarea de modelizacion, (b) distribucion del tiempo, (c) organizacion de los estudiantes, (d) el
profesor como protagonista, (e) socializacién de los resultados y (f) rol de la comunicacion y la

argumentacion. A modo de resumen, en la tabla 63 presentamos los resultados:

Tabla 63
Discurso desde un estilo de ensefianza tradicional
Aspectos P1 P2 P3 P5 P66 P7 P8 P9 P10 P11

Uso adecuado de una tarea de X X X X
modelizacion
Distribucion del tiempo X X X X X
Organizacion  Individual y/o X X

grupal
El profesor como protagonista X X X X X X X
Socializacion de los resultados X X
Comunicaciény Modelizacién X
argumentacion

Aspectos X X X

generales

Sobre la primera perspectiva, el uso adecuado de una tarea de modelizacion, 4 profesores
(P5, P9, P10, P11) coinciden en que es importante en que el maestro posea un conocimiento
ideal sobre esto. Pero sus argumentos vislumbran acciones del profesor para la conduccion de la
clase, desde un estilo de ensefianza tradicional y que afectaria directamente al aprendizaje del
estudiante. Esto lo observamos en la respuesta del profesor 5 (P5):

Maestro 5:  Si yo no manejo bien un ejemplo de modelizacién, yo no sabria como explicarle a
un estudiante. Si lo explico, a lo que yo entienda, dificilmente todos me van a
entender. Tengo que buscar la técnica mas adecuada, para que me puedan entender.

Como segunda perspectiva, para 5 profesores (P1, P3, P7, P10, P11) una forma de distribuir
el tiempo es por medio de actividades tradicionales donde se muestra las acciones del profesor en
tres momentos de la clase de matematica: introduccion, desarrollo y cierre. Por ejemplo, al

introducir un tema y explicarlo, entre otros. Como lo menciona el profesor 11 (P11):

233



Maestro 11: ...en dos lecciones puedo hacer una pequefia introduccion del tema. Luego puedo
poner varios ejemplos. Lanzar preguntas a ver qué lograron interiorizar. Y si me
diera tiempo, pues que ellos realicen ejercicios.

La tercera perspectiva es la organizacion de los estudiantes. Aqui, dos profesores (P2, P7)
mencionaron que los estudiantes se pueden organizar en forma individual y/o grupal. Es decir,
uno de los profesores (P2) se inclind a organizar a los estudiantes solo en forma individual,
detallando una forma organizacion tradicional que aplica el profesor en todas sus clases. En
cambio, el profesor 7 (P7) considerd que cualquiera de las dos formas se puede utilizar y esto
depende de los objetivos de aprendizaje que el profesor establezca. Un ejemplo del primer tipo
de respuesta es:

Maestro 2: Generalmente, yo a los chiquillos que les cuesta mucho o con déficit de
atencional, siempre uno los trata de poner al frente...Y los més inteligentes atras,
pero trato de ponerlos cerca de chiquillos que les cuesta, para que se apoyen.

En cuarto lugar, ubicamos las respuestas de 7 de profesores (P1, P2, P3, P5, P8, P9, P11)
sobre el papel del profesor como protagonista. Esto significa que dirige al estudiante en el
proceso, Yy este Ultimo asume un papel pasivo en su aprendizaje. Como lo menciona el profesor 2
(P2):

Maestro 2: El papel de maestro es todo, porque uno tiene que explicar los problemas... Lo
mas importante es explicarles bien el problema paso a paso...

El quinto caso es la socializacion de los resultados a través de acciones de participacion
obligada. Dos profesores (P2, P9) en sus respuestas mencionaron que ellos promueven la
participacion de los estudiantes —que casi no socializan o presentan deficiencias— para que
escriban sus resultados a la pizarra. Como lo expone el profesor 2 (P2):

Maestro 2: Pasarlos a la pizarra... eso es importante. Ellos mismos tal vez empiezan a ver la
respuesta y empiezan a hablar entre ellos, a ver si estd malo o bueno.

Por ultimo, en la sexta perspectiva reportamos los resultados sobre el papel que juega la
comunicacion y argumentacion en la modelizacion. Los profesores manifestaron dos grupos de
respuestas: (a) elementos sobre la modelizaciéon y (b) aspectos generales. En el primer caso,
refiere a respuestas que muestran elementos relacionados con la modelizacion, vislumbrando el
accionar del profesor como el Unico encargado. Por tanto, que el estudiante asume un rol pasivo
en la comunicacion y argumentacion. Solo el profesor 5 (P5) nos brindo este tipo de respuesta:

Maestro 5: ...El profesor es el encargado de guiarlos y motivarlos para que ellos aprendan...
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y no llegue a ser un problema entre ellos.

En el segundo tipo de respuesta tiene que ver con aspectos generales sobre ensefianza de la
matematica, pero no exclusivamente de la modelizacién. Al igual que el tipo de respuesta
anterior, aqui encontramos el mismo rol de la comunicacién y argumentacién. Tres profesores
(P1, P2, P7) lo mencionaron implicito en su respuesta, como lo detalla el profesor 1 (P1):

Maestro 1: ...una parte escrita. O sea, yo debo tener, la planeacion completa de la hoja y las
argumentaciones para saber qué es lo que van a hacer esos chicos en ese momento
y saber si estan llevando el hilo que llevo...

Discurso relacionado con un estilo de ensefianza mas activo

Establecimos 6 perspectivas de respuesta desde un estilo de ensefianza mas activo: (a) uso
adecuado de una tarea de modelizacion, (b) distribucion del tiempo, (c) organizacion de los
estudiantes, (d) el profesor como protagonista, (e) socializacion de los resultados y (f) rol de la

comunicacion y la argumentacion. A modo de resumen, en la tabla 64 presentamos los

resultados:
Tabla 64
Discurso desde un estilo de ensefianza mas activo
Aspectos P1L P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Uso adecuado de una tarea de X X
modelizacion
Distribucion del tiempo X X X X X
Organizacion Individual y/o X X X X X X X X
grupal
El profesor como mediador X X X
Socializacion de Exposicion de X X X
los resultados  cada grupo
Lluviade ideas X X X X X X
Comunicaciény Modelizacion X X
argumentacion  Aspectos X X X
generales

Sobre la primera perspectiva, el utilizar adecuadamente un problema de modelizacién, dos
profesores (P7, P8) mencionan argumentos desde un estilo de ensefianza méas activo y que tiene
un efecto directo en el aprendizaje del estudiante. Por ejemplo, al propiciar acciones como la
participacion activa del estudiante. Un ejemplo de este tipo de respuesta es la del profesor 8 (P8):

Maestro 8: Si vamos a hacer una clase mas participativa, donde ellos mismos puedan a través
de sus ideas, plantear una situacion para resolver. Entonces no necesariamente es
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el profesor va a tener el papel principal.

En segundo lugar, las respuestas de 5 profesores (P2, P5, P6, P8, P9) mencionaron la
distribucion del tiempo en momentos relacionados con la resolucion de problemas: introduccion,
la resolucion del problema y el cierre, donde se muestra las acciones que sigue el profesor para
conducir a su grupo en una forma mas activa. Un ejemplo es la respuesta del profesor 9 (P9):

Maestro 9: La actividad de inicio es una pequefia introduccion del tema. Por decir algo,
leemos y comentamos algo. En la actividad de desarrollo, pues ya se aplica o la
operacion se resuelve, el problema es lo que lo que deseo es llegar y ya es una
actividad de cierre. Lo que hago es revisarlo siempre de manera oral. Todos
damos nuestros puntos de vista y se llega al mas acertado. No hay respuestas
buenas, ni malas, simplemente se llega al que consideramos todos, como la mejor
solucion.

En la tercera perspectiva e igual que el tipo de discurso anterior, obtuvimos que los profesores
detallaron desde un estilo de ensefianza mas activo, una forma individual y/o grupal para
organizar a los estudiantes. En este sentido, uno de los profesores (P8) considera que dicha
organizacioén puede ser individual o grupal, dependiendo del objetivo de ensefianza del profesor.
Ademas, hallamos que 7 profesores (P1, P3, P5, P6, P9, P10, P11) se inclinaron hacia la forma
de organizacion solo grupal, donde el profesor pueda estimular la metacognicion de los
estudiantes por medio de sus acciones. Un ejemplo es la respuesta del profesor 5 (P5):

Maestro 5: Tal vez comparando la solucion con otros comparfieros y ya al final, después se
presenta ante el grupo. Si, bueno, yo pienso que el maestro tendria que trabajar
casi siempre en eso, para que ellos puedan trabajar y se autoevalten por si solos.

En cuarto lugar, 3 profesores (P6, P7, P10) afirman que el maestro debe asumir un papel de
mediador o facilitador al trabajar un problema de modelizacion. De esta forma, el estudiante
asume un papel activo en la construccion de su aprendizaje. Como lo expresa el profesor 6 (P6):

Maestro 6: cuando ellos estan en alguna situacion resolviendo, la labor mia es pasar por cada
uno de los grupitos, ver como va el proceso. Si veo que algo no esta funcionando,
no decirles que algo no esta funcionando, sino ponerlos a pensar en otras
situaciones se pueden dar... como para que ellos vean que no van por un buen
camino. Después en un debate entre todos los grupos, que fue lo que hicieron. Y
entonces empezamos a validar todo ese proceso entre todos en el aula y al final
hacemos un cierre.

Como quinto caso, es la socializacion de los resultados al promover acciones de aula que
provocan una participacion mas activa del estudiante. Un primer ejemplo es la exposicion de la

solucion de cada grupo, propuesta por tres profesores (P3, P5, P10). Otro ejemplo, es la lluvia de
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ideas en que los estudiantes participan exponiendo sus resultados, en conjunto con sus
compafieros y llegan a un conceso sobre la solucion del problema de modelizacién. Este tipo de
respuesta las obtuvimos que 6 profesores (P1, P6, P7, P8, P10, P11). Como lo sefiala el profesor
11 (P11):

Maestro 11: Podemos hacer una mesita redonda, para que ya cada uno se exprese.
Entrevistadora: ¢Una mesa redonda es como un debate?
Maestro 11: Pues parecido, entonces nosotros nos ponemos en circulo y empezamos a

escuchar a los demas. Y en el proceso se genera una retroalimentacion.

Por ultimo, la sexta perspectiva es el rol de la comunicacion y argumentacion. Al igual que el
estilo de ensefianza tradicional, los profesores explicitaron dos tipos de argumentos: (a)
elementos sobre la modelizacion y (b) aspectos generales. En primer tipo, ubicamos las
justificaciones dos profesores (P6, P8), que mencionan elementos relacionados con la
modelizacion y a la vez, muestran el accionar del profesor al fomentar espacios de participacion
activa, donde el estudiante es el encargado de la comunicacion y la argumentacion. Como lo
menciona el profesor 6 (P6)

Maestro 6: ...los grupitos exponen estrategias, métodos utilizados y los resultados obtenidos.
Entonces eso de comunicar “yo llegué a ese resultado, pero yo me fui por otro
camino” ... ver que ellos aprenden a que, no es siempre hay un solo camino. O
sea, llegamos todos, validamos resultados. Entre todos llegamos a conclusiones, lo
hablamos, lo discutimos y damos un cierre a la actividad...

Con respecto, al segundo tipo de respuesta, hallamos las respuestas de tres profesores (P3, P9,
P11) que mencionaron que la comunicacion y la argumentacion en aspectos generales sobre
ensefianza de la matematica. Por ejemplo, al establecer una comunicacion asertiva y basada en el
respecto por los demas. Como lo menciona el profesor 11 en su respuesta:

Maestro 11: Hay que manejar mucho lo que es la tolerancia, el respeto por los demas. Todos
van a tener derecho a expresar, pero siempre y cuando todos los demas escuchen
al que esta expresando, el que esta exponiendo y respeten lo que esta diciendo.

4.3 GESTION DE ATASCOS
Respecto a la gestion de los atascos, los resultados mostraron dos perspectivas de los
participantes: (a) el tipo de ayudas, y (b) los momentos para intervenir en la resolucion de un

problema de modelizacion.
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Ayudas para el avance del estudiante

Las respuestas de los participantes sobre el tipo de ayudas se agruparon en: (a) trabajar en

grupos, (b) brindar pistas o ayudas y (c) ayudas generales. En la tabla 65 sintetizamos los
resultados a traves de los participantes:

Tabla 65
Ayudas del para el avance del estudiante al resolver un problema de modelizacion

Aspectos P1L P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Trabajar en grupos X
Brindar pistas o pautas X X X X
Ayudas generales X X X X X X X

La primera perspectiva corresponde a propiciar que los estudiantes trabajen grupos, para que
entre ellos puedan aclarar dudas y puedan apoyarse mutuamente. Aqui, solo un profesor (P10)
nos brindd este tipo de respuesta:

Maestro 10: Sin estarles ayudando tanto... Primero, detectar esa dificultad para el
razonamiento y el analisis, entonces trabajar un poquito las éareas débiles.
Colocarlos en grupos donde tiene el refuerzo de otros comparieros que le pueden
ayudar y apoyar.

Otra de las perspectivas fue el brindar pistas o pautas que ayuden a los estudiantes superar
los atascos durante la resolucion del problema de modelizacion. Concretamente, los participantes
manifestaron referirse a pistas como el brindar ejemplos sobre contexto real y el contexto
matematico y pautas como el incentivar la lectura exhaustiva del problema. Cuatro profesores

(P1, P2, P3, P6) nos dieron este tipo de respuesta, como la respuesta del profesor 6 (P6):

Maestro 6: Si es que digamos uno, en ocasiones, los guia no hay otra.
Entrevistadora: Entonces les daria pequefias pistas, segun la situacion que estén trabajando.
Maestro 6: Si, para ver si logran ubicarse en lo que pretende que ellos realicen.

La tercera perspectiva, identificada en las respuestas de 7 profesores (P2, P5, P7, P8, P9, P10,
P11), trata sobre brindar ayudas generales que se utilizan en clases de matematica y no
necesariamente de modelizacion. Un ejemplo es el dar atencién individual al estudiante. Por
ejemplo, el profesor 10 (P10) sefiala:

Maestro 10:  Ayudarlo en forma individual, guiarlo un poquito en el proceso para que lo logre.
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Momentos para intervenir

Respecto a los momentos en que se debe realizar la intervencion, las respuestas manifiestan
dos indicadores: (a) relativos a factores no cognitivos del estudiante y (b) sobre el tiempo
transcurrido. La tabla 66 detalla las respuestas por profesor.

Tabla 66

Informacion sobre intervenciones para ayudar al estudiante atascado en la modelizacion

Aspectos P1L P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Actitudes del estudiante X X X X X X X
Estudiante no avanza, a pesar un X X X

tiempo prudencial transcurrido

A cerca de aspectos no cognitivos del estudiante, 7 profesores (P1, P2, P3, P5, P9, P10, P11)
mencionaron que ellos saben que deben intervenir cuando el estudiante muestre sefiales como la
frustracion o inseguridad. Por ejemplo, el profesor 11 (P11) sefiala:

Maestro 11: Hay muchos chiquitos que usted se les ve la cara frustracion puede hacer este
gesto —el profesor se pone las manos en la cabeza cabizbaja— y piensa y no le
da. Hay otros que se ponen a llorar, otros que se quedan en blanco viendo para
arriba y entonces usted dice: ¢qué esta haciendo? Es ahi donde uno tiene que
intervenir.

Respecto al tiempo transcurrido, tenemos que tres profesores (P6, P7, P8) indicaron que la
intervencion debe realizarse cuando el avance del trabajo del estudiante muestra espacios de
estancamiento prolongados, es decir, cuando este lo ha intentado, pero no avanza. Por ejemplo,
el profesor 7 (P7) sefala:

Maestro 7:  Si, cuando yo ya vi que lo intentaron o trataron de hacerlo, que yo traté de guiarlos
y no, aun asi no lo lograron, entonces ahi intervengo.

4.3 GESTION DE EVALUACION

Aqui mostramos tres perspectivas de respuesta: (a) instrumentos de evaluacién formativa, (b)

instrumentos de evaluacion sumativa, y (c) criterios para evaluar competencias de modelizacion.

Instrumentos de evaluacion formativa
Los participantes sefialaron dos tipos de instrumentos de evaluacion formativa al trabajar la

modelizacién: (a) prueba corta formativa, (b) las rubricas de desempefio, y (c) la invencién de

problemas. Los resultados de todos los participantes se exponen en la tabla 67.
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Tabla 67

Respuestas sobre tipos de instrumentos de evaluacion formativa en la modelizacion

Aspectos P1 P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Prueba corta formativa X X X X
Rubricas de desempefio X X X X

El primer tipo de instrumento, la prueba corta formativa, se refiere a una prueba individual
que no tiene valor porcentual sobre la calificacion. Se utiliza para conocer o diagnosticar el nivel
de conocimiento que los estudiantes tienen en un determinado momento para la toma de
decisiones. Los participantes la describen como una prueba corta o quiz. Cuatro profesores (P2,
P3, P7, P11) nos mencionaron este tipo de instrumento, como el profesor 7 (P7):

Maestro 7: A veces aplico el famoso quiz para ver qué tanto dominan de un tema. Y si yo veo
gue no hay mucho dominio en ese tema, lo retomo otra vez.

El segundo tipo de instrumento fueron las rabricas de desempefio, donde 4 profesores (P6, P8,
P9, P10) mencionaron que es una forma de medir aspectos méas cualitativos como por ejemplo el
trabajo en equipo, entre otros. Evidenciamos lo anterior con la respuesta del profesor (P8):

Maestro 8: en la puntuacion como tal no les vamos a dar una nota especifica, sino que vamos
a medir las habilidades conforme ellos van desarrollando los procedimientos.

Por ultimo, 7 profesores (P1, P3, P5, P7, P8, P10, P11) hicieron referencia a actividades de
invencion de problemas como evaluacion formativa. Un ejemplo es la respuesta del profesor 5
(P5) que hace alusion a utilizar un problema de la vida real para efectuar la evaluacion formativa:

Maestro 5: puede ser con ejemplos de la vida real de la clase en si, o alguna actividad que

haya resuelto anteriormente ... Ahi seria el analisis del problema.

Instrumentos de evaluacion sumativa
En este apartado mostramos las respuestas de los profesores acerca de dos instrumentos de

evaluacion sumativa: (a) rubrica analitica y (b) pruebas escritas. En general, ninguna de las
respuestas de los profesores menciona aspectos sobre la modelizacién, sino de aspectos generales
de la evaluacion en matematicas. Resumimos los resultados en la siguiente tabla:

Tabla 68

Respuestas sobre instrumentos de evaluacidén sumativa para la modelizacion

Aspectos P1 P2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Rubrica analitica X X X
Pruebas escritas X X X X X X X X
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En el primer grupo de instrumento de evaluacion sumativa fue la rdbrica analitica, que aporta
informacion acerca del progreso del estudiante, para identificar el nivel de desempefio —
avanzado, intermedio e inicial— o logro del aprendizaje u otros aspectos que considere relevante
para la toma de decisiones. Tres profesores (P3, P8, P11) brindaron este tipo de respuesta.
Concretamente, esto se puede observar en la respuesta del profesor 3 (P3):

Maestro 3. para la clase de matematica si es un problema, usar una rubrica... eso es
importante para uno y también para dar un avance bueno al estudiante.

En el segundo grupo fue la prueba sumativa o examen escrito que brinda informacion valiosa
sobre el progreso del conocimiento del estudiante en forma individual, a través de una
calificacion cuantitativa. Aqui, 8 profesores (P1, P3, P5, P6, P7, P8, P9, P10) dieron este tipo de
respuesta. Un ejemplo es el extracto de la respuesta del profesor 10 (P10):

Maestro 10: Si ya evalta en.... examenes, son los insumos que tiene uno ya mas fisicos. Ahi
me doy cuenta si 0 no lo logr6. En matematicas como un tipo quiz individual, para
evaluar como se como se desarrolla él, como trabaja, como se desempefia.

Criterios para evaluar competencias de modelizacion
Con respeto a los criterios, manifestaron que deben estar relacionados con: (a) aspectos

cuantitativos y (b) aspectos cualitativos. La tabla 69 muestra la informacién por participante.
Tabla 69

Criterios de los profesores para evaluar las competencias de modelizacion de los
estudiantes

Aspectos P1 p2 P3 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11
Cuantitativos X X X X X X
Cualitativos X X X X X X X

En el primer grupo (P1, P3, P5, P7, P8, P9), los participantes contemplan aspectos
cuantitativos para los criterios, basandose en: (a) conocimientos previos y (b) procedimientos. La
respuesta més frecuente fue sobre la calificacion de los procedimientos, es decir, todos los pasos
matematicos que realiza el estudiante para resolver la tarea de modelizacién. Concretamente, 5
profesores (P3, P5, P7, P8, P9) nos dieron este tipo de respuesta, como la del profesor 8 (P8):

Maestro 8: Lo que es sumativo. Por ejemplo ¢cuantos puntos le voy a dar a ese problema?
Especificarlo muy bien en una tabla, que es lo que le voy a calificar. O sea, el
desarrollo de todo el procedimiento. ¢;Cuantos puntos va a costar cada operacion?
Entonces si le vamos a dar puntos a los datos, a la operacién y a la respuesta.
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En el segundo grupo, los participantes (P1, P5, P6, P8, P9, P10, P11) contemplan criterios
sobre aspectos cualitativos. Especificamente, los profesores refieren al uso de las fases del ciclo
de modelizacion, actitudes y disposicion, entre otros. En el caso, del profesor (P6) menciono el
uso de las fases del ciclo de modelizacion, evaluando al estudiante segun los niveles de
desempefio —inicial, intermedio y avanzado. Como lo vemos en su respuesta:

Maestro 6: La utilizacion de modelos matematicos es el mas importante...uno espera que
ellos propongan, el Gnico punto donde se actla es en la primera fase, antes de
partir, necesitamos saber lo que nos estan dando, qué me preguntan, qué tengo
que resolver. Analizar todo y después ver hacia donde voy... interpretar lo que
se va a realizar...segun los niveles del proceso que se esta realizando.

Entrevistadora: ¢Y qué mas que otros criterios podriamos utilizar?

Maestro 6: Y la resolucion de operaciones... Tal vez la utilidad de utilizacion de estrategias
que se usaron para resolver alguna situacion y las soluciones.

Entrevistadora: ¢Qué eso lo harias como la validacion?

Maestro 6: Exactamente.

4.4 GESTION DE RECURSOS

Esta seccion muestra las respuestas sobre materiales o recursos que puede usar el profesor al
trabajar la modelizacion matematica. Aqui identificamos dos grupos: (a) material no estructurado
y (b) material estructurado. Exponemos los resultados de todos los participantes en la tabla 70.

Tabla 70 Recursos para trabajar la modelizacion matematica en el aula

Recursos para trabajar la modelizacion matemética en el aula

Aspectos P1 P2 P3 P5 P6 P7T P8 P9 P10 P11
Material no estructurado X X X X
Material estructurado X X X X

El primer grupo es el uso de materiales no estructurados, como materiales cotidianos
presentes en la casa o clase, material de reciclaje, entre otros. Aqui cuatro profesores
mencionaron este tipo de respuesta (P5, P8, P10, P11). Un ejemplo de esto es la respuesta del
profesor 10 (P10):

Maestro 10: Todo lo que se encuentra en su entorno... usar calendarios que botamos. Todo
sirve como insumos para poder crear situaciones. Uso mucho son los panfletos,
como los afiches que daban en los centros comerciales o en los supermercados,
digamos vienen con los precios y todo, eso que lo regalan. Todo eso es stper util.
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En el segundo grupo, 4 profesores (P2, P3, P8, P9) mencionaron materiales estructurados,
como bloques multibase y libros de texto para generar con sus estudiantes problemas. No se
menciona propiamente que sean de modelizacién. Como la respuesta del profesor 8 (P8):

Maestro 8: en los niveles de primer ciclo, nosotros siempre partimos de la parte grafica... a
través de blogues multibase se utiliza mucho en lo que es primer ciclo para que
ellos puedan tener la comprension de la situacion planteada. ..
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9. DISCUSION

En la primera parte de este apartado discutimos los resultados mas relevantes sobre las
caracteristicas de elementos como las estrategias de resolucion, representaciones y errores
(estudio 1 y estudio 2), presentes en la resolucién de dos tareas de modelizaciéon aplicadas a
estudiantes que recientemente han culminado su educacion primaria. En la segunda parte,
discutimos los resultados mas notables del conocimiento del profesor sobre la modelizacién y su
conocimiento didactico, al realizar el analisis del curriculo (estudio 3) y las entrevistas a los

profesores en ejercicio de primaria (estudio 4).
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1.DISCUSION  SOBRE ELEMENTOS PRESENTES EN LA
RESOLUCION DE TAREAS DE MODELIZACION MATEMATICA

En este apartado presentamos en primer lugar la discusion de los resultados relativos a las
caracteristicas de estrategias de resolucion (estudio 1), y en segundo lugar, acerca de los errores,
acompafiandolos de las representaciones al efectuar dos tareas de modelizacion (estudio 2).

1.1 DISCUSION DE LOS RESULTADOS DEL ESTUDIO 1

En el estudio 1, obtuvimos evidencias de estrategias y representaciones segun el estilo de
pensamiento de un grupo de estudiantes al resolver dos tareas de modelizacion. En linea con la
teoria propuesta por Borromeo Ferri (2018), los resultados de ambas tareas mostraron la
influencia de los estilos de pensamiento de los estudiantes presentes en las rutas de modelizacion
de su preferencia. Aqui, en concordancia con los hallazgos de Singh (2000), encontramos que los
estudiantes manifestaron un predominio de un estilo de pensamiento analitico sus estrategias de
resolucion —uso de célculos numéricos, correspondencias y el uso de esquemas de iteracion o
patrones. En forma contraria, exclusivamente en la tarea 1 hallamos en menor medida —solo un
grupo— indicios del estilo de pensamiento integrado en las estrategias —uso de diagramas y uso
de célculos numéricos— de una de las rutas de modelizacion. Esto indica que solo un grupo uso
estrategias con estructuras conceptuales mas complejas para resolver los problemas de
modelizacién, mostrando un equilibrio entre la realidad y las matematicas como es propuesto en

el trabajo de Rellensmann et al. (2017).

Sobre la tarea 1, las representaciones asociadas a las dos primeras estrategias —uso de
calculos numéricos y correspondencias matematicas— corresponden al sistema de
representacion simbdlico-numérico junto con el lenguaje natural (como apoyo al explicar sus
procesos matematicos), coincidiendo con los resultados de Guerrero y Ortiz (2012). La tercera
estrategia, uso de patrones, emple6 el sistema de representacién tabular. En la cuarta estrategia,
uso de diagramas, ocurre lo mismo que en la segunda, ademas de un uso del sistema de
representacion iconico. Dos de los grupos mostraron un uso mayor de distintos sistemas de
representacion en sus estrategias, con respecto al resto de grupos que solo usaron el sistema
simbolico-numérico y lenguaje verbal-escrito, lo que sugiere un pensamiento méas reflexivo y

analitico como se pretende idealmente en ambientes de modelizacién (Morgan y Kynigos, 2014;
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Tjoe y De la Torre, 2014; Van Dooren et al., 2006). Al igual que la tarea 1, en la tarea 2
encontramos que, en la Unica estrategia de resolucion obtenida, existié un uso del sistema de
representacion simbdlico-numérico, acompafiado de la representacion verbal-escrita. Sumado a
esto, solo se dio en una de las respuestas al utilizar adicionalmente, una representacion tabular
para ordenar la informacién, lo que coincide con resultados de English y Sriraman (2010),
ademas de Lopez et al. (2017) al mostrar indicios de la diversidad del uso de los sistemas de

representacion.

Destacamos que la falta de uso de distintos sistemas de representacion en las estrategias de
resolucion podria deberse a la formacion de los estudiantes. La cual pudo estar focalizada en el
uso especifico de representaciones simbélico-numéricas y representaciones de lenguaje natural,
incidiendo directamente en el tipo de estilo de pensamiento analitico al resolver las tareas de
modelizacién. Ademas, estos son los sistemas de representacién que en la educacién escolar

tradicional suelen considerarse como correctos y mas comunes (Smith, 2003).

Por otra parte, este hecho no concuerda con lo planteado en el documento curricular de Costa
Rica. En particular, con el limitado uso de estrategias y representaciones al resolver situaciones-
problema, pues al momento del estudio los participantes debian de haber sido instruidos en
ambientes de modelizacion y contar con un amplio repertorio de estrategias de resolucion y un
manejo flexible de sistemas de representacion para expresar sus pensamientos matematicos.
Ademas, debian ser capaces de realizar acciones metacognitivas en todas las etapas del proceso
de modelizacion, en especial en la etapa de validacion donde esto no fue evidenciado. Esto
podria haber detectado y evitado razonamientos desordenados y con errores, que también fueron
visualizados en las representaciones de los procedimientos usados en las estrategias de

resolucioén.

Por ultimo, coincidiendo con los trabajos de Guerrero y Ortiz (2012) y Roorda et al. (2015),
los grupos no manifestaron en sus respuestas uso del razonamiento proporcional, pues no
incluyeron procesos 0 conceptos relativos a este topico (como la regla de tres o el uso de
porcentajes), conocimientos previos que los participantes debian manejar al momento del
estudio. Por lo que, no observamos evidencias del modelo matematico idéneo que se esperaria

que los estudiantes pudieran construir segun lo que se propone en el curriculo.

246



1.2 DISCUSION DE LOS RESULTADOS DEL ESTUDIO 2

Obtuvimos un predominio de categorias de errores en las respuestas que iban acorde a la
literatura consultada. Especificamente, con clasificacion de Abrate et al. (2006) —en la tarea 1, la
categoria de error mas frecuente fue errores debidos a calculos incorrectos o accidentales y en
la tarea 2, fue errores debidos a asociaciones incorrectas. A su vez, otros errores (e.g, resolver
incorrectamente operaciones aritméticas bdasicas por retomar un esquema antiguo del
conocimiento) fueron fundamentados y coincidentes con investigaciones como Fernandez y Brey
(2012), también Isik y Kar (2012) y por ultimo Socas et al. (2016). Destacamos que una de las
respuestas, no concuerda con las categorias de Abrate et al. (2006), en la que los estudiantes
resuelven la tarea utilizando los datos del enunciado y datos inventados. La particularidad de esta
respuesta es debida al tipo de tarea (modelizacion matematica). En ese sentido, es necesario
ampliar la investigacion con un mayor nimero de estudiantes, pues las particularidades que

presentan los estudiantes que han recibido ensefianza sobre modelizacion ain son desconocidas.

Con respecto a la aplicacion de las etapas del proceso de modelizacion, obtuvimos evidencias
de que los grupos participantes omitieron una o varias etapas de dicho proceso. En la tarea 1, la
descripcion fue omitida en ambas tareas en menor medida. De igual forma ocurrié con la
manipulacion, pero en la tarea 2. En el caso de la prediccion, la omision de esta etapa brindd
indicios de que los estudiantes han estado expuestos a una ensefianza donde se prioriza la
respuesta final, y no el proceso hasta llegar a ella, contradiciendo lo propuesto en la teoria de
Borromeo Ferri (2018). Finalmente, para la etapa de validacion, especificamente en la tarea 1,
hallamos muy pocos indicios de la realizacidon de una revision preliminar al formular el modelo
matematico. No obstante, en ambas tareas fue predominante el hecho de ninguno de los grupos
reflexionara y juzgara la viabilidad de la solucion final obtenida. En la tarea 2, no se encontrd
ningun indicio de aplicacion de esta etapa. Si bien, la omision de alguna etapa del proceso de
modelizacién por si sola no constituye un error, los resultados sugieren que gran parte de los
errores matematicos pudieron haber sido superados si se hubiera realizado la etapa de validacion,
ya sea a través de una revision previa de los procesos matematicos al final o durante el proceso
ciclico de modelizacion. Lo anterior parece ser un hecho habitual en diferentes niveles
educativos y es comun a los resultados de investigaciones previas como Ferndndez y Brey

(2012), también la de Guerrero (2016) y Socas et al. (2016). Por ello, creemos necesario que la
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ensefianza incida en el manejo de esta etapa, al reflexionar y juzgar la viabilidad de la solucion
final obtenida, como es propuesto en Brown et al. (2016), Fernandez y Brey (2012), Ruano et al.
(2008) y por altimo por Socas et al. (2016). A la vez, es preciso investigar cuales son las posibles
causas de la no aplicacion de ella por parte de los estudiantes, como propone Socas et al. (2016).

2. DISCUSION ACERCA DEL CONOCIMIENTO DEL PROFESOR
SOBRE MODELIZACION

En esta parte discutimos los resultados del conocimiento del profesor para la ensefianza de un

proceso del modelizacion, desde la perspectiva del curriculo y de los profesores.

2.1 DISCUSION DE LOS RESULTADOS DEL ESTUDIO 3

Realizamos un andlisis del curriculo de Costa Rica con la finalidad de identificar
componentes de conocimiento del profesor referentes al proceso de modelizacién. A pesar de
que el documento incluye variedad de elementos que han de ser considerados para la ensefianza
de la modelizacion, algunos deben ser ampliados y profundizados. En relacion con el objetivo
del proceso de modelizacion, los fundamentos del curriculo costarricense coinciden con las
posturas tedricas de modelizacién matematica al enfatizar la relacién entre la modelizacion y la
realidad del mundo real que nos rodea (e.g., la modelizacién contextual de Lesh y Doerr, 2003;

Modelizacidn cognitivo y afectivo de Borromeo Ferri, 2006).

Sumado a lo anterior, los resultados muestran en el curriculo una falta definicion sobre la
perspectiva tedrica de modelizacidon en que se fundamenta. Por ejemplo, en algunas partes de
este documento hay menciones implicitas que coinciden con la perspectiva contextual (Lesh y
Doerr, 2003). En particular, en los pasos al modelizar (asi se nombra en el documento), las
etapas propuestas coinciden con las del ciclo de modelizacion de Lesh y Doerr (2003). Asi,
observamos que se alude a la estimulacion de las etapas del ciclo de modelizacion (Lesh y Doerr,
2003), como la descripcion, manipulacion y prediccién. No obstante, la Ultima etapa de
validacion se menciona débilmente en el curriculo analizado. Ademas, no hay evidencia sobre la
direccion que debe tener el ciclo de modelizacion al efectuarse. Es decir, el resolutor debe seguir

un proceso lineal y consecutivo, o por el contrario puede iniciar en cualquier etapa del ciclo y
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desarrollar un proceso mas flexible donde avance como lo disponga y aplicar un proceso no
direccional (Czocher, 2017).

Discusién del conocimiento sobre la modelizacion en el curriculo costarricense

En esta parte, discutimos lo referente al conocimiento sobre la modelizacion matematica, al
analizar la informacidn presente en el curriculo. Dividimos la discusién las categorias: (a) nocién

del problema de modelizacion, (b) resolucion de un problemas y (c) disposicion.

Categoria 1. Nocién del problema de modelizacion

Para identificar una tarea de modelizacion el curriculo hace referencia a tres de los seis
principios de construccion de tareas de modelizacién propuestos por Lesh et al. (2003).
Especificamente los principios: (a) significado personal, (b) construccién del modelo y (c)
generalizacion del modelo. En el primer principio encontrado significado personal, los
resultados muestran menciones muy vagas de la consideracion del estudiante, pues no deja claro
que deben ser situaciones basadas en la vida real del que aprende. En cuanto al segundo principio
hallado construccion del modelo, encontramos evidencias de que la conceptualizacion de modelo
matematico manifestada en el curriculo es similar a la definicion de Lesh y Doerr (2003) y
también la deGallart et al. (2017). Es decir, se concibe un modelo matemético como un sistema
conceptual que se expresa usando sistemas de notacidn externos, y que se utilizan para construir,
describir o explicar los comportamientos de otro (s) sistema (s). Por ultimo, el tercer principio
manifestado generalizacion del modelo, tenemos que el curriculo alude a dos maneras de
matematizacion que desafian al estudiante a ir mas allad de producir una sola solucién, que sea
capaz de producir otras maneras de pensar reutilizables. Sin embargo, notamos que no hay
referencia en el curriculo de 3 de los 6 principios de Lesh et al. (2003), concretamente: el
principio de documentacion, principio de auto-evaluacion y el principio de prototipo simple. Por
ejemplo, en caso del principio de documentacién, en el curriculo no hay alusion de si la tarea
debe tener criterios claros sobre como documentar los pensamientos matematicos, si el
estudiante debe o no plasmarlos explicitamente. Por tanto, aunque para la tarea de modelizacion,
en el curriculo hemos encontrado algunos de los principios de construccion de tareas de
modelizacién propuestos por Lesh et al. (2003) —significado personal, construccién del modelo

y generalizacién del modelo— algunas de las menciones son muy vagas y hace falta mas

249



profundizacion tedrica. Ademas, de que otros principios no son tomados en cuenta del todo.
Asimismo, en el curriculo menciona que la cantidad de soluciones de un problema de
modelizacidn puede ser variable, es decir que posea solucion Unica, que no tenga solucion o que

tenga multiples soluciones (Lesh y Doerr, 2003; MaaR, 2007a).

El curriculo encontramos evidencias de que una de las condiciones para que una tarea sea un
problema es la consideracion del resolutor como es propuesto en estudios como Mayer y
Wittrock (2006) y ademas de Pifieiro et al. (2021). Por ejemplo, al mencionar que el profesor
debe ser capaz de diferenciar una tarea que es un problema para el resolutor de la que no lo es,
por medio de caracteristicas propias de este como el nivel educativo (Sevinc, 2022), con lo cual

segun el curriculo se puede establecer la complejidad del problema para él.

Observamos algunas semejanzas de lo que propone el curriculo con la teoria de Lesh y Doerr
(2003), en cuanto los tipos de tareas de modelizacion segun el nivel complejidad de los
problemas. Ademas, en el curriculo se menciona tres niveles: reproduccién, conexion y
reflexion. Por tanto, encontramos indicios de una mezcla de perspectivas tedricas, por un lado,
con el marco tedrico de TIMSS (Grgnmo et al., 2014) y por otro lado, con la teoria de
modelizacion. Con respecto a esto ultimo, solo el segundo y tercer nivel coincide con las
actividades de exploracion de modelos (MXAs) y las actividades provocadoras de modelos
(MEAs). Para el nivel de reproduccion hay contradiccidn con el tipo de tareas que proponen,
pues se establecen tareas de un tipo de procedimiento mecanico y conductista, especificamente
ejercicios (Blum, 2015; MaaR, 2006), lo que contradice al enfoque que se da en todo el curriculo

sobre la resolucion de problemas, en particular de la modelizacion.

Categoria 2. Resolucion de problemas

También el profesor debe conocer y entender elementos primordiales del proceso de
modelizacién, como las estrategias de resolucion su relacion con las representaciones y
metacognicion durante la resolucién de un problema (Lesh y Doerr, 2003; Shoenfeld, 1985,
1992). Pero, se enfatiza en aspectos de la teoria de estos elementos y su relacion, no profundiza
en el proceso o su practica, como se pueden utilizar en la modelizacién. De igual manera, pasa
con los factores no cognitivos, en el curriculo se considera las emociones, actitudes y creencias

son relevantes y necesarios para el conocimiento del profesor durante el proceso de
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modelizacién, su abordaje aparte de brindar una conceptualizacion de cada uno realiza como

novedad una propuesta de sugerencias que puede implementar.

Categoria 3. Disposicion

El curriculo menciona como una de las tareas mas importantes del profesor, el saber estimular

la disposicion del estudiante al resolver un problema.

Discusion del conocimiento didactico sobre la modelizacion en el curriculo
costarricense

Discutimos los resultados obtenidos acerca del conocimiento didactico sobre la modelizacién
matematica, al analizar la informacion presente en el curriculo. Dividimos la discusion las
categorias: () el estudiante como resolutor, (b) resolucion de problemas como tarea escolar, (c)

factores no cognitivos y (d) gestion de ensefianza.

Categoria 4. El estudiante como resolutor

Al indagar qué conocimientos didacticos sobre la resolucion de problemas de modelizacion
que estan presentes en el curriculo, observamos en primer lugar, caracteristicas de estudiantes
exitosos al resolver problemas de modelizacion, el curriculo no estipula ningun lineamiento. En
segundo lugar, el papel de las dificultades y errores al resolver problemas y su relacion como
indicadores de la compresion conceptual, debe ser ampliado con respecto a las etapas del proceso
de modelizacion. El documento no alude a las dificultades y errores especificas de la
modelizacidn, sino que sus orientaciones son muy generales, 1o que puede llevar al docente a no
prestar la atencion debida o a realizar interpretaciones incorrectas, pudiendo no atender
correctamente la diversidad de los estudiantes en ambientes de modelizacion (Guerrero, 2016;
Socas et al., 2016).

Categoria 5. Resolucion de problemas como tarea escolar

En el documento curricular, se considera que el seleccionar y utilizar adecuadamente un
problema de modelizacion debe ser un conocimiento primordial del profesor (Guerrero-Ortiz,
2021; Villa-Ochoa, 2015). De igual manera, en el curriculo se expresa que el problema debe
ostentar caracteristicas como contener un contexto real, incentivar los medios (estrategias,

heuristicas, métodos), nivel educativo del estudiante, nivel de complejidad, conocimientos
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previos, las condiciones especificas del grupo con el que se trabaja, asi como el momento de la
leccion en que se quiere implementar el problema. En concordancia con los trabajos de
Guerrero-Ortiz (2021) y Villa-Ochoa (2015), el curriculo destaca que el seleccionar un problema
de modelizacion adecuado y sumado a la accion de aula, puede lograr un trabajo efectivo para el
aprendizaje de los estudiantes. También manifiesta la inclusion de modelos y estrategias de
resolucién de problemas que tiene gran similitud con los métodos propuestos por Polya (1981) y
Schoenfeld (1992). Sin embargo, en lo escrito no se hace referencia en forma especifica a la

modelizacion.

En relacién con la invencion o planteo de problemas hallamos un vacio teérico y conceptual,
pues se menciona de forma débil o superficial en el curriculo. Aunque brinda algunas
indicaciones de este enfoque, no se muestra la relacion y potencial al ser usado con la
modelizacién, lo que va en linea con lo propuesto por Ayllon (2012), ademas de Galbraith y
Stillman (2006), como también el trabajo de Hansen y Hana (2015). En especial, en la etapa de
validacion, lo escrito en el curriculo muestra un alcance superficial, ocasionando que su relacion
con la invencidon de problemas también lo sea. A su vez, al no detallarse como se puede usar este
proceso en la modelizacién, ni tampoco qué estrategias didacticas se pueden usar para su

implementacion.

Categoria 6. Factores no cognitivos

Los factores cognitivos como las emociones, actitudes y creencias, en el curriculo son
relacionados con la interaccion del profesor y el estudiante. Esto coindice con lo expresado los
estudios de Borromeo Ferri (2018) y Frejd (2012), al detallar que el profesor es el encargado de
promover los factores cognitivos en forma positiva en sus clases y a la vez, atacarlos cuando

aparezcan en forma negativa en el aula.

Categoria 7. Gestion de ensefianza

En referencia a la gestion de ensefianza, volvemos a encontrar que mucho de lo estipulado por
el curriculo es muy general. Por ejemplo, no hay evidencias explicitas de enfoques de ensefianza
propiamente en la modelizacion, sino que solo se alude a conocimientos sobre la gestién del
discurso. Especificamente, sobre acciones del profesor durante los momentos de organizacion de

la leccion. Estos momentos coinciden con lo propuesto al trabajar un problema en una actividad
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provocadora de modelos (MEAs), momentos de la clase como introduccién, presentacion y

discusion, reflexion y conclusion o cierre.

Asimismo, en la gestion de atascos, el curriculo propone que el profesor sea un guia al ayudar
a sus estudiantes cuando no haya avance en su trabajo, con indicaciones necesarias y en el
momento adecuado, ademas ajustadas a las caracteristicas del estudiante (Borromeo Ferri, 2018).
Ademas, en el documento curricular promueve la gestion de la evaluacion, al hacer referencia de
que la evaluacion debe realizarse en todas las etapas del proceso y no solo al final de este como
un producto acabado, como es propuesta en la teoria de Borromeo Ferri (2018). También, otro
aspecto expuesto en el curriculo es que el profesor debe saber proponer estrategias de evaluacién
congruentes con el nivel de complejidad de los problemas, concordando de igual forma con lo

escrito por Borromeo Ferri (2018).

En cuanto a la gestidn de recursos, el curriculo es claro en que el profesor debe saber usar la
tecnologia en ambientes de modelizacion, con la finalidad de ahorrar de tiempo y esfuerzo en la
generacion de las soluciones, destinandolos mas bien la formacién de herramientas mentales
como la criticidad y justificacion valida de los conceptos matematicos, como se propone en
como investigaciones como las de Plymouth (2002), Son y Lew (2006) y ademas de Porras y
Arroyo (2019). Sin embargo, en el caso del uso de la historia es promovida como recurso de uso
general, por ejemplo, al proponer al utilizar problemas recreativos sobre momentos histéricos,
con los cuales se disfrute de la matemética. Pero no se hace mencidn sobre su uso en la

modelizacién como lo plantea el trabajo de Sala (2016) y la investigacion de Sala et al. (2018).

Dado que, en el curriculo de Costa Rica, la modelizacion es entendida como la resolucion de
problemas con contextos de la vida real (MEP, 2012). Los resultados del andlisis, tanto del
estudio del aprendizaje de la modelizacion y como del curriculo han brindado indicios de
aspectos de mejora. Esto se ha usado para adaptar las componentes del conocimiento del
profesor sobre la resolucion de problemas de Pifieiro et al. (2019) para el caso de la modelizacion
matematica. Lo que ha permitido obtener unas componentes mas centradas y especificas sobre

este proceso.

253



2.2 DISCUSION DE LOS RESULTADOS DEL ESTUDIO 4

En este apartado discutimos los resultados obtenidos al identificar qué componentes del
conocimiento sobre modelizacién matematica ponen en juego los maestros de primaria al
ensediar la modelizacion caracterizar el conocimiento de los maestros de primaria en ejercicio
sobre el proceso de modelizacion matemética. Dicha discusion la presentamos dos partes, en
primer lugar, el conocimiento sobre la modelizacion matemética y en segundo lugar su

conocimiento didactico.

Discusion del conocimiento sobre la modelizaciéon matematica

Presentamos la discusion referente al conocimiento sobre la modelizacion matematica
obtenido en las entrevistas de los profesores. Dicha discusién la realizamos de forma especifica,
segun las categorias del conocimiento profesor sobre la modelizacion: (a) nocion del problema

de modelizacion, (b) resolucion de un problema de modelizacion matematica y (c) disposicion.

Categoria 1. Nocion del problema de modelizacion

(a) Nociones béasicas de modelizacién

Describimos las nociones bésicas sobre la modelizacion que manifiestan un grupo de
profesores en ejercicio de educacion primaria. Especificamente, en cuanto a las nociones
obtenidas a cerca del término modelo las respuestas encontradas muestran indicios de que
ninguna fue relacionada en forma directa con la matematica.

Con respecto a la nocion modelo matemético —formula, estructura, procedimiento para
resolver problemas y estrategias para ensefiar matematica— todas se encuentran directamente
vinculadas con la matematica. Estos hallazgos coinciden con algunos de los significados de
modelizacién obtenidos en los resultados de Guerrero-Ortiz y Reyes-Rodriguez (2021),
especificamente cuando se usa exclusivamente como medio de representacion 0 cuando
Unicamente es asociada a alguna de las fases del ciclo de modelizacion. No obstante, no son
algunas de las nociones para la modelizacibn matematica, pues no concuerdan con la
conceptualizacion de modelo matematico propuesta en Erbas et al. (2014) y no se visualiza la
conjugacion de los tres elementos que proponen en Montejo-Gamez et al. (2021). Nos referimos al

sistema real a modelar, su matematizacion y las representaciones utilizadas para expresar ambos.
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Asimismo, en la nocién sobre la modelizacion —transformacion de situaciones de la realidad y
viceversa, un nuevo proceso de ensefianza, un proceso de aplicacién de la matematica y un
proceso para resolver— los hallazgos coinciden con algunos de los significados de modelizacion
obtenidos en los resultados de Guerrero-Ortiz y Reyes-Rodriguez (2021). Solamente uno de los
maestros propone una nocion del significado del proceso de modelizacion cercano al de Erbas et
al. (2014), es decir, la modelizacion para transformar situaciones de la realidad en problemas
matematicos y en forma inversa, utilizando la abstraccion y generalizacion. A la vez, solo esta
respuesta muestra indicios de la modelizacién como contenido si mismo (Julie y Mudaly, 2007) o
como la modelizacion como medio para ensefiar matematica (Erbas et al., 2014). Las otras
nociones de los participantes sobre la modelizacién no coinciden con la nocién de modelizacion
propuesta por Lesh y Doerr (2003), Erbas et al. (2014) o Kaiser y Sriraman (2006).

(b) Problema de modelizacion

Poseer un contexto real para el estudiante fue la caracteristica destacada por todos los
profesores, es decir un problema de modelizacion debe distinguirse de otros problemas, por ser
significativo y de la vida real del estudiante como lo proponen Borromeo Ferri y Lesh (2013) o
Sevinc (2022). También algunos profesores destacaron que el problema de modelizacion es
aquel que posee un contexto real de la vida cotidiana, coincidiendo con Maal? (2007a) al
plantear el uso de preguntas de la vida real del mundo extramatematico. Ademas, para ciertos
profesores es relevante que el problema de modelizacidn posea un contexto real relacionado con
alguna disciplina, resaltando la importancia de integrar las mateméticas con otras areas de
conocimiento (Blomhgj y Kjeldsen, 2006; Masanja, 2002; Michelsen, 2006). Sumado a esto, a
través del contexto real debe despertar el interés de los estudiantes por la resolucion del

problema, lo que coincide con los resultados de Turner et al. (2021).

Otra caracteristica hace referencia al formato del problema —redaccion comprensible,
vocabulario adecuado para el lector, como la extension del texto y més concreto para el nivel de
primaria— lo que concuerda con las caracteristicas propuestas por Borromeo Ferri y Lesh (2013)
y Borromeo Ferri (2018) y que ofrecen un rico potencial para trabajar con estudiantes de
distintos niveles de razonamiento. Asimismo, obtuvimos escasos indicios de que un problema de
modelizacion debe desafiar el pensamiento matematico de los estudiantes, o sea debe ser un
verdadero problema para el resolutor (Maal3, 2007a; Sevinc, 2022). Por ultimo, encontramos
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indicios de que un problema de modelizacién debe cumplir con principio de construccién de

modelo matematico es propuesto por Lesh y Doerr (2003), a la vez en Sevinc (2022).

(C) CONSIDERACION DEL RESOLUTOR

El papel que juega el resolutor en la consideracion de una tarea de modelizacion se relaciond
con aspectos del proceso de ensefianza y aprendizaje en forma general y no propiamente en la
modelizacién. Particularmente, observamos tensiones de los profesores en la consideracion del
resolutor, al manifestar por un lado que el resolutor es el actor mas importante. Por otro lado,
mas bien se enfatiza en que es el docente (Boggino, 2005; Ernest, 1989, 2018), lo que demuestra
indicios de enfoques que no son concordantes con la modelizacion. Por tanto, los profesores
entrevistados no reconocen que el resolutor tiene una funcion en el etiquetado de las tareas como
problemas de modelizacion, lo que podria afectar el planteamiento de tareas y su desarrollo

efectivo (Borromeo Ferri, 2018).

(D) TIPOS DE TAREAS EXISTENTES DE MODELIZACION

En el conocimiento de distintos tipos de problemas de modelizacion de los profesores,
hallamos alusiones a que un problema de modelizacién es un ejercicio matematico o tarea
rutinaria, lo que coincide con los resultados de los estudios Guerrero-Ortiz y Borromeo Ferri
(2022) y Villa-Ochoa (2015). No obstante, en otras respuestas obtuvimos escasos indicios de
similitudes con las MEAs, como el uso del contexto real del estudiante relacionado con el
principio de significado personal propuesto por Lesh et al. (2003) y las caracteristicas —poseer
un contexto realista y ser un problema autentico— de un problema de modelizacion de Maal3
(2007a).

Categoria 2. Resolucion de un problema de modelizacion matematica

(a) Ciclos de modelizacién y sus caracteristicas

Aqui los profesores no manifestaron elementos relativos al conocimientos sobre el ciclo de
modelizacidn, cuéles eran sus etapas 0 en qué consistian cada una de ellas. Solo encontramos
indicios de una estructura mecanica para resolver el problema —planteo, operacién y respuesta.
Sobre el ciclo de modelizacion, encontramos 4 rutas distintas de modelizacién que marcaban el
orden de las etapas al resolver un problema. Donde 6 de los profesores coincidieron con la ruta

propuesta por Lesh y Doerr (2003), el resto de los profesores propusieron una ruta distinta. Con
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respecto, al comportamiento de las etapas, todos los profesores consideraron que la construccion
del pensamiento de los estudiantes debia realizarse linealmente, y no en forma ciclica, lo que
concuerda con los resultados hallados en el estudio de Shahbari y Tabach (2016) y la trayectoria
lineal de solucion de los problemas escolares tipicos mencionados por English (2005).

(b) Estrategias

Al brindar tres problemas de modelizacion, los profesores manifestaron estrategias de
resolucion relacionadas con los tres tipos de estilos de pensamiento propuestos en la teoria de
Borromeo Ferri (2018), en relacion con los sistemas de representacion presentes en los
procedimientos matematicos usados. En las estrategias de estilo de pensamiento analitico
vislumbraron el uso de representaciones simbdlicas-numéricas. Con respecto, al estilo de
pensamiento visual, encontramos las estrategias de resolucion que hicieron alusion a
representaciones visuales o pictdricas. Por ultimo, sobre las estrategias del estilo de pensamiento
integrado, obtuvimos indicios sobre aspectos de la realidad de un problema con conceptos
matematicos, complementando sus explicaciones con sistemas de representacion simbdlico-
numérico y representacion pictoérica. Lo que mostré un equilibrio entre la realidad y la
matematica como se propone en la teoria de Borromeo Ferri (2018). Por tanto, los profesores
estimaron necesario resolver los problemas de modelizacion con estrategias de resolucion que
utilizan sistemas de representacion (verbal y numérico) mas tradicionales (Guerrero y Ortiz,
2012; Smith, 2003), y no con el uso del sistema de representacion mas sofisticados como el
algebraico como al formar una proporcion. Esto coincide con las estrategias de resolucién usadas
por estudiantes donde se visualizan los mismos tipos de sistemas de representacion (Guerrero y
Ortiz, 2012) y el primer estudio de esta tesis sobre estrategias de resolucion y representaciones

en la modelizacién.

Al brindar tres estrategias de resolucion de una tarea de modelizacion, los profesores
mencionaron métodos de resolucion relacionados con estilo de pensamiento analitico —
operaciones basicas, uso de correspondencia matematica— y visual — forma gréafica o
dibujos— que utilizan sistemas de representacion mas tradicionales, coincidiendo con Guerrero y
Ortiz (2012) y ademas de Smith (2003). Hallamos que una de las diferencias de las estrategias de
resolucion es el uso de distintos procedimientos para resolver un problema de modelizacion, lo

que va en linea con Borromeo Ferri y Lesh (2013) sobre que el estudiante puede crear y formular
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otros caminos de solucion de un problema. No obstante, los profesores mostraron dificultades
para brindar una explicacion adecuada sobre una cantidad decimal y las representaciones graficas
usadas por los estudiantes de las estrategias propuestas. Lo cual puede estar relacionado con una
falta de conocimiento del contenido matematico involucrado en la tarea de modelizacion
(Paolucci y Wessels, 2017; Sevinc y Galindo, 2022). A su vez, ambas limitaciones sintonizan

con los resultados de estudios como Borromeo Ferri y Blum (2010).

Otra de las estrategias de resolucién de un problema de modelizacién manifestada por los
profesores son las que usan implicitamente las etapas del ciclo de modelizacién por parte del
resolutor, lo cual podria ser un acercamiento a las rutas de modelizacién propuestas por
Borromeo Ferri (2018). Por otro lado, hallamos que un grupo de profesores recomendaban el uso
de estrategias generales orientadas méas aspectos pedagogicos o propiamente de la matematica,
no directamente relacionadas con la modelizacion o estrategias metodoldgicas para aplicar en
ambientes de modelizacion (Jung, 2015), lo que muestra que dichos profesores poseian un
conocimiento alejado de lo que idealmente esperamos con las estrategias de resolucién de tareas

de modelizacion segin Borromeo Ferri (2018) y Rellensmann et al. (2017).

(c) Metacognicién

Los profesores exhibieron respuestas alusivas a la metacognicion al proponer procesos como
revisar condiciones del problema, metacognicion grupal, recordar experiencias de aprendizaje
previas y realizar algunas de las fases del ciclo de modelizacion. Para ellos, la metacognicion
debe aplicarse en todas las etapas del ciclo de modelizacion (Greefrath y Vorhélter, 2016;
Vorholter et al., 2019). A pesar de esto, revelamos que dos profesores estimaron innecesario que
el estudiante realice procesos metacognitivos, ya que es tarea del profesor dirigir el trabajo de los
estudiantes y contestar todas las dudas durante la modelizacion (Blum y Borromeo Ferri, 2009).
Mostrando que estos profesores exhibieron un pensamiento orientado hacia una ensefianza
tradicional (Ernest, 1989, 2018).

(d) Factores no cognitivos

En concordancia con Blum (2015) y Cetinkaya et al. (2016), los profesores consideraron que
los factores no cognitivos —emociones, actitudes y creencias— son muy importantes para el
éxito de la resolucion de un problema de modelizacion. Para ellos, esto se debe a que la

influencia de estos factores tiende a variar en intensidad y en una direccion positiva o negativa
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(Diaz et al., 2018). Lo que afecta directamente que el estudiante quiera o no resolver el problema
de modelizacidn, esto concuerda con lo expuesto en la teoria de la emocién en la resolucion de
problemas de Mandler (1989) y McLeod (1992) citada en Gomez-Chacon (2003) y los resultados
de la investigacion de Schukajlow y Achmetli (2017). También encontramos indicios de que la
conexion con la realidad en el uso del contexto real despierta el interés de los estudiantes, al
permitirles experimentar las matematicas como algo significativo como es propuesto en

investigaciones como Di Martino (2019) y Holenstein et al. (2022).

Categoria 3. Disposicion

(a) Disposicién al resolver un problema de modelizacién matematica

Aqui encontramos dos grupos de profesores, el primer grupo que considerd que la motivacion,
al igual que la disposicion juegan un rol muy relevante en la resolucion de problema de
modelizacion, pero brinda justificaciones con argumentos generales enfocados a la educacion
matematica. El segundo grupo de profesores mostré en sus respuestas que tanto la motivacion
como la disposicién son importantes al resolver un problema, siendo las tareas que realice el
profesor fundamentales para lograr este objetivo como es propuesto en Cetinkaya et al. (2016) y
ademas de Gjesteland y Vos (2019). Destacamos que, en estas respuestas encontramos indicios
de que los profesores no diferencian la motivacion de la disposicion, méas bien pareciera que lo
consideran como si fueran lo mismo, cuando existen diferencias (Kilpatrick, 1980). Sin embargo,
solo en una de las respuestas menciona que el profesor puede plantear desafios usando el
contexto real de los estudiantes, que motiven a los estudiantes y provoquen interés por resolverlo
y con eso se estimule la disposicion coincidiendo con los resultados de investigaciones como
Holenstein et al. (2022), también la de Kaiser y Schwarz (2006) y por ultimo, Sevinc y Lesh

(2022), aludiendo mas bien a que la disposicion puede provocarse cuando haya motivacion.

Discusion del conocimiento didactico sobre la modelizacion matematica

En apartado presentamos la discusion referente al conocimiento didactico sobre la
modelizaciéon matemaética obtenido en las entrevistas de los profesores. Dicha discusion la

realizamos segun las categorias: (a) el estudiante como resolutor de tareas de modelizacion, (b)
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problemas de modelizacion como tarea escolar, (c) factores no cognitivos y (d) gestion de

ensefianza.

Categoria 4. Conocimiento sobre el estudiante como resolutor de tareas de modelizacion

(a) Caracteristicas de resolutores tareas de modelizacién

Una de las caracteristicas del resolutor al confeccionar las tareas, fue las
habilidades/capacidades donde encontramos indicios de un conocimiento mas especifico hacia
la modelizacién, al mencionar caracteristicas de resolutores competentes segun las etapas del
ciclo de modelizacion —descripcion, manipulacion y validacion— de acuerdo con lo establecido
en los estudios de Blum y Kaiser (1997) y ademas de MaalR (2006). Sin embargo, destacamos
que algunos profesores mostraron dificultades en esta parte, debido a que lo expresado fue mas
un conocimiento general enfocado hacia la resolucion de problemas y propiamente hacia la
modelizacién. Otra caracteristica corresponde a diversidad del aprendizaje, pero de igual

manera, este conocimiento no fue exclusivo de la modelizacion.

(b) Dificultades vy errores de los estudiantes en procesos de modelizacion

Hallamos indicios de evidencias en las respuestas de los profesores, sobre dificultades de los
estudiantes al trabajar la modelizacion que coinciden con la literatura consultada en este campo
—comprension lectora deficiente (Deniz y Kurt, 2022; Eraslan y Kant, 2015), conocimiento
previo deficiente (Maal}, 2007b), uso de emociones y actitudes negativas (Diaz et al., 2018;
Gbmez-Chacén, 2003; McLeod, 1992), resolver sin reflexién o prestar atencion a lo que se
solicita (Crouch y Haines, 2007) y debilidades del aprendizaje (Socas et al., 2016). Siendo
relevante este conocimiento pues puede entorpecer el proceso de resolver un problema de
modelizacién y afectar al proceso ensefianza-aprendizaje (Abrate et al. 2006). Ademas, es
necesario para la toma de decisiones del profesor y la correccion de dichas limitaciones, con el

fin de avanzar en su aprendizaje (Escudero, 2007; Socas, 1998).

Categoria 5. Problemas de modelizacion como tarea escolar

(a) Seleccion de tareas de modelizacidn

En las respuestas de los profesores obtuvimos indicios sobre criterios para la seleccion de

tareas de modelizacion. En forma particular sobre el contexto real, aspectos de formato,
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desarrollo del estudiante, estimular varias estrategias de resolucion y adecuacién del curriculo.
En el caso del contexto real, los profesores recalcaron que dicho contexto debe estar basado en
las caracteristicas particulares de los estudiantes, que sea interesante, comprensible y util para el
estudiante (Di Martino, 2019; Frejd, 2012). No obstante, al brindar a los profesores un ejemplo
de una tarea de modelizacidon, su conocimiento fue limitado pues tendieron a sugerir cambios, lo
gue nos hace pensar que consideraban que las tareas abiertas no son adecuadas para trabajar la
modelizacién, contradiciendo lo propuesto en la teoria de Borromeo Ferri (2018). Ademas, con
estos cambios los profesores no se sentian comodos con este tipo de tareas y buscaban convertir
la tarea propuesta en una de solucién cerrada para tener el control de las respuestas que el
estudiante pudiera generar, lo que es expresado en los resultados de estudios como Bassanezi
(2002), Blum (2015), Borromeo Ferri (2018) y a la vez por Doerr y English (2006). Otro criterio
hace referencia a aspectos de formato, como una caracteristica necesaria para la seleccién de una
tareas de modelizacion. Es decir, debe poseer las condiciones y pautas claras, una redaccion
comprensible y un vocabulario adecuado al nivel del estudiante y de su contexto real, siendo esto

coherente con lo propuesto por Borromeo Ferri y Lesh (2013), ademas de Lesh et al. (2003).

El tercer criterio manifestado de seleccion de un problema tiene relacidn con aspectos sobre el
desarrollo del estudiante, como el conocimiento previo y la edad escolar. Por ello, el problema
debe ser adecuado para un grupo de edad en particular como es expresado por Borromeo Ferri y

Lesh (2013) en su propuesta de caracteristicas de seleccidn de una tarea de modelizacion.

El cuarto criterio manifestado es estimular varios caminos de solucién para resolver el
problema, coincidiendo con el principio de generalizacion del modelo de Lesh et al. (2003) vy las

caracteristicas de una tarea de modelizacion propuestas por Borromeo Ferri y Lesh (2013).

Por altimo, para los profesores un criterio de seleccion es la adecuacion del curriculo, donde
los profesores manifiestan conocimientos variados que debe cumplir la tarea acorde con las
directrices expresadas en el curriculo y que a su vez concuerdan con la literatura. Por ejemplo, el
problema debe ser concordante con el contenido matematico que debe ensefiar el profesor
(Sevinc, 2022). Ademas, debe ser cognitivamente exigente para los estudiantes con el fin de
promover varias practicas, como el razonamiento y la comunicacion, en la misma linea de Maal3
(2007).
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(b) Modelos sobre el proceso de modelizacién

Encontramos un grupo de profesores que manifestaron en sus respuestas elementos sobre las
perspectivas tedricas de modelizacion. En concreto, a cerca de las etapas del ciclo de
modelizacién para estimular y ayudar al aprendizaje de los estudiantes durante la resolucién de
un problema. Esto se vislumbrd en sus justificaciones, al hacer alusion a dos rutas de
modelizacién. En caso de la ruta 1: Descripcion, Prediccién, Manipulacion, Validacion;
observamos que realizaban la etapa de la prediccion antes de la manipulacion, pues para ellos es
necesario que el resolutor piense y establezca estrategias o caminos de solucion viables antes de
crear el modelo matemaético, aclarando un poco la informacion presente en la etapa descripcion.
Sin embargo, segn Lesh y Doerr (2003) esto no seria la etapa de Prediccion sino parte de la
Descripcion. Ahora bien, si lo observamos desde otras perspectivas tedricas como la
modelizacion educativa (Blum y Leil, 2007) o la de modelizacion cognitiva y afectiva
(Borromeo Ferri, 2006), lo explicado por los profesores es la transicion de la representacion
mental de la situacion (MRS) al modelo real. Donde se da una idealizacion y simplificacion de la
representacion mental mas consciente del individuo y tendria sentido realizarla antes de

matematizar la informacion (Blum y Leil3, 2007).

En cuanto a la ruta 2: Descripcion, Manipulacién, Prediccion, Validacion, coincide con la
ruta ideal que se deberia realizar desde la perspectiva contextual al resolver un problema de
modelizacién (Lesh y Doerr, 2003). Algunas de las respuestas de los profesores evidenciaron
modificaciones hasta proponer la ruta 2, con lo cual consideramos que el conocimiento de los
profesores se volvié mas reflexivo conforme participaban en las entrevistas (Shahbari y Tabach,
2016). Destacamos que en ambas rutas los profesores brindaron importancia a la etapa de
validacion, al proponer actividades como el realizar un debate grupal de las soluciones de los
estudiantes para lograr un consenso de cuél es la mejor solucion y justificando a su vez esto, lo
gue encaja con lo propuesto en investigaciones como Borromeo Ferri (2018), el trabajo Lesh y
Doerr (2003), ademas la de Gould (2013). Para ellos, ensefiar a los estudiantes el ciclo de
modelizacién brinda beneficios como: (a) ayudar a los estudiantes a ordenar sus pensamientos
facilitando el proceso, (b) mejorar la comprension del problema y (c) mejorar la relacion social
de los estudiantes (Borromeo Ferri, 2018). Por otra parte, un segundo grupo de profesores
brindaron respuestas sobre métodos de ensefianza o evaluacion de la modelizacion, lo que nos

hace pensar que los profesores no manifestaron conocimiento sobre lo que preguntamos.
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(c) Invencién de problemas de modelizacién

Algunas respuestas, no manifestaron conocimiento sobre la invencion de problemas en la
modelizacidn, sino que hicieron referencia general a las tareas matematicas. Sin embargo, otro
grupo de respuestas si mostr6 indicios del conocimiento sobre la invencion de problemas al
construir problemas —usando contextos de la vida cotidiana del estudiante— y la modificacion
de las condiciones para producir un nuevo de problema, lo que en la misma linea de la teoria
propuesta por Ayllon (2012), Borromeo Ferri (2018) y la investigacion de Galbraith y Stillman
(2006). Sobre el uso de invencién de problemas con estudiantes, los profesores mostraron que
efectivamente han realizado este tipo de actividades. Sin embargo, en forma contraria a lo que
propone la literatura,
algunos profesores manifestaron que el éxito del enfoque depende del nivel escolar del
estudiante, por tanto, no recomiendan usar dicho enfoque de niveles inferiores de educacion
primaria, pues la consideran como competencia profesional no trivial y que necesita tiempo para
poder llevarla a la préactica. Por otro lado, hallamos respuestas de los profesores referidas al uso

de recursos o materiales al inventar sus problemas, que no era nuestro foco de interés.

Categoria 6. Factores no cognitivos

Al plantear una lista de creencias sobre la modelizacion, las respuestas de los profesores
reconocian aspectos de los factores cognitivos productivas para la modelizacion, como que no
existe una Unica forma de resolver el problema de modelizacion, que no es cierto que un
problema de modelizacion se resuelve en poco tiempo, entonces no se puede resolver, o0 que en
un problema de modelizacion no es necesario revisar los procesos matematicos, ni la solucion
final. También que es necesario integrar los conceptos matematicos con su aplicacion en la vida
cotidiana, o que no es cierto que lo mas importante al resolver un problema de modelizacién es el
modelo matematico y el encontrar una solucion de este, o al ensefiar la modelizacion puedo usar
cualquier problema matematico de los libros de texto. Ademas, es adecuado para la ensefianza de
la modelizacion el mostrar que la matematica es til en situaciones de la vida real, también aqui
es importante el manejo de las emociones del estudiante como la ansiedad y frustracion, a la vez
es relevante que el maestro forme actitudes en el estudiante como la tolerancia, la perseverancia,
la responsabilidad, entre otros. Dichas afirmaciones, encajan con lo propuesto en investigaciones
como Borromeo Ferri (2018), Blum (2015), Frejd (2012) y Shahbari (2018).Sin embargo, para

algunas afirmaciones esto no fue asi, también obtuvimos afirmaciones de los factores cognitivos
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improductivas para la ensefianza de la modelizacion, como el considerar que es cierto que la
modelizacién matematica es el uso de materiales concretos y manipulativos en la ensefianza de
las matematicas o que al considerar que los problemas de modelizacion deben ser complicados y
se usan bastantes conocimientos no matematicos. Dichas afirmaciones demuestran indicios de
conocimiento de los profesores, que estaria afectando negativamente la ensefianza de la

modelizacidn segln lo propuesto por estudios como Cetinkaya et al. (2016).

Sumado a lo anterior, para los profesores las creencias tanto del profesor como de los
estudiantes son importantes pues pueden afectar el aprendizaje (Kaiser, 2006). A pesar de esto,
sus justificaciones fueron muy generales, orientadas a la pedagogia o a la resolucion de
problemas, y no directamente a la modelizacion, lo que nos hace pensar que el conocimiento del
profesor es débil para la ensefianza de la modelizacion, coincidiendo con los resultados de
Guerrero-Ortiz y Borromeo Ferri (2022). Ademas, las creencias de los profesores expuestas a
través de las respuestas pueden estar incidiendo en la ensefianza de la modelizacion o que del

todo no se dé en sus aulas como es expuesto lo escrito por Kaiser (2006) y Arleback (2009).

Categoria 7. Gestion de ensefianza

(a) Enfoques de ensefianza de la modelizacién

Aqui encontramos dos grupos de respuestas. El primer grupo de respuestas manifestaron un
conocimiento general sobre los enfoques de ensefianza de la matematica, todos ellos distintos. El
segundo grupo, mostré indicios de conocimiento sobre un enfoque de la ensefianza por etapas
como la introduccién, observacion, manipulacion, comparacion y analisis, las cuales se
asemejan a las etapas propuestas en el ciclo de modelizacién de Lesh y Doerr (2003). Ademas,
este Ultimo enfoque se acerca al enfoque holistico para la ensefianza de la modelizacion

propuesto por Blomhgj y Jensen (2007) y ademas de Borromeo Ferri (2018).

(b) Gestién del discurso

Hallamos indicios de este tipo conocimiento desde dos estilos de ensefianza: (a) tradicional y
(b) més activo, asemejandose a los estilos de ensefianza sobre la modelizacién, directivo y
operativo-estratégico de Leil3 (2007). Para algunos profesores, el usar un estilo de ensefianza
tradicional es viable al trabajar la modelizacion, lo que coincide con los resultados de Blum y
Borromeo Ferri (2009). Esto es observado en las respuestas, sobre acciones necesarias para la

conduccion de la clase, como: el uso adecuado de una tarea de modelizacién, la forma de
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distribuir el tiempo, la organizacion de los estudiantes, papel del profesor, la socializacion de los
resultados y por ultimo, el proceso de comunicacion y argumentacion. Lo que podria estar
ocasionando una ensefianza de la modelizacion no eficaz para trabajar dicho proceso en el aula'y
en consecuencia, afectando directamente al aprendizaje del estudiante, concordando con la teoria

expuesta por Ernest (1989; 2018) y los resultados de Guerrero-Ortiz y Reyes-Rodriguez (2021).

De igual manera, obtuvimos indicios de un enfoque de ensefianza mas activo o un estilo de
ensefianza operativo-estratégico (Leif}, 2007). Los resultados de un grupo de profesores
vislumbran acciones del profesor que incentivan a la participacion activa del estudiante, como al
utilizar adecuadamente un problema de modelizacion. En cuanto a la distribucién del tiempo,
observamos que algunos profesores mencionan la resolucion de problemas como una etapa
necesaria en las clases de modelizacion y a la cual se le debe asignar su debido tiempo. Otro
indicio fue la organizacion de los estudiantes al trabajar en una forma grupal —de 2 a 3
estudiantes— donde el trabajo en equipo es esencial para el desarrollo de las tareas de
modelizacién (Centikaya et al., 2016; Borromeo Ferri, 2018). También destacamos que el debatir
o0 socializar los resultados, como parte acciones aula donde se involucra mas al estudiante en su
aprendizaje, siendo asi el protagonista en su comunicacion y argumentacion (English, 2010;
Shahbari, 2018). Por tanto, segun los profesores participantes, el papel del maestro es de
mediador o facilitador pues propicia una ensefianza mas orientada al trabajo activo e
independiente del estudiante (Leifl, 2007). Permitiendo construir en los estudiantes una
estructura cognitiva poderosa mas que solo una simple socializacion entre pares. A la vez, puede
significar un cambio en la forma tradicional de afrontar problemas matematicos donde

predomina el proceso individual del individuo (Schoenfeld, 1992).

(c) Gestion de atascos

Para los profesores, las ayudas que puede brindar un profesor para superar un atasco durante
la resolucion de un problema modelizacion tiene que ver con la forma de organizacién de los
estudiantes —en forma grupal, para que se ayuden mutuamente— y el brindar pistas o pautas —
ejemplos o guias— coincidiendo con Borromeo Ferri (2018) sobre la teoria de intervencion de
Zech (1998). Por otro lado, también los profesores mencionaron ayudas generales que se utilizan
en general en clases de matematica —el profesor brinde atencion individualizada o un

compafiero tutor— y no propiamente en la modelizacion. Para los profesores saber cuando es el
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momento en el que debe intervenir tiene ver con el reconocer actitudes negativas del estudiantes,
como la frustracion o inseguridad (Diaz et al., 2018; Gémez-Chacdn, 2003). También cuando el

estudiante no avanza, a pesar de un lapso de tiempo prudencial transcurrido (Zech, 1998).

(c) Gestion de evaluacion

Tanto para la evaluacion formativa como la sumativa en la modelizacién, las respuestas
mostraron dos tipos instrumentos: prueba escrita —en la evaluacion formativa es un diagnéstico
del conocimiento del estudiante y en la evaluacién sumativa, es un examen escrito — y la
rabrica analitica— en la evaluacion formativa mide aspectos mas cualitativos y en la evaluacion
sumativa, mide el desempefio en niveles (avanzado, intermedio e inicial). Ambos tipos de
instrumentos van en la linea de evaluar el producto realizado por el estudiante, no el proceso
realizado por este. Lo que segin Borromeo Ferri (2018) no permite comprender los procesos de
pensamiento o el origen de los resultados propuestos por los estudiantes, donde se puedan revelar
falencias o fortalezas conceptuales. Encontramos que los criterios de evaluacion, se refieren
aspectos cuantitativos —como procedimientos matematicos— y aspectos cualitativos —como
el uso de las fases del ciclo de modelizacion, actitudes y disposicién, ademas de otras formas de
resolver un problema, entre otros. Concordando con Borromeo Ferri (2018) al establecer criterios
de evaluacion en cuanto a las etapas del ciclo de modelizacion y las expectativas que los
estudiantes deben cumplir en la solucién de un problema de modelizacion. Por otra parte,
encontramos respuestas sobre actividades de evaluacidon, al no mencionar directamente el

instrumento y las descartamos.

(d) Gestidén de recursos

Los profesores mostraron conocimiento sobre materiales o recursos que el maestro puede usar
en la modelizacion, como los materiales no estructurados, es decir materiales cotidianos
presentes en la casa o clase, material de reciclaje, entre otros. Este tipo de material coincide con
Mufioz y Patifio (2022), a la vez de Jiménez (2022) al ser propuesto este tipo de material para
trabajar la modelizacién matematica en sus clases, por sus alcances y su facilidad de acceso. Sin
embargo, también encontramos conocimientos del profesor sobre recursos que se proponian en
forma general para cualquier clase de matematica y no propiamente para la modelizacion. En
particular, materiales estructurados como blogues multibase, libros de texto, tecnologia, entre

otros.
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10. CONCLUSIONES

En este dltimo capitulo mostramos las conclusiones de esta investigacion. Iniciamos su
exposicion atendiendo a la consecucion de los objetivos propuestos inicialmente en el
planteamiento del problema y describimos simultdneamente sus principales aportaciones.
Reflexionamos y brindamos algunas conclusiones relativas a cada uno de los estudios realizados.
Finalmente, presentamos las limitaciones de este trabajo y recogemos las lineas abiertas que

constituyen perspectivas de continuacion de esta investigacion.
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1. RECAPITULACION

La modelizacién matematica es relevante para comprender mejor el mundo, sirve de apoyo en
el aprendizaje y ayuda al desarrollo de competencias y actitudes apropiadas hacia la matematica
(Blum y Borromeo Ferri, 2009). Para lograr lo anterior, el papel del profesor es trascendental si
se quiere una ensefianza de calidad. No obstante, diversas investigaciones relevan problematicas
que afectan la profesionalizacion sobre la modelizacion de los docentes (e.g., Guerrero-Ortiz y
Borromeo Ferri, 2022). Iniciamos esta investigacion partiendo del supuesto de que no hay una
determinacion clara del conocimiento profesional que deben tener los maestros de educacion
primaria sobre la modelizacion. Por ello, consideramos que este trabajo contribuye, tanto por sus
aportes tedricos como sus implicaciones para la formacién continua de los profesores. Para

lograr lo anterior, nos planteamos dos objetivos generales de investigacion:

OG1. Caracterizar las estrategias de resolucion, representaciones y errores al resolver una tarea
de modelizacion matematica, atendiendo al estilo de pensamiento de estudiantes que han

finalizado recientemente educacién primaria.

OG2. Profundizar en el conocimiento profesional de los maestros de primaria en ejercicio sobre

modelizacién matematica.

El primer objetivo general fue concretizado por medio de dos objetivos especificos OE1.1 y
OE1.2. Partimos de dos estudios centrados en la resolucion de tareas de modelizacion por
estudiantes (estudio 1 y 2). Las producciones de dichos estudiantes fueron sometidas a un
analisis de contenido de las respuestas de los estudiantes y cuyos resultados los presentamos en
el capitulo 5. Dada la importancia de aspectos —estrategias de resolucion, representaciones y
errores— afines con la resolucion de tareas de modelizacion y debido a la limitada investigacion
centrada en el tema, decidimos trabajar con estudiantes en dichos estudios, pues necesitadbamos
el fundamento tedrico para estudiar posteriormente el conocimiento del profesor relacionado con
estos aspectos.

El segundo objetivo general lo hemos llevado a cabo por medio de tres objetivos especificos
OE2.1, OE2.2 y OE2.3. Por tanto, realizamos el tercer estudio donde detectamos conocimientos
presentes en el curriculo de Costa Rica, que sirvio para el refinamiento de categorias de

conocimiento profesional orientado hacia la modelizacion. Ademas, en el estudio 4 identificamos
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y caracterizamos detalladamente el conocimiento que manifiestan los profesores participantes,
especificando debilidades y fortalezas con el fin de mejorar la formacion de profesores y

contribuir a una ensefianza eficaz de la modelizacion.

2. CONCLUSIONES DEL PRIMER OBJETIVO GENERAL

Sobre la base de identificar qué aspectos especificos deben formar parte del conocimiento del
profesor de matematicas en ambientes de modelizacion (Lester, 2013; Wess et al., 2021), el
primer objetivo general surgié de la primera pregunta de investigacion, concerniente a la
resolucion de tareas de modelizacion por estudiantes que han finalizado recientemente educacion
primaria. Particularmente, los objetivos especificos OE1.1 y OE1.2 fueron levantados para:

OEL1.1 Identificar y describir las estrategias de resolucion y representaciones que realizan los
estudiantes seguin su estilo de pensamiento al resolver una tarea de modelizacion matematica.
OE1.2 Identificar y describir los errores y representaciones que realizan los estudiantes segun

su estilo de pensamiento al resolver una tarea de modelizacion matematica.

Para lograr la consecucion de ambos objetivos especificos realizamos dos estudios empiricos,
por ello presentamos en primer lugar, las conclusiones del estudio 1 sobre las estrategias de
resolucion y representaciones. En segundo lugar, las conclusiones del estudio 2 basados en los

errores y representaciones en los procesos de modelizacion.

2.1 CONCLUSIONES DEL ESTUDIO 1

Para lograr la consecucion de los objetivos especificos OE1.1 y OEL.2, efectuamos un primer
estudio sobre las estrategias de resolucion y representaciones, a través de un analisis de
contenido de las respuestas de los estudiantes a dos tareas de modelizacion matematica. Un
aporte de esta investigacion radica en la necesidad de comprender la influencia de los estilos de
pensamiento de los estudiantes al trabajar la modelizacion. En este sentido, los resultados que
muestran una falta de uso de distintos sistemas de representacion podria deberse a la formacién
recibida hasta el momento de la investigacion. Concretamente, esta pudo estar focalizada en el
uso especifico de representaciones simbélico-numéricas y representaciones de lenguaje natural,

incidiendo directamente en el tipo de estilo de pensamiento analitico al resolver la tarea de
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modelizacién. Ademads, son los sistemas de representacion que en la educacion escolar
tradicional suelen considerarse como correctos y mas comunes (Smith, 2003).

Tras los hallazgos obtenidos consideramos que es crucial generar oportunidades de
aprendizaje que incidan en la diversidad en el uso de estrategias y representaciones en ambientes
de modelizacidn. Para ello es necesario incentivar el uso de estos elementos segin un estilo de
pensamiento integrado, apostando por el empleo flexible de ellos, lo que podria propiciar un
equilibrio entre la realidad y las matematicas (Borromeo Ferri, 2018). Ademas, el usar una
diversidad de sistemas de representacién en la ensefianza podria ayudar a fomentar el uso de un
pensamiento mas reflexivo y analitico incidiendo directamente en las estrategias y las

representaciones involucradas al resolver tareas de modelizacion.
2.2 CONCLUSIONES DEL ESTUDIO 2

Realizamos un segundo estudio para el objetivo especifico OE1.2, donde identificamos los
errores y representaciones en los procesos de modelizacién. La modelizacion es entendida como
un elemento esencial de la contextualizacion activa en el aprendizaje matematico y los
estudiantes participantes deberian haber sido formados en ambientes de modelizacion. No
obstante, los errores encontrados podrian indicar un panorama que no coincide con la formacién
que debieron haber recibido, por ello son elementos de reflexion, avance y retroalimentacion

para la labor docente.

A pesar de que los errores dependen de la tarea y los estudiantes que la resuelven, las
coincidencias detectadas con otros trabajos (Fernandez y Brey, 2012; Guerrero, 2016; Isik y Kar,
2012; Ruano et al., 2008; Socas et al., 2016), muestran la necesidad de prestar especial atencién
al trabajar los errores, pues cuando estos se produzcan en las representaciones y resolucién de
operaciones aritmeticas, el profesor podrda abordarlos de una manera provechosa para el

aprendizaje de los estudiantes.

Uno de los aportes de esta investigacion es que los grupos participantes omitieron una o varias
etapas del ciclo de modelizacion. En particular, la omision de la etapa prediccion hace pensar
gue los estudiantes han estado inmersos a una ensefianza de estilo tradicional, lo que no va en
linea de como se deberia de trabajar la modelizacion segin las recomendaciones teoricas
expuestas por Borromeo Ferri (2018). Por ello, consideramos necesario hacer mas énfasis en la

ensefianza de las etapas del ciclo de la modelizacion, reflexionando en el proceso seguido, la
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razonabilidad de la solucién y su validacion. Al mismo tiempo, incentivando la basqueda de
estrategias de ensefianza adecuadas que ayuden a solventar las deficiencias presentes al resolver

tareas de modelizacién, como las detectadas en este estudio.

3. CONCLUSIONES DEL SEGUNDO OBJETIVO GENERAL

El segundo objetivo general surgid de la pregunta referida a qué conocimientos profesionales
sobre modelizacion matematica manifiestan los maestros de primaria en ejercicio. Por ello, los
objetivos especificos tratan sobre:

OE2.1 Establecer componentes de conocimiento del profesor referentes al proceso de
modelizacion.
OEZ2.2 Identificar qué componentes del conocimiento sobre modelizacion matematica
ponen en juego los maestros de primaria al ensediar la modelizacion.
OE2.3 Caracterizar el conocimiento de los maestros de primaria en ejercicio sobre el
proceso de modelizacion matematica.
Para la consecucion de dichos objetivos, realizamos dos estudios. En primer lugar, exponemos
las conclusiones del estudio 3 al delimitar el conocimiento del profesor en aspectos relativos a la
modelizacién presentes en el curriculo y en la literatura. En segundo lugar, exhibimos las
conclusiones del estudio 4 sobre el conocimiento que manifiestan los maestros de primaria en

ejercicio sobre la modelizacion.

3.1 CONCLUSIONES DEL ESTUDIO 3

Para la consecucion del objetivo especifico OE2.1, realizamos en primer lugar una adaptacion
de las componentes del modelo del conocimiento del profesor para la resolucién de problemas de
Pifieiro et al. (2019). En segundo lugar, usamos estas componentes para analizar el documento
curricular del curriculo de Costa Rica, pues este documento posee directrices que determinan
parte del conocimiento que debe tener el profesor, lo que permitié refinar en la perspectiva de la
modelizacién. Este tercer estudio permitié abordar las limitaciones presentadas en las
perspectivas tedricas de conocimiento del profesor que existen en la educacion matematica, en
especial sobre el conocimiento especifico de la modelizacion (Blum, 2015; Wess et al., 2021). A
través de recomendaciones de Lesh y Doerr (2003), ademas de Borromeo Ferri (2018)

indagamos en una propuesta de categorias basada en los constructos tedricos de competencia de
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la modelizacién y relacionada con la resolucion de problemas, en particular con la propuesta de
Pifieiro et al. (2019).

Destacamos que a pesar de que en algunas partes del curriculo, se alude a la perspectiva de
modelizacidn contextual propuesta por Lesh y Doerr (2003), en ninguna parte del documento se
menciona esto en forma explicita, por tanto la perspectiva sobre la modelizacidon que sigue no es
clara. Ademas, a pesar de que el curriculo incluye una variedad de elementos que son exigidos
como conocimientos necesarios para la ensefianza de la modelizacion e implementacion del
curriculo, algunos deben ser ampliados y profundizados como la invencion de problemas y su
relacion con la modelizacion. También proponemos abordar mas claramente el papel de las
dificultades y errores de la modelizacion y su relacion como indicadores de compresion
conceptual, ademas ampliar como pueden ser trabajados estos durante las fases del ciclo de
modelizacién, con la finalidad de enriquecer el aprendizaje del estudiante. En particular, al

aplicar la fase de validacidn por ser un proceso no direccional y flexible.

Esta investigacion siguid la idea de explicitar la preocupacion de algunos investigadores sobre
la especificidad de los procesos o practicas matematicas como parte del conocimiento del
profesor (Foster et al., 2014). Al igual como lo hizo Pifieiro (2019) al estudiar dicha
especificidad sobre la resolucién de problemas, en la modelizacion era necesario ponerlo visible
(Blum, 2015; Wess et al., 2021). Por tanto, las componentes propuestas sobre conocimiento
sobre la modelizacion han permitido delimitar los aspectos necesarios para su ensefianza, que
son ineludibles tanto para los profesores en ejercicio como los que estdn formandose. El
aprendizaje eficaz de las actuales y futuras generaciones de estudiantes depende de la calidad y
desarrollo del conocimiento del profesor, donde la modelizacion no es la excepcién (e.g.
Guerrero-Ortiz y Borromeo Ferri, 2022). Por tanto, nuestra investigacion constituye un aporte al
manifestar una problematica que merece ser atendida con mas atencién por la comunidad de

investigadores y educadores en educacion matematica.

3.2 CONCLUSIONES DEL ESTUDIO 4

Los objetivos especificos OE2.2 y OE2.3, los concretizamos a través de un analisis de
contenido de la informacién suministrada por medio de las entrevistas a profesores de educacién

primaria en ejercicio.

272



Conclusiones del conocimiento sobre la modelizaciéon matematica

Los profesores en ejercicio de este estudio han demostrado un conocimiento limitado sobre
los problemas de modelizacion, su proceso de resolucion y la disposicion que se debe tener. En
cuanto los problemas de modelizacion, las nociones de modelo matemético y modelizacion no
coinciden completamente con lo reportado en la literatura. La cual sefiala que hay ciertas
condiciones que se deben cumplir, en especial cuando hablamos sobre el contexto real y la
estructura del problema en ambientes de modelizacion. A la vez, es preocupante la consideracion
del problema de modelizacién como un ejercicio matematico o tarea rutinaria y también, como el
papel del resolutor es dejado de lado. Sumado, a que el conocimiento de los profesores sobre las
estrategias de resolucion de problemas de modelizacion es limitado al uso de sistemas de
representacion que son considerados adecuados y mas habituales en un estilo de ensefianza
tradicional (Smith, 2003). Siendo asi que los profesores participantes al momento del estudio no
contaban con una formacion adecuada para realizar el proceso de modelizacion en el aula y lo
cual se ha agrava, si el profesor no esta en constante actualizacion.

Con respecto al proceso de resolucion de un problema de modelizacion, es importante sefialar
que los maestros de este estudio manifiestan un conocimiento bastante amplio de estrategias y su
relacion con las etapas del ciclo de modelizacion, metacognicion y factores cognitivos. No
obstante, el conocimiento manifestado acerca de las etapas del ciclo de modelizacion y su
comportamiento, es limitado al ser permeado por un estilo de ensefianza tradicional. Esto es
recurrente en el conocimiento sobre los sistemas de representacion expuestos en las estrategias
de resolucion de los problemas de modelizacion, también al considerar el uso del proceso de
metacognicion como innecesario por parte de algunos profesores y la disposicion de los
estudiantes al resolver un problema de modelizacion. Por tanto, el conocimiento del profesor no
era el ideal, lo que podria afectar el planteamiento de tareas y su resolucion, ademas de la
practica docente. Siendo asi, que es requerido que estos profesores ensefien la modelizacion,
pero no poseen el conocimiento, ni la formacion necesaria para esto, ademas la que posee no es
exclusiva en educacién matematica. Nuestro aporte con este estudio radica en vislumbrar la
necesidad de proveer espacios de formacion continua a los maestros en ejercicio donde puedan
actualizar y mejorar su conocimiento. Ademas, invitamos a la comunidad cientifica a desarrollar
mas investigacion en esta area, con la finalidad de proveer iniciativas que contribuyan a mejorar

el panorama encontrado en esta investigacion, en aras de lograr un verdadero proceso de

273



modelizacién y su desarrollo efectivo. Lo cual puede repercutir directamente en la formacion de
estudiantes y futuros profesionales que se incorporen a la sociedad.

Concluimos que el conocimiento sobre la modelizacién es insuficiente para su préctica
docente y no se alinea con lo que se espera que los maestros conozcan. En particular, es
necesario que los profesores no solo conozcan las caracteristicas de los problemas de
modelizacién, sino que también desarrollen criterios que les permitan valorar hasta qué punto
una tarea matematica es un problema de modelizacion para los estudiantes. También, aunque los
profesores poseen conocimientos de estrategias de resolucion de problemas, este es superficial y
limitado a realizar estructuras mecanicas como el planteo, operacion y respuesta. Por ello,
conocen la estrategia, pero no han reflexionado lo suficiente sobre las acciones que se realizan en
ella y como orientarla y mejorarla para ser usada en la modelizacion. En este sentido, las
debilidades detectadas pueden servir para elaborar propuestas de experiencias de formacion
continua como cursos de desarrollo profesional, que contemplen el uso de actividades donde la
exploracién y la reflexion sea lo medular, para ampliar y mejorar su conocimiento sobre los
problemas de modelizacion y su resolucién. Ademas, los cambios curriculares quedan sin
efecto, sin los profesores no se apropian de dicho conocimiento.

Los hallazgos expuestos en los parrafos anteriores sugieren que si bien los profesores poseen
un conocimiento que fue formado en forma especifica, sus dificultades parecen relacionarse con
la forma en que fue recibida dicha formacion, pues se muestra limitada y desconectada con la
modelizacién. Aunque algunos profesores participantes si habian recibido cursos de formacion
continua sobre modelizacion matematica u otros aspectos relacionados, al parecer no tuvieron los
efectos deseados, pues lo anterior se sigue manteniendo. El conocimiento del profesor sobre
modelizacién es insuficiente para enfrentar los cambios vertiginosos educativos actuales, en
particular en la modelizacion. Sumado a un proceso de desactualizacion después de su egreso de
la carrera, lo que agrava méas el asunto (Alpizar-Vargas y Alfaro-Arce, 2020). Por tanto, es
importante y necesario proveer de experiencias de formacion adicional a los profesores en
ejercicio, donde se dé el acercamiento a la teoria de modelizacion, se promueva su reflexion y
ensefianza como elementos esenciales para expandir su conocimiento. Especificamente,
fomentando una caracterizacion del problema de modelizacion méas vinculada al resolutor, las
caracteristicas entre una tarea de modelizacion y ademas, de las caracteristicas del ciclo de

modelizacién. Asimismo, es ineludible que los maestros conozcan el proceso de resolucion, sus
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caracteristicas y estrategias, pero este conocimiento debe asumirse desde una posicion flexible y
ciclica del proceso de modelizacion. Ademas, de su relacion con los factores no cognitivos. Dado
que el conocimiento el profesor se enriquece a partir de las experiencias vividas en su formacion
(Thompson, 1992), como miembros de comunidades de aprendizaje y a través actividades

instruccionales (Kaiser, 2006).

Conclusiones del conocimiento didactico sobre la modelizacion matematica

Los profesores poseen conocimientos didacticos, pero no han sido formalmente orientados
hacia la modelizacion. Un aspecto que este estudio puso de manifiesto es la desconexion entre
los conocimientos de los profesores con la modelizacién. Si bien, consideran al resolutor para
etiquetar las tareas como problemas, solo algunos profesores lo hacen pensando en aspectos que
tienen relacion con la modelizacion. Sin embargo, la mayoria de los participantes, no reconocen
la importancia del resolutor al etiquetar una tarea como un problema de modelizacion, lo que se
refleja en una falta de criterios 0 que estos sean mas pedagogicos, lo que podria afectar el
planteamiento de tareas y su desarrollo efectivo.

Por otro lado, destacamos que los profesores poseian una gran cantidad de ideas reportadas en
la literatura sobre las dificultades y errores de los estudiantes en procesos de modelizacién. Sobre
los problemas de modelizacion como tarea escolar, encontramos conocimientos a cerca de varios
criterios para seleccionar un problema. También obtuvimos evidencias de conocimiento del
profesor sobre las perspectivas tedricas de modelizacion y ademas de la invencién de problemas,
pero este es limitado. Esto es reiterado con el conocimiento obtenido sobre la categoria de
factores no cognitivos y con la de gestion de ensefianza. Lo que puede explicarse por las
experiencias que los profesores en ejercicio han tenido en su escolaridad y que probablemente
han moldeado sus creencias. Donde pareciera que estas se han limitado a percibir a la
modelizaciébn como la resolucion de problemas de contexto real, sin reflexionar sobre
condiciones o caracteristicas que debe poseer dicho contexto real para que un problema sea de
modelizacion y el papel del resolutor en él.

Algunas de estas ideas de corte tradicional (Ernest, 1989, 2018) expuestas por los profesores,
deben ser moldeadas o confrontadas con nuevos aspectos que renueven la formacion recibida,
que permitan modificar sus sistemas de creencias. Ademas, se reafirme la importancia de la

exploracion y la reflexién en la formacion docente sobre la modelizacion. En particular, la

275



formacion continua que deberian recibir los docentes debe comprometerse en poner atencién a
como la formacion tedrica se relaciona con la ensefianza de la modelizacion. Concretamente,
creemos que los maestros deberian adquirir un conocimiento que permita articular el como dan

sentido a la ensefianza de la modelizacion y lo que significa su papel como profesor.

4. LIMITACIONES DE LA INVESTIGACION

Entre las limitaciones de esta investigacién podemos sefalar:

Una de las limitaciones fue la cantidad de tareas de modelizacion que se aplicaron.
Consideramos que, para profundizar en mas aspectos sobre los elementos presentes en la
resolucién de tareas de modelizacion es necesario aplicar mas tareas y que sean de otra tipologia

como las tareas abiertas que propone Borromeo Ferri (2018).

Otra limitacion es la técnica de recoleccion de los datos y los momentos de su recogida, donde
no se realizo observacion de clases y la resolucion de problemas de modelizacién por parte los
profesores. Tampoco se analizaron los documentos de planificacion de aula o de evaluacién. Por
ello, los resultados estuvieron sujetos a la informacidn recogida con las técnicas utilizadas, pero
explorar otros aspectos como los anteriores, podria proporcionar mas informacion rica y amplia
para comprender el fendmeno de la investigacion.

Aunque analizar una Unica normativa curricular permitié establecer un acercamiento del
conocimiento necesario para ensefiar la modelizacion matematica. Consideramos que el haber
utilizado un dnico documento curricular, es una limitacion especifica del contexto donde se

desarroll6 la investigacion.

Otra limitacion del estudio es la especificidad del contexto donde se desarrolla la
investigacion. Tanto los estudiantes como los profesores costarricenses poseen multiples
elementos que los caracterizan. Aunque buscamos una comprension lo méas general posible del
fendmeno, los resultados se limitaron a las caracteristicas que los participantes poseian en el
momento del estudio. Intentamos contrarrestar esta limitacion dando detalles especificos del
contexto de investigacion para aportar a su transferibilidad y abstrayendo conclusiones que
fuesen vélidas para otros sistemas educativos. Sin embargo, cualquier generalizacion o extension

a otro contexto debe realizarse con cautela y a grupos de sujetos con caracteristicas similares.
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5. LINEAS ABIERTAS DE LA INVESTIGACION

Tomando en cuenta los resultados y su discusion, ademas de las conclusiones y limitaciones
aportadas en este estudio, se derivan una sucesion de posibles perspectivas que pueden
convertirse en lineas de investigacion futuras. Organizamos dichas posibilidades en cuatro

aristas.

Continuidad sobre elementos presentes al resolver tareas de modelizacion

Una primera perspectiva de investigacion que nos parece atrayente efectuar, es construir y
aplicar tareas de modelizacion para estudiar otros aspectos involucrados su resolucion.
Concretamente, no referimos tanto a modificaciones a aspectos como la cantidad de soluciones y
el tipo de estudiante como de niveles de los estudiantes. Asimismo, seria interesante usar
contextos realistas construidos por medio de recomendaciones de los mismos profesores, con la
finalidad de contribuir con recursos para la ensefianza de la modelizacion (Paolucci y Wessels,

2017), en especial en Costa Rica.

Asimismo, es necesario realizar méas investigacion sobre aspectos presentes en la resolucion
de tareas de modelizacién, como por ejemplo al trabajar ciclos de entendimiento iterativos
asociados a los conceptos y representaciones utilizadas al abordar la situacion problema (Avifia
etal., 2019).

Continuidad del refinamiento del sistema de categorias que explore el conocimiento
profesional sobre modelizacion

Continuar indagando sobre el conocimiento de la modelizacion en distintos ambientes
escolares —educacion a nivel de preescolar, primaria, secundaria y universidad. Asi, se generaria
un refinamiento del sistema de componentes del conocimiento del profesor propuesto en esta

investigacion, que ayude a su completitud.

En relacion con la informacion proporcionada por las entrevistas, consideramos que puede
complementarse con otros elementos como el andlisis de las planificaciones y observaciones de
clases. Siendo una linea interesante de abordar el conocimiento del profesor al implementar la
modelizacién desde perspectivas que no se abordaron en este estudio: la planificacion de la

ensefianza, su implementacion en el aula, el desempefio y aprendizaje de los estudiantes o el
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curriculo evaluado entre otros. Esto generaria un mayor detalle que permitiria especificar las
categorias del conocimiento aportadas y enriquecerian los resultados sobre la modelizacion

obtenidos en esta investigacion.

También es atractivo explorar la relacion existente entre el sistema de categorias y otro
modelo de conocimiento, por ejemplo, con el modelo del conocimiento especializado del
profesor de Matematicas (MTSK) que posee un subdominio relacionado con practicas
matematicas como la modelizacion.

Continuidad para la exploracion del conocimiento tedrico sobre la modelizacion y su
conocimiento didactico

Un estudio interesante de realizar es el desarrollo del conocimiento sobre modelizacion de
profesores en ejercicio, las ideas de Borromeo Ferri y Blum (2010). Esto podria ayudar a
entender sobre como se relacionan y cdmo se ven estos conocimientos tanto en las producciones

realizadas por los profesores como en la practica en las clases (Sevinc y Lesh, 2022).

Otra linea de continuidad es explorar el conocimiento de estudiantes en formacion tanto para
educacion primaria como secundaria con respecto a la modelizacion matematica. Un estudio con
participantes de estas caracteristicas aportaria al entendimiento sobre la formacion inicial de los
estudiantes para profesor con respecto a la modelizacion. Ademéas de proveer informacion
valiosa sobre los aspectos que podrian ser mejorados en los programas de formacion.

Continuidad para el desarrollo de instrumentos que indaguen el conocimiento del profesor
sobre la modelizacion

Sobre los instrumentos de las entrevistas, se establecieron las preguntas con el fin de
identificar el conocimiento del profesor sobre modelizacion, tomando aspectos teoricos, del
curriculo de Costa Rica y de la practica docente. No obstante, creemos necesario continuar su
desarrollo incluyendo otros aspectos, por ejemplo, preguntas sobre los ciclos de entendimiento
iterativos asociados a los sistemas de representacion usados al abordar problemas de
modelizacién (Avifia et al., 2019; Orozco-Rodriguez y Vargas-Alejo, 2021). Por tanto, los
instrumentos creados para este estudio deben considerarse como una herramienta que permitio

un acercamiento a la exploracion de conocimiento del profesor, pero no en forma exhaustiva.
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ANEXOS

1. TAREA DE MODELIZACION 1

Cocinando con mi Mama?

Ala mamé de Carlos le encanta cocinar para su familia. Undia ____
decidio hacer pan casero. La receta especifica que necesita 3 |
tazas de harina y una taza de leche, ademas de otros
ingredientes para preparar 20 panecillos. Como su familia se
deleita mucho con el pan casero, ella decide usar toda la harina
con la que cuenta y cuando la mide descubre que tiene 16,5
tazas de harina. Ahora, el problema para ella es determinar la |
cantidad de leche y el resto de los ingredientes de manera
exacta para cumplir con la receta. Como sahe que a Carlos le | | pregunta, jen qué otras Situaciones similares
gusta realizar calculos matematicos, le pide ayuda para “* — se podria aplicar el razonamiento a este
determinar las cantidades exactas que necesita. problema?

_ Asi, ;cuantas tazas de leche deberia usar?
Ademas, ;cuantos panecillos pudo preparar
mi madre con la con la cantidad de
‘¥ ingredientes que uso?

| Redacte un informe donde se describe el
método de solucion utilizado y sus
conclusiones para cada una de las preguntas
anteriores. Ademas, contesta e la siguientes

2. TAREA DE MODELIZACION 2

Calculando mi mesada

jHolal Soy Mario, necesito tu ayuda con un problema acerca
de mi mesada. Cuando mi hermana Mariela tenia 13 arfios,
recibia una mesada de ¢2000 pero eso fue hace diez afios.
Ahora yo tengo 13 afios. Mis padres me dan ¢2000 a la
semana también. Creo que deberian de aumentar mi mesada
teniendo en cuenta que las cosas cuestan mas en la
actualidad. En Costa Rica con ¢2000 ya no se puede comprar
lo mismo que compraba mi hermana hace diez afos. 5 wn w2012
Para probar mi hipdtesis he recogido los precios de hace 10
afos de algunos articulos. De igual forma, recolecté los
precios de los articulos similares en la actualidad.

jEsto es lo que necesito de til

Usa la informacion de los precios actuales y de hace 10 afios
para detemminar ¢cual debe ser el monto actual de mi
mesada?. Justifica tu respuesta con razones logicas pues mis
padres no aceptaran argumentos emocionales o ilogicos.

Ademas explica el método de solucion del problema para que
tus comparfieros en situaciones similares lo puedan utilizar
para determinar cuales deben ser sus entradas en la
actualidad.

Figura S. Combo Papa Johns hace 10 ailos Figura 6. Combo Papa Johns en ol 2012

2 Ambas tareas se encuentran en: Porras, K. (2013). Modelacion matematica: Recurso de mediacion pedagégica
para el aprendizaje geométrico en el tema de semejanza, en octavo afio de secundaria. [Tesis de Licenciatura,
Universidad de Nacional de Costa Rica]. https://agd.una.ac.cr/share/s/28dJC03gTsmJvO-DcCZG-Q
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3. GUIA DE ENTREVISTA 1

83 5m4 "
Universidad de Granada
Departamento de Didactica de la Matematica

GUIA PARA ENTREVISTA1 DE MAESTROS
Introduccion

Saludos Nombre del participante esta entrevista tiene como propoésito principal recolectar
informacion relevante acerca del conocimiento sobre la resolucién de problemas de
modelizacion matematica que poseen los maestros de primaria en ejercicio. Este instrumento
ha sido disefiado en el marco de una investigacion doctoral de la Universidad de Granada en
Espana.

Para cumplir con la ética de una investigacion, nos comprometemos a que toda la informacién
sera usada solo para fines investigativos. Asimismo, todos los datos seran tratados con total
confidencialidad, GARANTIZANDO EL ANONIMATO de los participantes. Por ello,
necesitamos su autorizacion para grabar toda la informacion que nos suministre.

La entrevista estd conformada por dos partes. En la primera parte, se le realizara una serie de
preguntas de informacion general y en la segunda parte, se le realizaran preguntas especificas del
tema de investigacion.

Finalmente, expresamos nuestro agradecimiento por su tiempo, participacion y sinceridad en sus
respuestas. Si tiene alguna pregunta o comentario, por favor escribir al correo
krenpoli@gmail.com o al nimero telefénico 8848-6054.

PARTE I. Informacion General

1. Nombre:

2. Correo electrénico:

3. Sexo: Masculino: Femenino:

4. Edad (en afios cumplidos):

5. Grupo profesional (segun el Servicio Civil):

( )ASP. ( )PT1 ( )PT2 ( )PT3 ( )PT4 ( )PTS ( )PT6
6. Marque con una X el intervalo de afios de experiencia que posee como maestro:
a. 5 afnos o0 menos b. entre 5y 10 afos c. 10 afios 0 més

7. Marque con una X el nivel o niveles en el/los que imparte lecciones actualmente:
a. Primer grado b. Segundo grado c. Tercer grado

d. Cuarto grado e. Quinto grado f. Sexto grado
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8. ¢ Tiene alguna formacion adicional?
9. ¢Ha recibido alguna capacitacion recientemente sobre modelizacion matematica, resolucion de
problemas, contextualizacidn activa o del programa de estudio de matematica?

( )sSi ( )No

PARTE 2. Informacién del estudio de investigacion
A continuacion, se le presentan una serie de preguntas que debera contestar tomando en
cuenta su experiencia como maestro:

Categoria 1. Nocion del problema de modelizacion

(a) Subcategoria: Nociones béasicas de modelizacion

1. ¢Qué es para usted un modelo?

. ¢ Qué entiendes por modelo matematico?

. ¢ Qué diferencias cree que existen entre un modelo y un modelo matematico?

. ¢, Qué es para usted la modelizacion matematica?

. ¢ Cudl considera usted que es el objetivo principal de la modelizacion matematica?

OB wN

(b) Subcategoria: Problema de modelizacion

6. ¢ Qué caracteristicas tiene un problema de modelizacion? Justifique su respuesta.

7. ¢ Qué aspectos diferencian un problema de modelizacion con respecto a cualquier problema?
8. ¢Cualquier problema con contexto real es un problema de modelizacién?

9. ¢Qué dificultad para el resolutor deberia tener un problema de modelizacion?

Segun la respuesta profundizar mas en ella.

10. ¢ Qué rol juega el contexto real en un problema de modelizacion? Justifique su respuesta.

(c) Subcategoria: Consideracion del resolutor
11. ¢Queé papel juega el resolutor en que una actividad / tarea matematica se convierta en un
problema de modelizacion?

(d) Subcategoria: Tipos de tareas existentes de modelizacion
12. ¢Conoce distintos tipos de problemas® de modelizacion matematica? ¢Cuéles son? ¢En qué
consisten? Justifique su respuesta.

Para contestar la pregunta 12 se brinda al participante tres tarjetas, cada una con un tipo
de problema de modelizacién (Apéndice 1).
13. ¢Qué opiniodn tiene con respecto a los problemas mostrados en las fichas anteriores?

Categoria 2. Resolucién de un problema de modelizacion matematica

(a) Subcategoria: Ciclos de modelizacion y sus caracteristicas

14. Con respecto al ciclo de modelizacién, ¢conoce las etapas que se utilizan al resolver un
problema de modelizacion?

3 Se refiere a los problemas presentes en los distintos tipos de actividades o tareas de modelizacion matematica
propuestas por Lesh y Doerr (2003) es decir, las MEAs, MXAs y MAA:s.
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Respuesta negativa: No se amplia la respuesta, se contintia con la siguiente pregunta.
Respuesta positiva: Ampliar la respuesta y realizar la pregunta adicional ;Qué conoces sobre
las etapas del proceso de modelizacion?

Para contestar la pregunta 14, se brinda cuatro tarjetas cada una con una etapa del
proceso de modelizacién para que el participante arme el ciclo (Apéndice 2).

15. ¢En qué orden seguirias las etapas de las tarjetas al resolver un problema de modelizacion?
Explique su respuesta.

(b) Subcategoria: Estrategias
16. ¢ Qué estrategias* se utilizan cuando se resuelve un problema de modelizacién?

Para contestar de la pregunta 16 a la 18, se brinda al participante tres tarjetas cada una
con una estrategia para resolver un problema de modelizacion (Apéndice 3).

17. ¢Podrias explicar la estrategia que se observa en las respuestas de la ficha?

18. ¢ Qué caracteristicas tiene cada una de las estrategias usadas?

19. ¢ Qué diferencias observas entre las estrategias usadas en las respuestas?

(c) Subcategoria: Metacognicién
20. ¢Qué procesos metacognitivos® pueden intervenir al resolver un problema de modelizacién?
Amplie su respuesta.

(d) Subcategoria: Factores no cognitivos
21. ¢Qué rol juega las emociones, actitudes y creencias al resolver un problema de
modelizacién? Explique su respuesta.

Categoria 3: Disposicidn al resolver un problema de modelizacién matematica
22. ;Se debe estar motivado para resolver un problema de modelizacion? Justifique su respuesta.
23. (Se debe tener disposicién para resolver un problema de modelizacion? Explique su
respuesta.

24. ¢Qué rol juega la motivacion y la disposicion en la resolucion de problemas de
modelizacién? Amplie su respuesta.

# Segun Schoenfeld (1985) citado por Pifieiro et al. (2019) se entiende como estrategias a dos tipos de toma de
decisiones, las estrategias que incluyen la definicion de objetivos y la decision de adoptar un curso de accion y las
tacticas que estan orientadas a implementar decisiones estratégicas.

5 Un proceso metacognitivo es donde el resolutor se autorregula, monitorea y controla los heuristicos y los
conocimientos, permitiendo que pueda tomar decisiones acertadas sobre lo que se hace.
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Apéndice 1

Tipos de problemas de modelizacién
Considere la informacion correspondiente a una secuencia de problemas matematica presentes en

distintos tipos de actividades de modelizacion:

Ejemplo

La mama de Carlos le encanta
cocinar para su familia. Un dia
decidié hacer un pan casero, la
receta especifica que necesita
3 tazas de harina y una taza de
leche, ademas de otros
ingredientes, para preparar 20
panecillos. Como su familia se
deleita mucho del pan casero,
ella decide usar toda la harina
con que cuenta y cuando la
mide, descubre que tiene 16,5
tazas de harina. Ahora, el
problema para ella es
determinar la cantidad de leche
y del resto de los ingredientes,
de manera exacta, para cumplir
con la receta. Como sabe que
de Carlos le gusta realizar
calculos matematicos, le pide
ayuda para determinar las
cantidades exactas que
necesita.

Asi jCuantas tazas de leche le dije que deberia
usar? Ademas ;Cuantos panecillos pudo
preparar mi madre con la cantidad de
ingredientes que us6?

Redacte un informe donde se describa el método
de solucién utilizado y sus conclusiones para
cada una de las preguntas anteriores. Y conteste
la siguiente pregunta (En cuales otras
situaciones similares se podria aplicar el
razonamiento de este problema?

Ejemplo

10cm

mostrarselo a sus fieros en la

Para el tema de formacién de relieve de Costa Rica, la profesora de Ademas {Cuanto medira cada lado
Estudios Sociales asigné a cada uno de sus estudiantes un sector del del nuevo mapa? Y si lo amplifica
pais para exp . A Andy, di octavo afio le correspondié 10 veces ¢Cudl sera la medida del
el sector de Desamparados, el cual se muestra a continuacion: nuevo lado? Y si lo amplifica 100

veces ¢Cuanto medira el nuevo
lado? {Qué caracteristicas poseen
todas las figuras involucradas en
los procesos anteriores?

Por otra parte, Andy debe hacer
otro ejemplar del mapa para
pegarlo en su trabajo escrito que
sea la mitad del original. {Cuanto
medirad cada lado de este nuevo
mapa? éCudl es su razén de
semejanza?

Asimismo, redacte un informe
donde se describa el método de
solucién utilizado y sus
conclusiones para cada una de las

Andy debe agrandar este sector 5 veces mas que el original para preguntas anteriores. Y conteste la

éQué proceso  siguiente pregunta éEn cudles otras

matematico deberia realizar Andy para cumplir con la tarea situaciones similares se podria
propuesta por su profesora de Estudios Sociales? aplicar el razonamiento de este

problema?

Ejemplo

A las 10 de la maana, la iglesia del barrio proyecta una sombra de 14M. A la
misma hora, un arbusto cercano, de 1,75 mde altura, proyecta una sombra de
2m. 4Cual es la altura de la iglesia?
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Apéndice 2

Ciclo de etapas del proceso de modelizacion

Descripcidén

o El estudiante identifica, seleccionay ordena
la informacion relevante del problema.

¢ Realiza un procedimiento matematico como una
operacion, una formula un grafico, unatablaoun
dibujo, entre otros.

¢ Lo resuelve, obteniendo una posible solucion.
Y T ]

ANTY UAL TR Liowe

Validacién

 Se realiza una evaluacion o juicio de lautilidad de
las soluciones con respeto a las condiciones de
problema.

Prediccion

* Se realizan interpretaciones de los resultados de
la etapa anterior, tomado en cuenta para esto los
datos que proporciona la situacion problema.
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Apéndice 3

Ejemplos de estrategias

Considere el siguiente problema:

La mama de Carlos
cocinar para su fami

le encanta
lia. Un dia

decidié hacer un pan casero, la
receta especifica que necesita
3 tazas de harina y una taza de
leche, ademas de otros
ingredientes, para preparar 20

panecillos. Como su

familia se

deleita mucho del pan casero,
ella decide usar toda la harina

con que cuenta y
mide, descubre que
tazas de harina.
problema para

cuando la
tiene 16,5
Ahora, el
ella es

determinar la cantidad de leche
y del resto de los ingredientes,
de manera exacta, para cumplir
con la receta. Como sabe que
de Carlos le gusta realizar
calculos matematicos, le pide
ayuda para determinar Ilas
cantidades exactas que

necesita.

Asi ¢Cuantas tazas de leche le dije que deberia
usar? Ademas jCuantos panecillos pudo
preparar mi madre con la cantidad de
ingredientes que us6?

Redacte un informe donde se describa el método
de soluciéon utilizado y sus conclusiones para
cada una de las preguntas anteriores. Y conteste
la siguiente pregunta ¢(En cuales otras
situaciones similares se podria aplicar el
razonamiento de este problema?

A

| Tozo

) mrﬁ\\b

Tozas

Uo Dummu Lo,

NA.E.@ :E.Q 3

Tois

L6 ?unccrﬂos

T02uy,

80 puedliy

4
_JM—@MW i s

lade..

I

*"“’”‘F o
—-—-""’/—’_’_%_—'-ﬂ—

Estrategia 1

S ) | o—

Estrategia 2

(00 Pumdﬂt}

ape( i

Estrategia 3

306



4. GUIA DE ENTREVISTA 2

P
Universidad de Granada
Departamento de Didactica de la Matematica

GUIA DE ENTREVISTA 2 PARA MAESTROS

Introduccion. Se brinda al participante informacion sobre la investigacion, manejo de la
informacion y otros detalles, que también fueron planteados en la guia de entrevista 1. La
entrevista consta de 32 preguntas agrupadas en categorias y subcategorias de acuerdo al
conocimiento sobre la resolucion de problemas de modelizacion matematica que poseen los
maestros de primaria en ejercicio.

Informacidn del estudio de investigacion
A continuacion, se le presentan una serie de preguntas que debera contestar tomando en
cuenta su experiencia como maestro:

Categoria 1. Conocimiento sobre el estudiante como resolutor de tareas de
modelizacion

(a) Subcategoria: Caracteristicas de resolutores de tareas de modelizacion
1. ¢Qué caracteristicas del resolutor debe considerar un profesor al seleccionar o disefiar un
problema de modelizacion?

Para contestar la pregunta 2, se brinda al participante una tarjeta con una lista de
caracteristicas de un estudiante competente al resolver problemas de modelizacion
(Apéndice 4)

2. Tomando en cuenta las caracteristicas de la tarjeta ;consideraria estas caracteristicas de
estudiantes en sus lecciones para ensefiar la modelizacion? Explique su respuesta.

Respuesta negativa: ¢Por qué no consideraria las caracteristicas del resolutor de problemas de
modelizacion? Justifique su respuesta.

Respuesta positiva: ;Como consideraria esas caracteristicas?

(b)Subcategoria: Dificultades y errores de los estudiantes en procesos de modelizacidon

3. Al trabajar la modelizacion ¢ Cuales pueden ser algunas dificultades y errores que puede tener
un estudiante cuando resuelva un problema?
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Para contestar la pregunta 4 y 5, se brinda al participante una tarjeta con una lista de
errores y dificultades de los estudiantes al resolver problemas de modelizacion (Apéndice
5).

4. Al trabajar la modelizacion, ;considera relevante conocer y comprender las limitaciones de los
estudiantes para la toma de decisiones en el aula?

5. ¢Qué papel juega el conocer y comprender las limitaciones en la toma de decisiones en el aula
al ensefiar la modelizacion?

Categoria 2. Problemas de modelizacion como tarea escolar

(a) Subcategoria: Seleccion de tareas de modelizacion

6. ¢ Qué aspectos son necesarios que posea un problema de modelizacion en su enunciado?

7. ¢Cuales criterios de seleccion usaria para seleccionar un problema de modelizacion? ;De
donde los obtienen? ¢Por qué cree que son buenos criterios? Explique sus respuestas.

Para contestar las preguntas 8 y 9, se brinda al participante una tarjeta con una lista de
caracteristicas para construir o seleccionar un problema de modelizacion matematica
(Apéndice 6).

8. ¢Cual es su opinidn al respecto a las caracteristicas que aparecen en la tarjeta? Justifique su
respuesta.

9. ¢Considera que estas caracteristicas son necesarias al disefiar y/o seleccionar un problema de
modelizacién? Explique su respuesta.

Para contestar la pregunta 10, se brinda al participante una tarjeta con el problema
“Fiesta de la clase” de Borromeo Ferri (2008) (Apéndice 7).

10. ;Considera que el problema “La fiesta de la clase” se puede utilizar en el aula de matematica
en la que se quiera trabajar la modelizacion matematica? Justifique su respuesta.

Respuesta negativa: ¢Por qué? ;Qué modificaciones les realizaria?
Respuesta positiva: ¢Qué cambios realizaria para poder implementarlo en su aula? Justifique su
respuesta.

(b)Subcategoria: Modelos tedricos de modelizaciéon matematica
11. ;Conoce algun modelo tedrico de modelizacion matematica? ¢Si es asi en qué consiste?
Justifique su respuesta.

Para contestar las preguntas 12 y 13, se brinda al participante cuatro tarjetas, cada una
presenta una de las etapas del ciclo de modelizacién matematica de Lesh y Doerr (2003). El
participante debe organizar las etapas segun el orden correcto del ciclo. Posteriormente se
brinda una pequefa explicacion de qué consiste las etapas de cada ciclo de modelizacién
(Apéndice 8).

12. ¢Es necesario y relevante el realizar cada una de las etapas presentadas en el proceso de
modelizacién? ;Porqué? Amplie su respuesta.
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13. Con respecto a las etapas expuestas en las tarjetas ¢Las utilizaria para trabajar la
modelizacién? ;Por qué? Explique su respuesta.

(c) Subcategoria: Invencién de problemas de la modelizacién matematica
14. ;Has inventado, creado o modificado una actividad de modelizacion?
Respuesta negativa: ¢Por qué?

Respuesta positiva: Describe como has hecho este proceso y que has utilizado.

15. Al ensefiar la modelizacion matematica ¢ha pedido a los estudiantes que inventen, creen o
adapten problemas como parte de sus actividades de ensefianza? Explique su respuesta.
Respuesta negativa: ¢Por qué?

Respuesta positiva: Describe como has hecho este proceso y qué has utilizado.

Categoria3. Factores no cognitivos

Para contestar la pregunta 16, se brinda al participante una tarjeta con una lista de
factores no cognitivos en la modelizacion (Apéndice 9).

16. ¢Cudl es su opinion al respecto a las afirmaciones que aparecen en la tarjeta? Justifique su
respuesta.

17. ¢Qué papel juegan las concepciones y las creencias del maestro en el aprendizaje de los
estudiantes al resolver problemas de modelizacion?

18. ¢ Qué papel juegan las concepciones y las creencias de los estudiantes en su aprendizaje al
resolver problemas de modelizacion?

Categoria 4. Gestion de la ensefianza de la resolucion de problemas de
modelizacion

(a) Subcategoria: Enfoques de ensefianza de la modelizacidn

19. ¢Conoce algun enfoque o método para fomentar las acciones de ensefianza en una clase de
modelizacién? Explique su respuesta.

(b) Subcategoria: Gestidn del discurso

20. ¢Considera que el utilizar adecuadamente un problema de modelizacién es una labor
fundamental del profesor? Explique su respuesta.

21. {Como deberia el maestro distribuir el tiempo en una clase de modelizacion?

22. ;COomo se deberia organizar a los estudiantes al trabajar un problema de modelizacion en el
aula?

23. ¢ Cual debe ser el papel del maestro al trabajar un problema de modelizacion en el aula?

24. En una clase de modelizacion matematica ¢(Qué acciones de participacion activa debe
fomentar el maestro para socializar los resultados?

25. ¢ Cuél seria el rol de la comunicacion y la argumentacion en una clase de modelizacion?

26. ¢Cuales actividades metacognitivas® deberia realizar el maestro en una clase de modelizacion
matematica?

& Un proceso metacognitivo es donde el resolutor se autorregula, monitorea y controla los heuristicos y los
conocimientos, permitiendo que pueda tomar decisiones acertadas sobre lo que se hace.
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(c) Subcategoria: Gestién de los atascos
27. ¢Qué ayuda(s) se le puede brindar al estudiante para que avance en la resolucion de
problema de modelizacion?

un

28. ¢ Cuando y como el maestro debe intervenir para ayudar al estudiante cuando este atascado en

la resolucién de un problema de modelizacion?

(d) Subcategoria: Gestién de la evaluacion
Aclarar que se refiere en cuanto a evaluacién académica.

29. ¢Cuadles tipos de instrumentos de evaluacion formativa puede utilizar el maestro para medir
el conocimiento de sus estudiantes al trabajar la modelizacion matematica en el aula? Amplie su

respuesta.

30. ¢Cuadles tipos de instrumentos de evaluacion sumativa puede utilizar el maestro para medir el

conocimiento de modelizacion en sus estudiantes? Amplie su respuesta.
31. ¢ Qué criterios utilizaria para evaluar las competencias de modelizacion de un estudiante?

(d) Subcategoria: Gestién de los recursos
Recursos se refiere a materiales (tanto manipulativos como intangibles), se excluye el tiempo.
32. ¢ Qué materiales o recursos puede usar el maestro al trabajar la modelizacion matematica?

Apéndice 4

Lista de caracteristicas de un estudiante competente al resolver problemas de modelizacion

irrelevante.

es necesario, elige notaciones matematicas apropiadas y representa situaciones graficamente

matematico para resolver el problema.

matematico apropiado y / o comunica las soluciones.

en general las limitaciones del modelo.

Comprende el problema real y establece un modelo basado en la realidad significa: Es
decir hace suposiciones sobre el problema y simplifica la situacion, reconoce las cantidades
que influyen en la situacion, nombra e identifica variables clave, construye relaciones entre
las variables, busca informacion disponible y diferencia entre informacién relevante e

Construye un modelo matemético a partir del modelo real significa: matematiza
cantidades relevantes y sus relaciones, simplifica las cantidades relevantes y sus relaciones si

Resuelve cuestiones matematicas dentro de este modelo matematico: utiliza estrategias
heuristicas como la division del problema en partes, estableciendo relaciones con problemas
similares o analogos, reformulando el problema, viendo el problema en una forma diferente,
variando las cantidades o los datos disponibles, entre otros. También utiliza el conocimiento

Interpreta resultados matematicos en una situacion real: interpreta resultados
matematicos en el contexto extramatematico, generaliza las soluciones que se desarrollaron
para una situacion especial, demuestra soluciones a un problema utilizando un lenguaje

Valida la solucién significa: revisa criticamente y reflexiona sobre las soluciones
encontradas; para revisar algunas partes del modelo o volver a pasar por el proceso de
modelizacion si las soluciones no se ajustan a la situacion, reflexiona sobre otras formas de
resolver el problema o si las soluciones pueden ser desarrolladas de manera diferente, discute
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Apéndice 5
Lista de errores y dificultades de los estudiantes al resolver problemas de modelizacion
1. El estudiante no comprende las partes esenciales del problema, es decir realiza una lectura
superficial del problema, dejando de lado detalles relevantes o tomando en cuenta
informacion no importante del problema.
2. Al crear y construir un modelo, es decir al realizar suposiciones erroneas los estudiantes
crean modelos inapropiados para el contexto, lo que manifiesta una inconsistencia entre el
mundo real y el modelo matematico.
3. Al utilizar conceptos y procedimientos matematicos inapropiados para resolver el
problema, es decir al utilizar las propiedades matematicas incorrectamente o realizar errores
de célculo.
4. El estudiante no evalua la razonabilidad de una solucion matemaética en el contexto de un
problema del mundo real, es decir no realiza una validacion y reflexion que permitan
conectar el mundo matematico con el mundo real.

Apéndice 6
Lista de caracteristicas para construir o seleccionar un problema de modelizacion

1. El contexto del problema debe estar basado en el entorno familiar, fisico, social, cultural y
cientifico del estudiante.

2. Debe generar la necesidad de construir y modificar un modelo matematico.

3. Debe tener condiciones necesarias para que el estudiante pueda decidir sobre la utilidad y le
permitan avanzar con sus primeras suposiciones.

4. Debe tener pautas claras para plasmar sus pensamientos matematicos en forma explicita.

5. Al resolver un problema, la solucién de este puede servir para motivar la resolucion de otros
problemas con contextos similares y que se pueden resolver de la misma manera.

6. El estudiante puede crear y formular otros caminos de solucion para resolver el problema.

Apéndice 7
Problema “La fiesta de la clase”

Pronto tu clase quiere hacer una fiesta en la escuela. Los miembros de la clase decidieron que
los padres no deberian estar muy involucrados con la organizacion y por eso es su trabajo. En la
alcancia de la clase hay unos $50. ¢Es eso suficiente para una buena fiesta? ;Cuanto dinero
tienes que cobrar a cada persona de tu clase?
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Apéndice 8

Ciclo de etapas del proceso de modelizacion

Descripcién

® El estudiante identifica, seleccionay ordena
la informacién relevante del problema.

e Realiza un procedimiento matematico como una
operacioén, una formula un grafico, unatablaoun
dibujo. entre otros.

e Lo resuelve. obteniendo plr'xelllPosible solucion.
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Validacién

e Serealiza una evaluacién o juicio de lautilidad de
las soluciones con respeto a las condiciones de
problema.

Prediccidén

e Se realizan interpretaciones de los resultados de
la etapa anterior, tomado en cuenta para esto los
datos que proporciona la situacién problema.
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Apéndice 9
Lista de factores no cognitivos en la modelizacion

1. La modelizacion matematica es el uso de materiales concretos y manipulativos en la

ensefianza de las matematicas.

Solo existe una unica forma de resolver el problema de modelizacion.

Un problema de modelizacion se resuelve en poco tiempo, sino no se puede resolver.

4. En un problema de modelizacion no es necesario revisar los procesos matematicos, ni la

solucion final.

Solo existe una unica forma de resolver un problema de modelizacion.

Un problema de modelizacion se debe resolver en forma individual.

7. El maestro debe contestar todas las preguntas del estudiante o formular preguntas directas
que lo guien a la solucion del problema de modelizacion.

8. No es necesario integrar los conceptos matematicos con su aplicacién en la vida cotidiana.

9. La matematica es util en situaciones de la vida real.

10. Lo mas importante al resolver un problema de modelizacion es el modelo matematico y
el encontrar una solucién de este.

11. Al ensefiar la modelizacion puedo usar cualquier problema matematico de los libros de
texto.

12. Los problemas de modelizacion deben ser complicados y que se usen bastantes
conocimientos no matematicos.

13. Al ensefiar bajo el enfoque de modelizacion matematica es importante el manejo de las
emociones del estudiante como la ansiedad y frustracion.

14. En la ensefianza de la modelizacion matematica es relevante que el maestro forme
actitudes en el estudiante como la tolerancia, la perseverancia, la responsabilidad, entre
otros.
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