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Capitulo 1

Introduccion

La extension de la Teoria de Campos de temperatura cero a temperaturas y densidades
finitas es un paso natural que se produjo hace medio siglo [1, 2, 3, 4]. La Teoria de Campos a
Temperatura y Densidad Finitas (TCTDF) [5, 6, 7], se desarrollé a partir de la Teoria Rel-
ativista de Muchos Cuerpos, y constituye una amalgama de Teoria de Campos y Mecanica
Estadistica. Es aplicable en aquellos problemas de la fisica tedrica de particulas que tienen
caracteristicas de muchos cuerpos. A nivel tedrico se necesitan formulaciones apropiadas
del problema térmico, para el cual se disponen de varios formalismos. Dos ejemplos son el
formalismo de Tiempo Imaginario y el de Tiempo Real [8]. A pesar de la larga experiencia
acumulada en este campo, muchos de los problemas planteados inicialmente atin siguen
abiertos.

Muchos son los logros de la TCTDEF y se esperan muchos més. Por una parte permite
estudiar las teorias ya existentes mas alla del contexto en el que inicialmente fueron creadas.
Esto significa explorar las propiedades de la materia en condiciones extremas, con altas
temperaturas y densidades. Un ejemplo de esto es la teoria de QCD [9], que se creé como
un intento de desarrollar una teoria fundamental de las interacciones fuertes. La TCTDF
aplicada a QCD [10] predice que cuando la temperatura y las densidades aumentan, ex-
iste una transicién a una fase en la que los quarks y gluones estdn desconfinados (fase
de desconfinamiento del color). TCTDF predice, por tanto, la existencia de un plasma de
quarks y gluones que, de hecho, deberia existir en los primeros instantes del universo, de
acuerdo con los modelos cosmoldgicos actuales. Esto tiene importantes consecuencias en
el campo de la astrofisica, ya que la transicion de fase podria haber jugado un papel muy
importante en la formacion de materia oscura. Otro campo donde la TCTDF estd dando
frutos importantes es en el contexto de las colisiones de iones pesados a muy alta energia.
El hecho de que la transicion de fase de QCD ocurra a temperaturas no excesivamente al-
tas T, ~ 200 MeV hace que estas condiciones se puedan estudiar en el laboratorio. Existen
estudios importantes de esta nueva fase de la materia en laboratorios actuales [BNL Rela-
tivistic Heavy Ion Collider (RHIC)] [11] y es previsible que se contintien posteriormente en
futuras instalaciones: ALICE, y Large Hadron Collider (LHC) en el CERN. Finalmente,
un tercer lugar donde pueden surgir tales condiciones extremas es en el interior de estrellas
de neutrones, donde la densidad es superior a la densidad nuclear.



6 Capitulo 1: Introduccion

Existen distintas técnicas para estudiar el comportamiento de QCD en funcion de la
temperatura y la densidad. Estas técnicas se pueden agrupar en tres categorias diferentes:
los métodos perturbativos, los modelos efectivos de QCD en el reticulo y los métodos
semicldsicos (instantones) [10].

La teoria de QCD presenta diferentes simetrias. En primer lugar es invariante bajo el
grupo de simetria local SU(V,). Cuando la masa de los quarks es igual a cero, el lagrangiano
de QCD es invariante bajo el grupo de simetria global SU(Ny),xSU(N¢)g, el cual se suele
designar como grupo de simetria quiral [12]. Ademds existe una simetria global U(1)p
relacionada con la conservacién del nimero bariénico y una simetria global axial U(1) 4.

En gluodinamica pura, esto es en ausencia de fermiones, la teoria presenta una simetria
global extra asociada con el centro Z(N,) del grupo gauge de color SU(XV,). En el formalismo
de tiempo imaginario, la simetria Z(N,) es generada por la accién de transformaciones gauge
locales que son periddicas salvo un elemento arbitrario del centro, U(1/7T,%) = zU(0, Z),
2z = e?™/Ne La transicién a la fase de desconfinamiento puede verse como la rotura
espontanea de la simetria del centro a temperaturas suficientemente altas. Un parametro
de orden natural para la simetria Z(N,) es el loop de Polyakov, que se define como

1 . S
L(T) = <FtrcP G dw°A0<“’x0))> , (1.1)

C

donde ( ) indica valor esperado en el vacio, tr. es la traza en espacio de color (en repre-
sentacion fundamental), y P indica ordenacion a lo largo del camino de integracién. Ay es
la componente temporal del campo gluénico (en tiempo euclideo). Bajo una transforma-
cién gauge con simetria del centro, el loop de Polyakov transforma L — zL, de modo que
en la fase en que la teorfa presenta la simetria Z(N.) (fase de confinamiento del color), el
loop de Polyakov necesariamente vale cero. En la fase de desconfinamiento esta simetria
estard espontaneamente rota, y eso vendra caracterizado por un valor no nulo para el loop
de Polyakov. Calculos recientes muestran que en una teoria gluénica pura con N, = 3 esta
transicion ocurre a una temperatura critica 7. ~ 270 MeV [13], y se trata de una transicién
de primer orden.

Fisicamente el promedio térmico del loop de Polyakov en la representacion fundamental
determina la energia libre relativa al vacio de un unico quark,

e ) = (L(a) (1.2)

y la funcién de correlacién de dos loop de Polyakov conduce a la energia libre de quark-
antiquark,

e i) = (L(x)L(y)"). (1.3)

La renormalizacion del loop de Polyakov es un problema que hoy en dia esta abierto [14].
Recientemente se ha desarrollado un método para renormalizar el loop de Polyakov en el
reticulo [15, 16], y consiste basicamente en el cdlculo de la energia libre a partir de la funcién
de correlacién de dos loops de Polyakov, ec. (1.3). Los datos que se obtienen muestran un
comportamiento que difiere claramente del predicho por teoria de perturbaciones [17] en



la regién cercana a la transicion de fase, de modo que los efectos no perturbativos parecen
ser dominantes en esta zona de temperaturas.

Un punto importante es qué efectos produce la inclusion de fermiones en una teoria
gauge pura. En el caso de QCD, cuando se anaden quarks en la representacién fundamental,
la simetria del centro Z(N.) se rompe explicitamente, y el loop de Polyakov no sirve, en
principio, como parametro para caracterizar la transiciéon de desconfinamiento. Una de las
consecuencias es la modificacion de las condiciones en que se produce la transicion de fase.
En concreto, los quarks tienden a suavizar la transicién, de tal modo que en la teoria SU(3)
se convierte en una transicién de fase de segundo orden [16].

En cuanto a la simetria quiral, ésta se encuentra espontaneamente rota a baja tem-
peratura, pero por encima de un cierto valor se recupera. El pardmetro de orden local en
este caso es el condensado de quarks (qq), que es diferente de cero a baja temperatura,
donde la simetria quiral esta rota, y cero por encima de la transicién de fase quiral. Por
tanto, desde un punto de vista tedrico la transicion de fase de QCD consiste en realidad
de dos transiciones de fase distintas, que podemos llamar transicion de desconfinamiento
de color y transicién de restablecimiento de la simetria quiral. Las simulaciones de QCD
en el reticulo sugieren que, cuando se consideran fermiones sin masa, las dos transiciones
tienen lugar a la misma temperatura, al menos en el caso de potencial quimico cero [18]. En
este caso la temperatura de restablecimiento de la simetria quiral es T, ~ 155 — 175 MeV,
donde el valor preciso depende del niimero de sabores. Cuando se consideran masa fisicas
para los quarks la situacion no esta completamente clara. Para valores moderados de la
masa, la transicién quiral no tiene un parametro de orden bien definido, y no se produce
una transicién de fase pura sino tinicamente un cambio rapido.

Obviamente, es de esperar que todos estos fenémenos de QCD a temperatura finita
sean consistentes con invariancia gauge. La invariancia Lorentz se rompe explicitamente
en calculos a temperatura y densidad finitas, debido a que existe un sistema de referencia
privilegiado, que es el bano térmico, y que se supone en reposo; no obstante, la invariancia
gauge permanece como una simetria exacta. En calculos concretos en teoria de pertur-
baciones, la conservacion de la invariancia gauge a temperatura cero se consigue con un
numero finito de términos, sin embargo a temperatura finita es necesario considerar un
niumero infinito de términos, lo cual obligaria en un principio a hacer un tratamiento no
perturbativo.

Actualmente los grados de libertad hadrénicos se vienen tratando con teorias quirales
efectivas cuyo ingrediente basico son los bosones de Goldstone generados en la rotura
espontanea de la simetria quiral de QCD [19, 20]. Varias son las aproximaciones que se
han hecho, como la Teoria Quiral de Perturbaciones (TQP)[19, 21] o modelos de quarks
quirales como el modelo sigma [22] o el modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) [23, 24, 25].

La TQP se fundamenta en la construccién de un lagrangiano efectivo invariante quiral
como desarrollo en potencias de los momentos externos de los campos pseudo-escalares y
de la masa de los quarks. Este lagrangiano debe satisfacer ciertos requisitos de simetria
como invariancia gauge, invariancia Lorentz (a temperatura cero), paridad y conjugacién
de carga, y se escribe en términos de constantes de baja energia que se corresponden con
funciones de Green de QCD. Los valores de estas constantes no pueden ser determinados
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a partir de argumentos de simetria exclusivamente.

Los modelos de quarks quirales aspiran, como TQP, a constituir una aproximacién de
la dindmica de QCD no perturbativa a baja energia. Estos modelos hacen uso explicito
de grados de libertad de quarks. El modelo de Nambu-Jona-Lasinio ha sido muy utilizado
en el pasado y aun se sigue utilizando. Las interacciones efectivas de cuatro fermiones del
modelo NJL representan cierta aproximacion a QCD. Sin embargo, desde un punto de vista
tedrico atin no esta claro de qué modo estas interacciones de cuatro quarks surgen de QCD.
En el caso de dos sabores uno de los mecanismos podria ser las llamadas interacciones de
t’Hooft, que consisten en la interaccién de quarks a través de los modos cero de instantones
26].

La accion efectiva, una extensién a teoria cuantica de campos del potencial termodinami-
co de mecanica estadistica, juega un papel tedrico muy importante pues esta relacionada
con cantidades de interés fisico. A un loop tiene la forma c¢Trlog(K’), donde K es un oper-
ador diferencial que controla las fluctuaciones cudnticas cuadraticas sobre un background
clasico. Esta magnitud sufre algunas patologias matemaéticas, tales como divergencias ul-
travioletas y multivaluacion. Por ello resultado 1til expresar la accion efectiva mediante la
representacion de tiempo propio de Schwinger

> d
—cTrlog(K) —/ T Tye / T/detr zle ™ |x). (1.4)
0

Al contrario que la accién efectiva, el heat kernel (o méas concretamente su elemento de
matriz) (z|e”"|z) es univaluado y finito en la regién ultravioleta para valores positivos de
parametro de tiempo propio 7.

El heat kernel fue introducido por Schwinger [27] en teorfa cudntica de campos como una
herramienta para regularizar divergencias ultravioletas de un modo que preserve invariancia
gauge. El heat kernel y su desarrollo han sido aplicados también en el estudio de densidades
espectrales e indices de operadores de Dirac (D) [28, 29] en términos de operadores de Klein-
Gordon (D'D), para el cdlculo de la funcién ¢ [30, 31] y anomalias de estos operadores [32],
para definir la accién efectiva de teorias gauge quirales [40], para el efecto Casimir [33], etc.
El heat kernel se puede calcular perturbativamente haciendo un desarrollo en potencias del
tiempo propio. En la presente memoria va a constituir una herramienta fundamental para
el calculo de las diferentes teorias efectivas que vamos a considerar.

Esta tesis esta estructura del siguiente modo:

En el capitulo 2 se considera el heat kernel a temperatura cero, y se construye su gen-
eralizacion a temperatura finita, dentro del formalismo de tiempo imaginario. Con objeto
de conseguir un desarrollo que preserve la invariancia gauge orden por orden, haremos uso
de una generalizacién a temperatura finita del método de los simbolos [34], que permite
calcular de un modo sencillo el desarrollo de una funcién en término de operadores locales
y covariantes gauge. Esto va a conducir a la definicién del loop de Polyakov (sin traza),
que es un objeto covariante gauge, y que aparece de manera natural en el desarrollo. El



calculo se hace para un gauge general y en presencia de campos escalares que pueden ser
no abelianos y no estacionarios.

En el capitulo 3 se considera la teoria gauge SU(N.) de QCD, y se calcula su accién
efectiva a nivel de un loop en el régimen de temperaturas grandes, haciendo uso del resul-
tado del heat kernel del capitulo 2. Se calculan por separado el sector gluénico y el sector
de quarks, y se hace un estudio de cémo los quarks rompen explicitamente la simetria
del centro Z(N.). Esta rotura se va a manifestar en que algunos de los minimos absolu-
tos degenerados que presenta el potencial efectivo de la teoria como funcién del loop de
Polyakov van a dejar de serlo, y se van a convertir en puntos estacionarios (minimos o
méximos locales). A temperaturas suficientemente grandes esta justificado considerar una
teoria efectiva dimensionalmente reducida, pues lo modos de Matsubara no estaticos de
los campos gauge se hacen muy pesados y desacoplan de la teoria. Dentro del proble-
ma de reduccion dimensional obtendremos la estructura del lagrangiano dimensionalmente
reducido.

En el capitulo 4 se aborda la problematica que presenta el tratamiento estandar de
los modelos de quarks quirales a temperatura finita. Discutimos el acoplamiento del loop
de Polyakov de color con los quarks, y calculamos el lagrangiano quiral efectivo a bajas
energias, con una prediccién para las constantes de baja energia.

En el capitulo 5 se hace un estudio fundamentado de los datos del loop de Polyakov
renormalizado en la fase de desconfinamiento de color, obtenidos en el reticulo. Se estudian
las contribuciones no perturbativas existentes, en el marco de un modelo fenomenologico
que describe estas contribuciones como generadas por condensados gludnicos invariantes
BRST.

El capitulo 6 estara dedicado a estudiar los efectos de curvatura sobre varios mode-
los de quarks quirales: Quark Constituyente, Georgi-Manohar y Nambu—Jona-Lasinio. En
concreto, se estudiara el acoplamiento de la gravedad en estos modelos de un modo que
evite la introduccion de nuevos campos aparte de los del caso plano y la métrica. Se es-
tudiara el lagrangiano quiral a bajas energias que se obtiene, con valores concretos para
las constantes de baja energia estandar y una prediccion para las constantes asociadas a
términos no métricos con contribucion de curvatura.

En el capitulo 7 se hard un estudio de la estructura de la accion efectiva del mode-
lo quark espectral acoplado con gravedad. Por una parte se considerard la contribucién
anomala, y por otra la parte no-anémala, con una prediccion para las constantes de baja
energia. Se estudiaran los resultados del modelo en el esquema de dominancia vectorial,
y se comparara con el calculo en el limite de /N, grande en la aproximacién de una tnica
resonancia.

Por 1ltimo, en el capitulo 8 se presentaran las conclusiones de la memoria.
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Capitulo 2

Desarrollo del Heat Kernel

El desarrollo del heat kernel [27, 40] se usa frecuentemente en el contexto de los méto-
dos de integrales de caminos para integrar grados de libertad externos de un modo no
perturbativo. El resultado es un desarrollo en los campos que corresponden a aquellos gra-
dos de libertad que no han sido integrados. Esto quiere decir que el desarrollo del heat
kernel proporciona una teoria de campos efectiva. Los términos del desarrollo se clasifican
de acuerdo con su dimension.

En este capitulo estd basado en las referencias [35, 36]. Nuestro objetivo consiste en
disenar un método que permita mantener la invariancia gauge a temperatura finita de forma
manifiesta orden por orden en el desarrollo dimensional. Hay que notar que el tratamiento
es inevitablemente complejo pero necesario.

Como motivacion, estudiaremos el potencial macrocanénico de un gas de particulas
libres relativistas, donde el loop de Polyakov se reduce a la fugacidad e, con 8 = 1/T la
temperatura inversa y u el potencial quimico. La idea consiste en respetar la propiedad de
periodicidad de la exponencial bajo cambios periédicos del potencial quimico p — pu+i277T'.
Aunque este caso es trivial, ayudard a comprender mejor la idea subyacente del método de
los simbolos.

2.1. Potencial macrocandénico de un gas de particulas
libres relativistas

Consideraremos el caso de un gas de particulas libres relativistas. Por claridad estudi-
aremos el caso bosonico. La accién efectiva W se puede calcular a partir del heat kernel

del siguiente modo
< d
W = Trlog(K) = —Tr/ DT o) | (2.1)
o T
donde hemos hecho uso de la representacion de Schwinger de tiempo propio. K es un
operador de tipo Klein-Gordon, que serd definido en ec. (2.13), y que incluye un potencial

quimico a través del campo externo Ay = —iu, y el loop de Polyakov correspondiente es

11
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Q = e 1 El potencial macrocanénico esté relacionado con la accién efectiva a través
de W = Q.. Si hacemos uso de ec. (2.40), con la definicién de la funcién ¢ dada en
ec. (2.41), sustraemos la parte de temperatura cero (que corresponde a considerar ¢y — 1),
y se realizan las integrales, finalmente llegamos al resultado estdndar [42]

ddl'ddk —B(wr— —B(w,
W = N/W [log (1 —e Alwr “)) +log(1—e Al k+"))] . (2.2)

N es el nimero de especies y w, = Vk? + m2. El efecto de introducir otros campos externos
puede ser tenido en cuenta mediante los sucesivos érdenes del desarrollo del heat kernel
(ec. (2.40) corresponde al primer orden en el desarrollo del heat kernel general).

Es importante subrayar la relacién entre el potencial quimico p y el loop de Polyakov.
El potencial quimico se acopla al potencial escalar como una constante aditiva. Puesto que
es constante, u no contribuye a los operadores locales, ya que Ag(x) sélo aparece a través
de la derivada covariante ZADO. Notar que si el loop de Polyakov no existiera en las férmulas,
1 no apareceria en la funciéon de particién, lo cual obviamente constituye un resultado
incorrecto. Asimismo hay que destacar que la dependencia periddica del heat kernel en
log €2 conduce al hecho bien conocido de que la funcién de particion es periddica en Gu con
periodo 27 (condicién de consistencia debido a su acoplamiento con el operador de carga
cuantizado).

El loop de Polyakov aparece pues, como una generalizacién del factor e®* para campos
gauge no abelianos y no constantes.

2.2. Método de los Simbolos

Consideremos un operador genérico

J/C\: f(MaDM)v (23)

construido con M y D,, en un sentido algebraico, esto es, es una combinacién lineal (o serie)
de productos de M y D, con coeficientes que son c-ntimeros. D, es la derivada covariante

Dy = 0y + Au(z), (2.4)

A, (z) es el campo gauge y M (z) denota una o varias funciones matriciales de z,, que repre-

sentan otros campos externos diferentes de los campos gauge. El método de los simbolos [37]

permite calcular de un modo sistemético los elementos diagonales del operador (2.3).
Consideraremos la siguiente normalizaciéon para los estados con posiciéon y momento

bien definidos
(z[p) =™,  (plp/) = (2m)Ps(p— 1), (2.5)

'En esta seccién consideramos el caso en que Ag(zg) sea el tinico campo existente, esto es A(z) =0, y
el término de masa es un c-ntimero constante m? (ver seccién 2.4.1).
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y la relacién de completitud

dPp
1= [ Gl (2.6

D es la dimension del espacio-tiempo. Denotaremos por |0) el estado de momento cero, el
cual satisface

@) =1, B0y = OF =0, (o) = [ 1)

En nuestra notacién p, es puramente imaginario, no obstante [ dPp indica integracion
estdndar en R? y §(p — p') es la funcién delta correspondiente. p? significa —p,,p,,.
Si consideramos el elemento de matriz (z|f(M, D,)|x), se tiene

@FOLDN) = [ GO D)) o)

-/ gﬂfD (plo) (elee P F(M, D)ePepy.  (2.8)

En la primera igualdad hemos introducido la relacién de completitud (2.6). Teniendo en
cuenta que el operador posicion T es el generador de las traslaciones en momentos, tenemos
las siguientes transformaciones de semejanza

e D™ =D, +p,, e PM(zx)e™ = M(x), (2.9)

o en general para f, construida en sentido algebraico con M y D,

e P f(M,D,)e™ = f(M,D, +p,). (2.10)
Basta considerar (z]|e® = e™ (x| y e ?P|p) = |0) en (2.8) para obtener la férmula del
método de los simbolos
dPp

Al elemento de matriz (z|f(M,D, + p,)|0) se le denomina simbolo de . El problema
con (2.11) reside en que la covariancia gauge no se manifiesta de manera explicita cuando
se usa una base en momentos. En efecto, |0) (o mds generalmente |p)) no es covariante
bajo transformaciones gauge locales. Por otra parte, el miembro derecho de la igualdad en
ec. (2.11) es explicitamente invariante bajo transformaciones de tipo boost

D, — D, +ay, (2.12)

donde a, son c-ntimeros constantes. Esto se debe a que el cambio en a, puede ser com-
pensado mediante un cambio similar en la variable de integracién p,. Esta propiedad es la
condicién necesaria y suficiente para que exista covariancia gauge, pues implica que en un
desarrollo de f en los operadores, D, debe de aparecer sélo en el interior de conmutadores.
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2.3. Desarrollo del Heat Kernel a temperatura cero

En esta seccion aplicaremos el método de los simbolos para el calculo del heat kernel.
Consideramos el operador de Klein-Gordon

K =M(z)—D3. (2.13)

El heat kernel se define como el elemento de matriz (x|e "X|z). A 7 se le denomina
parametro de tiempo propio. Este objeto resulta en general dificil de calcular, y en la
practica interesa estudiar su comportamiento cuando 7 es pequeno. El heat kernel admite
un desarrollo en serie de potencias de 7 alrededor de 7 = 0. Usando la notacién estandar

(e~ |z) = 4m 57 Zan . (2.14)

Los coeficientes a, () son conocidos como coeﬁmentes de Seeley-DeWitt” [38, 39], y estén
formados por una combinacién lineal de productos de M y D,,. Puesto que el heat kernel
es covariante gauge, serfa deseable que (2.14) fuera covariante gauge orden por orden.

La aplicacién de (2.11) conduce a

T(M—D3?) — de —7(M~(Dpu+pp)?)
<CL’|€ |CL’> - (271_)[)<:L‘|6 |O>

d"p —r(M—D242p,, D,,)
= @n)P e (zle nTEP ) |0) (2.15)

Notar que p, es un c-ntimero, de modo que conmuta con todos los operadores. En este
punto es cuando se realiza el desarrollo de la exponencial. Hasta O(7?) se tiene

(z]e TM-DD|z) = d°p e (|1 —7(M — D? +2p,D,)
(2m)P et

2

+o (M2 —{D2, M} +2p,{D,, M} + D.D? + 4p,p, D, D, — 2p,{D
O(7)[0) .

Se ha usado la notacién estdandar para los corchetes de Poisson: {4, B} = AB + BA. En

general, las integrales que aparecen son del tipo

d”p = 1 - 2"/, 2.17
P P = Gypa? St (2.17)
1 in

_ /2085 .
= G pn? | i

donde 0;,4,..;, es el producto sin normalizar y completamente simétrico de n deltas de
Kronecker (es decir, (n — 1)!! términos). Tras integrar en momentos

.5,

in—1%n

+ (permutaciones)) ,

T(M—D2) 1 2
(zle™” Wz) = W@H_T(M_Du)

2

T 2
LT <M2 —{D; M} + DD, ~ ;DZ) +0())0).  (2.18)

D)

(2.16)
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Notar que el término —2D? que aparece a O(7?) cancela el término —D? de O(7). La
invariancia del heat kernel bajo la transformacion (2.12) implica que en el desarrollo (2.18)
sélamente podrdn aparecer términos con derivadas D,, dentro de conmutadores. En efecto,
el cambio D,, — D, + a, no tiene efecto cuando D,, estd dentro de un conmutador, pero
da cuenta de las contribucién procedente de términos con D, fuera de conmutadores. Esto
significa que los tnicos términos que sobreviven son los multiplicativos en el espacio de
posiciones. M(x) y [D,, D,] son operadores multiplicativos, mientras que Di no lo es. Si

h es un operador multiplicativo en espacio de posiciones, ﬁ\x) = h(x)|z), se tiene
(x|h|0) = h(z) . (2.19)
Como ejemplo, se puede comprobar que
{D:,M} = [D,,[D,,M]] +2[D,, M|D,. (2.20)
El término 2[D,,, M]D,, no contribuird en el desarrollo. Teniendo en cuenta algunas can-
celaciones procedentes de érdenes superiores en 7, el resultado final que se obtiene es

2 1 1 1
(z]e”TM=Di)|z) = (1 —TM + 72 (51\42 — —M,, + —F? > + (’)(7’3)> . (2.21)

(477)D/? 6 127 m

En lo sucesivo utilizaremos la siguiente notacién. El tensor de fuerza se define como F),, =
[D,,D,], y del mismo modo el campo eléctrico es E; = Fj. Ademds, la notacién 1/5#
significa la operacién [D,, |. Por dltimo decir que usaremos una notacién con subindices
del tipo X,a, lo que significa ﬁ#ﬁyﬁaX = [D,,[Dy, [Da, X]]]. Por ejemplo, My, = ﬁgM,
Fopy = Do

Los coeficientes de Seeley-DeWitt estan calculados en la literatura. Las expresiones
explicitas para los coeficientes a,(x) del desarrollo (2.14) hasta orden n = 3 son [40, 41]

ag = 1,
a; = —M,
1., 1 1,
Ao = éM —EMMM+EFMV,
1M3+1{MM }+1M2 L 1[F M,) 1{MF2}
a = - Ta Ta i AN 17772 18] vl T 5A ) v
3 6 12V e T gt g e 60" M 30 "
1 1 1 1 1
-—F,MF, +—F* ——F,F,F,, +—F? —{F,. Foouw . (2.22
60 H [ +45 pro 30 I //'+180 /L;LV+6O{ nvs N} ( )

El desarrollo del heat kernel se usa frecuentemente para el calculo de la accion efectiva, y
en este caso resulta necesario calcular la traza del heat kernel Tr e ™M =Di) | A temperatura
cero los coeficientes con traza b, (z) se definen simplemente como

Tr (e_T(M_DiQ)> = W ni;o/de tr (bp(x)) 7. (2.23)



16 Capitulo 2: Desarrollo del Heat Kernel

Una propiedad importante es que el coeficiente a,, se puede obtener a partir de una variacion
en primer orden de b, ;. En efecto, por la propia definicion del heat kernel se tiene que

2 ]. 5 2
7T(M*l)’u) _ 7T(M*Z)‘u)
(x|e |z) = S )Tr (e ) . (2.24)

Si hacemos uso del desarrollo en ambos miembros de la igualdad, a temperatura cero
encontramos
)

an(r) = ————trb x). 2.25
Hay una cierta libertad en la eleccién de los coeficientes b,,. Por supuesto, con tomar b,, = a,,
serfa suficiente. No obstante, es conveniente explotar la propiedad ciclica de la traza y la
integracion por partes con el fin de obtener expresiones mas compactas. Haciendo uso de
estas dos propiedades, a temperatura cero encontramos la siguiente forma canoénica para
los coeficientes

by = 1,
by = —M,

1 1
by = —M?*+ —F?
2 SRR TR

1 1 1 1 1

by = —-M*— —M?— —F,MF,, — —F% + —F,F,oFa,.. 2.26
s 6 12 e T gt M e T g P g F : (2.26)

2.4. Desarrollo del Heat Kernel a temperatura finita

Es posible extender el método de los simbolos con objeto de realizar calculos a temper-
atura finita [34].

En el formalismo de tiempo imaginario la coordenada temporal estd compactificada
a un circulo, de modo que el espacio-tiempo de D = d 4+ 1 dimensiones tiene topologia
Mgy = St x M. Las funciones de onda para bosones son periddicas en la direccién
temporal con periodo f3, la inversa de la temperatura, y antiperiédicas para fermiones.
Con objeto de que M y D, sean operadores bien definidos en el espacio de Hilbert de
las funciones de onda con grados de libertad espacio-temporales e internos, M(z) y A, (x)
deben ser funciones periddicas en x.

En este formalismo usaremos la siguiente normalizacion

(z[p) = €™,  (plp') = By, (2m)6 (5 — 1) (2.27)

La relacién de completitud es

_1 d'p
1= 53 [l 229
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La frecuencia toma los valores de Matsubara pg = 2min/3 para bosones y pg = 2mi(n+ %) /B
para fermiones. El método de los simbolos se escribe en este formalismo?

1 dp
@WMmmbgg/@WMKM%+WM- (2.29)

Notar que |0) es periédico en la direccién temporal, de modo que la informacién de si
estamos trabajando con bosones o fermiones se encuentra ahora contenida en los valores
que toma pyg.

2.4.1. Desarrollo del Heat Kernel: un caso simple

La aplicacién practica del método de los simbolos a temperatura finita resulta bastante
mas complicada que a temperatura cero. Con objeto de introducir los conceptos de man-
era gradual, vamos a considerar el heat kernel, y estudiaremos su desarrollo en un caso
simple. Trataremos el caso en el que no exista potencial vector, el potencial escalar sea
indenpendiente de 7, y el término de masa sea un c-niimero constante:

A@)=0, Ay=Alze), M(x)=m?>, [m? ]=0. (2.30)

El resultado serd el término de orden cero de un desarrollo en conmutadores [D,,, |y [M, ].
La aplicacién del método de los simbolos (2.29) conduce a

mw%»zgg/

e”™ 1

= Gy L), 231

<x|677(m2+ﬁQ*(Do+Po)2) |0>

dd
(2m)

Notar que después de la transformacién D; — 0; + p;, el operador D; = 0; puede hacerse
cero pues actuara sobre |0).
. . . 2
La suma sobre frecuencias de Matsubara implica que el operador £ Y m(PoFP0)” g
B “~po
una funcién periédica de Dy con periodo i27/3, y por tanto es una funcién univaluada de
e~PP0_ En efecto, si hacemos uso de la férmula sumatoria de Poisson, se tiene

1 . 2 1 212

- T(Do+ipo)® _ k_—kBDo —k23% /47

8 Z e = (477) 1/ ;(i) € ‘e (2.32)
Po €

(£ para bosones y fermiones, respectivamente). En este momento estamos en condiciones
de hacer uso de la siguiente identidad operatorial [34]

ePe=PPo — Q1) (2.33)

2La demostracién de (2.29) es similar a la realizada en la sec. 2.2 para el caso de temperatura cero.
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donde Q(z) es la linea de Wilson térmica o loop de Polyakov sin traza:

zo+08
Q(z) = Texp (—/ Ao(x{),f)de)) (2.34)
xo
[T indica ordenacién temporal.] Si bien en esta seccién estamos tratando el caso simple de
ecs. (2.30), la definicién (2.34) es valida para un potencial escalar general Ay(z). El loop
de Polyakov surge aqui como la diferencia de fase entre traslaciones temporales covariantes
y no covariantes gauge alrededor del tiempo euclideo compactificado. Fisicamente, el loop
de Polyakov se puede interpretar como el propagador de particulas pesadas en el fondo
del campo gauge. La identidad (2.33) es trivial si uno elije un gauge en el cual Ay es
independiente del tiempo (este gauge siempre existe), pues en este caso los operadores
Q=eP4 Dy Ay O conmutan entre si. Esta identidad es covariante gauge y es vélida
en cualquier gauge. 3
Un punto importante es que el operador de traslacién en tiempo euclideo, e, no tiene
otro efecto que producir el cambio zyg — xg + 3 y esta operacién es la identidad en el
espacio de funciones periédicas en que estamos trabajando

e =1, (2.35)

(incluso en el caso fermidnico, ya que después de aplicar el método de los simbolos las
derivadas actiian sobre los campos externos y no sobre las funciones de onda de las particu-
las). Llegamos asi al resultado importante de que en este espacio

e PP = O(x). (2.36)

Esto es, siempre y cuando el operador diferencial Dy aparezca de manera periddica (con
periodo 27i/(3), puede ser reemplazado por el operador multiplicativo —(1/3) log[Q2(x)].
La multivaluacién del logaritmo no es efectiva debido a la dependencia periddica.

Otro punto importante es que Dy (o cualquier funcién de Dy) actiia como un operador
covariante gauge sobre los campos campos externos F'(zq,Z), y por tanto transforma de
acuerdo al grupo de transformaciones gauge locales en el punto (zg, ). En particular, el
loop de Polyakov ec. (2.34), que es también covariante gauge, comienza en el instante z
y no en cero. Esta diferencia seria irrelevante para el loop de Polyakov con traza, pero no
en el contexto de ahora.

El uso de la regla (2.36) en ec. (2.32) conduce a

1 7(Do+ipo)? 1 kOk —k282 /47
B Z (& (Do-+ipo) = W Z(i) Q € / . (237)
po keZ
En general se tiene
. , 1
> flipo+ Do) = > flipo — 5lo8(@), (2.38)
Po Po

3En el apéndice A se hace un estudio detallado de las transformaciones gauge a temperatura finita y
del loop de Polyakov.
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siempre y cuando la sumatoria sea absolutamente convergente, de modo que la suma es
una funcién peridédica de Dy. Por futura conveniencia introduciremos el operador @), que
se define como

Q = ipo + Do = ipy — %log(Q) : (2.39)

Hay que mencionar que la segunda igualdad se aplica en expresiones de la forma de
ec. (2.38). Las dos definiciones de ) no son equivalentes en otros contextos (por ejem-

plo, en > f1(Q)X f2(Q), a menos que [Dy, X] = 0.)
El heat kernel en ec. (2.31) se puede escribir como

2

m2 2 1
—TK _ TQ —Tm
(wle™ ™ |z) = 7< yrm Z r@nac | el@). (240

En la primera igualdad se ha hecho uso de que Q(x) es un operador multiplicativo, de
modo que es aplicable la ec. (2.19). En la segunda igualdad se ha aplicado la definicién de
las funciones ¢, (€2), que apareceran con frecuencia en lo sucesivo:

eulT)P) = () S QEE Qi Glog(@). (241

Notar que para cada funcién existe una versién bosénica y otra fermidnica, y las dos
versiones estan relacionadas por el cambio 2 — —(). Como se ha indicado, estas funciones
dependen sélo de la combinacién 7/3% y son funciones univaluadas de 2. En el limite de
temperatura cero la suma sobre pg se transforma en una integral gaussiana

62‘”‘”/ dpo (2.42)

y se tiene

1\n/2
0n(9;0) = {(_5) / én — N (n par) , (2.43)
(n impar) .
Como se puede ver en la expresién (2.37), para un valor finito de 3 las correcciones de 7
pequeno son de orden e /47 o menor, y por tanto estan exponencialmente suprimidas. La
misma supresion exponencial existe para las correcciones de pequena temperatura cuando
se considera un valor finito de 7. Ya sea en el limite de temperatura cero o de tiempo propio
cero, unicamente queda el modo k = 0.
Ver sec. 2.1 para una aplicacién simple de los resultados obtenidos en esta seccion.

2.4.2. Coeficientes del desarrollo del Heat Kernel a temperatura
finita
En esta seccién consideraremos el desarrollo del heat kernel a temperatura finita en

el caso totalmente general de campos gauge no abelianos A, (z) y términos de masa no
triviales M (x).
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En primer lugar es necesario especificar el contaje del desarrollo. A temperatura cero, el
desarrollo se define en potencias de 7 [después de extraer el factor geométrico (477)@+1)/2],
como se ve en ec. (2.14). Cada potencia de 7 va acompanada de un operador local construido
con derivadas covariantes D, y M (z). El heat kernel e~ no tiene dimensiones si asignamos
dimensiones de masa —2, +1, +2 a 7, D, y M, respectivamente. Por tanto, a temperatura
cero, el desarrollo en potencias de 7 es equivalente a un contaje de las dimensiones de masa
de los operadores locales.

A temperatura finita existe una magnitud dimensional adicional, 3, de modo que los dos
contajes no van a ser equivalentes y es necesario especificar un desarrollo concreto. Como
veremos mas adelante un desarrollo estricto del heat kernel en potencias de 7 conduciria
al mismo desarrollo asintético que a temperatura cero. Con objeto de extraer correcciones
de temperatura finita no triviales ordenaremos nuestro desarrollo de acuerdo con las di-
mensiones de masa de los operadores locales. Asignaremos dimensiones de masa 0, +1, 42
a Q, D, y M, respectivamente. Consideraremos ademés un desarrollo en el cual el loop
el Polyakov Q(z) aparezca a la izquierda en todos los términos, lo cual es una cuestién
de eleccién (de manera equivalente, se podria definir un desarrollo equivalente con Q(z)
a la derecha). Esto es necesario pues el conmutador de €2 con otros operadores genera
conmutadores [Dy, | que son adimensionales en nuestro contaje. Estas especificaciones son
suficientes para definir de manera tnica el desarrollo del heat kernel para un grupo gauge
genérico, de tal modo que la invariancia gauge sea manifiesta orden por orden.

El desarrollo asi definido, en el cual cada término contiene funciones arbitrarias del loop
de Polyakov pero sélo un nimero finito de derivadas covariantes (incluyendo derivadas tem-
porales), constituye una extensiéon natural del desarrollo estandar en derivadas covariantes
a temperatura cero.

En este desarrolo los términos estaran ordenados en potencias de 7 pero con coeficientes
que dependen de 3?/7 y Q:

C(M_D? 1 .
(ple= DY) = WZ@Z(&:)T . (2.44)

De la definicién se deduce directamente que para una configuracién general el término de
orden cero es precisamente

ag (x) = @o(Qz); 7/6%) (2.45)

que fue calculado en la subseccién 2.4.1. Esta es la razén por la cual, cuando el caso
particular (2.30) se introduce en el desarrollo general, todos los términos de orden mayor,
con una o mas [D,, | o m?, se anulan.

El método que vamos a proponer para el cdlculo del desarrollo del heat kernel a tem-
peratura finita hace uso de los coeficientes de SeeL.ey-DeWitt a temperatura cero. La idea
consiste en aplicar la férmula del método de los simbolos (2.29) en la dimensién temporal
unicamente, lo cual conduce a

1
(x\e’T(M’D?‘)]@ = 3 Z(xo, X|e’T(M’Q2’Di2)|O,x> , Q =1ipo+ Dy. (2.46)
Ppo
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Se puede definir el operador de Klein-Gordon efectivo
K=Y-D} Y=M-@Q*, (2.47)

donde ) juega el papel de un término de masa no abeliano. Podemos hacer uso del de-
sarrollo del heat kernel a temperatura cero en d dimensiones (espaciales) con ese operador
efectivo ya que el término de masa ), a pesar contener derivadas temporales (en )), no
contiene derivadas espaciales de manera que actiia como un operador multiplicativo en el
espacio de Hilbert espacial. La aplicacion directa de este argumento darfa lugar al desarrollo

y-D})

—T 1 G A n
<.1:0,X|€ ( 0,X> = W Zan(Di7y)T . (248)
n=0

donde los coeficientes an(lA)Z-, V) son polinomios de dimensién 2n construidos a partir de
YVyD, = [D;, ]. Los érdenes més bajos corresponden a ec. (2.22), pero considerando la
sustitucion del término de masa M por el nuevo término de masa efectivo ), y los indices
solo corren en la dimensién espacial.

Notamos que para reproducir el primer orden en ec. (2.44), al'(z) = po(Q(z)) ~ 7,
seria necesario obtener el desarrollo a todos los 6rdenes en ec. (2.48), pues €™ 1o es un
polinémio en Q. Esta es la razén por la cual ec. (2.48) introducida en ec. (2.46) no resulta
Gtil. La manera correcta de proceder sers extraer desde el principio la contribucién e™@”,
lo cual nos llevard a definir un nuevo conjunto de coeficientes polinémicos a,,

(. xeT =0

RN o
0.3 = Gy 2 (@ M D). (249
n=0

Consideremos la sustitucién de Q? por Q? + X donde A\ un c-ntimero constante. Es claro
que los coeficientes @, no deben cambiar, y por tanto en a, el operador ? debe aparecer
s6lo dentro de conmutadores de la forma [Q?, |. Para calcular los coeficientes a,, debemos
tener en cuenta la relacion

> 4D, V) =D 0, (Q2 M, Dy)r. (2.50)
n=0 n=0

Para calcular los coeficientes a,, debemos tener en cuenta la relacién
> an(Di, V)" =" 4,(Q% M, Dy)r" . (2.51)
n=0 n=0

El método consiste en partir del desarrollo de la izquierda de la ecuacién (2.51) e ir movien-
do los operadores Q2 hacia la izquierda haciendo uso de conmutadores [@?, | (por ejemplo
MQ@?* = Q*M — [Q? M]). Al final se llega a una situacién en la que existan dos clases
de términos: (i) términos en que todos los operadores Q? estdn dentro de conmutadores y
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(ii) términos con factores Q* no saturados a la izquierda (esto es, con Q? fuera de conmu-
tadores). Los términos del tipo (i) se corresponden con el desarrollo Y >° ' @,7". Los del
tipo (ii) se pueden identificar con el miembro derecho de la ecuacién cuando se realiza un
desarrollo de la exponencial e7@” y se considen érdenes mayores que el primero. Siguiendo
esta técnica, hasta a, se tiene

i = 1,
ng - —M,

1 1 1 1 1
Gy = —M*— My+ —F>+ 2[Q* M|+ =(Q%s. 2.52

Una vez que hemos construido por este procedimiento los coeficientes a,,, el siguiente paso
consiste en redefinir ec. (2.49) como un desarrollo en potencias de M, D; y Dy. Para ello
debemos modificar [Q2, | que aparece en el desarrollo, en términos de [, | = [Dy, | = Do.
Se usa la siguiente propiedad:

[Q27X] = Q[QaX] + [QaX]Q = QQ[QaX] - [Q? [QaX]] = QQXO - XUO . (253)

Se trata de mover todos los @’s hacia la izquierda, de modo que apareceran operadores
Dy. Al final los operadores () fuera de conmutadores quedaran todos a la izquierda. Para
as se tiene:

. 1, 1 1 5, 1 1 5, 1 1

o — §M - éMu —+ ERJ - §M00 + gEZ -+ EEOH + Q M() - §E” . (254)
Notar que en ao existen dos tipos de contribuciones: aquellos términos con una Q) a la
izquierda, y aquellos que no la tienen. En nuestro contaje, estos dos tipos pertenecen
a ordenes diferentes: dimensién de masa tres y cuatro, respectivamente. Cuando ay es
introducido en ec. (2.49) (queda multiplicado por el factor e™@*) y después en ec. (2.46)
(suma sobre frecuencias de Matsubara), se obtienen las siguientes contribuciones

lEzz) 7/ )

3
(2.55)

g — ¢o(§2) (%M2 - éMu + 1—12175 - %Moo + % 7+ éEou') 2 4+01(Q) (Mo -
donde se ha hecho uso de la definicién de ¢, (), ec. (2.41).

Como vemos cada coeficiente de heat kernel a temperatura cero aj en ec. (2.48) con
dimensién de masa 2k permite obtener un coeficiente correspondiente a;. Este coeficiente
va a dar contribucién, en general, a varios coeficientes de heat kernel al (con dimensién de
masa 2n). Las diferentes contribuciones se deben a que pueden existir ciertos factores de @
a la izquierda de cada término que no actian como ZA)O de modo que son adimensionales. Por
tanto es claro que para un valor de k dado, los valores de n permitidos deben satisfacer n <
k, v la igualdad corresponde a términos que tienen todos los ()’s dentro de conmutadores.
Podemos encontrar una cota inferior para n si vemos que el niimero maximo de [@?, |’s en
ar(k > 0) es k—1, y por tanto éste va a ser el nimero méaximo de Q’s fuera de conmutadores
que queden a la izquierda. Esto conduce a la condicién k < 2n — 1. Ademads notemos que
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un factor Q¢ va a dar lugar a un coeficiente () en al. En suma, para el cdlculo de los
coeficientes de heat kernel térmicos vamos a tener el siguiente esquema

ag ~ Gy~ poag

ai ~ ay~poa;

ay ~ dy~ poay + Solag/Q

ag ~ Qg ~ Poaz + P10z, + P20y

ay ~ Gy~ oty + 901a$/2 + otz + ¢3ag/2

as ~ @5~ Poay + P1ags + P05 + P3ags + Paay

ag ~ A~ @Oaz + Sola'gk_l)/Q +eeet 901:—1@?1;“)/2 (2.56)

Esta mezcla de términos no ocurre a temperatura cero, no obstante no puede ser evitada
a temperatura finita. Vemos que a ) no se le podria asignar dimensién de masa 1 ya que
la suma sobre las frecuencias de Matsubara py, no convergeria para un polinomio en ).
Si po se cuenta con dimension cero pero Dy siempre con dimension 1 la invariancia gauge
se perderia. En suma, el hecho de considerar {2 adimensional y Dy con dimensién 1 es un
pequeno precio que hay que pagar para tener un desarrollo covariante gauge orden por
orden.

Del esquema anterior se deduce que para calcular los coeficientes de heat kernel térmicos
completos hasta al debemos buscar contribuciones hasta as. Como regla general, para a®
van a existir contribuciones de ag, n < k < 2n — 1, excepto para al el cual sélo recibe la
contribucién trivial de ag. En particular al, aparte de la contribucién que reciba de as,
s6lo requiere términos Y™, con n = 2,3,4 en a4(lA)i, VYV)yn=4,5en a5(lA)Z-, V).

Haciendo uso de este método se han calculado los coeficientes de heat kernel térmicos
hasta dimension de masa 6. Los resultados son los siguientes:

T
Gy = o,
T _
Ay = 0,
T
a;, = —poM,

1
agT/z = ¥ <Mo - 5E11> )

_ 1
a; = poay '+ 6902(Ei2 + Eois — 2My) ,

1 1 1
asy = 3 (201 + 3) Mooo + 6801M0n' — 3% (2Mo M + M M) (2.57)
1

1 1 1
= M;, E; Eiy)— | 3 = Eooii — 571z
+6901 { b+ {M 3] (3901 + 5@3) 00 30 P11
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5 2 1 4 1
—( = _ EyE; — — E,Ey + — E , Fii
(6801 + 5903> 0 <2<P1 + 15@3) 0i + 30<P1[ i)

1 1
- <10FOz]Fz]+ 15E3F0U> )

_ 1 1 1
a?; = Yo ag:io — (Z(pz Eg@;) M[)()OO — @@2 <3M00“ — 15M00M — 5MM00 — 15M2

+4{ M, EZQ} + 2E,ME; + 4M Ey;; + 6 Eo;; M + 4M; Eo; + 6Eq; M;
+TMyE;; + 3E;; My + 6 Mo, E; + 4EiM0i>

3 1 1 1 1
5aP2 T TE Eoooii Eo; — P4 | Eooi B
+ (20 15904) 0001 + 60902 0iijj T (290 59”4) 00

T_1_ 19_ 4_
E; Eyo; E2

1
+@¢2 (2{EZ, E;;i}y +4{E;, E;j;} + 5E2 + 4E2 + 4Fyi; E; — 2E; Foiij — 2Eg; Fyj

—[Eij, Fois) — 4Eoi Fyji + 2F;5:E0; + 2B, F By 4+ 2{E; E;, Fij } + TFooi Fyj
+3F3; Fooij + 8F02U)

En estas férmulas al =Y indican los coeficientes a temperatura cero que aperecen en ec. (2.22).
Por conveniencia hemos introducido las funciones auxiliares

4 _ (—2)"
Po=wo+2p2, Py=0— 3904, ~~~~~~ » o Pon = PO — Tl)!!%"’ (2.58)

que se anulan en el limite 7/3% = 0. Con nuestro criterio para calcular el desarrollo del heat
kernel a temperatura finita conseguimos ordenar las derivadas de manera que las espaciales
son las que actian primero y las temporales son las mds externas. Esta eleccion es dptima
de cara a calcular la traza de los coeficientes Tral(z), pues por la propiedad DyQ = 0,
los términos de la forma ¢, Xy no contribuyen en la traza, como puede verse después de
integrar por partes.

2.4.3. Traza de los coeficientes del Heat Kernel

En ec. (2.23) se definieron los coeficientes con traza del heat kernel a temperatura cero.
A temperatura finita podemos definir de manera similar los coeficientes con traza bl (x)

2 1 7
—7(M—D d T n
Tr (e ( H)> = ()72 E /0 dxo/d x tr(b, (z))7" (2.59)
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donde b% es mas simple que a’. Vamos a elegir una forma canénica para estos coeficientes en
la cual las funciones de €2 estén situadas a la izquierda de los operadores locales covariantes
gauge. Ademds de la integracién por partes y propiedad ciclica de la traza, deberemos
trabajar con conmutadores del tipo [X, f(Q2)] (en particular D, f(2) ).

Veamos cuales son las reglas de conmutacion. Consideremos dos operadores cualesquiera
X e Y,y f una funcién genérica. Entonces el conmutador [ X, f(Y)] admite el siguiente
desarrollo en conmutadores

X, 1(V) = —f'(Y)[Y,XH%f"(Y)[x Y, X)) = 5 fOW Y, Y, [V, X])) +

_ Z f<n Dr(X), (2.60)

n=1

donde Dy = [Y, ]. Para probar esto es suficiente con probar que se cumple para funciones
del tipo f(Y) = e, donde X es un c-nimero, ya que el caso general se obtiene por
descomposicién de Fourier. En este caso, el miembro derecho de (2.60) es

Z n' /\” NDR(X) =M (e — 1) X =V (e XM — X) = [X,eN], (2.61)

n=1

que coincide con el miembro izquierdo. En esta demostracién hemos hecho uso de la iden-
tidad eP¥ X = e¥ Xe™Y, que es bien conocida.

Particularicemos al caso en que f sea una funcién de § (por ejemplo ¢, (£2)). Con f™
vamos a denotar su derivada n-ésima con respecto a la variable —log(Q2)/3. Entonces de
estas férmulas se obtiene

1 1
(X, f]=—fXo+ éf”Xoo - §f(3)Xooo +o (2.62)
En el caso de operadores X = D, tendremos
Dof = 0, (2.63)
=~ 1 1
Dif = —f'Ei+ if”EOi - gf(g)Eooz' +e (2.64)

La propiedad (2.63) se podria deducir directamente de Do = [Do, Q2] = 0. Estas férmulas
implican que a temperatura finita, al contrario que a temperatura cero, la propiedad ciclica
de la traza mezcla términos de érdenes diferentes. Esto es debido a que Dy tiene dimensiones
de masa, mientras que () es adimensional. Asi, por ejemplo ¢(£2) es de dimensién cero
y D; es de dimensién uno, mientras que ﬁicpo(Q) contiene términos de todos los dérdenes,
comenzando con dimensién 2. Para aplicar estas reglas de conmutacién a al vamos a

necesitar ademas la relacién

@n = VT (N0n1 + 20n11) (2.65)

que se deduce facilmente a partir de la definicién de ¢,, en ec. (2.41).
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La integracién por partes, la propiedad ciclica de la traza y estas reglas de conmutaciéon
nos van a permitir escribir expresiones mas compactas para los coeficientes a’, validas bajo
traza. Hasta dimensiéon de masa 6 obtenemos

bg - ©o ,
b,{ - _SOUMu
_ 1_
by = @by ' — E%Ef :
T 1
bsj2 = —6901{M¢, E;}, (2.66)
1 1 1 1 1 1 1
T _ T=0 | 1_ 2 2 2 — —\ 2
by = pob3 " + 52 (5 o T EiME; + 1_OE” + EFOz’j 5 iFijEj) - (6902 - 1_0904) B -

Escritos de esta forma, se ve explicitamente que en el limite de temperatura cero se recupera
la simetria Lorentz. En estas férmulas 52" indican los coeficientes a temperatura cero que
aparecen en ec. (2.26). El heat kernel es simétrico frente a la transposicién de operadores
ABC .-+ — ---CBA, y los bl han sido elegidos de manera que esta simetrfa se manifieste
en cada orden.

Como hemos dicho, la integraciéon por partes y la propiedad ciclica de la traza hace que
exista cierta ambigiiedad en la expresion de los coeficientes b,, tanto a temperatura cero
como a temperatura finita. No obstante a temperatura finita la ambigiiedad es mayor ya
que estas dos propiedades mezclan 6rdenes diferentes. El desarrollo a temperatura finita lo
hemos conseguido expresar en la forma

Tr <e’T(M’Dﬁ)> = !

T n T T
T, Homie. e

A temperatura cero el desarrollo se define como un desarrollo en potencias del parametro
7, de modo que BI=% no es ambiguo, la ambigiiedad sélo existe en b1 =°(z). Sin embargo a
temperatura finita el desarrollo no esta sujeto a un parametro, sino que lo hemos definido
como un desarrollo en conmutadores, de modo que existe ambigiiedad no sélo en bl (z)
sino también en BI. En general la elecciéon concreta de bl va a afectar la forma de los
6rdenes superiores b1 120 b 41, + - Por supuesto, la ambigiiedad en BT no afecta la suma
de la serie, sino que unicamente se trata de una reorganizacion de ésta. Como ejemplo,
consideremos que en bJ=% anadimos el término M,,. Nada cambia a temperatura cero,
pues ese término es un conmutador puro. No obstante, a temperatura finita ese término
conducirfa a la contribucién M, que no es un conmutador puro, y por tanto va a
modificar el funcional BI. De hecho, pgM,,,, que es formalmente de dimensién 4, se puede
expresar como una suma de términos de dimension 5 y mayores, si hacemos uso de la
integracién por partes y de las reglas de conmutacién (2.62)-(2.64).

El criterio basico que hemos seguido para elegir los coeficientes b. ha consistido en

llevarlos de manera recursiva a una forma compacta, comenzando por los de orden inferior.
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Por ejemplo, bajo traza ag/Q se puede llevar a una suma de términos de dimension 4
o mayor, después de integrar por partes y aplicar las reglas de conmutacién. Haciendo
esto conseguimos b3T/2 = 0. El siguiente paso consistird en llevar al (modificado con la
contribucion que recibe de Tr agﬂ, a la forma lo més compacta posible, lo cual en principio
produciria contribuciones a a5T/2, y asi sucesivamente. Por supuesto, ésta no es la unica
posibilidad ya que llevar b1 a la forma mds simple posible va a implicar en general una
mayor complicacién en los 6rdenes superiores. Por ejemplo, se puede ver que es posible
ordenar el desarrollo de modo que todos los coeficientes de orden semi-impar se anulen.
Asi, podriamos eliminar b5T/2 con el coste de complicar b2

El andlogo de ec. (2.25) a temperatura finita va a verse modificado por el hecho de que
la variacién de bl contribuye no sélo a a}_,, sino en general a todos los érdenes superiores,
debido a la propiedad de conmutacién (2.62). Por tanto podemos escribir

)

al(z) ~ — g BF k==t (2.68)
IM (x)

1<k<n+1

donde el simbolo ~ indica que tnicamente debemos considerar los términos de dimension
2n en el miembro derecho de la ecuacion. Notar que k& puede tomar valores tanto enteros
como semi-impares. Hemos comprobado nuestros resultados verificando que esta relacién
se cumple para todos los coeficientes.

2.5. Conclusiones

En este capitulo hemos construido el desarrollo del heat kernel en el contexto de teoria
cuantica de campos a temperatura finita para espacio-tiempo plano. El desarrollo se ha he-
cho para un gauge general y en presencia de campos escalares que pueden ser no abelianos y
no estacionarios. Se ha puesto un énfasis especial en el papel que juega el loop de Polyakov
sin traza (o linea de Wilson térmica) para mantener la invariancia gauge explicita. Esto
constituye un problema altamente no trivial, ya que para preservar la invariancia gauge
a temperatura finita orden por orden se necesitan infinitos érdenes en teoria de perturba-
ciones.

Cuando se elige que el bano térmico esté en reposo, el loop de Polyakov es generado
por la componente temporal del campo gauge, y éste se puede considerar como una gener-
alizacion para campos gauge no constantes y no abelianos del potencial quimico, mediante
el factor e?#. De hecho, hemos aportado argumentos que apoyan esta interpretacién: si el
loop de Polyakov no fuera tenido en cuenta, el nimero de particulas no podria ser fijado,
lo cual esta en contradiccién con lo que se espera de los requisitos de la termodinamica.

En espacios tiempos curvos, ademas del loop de Polyakov de la coneccién gauge A,
existe un loop de Polyakov asociado con la coneccién de transporte paralelo I';,, con im-
portantes repercusiones en teoria de campos en presencia de campos gravitatorios.

Un ingrediente importante de nuestra técnica de calculo es que, con objeto de garantizar
la invariancia gauge explicita, una cierta combinacion del loop de Polyakov y la temperatura
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debe de tratarse como variable independiente. Esto puede hacerse sin necesidad de fijar el
gauge.



Capitulo 3

Accion efectiva de QCD a
temperatura alta

En este capitulo nos proponemos encontrar un lagrangiano efectivo de QCD a un loop,
incluyendo fermiones sin masa, en la region de altas temperaturas. En el cédlculo de los
determinantes funcionales haremos uso del desarrollo del heat kernel a temperatura finita
que hemos obtenido en el capitulo 2. Existen en la literatura otros métodos equivalentes
como el célculo de los diagramas de Feynman a un loop con un nimero arbitrario de
patas externas [43]. No obstante suelen ser mas complicados técnicamente y no dan cuenta
automaticamente de invariancia gauge con respecto al campo externo. Comenzaremos este
capitulo repasando algunos elementos basicos de la teoria de Yang-Mills a temperatura
finita, para posteriormente entrar de lleno en el calculo detallado de la accién de QCD
a alta temperatura manteniendo la invariancia gauge de manera explicita. El capitulo
estd basado en la referencia [36].

3.1. Fundamentos de la Teoria de Yang-Mills a Tem-
peratura Finita

En esta seccién vamos a explicar los fundamentos de la teoria de Yang-Mills a temper-
atura finita. Partiremos del hamiltoniano cuantico del sistema y deduciremos la funcién de
particién. Vamos a seguir [10].

En una teoria de Yang-Mills el hamiltoniano cuantico es

1 2 2
H = —g—/d ztr [(OoAi)* + BY] (3.1)

donde B; es el campo magnético, B; = eka k. El espacio de Hilbert esta formado por

los estados {|A4;(x))}. Podemos escribir e ## como limy_, (e‘aH) , € = /N, y haciendo
uso de la relacion de completitud repetidamente se llega a

(A(E)|e | A7 (3) /DA 20, exp{ /dxo/dxtr (B0A; +B2]} (3.2)
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donde la integral funcional se toma sobre trayectorias en las que las configuraciones inicial
y final estdn fijas: A;(3,7) = Ai(Z) y A;(0,%) = A/(Z). La traza de e " en el espacio de
Hilbert completo es

Z = Tr(e") = / DA(Z) (A (Z)|e P Ay () (3.3)
. Ai(pa)=A]" 1 /8

= /DAE )(f)/ DA; (o, ) exp {—2/ dxo/dgxtr [(80A:) + B7] }
Ai(0,5)=A;" 9° Jo

Se trata de una integral funcional sobre campos gauge periédicos A;(0, ¥) = A;(5,Z). No
obstante, en una teoria gauge hay que sumar, no sobre todos los estados posibles, sino
sobre los estados fisicos solamente, esto es los que satisfacen la ley de Gauss

D-E(@)|g) =0 VT, (3.4)

donde E;(Z) = 0pA;(Z). Esta relacién expresa la conservacién del flujo eléctrico. Para
satisfacer (3.4) basta con que se verifique

esxp ( [ #ruibr@- Yf)]) [0s) = i) (35)

para todo A(Z) con soporte compacto. QU) = exp( [ DA - E) es un operador unitario
que da lugar a las transformaciones gauge independientes del tiempo. Esto significa que
imponer la ley de gauss es equivalente a exigir que los estados fisicos sean invariantes frente
a transformaciones gauge cuyos generadores se anulen en el infinito. Estos estados pueden
ser seleccionados introduciendo el proyector P = [ A(o0)=0 DAQ(e?) dentro de la integral
funcional

Z = Tr(Pe )= /A (OO)ODA(f)DAiWAgJ(f)yeﬁHyAi(f» (3.6)

1 [P
= / DA(f)/ DA;(xg, T) exp {—2/ da:o/d3mtr [(B0A:)* + B} }
A(00)=0 Ai(8,2)=AY (0,8) 97 Jo

donde hemos considerado (A4;|Q(U) = (AY]. Se trata de una integral funcional sobre cam-
pos periddicos salvo transformacion gauge. Con objeto de derivar una expresién que sea
estrictamente periddica introducimos el proyector P mas de una vez, lo cual es factible ya
que Py H conmutan

Z = lfm Tr(Pe")" (3.7)

N—oo
1 [? ~
= /DA(xO,f)DAi(xo,f) exp {—2/ dxg/d3x tr [(GOAZ- — D;A)? + BE] }
9” Jo
Definiendo el campo Ag(z, &) = A(xg, Z), que se anula en Z infinito, llegamos a

1 [? ;
Z_/ DAy(xo, T) exp —/ dx /d?’xtr F2,, _:/DA x)e M |
Ap(B8,2)=A,(0,7) u( 0 ) {292 0 0 ( H )} ,u( )
(3.8)
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La ecuacién de movimiento e identidades de Bianchi vienen dadas por
D,Fy, =0, DyFy +D,F+D,F, =0. (3.9)

En la integrales funcionales existe una condicién de periodicidad temporal en el intervalo
0, 5] para los campos gauge, que son bosénicos. Es necesario ademds integrar sobre todos
los valores en los extremos del intervalo. Si se consideran quarks en la teoria, estos deberan
de satisfacer condiciones de antiperiodicidad, por ser campos fermionicos. La funcion de
particién euclidea de QCD sin renormalizar se escribe

Ny
Zoen = / DA, (20, 7) / T[] 7. (50, #)Dga(, #) exp(~S).
(8,2)=A,(0,%) (B,2)==4q(0,7)) o1

(3.10)
donde la accién euclidea se escribe

8 Ny
/ dmo/d3xtr (F2,) +/ dIg/d?)I Z@a Dqa . (3.11)
0 a=1

D, = 0, + A, es la derivada covariante y A, es una matriz antihermitica de dimensién
N, en la representamon fundamental del algebra de Lie del grupo gauge SU(N,). Ny es el
numero de sabores diferentes de quarks.

En el tratamiento que haremos para calcular la accion efectiva a un loop, las fluc-
tuaciones cuanticas de los campos gauge no van a modificar el sector de los quarks. La
contribucion de este sector constituira una correccion a la funcién de particion de Yang-
Mills, de modo que podremos hacer uso de la siguiente factorizacion

Zaep = ZgZyu (3.12)

donde Z, y Zyp corresponden a la funcién de particion del sector fermidnico y gluénico
respectivamente. Esto se justificard en la seccion 3.3. Calcularemos cada una de estas
contribuciones por separado.

3.2. Sector fermidnico

La contribucién de los quarks es mas simple que la gluénica, de modo que la trataremos
en primer lugar para asi conseguir una mayor claridad en el desarrollo. Los resultados de
esta seccidn seran validos para cualquier grupo gauge. En la seccién 3.3 se particularizaran
las férmulas para grupos gauge concretos.

La funcién de particién sin renormalizar es

Ny
Z,A) = / [ D (w0, #)Dga (o, &) exp(—SE). (3.13)
(B,x)=—q(0,x) 1
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con la accion euclidea
3 Ny
SE :/ dxo/d?’x > 7. Do (3.14)
0 a=1

La integral funcional de los campos de los quarks conduce a
Z,[A] = Det()" (3.15)
y la accién efectiva euclidea es !

I3 [A] = —Nylog Det(Jp) = —N;Trlog(1D) . (3.16)

Esta expresion es formal debido a la presencia de divergencias ultravioletas. Unicamente
después de regularizar y renormalizar estas divergencias se obtiene una accion efectiva finita
y bien definida. Existe un gran ntimero de métodos diferentes para obtener una versién
renormalizada, pero un resultado estdndar de teoria cudntica de campos perturbativa es
que diferentes definiciones de I' pueden diferir a lo sumo en términos que son polinomios
locales de dimensién candnica d + 1 (donde d + 1 es la dimensién del espacio-tiempo),
construidos con los campos externos y sus derivadas [44, 12]. Esto es debido a que todos
los diagramas de Feynman son convergentes mas alla de d+ 1 derivadas en los campos o en
los momentos externos [45]. En la préctica vamos a tener que cualquier método consistente
con la expresién formal de la accion efectiva puede ser usado, puesto que todos ellos van a
dar la misma contribucion finita ultravioleta.

3.2.1. Accion efectiva con representacion de Schwinger

De acuerdo con el tratamiento usual, elevaremos al cuadrado el operador de Dirac con
objeto de obtener un operador de Klein-Gordon. Haciendo uso de la representacion de
Schwinger de tiempo propio podemos escribir la contribucién del sector fermidnico a la
accion efectiva a un loop como

I,[A] = —%Trlog(ﬁ) = % /0 eV = / dao / PXLy(x (3.17)

Ly(r) = %/0 = (47:5 D/2 ZT"tr (b) ,(2)). (3.18)

Usamos regularizaciéon dimensional para regular las divergencias ultravioletas en 7 = 0,
con la convencién D = 4 — 2¢. El factor pu?¢ restablece la dimensién 4 en masa del la-
grangiano efectivo. La traza de Dirac esta incluida en bT y tr se refiere a traza en el
espacio de color. Para aplicar nuestro desarrollo del heat kernel a temperatura finita al
calculo de la accién efectiva tinicamente debemos identificar el operador de Klein-Gordon
correspondiente. Usaremos la siguiente convencién para las matrices v,:

T = '7;2 ) {fY,ua 71/} = 25;w ) trDirac(]-) =4, (319)

r

I'Nuestro convenio para la accién efectiva es Z = e~
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Se puede escribir
1
- m? _D2 UuyFuu ) (320)

donde se ha usado 7,7, = 6., + 0. El operador de ec. (3.20) es de tipo Klein-Gordon, y
podemos identificar el término de masa como M (z) = —%JWFW.

3.2.2. Traza en espacio de Dirac

El siguiente paso es hacer uso de los coeficientes del heat kernel (2.66) y calcular la traza
en el espacio de Dirac. La traza en este espacio muestra que b7 y bBT/2 no van a contribuir,
lo cual es extensible a todos los términos del heat kernel con una tnica M. Usamos las
siguientes propiedades

tIDirac ('7;11'7;12 to Vuzn“) - O?
trDirac (’Y;f)’z/) - 45uu ’
trDirac(Vu % Va¥8) = 40008 — Ouadus + dusdua) - (3:21)

Existe otra propiedad que permite invertir el orden de las matrices vy, dentro de la traza

tI.Dirac (IY}LPYV’YQ Tt ) = trDirac(' o 70471/’7/1) . (322)

Hasta dimension de masa 6 tenemos
bOT,q = 4900 )
2 _
by = —3 (PoFi +@E) (3.23)

32 1 1 1
T _ 2 2 2
b3,q = o (45F F)\FAH—i_ 6F)\MV_1_5FM;U/> +® <15Em ].OFOZ] 5EEJE)

2_ _
- <5<p4 — 902> Eg;.

Las funciones ¢,, corresponden a su version fermidnica, esto es, la suma es sobre las fre-
cuencias de Matsubara py = 2mi(n + 3)/4. Los términos que rompen simetrfa Lorentz se
han separado explicitamente.

3.2.3. Integrales en tiempo propio

Como hemos indicado, vamos a hacer uso de la regularizacion dimensional en la integral
sobre 7, ec. (3.18). Las integrales van a ser del tipo

dr
IE () = / T gmryrtot (@), |0 =1, (3.24)

T

donde ¢ se refiere a la versién bosénica o fermidnica, respectivamente. En el sector fer-
midnico €2 es el loop de Polyakov en la representacion fundamental. A nivel préactico (2 en
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realidad va a indicar cada uno de los autovalores del loop de Polyakov. En el Apéndice B
se calculan estas integrales y se discuten algunas de sus propiedades. Para el sector de los
quarks nos va a interesar la version fermionica de las integrales, y hasta dimension 6 en
masa necesitamos solo valores pares de n:

%>2E<ﬁ)2ef(€+n+e+%)

o 2 r(l)

e®) = (-1 (
x[((1+2£+2e,§+u)+<(1+2£+2e,§—u)],

1 1
5 <V<3; (3.25)
donde hemos hecho uso de la notacién 2 = ™. I'(z) es la funcién Gamma de Euler y
((z,q) la funcién de Riemann generalizada [46]. En general las integrales / fn(Q) van a ser
funciones univaluadas en €2, esto es, peridédicas en v con periodo 1. La férmula (3.25) se
ha escrito de manera que sea directamente aplicable en el intervalo —% <v< % Fuera
de este intervalo debe considerarse una extensién periddica de la funciéon. Ademds 1,5, ()
son funciones pares en v.
Calculemos a continuacién la contribucién al lagrangiano efectivo. El orden cero requiere

I~, 4. Obtenemos
2 (2nm

o0 =—3 (F)Ll By(3+v)+O0(e) (3.26)

donde hemos hecho uso de la relacion (1 —n,q) = —B,(q)/n, n =1,2,...,y B,(q) es el
polinomio de Bernoulli de orden n. Por tanto, tenemos que el potencial efectivo va a ser

Loy(z) =

TNy (2N, 1 212 27 1 1
51 ( ——tr[(1—4u)}>, Qx) =™, 5 <v<g, (3.27)

45 12
donde N, = tr(1) indica el nimero de colores. tr es la traza en la representacién funda-
mental del grupo gauge, y v es la matriz log(€2)/(27i) en la representacién fundamental y
con valores propios en la rama |v| < 1/2.
Notar que z = 1 es el dnico punto singular de la funcién ((z,q) (se trata de un polo
simple). Unicamente las integrales Iy5, tienen el polo estdndar 1/e, con lo cual éste sélo
va a aparecer en los términos con dimensién de masa 4, esto es bl . Para estos términos

2,q°
necesitamos
B 1
Ing = —+log(dm) — e + 2log(uB/4m) — & (3+v)—2¢(3-—v)+0(),
lyg = oo +2lh, =2+ O(e) . (3.28)

Las integrales [lft% se definen de forma andloga a [ Z:Zn pero usando ,, en lugar de s,.
¥(q) es la funcién digamma, y aqui hemos hecho uso de la relacién

C(1+2.0) = 5 — lg) + O(z). (329)
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Notar que las funciones p,, se definieron de manera que se anulasen en el limite
7/6%* = 0, de modo que las integrales correspondientes van a estar libres de divergencias
ultravioletas. Los términos 1/e+log(47) — vg que aparecen en I, son eliminados si adop-
tamos el esquema de regularizacién MS. Después de renormalizar, punto que explicaremos
en la seccion 3.4, tendremos

Lyq(x) = —%@thr [(2log(puB/4m) = (3 +v) — o (5 —v)) Fi, —2E}] . (3.30)

Para los términos con dimensién de masa 6 vamos a necesitar las integrales

2
o = ~(£) ()4 G-n)+o),
Iy = 20, +0(e), I ;=—-4,+0(e), (3.31)

donde hemos hecho uso de la relacién 1™ (q) = (—=1)"*'n!¢(n + 1, q) . Esto conduce a

2
Loal®) = —(5ma 47T>4Nfﬁ2tr[(¢// (3+v)+¢" (3 -7) ) (3.32)
8 1 1 1 1 1
S R FaFa+ —F2 — —F2 4 2 24 _pRE ]
><(45 S 5 v = g e 5 0w = g e g Bil

Notar que cada orden del heat kernel estda asociado a una potencia en temperatura,
Lo ~T* Lo~ T° L3 ~ T72 lo cual quiere decir que el desarrollo del heat kernel a
temperatura finita es esencialmente un desarrollo en potencias de k%/72, donde k es el
momento gluénico tipico. Los términos de orden T2 estan prohibidos ya que no existen
operadores invariantes gauge de dimension 2 disponibles.

3.3. Sector gluodnico

A continuacién nos vamos a centrar en el término de Yang-Mills, para el cual con-
sideraremos especificamente el grupo SU(N,) (matrices unitarias, una tinica constante de
acoplamiento y matrices del dlgebra de Lie con traza cero en cualquier representacién).

La funcién de particion sin renormalizar es

z,~ | DA (20, 7) exp(— Sty (3.33)
Au(B,8)=A,(0,8)
con la accion euclidea 5
1
Séy = “5 , d:po/d?’:p tr(F7,) . (3.34)

Se trata de una integral funcional entre configuraciones periédicas.
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3.3.1. Meétodo del Campo de Fondo

Para el calculo de la accién efectiva haremos uso del Método del Campo de Fondo [47, 48]
que consiste en separar el campo gluénico, que por claridad denotaremos aqui como Zw en
un campo clasico A, més una fluctuacion cuantica a, en la acciéon (3.34). La fluctuacién
es presumiblemente pequena.

A(z) = Au(z) + au(x). (3.35)
Esto va a inducir una separacién en el tensor £,
F,,[A] = F,,[Al + Dya, — Dya, + |a,, a,) . (3.36)

En ec. (3.36) la derivada covariante es la asociada al campo clasico, esto es D, = 0, + A,,.
En nuestra notacion 13# = [D,, ]. Notar que los campos de los quarks se eligen como una
fluctuacion pura, de modo que a, no modifica el sector fermiénico a un loop. Esto justifica
la factorizacién de ec. (3.12)

Una transformacién gauge infinitesimal de A, con pardmetro A puede ser distribuida
de muchas maneras sobre los campos A, y a,, pero las elecciones mds convenientes van a
ser la ”transformacion cuantica”

0A, =0, da,=D,A+a, A (3.37)
y la "transformacion del campo de fondo”
§A, = D,A, ba, = la,,A]. (3.38)

La clave consiste ahora en introducir un término que fije el gauge (gauge-fixing term) el
cual va a romper la invariancia gauge cuantica, pero respetard la invariancia gauge del
campo cléasico de fondo. Anadiremos a la accion clasica el término

1 [P
Stiz = a/o dzo/dsztr(Gz) (3.39)

donde la funciéon G transforma de modo covariante bajo . El término de Faddeev-Popov

asociado es
p oG
Spp = 2/ d:po/d3xtr " — : (3.40)
0 oA

donde 0G/0A indica la variacién de G bajo una transformacién gauge cuédntica. C'y C*
son los campos ghost y antighost respectivamente, que son objetos que anticonmutan (si
bien son periddicos en tiempo euclideo) y son matrices en la representacién fundamental
de su(NV,). La accién total Sy = S{?M + Stiz + Srp aparece en el funcional generador de
todas las funciones de Green

Z4A, J.n"n) = N/DaDC*DC’ exp (=St +J-a+n*-C+C"-n) (3.41)
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donde J, n y n* son fuentes y el factor de normalizacién N se elige de modo que Z|[A,0,0,0] =
1. Notar que el campo cléasico de fondo no esté acoplado con la fuente J. El funcional gen-
erador para los diagramas conectados viene dado por

Wg[Aa ‘]7 77*77}] = log Zg[Aa J7 77*777] . (342)

Los valores esperados de todos los campos se definen como

0w ) U ~ oW,
-9 = g 3.43
T ot 5 (3.43)
y a partir de ellos, la accion efectiva se define
T,0A,4,CCl=J-a+n-C*+C-n* —WI[A, J,n*,n]. (3.44)

Los funcionales Z, y W, seran invariantes bajo transformaciones gauge del campo de fondo,
ec. (3.38), si todas las fuentes y campos ghost transforman igual que a. Lo mismo se puede
decir de la accién efectiva I'; si uno exige que a, C y C* transformen igual que a. Una
buena eleccion es el gauge de Gervais-Neveu generalizado

G = D,a, + a2, (3.45)

pero aqui nos vamos a restringir al gauge de Feynman covariante a = 1, A = 0, con un
término de Faddeev-Popov asociado

Spp =2 /O " dno / Prtr (C*Dy(D,C + [, C)) (3.46)
Descompongamos la corriente J, en
Ju =T+ ju (3.47)
donde definimos | 55| A d]
Ju = " ba,  lemo’ (3.48)

Podemos escribir la accion total como
1 B
SiilAa) —J-a = SE[A] + 5/ da:o/d?’a: tr (a,A 0 [Alay)
0
B
—/ da:o/d3x tr <C*A[A]C — Sint|A,a] = T - Q) ., (3.49)
0

con las siguientes definiciones

A lA] = — (5Wf>§ + Qﬁw> . A[A] = -D?,

B R 1 N
Sint[A, a] = /0 dmo/d?’x tr ((Dual,)[au,al,] + Z[a#,ay]z + C*D#[aH,C’]) .(3.50)
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donde lA?M =D, ]y ]3,” = [F,u, ]. Notar que la constante de acoplamiento g puede ser
absorbida en la normalizacion de los campos. De este modo obtenemos el nuevo funcional

generador
ZQ[A7 ja 77*7 /’7]
1 [P B
= /DaDC’*DC’ exp | — Sy [A] — 5/ d:CO/dS:UauAWa,,—i—/ dxo/d3x C*AC
0 0
—Sint[A,a]+j-a+n*-C—l—C’*-n] , (3.51)

que depende de la nueva corriente 7. Notar que el inico término lineal en el campo gauge
a, que aparece en el exponente es el que esta acoplado con la corriente J.

Si imponemos ahora las condiciones @ = C' = C* = 0, la accién efectiva se puede
escribir como

Fg [A, 07 07 0] - _Wg [Au j7 7]*7 77] SV /6.7 =8W /5 =6 W /67=0 (352)

y es todavia invariante respecto a la transformacion gauge del campo de fondo dada en
(3.38). El desarrollo perturbativo de esta accién efectiva solamente contiene diagramas de
vacio, que son 1PI.

El desarrollo de la accién efectiva de Yang-Mills en términos de A viene dado por

T,[A,0,0,0] = SE,[A4] + %Tr log(—0,, D3 — 2F},) — Trlog(—D?) + O(?).  (3.53)
El término S%,[A] es la contribucién cldsica, y los términos segundo y tercero son las
contribuciones cuédnticas a O(h). En (3.53) se puede ver que el operador de Klein-Gordon
sobre los campos cudnticos a, (segundo término del miembro derecho de la igualdad)
actia sobre un espacio interno de dimensién D x ﬁc, donde en regularizaciéon dimensional
D = 4 — 2¢ que es el nimero de polarizaciones del gluén (fisicas o no).? D se corresponde
con el indice de Lorentz u. Los operadores ﬁu y F w actian en la representacion adjunta.
Notar que la derivada covariante en este operador de Klein-Gordon es la identidad en el
espacio de Lorentz, mientras que el término de masa es una matriz en dicho espacio, esto es
(M) = —2F),. Por otra parte, el operador de Klein-Gordon de los campos ghost (tercer
término del miembro derecho de la igualdad) actia sobre un espacio interno de dimensién
J/\l. La derivada covariante es D, en la representacion adjunta y el término de masa es
cero.

3.3.2. Accion efectiva a un loop

La accién efectiva total de QCD quiral hasta nivel de un loop queda

T[A] = _’;;; / d' tr(F2,) + Ty[A] + T,[A] (3.54)

2N, es el nimero de generadores del grupo gauge (N, 2_1en SU(N.)) y se corresponde con la dimensién
de la representacion adjunta del grupo.
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donde el primer término es la accién de la teoria de Yang-Mills a nivel arbol teniendo en
cuenta la renormalizacién (go es una constante adimensional). El segundo término es la
contribucion de los quarks, que ha sido calculada en la secciéon 3.2. El tercer término cor-
responde a las contribuciones que surgen después de integrar los ghosts y las fluctuaciones
cuanticas de los campos gauge

1 ~ ~ R 8
Ty[A] = S Trlog(~6,, D3 — 2F,) — Trlog(~ D7) = /0 dao / P ly(r).  (3.55)

Haciendo uso del desarrollo del heat kernel podemos escribir
1 [®dr p* W T
Lyw) = =5 /0 7W§ﬂ:f tr(by ,(z)). (3.56)

La traza sobre el espacio de Lorentz para los gluones esta incluida en los coeficientes bi g
En esta férmula tr se refiere a traza en el espacio de color en la representacién adjunta.
Se puede comprobar explicitamente en el calculo que el efecto de los ghosts es quitar dos
grados de polarizacién del gluon, esto es D — D —2. Debido a la traza de Lorentz todos los
términos con una tnica M se van a anular, en particular b{g y b5T/2, , Do van a contribuir.
Hasta dimension de masa 6 tenemos

~

bog = (D—2)p0(Q),

brg = <—2 + T) Po(DF,, — ——P(DE, (3.57)
~((4 D=2\~ ~ ~ 1a, D—-2x
by, = wo(Q) (g + T) FuFoaFy, + §FA2W — WF‘?W)

En estas formulas las funciones ¢,, corresponden a su versiéon bosénica, esto es, la suma
es sobre las frecuencias de Matsubara py = 2min/(. A diferencia del sector fermidnico, el
argumento de estas funciones, ﬁ, y las derivadas covariantes estan en la representacion
adjunta. Notar que los términos con D — 2 proceden de términos del heat kernel que no
tienen masa. Los términos que rompen simetria Lorentz se han separado explicitamente.
Para calcular el lagrangiano efectivo deberemos introducir los coeficientes (3.57) en
(3.56). Las integrales en 7 que aparecen son del tipo (3.24). Como sabemos las versiones
bosoénica y fermidnica de las funciones ¢,, estan relacionadas por el cambio 2 — —(), esto
es ¢ (Q) = ¢, (—Q). De aqui tenemos que las integrales I;5,, van a ser las mismas que
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I;5, de (3.25) excepto por el cambio v — U — 3

(€)= (=1)"(47)¢ (@)ze (%)M L(e +1T“l(j)€ +3)

27 5
><[g(1+2e+26,ﬁ)+§(1+2£+2e,1—ﬁ) ,
O<v<l. (3.58)

donde hemos hecho uso de la notacién Q) = €™ Esta férmula se ha escrito para que sea
valida en el intervalo 0 < v < 1. Fuera de este intervalo debe considerarse la extensién
periddica de la funcién. Las integrales [ ZZn(e"Z’Tﬁ) son pares bajo el cambio 7 — 1 — V.

El orden cero requiere

]j_2,0 = —% <%r) (B4(V) + B4(1 —=7)) + O(e) . (3.59)
El potencial efectivo va a ser
7r2
Logl®) = 35 tr(By(V) + Ba(1 — 7))
LIPS 2 ~ i2nD =
= _FB‘LNCjLB—ﬁ‘ltr[U (1-2)°, Qz)=e"", 0<v<1, (3.60)

donde ]VC = tAr(l) = N? — 1 es el nimero de generadores del grupo gauge. U es la matriz

log(£2)/(2mi) con valores propios en la rama 0 < 7 < 1.
Para los términos con dimensién de masa 4 vamos a necesitar

1 ~ ~
Igy = - +log(dm) — 7 + 2log(uB/4m) — (@) — (1 —v) + O(e),
Iys = oo +2lg5=—2+0(e). (3.61)
IO o s divergente ultravioleta e I t es finito. Notar que en las D’s que aparecen en nuestras

expresiones tras hacer la traza de Lorentz también existen €’s que hay que tener en cuenta.
La parte finita del lagrangiano efectivo, en el esquema MS, es

Laale) = st |15 (2108u/am) + 15— 0 - w09 ) B - 3B . 362

En esta formula no hemos considerado las contribuciones divergentes. Estas seran tratadas
en la seccion 3.4, donde abordaremos el problema de la renormalizacion.
Para los términos con dimensién de masa 6 vamos a necesitar las integrales

If, = - (%)2 (;p" @)+ " (1— a)) +O0(e), (3.63)

Iy = —2I{4+0(e), I[;=—4I;+0(e). (3.64)
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Esto conduce a

Laale) = ot (46 + "1 -7) (3.65)

61~ ~ ~ 1o, 1~y 37y Loy 244 o
X (4_5F/JZIFZ/)\F>\,LL+ gF/\,LLV - %Fﬂﬂl’ 5F0/“/_ 15 “+ _EZE]EJ .

3.4. Renormalizacion

Para la renormalizacién deberemos de considerar todas las contribuciones divergentes
que hemos obtenido, tanto del sector de quarks como del sector gluénico. El lagrangiano a
nivel arbol junto con estas divergencias conduce a

ﬁérb01($) -+ £21v<l‘) + £$lv($) =

1 1 L~ = 2
~ g L)+ o (4 oelem) =) (L) - s )
1 )
=~ ) (3.66)

Hacemos uso de la siguiente identidad
- <F3V> — 2tr(1)tr (F2) — 2 (tr (F,,))* = 2N,tr (F2) (3.67)

donde se ha considerado que el grupo gauge es SU(N,). De aqui obtenemos en el esquema
MS

pEmE ﬁo( +log(dm) - ) ﬁozﬁ(%zvc—gzvf), (3.68)

lo cual garantlza la independencia en escala de ec. (3.66). Notar que nos hemos limitado
a renormalizar la constante de acoplamiento. Por invariancia gauge, los campos clasicos
A, no necesitan ser renormalizados, si bien para el problema de la reduccién dimensional,
en general ésta funciona mejor si los campos se renormalizan de tal modo que todas las
contribuciones a E? y B?, que proceden de loops no estdticos, son canceladas mediante
contratérminos [49].

Si consideramos todos los términos con dimension de masa 4, para ellos el lagrangiano
renormalizado de QCD quiral hasta un loop es

Cagen(o) = (=g + Aulonlud /i) + LN, (FL)
_1;(41) A[(w()‘*'w )A
3t [0+ 0) + 0 - ) 1)
_g(NC_Nf)(zLjr)?tr [E?] | —%<1/<%, 0<v<l1. (3.69)
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Otra posibilidad es usar el método de Pauli-Villars para regular las divergencias ultra-
violetas [50]. La regularizacion de Pauli-Villars consiste basicamente en la introduccién,
en el funcional generador, de nuevos campos aj, y C" que transforman como a, y C, pero
tienen una masa M que posteriormente se considerara en el limite M — oo. Por con-
veniencia consideramos que los dos campos tienen la misma masa. La aplicaciéon de este
procedimiento conduce a la siguiente funcién de particion regulada

Z[A]
Z[AHreg = Z’[A, MQ] : (370)
Z'[A, M?] tiene la misma forma que Z[A] excepto que los términos de masa estén incluidos.
Para un operador genérico K, la expresion regulada para el determinante funcional es

Det(K) o 2
Det(K)|oe = ——t)  —oxp | [ d (1— *TM>Tre*TK , 3.71
(los = s =0 |- [ ar (1= (3.71)
donde hemos hecho uso de la representacion de tiempo propio de Schwinger. Por tanto la
regularizacién de Pauli-Villars corresponde a insertar el factor (1—e~™ 2) en la integracion
en 7. Todas las integrales convergentes (incluidas 3%) quedan igual que en regularizacién
dimensional, y las integrales que divergen son

IV = 2log(M/p) + 2log(uB/4m) — (@) — (1 = D)+ O(M™Y), 0<D <1, (3.72)

[(;(’)PV = 2log(M/p) + 2log(pB/4m) — (3 +7) — (3 — D)+ O(M ™), _%<ﬁ<l.

2
El lagrangiano a nivel arbol tiene la siguiente constante de acoplamiento desnuda (para
cutoff M),
1 2 11 2 M
= —N,— = log — . 3.73
o = o (% ) e 79

El lagrangiano a nivel arbol junto con todas las contribuciones divergentes del sector
gluénico y del sector fermiénico conduce a (en este esquema de regularizacion)

) . 1 1 11 2
Eérbol(m) + Eglv(l') + ﬁglv(l') —Wtr(Fi,,) + (471')2 lOg(M) (?NC — g f> tr(Fiy)
1
- t(F2), 3.74
2g°(11) 2 (374)

donde hemos hecho uso de la identidad (3.67), vélida en SU(NNV,). Notar que el término
divergente ultravioleta log(M) es cancelado por la constante de acoplamiento desnuda, de
modo que al final el cutoff M es reemplazado por el parametro finito p. Si, como es usual,
el pardmetro A en cada esquema es definido como la escala y = A para la cual 1/¢%(u) se
anula, encontramos que los dos esquemas MS y PV dan idénticos resultados cuando

1

(3.75)

Si se hace uso de otro esquema de regularizacién, la escala deberd modificarse en conse-
cuencia [51, 101].
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3.5. Divergencias infrarrojas

En el calculo del sector gludénico de la accién efectiva existe un problema de divergencias
infrarrojas. En la representacion adjunta, N. — 1 valores propios de Q son necesariamente
la unidad, de modo que el valor ¥ = 0 va a aparecer siempre al tomar la traza adjunta.
Notar que para integrales [ Zn con n # 0, el modo estatico no va a contribuir. Sin embargo
en [ ZO este modo puede producir divergencias infrarrojas y ultravioletas. En concreto la
singularidad de [ Zn(e’%ﬁ) para valores de U enteros procede de la divergencia infrarroja
del modo estatico. En regularizacion dimensional la integral [ 20(1)|p():0 se define como
cero ya que no tiene una escala natural [52]. Tal y como se explica en el apéndice B, las
integrales I, sin el modo estdtico vienen dadas por las mismas expresiones que (3.58)
después de la sustitucién 7 — 1+ 7 en la primera (. En consecuencia, la prescripcién va a
ser usar las férmulas de £, , y L3, con las sustituciones

(@) + (L =0) [,y = A +0) + (1 =) |, = ~278,

WO) + U (L=D) |, = " (1+D) + 9" (L= D) |, = —4C(3).,  (3.76)

realizadas unicamente en el subespacio ﬁ/\: 1. Esta prescripcién preserva la periodicidad
de la accién efectiva como funcién de log(2), de modo que es consistente con la invariancia
gauge.

Un modo alternativo de tratar las divergencias infrarrojas es reguldndolas anadiendo
en las integrales en 7 una funcién cutoff e=™* . Los modos que son finitos en el régimen
infrarrojo no se ven afectados en el limite m — 0. El modo estdtico en ¢q da lugar a
divergencias que deberan ser anadidas al resultado obtenido previamente en regularizacién
dimensional. Esto produce la contribucion

It (1)‘ = w (3 77)

£,0\+/1po=0 Bm2e+1 : :
Puesto que las divergencias infrarrojas proceden exclusivamente del modo estatico de ¢y,
las relaciones de escala del tipo (3.64) para ]Z% no seran validas. Los términos divergentes
infrarrojos que obtenemos son: 7

1 T 9 9
‘CQ,IR = —487T Etr |:]‘]‘F/LI/J_ + 2E,u_i| s
1 T 61
L3,IR = mﬁtr[ — ?FpuiFyaFau + EilFijEjL + Ez‘Fz‘jHEj (378)
1 9 1
_5F31//\J_ + §F,3;,LVJ_ + iFOQ,uVJ_ + 3E02u - 5 iQiJ_

En nuestra notacién, [, indica la parte de F), que conmuta con Q y F,, el resto.
Si bien son contribuciones gludnicas, se han expresado en la representacién fundamental,
que suele ser preferible. En concreto, en el gauge en que 2 es diagonal, F}, es la parte
diagonal de F),,,. Unicamente términos con al menos una componente perpendicular pueden
ser divergentes infrarrojos.
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3.6. Teoria efectiva dimensionalmente reducida

Desde mediados de la década de los noventa la mayor parte del esfuerzo que se ha
dedicado en QCD perturbativa a alta temperatura ha sido en calcular la presién, y sélo
recientemente se ha obtenido el orden perturbativo més alto posible [53], mediante el uso
de ideas de reduccion dimensional [54, 55, 56, 57, 58]. Estas ideas se basan en el hecho de
que a temperatura suficientemente alta el comportamiento de la teoria puede ser descrito,
en principio, por una teorfa efectiva en tres dimensiones [87].

Como sabemos, a temperatura finita los campos peridédicos se pueden descomponer en
modos de Fourier

A (20, %) = Z Ap(Wn, B)e™n ™ w, = (3.79)

n=—oo

Cada modo lleva asociado un propagador de la forma [p? + w?|~1. Para valores de n difer-
entes de cero, w, juega el papel de una masa. En el limite T" — oo todas las frecuencias
de Matsubara no nulas son infinitamente grandes. Puesto que las particulas infinitamente
pesadas se desacoplan en una teoria de campos a temperatura cero, se puede esperar que
ocurra lo mismo para los modos no estaticos n # 0 en teorias de campos a temperatura
alta, de modo que una teoria efectiva en tres dimensiones seria suficiente para explicar el
comportamiento.

En la seccién 3.3 hemos obtenido la accion efectiva haciendo una separacion del campo
gluénico en un background clasico mas una fluctuacién cudntica, e integrando ésta ultima a
un loop. Se puede adaptar esta técnica para calcular la accion de la teoria dimensionalmente
reducida (que denotaremos en lo sucesivo como L'(¥)), haciendo lo siguiente:

= considerar un background estacionario;
» considerar fluctuaciones puramente no estacionarias.

La integracién de los modos fermionicos y los modos gludnicos no estacionarios va a dar
lugar a una teoria efectiva para los restantes modos estacionarios (independientes del tiem-
po), que consiste en una teoria gauge SU(N,) en tres dimensiones acoplada con un campo
escalar Agp. A eso se le llama “reducciéon dimensional”

/ Az Loon(r) — / P (7). (3.80)

La segunda condiciéon implica eliminar los modos estéticos n = 0 en todas las sumas
de Matsubara. Hay que mencionar que £'(Z) no es la accién efectiva de la teorfa dimen-
sionalmente reducida, sino que es la accién verdadera (en la aproximacién de un loop), en
el sentido de que la integral funcional sobre las configuraciones estacionarias con £'(Z) da
lugar a la funcién de particion.
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3.6.1. Eliminacion de los modos estaticos

La eliminacién del modo estatico sélo afecta al sector gludnico, y resulta irrelevante
en el sector de quarks, de modo que L/ (%) = BL,(Z).> El sector gluénico a nivel drbol
tampoco se ve afectado, de modo que para el nivel arbol renormalizado se tiene

/érbol(‘f) = ﬁﬁéﬂml(«f) . (381)

La eliminacién del modo estatico en el sector gluénico (para || < 1) corresponde a la
sustitucién v — v+ 1 en la primera ¢ de (3.58). Esto conduce trivialmente a las siguientes
féormulas:

272 ~
0 (F) = %T?’ [P2(1+7%)], 7=1log(Q)/(2ri), —1<D<1 (3.82)
1 11 1 ~ 1~
(@) = 2= (2log(u/4nT) + — — Y(®) — (- 2——E2] 3.83
D) = e L1 (208D + 57— 00) - wl-D) ) B - 3B 389
0@ = s | (810) + (D) (384
g 2 (4m)4 T3 ’
61~ ~ ~ 1oy 1oy 3-y 1oy 24~ o
X (4—5FMVFV/\F)\M + gF)\/“’ — %FMMV + gFOMV — BE” + BElF‘Z]EJ .

En el potencial efectivo se ha desechado un término que es independiente de Agy. Para los
términos con dimensién de masa cuatro y seis se ha hecho uso de la identidad (1 +7) +
Y(1-7) = ¢([V)+¢(—7). En estas férmulas, ﬁgwj indica [A, ﬁw/]' Notar que la eliminacion
del modo estético permite que L£'(Z) esté libre de divergencias infrarrojas.

3.6.2. Desarrollo en A, pequeno

Ademas de tomar A, estacionario, consideraremos que Ay es pequeiio (en particular
|7] < 1). Esto es valido a temperatura alta, pues en este régimen el potencial efectivo pro-
duce una supresién en las configuraciones de (Z) que estan lejos de la unidad. En ausencia
de quarks, esto se puede ver como que Q(Z) vive cerca de un elemento del centro del grupo
gauge (la rotura espontdnea de la simetria del centro indica la fase de desconfinamiento).
Siempre va a ser posible hacer una transformacién gauge para llevar una configuracion a la
region |V < 1. El considerar esta configuracién es importante, pues inicamente cuando A
es pequeno (|V| < 1) las fluctuaciones no estéticas son las mas pesadas. Si Ay es pequeno,
podremos desarrollar £'(¥) en potencias de Ay. Notar que en el contaje en dimensiones de
masa, el Ay procedente de € tiene dimensién 1 (2 no tiene dimensiones de masa). Este
nuevo contaje no es compatible con invariancia gauge explicita.

El potencial efectivo es un polinomio en Ay. De ec. (3.27) y (3.82), se obtiene

N, 1

(@) = = (G0 + ) TUR) + R + (= N . (389

3Notar que existe un factor 3 extra en L'(%)
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En el resto de esta seccién usaremos la notacién (X) := tr(X), para la traza en la repre-
sentacion fundamental.

El resultado que se obtiene para los términos con dimensiéon de masa cuatro se puede
escribir como*

1 1
'0(Z) = — =5 (B — ———(B?), 3.88
con las siguientes constantes de acoplamiento cromoeléctricas y cromomagnéticas
! ! 260 (log(p/4AnT) + vE) + ! (N + 8N (1 2 1))
= - oglp/am v EYZPRY) c 0g 4 — — )
gt@) 2w P34 ! 1
1 1
= — 2By(log(pu/4A7T) + vE) + —N.+8Nylog?2) . 3.89

El valor de g3,(T) coincide con [58] para N, = 3. También coincide con [49] (con N; = 0) si
se considera un factor adecuado dependiente de N, entre la escala A usada en este articulo
y nuestra (.

Podemos introducir los pardmtros térmicos A eléctricos y magnéticos como [87]
= 2 log(T/AL ). (3.90)

Estos parametros fijan la escala de ambas constantes de acoplamiento a temperatura alta.
De ec. (3.89) se tiene

log(AL/Ays) = e —log(dm) — Ne + 8Ny (log2 —1/4)

22N, — 4N; ’
N, — 8Nylog2
log(AL,/Asis) = e —log(4rn) + 22N, — AN, (3.91)

Los términos con dimensién de masa seis proceden de £5(Z) (desarrollando la funcién

4Mediante un reescalamiento de los campos gauge con factores de renormalizacién convenientemente
elegidos, se puede conseguir que E’(4) (Z) presente el mismo aspecto que el nivel drbol renormalizado a

temperatura cero (ec. (3.66)). Es necesario considerar factores diferentes para la componente espacial y
temporal de los campos: A; — Z}V;ZAl- y Ag — A}E/QAO.

2

Zy = 14 2g°Bo(log(p/4nT) +vE) — 3(2—@2 (—N.+8Nyflog2) , (3.86)

2g2

Zp = Zy-—
L M 3(4m)?

(Ne — Ny). (3.87)
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digamma hasta orden dos en v) y de £4(Z) (a orden cero). Se obtiene °

L 2 ¢3) |2 14 5
L) (Z) 15 (47) T3 (ch Y f) (EuwFuxExu) + (19N — 28Ny)(F,,,,)
+(18N, — 21N )(Fy,,) + (110N, — 140N )(AGF?,) — (2N, — 14Ny )(E7)
+(4N. — 28N;)(E; F; E;) 4+ 110(AZ)(FL,) + 220(AoF)? | - (3.94)

Este resultado coincide con el obtenido en [49], calculado en el sector gluénico y con N,
arbitrario. El lagrangiano de dimensién seis ha sido calculado asimismo en [43] para el
sector de quarks y en SU(3), en ausencia de campo cromomagnético (A; = 0) y eliminando
términos con més de dos derivadas espaciales (por ejemplo EZ). Nuestro cdlculo reproduce
este resultado. En esta misma referencia se hace el calculo para el sector gluénico, y tanto
nuestro resultado como el de [49] se muestran en desacuerdo con él.

3.7. Resultados en SU(2)

En las secciones precedentes hemos encontrado resultados generales, validos para cualquier
grupo gauge en el sector fermiénico (seccién 3.2), y para SU(N,) en el sector gludnico (sec-
ci6én 3.3). Para el calculo de las trazas en espacio de color es necesario particularizar nuestras
férmulas a un grupo gauge concreto. Consideraremos aqui especificamente el grupo SU(2).

En esta seccién sélo mostraremos los érdenes Lo(z) y Lo(x). Los resultados completos
Lo23(x) en ambos sectores aparecen en el Apéndice C.

3.7.1. Traza en espacio de color

Usaremos como base de su(2) las matrices = &/2i, donde & son las matrices de Pauli.

a Z’ —_ - a Z R —
Aoonta:—§U'Ao, FW:FWta:—§a-FW, (3.95)
En esta base )
[taa tb] = €abcle, tr(tatb) = _iéab . (396)

En el gauge de Polyakov Ay es independiente del tiempo y diagonal en la representacion
fundamental, de modo que resulta especialmente conveniente para nuestro calculo. Para

5Aqui se ha hecho uso de las siguientes identidades:
()?2) = 2N(X?), X esu(N), (3.92)

(X2Y?) = 2N(X?Y?) + 2(X2)(Y?) + 4(XY)?, X,V esu(N). (3.93)
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SU(2), en este gauge tenemos

1
AQ = —50'3¢, ¢ = v/ A8A8 3 (397)

de modo que los valores propios del loop de Polyakov en la representacion fundamental
0 = exp(—FAp), son exp(+ifp/2). En la representaciéon adjunta

A\O = AS Ta7 (Ta)bc = fbac = —€abc (398)

y de aqui se tiene que los valores propios del loop de Polyakov en la representacion adjunta

Q= exp(—ﬁzzl\o), son exp(+ifep) y 1.
Para el sector fermiénico, tras calcular la traza en el espacio de color, obtenemos

Log(z) = Q%T”‘N <135 - 3(1 — 47%)? ) : (3.99)
N _
Log(e) = 125 (2log (£) — v +7) —v(i —7) —1) E2
N _
+1555 (210 (55 ) — v +7) — vk 7)) B, (3.100)
dond
o U= ﬁgb (mod 1) — L (3.101)
- \dnr 2 2" '
En el sector gluénico se obtiene
E ( _ 7T_2 4 _1 ~2 )2
0g(x) = 3 T E +4v5(1 —-1)* |, (3.102)
11 1 IR ~\ =
Lag(a) = —725 (2 log (ﬁ) — = — () — (1 - v)) E}
11 12 7TT 7 1 1 1 ~\ =
s (11 m (ﬁ) BETRE *5“1‘”)) B
11 \ =
i (2108 (327) + 7 — 00) — w1 -9) ) B
T 1 1 ~\ =
4871’2 (ﬂ— + 2log 4MT> + 11 +YE — _w< V) — §¢(1 - V)) BiZJ_(B'lo?’)
donde
V= % (mod 1). (3.104)

Hemos hecho uso del esquema MS, y hemos considerado explicitamente un cutoff in-
frarrojo (ver sec. 3.5). Nuestros resultados son periédicos en ¢. En estas expresiones se
ha hecho la separacién de los sectores eléctrico y magnético. B; = %eiijjk es el campo
magnético, y . . . . B .

FE;, = EZ-” +FE,,, B;= BiH + B, (3105)
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Figura 3.1: Potencial efectivo a un loop para SU(2) como funcién de S¢/27, en ausencia de
fermiones (linea continua), con un fermién sin masa (rayada) y con dos fermiones (puntos
y rayas). Se ha graficado 1234Ly/7? y se ha eliminado el término constante.

es la descomposicion de los campos eléctrico y magnético en la direccion paralela y per-
pendicular a ffo. Esa descomposicion es invariante gauge, siempre y cuando se considere
que, en un gauge general, la direccién paralela es aquella que venga indicada por el loop
de Polyakov (esto es, aquella que conmuta con el loop de Polyakov), y la perpendicular
el resto. En la expresién de Lo 4(x) vemos que las componentes paralelas de los campos
estan libres de divergencias infrarrojas. S6lamente las componentes perpendiculares pueden
presentar este tipo de divergencias.

En la figura 3.1 se muestra el comportamiento del potencial efectivo (orden cero del
lagrangiano). Observamos que las periodicidades del sector fermiénico y del sector gluénico
se diferencian en un factor 2.

Los lagrangianos efectivos Ly ,(z) y L2 4(z) presentan la siguiente estructura

Log(z) = _fl,q<’/) f2q(’/) hlq(V>B h2q(V)BzQHv (3.106)
Log(zr) = —fyDVE} — fog(D)E] — h1g(V) B — hay(D) B (3.107)

Para el sector de quarks se tiene fi, = fo, = fy, h1g = hog = hy.

En la figura 3.2 aparece graficada la funcién fi,(7) + fl,g( V). Notar que fi,(V) es
singular en v = 0 lo cual es debido a la contribucién del modo cero. El resto de funciones:
Jo.4@)+ fa4(V), h14(D)+h14(V)y hoy(P)+ hoy(V); presentan un comportamiento similar.

3.7.2. Invariancia gauge del resultado

Después de fijar el gauge de Polyakov (A diagonal e independiente del tiempo), queda
aun una simetria abeliana residual que consiste en rotaciones gauge arbitrarias indepen-
dientes del tiempo sobre los generadores de Cartan (o3 en el caso de SU(2)), y de una
rotacién gauge dependiente del tiempo (también sobre los ejes de Cartan) que va a ser
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Figura 3.2: Gréfico de 9672(f1, + f1,4) como funcién de 3¢/27, en ausencia de fermiones
(linea continua), con dos fermiones sin masa (rayada) y con cuatro y ocho fermiones en
orden sucesivo (puntos y rayas). Se han eliminado los términos constantes.

discreta para ser compatible con la periodicidad de A;(xq,Z) (ver apéndice A). Para una
teorfa gauge pura SU(2) esta simetria residual corresponde a la siguiente transformacion
.03 —

—25(04(96) + xo2mn/f)| , (3.108)
donde n es un entero. Notar que no podemos hacer rotaciones sobre un eje que no sea
el eje diagonal, ya que esto haria que Ay fuera no diagonal. La dependencia en el tiempo
debe ser lineal, ya que en caso contrario se generaria una dependencia temporal en Ag. La
transformacion gauge (3.108) verifica U(zg + 5, Z) = (—1)"U(xo, ¥). La fase (—1)" se debe
a la simetria del centro del grupo gauge, que es Z(2). En componentes esta transformacion
es

A, —» U0 U+U AU, U(zg, T) = exp

APE) = AYT) +2mn/B,

AN(wo,¥) = Alcosy+ AZsiny,
AP(z,Z) = —A}siny+ Afcosy,
AP (x0, @) = A+ (), (3.109)

donde x(z9, ¥) = a(Z)+xo27mn/[. Notar que la primera ecuacién es equivalente a v/ = U+4n.

En la figura 3.1 vemos que cuando no hay fermiones los minimos absolutos del potencial
efectivo ocurren para valores enteros de $¢/2m, y todos ellos son transformaciones gauge
de AO = 0.

Se puede comprobar que las combinaciones de campos E?”, E?l, B?II’ y B?l quedan
invariantes bajo la transformacion (3.109). Por tanto el sector gluénico de la accién efectiva
es invariante gauge.

Al introducir fermiones en la teoria la situacion se modifica ligeramente. En general
hay més transformaciones residuales permitidas en una teoria gauge pura SU(N,.) que en
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una teoria SU(N,) con fermiones. Los fermiones rompen la simetria del centro del grupo
gauge, v la forma mas general de la transformacion U en este caso es

U(zo, &) = exp [—z’%(a(f) + :U047m/ﬁ)] , (3.110)
que es un subgrupo de la anterior. Esta transformacién produce 7/ = 7+ n, lo cual respeta
la periodicidad de todas las funciones (notar que (3.108) no respeta la periodicidad de las
funciones Ly (), f,(7) y hy(7)). Como funcién de zy, la transformacién gauge (3.110) es
estrictamente periddica en [0, 3].

En la figura 3.1 se observa cémo la inclusién de fermiones da lugar a la rotura de la
simetria Z(2). Esta rotura se manifiesta en que los puntos 5¢/2m = 2n + 1 dejan de ser
minimos absolutos del potencial efectivo y pasan a ser puntos estacionarios. Los minimos
absolutos 3¢ /21 = 2n son transformaciones gauge (3.110) de Ay = 0.

3.7.3. Comparacién con otros resultados

Podemos comparar nuestros resultados en SU(2) con los que aparecen en [59]. En este
trabajo se calcula la accién efectiva de una teoria de Yang-Mills SU(2) a altas temperaturas
haciendo un desarrollo en derivadas covariantes. Este desarrollo es a todos los érdenes en
Ap mientras que nosotros hemos calculado tnicamente los 6rdenes mas bajos en Dy, pues
asi es como estd construido el desarrollo del heat kernel. Por otra parte, a diferencia de [59],
nosotros hemos tratado otros grupos diferentes a SU(2), nuestras configuraciones gauge son
no estacionarias, hemos considerado términos de orden mayor en el nimero de derivadas
covariantes espaciales y hemos incluido el sector de los quarks.

El resultado que se obtiene en [59] es hasta cuatro derivadas espaciales y considerando
todos los érdenes en Ay en el caso estacionario y presenta la estructura de £y, en (3.107).
Puesto que el nuestro no es estrictamente un desarrollo en Aq (el loop de Polyakov no
se ha desarrollado, con objeto de preservar invariancia gauge), no es posible hacer una
comparacién directa con [59]. Sin embargo en nuestro tratamiento vemos que si la teorfa
fuera estacionaria, todos los términos de la forma (ﬁgF w)ll, M > 1, serfan cero, pues Ay es
diagonal. Esto quiere decir que nuestras funciones f5 4 y he 4 no reciben ninguna contribu-
cion adicional mas alla de £, 4. Si consideramos el esquema de Pauli-Villars comprobamos
que estas funciones coinciden con las correspondientes de [59], después de corregir un error
en el tratamiento de Pauli-Villars de fy, en [59]. Por supuesto, el potencial efectivo es
correcto a todos los érdenes en Ag.

Por otra parte nuestras funciones fi 4y hi 4 contienen divergencias infrarrojas, mientras
que en el célculo de [59] sélo hy 4 es divergente.

En [59] las funciones fs,, h14 y h2g son periddicas mientras que fi, no lo es. Esta
falta de periodicidad en f; 4 se debe a que la transformacién gauge dependiente del tiempo
(3.109) induce derivadas temporales grandes en los campos Ag ’2, que son del orden de
27 /8. El campo eléctrico dindmico <90AZ1 2 {inicamente aparece en la estructura flyg(¢)ﬁf7 s
y puesto que ésta es sélo cuadratica en el funcional 6OAZ-1 2 no tiene por qué ser invariante
gauge, y no hay necesidad de que f; ,(¢) sea periédica. Unicamente cuando se consideren
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todas las potencias de 80Ag 2 en la accién efectiva se obtendrfa invariancia gauge bajo
transformaciones gauge dependientes del tiempo.

Nuestro desarrollo contiene funciones que, a cualquier orden, son periddicas en ¢. Notar
que el desarrollo estd escrito en términos de magnitudes covariantes como Fj,, y cuando
esos objetos se expanden en términos de Ay usando Dy = Aq en el caso estacionario, las
funciones resultantes no son periédicas, sin violar invariancia gauge.

3.8. Resultados en SU(3)

En esta seccién consideraremos especificamente el grupo gauge SU(3). Calcularemos el
lagrangiano efectivo hasta términos con dimension de masa 4.

3.8.1. Traza en espacio de color

Usaremos como base de su(3) las matrices t, = \,/2i, donde A\, a = 1,--- ,8, son las
matrices de Gell-Mann

(3.111)

By

a /II a a Z a
AO — Aota - _5)\0'140’ F/"V — F;},Vta - _iAaF

En esta base )
[tay tb] = fabctca tr(tatb) = _iéab . (3112)

Al igual que en la seccion 3.7, elegimos el gauge de Polyakov, de modo que Ay va a ser
diagonal en la representacion fundamental,

Ay = —z‘%% - Z'\/Tg)\ggbg. (3.113)

Los valores propios del loop de Polyakov en esta representacion son

w1 = exp (i§(¢3 + qbg)) , Wy = exp (z'g(—qbg + ¢8)> , w3 =-exp(—ifps), (3.114)

y si definimos las magnitudes v4 como wa = exp(i2wvy4), A = 1,2,3, vamos a poder
expresar el sector fermidnico del lagrangiano efectivo en términos de

f g

ylz— = —
4 47

(¢3+¢s), 12 (—¢3+ds), v3=——¢s. (3.115)

2T

Tras calcular la traza en el espacio de color, obtenemos

7T2T4Nf

Log(z) = — 12

(-Fra-sipea-mpea-me), o
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Lo ()

donde

)

N 114 N ,
e {log (#) N 5} EE+ g loe (4:T> B
~ i 00+ 1 0) ((FL)2 + ()P + (P )

Ny
12(47)?

Ny
12(4m)?

(f_(Vl) + f_<’/3)) ((F,fu)z + (F,fy)z)

(f_(Vz) + f_(’/3)) ((Ffu)z + (F,Zy)z)

(f= ) + £~ (v2) + 4 (1)) (F,)?

—W (f_(yl) - f_(VQ)) FI?VFSV’

A D)+ -7), = <y+-) (mod 1)~ £

(3.117)

(3.118)

Para el sector gluénico debemos calcular la traza en la representacién adjunta. En esta

representacion
(Ao)ap = (AGT.)ap = — fabeA§ = — Fabshs — farsV/3s (3.119)
donde hemos hecho uso de (7). = facb = — fave- De aqui se tiene que los valores propios
del loop de Polyakov en la representaciéon adjunta €2 = exp(—FAg) son
. B 0
1, 1, exp(£if¢s), exp i2§(¢3 +3¢s) |, exp iz§(¢3 —3¢s) | . (3.120)

El sector gludnico del lagrangiano efectivo se va a poder expresar en términos de los in-

variantes

Vig = %cb:s, V31 = g(ﬁb:& +3¢s), oz =

g

E(% — 3¢g) -

(3.121)
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Una vez que se calcula la traza en el espacio de color, se obtiene

4 2 R . R . R
Log(x) = gﬂQT“ (_B + 0% (1 — Dpo)? + 02, (1 — Dgy)2 + D25(1 — y23)2> , (3.122)
1 1 1\ - 1 y N L
C — ——— (11 (—)—— E? _ 111o ( ) B2
2.0(2) (4m)? ( e \arT 2) T e\ ) P

(4;)2% (f+(o)+ f*(z/12)+% £ (va) +;f st) F2))
@% (f+(0)+%f+(V12)+f (va1) + ;f V23) Fu)’)
+(471T)2% (f+(0)+%f+(u12)+1f (vs1) + f+ st) F,))
bty (2 G+ 3 ) + 3 ) ) (B
g (P )+ o) (B
n (4;)2%(f+(vﬂ)—f (v23)) FL (3.123)

donde

ffv) = v@+v(1-9) w¢Z), v=v( modl),
1) = —2vp. (3.124)

Al igual que hicimos en SU(2), podemos considerar la descomposicon de los campos en
la direccién paralela y perpendicular a /TO. La direccion paralela ﬁl“’H da cuenta de las
componentes 3 y 8. La direccion perpendiculal F w1 da cuenta de las componentes 1, 2,
4,5, 6 v 7. En estas expresiones hemos hecho uso del esquema MS, y hemos considerado
explicitamente un cutoff infrarrojo. Los resultados con regularizacion dimensional estricta
se obtienen simplemente eliminando los términos divergentes infrarrojos de las férmulas.
Observamos que el subespacio paralelo esta libre de divergencias infrarrojas.
El nivel arbol renormalizado es

Lamor(r) = ﬁﬁy . (3.125)

4g? (1)

En las férmulas hasta orden 4 en masa vemos que las componentes 1 y 2 juegan el
mismo papel. Lo mismo ocurre con las componentes 4 y 5, y con las componentes 6 y
7. Hasta este orden, la estructura que encontramos es de cuatro planos bien definidos: el
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Figura 3.3: Potencial efectivo a un loop para SU(3) como funcién de p. Se considera § = 0y
se muestra el caso en que no hay fermiones (linea continua), dos fermiones sin masa (puntos
y rayas), y fermiones solamente (rayada). Se ha graficado 1234Ly/7? y se ha eliminado el
término constante.

plano paralelo a ffo, y tres planos transversales; esto es

Log(@) + Lag(x) = fra(ds, &) ()" + (E7)*) + fas(d3, 0s)((E)* + (£7)7)
+ for(es, ) ((B7)? + (BY)?) + faa(ds, 0) (B7)* + fas(ds, 0s)(E})?
+  fas(os, ¢s)(E} EY)
+ (misma estructura para B;B;) . (3.126)

Se puede comprobar que, eligiendo los generadores del algebra del grupo de manera
conveniente, la estructura general que se obtiene para SU(N,.) en nuestro desarrollo hasta
orden 4 es de un plano paralelo con N.—1 componentes, y N.(NN.—1)/2 planos transversales,
cada uno de ellos formado por dos componentes. Las divergencias infrarrojas solamente van
a afectar a estos tltimos.

3.8.2. Invariancia gauge del resultado

Con el fin de graficar las funciones definimos las magnitudes 6 y p como

En la figura 3.3 se muestra el potencial efectivo en la direcciéon de Ag. Cuando no hay
fermiones los inicos minimos del potencial en esta direccién ocurren en los puntos p = 2n/3
que son justamente transformaciones gauge de p = 0. En la figura 3.4 aparece el potencial
efectivo en la direccién de As;. Los minimos absolutos son nuevamente transformaciones
gauge de § = 0, pero aparecen ademas minimos locales en 6 = 2n + 1. En una gréfica
del potencial efectivo en dos dimensiones (figura 3.5) se puede observar que estos minimos
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Figura 3.4: Potencial efectivo a un loop para SU(3) como en FIG. 3.3, pero en la direccién
de A3. Se ha graficado como funcién de 6 y se considera p = 0.

locales en realidad son crateres que caen hacia minimos absolutos en (6, p) = (2n+1,1/3).
En todos estos minimos la matriz Ay tiene los mismos valores propios, de modo que todos
ellos son transformaciones gauge de Ag = 0.

Como se comenta en el Apéndice A la introduccién de fermiones rompe la simetria del
centro del grupo gauge. La rotura de esta simetria se manifiesta en la aparicién de minimos
locales. En la figura 3.3 podemos observar que el minimo absoluto en p = 2/3 para la teorfa
sin fermiones se transforma, con la inclusién de éstos, en un minimo local. Esto es asi ya
que el minimo absoluto de la parte gauge del potencial efectivo coincide con el maximo
de la parte fermiénica. En general, como podemos observar en las figuras 3.5 y 3.6, cada
minimo local de la teoria gauge con fermiones se corresponde exactamente con un minimo
absoluto de la teoria gauge pura.

Con el fin de ilustrar el comportamiento de las funciones que aparecen en Ly, en la
figura 3.7 se muestra la funcién fy5 en la direccién de Ag. La parte bosonica de la funcién
presenta singularidades en p = 2n/3 lo cual es debido a la contribucién del modo cero. El
comportamiento en la direccion de A3 es parecido al de la figura 3.2.

3.8.3. Comparacién con otros resultados

En [60], al igual que en [49], se calcula la accién efectiva a un loop de una teoria de Yang-
Mills SU(N,) haciendo un desarrollo en derivadas covariantes. El resultado no es covariante
gauge pues se considera un desarrollo en potencias de Ag(Z). Como consecuencia de ello
el potencial efectivo que se obtiene no es peridédico y sélo se aproxima al exacto cuando
Ap — 0. De todas formas en [60] se considera el potencial efectivo exacto, que es conocido
y ha sido calculado por nosotros, y se hace un estudio en el caso especifico de una teoria
gauge SU(3) incluyendo fermiones. Hemos comprobado que sus resultados coinciden con
los nuestros.
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Figura 3.5: Gréfico de contorno del potencial efectivo a un loop para SU(3) como funcién
de 0 (eje horizontal) y p (eje vertical) para una teoria gauge pura.

3.9. Conclusiones

En este capitulo se ha hecho un estudio de la accién efectiva de QCD a un loop a tem-
peratura finita en la region de interés fenomenoldgico correspondiente a la fase de plasma
de quarks y gluones. Para tal fin hemos usado la técnica del heat kernel del capitulo 2,
que nos ha permitido calcular el determinante fermidnico y el determinante bosénico co-
rrespondiente a fluctuaciones gludnicas cuénticas en torno a un background clésico (es el
conocido como Método del Campo de Fondo).

El desarrollo del heat kernel se corresponde en este caso con un desarrollo en derivadas,
organizado de un modo muy eficiente. Hemos conseguido reproducir resultados parciales
previos, y extenderlos hasta orden 7~2 incluyendo los efectos del loop de Polyakov, para
un grupo gauge general SU(N,). Se ha calculado la accién de la teoria efectiva dimension-
almente reducida hasta ese mismo orden. Finalmente se han particularizado las férmulas
para los grupos gauge SU(2) y SU(3), lo cual ha permitido comparar con trabajos previos.

Un punto de especial relevancia es la invariancia gauge de nuestros resultados. Hemos
estudiado la invariancia frente a la simetria del centro Z(V.) del grupo gauge SU(N.) en la
teoria sin fermiones, y se ha estudiado explicitamente el mecanismo por el cual los fermiones
rompen esta simetria del centro.
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Figura 3.7: Gréafico de —9672f;5 como funcién de p. Se considera § = 0 y se muestra
el caso en que no hay fermiones (linea continua), un fermién sin masa (rayada), y ocho

fermiones (puntos y rayas). Se han eliminado los términos constantes y ciertas divergencias
que surgen al tomar 6 = 0.



Capitulo 4

Modelos de Quarks Quirales a
Temperatura Finita

En este capitulo estudiaremos algunos modelos de quarks quirales en el contexto de
temperatura finita. Haciendo uso de nuestra técnica del heat kernel del capitulo 2, obten-
dremos el acoplamiento minimo entre el loop de Polyakov gludnico y los quarks, lo cual
solucionara algunas inconsistencias presentes en el tratamiento estandar de estos modelos
a temperatura finita a nivel de un loop de quarks.

En primer lugar se estudiardn algunas propiedades de las transformaciones gauge a
temperatura finita, lo cual nos llevara a considerar la simetria del centro como aquella
que es generada por la accion de transformaciones gauge locales que son periddicas en
la variable temporal salvo un elementro arbitrario del centro del grupo gauge. Para mas
detalles sobre este punto, ver apéndice A.

4.1. Transformaciones gauge grandes

4.1.1. Transformaciones gauge a temperatura finita

En el apéndice A discutimos las transformaciones gauge en el contexto de la Teoria
Cuantica de Campos a temperatura finita. El espacio tiempo es un cilindro topolédgico, de
tal modo que el tiempo imaginario euclideo estd compactificado y las integrales funcionales
se evaltiian bajo la condicion de que los campos sean periédicos para bosones y antiperiodicos
para fermiones en el intervalo temporal [0, 5], donde 3 = 1/T. En un principio, s6lo estarian
permitidas las transformaciones gauge periédicas

9(x0,T) = g(x0 + B, T), (4.1)

pues los campos de los quarks y los bosones son estables frente a este tipo de transfor-
maciones. Un ejemplo de tal trasformacién para el grupo gauge SU(N,), en el gauge de
Polyakov 0yAy = 0 con Ay una matrix diagonal sin traza N, x N,

g(IO) — 67L27rx0A/ﬁ7 (42)

59
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donde A es una matriz de enteros, diagonal, sin traza, en el espacio de color, esto es A;; =

N, L L . .
niij,ni €L, =1 = 0. Esta transformacion no puede estar proxima a la identidad, y
en este sentido se considera una “transformacion gauge grande”. Bajo ella, el campo A
transforma

2
AO — AO + %A, (43)

de modo que en este gauge, la invariancia gauge se manifiesta en la periodicidad del campo
gluénico Ay. El problema de teoria de perturbaciones radica en que esta invariancia a
temperatura finita se rompe explicitamente si se hace un desarrollo perturbativo de Ag, ya
que el desarrollo de una funcién peridédica da lugar a un polinomio, que no es periddico.
Esta problematica de la invariancia gauge a temperatura finita conduce a la necesidad
de tratar el campo Ay de una manera no perturbativa, y a tales efectos se considera el
loop de Polyakov (o linea de Wilson sin traza) como grado de libertad independiente €2(z).
Transforma de manera covariante en x bajo una transformacién gauge periédica

Qx) — g7 (2)Q2)g(2), (4.4)

y en el gauge de Polyakov, Q(z) = P40 eg invariante gauge.

4.1.2. Simetria del centro

En gluodindmica pura a temperatura finita la condicién (4.1) resulta en realidad de-
masiado restrictiva, y es posible considerar transformaciones gauge aperiodicas

g(I0+ﬁ7f):Zg($o7f), ZNCZl' (45)

z es un elemento de Z(N,), que es el centro del grupo gauge SU(N.), esto es z = e2™/Ne p €
Z(N.). Un ejemplo de esa transformacién, en el gauge de Polyakov, es

g(0) = 20NN (4.6)
donde z = ¢?™/Ne E] campo Ay vy el loop de Polyakov transforman bajo (4.6) como
Ay— Ao+ 25N Q20 (4.7)
— — Z3L. .
0 0 Ncﬁ )

Q) transforma como la representacion fundamental del grupo Z(N,). Fisicamente el prome-
dio térmico del loop de Polyakov (con traza) en la representaciéon fundamental determina
la energia libre relativa al vacio de un unico quark,

e PFa@) — (tr, Q(z)) . (4.8)
De ec. (4.7) se deduce (por invariancia gauge) que

(tre Q(z)) = 2 (tre Q(2)) , (4.9)
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y por tanto (tr.Q(z)) = 0 en la fase en que la simetria del centro se preserva (fase de
confinamiento). De manera més general, se obtiene

(tr. Q(z)™) para  n # mN,, me 7. (4.10)

La simetria del centro estd espontaneamente rota por encima de una cierta temperatura
(Tp ~ 270 MeV para N, = 3), lo cual indica una fase de desconfinamiento. En esta fase
(tr. Q(x)) puede tomar valores diferentes de cero.

4.1.3. Rotura de la simetria del centro por fermiones

Las funciones de onda de los fermiones deben de satisfacer condiciones antiperiédicas
en la direccién temporal, esto es ¢(3, Z) = —q(0, ¥), de modo que bajo una transformacién
del tipo (4.5)

en lugar de —g(0,Z)q(0,Z). Notar que q(n3)q(0) — z7"g(ns3)q(0), lo cual implica que en
la fase confinante (con simetria del centro)

(@(nB)q(0)) =0 para n # kN, , keZ. (4.12)

Esto genera una regla de seleccién en gluodinamica pura.

Los fermiones no son estables bajo las transformaciones del tipo (4.5) (inicamente lo
son bajo transformaciones periédicas), de modo que rompen explicitamente la simetria
del centro. Esto significa que la regla de seleccién (4.12) no se realiza en la practica. No
obstante, esta regla serd importante en el contexto de modelos quarks quirales en el limite
de N, grande, tal y como veremos mas adelante.

4.2. Modelos de Quarks Quirales

En esta secciéon explicaremos dos modelos de quarks quirales de especial relevancia: el
modelo de Nambu-Jona-Lasinio y el modelo quark espectral [61].

4.2.1. Modelo Quark de Nambu—Jona-Lasinio

El lagrangiano euclideo del modelo de Nambu—Jona-Lasinio es

N2-1 N2-1
_ ~ 1 _ d — 2
Ly =@ +Mo)g + 22 GZ; (@aq)? + (@ha759)%) a% g (@ra720)? + @havu759)214.13)

donde ¢ representa el campo de los quarks con N, colores y Ny sabores. Las A’s son las
matrices de Gell-Mann del grupo U(Ny) y My = diag(m., ma, ms, ...) es la matriz de
masas de los quarks. 1/a? y 1/a? son las constantes de acoplamiento. Este lagrangiano es
invariante bajo simetria global de color SU(NV,).
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El funcional generador en presencia de campos externos bosénicos (s,p,v,a) y fer-
miénicos (n,7) es

Z[s,p,v,a,n,7] = /DqD@eXp [—/d4m(£NJL+§(¢ +d 75+s+75p)q+ﬁq+§n)] . (4.14)

La accién del modelo puede ser bosonizada mediante la introducciéon de campos bosénicos
auxiliares, lo cual va a transformar la interaccién local de cuatro puntos en un acoplamiento
tipo Yukawa [62]. El nuevo funcional generador es

Z[s,p,v,a,m,7] = /DqDﬁDSDPDVDA oxp | — /d433 (6(&9 +V+ Ay +S+7P)g

2 2

as - @, — =
—I—Ztr((S — My)* + P?) + Ztr(vj + A2) +7jq + qn) (4.15)

donde hemos escrito en notacién corta S = s+5, P =p+P,V =v+V, A =a+A. Enesta
férmula (S, P,V, A) representan campos bosénicos dindmicos internos. Por conveniencia en
nuestro desarrollo hemos incluido la rotura explicita de la simetria quiral (proporcional a
Mg) en el término bosonico local. Podemos integrar formalmente sobre fermiones, lo cual
conduce a

Zls,p v, ayn, 7] = / DSDPDVDA Det(D) exp((71D 1))

i (05 o7 \2 2 a; 2 2
exp | — /d x(ztr((S — Mo)? + P?) + (V2 + AM)) (4.16)
donde
D=0+V+Av+S+7P (4.17)

es un operador de Dirac. En lo que sigue consideraremos la accion efectiva a nivel de un
loop de quarks y a nivel arbol para los mesones. En este caso

2 2 2 2
Ty = —N,Trlog(D)+ / &'z {%tr(SQ + Py - %tr(MOS) + %tr(Mg) + %tr(vj + Ai)}
(4.18)
En adelante nos vamos a referir al término I';[D] = —N,Trlog(D) como la contribucién
de los quarks a un loop. Este serd el término que calculemos como aplicacion de nuestro
desarrollo del heat kernel a temperatura finita.
Haciendo uso de la representacion de Schwinger de tiempo propio, la parte real de la
accion I'y[D] es escribe

N, N, [* dr,_ _
[+[D] = —“<Trlog(D'D) = =¢ [ Lye 0D (4.19)
4 2 1/A2 T
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donde se ha considerado explicitamente un cut-off ultravioleta. Las funciones de Green se
pueden obtener a partir de (4.18) derivando respecto a los campos medios mesénicos. De
particular interés es la funcién a un punto. Si en (4.18) consideramos solamente la parte
real de la contribucién de los quarks a un loop, esto es (4.19), esta accién presenta un
punto estacionario invariante traslacional en (S, P) = (®,0), (V,, A4,) = (0,0)

T L[S] a? ~ N, §(D'D)
= =Str(d — M) — =Tr ( (D'D)! =0. 4.20
55(2) lsw=s — 2 o) =5 T\ POy - (4.20)
El punto estacionario ® se identifica con el valor esperado de vacio del campo S en la
aproximacién de un loop de quarks. Introduciendo la accién efectiva regularizada en (4.20)
obtenemos la siguiente ecuacién para ¢

a2(® — My) — 8N, @g(®,8) =0, (4.21)
donde
g(®,8) = lZ:/ o /oo dr e~ TP+ +P?) (4.22)
RPN O e | |
0

con Py = 2m(n+3)/3. En adelante nos referiremos a (4.21) como ecuacién del gap pues esta
ecuacion determina el gap de energia 2® entre los estados de quark con energia positiva y
negativa. ® juega el papel de la masa constituyente de los quarks.

El condensado de quarks (gq) viene dado por (gq) = 6I'5/0M,. De (4.18) se obtiene

inmediatamente )

(qq) = —%tr@ — My) . (4.23)

4.2.2. Modelo Quark Espectral

El Modelo Quark Espectral, desarrollado recientemente por E. Ruiz Arriola y W. Bro-
niowski [61], es aplicable a fisica hadrénica en el rango de baja energia. La novedad reside
en el uso de una regularizacién espectral basada en la introduccién a nivel formal de la
representacion de Lehmann [44] del propagador del quark. Esta regularizacién permite re-
solver de una manera simple las identidades de Ward-Takahashi quiral y electromagnética
mediante el uso de la llamada ”prescripcién gauge”[63]. Consideraremos el modelo a nivel
de un loop fermidénico y en el limite quiral en que la masa de los quarks es cero.

En esta seccién vamos a seguir la referencia [61]. El punto de partida es el propagador
del quark, que en espacio de momentos se define

S(p) = [ dze P O {a(0)a(O)H0). (424

Consideraremos una representacion espectral para el propagador

[ )
S(p)—/cd i (4.25)
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donde p(w) es la funcién espectral y C' indica un contorno de integracién en el plano
complejo w elegido de un modo conveniente. Este propagador puede ser parametrizado en
la forma estandar

p+M(p)

S(p) = Alp) p +B(p) = Z(p)m,

(4.26)

donde

A(p):/dwpf#, B(p):/dw plww (4.27)

w2 P2 — w2
La masa y factor de renormalizaciéon vienen dados por

Mi(p) = % Z() = (7 — M) A(p) (1.28)

respectivamente. Notar que si p(w) = p(—w) tendriamos M (p) = 0 y no existiria rotura
espontanea de la simetria quiral. Por tanto es de esperar que p(w) no sea una funcién
par en general. La funcion espectral debe ser tal que proporcione valores finitos para los
observables hadrénicos. Esto dard lugar a una serie de condiciones que deben cumplir los
momentos y los momentos logaritmicos de p(w),

Pn = /dww"p(w), ol = /dw log(w?/p?)w" p(w), nez. (4.29)

Aqui p es una cierta escala. Notar que por normalizacién py = 1. Como ejemplo consider-
emos el condensado de quarks (por el momento trabajaremos a temperatura cero)

(@0) = =N, [ duple) [ G Estromer—. (4.30)

Tras tomar la traza en el espacio de Dirac, la integral es cuadraticamente divergente.
Un modo de regularizarla es haciendo uso de un cutoff tridimensional con la siguiente

sustitucion N
/d4p—>47r/dpo/ b,  p=Ipl. (4.31)
0

Con esta regularizacién obtenemos

Ne

(qq) = I

2
dw wp(w) [2/\2 + w?log (&) + wQ] : (4.32)
Puesto que el resultado debe ser finito en el limite A — oo, es necesario imponer las
condiciones p; = 0y ps = 0, lo cual conduce a (qq) = —N.py/(47?). El cdlculo de otros
observables va a conducir a condiciones adicionales. En general todos los observables van
a ser proporcionales a los momentos inversos y a los momentos logaritmicos, y para que
sean finitos se debe cumplir p,, = 0, n > 0. El modelo espectral no se ha desarrollado mas
alld de un loop.
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La prescripcién gauge fue usada en el pasado en la obtencién de soluciones de las
ecuaciones de Schwinger-Dyson. Haciendo uso de ella se pueden resolver en este modelo
las identidades de Ward-Takahashi. Sin embargo en situaciones en las que las lineas de
propagadores de los quarks estan cerradas es mas conveniente el formalismo de la accion
efectiva. Consideraremos, como en el modelo de Nambu-Jona-Lasinio, acoplamientos es-
calar, pseudo-escalar, vector y axial-vector. El acoplamiento quark-pion debe satisfacer la
relacion de Goldberger-Treiman [12]. Con estas premisas, la accién efectiva de este modelo
a nivel de un loop de quarks se puede escribir como

I'g = —Nc/d4:ﬁ/dwp(w)tr log (lDV + Avs + wexp(ivyso - q?/fﬁ) , (4.33)

donde DV 0, + V), es la derivada covariante vector, gb indica el campo del pién y & son
las matrlces de Pauh (consideramos la versién SU(2) del modelo). Vemos que el operador
de Dirac tiene la misma forma que (4.45), si identificamos U(z) = exp(id’ - ¢(z)/fy).
En el modelo NJL, M jugaba el papel de la masa constituyente de los quarks. En el
modelo espectral M se convierte en la variable de integracion w de la funcion espectral. La
diferencia esencial con el modelo NJL, y en general con todos los modelos quark quirales,
es que aqui no consideramos un cutoff que separe el régimen de baja energia, donde se
supone que el modelo funciona, y el régimen de alta energia.

4.3. Problematica de los modelos de quarks quirales
a temperatura finita

El tratamiento estandar de los Modelos de Quarks Quirales a Temperatura Finita pre-
senta algunas inconsistencias. Por una parte, en el célculo de observables aparecen in-
volucrados estados excitados con cualquier nimero de quarks, y esto ocurre incluso para
temperaturas bajas. Sorprendentemente, durante mucho tiempo no ha habido demasiada
preocupacion por parte de los autores en resolver este problema, y normalmente lo han
atribuido a fallos del propio modelo, tales como falta de confinamiento.

4.3.1. Tratamiento estandar a temperatura finita

El tratamiento estandar consiste en pasar de las férmulas con T' = 0 hasta otras formulas
para T # 0, mediante la aplicacion de la regla

dkq
o F( ko, k —>sz (iw, k), (4.34)

n=—oo

donde F' puede representar el propagador de un quark, en espacio de momentos. w,, son
las frecuencias de Matsubara fermiénicas, w, = 27T (n + 1/2). Si aplicamos esta regla en
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el condensado quiral, a temperatura finita y a un loop se tiene

S Bk 1
qq = _ZNC - tI‘ irac To=in 4MTtrc / = . 4.35
@) > (1 oS = TS [ s 49

n=—oo

Después de hacer la integral en momentos, y aplicar la formula de Poisson para la suma-
toria,! queda

_ _ N, MQT
(@q)r = (@a)r=0 — 2 Z " Ky(nay )
n=1
equeno 2MT 3/2
Tpr% <q —0 — _Z ( ) e—nM/T’ (437)

donde se ha hecho uso del comportamiento asintético de la funcién de Bessel K,,(z) para
el régimen de temperatura pequena K,(z) ~ e %\/7/2z.

4.3.2. Generacion de estados multi-quarks

La ec. (4.37) se puede interpretar en términos del propagador del quark en espacio de

coordenadas . " )
d*k e "v® M* Ki(v/—M?2?
5) = [t = M) ), (439
(2m)4 k —M 472 —M?2x?
El comportamiento de (4.38) a temperatura pequena es
S(&,iB3) T P o M/T (4.39)

lo cual representa la supresién exponencial a temperatura pequena correspondiente al
propagador de un unico quark. Si nos fijamos en ec. (4.37), esto significa que el condensado
de quarks se puede escribir en términos de factores de Boltzmann estadisticos con masa
M, = nM. Esto constituye un problema, pues significa que el bano térmico esta formado
por quarks constituyentes libres, sin ningin confinamiento de color.?

1La férmula de Poisson para la sumatoria es:

oo oo

Y Fn)= > { [ O:o d:cF(x)eﬂm}. (4.36)

n—=—oo m=—0o0

2Este célculo se puede extender a cualquier observable que sea singlete de color en el limite de temper-
atura cero, y el resultado general que se obtiene es que los cdlculos en modelos de quarks a temperatura
finita en la aproximacién de un loop van a generar todos los estados posibles de quarks, esto es

O = OT=0 4 O e™/T 4 Qe M/T . (4.40)

Notar que, si bien el término O, corresponde al estado de un quark aislado, el siguiente término O,
tiene que ser un estado diquark qq, correspondiente a un tnico quark que se propaga dando dos vueltas
alrededor del cilindro térmico. Este término no puede ser un estado mesoénico gq, puesto que a un loop
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El condensado de quarks a temperatura finita no es invariante gauge (en el sentido de
transformaciones gauge grandes). En efecto, del ejemplo del condensado se tiene

[e.9]

(@a)r = Y (=1)"@(@0)q(0))]sg=ins - (4.41)

n=—oo

o sea, el condensado a temperatura finita se puede escribir como una suma coherente
de condensados de quarks no locales a temperatura cero. Notar que la contribucién de
temperatura cero corresponde al término n = 0 en la sumatoria. Bajo una transformacion
gauge de tipo central se tiene

@y — 3 (—2)"(@xo)a(0))

n=—oo

(4.42)

ro=ins

Esto significa que (4.41) no es invariante gauge, y el condensado se puede descomponer en
una suma de representaciones irreducibles con una trialidad dada n, lo cual genera estados
con cualquier nimero de quarks ~ e M5,

Se puede evitar este problema imponiendo a mano que el condensado fuera invariante
gauge. Esto se harfa eliminando de la suma en (4.42) los términos que no tienen trialidad
cero, esto es

o0

= > (=1)"alxo)g(0)) (4.43)

zo=iNcns

singlete
n=—o00

Esta féormula genera como primera correcciéon un término bariénico N.e NeMB El factor

N, es generado por el loop de quarks.

4.3.3. Conflicto con Teoria Quiral de Perturbaciones

Aparte del problema de la generacion de estados multi-quarks que no preservan trial-
idad, surge otra problemética cuando comparamos nuestros resultados con los de Teoria
Quiral de Perturbaciones a temperatura finita. En el limite quiral, esto es para m, <
21T < 4nf,, las correcciones térmica de orden mas bajo al condensado de quarks (por
ejemplo, para Ny = 2), vienen dadas por

_ _ T* T
laa)r| , . = (q9) (1 TR ) : (4.44)

Puesto que f, ~ /N, las correcciones de temperatura finita estan suprimidas en N,
en relacion a la contribucién de temperatura cero. Este hecho contradice el resultado de

este estado viene de la linea de un quark que primero sube y después baja en tiempo imaginario. En este
caso el camino no da ninguna vuelta alrededor del cilindro térmico, y por tanto su contribucién estd ya
incluida en el término de temperatura cero OT=0,
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ec. (4.41), pues de ahi se obtiene que todas las correcciones térmicas son del mismo orden
en un contaje en N..

El resultado de TQP, ec. (4.44), se ha obtenido considerando loops pidnicos, los cuales
son dominantes para 17" < M. El problema reside en que incluso sin loops pidénicos los
modelos de quarks quirales predicen una transicion de fase quiral en torno a T, ~ 170 MeV,
lo cual concuerda bien, aunque de manera injustificada, con los resultados de lattice.

4.4. Acoplamiento del loop de Polyakov en los Mod-
elos de Quarks Quirales

A temperatura cero es posible preservar la invariancia gauge mediante el acoplamiento
de los gluones con el modelo. Dentro del espiritu del modelo, estos grados de libertad
deberian de tratarse de un modo perturbativo, pues los quarks constituyentes llevan cierta
informacion sobre efectos gludnicos no perturbativos.

A temperatura finita la situacién es diferente pues, como hemos dicho ya, un tratamien-
to perturbativo de la componente Ay del campo gluénico romperia explicitamente la in-
variancia gauge. Por tanto, tiene sentido considerar aqui el loop de Polyakov gludnico y
su acoplamiento con los modelos quirales. K. Fukushima [64] sugiere este acoplamiento
en virtud de la analogia que existe entre el loop de Polyakov y el potencial quimico (ver
sec. 2.1). El tratamiento que vamos a considerar nosotros se basa en el uso del heat ker-
nel a temperatura finita (capitulo 2). Nuestra aproximacién es similar a la de Fukushima,
excepto por el hecho de que consideraremos un loop de Polyakov local Q(Z).

4.4.1. Acoplamiento minimo del loop de Polyakov

En el modelo de Nambu—Jona-Lasinio, el operador de Dirac, ec. (4.18), se puede escribir
en la forma

D =D, + Ay + MU, (4.45)

donde D}j = 0, + V, es la derivada covariante vector, y U es una matriz en espacio de
sabor que representa los octetes pseudoescalares de los mesones en la representacién no
lineal, esto es U = e™V2®/fx _con

®— . —Ln® 4 Ly K2° . (4.46)
- 0

fr es la constante de decaimiento débil del pién en el limite quiral. En el modelo quark
espectral, el operador de Dirac se puede escribir de manera similar

D=+ Ay +wlU, (4.47)

donde w es la variable espectral, sobre la que se debe de integrar. En los modelos quarks
quirales debemos de considerar quarks con grados de libertad de sabor y de color. Esto
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quiere decir que los acoplamientos gauge de sabor daran lugar a loops de Polyakov con
quiralidades right y left.®> En esta tesis tinicamente nos vamos a preocupar del loop de
Polyakov con grados de libertad de color, de modo que el loop de Polyakov de sabor lo
consideraremos igual a la identidad.

Si nos fijamos en ec. (4.19), podemos hacer uso del desarrollo del heat kernel a tem-
peratura finita (capitulo 2) para obtener el lagrangiano efectivo como un desarrollo en
derivadas covariantes. El lagrangiano va a tener la forma

L(x) =Y tr[fa(Qx))On()] (4.51)

donde tr es la traza sobre todos los grados de libertad internos, n etiqueta todos los
operadores locales covariantes gauge O,, (esto es, que contienen derivadas covariantes),
y fu(2(x)) son funciones dependientes de la temperatura y del loop de Polyakov. Estas
funciones reemplazan los coeficientes numéricos presentes en el caso de temperatura cero.

En estos célculos, el loop de Polyakov aparece minimamente acoplado a través de las
frecuencias de Matsubara fermiénicas modificadas®

O, =2rT(1+1/247D), U= (2mi) 'log Q. (4.52)

En nuestra notacién Q = e donde D(%) = Ay(Z)/(27T).
El efecto de este cambio en las frecuencias de Matsubara da lugar a la siguiente regla
para pasar a las formulas con T # 0

F(z;z) — Y (=QD)"F(Z,z0 + inf; T, 20) . (4.53)

n=—oo

F(x; x) es el propagador fermiénico a temperatura finita que comienza y acaba en el mismo
punto. En ec. (4.53) aparece el factor (—(Z))", en lugar del factor (—1)" que se obtiene

3El loop de Polyakov quiral de sabor se define

zo+03
Q(z0,x) = T exp (—/ dzy(Vo(xg, x) + W5Ao(x67x))) . (4.48)

0

) es una matriz en espacio de sabor, y la identidad en el espacio de color. En términos de campos right y
left se escribe como Q2 = QrPr + Q1 Py, donde

zo+08
Qr(z0,7) = Texp (—/ dxf)(Vo(xg,x)+Ao(:c67x))> , (4.49)

QL(‘r()v f)

zo+08
Texp (— [ st - Ao@ca,x») , (4.50)

donde Pgr 1 = %(1 + v;5). Notar que la simetria gauge grande en espacio de sabor a temperatura finita
precisa del uso del loop de Polyakov quiral de sabor.

4En nuestro tratamiento, @, es el tinico sitio donde aparece la dependencia explicita en los grados de
libertad de color, de modo que se puede pensar en U como el conjunto de sus autovalores correspondientes.
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Figura 4.1: Diagrama tipico de un loop de quarks con una linea de Wilson no trivial.
Para n vueltas alrededor de la direccién temporal compactificada U(1), surge un factor
topoldgico Q™ ademds del factor estadistico de Fermi-Dirac (—1)". Las lineas onduladas
son campos externos. La contribucién total del diagrama se obtiene sumando sobre todas
las vueltas y calculando la traza en espacio de color.

de la regla estandar ec. (4.34), después de usar la féormula de Poisson para la sumatoria,
ec. (4.36), y considerar la transformada de Fourier.

La interpretacién de ec. (4.53) puede ser visualizado en Fig. 4.1. En un loop de quarks
a temperatura finita con un nimero arbitrario de campos externos y con una linea de
Wilson no trivial, cada vez que los quarks dan una vuelta alrededor de la direcciéon temporal
compatificada, estos adquieren una fase (—1) debido a la estadistica de Fermi-Dirac, y un
factor no abeliano de Aharonov-Bohm?® ). La contribucién total del diagrama se obtiene
sumando sobre todas las vueltas y calculando la traza en espacio de color.

4.4.2. Promedio sobre el grupo

En la seccion 4.4.1 se ha considerado el acoplamiento minimo del loop de Polyakov con
el modelo quark quiral, que consiste simplemente en hacer la sustitucion

80 — 80 - ZgAO s (454)

en los operadores de Dirac, ec. (4.45) y ec. (4.47). El modelo quark quiral acoplado con
el loop de Polyakov se obtiene considerando el acoplamiento minimo de ec. (4.54), y una
integracion del campo gluénico Ay de un modo que preserve invariancia gauge. Esto va a
generar una funcién de particién de la forma

7 = / dUdQ et eitelal (4.55)

donde dU es la medida de Haar del grupo quiral de sabor SU(N¢)r x SU(Ny)r, y d©
la medida de Haar del grupo de color SU(N,.). I'¢ es la accién efectiva gluénica y I'g
corresponde a la acciéon efectiva de los quarks.

SEsta es una fase de tipo eléctrico, diferente a la fase magnética estandar. No obstante, el nombre es
apropiado puesto que la fase eléctrica fue discutida por primera vez en el articulo original AB.
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Si no se tuviera en cuenta la medida de Haar, y se considerara Ag = 0y = 1, se
obtendria la forma original del modelo quark quiral, donde existe una relacion uno a uno
entre el desarrollo en loops y el desarrollo en N, grande, tanto a temperatura cero como a
temperatura finita. De manera equivalente se podria considerar una aproximacion de punto
de silla y sus correcciones. En presencia del loop de Polyakov tal correspondencia no existe,
de modo que consideraremos un desarrollo en loops de quarks, esto es, una aproximaciéon
de punto de silla para el campo bosénico U, y mantendremos la integracién en el loop de
Polyakov (constante) 2. En el trabajo de [64] se hace uso también de la aproximacién de
punto de silla para €.

La integracion del loop de Polyakov €2 debe de realizarse de acuerdo con la dindmica
de QCD. Esto implica un promedio sobre el loop de Polyakov local con cierto peso nor-
malizado o(2; Z) dQ2. Aqui o(Q2; %) es la distribucién de probabilidad (independiente de la
temperatura) de (%) en el grupo gauge. Para una funcién general f(€), se tiene®

<Nictrcfm>> - /SU(NCdemNiC;f(ef%): / Dso)f(e*),  (456)

donde €%, j =1,..., N, son los valores propios de Q y
1
5 = dQo(2)— 210(p — @) . 4.
o) = [ o5 2wl —a (4.57)
c ]:1

A temperatura suficientemente pequena, la distribucién del loop de Polyakov se en-
cuentra muy cercana a la medida de Haar de SU(N.). En este caso la funcién o(¢) es
simplemente

N 2(—1)Ne

glp)=1- —ycos (Neo) . (4.58)
Introduciendo ec. (4.58) en ec. (4.56) se obtienen facilmente las siguientes férmulas para el
promedio sobre la medida de Haar de SU(N,)

Nca n=0
<trc(_Q)n>SU(Nc) = -1 , N = :i:Nc . (459)
0, otro caso

4.4.3. Solucién de la problematica

Si aplicamos este formalismo al condensado de quarks, nuestro modelo conduce a’

o0

@y = > 3 (=)@ 0)a(0) egmins - (4.60)

Cc
n=—oo

6 £(2) se entiende como una funcién ordinaria f(z) evaluada en z = Q.
"La férmula (4.60) es la andloga a ec. (4.41), pero considerando la fase no abeliana  y el promedio
sobre el grupo.
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Si tenemos en cuenta ec. (4.59), observamos que en nuestro modelo el loop de Polyakov
no sélo permite eliminar los términos que rompen trialidad, sino que las contribuciones
térmicas estan suprimidas en relacion al valor de temperatura cero, tal y como se espera
de TQP. Esto resuelve la problematica que discutimos en la seccién 4.3.

El condensado de quarks a temperatura finita, a un loop de quarks y en la aproximacién
quenched es

2M?3T Low T

@ahr = o+ g K NM/T) 4 2T (a4

MT
27N,

3/2
) e NeM/T - (4.61)

Los puntos indican efectos gluénicos o del mar de quarks de orden mayor. Notar que debido
a la supresion exponencial, las correcciones térmicas de 6rden més bajo a nivel de un loop de
quarks comienzan solo a temperaturas cercanas a la transicion de fase de desconfinamiento.
Hemos denominado a este efecto el enfriamiento de Polyakov [65], ya que es generado por
el promedio de los loops de Polyakov sobre el grupo. Esto significa que en la aproximacion
quenched, no se debe de esperar ningiin efecto térmico importante sobre los observables de
los quarks por debajo de la transicion de fase, y el cambio mas grande deberia de provenir
de loops de bosones pseudoescalares a bajas temperaturas. Esto es justo lo que se espera
de TQP.

4.5. Lagrangiano Quiral a Temperatura Finita

Como se muestra en trabajos previos a temperatura cero [66, 67, 68, 69], los modelos
de quarks quirales permiten entender de un modo cuantitativo y microscépico la estruc-
tura del lagrangiano efectivo a bajas energias que se deduce de TQP para los mesones
pseudoescalares a nivel drbol. En concreto, proporcionan valores numéricos para las con-
tribuciones de orden méas bajo en NN, de las constantes de baja energia.

En esta seccion vamos a extender los resultados de temperatura cero a temperatura
finita, y consideraremos la influencia del loop de Polyakov. Siguiendo el método desarrollado
en el capitulo 2, y que aplicamos en el capitulo 3 para el calculo de la accién efectiva de
QCD en el régimen de alta temperatura, se puede escribir la estructura del lagrangiano
efectivo a baja energia para los mesones pseudoescalares a temperatura finita a nivel arbol,
mediante un desarrollo de tipo heat kernel para los modelos de quarks quirales a nivel de
un loop. En TQP a temperatura finita se considera en general que las constantes de baja
energia son independientes de la temperatura. Esta es una suposicién bastante razonable,
ya que la aplicabilidad de TQP se basa en la existencia de un gap de masa entre los bosones
de Goldstone y en resto del espectro hadrénico. Para mesones no estranos el gap viene dado
por la masa del mesén p, My, de modo que es de esperar que la dependencia en temperatura
de las constantes de baja energia fuera del orden de e=™v/T. En un modelo quark quiral,
los mesones pseudoescalares son particulas compuestas de quarks constituyentes con una
masa M, y los efectos términos también deberian de influir en su estructura microscépica.
El cdlculo que realizaremos en esta seccién va a permitir analizar esto de una manera
cuantitativa.
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4.5.1. Estructura del lagrangiano

El calculo del lagrangiano quiral efectivo a temperatura finita en los modelos de quarks
quirales se limita, desde un punta de vista técnico, al calculo de trazas en espacio de Dirac
y en espacio de sabor. En el apéndice D se hace con relativo detalle. Mostraremos aqui el
resultado final.

El lagrangiano efectivo a baja energia escrito en la notacién de Gasser-Leutwyler [19]
y en espacio de Minkowski se escribe

2N,
;C((]O) = — (47T>2 <trcj,270(A, ]\47 V>> s (462)

2 ~ A~
P = fztrf (DuUTD”U + (XU + yUT)) , (4.63)

L@ = Li(trp(D,UD*UY)? + Litr (DU D,U)tr(D*UTDVU)
+Litr (D, U D*UD, U D*U) + Lstrs(DoUTD°UD, Ut D U)

+Litr (DU DU tr (U + UT)

+Litr (D, UTD*U(TU + UY)) + Litr (DU DU (TU + U))

+L3'trp(Dy DUt + Dy D°UY) + Li(tr, (U + U'))? + L3 (e, ('U — UT))?
+L'tr;(UTDyD°U — UDyD°Utr,(TU — U
+Litr,((UTU + UTUT)
—iLytrg(FR D'UTD'U + F*, D*UD*UY)
—iLytr;(EF(D°UTD'U — D'UTDU) 4+ EX(D°UD'UT — D'UD°UT))
—iLy'tr /(Do ERUTD'U + Dy EFU DU

+Liotrp (UTFL UFH R

+Htrp((F)* + (Fn)?) + Hatrp(B)? + (BF)?) + Hatrp (7). (4.64)
try es la traza en espacio de sabor. Las derivadas covariantes quirales son
DU = DLU—-UD[ =98,U—iAU+iUAT, (4.65)

F,, = D, D)l =0,A, - 0,A], —i[A], A],

con r = L, R. La estructura de este lagrangiano resulta bastante interesante. Por una
parte existen términos que se pueden escribir como los del lagrangiano a temperatura
cero, pero con acoplamientos efectivos dependientes de la temperatura. Ademéds de estos,
existen nuevos términos que rompen invariancia Lorentz. Curiosamente, en el lagrangiano
aparecen menos términos del segundo tipo de los que en un principio se podria pensar.
Todavia no entendemos del todo este hecho, que parece sugerir la existencia de alguna
simetria accidental. Si bien sospechamos que esta simetria existe sélo a un loop, seria
interesante encontrarla explicitamente.
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4.5.2. LEC para el modelo de Nambu—Jona-Lasinio

Si bien ésta es la estructura general que se ha encontrado para los modelos de quarks
quirales, los valores de los coeficientes de baja energia dependen del modelo en particular.
Mostramos aqui los valores de las constantes de baja energia (LEC) obtenidas para el
modelo de Nambu-Jona-Lasinio

2N M? M
#(0) f %2 *2 _
‘Cq( ) = — (47]')2 (trcj,2,0> y fﬂ. - A2 <trC\70,0> ) fﬂ' BO - A2 <trc*7*1,0> )
4
* * * * * 1 *
L= W('&fzo) , Ly =2L7, Ly =—-8L + §L97
- MQ M f*2
—(t c 2/ L* = 07 5= 5 = - 3L* ?
3 6(47T) < r ‘71,2> 4 5 2B0 <4M2 9>
— 1— — 1— 1 f*2
Ly ==L =L L:=0 L — I L
5 3 5 9 3 6 ) 7 8Nf< 230M+ 9)7
— 1 — 1 1 1 5 1
- _ -7 * - _ S 4.66
AN, 87 168, (M BO) Jo = ghs: (4.66)
i M2 _ — — " 1 %
L= gt Lo=-Lo,  L=-L  Liy=—3L,
2 . 1 21
H = -——= ~L¥ H = ——={r.Jy5), Hy = =% -Lj,
LT T T 1= g tedoz) 2= TR T

donde las integrales J; estan definidas en ec. (D.22). Todos estos coeficientes de Gasser-
Leutwyler se pueden expresar en términos de f? By, L} y L o, de manera equivalente,
in terminos de las integrales (tr.J_10), (treJoo), (treJr0) v (treJo,0). Notar que todos los
términos que rompen la simetria Lorentz, excepto ﬁj, son proporcionales.

Si el loop de Polyakov €2 se considera igual a la unidad, las expresiones (4.66) siguen
siendo vélidas, salvo por el hecho de que el promedio en el grupo y la traza de color deben
de sustituirse por un factor N..

4.5.3. LEC para el Modelo Quark Espectral

En este modelo se debe de hacer un promedio sobre la masa constituyente de los quarks
con una funcién espectral p(w) que actia como peso (ver sec. 4.2.2). Notar que M no
solo aparece como argumento de las integrales J;, sino que también aparece en forma de
factores multiplicativos. Esto dara lugar a un nimero mayor de funciones independientes
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en comparacion con el modelo NJL.

2Ny 1
x(0)  __ *2 2 *2 o
ﬁq( = (47T) <trcj 20), [a = 4_7r2<w treJoo), fa Bo= 4—7T2<Wtrcj_1,o>
L} 1<4tj>L* 1<2tj>f 1<tj>
= wtr, , = wtr, , =— wtr.J, 5
L 24(47)? 20 97 3(4r)? 1o T 6(4m) 1.2
* 1 3
Ly = m(@tfcjop) — (w’treJho))
L: ! ! (wtreToo) + 4m° L
= — wtr, s ,
7 2(47)2N; \ 2B, 00 0
1 21
L* - - t . o s - *7
ST dmeE, Wiedoo) — gp — gl
1 1
H = — tre —Lg,
! orary edoo) +
— 1
H = ———(treJoa),
1 6(471')2< r \70,2>
o= (g0 — oo ) — T4 Lre (4.67)
= Ie wir, . .
? 2(4m)2B, \ By 1o “07) 8B2 T 4
Para simplificar la notacién, con (...) indicamos tanto el promedio sobre el loop de
Polyakov como el promedio térmico [ dwp(w).... El resto de coeficientes satisfacen las
mismas relaciones geométricas que se obtuvieron para el modelo NJL. En ambos modelos
se obtiene la relaciéon
Lot (L (4.68)
T ONp\16B2 0?7 '

Podemos calcular explicitamente las integrales haciendo uso del esquema de dominancia
vectorial de la funcién espectral p(w). Después de calcular el promedio en el grupo SU(N,),
se obtiene

N, , oM}

(treT 00) = ——pi— 3t V(48 + 24y + 6a) + a)) eV /2,
\%4

v
3z (
(wtreJ-10) = ph (NC — 26_IS/2) ,

<t1”c._7_170> = Ncplz - 12 + 6y + .CE%/) e—ocv/Z ,

(treJoo) = —Nelpo+ pp) + 27 — 4log(4) + 4log(wy) — 2(5/2)
{L‘%/ 5 77 Ty 2
_1800 of {{_}’{_’_}’ (I) ]
S AERREEENCSE
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2 /

(wtreJoo) = —Nep) — %(2 + :cs)eﬂ”s/2 ,
S
M2

<w2trcx70,0> = —NC,O/Q - %(2 + :L‘V)e_xV/Q ,

1
(Wtr.Jio) = Nepo— = (12 + 6xy + x%/) e /2,

6
/2
Str, _ _P8Ts —as)2
(WtreJn0) 2M§e ,
1
<w4trc‘72,0> = Nch 24 (48 + 24z + 65L‘V + xv) —zv /2 7
1
(redoz) = —3 (124 62y +a7) eav/2
2
con la notacién

Sin el loop de Polyakov, las expresiones (4.67) siguen siendo vélidas si el promedio en el
grupo y la traza de color se sustituyen por un factor N, esto es

log(1 + e_ﬁMV/Q)

N, 16N, [ g3
(treJ-20) = —="pi 7 [ 7 4

M2 M
+= " Lia(—e e PMv/Z) 4 %Lig(—e_ﬂM‘//Q) +

N[ (BMy)?
2 {3(1 T PMvT2)

+28My log (1 + ¢ #MV/2) — ALi, (—e~PMv/2) } |

2 _. _
@Lu(—e ’QMV/Q)] ,

<tr0\7—1,0>/ = Ncplg_

2
’ o /
(Wit 1o} = Nofh (“W)’

(treJoo) = —Nelpo+pp) +Ne D _(—1)" ( — 2yp + 4log(4) + 2¢(5/2)

n>0

s+ ST 1 (131 ()]

+% o Fy [{1 1} {5 2 2}, (%ﬁMV)z] ) 7
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; 2Nepy 2 4 (2 + BMg)eMs/?

/ — —
(wtreJoo) = —Nep) M2 (1 + efMs/2)2 ?
N.MZ 2 + (2 4 BMy)ePMv /2
2 ro_ (R it
(witredoo)” = —Nepp 6 (1 + efMv/2)2 ’
Ne
<w2trcj1,0>/ =

Neto = 5 o 2y
x [12 + (24 + 65My — (BMy)?)ePMV/? 4 (12 + 68My + (5Mv)2)eﬁMV] ,

N, , 2(_1 _|_€BMS/2)65MS/2

3 ' _ ¢
<W trc\71,()> - 2 p3 (1 —{—eﬂMS/Q)S 9

N,
4 r o c
(WitreToo) = Newo = 5oy

X [48 + (144 + 24BMy — 6(BMy)* + (BMy)*)e™v /2
+(144 + 483 My — 4(BMy)?)eMv
+(48 4 248My + 6(5My)% 4 (BMy)*)e3Mv /2| (4.71)

N,
3(1 + MV /2)3

X |12 + (24 + 63My — (BMy)?)eP™Mv/2 4 (12 + 66My, + (5Mv)2)eﬂMv] ,

N, (BMy)2ePMv /2
<w2trcj1?§>’ = ﬁ <(ﬁ1 _|_V6)5Mv/2)4 [2 — 6MV + 4ﬂMveﬂMV/2 — (2 + ﬁMv)eﬁMV} s

<trcx70,§>/ = -

(...)" indica inicamente promedio espectral, Li, es el polilogaritmo de orden n, y
oFylar, ... ap; b1, ..., by; 2] son las funciones hipergeométricas generalizadas.

4.6. Correcciones de orden mayor

En las secciones 4.4 y 4.5 hemos considerado los modelos de quarks quirales a nivel
de un loop de quarks. Asimismo hemos justificado que a temperaturas suficientemente
pequenas basta con considerar el promedio sobre el grupo gauge SU(NN.). En esta seccién
discutiremos algunas consecuencias importantes que se obtienen al ir mas alld de estas
aproximaciones.

4.6.1. Mas alla de un loop de quarks

El ir mas alla de la aproximacion de un loop de quarks puede llevar a calculos bastante
tediosos (ver refs. [70, 71] para célculos explicitos del modelo NJL estdndar sin loop de
Polyakov). Aqui no nos vamos a preocupar de hacer un célculo explicito, no obstante se
pueden deducir algunas consecuencias importantes basadas en ciertas reglas de contaje
en N, a temperatura finita.
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a b C

Figura 4.2: Diagrama tipico més alla de un loop para el operador del condensado de quarks
qq. Las lineas de los quarks con momentos independientes pueden dar n vueltas alrededor
del tiempo euclideo compactificado, dando lugar al factor de Fermi-Polyakov (—2)". La
conservacién de trialidad s6lamente permite que las lineas internas de quark-antiquark den
una tnica vuelta y en sentidos opuestos, lo cual genera una supresién exponencial e ~2M#
para el diagrama a). Una supresién similar ocurre para el diagrama b) si las vueltas del
quark-antiquark ocurren en cada una de las burbujas. El diagrama c) se corresponde con
una suma de todos los estados intermedios con los mismos nimeros cuanticos, y puede
interpretarse como la linea de un meson.

Consideremos, por ejemplo, el diagrama a tres loops de la fig. (4.2), que contribuye al
condensado de quarks en el modelo NJL en términos de los propagadores de los quarks.
La contribucién de este diagrama se escribe ®

Fig.(2a) = > S e Swh) e Sw?) e Sw?) @ sw? +w® —w®),

w® w(@)),w)

Haciendo uso de la férmula de Poisson para la sumatoria, eq. (4.36), y yendo a espacio
euclideo se tiene

Fig.(2a) = Z (Qritnatns) / drdrs
ni,n2,ns e
X S(m)®S(—m1 — 13+ B +n3f) @ S(—73 4+ nof+ngf) ® S(r3) ® S(m3 — n3f)
N Z <Qn1+n2+n3>e—ﬁM(|n1\+|n2|+\n3|) ) (4.72)
ni,n2,n3

La conservacion de trialidad para este diagrama implica, ny + ns + ng = kN, y el valor
minimo del exponente se consigue con n; = ny = nz = 0, que es la contribucién de
temperatura cero. La siguiente correccion térmica a temperatura baja viene dada por n; =
0, ng = —ng = 1, de modo que el diagrama a 3 loops de fig. (2a) se encuentra suprimido en
un factor ~ e=2°M en comparacién con la supresién de un loop de quarks ~ e Nf™ Una
supresion térmica similar se obtiene si introducimos la suma estandar sobre burbujas, que

8Por simplicidad, escribimos tinicamente las frecuencias de Matsubara.
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puede acoplarse a los niimeros cuanticos de los mesones transformando el argumento del
exponente en 2M — Mg,. Obviamente, esta contribucién resulta mas importante para el
pién més ligero.En realidad, el diagrama quark-mesén de la fig.(2b) es similar al diagrama
bosonizado de dos loops que se muestra en fig. (2c). Para este diagrama bosonizado los
argumentos previos resulad més simples, ya que el niimero de loops es igual al niimero de
propagadores de quarks. El operador de polarizacién del pién, proporcional al propagador
del pién, se puede tomar a temperatura cero, ya que la supresiéon mas importante viene de
las lineas de quarks que no estan acopladas a los nimeros cuanticos del pién.

Para un diagrama bosonizado con L loops de quarks, tenemos que considerar L. gener-
alizaciones de las correcciones a nivel de un loop de quarks, ec. (4.53). El andlisis es més
simple en espacio de coordenadas. En lugar del nimero total de propagadores de quarks,
consideramos la suma de Poisson de L propagadores. Esto se puede hacer mediante la
férmula

o0 8 o0 [e%s)
Z / deyF(zy +nf, x4 + mf) = Z / dxyF(zy +np). (4.73)
0 —00

n,m=—0oo n=—oo

Esto significa que es posible eliminar tantas sumas de Poisson como integrales en coor-
denadas aparecen en las expresiones. Haciendo uso de L = [ — (V — 1) y 4V = E + 21
tenemos ?

L 4 2L L amiorm o e
Hz-:o / d*zG Z Hi:1< Q)"iS(Z,t; +ini3) (4.74)

En realidad, esta regla no depende de la forma precisa de la interacciéon de los quarks. A
bajas temperaturas, cada linea de quark con un indice de Poisson independiente genera
una supresion dada por una masa de quark constituyente. Por tanto, la contribucién a un
observable se puede descomponer esquematicamente del siguiente modo

o' = Z Z Om...nL <Qm+an> e_MB(‘an"'H”LD . (475)

L ni,..np

La conservaciéon de trialidad de la medida 2 — 2€) a este nivel conduce a

/n/1+...+nL:ch‘ (476)
con k=0,1,2,---. El término dominante en el desarrollo de ec. (4.75) es aquel para el que
ny = --- = nz = 0 con un nimero arbitrario de loops de quarks L, y se corresponde con

la contribucién de temperatura cero. Ademaés, se ve que para L = 1 tinicamente se tienen
contribuciones de n; = kN, lo cual da lugar a correcciones e VM8 que permiten repro-
ducir los resultados de las secciones 4.4 y 4.5. A partir de la ec. (4.75) podemos ver c6mo se
organiza el desarrollo térmico para temperaturas bajas. Las contribuciones térmicas mas

9L es el nimero de loops de quarks, V el ntimero de vértices, I el nimero de lineas de quarks y E el
numero de patas externas.
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importantes vienen de minimizar Zle In;|, sujeto al requerimiento de conservacién de tri-
alidad, ec. (4.76). A temperatura finita y para N. > 3 se tiene que la primera correccién
térmica viene dada por L =2y n; = —ng =1 con ng =--- =ng = 0, lo cual da el factor
e 2PM v se corresponde con un estado mesésino ¢g. Esta contribucién estd disminuida por
un factor 1/N, en relacién con la contribucién de temperatura cero. Para N. = 3 el sigu-
iente término en el desarrollo corresponderia a L > 3 y n; = ny = ng = 1, lo cual da lugar a

una supresion térmica e #NeM Para N, > 5 se tendria L >4 conny, = —ng =ng =ng = 1
y ns = ---=ny = 0. Si consideramos el caso N, = 3 se tiene *°
1
Zyg ~ e 2M/T (4.77)
Zggq ~ e NMT (4.78)
1
Zgqaag ™~ — e GHNIMIT (4.79)
N,
(4.80)
1 _
Z (qqq)B (gg) N e~ (2Nm+NyNe)M/T (4.81)

N
N M

Obviamente, para N, = 3 la contribucién del loop mesénico es mas dominante que la
del loop bariénico. Los argumentos previos se han hecho tener en cuenta el efecto de
confinamiento de los quarks, de modo que en realidad deberiamos de considerar la masa
fisica del meson, y en este caso se tendria

1
O=1+)" Omﬁe‘ﬁm +4+> Cpe Mo g (4.82)

Asi es como funciona la dualidad quark-hadrén en los modelos de quarks quirales a temper-
atura finita. Como vemos, las contribuciones de los loops pidnicos son las mas importantes,
incluso si se tiene en cuenta que estdn suprimidas en 1/N,.. La siguiente contribucién al
observable total a temperatura finita viene dada por los siguientes estados mesénicos. En
su conjunto, esto es lo que se espera como consecuencia de la inclusion del loop de Polyakov
en los modelos de quarks quirales, teniendo en cuenta la proyeccion sobre el sector singlete
de color invariante gauge.

En conjunto, a temperatura finita se tiene una supresiéon estandar 1/N.e 2% prove-
niente de loops mesénicos y una supresién e~ V<#M de loops bariénicos. Obviamente, las con-
tribuciones més importantes para N, grande o T grande son las debidas a loops mesoénicos.

4.6.2. Correcciones gludnicas

Hasta ahora hemos considerado simplemente una integracién sobre la medida del grupo
gauge. Desafortunadamente, no conocemos ningin argumento general por el cual tenga que

10En el caso en que no se considerara la existencia del loop de Polyakov, se tendria Zqu(qq)N,m ~

1_o—(2Nm+Ng)M/T
Nc M

quark.

, de modo que las contribuciones de orden més bajo corresponderian a estados de un
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existir una supresion exponencial de los grados de libertad gluénicos a temperaturas bajas,
y por tanto dejando unicamente la medida de Haar como unico vestigio de los gluones.
No obstante, los resultados basados en desarrollos con acoplamientos grandes [72, 73] y
en la aproximacién de gluones masivos a un loop [74, 75] proporcionan esta supresién, y
de hecho los resultados recientes de lattice confirman una sorprendente universalidad en
todas las representaciones de los grupos, y favorece el mecanismo dominante del promedio
simple sobre el grupo [76].

De manera més especifica, de los datos de lattice [76] y de la medida del grupo se
encuentra que

(tre Q) =1, (4.83)

en la fase de confinamiento, o de manera equivalente tArc(AZ = 0, para la representacion
adjunta. Notar que en la aproximacién de campo medio [64] (|tr.2|?) se anula, debido a
la ausencia de fluctuaciones.

El potencial gluénico a orden més bajo que se deduce del desarrollo con acoplamientos
grandes viene dado por [72, 73]

Vo Q] - @* /T = —2(d — 1) e 7| Tr. Q[ (4.84)

para N, = 3 con la tensién de la cuerda o = (425 MeV)2. A nivel de campo medio Vgue[L] da
lugar a una transicién de fase de primer orden con el acoplamiento critico 2(d—1)e™7%/T1 =
0,5153. Se puede fijar la temperatura de transicién a su valor empirico Tq = 270 MeV
mediante la eleccién a ™! = 272 MeV [64]. La masa correspondiente es mg = ca = 664 MeV.
A temperaturas pequenas se puede desarrollar la exponencial en potencias de la accion
gluénica

1
e™%¢ =1— 84+ 583; +..., (4.85)

lo cual genera una supresién exponencial del tipo e ™¢/T. Esto da lugar a la siguiente
formula de masas para el argumento de Boltzmann en la exponencial

M =nNM, +mMg, + lmg, (4.86)

que muestra claramente que las contribuciones térmicas de orden mas bajo a temperaturas
bajas vienen dadas nuevamente por los loops térmicos piénicos, lo cual corresponde a tomar
n=10=0ym=1, pues N.M, > mg > Mz, = m,. Notar que numéricamente, incluso la
contribucion de dos loops pidnicos resultaria més importante que las correcciones gluénicas.
En una serie de trabajos recientes [74, 75] se ha obtenido la ecuacién de estado para un
gas de gluones masivos con una masa dependiente de temperatura en presencia del loop de
Polyakov, lo cual premite reproducir los datos de lattice de manera bastante precisa por
encima de la transicion de fase. La densidad de enerfa de vacio se escribe
Ak —~ B &
Vel )] = T/ 2y el [1 —e ksz] , (4.87)
donde wy = /k? + mZ, con mg la masa del gluén. La dependencia en temperatura que se
considera en estos trabajos es mg(T) = Tg(T)v/2, que en la transicién de fase (T = T,)
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toma el valor mg(T.) = 1,2 — 1,3T,. Si se considera un valor constante para la masa del
gluén por debajo de la transicién de fase, a bajas temperaturas se obtiene

S 1 2n d3k —Bnwy
‘/glue[Q] - —TZ E|TI"CQ‘ /We fnwi y (488)
n=1

donde se ha hecho uso de la identidad
Tr. Q" = | T Q™. (4.89)

Haciendo uso de la representacién asintdtica de las funciones de Bessel, se obtiene una
supresion similar que la que se encuentra en el limite de acoplamientos grandes.

4.6.3. Correcciones locales en el loop de Polyakov

Hasta ahora se ha considerado un campo €2 constante en el espacio. De manera general,
el loop de Polyakov depende tanto del tiempo euclideo como de las coordenadas espaciales.
En el gauge de Polyakov la dependencia en temporal es simple, pero queda aun una de-
pendencia en coordenadas que es desconocida. En tal caso, las reglas anteriores deben de
ser modificadas, ya que las inserciones del loop de Polyakov llevaran un momento, y el
resultado depende de su ordenamiento. Si seguimos considerando, como hasta ahora, que
el loop de Polyakov es la tinica fuente de color en el problema, nos vamos a encontrar con
funciones de correlaciéon de loops de Polyakov. En la fase de confinamiento es de esperar
una descomposicion basada en la existencia de propiedades de agrupamiento para cada par
de variables. Por ejemplo, se tiene

(U1, B)Q (&, B)) ~ e PRl (4.90)

para |z — x5 > 1/0. Por tanto, valores muy diferentes en la coordenada espacial estdn
suprimidos, de modo que tiene sentido considerar una aproximacion local dentro de la
longitud de correlacion, y desarrollar las funciones de correlacién en gradientes. En el
lagrangiano quiral a bajas energias, que se obtiene desarrollando la accién efectiva en
derivadas de los campos mesénicos, aparecen también gradientes del loop de Polyakov. En
realidad, puesto que estamos acoplando el loop de Polyakov de manera efectiva como un
potencial quimico de color dependiente de x, nuestra aproximacion es similar a una gen-
eralizacion no abeliana de la aproximaciéon de densidad local en teoria de muchos cuerpos
de fisica nuclear y materia condensada, dentro del espiritu de la teoria del funcional de la

densidad.

4.6.4. Mas alla de la aproximacién quenched

Con objeto de ir més alld de la aproximaciéon quenched, consideraremos el calculo del
determinante fermidnico en presencia de un loop de Polyakov (lentamente variable). Esta
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aproximacién tiene sentido en una region donde existen correlaciones fuertes entre loops
de Polyakov. El determinante fermiénico se puede escribir como

Det(i p—M) = ¢/ @o£@D) (4.91)

donde L es el lagrangiano quiral a temperatura finita como funcién del loop de Polyakov
que ha sido calculado en la seccion 4.5. Haciendo uso de esto, podemos estimar el loop de
Polyakov!!

1 (tr.Q2(x) Det(z D —M)) Low T 87TT B T
N, (Det(i Ip—M)) N203 ’
donde B es la densidad de energia de vacio, o es la tension de la cuerda y ¢ es un factor
numérico que depende del modelo. Notar que la trialidad no se preserva, debido a la
presencia de quarks dinamicos, y la escala relevante es la masa constituyente de los quarks.
Por tanto, el loop de Polyakov se puede usar de manera efectiva como un parametro de
orden.

En la Fig. 4.3 se compara esta supresién exponencial con célculos de lattice en QCD
unquenched por debajo de la transién de fase. Se observa que ec. (4.95) podria ser una
buena aproximacién por debajo de 0,67,.. En cualquier caso, seria deseable disponer de
datos de lattice para temperaturas mas bajas con objeto de hacer un analisis mas preciso.

Para el condensado de quarks, debemos de tener en cuenta en ec. (4.60) la contribucién
del determinante fermiénico, de modo que obtenemos

_+_ {qq Det(i p—M)) Low T /. y 0/87T23672M/T
{@9)r = = Dot p—a0) (@9)r=0 <1+ N ) , (4.96)

I =

(4.95)

donde nuevamente ¢ es un pardmetro que depende del modelo. Aunque la simetria de
conjugacién de carga de color implica que ¢’ debe ser real (ver capitulo 5), su signo no
parece estar determinado a priori. De hecho, en el modelo NJL y en el modelo quark
espetral se obtienen signos diferentes. En éste iltimo se obtiene el resultado de ec. (4.96),
con la sustitucién 2M — My (la masa del mesén p).

Notar que con el calculo quenched, el enfriamiento de Polyakov persiste, aunque es un
poco menos efectivo. Por ejemplo, las constantes de baja energia del lagrangiano efectivo

. _n Low T _
quiral son L7 — LT=0 "X 7 e=Mv/T,

HPara obtener el resultado de ec. (4.95) hemos hecho uso de la férmula de integracién sobre el grupo
SU(N.)

/ a0, = 5,kaﬂ, (4.92)

que conduce trivialmente a
/ dQ trQtr. Q7 =1. (4.93)

Podriamos haber considerado también correcciones locales. En este caso

/ A2 tr QZ) tr Q7 () = e 19T (4.94)
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Figura 4.3: Dependencia en temperatura del loop de Polyakov renormalizado en unidades
de la temperatura critica. Los datos corresponden a QCD con 2 sabores, y han sido tomados
de [16]. La linea continua representa nuestra estimacién del loop de Polyakov en el régimen
de temperaturas pequenas, ec. (4.95), considerando ¢ = 3 como un valor adecuado para
este parametro modelo-dependiente.

Finalmente, seria necesario incluir mas loops de quarks, o equivalentemente excitaciones
mesosinas. Esto daria exactamente el resultado de TQP con piones sin masa dominando en
la region de temperaturas pequenas. Por tanto, vemos que cuando el loop de Polyakov se
acopla de manera conveniente a los modelos de quarks quirales, se obtiene una explicacion
natural de los resultados encontrados hace tiempo en modelos puramente hadrénicos.

4.7. Conclusiones

En este capitulo hemos discutido cémo la introduccién del loop de Polyakov permite
resolver los problemas que presentan los modelos de quarks quirales a temperatura finita en
su tratamiento estdndar. Con objeto de preservar la invariancia gauge explicita a temper-
atura finita es necesario mantener de un modo no perturbativo ciertos grados de libertad
gludnicos. En la practica, y en gauges particulares tales como el gauge de Polyakov, esto se
corresponde con tratar la componente Ay del campo del gluén como un potencial quimico
dependiente del color en el propagador del quark. Esto da lugar a una fuente de color
que va a generar todos los estados posibles de quarks, los cuales pueden no ser singletes
de color (incluso a bajas temperaturas, en la fase de confinamiento de color). Para evitar
este problema, es necesario proyectar sobre los estados fisicos que son singletes de color, lo
cual se consigue de un modo elegante haciendo la integral funcional sobre el campo Ay de
un modo que se preserve la invariancia gauge. En la integral deberian de estar incluidos
tanto la accién gludnica como el determinante de los quarks. La inclusion de éste tltimo
se ha considerado en la seccién 4.6.4. En el tratamiento que hemos hecho del lagrangiano
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efectivo a bajas energias de los modelos de quarks NJL y espectral, hemos considerado sélo
la medida de Haar, que resulta dominante para bajas temperaturas.

De este analisis encontramos que existe una fuerte supresion de los efectos térmicos en
los observables hadrénicos por debajo de la transicién de fase, que surge de la conservacion
aproximada de la trialidad en una fase en que la simetria quiral estd espontaneamente
rota. A este efecto lo hemos denominado enfriamiento de Polyakov de las excitaciones
de los quarks. En particular, la transicién de fase quiral no puede ocurrir antes que la
transicién a la fase de desconfinamiento del color. En esta situacién, el mayor cambio a bajas
temperaturas en los observables tales como el condensado de quarks debe de provenir de los
loops de pseudoescalares, y quizas a temperaturas intermedias de resonancias mesonicas
de orden mayor. Esto es precisamente lo que se espera de TPQ o de las aproximaciones
unitarias con inclusién efectiva de estos loops en las resonancias.

Nuestros argumentos muestran también cémo, debido al enfriamiento de Polyakov, los
modelos de quarks quirales se muestran de acuerdo con las suposiciones teéricas de TQP
a temperatura finita. Para ver como se materializa esto en la practica hemos calculado el
lagrangiano quiral a temperatura finita. El lagrangiano resultante se puede descomponer
en una parte con la misma estructura que a temperatura cero, pero con constantes de baja
energia dependientes de la temperatura, y otra parte con nuevos términos que rompen la
invariancia Lorentz, que surgen como consecuencia de que el bano térmico esta en reposo.
La finalidad de este cédlculo es describir la accién efectiva a nivel arbol de TQP a tem-
peratura finita. En cualquier caso, los efectos térmicos en las constantes de baja energia a
este nivel de aproximaciéon muestran el enfriamiento de Polyakov. En otras palabras, por
debajo de la transicién de fase cualquier dependencia en temperatura sobre las constantes
de baja energia a nivel arbol puede ser despreciada. Esta es precisamente la suposicion
inicial de TQP. Por una parte nuestros resultados se muestran de acuerdo con esta suposi-
cién, y por otra la inclusién y el tratamiento adecuados del loop de Polyakov resuelve las
contradicciones aparentes que existen entre los modelos de quarks quirales y TQP.
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Capitulo 5

Efectos no perturbativos por encima
de la transicion de fase

5.1. Introduccion

El loop de Polyakov juega un papel tedrico muy importante en QCD a temperatura
finita. Representa el propagador de un quark estatico test y por tanto es crucial para
entender el mecanismo de la transicién confinamiento-desconfinamiento. En [77, 78] se
encuentra su relacién con la energia libre de un quark pesado, de tal modo que un valor
cero del loop de Polyakov en quenched QCD indica la fase de confinamiento. La simetria
global Z(N,) se encuentra espontdneamente rota en la fase de desconfinamiento [79, 80].
El loop de Polyakov constituye un parametro de orden natural para esa transicién de
fase; bajo transformaciones de gauge periddicas L es un objeto invariante, pero bajo una
trasformacion de 't Hooft adquiere un factor, que es un elemento del centro del grupo
gauge. Diversas teorfas efectivas para el loop de Polyakov han sido propuestas en [81].
(Para un anélisis detallado ver, por ejemplo, [14]).

El loop de Polyakov es un operador compuesto. Su renormalizabilidad perturbativa
fue discutida en [82, 83, 84, 85], donde se muestra el hecho importante de que se puede
renormalizar multiplicativamente, sin mezcla con otros operadores. Al comienzo de los anos
ochenta, el cdlculo perturbativo del loop de Polyakov hasta segundo orden (NLO) fue hecho
por Gavay Jengo [17] dentro del esquema de regularizaciéon dimensional. Tras incluir efectos
de polarizacién de vacio a temperatura finita a través de la insercion de la masa de Debye,
el término de orden mas bajo resulta ser el O(g?), en lugar del que en un principio cabria
esperar O(g?). Estos resultados muestran que a temperaturas suficientemente grandes el
loop de Polyakov renormalizado se aproxima a uno por encima, lo cual es una consecuencia
del factor no trivial introducido en la renormalizacién. ! No se han hecho muchos progresos
desde este primer resultado. Actualmente no existen calculos perturbativos del loop de
Polyakov més alld de NLO. Tal y como se menciona en [17], un célculo directo conduciria
a la aparicion de un gran numero de diagramas de Feynman debido a las divergencias

'El valor esperado del loop de Polyakov desnudo se anula en el limite al continuo en cualquier fase.
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infrarrojas [86]. En este capitulo discutiremos una aproximacién diferente, relacionada con
la técnica de reduccién dimensional.

Desde el punto de vista no perturbativo, el loop de Polyakov desnudo ha sido fre-
cuentemente estudiado en célculos numéricos de teorias gauge en el lattice. No obstante,
solo recientemente se ha conseguido una definicién conveniente del loop de Polyakov renor-
malizado. El método introducido en ref. [15] para QCD quenched permite calcular el loop
de Polyakov a partir del potencial quark-antiquark a temperatura finita, obtenido de la
funcién de correlacién de dos loops de Polyakov separados. La comparacion con el potencial
a temperatura cero para separaciones pequenas permite una determinacion muy precisa de
la autoenergia del quark, que debera ser extraia. El resultado es que el loop de Polyakov
renormalizado es mayor que uno para temperaturas por encima de 37T,, en concordancia
con lo esperado de teoria de perturbaciones. La misma técnica se ha utilizado para QCD
con dos sabores en [16].

Las temperaturas grandes estan relacionadas con regiones cinematicas donde se mani-
fiesta la rotura de la simetria Lorentz, y se corresponden con momentos euclideos grandes
para una teoria cuantica de campos a temperatura cero. En regularizaciéon dimensional en
el esquema M S se encuentra que a una temperatura dada 7" le corresponde una escala eu-
clidea pu ~ 47T [87], de modo que para T, = 270 MeV se tiene p = 3 GeV. En este régimen
es de esperar que las ideas del desarrollo en producto de operadores (en inglés Operador
Product Expansion, OPE) se puedan aplicar, y més especificamente a temperaturas no
tan grandes, los condensados y las correcciones en potencias de la temperatura deberian
de jugar un papel importante. En realidad, siguiendo algunas sugerencias antiguas [88],
requisitos fenomenolégicos [89], estudios tedricos [90] y andlisis en el lattice [91, 92, 93] hay
actualmente una evidencia creciente de que el condensado invariante BRST de orden mas
bajo es de dimensién 2. Este condensado es en general no local, pero en el gauge de Landau
se convierte en un operador local <Ai’a>, donde A, , es el campo del gluén. El condensa-
do (A?%) también aparece como un pardmetro en el cdlculo de la presién a temperatura
finita [94].

En este capitulo investigaremos el papel que juegan de los condensados en el valor es-
perado del loop de Polyakov. El loop de Polyakov esta estrechamente relacionado con el
valor esperado de tr(A2) (como veremos, el resultado perturbativo a NLO se puede obtener
de este modo), de modo que las contribuciones del condensado a esta magnitud tendran un
impacto inmediato sobre el loop de Polyakov. Nuestra motivacion puede entenderse bien
si se muestra la analogia que existe con el potencial quark-antiquark a temperatura cero
en QCD quenched. Este potencial se puede obtener a partir de la funcién de correlacion
de dos lineas de Wilson. El régimen perturbativo del potencial Vz(r) es el correspondiente
a separaciones pequenas, donde el potencial es aproximadamente coulombiano. Para sep-
araciones del orden de 1/Aqcp (no existe otra escala en gluodinamica) surge un término
lineal confinante que comienza a ser dominante. Estas dos contribuciones del potencial
evolucionan bajo el grupo de renormalizacion siguiendo una ley logaritmica. Por tanto,
modulo correcciones radiativas, rV (r) esta formado por una parte perturbativa que es con-
stante y por un término del tipo Aqepr? que es no perturbativo. De manera analoga, a
temperaturas grandes podemos considerar el comportamiento de la magnitud adimensional



5.2 Loop de Polyakov perturbativo 89

(tr(A32))/T?, que también estd directamente relacionada con la funcién de correlacién de
dos lineas de Wilson térmicas. El andlogo de la escala r en el caso anterior es aqui la es-
cala 1/T, y por suspuesto para T grande la magnitud (tr(A2))/T? es perturbativa y plana
(médulo una dependencia logaritmica). A temperaturas pequenas habria que considerar la
posibilidad de que surjan términos no perturbativos en potencias del tipo A2QCD /T?. Co-
mo mostraremos en la seccion 5.3, estos términos se pueden introducir de manera natural
mediante correcciones OPE al propagador del gluéon. Un anélisis de los datos disponibles
en el lattice permite mostrar precisamente el comportamiento en potencias de T que se
deduce de estas consideraciones. Esto se hace en la seccion 5.4. Este comportamiento en
potencias se observa en la fase de desconfinamiento desde las temperaturas més altas de
las que se tienen datos hasta muy cerca de la temperatura de transiciéon, donde comienzan
a aparecer algunas desviaciones.

5.2. Loop de Polyakov perturbativo

Con objeto de incluir posteriormente posibles contribuciones provenientes de conden-
sados, trataremos de reproducir en esta seccién el resultado perturbativo a orden més bajo
para el loop de Polyakov mendiante la aproximacion de reduccién dimensional. Ademas, es-
to nos permitird discutir algunas propiedades de las contribuciones perturbativas de orden
superior.

5.2.1. Resultados perturbativos

El (valor esperado del) loop de Polyakov se define como

1 - -
L(T) = <ﬁtrP (elgfo” Td$°A0<“”f”°)>> , (5.1)

donde ( ) indica valor esperado en el vacio, tr es la traza de color (en representacién funda-
mental), y P indica ordenacién a lo largo del camino de integracién. Ag es la componente
temporal del campo gludnico (en tiempo euclideo). El campo gauge Ag(x) es un elemento
del dlgebra de Lie de SU(NN,.), y puede ser representado como Ay = Y T, Ao, donde T}, son
los generadores hermiticos del dlgebra de Lie de SU(N,.) en la representacion fundamental,
con la normalizacién estandar tr(7,Ty) = 04p/2.

Al ser un operador compuesto, el loop de Polyakov es subceptible de ser renormal-
izado. En refs. [82, 83, 84, 85] se estudia la renormalizabilidad perturbativa del loop de
Polyakov en el contexto de teoria de perturbaciones. El célculo perturbativo de L(T') en
gluodinamica pura a altas temperaturas fue realizado a comienzos de los anos ochenta por
Gava y Jengo [17]. Este célculo se hizo en el gauge de Landau hasta NLO, que corresponde
a O(g"), v se usé la regularizaciéon dimensional. El resulado hasta ese orden es invariante
gauge

L(T)=1+

1 Ng—l oMmp N2—1 4<1 mp 3
2

c oy e 5
60 N, 7 T " 321 ot 4) +0(g7). (5:2)
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Este resultado es muy antiguo, y hoy en dia no se dispone de cédlculos a érdenes superiores.
La masa de Debye mp controla el apantallamiento de los modos cromoeléctricos en el
plasma, y a un loop se escribe [56]

mp = gT(N,/3 + N;/6)"/2. (5.3)

La dependencia en temperatura de la constante de acoplamiento g se obtiene del anélisis
estdndar del grupo de renormalizacién, y es de esperar que (5.2) constituya una buena
aproximacién a temperatura suficientemente alta. Notemos que L(7T) se hace mayor que 1,
lo cual implica que el loop de Polyakov renormalizado no es una matriz de unimodular.
Puesto que mp contiene una g, la primera contribucién no trivial a L es O(g?), debido a
la estructura infrarroja de la teorfa, en lugar de O(g?) que es lo que uno esperarfa en un
principio.

5.2.2. Reduccidon dimensional

En la seccién 3.6 se obtuvo la accion de la teoria efectiva dimensionalmente reducida a

un loop y en el gauge de Landau. Esta teoria queda descrita por la accién tridimension-
al [ d*zLs(F) [87, 49, 58, 36], donde

TLy(F) = mptr(Ag) + giff? (tr(A7)” + {;(:2) (N. — Np)tr(A})
W rp agzy . S 1
—i—g%(T)tr([Dz,Ao] ) + (T Str(F) + ToLs. (5.4)

g(it) es la constante de acoplamiento de QCD en el esquema MS (usada también en la
férmula del loop de Polyakov (5.2) y en la masa de Debye (5.3))

S5 = 2losle/An). = (LLN/3 =20 /3) (4 (55)
y las constantes de acoplamiento cromoeléctricas y cromomagnéticas vienen dadas por
ec. (3.89). El término restante 0L3 es no renormalizable y contiene operadores de dimensién
6 o mayores (ver ec. (3.94)). Ademads existen términos que contribuyen mads alld de un loop
y términos constantes (indenpendientes de los campos) que podrian ser relevantes para el
calculo de la presion.

Para obtener el loop de Polyakov a orden mas bajo necesitaremos tinicamente los térmi-
nos de masa y de energfa cinética (términos primero y cuarto respectivamente en ec. (5.4)).
Para simplificar la notacién, en el resto del capitulo trabajaremos con un campo Ag reescal-
ado

Aafi) = 2 ((“’T)) AT (@), (5.6)

donde Ag/[—s es el campo gludnico que aparece en férmulas previas. A todos los efectos, el uso
de la masa de Debye y la férmula del loop de Polyakov ec. (5.1) que depende del producto



5.2 Loop de Polyakov perturbativo 91

de gAy, es equivalente al uso del nuevo campo Ay junto con gg(7) como constante de
acoplamiento. A partir de ahora denotaremos esta constante como ¢(7") o simplemente g,

2
1
Lo(@) = Z2ue(A) + mtr((Diy AP?) 4+ (5.7)
1
92 (T) - Qﬂo log(T/AE) )
on A N, + 8N, (log 2 — 1/4)
_ Oms _ Ve + 8Ny(log2 —
Ap = 1 P <7E 2N, — AN, ) . (5.8)

En el calculo de la presion de QCD se puede fijar el gauge de cualquier forma para
integrar los modos no estacionarios. Por esta razon se suelen utilizar los gauges covariantes,
pues los calculos resultan mas faciles en estos gauges. Para el loop de Polyakov la situacion
es diferente, pues los gauges estaticos resultan mas convenientes [56]. Tal y como se muestra
en el Apéndice A, un gauge estatico es aquel en el que dyAy = 0, y no implica pérdida de
generalidad ya que este gauge siempre existe. En el gauge estético la ec. (5.1) se escribe

1 . -

L=w (tre9Ao@/T (5.9)
Notar que L unicamente depende de los modos estacionarios de Ay, de modo que si in-
tegramos los modos no estacionarios no existira pérdida de informacion en el loop de
Polyakov. El modo estacionario Ay(Z) coincide con el logaritmo de loop de Polyakov tinica-
mente en el gauge estatico. Por desgracia, el resultado perturbativo de L3(Z), ec. (5.7), s6lo
se conoce en los gauges covariantes. Por tanto, en un gauge covariante la accion efectiva de
los modos estacionarios resulta insuficiente para obtener los valores esperados del loop de
Polyakov. El uso del modo estacionario en (5.9) equivale a eliminar el operador de orde-
nacién a lo largo del camino de integracién P en la definicién del loop de Polyakov (5.1),
dando lugar a una dependencia en el gauge. No obstante, como mostraremos en la subsec-
cién siguiente, la dependencia en el gauge inicamente afectard mas alla de NLO, y seremos
capaces de reproducir los dos términos de (5.2) mediante el uso de las férmulas de [53] para
la densidad de energia de vacio.

Si hacemos un desarrollo en serie de L(T') en ec. (5.9), se obtiene

2 4

L(T)=1- %j\%(tr(flg» + 25T4Nic<tr(Ag)> e (5.10)

En esta formula hemos considerado que tr(Ag) es cero. Es de esperar que el resto de
ordenes impares en el campo gluénico de anulen debido a la simetria de conjugacién de
QCD, A,(x) — —Al(x). La contribucién de orden més bajo (tr(Ag)) tiene dimensiones de
masa al cuadrado, de modo que esta contribucion no existiria en un calculo a temperatura
cero. A temperatura finita debe de escalar como T2 (médulo correcciones radiativas con
una débil dependencia en T, que incluyen el running de la constante de acoplamiento y
dimensiones anémalas).
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Figura 5.1: Dependencia en temperatura del loop de Polyakov renormalizado en glu-
odindmica (N, = 3). Los datos de lattice son de [15]. Para comparar, se muestran los
resultados perturbativos LO y NLO de ec. (5.2). La curva es un ajuste del parametro b en
ec. (5.32) con los datos de lattice.

-

Sea Dyo(k)dap la componente temporal del propagador en espacio de momentos para
los campos gauge normalizados canénicamente T~1/2A, (7). Integrando el propagador
obtenemos el valor esperado de los campos

(A2,) = (N2 — )T / %DOO(E) . (5.11)

A orden mas bajo en teoria de perturbaciones, el propagador se escribe

1

DPert E = = ’
) =

(5.12)
Si introducimos (5.12) en (5.11) obtenemos la contribucién perturbativa de orden mas bajo

para el condensado gluénico de dimensién dos (hacemos uso de las reglas de regularizacién

dimensional)

. Tm
(Aga)" = —(NZ — 1)4—7TD : (5.13)

Este resultado introducido en ec. (5.10) (y usando que tr(A§) = Aj ,/2) reproduce el valor
perturbativo de L(7T') hasta orden O(g?).

En la figura 5.1 se compara el valor perturbativo de L(T") en ec. (5.2) con datos de lattice
obtenidos recientemente en gluodindamica pura y N, = 3 [15]. Podemos observar que en la
regién de alta temperatura, T' préximo a 67, los valores de lattice para L(T') son mayores
que 1, tal y como predice el calculo perturbativo. Ademés el valor numérico en esta regién
es consistente con teoria de perturbaciones. Este acuerdo desaparece rapidamente a medida
que nos aproximamos a la temperatura critica: los datos de lattice decrecen hasta producir



5.2 Loop de Polyakov perturbativo 93

una transicién de fase (en este caso de segundo orden), mientras que la curva perturbativa
crece ligeramente. Como es de esperar, el resultado perturbativo es lentamente variable
con la temperatura, pues esta variacion procede de correcciones radiativas logaritmicas.

5.2.3. Resultados perturbativos a ordenes superiores

En la seccién (5.2.2) discutimos la técnica de reduccién dimensional y llegamos a obtener
el valor perturbativo de L(T') a orden m4s bajo en teoria de perturbaciones O(g?). En este
apartado vamos a hacer una discusion de las contribuciones de érdenes superiores al loop
de Polyakov.

El lagrangiano renormalizable tridimensional tiene la siguiente estructura

LyM(@) = %tr(Fé) +tr([Dy, AoJ?) + mitr(AG) + A (tr(AF))? + Aatr(A5)

con A, ~ T7V2A,, mg ~ gT, g3 ~ TY?g, y Ay ~ Xy ~ g*T. Para N, = 2y N. = 3 el
término A9 es redundante y podemos considerar Ay = 0.

La densidad de energia de vacio de esta teoria, €(gs, ms, A1), ha sido calculada hasta cu-
atro loops en [53], con g3, m3 y A; como pardmetros independientes. Esto permite calcular
los condensados (A2) y (A3) tomando derivadas de € con respecto a m3 y A; respectiva-
mente, lo cual va a permitir obtener sucesivos 6rdenes perturbativos del loop de Polyakov
mediante ec. (5.10).

La estructura general de la densidad de energia de vacio es [53]

(g3, m, A1) = ZZfeHTfL €g2k/\z k= 1 (5.15)

£>1 k=0

donde ¢ indica el niimero de loops y los coeficientes fy, dependen logaritmicamente de ms.
Para las magnitudes que aparecen en (5.10) se tiene

2

2
g g° 0e(gs, ms,
ﬁ@f(Ag)) ~ 7—(3 - > E q",

0>1 n=0+2

4 4

g g* 0€(gs, m3, A1) n

) ~ g~ Z g (5.16)
0>2 n=(+4

Teniendo en cuenta que en [53] se calcula la densidad de energia de vacio hasta 4 loops,
la primera contribucién a L(T) que no se tendria en cuenta seria O(g”), correspondiente
a ¢ =5 en el término (tr(A2)). La contribucién de orden mds bajo de {tr(Aj)) a 5 loops
es O(g%), y la primera contribucién de (tr(AS)), no disponible en el célculo, comenzaria
en O(g?) a 3 loops. Esto quiere decir que en principio, con el resultado de [53] se podria
extender el resultado perturbativo de L(T') hasta O(g%). Desafortunadamente las relaciones
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que conectan los parametros de la teoria dimensionalmente reducida ms, g3 y A\; con los
correspondientes de QCD en cuatro dimensiones sélamente se conocen en gauges covari-
antes, para los cuales la relacién (5.9) no se cumple. En particular, la razén g(u)/ge(T)
tiene una dependencia en el gauge que comienza en O(g?) para las contribuciones de dos
loops, lo cual darfa lugar a una dependencia en el gauge a O(g°) en L(T).

Deberiamos de estudiar asimismo la contribucién de los términos no renormalizables d Ls.
Los términos de orden mds bajo de ese tipo son [49, 36]

6L3 = g—Qtr([D E. ) + g—gtr(F?’ ) + g—4tr(A2F2 ). (5.17)
T2 iy Ly T3/2 j% T 0+ pv

Si tenemos en cuenta la relacion efectiva D; ~ ¢T', el primer término corresponde a una
correcciéon O(g?) en la energfa cinética, de modo que comenzard a contribuir a O(g”) como
una correccién del LO en L(T'). Los otros términos son de orden mayor.

Teniendo en cuenta las relaciones (5.16) y la ecuacién (5.10), encontramos la siguiente
contribucién de orden O(g°) en L(T)

(N2 —1)g"Tmp my,

O(¢°) = — 9L + 3¢, + 4Ny + 2N (6¢ — 7
2
+ (89 + 47* — 441og2) |, (5.18)
donde
22 nwo 4 4 10N? + 2N + 9N; /N,
L="2N.log— — ZN;log — | = , 5.19
3 s T3 ¢ 6N, + 3N, (5.19)

y pur = 4me BT es la escala térmica estandar que surge en la reduccién dimensional
perturbativa en el esquema MS. mp viene dada por ec. (5.3). ¢ es un pardmetro que
depende del gauge. Reproducimos asimismo el término de orden O(g*) que aparece en el
resultado de Gava y Jengo, ec. (5.2).

Si bien los términos O(g®) + O(g¢%) tienen una dependencia en el gauge, numéricamente
se observa que no producen una contribucién sustancial a L(T), pues son cualitativamente
y cuantitativamente similares a los obtenidos en [17]. Nuevamente la naturaliza radiativa
de estos términos perturbativos produce una dependencia logaritmica en temperatura que
es muy plana.

Encontramos que teoria de perturbaciones resulta ser incapaz de explicar el compor-
tamiento que se observa en el lattice del loop de Polyakov en el régimen T, < T < 67 (ver
figura 5.1), y este hecho refuerza la necesidad de incluir en el célculo efectos no perturba-
tivos.

5.2.4. Ansatz gaussiano

Con objeto de simplificar el tratamiento, consideraremos que en la fase de desconfi-
namiento el campo Ay (Z) se encuentra suficientemente bien descrito con una distribucién
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gaussiana. En este caso, todos los valores esperados de Ay més alld de (A2) se anulan, y
haciendo uso del desarrollo estandar en cumulantes, se encuentra

2/ A2
g <A0 a>:|
L = exp {—7’ (5.20)
AN, T?
de modo que 2
N2 1 NJN2 —1 mp 3
<A(2)7G>Pert = — A mDT - (ST)QQTQ (log 2—713 + Z) + 0(93) . (521)

De (5.16) se observa que la contribucién a L(T') proveniente de (Ag) comienza en O(g°),
de modo que el ansatz gaussiano serd valido hasta orden O(g°) a temperatura suficiente-
mente alta, donde la teoria se convierte en débilmente interactuante debido a la propiedad
de libertad asintética. Es exacto en el limite de N, grande ya que los valores esperados
conectados de érdenes mayores se encuentran suprimidos por potencias de 1/N.. Agya es-
cala como N? — 1, de modo que L tiene un limite bien definido para N, — oo, con la
prescripcién estdndar de mantener fijo g®N,.
Los calculos de lattice muestran una distribucién gaussiana para el loop de Polyakov [106].

El ansatz gaussiano es equivalente a desarrollar la exponencial en ec. (5.9), promediar so-
bre grados de libertad de color y finalmente hacer uso de la hipotesis de saturacion de
vacio ((A2F) = (2k — 1)!1(A2)¥), usada habitualmente en las reglas de suma de QCD a
temperatura cero. En este contexto el loop de Wilson fue discutido en ref. [95] mediante el
uso del condensado gludnico estdandar de dimension 4, dando como resultado un término
proporcional al cuadrado del drea del contorno para pequenos contornos. El problema fue
discutido nuevamente en ref. [96] en el contexto de condensados de dimensién 2, dando
lugar a una ley proporcional al area para contornos pequenos. Esto se muestra de acuerdo
con la observacién de ref. [89] de que los condensados de dimensién 2 podrian considerarse
en términos efectivos como masas gluénicas taquionicas, lo cual proporciona el compor-
tamiento a cortas distancias de las fuerzas que son confinantes a distancias grandes.

5.3. Contribuciones no perturbativas en el loop de
Polyakov

En la seccion 5.2 de este capitulo hemos hecho un estudio de las contribuciones pertur-
bativas para el loop de Polyakov, y encontramos que teoria de perturbaciones reproduce
unicamente los datos de lattice a temperaturas suficientemente altas (17" ~ 67,). Este hecho
aparece ilustrado en la figura 5.1.

La situacién es similar a lo que ocurre con el potencial quark-antiquark en QCD a
temperatura cero, como funcién de la separacién del quark y el antiquark. En esta caso,

2Esta férmula es vdlida también para la teorfa unquenched, puesto que hasta este orden Ny inicamente
aparece a través de la masa de Debye.
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la teoria de perturbaciones describe bien la regién de cortas distancias, donde la teoria es
débilmente interactuante y el intercambio de un gluén produce un potencial tipo Coulomb.
A distancias grandes surge el confinamiento y en los datos de lattice sugieren un potencial
de tipo lineal [97].

En el resto del presente capitulo nos propondremos estudiar el efecto de los condensados
de dimensién méas baja sobre el valor esperado del loop de Polyakov. Puesto que la teoria
es débilmente interactuante a temperatura grande, podrian ser de utilidad las ideas desar-
rolladas para la region de momento grande en la teoria a temperatura cero. Tal y como se
mostro en la seccion 5.2, a temperatura grande el loop de Polyakov estd intimamente rela-
cionado con el valor esperado de A2 en un gauge estético, el cual escala perturbativamente
como T2. No obstante, nada impide la existencia de un término extra no perturbativo
proporcional a Agqp.

Con objeto de dar cuenta de contribuciones no perturbativas provenientes de conden-
sados gluénicos, consideraremos en el propagador Doo(l;) nuevos términos fenomenoldgicos
con parametros positivos con dimensién de masa. En concreto, consideraremos

Doo(k) = D™ (k) + Do " (k). (5.22)

con el término no perturbativo

2
mg

No Pert /77 __
D) =

(5.23)

Este ansatz es equivalente al que se realiza a temperatura cero en presencia de condensados
[88, 89]. Este término nuevo genera una contribucién no perturbativa para el condensado:

N2 —1)TmZ

(A3 o = | (5.21)

87rmD

Si suponemos que el pardametro mg es independiente de la temperatura (salvo correcciones
radiativas), el condensado sera asimismo T-independiente (mddulo esas mismas correc-
ciones radiativas). En términos del condensado, la contribucién no perturbativa al propa-
gador se escribe

. S mp <A% a>N0 Pert
DY Pert(k) = — : (5.25)
]\/vc2 -1 7T (]{;2 + m%)2

Notar que un condensado positivo (A%VG)NO Pert indica lo que serfa una masa gluénica
taquiénica —mZ,, al igual que en ref. [89].

Si hacemos uso del ansatz gaussiano, ec. (5.20), y sumamos las contribuciones pertur-
bativa y no perturbativa de (Af,), se obtiene

g2<A(2)7a>Pert 92<A(2)7G>N0 Pert

—9log I, =
08 IN.T? IN.T?

(5.26)
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El hecho de que (A )P escale como T mientras que (Af,)N° """ sea independiente de

la temperatura (mddulo correcciones radiativas), sugiere que la férmula anterior se pueda
reescribir de la siguiente forma

T 2
—2logL=a+b (T) : (5.27)

donde se espera que los parametros a y b tengan una dependencia débil en temperatura.
Esta formula muestra que la contribucién no perturbativa da lugar a una dependencia
en temperatura que sigue una ley de potencia, la cual no esta presente en los calculos
perturbativos.

5.4. Comparacion con datos de lattice

Recientemente se han desarrollado diferentes métodos para renormalizar el loop de
Polyakov en el lattice. Por supuesto, estos calculos son completamente no perturbativos.
Uno de los procedimientos de renormalizacién se basa en el calculo de funciones de cor-

relacion singlete y octete a temperatura finita de una pareja de quark y antiquark pesa-
dos [15, 16]

e—Fl(f,T)/T—i—C(T) — %<TI‘ Pdesn(f)PTdesn(O» 7

- 1 1
eng(:v,T)/TJrC(T) _ §<TrPdesn(f> TI_P’[desn<0)> . ﬂ<r]:\r Pdesn(f>PTdesn(0)> ) (528)

En estas f érmulas P4 (F) indica el operador loop de Polyakov desnudo (sin renormalizar)
localizado en el punto #. Los dos loops de Polyakov se renormalizan mediante la extraccién
de la autoenergia del quark (que es dependiente de T, pero independiente de la separacion),
de tal modo que se reproduzca a pequenas distancias el potencial quark-antiquark estandar
a temperatura cero. El valor esperado del loop de Polyakov se obtiene considerando en las
férmulas anteriores el limite de separacién grande. Si P(Z) denota el loop de Polyakov
renormalizado en el punto Z,

(Tr P(Z)PT(0)) = e~ “D(Trplesn(g) prdesn(0)) = e 1D/T  12(T) (5.29)

T—00

Tal y como muestran los autores de [15], existe una ambiguedad en su procedimiento,
que corresponde a anadir una constante al potencial quark-antiquark a temperatura cero.
Esta ambiguedad se traduce en una ambiguedad aditiva en Fy(r,T") en ec. (5.29), lo cual
conduciria a un término del tipo 1/7 en log(L(T)). Para eliminar esta ambiguedad los
autores han adoptado la prescripcion de Cornell, que consiste en elegir v; = 0 en Vg, (r) ~
vo/T + V1 + Vor.
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15+

-2log(L)

-05 +

Figura 5.2: Logaritmo del loop de Polyakov renormalizado en gluodindmica (N, = 3) frente
al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades de la temperatura de transicion
de fase. Los datos del lattice son de [15]. En los ajustes se usa ec. (5.27) con a y b como
parametros libres, y datos del lattice por encima de 1,037, para N, =4 y N, = 8. Para
comparar, se muestran los resultados perturbativos LO y NLO para Ny = 0.

5.4.1. Resultados en gluodinamica

En ref. [15] se hace un estudio del loop de Polyakov renormalizado, siguiendo el método
senalado anteriormente, para gluodinamica pura y N, = 3. Motivado por el resultado de
nuestro modelo, ec. (5.27), en la figura 5.2 mostramos los datos de lattice de —2log L(T)
frente a (7./T)% Se observa que los datos presentan un comportamiento practicamente
lineal. Este patrén es claramente diferente del que predice teoria de perturbaciones, que
es mucho mas plano, y muestra de manera inequivoca la existencia de la correccion en
potencias de temperatura tipica de un condensado de dimensiéon 2.

Si identificamos (5.27) con (5.26) obtenemos las siguientes relaciones:

1 NQ— 1 oMp N2—1 4 mp 3
I\ NG log 2 4 2 ) L o5 (5.30
“ st N VT T e 9 \8ar Ty T (7). (5.30)
GAF IV = 2N.T?b. (5.31)

Haremos un primer ajuste de los datos del lattice considerando para a el valor que predice
teorfa de perturbaciones a NLO (5.30), y dejando b como pardmetro libre

T\ 2
—2log L = a™"° + b (?> : (5.32)
El resulado se muestra en la tabla 5.1.

En el ajuste hemos incluido datos del lattice para temperaturas por encima de 1,03 7.
Hacemos uso de T./Ayg = 1,14(4) [98, 97], y T. = 270(2) MeV [98]. En el resto de esta
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2

5.20(6) (0.98(2))? 0.75
2.14(4) (

N, b g* (A3 )NePert (GeV)? | x?/DOF
4
8

0.97(1))? 1.43

Cuadro 5.1: Resultado del ajuste con ec. (5.32) de los datos de lattice del loop de Polyakov
renormalizado en gluodindmica [15]. Se han incluido datos por encima de 1,03 T,. El valor
del condensado se ha obtenido a partir de b y la ecuacién (5.31).

seccion usaremos la constante de acoplamiento que se obtiene de la funcién beta hasta tres
loops y Ag de ec. (5.8) como pardametro de escala. Si suponemos que la diferencia entre
los dos resultados de lattice (N, = 4 y N, = 8) es debida tinicamente a efectos de cutoff
finito, y consideramos que el efecto principal va como 1/N,, encontramos como estimacién
para g*(Ag ,)N°""" en el limite del continuo (0,95(4) GeV)?.

Hemos considerado también un segundo ajuste de los datos de lattice considerando a
y b parametros libres. El resultado se muestra en la tabla 5.2.

N, a b g* (A5 )" " (GeV)? | x*/DOF
1 [-0.27(5) | 1.81(13) (0.89(3))? 1.07
8 |-0.23(1) | 1.72(5) (0.87(2))2 0.45

Cuadro 5.2: Igual que tab. 5.1, con a y b como parametros libres.

Los valores de x?/DOF son ligeramente mejores que los correspondientes al ajuste con
a0y los valores del condensado son un poco més pequenos que antes. La correspondiente
estimacion del limite del continuo es g*(Ag ,)N°""* = (0,84(6) )°.

La identificacién de a con el resultado perturbativo debe de funcionar mejor a temper-

aturas grandes. De ec. (5.30) se obtiene para la temperatura mas alta 67,
a0 = —022(1)  (T=6T,), (5.33)

lo cual muestra un acuerdo razonable con los valores ajustados. Notar que las correcciones
no perturbativas en potencias de T contribuyen poco a esta temperatura (~ 20%). Se
puede concluir que el resultado perturbativo NLO evoluciona a temperaturas pequenas
mas rapidamente de lo que sugiere el ajuste. Seria interesante tener en cuenta correcciones
logaritmicas al valor del condensado y quizas ciertas correcciones de dimensiéon andémala
para éste. Sin embargo, los datos de lattice actuales no permiten una extraccion limpia de
esos detalles.

En un intento por determinar una posible correccién de tipo 1/7*, hemos considerado
en ec. (5.27) el término extra c(T,./T)*. El resultado del ajuste de los datos del lattice para
N, = 8 se muestra en la tabla 5.3.

El valor de ¢ es compatible con cero en los dos casos, y los errores se superponen
con los valores centrales de a y b (N, = 8), en tab. 5.1 y tab. 5.2 respectivamente. Es
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N, a b c x*/DOF
8 | a0 | 2.18(20) | -0.04£0.24 | 1.89
8 1-0.22(2) | 1.61(24) | 0.13+0.28 0.42

Cuadro 5.3: Resultado del ajuste de los datos de lattice del loop de Polyakov renormalizado
en gluodindmica [15], con ec. (5.27) y un término extra ¢(7,/T)* . En la primera fila se han
tomado b y ¢ como parametros libres, y se considera para a el valor perturbativo a NLO,
ec. (5.30). En la segunda fila se toman a, b y ¢ como parametros libres.

2.5

| [—e— N2, N,=4, Ref.[15]]

Figura 5.3: Logaritmo del loop de Polyakov renormalizado en QCD unquenched con dos
sabores frente al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades de la temperatura
de transicién de fase. Los datos del lattice son de [16]. En los ajustes se usa ec. (5.27) con
a v b como parametros libres, y datos del lattice por encima de 1,157, para N, = 4. Para
comparar, se muestran los resultados perturbativos LO y NLO para Ny = 2.

necesario disponer de datos mas precisos con objeto de identificar posibles contribuciones
de condensados de dimension 4.

Un ajuste de los datos excluye por completo la existencia de un término del tipo 1/7 en
log(L(T)). Este término no tiene base tedrica, pues no existe un condensado de dimensién
uno. La ausencia de este término en los datos se debe a que los autores han adoptado la
prescripcién de Cornell para el potencial quark-antiquark.

5.4.2. Resultados unquenched

El loop de Polyakov renormalizado ha sido calculado también en ref. [16] en el caso
unquenched para QCD con dos sabores, siguiendo el método explicado al comienzo de
la seccién 5.4. En la figura 5.3 mostramos estos datos para N, = 4. En este caso, los
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datos siguen un comportamiento practicamente lineal para temperaturas por encima de
1,15T.,. Cerca de la temperatura de transicién los datos comienzan a salirse del patrén de
la ec. (5.27), lo cual es sefial de que se hace necesaria una descripcién mas rica a medida
que nos aproximamos a la transicién de fase.

En la tabla 5.4 se muestran los resulados del ajuste de los datos del lattice para 17" >
1,15T,.

N, a b g*(Aj ) 0T (GeV)? | x*/DOF
4 | oNO 12.99(12) (0.86(2))? 1.87
4 |-0.31(6) | 2.19(13) (0.73(3))2 0.25

Cuadro 5.4: Resultado del ajuste con ec. (5.27) de los datos de lattice del loop de Polyakov
renormalizado en QCD con dos sabores [16]. Se han incluido datos por encima de 1,15T..
En la primera fila se ha tomado b como parametro libre, y se considera para a el valor
perturbativo a NLO, ec. (5.30). En la segunda fila se toman a y b como parametros libres.

Hemos usado T,./Ayg = 0,77(9), con T, = 202(4) MeV [99] v Ays = 261(31) MeV [100].
En el ajuste hemos considerado el mismo peso para todos los puntos, y el valor de x?
corresponde a un error representativo de £0,05 en 2log L(7T') (similar al caso quenched).

Al igual que en el caso quenched, el valor de a es consistente con el valor perturbativo
a temperatura grande

a0 = -0352) (T =6T.). (5.34)

La pérdida del patrén lineal para temperaturas por debajo de 1,157, no se explica
convenientemente si consideramos nuevos condensados de dimensién mayor. En efecto,
hemos sido incapaces de extraer de los datos un condensado de dimension 4. En la tabla 5.5
se muestra el resultado del ajuste para 7' > 1,07, al considerar en ec. (5.32) el término
extra ¢(T,/T)*.

N, | a b c x?/DOF
4 | aN© 1 2.44(21) | 1.07(19) | 128

Cuadro 5.5: Ajuste de los datos del lattice del loop de Polyakov renormalizado en QCD
con dos sabores [16], con ec. (5.27) y un término extra ¢(7T,/T)*. Se han incluido datos por
encima de 1,07..

El ajuste no es bueno, y la gran correlacion que encontramos entre b y ¢ hace que no

se pueda extraer informacién fiable de este nuevo parametro.

5.4.3. Otros resultados quenched

Recientemente ha aparecido en la literatura un método alternativo para renormalizar el
loop de Polyakov en el lattice. En ref. [76] los autores consideran loops de Polyakov aislados
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in gluodinamica pura, y hacen una renormalizacién multiplicativa mediante la extraccion
de la autoenergia del quark. Si Pr(Z) denota el loop de Polyakov renormalizado en una
representacion irreducible arbitraria R en el punto Z, se tiene

(Pr(@) = (P @) . Zm=exp (<7 (5.35)

donde se ha dividido por una constante de renormalizacién apropiada Zr. P (¥) indica el
operador loop de Polyakov desnudo. Este es un tipo estandar de renormalizacion de masa,
si bien aqui debemos de tener en cuenta que, puesto que la linea de Wilson es un operador
no local, la constante de renormalizacién dependera de la longitud del camino: en general,
para un camino de longitud ¢ se tiene Zr = exp(—m$%ive).

El problema principal reside en cémo determinar las masas divergentes de un modo
no perturbativo. En un espacio-tiempo de cuatro dimensiones la masa divergente para un
quark test mdY es lineal con el cutoff ultravioleta, el cual es proporcional al inverso del
espaciado del lattice, a, esto es:

- 1
div -
my’ o~ (5.36)

Los autores consideran diferentes lattices, todos a la misma temperatura fisica T', pero con
diferentes valores del espaciado a. Puesto que el nimero de puntos en la direccién temporal
N, = 1/(aT) es diferente en estos lattices, obtienen la masa divergente am$%’ mediante
comparacion de los valores del loop de Polyakov desnudo en los diversos lattices.

Siguiendo este método, los autores de [76] calculan el loop de Polyakov renormalizado
en varias representaciones de SU(3). Nuestro interés se centra en la representacién fun-
damental, y cuando comparamos con los datos de [15] encontramos que ambos resultados
difieren cualitativamente, principalmente para temperaturas por encima de 1,37.. En la
figura 5.4 se muestran los dos conjuntos de datos.

El origen de la discrepancia entre ambos resultados no esta del todo claro, aunque los
autores de [76] no excluyen la posibilidad de que se deba a efectos del espaciado finito del
lattice, que no hayan sido tenidos en cuenta de manera conveniente.

Existen varias razones para pensar que los resultados de [15] son més fiables. Por
una parte este método resulta técnicamente més simple y susceptible de ser probado. Los
autores pueden comprobar que a cortas distancias los dos loops de Polyakov reproducen
de una manera muy precisa el potencial quark-antiquark a temperatura cero como funcién
de r para todas las temperaturas. El contacto entre el potencial a temperatura cero y el
correspondiente a temperatura finita es casi total hasta una separacién r(7T'), relacionada
con la masa de Debye, lo cual permite una determinaciéon muy precisa del contratérmino
c(T) de ec. (5.29). Ademés, el célculo esta hecho para dos tamanos diferentes del lattice,
N, =4y N, =8 (también N, = 16 en [105]), y los resultados muestran una dependencia
muy pequena en el cutoff, lo cual significa que el limite del continuo ha sido alcanzado.

El método de ref. [76] es técnicamente mas complicado, pues necesita comparar tamanos
diferentes del lattice a la misma temperatura fisica T'. La extraccién del contratérmino es
asimismo més compleja, pues el andlogo de C(T') en ec. (5.29) se escribe como una serie
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—m— N=0, N,=8, Ref.[14]
5 | | —o— N0, Ref.[16]
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Figura 5.4: Logaritmo de loop de Polyakov renormalizado en gluodindmica (N, = 3) frente
al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades de la temperatura de transicion
de fase. Los datos del lattice son de [15] y [76]. Los ajustes usan ec. (5.27) con a y b como
parametros libres para [15], y ec. (5.39) con a como parametro libre para [76].

en potencias de T' con coeficientes que deben de ser ajustados con los datos del loop de
Polyakov desnudo. Por otra parte, desde el punto de vista del modelo que proponemos
en nuestro trabajo, esperamos que las correcciones no perturbativas sean despreciables a
las temperaturas mas altas de los dos datos del lattice, pero inicamente [15] parece ser
consistente con teoria de perturbaciones [17] a esas temperaturas.

El método de [76] renormaliza el logaritmo del loop de Polyakov siguiendo este esquema

. log Ldesn(T> — fdivNT + fren + flatNT_l, (537)

donde
LYN(T) = (P (&),  L(T) = (P(Z)) =e ™. (5.38)

Podemos especular con esta férmula suponiendo que los términos que dependen del cutoff
no han sido extraidos completamente en los datos, o bien que después de haber sido ex-
traidos permanezcan términos del mismo tipo a los extraidos. En concreto, consideraremos
el siguiente patrén de ajuste

2
_210gL:a+b<%) +6a1%+5a+5a1%. (5.39)
En la tabla 5.6 se muestran los resultados del ajuste de los datos del lattice (figura 8
de ref. [76]) para el loop de Polyakov en la representacién fundamental, en el régimen
13T, <T <35T..

Un hecho alentador es que el valor del condensado parece ser compatible con el obtenido
en la seccién 5.4.1 a partir de los datos de ref. [15]. No obstante, esta especulacién no es
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a oa a4+ da b 0a_q daq x?/DOF
aNO [ 18 + 1.8 14 +26| -1.0+3.8 -0.2940.26 0.0349
1618 |13+26|-14+3.8|-028 £0.26 | 0.0350

Cuadro 5.6: Resultado del ajuste con ec. (5.39) de los datos de lattice del loop de Polyakov
renormalizado en gluodindmica [76]. En la primera fila se ha tomado para a el valor aN%©
de ec. (5.30), y en la segunda se ha considerado a como parametro libre.

totalmente concluyente y seria deseable un acuerdo entre los resultados de ambos grupos
antes de sacar nuevas consecuencias.

5.4.4. Relacion con otras determinaciones del condensado

Si bien nuestra determinacion del condensado se ha hecho en el gauge estatico, resulta
tentador comparar con condensados a temperatura cero g* (AZ@}, calculados en la literatura
en quenched QCD y en el gauge de Landau. En la tabla 5.7 se muestran algunos valores de
este condensado obtenidos recientemente por diferentes procedimientos. El acuerdo entre
ellos es aceptable.

Referencia g* (A2 ) (GeV)?
Del propagador del gluén [91] (

Del vértice simétrico de tres gluones [91] (3,6 £1,2)2
(
(

De la cola del propagador del quark [92]
De la cola del propagador del quark [93]

Cuadro 5.7: Valores del condensado g° <Ai’a> a temperatura cero, en el gauge de Landau
en quenched QCD.

A temperatura cero todas las componentes de Lorentz contribuyen de igual forma, lo
cual sugiere un factor de conversién 4 al pasar de g*(A” ) a g*(Aj,). Sin embargo, de
acuerdo con ref. ([88]), en el gauge de Landau el condensado total escala como D — 1,
donde D es la dimension del espacio euclideo, lo cual sugiere un factor de conversion 3. En
cualquier caso, si tenemos en cuenta tanto las incertidumbres de los datos de lattice como
las tedricas, el acuerdo es significativo, pues estamos comparando resultados a temperaturas
y gauges diferentes.

Podemos comparar asimismo nuestro resultado para el condensado gluénico con calculos
realizados a temperatura finita basados en el estudio de contribuciones no perturbativas
de la presién en gluodindmica pura [94, 109]. Estos resultados conducen a

GALAZ NP = (0,93(7) GeV)?, (5.40)
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en el gauge de Landau. ® Todos estos andlisis muestran un esquema coherente en su con-
junto.

5.5. [Enmergia libre de un quark pesado

El potencial quark-antiquark a temperatura finita se puede obtener a partir de la funcion
de correlacién de dos loops de Polyakov separados. Como sabemos, si se toma el limite de
separacion grande se obtiene el valor esperado del loop de Polyakov, ec. (5.29). En el limite
de separacion pequena los efectos térmicos son despreciables, y este potencial coincide con
el potencial quark-antiquark a temperatura cero.

Hasta ahora hemos aplicado nuestro modelo fenomenoldgico de ecs. (5.22)-(5.23) para
dar cuenta de las correcciones no perturbativas en el loop de Polyakov. En esta seccién
aplicaremos este modelo para describir los datos de lattice de la energia libre de un quark
pesado.

5.5.1. Contribuciones no perturbativas en la energia libre

El potencial quark-antiquark puede relacionarse con la amplitud de scattering corres-
pondiente al intercambio de un unico gluén. En el limite no relativista, para la energia
libre en el canal singlete se tiene

R@ET) =g [ oz Dn(F). (5.41)

Podemos estudiar contribuciones no perturbativas en la energia libre aplicando el mo-
delo que desarrollamos en la seccién 5.3. Si sustituimos (5.22) en (5.41) obtenemos ademés
de las contribuciones perturbativas a LO (O(g?)) y NLO (O(g?)), nuevas contribuciones
no perturbativas (hacemos uso de las reglas de regularizacién dimensional)

F (7" T) _ _NCQ -1 92 N 1 g2<A(2)7a>N0Pert e_mDr_NcQ - 1g2mD+92<A(2)’a>Nopert
| e \tmr Ne=t T 2N, 4r 2N.T
(5.42)

Si consideramos el limite r — oo en (5.42), se obtiene esencialmente el logaritmo del
loop de Polyakov

N2 igimp gAY
2N, 4« 2N.T

Fo(T) = Fi(r — 00,T) = —2Tlog L = — +0O(g"). (5.43)

Esta expresion coincide con ec. (5.27), teniendo en cuenta ec. (5.31) para by ec. (5.30)
hasta O(g%) para a.

3Este valor ha sido obtenido a partir de los datos de lattice de la figura 2 de ref. [94], y también de la
figura 1 de ref. [109], en la regién de temperaturas usada en nuestros ajustes de la seccién 5.4.1.
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En el limite de temperatura cero, para lo cual consideramos mpr — 0 en (5.42), se

tiene

o100 N2—1¢*>  ¢*(Af.)r—0
F T) "~ ——=£ - =V 5.44
1(#,T) ON. 4 T aN, (7). (5-44)

donde (A ,)r—o denota el condensado a temperatura cero. En este limite se llega obvia-
mente a la expresion del potencial quark-antiquark a temperatura cero [115]. El término
de Coulomb es el resultado perturbativo estdndar a LO, mientras que el segundo término
es una contribucién lineal no perturbativa bien conocida en la literatura. Nuestro modelo
predice un valor concreto para la tension de la cuerda

3/ A2

9°(AG ) =0
2N, '

Como vemos, el modelo predice para la energia libre unos comportamientos asintéticos

totalmente coherentes con la fenomenologia conocida. Esto refuerza nuestra suposicion de
existencia de contribuciones no perturbativas dadas por condensados gluénicos.

(5.45)

5.5.2. Comparacién con datos de lattice

Podemos comparar nuestro resultado, ec. (5.42), con datos de lattice existentes para la
energia libre. Puesto que conocemos el valor del condensado 92<A87G>N°Pert, esto nos va a
permitir obtener la dependencia en r y T de la constante de acoplamiento o, = ¢?/47. En
la figura 5.5 se muestra el valor de a, frente a rT" para diferentes valores de la temperatura.
Las curvas se han obtenido tras ajustar ec. (5.42) con los datos de ref. [116] (figura 5) para
gluodindmica (N, = 3). Como valor de g*(A,)N°""" consideramos el de la tabla 5.1 con
N, =8.

Se observa un comportamiento suave para o, y los valores son relativamente pequenos,
lo cual contrasta con andlisis de lattice recientes a temperatura finita [15, 116]. Estos
autores tienen en cuenta los efectos no perturbativos que observan en los datos de lattice
de la energia libre mediante el uso de una constante o, que se diferencia de su valor
perturbativo por un factor multiplicativo:

a(r,T) = cal® (r,T), c>1. (5.46)

Esto no tiene justificacién tedrica, y en realidad se trata de un esquema de anélisis demasi-
ado forzado, pues la constante ¢ no es tal, sino que tiene una dependencia en temperatura,
de tal modo que vale 1 en el limite 7" — oo.

5.5.3. Analogia entre el loop de Polyakov y el potencial quark-
antiquark a temperatura cero

AL comparar (5.43) con (5.44) se observa que las expresiones son similares desde un
punto de vista formal. Si consideramos g = constante # g(r,T") y usamos ec. (5.43) a LO,
deducimos la propiedad

Foo(T) = Vgo(r)| (5.47)

r=1/mp "’
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Figura 5.5: Constante de acoplamiento ay frente a 1" en gluodindmica pura (N, = 3), para
diferentes valores de 7. Datos obtenidos a partir del ajuste de eq. (5.42) con los datos de
lattice de la figura 5 de ref. [116].

Esta igualdad es valida si suponemos
s (r, T = 0)(Af .)r—0 = as(r — 00, T){AF ,) . (5.48)

El miembro derecho de la ignaldad a,(Ag )" ha sido ajustado en la seccién 5.4.1. El
valor de a,(r, T = 0)(A} ,)r—0 puede obtenerse a partir del valor conocido para la tensién
de la cuerda, o = (0,42GeV)?, y la ecuacién (5.45). Numéricamente encontramos que
ec. (5.48) es correcta con un error del 20 %.

Notar que (5.47) es vélido sélo a LO en teoria de perturbaciones. Con objeto de com-
probar numéricamente esta propiedad debemos de tener en cuenta los diferentes compor-
tamientos asintdticos de a,. Usaremos la siguiente notacion:

as(r) = as(r, T =0), as(T) = as(r — 00, T). (5.49)
La propiedad (5.47) se escribird

bFo(T) = V()] (5.50)

r=~/T"

o= () () o0

En la figura 5.6 se muestran los datos de lattice en gluodindmica para —2blog L frente
a (T./T)?* (vef. [15]), y se comparan con el potencial quark-antiquark a temperatura cero
V() [115] después de haber considerado el cambio de variable que se especifica en
ec. (5.50). Se observa un acuerdo excelente. Esta dualidad sugiere la existencia de una
profunda analogia entre el potencial quark-antiquark a temperatura cero y el loop de
Polyakov.

donde
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Figura 5.6: Logaritmo del loop de Polyakov renormalizado en gluodindmica (N. = 3),
reescalado con b (5.51), frente al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades
de la temperatura de transicién de fase. Datos de lattice de ref. [15]. La linea representa
rV54(7), obtenido de los datos del lattice de ref. [115], y modificado con el cambio r = /T

5.6. Conclusiones

Tres son los resultados importantes de este capitulo. Por una parte, tras analizar de
manera conveniente los datos en el lattice del loop de Polyakov renormalizado por encima
de la transicion de fase de QCD, encontramos la contribucién inequivoca de un condensado
de dimensién 2 no perturbativo. Estas contribuciones no han sido consideradas hasta ahora
en el contexto del loop de Polyakov, pero de hecho son dominantes en la region cercana a
la transicién de fase y permiten describir los datos de [15] en la fase de desconfinamiento
hasta 1,03 T, para gluodindmica y de [16] hasta 1,157, para dos sabores.

En segundo lugar, hemos sugerido identificar este condensado con el condensado gluénico
de dimension 2 invariante BRST. El valor numérico de gQ(Aaa)l\IOPert que obtenemos a par-
tir del loop de Polyakov es totalmente consistente con el valor que se deduce de la presién en
gluodindmica [94, 109]. Ademads, aun habiendo definido el condensado en un gauge estético,
su valor es significativamente préximo al valor de (A? ,)/4, obtenido a temperatura cero y
en el gauge de Landau.

En tercer lugar, a la luz de estos resultados hemos encontrado una analogia entre en
potencial quark-antiquark a temperatura cero y el loop de Polyakov, la cual se manifiesta
en la relacion que predice nuestro modelo entre la tension de la cuerda y la pendiente del
loop de Polyakov.



Capitulo 6

Tensor Energia-Impulso de Modelos
de Quarks Quirales a bajas energias

El tensor energia-impulso (TEI) juega un papel muy importante en teorfa cudntica de
campos, pues surge como una corriente de Noether del grupo de Poincare. Es conservado
en todas las teorias locales relativistas, incluso cuando no existen otras cargas conservadas.
En QCD, el TEI da cuenta de la interacciéon de los quarks y gluones con los gravitones.

Desde un punto de vista fenomenoldgico, las colisiones profundamente inelasticas pro-
porcionan informacién relevante sobre la fraccion de momento que llevan los quarks y los
gluones dentro de un hadrén a una escala dada [159]. Las determinaciones basadas en el
intercambio de un gravitén estan fuera de lugar debido a que la constante de gravitacién
resulta pequenisima en comparacion con los procesos débiles y fuertes. El factor de forma
gravitacional del pién se puede usar para determinar la anchura de desintegracion de un
bosén de Higgs ligero en dos piones [158]. En el pasado hubo algunos intentos de calcular
6,,, en el lattice [160], pero no se han encontrado resultados de interés practico para los
elementos de matriz entre estados hadrénicos con momentos diferentes.

En este capitulo vamos a estudiar la estructura del TEI en varios modelos de quarks
quirales.! En concreto trataremos el Modelo Quark Constituyente, el Modelo de Nambu-—
Jona-Lasinio (NJL) [23] y el Modelo de Georgi-Manohar (GM) [107].

6.1. Tensor Energia-Impulso

El tensor energia-impulso en cualquier teoria se puede calcular anadiendo una métrica
externa g¢,,(z) que se acople con los campos de materia de un modo completamente co-
variante. E1 TEI se obtiene de calcular la derivada funcional de la accién con respecto a

! Consideraremos gravedad de Einstein. Esto quiere decir que haremos uso de la conexién de Rienmann,
definida sin torsién y preservando la métrica. Una extensién a gravedad con torsién es posible [124].

109
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g (), en torno a la métrica plana 7,,,>

%QW(:C) _ % (6.1)

5g;w (:E) v =Npv

donde
S = /d4x\/—_g L(x). (6.2)

A nivel cudntico el comportamiento a alta energia de 6,, se puede mejorar si se real-
izan ciertas correcciones transversales convenientemente elegidas. Al hacer esto se pone de
manifiesto una anomalia de la traza que relaciona 6, con la divergencia de la corriente de
dilatacion, lo cual senala la rotura anémala de la invariancia de escala. Un valor esper-
ado diferente de cero para (0]¢4]0) estd relacionado con la existencia de un condensado
gludnico, que genera identidades de Ward de escala [161].

La estructura de QCD a bajas energias en presencia de campos gravitacionales externos
se puede describir muy bien en teoria quiral de perturbaciones. El desarrollo quiral corre-
sponde a un desarrollo en potencias de los momentos externos. Los campos pseudoescalares
U y la métrica g, son orden O(p°), los campos vector V,,, axial A, y cualquier derivada 9,
son de orden O(p). Los campos externos escalar S, pseudoescalar P y la matriz de masa
de los quarks 7 son de orden O(p?). En este desarrollo, la estructura més general de 6,
hasta correcciones de orden cuatro, es [122]

O =05 + 02 +60%) + ... (6.3)
con
953/) = _nwfﬁ(o)7 (64)
2
991/) = Z<DMUTDVU> - nmxﬁ(Z)v (65)
09 = LW + 2Ly (DUDUN YU + Uty)

+ Ls(D,U'D,U + D,UD,UY{X'U + U'y)
— 2Ly (wd® — 8,0,) (DUTDU)
— 2L3 (77“”32 — 8M8V) (xTU 4+ UTy)
— L9 (nuanyg82 + 1000008 — 100,08 — nyaf)ﬂﬁg)
x(D*UTDPUY, (6.6)

donde (A) = tr A indica la traza en espacio de sabor. El desarrollo quiral del lagrangiano
presenta una estructura del tipo

L = £O 429 4 pQR) L g | p@R) (6.7)

2Usaremos el convenio = diag(1, —1, -1, —1).
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donde el superindice g indica contribuciones métricas (acoplamiento minimo con gravedad),
y R indica contribuciones que contienen el tensor de curvatura de Riemann (o sus con-
tracciones). Las contribuciones métricas se pueden obtener directamente del calculo del la-
grangiano quiral efectivo en espatio-tiempo plano. Sin embargo, los términos con Lq; — L3
son contribuciones genuinas de curvatura, pues no se pueden obtener del caso plano. Estos
coeficientes de baja energia surgen a nivel hadrénico debido a efectos cuanticos.

Desde el punto de vista del calculo, la mejor forma de proceder para calcular el TEI es
considerar el sistema en un espacio-tiempo curvo, ya que esto nos va a permitir trabajar
con un unico escalar, el lagrangiano efectivo a bajas energias, en vez de su variacién, el
TEI lo cual hara mas faciles tanto el cdlculo como la imposicion de las ligaduras que vienen
de simetrias.

6.2. Acoplamiento de un Modelo Quark con Gravedad

El acoplamiento de fermiones con gravedad es bien conocido [121], pero no en el contexto
de modelos de quarks quirales. En esta seccion haremos un estudio de este acoplamiento,
de modo que no se introduzcan nuevos campos aparte de los del caso plano y la métrica.
Usaremos el formalismo de tétradas para espacio-tiempo curvo. *

6.2.1. Formalismo de tétradas

Dado el tensor métrico g"”(x), introducimos una base local de vectores ortogonales
(tétrada)

9" (x) = efy(x)ep (@) . (6.8)

Las tétradas satisfacen ciertas relaciones de ortogonalidad

_ _AB _op A A v _A _ A _u
0 =n"Tele,p =eel, op = g"e,e,p = e, €. (6.9)

Bajo transformaciones generales de coordenadas # — 2/#(z) y de Lorentz 14 — Af2P,
las tétradas transforman respectivamente como

v
ﬁ i O e e — Ap(x)e? . (6.10)

T :

Las tétradas transforman tensores de coordenadas en tensores de Lorentz (que transforma
de manera covariante bajo transformaciones de Lorentz locales), por ejemplo

TP = ellelTH . (6.11)

Los tensores de Lorentz son invariantes bajo transformaciones de coordenadas x# — z'*.
Para un tensor general, por ejemplo 774, los indices griegos transforman de manera co-
variante bajo transformaciones de coordenadas mientras que los latinos lo hacen bajo de

3Para convenciones, ver ref. [125]
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transformaciones de Lorentz, de modo que

N oz, 0x'*
R o NAC IS (6.12)

La derivada covariante se define como

Iy = 0,17, _Fli\yT)(\lA—i_Fg)\Tlf\A—}_wABNTIJaB? (6.13)

donde la coneccién de Riemann viene dada por los simbolos de Christoffel

o 1 vo
F)\,u = 59 {a)\g;w + a,ug/\u - &Jgu/\} ; (614)

que son simétricos en los fndices inferiores, I'], = I'7, (consideramos la ausencia de torsién).
La derivada covariante d, se define como la conexién adecuada actuando sobre cada indice.
Se tiene

dye,a = 0uea, — F,’j\ueA,A + wAB”ef =0. (6.15)

Ademss, la condicién d,g"" = 0, implica en particular

dunap = wapy +wpa, = 0, (6.16)
lo cual impone la restriccién de que la conexién de espin sea antisimétrica wap, = —wpay-
Esta viene dada por

v A
WABu = €4 [aueB,V - Fy“eB,A} . (617)

La derivada covariante en Lorentz y en transformaciones de coordenadas d,, se define en
funcién del espin de los campos correspondientes. Para un campo de espin-0 U, espin-1/2
U, espin-1 A, y espin-3/2 U, las propiedades de transformacion son las siguientes

Ulx) — Ula),
U(z) — S(A(x))V(x), (6.18)
oz,
A (z) — Dt A, (), (6.19)
oz,
U, (z) — aIHS(A(a;))\ll,,(a:). (6.20)
En el caso de transformaciones de Lorentz infinitesimales Ag = (5§ + eg CON €45 = —€RA,

se tiene S(A) =1— iaABeAB donde o5 = %[VAa vg]. Para un campo escalar de espin-0 se
tiene la definicién estdndar

d,U=0,U. (6.21)
Para un vector (espin-1), se tiene

d,A, = 9,4, — T, Ay, (6.22)
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que satisface ademés la propiedad 4

[d,,d,)] Ay = R

apy

Ay, (6.25)
En el caso de fermiones de Dirac (espin-1/2) la derivada covariante se define como

d,V =0,¥(x) —iw,¥(x), (6.26)
donde w,, es la conexién de Cartan de espin,

1
Wy = ZO'ABWABM : (6.27)
Las matrices de Dirac v4 se encuentran en una representaciéon fija independiente de x, y

satisfacen las siguientes reglas de anticonmutacion

AANB LA BaA — 9pAB. (6.28)
Las matrices se pueden elegir
V() = a€;, () (6.29)
y satisfacen
V(@) (@) + 7" (@) (z) = 29" (). (6.30)

La derivada covariante de una matriz de Dirac (independiente de z) es
duya = Ouya — i [wy, val + wapy” = 0. (6.31)

Teniedo en cuenta ec. (6.15) y (6.31) se obtiene la siguiente identidad para las matrices de
Dirac dependientes de x

d, v (z) =0, (6.32)

lo cual quiere decir que para el operador de Dirac libre, el orden es irrelevante ¥ =
Y (x)d, V¥ = d,y*(x)¥. Para un tensor de espin-3/2, las derivadas covariantes en coorden-
das y en Lorentz actian

A .
AV, =V, = 0,0, — T W\ —iw,V,,. (6.33)
4El tensor de curvatura de Riemann R) v Se define
A A A A pa A o
—R opv T 8MFUU - 81/Fua' + F[LQFVO' - Fuaruo ’ (623)

y sus contracciones permiten definir el tensor de Ricci R, y el de curvatura escalar R
R =R\, ; R=g"R.. (6.24)

Notar el signo opuesto de nuestra definicién para el tensor de Riemann en comparacién con ref. [122].
Aqui seguimos ref. [125].



114 Capitulo 6: Tensor Energia-Impulso de Modelos de Quarks Quirales a bajas energias

Si aplicamos las definiciones anteriores a d, ¥ se obtienen las siguientes férmulas, que serdn
de mucha utilidad

(d,,d,] ¥ = +iaaﬁRaﬁW\p (6.34)
d'd, v = \/_ {(0, — iw,) [V=99"" (8, — iw,)] ¥}, (6.35)

donde 0% = €9 eﬁ B es una matriz antisimétrica dependiente de z.

Los campos gauge pueden ser incluidos mediante la regla estandar de sustitucién mini-
ma, lo cual da lugar a la derivada covariante de un fermion

V.U = (d, —iA,) V. (6.36)

Con esta notacion, el operador de Dirac completo en presencia de campos externos de tipo
vector, vector-axial, escalar, pseudoescalar y gravitacionales se escribe

iD = id —wU® —1ig + (§ + dys — s — i7°p)

= iD—wU”, (6.37)
donde
A ="(2)Au(z), (6.38)
y la matriz pseudoescalar de Dirac en el caso curvo se define
1 1
() = me’mﬁ%(ZU)%(iE)Va(ﬂf)%(iﬂ) = PPy avpYeTD = 5 (6.39)

La derivada covariante bajo transformaciones generales de coordenadas, de Lorentz, y
quirales, actia sobre los campos pseudoescalares (espin-0), espinores de Dirac (espin-1/2)
y espinores de Rarita-Schwinger (espin-3/2) de acuerdo con las férmulas siguientes

v.U = D,U=0,U-iv, U] —i{a,U},

VY = DV =0,V —i(w, +v,+v50,)Y,

V.V, = 90,¥, —i(w,+ v, +5a,)¥, — FW\II,\ , (6.40)
y se corresponden con sustituir la derivada parcial por la derivada covariante 0, — d,,
dentro de la derivada covariante quiral D,. Notar que con esta definicién, ni el objeto

D,D,¥(# V,V,¥) ni D,D,U son covariantes coordenados, ya que la segunda derivada
no incluye la conexién de Riemann I‘ﬁu

6.2.2. Operador de segundo orden

Cuando no existen fuentes gravitatorias, la contribucién de paridad normal a la accién
efectiva se obtiene a partir del operador de segundo orden

D:D = HD% +iMI Py — iPpMT + MTM] Pr
+ [PR+IMPp —iDPpM + MMT] Pp. (6.41)
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Los campos gravitatorios pueden ser acoplados covariantizando primero el operador de
Dirac, esto es haciendo la sustituciéon d, — d, o D, — D,, y teniendo en cuenta que,
puesto que un espinor es un escalar en coordenadas, se tiene

DY =V,U. (6.42)

Para el campo escalar en coordenadas YV se puede aplicar el mismo razonamiento, lo cual
conduce a

D,YU = V,YU. (6.43)

Esto significa que podemos considerar Py, rp = Y r siempre y cuando actie sobre campos
espinores del siguiente modo

D;DV = [V? +iMV, —iVpM + MIM] Pp¥
+ [VR+ MY, =iV M+ MM PLT . (6.44)

Si incluimos los campos gauge, se obtienen dos teorias tipo vector, una para campos left
V#L y otra para campos right VMR. Si suprimimos momentaneamente las etiquetas left y
right, se tiene

1 1
P =V = |V'V, — 50" Fuw+ R, (6.45)

donde hemos hecho uso de la identidad
V., V,]J¥ = [D,,D,|V
— [D,,D,] ¥+ iaaﬁRaqu. (6.46)

El laplaciano invariante coordenado y Lorentz para un espinor de Dirac viene dado por

1 v
VMVM\I’ = ﬁpu (\/ _ggﬂ DV\I]) . (647)

Notar que para un espinor de Dirac ¥, el operador D,, contiene la conexién de espin. Con
la notacién quiral de campos right y left, el operador de segundo orden se escribe

1

D:D = — |D —99""D,)| +V, 6.48
D — [0, (V73D (645)
con
YV =VipPr+ V. P, (649)
y
Vi = —2o®FR LR i M4 MM
R — _50. uv + Z -1y Iz + ?
1 1 .
V, = —50“”}751, + ZR — iV, M+ MM (6.50)
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6.3. Modelos de Quarks Quirales en presencia de
Gravedad

En esta seccién aprovecharemos los resultados obtenidos en sec. (6.2) y estudiaremos
el acoplamiento con gravedad de dos modelos quirales concretos, que tienen en comun la
incorporacién de la rotura dindmica de la simetria quiral a nivel de un loop: el modelo de
Nambu-Jona-Lasinio (NJL) y el modelo de Georgi-Manohar. En estos modelos, los quarks
tienen una masa constituyente M ~ 300 MeV. La principal diferencia entre ellos tiene
que ver con la presencia o no de campos escalares dinamicos g, respectivamente. Ademas,
mientras que el modelo NJL genera de manera dinamica la rotura espontanea de la simetria
quiral, el modelo GM comienza de por si en una fase de rotura de la simetria quiral.

6.3.1. Modelo de Nambu—Jona-Lasinio

El modelo de Nambu-Jona-Lasinio se introdujo en la secciéon 4.2.1. La accién del modelo
en espacio tiempo curvo de Minkowski con tensor métrico g, (x) se escribe

— [ d'av=gLsn (6.51)

donde g = det(g,,) y el lagrangiano viene dado por

N2-1
_ . 1 &, )
Ly, = Q(@+¢+MO)Q+2—CL§ ;((qAaQ) + (GAa759)7)
f -1
Z (@720 + (@Paru759)%) - (6.52)

a=

Para més detalles sobre el modelo, ver la seccién 4.2.1. La derivada 0, + w,, es covariante
bajo transformaciones generales de coordenadas y bajo transformaciones del sistema de
referencia, e incluye la conexion de espin

1

wy () = ] [ (@), Y ()] - (6.53)

Las contribuciones a la accion efectiva se pueden separar en una parte vys-par y otra
~vs-impar, correspondiente a procesos de paridad normal y anormal, respectivamente. Si
introducimos el operador

Ds[S, P, V, Al = D[S, —P,V,—Als, (6.54)

la contribucion ~s-par es cuadraticamente divergente y puede ser regularizada de un modo
invariante gauge quiral mediante el esquema de Pauli-Villars [50]

.Nc jaay .
Pou = —iTr > cilog(DDs + A} + ie) (6.55)

1 2 2
- P R ( AAM
4GS<S + >+4Gv<vv + )
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donde los reguladores de Pauli-Villars satisfacen co =1, Ag =0y Y, ¢; =0, >, c;A? = 0, 1o
cual permitird hacer finitas las divergencias logaritmicas y las cuadraticas, respectivamente.

6.3.2. Modelo de Georgi-Manohar

En presencia de gravedad, el lagrangiano del modelo de Georgi-Manohar [107] se escribe
- 1
Lom = G <¢@ +¢ — MU — My + 51— gA)U5i@U5) q (6.56)

donde g4 es el acoplamiento axial de los quarks, que consideraremos diferente de uno, tal
y como se sugiere en [107]. La accién efectiva de este modelo se escribe como

I'=—N./Trlog(D), (6.57)

y por comparacién directa con ec. (4.18) se tiene que se corresponde con un modelo similar
sin término de masa L,, y con un operador de Dirac como ec. (4.17) con una eleccién
especifica de los campos dinamicos de espin 1

1

Vi = 7(1-g4) [Uto,U —9,U'U] , (6.58)
1
A, = Z(1 —ga4) [U'0,U +0,U'U] . (6.59)

En ec. (6.57) se entiende que implementaremos la misma regularizacién de Pauli-Villars
que en el modelo NJL.

6.4. Calculo de la accion efectiva

En un desarrollo quiral de la accién, ec. (4.18), la métrica dependiente del espacio-
tiempo es de orden cero y la derivada 9, de orden uno. Esto implica en particular que R#*8,
R .y R son de orden 2. A nivel de un loop de quarks el desarrollo quiral se corresponde
con un desarrollo en derivadas que debe de ser invariante bajo transformaciones gauge, de
coordenadas y de sistema de referencia. Esta desarrollo a baja energia se puede obtener
haciendo uso de la representacion de tiempo propio del logaritmo

> cTrlog (DsD + A7) = —Tr / ﬁe—”m%(r) (6.60)
T

i 0

El operador que esta dentro del logaritmo es de tipo Klein-Gordon en espacio-tiempo curvo,
y presenta cierta estructura espinorial

D;D = L[D# (V=99""D,)] +V, (6.61)

3
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con
V =VrPr+ V. Py, (6.62)
y
Ve = —tompk L ping v MM
R — _50- nv + Z -y 12 + )
1 1 )
v, = —ia“yFML,, + ZR — iV, M+ MM (6.63)

La forma del operador en ec. (6.61) es la adecuada para hacer un desarrollo del heat kernel
en espacio-tiempo curvo. Para el elemento de matriz diagonal se tiene
i o0

_ 6_i7.M2 <x|€_iT(D5D_M2)|x> — 726_iTM2 Z an(,r) (17_)77, . (664)

—itDsD
) (4miT)

(z]e
n=0

Para el célculo hasta orden O(p?) es necesario llegar hasta ay en el desarrollo del heat kernel.
Las contribuciones pueden separarse entre aquellas que son de espacio-tiempo plano, y las
correspondientes a curvatura generadas por efectos cuanticos. Obtenemos lo siguiente

apg = 1,
1

ay = MQ—V—FER,

ay = LR Ruvaﬁ_LR Ruv+iquf
180" P 180 ™ 12 m
1, 1, 1] 117
— _ - Z M2 = z

+ 5 VR 6vv+2[ V+6R},

G = © MQ—V+1R3—iV“VV Y+ 0%

576 6 12 " P
1

ay = ﬁ[V_M2]4+(’)(p6), (6.65)

donde F,,, =i[D,,D,], V*V = V¥V V. Las integrales que aparecen en la accién son del
tipo

Ty = M* / T p(r)(ir)lem M (6.66)
o T
Los valores particulares que necesitamos en nuestro desarrollo son
1
M7, = -3 > a(AF + M?)*log(A] + M?) (6.67)
M’y = > ci(A] + M?)log(A? + M?), (6.68)
Iy = =Y cilog(A? + M?), (6.69)

Tyy = F(n)Zci (%) ,Re(n) > 0. (6.70)
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Después del calculo de las trazas de Dirac, el orden dos del lagrangiano viene dado por

N, — . M
LY = P {MQIO(VuUTV U) +2M°T_o(m'U + U'm) + TI—2<R>}7
mientras que para el orden cuatro se tiene
£ = s { = I T+ (FL)) + Dol Rop RO — T+ o R )
- ILFLTUYU+ FL UV
+ STUCUTUY) - ST((TUT U

+ LV, NV UNVNU

+ 2M?T_y(mim) — M*To((miU + Ulm)?)
- MLV, UN"U@U + Ulm))

+ MLV, UN"m+V,m V')

M o
— SLRUTmATU) - SR <VuUTV”U>} .

| =

(6.71)

En estas férmulas ( ) indica traza en espacio de sabor. En las férmulas se ha introducido
una derivada covariante gauge y covariante Lorentz, y los tensores de fuerza que contienen
los campos externos e internos (bosonizados)

V.U = V,U—iVIU+iUV], (6.72)
F, = 0,A,—0,A, —i[A, A7),

con r = L, R y la combinacién aditiva de espin 0
m = (S+iP—-MU)+m. (6.73)

Notar que ec. (6.71) no esta aun lista para poder ser comparada con el resultado de [21, 122].
Para hacer esto, antes debemos de eliminar todos los grados de libertad diferentes a los
piones en la capa de masa. Procederemos en tres pasos: primero integraremos los grados de
libertad vector y axial, después eliminaremos los campos escalares y finalmente haremos
uso de las ecuaciones cldsicas de movimiento para los pseudoescalares.

6.5. Ecuaciones de movimiento

6.5.1. Eliminacién de los acoplamientos vector y axial

Para eliminar los campos vector V,, y axial A, en la aproximacién de campo medio
es necesario minimizar el lagranfiano con respecto a esos campos. Al orden que estamos
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considerando el desarrollo quiral, sera suficiente con tener en cuenta aquellos términos que
contienen mesones vectoriales con dos indices de Lorentz, esto es, el término de masa y el
orden dos que surge del determinante de los quarks

N, S — 1
2 c 2 m
Liv = (47T)2M ID<VMUTV U) + E(Vuvu + A A") .

(6.74)

Al minimizar, las ecuaciones de movimiento que se obtienen son similares a la eleccion
concreta de los campos vector y axial en el modelo de Georgi-Manohar, ecs. (6.58)-(6.59),

VE = oy %(1 UV, VL =ok %(1 —g)UVUT.  (6.75)

2 Iz

Aplicando estas ecuaciones de movimiento se obtienen facilmente las siguientes relaciones

—R 1 1
Fo = 50+ ga)FlL + (1= g)UTFLU
i
—(1= 93 (V. U'V,U -V, U'v,U) , (6.76)
—L 1 1
i
—1(1 - g3 (V, UV, U -V, UV, U, (6.77)
V.U = gaV,U, (6.78)
VU = gaVU +iga(l — gA) UV, UVHU . (6.79)

6.5.2. Eliminacion de escalares

La eliminacién de los campos escalares se hace de manera similar a la de los campos
vector y axial. Consideramos la rotacion quiral

S+iP =VULVU (6.80)

donde ©f = ¥, y usando que ¥ = M + ®, donde ® es una fluctuacién alrededor del valor
del vacio, se tiene

1
m = VUPVU + —x. (6.81)
2B,
El término de masa se escribe
1
L, = ———(M*+2M® + d?). (6.82)

4G5
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Haciendo uso de la ecuacion del gap (4.21), los términos lineales en & que no contengan
campos externos, se anularan. Como consecuencia, la parte del lagrangiano que contiene
al campo escalar ¢ es

B N 2 @2 L

MINUTONVUT (UVZUT + V2UUT>
IM*(2Ty — T_))NUSVUT(Um! + Utm)

+ 2MINUSNVUIY,UNV'UT Y, 6.83
w

de donde se deduce la conocida formula Mg = 2M. Minimizando respecto de @, la ecuacion
clasica de movimiento que se obtiene es

1 UL G —
o= - _ = T
VvUOVU 24MR i (1 I()) vV,UvV'U
1 Z i ;

Sélo queda sustituir esta ecuacion dentro del lagrangiano L4 para obtener la contribucién
del lagrangiano efectivo proveniente de la integracién de los campos escalares.

6.5.3. Ecuaciones de movimiento clasicas para pseudoescalares

Las ecuaciones de movimiento relevantes para el campo no linear U se obtienen mini-
mizando £?. Se obtienen una serie de relaciones que son vélidas incluso en presencia de
curvatura

(VUIVU) = (V,UTVD)) - i<<x*U - U + %@JU ~U™)?  (6.85)

1
X'VPU+VUTY) = 2(xx) - §<(><TU+ Utx)*) — (XU + Utx) veUtv,u)
1
+6<XTU +UTy)2. (6.86)

En el caso del grupo U(3) se tiene que det U = e/, que no es necesariamente igual a
la identidad, y ocurre que los dos tltimos términos (x'U & UTx)? en ecs. (6.85) y (6.86)
desaparecerfan. °

SExiste otra identidad integral que nos va a resultar muy 1til
/d%\/_(v vV, UVIVYTU) = /d4x\/_ (VEUTV2U) + z/d“x\/_ (FRNVHUTVYU + FLNVHFOVIUT)

/ d*a/=g(FL, UF*RUT) 4 / d*z/=g((F)* + (F,)? / d*z/—gR" (V,U'V,U). (6.87)
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6.6. Coeficientes de Gasser-Leutwyler-Donoghue

En el desarrollo quiral del lagrangiano efectivo en la forma de Gasser-Leutwyler-Donoghue
de ec. (6.7), las contribuciones métricas son

2

L£29 = Z“(VHUTV“U + (XU +Uty)), (6.89)

L9 = LV, UNUY + Ly(V, UV, U + Ly(V,UTVHU))

LV, UVFUYXIU + U'Y) + Ls(V, UV*U (XTU + UTy))

+ Le(X'U + U2+ L:(xTU = U')? + Le(XTU)? + (UTx)?)

— iLy(FLV'UNV U + FEVFUINYU)Y + Lig(F L UF™RUT)

+ Hi((FL)? + (F)?) + Ha(x™) - (6.90)

+

Las contribuciones con curvatura del lagrangiano quiral se pueden escribir en la forma
propuesta en ref. [122], y vienen dadas por

£ — _HiR, (6.91)
y
LR — LRV, UPU) — LiyR™(V, UV, U) — LisR(XTU + UTy)
+ H3R?+ HyR,, R"™ + HsR,as R (6.92)

Los términos de curvatura son un reflejo de la naturaleza compuesta de los campos pseu-
doescalares, pues en los modelos quirales que estamos considerando estos términos se cor-
responden con el acoplamiento de los campos gravitatorios externos a nivel de quarks. Un
valor no nulo de Hj indica que existe una renormalizacién fuerte finita de la constante
gravitatoria de Newton G, ya que el lagrangiano clésico de Einstein es £ = —R/(167G).

Notar que la matriz pseudoescalar U es un escalar bajo transformaciones de Lorentz y
de coordenadas. Por tanto, sélo después de haber aplicado las identidades (6.85)-(6.88) se
puede sustituir la derivada covariante en Lorentz y coordenadas por la derivada covariante
D,, estoes V,U=D,U.

6.6.1. Modelo de Georgi-Manohar

Los coeficientes de Gasser-Leutwyler-Donoghue para el modelo de Georgi-Manohar no
contienen ninguna contribucién proveniente de campos escalares, esto es, de campos de

En el dltimo término aparece el tensor de Ricci R, Para llevar las férmulas a la forma de Gasser-Leutwyler
usamos la siguiente identidad, vélida en SU(3)

(v, UV, 032 = —2<(VMUTV“U)2>+<V,LUTVVU>2+%<VMUTV“U>2. (6.88)
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espin cero. Por tanto, la inica contribucién procede del loop de quarks. Para este modelo,
la constante de desintegracién débil del pion es

N,

2
f7r 42

GAM?T, . (6.93)

El factor de normalizacién para el campo x es

MI1_,
By = ——. 6.94
‘ 9,24 1y ( )

Con
f2 _ 92 IO
(aq)| 7T,

el resultado que encontramos para los coeficientes de GLD es

=M

(6.95)

M
P=5,

_ Nc 2\2 2 2 4
Ll = 48(47'(')2 [(1 - gA) IO + 4gA(1 — gA)IQ -+ 2gAI4:| , L2 — 2L1 ,
N,
T (30— 3)°T0 + 80T + 40363 — 403)T:| . Lu=0,

N, N,
To — I Le=0 Li=——"°__[6pZ, — T
2(4 )ngA[ 0 2] ) 6 ) 7 24(47{‘)2]\[‘]"[ p 0 2] )

N,

— ¢ 2 - c 2 2
Ls = =51y [60(p — 94)T0 + 3T2) ,  Lo= = [(1— ¢2)To + 2657

=

Ly = ————[(1-9¢0)To + ¢5T Liy=—"=
10 6(4m)? [( 94)Zo + g4 2} ) 11

N. N, p I
e 27 L= —t ply=-L
6(4m)z 94 BT om0 T 8

NNy o Ny f2 N, ) )
- M T 5= ——1"— H, = ——° [_(1 T T
6(471’)2 2 24 p ’ L 12(47‘(‘)2 [ ( +gA) 01T 3a 2} )

Nc 2 2
Hy = 12(47)2 60T 2 — 6p(p + 9a)T0 + g4 Ts] |

N.N; Ny S
H, = ——<J 7 _
’ 144(47)27° — B576M2 g%
N.N; Ny f? TN.N; N, f?

H, = To = L ;= = .
! 90(4m)2 " " 360M2 g2’ P T T20(4m)2 " T 2880M2 g2

(6.96)
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Tomaremos M = 300 MeV y g4 = 0,75. Con estos valores de M y g4, el cutoff A debe de
ajustarse para reproducir f, = 93,2 MeV. Esto conduce a los siguientes valores

A =1470MeV, By =4913MeV,
T 5=208, Tp=226, I»=0922, TI,=0,995. (6.97)

El modelo quark quiral constituyente (QC) se corresponde con la eleccién g4 = 1 en los
coeficientes anteriores. Si tomamos el mismo valor para M, para este modelo tenemos

A =828MeV, By=1299MeV,
T ,=550, To=127, T,=0,781, T,=0,963. (6.98)

En la tabla 6.1 se muestran los valores numéricos de los coeficientes de GLD.

6.6.2. Modelo de Nambu—Jona-Lasinio

Los coeficientes de GLD en este modelo tendran dos contribuciones diferentes: una
proveniente del loop de quarks e integracion posterior de los campos de espin 1, y otra
proveniente de la integracién de los campos de espin 0. Para la primera contribucion se
tienen las mismas expresiones de ec. (6.96). La constante de desintegraciéon débil del pién

€S
N.
f2= 29 AMPT, . (6.99)

Notar que en este modelo existe una potencia en g4, mientras que en el modelo de GM la
potencia es g%, ec. (6.93). La diferencia se debe a la ausencia del término de masa £,, en
el modelo GM. Nuestra notacién serd la siguiente

M MZT_,
By = =——= =1-2Gyf*. 6.100
0 2Gsf2 g Io ) ga v/ ( )
Con
-M_ 2L (6.101)
las contribuciones de espin 0 son
N. g N,
L = ¢ AT, - T, LS = ——_g%(ga —2p) [To — T
3 4(47r)210[0 o], 5 4(47T)29A(9A p) Lo — 1]
N,
Ly = ‘ —2p)°T,
8 16(47'(-)2 <gA p) 0>
N, N,
Ly, = —“=d¢ill—T LYy = ——(g4 — 2p)T,
11 12(47_‘_)2914[ 0 2] Y 13 24(47_[_)2(914 p) (V)

NNy Ny PP
T 144(4m)20 T BT6M2 gy

Hy = 2L§, Hj (6.102)
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El resto de coeficientes L, H? son cero. La suma de las dos contribuciones (loop de quaks
y escalares) dara los coeficientes de GLD para este modelo. El resultado es el siguiente

N, T
Ly = —=— 5 (3(1—2¢4 — g4)To + 8¢ Ts + 295 ( 203 — %) — 3952 I}
3 24(4r)? ( 94— 9a)Zo + 894y + 297 | 2( 94) gAIO 5!,
N, N,
Ly = ——50allo—1 Ly = —~ =% 3T, — 2T.
5 4(47T)29A[ 0 2] y 8 48(47T)2g‘4[ 0 2] ,
Nc gAf2 NC f2
L - —_- 21’ = == L - _ ¢ I _
T e T e T 2 T g
N
Hy = o 7 [120°T_5 + 394(94 — 8p)To + 2¢3T2] .  Hs =0, (6.103)

El resto de coeficientes: Ly, Lo, Ly, Lg, L7, Lo, L1g, L12, Hy, Hy, Hy y Hs; coinciden con
los del modelo de GM (férmulas (6.96)). Notar, no obstante, que las expresiones de f2 no
coinciden en los dos modelos [ec. (6.93) y (6.99)].

Este modelo reproduce la relacion Ly = —6L;, siempre y cuando se desprecien los
términos O(N.g%). Existen algunas diferencias con trabajos previos. Los valores Ly, Lo,
Ls, Ly, Ly, Lg, Lo, L1g, Hy y Hs coinciden con ref. [67]. Lg difiere en dos potencias de
ga en el término proporcional a Z,. (Nuestros resultados reproducen los suyos para cada
contribucién por separado: contribucién del loop de quarks y contribucién de espin cero.)

El valor de L7 es diferente de cero, si se considera la condicién Det(U) = 1 debido a
que estamos considerando la simetria de sabor SU(Ny). Tanto en ref. [69] como en [67] este
término no se obtiene, a pesar de que en estos trabajos se menciona explicitamente que
consideran el grupo de sabor SU(Ny). En el grupo U(Ny) si se obtiene que L; = 0.

Nuestros valores de Ly, Ls, Lg, Lg, Ly y L1g coinciden con los de [69]. En esta referencia
aparece un término erréneo extra en L;. Lg se diferencia de ref. [69] en todos los factores
excepto uno en Z,. H; y Hy no aparecen en esa referencia.

Los coeficientes L1y, L1a y Li3, asi como Hj3_5, son nuevos y constituyen el resul-
tado principal de este capitulo. Estos coeficientes fueron obtenidos también hace algiin
tiempo [108] en un modelo quark sin escalares ni vectores.

Los valores numéricos de estos coeficientes, ec. (6.103), aparecen en la tabla 6.1 para
dos casos diferentes: el modelo NJL SU(3) generalizado, y el caso en que no se considera
la integracion de los campos de espin 1, esto es g4 = 1. Para el primer caso se considera
como valor razonable g4 = 0,606. Con M = 300 MeV, se tiene

A=1344MeV, By =4015MeV,
T ,=17,0, Ty=210, I,=0,907, I, =0,993. (6.104)

Para el modelo NJL con g4 = 1, los valores numéricos de A, By, p and Z,, son idénticos a
los del modelo quark constituyente QC, ec. (6.98). Las LEC’s en el modelo NJL con g4 = 1
y en el QC se diferencian debido a la contribucién de los escalares L35 ¢ 1115 ¥ Hy, que no
estan presentes en el caso QC.
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Cuadro 6.1: Constantes adimensionales de baja energia y Hy comparadas con otros modelos
y con el valor que da cierta referencia. Los valores mostrados para Lq_19, H;_5 deben de
ser multiplicados por 1072, El valor de Hy debe ser multiplicado por 10° MeVZ.

ChPT!' NJL NJL QC GM SQM? Large N3 Dual?
(ga=1) (MDM) Large N,

I 053£025 077 0,76 076 0,78 0,79 0,9 0,79
Ly 0,71 £ 0,27 1.54 1.52 1.52 1.56 1.58 1.8 1.58
Ls —-2,72+1,12 —4,02 —-2,73 —3,62 —4,25 -3,17 —4.3 -3,17
Ly 0 0 0 0 0 0 0 0
Ls 0,91 £0,15 1.26 2.32 1.08 0.44 2,0+0,1 2.1 3.17
Lg 0 0 0 0 0 0 0 0
L —032+40,15 —006 —026 —026 —003 —0,07+ 0,01 0,3
Lg 0,624+0,20  0.65 089 046 0.04 0,0840,04 0.8 1.18
Ly 5,93+0,43  6.31 495  4.95 6.41 6.33 7.1 6.33
Lip —4,40+0,70* —5,25 =247 =247 —477 —3,17 —5,4 —4,75
Ly 1,85 4 0,90° 1.22 2.01 1.24 0.82 1.58 1.6°
Lis 97 1,06 —247 —247 —1,64 3,17 9,75
L3 1,74 0,80° 1.01 1.01 047  0.22 0,33 £ 0,01 1.1°
H —14,6 —4,67 —4,67 —17,7 1,09
H, —4,01 —2,78 =2,78 —4]76
H, 1.46 145 059 049  —1,04072
H; 0 0 -0,50 -0,89
H, 1.33 0.80  0.80 1.43
Hs 1.16 0.70  0.70 1.25

6.6.3. Resultados

En la tabla 6.1 aparecen los resultados que hemos obtenido para los modelos de quarks
quirales que se han tratado en este capitulo: Quark Constituyente, Nambu—Jona-Lasinio
con y sin mesones vectoriales, y Georgi-Manohar. Se ha incluido también el resultado del
célculo en el modelo Quark Espectral de ref. [68]. La primera columna se corresponde con
el cédlculo de TQP a dos loops [123]. Se incluye también el resultado obtenido en modelos
en N, grande con una tnica resonancia.

Los resultados para las constantes de baja energia coinciden a grandes rasgos. Como
regla, todos los modelos y ajustes dan el mismo signo para todos los coeficientes, con
la excepcién de Hy y Hs en el modelo Quark Espectral. Para los coeficientes de Gasser-
Leutwyler estandar L;_10 el mejor acuerdo global con el calculo de TQP a dos loops [123] es
el proporcionado por el modelo NJL. con mesones vectoriales, para el que la chi cuadrada
reducida es x?/DOF = 2,2, (DOF = 10), si bien los modelos QC y GM proporcionan
resultados de calidad similar: 2,5 y 3,6 respectivamente.

Para los coeficientes nuevos no existen en la literatura valores ampliamente aceptados.
El acuerdo mas cercano con las estimaciones de N, grande y saturacién de resonancias
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de [122] para L;;_13 es el de NJL sin mesones vectoriales, para el que x?/DOF = 0,29,
pero esto no es totalmente concluyente. Asimismo, es importante mencionar el importante
acuerdo entre las predicciones del modelo Quark Espectral para estos tres coeficientes y
aquellas provenientes del modelo quiral de bosonizacion de ref. [108], para el que se obtiene

Ly =1,58-107%, Lip=-32-107%, Li3=03-107%. (6.105)

6.7. Conclusiones

En este capitulo hemos calculado las constantes de baja energia del tensor energia-
impulso en varios modelos de quarks quirales: Quark Constituyente, Nambu—Jona-Lasinio
con y sin mesones vectoriales, y Georgi-Manohar. Algunas de estas constantes se obtienen
directamente de los coeficientes estandar de Gasser-Leutwyler, mientras que otras, Lq1_13
y Hpo_5, son nuevas y proceden de operadores que no estan presentes en el lagrangiano
quiral en espacio plano.

Técnicamente, el mejor modo de proceder es considerar QCD en un espacio-tiempo cur-
vo, ya que nos permite trabajar con el lagrangiano a bajas energias, en lugar de su variacion
(el tensor energfa-impulso). Esto hace més facil tanto el cdlculo como la imposicién de las
restricciones debidas a las simetrias. El lagrangiano quiral en espacio-tiempo curvo contiene
dos tipos de contribuciones. Por una parte, aquellas que surgen de un acoplamiento minimo
del lagrangiano en espacio plano con la métrica, £9, y por otra aquellas contribuciones
que contienen el tensor de curvatura de Rienmann £, En el espiritu de no introducir
nuevos campos diferentes a la métrica, hemos considerado tinicamente la gravedad de Ein-
stein. En el caso de que se considerara torsiéon o violacién de la metriciddad, en principio
deberian de aparecer nuevos términos. Al igual que ocurre con los acoplamientos gauge
(por ejemplo, los momentos magnéticos), los términos gravitatorios £ no pueden fijarse
a partir de la covariancia general del lagrangiano quiral, y para obtenerlos es necesario
acoplar directamente gravedad con los quarks y los gluones de QCD antes de integrar los
campos y obtener el lagrangiano de bajas energias.

Las constantes de baja energia estandar han sido calculadas en estos modelos de quarks
quirales con un cierto grado de éxito, y hemos aplicado la misma aproximacion para los
términos con curvatura L£f. El acuerdo entre todos los modelos es razonable. Una com-
paracién con los valores de TQP a dos loops [123] sugiere que NJL con menones vectoriales
es el que mejor funciona para los coeficientes estandar. Para los nuevos coeficientes Lq1_13,
el mejor acuerdo proviene de NJL sin mesones vectoriales, si bien el resultado no es con-
cluyente.
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Capitulo 7

Accion Efectiva Quiral a partir del
Modelo Quark Espectral

La estructura de QCD en presencia de fuentes electrodébiles y gravitacionales se de-
scribe muy bien mediante Teorfa Quiral de Perturbaciones (TQP) [19, 21]. En el sector
mesonico, la rotura espontanea de la simetria quiral es dominante a bajas energias y el
célculo sistemadtico de las correspondientes constantes de baja energia (LEC’s) ha sido 11-
evado a cabo recientemente hasta una precisién de dos loops [123, 162] o mediante el uso
de las ecuaciones de Roy [163]. Para los procesos fuertes y electrodébiles que involucran
mesones pseudoescalares, la mayor parte de las LEC estan saturadas en términos de res-
onancias de intercambio [164], que pueden ser justificadas en el limite de N, grande en
una cierta aproximacion de bajas energias [165]. En el caso de procesos gravitacionales se
pueden aplicar las mismas ideas [122]. Hoy en dia, TQP se usa como un test cualitativo y
cuantitativo para cualquier modelo de la estructura de los hadrones a bajas energias.

En este capitulo nos proponemos analizar el modelo quark espectral propuesto reciente-
mente en [61], en el contexto de Teoria Quiral de Perturbaciones en espacio-tiempo curvo.

7.1. Accion Efectiva del Modelo Quark Espectral

En la seccion 4.2.2 introdujimos el modelo quark espectral. La aproximacién es similar
en espiritu al modelo de Efimov y Ivanov [166], propuesta hace algunos afios, y se basa en
la introduccion formal de la representacion de Lehmann generalizada para el propagador
del quark. La accién efectiva que obedece las identidades de Ward-Takahashi mediante
la técnica de Delbourgo y West [63] corresponde en nuestro caso a una prescripcién de
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sustitucién minima. Esto conduce a un determinante fermidnico de la forma !
LU, s,p,v,a,q] = —iNc/dwp(w)Tr log (D), (7.2)
donde el operador de Dirac viene dado por
D = id—wU° —ing+ (f + dys — s —in°p) = iD — wU”. (7.3)

La derivada d, es derivada covariante bajo transformaciones generales de coordenadas
y transformaciones de Lorentz, e incluye la conexién de espin.? Los simbolos s, p, v, y
a, indican campos externos (en espacio de sabor) escalar, pseudoescalar, vector y axial,
respectivamente, que vienen dados por los generadores del grupo de sabor SU(3)

2
NZ—1

s = Z sa%, (7.4)

a=0

donde A, representa las matrices de Gell-Mann. El tensor métrico g, es la fuente externa
que representa el acoplamiento con un campo gravitatorio. La matriz U® = U™ es la matriz
de sabor que representa el octete de mesones pseudoescalares en la representacién no lineal.
La matriz mo = diag(m,, mg, ms) es la matriz de masa de los quarks denudos. Finalmente,
en la segunda igualdad de ec. (7.3) hemos introducido el operador de Dirac D que incluye
unicamente los campos externos.

La anomalia U(1)4 se puede tener en cuenta extendiendo la matriz al sector U(3):
U—U=Ue™GN condetU =1, y para ello anadimos el término habitual

o i nl*
EA:—me {0—5 [logdet U — log det U ]} : (7.5)

que para ¢ = 0 es invariante CP y SU(Ny)r x SU(Ny)g. El operador de Dirac de ec. (7.3)
transforma de manera covariante bajo transformaciones quirales locales (ver seccién 6.2).

La accion efectiva del modelo tiene un aspecto similar a la del modelo NJL bosonizado
(ver seccion 4.2.1). La principal diferencia tiene que ver con la interpretacién del método de
regularizacion. Por una parte, en los modelos NJL tnicamente se puede regularizar sobre
loops de quarks (lineas de quark cerradas). El hecho de que en el modelo quark espectral la
“regularizacion” de Lehmann se produzca sobre lineas de quark abiertas tiene importantes
consecuencias en cuanto a la consistencia de los calculos a energias altas tanto en una
interpretacion puramente hadrénica como partoénica.

!Para un operador bilocal A(x,2’) (matrices en espacio de Dirac y de sabor) se tiene

TrA = /d41;\/—_gtr<A(a:,a:)>, (7.1)

donde tr indica traza de Dirac y () traza en espacio de sabor.
2En ec. (4.33) el modelo no estd acoplado con gravedad.
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Dado que el contorno de integracién para la variable espectral w es en general complejo,
resulta un poco complicado pasar a espacio euclideo y separar la acciéon en una parte real y
otra imaginaria. En lugar de espacio euclideo, podemos considerar el espacio de Minkowski
e introducir el operador auxiliar

—iD; = (id — U g = s — s + i%p) Y5 , (7.6)

que se corresponde con el conjugado hermitico en espacio euclideo. De este modo, la accién
efectiva con paridad normal se escribe

Shp = —%Nc/dwp(w)Trlog (DDs) . (7.7)

7.2. Anomalias Quirales

Una de las ventajas mas importantes de la regularizacion espectral es que conduce a
observables hadrénicos finitos e independientes de la escala, lo cual es un requerimiento
bésico de todo procedimiento de regularizacion. No obstante, esto no significa o implica
necesariamente que la accién efectiva total en presencia de campos externos sea finita, ya
que incluso en el caso de que los campos pidnicos sean cero, U = 1, existen procesos no
hadrénicos. En realidad, ocurre que la renormalizacion de la funcion de onda del foton es
proporcional a pj [61], de modo que depende de la escala i y por tanto diverge en ciertos
esquemas de regularizacién (por ejemplo, en regularizacién dimensional). Esta dependencia
en escala surge también en otros términos no hadrénicos de la accion efectiva.

En [61] se encuentra que las desintegraciones 7° — 2y y v — 37 se muestran de
acuerdo con los valores correctos que se esperan de la anomalia quiral de QCD. Con ayuda
de la accién efectiva, ec. (7.2), vamos a ver en esta seccién que esto es cierto también para
todos los procesos anémalos. En primer lugar calcularemos la anomalia quiral. Después se
mostrara que la anomalia en presencia de campos externos no depende del campo pionico U,
y por tanto coincide con la anomalia en QCD debido a las condiciones espectrales p; =
p2 = ps = ps = 0. Bajo transformaciones quirales locales (vector y axial) el operador de
Dirac transforma

D — etiev@)—ical@)s p g—iev(@)—ical@)s (7.8)

con

ey(z) = Z v (), ealx) = Z €4 ()N, (7.9)

a a

Infinitesimalmente, la transformacion es

0D = iley, D] — i{ea, D} . (7.10)
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Si consideramos una transformacién quiral en la accién efectiva, ec. (7.2), sin ninguna
regularizacion adicional, se tiene

68 = —iN.Tr / dwp(w) [DD7] . (7.11)

Teniendo en cuenta la propiedad ciclica de la traza, se obtiene sélo una contribucién proce-
dente de la variacion axial

048 = Ajg= /d%tr/dwp(w)(%a%) :po/d4xtr<2iow5), (7.12)

un resultado que es ambiguo incluso en presencia de regularizacion espectral, debido a la
traza dimensionalmente infinita [32]. Para evitar la ambigiiedad es necesario introducir
una regularizacion extra. Como es bien sabido, no existe una regularizacién que preserve
la simetria quiral, de modo que la anomalia es generada.

El célculo se puede hacer con métodos estandares. Una regularizacién conveniente es
la regularizacién ¢ [126], que permite calcular directamente la anomalia a partir del propio
operador de Dirac (no su cuadrado), y no precisa de ninguna redefinicién de la matriz ~s.
Esto conduce a

uS=A4 = Tr / dwp(w) (2ias [iD]")
= /d4xtr/dwp(w)(Qia(x)75(x|D0|$>>, (7.13)

donde la potencia cero del operador de Dirac se entiende como una continuacién analitica
que puede escribirse en término de coeficientes de Seeley-DeWitt para operadores de
Dirac [126]:

1 1

1
(2|D°z) = i {§D4 + 5(D[% 4 1,D°T, + 3D?)

+% (212 4 (I,T,) + I, T2, } . (7.14)
donde T, = {7, D} (con el operador D actuando sobre su izquierda). El resultado para
acoplamientos generales en cuatro dimensiones ha sido obtenido de [126]. Una inspeccién
directa muestra que, puesto que la dependencia en w viene dada por iD = iD — wU?,
el resultado se puede escribir como la suma de un término independiente de w mas un
polinomio

Aq = / duop(w) (Aalv, a, 5,p] + Aav,0,5,p,,U]) = poAalv,a,s,p],  (7.15)
donde el término polinémico dependiente de w se anula, por las condiciones espectrales (los

momentos positivos son cero). Esto muestra que la anomalia del modelo quark espectral
coincide con la anomalia de QCD después de introducir una regularizacion conveniente
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adicional, independientemente de los detalles de la funcién espectral. Esto es un punto
importante ya que si la accién efectiva I'[U, s, p,v,a] en ec. (7.2) es finita e invariante
quiral, en principio no deberia de existir razon alguna para la existencia de anomalias. A
continuaciéon mostraremos donde y como surgen estas divergencias.

Por simplicidad, consideremos el limite quiral my = 0, los campos externos los haremos
cero y trabajaremos en espacio-tiempo plano, de modo que iD = i@. Conseguiremos una
representacion conveniente si introducimos el campo

Up = tV2s®/f (7.16)

que permite interpolar entre el vacio, U}, = 1, y la matriz completa U?_, = U®. Podemos
escribir la siguiente identidad trivial para la accion efectiva con sustraccion del vacio:

rY,s,...] — I'[l,s,...]= (7.17)
— 1 N/ dt—/dwp Trlog(1D—wU5)

a1
= T .
/dt/d”p r[ dt iD— wU5}

Puesto que estamos interesados en procesos con paridad anormal, es suficiente con identi-
ficar los términos que contienen el tensor de Levi-Civita €,,q8, que por invariancia Lorentz
precisa de al menos cuatro derivadas. Teniendo en cuenta el hecho de que las derivadas
actuan sobre su derecha, se tiene

d4k 1
4
Sng) = —zN/ dt/dwp /d4 / — T
LdU, .
Tr {—M%Ut — [wUJI@Ut} } (7.18)

Tras el calculo de las trazas e integrales finalmente se obtiene

X

4
'y = 48 = dt / d*T€0p (7.19)
TdUt - fovrr rrtaarr 7rtas
X <Ut UtaHUtU 0 UtU 0 UtUta Ut>

dt

que coincide con el término de Wess-Zumino-Witten (WZW) [167, 168], si usamos que py =
1. Los campos externos pueden ser incluidos mediante el uso de ec. (7.18), lo cual genera
el término de WZW en la forma de Bardeen. En realidad, la diferencia T'[U, s, p, v, a] —
['[1,s,p,v,a] es finita y preserva invariancia gauge, pero rompe la simetria quiral lo cual
genera la anomalia de ec. (7.15).

7.3. Desarrollo quiral de la accién efectiva

A partir de la accién de ec. (7.2) podemos calcular el desarrollo en derivadas en el
contexto de espacio-tiempo curvo (para los detalles, ver la seccién 6.4). Teniendo en cuenta
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la féormula del desarrollo del heat kernel, ec. (6.64), los coeficientes que se obtienen son los
mismos que se obtuvieron en el modelo NJL, ec. (6.65), con la salvedad de considerar
la sustitucion M — w. Después de usar las condiciones espectrales p, = 0, n > 0, la
contribucién de paridad normal para la accién efectiva se escribe

37 [ dv=s [ deplo)

i
~TrlogDsD = —-
g 108 2 (472)

X

1 1
tr(—§w4 log w?ag + w?log w?a; — log(w?/p?)ay + i + i +...)

= [y (P L) (7.20)

Después del célculo de las trazas de Dirac, para el orden 2 del lagrangiano efectivo se tiene

N,
@ - / p(@){ — @ log (VU VM)
+ 2w logw?*(m'U 4+ UTm) + w? logw21—12<R>}, : (7.21)

y para el orden 4

£ _ (i::c)z/P(w){

1 7 Lyl
Lo W (FR)? & (FLY2) — loge? (o RO Ry + —— R? + L
]

1 1
— g(F/ﬁVMUTVVU +FLV,UV,UT) + E((V“UVVUW) — 6<(V”UV“UT )2)

R"™R,,)

1 , 1
6<wv Uv,v,ut) — 6<FMLVUF5;UT>

+ logw?w?® (2(m'm) + ((m'U + U'm)?))
1
- §w<V#UTV“U(mTU +U'm)) —log w?w(V,U'V*m + V,m'V*U)

1 1
— wlogw?ZR(UMm + m'U) + R VMUTV“U>} . (7.22)

Notar que los momentos que aparecen hasta este orden son pg = 1, py = 0y po = 0, asi como
los momentos logaritmicos p, p| v ph. Tras aplicar las ecuaciones de movimiento clasicas
del campo U, ecs (6.85)-(6.86), la identidad integral de ec. (6.87) y la identidad valida
en SU(3), ec. (6.88), se llega a la forma estandar del lagrangiano dado por ecs. (6.89)-
(6.90) para las contribuciones métricas y ecs. (6.91)-(6.92) para las contribuciones con
curvatura. Los valores que se obtienen para la constante de desintegracion débil del pién y
el condensado en el limite quiral son

P o= —%p;, (7.23)

/By = _@):%pg, (7.24)
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y los coeficientes LEC’s se escriben

Ly — —2L2:—4L1:—(iVTC>2%, y=Ls=0,
,

Ls = _(gc)wp—éo’ L7:(ﬁc)2211@ (2[1)910+f;)

N, [ g / N,
Ls = Ty 4%3_4%0_5_2}’ L92_2L1°:(47r)2%’
H, = (iVT)z% HQ=%(%+2”?}O+§’;>,

2
Ho = {112 /
Ly = —2L11=—(iv—c)2%, Llsz—%%:é%v (7.25)
Hy = _(iVC)N 1[:104 H‘*:_(ivc) gg H5:_(iVTC)2 558-

El valor para L; se corresponde con el modelo SU(3). Para el modelo U(3), se obtiene del
célculo que L; = 0, pero entonces el término de ec. (7.5) deberia de ser afiadido, de modo
que el valor de L; se modificaria.

Como vemos, los coeficientes Ly, Lo, L3, Ly, Lg, Ly, L1g son niimeros puros, y coinciden
con los que se esperan en el limite en que la regularizacién se elimina [66]. Esto tiene que
ver con el cardcter adimensional de las LEC’s, y que involucran el momento cero py = 1.
El hecho de que H; sea proporcional a pj se corresponde con un campo gauge dependiente
de la escala, o divergente. Quiere esto decir que la parte finita de H; depende del esquema
de regularizacion.

A partir de los valores de f2=93MeV y L5 = 2,1-1073 [164], se obtiene

Ly
L, = — —0,35-1073,
! oN; * 3847r2Nf
L5 Nc f2 3
Ly = —— - ~1 1
® 2 384m2  64B2 05 - 107
Nc f2 3
H, = L5+—1927T2 “im s ~21-10" (7.26)

En cuanto a las contribuciones con curvatura, el valor no nulo de H conduce a una cor-
reccién fuerte para la constante gravitatoria de Newton G. Esta correccion es proporcional
al cociente entre la escala hadrénica y la escala de Planck f2G7/3, lo cual es numéricamente
despreciable.
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7.4. Resultados para el Modelo de Dominancia Vec-
torial

El modelo de dominancia vectorial (MDM), desarrollado en ref. [61], constituye una
realizacion simple del modelo quark espectral y proporciona una forma explicita para la
funcién espectral. El propagador del quark de ec. (4.25) se escribe

_ [ gt pse - Z0?)
Stp) = /cd P — w? p—M@p?)’ (727)
donde
11 1
) = S My (7.28)
ps(w) = = Lo, (7.2

2mi MA(1 — 4w?/M2)5/2

La funcién espectral vector py corresponde a la parte real de la funcién espectral p, y la
escalar pg a la parte imaginaria. py(w) se determina imponiendo dominancia de mesones
vectoriales en el factor de forma electromagnético del pion, de la cual se deduce la identidad

f2 _ NCM‘% )
2472

(7.30)

Esta relacion estd sujeta a correcciones quirales. A diferencia de py(w), para la funcién
espectral escalar pg(w) debe de suponerse una cierta forma funcional que sea adecuada,
que satisfaga las condiciones espectrales impares ps,.1 = 0, n > 0, y reproduzca el valor
del momento logaritmico p5. El valor mas conveniente para la masa vector es

My = T70MeV (7.31)

que coincide con la masa del mesén p y serd usado posteriormente en el analisis. El contorno
de integracién C' que se usa en el MDM consta de dos partes. La primera comienza en +00—
i0 siguiendo el eje real positivo, rodea el polo +My /2 haciendo una media circunferencia en
el sentido de las agujas del reloj, y vuelve a +o00+-10 siguiendo el mismo eje real positivo. La
segunda parte del contorno comienza en —oo + ¢0 y sigue el eje real negativo hasta el polo
—My /2, lo rodea en sentido de las agujas del reloj, y vuelve a —oo — 40 siguiendo el mismo
eje real negativo. Estas dos secciones estan conectadas en el infinito con semicirculos.

En el modelo MDM se obtienen los siguientes valores para los momentos logaritmicos

pMD 8m*(qq) _ 5MgM3

! NMZ — 6ME
4 f2 M2
1 MD \%
- _ —__V .32
p2 NC 6 ) (7 3 )
) MD _4772<QQ> 5MQM§

s = N, 12M2



7.4 Resultados para el Modelo de Dominancia Vectorial 137

donde M es la masa constituyente de los quarks, que viene dada por [61]

__BMPm*(qq)

Mg = M(0) SMIN, (7.33)
Haciendo uso de estos valores se tiene
L — 9&2% | (7.34)
L — wwwa (1_12 - (ﬁg) | (7.35)
e = 1]6\:;2 <_150]]\\/[4‘2)M§ * 1%\% a i) ' (7.36)

En la tabla 6.1 del capitulo 6 se muestran lo resultados correspondientes al modelo quark
espectral en su realizacion MDM para las constantes Ls7g, asi como las predicciones
para Ly 2346910, que son comunes a [66].

En el caso SU(2) en ausencia de correcciones de loops mesdnicos se tiene ?

_ _ 1- 1-

i, = —lh=—-ly=—-lg=—N., 7.37

1 > =5l ==l (7.37)

7 AN, 16N, MY

, = ey DYV (7.38)
3 T5M2MS

7 2M2N,

[, = e (7.39)

3M?2
Los radios cuadraticos medios vector y escalar del pién vienen dados por [21]

1 - 6

3 - 6
= Ton2 2 = g2

S
82 f2 M?

(r*)y (r*)s (7.40)

Las componentes escalar (espin-0) y tensorial (espin-2) de los factores de forma gravita-
cionales (fy y 02 respectivamente) [122], producen el mismo radio cuadratico medio

N,

(rao = (Paa

independientemente de la realizacién particular del modelo espectral. Si saturamos los
factores de forma con mesones escalares y tensorialess fy v fa, para sus masas se tiene

M, = My, = A7 fr1/3/N, = 1105 — 1168 MeV |, (7.42)

3Hacemos uso de las relaciones dadas en ref. [21] para pasar de la forma del lagrangiano en SU(3) a la
forma en SU(2). Estas relaciones son I; = 1921 (2L1+Ls), Iy = 19272 Ly, I3 = 2567 (2L4+ L5 —4Ls —2Lsg),
l4 = 647T2(2L4 + L5), l5 = —1927T2L10, lﬁ = 1927T2L9, l11 = 1927T2L11 ) 113 = 25671'2113. La constante l12 no

estd renormalizada por el loop pidnico.



138 Capitulo 7: Accion Efectiva Quiral a partir del Modelo Quark Espectral

dependiendo de si se toma f = 88 0 93 MeV, respectivamente. El valor experimental para
el mesén tensorial mds ligero es M = 1270MeV. Tal y como se discute en [122], el
factor de forma 6y (correspondiente a la traza del tensor energia-impulso) se acopla con
mesones escalares, mientras que s (correspondiente a la parte de 6, sin traza) se acopla
con mesones tensoriales (espin-2).

Hay que decir que el mesén escalar de masa My, que domina el tensor energia-impulso,
no necesariamente coincide con el meson escalar de masa Mg, que domina el factor de forma
escalar. En realidad, se tiene My = V2My, mientras que Mg es una magnitud libre. Esto
surge de manera natural en la aproximacion espectral, donde el factor de forma escalar Fg
en el limite quiral involucra los momentos impares, mientras que 6, involucra los pares. En
particular, los radios cuadraticos medios son proporcionales a p) v pg, respectivamente.

7.5. Limite de N, grande y Dualidad

En virtud del hecho de que nuestro resultado se ha obtenido en la aproximacion de
un loop de quarks,* no podemos esperar que el modelo dé mejores resultados para las
LEC’s que la contribucién de orden méas bajo en un contaje en N, la cual estd formada
por un numero infinito de intercambios de resonancias [165]. Por otra parte, el célculo
de estas contribuciones en N, grande requiere el uso de suposiciones adicionales, tales
como la convergencia de una serie infinita de estados y, por otra parte, una estimacion
de las contribuciones de las resonancias més altas. En la practica, se puede trabajar en
la aproximacién de una tunica resonancia (SRA), lo cual conduce a una reduccién de los
pardmetros [122, 165]:

1 1 f?
AT I - IIM - oI - (7.43)
8 I?
[SRA  _ O7SRA _ 44
; b= L (7.44)
1
LgRA — _BLSRA + §L§RA , (745)
f2
JSRA _ f? (7.47)
12 2MJ%2 ’

donde f, My y Mg indican las contribuciones de orden mas bajo en N, para estas magni-
tudes. En la obtencion de estas formulas para L — Ly, se han ajustado las contribuciones de
los mesones pseudoescalares y axiales con objeto de reproducir las reglas de suma quirales
para las funciones de correlaciéon de dos puntos VV-AA y SS-PP, ademas de exigir un

4E]l modelo espectral no se ha desarrollado més alld de un loop.
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comportamiento convergente a altas energfas para los factores de forma hadrénicos.® Ob-
viamente, el imponer més ligaduras a cortas distancias implica el uso de méas resonancias.

Los valores de L11,1213 se han obtenido del intercambio de una tnica resonancia escalar
y tensorial [122]. Por otra parte, es necesario considerar un mesén tensorial con objeto
de proporcionar un valor no nulo para Ly, y por otra parte, los mesones tensoriales con-
tribuyen también a otras LEC’s [157], lo cual no estd tenido en cuenta en ecs. (7.43)-(7.47).
Por tanto, con objeto de simplificar la discusion, en lo que sigue nos restringiremos a los
acoplamientos no gravitacionales L; — L1o. Notar que, si bien el poder predictivo es grande,
se consigue en términos de dos razones adimensionales f/My y f/Msg. Obviamente, en el
limite quiral se espera que tanto My como Mg escalen como f,. Por tanto, con objeto de
preservar las reglas de contaje en N, grande, se deberia tener que

MV = CVfﬂ'NC7 MS = CSle'NC7 (748)

donde ¢y y cg son coeficientes independientes de N.. El hecho sorprendente es que en el
modelo quark espectral, las constantes de baja energia dependen de las razonas adimension-
ales p| /By y ph/B3. En vista de esto, resulta tentador calcular los momentos logaritmicos
espectrales a partir de las reglas de N, grande, de un modo que sea modelo-independiente.
En primer lugar vemos que las razones L : Ly : Lg en el modelo quark espectral coinci-
den con las de SRA. Los valores de L5 y Lg pueden ser usados para determinar p| y pj
respectivamente, de modo que se tiene

SRA 8m%(qq)
p1 AR (7.49)
ctlg
s SRA Ar? f? My
Py = N " 5o (7.50)

lo cual estd de acuerdo con ecs. (7.34) y (7.30). Esto no es sorprendente, pues la fisica
de SRA y del modelo quark espectral en su version MSM es similar. La unica diferencia
es que de ecs. (7.49)-(7.50) no se puede deducir el valor de la masa constituyente de los
quarks Mg = M(0), que viene dada por el cociente Mg = p_1/p_o (ecs. (4.27)-(4.28)).
Para determinar Mg, serfa necesario calcular los términos de O(p®) en el lagrangiano quiral
y comparar con SRA en el limite N, grande.

Por otra parte, no es posible hacer compatibles Lg o Lig. EL desacuerdo con los cor-
respondientes valores en N, grande se debe a que el modelo espectral viola la regla de
suma SS-PP y la segunda regla de Weinberg VV-AA. Esta violacién también ocurre en
otros modelos de quarks [169, 170] (no ocurre en los modelos no locales; ver [171, 172]). En
efecto, en el modelo no existe intercambio de mesén axial en Lio (1/4 de la contribucién
total) ni de mesén pseudoescalar en Lg (1/4 de la contribucion total). Por otra parte, para
el valor de f que se obtiene de ec. (7.30), las constantes Lq, Lo, L4, Ls, Lg, Lg repro-
ducen las identidades en N, grande que aparecen en [164]. Este acuerdo se puede ver en la
tabla 6.1 si se considera un factor de correccién 2472 f2 /N M2 = 1,15. Se podria forzar que

SEn particular, Mp/Ms = M /My = /2, donde Mp es la masa del pién excitado.
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L3 coincidiera con la estimacién de N, grande tomando My, = Mg. Esto concuerda con
la observacién en la aproximacién unitaria quiral de ref. [175], de que en el limite de N,
grande, los mesones escalar y vector son degenerados.® Por tanto, el intentar compatibilizar
el limite de N, grande en la SRA con el modelo quark espectral produce una degeneracion
de los mesones escalar y vector. Esta degeneracién fue sugerida en [174] en el contexto de
reglas de suma superconvergentes y han sido interpretadas mas recientemente en base a
simetrias que se recuperan [173]

Parece claro que cualquier modificacién en el modelo quark espectral afectara tinica-
mente a Lg y Lip. Si se considera Mg = My = 2w f+/6/N, para N, grande en la aproxi-
macién SRA, se obtienen las siguientes relaciones de dualidad

1 1 2 1 1 N,
2l = Ly=—-Ly=-Ly=-Lg=-Lg=—-Ljg=——. 51
1 2 ohs = 5hs = ghs = o 3410 = 7992 (7.51)
Esto conduce a las relaciones de dualidad para las masas
My = Mp = V2My = V2Mg = 47\/3/N_f, . (7.52)

La nueva relacién M4 = Mp concuerda con el valor experimental dentro del error del 30 %
que se espera de considerar el limite NV, grande. Haciendo uso de ec. (7.40) se obtiene

() = ()2 = 2/N/ fr. (7.53)

Estas relaciones estan sujetas a correcciones en m, y en 6rdenes mas altos en N.. Numéri-
camente se tiene
(P = (r)V? = 0,58 — 0,64 fm, (7.54)

dependiendo de si se toma f = 88 0 93 MeV. El valor del radio escalar es compatible con
el que se obtiene de TQP hasta dos loops [176], 0,78 fm.
En el caso SU(2), el modelo de dualidad con N, grande conduce a

Is = ~lg = N,. (7.55)

Los valores recientes obtenidos a partir del andlisis de la colisiéon 77 a nivel de dos loops [176]
y de factores de forma vector y escalar [177] a dos loops son

L, = —04406,l,=60+13,135=29+24,
I, = 444+02,1;=130+1,0,1s=16,0+1,0. (7.56)

Los coeficientes [ son mas susceptibles de poder compararse con TQP ya que los loops
quirales generan un cambio constante ¢ = log(u?/m?), que es el mismo para todos ellos.

6Para N, = 3,10,20,40, en ref. [175] se obtiene Mg /My = 0,58,0,84,0,96, 0,98, respectivamente, con
Mg y My las partes reales de los polos en la segunda hoja de Riemann.
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Por tanto, tiene sentido comparar diferencias donde los logaritmos se cancelan. Se tiene

lo—1; = 2N, (Exp.64+14),
5N,

Is—1, = 3 (Exp.3,3£24),
- 5N,
-1 = 3 (Exp.4,84+0,4), (7.57)

Is—1, = 4N, (Exp.134+1]1),
le—1, = 5N, (Exp.164+1,1).

El acuerdo es excelente dentro de las incertidumbres, y esto sugiere una precisién del orden
de 1/N? en lugar de la que cabria esperar a priori 1/N..

El cambio constante de los loops piénicos se produce con una escala p = 5134200 MeV,
lo cual es comparable con la masa del mesén p. Considerando las ecs. (7.43)-(7.47) corres-
pondiente a SRA, con los valores fisicos f = 93 MeV, Mg = 100 MeV y My = 770 MeV,
tal y como se hace en [165], se tiene

lo—1,=83, I3—1,=62, I4b—1,=62, Ils—1 =152, lg—1 =187. (7.58)

Se podrian obtener unos valores més razonables considerando Mg = 600 MeV, pero en-
tonces la relacion SRA, Mp = 2Mg, prediciria un valor demasiado pequeno para la masa
del estado pidnico excitado.

Esta discusion favorece fenomenoldgicamente las relaciones de dualidad ec. (7.51) frente
a las relaciones de SRA, ecs. (7.43)-(7.47), con pardmetros fisicos.

7.6. Conclusiones

En este capitulo se ha estudiado el desarrollo quiral en el modelo quark espectral prop-
uesto recientemente, en presencia de fuerzas externas electrodébiles y gravitatorias. El
modelo esta basado en una representacion de Lehman para el propagador del quark con
una funcién espectral no convencional, que es en general una funcién compleja con cortes.
Se ha escrito la accion efectiva que reproduce las identidades de Ward-Takahashi, y gracias
a una serie infinita de condiciones espectrales hemos obtenido la contribucién andémala
quiral a la accion. Esta contribucion aparece convenientemente normalizada sin necesidad
de eliminar la regularizacion. Ademads, la contribuciéon no anémala se puede escribir en
términos de 13 constantes de baja energia. Los valores numéricos muestran un acuerdo
razonable con los esperados fenomenolégicamente, si bien existen algunas discrepancias
para Ls v Lig. Estas se podrian explicar de manera natural como fallos del modelo a la
hora de reproducir las condiciones quirales a cortas distancias, y sugiere que éste necesita
ser mejorado. Por otra parte, si se intenta comparar las LEC’s no-gravitacionales restantes
con las predicciones de N, grande en la aproximacion de una tnica resonancia, tiene lugar
una nueva reducciéon de parametros. En particular, el mejor acuerdo se encuentra para el
caso de mesones escalar y vector degenerados.
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Se han estimado las LEC’s gravitatorias Ly, L12 v L3 en el contexto de los modelos de
quarks quirales. Estas constantes dependen de las propiedades de curvatura de la métrica
en espacio-tiempo curvo. Este cdlculo permite la determinacién de algunos elementos de
matriz del tensor energia-impulso. Nuestro andlisis sugiere que el acoplamiento del mesén
escalar con el condensado de quarks mggq, y el mesén escalar acoplado con la traza del
tensor energia-impulso 6/, no coinciden necesariamente. Estos dos operadores se comportan
de manera diferente bajo simetria quiral, ya que mggq se anula en el limite quiral mientras
que 6% no lo hace. Esto se materializa en el modelo quark espectral en el hecho de que estos
dos mesones escalares dependen de momentos espectrales impares y pares, respectivamente.
Por otra parte, se obtiene My, = My, = V2My = V2Mg = 47\/3/N.fr, que constituye
un resultado muy razonable si tenemos en cuenta la aproximacién de un loop de quarks
en que estamos trabajando. Se han discutido otras relaciones de dualidad quark-meson,
lo cual ha permitido una determinacion bastante precisa de las LEC’s ya conocidas, y se
muestran de acuerdo dentro de los errores experimentales con los valores conocidos a dos
loops.



Capitulo 8

Conclusiones

8.1. Resumen y Conclusiones

En esta tesis se ha hecho un estudio detallado de algunos efectos de temperatura y de
curvatura en QCD y en algunos modelos de quarks quirales. Las conclusiones y logros mas
significativos de este trabajo han sido los siguientes:

= Se ha construido un desarrollo del heat kernel invariante gauge orden por orden a
temperatura finita, dentro del formalismo de tiempo imaginario, para espacio tiempo
plano. Se ha considerado un tratamiento general valido en cualquier gauge, y en pres-
encia de campos escalares que pueden ser no abelianos y no estaticos. Para preservar
la invariancia gauge a temperatura finita se ha hecho uso del loop de Polyakov, y se
ha llegado hasta orden 6 en un contaje en dimensiones de masa.

= Se ha aplicado el desarrollo del heat kernel para el calculo de la accion efectiva de
QCD a un loop, incluyendo fermiones sin masa, en la regién de temperaturas grandes.
Se ha considerado un loop de Polyakov no estatico. Se ha estudiado la invariancia
gauge del resultado, y en concreto la rotura explicita de la simetria del centro por
efecto de los fermiones.

= Se ha obtenido la accion de la teoria efectiva dimensionalmente reducida de QCD,
valida en el régimen de temperaturas grandes. Esto ha permitido obtener nuevos
términos de orden 6, tanto en el sector fermiénico como en el gluénico.

= Se ha introducido el loop de Polyakov de color en los modelos de quarks quirales a
nivel de un loop de quarks, siguiendo un esquema de acoplamiento minimo, y hemos
visto que esto permite resolver algunas inconsistencias que presentaban estos modelos
en su tratamiento estandar a temperatura finita. En concreto, la integracién sobre el
grupo gauge da lugar a una conservacién de trialidad, y el contaje en N, se muestra
de acuerdo con las predicciones de Teoria Quiral de Perturbaciones.
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= Se ha calculado el lagrangiano efectivo quiral a temperatura finita de los modelos

Nambu—Jona-Lasinio y Quark Espectral, y se ha obtenido una prediccion para las
constantes de baja energia de Teoria Quiral de Perturbaciones.

Se han analizado algunas correcciones de orden mayor para los modelos de quarks
quirales acoplados con el loop de Polyakov. En concreto correcciones gluénicas, y las
provenientes de ir mas alld de un loop de quarks. Se ha encontrado que los efectos
térmicos estan exponencialmente suprimidos a temperaturas pequenas, y vienen dom-
inados por loops mesénicos. Ademads, se ha estudiado la influencia del determinante
fermidnico sobre el resultado.

Se ha propuesto un modelo fenomenoldgico que permite describir con gran éxito los
datos de lattice tanto para el loop de Polyakov renormalizado como para la energia
libre de un quark pesado, en el régimen de temperaturas inmediatamente por encima
de la transicién de fase. Este modelo da cuenta de contribuciones no perturbativas
provenientes de condensados gluénicos, y se ha obtenido una prediccién para el valor
del condensado gludnico de dimension 2 en el régimen de temperaturas consider-
adas. El resultado se muestra de acuerdo con otras predicciones existentes tanto a
temperatura cero como a temperatura finita.

Se ha estudiado la analogia existente entre el loop de Polyakov y el potencial quark-
antiquark a temperatura cero. Esto ha permitido encontrar una relaciéon entre el
condensado gluénico de dimensién 2 y la tension de la cuerda.

Se ha estudiado el acoplamiento de los modelos de quarks quirales con gravedad,
y se ha analizado la correspondiente estructura del tensor energia-impulso a ba-
jas energias para cuatro modelos concretos: Quark Constituyente, Georgi-Manohar,
Nambu—Jona-Lasinio y Quark Espectral. Se ha obtenido una prediccién para los coefi-
cientes de baja energia correspondientes a los términos no métricos con contribuciones
de curvatura.

Se ha obtenido la contribucién anémala quiral a la accion efectiva en el modelo
quark espectral. Después de introducir una regularizacién conveniente, el resultado

no depende de los detalles de la funcién espectral, de modo que coincide con la
anomalia de QCD.

Se han comparado los resultados del modelo quark espectral para las constantes
quirales de baja energia, con las predicciones de N, grande en la aproximacion de
una tnica resonancia. El mejor acuerdo se encuentra para el caso de mesones escalar
y vector degenerados, dando lugar a unas relaciones de dualidad quark-mesén, que
han permitido una determinacién precisa de las constantes de baja energia conocidas.
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Apéndice A
Transformaciones Gauge

En este apéndice explicaremos qué se entiende por transformacion gauge y discutiremos
ciertas propiedades que cumple una transformacion gauge a temperatura finita. Estudi-
aremos la rotura de la simetria del centro del grupo gauge al considerar una teoria con
fermiones. Vamos a seguir en parte la referencia [150].

Consideremos un operador f(M,D,) construido con M y D, en sentido algebraico.
Una configuracién gauge transformada (MY, Ag) es una de la forma

MU(x) = Ua)M()U(x),
A(x) = U@)U() + U™ (2)Au(2)U(x), (A1)

donde la transformacién gauge U(x) es una funcién que toma valores sobre matrices en
el espacio interno. Esta transformacion corresponde a una transformacion de semejanza
de D, de la forma DJ] = 8, + Af(x) = U~ (x)D,U(x), donde U(z) se considera que es
un operador multiplicativo en el espacio de Hilbert H de las funciones de onda. Debido a
que f(M,D,,) esta construido con M, D, y c-nimeros, se sigue que f(M, D,) también se
transforma bajo una transformacion de semejanza

fMY, D)y =U""f(M,D,)U . (A.2)

U(x) pertenece a cierto grupo gauge G y el campo gauge A, (z) es un elemento del algebra
de Lie de G. La clase de matrices M (x) debe ser cerrada bajo transformaciones gauge. U (z)
debe ser una funcién continua del espacio-tiempo y a temperatura finita ha de ser periddica
(salvo una posible fase global) como funcién de z,. Notar que una transformacién gauge
deja invariante el espectro de f(M, D,,), por tratarse de una transformacién de semejanza.

En célculos explicitos suele ser usual fijar el gauge a través de la condicion dyAg = 0,
que no implica pérdida de generalidad ya que este gauge siempre existe. Esto quiere decir
que para cada configuracion existe una transformacién gauge que la lleva a la configuracion
estacionaria. Una vez fijado este gauge, queda aun cierta libertad. Cuando se trabaja en
el gauge estacionario, para comprobar la invariancia gauge es necesario encontrar el resto
de transformaciones compatibles con este gauge y ver que todas ellas producen el mismo
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resultado. A continuacién vamos a determinar cual es la transformacién gauge més general
de este tipo.

Sean A, y B, dos configuraciones estacionarias y sea U una transformacion gauge que
transforma A, en B,,. Esto quiere decir

By() = U™ (2)0U (x) + U™ (2) Ao(Z)U () - (A.3)

Notar que el primer término cambia la magnitud de Ay y el segundo simplemente lo rota en
el espacio interno. Podemos simplificar esta ecuacién si hacemos uso de la variable auxiliar
V(z) = exp(x0Ao(Z))U(x), con lo que queda

By(%) = V()0 V (w) . (A.4)

La solucién més general de (A.4) va a estar formada por una transformacién gauge arbi-
traria independiente del tiempo y por una transformacion cuya dependencia temporal sea
lineal!

V(z) = Up(Z)e™0Bo@ (A.5)

Un modo conveniente de escribir la transformacién es haciendo uso del cambio de variable
By(%) = Uy ' (Z)(Ao(T) + A(@))Us(7), (A.6)
con lo cual finalmente queda
U(l‘) _ e—rvo(f)ezO(AO(f)""A(f))Uo(f) . (A?)

Ahora debemos imponer la condicién de que U(zx) es funcién periddica de zq, salvo una
posible fase global '
Ulxo+ 5,7) = e “U(xo, T) . (A.8)

Aqui a es una fase global escalar multiplicada por la matriz identidad. Esto conduce a la
restriccion
BA@HA@) _ iapBAo(@)

, (A.9)

lo cual va a producir una discretizacién en la parte temporal de la transformaciéon gauge.
De (A.9) se deduce que Ay(Z) y A(Z) deben conmutar con exp(GAy(Z)). Si el espectro de
la matrix unitaria exp(5Ay(Z)) es no degenerado, ésta puede ser diagonalizada en una base
que es esencialmente tnica e independiente de Z. En este caso Ay(Z) y A(Z) deben ser
diagonales en la misma base y por tanto van a conmutar entre si. Esto da lugar a que la
condicién sobre A sea

M@ = gl [Ao(Z), A(Z)] = 0. (A.10)

La primera condicién conduce a que los valores propios de A(Z) sean de la forma y; =
i(ov+27mn;) /B, n; € Z. Notar que por continuidad estos enteros deben ser independientes
de x. Finalmente la transformacién gauge queda

U(z) = 2Dy (1), (A.11)

1Una dependencia no lineal darfa lugar a una contribucién temporal en By.
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expresion valida cuando el espectro de exp(5Ay(¥)) es no degenerado.

Consideremos especificamente el grupo gauge SU(N,). En la ecuacién (A.8), tomando
en cada miembro el determinante y teniendo en cuenta que Det(U) = 1, obtenemos que los
valores permitidos de « son cuando Det[exp(ia)] = 1, esto es o = 27n/N,, n € Z. Puesto
que s6lamente estan permitidos valores discretos para «, esto implica que la matriz A debe
ser independiente de x, por continuidad. Como ejemplo, en SU(2) los valores propios de A
son de la forma x; = imn;/3, n; € Z. Para SU(N,), con N, > 2, es siempre posible elegir
una representacién fundamental en la cual todos los generadores diagonales excepto uno
tengan al menos un valor propio cero [por ejemplo, las matrices de Gell-Mann A3 y Ag para
SU(3)]. La transformacién U se escribira

U(x) = exp(zoAAY)Up(T), (A.12)

donde \,/2i son los generadores diagonales del grupo. Los términos A® correspondientes a
cada uno de los generadores con un valor propio cero deben ser de la forma A* = i2wn, /.
El otro generador Ay2_; viene dado por

/\NCQ—I :dlag(lalu o1 _Nc>p7 (A13)

donde p es un factor de normalizacién. En este caso AN~ = i27n/(N,6) dan lugar a
transformaciones gauge permitidas.

La situacion cambia un poco si hay fermiones en la teoria. Puesto que los fermiones
transforman como v — U4, no hay factores U1 que cancelen la fase global. Por tanto, con
objeto de que las condiciones de contorno temporales para fermiones queden inalteradas
bajo transformaciones gauge, sélo estdn permitidas transformaciones que satisfagan (A.8)
con a = 0. Esto quiere decir que los fermiones rompen la simetria del centro del grupo
gauge que esta presente en todas las teorias gauge puras. En consecuencia, la forma mas
general de A® para una teorfa SU(V,) con fermiones es A® = i27wn, /3.

La rotura de la simetria del centro del grupo gauge se manifiesta en que algunos de
los minimos absolutos degenerados del potencial efectivo de la teoria gauge pura dejan de
serlo cuando la teorfa incluye fermiones. No obstante, es posible probar que estos minimos
seguiran siendo puntos estacionarios del potencial efectivo completo con fermiones. En
el gauge de Polyakov Ay es independiente del tiempo y diagonal. Una matriz diagonal
arbitraria de su(N,) se puede escribir siempre como una combinacién lineal de matrices
que tengan al menos un cero en la diagonal y la matriz Ay2_; dada en (A.13). Unicamente
esta ultima matriz pondra de manifiesto el minimo que estamos buscando, por lo comentado
anteriormente. El potencial efectivo de QCD se puede escribir como

(2m)”

£07q($) = —3—ﬂ4th1"B4 (% + 7) N Q(Ilf) = €i27rﬁ, — (A14)

para el sector fermiénico y

272 ~ o~
Lo,(z) = 3—;@34 @), Q@)= 0<p<1 (A.15)
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para el sector gludnico. tr es traza en la representacién fundamental del grupo gauge v fr es
en la representacién adjunta. Los valores propios del loop de Polyakov en la representacion
fundamental son wy = exp(i2nvy), A =1,...,N, y en la representacién adjunta w,; =
exp(i2m(va — vj;)), A, A =1,...,N. Si hacemos uso de la representacién en serie de los
polinomios de Bernoulli [46]

(—1)12(20)! i cos(2mn)

By(z) = (2m)2 n2t ’

0<z<1, n=12,... (A.16)

n=1

y nos limitamos a considerar el potencial efectivo para An2_; obtenemos

Log(x) = ;:2];{1 Z n4 — 1) cos(2mnp) + cos((N — 1)2mnp)} , (A.17)
Log(x) = 2254 Z o {2(N = 1) cos(2mnNp) + (N — 1)*} . (A.18)

Los minimos de Ly, se encuentran en p = m/N, con m entero. Si diferenciamos el la-
grangiano L, respecto a p se puede comprobar que estos minimos se corresponden exac-
tamente con puntos estacionarios (minimos o méximos) de la parte fermidnica. En conse-
cuencia, el potencial efectivo total siempre va a tener puntos estacionarios en p = m/N.



Apéndice B

Integrales en tiempo propio con
regularizacion dimensional

Para obtener el lagrangiano efectivo de QCD quiral a un loop hemos necesitado calcular
las trazas en espacio interno y las integrales en 7. En este apéndice calcularemos la expresién
genérica de la siguiente integral regulada dimensionalmente

dr e ¢ +

[Ztn(y):/ 7_(47r,u7)7g0n(22””), vlhec R, n=012,... (B.1)
0

Las funciones ¢,, las definimos en su momento como

ST/ 47” ZT”/QQ” @ Qo - %mg(m, (B.2)

donde en la versién bosénica sumamos sobre las frecuencias de Matsubara p§ = 2min/ 23,
y en la versién fermidnica sobre py = 27i(n + 1)/3. Centrémonos por el momento en la
versién bosénica de la funcién ¢,,. Vamos a tener

Var (2m')”

I, (v) = (dmp?)* 5\

Stk [arstses g e g,
0

keZ
(B.3)
Debido a la sumatoria en k € Z, la funcién es periddica en v con periodo 1. El caso v € Z
serd discutido mas tarde. La integral sobre 7 se calcula y se obtiene

5) (£+€) (£+6+() 1)/2)Z(k—y)" 1 (B.4)

oG ALRCA R n
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Definamos v = kg + v, donde 0 < U < 1y kg € Z. La suma sobre k la podemos dividir en
una suma para k > kg y otra para k < kg

(L+e)
I, v) = i”(47m2)6(2€r ) (€+e+(<l> 1)/2)

(=1
. (B.5
x (l;k (ko +7 — k) 2(z+e Zk k— ko — D)2to (B-5)

Si hacemos uso de la funcién ¢ de Riemann generalizada [46]

> 1
:Z(”+Q)

n=0

[Rez>1,q#0,—-1,-2,..], (B.6)

llegamos a la siguiente expresion

I,(v) = (4n)° (%)25 <%)% (0 +e —;((%n) +1)/2)

x [(—z‘)”g(l £ 20426, D)+ C(1+ 204 26,1 —D)|, (B.T)

donde ¥ =v (mod 1), 0 <7 < 1.

Las versiones bosénica y fermiénica de las funciones ¢,, estan relacionadas por 2 — —(,
esto es ¢ (Q) = ¢, (=). Por tanto I, se puede obtener a partir de las integrales I, con
el cambio v — v + %,

X {(—i)”gu +20+2¢,2+7)+"C(1+20+2¢,5 —7)|, (B.B)

donde 7= (v + 1) (mod 1) — 3, =2 <7 < 1. Notar que
({l+e+n+1) IF(l+e+n+1)
I = (-1)" 221 I =(—1)" IF ().
f,?n(y) ( ) F(g Ledt %) f,O(V) ’ [,2’”7#1(”) ( ) F(ﬁ Tet 1) f,l(y)
(B.9)
Estas funciones son periddicas en v y bajo paridad se comportan
Igfn(y) = (—1)”1'2[”(—1/) ) (B.10)

En el problema de la reducciéon dimensional de la teoria de Yang-Mills tnicamente
se suma sobre fluctuaciones cuanticas no estdticas (n # O) Con objeto de preservar

las propiedades de periodicidad y paridad de las funciones [ M, definimos las integrales
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bosénicas sin el modo estético eliminando la frecuencia k = kg cuando v < % y la frecuen-
cia k = ko + 1 cuando 7 > 5. Haciendo esto en (B.5) se obtiene

, 2e QKF / 1)/2
Ih(v) = (4m) <§> (%) <+€;((f;+ )/2) (B.11)
2
(=i)"C(1 420+ 26,1 + D) +i"C(1 + 20 + 26,1 — D), 0<p<i,
V()" +20426,D) +i"¢(1+ 264 26,2 — D), 1<t

Estas funciones son finitas, incluso para valores enteros de V.

Consideremos ahora v € Z. En este caso el modo estético py = 0 de las integrales I/, (1)
con n # 0 no contribuye. Este modo va a contribuir s6lamente en [ ZO dando origen a diver-
gencias infrarrojas o ultravioletas. En regularizacion dimensional la integral I/, (v/)],,—0 con
v € Z se define como cero ya que no tiene una escala natural. Esto conduce ala siguiente
prescripcién

g)% (%)” r(e+e¥((;+ 1)/2)
)

) {2(—1)”/24((1)?2“% , (xrﬁgﬂ veZ. (B.12)

) = fz,i;=<47r>6(
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Apéndice C

Lagrangiano Efectivo de QCD en
SU(2)

En este apéndice presentaremos el lagrangiano efectivo de QCD quiral a un loop a
temperatura alta para SU(2) en el sector de quarks y en el sector gluénico, incluyendo
todos los términos hasta dimensién de masa 6. Los resultados vienen dados en el esquema
MS, vy hemos considerado explicitamente un cutoff infrarrojo. Las convenciones son las que
aparecen en la seccion 3.7.

1 .
4arbo - F2 , N
Lacva() Ag?(p) "™ &5
27 1
Log(x) = 7T3 (—g +49%(1 — /1))2) : (C.2)
11 1 7 ~ ~| =
Lo 4(z) ~ 962 {ﬁ + 2log (m) — (V) — (1 — V)} Fi)
11 |7 1 ! 1 . 1 | =
T oteg (A _ (@) — ~(1—7)| F
9672 [m TR (47TT> e = () = Ul ”ﬂ prl
1 - 1 T\ =
ou b= 4872 (E) B (C3)

g (%) +2((3) - 9(7) — 4"(1 - 7)

61 1\?
Lag(a) = —— [ —
20(®) = 350, (47TT>

1 (Lf[w/'(a)+w"<1—ﬁ>1ﬁfwn
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Capitulo C: Lagrangiano Efectivo de QCD en SU(2)
1 1\? T\* IR
+967T2 (m) 16 (E) +4¢(3) =" (v) —¢"(1 = D) FAWJ-
" _
48O7r2 (zm:r) 7)+ 9" (1= )] Fy
1 3
_ e T T )
96072 (47TT) < ) +4¢(3) =" (V) —¢"(1 - D) F w1
3 2 B
8072 (zm:r) (0" (@) + 0" (1 = D)) Fop
s 3 (LY s (PE) v e - o) - - 0)| B
16071'2 47T m v v Oprv L
(LYY
1072 \ 4= T m 0l
s () W0)+ v - B
24072 \ 4nT VI Eii
—_ 1 L 2 _8 g 3+4<(3) _¢1/(A) _w//(l _A) E’Q
48072 \ 47T m v v il
el (LY @)+ 970 - D en(B x B - B 4
24072 \ 47T v V)| €ijr(Ei X Ej) - By .

7T

- (ﬁ) s (;) —4(3) — v (7) — (1~ D)

2 2 1,
Lo 4(2) g7T2T4Nf (1—5 - Z(1 —41/2)2) , (C.4)
_ H 1 1 =] 2 Ny =
Log(e) = oL [2108 () — v +7) — vt -7)| B2 - =5 B2, (C)
Nf 1 ’ 1, — 1 =
L) = gtz (g ) /G440 -] ()
6, ~ - L »
><<§(FW><FW) Fon+ SF = F2, = 220 (Es x By) - B+ 383, 2E§i>.

@xbes el producto vectorial de @ y l;, esto es

-,

(5 X b)Z = eijkajbk. (C?)
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Como vemos, las contribuciones de los quarks no distinguen entre componentes paralelas
y perpendiculares. Esto se debe a que en SU(2) una funcién par en 7 en la representacién
fundamental es necesariamente un c-ntimero. Puesto que todas las funciones ¢,,(£2) involu-
cradas en los términos de dimensién 6 son pares [¢,,(Q2)+¢,(Q7') = ¢-15x2], la dependencia
en 7 de las ecs. (3.30) y (3.32) se pierde, de modo que Ay no serd una direccién privilegia-
da en espacio de color. Este propiedad no se cumple en la representacion adjunta (sector
gludnico), ni tampoco en otros grupos SU(N,) (por ejemplo, ec. (3.117)).

Las divergencias infrarrojas estan sujetas a que v sea entero, de modo que no exis-
ten en el sector fermidnico, y se cancelan en las contribuciones gluénicas que tnicamente
involucran componentes paralelas.
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Apéndice D

Lagrangiano Efectivo del Modelo
Quark Quiral acoplado con el loop de
Polyakov

En este apéndice se explicara en detalle el célculo del lagrangiano quiral efectivo de
ec. (4.64). El célculo se divide en tres partes. En primer lugar se construira el operador de
Klein Gordon a partir del operador de Dirac y su adjunto para la parte real de la accién
efectiva. Haciendo uso de la representacién de Schwinger de tiempo propio, deberemos de
calcular el heat kernel para el operador de Klein Gordon. Para ello haremos uso de la
técnica desarrollada en el capitulo 2. Deberemos de calcular las trazas en los grados de
libertad internos (en nuestro caso, sabor). Finalmente, haremos uso de las ecuaciones de
movimiento con objeto de tener en cuenta el hecho de que los campos pidnicos estan en la
capa de masas.

D.1. Operador de Klein-(Gordon efectivo

El operador de Dirac que aparece en el determinante fermiénico se comporta de man-
era covariante bajo transformaciones quirales. Esto implica que en principio, habria que
considerar tanto los acoplamientos vector como los vector-axial. Conseguiremos una gran
simplificacién en nuestro tratamiento si hacemos uso de los convenios de ref. [149, 151],
donde se muestra que es suficiente con llevar a cabo el calculo en el caso de un acoplamiento
vector, y posteriormente reconstruir el resultado quiral total de un modo conveniente.

Consideremos el siguiente operador de Dirac con un acoplamiento tipo vector
D =D+h, h=m+x, (D.1)

donde h incluye el campo del pién m, que consideramos O(p?), y el término de masa z
que rompe explicitamente la simetria quiral, y que tomamos O(p?). Nuestra notacién es la
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siguiente

1
h = MU+ —X
LR +2BOX7

1
h — MUt el D.2
RL + 5B, X (D.2)

La parte real de la accién efectiva es, formalmente

1 8
IF v, h] = —§Tr log(D'D) =: /0 d:pg/d3x£q(a:), (D.3)
donde el operador de Klein-Gordon relevante viene dado por

1 ~ _
DD = —Dz — §JWFW — YD h + m? + R’ ,
B o= hr—m?= {m,z} + 22, (D.4)
El problema radica en hacer un desarrollo en derivadas covariantes para la accion efectiva.

Podemos identificar el operador de masa M (z) = —30,, Fj — yﬂﬁ#h + 7. Haciendo uso
de la representacion de Schwinger de tiempo propio, el lagrangiano efectivo en espacio de
Minkowski se puede escribir como

1 [>*dr .
L = 5 [ Fowme

1 e—TM2

< dr
= = — — "tr (bl D.5
L[ Lo S, w9
En esta representacién haremos uso de la regularizaciéon de Pauli-Villars [69]
$(7) = e ™. (D.6)

Hasta O(p*) obtenemos las siguientes contribuciones para los coeficientes de Seeley-DeWitt
térmicos, después de que se haya tomado la traza de Dirac

bg(@ = 4po(Q2),

BT () = —dgo (R = —4p(Q) ({m, 2} + 22) |

— 1 2
WE(z) = 2p0(Q) ((h#)2 +h — gFj,,) — 5%33
1 )

= 2¢0(Q) ((mu)2 + {m“,xﬂ} +{m,z}{m,r} - §F3y> - g@z(Q)EE + O(PG) ;
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)a(x) =~ B ()i} = 501 (B; Bifm, 21} = 0G),

2
bg(l‘) = _5300((2) (mu{mlm {mv $}} + {m7 x}mumu + {F/w; mumu} - muF;wmu
1 2 L 2 5
+§(mw/) + 5‘:02(7710;1) +0@®’),
bia(w) = O(p°),
bi(z) = EQOO(Q)(mHm“m,,mV + mum,m,m, —mm,m,m,) + O(p°) . (D.7)

D.2. Trazas de sabor e identidades utiles

Para N; = 3 sabores se tiene la siguiente identidad de SU(3)
tr(ABAB) = —2tr(A*B?) + %tr(AQ)tr(BQ) + (tr(AB))?, (D.8)
donde A y B son matrices hermiticas 3 x 3 de traza cero. De aqui se tiene
ey mumy) =2 () (m)?) + g ((m)) g (m,)?) + (b5 (mum,) 1D 9)
by (mom,mom,) - =—20x((mo)(m, ) + 5tr (o))t (m, ) + (tx(mom, ) D.10)

Otras identidades tutiles son

trf(<mw)2) = trf((mw)z) = 2try(Fmumy) + trp(mF,mE,,) — M2trf(FizﬂD-11)
trr((mop)?) = trp(moomy,) — 2tr(Ei[mo, my]) — 2trp(Egimm,) (D.12)

donde hemos hecho uso de la identidad X, = X,, + [F., X|. Podemos aplicar las ecua-
ciones de movimiento, ec. (D.26), para obtener

1 _ 1 L M 5
try(myz,) = Wtrf(mumumx) - mtrf(mxmm) + 4—Botrf(:1; )
1
+m“i([m7 z])trs([m, 7)), (D.13)
2
trp(mpyume,) = mtrf(mumum,,m,,) - §trf(mfmf) + Ttrf(TQ)
1
+mtrf([m, z])trs([m, ) , (D.14)
try(moomyu,) = Wtrf(momomﬂmu) — Mtrg(meoT) — Mtrf(momomf)
+ tr s (meom)tr([m, 7)) . (D.15)

2MN;
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donde se han introducido los campos normalizados z = 2B(2. La notacion es

TLR = X, xRL:XT-

(D.16)

Haciendo uso de (D.9)-(D.15) podemos calcular la traza en espacio de sabor de los coefi-

cientes de Seeley-DeWitt. Esto conduce a

() = AN,

4 1
trfblT(x) = —po(N) —trf(mf)—i-—ztrf(fz) ,
2 _
trfbg(x) = 2@0(Q)trf(mumu)+BOMQS‘)O(Q)trf(mumumx)

1 1 1 _ M (M —2
+§o <§0 — M) 0o (Q)trf(maTmz) + By <§0 + 1) Po(Q)try(z°)

2 2 1
—5900(Q)t1"f(F3u) - g@z(Q)trf(Ef) + W%(Q)trf([m,f])trf([m,f]) ;
4 1 1
b(e) = oo @ty (Famam,) — Se @t mEamEy) + M@ty (F)

1
6

—3—M902

3
—SPA Dt (Bosmm) — ol @)ty
P e momam,m,) — oo (@tey(fm, 7t (m. 7]
g P mogm) i . 7).
() = st mam e (mm) — @@ty (mm, s (mm,)
2ol @)t ).

D.3. Integrales en tiempo propio

Las integrales en tiempo propio basicas que definimos son
dr 1, —TM?
u7l,0(A7 M7 V) = 7¢(T)T € SOO(Q) )
0

< d 2
ol M) = [ Torle ™).
0

1 2
——M2¢0(Q)trf(f2) + égog(Q)trf(mef) — anpo(Q)trf(mum#mf)

(Q)tr s (momoem) — %%(Q)trf(moof) - g%(ﬁ)tff(Ez’ [mo, mi])

(D.17)

(D.18)

(D.19)
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donde © = €™ es una matriz SU(V,) en espacio de color. Haciendo uso de la férmula de
Poisson para la sumatoria, podemos escribir ¢ y ¥, del siguiente modo

7"262 n
po() = D (—1)te Q" (D.20)
neZ
— 62 n,2 _n?? n
D5(Q) = ZZ(_D ne” A Q" (D.21)
neL

La contribuciéon de temperatura cero viene dada por el término n = 0, y para él es nece-
sario aplicar una regularizacién (aqui aplicaremos Pauli-Villars). En los términos n # 0 la
regularizacion puede ser eliminada, pues el bano térmico actia de por si como un regulador
ultravioleta. Esta aproximacién esta justificada siempre y cuando consideremos el rango
de bajas temperaturas. El calculo de las integrales conduce a

ToAMv) = 1y D) (A7 + M?)™

(2

+4y (-1)" (%) K,(nBM)Q",  Re(l) >0,

n>0

\70,0(A7M7V) = _1NC><NCZClIOg(Az2+M2)+4Z(_1)HKO(nﬁM)Qn7

n>0

M —-1)"
TaoA M) = T Y2+ 0 toga? ) + 58 5™ C g g,

i n>0
1
T-20(A, Mv) = Inexneg > (Aflog(AF) — (A + M?) log(AF + M?))

)

2

+4Y (=1 (%) K>(n3M)Q"
n>0

ns

-1
. M) K1 (nBM)Q", vl (D.22)

\Z,E(A’ny) = 2ﬁ22(—1)nn2<

n>0

Estas formulas estan escritas explicitamente para poder integrar directamente sobre el
grupo SU(N,) con ec. (4.59).
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D.4. Ecuaciones clasicas de movimiento

A orden p? el lagrangiano quiral se escribe

£ = [T ot [iesomam) — Lieyma
= —(17)——tr, re(m,m,) — —try(mex
a o T (4m)? Yo ST
1
= W (treJoo(A, M, v)try(mym,) — 4treJ-1,0(A, M, v)trp(ma))
2 =~ =~ 2 tr j—l ()(A M I/)
= ——t A, M trp(D,UTD,U) — — S22 7 7 o (yf f
(47T)2 rc‘7070< ) ) V) ( rf( MU HU) M terO7O(A7 M, I/) I‘f(X U + XU ))
M? ~
= (i ttedoolA M)ty (DUDU - (XU +xU1)) (D.23)
donde la normalizacién del campo y viene dada por el factor
— 2 tl"cj_l O(A, M, I/)
=2B 2By = — ’ : D.24
X=X "7 M troJoo(A M, v) (D-24)
y
g2
4 = Wtrc%p(/\, M, l/) . (D25)

Si minimizamos la accién a este orden, se obtienen las ecuaciones de movimiento de Euler-
Lagrange

M M
My + mym,, — 7[m,T] + Q—thrf([m,f]) =0. (D.26)

El dltimo término en ec. (D.26) viene de la condicién Det(U) = 1, pues estamos consideran-
do un grupo de sabor SU(Ny).

D.5. Lagrangiano Efectivo
El lagrangiano efectivo se puede escribir como
Lo=LO0 4 £® 44 (D.27)

Haciendo uso de la expresion del lagrangiano en ec. (D.5), los coeficientes de Seeley-DeWitt
de ec. (D.17) y después de calcular la integral en tiempo propio con regularizacién de Pauli-
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Villars, se obtiene

IN
= e T a0(A, M, V), (D.28)

(4m)?
f*2 R R
= tr, (DMUTDNU -~ ¥U+ yUU) ,

—Litrp(upu,)tr p(uyu,) — Litrp(uw,u )t (u,w,) — Lytrp(u,u,u,u,)

— Latr p(wououyuy,) + 2L5tr f (u,uy, )tr p (Tu) + 2LEtr ¢ (u,u,uT)

+2 Lt (uguouT) + 2L5'tr p (ugoT) — 2(Lfs + Li)tr p (uTf)tr (uT)

—2(Lg — Ly)trp(uZ)try(Tu) + 2f/trf(u00u)trf([u, 7]) — 2L§tr f(uTuT)
—2L5trp(Fuyu,) — 2Lgtr p(Eiug, wi]) — 2Ly tr p( Eosuu)

+ Lot (uFuF,,) + 2Htrg(F2,) + 2Htrg (E7) — Hatrp(7°) (D.29)

donde se ha usado la notacién m = Mu. Los coeficientes que aparecen en ec. (D.29) se
han escrito de manera que se corresponden con la convencion de Gasser-Leutwyler.
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