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3.6. Teoŕıa efectiva dimensionalmente reducida . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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4.6.1. Más allá de un loop de quarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.6.2. Correcciones gluónicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.6.3. Correcciones locales en el loop de Polyakov . . . . . . . . . . . . . . 82
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D.2. Trazas de sabor e identidades útiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
D.3. Integrales en tiempo propio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
D.4. Ecuaciones clásicas de movimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
D.5. Lagrangiano Efectivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164



Caṕıtulo 1

Introducción

La extensión de la Teoŕıa de Campos de temperatura cero a temperaturas y densidades
finitas es un paso natural que se produjo hace medio siglo [1, 2, 3, 4]. La Teoŕıa de Campos a
Temperatura y Densidad Finitas (TCTDF) [5, 6, 7], se desarrolló a partir de la Teoŕıa Rel-
ativista de Muchos Cuerpos, y constituye una amalgama de Teoŕıa de Campos y Mecánica
Estad́ıstica. Es aplicable en aquellos problemas de la f́ısica teórica de part́ıculas que tienen
caracteŕısticas de muchos cuerpos. A nivel teórico se necesitan formulaciones apropiadas
del problema térmico, para el cual se disponen de varios formalismos. Dos ejemplos son el
formalismo de Tiempo Imaginario y el de Tiempo Real [8]. A pesar de la larga experiencia
acumulada en este campo, muchos de los problemas planteados inicialmente aún siguen
abiertos.

Muchos son los logros de la TCTDF y se esperan muchos más. Por una parte permite
estudiar las teoŕıas ya existentes más allá del contexto en el que inicialmente fueron creadas.
Esto significa explorar las propiedades de la materia en condiciones extremas, con altas
temperaturas y densidades. Un ejemplo de esto es la teoŕıa de QCD [9], que se creó como
un intento de desarrollar una teoŕıa fundamental de las interacciones fuertes. La TCTDF
aplicada a QCD [10] predice que cuando la temperatura y las densidades aumentan, ex-
iste una transición a una fase en la que los quarks y gluones están desconfinados (fase
de desconfinamiento del color). TCTDF predice, por tanto, la existencia de un plasma de
quarks y gluones que, de hecho, debeŕıa existir en los primeros instantes del universo, de
acuerdo con los modelos cosmológicos actuales. Esto tiene importantes consecuencias en
el campo de la astrof́ısica, ya que la transición de fase podŕıa haber jugado un papel muy
importante en la formación de materia oscura. Otro campo donde la TCTDF está dando
frutos importantes es en el contexto de las colisiones de iones pesados a muy alta enerǵıa.
El hecho de que la transición de fase de QCD ocurra a temperaturas no excesivamente al-
tas Tc ∼ 200 MeV hace que estas condiciones se puedan estudiar en el laboratorio. Existen
estudios importantes de esta nueva fase de la materia en laboratorios actuales [BNL Rela-
tivistic Heavy Ion Collider (RHIC)] [11] y es previsible que se continúen posteriormente en
futuras instalaciones: ALICE, y Large Hadron Collider (LHC) en el CERN. Finalmente,
un tercer lugar donde pueden surgir tales condiciones extremas es en el interior de estrellas
de neutrones, donde la densidad es superior a la densidad nuclear.
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6 Caṕıtulo 1: Introducción

Existen distintas técnicas para estudiar el comportamiento de QCD en función de la
temperatura y la densidad. Estas técnicas se pueden agrupar en tres categoŕıas diferentes:
los métodos perturbativos, los modelos efectivos de QCD en el ret́ıculo y los métodos
semiclásicos (instantones) [10].

La teoŕıa de QCD presenta diferentes simetŕıas. En primer lugar es invariante bajo el
grupo de simetŕıa local SU(Nc). Cuando la masa de los quarks es igual a cero, el lagrangiano
de QCD es invariante bajo el grupo de simetŕıa global SU(Nf )L×SU(Nf )R, el cual se suele
designar como grupo de simetŕıa quiral [12]. Además existe una simetŕıa global U(1)B

relacionada con la conservación del número bariónico y una simetŕıa global axial U(1)A.
En gluodinámica pura, esto es en ausencia de fermiones, la teoŕıa presenta una simetŕıa

global extra asociada con el centro Z(Nc) del grupo gauge de color SU(Nc). En el formalismo
de tiempo imaginario, la simetŕıa Z(Nc) es generada por la acción de transformaciones gauge
locales que son periódicas salvo un elemento arbitrario del centro, U(1/T, ~x) = z U(0, ~x),
z = ei2πn/Nc . La transición a la fase de desconfinamiento puede verse como la rotura
espontánea de la simetŕıa del centro a temperaturas suficientemente altas. Un parámetro
de orden natural para la simetŕıa Z(Nc) es el loop de Polyakov, que se define como

L(T ) =

〈
1

Nc

trc P
(
eig

∫ 1/T
0 dx0A0(~x,x0)

)〉
, (1.1)

donde 〈 〉 indica valor esperado en el vaćıo, trc es la traza en espacio de color (en repre-
sentación fundamental), y P indica ordenación a lo largo del camino de integración. A0 es
la componente temporal del campo gluónico (en tiempo eucĺıdeo). Bajo una transforma-
ción gauge con simetŕıa del centro, el loop de Polyakov transforma L→ zL, de modo que
en la fase en que la teoŕıa presenta la simetŕıa Z(Nc) (fase de confinamiento del color), el
loop de Polyakov necesariamente vale cero. En la fase de desconfinamiento esta simetŕıa
estará espontáneamente rota, y eso vendrá caracterizado por un valor no nulo para el loop
de Polyakov. Cálculos recientes muestran que en una teoŕıa gluónica pura con Nc = 3 esta
transición ocurre a una temperatura cŕıtica Tc ' 270 MeV [13], y se trata de una transición
de primer orden.

F́ısicamente el promedio térmico del loop de Polyakov en la representación fundamental
determina la enerǵıa libre relativa al vaćıo de un único quark,

e−βFq(x) = 〈L(x)〉 , (1.2)

y la función de correlación de dos loop de Polyakov conduce a la enerǵıa libre de quark-
antiquark,

e−βFqq(x−y) = 〈L(x)L(y)†〉 . (1.3)

La renormalización del loop de Polyakov es un problema que hoy en d́ıa está abierto [14].
Recientemente se ha desarrollado un método para renormalizar el loop de Polyakov en el
ret́ıculo [15, 16], y consiste básicamente en el cálculo de la enerǵıa libre a partir de la función
de correlación de dos loops de Polyakov, ec. (1.3). Los datos que se obtienen muestran un
comportamiento que difiere claramente del predicho por teoŕıa de perturbaciones [17] en
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la región cercana a la transición de fase, de modo que los efectos no perturbativos parecen
ser dominantes en esta zona de temperaturas.

Un punto importante es qué efectos produce la inclusión de fermiones en una teoŕıa
gauge pura. En el caso de QCD, cuando se añaden quarks en la representación fundamental,
la simetŕıa del centro Z(Nc) se rompe expĺıcitamente, y el loop de Polyakov no sirve, en
principio, como parámetro para caracterizar la transición de desconfinamiento. Una de las
consecuencias es la modificación de las condiciones en que se produce la transición de fase.
En concreto, los quarks tienden a suavizar la transición, de tal modo que en la teoŕıa SU(3)
se convierte en una transición de fase de segundo orden [16].

En cuanto a la simetŕıa quiral, ésta se encuentra espontáneamente rota a baja tem-
peratura, pero por encima de un cierto valor se recupera. El parámetro de orden local en
este caso es el condensado de quarks 〈qq〉, que es diferente de cero a baja temperatura,
donde la simetŕıa quiral está rota, y cero por encima de la transición de fase quiral. Por
tanto, desde un punto de vista teórico la transición de fase de QCD consiste en realidad
de dos transiciones de fase distintas, que podemos llamar transición de desconfinamiento
de color y transición de restablecimiento de la simetŕıa quiral. Las simulaciones de QCD
en el ret́ıculo sugieren que, cuando se consideran fermiones sin masa, las dos transiciones
tienen lugar a la misma temperatura, al menos en el caso de potencial qúımico cero [18]. En
este caso la temperatura de restablecimiento de la simetŕıa quiral es Tc ' 155 − 175 MeV,
donde el valor preciso depende del número de sabores. Cuando se consideran masa f́ısicas
para los quarks la situación no está completamente clara. Para valores moderados de la
masa, la transición quiral no tiene un parámetro de orden bien definido, y no se produce
una transición de fase pura sino únicamente un cambio rápido.

Obviamente, es de esperar que todos estos fenómenos de QCD a temperatura finita
sean consistentes con invariancia gauge. La invariancia Lorentz se rompe expĺıcitamente
en cálculos a temperatura y densidad finitas, debido a que existe un sistema de referencia
privilegiado, que es el baño térmico, y que se supone en reposo; no obstante, la invariancia
gauge permanece como una simetŕıa exacta. En cálculos concretos en teoŕıa de pertur-
baciones, la conservación de la invariancia gauge a temperatura cero se consigue con un
número finito de términos, sin embargo a temperatura finita es necesario considerar un
número infinito de términos, lo cual obligaŕıa en un principio a hacer un tratamiento no
perturbativo.

Actualmente los grados de libertad hadrónicos se vienen tratando con teoŕıas quirales
efectivas cuyo ingrediente básico son los bosones de Goldstone generados en la rotura
espontánea de la simetŕıa quiral de QCD [19, 20]. Varias son las aproximaciones que se
han hecho, como la Teoŕıa Quiral de Perturbaciones (TQP)[19, 21] o modelos de quarks
quirales como el modelo sigma [22] o el modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) [23, 24, 25].

La TQP se fundamenta en la construcción de un lagrangiano efectivo invariante quiral
como desarrollo en potencias de los momentos externos de los campos pseudo-escalares y
de la masa de los quarks. Este lagrangiano debe satisfacer ciertos requisitos de simetŕıa
como invariancia gauge, invariancia Lorentz (a temperatura cero), paridad y conjugación
de carga, y se escribe en términos de constantes de baja enerǵıa que se corresponden con
funciones de Green de QCD. Los valores de estas constantes no pueden ser determinados
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a partir de argumentos de simetŕıa exclusivamente.
Los modelos de quarks quirales aspiran, como TQP, a constituir una aproximación de

la dinámica de QCD no perturbativa a baja enerǵıa. Estos modelos hacen uso expĺıcito
de grados de libertad de quarks. El modelo de Nambu-Jona-Lasinio ha sido muy utilizado
en el pasado y aún se sigue utilizando. Las interacciones efectivas de cuatro fermiones del
modelo NJL representan cierta aproximación a QCD. Sin embargo, desde un punto de vista
teórico aún no está claro de qué modo estas interacciones de cuatro quarks surgen de QCD.
En el caso de dos sabores uno de los mecanismos podŕıa ser las llamadas interacciones de
t’Hooft, que consisten en la interacción de quarks a través de los modos cero de instantones
[26].

La acción efectiva, una extensión a teoŕıa cuántica de campos del potencial termodinámi-
co de mecánica estad́ıstica, juega un papel teórico muy importante pues está relacionada
con cantidades de interés f́ısico. A un loop tiene la forma cTr log(K), donde K es un oper-
ador diferencial que controla las fluctuaciones cuánticas cuadráticas sobre un background
clásico. Esta magnitud sufre algunas patoloǵıas matemáticas, tales como divergencias ul-
travioletas y multivaluación. Por ello resultado útil expresar la acción efectiva mediante la
representación de tiempo propio de Schwinger

−cTr log(K) =

∫ ∞

0

dτ

τ
Tre−τK =

∫ ∞

0

dτ

τ

∫
dDx tr〈x|e−τK |x〉 . (1.4)

Al contrario que la acción efectiva, el heat kernel (o más concretamente su elemento de
matriz) 〈x|e−τK |x〉 es univaluado y finito en la región ultravioleta para valores positivos de
parámetro de tiempo propio τ .

El heat kernel fue introducido por Schwinger [27] en teoŕıa cuántica de campos como una
herramienta para regularizar divergencias ultravioletas de un modo que preserve invariancia
gauge. El heat kernel y su desarrollo han sido aplicados también en el estudio de densidades
espectrales e ı́ndices de operadores de Dirac (D) [28, 29] en términos de operadores de Klein-
Gordon (D†D), para el cálculo de la función ζ [30, 31] y anomaĺıas de estos operadores [32],
para definir la acción efectiva de teoŕıas gauge quirales [40], para el efecto Casimir [33], etc.
El heat kernel se puede calcular perturbativamente haciendo un desarrollo en potencias del
tiempo propio. En la presente memoria va a constituir una herramienta fundamental para
el cálculo de las diferentes teoŕıas efectivas que vamos a considerar.

Esta tesis está estructura del siguiente modo:

En el caṕıtulo 2 se considera el heat kernel a temperatura cero, y se construye su gen-
eralización a temperatura finita, dentro del formalismo de tiempo imaginario. Con objeto
de conseguir un desarrollo que preserve la invariancia gauge orden por orden, haremos uso
de una generalización a temperatura finita del método de los śımbolos [34], que permite
calcular de un modo sencillo el desarrollo de una función en término de operadores locales
y covariantes gauge. Esto va a conducir a la definición del loop de Polyakov (sin traza),
que es un objeto covariante gauge, y que aparece de manera natural en el desarrollo. El
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cálculo se hace para un gauge general y en presencia de campos escalares que pueden ser
no abelianos y no estacionarios.

En el caṕıtulo 3 se considera la teoŕıa gauge SU(Nc) de QCD, y se calcula su acción
efectiva a nivel de un loop en el régimen de temperaturas grandes, haciendo uso del resul-
tado del heat kernel del caṕıtulo 2. Se calculan por separado el sector gluónico y el sector
de quarks, y se hace un estudio de cómo los quarks rompen expĺıcitamente la simetŕıa
del centro Z(Nc). Esta rotura se va a manifestar en que algunos de los mı́nimos absolu-
tos degenerados que presenta el potencial efectivo de la teoŕıa como función del loop de
Polyakov van a dejar de serlo, y se van a convertir en puntos estacionarios (mı́nimos o
máximos locales). A temperaturas suficientemente grandes está justificado considerar una
teoŕıa efectiva dimensionalmente reducida, pues lo modos de Matsubara no estáticos de
los campos gauge se hacen muy pesados y desacoplan de la teoŕıa. Dentro del proble-
ma de reducción dimensional obtendremos la estructura del lagrangiano dimensionalmente
reducido.

En el caṕıtulo 4 se aborda la problemática que presenta el tratamiento estándar de
los modelos de quarks quirales a temperatura finita. Discutimos el acoplamiento del loop
de Polyakov de color con los quarks, y calculamos el lagrangiano quiral efectivo a bajas
enerǵıas, con una predicción para las constantes de baja enerǵıa.

En el caṕıtulo 5 se hace un estudio fundamentado de los datos del loop de Polyakov
renormalizado en la fase de desconfinamiento de color, obtenidos en el ret́ıculo. Se estudian
las contribuciones no perturbativas existentes, en el marco de un modelo fenomenológico
que describe estas contribuciones como generadas por condensados gluónicos invariantes
BRST.

El caṕıtulo 6 estará dedicado a estudiar los efectos de curvatura sobre varios mode-
los de quarks quirales: Quark Constituyente, Georgi-Manohar y Nambu–Jona-Lasinio. En
concreto, se estudiará el acoplamiento de la gravedad en estos modelos de un modo que
evite la introducción de nuevos campos aparte de los del caso plano y la métrica. Se es-
tudiará el lagrangiano quiral a bajas enerǵıas que se obtiene, con valores concretos para
las constantes de baja enerǵıa estándar y una predicción para las constantes asociadas a
términos no métricos con contribución de curvatura.

En el caṕıtulo 7 se hará un estudio de la estructura de la acción efectiva del mode-
lo quark espectral acoplado con gravedad. Por una parte se considerará la contribución
anómala, y por otra la parte no-anómala, con una predicción para las constantes de baja
enerǵıa. Se estudiarán los resultados del modelo en el esquema de dominancia vectorial,
y se comparará con el cálculo en el ĺımite de Nc grande en la aproximación de una única
resonancia.

Por último, en el caṕıtulo 8 se presentarán las conclusiones de la memoria.
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Caṕıtulo 2

Desarrollo del Heat Kernel

El desarrollo del heat kernel [27, 40] se usa frecuentemente en el contexto de los méto-
dos de integrales de caminos para integrar grados de libertad externos de un modo no
perturbativo. El resultado es un desarrollo en los campos que corresponden a aquellos gra-
dos de libertad que no han sido integrados. Esto quiere decir que el desarrollo del heat
kernel proporciona una teoŕıa de campos efectiva. Los términos del desarrollo se clasifican
de acuerdo con su dimensión.

En este caṕıtulo está basado en las referencias [35, 36]. Nuestro objetivo consiste en
diseñar un método que permita mantener la invariancia gauge a temperatura finita de forma
manifiesta orden por orden en el desarrollo dimensional. Hay que notar que el tratamiento
es inevitablemente complejo pero necesario.

Como motivación, estudiaremos el potencial macrocanónico de un gas de part́ıculas
libres relativistas, donde el loop de Polyakov se reduce a la fugacidad eβµ, con β = 1/T la
temperatura inversa y µ el potencial qúımico. La idea consiste en respetar la propiedad de
periodicidad de la exponencial bajo cambios periódicos del potencial qúımico µ→ µ+i2πT .
Aunque este caso es trivial, ayudará a comprender mejor la idea subyacente del método de
los śımbolos.

2.1. Potencial macrocanónico de un gas de part́ıculas

libres relativistas

Consideraremos el caso de un gas de part́ıculas libres relativistas. Por claridad estudi-
aremos el caso bosónico. La acción efectiva W se puede calcular a partir del heat kernel
del siguiente modo

W = Tr log(K) = −Tr

∫ ∞

0

dτ

τ
〈x|e−τK |x〉 , (2.1)

donde hemos hecho uso de la representación de Schwinger de tiempo propio. K es un
operador de tipo Klein-Gordon, que será definido en ec. (2.13), y que incluye un potencial
qúımico a través del campo externo A0 = −iµ, y el loop de Polyakov correspondiente es

11
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Ω = eiβµ. 1 El potencial macrocanónico está relacionado con la acción efectiva a través
de W = β Ωmc. Si hacemos uso de ec. (2.40), con la definición de la función ϕ0 dada en
ec. (2.41), sustraemos la parte de temperatura cero (que corresponde a considerar ϕ0 → 1),
y se realizan las integrales, finalmente llegamos al resultado estándar [42]

W = N

∫
ddxddk

(2π)d

[
log
(
1 − e−β(ωk−µ)

)
+ log

(
1 − e−β(ωk+µ)

)]
. (2.2)

N es el número de especies y ωk =
√
k2 +m2. El efecto de introducir otros campos externos

puede ser tenido en cuenta mediante los sucesivos órdenes del desarrollo del heat kernel
(ec. (2.40) corresponde al primer orden en el desarrollo del heat kernel general).

Es importante subrayar la relación entre el potencial qúımico µ y el loop de Polyakov.
El potencial qúımico se acopla al potencial escalar como una constante aditiva. Puesto que
es constante, µ no contribuye a los operadores locales, ya que A0(x) sólo aparece a través

de la derivada covariante D̂0. Notar que si el loop de Polyakov no existiera en las fórmulas,
µ no apareceŕıa en la función de partición, lo cual obviamente constituye un resultado
incorrecto. Asimismo hay que destacar que la dependencia periódica del heat kernel en
log Ω conduce al hecho bien conocido de que la función de partición es periódica en βµ con
peŕıodo 2πi (condición de consistencia debido a su acoplamiento con el operador de carga
cuantizado).

El loop de Polyakov aparece pues, como una generalización del factor eβµ para campos
gauge no abelianos y no constantes.

2.2. Método de los Śımbolos

Consideremos un operador genérico

f̂ = f(M,Dµ) , (2.3)

construido con M y Dµ en un sentido algebraico, esto es, es una combinación lineal (o serie)
de productos de M y Dµ con coeficientes que son c-números. Dµ es la derivada covariante

Dµ = ∂µ + Aµ(x) , (2.4)

Aµ(x) es el campo gauge y M(x) denota una o varias funciones matriciales de xµ que repre-
sentan otros campos externos diferentes de los campos gauge. El método de los śımbolos [37]
permite calcular de un modo sistemático los elementos diagonales del operador (2.3).

Consideraremos la siguiente normalización para los estados con posición y momento
bien definidos

〈x|p〉 = epx , 〈p|p′〉 = (2π)Dδ(p− p′) , (2.5)

1En esta sección consideramos el caso en que A0(x0) sea el único campo existente, esto es ~A(x) = 0, y
el término de masa es un c-número constante m2 (ver sección 2.4.1).
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y la relación de completitud

1 =

∫
dDp

(2π)D
|p〉〈p| . (2.6)

D es la dimensión del espacio-tiempo. Denotaremos por |0〉 el estado de momento cero, el
cual satisface

〈x|0〉 = 1 , p̂µ|0〉 = 〈0|p̂µ = 0 , 〈0|0〉 =

∫
dDx . (2.7)

En nuestra notación pµ es puramente imaginario, no obstante
∫
dDp indica integración

estándar en R
D y δ(p− p′) es la función delta correspondiente. p2 significa −pµpµ.

Si consideramos el elemento de matriz 〈x|f(M,Dµ)|x〉, se tiene

〈x|f(M,Dµ)|x〉 =

∫
dDp

(2π)D
〈x|f(M,Dµ)|p〉〈p|x〉

=

∫
dDp

(2π)D
〈p|x〉〈x|ex̂pe−x̂pf(M,Dµ)ex̂pe−x̂p|p〉 . (2.8)

En la primera igualdad hemos introducido la relación de completitud (2.6). Teniendo en
cuenta que el operador posición x̂ es el generador de las traslaciones en momentos, tenemos
las siguientes transformaciones de semejanza

e−x̂pDµe
x̂p = Dµ + pµ , e−x̂pM(x)ex̂p = M(x) , (2.9)

o en general para f̂ , construida en sentido algebraico con M y Dµ,

e−x̂pf(M,Dµ)ex̂p = f(M,Dµ + pµ) . (2.10)

Basta considerar 〈x|ex̂p = exp〈x| y e−x̂p|p〉 = |0〉 en (2.8) para obtener la fórmula del
método de los śımbolos

〈x|f(M,Dµ)|x〉 =

∫
dDp

(2π)D
〈x|f(M,Dµ + pµ)|0〉 . (2.11)

Al elemento de matriz 〈x|f(M,Dµ + pµ)|0〉 se le denomina śımbolo de f̂ . El problema
con (2.11) reside en que la covariancia gauge no se manifiesta de manera expĺıcita cuando
se usa una base en momentos. En efecto, |0〉 (o más generalmente |p〉) no es covariante
bajo transformaciones gauge locales. Por otra parte, el miembro derecho de la igualdad en
ec. (2.11) es expĺıcitamente invariante bajo transformaciones de tipo boost

Dµ → Dµ + aµ , (2.12)

donde aµ son c-números constantes. Esto se debe a que el cambio en aµ puede ser com-
pensado mediante un cambio similar en la variable de integración pµ. Esta propiedad es la
condición necesaria y suficiente para que exista covariancia gauge, pues implica que en un
desarrollo de f en los operadores, Dµ debe de aparecer sólo en el interior de conmutadores.
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2.3. Desarrollo del Heat Kernel a temperatura cero

En esta sección aplicaremos el método de los śımbolos para el cálculo del heat kernel.
Consideramos el operador de Klein-Gordon

K = M(x) −D2
µ . (2.13)

El heat kernel se define como el elemento de matriz 〈x|e−τK |x〉. A τ se le denomina
parámetro de tiempo propio. Este objeto resulta en general dif́ıcil de calcular, y en la
práctica interesa estudiar su comportamiento cuando τ es pequeño. El heat kernel admite
un desarrollo en serie de potencias de τ alrededor de τ = 0. Usando la notación estándar

〈x|e−τK |x〉 =
1

(4πτ)D/2

∞∑

n=0

an(x)τn . (2.14)

Los coeficientes an(x) son conocidos como ”coeficientes de Seeley-DeWitt” [38, 39], y están
formados por una combinación lineal de productos de M y Dµ. Puesto que el heat kernel
es covariante gauge, seŕıa deseable que (2.14) fuera covariante gauge orden por orden.

La aplicación de (2.11) conduce a

〈x|e−τ(M−D2
µ)|x〉 =

∫
dDp

(2π)D
〈x|e−τ(M−(Dµ+pµ)2)|0〉

=

∫
dDp

(2π)D
eτp2〈x|e−τ(M−D2

µ+2pµDµ)|0〉 . (2.15)

Notar que pµ es un c-número, de modo que conmuta con todos los operadores. En este
punto es cuando se realiza el desarrollo de la exponencial. Hasta O(τ 2) se tiene

〈x|e−τ(M−D2
µ)|x〉 =

∫
dDp

(2π)D
eτp2〈x|1 − τ

(
M −D2

µ + 2pµDµ

)

+
τ 2

2!

(
M2 − {D2

µ,M} + 2pµ{Dµ,M} +D2
µD

2
ν + 4pµpνDµDν − 2pµ{D2

µ, Dν}
)

+O(τ 3)|0〉 . (2.16)

Se ha usado la notación estándar para los corchetes de Poisson: {A,B} = AB + BA. En
general, las integrales que aparecen son del tipo

∫
dDp

(2π)D
eτp2

pi1 · · · pin ≡ 1

(4πτ)D/2

in

τn/2
2−n/2δi1i2···in−1in (2.17)

=
1

(4πτ)D/2

in

τn/2
2−n/2(δi1i2 · · · δin−1in + (permutaciones)) ,

donde δi1i2···in es el producto sin normalizar y completamente simétrico de n deltas de
Kronecker (es decir, (n− 1)!! términos). Tras integrar en momentos

〈x|e−τ(M−D2
µ)|x〉 =

1

(4πτ)D/2
〈x|1 − τ

(
M −D2

µ

)

+
τ 2

2!

(
M2 − {D2

µ,M} +D2
µD

2
ν −

2

τ
D2

µ

)
+ O(τ 3)|0〉 . (2.18)



2.3 Desarrollo del Heat Kernel a temperatura cero 15

Notar que el término − 2
τ
D2

µ que aparece a O(τ 2) cancela el término −D2
µ de O(τ). La

invariancia del heat kernel bajo la transformación (2.12) implica que en el desarrollo (2.18)
sólamente podrán aparecer términos con derivadas Dµ dentro de conmutadores. En efecto,
el cambio Dµ → Dµ + aµ no tiene efecto cuando Dµ está dentro de un conmutador, pero
da cuenta de las contribución procedente de términos con Dµ fuera de conmutadores. Esto
significa que los únicos términos que sobreviven son los multiplicativos en el espacio de
posiciones. M(x) y [Dµ, Dν ] son operadores multiplicativos, mientras que D2

µ no lo es. Si

ĥ es un operador multiplicativo en espacio de posiciones, ĥ|x〉 = h(x)|x〉, se tiene

〈x|ĥ|0〉 = h(x) . (2.19)

Como ejemplo, se puede comprobar que

{D2
µ,M} = [Dµ, [Dµ,M ]] + 2[Dµ,M ]Dµ . (2.20)

El término 2[Dµ,M ]Dµ no contribuirá en el desarrollo. Teniendo en cuenta algunas can-
celaciones procedentes de órdenes superiores en τ , el resultado final que se obtiene es

〈x|e−τ(M−D2
µ)|x〉 =

1

(4πτ)D/2

(
1 − τM + τ 2

(
1

2
M2 − 1

6
Mµµ +

1

12
F 2

µν

)
+ O(τ 3)

)
. (2.21)

En lo sucesivo utilizaremos la siguiente notación. El tensor de fuerza se define como Fµν =

[Dµ, Dν ], y del mismo modo el campo eléctrico es Ei = F0i. Además, la notación D̂µ

significa la operación [Dµ, ]. Por último decir que usaremos una notación con sub́ındices

del tipo Xµνα, lo que significa D̂µD̂νD̂αX = [Dµ, [Dν , [Dα, X]]]. Por ejemplo, M00 = D̂2
0M ,

Fαµν = D̂αFµν .
Los coeficientes de Seeley-DeWitt están calculados en la literatura. Las expresiones

expĺıcitas para los coeficientes an(x) del desarrollo (2.14) hasta orden n = 3 son [40, 41]

a0 = 1 ,

a1 = −M ,

a2 =
1

2
M2 − 1

6
Mµµ +

1

12
F 2

µν ,

a3 = −1

6
M3 +

1

12
{M,Mµµ} +

1

12
M2

i − 1

60
Mµµνν −

1

60
[Fµµν ,Mν ] −

1

30
{M,F 2

µν}

− 1

60
FµνMFµν +

1

45
F 2

µνα − 1

30
FµνFναFαµ +

1

180
F 2

µµν +
1

60
{Fµν , Fααµν} . (2.22)

El desarrollo del heat kernel se usa frecuentemente para el cálculo de la acción efectiva, y
en este caso resulta necesario calcular la traza del heat kernel Tr e−τ(M−D2

µ). A temperatura
cero los coeficientes con traza bn(x) se definen simplemente como

Tr
(
e−τ(M−D2

i )
)

=
1

(4πτ)D/2

∞∑

n=0

∫
dDx tr (bn(x)) τn . (2.23)
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Una propiedad importante es que el coeficiente an se puede obtener a partir de una variación
en primer orden de bn+1. En efecto, por la propia definición del heat kernel se tiene que

〈x|e−τ(M−D2
µ)|x〉 = −1

τ

δ

δM(x)
Tr
(
e−τ(M−D2

µ)
)
. (2.24)

Si hacemos uso del desarrollo en ambos miembros de la igualdad, a temperatura cero
encontramos

an(x) = − δ

δM(x)
tr bn+1(x) . (2.25)

Hay una cierta libertad en la elección de los coeficientes bn. Por supuesto, con tomar bn = an

seŕıa suficiente. No obstante, es conveniente explotar la propiedad ćıclica de la traza y la
integración por partes con el fin de obtener expresiones más compactas. Haciendo uso de
estas dos propiedades, a temperatura cero encontramos la siguiente forma canónica para
los coeficientes

b0 = 1 ,

b1 = −M ,

b2 =
1

2
M2 +

1

12
F 2

µν ,

b3 = −1

6
M3 − 1

12
M2

µ − 1

12
FµνMFµν −

1

60
F 2

µµν +
1

90
FµνFναFαµ . (2.26)

2.4. Desarrollo del Heat Kernel a temperatura finita

Es posible extender el método de los śımbolos con objeto de realizar cálculos a temper-
atura finita [34].

En el formalismo de tiempo imaginario la coordenada temporal está compactificada
a un ćırculo, de modo que el espacio-tiempo de D = d + 1 dimensiones tiene topoloǵıa
Md+1 = S1 × Md. Las funciones de onda para bosones son periódicas en la dirección
temporal con peŕıodo β, la inversa de la temperatura, y antiperiódicas para fermiones.
Con objeto de que M y Dµ sean operadores bien definidos en el espacio de Hilbert de
las funciones de onda con grados de libertad espacio-temporales e internos, M(x) y Aµ(x)
deben ser funciones periódicas en x0.

En este formalismo usaremos la siguiente normalización

〈x|p〉 = epx , 〈p|p′〉 = βδp0p′0
(2π)dδ(~p− ~p′) . (2.27)

La relación de completitud es

1 =
1

β

∑

p0

∫
ddp

(2π)d
|p〉〈p| . (2.28)
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La frecuencia toma los valores de Matsubara p0 = 2πin/β para bosones y p0 = 2πi(n+ 1
2
)/β

para fermiones. El método de los śımbolos se escribe en este formalismo2

〈x|f(M,Dµ)|x〉 =
1

β

∑

p0

∫
ddp

(2π)d
〈x|f(M,Dµ + pµ)|0〉 . (2.29)

Notar que |0〉 es periódico en la dirección temporal, de modo que la información de si
estamos trabajando con bosones o fermiones se encuentra ahora contenida en los valores
que toma p0.

2.4.1. Desarrollo del Heat Kernel: un caso simple

La aplicación práctica del método de los śımbolos a temperatura finita resulta bastante
más complicada que a temperatura cero. Con objeto de introducir los conceptos de man-
era gradual, vamos a considerar el heat kernel, y estudiaremos su desarrollo en un caso
simple. Trataremos el caso en el que no exista potencial vector, el potencial escalar sea
indenpendiente de ~x, y el término de masa sea un c-número constante:

~A(x) = 0 , A0 = A0(x0) , M(x) = m2 , [m2, ] = 0 . (2.30)

El resultado será el término de orden cero de un desarrollo en conmutadores [Dµ, ] y [M, ].
La aplicación del método de los śımbolos (2.29) conduce a

〈x|e−τK |x〉 =
1

β

∑

p0

∫
ddp

(2π)d
〈x|e−τ(m2+~p2−(D0+p0)2)|0〉

=
e−τm2

(4πτ)d/2

1

β

∑

p0

〈x|eτ(D0+p0)2|0〉 . (2.31)

Notar que después de la transformación Di → ∂i + pi, el operador Di = ∂i puede hacerse
cero pues actuará sobre |0〉.

La suma sobre frecuencias de Matsubara implica que el operador 1
β

∑
p0
eτ(D0+p0)2 es

una función periódica de D0 con periodo i2π/β, y por tanto es una función univaluada de
e−βD0 . En efecto, si hacemos uso de la fórmula sumatoria de Poisson, se tiene

1

β

∑

p0

eτ(D0+ip0)2 =
1

(4πτ)1/2

∑

k∈Z

(±)ke−kβD0e−k2β2/4τ (2.32)

(± para bosones y fermiones, respectivamente). En este momento estamos en condiciones
de hacer uso de la siguiente identidad operatorial [34]

eβ∂0e−βD0 = Ω(x) , (2.33)

2La demostración de (2.29) es similar a la realizada en la sec. 2.2 para el caso de temperatura cero.
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donde Ω(x) es la ĺınea de Wilson térmica o loop de Polyakov sin traza:

Ω(x) = T exp

(
−
∫ x0+β

x0

A0(x
′
0, ~x)dx

′
0

)
(2.34)

[T indica ordenación temporal.] Si bien en esta sección estamos tratando el caso simple de
ecs. (2.30), la definición (2.34) es válida para un potencial escalar general A0(x). El loop
de Polyakov surge aqúı como la diferencia de fase entre traslaciones temporales covariantes
y no covariantes gauge alrededor del tiempo eucĺıdeo compactificado. F́ısicamente, el loop
de Polyakov se puede interpretar como el propagador de part́ıculas pesadas en el fondo
del campo gauge. La identidad (2.33) es trivial si uno elije un gauge en el cual A0 es
independiente del tiempo (este gauge siempre existe), pues en este caso los operadores
Ω = e−βA0 , D0, A0 y ∂0 conmutan entre śı. Esta identidad es covariante gauge y es válida
en cualquier gauge. 3

Un punto importante es que el operador de traslación en tiempo eucĺıdeo, eβ∂0 , no tiene
otro efecto que producir el cambio x0 → x0 + β y esta operación es la identidad en el
espacio de funciones periódicas en que estamos trabajando

eβ∂0 = 1 , (2.35)

(incluso en el caso fermiónico, ya que después de aplicar el método de los śımbolos las
derivadas actúan sobre los campos externos y no sobre las funciones de onda de las part́ıcu-
las). Llegamos aśı al resultado importante de que en este espacio

e−βD0 = Ω(x) . (2.36)

Esto es, siempre y cuando el operador diferencial D0 aparezca de manera periódica (con
peŕıodo 2πi/β), puede ser reemplazado por el operador multiplicativo −(1/β) log[Ω(x)].
La multivaluación del logaritmo no es efectiva debido a la dependencia periódica.

Otro punto importante es que D0 (o cualquier función de D0) actúa como un operador
covariante gauge sobre los campos campos externos F (x0, ~x), y por tanto transforma de
acuerdo al grupo de transformaciones gauge locales en el punto (x0, ~x). En particular, el
loop de Polyakov ec. (2.34), que es también covariante gauge, comienza en el instante x0

y no en cero. Esta diferencia seŕıa irrelevante para el loop de Polyakov con traza, pero no
en el contexto de ahora.

El uso de la regla (2.36) en ec. (2.32) conduce a

1

β

∑

p0

eτ(D0+ip0)2 =
1

(4πτ)1/2

∑

k∈Z

(±)kΩke−k2β2/4τ . (2.37)

En general se tiene ∑

p0

f(ip0 +D0) =
∑

p0

f(ip0 −
1

β
log(Ω)) , (2.38)

3En el apéndice A se hace un estudio detallado de las transformaciones gauge a temperatura finita y
del loop de Polyakov.
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siempre y cuando la sumatoria sea absolutamente convergente, de modo que la suma es
una función periódica de D0. Por futura conveniencia introduciremos el operador Q, que
se define como

Q = ip0 +D0 = ip0 −
1

β
log(Ω) . (2.39)

Hay que mencionar que la segunda igualdad se aplica en expresiones de la forma de
ec. (2.38). Las dos definiciones de Q no son equivalentes en otros contextos (por ejem-
plo, en

∑
p0
f1(Q)Xf2(Q), a menos que [D0, X] = 0.)

El heat kernel en ec. (2.31) se puede escribir como

〈x|e−τK |x〉 =
1

(4πτ)d/2
e−τm2 1

β

∑

p0

eτQ2

=
1

(4πτ)(d+1)/2
e−τm2

ϕ0(Ω) . (2.40)

En la primera igualdad se ha hecho uso de que Ω(x) es un operador multiplicativo, de
modo que es aplicable la ec. (2.19). En la segunda igualdad se ha aplicado la definición de
las funciones ϕn(Ω), que aparecerán con frecuencia en lo sucesivo:

ϕn(Ω; τ/β2) = (4πτ)1/2 1

β

∑

p0

τn/2QneτQ2

, Q = ip0 −
1

β
log(Ω) . (2.41)

Notar que para cada función existe una versión bosónica y otra fermiónica, y las dos
versiones están relacionadas por el cambio Ω → −Ω. Como se ha indicado, estas funciones
dependen sólo de la combinación τ/β2 y son funciones univaluadas de Ω. En el ĺımite de
temperatura cero la suma sobre p0 se transforma en una integral gaussiana

1

β

∑

p0

β→∞−−−→
∫ β

0

dp0

(2π)
, (2.42)

y se tiene

ϕn(Ω; 0) =

{
(−1

2
)n/2(n− 1)!! (n par) ,

0 (n impar) .
(2.43)

Como se puede ver en la expresión (2.37), para un valor finito de β las correcciones de τ
pequeño son de orden e−β2/4τ o menor, y por tanto están exponencialmente suprimidas. La
misma supresión exponencial existe para las correcciones de pequeña temperatura cuando
se considera un valor finito de τ . Ya sea en el ĺımite de temperatura cero o de tiempo propio
cero, únicamente queda el modo k = 0.

Ver sec. 2.1 para una aplicación simple de los resultados obtenidos en esta sección.

2.4.2. Coeficientes del desarrollo del Heat Kernel a temperatura
finita

En esta sección consideraremos el desarrollo del heat kernel a temperatura finita en
el caso totalmente general de campos gauge no abelianos Aµ(x) y términos de masa no
triviales M(x).
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En primer lugar es necesario especificar el contaje del desarrollo. A temperatura cero, el
desarrollo se define en potencias de τ [después de extraer el factor geométrico (4πτ)(d+1)/2],
como se ve en ec. (2.14). Cada potencia de τ va acompañada de un operador local construido
con derivadas covariantesDµ yM(x). El heat kernel e−τK no tiene dimensiones si asignamos
dimensiones de masa −2, +1, +2 a τ , Dµ y M , respectivamente. Por tanto, a temperatura
cero, el desarrollo en potencias de τ es equivalente a un contaje de las dimensiones de masa
de los operadores locales.

A temperatura finita existe una magnitud dimensional adicional, β, de modo que los dos
contajes no van a ser equivalentes y es necesario especificar un desarrollo concreto. Como
veremos más adelante un desarrollo estricto del heat kernel en potencias de τ conduciŕıa
al mismo desarrollo asintótico que a temperatura cero. Con objeto de extraer correcciones
de temperatura finita no triviales ordenaremos nuestro desarrollo de acuerdo con las di-
mensiones de masa de los operadores locales. Asignaremos dimensiones de masa 0, +1, +2
a Ω, Dµ y M , respectivamente. Consideraremos además un desarrollo en el cual el loop
el Polyakov Ω(x) aparezca a la izquierda en todos los términos, lo cual es una cuestión
de elección (de manera equivalente, se podŕıa definir un desarrollo equivalente con Ω(x)
a la derecha). Esto es necesario pues el conmutador de Ω con otros operadores genera
conmutadores [D0, ] que son adimensionales en nuestro contaje. Estas especificaciones son
suficientes para definir de manera única el desarrollo del heat kernel para un grupo gauge
genérico, de tal modo que la invariancia gauge sea manifiesta orden por orden.

El desarrollo aśı definido, en el cual cada término contiene funciones arbitrarias del loop
de Polyakov pero sólo un número finito de derivadas covariantes (incluyendo derivadas tem-
porales), constituye una extensión natural del desarrollo estándar en derivadas covariantes
a temperatura cero.

En este desarrolo los términos estarán ordenados en potencias de τ pero con coeficientes
que dependen de β2/τ y Ω:

〈x|e−τ(M−D2
µ)|x〉 =

1

(4πτ)(d+1)/2

∑

n

aT
n (x)τn . (2.44)

De la definición se deduce directamente que para una configuración general el término de
orden cero es precisamente

aT
0 (x) = ϕ0(Ω(x); τ/β2) , (2.45)

que fue calculado en la subsección 2.4.1. Ésta es la razón por la cual, cuando el caso
particular (2.30) se introduce en el desarrollo general, todos los términos de orden mayor,
con una o más [Dµ, ] o m2, se anulan.

El método que vamos a proponer para el cálculo del desarrollo del heat kernel a tem-
peratura finita hace uso de los coeficientes de SeeLey-DeWitt a temperatura cero. La idea
consiste en aplicar la fórmula del método de los śımbolos (2.29) en la dimensión temporal
únicamente, lo cual conduce a

〈x|e−τ(M−D2
µ)|x〉 =

1

β

∑

p0

〈x0,x|e−τ(M−Q2−D2
i )|0,x〉 , Q = ip0 +D0 . (2.46)
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Se puede definir el operador de Klein-Gordon efectivo

K = Y −D2
i , Y = M −Q2 , (2.47)

donde Y juega el papel de un término de masa no abeliano. Podemos hacer uso del de-
sarrollo del heat kernel a temperatura cero en d dimensiones (espaciales) con ese operador
efectivo ya que el término de masa Y , a pesar contener derivadas temporales (en Q), no
contiene derivadas espaciales de manera que actúa como un operador multiplicativo en el
espacio de Hilbert espacial. La aplicación directa de este argumento daŕıa lugar al desarrollo

〈x0,x|e−τ(Y−D2
i )|0,x〉 =

1

(4πτ)d/2

∞∑

n=0

an(D̂i,Y)τn . (2.48)

donde los coeficientes an(D̂i,Y) son polinomios de dimensión 2n construidos a partir de

Y y D̂i = [Di, ]. Los órdenes más bajos corresponden a ec. (2.22), pero considerando la
sustitución del término de masa M por el nuevo término de masa efectivo Y , y los ı́ndices
sólo corren en la dimensión espacial.

Notamos que para reproducir el primer orden en ec. (2.44), aT
0 (x) = ϕ0(Ω(x)) ∼ eτQ2

,
seŕıa necesario obtener el desarrollo a todos los órdenes en ec. (2.48), pues eτQ2

no es un
polinómio en Q. Ésta es la razón por la cual ec. (2.48) introducida en ec. (2.46) no resulta
útil. La manera correcta de proceder será extraer desde el principio la contribución eτQ2

,
lo cual nos llevará a definir un nuevo conjunto de coeficientes polinómicos ãn

〈x0,x|e−τ(M−Q2−D2
i )|0,x〉 =

1

(4πτ)d/2

∞∑

n=0

eτQ2

ãn(Q2,M, D̂i)τ
n , (2.49)

Consideremos la sustitución de Q2 por Q2 + λ donde λ un c-número constante. Es claro
que los coeficientes ãn no deben cambiar, y por tanto en ãn el operador Q2 debe aparecer
sólo dentro de conmutadores de la forma [Q2, ]. Para calcular los coeficientes ãn debemos
tener en cuenta la relación

∞∑

n=0

an(D̂i,Y)τn = eτQ2
∞∑

n=0

ãn(Q2,M, D̂i)τ
n . (2.50)

Para calcular los coeficientes ãn debemos tener en cuenta la relación

∞∑

n=0

an(D̂i,Y)τn = eτQ2
∞∑

n=0

ãn(Q2,M, D̂i)τ
n . (2.51)

El método consiste en partir del desarrollo de la izquierda de la ecuación (2.51) e ir movien-
do los operadores Q2 hacia la izquierda haciendo uso de conmutadores [Q2, ] (por ejemplo
MQ2 = Q2M − [Q2,M ]). Al final se llega a una situación en la que existan dos clases
de términos: (i) términos en que todos los operadores Q2 están dentro de conmutadores y
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(ii) términos con factores Q2 no saturados a la izquierda (esto es, con Q2 fuera de conmu-
tadores). Los términos del tipo (i) se corresponden con el desarrollo

∑∞
n=0 ãnτ

n. Los del
tipo (ii) se pueden identificar con el miembro derecho de la ecuación cuando se realiza un
desarrollo de la exponencial eτQ2

y se considen órdenes mayores que el primero. Siguiendo
esta técnica, hasta ã2 se tiene

ã0 = 1 ,

ã1 = −M ,

ã2 =
1

2
M2 − 1

6
Mii +

1

12
F 2

ij +
1

2
[Q2,M ] +

1

6
(Q2)ii . (2.52)

Una vez que hemos construido por este procedimiento los coeficientes ãn, el siguiente paso
consiste en redefinir ec. (2.49) como un desarrollo en potencias de M , D̂i y D̂0. Para ello

debemos modificar [Q2, ] que aparece en el desarrollo, en términos de [Q, ] = [D0, ] = D̂0.
Se usa la siguiente propiedad:

[Q2, X] = Q[Q,X] + [Q,X]Q = 2Q[Q,X] − [Q, [Q,X]] = 2QX0 −X00 . (2.53)

Se trata de mover todos los Q’s hacia la izquierda, de modo que aparecerán operadores
D̂0. Al final los operadores Q fuera de conmutadores quedarán todos a la izquierda. Para
ã2 se tiene:

ã2 =
1

2
M2 − 1

6
Mii +

1

12
F 2

ij −
1

2
M00 +

1

3
E2

i +
1

6
E0ii +Q

(
M0 −

1

3
Eii

)
. (2.54)

Notar que en ã2 existen dos tipos de contribuciones: aquellos términos con una Q a la
izquierda, y aquellos que no la tienen. En nuestro contaje, estos dos tipos pertenecen
a órdenes diferentes: dimensión de masa tres y cuatro, respectivamente. Cuando ã2 es
introducido en ec. (2.49) (queda multiplicado por el factor eτQ2

) y después en ec. (2.46)
(suma sobre frecuencias de Matsubara), se obtienen las siguientes contribuciones

ã2 → ϕ0(Ω)

(
1

2
M2 − 1

6
Mii +

1

12
F 2

ij −
1

2
M00 +

1

3
E2

i +
1

6
E0ii

)
τ 2+ϕ1(Ω)

(
M0 −

1

3
Eii

)
τ 3/2 ,

(2.55)
donde se ha hecho uso de la definición de ϕn(Ω), ec. (2.41).

Como vemos cada coeficiente de heat kernel a temperatura cero ak en ec. (2.48) con
dimensión de masa 2k permite obtener un coeficiente correspondiente ãk. Este coeficiente
va a dar contribución, en general, a varios coeficientes de heat kernel aT

n (con dimensión de
masa 2n). Las diferentes contribuciones se deben a que pueden existir ciertos factores de Q

a la izquierda de cada término que no actúan como D̂0 de modo que son adimensionales. Por
tanto es claro que para un valor de k dado, los valores de n permitidos deben satisfacer n ≤
k, y la igualdad corresponde a términos que tienen todos los Q’s dentro de conmutadores.
Podemos encontrar una cota inferior para n si vemos que el número máximo de [Q2, ]’s en
ãk(k ≥ 0) es k−1, y por tanto éste va a ser el número máximo de Q’s fuera de conmutadores
que queden a la izquierda. Esto conduce a la condición k ≤ 2n− 1. Además notemos que
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un factor Q` va a dar lugar a un coeficiente ϕ`(Ω) en aT
n . En suma, para el cálculo de los

coeficientes de heat kernel térmicos vamos a tener el siguiente esquema

a0 ∼ ã0 ∼ ϕ0a
T
0

a1 ∼ ã1 ∼ ϕ0a
T
1

a2 ∼ ã2 ∼ ϕ0a
T
2 + ϕ1a

T
3/2

a3 ∼ ã3 ∼ ϕ0a
T
3 + ϕ1a

T
5/2 + ϕ2a

T
2

a4 ∼ ã4 ∼ ϕ0a
T
4 + ϕ1a

T
7/2 + ϕ2a

T
3 + ϕ3a

T
5/2

a5 ∼ ã5 ∼ ϕ0a
T
5 + ϕ1a

T
9/2 + ϕ2a

T
4 + ϕ3a

T
7/2 + ϕ4a

T
3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ak ∼ ãk ∼ ϕ0a

T
k + ϕ1a

T
(2k−1)/2 + · · · + ϕk−1a

T
(k+1)/2 (2.56)

Esta mezcla de términos no ocurre a temperatura cero, no obstante no puede ser evitada
a temperatura finita. Vemos que a Q no se le podŕıa asignar dimensión de masa 1 ya que
la suma sobre las frecuencias de Matsubara p0 no convergeŕıa para un polinomio en Q.
Si p0 se cuenta con dimensión cero pero D0 siempre con dimensión 1 la invariancia gauge
se perdeŕıa. En suma, el hecho de considerar Ω adimensional y D̂0 con dimensión 1 es un
pequeño precio que hay que pagar para tener un desarrollo covariante gauge orden por
orden.

Del esquema anterior se deduce que para calcular los coeficientes de heat kernel térmicos
completos hasta aT

3 debemos buscar contribuciones hasta a5. Como regla general, para aT
n

van a existir contribuciones de ak, n ≤ k ≤ 2n − 1, excepto para aT
0 el cual sólo recibe la

contribución trivial de a0. En particular aT
3 , aparte de la contribución que reciba de a3,

sólo requiere términos Yn, con n = 2, 3, 4 en a4(D̂i,Y) y n = 4, 5 en a5(D̂i,Y).
Haciendo uso de este método se han calculado los coeficientes de heat kernel térmicos

hasta dimensión de masa 6. Los resultados son los siguientes:

aT
0 = ϕ0 ,

aT
1/2 = 0 ,

aT
1 = −ϕ0M ,

aT
3/2 = ϕ1

(
M0 −

1

3
Eii

)
,

aT
2 = ϕ0 a

T=0
2 +

1

6
ϕ2(E

2
i + E0ii − 2M00) ,

aT
5/2 =

1

3
(2ϕ1 + ϕ3)M000 +

1

6
ϕ1M0ii −

1

3
ϕ1 (2M0M +MM0) (2.57)

+
1

6
ϕ1 ({Mi, Ei} + {M,Eii}) −

(
1

3
ϕ1 +

1

5
ϕ3

)
E00ii −

1

30
ϕ1Eiijj
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−
(

5

6
ϕ1 +

2

5
ϕ3

)
E0iEi −

(
1

2
ϕ1 +

4

15
ϕ3

)
EiE0i +

1

30
ϕ1[Ej, Fiij]

−ϕ1

(
1

10
F0ijFij +

1

15
FijF0ij

)
,

aT
3 = ϕ0 a

T=0
3 −

(
1

4
ϕ2 −

1

10
ϕ4

)
M0000 −

1

60
ϕ2

(
3M00ii − 15M00M − 5MM00 − 15M2

0

+4{M,E2
i } + 2EiMEi + 4ME0ii + 6E0iiM + 4MiE0i + 6E0iMi

+7M0Eii + 3EiiM0 + 6M0iEi + 4EiM0i

)

+

(
3

20
ϕ2 −

1

15
ϕ4

)
E000ii +

1

60
ϕ2E0iijj +

(
1

2
ϕ2 −

1

5
ϕ4

)
E00iEi

+

(
7

30
ϕ2 −

1

10
ϕ4

)
EiE00i +

(
19

30
ϕ2 −

4

15
ϕ4

)
E2

0i

+
1

180
ϕ2

(
2{Ei, Ejji} + 4{Ei, Eijj} + 5E2

ii + 4E2
ij + 4F0iijEj − 2EjF0iij − 2E0ijFij

−[Eij, F0ij ] − 4E0iFjji + 2FjjiE0i + 2EiFijEj + 2{EiEj, Fij} + 7F00ijFij

+3FijF00ij + 8F 2
0ij

)
.

En estas fórmulas aT=0
n indican los coeficientes a temperatura cero que aperecen en ec. (2.22).

Por conveniencia hemos introducido las funciones auxiliares

ϕ2 = ϕ0 + 2ϕ2 , ϕ4 = ϕ0 −
4

3
ϕ4 , . . . . . . , ϕ2n = ϕ0 −

(−2)n

(2n− 1)!!
ϕ2n , (2.58)

que se anulan en el ĺımite τ/β2 = 0. Con nuestro criterio para calcular el desarrollo del heat
kernel a temperatura finita conseguimos ordenar las derivadas de manera que las espaciales
son las que actúan primero y las temporales son las más externas. Esta elección es óptima
de cara a calcular la traza de los coeficientes Tr aT

n (x), pues por la propiedad D̂0Ω = 0,
los términos de la forma ϕnX0 no contribuyen en la traza, como puede verse después de
integrar por partes.

2.4.3. Traza de los coeficientes del Heat Kernel

En ec. (2.23) se definieron los coeficientes con traza del heat kernel a temperatura cero.
A temperatura finita podemos definir de manera similar los coeficientes con traza bT

n (x)

Tr
(
e−τ(M−D2

µ)
)

=
1

(4πτ)(d+1)/2

∑

n

∫ β

0

dx0

∫
ddx tr(bTn (x))τn , (2.59)
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donde bTn es más simple que aT
n . Vamos a elegir una forma canónica para estos coeficientes en

la cual las funciones de Ω estén situadas a la izquierda de los operadores locales covariantes
gauge. Además de la integración por partes y propiedad ćıclica de la traza, deberemos
trabajar con conmutadores del tipo [X, f(Ω)] (en particular D̂µf(Ω) ).

Veamos cuales son las reglas de conmutación. Consideremos dos operadores cualesquiera
X e Y , y f una función genérica. Entonces el conmutador [X, f(Y )] admite el siguiente
desarrollo en conmutadores

[X, f(Y )] = −f ′(Y )[Y,X] +
1

2
f ′′(Y )[Y, [Y,X]] − 1

3!
f (3)(Y )[Y, [Y, [Y,X]]] + · · ·

=
∞∑

n=1

(−1)n

n!
f (n)(Y )Dn

Y (X) , (2.60)

donde DY = [Y, ]. Para probar esto es suficiente con probar que se cumple para funciones
del tipo f(Y ) = eλY , donde λ es un c-número, ya que el caso general se obtiene por
descomposición de Fourier. En este caso, el miembro derecho de (2.60) es

∞∑

n=1

(−1)n

n!
λneλYDn

Y (X) = eλY
(
e−λDY − 1

)
X = eλY

(
e−λYXeλY −X

)
= [X, eλY ] , (2.61)

que coincide con el miembro izquierdo. En esta demostración hemos hecho uso de la iden-
tidad eDY X = eYXe−Y , que es bien conocida.

Particularicemos al caso en que f sea una función de Ω (por ejemplo ϕn(Ω)). Con f (n)

vamos a denotar su derivada n-ésima con respecto a la variable − log(Ω)/β. Entonces de
estas fórmulas se obtiene

[X, f ] = −f ′X0 +
1

2
f ′′X00 −

1

3!
f (3)X000 + · · · . (2.62)

En el caso de operadores X = Dµ tendremos

D̂0f = 0 , (2.63)

D̂if = −f ′Ei +
1

2
f ′′E0i −

1

3!
f (3)E00i + · · · . (2.64)

La propiedad (2.63) se podŕıa deducir directamente de D̂0Ω = [D0,Ω] = 0. Estas fórmulas
implican que a temperatura finita, al contrario que a temperatura cero, la propiedad ćıclica
de la traza mezcla términos de órdenes diferentes. Esto es debido a que D̂0 tiene dimensiones
de masa, mientras que Ω es adimensional. Aśı, por ejemplo ϕ0(Ω) es de dimensión cero

y D̂i es de dimensión uno, mientras que D̂iϕ0(Ω) contiene términos de todos los órdenes,
comenzando con dimensión 2. Para aplicar estas reglas de conmutación a aT

n vamos a
necesitar además la relación

ϕ′
n =

√
τ(nϕn−1 + 2ϕn+1) , (2.65)

que se deduce fácilmente a partir de la definición de ϕn en ec. (2.41).
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La integración por partes, la propiedad ćıclica de la traza y estas reglas de conmutación
nos van a permitir escribir expresiones más compactas para los coeficientes aT

n , válidas bajo
traza. Hasta dimensión de masa 6 obtenemos

bT0 = ϕ0 ,

bT1/2 = 0 ,

bT1 = −ϕ0M ,

bT3/2 = 0 ,

bT2 = ϕ0b
T=0
2 − 1

6
ϕ2E

2
i ,

bT5/2 = −1

6
ϕ1{Mi, Ei} , (2.66)

bT3 = ϕ0b
T=0
3 +

1

6
ϕ2

(
1

2
M2

0 + EiMEi +
1

10
E2

ii +
1

10
F 2

0ij −
1

5
EiFijEj

)
−
(

1

6
ϕ2 −

1

10
ϕ4

)
E2

0i .

Escritos de esta forma, se ve expĺıcitamente que en el ĺımite de temperatura cero se recupera
la simetŕıa Lorentz. En estas fórmulas bT=0

n indican los coeficientes a temperatura cero que
aparecen en ec. (2.26). El heat kernel es simétrico frente a la transposición de operadores
ABC · · · → · · ·CBA, y los bTn han sido elegidos de manera que esta simetŕıa se manifieste
en cada orden.

Como hemos dicho, la integración por partes y la propiedad ćıclica de la traza hace que
exista cierta ambigüedad en la expresión de los coeficientes bn tanto a temperatura cero
como a temperatura finita. No obstante a temperatura finita la ambigüedad es mayor ya
que estas dos propiedades mezclan órdenes diferentes. El desarrollo a temperatura finita lo
hemos conseguido expresar en la forma

Tr
(
e−τ(M−D2

µ)
)

=
1

(4πτ)(d+1)/2

∑

n

BT
n τ

n , BT
n = Tr bTn (x) . (2.67)

A temperatura cero el desarrollo se define como un desarrollo en potencias del parámetro
τ , de modo que BT=0

n no es ambiguo, la ambigüedad sólo existe en bT=0
n (x). Sin embargo a

temperatura finita el desarrollo no está sujeto a un parámetro, sino que lo hemos definido
como un desarrollo en conmutadores, de modo que existe ambigüedad no sólo en bT

n (x)
sino también en BT

n . En general la elección concreta de bTn va a afectar la forma de los
órdenes superiores bTn+1/2, b

T
n+1, · · · . Por supuesto, la ambigüedad en BT

n no afecta la suma
de la serie, sino que únicamente se trata de una reorganización de ésta. Como ejemplo,
consideremos que en bT=0

2 añadimos el término Mµµ. Nada cambia a temperatura cero,
pues ese término es un conmutador puro. No obstante, a temperatura finita ese término
conduciŕıa a la contribución ϕ0Mµµ que no es un conmutador puro, y por tanto va a
modificar el funcional BT

2 . De hecho, ϕ0Mµµ, que es formalmente de dimensión 4, se puede
expresar como una suma de términos de dimensión 5 y mayores, si hacemos uso de la
integración por partes y de las reglas de conmutación (2.62)-(2.64).

El criterio básico que hemos seguido para elegir los coeficientes bT
n ha consistido en

llevarlos de manera recursiva a una forma compacta, comenzando por los de orden inferior.
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Por ejemplo, bajo traza aT
3/2 se puede llevar a una suma de términos de dimensión 4

o mayor, después de integrar por partes y aplicar las reglas de conmutación. Haciendo
esto conseguimos bT3/2 = 0. El siguiente paso consistirá en llevar aT

2 (modificado con la

contribución que recibe de Tr aT
3/2, a la forma lo más compacta posible, lo cual en principio

produciŕıa contribuciones a aT
5/2, y aśı sucesivamente. Por supuesto, ésta no es la única

posibilidad ya que llevar bTn a la forma más simple posible va a implicar en general una
mayor complicación en los órdenes superiores. Por ejemplo, se puede ver que es posible
ordenar el desarrollo de modo que todos los coeficientes de orden semi-impar se anulen.
Aśı, podŕıamos eliminar bT5/2 con el coste de complicar bT2 .

El análogo de ec. (2.25) a temperatura finita va a verse modificado por el hecho de que
la variación de bTk contribuye no sólo a aT

k−1, sino en general a todos los órdenes superiores,
debido a la propiedad de conmutación (2.62). Por tanto podemos escribir

aT
n (x) ' − δ

δM(x)

∑

1≤k≤n+1

BT
k τ

k−n−1 , (2.68)

donde el śımbolo ' indica que únicamente debemos considerar los términos de dimensión
2n en el miembro derecho de la ecuación. Notar que k puede tomar valores tanto enteros
como semi-impares. Hemos comprobado nuestros resultados verificando que esta relación
se cumple para todos los coeficientes.

2.5. Conclusiones

En este caṕıtulo hemos construido el desarrollo del heat kernel en el contexto de teoŕıa
cuántica de campos a temperatura finita para espacio-tiempo plano. El desarrollo se ha he-
cho para un gauge general y en presencia de campos escalares que pueden ser no abelianos y
no estacionarios. Se ha puesto un énfasis especial en el papel que juega el loop de Polyakov
sin traza (o linea de Wilson térmica) para mantener la invariancia gauge expĺıcita. Esto
constituye un problema altamente no trivial, ya que para preservar la invariancia gauge
a temperatura finita orden por orden se necesitan infinitos órdenes en teoŕıa de perturba-
ciones.

Cuando se elige que el baño térmico esté en reposo, el loop de Polyakov es generado
por la componente temporal del campo gauge, y éste se puede considerar como una gener-
alización para campos gauge no constantes y no abelianos del potencial qúımico, mediante
el factor eβµ. De hecho, hemos aportado argumentos que apoyan esta interpretación: si el
loop de Polyakov no fuera tenido en cuenta, el número de part́ıculas no podŕıa ser fijado,
lo cual está en contradicción con lo que se espera de los requisitos de la termodinámica.

En espacios tiempos curvos, además del loop de Polyakov de la conección gauge Aµ,
existe un loop de Polyakov asociado con la conección de transporte paralelo Γµ, con im-
portantes repercusiones en teoŕıa de campos en presencia de campos gravitatorios.

Un ingrediente importante de nuestra técnica de cálculo es que, con objeto de garantizar
la invariancia gauge expĺıcita, una cierta combinación del loop de Polyakov y la temperatura
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debe de tratarse como variable independiente. Esto puede hacerse sin necesidad de fijar el
gauge.



Caṕıtulo 3

Acción efectiva de QCD a
temperatura alta

En este caṕıtulo nos proponemos encontrar un lagrangiano efectivo de QCD a un loop,
incluyendo fermiones sin masa, en la región de altas temperaturas. En el cálculo de los
determinantes funcionales haremos uso del desarrollo del heat kernel a temperatura finita
que hemos obtenido en el caṕıtulo 2. Existen en la literatura otros métodos equivalentes
como el cálculo de los diagramas de Feynman a un loop con un número arbitrario de
patas externas [43]. No obstante suelen ser más complicados técnicamente y no dan cuenta
automáticamente de invariancia gauge con respecto al campo externo. Comenzaremos este
caṕıtulo repasando algunos elementos básicos de la teoŕıa de Yang-Mills a temperatura
finita, para posteriormente entrar de lleno en el cálculo detallado de la acción de QCD
a alta temperatura manteniendo la invariancia gauge de manera expĺıcita. El caṕıtulo
está basado en la referencia [36].

3.1. Fundamentos de la Teoŕıa de Yang-Mills a Tem-

peratura Finita

En esta sección vamos a explicar los fundamentos de la teoŕıa de Yang-Mills a temper-
atura finita. Partiremos del hamiltoniano cuántico del sistema y deduciremos la función de
partición. Vamos a seguir [10].

En una teoŕıa de Yang-Mills el hamiltoniano cuántico es

H = − 1

g2

∫
d3x tr

[
(∂0Ai)

2 +B2
i

]
, (3.1)

donde Bi es el campo magnético, Bi = 1
2
εijkFjk. El espacio de Hilbert está formado por

los estados {|Ai(x)〉}. Podemos escribir e−βH como ĺımN→∞
(
e−εH

)N
, ε ≡ β/N , y haciendo

uso de la relación de completitud repetidamente se llega a

〈A′
i(~x)|e−βH |A′′

i (~x)〉 =

∫
DAi(x0, ~x) exp

{
1

g2

∫ β

0

dx0

∫
d3x tr[(∂0Ai)

2 +B2
i ]

}
, (3.2)

29
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donde la integral funcional se toma sobre trayectorias en las que las configuraciones inicial
y final están fijas: Ai(β, ~x) = A′

i(~x) y Ai(0, ~x) = A′′
i (~x). La traza de e−βH en el espacio de

Hilbert completo es

Z = Tr
(
e−βH

)
=

∫
DAi(~x)〈Ai(~x)|e−βH |Ai(~x)〉 (3.3)

=

∫
DA(0)

i (~x)

∫ Ai(β,~x)=A
(0)
i

Ai(0,~x)=A
(0)
i

DAi(x0, ~x) exp
{ 1

g2

∫ β

0

dx0

∫
d3x tr

[
(∂0Ai)

2 +B2
i

] }
.

Se trata de una integral funcional sobre campos gauge periódicos Ai(0, ~x) = Ai(β, ~x). No
obstante, en una teoŕıa gauge hay que sumar, no sobre todos los estados posibles, sino
sobre los estados f́ısicos solamente, esto es los que satisfacen la ley de Gauss

~D · ~E(~x)|ψfis〉 = 0 ∀ ~x , (3.4)

donde Ei(~x) = ∂0Ai(~x). Esta relación expresa la conservación del flujo eléctrico. Para
satisfacer (3.4) basta con que se verifique

exp

(∫
d3x tr[ ~DΛ(~x) · ~E(~x)]

)
|ψfis〉 = |ψfis〉 , (3.5)

para todo Λ(~x) con soporte compacto. Ω(U) = exp(
∫
~DΛ · ~E) es un operador unitario

que da lugar a las transformaciones gauge independientes del tiempo. Esto significa que
imponer la ley de gauss es equivalente a exigir que los estados f́ısicos sean invariantes frente
a transformaciones gauge cuyos generadores se anulen en el infinito. Estos estados pueden
ser seleccionados introduciendo el proyector P =

∫
Λ(∞)=0

DΛΩ(eΛ) dentro de la integral

funcional

Z = Tr
(
Pe−βH

)
=

∫

Λ(∞)=0

DΛ(~x)DAi(~x)〈AU
i (~x)|e−βH |Ai(~x)〉 (3.6)

=

∫

Λ(∞)=0

DΛ(~x)

∫

Ai(β,~x)=AU
i (0,~x)

DAi(x0, ~x) exp
{ 1

g2

∫ β

0

dx0

∫
d3x tr

[
(∂0Ai)

2 +B2
i

] }
.

donde hemos considerado 〈Ai|Ω(U) = 〈AU
i |. Se trata de una integral funcional sobre cam-

pos periódicos salvo transformación gauge. Con objeto de derivar una expresión que sea
estrictamente periódica introducimos el proyector P más de una vez, lo cual es factible ya
que P y H conmutan

Z = ĺım
N→∞

Tr
(
Pe−εH

)N
(3.7)

=

∫
DΛ(x0, ~x)DAi(x0, ~x) exp

{ 1

g2

∫ β

0

dx0

∫
d3x tr

[
(∂0Ai − D̂iΛ)2 +B2

i

]}
.

Definiendo el campo A0(x0, ~x) = Λ(x0, ~x), que se anula en ~x infinito, llegamos a

Z =

∫

Aµ(β,~x)=Aµ(0,~x)

DAµ(x0, ~x) exp
{ 1

2g2

∫ β

0

dx0

∫
d3x tr

(
F 2

µν

)}
=:

∫
DAµ(x)e−SE

YM .

(3.8)
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La ecuación de movimiento e identidades de Bianchi vienen dadas por

D̂µFµν = 0 , D̂λFµν + D̂µFνλ + D̂νFλµ = 0 . (3.9)

En la integrales funcionales existe una condición de periodicidad temporal en el intervalo
[0, β] para los campos gauge, que son bosónicos. Es necesario además integrar sobre todos
los valores en los extremos del intervalo. Si se consideran quarks en la teoŕıa, estos deberán
de satisfacer condiciones de antiperiodicidad, por ser campos fermiónicos. La función de
partición eucĺıdea de QCD sin renormalizar se escribe

ZQCD =

∫

Aµ(β,~x)=Aµ(0,~x)

DAµ(x0, ~x)

∫

q(β,~x)=−q(0,~x))

Nf∏

α=1

Dqα(x0, ~x)Dqα(x0, ~x) exp(−SE) ,

(3.10)
donde la acción eucĺıdea se escribe

SE = − 1

2g2

∫ β

0

dx0

∫
d3x tr(F 2

µν) +

∫ β

0

dx0

∫
d3x

Nf∑

α=1

qα D/ qα . (3.11)

Dµ = ∂µ + Aµ es la derivada covariante y Aµ es una matriz antihermı́tica de dimensión
Nc, en la representación fundamental del álgebra de Lie del grupo gauge SU(Nc). Nf es el
número de sabores diferentes de quarks.

En el tratamiento que haremos para calcular la acción efectiva a un loop, las fluc-
tuaciones cuánticas de los campos gauge no van a modificar el sector de los quarks. La
contribución de este sector constituirá una corrección a la función de partición de Yang-
Mills, de modo que podremos hacer uso de la siguiente factorización

ZQCD = ZqZYM , (3.12)

donde Zq y ZYM corresponden a la función de partición del sector fermiónico y gluónico
respectivamente. Esto se justificará en la sección 3.3. Calcularemos cada una de estas
contribuciones por separado.

3.2. Sector fermiónico

La contribución de los quarks es más simple que la gluónica, de modo que la trataremos
en primer lugar para aśı conseguir una mayor claridad en el desarrollo. Los resultados de
esta sección serán válidos para cualquier grupo gauge. En la sección 3.3 se particularizarán
las fórmulas para grupos gauge concretos.

La función de partición sin renormalizar es

Zq[A] =

∫

q(β,x)=−q(0,x)

Nf∏

α=1

Dqα(x0, ~x)Dqα(x0, ~x) exp(−SE
q ) , (3.13)
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con la acción eucĺıdea

SE
q =

∫ β

0

dx0

∫
d3x

Nf∑

α=1

qα D/ qα . (3.14)

La integral funcional de los campos de los quarks conduce a

Zq[A] = Det(D/)Nf , (3.15)

y la acción efectiva eucĺıdea es 1

Γdesn
q [A] = −Nf log Det(D/) = −NfTr log(D/) . (3.16)

Esta expresión es formal debido a la presencia de divergencias ultravioletas. Únicamente
después de regularizar y renormalizar estas divergencias se obtiene una acción efectiva finita
y bien definida. Existe un gran número de métodos diferentes para obtener una versión
renormalizada, pero un resultado estándar de teoŕıa cuántica de campos perturbativa es
que diferentes definiciones de Γ pueden diferir a lo sumo en términos que son polinomios
locales de dimensión canónica d + 1 (donde d + 1 es la dimensión del espacio-tiempo),
construidos con los campos externos y sus derivadas [44, 12]. Esto es debido a que todos
los diagramas de Feynman son convergentes más allá de d+1 derivadas en los campos o en
los momentos externos [45]. En la práctica vamos a tener que cualquier método consistente
con la expresión formal de la acción efectiva puede ser usado, puesto que todos ellos van a
dar la misma contribución finita ultravioleta.

3.2.1. Acción efectiva con representación de Schwinger

De acuerdo con el tratamiento usual, elevaremos al cuadrado el operador de Dirac con
objeto de obtener un operador de Klein-Gordon. Haciendo uso de la representación de
Schwinger de tiempo propio podemos escribir la contribución del sector fermiónico a la
acción efectiva a un loop como

Γq[A] = −Nf

2
Tr log(D/2) =

Nf

2

∫ ∞

0

dτ

τ
TreτD/2

=:

∫ β

0

dx0

∫
d3xLq(x) , (3.17)

Lq(x) =
Nf

2

∫ ∞

0

dτ

τ

µ2ε

(4πτ)D/2

∑

n

τntr(bTn,q(x)) . (3.18)

Usamos regularización dimensional para regular las divergencias ultravioletas en τ = 0,
con la convención D = 4 − 2ε. El factor µ2ε restablece la dimensión 4 en masa del la-
grangiano efectivo. La traza de Dirac está incluida en bT

n,q y tr se refiere a traza en el
espacio de color. Para aplicar nuestro desarrollo del heat kernel a temperatura finita al
cálculo de la acción efectiva únicamente debemos identificar el operador de Klein-Gordon
correspondiente. Usaremos la siguiente convención para las matrices γµ:

γµ = γ†µ , {γµ, γν} = 2δµν , trDirac(1) = 4 , (3.19)

1Nuestro convenio para la acción efectiva es Z = e−Γ.
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Se puede escribir

− D/2= −D2
µ − 1

2
σµνFµν , (3.20)

donde se ha usado γµγν = δµν + σµν . El operador de ec. (3.20) es de tipo Klein-Gordon, y
podemos identificar el término de masa como M(x) = − 1

2
σµνFµν .

3.2.2. Traza en espacio de Dirac

El siguiente paso es hacer uso de los coeficientes del heat kernel (2.66) y calcular la traza
en el espacio de Dirac. La traza en este espacio muestra que bT1 y bT5/2 no van a contribuir,
lo cual es extensible a todos los términos del heat kernel con una única M . Usamos las
siguientes propiedades

trDirac(γµ1γµ2 · · · γµ2n+1) = 0 ,

trDirac(γµγν) = 4δµν ,

trDirac(γµγνγαγβ) = 4(δµνδαβ − δµαδνβ + δµβδνα) . (3.21)

Existe otra propiedad que permite invertir el orden de las matrices γµ dentro de la traza

trDirac(γµγνγα · · · ) = trDirac(· · · γαγνγµ) . (3.22)

Hasta dimensión de masa 6 tenemos

bT0,q = 4ϕ0 ,

bT2,q = −2

3

(
ϕ0F

2
µν + ϕ2E

2
i

)
, (3.23)

bT3,q = ϕ0

(
32

45
FµνFνλFλµ +

1

6
F 2

λµν −
1

15
F 2

µµν

)
+ ϕ2

(
1

15
E2

ii −
1

10
F 2

0ij −
2

15
EiFijEj

)

+

(
2

5
ϕ4 − ϕ2

)
E2

0i .

Las funciones ϕn corresponden a su versión fermiónica, esto es, la suma es sobre las fre-
cuencias de Matsubara p0 = 2πi(n + 1

2
)/β. Los términos que rompen simetŕıa Lorentz se

han separado expĺıcitamente.

3.2.3. Integrales en tiempo propio

Como hemos indicado, vamos a hacer uso de la regularización dimensional en la integral
sobre τ , ec. (3.18). Las integrales van a ser del tipo

I±`,n(Ω) :=

∫ ∞

0

dτ

τ
(4πµ2τ)ετ `ϕ±

n (Ω) , |Ω| = 1 , (3.24)

donde ϕ±
n se refiere a la versión bosónica o fermiónica, respectivamente. En el sector fer-

miónico Ω es el loop de Polyakov en la representación fundamental. A nivel práctico Ω en
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realidad va a indicar cada uno de los autovalores del loop de Polyakov. En el Apéndice B
se calculan estas integrales y se discuten algunas de sus propiedades. Para el sector de los
quarks nos va a interesar la versión fermiónica de las integrales, y hasta dimensión 6 en
masa necesitamos sólo valores pares de n:

I−`,2n(ei2πν) = (−1)n(4π)ε

(
µβ

2π

)2ε(
β

2π

)2` Γ(`+ n+ ε+ 1
2
)

Γ(1
2
)

×
[
ζ(1 + 2`+ 2ε, 1

2
+ ν) + ζ(1 + 2`+ 2ε, 1

2
− ν)

]
,

−1

2
< ν <

1

2
, (3.25)

donde hemos hecho uso de la notación Ω = ei2πν . Γ(z) es la función Gamma de Euler y
ζ(z, q) la función de Riemann generalizada [46]. En general las integrales I±`,n(Ω) van a ser
funciones univaluadas en Ω, esto es, periódicas en ν con peŕıodo 1. La fórmula (3.25) se
ha escrito de manera que sea directamente aplicable en el intervalo − 1

2
< ν < 1

2
. Fuera

de este intervalo debe considerarse una extensión periódica de la función. Además I−`,2n(Ω)
son funciones pares en ν.

Calculemos a continuación la contribución al lagrangiano efectivo. El orden cero requiere
I−−2,0. Obtenemos

I−−2,0 = −2

3

(
2π

β

)4

B4(
1
2

+ ν) +O(ε) (3.26)

donde hemos hecho uso de la relación ζ(1 − n, q) = −Bn(q)/n, n = 1, 2, . . . , y Bn(q) es el
polinomio de Bernoulli de orden n. Por tanto, tenemos que el potencial efectivo va a ser

L0,q(x) =
π2Nf

β4

(
2Nc

45
− 1

12
tr
[
(1 − 4ν2)2

])
, Ω(x) = ei2πν , −1

2
< ν <

1

2
, (3.27)

donde Nc = tr(1) indica el número de colores. tr es la traza en la representación funda-
mental del grupo gauge, y ν es la matriz log(Ω)/(2πi) en la representación fundamental y
con valores propios en la rama |ν| < 1/2.

Notar que z = 1 es el único punto singular de la función ζ(z, q) (se trata de un polo
simple). Únicamente las integrales I−0,2n tienen el polo estándar 1/ε, con lo cual éste sólo
va a aparecer en los términos con dimensión de masa 4, esto es bT2,q. Para estos términos
necesitamos

I−0,0 =
1

ε
+ log(4π) − γE + 2 log(µβ/4π) − ψ

(
1
2

+ ν
)
− ψ

(
1
2
− ν
)

+O(ε) ,

I−
0,2

:= I−0,0 + 2I−0,2 = −2 +O(ε) . (3.28)

Las integrales I±
`,2n

se definen de forma análoga a I±`,2n pero usando ϕ2n en lugar de ϕ2n.

ψ(q) es la función digamma, y aqúı hemos hecho uso de la relación

ζ(1 + z, q) =
1

z
− ψ(q) +O(z) . (3.29)
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Notar que las funciones ϕ2n se definieron de manera que se anulasen en el ĺımite
τ/β2 = 0, de modo que las integrales correspondientes van a estar libres de divergencias
ultravioletas. Los términos 1/ε+ log(4π)− γE que aparecen en I−0,0 son eliminados si adop-

tamos el esquema de regularización MS. Después de renormalizar, punto que explicaremos
en la sección 3.4, tendremos

L2,q(x) = −1

3

1

(4π)2
Nf tr

[(
2 log(µβ/4π) − ψ

(
1
2

+ ν
)
− ψ

(
1
2
− ν
))
F 2

µν − 2E2
i

]
. (3.30)

Para los términos con dimensión de masa 6 vamos a necesitar las integrales

I−1,0 = −
(
β

4π

)2 (
ψ′′ (1

2
+ ν
)

+ ψ′′ (1
2
− ν
) )

+O(ε) ,

I−
1,2

= −2I−1,0 +O(ε) , I−
1,4

= −4I−1,0 +O(ε) , (3.31)

donde hemos hecho uso de la relación ψ(n)(q) = (−1)n+1n!ζ(n+ 1, q) . Esto conduce a

L3,q(x) = − 2

(4π)4
Nfβ

2tr
[(
ψ′′ (1

2
+ ν
)

+ ψ′′ (1
2
− ν
) )

(3.32)

×
(

8

45
FµνFνλFλµ +

1

24
F 2

λµν −
1

60
F 2

µµν +
1

20
F 2

0µν −
1

30
E2

ii +
1

15
EiFijEj

)]
.

Notar que cada orden del heat kernel está asociado a una potencia en temperatura,
L0 ∼ T 4, L2 ∼ T 0, L3 ∼ T−2, lo cual quiere decir que el desarrollo del heat kernel a
temperatura finita es esencialmente un desarrollo en potencias de k2/T 2, donde k es el
momento gluónico t́ıpico. Los términos de orden T 2 están prohibidos ya que no existen
operadores invariantes gauge de dimensión 2 disponibles.

3.3. Sector gluónico

A continuación nos vamos a centrar en el término de Yang-Mills, para el cual con-
sideraremos espećıficamente el grupo SU(Nc) (matrices unitarias, una única constante de
acoplamiento y matrices del álgebra de Lie con traza cero en cualquier representación).

La función de partición sin renormalizar es

Zg =

∫

Aµ(β,~x)=Aµ(0,~x)

DAµ(x0, ~x) exp(−SE
YM) (3.33)

con la acción eucĺıdea

SE
YM = − 1

2g2

∫ β

0

dx0

∫
d3x tr(F 2

µν) . (3.34)

Se trata de una integral funcional entre configuraciones periódicas.
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3.3.1. Método del Campo de Fondo

Para el cálculo de la acción efectiva haremos uso del Método del Campo de Fondo [47, 48]
que consiste en separar el campo gluónico, que por claridad denotaremos aqúı como Aµ, en
un campo clásico Aµ más una fluctuación cuántica aµ en la acción (3.34). La fluctuación
es presumiblemente pequeña.

Aµ(x) = Aµ(x) + aµ(x) . (3.35)

Esto va a inducir una separación en el tensor Fµν

Fµν [A] = Fµν [A] + D̂µaν − D̂νaµ + [aµ, aν ] . (3.36)

En ec. (3.36) la derivada covariante es la asociada al campo clásico, esto es Dµ = ∂µ +Aµ.

En nuestra notación D̂µ = [Dµ, ]. Notar que los campos de los quarks se eligen como una
fluctuación pura, de modo que aµ no modifica el sector fermiónico a un loop. Esto justifica
la factorización de ec. (3.12)

Una transformación gauge infinitesimal de Aµ con parámetro Λ puede ser distribuida
de muchas maneras sobre los campos Aµ y aµ, pero las elecciones más convenientes van a
ser la ”transformación cuántica”

δAµ = 0 , δaµ = D̂µΛ + [aµ,Λ] (3.37)

y la ”transformación del campo de fondo”

δAµ = D̂µΛ , δaµ = [aµ,Λ] . (3.38)

La clave consiste ahora en introducir un término que fije el gauge (gauge-fixing term) el
cual va a romper la invariancia gauge cuántica, pero respetará la invariancia gauge del
campo clásico de fondo. Añadiremos a la acción clásica el término

Sfix =
1

α

∫ β

0

dx0

∫
d3x tr(G2) (3.39)

donde la función G transforma de modo covariante bajo . El término de Faddeev-Popov
asociado es

SFP = 2

∫ β

0

dx0

∫
d3x tr

(
C∗ δG

δΛ
C

)
, (3.40)

donde δG/δΛ indica la variación de G bajo una transformación gauge cuántica. C y C∗

son los campos ghost y antighost respectivamente, que son objetos que anticonmutan (si
bien son periódicos en tiempo eucĺıdeo) y son matrices en la representación fundamental
de su(Nc). La acción total Stot = SE

YM + Sfix + SFP aparece en el funcional generador de
todas las funciones de Green

Zg[A, J, η
∗, η] = N

∫
DaDC∗DC exp (−Stot + J · a+ η∗ · C + C∗ · η) (3.41)



3.3 Sector gluónico 37

donde J , η y η∗ son fuentes y el factor de normalizaciónN se elige de modo que Z[A, 0, 0, 0] =
1. Notar que el campo clásico de fondo no está acoplado con la fuente J . El funcional gen-
erador para los diagramas conectados viene dado por

Wg[A, J, η
∗, η] = logZg[A, J, η

∗, η] . (3.42)

Los valores esperados de todos los campos se definen como

ã =
δWg

δJ
, C̃ =

δWg

δη∗
, C̃∗ =

δWg

δη
, (3.43)

y a partir de ellos, la acción efectiva se define

Γg[A, ã, C̃
∗, C̃] = J · ã+ η · C̃∗ + C̃ · η∗ −W [A, J, η∗, η] . (3.44)

Los funcionales Zg y Wg serán invariantes bajo transformaciones gauge del campo de fondo,
ec. (3.38), si todas las fuentes y campos ghost transforman igual que a. Lo mismo se puede
decir de la acción efectiva Γg si uno exige que ã, C̃ y C̃∗ transformen igual que a. Una
buena elección es el gauge de Gervais-Neveu generalizado

G = D̂µaµ + λa2
µ , (3.45)

pero aqúı nos vamos a restringir al gauge de Feynman covariante α = 1, λ = 0, con un
término de Faddeev-Popov asociado

SFP = 2

∫ β

0

dx0

∫
d3x tr

(
C∗D̂µ(D̂µC + [aµ, C])

)
. (3.46)

Descompongamos la corriente Jµ en

Jµ = Jµ + jµ (3.47)

donde definimos

jµ =
δStot[A, a]

δaµ

∣∣∣
a=0

. (3.48)

Podemos escribir la acción total como

Stot[A, a] − J · a = SE
YM[A] +

1

2

∫ β

0

dx0

∫
d3x tr (aµ∆µν [A]aν)

−
∫ β

0

dx0

∫
d3x tr

(
C∗∆[A]C − Sint[A, a] − J ·Q

)
, (3.49)

con las siguientes definiciones

∆µν [A] = −
(
δµνD̂

2
λ + 2F̂µν

)
, ∆[A] = −D̂2

µ ,

Sint[A, a] =

∫ β

0

dx0

∫
d3x tr

(
(D̂µaν)[aµ, aν ] +

1

4
[aµ, aν ]

2 + C∗D̂µ[aµ, C]

)
.(3.50)
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donde D̂µ = [Dµ, ] y F̂µν = [Fµν , ]. Notar que la constante de acoplamiento g puede ser
absorbida en la normalización de los campos. De este modo obtenemos el nuevo funcional
generador

Zg[A,J , η∗, η]

=

∫
DaDC∗DC exp

[
− SE

YM[A] − 1

2

∫ β

0

dx0

∫
d3x aµ∆µνaν +

∫ β

0

dx0

∫
d3xC∗∆C

−Sint[A, a] + J · a+ η∗ · C + C∗ · η
]
, (3.51)

que depende de la nueva corriente J . Notar que el único término lineal en el campo gauge
aµ que aparece en el exponente es el que está acoplado con la corriente J .

Si imponemos ahora las condiciones ã = C̃ = C̃∗ = 0, la acción efectiva se puede
escribir como

Γg[A, 0, 0, 0] = −Wg[A,J , η∗, η]
∣∣∣
δW/δJ=δW/δη∗=δW/δη=0

(3.52)

y es todav́ıa invariante respecto a la transformación gauge del campo de fondo dada en
(3.38). El desarrollo perturbativo de esta acción efectiva solamente contiene diagramas de
vaćıo, que son 1PI.

El desarrollo de la acción efectiva de Yang-Mills en términos de ~ viene dado por

Γg[A, 0, 0, 0] = SE
YM[A] +

1

2
Tr log(−δµνD̂

2
λ − 2F̂µν) − Tr log(−D̂2

µ) + O(~2) . (3.53)

El término SE
YM[A] es la contribución clásica, y los términos segundo y tercero son las

contribuciones cuánticas a O(~). En (3.53) se puede ver que el operador de Klein-Gordon
sobre los campos cuánticos aµ (segundo término del miembro derecho de la igualdad)

actúa sobre un espacio interno de dimensión D× N̂c, donde en regularización dimensional
D = 4 − 2ε que es el número de polarizaciones del gluón (f́ısicas o no).2 D se corresponde

con el ı́ndice de Lorentz µ. Los operadores D̂µ y F̂µν actúan en la representación adjunta.
Notar que la derivada covariante en este operador de Klein-Gordon es la identidad en el
espacio de Lorentz, mientras que el término de masa es una matriz en dicho espacio, esto es
(M)µν = −2F̂µν . Por otra parte, el operador de Klein-Gordon de los campos ghost (tercer
término del miembro derecho de la igualdad) actúa sobre un espacio interno de dimensión

N̂c. La derivada covariante es Dµ en la representación adjunta y el término de masa es
cero.

3.3.2. Acción efectiva a un loop

La acción efectiva total de QCD quiral hasta nivel de un loop queda

Γ[A] = −µ
−2ε

2g2
0

∫
d4x tr(F 2

µν) + Γq[A] + Γg[A] , (3.54)

2N̂c es el número de generadores del grupo gauge (N 2
c −1 en SU(Nc)) y se corresponde con la dimensión

de la representación adjunta del grupo.
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donde el primer término es la acción de la teoŕıa de Yang-Mills a nivel árbol teniendo en
cuenta la renormalización (g0 es una constante adimensional). El segundo término es la
contribución de los quarks, que ha sido calculada en la sección 3.2. El tercer término cor-
responde a las contribuciones que surgen después de integrar los ghosts y las fluctuaciones
cuánticas de los campos gauge

Γg[A] =
1

2
Tr log(−δµνD̂

2
λ − 2F̂µν) − Tr log(−D̂2

µ) =:

∫ β

0

dx0

∫
d3xLg(x) . (3.55)

Haciendo uso del desarrollo del heat kernel podemos escribir

Lg(x) = −1

2

∫ ∞

0

dτ

τ

µ2ε

(4πτ)D/2

∑

n

τnt̂r(bTn,g(x)) . (3.56)

La traza sobre el espacio de Lorentz para los gluones está incluida en los coeficientes bT
n,g.

En esta fórmula t̂r se refiere a traza en el espacio de color en la representación adjunta.
Se puede comprobar expĺıcitamente en el cálculo que el efecto de los ghosts es quitar dos
grados de polarización del gluón, esto es D → D−2. Debido a la traza de Lorentz todos los
términos con una única M se van a anular, en particular bT1,g y bT5/2,g no van a contribuir.
Hasta dimensión de masa 6 tenemos

bT0,g = (D − 2)ϕ0(Ω̂) ,

bT2,g =

(
−2 +

D − 2

12

)
ϕ0(Ω̂)F̂ 2

µν −
D − 2

6
ϕ2(Ω̂)Ê2

i , (3.57)

bT3,g = ϕ0(Ω̂)

((
4

3
+
D − 2

90

)
F̂µνF̂νλF̂λµ +

1

3
F̂ 2

λµν −
D − 2

60
F̂ 2

µµν

)

+
1

6
ϕ2(Ω̂)

(
−2F̂ 2

0µν +
D − 2

10

(
Ê2

ii + F̂ 2
0ij − 2ÊiF̂ijÊj

))

+ (D − 2)

(
1

10
ϕ4(Ω̂) − 1

6
ϕ2(Ω̂)

)
Ê2

0i .

En estas fórmulas las funciones ϕn corresponden a su versión bosónica, esto es, la suma
es sobre las frecuencias de Matsubara p0 = 2πin/β. A diferencia del sector fermiónico, el

argumento de estas funciones, Ω̂, y las derivadas covariantes están en la representación
adjunta. Notar que los términos con D − 2 proceden de términos del heat kernel que no
tienen masa. Los términos que rompen simetŕıa Lorentz se han separado expĺıcitamente.

Para calcular el lagrangiano efectivo deberemos introducir los coeficientes (3.57) en
(3.56). Las integrales en τ que aparecen son del tipo (3.24). Como sabemos las versiones
bosónica y fermiónica de las funciones ϕn están relacionadas por el cambio Ω → −Ω , esto
es ϕ+

n (Ω) = ϕ−
n (−Ω) . De aqúı tenemos que las integrales I+

`,2n van a ser las mismas que
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I−`,2n de (3.25) excepto por el cambio ν → ν̂ − 1
2

I+
`,2n(ei2πν̂) = (−1)n(4π)ε

(
µβ

2π

)2ε(
β

2π

)2` Γ(`+ n+ ε+ 1
2
)

Γ(1
2
)

×
[
ζ(1 + 2`+ 2ε, ν̂) + ζ(1 + 2`+ 2ε, 1 − ν̂)

]
,

0 < ν̂ < 1 . (3.58)

donde hemos hecho uso de la notación Ω̂ = ei2πν̂ . Esta fórmula se ha escrito para que sea
válida en el intervalo 0 < ν̂ < 1. Fuera de este intervalo debe considerarse la extensión
periódica de la función. Las integrales I+

`,2n(ei2πν̂) son pares bajo el cambio ν̂ → 1 − ν̂ .
El orden cero requiere

I+
−2,0 = −1

3

(
2π

β

)4

(B4(ν̂) +B4(1 − ν̂)) +O(ε) . (3.59)

El potencial efectivo va a ser

L0,g(x) =
π2

3β4
t̂r(B4(ν̂) +B4(1 − ν̂))

= − π2

45β4
N̂c +

2π2

3β4
t̂r [ν̂2(1 − ν̂)2] , Ω̂(x) = ei2πν̂ , 0 < ν̂ < 1 , (3.60)

donde N̂c := t̂r(1) = N 2
c − 1 es el número de generadores del grupo gauge. ν̂ es la matriz

log(Ω̂)/(2πi) con valores propios en la rama 0 < ν̂ < 1.
Para los términos con dimensión de masa 4 vamos a necesitar

I+
0,0 =

1

ε
+ log(4π) − γE + 2 log(µβ/4π) − ψ(ν̂) − ψ(1 − ν̂) +O(ε) ,

I+
0,2

= I+
0,0 + 2I+

0,2 = −2 +O(ε) . (3.61)

I+
0,0 es divergente ultravioleta e I+

0,2
es finito. Notar que en las D’s que aparecen en nuestras

expresiones tras hacer la traza de Lorentz también existen ε’s que hay que tener en cuenta.
La parte finita del lagrangiano efectivo, en el esquema MS, es

L2,g(x) =
1

(4π)2
t̂r

[
11

12

(
2 log(µβ/4π) +

1

11
− ψ(ν̂) − ψ(1 − ν̂)

)
F̂ 2

µν −
1

3
Ê2

i

]
. (3.62)

En esta fórmula no hemos considerado las contribuciones divergentes. Éstas serán tratadas
en la sección 3.4, donde abordaremos el problema de la renormalización.

Para los términos con dimensión de masa 6 vamos a necesitar las integrales

I+
1,0 = −

(
β

4π

)2 (
ψ′′ (ν̂) + ψ′′ (1 − ν̂)

)
+O(ε) , (3.63)

I+
1,2

= −2I+
1,0 +O(ε) , I+

1,4
= −4I+

1,0 +O(ε) . (3.64)
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Esto conduce a

L3,g(x) =
1

2

β2

(4π)4
t̂r

[(
ψ′′(ν̂) + ψ′′(1 − ν̂)

)
(3.65)

×
(

61

45
F̂µνF̂νλF̂λµ +

1

3
F̂ 2

λµν −
1

30
F̂ 2

µµν +
3

5
F̂ 2

0µν −
1

15
Ê2

ii +
2

15
ÊiF̂ijÊj

)]
.

3.4. Renormalización

Para la renormalización deberemos de considerar todas las contribuciones divergentes
que hemos obtenido, tanto del sector de quarks como del sector gluónico. El lagrangiano a
nivel árbol junto con estas divergencias conduce a

Lárbol(x) + Ldiv
q (x) + Ldiv

g (x) =

= − 1

2g2
0

tr(F 2
µν) +

1

(4π)2

(
1

ε
+ log(4π) − γE

)(
11

12
t̂r(F̂ 2

µν) −
Nf

3
tr(F 2

µν)

)

= − 1

2g2(µ)
tr(F 2

µν) . (3.66)

Hacemos uso de la siguiente identidad

t̂r
(
F̂ 2

µν

)
= 2tr(1)tr

(
F 2

µν

)
− 2 (tr (Fµν))

2 = 2Nctr
(
F 2

µν

)
, (3.67)

donde se ha considerado que el grupo gauge es SU(Nc). De aqúı obtenemos en el esquema
MS

1

g2(µ)
=

1

g2
0

− β0

(
1

ε
+ log(4π) − γE

)
, β0 =

1

(4π)2

(
11

3
Nc −

2

3
Nf

)
, (3.68)

lo cual garantiza la independencia en escala de ec. (3.66). Notar que nos hemos limitado
a renormalizar la constante de acoplamiento. Por invariancia gauge, los campos clásicos
Aµ no necesitan ser renormalizados, si bien para el problema de la reducción dimensional,
en general ésta funciona mejor si los campos se renormalizan de tal modo que todas las
contribuciones a E2

i y B2
i , que proceden de loops no estáticos, son canceladas mediante

contratérminos [49].
Si consideramos todos los términos con dimensión de masa 4, para ellos el lagrangiano

renormalizado de QCD quiral hasta un loop es

L2,QCD(x) =

(
− 1

2g2(µ)
+ β0 log(µβ/4π) +

1

6

1

(4π)2
Nc

)
tr(F 2

µν)

−11

12

1

(4π)2
t̂r
[(
ψ(ν̂) + ψ(1 − ν̂)

)
F̂ 2

µν

]

+
1

3

1

(4π)2
Nf tr

[(
ψ(1

2
+ ν) + ψ(1

2
− ν)

)
F 2

µν

]

−2

3
(Nc −Nf )

1

(4π)2
tr
[
E2

i

]
, −1

2
< ν <

1

2
, 0 < ν̂ < 1 . (3.69)
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Otra posibilidad es usar el método de Pauli-Villars para regular las divergencias ultra-
violetas [50]. La regularización de Pauli-Villars consiste básicamente en la introducción,
en el funcional generador, de nuevos campos a′µ y C ′ que transforman como aµ y C, pero
tienen una masa M que posteriormente se considerará en el ĺımite M → ∞. Por con-
veniencia consideramos que los dos campos tienen la misma masa. La aplicación de este
procedimiento conduce a la siguiente función de partición regulada

Z[A]|reg =
Z[A]

Z ′[A,M 2]
. (3.70)

Z ′[A,M 2] tiene la misma forma que Z[A] excepto que los términos de masa están incluidos.
Para un operador genérico K, la expresión regulada para el determinante funcional es

Det(K)|reg =
Det(K)

Det(K +M 2)
= exp

[
−
∫ ∞

0

dτ
(
1 − e−τM2

)
Tr e−τK

]
, (3.71)

donde hemos hecho uso de la representación de tiempo propio de Schwinger. Por tanto la
regularización de Pauli-Villars corresponde a insertar el factor (1−e−τM2

) en la integración
en τ . Todas las integrales convergentes (incluidas I±

0,2
) quedan igual que en regularización

dimensional, y las integrales que divergen son

I+,PV
0,0 = 2 log(M/µ) + 2 log(µβ/4π) − ψ(ν̂) − ψ(1 − ν̂) +O(M−1) , 0 < ν̂ < 1 , (3.72)

I−,PV
0,0 = 2 log(M/µ) + 2 log(µβ/4π) − ψ( 1

2
+ ν) − ψ(1

2
− ν) +O(M−1) , −1

2
< ν <

1

2
.

El lagrangiano a nivel árbol tiene la siguiente constante de acoplamiento desnuda (para
cutoff M),

1

g2
0(M)

=
2

(4π)2

(
11

3
Nc −

2

3
Nf

)
log

M

µ
. (3.73)

El lagrangiano a nivel árbol junto con todas las contribuciones divergentes del sector
gluónico y del sector fermiónico conduce a (en este esquema de regularización)

Lárbol(x) + Ldiv
q (x) + Ldiv

g (x) = − 1

2g2
0(M)

tr(F 2
µν) +

1

(4π)2
log(M)

(
11

3
Nc −

2

3
Nf

)
tr(F 2

µν)

= − 1

2g2(µ)
tr(F 2

µν) , (3.74)

donde hemos hecho uso de la identidad (3.67), válida en SU(Nc). Notar que el término
divergente ultravioleta log(M) es cancelado por la constante de acoplamiento desnuda, de
modo que al final el cutoff M es reemplazado por el parámetro finito µ. Si, como es usual,
el parámetro Λ en cada esquema es definido como la escala µ = Λ para la cual 1/g2(µ) se
anula, encontramos que los dos esquemas MS y PV dan idénticos resultados cuando

log
(
Λ2

PV/Λ
2
MS

)
=

1

11 − 2Nf

N

. (3.75)

Si se hace uso de otro esquema de regularización, la escala deberá modificarse en conse-
cuencia [51, 101].
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3.5. Divergencias infrarrojas

En el cálculo del sector gluónico de la acción efectiva existe un problema de divergencias
infrarrojas. En la representación adjunta, Nc − 1 valores propios de Ω̂ son necesariamente
la unidad, de modo que el valor ν̂ = 0 va a aparecer siempre al tomar la traza adjunta.
Notar que para integrales I+

`,n con n 6= 0, el modo estático no va a contribuir. Sin embargo

en I+
`,0 este modo puede producir divergencias infrarrojas y ultravioletas. En concreto la

singularidad de I+
`,n(ei2πν̂) para valores de ν̂ enteros procede de la divergencia infrarroja

del modo estático. En regularización dimensional la integral I+
`,0(1)|p0=0 se define como

cero ya que no tiene una escala natural [52]. Tal y como se explica en el apéndice B, las
integrales I+

`,2n sin el modo estático vienen dadas por las mismas expresiones que (3.58)
después de la sustitución ν̂ → 1 + ν̂ en la primera ζ. En consecuencia, la prescripción va a
ser usar las fórmulas de L2,g y L3,g con las sustituciones

ψ(ν̂) + ψ(1 − ν̂)
∣∣
ν̂=0

→ ψ(1 + ν̂) + ψ(1 − ν̂)
∣∣
ν̂=0

= −2γE ,

ψ′′(ν̂) + ψ′′(1 − ν̂)
∣∣
ν̂=0

→ ψ′′(1 + ν̂) + ψ′′(1 − ν̂)
∣∣
ν̂=0

= −4ζ(3) , (3.76)

realizadas únicamente en el subespacio Ω̂ = 1. Esta prescripción preserva la periodicidad
de la acción efectiva como función de log(Ω̂), de modo que es consistente con la invariancia
gauge.

Un modo alternativo de tratar las divergencias infrarrojas es regulándolas añadiendo
en las integrales en τ una función cutoff e−τm2

. Los modos que son finitos en el régimen
infrarrojo no se ven afectados en el ĺımite m → 0. El modo estático en ϕ0 da lugar a
divergencias que deberán ser añadidas al resultado obtenido previamente en regularización
dimensional. Esto produce la contribución

I+
`,0(1)|p0=0 =

√
4πΓ(1

2
+ `)

βm2`+1
. (3.77)

Puesto que las divergencias infrarrojas proceden exclusivamente del modo estático de ϕ0,
las relaciones de escala del tipo (3.64) para I+

`,2n
no serán válidas. Los términos divergentes

infrarrojos que obtenemos son:

L2,IR =
1

48π

T

m
tr
[
11F 2

µν⊥ + 2E2
i⊥
]
,

L3,IR =
1

240π

T

m3
tr
[
− 61

3
Fµν⊥FναFαµ + Ei⊥FijEj⊥ + EiFij‖Ej (3.78)

−5F 2
µνλ⊥ +

1

2
F 2

µµν⊥ +
9

2
F 2

0µν⊥ + 3E2
0i⊥ − 1

2
E2

ii⊥

]
.

En nuestra notación, Fµν‖ indica la parte de Fµν que conmuta con Ω y Fµν⊥ el resto.
Si bien son contribuciones gluónicas, se han expresado en la representación fundamental,
que suele ser preferible. En concreto, en el gauge en que Ω es diagonal, Fµν‖ es la parte

diagonal de Fµν . Únicamente términos con al menos una componente perpendicular pueden
ser divergentes infrarrojos.
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3.6. Teoŕıa efectiva dimensionalmente reducida

Desde mediados de la década de los noventa la mayor parte del esfuerzo que se ha
dedicado en QCD perturbativa a alta temperatura ha sido en calcular la presión, y sólo
recientemente se ha obtenido el orden perturbativo más alto posible [53], mediante el uso
de ideas de reducción dimensional [54, 55, 56, 57, 58]. Estas ideas se basan en el hecho de
que a temperatura suficientemente alta el comportamiento de la teoŕıa puede ser descrito,
en principio, por una teoŕıa efectiva en tres dimensiones [87].

Como sabemos, a temperatura finita los campos periódicos se pueden descomponer en
modos de Fourier

Aµ(x0, ~x) =
∞∑

n=−∞
Aµ(ωn, ~x)e

iωnx0 , ωn =
2πn

β
. (3.79)

Cada modo lleva asociado un propagador de la forma [~p2 + ω2
n]−1. Para valores de n difer-

entes de cero, ωn juega el papel de una masa. En el ĺımite T → ∞ todas las frecuencias
de Matsubara no nulas son infinitamente grandes. Puesto que las part́ıculas infinitamente
pesadas se desacoplan en una teoŕıa de campos a temperatura cero, se puede esperar que
ocurra lo mismo para los modos no estáticos n 6= 0 en teoŕıas de campos a temperatura
alta, de modo que una teoŕıa efectiva en tres dimensiones seŕıa suficiente para explicar el
comportamiento.

En la sección 3.3 hemos obtenido la acción efectiva haciendo una separación del campo
gluónico en un background clásico más una fluctuación cuántica, e integrando ésta última a
un loop. Se puede adaptar esta técnica para calcular la acción de la teoŕıa dimensionalmente
reducida (que denotaremos en lo sucesivo como L′(~x)), haciendo lo siguiente:

considerar un background estacionario;

considerar fluctuaciones puramente no estacionarias.

La integración de los modos fermiónicos y los modos gluónicos no estacionarios va a dar
lugar a una teoŕıa efectiva para los restantes modos estacionarios (independientes del tiem-
po), que consiste en una teoŕıa gauge SU(Nc) en tres dimensiones acoplada con un campo
escalar A0. A eso se le llama “reducción dimensional”

∫
d4xLQCD(x) −→

∫
d3xL′(~x) . (3.80)

La segunda condición implica eliminar los modos estáticos n = 0 en todas las sumas
de Matsubara. Hay que mencionar que L′(~x) no es la acción efectiva de la teoŕıa dimen-
sionalmente reducida, sino que es la acción verdadera (en la aproximación de un loop), en
el sentido de que la integral funcional sobre las configuraciones estacionarias con L′(~x) da
lugar a la función de partición.
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3.6.1. Eliminación de los modos estáticos

La eliminación del modo estático sólo afecta al sector gluónico, y resulta irrelevante
en el sector de quarks, de modo que L′

q(~x) = βLq(~x).
3 El sector gluónico a nivel árbol

tampoco se ve afectado, de modo que para el nivel árbol renormalizado se tiene

L′
árbol(~x) = βLárbol(~x) . (3.81)

La eliminación del modo estático en el sector gluónico (para |ν̂| < 1) corresponde a la
sustitución ν̂ → ν̂ + 1 en la primera ζ de (3.58). Esto conduce trivialmente a las siguientes
fórmulas:

L′
0,g(~x) =

2π2

3
T 3
[
ν̂2(1 + ν̂2)

]
, ν̂ = log(Ω̂)/(2πi) , −1 ≤ ν̂ ≤ 1 . (3.82)

L′
2,g(~x) =

1

(4π)2T

[11
12

(
2 log(µ/4πT ) +

1

11
− ψ(ν̂) − ψ(−ν̂)

)
F̂ 2

µν −
1

3
Ê2

i

]
, (3.83)

L′
3,g(~x) =

1

2

1

(4π)4

1

T 3

[(
ψ′′(ν̂) + ψ′′(−ν̂)

)
(3.84)

×
(

61

45
F̂µνF̂νλF̂λµ +

1

3
F̂ 2

λµν −
1

30
F̂ 2

µµν +
3

5
F̂ 2

0µν −
1

15
Ê2

ii +
2

15
ÊiF̂ijÊj

)]
.

En el potencial efectivo se ha desechado un término que es independiente de A0. Para los
términos con dimensión de masa cuatro y seis se ha hecho uso de la identidad ψ(1 + ν̂) +

ψ(1− ν̂) = ψ(ν̂)+ψ(−ν̂). En estas fórmulas, F̂0µν indica [A0, F̂µν ]. Notar que la eliminación
del modo estático permite que L′(~x) esté libre de divergencias infrarrojas.

3.6.2. Desarrollo en A0 pequeño

Además de tomar Aµ estacionario, consideraremos que A0 es pequeño (en particular
|ν̂| < 1). Esto es válido a temperatura alta, pues en este régimen el potencial efectivo pro-
duce una supresión en las configuraciones de Ω(~x) que están lejos de la unidad. En ausencia
de quarks, esto se puede ver como que Ω(~x) vive cerca de un elemento del centro del grupo
gauge (la rotura espontánea de la simetŕıa del centro indica la fase de desconfinamiento).
Siempre va a ser posible hacer una transformación gauge para llevar una configuración a la
región |ν̂| < 1. El considerar esta configuración es importante, pues únicamente cuando A0

es pequeño (|ν̂| < 1) las fluctuaciones no estáticas son las más pesadas. Si A0 es pequeño,
podremos desarrollar L′(~x) en potencias de A0. Notar que en el contaje en dimensiones de
masa, el A0 procedente de Ω tiene dimensión 1 (Ω no tiene dimensiones de masa). Este
nuevo contaje no es compatible con invariancia gauge expĺıcita.

El potencial efectivo es un polinomio en A0. De ec. (3.27) y (3.82), se obtiene

L′
0(~x) = −

(
Nc

3
+
Nf

6

)
T 〈A2

0〉 +
1

4π2T
〈A2

0〉2 +
1

12π2T
(Nc −Nf )〈A4

0〉 . (3.85)

3Notar que existe un factor β extra en L′(~x)
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En el resto de esta sección usaremos la notación 〈X〉 := tr(X), para la traza en la repre-
sentación fundamental.

El resultado que se obtiene para los términos con dimensión de masa cuatro se puede
escribir como4

L′
(4)(~x) = − 1

Tg2
E(T )

〈E2
i 〉 −

1

Tg2
M(T )

〈B2
i 〉 , (3.88)

con las siguientes constantes de acoplamiento cromoeléctricas y cromomagnéticas

1

g2
E(T )

=
1

g2(µ)
− 2β0(log(µ/4πT ) + γE) +

1

3(4π)2

(
Nc + 8Nf

(
log 2 − 1

4

))
,

1

g2
M(T )

=
1

g2(µ)
− 2β0(log(µ/4πT ) + γE) +

1

3(4π)2
(−Nc + 8Nf log 2) . (3.89)

El valor de g2
M(T ) coincide con [58] para Nc = 3. También coincide con [49] (con Nf = 0) si

se considera un factor adecuado dependiente de Nc entre la escala Λ usada en este art́ıculo
y nuestra µ.

Podemos introducir los parámtros térmicos Λ eléctricos y magnéticos como [87]

1

g2
E,M(T )

= 2β0 log(T/ΛT
E,M) . (3.90)

Estos parámetros fijan la escala de ambas constantes de acoplamiento a temperatura alta.
De ec. (3.89) se tiene

log(ΛT
E/ΛMS) = γE − log(4π) − Nc + 8Nf (log 2 − 1/4)

22Nc − 4Nf

,

log(ΛT
M/ΛMS) = γE − log(4π) +

Nc − 8Nf log 2

22Nc − 4Nf

. (3.91)

Los términos con dimensión de masa seis proceden de L′
2(~x) (desarrollando la función

4Mediante un reescalamiento de los campos gauge con factores de renormalización convenientemente
elegidos, se puede conseguir que L′

(4)(~x) presente el mismo aspecto que el nivel árbol renormalizado a

temperatura cero (ec. (3.66)). Es necesario considerar factores diferentes para la componente espacial y

temporal de los campos: Ai → Z
1/2
M Ai y A0 → A

1/2
E A0.

ZM = 1 + 2g2β0(log(µ/4πT ) + γE) − g2

3(4π)2
(−Nc + 8Nf log 2) , (3.86)

ZE = ZM − 2g2

3(4π)2
(Nc − Nf ) . (3.87)
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digamma hasta orden dos en ν) y de L′
3(~x) (a orden cero). Se obtiene 5

L′
(6)(~x) = − 2

15

ζ(3)

(4π)4T 3

[
(2
3
Nc −

14

3
Nf

)
〈FµνFνλFλµ〉 + (19Nc − 28Nf )〈F 2

µµν〉

+(18Nc − 21Nf )〈F 2
0µν〉 + (110Nc − 140Nf )〈A2

0F
2
µν〉 − (2Nc − 14Nf )〈E2

ii〉

+(4Nc − 28Nf )〈EiFijEj〉 + 110〈A2
0〉〈F 2

µν〉 + 220〈A0Fµν〉2
]
. (3.94)

Este resultado coincide con el obtenido en [49], calculado en el sector gluónico y con Nc

arbitrario. El lagrangiano de dimensión seis ha sido calculado asimismo en [43] para el
sector de quarks y en SU(3), en ausencia de campo cromomagnético (Ai = 0) y eliminando
términos con más de dos derivadas espaciales (por ejemplo E2

ii). Nuestro cálculo reproduce
este resultado. En esta misma referencia se hace el cálculo para el sector gluónico, y tanto
nuestro resultado como el de [49] se muestran en desacuerdo con él.

3.7. Resultados en SU(2)

En las secciones precedentes hemos encontrado resultados generales, válidos para cualquier
grupo gauge en el sector fermiónico (sección 3.2), y para SU(Nc) en el sector gluónico (sec-
ción 3.3). Para el cálculo de las trazas en espacio de color es necesario particularizar nuestras
fórmulas a un grupo gauge concreto. Consideraremos aqúı espećıficamente el grupo SU(2).

En esta sección sólo mostraremos los órdenes L0(x) y L2(x). Los resultados completos
L0,2,3(x) en ambos sectores aparecen en el Apéndice C.

3.7.1. Traza en espacio de color

Usaremos como base de su(2) las matrices ~t = ~σ/2i, donde ~σ son las matrices de Pauli.

A0 = Aa
0ta = − i

2
~σ · ~A0 , Fµν = F a

µνta = − i

2
~σ · ~Fµν , . . . (3.95)

En esta base

[ta, tb] = εabctc , tr(tatb) = −1

2
δab . (3.96)

En el gauge de Polyakov A0 es independiente del tiempo y diagonal en la representación
fundamental, de modo que resulta especialmente conveniente para nuestro cálculo. Para

5Aqúı se ha hecho uso de las siguientes identidades:

(
X̂2
)

= 2N〈X2〉 , X ∈ su(N) , (3.92)

(X̂2Ŷ 2) = 2N〈X2Y 2〉 + 2〈X2〉〈Y 2〉 + 4〈XY 〉2 , X, Y ∈ su(N) . (3.93)
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SU(2), en este gauge tenemos

A0 = − i

2
σ3φ , φ =

√
Aa

0A
a
0 , (3.97)

de modo que los valores propios del loop de Polyakov en la representación fundamental
Ω = exp(−βA0) , son exp(±iβφ/2) . En la representación adjunta

Â0 = Aa
0 Ta , (T a)bc = fbac = −εabc (3.98)

y de aqúı se tiene que los valores propios del loop de Polyakov en la representación adjunta
Ω̂ = exp(−βÂ0), son exp(±iβφ) y 1.

Para el sector fermiónico, tras calcular la traza en el espacio de color, obtenemos

L0,q(x) =
2π2

3
T 4Nf

(
2

15
− 1

4
(1 − 4ν2)2

)
, (3.99)

L2,q(x) =
Nf

48π2

(
2 log

( µ

4πT

)
− ψ(1

2
+ ν) − ψ(1

2
− ν) − 1

)
~E2

i

+
Nf

48π2

(
2 log

( µ

4πT

)
− ψ(1

2
+ ν) − ψ(1

2
− ν)

)
~B2

i , (3.100)

donde

ν =

(
βφ

4π
+

1

2

)
(mod 1) − 1

2
. (3.101)

En el sector gluónico se obtiene

L0,g(x) =
π2

3
T 4

(
−1

5
+ 4ν̂2(1 − ν̂)2

)
, (3.102)

L2,g(x) = − 11

48π2

(
2 log

( µ

4πT

)
− 1

11
− ψ(ν̂) − ψ(1 − ν̂)

)
~E2

i‖

− 11

48π2

(
12

11

πT

m
+ 2 log

( µ

4πT

)
− 1

11
+ γE − 1

2
ψ(ν̂) − 1

2
ψ(1 − ν̂)

)
~E2

i⊥

− 11

48π2

(
2 log

( µ

4πT

)
+

1

11
− ψ(ν̂) − ψ(1 − ν̂)

)
~B2

i‖

− 11

48π2

(
πT

m
+ 2 log

( µ

4πT

)
+

1

11
+ γE − 1

2
ψ(ν̂) − 1

2
ψ(1 − ν̂)

)
~B2

i⊥ ,(3.103)

donde

ν̂ =
βφ

2π
(mod 1) . (3.104)

Hemos hecho uso del esquema MS, y hemos considerado expĺıcitamente un cutoff in-
frarrojo (ver sec. 3.5). Nuestros resultados son periódicos en φ. En estas expresiones se
ha hecho la separación de los sectores eléctrico y magnético. Bi = 1

2
εijkFjk es el campo

magnético, y
~Ei = ~Ei‖ + ~Ei⊥ , ~Bi = ~Bi‖ + ~Bi⊥ , (3.105)
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Figura 3.1: Potencial efectivo a un loop para SU(2) como función de βφ/2π, en ausencia de
fermiones (ĺınea continua), con un fermión sin masa (rayada) y con dos fermiones (puntos
y rayas). Se ha graficado 12β4L0/π

2 y se ha eliminado el término constante.

es la descomposición de los campos eléctrico y magnético en la dirección paralela y per-
pendicular a ~A0. Esa descomposición es invariante gauge, siempre y cuando se considere
que, en un gauge general, la dirección paralela es aquella que venga indicada por el loop
de Polyakov (esto es, aquella que conmuta con el loop de Polyakov), y la perpendicular
el resto. En la expresión de L2,g(x) vemos que las componentes paralelas de los campos
están libres de divergencias infrarrojas. Sólamente las componentes perpendiculares pueden
presentar este tipo de divergencias.

En la figura 3.1 se muestra el comportamiento del potencial efectivo (orden cero del
lagrangiano). Observamos que las periodicidades del sector fermiónico y del sector gluónico
se diferencian en un factor 2.

Los lagrangianos efectivos L2,q(x) y L2,g(x) presentan la siguiente estructura

L2,q(x) = −f1,q(ν) ~E
2
i⊥ − f2,q(ν) ~E

2
i‖ − h1,q(ν) ~B

2
i⊥ − h2,q(ν) ~B

2
i‖ , (3.106)

L2,g(x) = −f1,g(ν̂) ~E
2
i⊥ − f2,g(ν̂) ~E

2
i‖ − h1,g(ν̂) ~B

2
i⊥ − h2,g(ν̂) ~B

2
i‖ . (3.107)

Para el sector de quarks se tiene f1,q = f2,q ≡ fq, h1,q = h2,q ≡ hq.
En la figura 3.2 aparece graficada la función f1,q(ν) + f1,g(ν̂). Notar que f1,g(ν̂) es

singular en ν = 0 lo cual es debido a la contribución del modo cero. El resto de funciones:
f2,q(ν)+f2,g(ν̂) , h1,q(ν)+h1,g(ν̂) y h2,q(ν)+h2,g(ν̂); presentan un comportamiento similar.

3.7.2. Invariancia gauge del resultado

Después de fijar el gauge de Polyakov (A0 diagonal e independiente del tiempo), queda
aún una simetŕıa abeliana residual que consiste en rotaciones gauge arbitrarias indepen-
dientes del tiempo sobre los generadores de Cartan (σ3 en el caso de SU(2)), y de una
rotación gauge dependiente del tiempo (también sobre los ejes de Cartan) que va a ser
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Figura 3.2: Gráfico de 96π2(f1,q + f1,g) como función de βφ/2π, en ausencia de fermiones
(ĺınea continua), con dos fermiones sin masa (rayada) y con cuatro y ocho fermiones en
orden sucesivo (puntos y rayas). Se han eliminado los términos constantes.

discreta para ser compatible con la periodicidad de Ai(x0, ~x) (ver apéndice A). Para una
teoŕıa gauge pura SU(2) esta simetŕıa residual corresponde a la siguiente transformación

Aµ → U−1∂µU + U−1AµU , U(x0, ~x) = exp
[
−iσ3

2
(α(~x) + x02πn/β)

]
, (3.108)

donde n es un entero. Notar que no podemos hacer rotaciones sobre un eje que no sea
el eje diagonal, ya que esto haŕıa que A0 fuera no diagonal. La dependencia en el tiempo
debe ser lineal, ya que en caso contrario se generaŕıa una dependencia temporal en A0. La
transformación gauge (3.108) verifica U(x0 + β, ~x) = (−1)nU(x0, ~x). La fase (−1)n se debe
a la simetŕıa del centro del grupo gauge, que es Z(2). En componentes esta transformación
es

A′3
0 (~x) = A3

0(~x) + 2πn/β ,

A′1
i (x0, ~x) = A1

i cosχ+ A2
i sinχ ,

A′2
i (x0, ~x) = −A1

i sinχ+ A2
i cosχ ,

A′3
i (x0, ~x) = A3

i + ∂iα(~x) , (3.109)

donde χ(x0, ~x) = α(~x)+x02πn/β. Notar que la primera ecuación es equivalente a ν̂ ′ = ν̂+n.
En la figura 3.1 vemos que cuando no hay fermiones los mı́nimos absolutos del potencial

efectivo ocurren para valores enteros de βφ/2π, y todos ellos son transformaciones gauge
de A0 = 0.

Se puede comprobar que las combinaciones de campos ~E2
i‖,

~E2
i⊥, ~B2

i‖, y ~B2
i⊥ quedan

invariantes bajo la transformación (3.109). Por tanto el sector gluónico de la acción efectiva
es invariante gauge.

Al introducir fermiones en la teoŕıa la situación se modifica ligeramente. En general
hay más transformaciones residuales permitidas en una teoŕıa gauge pura SU(Nc) que en
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una teoŕıa SU(Nc) con fermiones. Los fermiones rompen la simetŕıa del centro del grupo
gauge, y la forma más general de la transformación U en este caso es

U(x0, ~x) = exp
[
−iσ3

2
(α(~x) + x04πn/β)

]
, (3.110)

que es un subgrupo de la anterior. Esta transformación produce ν ′ = ν+n, lo cual respeta
la periodicidad de todas las funciones (notar que (3.108) no respeta la periodicidad de las
funciones L0,q(ν), fq(ν) y hq(ν)). Como función de x0, la transformación gauge (3.110) es
estrictamente periódica en [0, β].

En la figura 3.1 se observa cómo la inclusión de fermiones da lugar a la rotura de la
simetŕıa Z(2). Esta rotura se manifiesta en que los puntos βφ/2π = 2n + 1 dejan de ser
mı́nimos absolutos del potencial efectivo y pasan a ser puntos estacionarios. Los mı́nimos
absolutos βφ/2π = 2n son transformaciones gauge (3.110) de A0 = 0.

3.7.3. Comparación con otros resultados

Podemos comparar nuestros resultados en SU(2) con los que aparecen en [59]. En este
trabajo se calcula la acción efectiva de una teoŕıa de Yang-Mills SU(2) a altas temperaturas
haciendo un desarrollo en derivadas covariantes. Este desarrollo es a todos los órdenes en
A0 mientras que nosotros hemos calculado únicamente los órdenes más bajos en D̂0, pues
aśı es como está construido el desarrollo del heat kernel. Por otra parte, a diferencia de [59],
nosotros hemos tratado otros grupos diferentes a SU(2), nuestras configuraciones gauge son
no estacionarias, hemos considerado términos de orden mayor en el número de derivadas
covariantes espaciales y hemos incluido el sector de los quarks.

El resultado que se obtiene en [59] es hasta cuatro derivadas espaciales y considerando
todos los órdenes en A0 en el caso estacionario y presenta la estructura de L2,g en (3.107).
Puesto que el nuestro no es estrictamente un desarrollo en A0 (el loop de Polyakov no
se ha desarrollado, con objeto de preservar invariancia gauge), no es posible hacer una
comparación directa con [59]. Sin embargo en nuestro tratamiento vemos que si la teoŕıa

fuera estacionaria, todos los términos de la forma (D̂n
0Fµν)‖, n ≥ 1, seŕıan cero, pues A0 es

diagonal. Esto quiere decir que nuestras funciones f2,g y h2,g no reciben ninguna contribu-
ción adicional más allá de L2,g. Si consideramos el esquema de Pauli-Villars comprobamos
que estas funciones coinciden con las correspondientes de [59], después de corregir un error
en el tratamiento de Pauli-Villars de f2,g en [59]. Por supuesto, el potencial efectivo es
correcto a todos los órdenes en A0.

Por otra parte nuestras funciones f1,g y h1,g contienen divergencias infrarrojas, mientras
que en el cálculo de [59] sólo h1,g es divergente.

En [59] las funciones f2,g, h1,g y h2,g son periódicas mientras que f1,g no lo es. Esta
falta de periodicidad en f1,g se debe a que la transformación gauge dependiente del tiempo
(3.109) induce derivadas temporales grandes en los campos A1,2

i , que son del orden de

2π/β. El campo eléctrico dinámico ∂0A
1,2
i únicamente aparece en la estructura f1,g(φ) ~E2

i,⊥,

y puesto que ésta es sólo cuadrática en el funcional ∂0A
1,2
i no tiene por qué ser invariante

gauge, y no hay necesidad de que f1,g(φ) sea periódica. Únicamente cuando se consideren
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todas las potencias de ∂0A
1,2
i en la acción efectiva se obtendŕıa invariancia gauge bajo

transformaciones gauge dependientes del tiempo.
Nuestro desarrollo contiene funciones que, a cualquier orden, son periódicas en φ. Notar

que el desarrollo está escrito en términos de magnitudes covariantes como F0µν y cuando
esos objetos se expanden en términos de A0 usando D0 = A0 en el caso estacionario, las
funciones resultantes no son periódicas, sin violar invariancia gauge.

3.8. Resultados en SU(3)

En esta sección consideraremos espećıficamente el grupo gauge SU(3). Calcularemos el
lagrangiano efectivo hasta términos con dimensión de masa 4.

3.8.1. Traza en espacio de color

Usaremos como base de su(3) las matrices ta = λa/2i, donde λa, a = 1, · · · , 8, son las
matrices de Gell-Mann

A0 = Aa
0ta = − i

2
λaA

a
0 , Fµν = F a

µνta = − i

2
λaF

a
µν , . . . (3.111)

En esta base

[ta, tb] = fabctc , tr(tatb) = −1

2
δab . (3.112)

Al igual que en la sección 3.7, elegimos el gauge de Polyakov, de modo que A0 va a ser
diagonal en la representación fundamental,

A0 = −iλ3

2
φ3 − i

√
3

2
λ8φ8 . (3.113)

Los valores propios del loop de Polyakov en esta representación son

ω1 = exp

(
i
β

2
(φ3 + φ8)

)
, ω2 = exp

(
i
β

2
(−φ3 + φ8)

)
, ω3 = exp (−iβφ8) , (3.114)

y si definimos las magnitudes νA como ωA = exp(i2πνA), A = 1, 2, 3, vamos a poder
expresar el sector fermiónico del lagrangiano efectivo en términos de

ν1 =
β

4π
(φ3 + φ8) , ν2 =

β

4π
(−φ3 + φ8) , ν3 = − β

2π
φ8 . (3.115)

Tras calcular la traza en el espacio de color, obtenemos

L0,q(x) = −π
2T 4Nf

12

(
−8

5
+ (1 − 4ν2

1)
2 + (1 − 4ν2

2)
2 + (1 − 4ν2

3)
2

)
, (3.116)
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L2,q(x) =
Nf

24π2

[
log
( µ

4πT

)
− 1

2

]
~E2

i +
Nf

24π2
log
( µ

4πT

)
~B2

i

− Nf

12(4π)2

(
f−(ν1) + f−(ν2)

) (
(F 1

µν)
2 + (F 2

µν)
2 + (F 3

µν)
2
)

− Nf

12(4π)2

(
f−(ν1) + f−(ν3)

) (
(F 4

µν)
2 + (F 5

µν)
2
)

− Nf

12(4π)2

(
f−(ν2) + f−(ν3)

) (
(F 6

µν)
2 + (F 7

µν)
2
)

− Nf

36(4π)2

(
f−(ν1) + f−(ν2) + 4f−(ν3)

)
(F 8

µν)
2

− Nf

6
√

3(4π)2

(
f−(ν1) − f−(ν2)

)
F 3

µνF
8
µν , (3.117)

donde

f−(ν) = ψ(1
2

+ ν) + ψ(1
2
− ν) , ν =

(
ν +

1

2

)
(mod 1) − 1

2
. (3.118)

Para el sector gluónico debemos calcular la traza en la representación adjunta. En esta
representación

(Â0)ab = (Ac
0Tc)ab = −fabcA

c
0 = −fab3φ3 − fab8

√
3φ8 , (3.119)

donde hemos hecho uso de (T c)ab = facb = −fabc. De aqúı se tiene que los valores propios

del loop de Polyakov en la representación adjunta Ω̂ = exp(−βÂ0) son

1 , 1 , exp (±iβφ3) , exp

(
±iβ

2
(φ3 + 3φ8)

)
, exp

(
±iβ

2
(φ3 − 3φ8)

)
. (3.120)

El sector gluónico del lagrangiano efectivo se va a poder expresar en términos de los in-
variantes

ν12 =
β

2π
φ3 , ν31 =

β

4π
(φ3 + 3φ8) , ν23 =

β

4π
(φ3 − 3φ8) . (3.121)
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Una vez que se calcula la traza en el espacio de color, se obtiene

L0,g(x) =
4

3
π2T 4

(
− 2

15
+ ν̂2

12(1 − ν̂12)
2 + ν̂2

31(1 − ν̂31)
2 + ν̂2

23(1 − ν̂23)
2

)
, (3.122)

L2,g(x) = − 1

(4π)2

(
11 log

( µ

4πT

)
− 1

2

)
~E2

i −
1

(4π)2

(
11 log

( µ

4πT

)
+

1

2

)
~B2

i

− T

4πm

(
~E2

i⊥ +
11

12
~B2

i⊥

)

+
1

(4π)2

11

12

(
f+(0) + f+(ν12) +

1

2
f+(ν31) +

1

2
f+(ν23)

)(
(F 1

µν)
2 + (F 2

µν)
2
)

+
1

(4π)2

11

12

(
f+(0) +

1

2
f+(ν12) + f+(ν31) +

1

2
f+(ν23)

)(
(F 4

µν)
2 + (F 5

µν)
2
)

+
1

(4π)2

11

12

(
f+(0) +

1

2
f+(ν12) +

1

2
f+(ν31) + f+(ν23)

)(
(F 6

µν)
2 + (F 7

µν)
2
)

+
1

(4π)2

11

12

(
2f+(ν12) +

1

2
f+(ν31) +

1

2
f+(ν23)

)
(F 3

µν)
2

+
1

(4π)2

11

8

(
f+(ν31) + f+(ν23)

)
(F 8

µν)
2

+
1

(4π)2

11

4
√

3

(
f+(ν31) − f+(ν23)

)
F 3

µνF
8
µν , (3.123)

donde

f+(ν) = ψ(ν̂) + ψ(1 − ν̂) (ν 6∈ Z) , ν̂ = ν ( mod 1) ,

f+(0) = −2γE . (3.124)

Al igual que hicimos en SU(2), podemos considerar la descomposicón de los campos en

la dirección paralela y perpendicular a ~A0. La dirección paralela ~Fµν‖ da cuenta de las

componentes 3 y 8. La dirección perpendiculal ~Fµν⊥ da cuenta de las componentes 1, 2,
4, 5, 6 y 7. En estas expresiones hemos hecho uso del esquema MS, y hemos considerado
expĺıcitamente un cutoff infrarrojo. Los resultados con regularización dimensional estricta
se obtienen simplemente eliminando los términos divergentes infrarrojos de las fórmulas.
Observamos que el subespacio paralelo está libre de divergencias infrarrojas.

El nivel árbol renormalizado es

Lárbol(x) =
1

4g2(µ)
~F 2

µν . (3.125)

En las fórmulas hasta orden 4 en masa vemos que las componentes 1 y 2 juegan el
mismo papel. Lo mismo ocurre con las componentes 4 y 5, y con las componentes 6 y
7. Hasta este orden, la estructura que encontramos es de cuatro planos bien definidos: el
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Figura 3.3: Potencial efectivo a un loop para SU(3) como función de ρ. Se considera θ = 0 y
se muestra el caso en que no hay fermiones (ĺınea continua), dos fermiones sin masa (puntos
y rayas), y fermiones solamente (rayada). Se ha graficado 12β4L0/π

2 y se ha eliminado el
término constante.

plano paralelo a ~A0, y tres planos transversales; esto es

L2,q(x) + L2,g(x) = f12(φ3, φ8)((E
1
i )

2 + (E2
i )

2) + f45(φ3, φ8)((E
4
i )

2 + (E5
i )

2)

+ f67(φ3, φ8)((E
6
i )

2 + (E7
i )

2) + f33(φ3, φ8)(E
3
i )

2 + f88(φ3, φ8)(E
8
i )

2

+ f38(φ3, φ8)(E
3
iE

8
i )

+ (misma estructura para BiBi) . (3.126)

Se puede comprobar que, eligiendo los generadores del álgebra del grupo de manera
conveniente, la estructura general que se obtiene para SU(Nc) en nuestro desarrollo hasta
orden 4 es de un plano paralelo conNc−1 componentes, yNc(Nc−1)/2 planos transversales,
cada uno de ellos formado por dos componentes. Las divergencias infrarrojas solamente van
a afectar a estos últimos.

3.8.2. Invariancia gauge del resultado

Con el fin de graficar las funciones definimos las magnitudes θ y ρ como

θ =
β

2π
φ3 , ρ =

β

2π
φ8 . (3.127)

En la figura 3.3 se muestra el potencial efectivo en la dirección de λ8. Cuando no hay
fermiones los únicos mı́nimos del potencial en esta dirección ocurren en los puntos ρ = 2n/3
que son justamente transformaciones gauge de ρ = 0. En la figura 3.4 aparece el potencial
efectivo en la dirección de λ3. Los mı́nimos absolutos son nuevamente transformaciones
gauge de θ = 0, pero aparecen además mı́nimos locales en θ = 2n + 1. En una gráfica
del potencial efectivo en dos dimensiones (figura 3.5) se puede observar que estos mı́nimos
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Figura 3.4: Potencial efectivo a un loop para SU(3) como en FIG. 3.3, pero en la dirección
de λ3. Se ha graficado como función de θ y se considera ρ = 0.

locales en realidad son cráteres que caen hacia mı́nimos absolutos en (θ, ρ) = (2n+1, 1/3).
En todos estos mı́nimos la matriz A0 tiene los mismos valores propios, de modo que todos
ellos son transformaciones gauge de A0 = 0.

Como se comenta en el Apéndice A la introducción de fermiones rompe la simetŕıa del
centro del grupo gauge. La rotura de esta simetŕıa se manifiesta en la aparición de mı́nimos
locales. En la figura 3.3 podemos observar que el mı́nimo absoluto en ρ = 2/3 para la teoŕıa
sin fermiones se transforma, con la inclusión de éstos, en un mı́nimo local. Esto es aśı ya
que el mı́nimo absoluto de la parte gauge del potencial efectivo coincide con el máximo
de la parte fermiónica. En general, como podemos observar en las figuras 3.5 y 3.6, cada
mı́nimo local de la teoŕıa gauge con fermiones se corresponde exactamente con un mı́nimo
absoluto de la teoŕıa gauge pura.

Con el fin de ilustrar el comportamiento de las funciones que aparecen en L2, en la
figura 3.7 se muestra la función f45 en la dirección de λ8. La parte bosónica de la función
presenta singularidades en ρ = 2n/3 lo cual es debido a la contribución del modo cero. El
comportamiento en la dirección de λ3 es parecido al de la figura 3.2.

3.8.3. Comparación con otros resultados

En [60], al igual que en [49], se calcula la acción efectiva a un loop de una teoŕıa de Yang-
Mills SU(Nc) haciendo un desarrollo en derivadas covariantes. El resultado no es covariante
gauge pues se considera un desarrollo en potencias de A0(~x). Como consecuencia de ello
el potencial efectivo que se obtiene no es periódico y sólo se aproxima al exacto cuando
A0 → 0. De todas formas en [60] se considera el potencial efectivo exacto, que es conocido
y ha sido calculado por nosotros, y se hace un estudio en el caso espećıfico de una teoŕıa
gauge SU(3) incluyendo fermiones. Hemos comprobado que sus resultados coinciden con
los nuestros.



3.9 Conclusiones 57

0 1 2 3 4
0

0.5

1

1.5

2

2.5

Figura 3.5: Gráfico de contorno del potencial efectivo a un loop para SU(3) como función
de θ (eje horizontal) y ρ (eje vertical) para una teoŕıa gauge pura.

3.9. Conclusiones

En este caṕıtulo se ha hecho un estudio de la acción efectiva de QCD a un loop a tem-
peratura finita en la región de interés fenomenológico correspondiente a la fase de plasma
de quarks y gluones. Para tal fin hemos usado la técnica del heat kernel del caṕıtulo 2,
que nos ha permitido calcular el determinante fermiónico y el determinante bosónico co-
rrespondiente a fluctuaciones gluónicas cuánticas en torno a un background clásico (es el
conocido como Método del Campo de Fondo).

El desarrollo del heat kernel se corresponde en este caso con un desarrollo en derivadas,
organizado de un modo muy eficiente. Hemos conseguido reproducir resultados parciales
previos, y extenderlos hasta orden T−2 incluyendo los efectos del loop de Polyakov, para
un grupo gauge general SU(Nc). Se ha calculado la acción de la teoŕıa efectiva dimension-
almente reducida hasta ese mismo orden. Finalmente se han particularizado las fórmulas
para los grupos gauge SU(2) y SU(3), lo cual ha permitido comparar con trabajos previos.

Un punto de especial relevancia es la invariancia gauge de nuestros resultados. Hemos
estudiado la invariancia frente a la simetŕıa del centro Z(Nc) del grupo gauge SU(Nc) en la
teoŕıa sin fermiones, y se ha estudiado expĺıcitamente el mecanismo por el cual los fermiones
rompen esta simetŕıa del centro.
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Figura 3.6: Igual que FIG. 3.5, pero con dos fermiones sin masa.
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Figura 3.7: Gráfico de −96π2f45 como función de ρ. Se considera θ = 0 y se muestra
el caso en que no hay fermiones (ĺınea continua), un fermión sin masa (rayada), y ocho
fermiones (puntos y rayas). Se han eliminado los términos constantes y ciertas divergencias
que surgen al tomar θ = 0.



Caṕıtulo 4

Modelos de Quarks Quirales a
Temperatura Finita

En este caṕıtulo estudiaremos algunos modelos de quarks quirales en el contexto de
temperatura finita. Haciendo uso de nuestra técnica del heat kernel del caṕıtulo 2, obten-
dremos el acoplamiento mı́nimo entre el loop de Polyakov gluónico y los quarks, lo cual
solucionará algunas inconsistencias presentes en el tratamiento estándar de estos modelos
a temperatura finita a nivel de un loop de quarks.

En primer lugar se estudiarán algunas propiedades de las transformaciones gauge a
temperatura finita, lo cual nos llevará a considerar la simetŕıa del centro como aquella
que es generada por la acción de transformaciones gauge locales que son periódicas en
la variable temporal salvo un elementro arbitrario del centro del grupo gauge. Para más
detalles sobre este punto, ver apéndice A.

4.1. Transformaciones gauge grandes

4.1.1. Transformaciones gauge a temperatura finita

En el apéndice A discutimos las transformaciones gauge en el contexto de la Teoŕıa
Cuántica de Campos a temperatura finita. El espacio tiempo es un cilindro topológico, de
tal modo que el tiempo imaginario eucĺıdeo está compactificado y las integrales funcionales
se evalúan bajo la condición de que los campos sean periódicos para bosones y antiperiódicos
para fermiones en el intervalo temporal [0, β], donde β = 1/T . En un principio, sólo estaŕıan
permitidas las transformaciones gauge periódicas

g(x0, ~x) = g(x0 + β, ~x) , (4.1)

pues los campos de los quarks y los bosones son estables frente a este tipo de transfor-
maciones. Un ejemplo de tal trasformación para el grupo gauge SU(Nc), en el gauge de
Polyakov ∂0A0 = 0 con A0 una matrix diagonal sin traza Nc ×Nc

g(x0) = ei2πx0Λ/β , (4.2)

59
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donde Λ es una matriz de enteros, diagonal, sin traza, en el espacio de color, esto es Λij =

niδij , ni ∈ Z ,
∑Nc

j=1 nj = 0. Esta transformación no puede estar próxima a la identidad, y
en este sentido se considera una “transformación gauge grande”. Bajo ella, el campo A0

transforma

A0 → A0 +
2π

β
Λ , (4.3)

de modo que en este gauge, la invariancia gauge se manifiesta en la periodicidad del campo
gluónico A0. El problema de teoŕıa de perturbaciones radica en que esta invariancia a
temperatura finita se rompe expĺıcitamente si se hace un desarrollo perturbativo de A0, ya
que el desarrollo de una función periódica da lugar a un polinomio, que no es periódico.

Esta problemática de la invariancia gauge a temperatura finita conduce a la necesidad
de tratar el campo A0 de una manera no perturbativa, y a tales efectos se considera el
loop de Polyakov (o ĺınea de Wilson sin traza) como grado de libertad independiente Ω(x).
Transforma de manera covariante en x bajo una transformación gauge periódica

Ω(x) → g−1(x)Ω(x)g(x) , (4.4)

y en el gauge de Polyakov, Ω(x) = eiβA0(~x), es invariante gauge.

4.1.2. Simetŕıa del centro

En gluodinámica pura a temperatura finita la condición (4.1) resulta en realidad de-
masiado restrictiva, y es posible considerar transformaciones gauge aperiódicas

g(x0 + β, ~x) = z g(x0, ~x) , zNc = 1 . (4.5)

z es un elemento de Z(Nc), que es el centro del grupo gauge SU(Nc), esto es z = ei2πn/Nc , n ∈
Z(Nc). Un ejemplo de esa transformación, en el gauge de Polyakov, es

g(x0) = ei2πx0Λ/Ncβ , (4.6)

donde z = ei2π/Nc . El campo A0 y el loop de Polyakov transforman bajo (4.6) como

A0 → A0 +
2π

Ncβ
Λ , Ω → zΩ . (4.7)

Ω transforma como la representación fundamental del grupo Z(Nc). F́ısicamente el prome-
dio térmico del loop de Polyakov (con traza) en la representación fundamental determina
la enerǵıa libre relativa al vaćıo de un único quark,

e−βFq(x) = 〈trc Ω(x)〉 . (4.8)

De ec. (4.7) se deduce (por invariancia gauge) que

〈trc Ω(x)〉 = z 〈trc Ω(x)〉 , (4.9)
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y por tanto 〈trc Ω(x)〉 = 0 en la fase en que la simetŕıa del centro se preserva (fase de
confinamiento). De manera más general, se obtiene

〈trc Ω(x)n〉 para n 6= mNc , m ∈ Z . (4.10)

La simetŕıa del centro está espontáneamente rota por encima de una cierta temperatura
(TD ≈ 270 MeV para Nc = 3), lo cual indica una fase de desconfinamiento. En esta fase
〈trc Ω(x)〉 puede tomar valores diferentes de cero.

4.1.3. Rotura de la simetŕıa del centro por fermiones

Las funciones de onda de los fermiones deben de satisfacer condiciones antiperiódicas
en la dirección temporal, esto es q(β, ~x) = −q(0, ~x), de modo que bajo una transformación
del tipo (4.5)

q(β, ~x) → q(β, ~x) = −zg(0, ~x)q(0, ~x) , (4.11)

en lugar de −g(0, ~x)q(0, ~x). Notar que q(nβ)q(0) → z−nq(nβ)q(0), lo cual implica que en
la fase confinante (con simetŕıa del centro)

〈q(nβ)q(0)〉 = 0 para n 6= kNc , k ∈ Z . (4.12)

Esto genera una regla de selección en gluodinámica pura.
Los fermiones no son estables bajo las transformaciones del tipo (4.5) (únicamente lo

son bajo transformaciones periódicas), de modo que rompen expĺıcitamente la simetŕıa
del centro. Esto significa que la regla de selección (4.12) no se realiza en la práctica. No
obstante, esta regla será importante en el contexto de modelos quarks quirales en el ĺımite
de Nc grande, tal y como veremos más adelante.

4.2. Modelos de Quarks Quirales

En esta sección explicaremos dos modelos de quarks quirales de especial relevancia: el
modelo de Nambu-Jona-Lasinio y el modelo quark espectral [61].

4.2.1. Modelo Quark de Nambu–Jona-Lasinio

El lagrangiano eucĺıdeo del modelo de Nambu–Jona-Lasinio es

LNJL = q(∂/ +M̂0)q +
1

2a2
s

N2
f−1∑

a=0

((qλaq)
2 + (qλaγ5q)

2) − 1

2a2
v

N2
f−1∑

a=0

((qλaγµq)
2 + (qλaγµγ5q)

2) ,(4.13)

donde q representa el campo de los quarks con Nc colores y Nf sabores. Las λ’s son las

matrices de Gell-Mann del grupo U(Nf ) y M̂0 = diag(mu,md,ms, . . .) es la matriz de
masas de los quarks. 1/a2

s y 1/a2
v son las constantes de acoplamiento. Este lagrangiano es

invariante bajo simetŕıa global de color SU(Nc).
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El funcional generador en presencia de campos externos bosónicos (s, p, v, a) y fer-
miónicos (η, η) es

Z[s, p, v, a, η, η] =

∫
DqDq exp

[
−
∫
d4x(LNJL+q(v/ + a/ γ5+s+γ5p)q+ηq+qη)

]
. (4.14)

La acción del modelo puede ser bosonizada mediante la introducción de campos bosónicos
auxiliares, lo cual va a transformar la interacción local de cuatro puntos en un acoplamiento
tipo Yukawa [62]. El nuevo funcional generador es

Z[s, p, v, a, η, η] =

∫
DqDqDSDPDVDA exp

[
−
∫
d4x
(
q(∂/ + V/ + A/ γ5 + S + γ5P)q

+
a2

s

4
tr((S − M̂0)

2 + P 2) +
a2

v

4
tr(V 2

µ + A2
µ) + ηq + qη

)]
(4.15)

donde hemos escrito en notación corta S = s+S, P = p+P , V = v+V , A = a+A. En esta
fórmula (S, P, V,A) representan campos bosónicos dinámicos internos. Por conveniencia en
nuestro desarrollo hemos incluido la rotura expĺıcita de la simetŕıa quiral (proporcional a
M̂0) en el término bosónico local. Podemos integrar formalmente sobre fermiones, lo cual
conduce a

Z[s, p, v, a, η, η] =

∫
DSDPDVDA Det(D)Nc exp(〈η|D−1|η〉)

exp

[
−
∫
d4x
(a2

s

4
tr((S − M̂0)

2 + P 2) +
a2

v

4
tr(V 2

µ + A2
µ)
)]

(4.16)

donde

D =∂/ + V/ + A/ γ5 + S + γ5P (4.17)

es un operador de Dirac. En lo que sigue consideraremos la acción efectiva a nivel de un
loop de quarks y a nivel árbol para los mesones. En este caso

ΓE = −NcTr log(D)+

∫
d4x

{
a2

s

4
tr(S2 + P 2) − a2

s

2
tr(M̂0S) +

a2
s

4
tr(M̂2

0 ) +
a2

v

4
tr(V 2

µ + A2
µ)

}
.

(4.18)
En adelante nos vamos a referir al término Γq[D] ≡ −NcTr log(D) como la contribución

de los quarks a un loop. Éste será el término que calculemos como aplicación de nuestro
desarrollo del heat kernel a temperatura finita.

Haciendo uso de la representación de Schwinger de tiempo propio, la parte real de la
acción Γq[D] es escribe

Γ+
q [D] = −Nc

2
Tr log(D†D) =

Nc

2

∫ ∞

1/Λ2

dτ

τ
Tr e−τD†D , (4.19)
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donde se ha considerado expĺıcitamente un cut-off ultravioleta. Las funciones de Green se
pueden obtener a partir de (4.18) derivando respecto a los campos medios mesónicos. De
particular interés es la función a un punto. Si en (4.18) consideramos solamente la parte
real de la contribución de los quarks a un loop, esto es (4.19), esta acción presenta un
punto estacionario invariante traslacional en (S, P ) = (Φ, 0), (Vµ, Aµ) = (0, 0)

δΓ+
E[S]

δS(x)

∣∣∣
S(x)=Φ

=
a2

s

2
tr(Φ − M̂0) −

Nc

2
Tr

(
(D†D)−1 δ(D

†D)

δS(x)

)

S(x)=Φ

= 0 . (4.20)

El punto estacionario Φ se identifica con el valor esperado de vaćıo del campo S en la
aproximación de un loop de quarks. Introduciendo la acción efectiva regularizada en (4.20)
obtenemos la siguiente ecuación para Φ

a2
s(Φ − M̂0) − 8NcΦg(Φ, β) = 0 , (4.21)

donde

g(Φ, β) =
1

β

∑

p0

∫
d3p

(2π)3

∫ ∞

1/Λ2

dτ e−τ(p2
0+~p2+Φ2) , (4.22)

con p0 = 2π(n+ 1
2
)/β. En adelante nos referiremos a (4.21) como ecuación del gap pues esta

ecuación determina el gap de enerǵıa 2Φ entre los estados de quark con enerǵıa positiva y
negativa. Φ juega el papel de la masa constituyente de los quarks.

El condensado de quarks 〈qq〉 viene dado por 〈qq〉 = δΓ+
E/δM̂0. De (4.18) se obtiene

inmediatamente

〈qq〉 = −a
2
s

2
tr(Φ − M̂0) . (4.23)

4.2.2. Modelo Quark Espectral

El Modelo Quark Espectral, desarrollado recientemente por E. Ruiz Arriola y W. Bro-
niowski [61], es aplicable a f́ısica hadrónica en el rango de baja enerǵıa. La novedad reside
en el uso de una regularización espectral basada en la introducción a nivel formal de la
representación de Lehmann [44] del propagador del quark. Esta regularización permite re-
solver de una manera simple las identidades de Ward-Takahashi quiral y electromagnética
mediante el uso de la llamada ”prescripción gauge”[63]. Consideraremos el modelo a nivel
de un loop fermiónico y en el ĺımite quiral en que la masa de los quarks es cero.

En esta sección vamos a seguir la referencia [61]. El punto de partida es el propagador
del quark, que en espacio de momentos se define

S(p) =

∫
d4xe−px〈0|T{q(x)q(0)}|0〉 . (4.24)

Consideraremos una representación espectral para el propagador

S(p) =

∫

C

dω
ρ(ω)

p/ −ω , (4.25)
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donde ρ(ω) es la función espectral y C indica un contorno de integración en el plano
complejo ω elegido de un modo conveniente. Este propagador puede ser parametrizado en
la forma estándar

S(p) = A(p) p/ +B(p) = Z(p)
p/ +M(p)

p2 −M2(p)
, (4.26)

donde

A(p) =

∫
dω

ρ(ω)

p2 − ω2
, B(p) =

∫
dω

ρ(ω)ω

p2 − ω2
. (4.27)

La masa y factor de renormalización vienen dados por

M(p) =
B(p)

A(p)
, Z(p) = (p2 −M2(p))A(p) , (4.28)

respectivamente. Notar que si ρ(ω) = ρ(−ω) tendŕıamos M(p) = 0 y no existiŕıa rotura
espontánea de la simetŕıa quiral. Por tanto es de esperar que ρ(ω) no sea una función
par en general. La función espectral debe ser tal que proporcione valores finitos para los
observables hadrónicos. Esto dará lugar a una serie de condiciones que deben cumplir los
momentos y los momentos logaŕıtmicos de ρ(ω),

ρn =

∫
dωωnρ(ω) , ρ′n =

∫
dω log(ω2/µ2)ωnρ(ω) , n ∈ Z . (4.29)

Aqúı µ es una cierta escala. Notar que por normalización ρ0 = 1. Como ejemplo consider-
emos el condensado de quarks (por el momento trabajaremos a temperatura cero)

〈qq〉 = −Nc

∫
dωρ(ω)

∫
d4p

(2π)4
trDirac

1

p/ −ω . (4.30)

Tras tomar la traza en el espacio de Dirac, la integral es cuadráticamente divergente.
Un modo de regularizarla es haciendo uso de un cutoff tridimensional con la siguiente
sustitución ∫

d4p −→ 4π

∫
dp0

∫ Λ

0

dp p2 , p = |p| . (4.31)

Con esta regularización obtenemos

〈qq〉 = − Nc

4π2

∫
dω ωρ(ω)

[
2Λ2 + ω2 log

(
ω2

4Λ2

)
+ ω2

]
. (4.32)

Puesto que el resultado debe ser finito en el ĺımite Λ → ∞, es necesario imponer las
condiciones ρ1 = 0 y ρ3 = 0, lo cual conduce a 〈qq〉 = −Ncρ

′
3/(4π

2). El cálculo de otros
observables va a conducir a condiciones adicionales. En general todos los observables van
a ser proporcionales a los momentos inversos y a los momentos logaŕıtmicos, y para que
sean finitos se debe cumplir ρn = 0, n > 0. El modelo espectral no se ha desarrollado más
allá de un loop.
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La prescripción gauge fue usada en el pasado en la obtención de soluciones de las
ecuaciones de Schwinger-Dyson. Haciendo uso de ella se pueden resolver en este modelo
las identidades de Ward-Takahashi. Sin embargo en situaciones en las que las ĺıneas de
propagadores de los quarks están cerradas es más conveniente el formalismo de la acción
efectiva. Consideraremos, como en el modelo de Nambu-Jona-Lasinio, acoplamientos es-
calar, pseudo-escalar, vector y axial-vector. El acoplamiento quark-pion debe satisfacer la
relación de Goldberger-Treiman [12]. Con estas premisas, la acción efectiva de este modelo
a nivel de un loop de quarks se puede escribir como

ΓE = −Nc

∫
d4x

∫
dωρ(ω)tr log

(
D/V + A/ γ5 + ω exp(iγ5~σ · ~φ/fπ)

)
, (4.33)

donde DV
µ = ∂µ + Vµ es la derivada covariante vector, ~φ indica el campo del pión y ~σ son

las matrices de Pauli (consideramos la versión SU(2) del modelo). Vemos que el operador

de Dirac tiene la misma forma que (4.45), si identificamos U(x) = exp(i~σ · ~φ(x)/fπ).
En el modelo NJL, M jugaba el papel de la masa constituyente de los quarks. En el
modelo espectral M se convierte en la variable de integración ω de la función espectral. La
diferencia esencial con el modelo NJL, y en general con todos los modelos quark quirales,
es que aqúı no consideramos un cutoff que separe el régimen de baja enerǵıa, donde se
supone que el modelo funciona, y el régimen de alta enerǵıa.

4.3. Problemática de los modelos de quarks quirales

a temperatura finita

El tratamiento estándar de los Modelos de Quarks Quirales a Temperatura Finita pre-
senta algunas inconsistencias. Por una parte, en el cálculo de observables aparecen in-
volucrados estados excitados con cualquier número de quarks, y esto ocurre incluso para
temperaturas bajas. Sorprendentemente, durante mucho tiempo no ha habido demasiada
preocupación por parte de los autores en resolver este problema, y normalmente lo han
atribuido a fallos del propio modelo, tales como falta de confinamiento.

4.3.1. Tratamiento estándar a temperatura finita

El tratamiento estándar consiste en pasar de las fórmulas con T = 0 hasta otras fórmulas
para T 6= 0, mediante la aplicación de la regla

∫
dk0

2π
F (k0, ~k) → iT

∞∑

n=−∞
F (iwn, ~k) , (4.34)

donde F puede representar el propagador de un quark, en espacio de momentos. ωn son
las frecuencias de Matsubara fermiónicas, ωn = 2πT (n + 1/2). Si aplicamos esta regla en
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el condensado quiral, a temperatura finita y a un loop se tiene

〈qq〉 = −iNc

∞∑

n=−∞
(−1)ntrDiracS(x)|x0=inβ = 4MT trc

∑

ωn

∫
d3k

(2π)3

1

ω2
n + ~k2 +M2

. (4.35)

Después de hacer la integral en momentos, y aplicar la fórmula de Poisson para la suma-
toria,1 queda

〈qq〉T = 〈qq〉T=0 − 2
NcM

2T

π2

∞∑

n=1

(−1)n

n
K1(nM/T )

T pequeño∼ 〈qq〉T=0 −
Nc

2

∞∑

n=1

(−1)n

(
2MT

nπ

)3/2

e−nM/T , (4.37)

donde se ha hecho uso del comportamiento asintótico de la función de Bessel Kn(z) para
el régimen de temperatura pequeña Kn(z) ∼ e−z

√
π/2z.

4.3.2. Generación de estados multi-quarks

La ec. (4.37) se puede interpretar en términos del propagador del quark en espacio de
coordenadas

S(x) =

∫
d4k

(2π)4

e−ik·x

k/ −M = (i ∂/ +M)
M2

4π2i

K1(
√
−M2x2)√

−M2x2
. (4.38)

El comportamiento de (4.38) a temperatura pequeña es

S(~x, iβ)
T pequeño∼ e−M/T , (4.39)

lo cual representa la supresión exponencial a temperatura pequeña correspondiente al
propagador de un único quark. Si nos fijamos en ec. (4.37), esto significa que el condensado
de quarks se puede escribir en términos de factores de Boltzmann estad́ısticos con masa
Mn = nM . Esto constituye un problema, pues significa que el baño térmico está formado
por quarks constituyentes libres, sin ningún confinamiento de color.2

1La fórmula de Poisson para la sumatoria es:

∞∑

n=−∞

F (n) =

∞∑

m=−∞

{∫ ∞

−∞

dxF (x)ei2πxn

}
. (4.36)

2Este cálculo se puede extender a cualquier observable que sea singlete de color en el ĺımite de temper-
atura cero, y el resultado general que se obtiene es que los cálculos en modelos de quarks a temperatura
finita en la aproximación de un loop van a generar todos los estados posibles de quarks, esto es

OT = OT=0 + Oqe
−M/T + Oqqe

−2M/T + . . . . (4.40)

Notar que, si bien el término Oq corresponde al estado de un quark aislado, el siguiente término Oqq

tiene que ser un estado diquark qq, correspondiente a un único quark que se propaga dando dos vueltas
alrededor del cilindro térmico. Este término no puede ser un estado mesónico qq, puesto que a un loop
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El condensado de quarks a temperatura finita no es invariante gauge (en el sentido de
transformaciones gauge grandes). En efecto, del ejemplo del condensado se tiene

〈qq〉T =
∞∑

n=−∞
(−1)n〈q(x0)q(0)〉|x0=inβ , (4.41)

o sea, el condensado a temperatura finita se puede escribir como una suma coherente
de condensados de quarks no locales a temperatura cero. Notar que la contribución de
temperatura cero corresponde al término n = 0 en la sumatoria. Bajo una transformación
gauge de tipo central se tiene

〈q̄q〉T →
∞∑

n=−∞
(−z)n〈q̄(x0)q(0)〉

∣∣∣
x0=inβ

. (4.42)

Esto significa que (4.41) no es invariante gauge, y el condensado se puede descomponer en
una suma de representaciones irreducibles con una trialidad dada n, lo cual genera estados
con cualquier número de quarks ∼ e−nMβ.

Se puede evitar este problema imponiendo a mano que el condensado fuera invariante
gauge. Esto se haŕıa eliminando de la suma en (4.42) los términos que no tienen trialidad
cero, esto es

〈q̄q〉∗
∣∣∣
singlete

=
∞∑

n=−∞
(−1)n〈q̄(x0)q(0)〉

∣∣∣
x0=iNcnβ

(4.43)

Esta fórmula genera como primera corrección un término bariónico Nce
−NcMβ. El factor

Nc es generado por el loop de quarks.

4.3.3. Conflicto con Teoŕıa Quiral de Perturbaciones

Aparte del problema de la generación de estados multi-quarks que no preservan trial-
idad, surge otra problemática cuando comparamos nuestros resultados con los de Teoŕıa
Quiral de Perturbaciones a temperatura finita. En el ĺımite quiral, esto es para mπ �
2πT � 4πfπ, las correcciones térmica de orden más bajo al condensado de quarks (por
ejemplo, para Nf = 2), vienen dadas por

〈q̄q〉T
∣∣∣
ChPT

= 〈q̄q〉
(

1 − T 2

8f 2
π

− T 4

384f 4
π

+ . . .

)
. (4.44)

Puesto que fπ ∼
√
Nc, las correcciones de temperatura finita están suprimidas en Nc

en relación a la contribución de temperatura cero. Este hecho contradice el resultado de

este estado viene de la ĺınea de un quark que primero sube y después baja en tiempo imaginario. En este
caso el camino no da ninguna vuelta alrededor del cilindro térmico, y por tanto su contribución está ya
incluida en el término de temperatura cero OT=0.



68 Caṕıtulo 4: Modelos de Quarks Quirales a Temperatura Finita

ec. (4.41), pues de ah́ı se obtiene que todas las correcciones térmicas son del mismo orden
en un contaje en Nc.

El resultado de TQP, ec. (4.44), se ha obtenido considerando loops piónicos, los cuales
son dominantes para T � M . El problema reside en que incluso sin loops piónicos los
modelos de quarks quirales predicen una transición de fase quiral en torno a Tc ∼ 170 MeV,
lo cual concuerda bien, aunque de manera injustificada, con los resultados de lattice.

4.4. Acoplamiento del loop de Polyakov en los Mod-

elos de Quarks Quirales

A temperatura cero es posible preservar la invariancia gauge mediante el acoplamiento
de los gluones con el modelo. Dentro del esṕıritu del modelo, estos grados de libertad
debeŕıan de tratarse de un modo perturbativo, pues los quarks constituyentes llevan cierta
información sobre efectos gluónicos no perturbativos.

A temperatura finita la situación es diferente pues, como hemos dicho ya, un tratamien-
to perturbativo de la componente A0 del campo gluónico rompeŕıa expĺıcitamente la in-
variancia gauge. Por tanto, tiene sentido considerar aqúı el loop de Polyakov gluónico y
su acoplamiento con los modelos quirales. K. Fukushima [64] sugiere este acoplamiento
en virtud de la analoǵıa que existe entre el loop de Polyakov y el potencial qúımico (ver
sec. 2.1). El tratamiento que vamos a considerar nosotros se basa en el uso del heat ker-
nel a temperatura finita (caṕıtulo 2). Nuestra aproximación es similar a la de Fukushima,
excepto por el hecho de que consideraremos un loop de Polyakov local Ω(~x).

4.4.1. Acoplamiento mı́nimo del loop de Polyakov

En el modelo de Nambu–Jona-Lasinio, el operador de Dirac, ec. (4.18), se puede escribir
en la forma

D =D/V + A/ γ5 +MUγ5 , (4.45)

donde DV
µ = ∂µ + Vµ es la derivada covariante vector, y U es una matriz en espacio de

sabor que representa los octetes pseudoescalares de los mesones en la representación no
lineal, esto es U = ei

√
2Φ/fπ , con

Φ =




1√
2
π0 + 1√

6
η π+ K+

π− − 1√
2
π0 + 1√

6
η K0

K− K̄0 − 2√
6
η


 . (4.46)

fπ es la constante de decaimiento débil del pión en el ĺımite quiral. En el modelo quark
espectral, el operador de Dirac se puede escribir de manera similar

D =D/V + A/ γ5 + ωUγ5 , (4.47)

donde ω es la variable espectral, sobre la que se debe de integrar. En los modelos quarks
quirales debemos de considerar quarks con grados de libertad de sabor y de color. Esto
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quiere decir que los acoplamientos gauge de sabor darán lugar a loops de Polyakov con
quiralidades right y left.3 En esta tesis únicamente nos vamos a preocupar del loop de
Polyakov con grados de libertad de color, de modo que el loop de Polyakov de sabor lo
consideraremos igual a la identidad.

Si nos fijamos en ec. (4.19), podemos hacer uso del desarrollo del heat kernel a tem-
peratura finita (caṕıtulo 2) para obtener el lagrangiano efectivo como un desarrollo en
derivadas covariantes. El lagrangiano va a tener la forma

L(x) =
∑

n

tr[fn(Ω(x))On(x)] (4.51)

donde tr es la traza sobre todos los grados de libertad internos, n etiqueta todos los
operadores locales covariantes gauge On (esto es, que contienen derivadas covariantes),
y fn(Ω(x)) son funciones dependientes de la temperatura y del loop de Polyakov. Estas
funciones reemplazan los coeficientes numéricos presentes en el caso de temperatura cero.

En estos cálculos, el loop de Polyakov aparece mı́nimamente acoplado a través de las
frecuencias de Matsubara fermiónicas modificadas4

ω̂n = 2πT (1 + 1/2 + ν̂) , ν̂ = (2πi)−1 log Ω . (4.52)

En nuestra notación Ω = ei2πν̂ , donde ν̂(~x) = A0(~x)/(2πT ).
El efecto de este cambio en las frecuencias de Matsubara da lugar a la siguiente regla

para pasar a las fórmulas con T 6= 0

F̃ (x;x) →
∞∑

n=−∞
(−Ω(~x))nF̃ (~x, x0 + inβ; ~x, x0) . (4.53)

F (x;x) es el propagador fermiónico a temperatura finita que comienza y acaba en el mismo
punto. En ec. (4.53) aparece el factor (−Ω(~x))n, en lugar del factor (−1)n que se obtiene

3El loop de Polyakov quiral de sabor se define

Ω(x0,x) = T exp

(
−
∫ x0+β

x0

dx′
0(V0(x

′
0,x) + γ5A0(x

′
0,x))

)
. (4.48)

Ω es una matriz en espacio de sabor, y la identidad en el espacio de color. En términos de campos right y
left se escribe como Ω = ΩRPR + ΩLPL, donde

ΩR(x0, ~x) = T exp

(
−
∫ x0+β

x0

dx′
0(V0(x

′
0,x) + A0(x

′
0,x))

)
, (4.49)

ΩL(x0, ~x) = T exp

(
−
∫ x0+β

x0

dx′
0(V0(x

′
0,x) −A0(x

′
0,x))

)
, (4.50)

donde PR,L = 1
2 (1 ± γ5). Notar que la simetŕıa gauge grande en espacio de sabor a temperatura finita

precisa del uso del loop de Polyakov quiral de sabor.
4En nuestro tratamiento, ω̂n es el único sitio donde aparece la dependencia expĺıcita en los grados de

libertad de color, de modo que se puede pensar en ν̂ como el conjunto de sus autovalores correspondientes.
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(−Ω)n

Figura 4.1: Diagrama t́ıpico de un loop de quarks con una ĺınea de Wilson no trivial.
Para n vueltas alrededor de la dirección temporal compactificada U(1), surge un factor
topológico Ωn además del factor estad́ıstico de Fermi-Dirac (−1)n. Las ĺıneas onduladas
son campos externos. La contribución total del diagrama se obtiene sumando sobre todas
las vueltas y calculando la traza en espacio de color.

de la regla estándar ec. (4.34), después de usar la fórmula de Poisson para la sumatoria,
ec. (4.36), y considerar la transformada de Fourier.

La interpretación de ec. (4.53) puede ser visualizado en Fig. 4.1. En un loop de quarks
a temperatura finita con un número arbitrario de campos externos y con una ĺınea de
Wilson no trivial, cada vez que los quarks dan una vuelta alrededor de la dirección temporal
compatificada, estos adquieren una fase (−1) debido a la estad́ıstica de Fermi-Dirac, y un
factor no abeliano de Aharonov-Bohm5 Ω. La contribución total del diagrama se obtiene
sumando sobre todas las vueltas y calculando la traza en espacio de color.

4.4.2. Promedio sobre el grupo

En la sección 4.4.1 se ha considerado el acoplamiento mı́nimo del loop de Polyakov con
el modelo quark quiral, que consiste simplemente en hacer la sustitución

∂0 → ∂0 − igA0 , (4.54)

en los operadores de Dirac, ec. (4.45) y ec. (4.47). El modelo quark quiral acoplado con
el loop de Polyakov se obtiene considerando el acoplamiento mı́nimo de ec. (4.54), y una
integración del campo gluónico A0 de un modo que preserve invariancia gauge. Esto va a
generar una función de partición de la forma

Z =

∫
dUdΩ eiΓG[Ω]eiΓQ[U,Ω] , (4.55)

donde dU es la medida de Haar del grupo quiral de sabor SU(Nf )R × SU(Nf )L, y dΩ
la medida de Haar del grupo de color SU(Nc). ΓG es la acción efectiva gluónica y ΓQ

corresponde a la acción efectiva de los quarks.

5Ésta es una fase de tipo eléctrico, diferente a la fase magnética estándar. No obstante, el nombre es
apropiado puesto que la fase eléctrica fue discutida por primera vez en el art́ıculo original AB.
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Si no se tuviera en cuenta la medida de Haar, y se considerara A0 = 0 y Ω = 1, se
obtendŕıa la forma original del modelo quark quiral, donde existe una relación uno a uno
entre el desarrollo en loops y el desarrollo en Nc grande, tanto a temperatura cero como a
temperatura finita. De manera equivalente se podŕıa considerar una aproximación de punto
de silla y sus correcciones. En presencia del loop de Polyakov tal correspondencia no existe,
de modo que consideraremos un desarrollo en loops de quarks, esto es, una aproximación
de punto de silla para el campo bosónico U , y mantendremos la integración en el loop de
Polyakov (constante) Ω. En el trabajo de [64] se hace uso también de la aproximación de
punto de silla para Ω.

La integración del loop de Polyakov Ω debe de realizarse de acuerdo con la dinámica
de QCD. Esto implica un promedio sobre el loop de Polyakov local con cierto peso nor-
malizado σ(Ω; ~x) dΩ. Aqúı σ(Ω; ~x) es la distribución de probabilidad (independiente de la
temperatura) de Ω(~x) en el grupo gauge. Para una función general f(Ω), se tiene6

〈
1

Nc

trcf(Ω)

〉
=

∫

SU(Nc)

dΩσ(Ω)
1

Nc

Nc∑

j=1

f(eiφj) =

∫ 2π

0

dφ

2π
σ̂(φ)f(eiφ) , (4.56)

donde eiφj , j = 1, . . . , Nc son los valores propios de Ω y

σ̂(φ) :=

∫

SU(Nc)

dΩσ(Ω)
1

Nc

Nc∑

j=1

2πδ(φ− φj) . (4.57)

A temperatura suficientemente pequeña, la distribución del loop de Polyakov se en-
cuentra muy cercana a la medida de Haar de SU(Nc). En este caso la función σ̂(φ) es
simplemente

σ̂(φ) = 1 − 2(−1)Nc

Nc

cos (Ncφ) . (4.58)

Introduciendo ec. (4.58) en ec. (4.56) se obtienen fácilmente las siguientes fórmulas para el
promedio sobre la medida de Haar de SU(Nc)

〈trc(−Ω)n〉SU(Nc) =




Nc , n = 0
−1 , n = ±Nc

0 , otro caso
. (4.59)

4.4.3. Solución de la problemática

Si aplicamos este formalismo al condensado de quarks, nuestro modelo conduce a7

〈qq〉T =
∞∑

n=−∞

1

Nc

〈trc(−Ω)n〉〈q(x0)q(0)〉|x0=inβ . (4.60)

6f(Ω) se entiende como una función ordinaria f(z) evaluada en z = Ω.
7La fórmula (4.60) es la análoga a ec. (4.41), pero considerando la fase no abeliana Ω y el promedio

sobre el grupo.
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Si tenemos en cuenta ec. (4.59), observamos que en nuestro modelo el loop de Polyakov
no sólo permite eliminar los términos que rompen trialidad, sino que las contribuciones
térmicas están suprimidas en relación al valor de temperatura cero, tal y como se espera
de TQP. Esto resuelve la problemática que discutimos en la sección 4.3.

El condensado de quarks a temperatura finita, a un loop de quarks y en la aproximación
quenched es

〈qq〉T = 〈qq〉T=0 +
2M2T

π2Nc

K1(NcM/T ) + · · · Low T∼ 〈qq〉T=0 + 4

(
MT

2πNc

)3/2

e−NcM/T . (4.61)

Los puntos indican efectos gluónicos o del mar de quarks de orden mayor. Notar que debido
a la supresión exponencial, las correcciones térmicas de órden más bajo a nivel de un loop de
quarks comienzan sólo a temperaturas cercanas a la transición de fase de desconfinamiento.
Hemos denominado a este efecto el enfriamiento de Polyakov [65], ya que es generado por
el promedio de los loops de Polyakov sobre el grupo. Esto significa que en la aproximación
quenched, no se debe de esperar ningún efecto térmico importante sobre los observables de
los quarks por debajo de la transición de fase, y el cambio más grande debeŕıa de provenir
de loops de bosones pseudoescalares a bajas temperaturas. Esto es justo lo que se espera
de TQP.

4.5. Lagrangiano Quiral a Temperatura Finita

Como se muestra en trabajos previos a temperatura cero [66, 67, 68, 69], los modelos
de quarks quirales permiten entender de un modo cuantitativo y microscópico la estruc-
tura del lagrangiano efectivo a bajas enerǵıas que se deduce de TQP para los mesones
pseudoescalares a nivel árbol. En concreto, proporcionan valores numéricos para las con-
tribuciones de orden más bajo en Nc de las constantes de baja enerǵıa.

En esta sección vamos a extender los resultados de temperatura cero a temperatura
finita, y consideraremos la influencia del loop de Polyakov. Siguiendo el método desarrollado
en el caṕıtulo 2, y que aplicamos en el caṕıtulo 3 para el cálculo de la acción efectiva de
QCD en el régimen de alta temperatura, se puede escribir la estructura del lagrangiano
efectivo a baja enerǵıa para los mesones pseudoescalares a temperatura finita a nivel árbol,
mediante un desarrollo de tipo heat kernel para los modelos de quarks quirales a nivel de
un loop. En TQP a temperatura finita se considera en general que las constantes de baja
enerǵıa son independientes de la temperatura. Ésta es una suposición bastante razonable,
ya que la aplicabilidad de TQP se basa en la existencia de un gap de masa entre los bosones
de Goldstone y en resto del espectro hadrónico. Para mesones no estraños el gap viene dado
por la masa del mesón ρ,MV , de modo que es de esperar que la dependencia en temperatura
de las constantes de baja enerǵıa fuera del orden de e−MV /T . En un modelo quark quiral,
los mesones pseudoescalares son part́ıculas compuestas de quarks constituyentes con una
masa M , y los efectos términos también debeŕıan de influir en su estructura microscópica.
El cálculo que realizaremos en esta sección va a permitir analizar esto de una manera
cuantitativa.
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4.5.1. Estructura del lagrangiano

El cálculo del lagrangiano quiral efectivo a temperatura finita en los modelos de quarks
quirales se limita, desde un punta de vista técnico, al cálculo de trazas en espacio de Dirac
y en espacio de sabor. En el apéndice D se hace con relativo detalle. Mostraremos aqúı el
resultado final.

El lagrangiano efectivo a baja enerǵıa escrito en la notación de Gasser-Leutwyler [19]
y en espacio de Minkowski se escribe

L(0)
q = − 2Nf

(4π)2
〈trcJ−2,0(Λ,M, ν)〉 , (4.62)

L(2)
q =

f 2

4
trf

(
D̂µU

†D̂µU + (χ†U + χU †)
)
, (4.63)

L∗
q
(4) = L∗

1(trf (D̂µU
†D̂µU))2 + L∗

2trf (D̂µU
†D̂νU)trf (D̂

µU †D̂νU)

+L∗
3trf (D̂µU

†D̂µUD̂νU
†D̂νU) + L3trf (D̂0U

†D̂0UD̂µU
†D̂µU)

+L∗
4trf (D̂µU

†D̂µU)trf (
†U + U †)

+L∗
5trf (D̂µU

†D̂µU(†U + U †)) + L
∗
5trf (D̂0U

†D̂0U(†U + U †))

+L
∗
5
′trf (D̂0D̂

0U † + D̂0D̂
0U †) + L∗

6(trf (
†U + U †))2 + L∗

7(trf (
†U − U †))2

+L
′
trf (U

†D̂0D̂
0U − UD̂0D̂

0U †)trf (
†U − U †)

+L∗
8trf (

†U †U + U †U †)

−iL∗
9trf (F

R
µνD̂

µU †D̂νU + FL∗
µνD̂

µUD̂νU †)

−iL∗
9trf (E

R
i (D̂0U †D̂iU − D̂iU †D̂0U) + EL

i (D̂0UD̂iU † − D̂iUD̂0U †))

−iL∗
9
′trf (D̂0E

R
i U

†D̂iU + D̂0E
L
i UD̂

iU †)

+L∗
10trf (U

†FL
µνUF

µνR)

+H1trf ((F
R
µν)

2 + (FL
µν)

2) +H1trf ((E
R
i )2 + (EL

i )2) +H2trf (
†) . (4.64)

trf es la traza en espacio de sabor. Las derivadas covariantes quirales son

D̂µU = DL
µU − UDR

µ = ∂µU − iAL
µU + iUAR

µ , (4.65)

F r
µν = i[Dr

µ, D
r
ν ] = ∂µA

r
ν − ∂νA

r
µ − i[Ar

µ, A
r
ν ],

con r = L,R. La estructura de este lagrangiano resulta bastante interesante. Por una
parte existen términos que se pueden escribir como los del lagrangiano a temperatura
cero, pero con acoplamientos efectivos dependientes de la temperatura. Además de estos,
existen nuevos términos que rompen invariancia Lorentz. Curiosamente, en el lagrangiano
aparecen menos términos del segundo tipo de los que en un principio se podŕıa pensar.
Todav́ıa no entendemos del todo este hecho, que parece sugerir la existencia de alguna
simetŕıa accidental. Si bien sospechamos que esta simetŕıa existe sólo a un loop, seŕıa
interesante encontrarla expĺıcitamente.
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4.5.2. LEC para el modelo de Nambu–Jona-Lasinio

Si bien ésta es la estructura general que se ha encontrado para los modelos de quarks
quirales, los valores de los coeficientes de baja enerǵıa dependen del modelo en particular.
Mostramos aqúı los valores de las constantes de baja enerǵıa (LEC) obtenidas para el
modelo de Nambu–Jona-Lasinio

L∗
q
(0) = − 2Nf

(4π)2
〈trcJ−2,0〉 , f ∗

π
2 =

M2

4π2
〈trcJ0,0〉 , f ∗

π
2B0 =

M

4π2
〈trcJ−1,0〉 ,

L∗
1 =

M4

24(4π)2
〈trcJ2,0〉 , L∗

2 = 2L∗
1 , L∗

3 = −8L∗
1 +

1

2
L∗

9 ,

L3 = − M2

6(4π)2
〈trcJ1,2〉 , L∗

4 = 0 , L∗
5 =

M

2B0

(
f ∗

π
2

4M2
− 3L∗

9

)
,

L5 =
1

2
L3 , L

′
5 =

1

2
L3 , L∗

6 = 0 , L∗
7 =

1

8Nf

(
− f ∗

π
2

2B0M
+ L∗

9

)
,

L
′
= − 1

4Nf

L3 , L∗
8 =

1

16B0

(
1

M
− 1

B0

)
f ∗

π
2 − 1

8
L∗

9 , (4.66)

L∗
9 =

M2

3(4π)2
〈trcJ1,0〉 , L9 = −L3 , L

′
9 = −L3 , L∗

10 = −1

2
L∗

9 ,

H1 = − f ∗
π

2

24M2
+

1

4
L∗

9 , H1 = − 1

6(4π)2
〈trcJ0,2〉 , H2 = − f ∗

π
2

8B2
0

+
1

4
L∗

9 ,

donde las integrales Jl están definidas en ec. (D.22). Todos estos coeficientes de Gasser-
Leutwyler se pueden expresar en términos de f 2, B0, L

∗
1 y L∗

9 o, de manera equivalente,
in terminos de las integrales 〈trcJ−1,0〉, 〈trcJ0,0〉, 〈trcJ1,0〉 y 〈trcJ2,0〉. Notar que todos los

términos que rompen la simetŕıa Lorentz, excepto H
∗
1, son proporcionales.

Si el loop de Polyakov Ω se considera igual a la unidad, las expresiones (4.66) siguen
siendo válidas, salvo por el hecho de que el promedio en el grupo y la traza de color deben
de sustituirse por un factor Nc.

4.5.3. LEC para el Modelo Quark Espectral

En este modelo se debe de hacer un promedio sobre la masa constituyente de los quarks
con una función espectral ρ(ω) que actúa como peso (ver sec. 4.2.2). Notar que M no
sólo aparece como argumento de las integrales Jl, sino que también aparece en forma de
factores multiplicativos. Esto dará lugar a un número mayor de funciones independientes



4.5 Lagrangiano Quiral a Temperatura Finita 75

en comparación con el modelo NJL.

L∗
q
(0) = − 2Nf

(4π)2
〈trcJ−2,0〉 , f ∗

π
2 =

1

4π2
〈ω2trcJ0,0〉 , f ∗

π
2B0 =

1

4π2
〈ωtrcJ−1,0〉 ,

L∗
1 =

1

24(4π)2
〈ω4trcJ2,0〉 , L∗

9 =
1

3(4π)2
〈ω2trcJ1,0〉 , L3 = − 1

6(4π)2
〈ω2trcJ1,2〉 ,

L∗
5 =

1

2(4π)2B0

(〈ωtrcJ0,0〉 − 〈ω3trcJ1,0〉) ,

L∗
7 =

1

2(4π)2Nf

(
− 1

2B0

〈ωtrcJ0,0〉 + 4π2L∗
9

)
,

L∗
8 =

1

4(4π)2B0

〈ωtrcJ0,0〉 −
f ∗

π
2

16B2
0

− 1

8
L∗

9 ,

H1 = − 1

6(4π)2
〈trcJ0,0〉 +

1

4
L∗

9 ,

H1 = − 1

6(4π)2
〈trcJ0,2〉 ,

H2 =
1

2(4π)2B0

(
1

B0

〈trcJ−1,0〉 − 〈ωtrcJ0,0〉
)
− f ∗

π
2

8B2
0

+
1

4
L∗

9 . (4.67)

Para simplificar la notación, con 〈. . . 〉 indicamos tanto el promedio sobre el loop de
Polyakov como el promedio térmico

∫
dωρ(ω) . . . . El resto de coeficientes satisfacen las

mismas relaciones geométricas que se obtuvieron para el modelo NJL. En ambos modelos
se obtiene la relación

L∗
7 = − 1

Nf

(
f ∗

π
2

16B2
0

+ L∗
8

)
, (4.68)

Podemos calcular expĺıcitamente las integrales haciendo uso del esquema de dominancia
vectorial de la función espectral ρ(ω). Después de calcular el promedio en el grupo SU(Nc),
se obtiene

〈trcJ−2,0〉 = −Nc

2
ρ′4 −

2M4
V

3x4
V

(
48 + 24xV + 6x2

V + x3
V

)
e−xV /2 ,

〈trcJ−1,0〉 = Ncρ
′
2 −

2M2
V

3x2
V

(
12 + 6xV + x2

V

)
e−xV /2 ,

〈ωtrcJ−1,0〉 = ρ′3
(
Nc − 2e−xS/2

)
,

〈trcJ0,0〉 = −Nc(ρ0 + ρ′0) + 2γE − 4 log(4) + 4 log(xV ) − 2ψ(5/2)

− x5
V

1800
1F2

[
{5

2
}, {7

2
,
7

2
},
(xV

4

)2
]

−x
2
V

12
2F3

[
{1, 1}, {−1

2
, 2, 2},

(xV

4

)2
]
,
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〈ωtrcJ0,0〉 = −Ncρ
′
1 −

2ρ′3
M2

S

(2 + xS)e−xS/2 ,

〈ω2trcJ0,0〉 = −Ncρ
′
2 −

M2
V

6
(2 + xV )e−xV /2 ,

〈ω2trcJ1,0〉 = Ncρ0 −
1

6

(
12 + 6xV + x2

V

)
e−xV /2 ,

〈ω3trcJ1,0〉 = −ρ
′
3x

2
S

2M2
S

e−xS/2 ,

〈ω4trcJ2,0〉 = Ncρ0 −
1

24

(
48 + 24xV + 6x2

V + x3
V

)
e−xV /2 ,

〈trcJ0,2〉 = −1

3

(
12 + 6xV + x2

V

)
e−xV /2 ,

〈ω2trcJ1,2〉 = −x
2
V

12
(2 + xV )e−xV /2 , (4.69)

con la notación

xV := NcβMV , xS := NcβMS (4.70)

Sin el loop de Polyakov, las expresiones (4.67) siguen siendo válidas si el promedio en el
grupo y la traza de color se sustituyen por un factor Nc, esto es

〈trcJ−2,0〉′ = −Nc

2
ρ+

4

16Nc

β2

[
− βM3

V

24
log(1 + e−βMV /2)

+
M2

V

4
Li2(−e−βMV /2) +

MV

β
Li3(−e−βMV /2) +

2

β2
Li4(−e−βMV /2)

]
,

〈trcJ−1,0〉′ = Ncρ
′
2 −

2Nc

β2

[
(βMV )2

3(1 + eβMV /2)

+2βMV log
(
1 + e−βMV /2

)
− 4Li2

(
−e−βMV /2

) ]
,

〈ωtrcJ−1,0〉′ = Ncρ
′
3

(
1 − 2

1 + eβMS/2

)
,

〈trcJ0,0〉′ = −Nc(ρ0 + ρ′0) +Nc

∑

n>0

(−1)n

(
− 2γE + 4 log(4) + 2ψ(5/2)

−4 log(nβMV ) +
(nβMV )5

1800
1F2

[
{5

2
}, {7

2
,
7

2
},
(n

4
βMV

)2
]

+
(nβMV )2

12
2F3

[
{1, 1}, {−1

2
, 2, 2},

(n
4
βMV

)2
])

,
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〈ωtrcJ0,0〉′ = −Ncρ
′
1 −

2Ncρ
′
3

M2
S

2 + (2 + βMS)eβMS/2

(1 + eβMS/2)2
,

〈ω2trcJ0,0〉′ = −Ncρ
′
2 −

NcM
2
V

6

2 + (2 + βMV )eβMV /2

(1 + eβMV /2)2
,

〈ω2trcJ1,0〉′ = Ncρ0 −
Nc

6(1 + eβMV /2)3

×
[
12 + (24 + 6βMV − (βMV )2)eβMV /2 + (12 + 6βMV + (βMV )2)eβMV

]
,

〈ω3trcJ1,0〉′ = −Nc

2
ρ′3β

2 (−1 + eβMS/2)eβMS/2

(1 + eβMS/2)3
,

〈ω4trcJ2,0〉′ = Ncρ0 −
Nc

24(1 + eβMV /2)4

×
[
48 + (144 + 24βMV − 6(βMV )2 + (βMV )3)eβMV /2

+(144 + 48βMV − 4(βMV )3)eβMV

+(48 + 24βMV + 6(βMV )2 + (βMV )3)e3βMV /2
]
, (4.71)

〈trcJ0,2〉′ = − Nc

3(1 + eβMV /2)3

×
[
12 + (24 + 6βMV − (βMV )2)eβMV /2 + (12 + 6βMV + (βMV )2)eβMV

]
,

〈ω2trcJ1,2〉′ =
Nc

12

(βMV )2eβMV /2

(1 + eβMV /2)4

[
2 − βMV + 4βMV e

βMV /2 − (2 + βMV )eβMV

]
,

〈. . . 〉′ indica únicamente promedio espectral, Lin es el polilogaritmo de orden n, y

pFq[a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z] son las funciones hipergeométricas generalizadas.

4.6. Correcciones de orden mayor

En las secciones 4.4 y 4.5 hemos considerado los modelos de quarks quirales a nivel
de un loop de quarks. Asimismo hemos justificado que a temperaturas suficientemente
pequeñas basta con considerar el promedio sobre el grupo gauge SU(Nc). En esta sección
discutiremos algunas consecuencias importantes que se obtienen al ir más allá de estas
aproximaciones.

4.6.1. Más allá de un loop de quarks

El ir más allá de la aproximación de un loop de quarks puede llevar a cálculos bastante
tediosos (ver refs. [70, 71] para cálculos expĺıcitos del modelo NJL estándar sin loop de
Polyakov). Aqúı no nos vamos a preocupar de hacer un cálculo expĺıcito, no obstante se
pueden deducir algunas consecuencias importantes basadas en ciertas reglas de contaje
en Nc a temperatura finita.
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Figura 4.2: Diagrama t́ıpico más allá de un loop para el operador del condensado de quarks
qq. Las ĺıneas de los quarks con momentos independientes pueden dar n vueltas alrededor
del tiempo eucĺıdeo compactificado, dando lugar al factor de Fermi-Polyakov (−Ω)n. La
conservación de trialidad sólamente permite que las ĺıneas internas de quark-antiquark den
una única vuelta y en sentidos opuestos, lo cual genera una supresión exponencial e−2Mβ

para el diagrama a). Una supresión similar ocurre para el diagrama b) si las vueltas del
quark-antiquark ocurren en cada una de las burbujas. El diagrama c) se corresponde con
una suma de todos los estados intermedios con los mismos números cuánticos, y puede
interpretarse como la ĺınea de un mesón.

Consideremos, por ejemplo, el diagrama a tres loops de la fig. (4.2), que contribuye al
condensado de quarks en el modelo NJL en términos de los propagadores de los quarks.
La contribución de este diagrama se escribe 8

Fig.(2a) =
∑

w(1),w(2)),w(3)

S(w(1)) ⊗ S(w(1)) ⊗ S(w(2)) ⊗ S(w(3)) ⊗ S(w(1) + w(3) − w(2)) ,

Haciendo uso de la fórmula de Poisson para la sumatoria, eq. (4.36), y yendo a espacio
eucĺıdeo se tiene

Fig.(2a) =
∑

n1,n2,n3

〈Ωn1+n2+n3〉
∫ ∞

−∞
dτ1dτ3

× S(τ1) ⊗ S(−τ1 − τ3 + n1β + n3β) ⊗ S(−τ3 + n2β + n3β) ⊗ S(τ3) ⊗ S(τ3 − n3β)

∼
∑

n1,n2,n3

〈Ωn1+n2+n3〉e−βM(|n1|+|n2|+|n3|) . (4.72)

La conservación de trialidad para este diagrama implica, n1 + n2 + n3 = kNc, y el valor
mı́nimo del exponente se consigue con n1 = n2 = n3 = 0, que es la contribución de
temperatura cero. La siguiente corrección térmica a temperatura baja viene dada por n1 =
0, n2 = −n3 = 1, de modo que el diagrama a 3 loops de fig. (2a) se encuentra suprimido en
un factor ∼ e−2βM , en comparación con la supresión de un loop de quarks ∼ e−NcβM . Una
supresión térmica similar se obtiene si introducimos la suma estándar sobre burbujas, que

8Por simplicidad, escribimos únicamente las frecuencias de Matsubara.



4.6 Correcciones de orden mayor 79

puede acoplarse a los números cuánticos de los mesones transformando el argumento del
exponente en 2M → Mqq. Obviamente, esta contribución resulta más importante para el
pión más ligero.En realidad, el diagrama quark-mesón de la fig.(2b) es similar al diagrama
bosonizado de dos loops que se muestra en fig. (2c). Para este diagrama bosonizado los
argumentos previos resulad más simples, ya que el número de loops es igual al número de
propagadores de quarks. El operador de polarización del pión, proporcional al propagador
del pión, se puede tomar a temperatura cero, ya que la supresión más importante viene de
las ĺıneas de quarks que no están acopladas a los números cuánticos del pión.

Para un diagrama bosonizado con L loops de quarks, tenemos que considerar L gener-
alizaciones de las correcciones a nivel de un loop de quarks, ec. (4.53). El análisis es más
simple en espacio de coordenadas. En lugar del número total de propagadores de quarks,
consideramos la suma de Poisson de L propagadores. Esto se puede hacer mediante la
fórmula

∞∑

n,m=−∞

∫ β

0

dx4F (x4 + nβ, x4 +mβ) =
∞∑

n=−∞

∫ ∞

−∞
dx4F (x4 + nβ) . (4.73)

Esto significa que es posible eliminar tantas sumas de Poisson como integrales en coor-
denadas aparecen en las expresiones. Haciendo uso de L = I − (V − 1) y 4V = E + 2I
tenemos 9

∏L

i=0

∫
d4ziG

2L
∑

n1,...,nL

∏L

i=1
(−Ω)niS(~xi, ti + iniβ) (4.74)

En realidad, esta regla no depende de la forma precisa de la interacción de los quarks. A
bajas temperaturas, cada ĺınea de quark con un ı́ndice de Poisson independiente genera
una supresión dada por una masa de quark constituyente. Por tanto, la contribución a un
observable se puede descomponer esquemáticamente del siguiente modo

OT =
∑

L

∑

n1,...,nL

On1...nL
〈Ωn1+...nL〉 e−Mβ(|n1|+···+|nL|) . (4.75)

La conservación de trialidad de la medida Ω → zΩ a este nivel conduce a

n1 + · · · + nL = Nck (4.76)

con k = 0, 1, 2, · · · . El término dominante en el desarrollo de ec. (4.75) es aquel para el que
n1 = · · · = nL = 0 con un número arbitrario de loops de quarks L, y se corresponde con
la contribución de temperatura cero. Además, se ve que para L = 1 únicamente se tienen
contribuciones de n1 = kNc, lo cual da lugar a correcciones e−NcMβ, que permiten repro-
ducir los resultados de las secciones 4.4 y 4.5. A partir de la ec. (4.75) podemos ver cómo se
organiza el desarrollo térmico para temperaturas bajas. Las contribuciones térmicas más

9L es el número de loops de quarks, V el número de vértices, I el número de ĺıneas de quarks y E el
número de patas externas.
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importantes vienen de minimizar
∑L

i=1 |ni|, sujeto al requerimiento de conservación de tri-
alidad, ec. (4.76). A temperatura finita y para Nc ≥ 3 se tiene que la primera corrección
térmica viene dada por L = 2 y n1 = −n2 = 1 con n3 = · · · = nL = 0, lo cual da el factor
e−2βM y se corresponde con un estado mesósino qq. Esta contribución está disminuida por
un factor 1/Nc en relación con la contribución de temperatura cero. Para Nc = 3 el sigu-
iente término en el desarrollo correspondeŕıa a L ≥ 3 y n1 = n2 = n3 = 1, lo cual da lugar a
una supresión térmica e−βNcM . Para Nc ≥ 5 se tendŕıa L ≥ 4 con n1 = −n2 = n3 = n4 = 1
y n5 = · · · = nL = 0. Si consideramos el caso Nc = 3 se tiene 10

Zqq̄ ∼ 1

Nc

e−2M/T (4.77)

Zqqq ∼ e−NcM/T (4.78)

Zqqqq̄q ∼ 1

Nc

e−(2+Nc)M/T (4.79)

. . . (4.80)

Z(qqq)NB (q̄q)NM ∼ 1

NNM
c

e−(2Nm+NbNc)M/T (4.81)

Obviamente, para Nc = 3 la contribución del loop mesónico es más dominante que la
del loop bariónico. Los argumentos previos se han hecho tener en cuenta el efecto de
confinamiento de los quarks, de modo que en realidad debeŕıamos de considerar la masa
f́ısica del mesón, y en este caso se tendŕıa

O = 1 +
∑

m

Om
1

Nc

e−βm + +
∑

m

CBe
−βMB + . . . (4.82)

Aśı es como funciona la dualidad quark-hadrón en los modelos de quarks quirales a temper-
atura finita. Como vemos, las contribuciones de los loops piónicos son las más importantes,
incluso si se tiene en cuenta que están suprimidas en 1/Nc. La siguiente contribución al
observable total a temperatura finita viene dada por los siguientes estados mesónicos. En
su conjunto, esto es lo que se espera como consecuencia de la inclusión del loop de Polyakov
en los modelos de quarks quirales, teniendo en cuenta la proyección sobre el sector singlete
de color invariante gauge.

En conjunto, a temperatura finita se tiene una supresión estándar 1/Nce
−2βM prove-

niente de loops mesónicos y una supresión e−NcβM de loops bariónicos. Obviamente, las con-
tribuciones más importantes para Nc grande o T grande son las debidas a loops mesónicos.

4.6.2. Correcciones gluónicas

Hasta ahora hemos considerado simplemente una integración sobre la medida del grupo
gauge. Desafortunadamente, no conocemos ningún argumento general por el cual tenga que

10En el caso en que no se considerara la existencia del loop de Polyakov, se tendŕıa ZqNq (q̄q)Nm ∼
1

N
NM
c

e−(2Nm+Nq)M/T , de modo que las contribuciones de orden más bajo correspondeŕıan a estados de un

quark.
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existir una supresión exponencial de los grados de libertad gluónicos a temperaturas bajas,
y por tanto dejando únicamente la medida de Haar como único vestigio de los gluones.
No obstante, los resultados basados en desarrollos con acoplamientos grandes [72, 73] y
en la aproximación de gluones masivos a un loop [74, 75] proporcionan esta supresión, y
de hecho los resultados recientes de lattice confirman una sorprendente universalidad en
todas las representaciones de los grupos, y favorece el mecanismo dominante del promedio
simple sobre el grupo [76].

De manera más espećıfica, de los datos de lattice [76] y de la medida del grupo se
encuentra que

〈|trc Ω|2〉 = 1 , (4.83)

en la fase de confinamiento, o de manera equivalente t̂rc Ω̂ = 0, para la representación
adjunta. Notar que en la aproximación de campo medio [64] 〈|trc Ω|2〉 se anula, debido a
la ausencia de fluctuaciones.

El potencial gluónico a orden más bajo que se deduce del desarrollo con acoplamientos
grandes viene dado por [72, 73]

Vglue[Ω] · a3/T = −2(d− 1) e−σa/T
∣∣TrcΩ

∣∣2 , (4.84)

paraNc = 3 con la tensión de la cuerda σ = (425 MeV)2. A nivel de campo medio Vglue[L] da
lugar a una transición de fase de primer orden con el acoplamiento cŕıtico 2(d−1)e−σa/Td =
0,5153. Se puede fijar la temperatura de transición a su valor emṕırico Td = 270 MeV
mediante la elección a−1 = 272 MeV [64]. La masa correspondiente es mG = σa = 664 MeV.
A temperaturas pequeñas se puede desarrollar la exponencial en potencias de la acción
gluónica

e−SG = 1 − SG +
1

2
S2

G + . . . , (4.85)

lo cual genera una supresión exponencial del tipo e−mG/T . Esto da lugar a la siguiente
fórmula de masas para el argumento de Boltzmann en la exponencial

M = nNcMq +mMq̄q + lmg , (4.86)

que muestra claramente que las contribuciones térmicas de orden más bajo a temperaturas
bajas vienen dadas nuevamente por los loops térmicos piónicos, lo cual corresponde a tomar
n = l = 0 y m = 1, pues NcMq � mG �Mqq = mπ. Notar que numéricamente, incluso la
contribución de dos loops piónicos resultaŕıa más importante que las correcciones gluónicas.

En una serie de trabajos recientes [74, 75] se ha obtenido la ecuación de estado para un
gas de gluones masivos con una masa dependiente de temperatura en presencia del loop de
Polyakov, lo cual premite reproducir los datos de lattice de manera bastante precisa por
encima de la transición de fase. La densidad de eneŕıa de vaćıo se escribe

Vglue[Ω] = T

∫
d3k

(2π)3
T̂rc ln

[
1 − e−βωkΩ̂

]
, (4.87)

donde ωk =
√
k2 +m2

G, con mG la masa del gluón. La dependencia en temperatura que se

considera en estos trabajos es mG(T ) = Tg(T )
√

2, que en la transición de fase (T = Tc)
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toma el valor mG(Tc) = 1,2 − 1,3Tc. Si se considera un valor constante para la masa del
gluón por debajo de la transición de fase, a bajas temperaturas se obtiene

Vglue[Ω] = −T
∞∑

n=1

1

n

∣∣TrcΩ
∣∣2n
∫

d3k

(2π)3
e−βnωk , (4.88)

donde se ha hecho uso de la identidad

T̂rc Ω̂n =
∣∣TrcΩ

∣∣2n
. (4.89)

Haciendo uso de la representación asintótica de las funciones de Bessel, se obtiene una
supresión similar que la que se encuentra en el ĺımite de acoplamientos grandes.

4.6.3. Correcciones locales en el loop de Polyakov

Hasta ahora se ha considerado un campo Ω constante en el espacio. De manera general,
el loop de Polyakov depende tanto del tiempo eucĺıdeo como de las coordenadas espaciales.
En el gauge de Polyakov la dependencia en temporal es simple, pero queda aun una de-
pendencia en coordenadas que es desconocida. En tal caso, las reglas anteriores deben de
ser modificadas, ya que las inserciones del loop de Polyakov llevarán un momento, y el
resultado depende de su ordenamiento. Si seguimos considerando, como hasta ahora, que
el loop de Polyakov es la única fuente de color en el problema, nos vamos a encontrar con
funciones de correlación de loops de Polyakov. En la fase de confinamiento es de esperar
una descomposición basada en la existencia de propiedades de agrupamiento para cada par
de variables. Por ejemplo, se tiene

〈Ω(~x1, β)Ω−1(~x2, β)〉 ∼ e−βσ|~x1−~x2| , (4.90)

para |x1 − x2| � 1/σ. Por tanto, valores muy diferentes en la coordenada espacial están
suprimidos, de modo que tiene sentido considerar una aproximación local dentro de la
longitud de correlación, y desarrollar las funciones de correlación en gradientes. En el
lagrangiano quiral a bajas enerǵıas, que se obtiene desarrollando la acción efectiva en
derivadas de los campos mesónicos, aparecen también gradientes del loop de Polyakov. En
realidad, puesto que estamos acoplando el loop de Polyakov de manera efectiva como un
potencial qúımico de color dependiente de x, nuestra aproximación es similar a una gen-
eralización no abeliana de la aproximación de densidad local en teoŕıa de muchos cuerpos
de f́ısica nuclear y materia condensada, dentro del esṕıritu de la teoŕıa del funcional de la
densidad.

4.6.4. Más allá de la aproximación quenched

Con objeto de ir más allá de la aproximación quenched, consideraremos el cálculo del
determinante fermiónico en presencia de un loop de Polyakov (lentamente variable). Esta
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aproximación tiene sentido en una región donde existen correlaciones fuertes entre loops
de Polyakov. El determinante fermiónico se puede escribir como

Det(i D/ −M) = e−
∫

d4xL(x,Ω) , (4.91)

donde L es el lagrangiano quiral a temperatura finita como función del loop de Polyakov
que ha sido calculado en la sección 4.5. Haciendo uso de esto, podemos estimar el loop de
Polyakov11

L =
1

Nc

〈trcΩ(x) Det(i D/ −M)〉
〈Det(i D/ −M)〉

Low T∼ c
8πT 2B

N2
c σ

3
e−M/T , (4.95)

donde B es la densidad de enerǵıa de vaćıo, σ es la tensión de la cuerda y c es un factor
numérico que depende del modelo. Notar que la trialidad no se preserva, debido a la
presencia de quarks dinámicos, y la escala relevante es la masa constituyente de los quarks.
Por tanto, el loop de Polyakov se puede usar de manera efectiva como un parámetro de
orden.

En la Fig. 4.3 se compara esta supresión exponencial con cálculos de lattice en QCD
unquenched por debajo de la transión de fase. Se observa que ec. (4.95) podŕıa ser una
buena aproximación por debajo de 0,6Tc. En cualquier caso, seŕıa deseable disponer de
datos de lattice para temperaturas más bajas con objeto de hacer un análisis más preciso.

Para el condensado de quarks, debemos de tener en cuenta en ec. (4.60) la contribución
del determinante fermiónico, de modo que obtenemos

〈qq〉T =
〈qq Det(i D/ −M)〉
〈Det(i D/ −M)〉

Low T∼ 〈qq〉T=0 ×
(

1 + c′
8πT 2B

N2
c σ

3
e−2M/T

)
, (4.96)

donde nuevamente c′ es un parámetro que depende del modelo. Aunque la simetŕıa de
conjugación de carga de color implica que c′ debe ser real (ver caṕıtulo 5), su signo no
parece estar determinado a priori. De hecho, en el modelo NJL y en el modelo quark
espetral se obtienen signos diferentes. En éste último se obtiene el resultado de ec. (4.96),
con la sustitución 2M →MV (la masa del mesón ρ).

Notar que con el cálculo quenched, el enfriamiento de Polyakov persiste, aunque es un
poco menos efectivo. Por ejemplo, las constantes de baja enerǵıa del lagrangiano efectivo

quiral son LT
i − LT=0

i
Low T∼ e−MV /T .

11Para obtener el resultado de ec. (4.95) hemos hecho uso de la fórmula de integración sobre el grupo
SU(Nc) ∫

dΩΩijΩ
∗
ij =

1

Nc
δikδjl , (4.92)

que conduce trivialmente a ∫
dΩ trcΩtrcΩ

−1 = 1 . (4.93)

Podŕıamos haber considerado también correcciones locales. En este caso
∫

dΩ trcΩ(~x) trcΩ
−1(~y) = e−σ|~x−~y|/T . (4.94)
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Figura 4.3: Dependencia en temperatura del loop de Polyakov renormalizado en unidades
de la temperatura cŕıtica. Los datos corresponden a QCD con 2 sabores, y han sido tomados
de [16]. La ĺınea continua representa nuestra estimación del loop de Polyakov en el régimen
de temperaturas pequeñas, ec. (4.95), considerando c = 3 como un valor adecuado para
este parámetro modelo-dependiente.

Finalmente, seŕıa necesario incluir más loops de quarks, o equivalentemente excitaciones
mesósinas. Esto daŕıa exactamente el resultado de TQP con piones sin masa dominando en
la región de temperaturas pequeñas. Por tanto, vemos que cuando el loop de Polyakov se
acopla de manera conveniente a los modelos de quarks quirales, se obtiene una explicación
natural de los resultados encontrados hace tiempo en modelos puramente hadrónicos.

4.7. Conclusiones

En este caṕıtulo hemos discutido cómo la introducción del loop de Polyakov permite
resolver los problemas que presentan los modelos de quarks quirales a temperatura finita en
su tratamiento estándar. Con objeto de preservar la invariancia gauge expĺıcita a temper-
atura finita es necesario mantener de un modo no perturbativo ciertos grados de libertad
gluónicos. En la práctica, y en gauges particulares tales como el gauge de Polyakov, esto se
corresponde con tratar la componente A0 del campo del gluón como un potencial qúımico
dependiente del color en el propagador del quark. Esto da lugar a una fuente de color
que va a generar todos los estados posibles de quarks, los cuales pueden no ser singletes
de color (incluso a bajas temperaturas, en la fase de confinamiento de color). Para evitar
este problema, es necesario proyectar sobre los estados f́ısicos que son singletes de color, lo
cual se consigue de un modo elegante haciendo la integral funcional sobre el campo A0 de
un modo que se preserve la invariancia gauge. En la integral debeŕıan de estar incluidos
tanto la acción gluónica como el determinante de los quarks. La inclusión de éste último
se ha considerado en la sección 4.6.4. En el tratamiento que hemos hecho del lagrangiano
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efectivo a bajas enerǵıas de los modelos de quarks NJL y espectral, hemos considerado sólo
la medida de Haar, que resulta dominante para bajas temperaturas.

De este análisis encontramos que existe una fuerte supresión de los efectos térmicos en
los observables hadrónicos por debajo de la transición de fase, que surge de la conservación
aproximada de la trialidad en una fase en que la simetŕıa quiral está espontáneamente
rota. A este efecto lo hemos denominado enfriamiento de Polyakov de las excitaciones
de los quarks. En particular, la transición de fase quiral no puede ocurrir antes que la
transición a la fase de desconfinamiento del color. En esta situación, el mayor cambio a bajas
temperaturas en los observables tales como el condensado de quarks debe de provenir de los
loops de pseudoescalares, y quizás a temperaturas intermedias de resonancias mesónicas
de orden mayor. Esto es precisamente lo que se espera de TPQ o de las aproximaciones
unitarias con inclusión efectiva de estos loops en las resonancias.

Nuestros argumentos muestran también cómo, debido al enfriamiento de Polyakov, los
modelos de quarks quirales se muestran de acuerdo con las suposiciones teóricas de TQP
a temperatura finita. Para ver cómo se materializa esto en la práctica hemos calculado el
lagrangiano quiral a temperatura finita. El lagrangiano resultante se puede descomponer
en una parte con la misma estructura que a temperatura cero, pero con constantes de baja
enerǵıa dependientes de la temperatura, y otra parte con nuevos términos que rompen la
invariancia Lorentz, que surgen como consecuencia de que el baño térmico está en reposo.
La finalidad de este cálculo es describir la acción efectiva a nivel árbol de TQP a tem-
peratura finita. En cualquier caso, los efectos térmicos en las constantes de baja enerǵıa a
este nivel de aproximación muestran el enfriamiento de Polyakov. En otras palabras, por
debajo de la transición de fase cualquier dependencia en temperatura sobre las constantes
de baja enerǵıa a nivel árbol puede ser despreciada. Ésta es precisamente la suposición
inicial de TQP. Por una parte nuestros resultados se muestran de acuerdo con esta suposi-
ción, y por otra la inclusión y el tratamiento adecuados del loop de Polyakov resuelve las
contradicciones aparentes que existen entre los modelos de quarks quirales y TQP.
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Caṕıtulo 5

Efectos no perturbativos por encima
de la transición de fase

5.1. Introduccion

El loop de Polyakov juega un papel teórico muy importante en QCD a temperatura
finita. Representa el propagador de un quark estático test y por tanto es crucial para
entender el mecanismo de la transición confinamiento-desconfinamiento. En [77, 78] se
encuentra su relación con la enerǵıa libre de un quark pesado, de tal modo que un valor
cero del loop de Polyakov en quenched QCD indica la fase de confinamiento. La simetŕıa
global Z(Nc) se encuentra espontáneamente rota en la fase de desconfinamiento [79, 80].
El loop de Polyakov constituye un parámetro de orden natural para esa transición de
fase; bajo transformaciones de gauge periódicas L es un objeto invariante, pero bajo una
trasformación de ’t Hooft adquiere un factor, que es un elemento del centro del grupo
gauge. Diversas teoŕıas efectivas para el loop de Polyakov han sido propuestas en [81].
(Para un análisis detallado ver, por ejemplo, [14]).

El loop de Polyakov es un operador compuesto. Su renormalizabilidad perturbativa
fue discutida en [82, 83, 84, 85], donde se muestra el hecho importante de que se puede
renormalizar multiplicativamente, sin mezcla con otros operadores. Al comienzo de los años
ochenta, el cálculo perturbativo del loop de Polyakov hasta segundo orden (NLO) fue hecho
por Gava y Jengo [17] dentro del esquema de regularización dimensional. Tras incluir efectos
de polarización de vaćıo a temperatura finita a través de la inserción de la masa de Debye,
el término de orden más bajo resulta ser el O(g3), en lugar del que en un principio cabŕıa
esperar O(g2). Estos resultados muestran que a temperaturas suficientemente grandes el
loop de Polyakov renormalizado se aproxima a uno por encima, lo cual es una consecuencia
del factor no trivial introducido en la renormalización. 1 No se han hecho muchos progresos
desde este primer resultado. Actualmente no existen cálculos perturbativos del loop de
Polyakov más allá de NLO. Tal y como se menciona en [17], un cálculo directo conduciŕıa
a la aparición de un gran número de diagramas de Feynman debido a las divergencias

1El valor esperado del loop de Polyakov desnudo se anula en el ĺımite al continuo en cualquier fase.
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infrarrojas [86]. En este caṕıtulo discutiremos una aproximación diferente, relacionada con
la técnica de reducción dimensional.

Desde el punto de vista no perturbativo, el loop de Polyakov desnudo ha sido fre-
cuentemente estudiado en cálculos numéricos de teoŕıas gauge en el lattice. No obstante,
sólo recientemente se ha conseguido una definición conveniente del loop de Polyakov renor-
malizado. El método introducido en ref. [15] para QCD quenched permite calcular el loop
de Polyakov a partir del potencial quark-antiquark a temperatura finita, obtenido de la
función de correlación de dos loops de Polyakov separados. La comparación con el potencial
a temperatura cero para separaciones pequeñas permite una determinación muy precisa de
la autoenerǵıa del quark, que deberá ser extráıa. El resultado es que el loop de Polyakov
renormalizado es mayor que uno para temperaturas por encima de 3Tc, en concordancia
con lo esperado de teoŕıa de perturbaciones. La misma técnica se ha utilizado para QCD
con dos sabores en [16].

Las temperaturas grandes están relacionadas con regiones cinemáticas donde se mani-
fiesta la rotura de la simetŕıa Lorentz, y se corresponden con momentos eucĺıdeos grandes
para una teoŕıa cuántica de campos a temperatura cero. En regularización dimensional en
el esquema MS se encuentra que a una temperatura dada T le corresponde una escala eu-
cĺıdea µ ∼ 4πT [87], de modo que para Tc = 270 MeV se tiene µ = 3 GeV. En este régimen
es de esperar que las ideas del desarrollo en producto de operadores (en inglés Operador
Product Expansion, OPE) se puedan aplicar, y más espećıficamente a temperaturas no
tan grandes, los condensados y las correcciones en potencias de la temperatura debeŕıan
de jugar un papel importante. En realidad, siguiendo algunas sugerencias antiguas [88],
requisitos fenomenológicos [89], estudios teóricos [90] y análisis en el lattice [91, 92, 93] hay
actualmente una evidencia creciente de que el condensado invariante BRST de orden más
bajo es de dimensión 2. Este condensado es en general no local, pero en el gauge de Landau
se convierte en un operador local 〈A2

µ,a〉, donde Aµ,a es el campo del gluón. El condensa-
do 〈A2

0〉 también aparece como un parámetro en el cálculo de la presión a temperatura
finita [94].

En este caṕıtulo investigaremos el papel que juegan de los condensados en el valor es-
perado del loop de Polyakov. El loop de Polyakov está estrechamente relacionado con el
valor esperado de tr(A2

0) (como veremos, el resultado perturbativo a NLO se puede obtener
de este modo), de modo que las contribuciones del condensado a esta magnitud tendrán un
impacto inmediato sobre el loop de Polyakov. Nuestra motivación puede entenderse bien
si se muestra la analoǵıa que existe con el potencial quark-antiquark a temperatura cero
en QCD quenched. Este potencial se puede obtener a partir de la función de correlación
de dos ĺıneas de Wilson. El régimen perturbativo del potencial Vqq(r) es el correspondiente
a separaciones pequeñas, donde el potencial es aproximadamente coulombiano. Para sep-
araciones del orden de 1/ΛQCD (no existe otra escala en gluodinámica) surge un término
lineal confinante que comienza a ser dominante. Estas dos contribuciones del potencial
evolucionan bajo el grupo de renormalización siguiendo una ley logaŕıtmica. Por tanto,
módulo correcciones radiativas, rV (r) está formado por una parte perturbativa que es con-
stante y por un término del tipo ΛQCDr

2 que es no perturbativo. De manera análoga, a
temperaturas grandes podemos considerar el comportamiento de la magnitud adimensional
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〈tr(A2
0)〉/T 2, que también está directamente relacionada con la función de correlación de

dos ĺıneas de Wilson térmicas. El análogo de la escala r en el caso anterior es aqúı la es-
cala 1/T , y por suspuesto para T grande la magnitud 〈tr(A2

0)〉/T 2 es perturbativa y plana
(módulo una dependencia logaŕıtmica). A temperaturas pequeñas habŕıa que considerar la
posibilidad de que surjan términos no perturbativos en potencias del tipo Λ2

QCD/T
2. Co-

mo mostraremos en la sección 5.3, estos términos se pueden introducir de manera natural
mediante correcciones OPE al propagador del gluón. Un análisis de los datos disponibles
en el lattice permite mostrar precisamente el comportamiento en potencias de T que se
deduce de estas consideraciones. Esto se hace en la sección 5.4. Este comportamiento en
potencias se observa en la fase de desconfinamiento desde las temperaturas más altas de
las que se tienen datos hasta muy cerca de la temperatura de transición, donde comienzan
a aparecer algunas desviaciones.

5.2. Loop de Polyakov perturbativo

Con objeto de incluir posteriormente posibles contribuciones provenientes de conden-
sados, trataremos de reproducir en esta sección el resultado perturbativo a orden más bajo
para el loop de Polyakov mendiante la aproximación de reducción dimensional. Además, es-
to nos permitirá discutir algunas propiedades de las contribuciones perturbativas de orden
superior.

5.2.1. Resultados perturbativos

El (valor esperado del) loop de Polyakov se define como

L(T ) =

〈
1

Nc

trP
(
eig

∫ 1/T
0 dx0A0(~x,x0)

)〉
, (5.1)

donde 〈 〉 indica valor esperado en el vaćıo, tr es la traza de color (en representación funda-
mental), y P indica ordenación a lo largo del camino de integración. A0 es la componente
temporal del campo gluónico (en tiempo eucĺıdeo). El campo gauge A0(x) es un elemento
del álgebra de Lie de SU(Nc), y puede ser representado como A0 =

∑
a TaA0,a, donde Ta son

los generadores hermı́ticos del álgebra de Lie de SU(Nc) en la representación fundamental,
con la normalización estándar tr(TaTb) = δab/2.

Al ser un operador compuesto, el loop de Polyakov es subceptible de ser renormal-
izado. En refs. [82, 83, 84, 85] se estudia la renormalizabilidad perturbativa del loop de
Polyakov en el contexto de teoŕıa de perturbaciones. El cálculo perturbativo de L(T ) en
gluodinámica pura a altas temperaturas fue realizado a comienzos de los años ochenta por
Gava y Jengo [17]. Este cálculo se hizo en el gauge de Landau hasta NLO, que corresponde
a O(g4), y se usó la regularización dimensional. El resulado hasta ese orden es invariante
gauge

L(T ) = 1 +
1

16π

N2
c − 1

Nc

g2mD

T
+
N2

c − 1

32π2
g4

(
log

mD

2T
+

3

4

)
+ O(g5) . (5.2)
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Este resultado es muy antiguo, y hoy en d́ıa no se dispone de cálculos a órdenes superiores.
La masa de Debye mD controla el apantallamiento de los modos cromoeléctricos en el
plasma, y a un loop se escribe [56]

mD = gT (Nc/3 +Nf/6)
1/2 . (5.3)

La dependencia en temperatura de la constante de acoplamiento g se obtiene del análisis
estándar del grupo de renormalización, y es de esperar que (5.2) constituya una buena
aproximación a temperatura suficientemente alta. Notemos que L(T ) se hace mayor que 1,
lo cual implica que el loop de Polyakov renormalizado no es una matriz de unimodular.
Puesto que mD contiene una g, la primera contribución no trivial a L es O(g3), debido a
la estructura infrarroja de la teoŕıa, en lugar de O(g2) que es lo que uno esperaŕıa en un
principio.

5.2.2. Reducción dimensional

En la sección 3.6 se obtuvo la acción de la teoŕıa efectiva dimensionalmente reducida a
un loop y en el gauge de Landau. Esta teoŕıa queda descrita por la acción tridimension-
al
∫
d3xL3(~x) [87, 49, 58, 36], donde

TL3(~x) = m2
Dtr(A2

0) +
g4(µ)

4π2
(tr(A2

0))
2 +

g4(µ)

12π2
(Nc −Nf )tr(A

4
0)

+
g2(µ)

g2
E(T )

tr([Di, A0]
2) +

g2(µ)

g2
M(T )

1

2
tr(F 2

ij) + TδL3 . (5.4)

g(µ) es la constante de acoplamiento de QCD en el esquema MS (usada también en la
fórmula del loop de Polyakov (5.2) y en la masa de Debye (5.3))

1

g2(µ)
= 2β0 log(µ/ΛMS) , β0 = (11Nc/3 − 2Nf/3)/(4π)2 (5.5)

y las constantes de acoplamiento cromoeléctricas y cromomagnéticas vienen dadas por
ec. (3.89). El término restante δL3 es no renormalizable y contiene operadores de dimensión
6 o mayores (ver ec. (3.94)). Además existen términos que contribuyen más allá de un loop
y términos constantes (indenpendientes de los campos) que podŕıan ser relevantes para el
cálculo de la presión.

Para obtener el loop de Polyakov a orden más bajo necesitaremos únicamente los térmi-
nos de masa y de enerǵıa cinética (términos primero y cuarto respectivamente en ec. (5.4)).
Para simplificar la notación, en el resto del caṕıtulo trabajaremos con un campo A0 reescal-
ado

A0(~x) =
g(µ)

gE(T )
AMS

0 (~x) , (5.6)

donde AMS
0 es el campo gluónico que aparece en fórmulas previas. A todos los efectos, el uso

de la masa de Debye y la fórmula del loop de Polyakov ec. (5.1) que depende del producto
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de gA0, es equivalente al uso del nuevo campo A0 junto con gE(T ) como constante de
acoplamiento. A partir de ahora denotaremos esta constante como g(T ) o simplemente g,

L3(~x) =
m2

D

T
tr(A2

0) +
1

T
tr([Di, A0]

2) + · · · , (5.7)

1

g2(T )
= 2β0 log(T/ΛE) ,

con

ΛE =
ΛMS

4π
exp

(
γE − Nc + 8Nf (log 2 − 1/4)

22Nc − 4Nf

)
. (5.8)

En el cálculo de la presión de QCD se puede fijar el gauge de cualquier forma para
integrar los modos no estacionarios. Por esta razón se suelen utilizar los gauges covariantes,
pues los cálculos resultan más fáciles en estos gauges. Para el loop de Polyakov la situación
es diferente, pues los gauges estáticos resultan más convenientes [56]. Tal y como se muestra
en el Apéndice A, un gauge estático es aquel en el que ∂0A0 = 0, y no implica pérdida de
generalidad ya que este gauge siempre existe. En el gauge estático la ec. (5.1) se escribe

L =
1

Nc

〈
tr eigA0(~x)/T

〉
. (5.9)

Notar que L únicamente depende de los modos estacionarios de A0, de modo que si in-
tegramos los modos no estacionarios no existirá pérdida de información en el loop de
Polyakov. El modo estacionario A0(~x) coincide con el logaritmo de loop de Polyakov única-
mente en el gauge estático. Por desgracia, el resultado perturbativo de L3(~x), ec. (5.7), sólo
se conoce en los gauges covariantes. Por tanto, en un gauge covariante la acción efectiva de
los modos estacionarios resulta insuficiente para obtener los valores esperados del loop de
Polyakov. El uso del modo estacionario en (5.9) equivale a eliminar el operador de orde-
nación a lo largo del camino de integración P en la definición del loop de Polyakov (5.1),
dando lugar a una dependencia en el gauge. No obstante, como mostraremos en la subsec-
ción siguiente, la dependencia en el gauge únicamente afectará más allá de NLO, y seremos
capaces de reproducir los dos términos de (5.2) mediante el uso de las fórmulas de [53] para
la densidad de enerǵıa de vaćıo.

Si hacemos un desarrollo en serie de L(T ) en ec. (5.9), se obtiene

L(T ) = 1 − g2

2T 2

1

Nc

〈tr(A2
0)〉 +

g4

24T 4

1

Nc

〈tr(A4
0)〉 + · · · . (5.10)

En esta fórmula hemos considerado que tr(A0) es cero. Es de esperar que el resto de
órdenes impares en el campo gluónico de anulen debido a la simetŕıa de conjugación de
QCD, Aµ(x) → −AT

µ (x). La contribución de orden más bajo 〈tr(A2
0)〉 tiene dimensiones de

masa al cuadrado, de modo que esta contribución no existiŕıa en un cálculo a temperatura
cero. A temperatura finita debe de escalar como T 2 (módulo correcciones radiativas con
una débil dependencia en T , que incluyen el running de la constante de acoplamiento y
dimensiones anómalas).
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Figura 5.1: Dependencia en temperatura del loop de Polyakov renormalizado en glu-
odinámica (Nc = 3). Los datos de lattice son de [15]. Para comparar, se muestran los
resultados perturbativos LO y NLO de ec. (5.2). La curva es un ajuste del parámetro b en
ec. (5.32) con los datos de lattice.

Sea D00(~k)δab la componente temporal del propagador en espacio de momentos para
los campos gauge normalizados canónicamente T−1/2A0,a(~x). Integrando el propagador
obtenemos el valor esperado de los campos

〈A2
0,a〉 = (N 2

c − 1)T

∫
d3k

(2π)3
D00(~k) . (5.11)

A orden más bajo en teoŕıa de perturbaciones, el propagador se escribe

DPert
00 (~k) =

1

~k2 +m2
D

, (5.12)

Si introducimos (5.12) en (5.11) obtenemos la contribución perturbativa de orden más bajo
para el condensado gluónico de dimensión dos (hacemos uso de las reglas de regularización
dimensional)

〈A2
0,a〉Pert = −(N 2

c − 1)
TmD

4π
. (5.13)

Este resultado introducido en ec. (5.10) (y usando que tr(A2
0) = A2

0,a/2) reproduce el valor
perturbativo de L(T ) hasta orden O(g3).

En la figura 5.1 se compara el valor perturbativo de L(T ) en ec. (5.2) con datos de lattice
obtenidos recientemente en gluodinámica pura y Nc = 3 [15]. Podemos observar que en la
región de alta temperatura, T próximo a 6Tc, los valores de lattice para L(T ) son mayores
que 1, tal y como predice el cálculo perturbativo. Además el valor numérico en esta región
es consistente con teoŕıa de perturbaciones. Este acuerdo desaparece rápidamente a medida
que nos aproximamos a la temperatura cŕıtica: los datos de lattice decrecen hasta producir
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una transición de fase (en este caso de segundo orden), mientras que la curva perturbativa
crece ligeramente. Como es de esperar, el resultado perturbativo es lentamente variable
con la temperatura, pues esta variación procede de correcciones radiativas logaŕıtmicas.

5.2.3. Resultados perturbativos a órdenes superiores

En la sección (5.2.2) discutimos la técnica de reducción dimensional y llegamos a obtener
el valor perturbativo de L(T ) a orden más bajo en teoŕıa de perturbaciones O(g3). En este
apartado vamos a hacer una discusión de las contribuciones de órdenes superiores al loop
de Polyakov.

El lagrangiano renormalizable tridimensional tiene la siguiente estructura

Lren
3 (~x) =

1

2
tr(F 2

ij) + tr([Di,A0]
2) +m2

3tr(A2
0) + λ1(tr(A2

0))
2 + λ2tr(A4

0) ,

Di = ∂i − ig3Ai . (5.14)

con Aµ ∼ T−1/2Aµ, m3 ∼ gT , g3 ∼ T 1/2g, y λ1 ∼ λ2 ∼ g4T . Para Nc = 2 y Nc = 3 el
término λ2 es redundante y podemos considerar λ2 = 0.

La densidad de enerǵıa de vaćıo de esta teoŕıa, ε(g3,m3, λ1), ha sido calculada hasta cu-
atro loops en [53], con g3, m3 y λ1 como parámetros independientes. Esto permite calcular
los condensados 〈A2

0〉 y 〈A4
0〉 tomando derivadas de ε con respecto a m2

3 y λ1 respectiva-
mente, lo cual va a permitir obtener sucesivos órdenes perturbativos del loop de Polyakov
mediante ec. (5.10).

La estructura general de la densidad de enerǵıa de vaćıo es [53]

ε(g3,m, λ1) =
∑

`≥1

`−1∑

k=0

f`k m
4−`g2k

3 λ
`−k−1
1 , (5.15)

donde ` indica el número de loops y los coeficientes f`k dependen logaŕıtmicamente de m3.
Para las magnitudes que aparecen en (5.10) se tiene

g2

T 2
〈tr(A2

0)〉 ∼ g2

T

∂ε(g3,m3, λ1)

∂m2
3

∼
∑

`≥1

3∑̀

n=`+2

gn ,

g4

T 4
〈tr(A4

0)〉 ∼ g4

T 2

∂ε(g3,m3, λ1)

∂λ1

∼
∑

`≥2

3∑̀

n=`+4

gn . (5.16)

Teniendo en cuenta que en [53] se calcula la densidad de enerǵıa de vaćıo hasta 4 loops,
la primera contribución a L(T ) que no se tendŕıa en cuenta seŕıa O(g7), correspondiente
a ` = 5 en el término 〈tr(A2

0)〉. La contribución de orden más bajo de 〈tr(A4
0)〉 a 5 loops

es O(g9), y la primera contribución de 〈tr(A6
0)〉, no disponible en el cálculo, comenzaŕıa

en O(g9) a 3 loops. Esto quiere decir que en principio, con el resultado de [53] se podŕıa
extender el resultado perturbativo de L(T ) hasta O(g6). Desafortunadamente las relaciones
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que conectan los parámetros de la teoŕıa dimensionalmente reducida m3, g3 y λ1 con los
correspondientes de QCD en cuatro dimensiones sólamente se conocen en gauges covari-
antes, para los cuales la relación (5.9) no se cumple. En particular, la razón g(µ)/gE(T )
tiene una dependencia en el gauge que comienza en O(g2) para las contribuciones de dos
loops, lo cual daŕıa lugar a una dependencia en el gauge a O(g5) en L(T ).

Debeŕıamos de estudiar asimismo la contribución de los términos no renormalizables δL3.
Los términos de orden más bajo de ese tipo son [49, 36]

δL3 =
g2

T 2
tr([Di, Fµν ]

2) +
g3

T 3/2
tr(F 3

µν) +
g4

T
tr(A2

0F
2
µν) . (5.17)

Si tenemos en cuenta la relación efectiva Di ∼ gT , el primer término corresponde a una
corrección O(g4) en la enerǵıa cinética, de modo que comenzará a contribuir a O(g7) como
una corrección del LO en L(T ). Los otros términos son de orden mayor.

Teniendo en cuenta las relaciones (5.16) y la ecuación (5.10), encontramos la siguiente
contribución de orden O(g5) en L(T )

O(g5) =
(N 2

c − 1)g4TmD

384π3

[
− m2

D

(gT )2
(9L+ 3cm + 4Nf + 2Nc(6ζ − 7))

+
N2

c

4
(89 + 4π2 − 44 log 2)

]
, (5.18)

donde

L =
22

3
Nc log

µ

µT

− 4

3
Nf log

4µ

µT

, cm =
10N2

c + 2N 2
f + 9Nf/Nc

6Nc + 3Nf

, (5.19)

y µT = 4πe−γET es la escala térmica estándar que surge en la reducción dimensional
perturbativa en el esquema MS. mD viene dada por ec. (5.3). ζ es un parámetro que
depende del gauge. Reproducimos asimismo el término de orden O(g4) que aparece en el
resultado de Gava y Jengo, ec. (5.2).

Si bien los términos O(g5)+O(g6) tienen una dependencia en el gauge, numéricamente
se observa que no producen una contribución sustancial a L(T ), pues son cualitativamente
y cuantitativamente similares a los obtenidos en [17]. Nuevamente la naturaliza radiativa
de estos términos perturbativos produce una dependencia logaŕıtmica en temperatura que
es muy plana.

Encontramos que teoŕıa de perturbaciones resulta ser incapaz de explicar el compor-
tamiento que se observa en el lattice del loop de Polyakov en el régimen Tc < T < 6Tc (ver
figura 5.1), y este hecho refuerza la necesidad de incluir en el cálculo efectos no perturba-
tivos.

5.2.4. Ansatz gaussiano

Con objeto de simplificar el tratamiento, consideraremos que en la fase de desconfi-
namiento el campo A0(~x) se encuentra suficientemente bien descrito con una distribución
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gaussiana. En este caso, todos los valores esperados de A0 más allá de 〈A2
0〉 se anulan, y

haciendo uso del desarrollo estándar en cumulantes, se encuentra

L = exp

[
−
g2〈A2

0,a〉
4NcT 2

]
(5.20)

de modo que 2

〈A2
0,a〉Pert = −N

2
c − 1

4π
mDT − Nc(N

2
c − 1)

8π2
g2T 2

(
log

mD

2T
+

3

4

)
+ O(g3) . (5.21)

De (5.16) se observa que la contribución a L(T ) proveniente de 〈A4
0〉 comienza en O(g6),

de modo que el ansatz gaussiano será válido hasta orden O(g5) a temperatura suficiente-
mente alta, donde la teoŕıa se convierte en débilmente interactuante debido a la propiedad
de libertad asintótica. Es exacto en el ĺımite de Nc grande ya que los valores esperados
conectados de órdenes mayores se encuentran suprimidos por potencias de 1/Nc. A

2
0,a es-

cala como N 2
c − 1, de modo que L tiene un ĺımite bien definido para Nc → ∞, con la

prescripción estándar de mantener fijo g2Nc.
Los cálculos de lattice muestran una distribución gaussiana para el loop de Polyakov [106].

El ansatz gaussiano es equivalente a desarrollar la exponencial en ec. (5.9), promediar so-
bre grados de libertad de color y finalmente hacer uso de la hipótesis de saturación de
vaćıo (〈A2k

0 〉 = (2k − 1)!!〈A2
0〉k), usada habitualmente en las reglas de suma de QCD a

temperatura cero. En este contexto el loop de Wilson fue discutido en ref. [95] mediante el
uso del condensado gluónico estándar de dimensión 4, dando como resultado un término
proporcional al cuadrado del área del contorno para pequeños contornos. El problema fue
discutido nuevamente en ref. [96] en el contexto de condensados de dimensión 2, dando
lugar a una ley proporcional al área para contornos pequeños. Esto se muestra de acuerdo
con la observación de ref. [89] de que los condensados de dimensión 2 podŕıan considerarse
en términos efectivos como masas gluónicas taquiónicas, lo cual proporciona el compor-
tamiento a cortas distancias de las fuerzas que son confinantes a distancias grandes.

5.3. Contribuciones no perturbativas en el loop de

Polyakov

En la sección 5.2 de este caṕıtulo hemos hecho un estudio de las contribuciones pertur-
bativas para el loop de Polyakov, y encontramos que teoŕıa de perturbaciones reproduce
únicamente los datos de lattice a temperaturas suficientemente altas (T ∼ 6Tc). Este hecho
aparece ilustrado en la figura 5.1.

La situación es similar a lo que ocurre con el potencial quark-antiquark en QCD a
temperatura cero, como función de la separación del quark y el antiquark. En esta caso,

2Esta fórmula es válida también para la teoŕıa unquenched, puesto que hasta este orden Nf únicamente
aparece a través de la masa de Debye.
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la teoŕıa de perturbaciones describe bien la región de cortas distancias, donde la teoŕıa es
débilmente interactuante y el intercambio de un gluón produce un potencial tipo Coulomb.
A distancias grandes surge el confinamiento y en los datos de lattice sugieren un potencial
de tipo lineal [97].

En el resto del presente caṕıtulo nos propondremos estudiar el efecto de los condensados
de dimensión más baja sobre el valor esperado del loop de Polyakov. Puesto que la teoŕıa
es débilmente interactuante a temperatura grande, podŕıan ser de utilidad las ideas desar-
rolladas para la región de momento grande en la teoŕıa a temperatura cero. Tal y como se
mostró en la sección 5.2, a temperatura grande el loop de Polyakov está ı́ntimamente rela-
cionado con el valor esperado de A2

0 en un gauge estático, el cual escala perturbativamente
como T 2. No obstante, nada impide la existencia de un término extra no perturbativo
proporcional a Λ2

QCD.

Con objeto de dar cuenta de contribuciones no perturbativas provenientes de conden-
sados gluónicos, consideraremos en el propagador D00(~k) nuevos términos fenomenológicos
con parámetros positivos con dimensión de masa. En concreto, consideraremos

D00(~k) = DPert
00 (~k) +DNo Pert

00 (~k) , (5.22)

con el término no perturbativo

DNo Pert
00 (~k) =

m2
G

(~k2 +m2
D)2

. (5.23)

Este ansatz es equivalente al que se realiza a temperatura cero en presencia de condensados
[88, 89]. Este término nuevo genera una contribución no perturbativa para el condensado:

〈A2
0,a〉No Pert =

(N 2
c − 1)Tm2

G

8πmD

. (5.24)

Si suponemos que el parámetro mG es independiente de la temperatura (salvo correcciones
radiativas), el condensado será asimismo T-independiente (módulo esas mismas correc-
ciones radiativas). En términos del condensado, la contribución no perturbativa al propa-
gador se escribe

DNo Pert
00 (~k) =

8π

N2
c − 1

mD

T

〈A2
0,a〉No Pert

(~k2 +m2
D)2

. (5.25)

Notar que un condensado positivo 〈A2
0,a〉No Pert indica lo que seŕıa una masa gluónica

taquiónica −m2
G, al igual que en ref. [89].

Si hacemos uso del ansatz gaussiano, ec. (5.20), y sumamos las contribuciones pertur-
bativa y no perturbativa de 〈A2

0,a〉, se obtiene

−2 logL =
g2〈A2

0,a〉Pert

2NcT 2
+
g2〈A2

0,a〉No Pert

2NcT 2
. (5.26)
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El hecho de que 〈A2
0,a〉Pert escale como T 2 mientras que 〈A2

0,a〉No Pert sea independiente de
la temperatura (módulo correcciones radiativas), sugiere que la fórmula anterior se pueda
reescribir de la siguiente forma

−2 logL = a+ b

(
Tc

T

)2

, (5.27)

donde se espera que los parámetros a y b tengan una dependencia débil en temperatura.
Esta fórmula muestra que la contribución no perturbativa da lugar a una dependencia
en temperatura que sigue una ley de potencia, la cual no está presente en los cálculos
perturbativos.

5.4. Comparación con datos de lattice

Recientemente se han desarrollado diferentes métodos para renormalizar el loop de
Polyakov en el lattice. Por supuesto, estos cálculos son completamente no perturbativos.
Uno de los procedimientos de renormalización se basa en el cálculo de funciones de cor-
relación singlete y octete a temperatura finita de una pareja de quark y antiquark pesa-
dos [15, 16]

e−F1(~x,T )/T+C(T ) =
1

3
〈TrP desn(~x)P †desn(0)〉 ,

e−F8(~x,T )/T+C(T ) =
1

8
〈TrP desn(~x) TrP †desn(0)〉 − 1

24
〈TrP desn(~x)P †desn(0)〉 . (5.28)

En estas f órmulas P desn(~x) indica el operador loop de Polyakov desnudo (sin renormalizar)
localizado en el punto ~x. Los dos loops de Polyakov se renormalizan mediante la extracción
de la autoenerǵıa del quark (que es dependiente de T , pero independiente de la separación),
de tal modo que se reproduzca a pequeñas distancias el potencial quark-antiquark estándar
a temperatura cero. El valor esperado del loop de Polyakov se obtiene considerando en las
fórmulas anteriores el ĺımite de separación grande. Si P (~x) denota el loop de Polyakov
renormalizado en el punto ~x,

〈TrP (~x)P †(0)〉 = e−C(T )〈TrP desn(~x)P †desn(0)〉 = e−F1(r,T )/T −→
r→∞

L2(T ) . (5.29)

Tal y como muestran los autores de [15], existe una ambiguedad en su procedimiento,
que corresponde a añadir una constante al potencial quark-antiquark a temperatura cero.
Esta ambiguedad se traduce en una ambiguedad aditiva en F1(r, T ) en ec. (5.29), lo cual
conduciŕıa a un término del tipo 1/T en log(L(T )). Para eliminar esta ambiguedad los
autores han adoptado la prescripción de Cornell, que consiste en elegir v1 = 0 en Vq̄q(r) ∼
v0/r + v1 + v2r.
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Figura 5.2: Logaritmo del loop de Polyakov renormalizado en gluodinámica (Nc = 3) frente
al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades de la temperatura de transición
de fase. Los datos del lattice son de [15]. En los ajustes se usa ec. (5.27) con a y b como
parámetros libres, y datos del lattice por encima de 1,03Tc para Nτ = 4 y Nτ = 8. Para
comparar, se muestran los resultados perturbativos LO y NLO para Nf = 0.

5.4.1. Resultados en gluodinámica

En ref. [15] se hace un estudio del loop de Polyakov renormalizado, siguiendo el método
señalado anteriormente, para gluodinámica pura y Nc = 3. Motivado por el resultado de
nuestro modelo, ec. (5.27), en la figura 5.2 mostramos los datos de lattice de −2 logL(T )
frente a (Tc/T )2. Se observa que los datos presentan un comportamiento prácticamente
lineal. Este patrón es claramente diferente del que predice teoŕıa de perturbaciones, que
es mucho más plano, y muestra de manera ineqúıvoca la existencia de la corrección en
potencias de temperatura t́ıpica de un condensado de dimensión 2.

Si identificamos (5.27) con (5.26) obtenemos las siguientes relaciones:

a = − 1

8π

N2
c − 1

Nc

g2mD

T
− N2

c − 1

16π2
g4

(
log

mD

2T
+

3

4

)
+ O(g5) , (5.30)

g2〈A2
0,a〉No Pert = 2NcT

2
c b . (5.31)

Haremos un primer ajuste de los datos del lattice considerando para a el valor que predice
teoŕıa de perturbaciones a NLO (5.30), y dejando b como parámetro libre

−2 logL = aNLO + b

(
Tc

T

)2

. (5.32)

El resulado se muestra en la tabla 5.1.
En el ajuste hemos incluido datos del lattice para temperaturas por encima de 1,03Tc.

Hacemos uso de Tc/ΛMS = 1,14(4) [98, 97], y Tc = 270(2) MeV [98]. En el resto de esta
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Nτ b g2〈A2
0,a〉No Pert (GeV)2 χ2/DOF

4 2.20(6) (0.98(2))2 0.75
8 2.14(4) (0.97(1))2 1.43

Cuadro 5.1: Resultado del ajuste con ec. (5.32) de los datos de lattice del loop de Polyakov
renormalizado en gluodinámica [15]. Se han incluido datos por encima de 1,03Tc. El valor
del condensado se ha obtenido a partir de b y la ecuación (5.31).

sección usaremos la constante de acoplamiento que se obtiene de la función beta hasta tres
loops y ΛE de ec. (5.8) como parámetro de escala. Si suponemos que la diferencia entre
los dos resultados de lattice (Nτ = 4 y Nτ = 8) es debida únicamente a efectos de cutoff
finito, y consideramos que el efecto principal va como 1/Nτ , encontramos como estimación
para g2〈A2

0,a〉NoPert en el ĺımite del continuo (0,95(4) GeV)2.
Hemos considerado también un segundo ajuste de los datos de lattice considerando a

y b parámetros libres. El resultado se muestra en la tabla 5.2.

Nτ a b g2〈A2
0,a〉No Pert (GeV)2 χ2/DOF

4 -0.27(5) 1.81(13) (0.89(3))2 1.07
8 -0.23(1) 1.72(5) (0.87(2))2 0.45

Cuadro 5.2: Igual que tab. 5.1, con a y b como parámetros libres.

Los valores de χ2/DOF son ligeramente mejores que los correspondientes al ajuste con
aNLO, y los valores del condensado son un poco más pequeños que antes. La correspondiente
estimación del ĺımite del continuo es g2〈A2

0,a〉NoPert = (0,84(6) )2.
La identificación de a con el resultado perturbativo debe de funcionar mejor a temper-

aturas grandes. De ec. (5.30) se obtiene para la temperatura más alta 6Tc

aNLO = −0,22(1) (T = 6Tc) , (5.33)

lo cual muestra un acuerdo razonable con los valores ajustados. Notar que las correcciones
no perturbativas en potencias de T contribuyen poco a esta temperatura (∼ 20 %). Se
puede concluir que el resultado perturbativo NLO evoluciona a temperaturas pequeñas
más rápidamente de lo que sugiere el ajuste. Seŕıa interesante tener en cuenta correcciones
logaŕıtmicas al valor del condensado y quizás ciertas correcciones de dimensión anómala
para éste. Sin embargo, los datos de lattice actuales no permiten una extracción limpia de
esos detalles.

En un intento por determinar una posible corrección de tipo 1/T 4, hemos considerado
en ec. (5.27) el término extra c(Tc/T )4. El resultado del ajuste de los datos del lattice para
Nτ = 8 se muestra en la tabla 5.3.

El valor de c es compatible con cero en los dos casos, y los errores se superponen
con los valores centrales de a y b (Nτ = 8), en tab. 5.1 y tab. 5.2 respectivamente. Es
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Nτ a b c χ2/DOF
8 aNLO 2.18(20) -0.04±0.24 1.89
8 -0.22(2) 1.61(24) 0.13±0.28 0.42

Cuadro 5.3: Resultado del ajuste de los datos de lattice del loop de Polyakov renormalizado
en gluodinámica [15], con ec. (5.27) y un término extra c(Tc/T )4 . En la primera fila se han
tomado b y c como parámetros libres, y se considera para a el valor perturbativo a NLO,
ec. (5.30). En la segunda fila se toman a, b y c como parámetros libres.
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Figura 5.3: Logaritmo del loop de Polyakov renormalizado en QCD unquenched con dos
sabores frente al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades de la temperatura
de transición de fase. Los datos del lattice son de [16]. En los ajustes se usa ec. (5.27) con
a y b como parámetros libres, y datos del lattice por encima de 1,15Tc para Nτ = 4. Para
comparar, se muestran los resultados perturbativos LO y NLO para Nf = 2.

necesario disponer de datos más precisos con objeto de identificar posibles contribuciones
de condensados de dimensión 4.

Un ajuste de los datos excluye por completo la existencia de un término del tipo 1/T en
log(L(T )). Este término no tiene base teórica, pues no existe un condensado de dimensión
uno. La ausencia de este término en los datos se debe a que los autores han adoptado la
prescripción de Cornell para el potencial quark-antiquark.

5.4.2. Resultados unquenched

El loop de Polyakov renormalizado ha sido calculado también en ref. [16] en el caso
unquenched para QCD con dos sabores, siguiendo el método explicado al comienzo de
la sección 5.4. En la figura 5.3 mostramos estos datos para Nτ = 4. En este caso, los
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datos siguen un comportamiento prácticamente lineal para temperaturas por encima de
1,15Tc. Cerca de la temperatura de transición los datos comienzan a salirse del patrón de
la ec. (5.27), lo cual es señal de que se hace necesaria una descripción más rica a medida
que nos aproximamos a la transición de fase.

En la tabla 5.4 se muestran los resulados del ajuste de los datos del lattice para T >
1,15Tc.

Nτ a b g2〈A2
0,a〉No Pert (GeV)2 χ2/DOF

4 aNLO 2.99(12) (0.86(2))2 1.87
4 -0.31(6) 2.19(13) (0.73(3))2 0.25

Cuadro 5.4: Resultado del ajuste con ec. (5.27) de los datos de lattice del loop de Polyakov
renormalizado en QCD con dos sabores [16]. Se han incluido datos por encima de 1,15Tc.
En la primera fila se ha tomado b como parámetro libre, y se considera para a el valor
perturbativo a NLO, ec. (5.30). En la segunda fila se toman a y b como parámetros libres.

Hemos usado Tc/ΛMS = 0,77(9), con Tc = 202(4) MeV [99] y ΛMS = 261(31) MeV [100].
En el ajuste hemos considerado el mismo peso para todos los puntos, y el valor de χ2

corresponde a un error representativo de ±0,05 en 2 logL(T ) (similar al caso quenched).
Al igual que en el caso quenched, el valor de a es consistente con el valor perturbativo

a temperatura grande

aNLO = −0,35(2) (T = 6Tc) . (5.34)

La pérdida del patrón lineal para temperaturas por debajo de 1,15Tc no se explica
convenientemente si consideramos nuevos condensados de dimensión mayor. En efecto,
hemos sido incapaces de extraer de los datos un condensado de dimensión 4. En la tabla 5.5
se muestra el resultado del ajuste para T > 1,0Tc al considerar en ec. (5.32) el término
extra c(Tc/T )4.

Nτ a b c χ2/DOF
4 aNLO 2.44(21) 1.07(19) 12.8

Cuadro 5.5: Ajuste de los datos del lattice del loop de Polyakov renormalizado en QCD
con dos sabores [16], con ec. (5.27) y un término extra c(Tc/T )4. Se han incluido datos por
encima de 1,0Tc.

El ajuste no es bueno, y la gran correlación que encontramos entre b y c hace que no
se pueda extraer información fiable de este nuevo parámetro.

5.4.3. Otros resultados quenched

Recientemente ha aparecido en la literatura un método alternativo para renormalizar el
loop de Polyakov en el lattice. En ref. [76] los autores consideran loops de Polyakov aislados
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in gluodinámica pura, y hacen una renormalización multiplicativa mediante la extracción
de la autoenerǵıa del quark. Si PR(~x) denota el loop de Polyakov renormalizado en una
representación irreducible arbitraria R en el punto ~x, se tiene

〈PR(~x)〉 =
1

ZR
〈P desn

R (~x)〉 , ZR = exp

(
−m

div
R
T

)
, (5.35)

donde se ha dividido por una constante de renormalización apropiada ZR. P den
R (~x) indica el

operador loop de Polyakov desnudo. Éste es un tipo estándar de renormalización de masa,
si bien aqúı debemos de tener en cuenta que, puesto que la linea de Wilson es un operador
no local, la constante de renormalización dependerá de la longitud del camino: en general,
para un camino de longitud ` se tiene ZR = exp(−mdiv

R `).
El problema principal reside en cómo determinar las masas divergentes de un modo

no perturbativo. En un espacio-tiempo de cuatro dimensiones la masa divergente para un
quark test mdiv

R es lineal con el cutoff ultravioleta, el cual es proporcional al inverso del
espaciado del lattice, a, esto es:

mdiv
R ∼ 1

a
. (5.36)

Los autores consideran diferentes lattices, todos a la misma temperatura f́ısica T , pero con
diferentes valores del espaciado a. Puesto que el número de puntos en la dirección temporal
Nτ = 1/(aT ) es diferente en estos lattices, obtienen la masa divergente amdiv

R mediante
comparación de los valores del loop de Polyakov desnudo en los diversos lattices.

Siguiendo este método, los autores de [76] calculan el loop de Polyakov renormalizado
en varias representaciones de SU(3). Nuestro interés se centra en la representación fun-
damental, y cuando comparamos con los datos de [15] encontramos que ambos resultados
difieren cualitativamente, principalmente para temperaturas por encima de 1,3Tc. En la
figura 5.4 se muestran los dos conjuntos de datos.

El origen de la discrepancia entre ambos resultados no está del todo claro, aunque los
autores de [76] no excluyen la posibilidad de que se deba a efectos del espaciado finito del
lattice, que no hayan sido tenidos en cuenta de manera conveniente.

Existen varias razones para pensar que los resultados de [15] son más fiables. Por
una parte este método resulta técnicamente más simple y susceptible de ser probado. Los
autores pueden comprobar que a cortas distancias los dos loops de Polyakov reproducen
de una manera muy precisa el potencial quark-antiquark a temperatura cero como función
de r para todas las temperaturas. El contacto entre el potencial a temperatura cero y el
correspondiente a temperatura finita es casi total hasta una separación r(T ), relacionada
con la masa de Debye, lo cual permite una determinación muy precisa del contratérmino
c(T ) de ec. (5.29). Además, el cálculo está hecho para dos tamaños diferentes del lattice,
Nτ = 4 y Nτ = 8 (también Nτ = 16 en [105]), y los resultados muestran una dependencia
muy pequeña en el cutoff, lo cual significa que el ĺımite del continuo ha sido alcanzado.

El método de ref. [76] es técnicamente más complicado, pues necesita comparar tamaños
diferentes del lattice a la misma temperatura f́ısica T . La extracción del contratérmino es
asimismo más compleja, pues el análogo de C(T ) en ec. (5.29) se escribe como una serie
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Figura 5.4: Logaritmo de loop de Polyakov renormalizado en gluodinámica (Nc = 3) frente
al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades de la temperatura de transición
de fase. Los datos del lattice son de [15] y [76]. Los ajustes usan ec. (5.27) con a y b como
parámetros libres para [15], y ec. (5.39) con a como parámetro libre para [76].

en potencias de T con coeficientes que deben de ser ajustados con los datos del loop de
Polyakov desnudo. Por otra parte, desde el punto de vista del modelo que proponemos
en nuestro trabajo, esperamos que las correcciones no perturbativas sean despreciables a
las temperaturas más altas de los dos datos del lattice, pero únicamente [15] parece ser
consistente con teoŕıa de perturbaciones [17] a esas temperaturas.

El método de [76] renormaliza el logaritmo del loop de Polyakov siguiendo este esquema

− logLdesn(T ) = fdivNτ + f ren + f latN−1
τ , (5.37)

donde
Ldesn(T ) = 〈P desn(~x)〉 , L(T ) = 〈P (~x)〉 = e−f ren

. (5.38)

Podemos especular con esta fórmula suponiendo que los términos que dependen del cutoff
no han sido extraidos completamente en los datos, o bien que después de haber sido ex-
traidos permanezcan términos del mismo tipo a los extraidos. En concreto, consideraremos
el siguiente patrón de ajuste

−2 logL = a+ b

(
Tc

T

)2

+ δa−1
Tc

T
+ δa+ δa1

T

Tc

. (5.39)

En la tabla 5.6 se muestran los resultados del ajuste de los datos del lattice (figura 8
de ref. [76]) para el loop de Polyakov en la representación fundamental, en el régimen
1,3Tc < T < 3,5Tc.

Un hecho alentador es que el valor del condensado parece ser compatible con el obtenido
en la sección 5.4.1 a partir de los datos de ref. [15]. No obstante, esta especulación no es
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a δa a+ δa b δa−1 δa1 χ2/DOF
aNLO 1.8 ± 1.8 1.4 ± 2.6 -1.0±3.8 -0.29±0.26 0.0349

1.6 ± 1.8 1.3 ± 2.6 -1.4 ± 3.8 -0.28 ± 0.26 0.0350

Cuadro 5.6: Resultado del ajuste con ec. (5.39) de los datos de lattice del loop de Polyakov
renormalizado en gluodinámica [76]. En la primera fila se ha tomado para a el valor aNLO

de ec. (5.30), y en la segunda se ha considerado a como parámetro libre.

totalmente concluyente y seŕıa deseable un acuerdo entre los resultados de ambos grupos
antes de sacar nuevas consecuencias.

5.4.4. Relación con otras determinaciones del condensado

Si bien nuestra determinación del condensado se ha hecho en el gauge estático, resulta
tentador comparar con condensados a temperatura cero g2〈A2

µ,a〉, calculados en la literatura
en quenched QCD y en el gauge de Landau. En la tabla 5.7 se muestran algunos valores de
este condensado obtenidos recientemente por diferentes procedimientos. El acuerdo entre
ellos es aceptable.

Referencia g2〈A2
µ,a〉 (GeV)2

Del propagador del gluón [91] (2,4 ± 0,6)2

Del vértice simétrico de tres gluones [91] (3,6 ± 1,2)2

De la cola del propagador del quark [92] (2,1 ± 0,1)2

De la cola del propagador del quark [93] (3,0 − 3,4)2

Cuadro 5.7: Valores del condensado g2〈A2
µ,a〉 a temperatura cero, en el gauge de Landau

en quenched QCD.

A temperatura cero todas las componentes de Lorentz contribuyen de igual forma, lo
cual sugiere un factor de conversión 4 al pasar de g2〈A2

µ,a〉 a g2〈A2
0,a〉. Sin embargo, de

acuerdo con ref. ([88]), en el gauge de Landau el condensado total escala como D − 1,
donde D es la dimensión del espacio eucĺıdeo, lo cual sugiere un factor de conversión 3. En
cualquier caso, si tenemos en cuenta tanto las incertidumbres de los datos de lattice como
las teóricas, el acuerdo es significativo, pues estamos comparando resultados a temperaturas
y gauges diferentes.

Podemos comparar asimismo nuestro resultado para el condensado gluónico con cálculos
realizados a temperatura finita basados en el estudio de contribuciones no perturbativas
de la presión en gluodinámica pura [94, 109]. Estos resultados conducen a

g2〈A2
0,a〉No Pert = (0,93(7) GeV)2 , (5.40)
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en el gauge de Landau. 3 Todos estos análisis muestran un esquema coherente en su con-
junto.

5.5. Enerǵıa libre de un quark pesado

El potencial quark-antiquark a temperatura finita se puede obtener a partir de la función
de correlación de dos loops de Polyakov separados. Como sabemos, si se toma el ĺımite de
separación grande se obtiene el valor esperado del loop de Polyakov, ec. (5.29). En el ĺımite
de separación pequeña los efectos térmicos son despreciables, y este potencial coincide con
el potencial quark-antiquark a temperatura cero.

Hasta ahora hemos aplicado nuestro modelo fenomenológico de ecs. (5.22)-(5.23) para
dar cuenta de las correcciones no perturbativas en el loop de Polyakov. En esta sección
aplicaremos este modelo para describir los datos de lattice de la enerǵıa libre de un quark
pesado.

5.5.1. Contribuciones no perturbativas en la enerǵıa libre

El potencial quark-antiquark puede relacionarse con la amplitud de scattering corres-
pondiente al intercambio de un único gluón. En el ĺımite no relativista, para la enerǵıa
libre en el canal singlete se tiene

F1(~x, T ) = −N
2
c − 1

6
g2

∫
d3k

(2π)2
ei~k·~xD00(~k) . (5.41)

Podemos estudiar contribuciones no perturbativas en la enerǵıa libre aplicando el mo-
delo que desarrollamos en la sección 5.3. Si sustituimos (5.22) en (5.41) obtenemos además
de las contribuciones perturbativas a LO (O(g2)) y NLO (O(g3)), nuevas contribuciones
no perturbativas (hacemos uso de las reglas de regularización dimensional)

F1(r, T ) = −N
2
c − 1

2Nc

(
g2

4πr
+

1

N2
c − 1

g2〈A2
0,a〉NoPert

T

)
e−mDr−N

2
c − 1

2Nc

g2mD

4π
+
g2〈A2

0,a〉NoPert

2NcT
.

(5.42)
Si consideramos el ĺımite r → ∞ en (5.42), se obtiene esencialmente el logaritmo del

loop de Polyakov

F∞(T ) ≡ F1(r → ∞, T ) = −2T logL = −N
2
c − 1

2Nc

g2mD

4π
+
g2〈A2

0,a〉NoPert

2NcT
+ O(g4) . (5.43)

Esta expresión coincide con ec. (5.27), teniendo en cuenta ec. (5.31) para b y ec. (5.30)
hasta O(g3) para a.

3Este valor ha sido obtenido a partir de los datos de lattice de la figura 2 de ref. [94], y también de la
figura 1 de ref. [109], en la región de temperaturas usada en nuestros ajustes de la sección 5.4.1.
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En el ĺımite de temperatura cero, para lo cual consideramos mDr → 0 en (5.42), se
tiene

F1(~x, T )
T→0∼ −N

2
c − 1

2Nc

g2

4πr
+
g3〈A2

0,a〉T=0

2Nc

r ≡ Vq̄q(r) , (5.44)

donde 〈A2
0,a〉T=0 denota el condensado a temperatura cero. En este ĺımite se llega obvia-

mente a la expresión del potencial quark-antiquark a temperatura cero [115]. El término
de Coulomb es el resultado perturbativo estándar a LO, mientras que el segundo término
es una contribución lineal no perturbativa bien conocida en la literatura. Nuestro modelo
predice un valor concreto para la tensión de la cuerda

σ =
g3〈A2

0,a〉T=0

2Nc

. (5.45)

Como vemos, el modelo predice para la enerǵıa libre unos comportamientos asintóticos
totalmente coherentes con la fenomenoloǵıa conocida. Esto refuerza nuestra suposición de
existencia de contribuciones no perturbativas dadas por condensados gluónicos.

5.5.2. Comparación con datos de lattice

Podemos comparar nuestro resultado, ec. (5.42), con datos de lattice existentes para la
enerǵıa libre. Puesto que conocemos el valor del condensado g2〈A2

0,a〉NoPert, esto nos va a
permitir obtener la dependencia en r y T de la constante de acoplamiento αs ≡ g2/4π. En
la figura 5.5 se muestra el valor de αs frente a rT para diferentes valores de la temperatura.
Las curvas se han obtenido tras ajustar ec. (5.42) con los datos de ref. [116] (figura 5) para
gluodinámica (Nc = 3). Como valor de g2〈A2

0,a〉NoPert consideramos el de la tabla 5.1 con
Nτ = 8.

Se observa un comportamiento suave para αs y los valores son relativamente pequeños,
lo cual contrasta con análisis de lattice recientes a temperatura finita [15, 116]. Estos
autores tienen en cuenta los efectos no perturbativos que observan en los datos de lattice
de la enerǵıa libre mediante el uso de una constante αs que se diferencia de su valor
perturbativo por un factor multiplicativo:

αs(r, T ) = c αPert
s (r, T ) , c > 1 . (5.46)

Esto no tiene justificación teórica, y en realidad se trata de un esquema de análisis demasi-
ado forzado, pues la constante c no es tal, sino que tiene una dependencia en temperatura,
de tal modo que vale 1 en el ĺımite T → ∞.

5.5.3. Analoǵıa entre el loop de Polyakov y el potencial quark-
antiquark a temperatura cero

AL comparar (5.43) con (5.44) se observa que las expresiones son similares desde un
punto de vista formal. Si consideramos g = constante 6= g(r, T ) y usamos ec. (5.43) a LO,
deducimos la propiedad

F∞(T ) = Vq̄q(r)
∣∣
r=1/mD

. (5.47)
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Figura 5.5: Constante de acoplamiento αs frente a rT en gluodinámica pura (Nc = 3), para
diferentes valores de T . Datos obtenidos a partir del ajuste de eq. (5.42) con los datos de
lattice de la figura 5 de ref. [116].

Esta igualdad es válida si suponemos

αs(r, T = 0)〈A2
0,a〉T=0 = αs(r → ∞, T )〈A2

0,a〉NoPert . (5.48)

El miembro derecho de la igualdad αs〈A2
0,a〉NoPert ha sido ajustado en la sección 5.4.1. El

valor de αs(r, T = 0)〈A2
0,a〉T=0 puede obtenerse a partir del valor conocido para la tensión

de la cuerda, σ = (0,42 GeV)2, y la ecuación (5.45). Numéricamente encontramos que
ec. (5.48) es correcta con un error del 20 %.

Notar que (5.47) es válido sólo a LO en teoŕıa de perturbaciones. Con objeto de com-
probar numéricamente esta propiedad debemos de tener en cuenta los diferentes compor-
tamientos asintóticos de αs. Usaremos la siguiente notación:

αs(r) ≡ αs(r, T = 0) , αs(T ) ≡ αs(r → ∞, T ) . (5.49)

La propiedad (5.47) se escribirá

bF∞(T ) = Vq̄q(r)
∣∣
r=γ/T

, (5.50)

donde

b =

(
αs(r)

αs(T )

)3/4

, γ =
1√
4π

(
αs(r)

αs(T )3

)1/4

. (5.51)

En la figura 5.6 se muestran los datos de lattice en gluodinámica para −2b logL frente
a (Tc/T )2 (ref. [15]), y se comparan con el potencial quark-antiquark a temperatura cero
rVq̄q(r) [115] después de haber considerado el cambio de variable que se especifica en
ec. (5.50). Se observa un acuerdo excelente. Esta dualidad sugiere la existencia de una
profunda analoǵıa entre el potencial quark-antiquark a temperatura cero y el loop de
Polyakov.
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Figura 5.6: Logaritmo del loop de Polyakov renormalizado en gluodinámica (Nc = 3),
reescalado con b (5.51), frente al cuadrado de la inversa de la temperatura en unidades
de la temperatura de transición de fase. Datos de lattice de ref. [15]. La ĺınea representa
rVq̄q(r), obtenido de los datos del lattice de ref. [115], y modificado con el cambio r = γ/T .

5.6. Conclusiones

Tres son los resultados importantes de este caṕıtulo. Por una parte, tras analizar de
manera conveniente los datos en el lattice del loop de Polyakov renormalizado por encima
de la transición de fase de QCD, encontramos la contribución ineqúıvoca de un condensado
de dimensión 2 no perturbativo. Estas contribuciones no han sido consideradas hasta ahora
en el contexto del loop de Polyakov, pero de hecho son dominantes en la región cercana a
la transición de fase y permiten describir los datos de [15] en la fase de desconfinamiento
hasta 1,03Tc para gluodinámica y de [16] hasta 1,15Tc para dos sabores.

En segundo lugar, hemos sugerido identificar este condensado con el condensado gluónico
de dimensión 2 invariante BRST. El valor numérico de g2〈A2

0,a〉NoPert que obtenemos a par-
tir del loop de Polyakov es totalmente consistente con el valor que se deduce de la presión en
gluodinámica [94, 109]. Además, aun habiendo definido el condensado en un gauge estático,
su valor es significativamente próximo al valor de 〈A2

µ,a〉/4, obtenido a temperatura cero y
en el gauge de Landau.

En tercer lugar, a la luz de estos resultados hemos encontrado una analoǵıa entre en
potencial quark-antiquark a temperatura cero y el loop de Polyakov, la cual se manifiesta
en la relación que predice nuestro modelo entre la tensión de la cuerda y la pendiente del
loop de Polyakov.



Caṕıtulo 6

Tensor Enerǵıa-Impulso de Modelos
de Quarks Quirales a bajas enerǵıas

El tensor enerǵıa-impulso (TEI) juega un papel muy importante en teoŕıa cuántica de
campos, pues surge como una corriente de Noether del grupo de Poincare. Es conservado
en todas las teoŕıas locales relativistas, incluso cuando no existen otras cargas conservadas.
En QCD, el TEI da cuenta de la interacción de los quarks y gluones con los gravitones.

Desde un punto de vista fenomenológico, las colisiones profundamente inelásticas pro-
porcionan información relevante sobre la fracción de momento que llevan los quarks y los
gluones dentro de un hadrón a una escala dada [159]. Las determinaciones basadas en el
intercambio de un gravitón están fuera de lugar debido a que la constante de gravitación
resulta pequeñ́ısima en comparación con los procesos débiles y fuertes. El factor de forma
gravitacional del pión se puede usar para determinar la anchura de desintegración de un
bosón de Higgs ligero en dos piones [158]. En el pasado hubo algunos intentos de calcular
θµν en el lattice [160], pero no se han encontrado resultados de interés práctico para los
elementos de matriz entre estados hadrónicos con momentos diferentes.

En este caṕıtulo vamos a estudiar la estructura del TEI en varios modelos de quarks
quirales.1 En concreto trataremos el Modelo Quark Constituyente, el Modelo de Nambu–
Jona-Lasinio (NJL) [23] y el Modelo de Georgi-Manohar (GM) [107].

6.1. Tensor Enerǵıa-Impulso

El tensor enerǵıa-impulso en cualquier teoŕıa se puede calcular anadiendo una métrica
externa gµν(x) que se acople con los campos de materia de un modo completamente co-
variante. El TEI se obtiene de calcular la derivada funcional de la acción con respecto a

1Consideraremos gravedad de Einstein. Esto quiere decir que haremos uso de la conexión de Rienmann,
definida sin torsión y preservando la métrica. Una extensión a gravedad con torsión es posible [124].
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gµν(x), en torno a la métrica plana ηµν ,
2

1

2
θµν(x) =

δS

δgµν(x)

∣∣∣
gµν=ηµν

(6.1)

donde

S =

∫
d4x

√−g L(x) . (6.2)

A nivel cuántico el comportamiento a alta enerǵıa de θµν se puede mejorar si se real-
izan ciertas correcciones transversales convenientemente elegidas. Al hacer esto se pone de
manifiesto una anomaĺıa de la traza que relaciona θµ

µ con la divergencia de la corriente de
dilatación, lo cual señala la rotura anómala de la invariancia de escala. Un valor esper-
ado diferente de cero para 〈0|θµ

µ|0〉 está relacionado con la existencia de un condensado
gluónico, que genera identidades de Ward de escala [161].

La estructura de QCD a bajas enerǵıas en presencia de campos gravitacionales externos
se puede describir muy bien en teoŕıa quiral de perturbaciones. El desarrollo quiral corre-
sponde a un desarrollo en potencias de los momentos externos. Los campos pseudoescalares
U y la métrica gµν son orden O(p0), los campos vector Vµ, axial Aµ y cualquier derivada ∂µ

son de orden O(p). Los campos externos escalar S, pseudoescalar P y la matriz de masa
de los quarks m̂0 son de orden O(p2). En este desarrollo, la estructura más general de θµν

hasta correcciones de orden cuatro, es [122]

θµν = θ(0)
µν + θ(2)

µν + θ(4)
µν + . . . (6.3)

con

θ(0)
µν = −ηµνL(0), (6.4)

θ(2)
µν =

f 2

4
〈DµU

†DνU〉 − ηµνL(2), (6.5)

θ(4)
µν = −ηµνL(4) + 2L4〈DµU

†DνU〉〈χ†U + U †χ〉
+ L5〈DµU

†DνU +DνU
†DµU〉〈χ†U + U †χ〉

− 2L11

(
ηµν∂

2 − ∂µ∂ν

)
〈DαU

†DαU〉
− 2L13

(
ηµν∂

2 − ∂µ∂ν

)
〈χ†U + U †χ〉

− L12

(
ηµαηνβ∂

2 + ηµν∂α∂β − ηµα∂ν∂β − ηνα∂µ∂β

)

×〈DαU †DβU〉 , (6.6)

donde 〈A〉 = trA indica la traza en espacio de sabor. El desarrollo quiral del lagrangiano
presenta una estructura del tipo

L = L(0) + L(2,g) + L(2,R) + L(4,g) + L(4,R) + . . . (6.7)

2Usaremos el convenio η = diag(1,−1,−1,−1).
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donde el supeŕındice g indica contribuciones métricas (acoplamiento mı́nimo con gravedad),
y R indica contribuciones que contienen el tensor de curvatura de Riemann (o sus con-
tracciones). Las contribuciones métricas se pueden obtener directamente del cálculo del la-
grangiano quiral efectivo en espatio-tiempo plano. Sin embargo, los términos con L11 −L13

son contribuciones genuinas de curvatura, pues no se pueden obtener del caso plano. Estos
coeficientes de baja enerǵıa surgen a nivel hadrónico debido a efectos cuánticos.

Desde el punto de vista del cálculo, la mejor forma de proceder para calcular el TEI es
considerar el sistema en un espacio-tiempo curvo, ya que esto nos va a permitir trabajar
con un único escalar, el lagrangiano efectivo a bajas enerǵıas, en vez de su variación, el
TEI, lo cual hará más fáciles tanto el cálculo como la imposición de las ligaduras que vienen
de simetŕıas.

6.2. Acoplamiento de un Modelo Quark con Gravedad

El acoplamiento de fermiones con gravedad es bien conocido [121], pero no en el contexto
de modelos de quarks quirales. En esta sección haremos un estudio de este acoplamiento,
de modo que no se introduzcan nuevos campos aparte de los del caso plano y la métrica.
Usaremos el formalismo de tétradas para espacio-tiempo curvo. 3

6.2.1. Formalismo de tétradas

Dado el tensor métrico gµν(x), introducimos una base local de vectores ortogonales
(tétrada)

gµν(x) = eµ
A(x)eν

B(x)ηAB . (6.8)

Las tétradas satisfacen ciertas relaciones de ortogonalidad

δµ
ν = ηABeµ

AeνB = eµ
Ae

A
ν , δA

B = gµνeA
µ eνB = eA

µ e
µ
B. (6.9)

Bajo transformaciones generales de coordenadas xµ → x′µ(x) y de Lorentz xA → ΛA
Bx

B,
las tétradas transforman respectivamente como

eA
µ → ∂x′ν

∂xµ
eA

ν , eA
µ → ΛA

B(x)eB
µ . (6.10)

Las tétradas transforman tensores de coordenadas en tensores de Lorentz (que transforma
de manera covariante bajo transformaciones de Lorentz locales), por ejemplo

TAB = eA
µ e

B
ν T

µν . (6.11)

Los tensores de Lorentz son invariantes bajo transformaciones de coordenadas xµ → x′µ.
Para un tensor general, por ejemplo T α

νA, los ı́ndices griegos transforman de manera co-
variante bajo transformaciones de coordenadas mientras que los latinos lo hacen bajo de

3Para convenciones, ver ref. [125]
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transformaciones de Lorentz, de modo que

T α
νA → ∂x′ν

∂xµ

∂x′α

∂xβ
ΛB

A(x)T β
µB. (6.12)

La derivada covariante se define como

dµT
α
νA = ∂µT

α
νA − Γλ

νµT
α
λA + Γα

µλT
λ
νA + ωABµT

αB
ν , (6.13)

donde la conección de Riemann viene dada por los śımbolos de Christoffel

Γσ
λµ =

1

2
gνσ {∂λgµν + ∂µgλν − ∂νgµλ} , (6.14)

que son simétricos en los ı́ndices inferiores, Γσ
λµ = Γσ

µλ (consideramos la ausencia de torsión).
La derivada covariante dµ se define como la conexión adecuada actuando sobre cada ı́ndice.
Se tiene

dµeν,A = ∂µeA,ν − Γλ
νµeA,λ + ωABµe

B
ν = 0. (6.15)

Además, la condición dµg
µν = 0, implica en particular

dµηAB = ωABµ + ωBAµ = 0, (6.16)

lo cual impone la restricción de que la conexión de esṕın sea antisimétrica ωABµ = −ωBAµ.

Ésta viene dada por

ωABµ = eν
A

[
∂µeB,ν − Γλ

νµeB,λ

]
. (6.17)

La derivada covariante en Lorentz y en transformaciones de coordenadas dµ se define en
función del esṕın de los campos correspondientes. Para un campo de esṕın-0 U, esṕın-1/2
Ψ, esṕın-1 Aµ y esṕın-3/2 Ψµ, las propiedades de transformación son las siguientes

U(x) → U(x),

Ψ(x) → S(Λ(x))Ψ(x), (6.18)

Aµ(x) → ∂x′ν
∂xµ

Aν(x), (6.19)

Ψµ(x) → ∂x′ν
∂xµ

S(Λ(x))Ψν(x). (6.20)

En el caso de transformaciones de Lorentz infinitesimales ΛA
B = δA

B + εAB con εAB = −εBA,
se tiene S(Λ) = 1− i

4
σABε

AB donde σAB = i
2
[γA, γB]. Para un campo escalar de esṕın-0 se

tiene la definición estándar

dµU = ∂µU . (6.21)

Para un vector (esṕın-1), se tiene

dµAν = ∂µAν − Γλ
νµAλ , (6.22)
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que satisface además la propiedad 4

[dµ, dν ]Aα = Rλ
αµνAλ , (6.25)

En el caso de fermiones de Dirac (esṕın-1/2) la derivada covariante se define como

dµΨ = ∂µΨ(x) − iωµΨ(x) , (6.26)

donde ωµ es la conexión de Cartan de esṕın,

ωµ =
1

4
σABωABµ . (6.27)

Las matrices de Dirac γA se encuentran en una representación fija independiente de x, y
satisfacen las siguientes reglas de anticonmutación

γAγB + γBγA = 2ηAB. (6.28)

Las matrices se pueden elegir

γµ(x) = γAe
A
µ (x) (6.29)

y satisfacen

γµ(x)γν(x) + γν(x)γµ(x) = 2gµν(x). (6.30)

La derivada covariante de una matriz de Dirac (independiente de x) es

dµγA = ∂µγA − i [ωµ, γA] + ωABµγ
B = 0. (6.31)

Teniedo en cuenta ec. (6.15) y (6.31) se obtiene la siguiente identidad para las matrices de
Dirac dependientes de x

dµγν(x) = 0, (6.32)

lo cual quiere decir que para el operador de Dirac libre, el orden es irrelevante /dΨ =
γµ(x)dµΨ = dµγ

µ(x)Ψ. Para un tensor de esṕın-3/2, las derivadas covariantes en coorden-
das y en Lorentz actúan

dνΨµ := Ψν;µ = ∂µΨν − Γλ
νµΨλ − iωνΨµ. (6.33)

4El tensor de curvatura de Riemann Rλ
σµν se define

−Rλ
σµν = ∂µΓλ

νσ − ∂νΓλ
µσ + Γλ

µαΓα
νσ − Γλ

ναΓα
µσ , (6.23)

y sus contracciones permiten definir el tensor de Ricci Rµν y el de curvatura escalar R

Rµν = Rλ
µλν ; R = gµνRµν . (6.24)

Notar el signo opuesto de nuestra definición para el tensor de Riemann en comparación con ref. [122].
Aqúı seguimos ref. [125].
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Si aplicamos las definiciones anteriores a dµΨ se obtienen las siguientes fórmulas, que serán
de mucha utilidad

[dµ, dν ] Ψ = +
i

4
σαβRαβµνΨ, (6.34)

dµdµΨ =
1√−g
{
(∂µ − iωµ)

[√−ggµν (∂ν − iων)
]
Ψ
}
, (6.35)

donde σαβ = eα
Ae

β
Bσ

AB es una matriz antisimétrica dependiente de x.
Los campos gauge pueden ser incluidos mediante la regla estándar de sustitución mı́ni-

ma, lo cual da lugar a la derivada covariante de un fermión

∇µΨ = (dµ − iAµ) Ψ. (6.36)

Con esta notación, el operador de Dirac completo en presencia de campos externos de tipo
vector, vector-axial, escalar, pseudoescalar y gravitacionales se escribe

iD = i/d− ωU 5 − m̂0 +
(
/v + /aγ5 − s− iγ5p

)

= iD − ωU 5 , (6.37)

donde

/A = γµ(x)Aµ(x), (6.38)

y la matriz pseudoescalar de Dirac en el caso curvo se define

γ5(x) =
1

4!
√−g ε

µναβγµ(x)γν(x)γα(x)γβ(x) =
1

4!
εABCDγAγBγCγD = γ5. (6.39)

La derivada covariante bajo transformaciones generales de coordenadas, de Lorentz, y
quirales, actúa sobre los campos pseudoescalares (esṕın-0), espinores de Dirac (esṕın-1/2)
y espinores de Rarita-Schwinger (esṕın-3/2) de acuerdo con las fórmulas siguientes

∇µU = DµU = ∂µU − i[vµ, U ] − i{aµ, U},
∇µΨ = DµΨ = ∂µΨ − i(ωµ + vµ + γ5aµ)Ψ,

∇µΨν = ∂µΨν − i(ωµ + vµ + γ5aµ)Ψν − Γλ
νµΨλ , (6.40)

y se corresponden con sustituir la derivada parcial por la derivada covariante ∂µ → dµ,
dentro de la derivada covariante quiral Dµ. Notar que con esta definición, ni el objeto
DµDνΨ( 6= ∇µ∇νΨ) ni DµDνU son covariantes coordenados, ya que la segunda derivada
no incluye la conexión de Riemann Γλ

µν .

6.2.2. Operador de segundo orden

Cuando no existen fuentes gravitatorias, la contribución de paridad normal a la acción
efectiva se obtiene a partir del operador de segundo orden

D5D =
[
/D2

L + iM† /DL − i /DRM† + M†M
]
PR

+
[
/D2

R + iM /DL − i /DRM + MM†]PL. (6.41)
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Los campos gravitatorios pueden ser acoplados covariantizando primero el operador de
Dirac, esto es haciendo la sustitución ∂µ → dµ o Dµ → Dµ, y teniendo en cuenta que,
puesto que un espinor es un escalar en coordenadas, se tiene

DµΨ = ∇µΨ. (6.42)

Para el campo escalar en coordenadas /∇Ψ se puede aplicar el mismo razonamiento, lo cual
conduce a

Dµ /∇Ψ = ∇µ /∇Ψ. (6.43)

Esto significa que podemos considerar /DL,R = /∇L,R siempre y cuando actúe sobre campos
espinores del siguiente modo

D5DΨ =
[
/∇2

L + iM /∇L − i /∇RM + M†M
]
PRΨ

+
[
/∇2

R + iM† /∇L − i /∇RM† + MM†]PLΨ . (6.44)

Si incluimos los campos gauge, se obtienen dos teoŕıas tipo vector, una para campos left
V L

µ y otra para campos right V R
µ . Si suprimimos momentáneamente las etiquetas left y

right, se tiene

/D2Ψ = /∇2Ψ =

[
∇µ∇µ − 1

2
σµνFµν +

1

4
R

]
Ψ, (6.45)

donde hemos hecho uso de la identidad

[∇µ,∇ν ] Ψ = [Dµ,Dν ] Ψ

= [Dµ, Dν ] Ψ +
i

4
σαβRαβµνΨ . (6.46)

El laplaciano invariante coordenado y Lorentz para un espinor de Dirac viene dado por

∇µ∇µΨ =
1√−gDµ

(√−ggµνDνΨ
)
. (6.47)

Notar que para un espinor de Dirac Ψ, el operador Dµ contiene la conexión de esṕın. Con
la notación quiral de campos right y left, el operador de segundo orden se escribe

D5D =
1√−g
[
Dµ

(√−ggµνDν

)]
+ V , (6.48)

con

V = VRPR + VLPL (6.49)

y

VR = −1

2
σµνFR

µν +
1

4
R− iγµ∇µM + M†M,

VL = −1

2
σµνFL

µν +
1

4
R− iγµ∇µM† + MM†. (6.50)
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6.3. Modelos de Quarks Quirales en presencia de

Gravedad

En esta sección aprovecharemos los resultados obtenidos en sec. (6.2) y estudiaremos
el acoplamiento con gravedad de dos modelos quirales concretos, que tienen en común la
incorporación de la rotura dinámica de la simetŕıa quiral a nivel de un loop: el modelo de
Nambu–Jona-Lasinio (NJL) y el modelo de Georgi-Manohar. En estos modelos, los quarks
tienen una masa constituyente M ∼ 300 MeV. La principal diferencia entre ellos tiene
que ver con la presencia o no de campos escalares dinámicos qq, respectivamente. Además,
mientras que el modelo NJL genera de manera dinámica la rotura espontánea de la simetŕıa
quiral, el modelo GM comienza de por śı en una fase de rotura de la simetŕıa quiral.

6.3.1. Modelo de Nambu–Jona-Lasinio

El modelo de Nambu–Jona-Lasinio se introdujo en la sección 4.2.1. La acción del modelo
en espacio tiempo curvo de Minkowski con tensor métrico gµν(x) se escribe

S =

∫
d4x

√−gLNJL (6.51)

donde g = det(gµν) y el lagrangiano viene dado por

LNJL = q(∂/ + ω/ +M̂0)q +
1

2a2
s

N2
f−1∑

a=0

((qλaq)
2 + (qλaγ5q)

2)

− 1

2a2
v

N2
f−1∑

a=0

((qλaγµq)
2 + (qλaγµγ5q)

2) . (6.52)

Para más detalles sobre el modelo, ver la sección 4.2.1. La derivada ∂µ + ωµ es covariante
bajo transformaciones generales de coordenadas y bajo transformaciones del sistema de
referencia, e incluye la conexión de esṕın

ωµ(x) =
i

8
[γν(x), γν;µ(x)] . (6.53)

Las contribuciones a la acción efectiva se pueden separar en una parte γ5-par y otra
γ5-impar, correspondiente a procesos de paridad normal y anormal, respectivamente. Si
introducimos el operador

D5[S,P ,V ,A] = γ5D[S,−P ,V ,−A]γ5 , (6.54)

la contribución γ5-par es cuadráticamente divergente y puede ser regularizada de un modo
invariante gauge quiral mediante el esquema de Pauli-Villars [50]

Γpar = −iNc

2
Tr
∑

ci log(D̂D̂5 + Λ2
i + iε) (6.55)

− 1

4GS

〈S2 + P 2〉 +
1

4GV

〈VµV
µ + AµA

µ〉
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donde los reguladores de Pauli-Villars satisfacen c0 = 1, Λ0 = 0 y
∑

i ci = 0,
∑

i ciΛ
2
i = 0, lo

cual permitirá hacer finitas las divergencias logaŕıtmicas y las cuadráticas, respectivamente.

6.3.2. Modelo de Georgi-Manohar

En presencia de gravedad, el lagrangiano del modelo de Georgi-Manohar [107] se escribe

LGM = q̄

(
i/∂ + /ω −MU 5 − M̂0 +

1

2
(1 − gA)U 5i/∂U 5

)
q (6.56)

donde gA es el acoplamiento axial de los quarks, que consideraremos diferente de uno, tal
y como se sugiere en [107]. La acción efectiva de este modelo se escribe como

Γ = −NcTr log(D) , (6.57)

y por comparación directa con ec. (4.18) se tiene que se corresponde con un modelo similar
sin término de masa Lm y con un operador de Dirac como ec. (4.17) con una elección
espećıfica de los campos dinámicos de esṕın 1

Vµ =
1

4
(1 − gA)

[
U †∂µU − ∂µU

†U
]
, (6.58)

Aµ =
1

4
(1 − gA)

[
U †∂µU + ∂µU

†U
]
. (6.59)

En ec. (6.57) se entiende que implementaremos la misma regularización de Pauli-Villars
que en el modelo NJL.

6.4. Cálculo de la acción efectiva

En un desarrollo quiral de la acción, ec. (4.18), la métrica dependiente del espacio-
tiempo es de orden cero y la derivada ∂µ de orden uno. Esto implica en particular que Rµναβ,
Rµν , y R son de orden 2. A nivel de un loop de quarks el desarrollo quiral se corresponde
con un desarrollo en derivadas que debe de ser invariante bajo transformaciones gauge, de
coordenadas y de sistema de referencia. Esta desarrollo a baja enerǵıa se puede obtener
haciendo uso de la representación de tiempo propio del logaritmo

∑

i

ciTr log
(
D5D + Λ2

i

)
= −Tr

∫ ∞

0

dτ

τ
e−iτD5Dφ(τ) (6.60)

El operador que está dentro del logaritmo es de tipo Klein-Gordon en espacio-tiempo curvo,
y presenta cierta estructura espinorial

D5D =
1√−g
[
Dµ

(√−ggµνDν

)]
+ V , (6.61)
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con

V = VRPR + VLPL (6.62)

y

VR = −1

2
σµνFR

µν +
1

4
R− iγµ∇µM + M†M ,

VL = −1

2
σµνFL

µν +
1

4
R− iγµ∇µM† + MM† . (6.63)

La forma del operador en ec. (6.61) es la adecuada para hacer un desarrollo del heat kernel
en espacio-tiempo curvo. Para el elemento de matriz diagonal se tiene

〈x|e−iτD5D|x〉 = e−iτM2〈x|e−iτ(D5D−M2)|x〉 =
i

(4πiτ)2
e−iτM2

∞∑

n=0

an(x) (iτ)n . (6.64)

Para el cálculo hasta orden O(p4) es necesario llegar hasta a4 en el desarrollo del heat kernel.
Las contribuciones pueden separarse entre aquellas que son de espacio-tiempo plano, y las
correspondientes a curvatura generadas por efectos cuánticos. Obtenemos lo siguiente

a0 = 1,

a1 = M2 − V +
1

6
R,

a2 =
1

180
RµναβR

µναβ − 1

180
RµνR

µν +
1

12
FµνFµν

+
1

30
∇2R− 1

6
∇2V +

1

2

[
M2 − V +

1

6
R

]2

,

a3 =
1

6

[
M2 − V +

1

6
R

]3

− 1

12
∇µV∇µV + O(p6),

a4 =
1

24

[
V −M 2

]4
+ O(p6) , (6.65)

donde Fµν = i [Dµ,Dν ], ∇2V = ∇µ∇µV . Las integrales que aparecen en la acción son del
tipo

I2l := M 2l

∫ ∞

0

dτ

τ
φ(τ)(iτ)le−iτM2

. (6.66)

Los valores particulares que necesitamos en nuestro desarrollo son

M4I−4 = −1

2

∑

i

ci(Λ
2
i +M2)2 log(Λ2

i +M2) , (6.67)

M2I−2 =
∑

i

ci(Λ
2
i +M2) log(Λ2

i +M2) , (6.68)

I0 = −
∑

i

ci log(Λ2
i +M2) , (6.69)

I2n = Γ(n)
∑

i

ci

(
M2

Λ2
i +M2

)n

,Re(n) > 0 . (6.70)
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Después del cálculo de las trazas de Dirac, el orden dos del lagrangiano viene dado por

L(2)
q =

Nc

(4π)2

{
M2I0〈∇µU

†∇µ
U〉 + 2M 3I−2〈m†U + U †m〉 +

M2

6
I−2〈R〉

}
,

mientras que para el orden cuatro se tiene

L(4)
q =

Nc

(4π)2

{
− 1

6
I0〈(F

R

µν)
2 + (F

L

µν)
2〉 + I0〈

7

720
RαβµνR

αβµν − 1

144
R2 +

1

90
RµνR

µν〉

− i

2
I2〈F

R

µν∇
µ
U †∇ν

U + F
L

µν∇
µ
U∇ν

U †〉

+
1

12
I4〈(∇µU∇νU

†)2〉 − 1

6
I4〈(∇µU∇

µ
U †)2〉

+
1

6
I2〈∇µ∇µU∇

ν∇ν
U †〉

+ 2M2I−2〈m†m〉 −M2I0〈(m†U + U †m)2〉
− MI2〈∇µU

†∇µ
U(m†U + U †m)〉

+ MI0〈∇µU
†∇µ

m + ∇µm
†∇µ

U〉

− M

6
I0R〈U †m + m†U〉 − 1

12
I2R 〈∇µU

†∇µ
U〉
}
.

(6.71)

En estas fórmulas 〈 〉 indica traza en espacio de sabor. En las fórmulas se ha introducido
una derivada covariante gauge y covariante Lorentz, y los tensores de fuerza que contienen
los campos externos e internos (bosonizados)

∇µU = ∇µU − iV L
µ U + iUV R

µ , (6.72)

F
r

µν = ∂µAr
ν − ∂νAr

µ − i[Ar
µ,Ar

ν ],

con r = L,R y la combinación aditiva de esṕın 0

m = (S + iP −MU) +m. (6.73)

Notar que ec. (6.71) no está aun lista para poder ser comparada con el resultado de [21, 122].
Para hacer esto, antes debemos de eliminar todos los grados de libertad diferentes a los
piones en la capa de masa. Procederemos en tres pasos: primero integraremos los grados de
libertad vector y axial, después eliminaremos los campos escalares y finalmente haremos
uso de las ecuaciones clásicas de movimiento para los pseudoescalares.

6.5. Ecuaciones de movimiento

6.5.1. Eliminación de los acoplamientos vector y axial

Para eliminar los campos vector Vµ y axial Aµ en la aproximación de campo medio
es necesario minimizar el lagranfiano con respecto a esos campos. Al orden que estamos
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considerando el desarrollo quiral, será suficiente con tener en cuenta aquellos términos que
contienen mesones vectoriales con dos ı́ndices de Lorentz, esto es, el término de masa y el
orden dos que surge del determinante de los quarks

L(2)
A,V =

Nc

(4π)2
M2I0〈∇µU

†∇µ
U〉 +

1

4GV

〈VµV
µ + AµA

µ〉 .

(6.74)

Al minimizar, las ecuaciones de movimiento que se obtienen son similares a la elección
concreta de los campos vector y axial en el modelo de Georgi-Manohar, ecs. (6.58)-(6.59),

V
R

µ = vR
µ +

i

2
(1 − gA)U †∇µU , V

L

µ = vL
µ +

i

2
(1 − gA)U∇µU

† . (6.75)

Aplicando estas ecuaciones de movimiento se obtienen fácilmente las siguientes relaciones

F
R

µν =
1

2
(1 + gA)FR

µν +
1

2
(1 − gA)U †FL

µνU

− i

4
(1 − g2

A)
(
∇µU

†∇νU −∇νU
†∇µU

)
, (6.76)

F
L

µν =
1

2
(1 − gA)UFR

µνU
† +

1

2
(1 + gA)FL

µν

− i

4
(1 − g2

A)
(
∇µU∇νU

† −∇νU∇µU
†) , (6.77)

∇µU = gA∇µU , (6.78)

∇2
U = gA∇2U + igA(1 − gA)U∇µU

†∇µU . (6.79)

6.5.2. Eliminación de escalares

La eliminación de los campos escalares se hace de manera similar a la de los campos
vector y axial. Consideramos la rotación quiral

S + iP =
√
UΣ

√
U (6.80)

donde Σ† = Σ, y usando que Σ = M + Φ, donde Φ es una fluctuación alrededor del valor
del vaćıo, se tiene

m =
√
UΦ

√
U +

1

2B0

χ . (6.81)

El término de masa se escribe

Lm = − 1

4GS

〈M2 + 2MΦ + Φ2〉 . (6.82)
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Haciendo uso de la ecuación del gap (4.21), los términos lineales en Φ que no contengan
campos externos, se anularán. Como consecuencia, la parte del lagrangiano que contiene
al campo escalar Φ es

LΦ(x) = − Nc

(4π)2

〈
4M2I0Φ

2 +
1

3
MI0RΦ

+ MI0

√
UΦ

√
U †
(
U∇2

U † + ∇2
UU †

)

+ 2M2(2I0 − I−2)
√
UΦ

√
U †(Um† + U †m)

+ 2MI2

√
UΦ

√
U †∇µU∇

µ
U †

〉
, (6.83)

de donde se deduce la conocida fórmula MS = 2M . Minimizando respecto de Φ, la ecuación
clásica de movimiento que se obtiene es

√
UΦ

√
U † = − 1

24M
R +

1

4M

(
1 − I2

I0

)
∇µU∇

µ
U †

− 1

2

(
1 − I−2

2I0

)
(Um† + mU †) . (6.84)

Sólo queda sustituir esta ecuación dentro del lagrangiano LΦ para obtener la contribución
del lagrangiano efectivo proveniente de la integración de los campos escalares.

6.5.3. Ecuaciones de movimiento clásicas para pseudoescalares

Las ecuaciones de movimiento relevantes para el campo no linear U se obtienen mini-
mizando L(2). Se obtienen una serie de relaciones que son válidas incluso en presencia de
curvatura

〈∇2U †∇2U〉 = 〈
(
∇µU

†∇µU
)2〉 − 1

4
〈
(
χ†U − U †χ

)2〉 +
1

12
〈χ†U − U †χ〉2 (6.85)

y

〈χ†∇2U + ∇2U †χ〉 = 2〈χ†χ〉 − 1

2
〈
(
χ†U + U †χ

)2〉 − 〈
(
χ†U + U †χ

)
∇µU †∇µU〉

+
1

6
〈χ†U + U †χ〉2 . (6.86)

En el caso del grupo U(3) se tiene que det U = eiη0/fı , que no es necesariamente igual a
la identidad, y ocurre que los dos últimos términos 〈χ†U ± U †χ〉2 en ecs. (6.85) y (6.86)
desapareceŕıan. 5

5Existe otra identidad integral que nos va a resultar muy útil
∫

d4x
√−g 〈∇µ∇νU †∇µ∇νU〉 =

∫
d4x

√−g〈∇2U †∇2U〉 + i

∫
d4x

√−g 〈F R
µν∇µU †∇νU + FL

µν∇µU∇νU †〉

−
∫

d4x
√−g〈F L

µνUFµνRU †〉 +
1

2

∫
d4x

√−g〈(F R
µν)2 + (FL

µν)2〉 +

∫
d4x

√−gRµν〈∇µU †∇νU〉 . (6.87)
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6.6. Coeficientes de Gasser-Leutwyler-Donoghue

En el desarrollo quiral del lagrangiano efectivo en la forma de Gasser-Leutwyler-Donoghue
de ec. (6.7), las contribuciones métricas son

L(2,g) =
f 2

π

4
〈∇µU

†∇µU + (χ†U + U †χ)〉, (6.89)

y

L(4,g) = L1〈∇µU
†∇µU〉2 + L2〈∇µU

†∇νU〉2 + L3〈
(
∇µU

†∇µU
)2〉

+ L4〈∇µU
†∇µU〉〈χ†U + U †χ〉 + L5〈∇µU

†∇µU(χ†U + U †χ)〉
+ L6〈χ†U + U †χ〉2 + L7〈χ†U − U †χ〉2 + L8〈(χ†U)2 + (U †χ)2〉
− iL9〈FL

µν∇µU∇νU † + FR
µν∇µU †∇νU〉 + L10〈FL

µνUF
µνRU †〉

+ H1〈(FR
µν)

2 + (FL
µν)

2〉 +H2〈χ†χ〉 . (6.90)

Las contribuciones con curvatura del lagrangiano quiral se pueden escribir en la forma
propuesta en ref. [122], y vienen dadas por

L(2,R) = −H0R , (6.91)

y

L(4,R) = −L11R〈∇µU
†∇µU〉 − L12R

µν〈∇µU
†∇νU〉 − L13R〈χ†U + U †χ〉

+ H3R
2 +H4RµνR

µν +H5RµναβR
µναβ . (6.92)

Los términos de curvatura son un reflejo de la naturaleza compuesta de los campos pseu-
doescalares, pues en los modelos quirales que estamos considerando estos términos se cor-
responden con el acoplamiento de los campos gravitatorios externos a nivel de quarks. Un
valor no nulo de H0 indica que existe una renormalización fuerte finita de la constante
gravitatoria de Newton G, ya que el lagrangiano clásico de Einstein es L = −R/(16πG).

Notar que la matriz pseudoescalar U es un escalar bajo transformaciones de Lorentz y
de coordenadas. Por tanto, sólo después de haber aplicado las identidades (6.85)-(6.88) se
puede sustituir la derivada covariante en Lorentz y coordenadas por la derivada covariante
Dµ, esto es ∇µU = DµU .

6.6.1. Modelo de Georgi-Manohar

Los coeficientes de Gasser-Leutwyler-Donoghue para el modelo de Georgi-Manohar no
contienen ninguna contribución proveniente de campos escalares, esto es, de campos de

En el último término aparece el tensor de Ricci Rµν . Para llevar las fórmulas a la forma de Gasser-Leutwyler
usamos la siguiente identidad, válida en SU(3)

〈(∇µU †∇νU)2〉 = −2〈(∇µU †∇µU)2〉 + 〈∇µU †∇νU〉2 +
1

2
〈∇µU †∇µU〉2 . (6.88)
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esṕın cero. Por tanto, la única contribución procede del loop de quarks. Para este modelo,
la constante de desintegración débil del pión es

f 2
π =

Nc

4π2
g2

AM
2I0 . (6.93)

El factor de normalización para el campo χ es

B0 =
M

g2
A

I−2

I0

. (6.94)

Con

ρ ≡ M

B0

= M
f 2

π

|〈q̄q〉| = g2
A

I0

I−2

(6.95)

el resultado que encontramos para los coeficientes de GLD es

L1 =
Nc

48(4π)2

[
(1 − g2

A)2I0 + 4g2
A(1 − g2

A)I2 + 2g4
AI4

]
, L2 = 2L1 ,

L3 = − Nc

24(4π)2

[
3(1 − g2

A)2I0 + 8g4
AI4 + 4g2

A(3 − 4g2
A)I2

]
, L4 = 0 ,

L5 =
Nc

2(4π)2
ρg2

A [I0 − I2] , L6 = 0 , L7 = − Nc

24(4π)2Nf

[6ρI0 − I2] ,

L8 = − Nc

24(4π)2

[
6ρ(ρ− gA)I0 + g2

AI2

]
, L9 =

Nc

6(4π)2

[
(1 − g2

A)I0 + 2g2
AI2

]
,

L10 = − Nc

6(4π)2

[
(1 − g2

A)I0 + g2
AI2

]
, L11 =

Nc

12(4π)2
g2

AI2 ,

L12 = − Nc

6(4π)2
g2

AI2 , L13 =
Nc

12(4π)2
ρI0 =

ρ

48M2

f 2

g2
A

,

H0 = − NcNf

6(4π)2
M2I−2 = −Nf

24

f 2

ρ
, H1 =

Nc

12(4π)2

[
−(1 + g2

A)I0 + g2
AI2

]
,

H2 =
Nc

12(4π)2

[
6ρ2I−2 − 6ρ(ρ+ gA)I0 + g2

AI2

]
,

H3 = − NcNf

144(4π)2
I0 = − Nf

576M2

f 2

g2
A

,

H4 =
NcNf

90(4π)2
I0 =

Nf

360M2

f 2

g2
A

, H5 =
7NcNf

720(4π)2
I0 =

7Nf

2880M 2

f 2

g2
A

. (6.96)
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Tomaremos M = 300 MeV y gA = 0,75. Con estos valores de M y gA, el cutoff Λ debe de
ajustarse para reproducir fπ = 93,2 MeV. Esto conduce a los siguientes valores

Λ = 1470 MeV , B0 = 4913 MeV ,

I−2 = 20,8 , I0 = 2,26 , I2 = 0,922 , I4 = 0,995 . (6.97)

El modelo quark quiral constituyente (QC) se corresponde con la elección gA = 1 en los
coeficientes anteriores. Si tomamos el mismo valor para M , para este modelo tenemos

Λ = 828 MeV , B0 = 1299 MeV ,

I−2 = 5,50 , I0 = 1,27 , I2 = 0,781 , I4 = 0,963 . (6.98)

En la tabla 6.1 se muestran los valores numéricos de los coeficientes de GLD.

6.6.2. Modelo de Nambu–Jona-Lasinio

Los coeficientes de GLD en este modelo tendrán dos contribuciones diferentes: una
proveniente del loop de quarks e integración posterior de los campos de esṕın 1, y otra
proveniente de la integración de los campos de esṕın 0. Para la primera contribución se
tienen las mismas expresiones de ec. (6.96). La constante de desintegración débil del pión
es

f 2
π =

Nc

4π2
gAM

2I0 . (6.99)

Notar que en este modelo existe una potencia en gA, mientras que en el modelo de GM la
potencia es g2

A, ec. (6.93). La diferencia se debe a la ausencia del término de masa Lm en
el modelo GM. Nuestra notación será la siguiente

B0 =
M

2GSf 2
π

=
M

gA

I−2

I0

, gA = 1 − 2GV f
2 . (6.100)

Con

ρ ≡ M

B0

= gA
I0

I−2

, (6.101)

las contribuciones de esṕın 0 son

LS
3 =

Nc

4(4π)2

g4
A

I0

[I0 − I2]
2 , LS

5 =
Nc

4(4π)2
g2

A(gA − 2ρ) [I0 − I2] ,

LS
8 =

Nc

16(4π)2
(gA − 2ρ)2I0 ,

LS
11 =

Nc

12(4π)2
g2

A [I0 − I2] , LS
13 =

Nc

24(4π)2
(gA − 2ρ)I0 ,

HS
2 = 2LS

8 , HS
3 =

NcNf

144(4π)2
I0 =

Nf

576M2

f 2

gA

. (6.102)
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El resto de coeficientes LS
i , HS

i son cero. La suma de las dos contribuciones (loop de quaks
y escalares) dará los coeficientes de GLD para este modelo. El resultado es el siguiente

L3 = − Nc

24(4π)2

[
3(1 − 2g2

A − g4
A)I0 + 8g4

AI4 + 2g2
A

(
2(3 − g2

A) − 3g2
A

I2

I0

)
I2

]
,

L5 =
Nc

4(4π)2
g3

A [I0 − I2] , L8 =
Nc

48(4π)2
g2

A [3I0 − 2I2] ,

L11 =
Nc

12(4π)2
g2

AI0 =
gAf

2

48M2
, L13 =

Nc

24(4π)2
gAI0 =

f 2

96M2
,

H2 =
Nc

24(4π)2

[
12ρ2I−2 + 3gA(gA − 8ρ)I0 + 2g2

AI2

]
, H3 = 0 , (6.103)

El resto de coeficientes: L1, L2, L4, L6, L7, L9, L10, L12, H0, H1, H4 y H5; coinciden con
los del modelo de GM (fórmulas (6.96)). Notar, no obstante, que las expresiones de f 2

π no
coinciden en los dos modelos [ec. (6.93) y (6.99)].

Este modelo reproduce la relación L3 = −6L1, siempre y cuando se desprecien los
términos O(Ncg

4
A). Existen algunas diferencias con trabajos previos. Los valores L1, L2,

L3, L4, L5, L6, L9, L10, H1 y H2 coinciden con ref. [67]. L8 difiere en dos potencias de
gA en el término proporcional a I2. (Nuestros resultados reproducen los suyos para cada
contribución por separado: contribución del loop de quarks y contribución de esṕın cero.)

El valor de L7 es diferente de cero, si se considera la condición Det(U) = 1 debido a
que estamos considerando la simetŕıa de sabor SU(Nf ). Tanto en ref. [69] como en [67] este
término no se obtiene, a pesar de que en estos trabajos se menciona expĺıcitamente que
consideran el grupo de sabor SU(Nf ). En el grupo U(Nf ) śı se obtiene que L7 = 0.

Nuestros valores de L4, L5, L6, L8, L9 y L10 coinciden con los de [69]. En esta referencia
aparece un término erróneo extra en L1. L3 se diferencia de ref. [69] en todos los factores
excepto uno en I4. H1 y H2 no aparecen en esa referencia.

Los coeficientes L11, L12 y L13, aśı como H0,3−5, son nuevos y constituyen el resul-
tado principal de este caṕıtulo. Estos coeficientes fueron obtenidos también hace algún
tiempo [108] en un modelo quark sin escalares ni vectores.

Los valores numéricos de estos coeficientes, ec. (6.103), aparecen en la tabla 6.1 para
dos casos diferentes: el modelo NJL SU(3) generalizado, y el caso en que no se considera
la integración de los campos de esṕın 1, esto es gA = 1. Para el primer caso se considera
como valor razonable gA = 0,606. Con M = 300 MeV, se tiene

Λ = 1344 MeV , B0 = 4015 MeV ,

I−2 = 17,0 , I0 = 2,10 , I2 = 0,907 , I4 = 0,993 . (6.104)

Para el modelo NJL con gA = 1, los valores numéricos de Λ, B0, ρ and I2n son idénticos a
los del modelo quark constituyente QC, ec. (6.98). Las LEC’s en el modelo NJL con gA = 1
y en el QC se diferencian debido a la contribución de los escalares LS

3,5,8,11,13 y HS
2,3, que no

están presentes en el caso QC.
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Cuadro 6.1: Constantes adimensionales de baja enerǵıa yH0 comparadas con otros modelos
y con el valor que da cierta referencia. Los valores mostrados para L1−10, H1−5 deben de
ser multiplicados por 10−3. El valor de H0 debe ser multiplicado por 103 MeV2.

ChPT1 NJL NJL QC GM SQM2 Large Nc
3 Dual2

(gA = 1) (MDM) Large Nc

L1 0,53 ± 0,25 0,77 0,76 0,76 0,78 0,79 0,9 0,79
L2 0,71 ± 0,27 1.54 1.52 1.52 1.56 1.58 1.8 1.58
L3 −2,72 ± 1,12 −4,02 −2,73 −3,62 −4,25 −3,17 −4,3 −3,17
L4 0 0 0 0 0 0 0 0
L5 0,91 ± 0,15 1.26 2.32 1.08 0.44 2,0 ± 0,1 2.1 3.17
L6 0 0 0 0 0 0 0 0
L7 −0,32 ± 0,15 −0,06 −0,26 −0,26 −0,03 −0,07 ± 0,01 −0,3
L8 0,62 ± 0,20 0.65 0.89 0.46 0.04 0,08 ± 0,04 0.8 1.18
L9 5,93 ± 0,43 6.31 4.95 4.95 6.41 6.33 7.1 6.33
L10 −4,40 ± 0,704 −5,25 −2,47 −2,47 −4,77 −3,17 −5,4 −4,75
L11 1,85 ± 0,905 1.22 2.01 1.24 0.82 1.58 1.65

L12 −2,75 −1,06 −2,47 −2,47 −1,64 −3,17 −2,75

L13 1,7 ± 0,805 1.01 1.01 0.47 0.22 0,33 ± 0,01 1.15

H0 −14,6 −4,67 −4,67 −17,7 1,09
H1 −4,01 −2,78 −2,78 −4,76
H2 1.46 1.45 0.59 0.49 −1,0 ± 0,2
H3 0 0 −0,50 −0,89
H4 1.33 0.80 0.80 1.43
H5 1.16 0.70 0.70 1.25

6.6.3. Resultados

En la tabla 6.1 aparecen los resultados que hemos obtenido para los modelos de quarks
quirales que se han tratado en este caṕıtulo: Quark Constituyente, Nambu–Jona-Lasinio
con y sin mesones vectoriales, y Georgi-Manohar. Se ha incluido también el resultado del
cálculo en el modelo Quark Espectral de ref. [68]. La primera columna se corresponde con
el cálculo de TQP a dos loops [123]. Se incluye también el resultado obtenido en modelos
en Nc grande con una única resonancia.

Los resultados para las constantes de baja enerǵıa coinciden a grandes rasgos. Como
regla, todos los modelos y ajustes dan el mismo signo para todos los coeficientes, con
la excepción de H0 y H2 en el modelo Quark Espectral. Para los coeficientes de Gasser-
Leutwyler estándar L1−10 el mejor acuerdo global con el cálculo de TQP a dos loops [123] es
el proporcionado por el modelo NJL con mesones vectoriales, para el que la chi cuadrada
reducida es χ2/DOF = 2,2, (DOF = 10), si bien los modelos QC y GM proporcionan
resultados de calidad similar: 2,5 y 3,6 respectivamente.

Para los coeficientes nuevos no existen en la literatura valores ampliamente aceptados.
El acuerdo más cercano con las estimaciones de Nc grande y saturación de resonancias
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de [122] para L11−13 es el de NJL sin mesones vectoriales, para el que χ2/DOF = 0,29,
pero esto no es totalmente concluyente. Asimismo, es importante mencionar el importante
acuerdo entre las predicciones del modelo Quark Espectral para estos tres coeficientes y
aquellas provenientes del modelo quiral de bosonización de ref. [108], para el que se obtiene

L11 = 1,58 · 10−3 , L12 = −3,2 · 10−3 , L13 = 0,3 · 10−3 . (6.105)

6.7. Conclusiones

En este caṕıtulo hemos calculado las constantes de baja enerǵıa del tensor enerǵıa-
impulso en varios modelos de quarks quirales: Quark Constituyente, Nambu–Jona-Lasinio
con y sin mesones vectoriales, y Georgi-Manohar. Algunas de estas constantes se obtienen
directamente de los coeficientes estándar de Gasser-Leutwyler, mientras que otras, L11−13

y H0,2−5, son nuevas y proceden de operadores que no están presentes en el lagrangiano
quiral en espacio plano.

Técnicamente, el mejor modo de proceder es considerar QCD en un espacio-tiempo cur-
vo, ya que nos permite trabajar con el lagrangiano a bajas enerǵıas, en lugar de su variación
(el tensor enerǵıa-impulso). Esto hace más fácil tanto el cálculo como la imposición de las
restricciones debidas a las simetŕıas. El lagrangiano quiral en espacio-tiempo curvo contiene
dos tipos de contribuciones. Por una parte, aquellas que surgen de un acoplamiento mı́nimo
del lagrangiano en espacio plano con la métrica, L(g), y por otra aquellas contribuciones
que contienen el tensor de curvatura de Rienmann L(R). En el esṕıritu de no introducir
nuevos campos diferentes a la métrica, hemos considerado únicamente la gravedad de Ein-
stein. En el caso de que se considerara torsión o violación de la metriciddad, en principio
debeŕıan de aparecer nuevos términos. Al igual que ocurre con los acoplamientos gauge
(por ejemplo, los momentos magnéticos), los términos gravitatorios L(R) no pueden fijarse
a partir de la covariancia general del lagrangiano quiral, y para obtenerlos es necesario
acoplar directamente gravedad con los quarks y los gluones de QCD antes de integrar los
campos y obtener el lagrangiano de bajas enerǵıas.

Las constantes de baja enerǵıa estándar han sido calculadas en estos modelos de quarks
quirales con un cierto grado de éxito, y hemos aplicado la misma aproximación para los
términos con curvatura LR. El acuerdo entre todos los modelos es razonable. Una com-
paración con los valores de TQP a dos loops [123] sugiere que NJL con menones vectoriales
es el que mejor funciona para los coeficientes estándar. Para los nuevos coeficientes L11−13,
el mejor acuerdo proviene de NJL sin mesones vectoriales, si bien el resultado no es con-
cluyente.
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Caṕıtulo 7

Acción Efectiva Quiral a partir del
Modelo Quark Espectral

La estructura de QCD en presencia de fuentes electrodébiles y gravitacionales se de-
scribe muy bien mediante Teoŕıa Quiral de Perturbaciones (TQP) [19, 21]. En el sector
mesónico, la rotura espontánea de la simetŕıa quiral es dominante a bajas enerǵıas y el
cálculo sistemático de las correspondientes constantes de baja enerǵıa (LEC’s) ha sido ll-
evado a cabo recientemente hasta una precisión de dos loops [123, 162] o mediante el uso
de las ecuaciones de Roy [163]. Para los procesos fuertes y electrodébiles que involucran
mesones pseudoescalares, la mayor parte de las LEC están saturadas en términos de res-
onancias de intercambio [164], que pueden ser justificadas en el ĺımite de Nc grande en
una cierta aproximación de bajas enerǵıas [165]. En el caso de procesos gravitacionales se
pueden aplicar las mismas ideas [122]. Hoy en d́ıa, TQP se usa como un test cualitativo y
cuantitativo para cualquier modelo de la estructura de los hadrones a bajas enerǵıas.

En este caṕıtulo nos proponemos analizar el modelo quark espectral propuesto reciente-
mente en [61], en el contexto de Teoŕıa Quiral de Perturbaciones en espacio-tiempo curvo.

7.1. Acción Efectiva del Modelo Quark Espectral

En la sección 4.2.2 introdujimos el modelo quark espectral. La aproximación es similar
en esṕıritu al modelo de Efimov y Ivanov [166], propuesta hace algunos años, y se basa en
la introducción formal de la representación de Lehmann generalizada para el propagador
del quark. La acción efectiva que obedece las identidades de Ward-Takahashi mediante
la técnica de Delbourgo y West [63] corresponde en nuestro caso a una prescripción de

129
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sustitución mı́nima. Esto conduce a un determinante fermiónico de la forma 1

Γ[U, s, p, v, a, g] = −iNc

∫
dωρ(ω)Tr log (iD) , (7.2)

donde el operador de Dirac viene dado por

iD = i/d− ωU 5 − m̂0 +
(
/v + /aγ5 − s− iγ5p

)
= iD − ωU 5. (7.3)

La derivada dµ es derivada covariante bajo transformaciones generales de coordenadas
y transformaciones de Lorentz, e incluye la conexión de esṕın.2 Los śımbolos s, p, vµ y
aµ indican campos externos (en espacio de sabor) escalar, pseudoescalar, vector y axial,
respectivamente, que vienen dados por los generadores del grupo de sabor SU(3)

s =

N2
F−1∑

a=0

sa
λa

2
, . . . (7.4)

donde λa representa las matrices de Gell-Mann. El tensor métrico gµν es la fuente externa
que representa el acoplamiento con un campo gravitatorio. La matriz U 5 = Uγ5 es la matriz
de sabor que representa el octete de mesones pseudoescalares en la representación no lineal.
La matriz m̂0 = diag(mu,md,ms) es la matriz de masa de los quarks denudos. Finalmente,
en la segunda igualdad de ec. (7.3) hemos introducido el operador de Dirac D que incluye
únicamente los campos externos.

La anomaĺıa U(1)A se puede tener en cuenta extendiendo la matriz al sector U(3):
U → Ū = Ueiη8/(3f), con detU = 1, y para ello añadimos el término habitual

LA = −f
2

4
m2

η1

{
θ − i

2

[
log detU − log detU †]

}2

, (7.5)

que para θ = 0 es invariante CP y SU(Nf )R × SU(Nf )R. El operador de Dirac de ec. (7.3)
transforma de manera covariante bajo transformaciones quirales locales (ver sección 6.2).

La acción efectiva del modelo tiene un aspecto similar a la del modelo NJL bosonizado
(ver sección 4.2.1). La principal diferencia tiene que ver con la interpretación del método de
regularización. Por una parte, en los modelos NJL únicamente se puede regularizar sobre
loops de quarks (ĺıneas de quark cerradas). El hecho de que en el modelo quark espectral la
“regularización” de Lehmann se produzca sobre ĺıneas de quark abiertas tiene importantes
consecuencias en cuanto a la consistencia de los cálculos a enerǵıas altas tanto en una
interpretación puramente hadrónica como partónica.

1Para un operador bilocal A(x, x′) (matrices en espacio de Dirac y de sabor) se tiene

TrA =

∫
d4x

√−g tr〈A(x, x)〉 , (7.1)

donde tr indica traza de Dirac y 〈 〉 traza en espacio de sabor.
2En ec. (4.33) el modelo no está acoplado con gravedad.
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Dado que el contorno de integración para la variable espectral ω es en general complejo,
resulta un poco complicado pasar a espacio eucĺıdeo y separar la acción en una parte real y
otra imaginaria. En lugar de espacio eucĺıdeo, podemos considerar el espacio de Minkowski
e introducir el operador auxiliar

−iD5 = γ5

(
i/d− U 5† − m̂0 + /v − γ5/a− s+ iγ5p

)
γ5 , (7.6)

que se corresponde con el conjugado hermı́tico en espacio eucĺıdeo. De este modo, la acción
efectiva con paridad normal se escribe

Sn.p. = − i

2
Nc

∫
dωρ(ω)Tr log (DD5) . (7.7)

7.2. Anomaĺıas Quirales

Una de las ventajas más importantes de la regularización espectral es que conduce a
observables hadrónicos finitos e independientes de la escala, lo cual es un requerimiento
básico de todo procedimiento de regularización. No obstante, esto no significa o implica
necesariamente que la acción efectiva total en presencia de campos externos sea finita, ya
que incluso en el caso de que los campos piónicos sean cero, U = 1, existen procesos no
hadrónicos. En realidad, ocurre que la renormalización de la función de onda del fotón es
proporcional a ρ′0 [61], de modo que depende de la escala µ y por tanto diverge en ciertos
esquemas de regularización (por ejemplo, en regularización dimensional). Esta dependencia
en escala surge también en otros términos no hadrónicos de la acción efectiva.

En [61] se encuentra que las desintegraciones π0 → 2γ y γ → 3π se muestran de
acuerdo con los valores correctos que se esperan de la anomaĺıa quiral de QCD. Con ayuda
de la acción efectiva, ec. (7.2), vamos a ver en esta sección que esto es cierto también para
todos los procesos anómalos. En primer lugar calcularemos la anomaĺıa quiral. Después se
mostrará que la anomaĺıa en presencia de campos externos no depende del campo piónico U ,
y por tanto coincide con la anomaĺıa en QCD debido a las condiciones espectrales ρ1 =
ρ2 = ρ3 = ρ4 = 0. Bajo transformaciones quirales locales (vector y axial) el operador de
Dirac transforma

D → e+iεV (x)−iεA(x)γ5 D e−iεV (x)−iεA(x)γ5 , (7.8)

con

εV (x) =
∑

a

εaV (x)λa , εA(x) =
∑

a

εaA(x)λa . (7.9)

Infinitesimalmente, la transformación es

δD = i[εV ,D] − i{εA,D} . (7.10)
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Si consideramos una transformación quiral en la acción efectiva, ec. (7.2), sin ninguna
regularización adicional, se tiene

δS = −iNcTr

∫
dωρ(ω)

[
δDD−1

]
. (7.11)

Teniendo en cuenta la propiedad ćıclica de la traza, se obtiene sólo una contribución proce-
dente de la variación axial

δAS ≡ AA =

∫
d4x tr

∫
dωρ(ω)〈2iαγ5〉 = ρ0

∫
d4x tr〈2iαγ5〉 , (7.12)

un resultado que es ambiguo incluso en presencia de regularización espectral, debido a la
traza dimensionalmente infinita [32]. Para evitar la ambigüedad es necesario introducir
una regularización extra. Como es bien sabido, no existe una regularización que preserve
la simetŕıa quiral, de modo que la anomaĺıa es generada.

El cálculo se puede hacer con métodos estándares. Una regularización conveniente es
la regularización ζ [126], que permite calcular directamente la anomaĺıa a partir del propio
operador de Dirac (no su cuadrado), y no precisa de ninguna redefinición de la matriz γ5.
Esto conduce a

δAS ≡ AA = Tr

∫
dωρ(ω)

(
2iαγ5 [iD]0

)

=

∫
d4x tr

∫
dωρ(ω)〈2iα(x)γ5〈x|D0|x〉〉 , (7.13)

donde la potencia cero del operador de Dirac se entiende como una continuación anaĺıtica
que puede escribirse en término de coeficientes de Seeley-DeWitt para operadores de
Dirac [126]:

〈x|D0|x〉 =
1

(4π)2

{1

2
D4 +

1

3
(D2Γ2

µ + ΓµD
2Γµ + Γ2

µD
2)

+
1

6

(
Γ2

µΓ2
ν + (ΓµΓν)

2 + ΓµΓ2
νΓµ

)}
, (7.14)

donde Γµ = 1
2
{γµ,D} (con el operador D actuando sobre su izquierda). El resultado para

acoplamientos generales en cuatro dimensiones ha sido obtenido de [126]. Una inspección
directa muestra que, puesto que la dependencia en ω viene dada por iD = iD − ωU 5,
el resultado se puede escribir como la suma de un término independiente de ω más un
polinomio

AA =

∫
dωρ(ω) (AA[v, a, s, p] + AA[v, a, s, p, , U ]) = ρ0AA[v, a, s, p] , (7.15)

donde el término polinómico dependiente de ω se anula, por las condiciones espectrales (los
momentos positivos son cero). Esto muestra que la anomaĺıa del modelo quark espectral
coincide con la anomaĺıa de QCD después de introducir una regularización conveniente
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adicional, independientemente de los detalles de la función espectral. Esto es un punto
importante ya que si la acción efectiva Γ[U, s, p, v, a] en ec. (7.2) es finita e invariante
quiral, en principio no debeŕıa de existir razón alguna para la existencia de anomaĺıas. A
continuación mostraremos donde y cómo surgen estas divergencias.

Por simplicidad, consideremos el ĺımite quiral m̂0 = 0, los campos externos los haremos
cero y trabajaremos en espacio-tiempo plano, de modo que iD = i/∂. Conseguiremos una
representación conveniente si introducimos el campo

U5
t = eit

√
2γ5Φ/f , (7.16)

que permite interpolar entre el vaćıo, U 5
t=0 = 1, y la matriz completa U 5

t=1 = U 5. Podemos
escribir la siguiente identidad trivial para la acción efectiva con sustracción del vaćıo:

Γ[U, s, . . . ] − Γ[1, s, . . . ] = (7.17)

− i Nc

∫ 1

0

dt
d

dt

∫

C

dωρ(ω)Tr log
(
iD − ωU 5

t

)

= i

∫ 1

0

dt

∫

C

dωρ(ω)Tr

[
ω
dU 5

t

dt

1

iD − ωU 5
t

]
.

Puesto que estamos interesados en procesos con paridad anormal, es suficiente con identi-
ficar los términos que contienen el tensor de Levi-Civita εµναβ, que por invariancia Lorentz
precisa de al menos cuatro derivadas. Teniendo en cuenta el hecho de que las derivadas
actúan sobre su derecha, se tiene

S
(4)
ab = −iNc

∫ 1

0

dt

∫

C

dωρ(ω)

∫
d4x

∫
d4k

(2π)4

1

[k2 − ω2]5

× Tr

{
−ωγ5U

†
t

dUt

dt
ω
[
ωU †

t i/∂Ut

]4}
. (7.18)

Tras el cálculo de las trazas e integrales, finalmente se obtiene

Γ
(4)
ab = ρ0

Nc

48π2

∫ 1

0

dt

∫
d4xεµναβ (7.19)

× 〈U †
t

dUt

dt
U †

t ∂
µUtU

†
t ∂

νUtU
†
t ∂

αUtU
†
t ∂

βUt〉,

que coincide con el término de Wess-Zumino-Witten (WZW) [167, 168], si usamos que ρ0 =
1. Los campos externos pueden ser incluidos mediante el uso de ec. (7.18), lo cual genera
el término de WZW en la forma de Bardeen. En realidad, la diferencia Γ[U, s, p, v, a] −
Γ[1, s, p, v, a] es finita y preserva invariancia gauge, pero rompe la simetŕıa quiral lo cual
genera la anomaĺıa de ec. (7.15).

7.3. Desarrollo quiral de la acción efectiva

A partir de la acción de ec. (7.2) podemos calcular el desarrollo en derivadas en el
contexto de espacio-tiempo curvo (para los detalles, ver la sección 6.4). Teniendo en cuenta
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la fórmula del desarrollo del heat kernel, ec. (6.64), los coeficientes que se obtienen son los
mismos que se obtuvieron en el modelo NJL, ec. (6.65), con la salvedad de considerar
la sustitución M → ω. Después de usar las condiciones espectrales ρn = 0, n > 0, la
contribución de paridad normal para la acción efectiva se escribe

− i

2
Tr log D5D = −1

2

Nc

(4π2)

∫
d4x

√−g
∫
dωρ(ω)

× tr〈−1

2
ω4 logω2a0 + ω2 logω2a1 − log(ω2/µ2)a2 +

1

ω2
a3 +

1

ω4
a4 + . . . 〉

=

∫
d4x

√−g
(
L(2) + L(4) + . . .

)
. (7.20)

Después del cálculo de las trazas de Dirac, para el orden 2 del lagrangiano efectivo se tiene

L(2) =
Nc

(4π)2

∫
ρ(ω)

{
− ω2 logω2〈∇µU

†∇µU〉

+ 2ω3 logω2〈m†U + U †m〉 + ω2 logω2 1

12
〈R〉
}
, , (7.21)

y para el orden 4

L(4) =
Nc

(4π)2

∫
ρ(ω)

{

+
1

6
logω2〈(FR

µν)
2 + (FL

µν)
2〉 − logω2〈 7

720
RαβµνRαβµν +

1

144
R2 +

1

90
RµνRµν〉

− i

3
〈FR

µν∇µU
†∇νU + FL

µν∇µU∇νU
†〉 +

1

12
〈(∇µU∇νU

†)2〉 − 1

6
〈(∇µU∇µU †)2〉

+
1

6
〈∇µ∇νU∇µ∇νU

†〉 − 1

6
〈FL

µνUF
R
µνU

†〉

+ logω2ω2
(
2〈m†m〉 + 〈(m†U + U †m)2〉

)

− 1

2
ω〈∇µU

†∇µU(m†U + U †m)〉 − logω2ω〈∇µU
†∇µm + ∇µm

†∇µU〉

− ω logω2 1

6
R〈U †m + m†U〉 +

1

12
R∇µU

†∇µU〉
}
. (7.22)

Notar que los momentos que aparecen hasta este orden son ρ0 = 1, ρ1 = 0 y ρ2 = 0, aśı como
los momentos logaŕıtmicos ρ′0, ρ

′
1 y ρ′2. Tras aplicar las ecuaciones de movimiento clásicas

del campo U , ecs (6.85)-(6.86), la identidad integral de ec. (6.87) y la identidad válida
en SU(3), ec. (6.88), se llega a la forma estándar del lagrangiano dado por ecs. (6.89)-
(6.90) para las contribuciones métricas y ecs. (6.91)-(6.92) para las contribuciones con
curvatura. Los valores que se obtienen para la constante de desintegración débil del pión y
el condensado en el ĺımite quiral son

f 2 = − 4Nc

(4π)2
ρ′2, (7.23)

f 2B0 = −〈q̄q〉 =
4Nc

(4π)2
ρ′3, (7.24)
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y los coeficientes LEC’s se escriben

L3 = −2L2 = −4L1 = − Nc

(4π)2

ρ0

6
, L4 = L6 = 0 ,

L5 = − Nc

(4π)2

ρ′1
2B0

, L7 =
Nc

(4π)2

1

2NF

(
ρ′1

2B0

+
ρ0

12

)
,

L8 =
Nc

(4π)2

[
ρ′2

4B2
0

− ρ′1
4B0

− ρ0

24

]
, L9 = −2L10 =

Nc

(4π)2

ρ0

3
,

H1 =
Nc

(4π)2

ρ′0
6
, H2 =

Nc

(4π)2

(
ρ′2
B2

0

+
ρ′1

2B0

+
ρ0

12

)
,

H0 = −f
2

4

1

12
,

L12 = −2L11 = − Nc

(4π)2

ρ0

6
, L13 = − Nc

(4π)2

ρ′1
12B0

=
1

6
L5 , (7.25)

H3 = − Nc

(4π)2
NF

ρ′0
144

, H4 = − Nc

(4π)2
NF

ρ′0
90
, H5 = − Nc

(4π)2
NF

7ρ′0
720

.

El valor para L7 se corresponde con el modelo SU(3). Para el modelo U(3), se obtiene del
cálculo que L7 = 0, pero entonces el término de ec. (7.5) debeŕıa de ser añadido, de modo
que el valor de L7 se modificaŕıa.

Como vemos, los coeficientes L1, L2, L3, L4, L6, L9, L10 son números puros, y coinciden
con los que se esperan en el ĺımite en que la regularización se elimina [66]. Esto tiene que
ver con el carácter adimensional de las LEC’s, y que involucran el momento cero ρ0 = 1.
El hecho de que H1 sea proporcional a ρ′0 se corresponde con un campo gauge dependiente
de la escala, o divergente. Quiere esto decir que la parte finita de H1 depende del esquema
de regularización.

A partir de los valores de f 2 = 93 MeV y L5 = 2,1 · 10−3 [164], se obtiene

L7 = − L5

2Nf

+
Nc

384π2Nf

' −0,35 · 10−3,

L8 =
L5

2
− Nc

384π2
− f 2

64B2
0

' 1,05 · 10−3,

H2 = L5 +
Nc

192π2
− f 2

4B2
0

' 2,1 · 10−3. (7.26)

En cuanto a las contribuciones con curvatura, el valor no nulo de H0 conduce a una cor-
rección fuerte para la constante gravitatoria de Newton G. Esta corrección es proporcional
al cociente entre la escala hadrónica y la escala de Planck f 2Gπ/3, lo cual es numéricamente
despreciable.
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7.4. Resultados para el Modelo de Dominancia Vec-

torial

El modelo de dominancia vectorial (MDM), desarrollado en ref. [61], constituye una
realización simple del modelo quark espectral y proporciona una forma expĺıcita para la
función espectral. El propagador del quark de ec. (4.25) se escribe

S(p) =

∫

C

dω
ρV (ω)/p+ ρS(ω)ω

p2 − ω2
=

Z(p2)

/p−M(p2)
, (7.27)

donde

ρV (ω) =
1

2πi

1

ω

1

(1 − 4ω2/M2
V )5/2

, (7.28)

ρS(ω) =
1

2πi

12ρ′3
M4

S(1 − 4ω2/M2
S)5/2

. (7.29)

La función espectral vector ρV corresponde a la parte real de la función espectral ρ, y la
escalar ρS a la parte imaginaria. ρV (ω) se determina imponiendo dominancia de mesones
vectoriales en el factor de forma electromagnético del pión, de la cual se deduce la identidad

f 2 =
NcM

2
V

24π2
. (7.30)

Esta relación está sujeta a correcciones quirales. A diferencia de ρV (ω), para la función
espectral escalar ρS(ω) debe de suponerse una cierta forma funcional que sea adecuada,
que satisfaga las condiciones espectrales impares ρ2n+1 = 0, n ≥ 0, y reproduzca el valor
del momento logaŕıtmico ρ′3. El valor más conveniente para la masa vector es

MV = 770 MeV , (7.31)

que coincide con la masa del mesón ρ y será usado posteriormente en el análisis. El contorno
de integración C que se usa en el MDM consta de dos partes. La primera comienza en +∞−
i0 siguiendo el eje real positivo, rodea el polo +MV /2 haciendo una media circunferencia en
el sentido de las agujas del reloj, y vuelve a +∞+i0 siguiendo el mismo eje real positivo. La
segunda parte del contorno comienza en −∞+ i0 y sigue el eje real negativo hasta el polo
−MV /2, lo rodea en sentido de las agujas del reloj, y vuelve a −∞− i0 siguiendo el mismo
eje real negativo. Estas dos secciones están conectadas en el infinito con semićırculos.

En el modelo MDM se obtienen los siguientes valores para los momentos logaŕıtmicos

ρ′1
MD

=
8π2〈q̄q〉
NcM2

S

= −5MQM
2
S

6M2
V

,

ρ′2
MD

= −4π2f 2

Nc

= −M
2
V

6
, (7.32)

ρ′3
MD

= −4π2〈q̄q〉
Nc

=
5MQM

4
S

12M2
V

,
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donde MQ es la masa constituyente de los quarks, que viene dada por [61]

MQ ≡M(0) = −48M2
V π

2〈q̄q〉
5M4

SNc

. (7.33)

Haciendo uso de estos valores se tiene

L5 =
Nc

96π2

M2
V

M2
S

, (7.34)

L7 =
Nc

32π2Nf

(
1

12
− M2

V

6M2
S

)
, (7.35)

L8 =
Nc

16π2

(
− M10

V

150M2
QM

8
S

+
M2

V

12M2
S

− 1

24

)
. (7.36)

En la tabla 6.1 del caṕıtulo 6 se muestran lo resultados correspondientes al modelo quark
espectral en su realización MDM para las constantes L5,7,8, aśı como las predicciones
para L1,2,3,4,6,9,10, que son comunes a [66].

En el caso SU(2) en ausencia de correcciones de loops mesónicos se tiene 3

l̄1 = −l̄2 = −1

2
l̄5 = −1

4
l̄6 = −Nc , (7.37)

l̄3 =
4Nc

3
+

16NcM
10
V

75M2
QM

8
S

, (7.38)

l̄4 =
2M2

VNc

3M2
S

. (7.39)

Los radios cuadráticos medios vector y escalar del pión vienen dados por [21]

〈r2〉V =
1

16π2f 2
l̄6 =

6

M2
V

, 〈r2〉S =
3

8π2f 2
l̄4 =

6

M2
S

. (7.40)

Las componentes escalar (esṕın-0) y tensorial (esṕın-2) de los factores de forma gravita-
cionales (θ0 y θ2 respectivamente) [122], producen el mismo radio cuadrático medio

〈r2〉G,0 = 〈r2〉G,2 =
Nc

48π2f 2
, (7.41)

independientemente de la realización particular del modelo espectral. Si saturamos los
factores de forma con mesones escalares y tensorialess f0 y f2, para sus masas se tiene

Mf0 = Mf2 = 4πfπ

√
3/Nc = 1105 − 1168 MeV , (7.42)

3Hacemos uso de las relaciones dadas en ref. [21] para pasar de la forma del lagrangiano en SU(3) a la
forma en SU(2). Estas relaciones son l̄1 = 192π2(2L1+L3), l̄2 = 192π2L2, l̄3 = 256π2(2L4+L5−4L6−2L8),
l̄4 = 64π2(2L4 + L5), l̄5 = −192π2L10, l̄6 = 192π2L9, l̄11 = 192π2L11 , l̄13 = 256π2l13. La constante l12 no
está renormalizada por el loop piónico.
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dependiendo de si se toma f = 88 o 93 MeV, respectivamente. El valor experimental para
el mesón tensorial más ligero es M exp

f2
= 1270MeV. Tal y como se discute en [122], el

factor de forma θ0 (correspondiente a la traza del tensor enerǵıa-impulso) se acopla con
mesones escalares, mientras que θ2 (correspondiente a la parte de θµν sin traza) se acopla
con mesones tensoriales (esṕın-2).

Hay que decir que el mesón escalar de masa Mf0 , que domina el tensor enerǵıa-impulso,
no necesariamente coincide con el mesón escalar de masaMS, que domina el factor de forma
escalar. En realidad, se tiene Mf0 =

√
2MV , mientras que MS es una magnitud libre. Esto

surge de manera natural en la aproximación espectral, donde el factor de forma escalar FS

en el ĺımite quiral involucra los momentos impares, mientras que θ0 involucra los pares. En
particular, los radios cuadráticos medios son proporcionales a ρ′1 y ρ0, respectivamente.

7.5. Ĺımite de Nc grande y Dualidad

En virtud del hecho de que nuestro resultado se ha obtenido en la aproximación de
un loop de quarks,4 no podemos esperar que el modelo dé mejores resultados para las
LEC’s que la contribución de orden más bajo en un contaje en Nc, la cual está formada
por un número infinito de intercambios de resonancias [165]. Por otra parte, el cálculo
de estas contribuciones en Nc grande requiere el uso de suposiciones adicionales, tales
como la convergencia de una serie infinita de estados y, por otra parte, una estimación
de las contribuciones de las resonancias más altas. En la práctica, se puede trabajar en
la aproximación de una única resonancia (SRA), lo cual conduce a una reducción de los
parámetros [122, 165]:

2LSRA
1 = LSRA

2 =
1

4
LSRA

9 = −1

3
LSRA

10 =
f 2

8M2
V

, (7.43)

LSRA
5 =

8

3
LSRA

8 =
f 2

4M2
S

, (7.44)

LSRA
3 = −3LSRA

2 +
1

2
LSRA

5 , (7.45)

2LSRA
13 = 3LSRA

11 + LSRA
12 =

f 2

4M2
f0

, (7.46)

LSRA
12 = − f 2

2M2
f2

, (7.47)

donde f , MV y MS indican las contribuciones de orden más bajo en Nc para estas magni-
tudes. En la obtención de estas fórmulas para L1−L10, se han ajustado las contribuciones de
los mesones pseudoescalares y axiales con objeto de reproducir las reglas de suma quirales
para las funciones de correlación de dos puntos VV-AA y SS-PP, además de exigir un

4El modelo espectral no se ha desarrollado más allá de un loop.
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comportamiento convergente a altas enerǵıas para los factores de forma hadrónicos.5 Ob-
viamente, el imponer más ligaduras a cortas distancias implica el uso de más resonancias.

Los valores de L11,12,13 se han obtenido del intercambio de una única resonancia escalar
y tensorial [122]. Por otra parte, es necesario considerar un mesón tensorial con objeto
de proporcionar un valor no nulo para L12, y por otra parte, los mesones tensoriales con-
tribuyen también a otras LEC’s [157], lo cual no está tenido en cuenta en ecs. (7.43)-(7.47).
Por tanto, con objeto de simplificar la discusión, en lo que sigue nos restringiremos a los
acoplamientos no gravitacionales L1−L10. Notar que, si bien el poder predictivo es grande,
se consigue en términos de dos razones adimensionales f/MV y f/MS. Obviamente, en el
ĺımite quiral se espera que tanto MV como MS escalen como fπ. Por tanto, con objeto de
preservar las reglas de contaje en Nc grande, se debeŕıa tener que

MV = cV fπNc , MS = cSfπNc , (7.48)

donde cV y cS son coeficientes independientes de Nc. El hecho sorprendente es que en el
modelo quark espectral, las constantes de baja enerǵıa dependen de las razonas adimension-
ales ρ′1/B0 y ρ′2/B

2
0 . En vista de esto, resulta tentador calcular los momentos logaŕıtmicos

espectrales a partir de las reglas de Nc grande, de un modo que sea modelo-independiente.
En primer lugar vemos que las razones L1 : L2 : L9 en el modelo quark espectral coinci-
den con las de SRA. Los valores de L5 y L9 pueden ser usados para determinar ρ′1 y ρ′2
respectivamente, de modo que se tiene

ρ′1
SRA

=
8π2〈q̄q〉
NcM2

S

, (7.49)

ρ′2
SRA

= −4π2f 2

Nc

= −M
2
V

6
, (7.50)

lo cual está de acuerdo con ecs. (7.34) y (7.30). Esto no es sorprendente, pues la f́ısica
de SRA y del modelo quark espectral en su versión MSM es similar. La única diferencia
es que de ecs. (7.49)-(7.50) no se puede deducir el valor de la masa constituyente de los
quarks MQ = M(0), que viene dada por el cociente MQ = ρ−1/ρ−2 (ecs. (4.27)-(4.28)).
Para determinar MQ seŕıa necesario calcular los términos de O(p6) en el lagrangiano quiral
y comparar con SRA en el ĺımite Nc grande.

Por otra parte, no es posible hacer compatibles L8 o L10. EL desacuerdo con los cor-
respondientes valores en Nc grande se debe a que el modelo espectral viola la regla de
suma SS-PP y la segunda regla de Weinberg VV-AA. Esta violación también ocurre en
otros modelos de quarks [169, 170] (no ocurre en los modelos no locales; ver [171, 172]). En
efecto, en el modelo no existe intercambio de mesón axial en L10 (1/4 de la contribución
total) ni de mesón pseudoescalar en L8 (1/4 de la contribución total). Por otra parte, para
el valor de f que se obtiene de ec. (7.30), las constantes L1, L2, L4, L5, L6, L9 repro-
ducen las identidades en Nc grande que aparecen en [164]. Este acuerdo se puede ver en la
tabla 6.1 si se considera un factor de corrección 24π2f 2

π/NcM
2
V = 1,15. Se podŕıa forzar que

5En particular, MP /MS = MA/MV =
√

2, donde MP es la masa del pión excitado.
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L3 coincidiera con la estimación de Nc grande tomando MV = MS. Esto concuerda con
la observación en la aproximación unitaria quiral de ref. [175], de que en el ĺımite de Nc

grande, los mesones escalar y vector son degenerados.6 Por tanto, el intentar compatibilizar
el ĺımite de Nc grande en la SRA con el modelo quark espectral produce una degeneración
de los mesones escalar y vector. Esta degeneración fue sugerida en [174] en el contexto de
reglas de suma superconvergentes y han sido interpretadas más recientemente en base a
simetŕıas que se recuperan [173]

Parece claro que cualquier modificación en el modelo quark espectral afectará única-
mente a L8 y L10. Si se considera MS = MV = 2πf

√
6/Nc para Nc grande en la aproxi-

mación SRA, se obtienen las siguientes relaciones de dualidad

2L1 = L2 = −1

2
L3 =

1

2
L5 =

2

3
L8 =

1

4
L9 = −1

3
L10 =

Nc

192π2
. (7.51)

Esto conduce a las relaciones de dualidad para las masas

MA = MP =
√

2MV =
√

2MS = 4π
√

3/Ncfπ . (7.52)

La nueva relación MA = MP concuerda con el valor experimental dentro del error del 30 %
que se espera de considerar el ĺımite Nc grande. Haciendo uso de ec. (7.40) se obtiene

〈r2〉1/2
S = 〈r2〉1/2

V = 2
√
Nc/fπ . (7.53)

Estas relaciones están sujetas a correcciones en mπ y en órdenes más altos en Nc. Numéri-
camente se tiene

〈r2〉1/2
S = 〈r2〉1/2

V = 0,58 − 0,64 fm , (7.54)

dependiendo de si se toma f = 88 o 93 MeV. El valor del radio escalar es compatible con
el que se obtiene de TQP hasta dos loops [176], 0,78 fm.

En el caso SU(2), el modelo de dualidad con Nc grande conduce a

−l̄1 = l̄2 =
3

2
l̄3 =

3

2
l̄4 =

1

3
l̄5 =

1

4
l̄6 = Nc . (7.55)

Los valores recientes obtenidos a partir del análisis de la colisión ππ a nivel de dos loops [176]
y de factores de forma vector y escalar [177] a dos loops son

l̄1 = −0,4 ± 0,6 , l̄2 = 6,0 ± 1,3 , l̄3 = 2,9 ± 2,4,

l̄4 = 4,4 ± 0,2 , l̄5 = 13,0 ± 1,0 , l̄6 = 16,0 ± 1,0 . (7.56)

Los coeficientes l̄ son más susceptibles de poder compararse con TQP ya que los loops
quirales generan un cambio constante c = log(µ2/m2), que es el mismo para todos ellos.

6Para Nc = 3, 10, 20, 40, en ref. [175] se obtiene MS/MV = 0,58, 0,84, 0,96, 0,98, respectivamente, con
MS y MV las partes reales de los polos en la segunda hoja de Riemann.
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Por tanto, tiene sentido comparar diferencias donde los logaritmos se cancelan. Se tiene

l̄2 − l̄1 = 2Nc (Exp. 6,4 ± 1,4) ,

l̄3 − l̄1 =
5Nc

3
(Exp. 3,3 ± 2,4) ,

l̄4 − l̄1 =
5Nc

3
(Exp. 4,8 ± 0,4) , (7.57)

l̄5 − l̄1 = 4Nc (Exp. 13,4 ± 1,1) ,

l̄6 − l̄1 = 5Nc (Exp. 16,4 ± 1,1) .

El acuerdo es excelente dentro de las incertidumbres, y esto sugiere una precisión del orden
de 1/N 2

c en lugar de la que cabŕıa esperar a priori 1/Nc.
El cambio constante de los loops piónicos se produce con una escala µ = 513±200 MeV,

lo cual es comparable con la masa del mesón ρ. Considerando las ecs. (7.43)-(7.47) corres-
pondiente a SRA, con los valores f́ısicos f = 93 MeV, MS = 100 MeV y MV = 770 MeV,
tal y como se hace en [165], se tiene

l̄2 − l̄1 = 8,3 , l̄3 − l̄1 = 6,2 , l̄4 − l̄1 = 6,2 , l̄5 − l̄1 = 15,2 , l̄6 − l̄1 = 18,7 . (7.58)

Se podŕıan obtener unos valores más razonables considerando MS = 600 MeV, pero en-
tonces la relación SRA, MP = 2MS, prediciŕıa un valor demasiado pequeño para la masa
del estado piónico excitado.

Esta discusión favorece fenomenológicamente las relaciones de dualidad ec. (7.51) frente
a las relaciones de SRA, ecs. (7.43)-(7.47), con parámetros f́ısicos.

7.6. Conclusiones

En este caṕıtulo se ha estudiado el desarrollo quiral en el modelo quark espectral prop-
uesto recientemente, en presencia de fuerzas externas electrodébiles y gravitatorias. El
modelo está basado en una representación de Lehman para el propagador del quark con
una función espectral no convencional, que es en general una función compleja con cortes.
Se ha escrito la acción efectiva que reproduce las identidades de Ward-Takahashi, y gracias
a una serie infinita de condiciones espectrales hemos obtenido la contribución anómala
quiral a la acción. Esta contribución aparece convenientemente normalizada sin necesidad
de eliminar la regularización. Además, la contribución no anómala se puede escribir en
términos de 13 constantes de baja enerǵıa. Los valores numéricos muestran un acuerdo
razonable con los esperados fenomenológicamente, si bien existen algunas discrepancias
para L8 y L10. Éstas se podŕıan explicar de manera natural como fallos del modelo a la
hora de reproducir las condiciones quirales a cortas distancias, y sugiere que éste necesita
ser mejorado. Por otra parte, si se intenta comparar las LEC’s no-gravitacionales restantes
con las predicciones de Nc grande en la aproximación de una única resonancia, tiene lugar
una nueva reducción de parámetros. En particular, el mejor acuerdo se encuentra para el
caso de mesones escalar y vector degenerados.
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Se han estimado las LEC’s gravitatorias L11, L12 y L13 en el contexto de los modelos de
quarks quirales. Estas constantes dependen de las propiedades de curvatura de la métrica
en espacio-tiempo curvo. Este cálculo permite la determinación de algunos elementos de
matriz del tensor enerǵıa-impulso. Nuestro análisis sugiere que el acoplamiento del mesón
escalar con el condensado de quarks m0qq, y el mesón escalar acoplado con la traza del
tensor enerǵıa-impulso θµ

µ, no coinciden necesariamente. Estos dos operadores se comportan
de manera diferente bajo simetŕıa quiral, ya que m0qq se anula en el ĺımite quiral mientras
que θµ

µ no lo hace. Esto se materializa en el modelo quark espectral en el hecho de que estos
dos mesones escalares dependen de momentos espectrales impares y pares, respectivamente.
Por otra parte, se obtiene Mf0 = Mf2 =

√
2MV =

√
2MS = 4π

√
3/Ncfπ, que constituye

un resultado muy razonable si tenemos en cuenta la aproximación de un loop de quarks
en que estamos trabajando. Se han discutido otras relaciones de dualidad quark-mesón,
lo cual ha permitido una determinación bastante precisa de las LEC’s ya conocidas, y se
muestran de acuerdo dentro de los errores experimentales con los valores conocidos a dos
loops.



Caṕıtulo 8

Conclusiones

8.1. Resumen y Conclusiones

En esta tesis se ha hecho un estudio detallado de algunos efectos de temperatura y de
curvatura en QCD y en algunos modelos de quarks quirales. Las conclusiones y logros más
significativos de este trabajo han sido los siguientes:

Se ha construido un desarrollo del heat kernel invariante gauge orden por orden a
temperatura finita, dentro del formalismo de tiempo imaginario, para espacio tiempo
plano. Se ha considerado un tratamiento general válido en cualquier gauge, y en pres-
encia de campos escalares que pueden ser no abelianos y no estáticos. Para preservar
la invariancia gauge a temperatura finita se ha hecho uso del loop de Polyakov, y se
ha llegado hasta orden 6 en un contaje en dimensiones de masa.

Se ha aplicado el desarrollo del heat kernel para el cálculo de la acción efectiva de
QCD a un loop, incluyendo fermiones sin masa, en la región de temperaturas grandes.
Se ha considerado un loop de Polyakov no estático. Se ha estudiado la invariancia
gauge del resultado, y en concreto la rotura expĺıcita de la simetŕıa del centro por
efecto de los fermiones.

Se ha obtenido la acción de la teoŕıa efectiva dimensionalmente reducida de QCD,
válida en el régimen de temperaturas grandes. Esto ha permitido obtener nuevos
términos de orden 6, tanto en el sector fermiónico como en el gluónico.

Se ha introducido el loop de Polyakov de color en los modelos de quarks quirales a
nivel de un loop de quarks, siguiendo un esquema de acoplamiento mı́nimo, y hemos
visto que esto permite resolver algunas inconsistencias que presentaban estos modelos
en su tratamiento estándar a temperatura finita. En concreto, la integración sobre el
grupo gauge da lugar a una conservación de trialidad, y el contaje en Nc se muestra
de acuerdo con las predicciones de Teoŕıa Quiral de Perturbaciones.
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Se ha calculado el lagrangiano efectivo quiral a temperatura finita de los modelos
Nambu–Jona-Lasinio y Quark Espectral, y se ha obtenido una predicción para las
constantes de baja enerǵıa de Teoŕıa Quiral de Perturbaciones.

Se han analizado algunas correcciones de orden mayor para los modelos de quarks
quirales acoplados con el loop de Polyakov. En concreto correcciones gluónicas, y las
provenientes de ir más allá de un loop de quarks. Se ha encontrado que los efectos
térmicos están exponencialmente suprimidos a temperaturas pequeñas, y vienen dom-
inados por loops mesónicos. Además, se ha estudiado la influencia del determinante
fermiónico sobre el resultado.

Se ha propuesto un modelo fenomenológico que permite describir con gran éxito los
datos de lattice tanto para el loop de Polyakov renormalizado como para la enerǵıa
libre de un quark pesado, en el régimen de temperaturas inmediatamente por encima
de la transición de fase. Este modelo da cuenta de contribuciones no perturbativas
provenientes de condensados gluónicos, y se ha obtenido una predicción para el valor
del condensado gluónico de dimensión 2 en el régimen de temperaturas consider-
adas. El resultado se muestra de acuerdo con otras predicciones existentes tanto a
temperatura cero como a temperatura finita.

Se ha estudiado la analoǵıa existente entre el loop de Polyakov y el potencial quark-
antiquark a temperatura cero. Esto ha permitido encontrar una relación entre el
condensado gluónico de dimensión 2 y la tensión de la cuerda.

Se ha estudiado el acoplamiento de los modelos de quarks quirales con gravedad,
y se ha analizado la correspondiente estructura del tensor enerǵıa-impulso a ba-
jas enerǵıas para cuatro modelos concretos: Quark Constituyente, Georgi-Manohar,
Nambu–Jona-Lasinio y Quark Espectral. Se ha obtenido una predicción para los coefi-
cientes de baja enerǵıa correspondientes a los términos no métricos con contribuciones
de curvatura.

Se ha obtenido la contribución anómala quiral a la acción efectiva en el modelo
quark espectral. Después de introducir una regularización conveniente, el resultado
no depende de los detalles de la función espectral, de modo que coincide con la
anomaĺıa de QCD.

Se han comparado los resultados del modelo quark espectral para las constantes
quirales de baja enerǵıa, con las predicciones de Nc grande en la aproximación de
una única resonancia. El mejor acuerdo se encuentra para el caso de mesones escalar
y vector degenerados, dando lugar a unas relaciones de dualidad quark-mesón, que
han permitido una determinación precisa de las constantes de baja enerǵıa conocidas.
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Apéndice A

Transformaciones Gauge

En este apéndice explicaremos qué se entiende por transformación gauge y discutiremos
ciertas propiedades que cumple una transformación gauge a temperatura finita. Estudi-
aremos la rotura de la simetŕıa del centro del grupo gauge al considerar una teoŕıa con
fermiones. Vamos a seguir en parte la referencia [150].

Consideremos un operador f(M,Dµ) construido con M y Dµ en sentido algebraico.
Una configuración gauge transformada (MU , AU

µ ) es una de la forma

MU(x) = U−1(x)M(x)U(x) ,

AU
µ (x) = U−1(x)∂µU(x) + U−1(x)Aµ(x)U(x) , (A.1)

donde la transformación gauge U(x) es una función que toma valores sobre matrices en
el espacio interno. Esta transformación corresponde a una transformación de semejanza
de Dµ de la forma DU

µ = ∂µ + AU
µ (x) = U−1(x)DµU(x), donde U(x) se considera que es

un operador multiplicativo en el espacio de Hilbert H de las funciones de onda. Debido a
que f(M,Dµ) está construido con M , Dµ y c-números, se sigue que f(M,Dµ) también se
transforma bajo una transformación de semejanza

f(MU , DU
µ ) = U−1f(M,Dµ)U . (A.2)

U(x) pertenece a cierto grupo gauge G y el campo gauge Aµ(x) es un elemento del álgebra
de Lie de G. La clase de matrices M(x) debe ser cerrada bajo transformaciones gauge. U(x)
debe ser una función continua del espacio-tiempo y a temperatura finita ha de ser periódica
(salvo una posible fase global) como función de x0. Notar que una transformación gauge
deja invariante el espectro de f(M,Dµ), por tratarse de una transformación de semejanza.

En cálculos expĺıcitos suele ser usual fijar el gauge a través de la condición ∂0A0 = 0,
que no implica pérdida de generalidad ya que este gauge siempre existe. Esto quiere decir
que para cada configuración existe una transformación gauge que la lleva a la configuración
estacionaria. Una vez fijado este gauge, queda aún cierta libertad. Cuando se trabaja en
el gauge estacionario, para comprobar la invariancia gauge es necesario encontrar el resto
de transformaciones compatibles con este gauge y ver que todas ellas producen el mismo
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resultado. A continuación vamos a determinar cuál es la transformación gauge más general
de este tipo.

Sean Aµ y Bµ dos configuraciones estacionarias y sea U una transformación gauge que
transforma Aµ en Bµ. Esto quiere decir

B0(~x) = U−1(x)∂0U(x) + U−1(x)A0(~x)U(x) . (A.3)

Notar que el primer término cambia la magnitud de A0 y el segundo simplemente lo rota en
el espacio interno. Podemos simplificar esta ecuación si hacemos uso de la variable auxiliar
V (x) = exp(x0A0(~x))U(x), con lo que queda

B0(~x) = V −1(x)∂0V (x) . (A.4)

La solución más general de (A.4) va a estar formada por una transformación gauge arbi-
traria independiente del tiempo y por una transformación cuya dependencia temporal sea
lineal1

V (x) = U0(~x)e
x0B0(~x) . (A.5)

Un modo conveniente de escribir la transformación es haciendo uso del cambio de variable

B0(~x) = U−1
0 (~x)(A0(~x) + Λ(~x))U0(~x) , (A.6)

con lo cual finalmente queda

U(x) = e−x0A0(~x)ex0(A0(~x)+Λ(~x))U0(~x) . (A.7)

Ahora debemos imponer la condición de que U(x) es función periódica de x0, salvo una
posible fase global

U(x0 + β, ~x) = eiαU(x0, ~x) . (A.8)

Aqúı α es una fase global escalar multiplicada por la matriz identidad. Esto conduce a la
restricción

eβ(A0(~x)+Λ(~x)) = eiαeβA0(~x) , (A.9)

lo cual va a producir una discretización en la parte temporal de la transformación gauge.
De (A.9) se deduce que A0(~x) y Λ(~x) deben conmutar con exp(βA0(~x)). Si el espectro de
la matrix unitaria exp(βA0(~x)) es no degenerado, ésta puede ser diagonalizada en una base
que es esencialmente única e independiente de ~x. En este caso A0(~x) y Λ(~x) deben ser
diagonales en la misma base y por tanto van a conmutar entre śı. Esto da lugar a que la
condición sobre Λ sea

eβΛ(~x) = eiα , [A0(~x),Λ(~x)] = 0 . (A.10)

La primera condición conduce a que los valores propios de Λ(~x) sean de la forma χj =
i(α+ 2πnj)/β, nj ∈ Z. Notar que por continuidad estos enteros deben ser independientes
de x. Finalmente la transformación gauge queda

U(x) = ex0Λ(~x)U0(~x) , (A.11)

1Una dependencia no lineal daŕıa lugar a una contribución temporal en B0.
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expresión válida cuando el espectro de exp(βA0(~x)) es no degenerado.
Consideremos espećıficamente el grupo gauge SU(Nc). En la ecuación (A.8), tomando

en cada miembro el determinante y teniendo en cuenta que Det(U) = 1, obtenemos que los
valores permitidos de α son cuando Det[exp(iα)] = 1, esto es α = 2πn/Nc, n ∈ Z. Puesto
que sólamente están permitidos valores discretos para α, esto implica que la matriz Λ debe
ser independiente de x, por continuidad. Como ejemplo, en SU(2) los valores propios de Λ
son de la forma χj = iπnj/β, nj ∈ Z. Para SU(Nc), con Nc > 2, es siempre posible elegir
una representación fundamental en la cual todos los generadores diagonales excepto uno
tengan al menos un valor propio cero [por ejemplo, las matrices de Gell-Mann λ3 y λ8 para
SU(3)]. La transformación U se escribirá

U(x) = exp(x0λaΛ
a)U0(~x) , (A.12)

donde λa/2i son los generadores diagonales del grupo. Los términos Λa correspondientes a
cada uno de los generadores con un valor propio cero deben ser de la forma Λa = i2πna/β.
El otro generador λN2

c −1 viene dado por

λN2
c −1 = diag(1, 1, · · · , 1 −Nc)ρ , (A.13)

donde ρ es un factor de normalización. En este caso ΛN2
c −1 = i2πn/(Ncβ) dan lugar a

transformaciones gauge permitidas.
La situación cambia un poco si hay fermiones en la teoŕıa. Puesto que los fermiones

transforman como ψ → Uψ, no hay factores U−1 que cancelen la fase global. Por tanto, con
objeto de que las condiciones de contorno temporales para fermiones queden inalteradas
bajo transformaciones gauge, sólo están permitidas transformaciones que satisfagan (A.8)
con α = 0. Esto quiere decir que los fermiones rompen la simetŕıa del centro del grupo
gauge que está presente en todas las teoŕıas gauge puras. En consecuencia, la forma más
general de Λa para una teoŕıa SU(Nc) con fermiones es Λa = i2πna/β.

La rotura de la simetŕıa del centro del grupo gauge se manifiesta en que algunos de
los mı́nimos absolutos degenerados del potencial efectivo de la teoŕıa gauge pura dejan de
serlo cuando la teoŕıa incluye fermiones. No obstante, es posible probar que estos mı́nimos
seguirán siendo puntos estacionarios del potencial efectivo completo con fermiones. En
el gauge de Polyakov A0 es independiente del tiempo y diagonal. Una matriz diagonal
arbitraria de su(Nc) se puede escribir siempre como una combinación lineal de matrices
que tengan al menos un cero en la diagonal y la matriz λN2

c −1 dada en (A.13). Únicamente
esta última matriz pondrá de manifiesto el mı́nimo que estamos buscando, por lo comentado
anteriormente. El potencial efectivo de QCD se puede escribir como

L0,q(x) = −(2π)2

3β4
Nf trB4

(
1
2

+ ν
)
, Ω(x) = ei2πν , −1

2
< ν <

1

2
, (A.14)

para el sector fermiónico y

L0,g(x) =
2π2

3β4
t̂rB4 (ν̂) , Ω̂(x) = ei2πν̂ , 0 < ν̂ < 1 (A.15)
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para el sector gluónico. tr es traza en la representación fundamental del grupo gauge y t̂r es
en la representación adjunta. Los valores propios del loop de Polyakov en la representación
fundamental son ωA = exp(i2πνA), A = 1, . . . , N , y en la representación adjunta ωAȦ =
exp(i2π(νA − νȦ)), A, Ȧ = 1, . . . , N . Si hacemos uso de la representación en serie de los
polinomios de Bernoulli [46]

B2`(x) =
(−1)`−12(2`)!

(2π)2`

∞∑

n=1

cos(2πnx)

n2`
, 0 ≤ x ≤ 1 , n = 1, 2, . . . (A.16)

y nos limitamos a considerar el potencial efectivo para λN2−1 obtenemos

L0,q(x) =
4Nf

π2β4

∞∑

n=1

(−1)n

n4
{(N − 1) cos(2πnρ) + cos((N − 1)2πnρ)} , (A.17)

L0,g(x) = − 2

π2β4

∞∑

n=1

1

n4

{
2(N − 1) cos(2πnNρ) + (N − 1)2

}
. (A.18)

Los mı́nimos de L0,g se encuentran en ρ = m/N , con m entero. Si diferenciamos el la-
grangiano L0,q respecto a ρ se puede comprobar que estos mı́nimos se corresponden exac-
tamente con puntos estacionarios (mı́nimos o máximos) de la parte fermiónica. En conse-
cuencia, el potencial efectivo total siempre va a tener puntos estacionarios en ρ = m/N .



Apéndice B

Integrales en tiempo propio con
regularización dimensional

Para obtener el lagrangiano efectivo de QCD quiral a un loop hemos necesitado calcular
las trazas en espacio interno y las integrales en τ . En este apéndice calcularemos la expresión
genérica de la siguiente integral regulada dimensionalmente

I±`,n(ν) =

∫ ∞

0

dτ

τ
(4πµ2τ)ετ `ϕ±

n (ei2πν) , ν, `, ε ∈ R , n = 0, 1, 2, . . . (B.1)

Las funciones ϕn las definimos en su momento como

ϕ±
n (Ω; τ/β2) =

(4πτ)1/2

β

∑

p±0

τn/2QneτQ2

, Q = p±0 − 1

β
log(Ω) , (B.2)

donde en la versión bosónica sumamos sobre las frecuencias de Matsubara p+
0 = 2πin/β,

y en la versión fermiónica sobre p−0 = 2πi(n + 1
2
)/β. Centrémonos por el momento en la

versión bosónica de la función ϕn. Vamos a tener

I+
`,n(ν) = (4πµ2)ε

√
4π

β

(
2πi

β

)n∑

k∈Z

(k − ν)n

∫ ∞

0

dττ `+ε+(n−1)/2e−( 2π
β

)2(k−ν)2τ , ν 6∈ Z .

(B.3)
Debido a la sumatoria en k ∈ Z, la función es periódica en ν con peŕıodo 1. El caso ν ∈ Z

será discutido más tarde. La integral sobre τ se calcula y se obtiene

I+
`,n(ν) = in(4πµ2)ε

(
β

2π

)2(`+ε)
Γ(`+ ε+ (n+ 1)/2)

Γ(1
2
)

∑

k∈Z

(k − ν)n

|k − ν|n
1

|k − ν|2(`+ε)+1
. (B.4)
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Definamos ν = k0 + ν̂, donde 0 < ν̂ < 1 y k0 ∈ Z. La suma sobre k la podemos dividir en
una suma para k > k0 y otra para k ≤ k0

I+
`,n(ν) = in(4πµ2)ε

(
β

2π

)2(`+ε)
Γ(`+ ε+ (n+ 1)/2)

Γ(1
2
)

×
(∑

k≤k0

(−1)n

(k0 + ν̂ − k)2(`+ε)+1
+
∑

k>k0

1

(k − k0 − ν̂)2(`+ε)+1

)
. (B.5)

Si hacemos uso de la función ζ de Riemann generalizada [46]

ζ(z, q) =
∞∑

n=0

1

(n+ q)z
[Re z > 1, q 6= 0,−1,−2, . . .] , (B.6)

llegamos a la siguiente expresión

I+
`,n(ν) = (4π)ε

(
µβ

2π

)2ε(
β

2π

)2`
Γ(`+ ε+ (n+ 1)/2)

Γ(1
2
)

×
[
(−i)nζ(1 + 2`+ 2ε, ν̂) + inζ(1 + 2`+ 2ε, 1 − ν̂)

]
, (B.7)

donde ν̂ = ν (mod 1), 0 < ν̂ < 1.
Las versiones bosónica y fermiónica de las funciones ϕn están relacionadas por Ω → −Ω,

esto es ϕ+
n (Ω) = ϕ−

n (−Ω). Por tanto I−`,n se puede obtener a partir de las integrales I+
`,n con

el cambio ν → ν + 1
2
,

I−`,n(ν) = (4π)ε

(
µβ

2π

)2ε(
β

2π

)2`
Γ(`+ ε+ (n+ 1)/2)

Γ(1
2
)

×
[
(−i)nζ(1 + 2`+ 2ε, 1

2
+ ν) + inζ(1 + 2`+ 2ε, 1

2
− ν)

]
, (B.8)

donde ν = (ν + 1
2
) (mod 1) − 1

2
, −1

2
< ν < 1

2
. Notar que

I±`,2n(ν) = (−1)n Γ(`+ ε+ n+ 1
2
)

Γ(`+ ε+ 1
2
)

I±`,0(ν) , I±`,2n+1(ν) = (−1)n Γ(`+ ε+ n+ 1)

Γ(`+ ε+ 1)
I±`,1(ν) .

(B.9)
Estas funciones son periódicas en ν y bajo paridad se comportan

I±`,n(ν) = (−1)nI±`,n(−ν) . (B.10)

En el problema de la reducción dimensional de la teoŕıa de Yang-Mills únicamente
se suma sobre fluctuaciones cuánticas no estáticas (n 6= 0). Con objeto de preservar
las propiedades de periodicidad y paridad de las funciones I+

`,n, definimos las integrales
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bosónicas sin el modo estático eliminando la frecuencia k = k0 cuando ν̂ < 1
2

y la frecuen-
cia k = k0 + 1 cuando ν̂ > 1

2
. Haciendo esto en (B.5) se obtiene

I ′+`,n(ν) = (4π)ε

(
µβ

2π

)2ε(
β

2π

)2`
Γ(`+ ε+ (n+ 1)/2)

Γ(1
2
)

(B.11)

×
{

(−i)nζ(1 + 2`+ 2ε, 1 + ν̂) + inζ(1 + 2`+ 2ε, 1 − ν̂) , 0 ≤ ν̂ < 1
2
,

(−i)nζ(1 + 2`+ 2ε, ν̂) + inζ(1 + 2`+ 2ε, 2 − ν̂) , 1
2
< ν̂ ≤ 1 .

Estas funciones son finitas, incluso para valores enteros de ν̂.
Consideremos ahora ν ∈ Z. En este caso el modo estático p+

0 = 0 de las integrales I+
`,n(ν)

con n 6= 0 no contribuye. Este modo va a contribuir sólamente en I+
`,0 dando origen a diver-

gencias infrarrojas o ultravioletas. En regularización dimensional la integral I+
`,0(ν)|p0=0 con

ν ∈ Z se define como cero ya que no tiene una escala natural. Esto conduce a la siguiente
prescripción

I+
`,n(ν) = I ′+`,n = (4π)ε

(
µβ

2π

)2ε(
β

2π

)2`
Γ(`+ ε+ (n+ 1)/2)

Γ(1
2
)

×
{

2(−1)n/2ζ(1 + 2`+ 2ε) , (n par)
0 , (n impar)

ν ∈ Z . (B.12)
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Apéndice C

Lagrangiano Efectivo de QCD en
SU(2)

En este apéndice presentaremos el lagrangiano efectivo de QCD quiral a un loop a
temperatura alta para SU(2) en el sector de quarks y en el sector gluónico, incluyendo
todos los términos hasta dimensión de masa 6. Los resultados vienen dados en el esquema
MS, y hemos considerado expĺıcitamente un cutoff infrarrojo. Las convenciones son las que
aparecen en la sección 3.7.

Lárbol(x) =
1

4g2(µ)
~F 2

µν , (C.1)

L0,g(x) =
π2T 4

3

(
−1

5
+ 4ν̂2(1 − ν̂)2

)
, (C.2)

L2,g(x) = − 11

96π2

[
1

11
+ 2 log

( µ

4πT

)
− ψ(ν̂) − ψ(1 − ν̂)

]
~F 2

µν‖

− 11

96π2

[
πT

m
+

1

11
+ 2 log

( µ

4πT

)
+ γE − 1

2
ψ(ν̂) − 1

2
ψ(1 − ν̂)

]
~F 2

µν⊥

+
1

24π2
~E2

i −
1

48π2

(
πT

m

)
~E2

i⊥ , (C.3)

L3,g(x) =
61

2160π2

(
1

4πT

)2
[
8

(
πT

m

)3

+ 2ζ(3) − ψ′′(ν̂) − ψ′′(1 − ν̂)

]
(~Fµν × ~Fνα) · ~Fαµ

− 1

48π2

(
1

4πT

)2

[ψ′′(ν̂) + ψ′′(1 − ν̂)] ~F 2
λµν‖
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+
1

96π2

(
1

4πT

)2
[
16

(
πT

m

)3

+ 4ζ(3) − ψ′′(ν̂) − ψ′′(1 − ν̂)

]
~F 2

λµν⊥

+
1

480π2

(
1

4πT

)2

[ψ′′(ν̂) + ψ′′(1 − ν̂)] ~F 2
µµν‖
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960π2
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1

4πT
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16

(
πT
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+ 4ζ(3) − ψ′′(ν̂) − ψ′′(1 − ν̂)

]
~F 2

µµν⊥
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80π2

(
1

4πT

)2

[ψ′′(ν̂) + ψ′′(1 − ν̂)] ~F 2
0µν‖

+
3

160π2

(
1

4πT

)2
[
−8

(
πT

m

)3

+ 4ζ(3) − ψ′′(ν̂) − ψ′′(1 − ν̂)

]
~F 2

0µν⊥

− 1

10π2

(
1

4πT

)2(
πT

m

)3

~E2
0i⊥

+
1

240π2

(
1

4πT

)2

[ψ′′(ν̂) + ψ′′(1 − ν̂)] ~E2
ii‖

− 1

480π2

(
1

4πT

)2
[
−8

(
πT

m

)3

+ 4ζ(3) − ψ′′(ν̂) − ψ′′(1 − ν̂)

]
~E2

ii⊥

+
1

240π2

(
1

4πT

)2

[ψ′′(ν̂) + ψ′′(1 − ν̂)] εijk( ~Ei × ~Ej) · ~Bk (C.4)

+
1

240π2

(
1

4πT

)2
[
8

(
πT

m

)3

− 4ζ(3) − ψ′′(ν̂) − ψ′′(1 − ν̂)

]
εijk( ~Ei⊥ × ~Ej⊥) · ~Bk‖ ,

L0,q(x) =
2

3
π2T 4Nf

(
2

15
− 1

4
(1 − 4ν2)2

)
, (C.4)

L2,q(x) =
Nf

96π2

[
2 log

( µ

4πT

)
− ψ(1

2
+ ν) − ψ(1

2
− ν)

]
~F 2

µν −
Nf

48π2
~E2

i , (C.5)

L3,q(x) =
Nf

960π2

(
1

4πT

)2 [
ψ′′(1

2
+ ν) + ψ′′(1

2
− ν)

]
(C.6)

×
(16

3
(~Fµν × ~Fνα) · ~Fαµ +

5

2
~F 2

λµν − ~F 2
µµν − 2εijk( ~Ei × ~Ej) · ~Bk + 3~F 2

0µν − 2 ~E2
ii

)
.

~a×~b es el producto vectorial de ~a y ~b, esto es

(~a×~b)i = εijkajbk . (C.7)
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Como vemos, las contribuciones de los quarks no distinguen entre componentes paralelas
y perpendiculares. Esto se debe a que en SU(2) una función par en ν en la representación
fundamental es necesariamente un c-número. Puesto que todas las funciones ϕn(Ω) involu-
cradas en los términos de dimensión 6 son pares [ϕn(Ω)+ϕn(Ω−1) = c·12×2], la dependencia
en ν de las ecs. (3.30) y (3.32) se pierde, de modo que A0 no será una dirección privilegia-
da en espacio de color. Este propiedad no se cumple en la representación adjunta (sector
gluónico), ni tampoco en otros grupos SU(Nc) (por ejemplo, ec. (3.117)).

Las divergencias infrarrojas están sujetas a que ν sea entero, de modo que no exis-
ten en el sector fermiónico, y se cancelan en las contribuciones gluónicas que únicamente
involucran componentes paralelas.
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Apéndice D

Lagrangiano Efectivo del Modelo
Quark Quiral acoplado con el loop de
Polyakov

En este apéndice se explicará en detalle el cálculo del lagrangiano quiral efectivo de
ec. (4.64). El cálculo se divide en tres partes. En primer lugar se construirá el operador de
Klein Gordon a partir del operador de Dirac y su adjunto para la parte real de la acción
efectiva. Haciendo uso de la representación de Schwinger de tiempo propio, deberemos de
calcular el heat kernel para el operador de Klein Gordon. Para ello haremos uso de la
técnica desarrollada en el caṕıtulo 2. Deberemos de calcular las trazas en los grados de
libertad internos (en nuestro caso, sabor). Finalmente, haremos uso de las ecuaciones de
movimiento con objeto de tener en cuenta el hecho de que los campos piónicos están en la
capa de masas.

D.1. Operador de Klein-Gordon efectivo

El operador de Dirac que aparece en el determinante fermiónico se comporta de man-
era covariante bajo transformaciones quirales. Esto implica que en principio, habŕıa que
considerar tanto los acoplamientos vector como los vector-axial. Conseguiremos una gran
simplificación en nuestro tratamiento si hacemos uso de los convenios de ref. [149, 151],
donde se muestra que es suficiente con llevar a cabo el cálculo en el caso de un acoplamiento
vector, y posteriormente reconstruir el resultado quiral total de un modo conveniente.

Consideremos el siguiente operador de Dirac con un acoplamiento tipo vector

D =D/ +h, h = m+ x , (D.1)

donde h incluye el campo del pión m, que consideramos O(p0), y el término de masa z
que rompe expĺıcitamente la simetŕıa quiral, y que tomamos O(p2). Nuestra notación es la

159
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Caṕıtulo D: Lagrangiano Efectivo del Modelo Quark Quiral acoplado con el loop de

Polyakov

siguiente

hLR = MU +
1

2B0

χ ,

hRL = MU † +
1

2B0

χ† . (D.2)

La parte real de la acción efectiva es, formalmente

Γ+
q [v, h] = −1

2
Tr log(D†D) =:

∫ β

0

dx0

∫
d3xLq(x) , (D.3)

donde el operador de Klein-Gordon relevante viene dado por

D†D = −D2
µ − 1

2
σµνFµν − γµD̂µh+m2 + h

2
,

h
2

= h2 −m2 = {m,x} + x2 . (D.4)

El problema radica en hacer un desarrollo en derivadas covariantes para la acción efectiva.

Podemos identificar el operador de masa M(x) = − 1
2
σµνFµν − γµD̂µh + h

2
. Haciendo uso

de la representación de Schwinger de tiempo propio, el lagrangiano efectivo en espacio de
Minkowski se puede escribir como

Lq(x) =
1

2

∫ ∞

0

dτ

τ
φ(τ)Tre−τD†D

=
1

2

∫ ∞

0

dτ

τ
φ(τ)

e−τM2

(4πτ)2

∑

n

τntr(bTn (x)) , (D.5)

En esta representación haremos uso de la regularización de Pauli-Villars [69]

φ(τ) =
∑

i

cie
−τΛ2

i . (D.6)

Hasta O(p4) obtenemos las siguientes contribuciones para los coeficientes de Seeley-DeWitt
térmicos, después de que se haya tomado la traza de Dirac

bT0 (x) = 4ϕ0(Ω) ,

bT1 (x) = −4ϕ0(Ω)h
2

= −4ϕ0(Ω)
(
{m,x} + x2

)
,

bT2 (x) = 2ϕ0(Ω)

(
(hµ)2 + h

4 − 1

3
F 2

µν

)
− 2

3
ϕ2E

2
i

= 2ϕ0(Ω)

(
(mµ)2 + {mµ, xµ} + {m,x}{m,x} − 1

3
F 2

µν

)
− 2

3
ϕ2(Ω)E2

i +O(p6) ,
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bT5/2(x) = −2

3
ϕ1{Ei, (h

2
)i} = −2

3
ϕ1{Ei, D̂i{m,x}} = O(p5) ,

bT3 (x) = −2

3
ϕ0(Ω)

(
mµ{mµ, {m,x}} + {m,x}mµmµ + {Fµν ,mµmν} −mµFµνmν

+
1

2
(mµν)

2

)
+

1

3
ϕ2(m0µ)2 +O(p5) ,

bT7/2(x) = O(p5) ,

bT4 (x) =
1

6
ϕ0(Ω)(mµmµmνmν +mµmνmνmµ −mµmνmµmν) +O(p5) . (D.7)

D.2. Trazas de sabor e identidades útiles

Para Nf = 3 sabores se tiene la siguiente identidad de SU(3)

tr(ABAB) = −2tr(A2B2) +
1

2
tr(A2)tr(B2) + (tr(AB))2 , (D.8)

donde A y B son matrices hermı́ticas 3 × 3 de traza cero. De aqúı se tiene

trf (mµmνmµmν) =−2trf ((mµ)2(mν)
2) +

1

2
trf ((mµ)2)trf ((mν)

2) + (trf (mµmν))
2(D.9)

trf (m0mµm0mµ) =−2trf ((m0)
2(mµ)2) +

1

2
trf ((m0)

2)trf ((mµ)2) + (trf (m0mµ))2(D.10)

Otras identidades útiles son

trf ((mµν)
2) = trf ((mµµ)2) − 2trf (Fµνmµmν) + trf (mFµνmFµν) −M 2trf (F

2
µν)(D.11)

trf ((m0µ)2) = trf (m00mµµ) − 2trf (Ei[m0,mi]) − 2trf (E0immi) (D.12)

donde hemos hecho uso de la identidad Xµν = Xνµ + [Fµν , X]. Podemos aplicar las ecua-
ciones de movimiento, ec. (D.26), para obtener

trf (mµxµ) =
1

2B0M2
trf (mµmµmx) −

1

4B0M
trf (mxmx) +

M

4B0

trf (x
2)

+
1

8MNfB0

trf ([m,x])trf ([m,x]) , (D.13)

trf (mµµmνν) =
1

M2
trf (mµmµmνmν) −

1

2
trf (mxmx) +

M2

2
trf (x

2)

+
1

4Nf

trf ([m,x])trf ([m,x]) , (D.14)

trf (m00mµµ) =
1

M2
trf (m0m0mµmµ) −Mtrf (m00x) −

1

M
trf (m0m0mx)

+
1

2MNf

trf (m00m)trf ([m,x]) . (D.15)
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donde se han introducido los campos normalizados x = 2B∗
0z. La notación es

xLR = χ , xRL = χ† . (D.16)

Haciendo uso de (D.9)-(D.15) podemos calcular la traza en espacio de sabor de los coefi-
cientes de Seeley-DeWitt. Esto conduce a
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0 (x) = 4Nfϕ0(Ω) ,

trfb
T
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1

B2
0

trf (x
2)

)
,

trfb
T
2 (x) = 2ϕ0(Ω)trf (mµmµ) +
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D.3. Integrales en tiempo propio

Las integrales en tiempo propio básicas que definimos son

Jl,0(Λ,M, ν) :=

∫ ∞

0

dτ

τ
φ(τ)τ le−τM2

ϕ0(Ω) , (D.18)

Jl,2(Λ,M, ν) :=

∫ ∞

0

dτ

τ
φ(τ)τ le−τM2

ϕ2(Ω) , (D.19)
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donde Ω = ei2πν es una matriz SU(Nc) en espacio de color. Haciendo uso de la fórmula de
Poisson para la sumatoria, podemos escribir ϕ0 y ϕ2 del siguiente modo

ϕ0(Ω) =
∑

n∈Z

(−1)ne−
n2β2

4τ Ωn , (D.20)

ϕ2(Ω) =
β2

2τ

∑

n∈Z

(−1)nn2e−
n2β2

4τ Ωn . (D.21)

La contribución de temperatura cero viene dada por el término n = 0, y para él es nece-
sario aplicar una regularización (aqúı aplicaremos Pauli-Villars). En los términos n 6= 0 la
regularización puede ser eliminada, pues el baño térmico actúa de por śı como un regulador
ultravioleta. Esta aproximación está justificada siempre y cuando consideremos el rango
de bajas temperaturas. El cálculo de las integrales conduce a

Jl,0(Λ,M, ν) = 1Nc×NcΓ(l)
∑

i

ci(Λ
2
i +M2)−l

+4
∑

n>0

(−1)n

(
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2M

)l
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i

ci log(Λ2
i +M2) + 4
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∑

i

ci(Λ
2
i +M2) log(Λ2

i +M2) +
8M

β

∑

n>0

(−1)n
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K1(nβM)Ωn ,
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1

2
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+4
∑
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n>0

(−1)nn2

(
nβ

2M

)l−1

Kl−1(nβM)Ωn , ∀l (D.22)

Estas fórmulas están escritas expĺıcitamente para poder integrar directamente sobre el
grupo SU(Nc) con ec. (4.59).
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D.4. Ecuaciones clásicas de movimiento

A orden p2 el lagrangiano quiral se escribe

L(2)
q =

∫ ∞

0

dτ

τ
φ(τ)

e−τM2

(4π)2
trcϕ0(Ω)

[
trf (mµmµ) − 4

τ
trf (mx)

]

=
1

(4π)2
(trcJ0,0(Λ,M, ν)trf (mµmµ) − 4trcJ−1,0(Λ,M, ν)trf (mx))

=
M2

(4π)2
trcJ0,0(Λ,M, ν)

(
trf (D̂µU

†D̂µU) − 2

M

trcJ−1,0(Λ,M, ν)

trcJ0,0(Λ,M, ν)
trf (χ

†U + χU †)
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M2

(4π)2
trcJ0,0(Λ,M, ν)trf

(
D̂µU

†D̂µU − (χ†U + χU †))
)
, (D.23)

donde la normalización del campo χ viene dada por el factor

χ = 2B0χ , 2B0 =
2

M

trcJ−1,0(Λ,M, ν)

trcJ0,0(Λ,M, ν)
. (D.24)

y

f ∗
π

2

4
=

M2

(4π)2
trcJ0,0(Λ,M, ν) . (D.25)

Si minimizamos la acción a este orden, se obtienen las ecuaciones de movimiento de Euler-
Lagrange

mµµm+mµmµ − M

2
[m,x] +

M

2Nf

trf ([m,x]) = 0 . (D.26)

El último término en ec. (D.26) viene de la condición Det(U) = 1, pues estamos consideran-
do un grupo de sabor SU(Nf ).

D.5. Lagrangiano Efectivo

El lagrangiano efectivo se puede escribir como

Lq = L(0)
q + L(2)

q + L(4)
q + . . . (D.27)

Haciendo uso de la expresión del lagrangiano en ec. (D.5), los coeficientes de Seeley-DeWitt
de ec. (D.17) y después de calcular la integral en tiempo propio con regularización de Pauli-
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Villars, se obtiene

L∗
q
(0) =

2Nf

(4π)2
trcJ−2,0(Λ,M, ν) , (D.28)

L∗
q
(2) =

f ∗
π

2

4
trf

(
D̂µU

†D̂µU − (χ†U + χU †)
)
,

L∗
q
(4) = −L∗

1trf (uµuµ)trf (uνuν) − L∗
2trf (uµuν)trf (uµuν) − L∗

3trf (uµuµuνuν)

−L3trf (u0u0uµuµ) + 2L∗
4trf (uµuµ)trf (xu) + 2L∗

5trf (uµuµux)

+2L
∗
5trf (u0u0ux) + 2L

∗
5
′trf (u00x) − 2(L∗

6 + L∗
7)trf (ux)trf (ux)

−2(L∗
6 − L∗

7)trf (ux)trf (xu) + 2L
′
trf (u00u)trf ([u, x]) − 2L∗

8trf (uxux)

−2L∗
9trf (Fµνuµuν) − 2L

∗
9trf (Ei[u0, ui]) − 2L

∗
9
′trf (E0iuui)

+L∗
10trf (uFµνuFµν) + 2H1trf (F

2
µν) + 2H1trf (E

2
i ) −H2trf (x

2) , (D.29)

donde se ha usado la notación m = Mu. Los coeficientes que aparecen en ec. (D.29) se
han escrito de manera que se corresponden con la convención de Gasser-Leutwyler.
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Polyakov
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