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Resumen

Los datos funcionales de segunda generacién, se caracterizan por la imposibilidad de
asumir la independencia entre las observaciones funcionales. Esto debido a que el fenémeno
subyacente se encuentra condicionado a disefios como series de tiempo funcionales,
estudios longitudinales funcionales, medidas repetidas funcionales, entre otros. En ese
sentido, el trabajo aqui presentado pretende aportar metodologias en el marco de dicho
tipo de datos, tratando diferentes tépicos en el proceso. En cada caso, se asume que
los objetos funcionales, dentro de un mismo contexto, son elementos de un mismo
subespacio de dimensién finita del espacio de funciones cuadrado integrables L, para
un mismo dominio compacto, lo que permite la utilizacién de la metodologia conocida

como expansioén bésica.

En primera instancia, en este trabajo se aborda el tema de la variabilidad y la
asociacion entre conjuntos de datos funcionales, a partir de una varianza, covarianza
y correlacién escalares. Se discute brevemente la utilidad de las formas funcionales
de algunos estadisticos muestrales propuestos en la literatura, al ser usados como
herramientas comparativas. Se conduce también un estudio de simulaciéon que aporta
evidencia de la consistencia de las medidas de resumen escalares para datos funcionales

estudiadas y se muestran algunos ejemplos de aplicacion en datos reales.

En segundo lugar, en el campo de la comparacién estocastica, motivados por los datos
de la positividad de COVID-19 en Colombia, se utiliza la metodologia de datos funcionales

para examinar si existen diferencias significativas entre dos olas de contagio ocurridas entre



el 7 de julio de 2020 y el 20 de julio de 2021. Para este problema, inicialmente se utiliza una
prueba t funcional puntual, posteriormente, se utiliza una prueba estadistica alternativa
para muestras funcionales pareadas. Esta prueba estadistica alternativa, que genera un
valor-p escalar, proporciona una idea global sobre la diferencia de medias funcionales en un
contexto pareado, complementando las pruebas puntuales pareadas para datos funcionales

existentes.

Por otra parte, ya en el problema de regresion, se presenta una propuesta para extender
el modelo de regresion logistica funcional — que modela una variable de respuesta escalar
binaria a partir de un predictor funcional — al caso donde las observaciones provienen
de un diseno de medidas repetidas funcionales. La extensién se aborda incluyendo un
efecto aleatorio en el modelo. En este caso, el enfoque de expansién bésica suele inducir
un problema de multicolinealidad en el modelo multivariado emergente, que se resuelve
con el uso de los componentes principales funcionales del predictor funcional, dando
como resultado un nuevo modelo logistico funcional de medidas repetidas en componentes
principales. La propuesta se contextualiza a través de un estudio de simulaciéon en donde se
evaluan los ajustes de cuatro modelos, en tres escenarios distintos para cuatro parametros

funcionales diferentes.



Productos de investigacion asociados e

indicadores de calidad

Como resultado de la investigacién que conduce a esta tesis doctoral, se han obtenido

en total los siguientes productos asociados:

Tipo de producto Cantidad
Articulos de investigacion 3
Ponencias en eventos cientificos 7
Conferencias invitadas 1

La informacién detallada y los indicadores de calidad de cada una las publicaciones

clentificas se muestra a continuacion:

= Articulo de investigacion 1:
Titulo: “Comparison of Positivity in Two FEpidemic Waves of COVID-19 in
Colombia with FDA”.
Autores: Cristhian Leonardo Urbano-Leon, Manuel Escabias.
Revista: Stats.

Factores de impacto de la revista:



Ano Factor de Impacto Rango Cuartil Area

2022 1.3 104/164 Q3 Estadistica y Probabilidad

Estado: Publicado, 28 de octubre de 2022.
doi: 10.3390/stats5040059.
Posicion de autor: Autor principal.

Este articulo se encuentra anexo en el Apéndice A.

Articulo de investigacion 2:

Titulo: “Scalar Variance and Scalar Correlation for Functional Data™.

Autores: Cristhian Leonardo Urbano-Leon, Manuel Escabias, Diana Paola Ovalle,
Javier Olaya-Ochoa.

Revista: Mathematics.

Factores de impacto de la revista:

Ano Factor de Impacto Rango Cuartil Area

2022 2.4 23/330 Q1 Matematicas

Estado: Publicado, 9 de marzo de 2023.
doi: 10.3390/math11061317.
Posicion de autor: Autor principal.

Este articulo se encuentra anexo en el Apéndice B.

Articulo de investigacion 3:

Titulo: “Repeated Measures in Functional Logistic Regression”.

Autores: Cristhian Leonardo Urbano-Leon, Ana Maria Aguilera, Manuel Escabias.
Revista: Mathematics and Computers in Simulation.

Factores de impacto de la revista:



Ano Factor de Impacto Rango Cuartil Area

2022 4.6 4/267 Q1 Matemaéticas, aplicada

Estado: Publicado, disponible en linea 10 de mayo de 2024.
doi: 10.1016/j.matcom.2024.05.002.
Posicion de autor: Autor principal.

Este articulo se encuentra anexo en el Apéndice C.

Con respecto a las comunicaciones impartidas, la informacion relevante es la siguiente:

1. Tipo de comunicacion: Ponencia en evento cientifico.
Titulo de la ponencia: “Comparison of Positivity in Two Epidemic Peaks of
Covid-19 in Colombia with FDA”.
Presentada en: The 19th Conference of the Applied Stochastic Models and Data
Analysis International Society ASMDAZ2021
Lugar del evento: Atenas, Grecia
Fecha de realizacion del evento: 1 al 4 de junio de 2021
Fecha de presentacion: 3 de junio de 2021

Sitio web del evento: http://www.asmda.es/asmda2021.html

2. Tipo de comunicacion: Ponencia en evento cientifico.
Titulo de la ponencia: “Métodos de comparacion en dos muestras pareadas de datos
funcionales”.
Presentada en: XXXIX Congreso Nacional de Estadistica e Investigacion Operativa
(SEI102022)
Fecha de realizacion del evento: 7 al 10 de junio de 2022.
Lugar del evento: Universidad de Granada, Granada, Espana
Fecha de presentacion: 8 de junio de 2022.

Sitio web del evento: https://seio2022.confereasy.com/es/

3. Tipo de comunicacion: Ponencia en evento cientifico.

Titulo de la ponencia: “A functional logistic regression model with non-independent

10



functional variables”.

Nombre del evento: 15th International Conference of the ERCIM WG on
Computational and Methodological Statistics 16th International Conference on
Computational and Financial Econometrics

Lugar del evento: King’s College London, Reino Unido

Fecha de realizacion del evento: 17 al 19 de diciembre de 2022.

Fecha de presentacion: 18 de diciembre de 2022.

Sitio web del evento: https://www.cmstatistics.org/CMStatistics2022/

. Tipo de comunicacién: Ponencia en evento cientifico.

Titulo de la ponencia: “Comparison of paired curves from the gait cycle in different
conditions”.

Nombre del evento: 3rd International Workshop on Stochastic Processes and their
Applications

Lugar del evento: Evento en modalidad virtual

Fecha de realizacion del evento: 12, 17, 19, 24 v 26 de enero de 2023.

Fecha de presentacion: 24 de enero de 2023.

Sitio web del evento: https://sites.google.com/view/iwspa2023-gt-seio/home

. Tipo de comunicacién: Ponencia en evento cientifico.

Titulo de la ponencia: “Repeated Measures in Functional Logistic Regression”.
Nombre del evento: Second International Conference on Mathematical And
Computational Modelling, Approximation and Simulation New trends, recent
developments and applications in environment and natural resources

Lugar del evento: Torino, Italia.

Fecha de realizacion del evento: 29 de mayo al 1 de junio de 2023.

Fecha de presentacion: 30 de mayo de 2023.

Sitio web del evento: https://www.macmas2023.unito.it/

. Tipo de comunicacién: Ponencia en evento cientifico.
Titulo de la ponencia: “Random effect inclusion in a functional logistic regression

model”.

11



Nombre del evento: [ Joint Workshop on Functional Data Analysis and
Nonparametric Statistics

Lugar del evento: Miraflores de la Sierra, Espana.

Fecha de realizacion del evento: 7 al 10 de junio de 2023.

Fecha de presentacion: 7 de junio de 2023.

Sitio web del evento: https://sei02023.com/es/

7. Tipo de comunicaciéon: Ponencia en evento cientifico.
Titulo de la ponencia: “Modelo de Regresion Logistica Funcional en Medidas
Repetidas”.
Nombre del evento: X1, Congreso Nacional de Estadistica e Investigacion Operativa
y las XIV Jornadas de Estadistica Piublica
Lugar del evento: Elche, Espana.
Fecha de realizacion del evento: 7 al 10 de noviembre de 2023.
Fecha de presentacion: 8 de noviembre de 2023.

Sitio web del evento: https://sei02023.com/es/
Adicional a las anteriores charlas, se impartio la siguiente conferencia

» Tipo de comunicacion: Conferencia invitada.
Titulo de la conferencia: “Avances en el Estudio del Modelo Funcional de Respuesta
Binaria con Medidas Repetidas”.
En el marco de: Ciclo de Conferencias FEstadistica y Ciencia de Datos Patricia
Roman.
Lugar del evento: Granada, Espana.
Fecha de presentacion: 16 de junio de 2023.

Sitio web del evento: https://ciclo-de-conferencias-patricia-roman

12



Indice general

1. Introducciéon y aportaciones

2. Analisis de datos funcionales

2.1.

2.2.

2.3.

3.1.

3.2.

3.3.
3.4.

3.5.

Introduccion . . . . . . ...
Estructuras algebraicas para datos funcionales . . . . . . . ... ... ...
2.2.1. Elespacio Lo . . . . . . . . . e
Datos funcionales . . . . . . . . . ...

2.3.1. Medidas muestrales para datos funcionales . . . . . . . . .. .. ..

Varianza y correlacion escalar para datos funcionales

Introduccion y objetivos . . . . . ...
Metodologia . . . . . . . . ..
3.2.1. Varianza y covarianza escalares muestrales . . . . . . . .. ... ..
3.2.2. Propiedades . . . . . . ...
Resultados bajo simulacién . . . . . . . .. . ... ... ...
Ejemplos con datos reales . . . . . . .. ..o oL
3.4.1. Variabilidad en curvas de temperatura . . . . . .. ... ... ...
3.4.2. Variabilidad en curvas de contaminacion . . . . . . . .. ... ...

ConclusSiones . . . . . . .

19

23
23
24
27
28

31

33



4. Comparacion en datos funcionales pareados

4.1. Introduccién y objetivos . . . . . . ..o

4.2. Metodologia . . . . . . . ..

4.3. Resultados . . . . . . . .
4.3.1. Acerca de los datos de COVID-19 en Colombia . . . . . ... ...
4.3.2. Datos funcionales construidos . . . . . . . ... ...
4.3.3. Contraste puntoapunto . . . . . . . . ... ... ...
4.3.4. Aplicacién de la propuesta de contraste para muestras pareadas

4.4. Conclusiones . . . . . . . .

5. Modelo de regresion logistica funcional de medidas repetidas

5.1. Introduccion y objetivos . . . . . . ..o

5.2. Generalidades sobre el modelo logistico escalar y funcional . . . . . . . ..
5.2.1. El modelo logistico escalar . . . . . . . .. ... ... ... .....
5.2.2. Estimacion en el modelo logistico . . . . . .. ... ... ... ...
5.2.3. Modelo de regresiéon logistica funcional . . . . . . .. ... ... .
5.2.4. Estimacion en el modelo logistico funcional . . . . . . . .. ... ..

5.3. Metodologia: Modelo de regresion logistica funcional en medidas repetidas
5.3.1. Estimacién en el modelo logistico de medidas repetidas . . . . . . .

5.4. Resultados de simulaciéon . . . . . . .. ..o
5.4.1. Escenariol . . . . . . ...
5.4.2. Escenario 2 . . . . . ..o
5.4.3. Escenariod . . . . .. ..o

5.5. Conclusiones . . . . . . ..,

6. Lineas abiertas

Bibliografia

14

49
49
o1
53
o4
o6
o8
29

61

63
63
66
66
69
70
72

78
82
83
87
91

94

95

96



A. Comparison of Positivity in Two Epidemic Waves of COVID-19 in Colombia with

FDA 104
B. Scalar Variance and Scalar Correlation for Functional Data 116
C. Repeated Measures in Functional Logistic Regression 137

15



Indice de figuras

2.1.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.

o.1.

Ejemplos de datos funcionales . . . . . . . . ... ... ... L.

Tipos de curvas simuladas . . . . .. . .. ... ... oL
Variabilidad considerada enel Caso1l . . . . . . . . . .. ... ... ....
Variabilidad considerada enel Caso1l . . . . . . . . . .. .. .. ... ...
Consistencia de la varianza . . . . . . . . . . . ...
Ejemplo de correlaciones cruzadas funcionales . . . . . . . ... ... ...
Curvas de PMy5 en dos estaciones . . . . . . . . . . . . ... ... ... ..
Media funcional y curva de varianza de PMs5 . . . . . . . . .. ...

Curvas de covarianza y correlacién de dos estaciones . . . . . . . . .. . ..

Positividad de COVID-19 en Colombia . . . . . .. ... ... ... ....
Dos olas de contagio por COVID-19: Caso 1 . . . . .. ... ... .. ...
Dos olas de contagio por COVID-19: Caso 2 . . . . . . .. ... ... ...
Curvas de la positividad de COVID-19 en Colombia: Caso 1 . . . . . . ..
Curvas de la positividad de COVID-19 en Colombia: Caso 2 . . . . . . ..
Resultados de la prueba-t funcional punto a punto . . . . . . . . . ... ..

Resultados bajo simulaciéon de la prueba propuesta . . . . . ... ... ..

Funcion logistica . . . . . . . . ...

16



0.2
2.3.
0.4.
2.5.
2.6.
2.7.

Cuatro funciones parametro consideradas . . . . . . . . ... ... ... .. 82

Muestra de 100 curvas simuladas . . . . . . . ... ... ... ....... 83
Una estimacién funcional a partir de los cuatro modelos . . . . . . . . . .. 85
Estimaciones funcionales: Escenario 1 . . . . . . . . . . ... ... ... .. 86
Estimaciones funcionales: Escenario 2 . . . . . . . ... .. ... ... ... 89
Estimaciones funcionales: Escenariod . . . . . .. ... .. ... .. .... 93

17



[ndice de tablas

3.1.
3.2.
3.3.

4.1.

o.1.
0.2
2.3.
0.4.

2.5.

Consistencia de la varianza . . . . . . . .. ... ... ... 42
Valores de la correlacion propuesta . . . . . . .. . ... 45
Valores obtenidos de las medidas escalares propuestas . . . . . . . .. ... 47
Resultados de la prueba propuesta . . . . . . . ... ... ... ... ... 61
Esquema de datos funcionales de medidas repetidas . . . . . . . ... ... 7
Esquema de datos funcionales con efecto aleatorio en el modelo . . . . . . 79
Medidas de precision: Escenario 1 . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 87
Medidas de precision: Escenario 2 . . . . . . . . ... ... L. 90
Medidas de precision: Escenario 3 . . . . . . . . ... ... ... 92

18



Capitulo

Introduccion y aportaciones

Dentro de la investigacion cientifica, existe interés en el andlisis de datos provenientes
de observaciones de fenémenos dentro de un dominio continuo, que pueden ser
representados como objetos funcionales. Estos datos representan informacién valiosa
proveniente de espectros, senales, imagenes y demads caracteristicas de fendémenos del
mundo real. Asi, el andlisis de datos funcionales (FDA por sus siglas en inglés) provee
un marco conceptual sobre el cual los datos, que ahora se supone son objetos funcionales,
pueden ser tratados. Este hecho, con ayuda del exponencial desarrollo computacional de
las dltimas dos décadas, ha generado una explosiva popularizacién de los métodos para
datos funcionales, ya que segin Wang et al. (2016), el término FDA fue acunado por
Ramsay (1982), Ramsay & Dalzell (1991), pero los datos funcionales, como tal, ya habian
sido tratados desde mediados del siglo XX en los trabajos de Grenander (1950) y Rao
(1958).

En el FDA, la mayoria de las técnicas desarrolladas estan basadas en el paradigma
de extension de conceptos de la estadistica escalar a los objetos funcionales; razon por la
cual, es posible encontrar en la literatura extensiones para datos funcionales de casi todas
las ramas de la estadistica, como los modelos de regresion, contrastes de hipotesis, andlisis
de la varianza, entre otros, y con enfoques tan diversos como paramétrico, no paramétrico
o Bayesiano. Conforme a esto, los primeros desarrollos para los datos funcionales, que

Wang et al. (2016) denomina datos funcionales de primera generacién, corresponden a
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todas esas técnicas estadisticas extendidas al FDA bajo el supuesto de independencia en
las observaciones funcionales. No obstante, es comun que en la investigacion aplicada se
presenten situaciones en donde este supuesto no puede ser asumido per se, en cuyo caso,
se tiene lo que Koner & Staicu (2023) han denominado datos funcionales de segunda
generacion, que comprenden datos funcionales provenientes de estudios longitudinales,

series de tiempo y estudios de datos espaciales correlacionados.

Como casos concretos de datos funcionales de segunda generacion, se tienen las
medidas repetidas funcionales, un diseno en donde las observaciones funcionales provienen
de la medicién reiterada de una misma caracteristica de una misma unidad experimental,
bajo las mismas o diferentes condiciones. También, pueden ser considerados de segunda
generacion aquellos disenos que proveen muestras pareadas, es decir, observaciones de
un fenémeno cuya naturaleza genera un emparejamiento de los datos funcionales. Estas
muestras pareadas pueden, bajo algunas circunstancias, ser vistas como un caso particular

de las medidas repetidas cuando el nimero de repeticiones es dos.

Este trabajo, que se presenta como agrupacion de publicaciones, se encuentra
enmarcado dentro de los datos funcionales de segunda generacion y tiene como objetivo
aportar metodologias para el tratamiento de este tipo de datos funcionales. Asi, en el
articulo “Scalar Variance and Scalar Correlation for Functional Data” (ver Urbano-Leon
et al. (2023)) se trata el problema de obtencién de medidas de variabilidad y asociacién
en datos funcionales. En el articulo “Comparison of Positivity in Two Epidemic Waves
of COVID-19 in Colombia with FDA” (ver Urbano-Leon & Escabias (2022)) se aborda el
problema de comparacién estocastica por medio del contraste de medias funcionales en
muestras pareadas. Mientras que en el articulo “Repeated Measures in Functional Logistic
Regression” (ver Urbano-Leon et al. (2024)) se trata el problema de regresién logistica
funcional de medidas repetidas. En todos los casos, se asume que los datos funcionales
son elementos de un subespacio del espacio de funciones cuadrado integrables Ly. Estos
subespacios son generados a partir de una base finita de funciones, es decir, son finitamente

generados.

Las aportaciones de cada uno de los articulos presentados se describen a continuacion:
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Scalar Variance and Scalar Correlation for Functional Data:

Aportacion 1 Con el dnimo de proveer medidas de resumen que sirvan para el estudio
de la correlacion de dos conjuntos de datos funcionales, se presenta una medida

escalar de covarianza y de correlacion para datos funcionales.

Aportacion 2 Con el propésito de obtener una medida de variabilidad para los datos
funcionales que preserve su uso como herramienta comparativa, en el mismo
sentido que la varianza clasica, se presenta una medida de varianza escalar para

datos funcionales.

Aportacion 3 Se presentan desarrollos tedricos sobre algunas propiedades de las

medidas estudiadas.

Aportacion 4 Se presentan evidencia, bajo simulacién, de la consistencia de la

varianza propuesta.

Aportacion 5 Se presentan varios ejemplos de aplicacion de las medidas a modo de

contextualizacién.

Comparison of Positivity in Two Epidemic Waves of COVID-19 in Colombia with
FDA:

Aportacion 6 Se presenta un contraste de hipdtesis para la igualdad de medias
funcionales en muestras funcionales pareadas, que proporciona un criterio de
decision global sobre si existen o no, diferencias significativas entre las dos medias

funcionales muestrales observadas.
Aportacion 7 El contraste propuesto se aplica a datos funcionales de la positividad
de COVID-19 en dos olas de contagio en Colombia.

Repeated Measures in Functional Logistic Regression.:

Aportacion 8 Se presenta una extension del modelo logistico funcional, que pretende
modelar una variable respuesta binaria a partir de un predictor funcional, bajo
la consideraciéon de que las observaciones provienen de un diseno de medidas

repetidas, es decir, un modelo logistico funcional de medidas repetidas.
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Aportacion 9 Se muestra un estudio de simulacién para comparar la estimacion
de cuatro diferentes funciones parametro, partiendo de cuatro modelos en tres

escenarios de simulacion diferentes.

En este trabajo, la mayor parte del contenido de las publicaciones mencionadas
se encuentra integrada como capitulos, mientras que los anexos, contienen su forma
final publicada como articulos. Asi, este documento esta dividido de la siguiente forma.
En el primer capitulo, se muestra la introduccién con la finalidad de relacionar las
ideas de cada una de las publicaciones, junto con la lista completa de aportaciones.
En el segundo capitulo, se presentan algunos conceptos basicos sobre el FDA, que son
recurrentes en los capitulos posteriores. En el tercer capitulo, se presenta la introduccion,
objetivos, metodologia, resultados y conclusiones del articulo Scalar Variance and Scalar
Correlation for Functional Data. En el cuarto capitulo, se presenta la introduccién,
objetivos, metodologia, resultados y conclusiones del articulo Comparison of Positivity
in Two Epidemic Waves of COVID-19 in Colombia with FDA. En el quinto capitulo,
se presenta la introduccién, objetivos, metodologia, resultados y conclusiones del articulo
Repeated Measures in Functional Logistic Regression. En el sexto capitulo, se detallan las
lineas abiertas producto de la investigacion realizada. Finalmente, en los apéndices A, B

y C, se encuentran los articulos 1, 2 y 3 respectivamente.
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Capitulo

Analisis de datos funcionales

2.1. Introduccion

El analisis de datos funcionales, es una rama de la estadistica cuyo objetivo estd
marcado por la construccién, tratamiento y andlisis de objetos funcionales, tanto de
forma individual como en conjunto. Es decir, el FDA se ocupa de aquellas observaciones
individuales continuas de un fenémeno, bajo el supuesto de que estas pueden ser
expresadas mediante una funciéon continua definida en un espacio compacto ¥ y recorrido
%', Asi, los datos funcionales obtienen una caracterizacién dependiendo del espacio ¥ y
T’ por ejemplo, si T C R?> AT C R se dice que cada dato funcional es una superficie
contenida en R? (ver Figura 2.1 panel izquierdo), pero si T C R AT’ C R, entonces cada

dato funcional es una curva contenida en R? (ver Figura 2.1 panel derecho).

Los datos funcionales son ideados originalmente como objetos abstractos continuos,
lo que plantea serias complicaciones para su tratamiento debido a la imposibilidad de
observar el continuo. En su lugar, lo que se tiene en la préctica, cuando el analisis de
datos es el objetivo, es un conjunto de mediciones escalares provenientes de la observacion
en un conjunto finito de instantes de los datos funcionales. Esto provoca que, al contrario
de los datos escalares, los datos funcionales necesiten de un pre-procesamiento en donde se
asume un conjunto de supuestos que permite su andlisis. Uno de los principales supuestos,

es que los datos funcionales pertenecen a un espacio de funciones con ciertas caracteristicas
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seq(0, 1, by = 1/99)

Figura 2.1: Ejemplos de datos funcionales. Superficie (izquierda), curva (derecha)

analiticas y topoldgicas deseables, equivalentes a los espacios euclidianos en los que
la estadistica clasica se ha desarrollado y que permiten tener nociones como tamano,
distancia y magnitud entre otras. En este trabajo, asumimos que los datos funcionales
son elementos de espacios funcionales generados a partir de una base finita (espacios
funcionales finitamente generados). Estos espacios, son concebidos como subespacios del

espacio de funciones cuadrado integrables Ly, cuya dimensién es infinita.

2.2. Estructuras algebraicas para datos funcionales

En el FDA, uno de los supuestos principales es que los objetos funcionales son
elementos de un espacio de funciones. Estos espacios son estructuras algebraicas pensadas
con el fin de estudiar las interacciones entre elementos del conjunto que las conforman,
a partir de ciertas operaciones definidas, siendo estas operaciones las que brindan la
estructura del espacio y condicionan los desarrollos que en él se hacen. En el caso de
los datos funcionales, la estructura algebraica mas recurrente es la de espacio de Hilbert,

que se define a continuacién.

Definicion 2.2.1. Dado un espacio vectorial H sobre un campo K, este se denomina un
espacio pre-Hilbert si existe una funcion (-,-) : H x H — K bien definida, tal que para

todo v,u,w € H se tiene que
w (v+u,w) = (v,w) + (u,w) .
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» (qu,w) = a(u,w).
= (v,v) > 0.
» (v,0) =0 < v =0y,
siendo Oy el elemento neutro del espacio H.

La inclusién de la funcién (-,-), denominada producto interno, permite al espacio

vectorial H contar con una nocioén generalizada de angulo entre dos elementos.

Definicion 2.2.2. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial completo y con producto

nterno.

El producto interno (-, -) definido en un espacio vectorial, permite dotar a este de la
nocién de tamano a partir de la norma inducida como |[|v|| = (v,v) y una distancia por
medio de una métrica inducida por m(v,u) = \/M . Por esta razon, todo espacio
de Hilbert es también un espacio normado y a su vez, un espacio métrico (ver Kreyszig
(1989), Hsing & Eubank (2015)). Asi, la propiedad topolégica de completitud se refiere a
que, en el espacio métrico subyacente, cada sucesién de elementos del espacio H contiene

una sub-sucesion convergente a un elemento del espacio H.

Por otro lado, dentro de los espacio vectoriales, de los cuales un espacio de Hilbert es
un caso particular, el concepto de espacio vectorial generado por un conjunto obtiene un
papel fundamental en la definiciéon de la dimensién de un espacio. Este, se define como

sigue.

Definicion 2.2.3. Dado un conjunto no vacio Q) de elementos de un espacio vectorial ¥,
se define el espacio vectorial Gen(Q) como la interseccion de todos los espacios vectoriales

que contienen a Q. St Gen(Q) =V, entonces se dice que ¥V es generado por Q.

Cuando un espacio vectorial ¥ = Gen(Q) vy |Q| < oo (el cardinal de @ es finito), se
dice que el espacio ¥ es finitamente generado y por lo tanto, tiene dimension finita. Si
para un espacio ¥ no existe @ finito tal que Gen(Q) = ¥, se dice que ¥ tiene dimensién
infinita. Ademads, si @ es finito y es un conjunto linealmente independiente (ver Carrell

(2010)), entonces se dice que @ es una base para ¥y |@Q| es la dimensién de del espacio.
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El concepto de independencia lineal, en el contexto de los espacio vectoriales con
producto interior, como los espacios de Hilbert, suele ser tratado por medio del concepto de
ortonormalidad (ver Definicién 2.2.4), pues puede probarse que si un conjunto de elementos
de un espacio vectorial son ortogonales, entonces estos son linealmente independientes. El

reciproco de esta afirmacién no es necesariamente cierta.

Definicién 2.2.4. Dado un espacio de Hilbert H con producto interno (,), dos elementos
v,u H se dicen ortogonales si se verifica que (v,u) = 0. Si ademds, ||v|| = ||ul]| =1, los
elementos v y u se dicen ortonormales. Asi, dada una sucesion {vj}‘;il C H, esta se dice
que es una sucesion ortonormal si ||v;|| =1 A (v;,ve) =0, Vi, k € N,j # k.

El siguiente teorema, cuya demostraciéon puede ser consultada en Hsing & Eubank

(2015), permitira definir una base para un espacio de Hilbert a partir de una sucesion

ortogonal de elementos y, posteriormente, para los datos funcionales como caso particular.

Teorema 2.2.1. Dada una sucesion ortonormal {v;};-, C H, siendo H un espacio de

Hilbert, con producto interno {,), se cumple que

(e,v,)> < |le||* Ve € H.

M

1

J

Ademas,

Z <€7Uj> Ujs

Jj=1

converge en H.

Definicién 2.2.5. Dada una sucesion ortonormal {vj};.’il de elementos de espacio de Hilbert
H, esta es llamada un sistema ortonormal completo (CONS por sus siglas en inglés) si

Gen({v;}2,) = H.
La Definicion 2.2.5 exige entonces que
Vi, (w,vj) =0=w =0,

lo que implica que en la CONS se encuentran todos los elementos ortonormales de su

tipo. Asi, si {v, }joil es una CONS en H, cada elemento z € H puede ser representado en
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términos de una expansion
o

x = Z (x,v;)v;,

Jj=1
donde los (z, v;), para j = 1,2, ... son conocidos como coeficientes generalizados de Fourier

(ver Eubank (1998)), y para quienes se cumple la relacién de Parseval dada por

o0

lz)* = {av;)*.

j=1
2.2.1. El espacio L

Como se dijo con anterioridad, en el FDA se asume que los objetos funcionales
pertenecen a espacios de funciones. Uno de estos espacios, de hecho el més popular por sus
propiedades tedricas, es precisamente el espacio de funciones cuadrado integrables en un
dominio compacto ¥, denotado como Ly(%). Este, es un espacio vectorial sobre el campo

R, cuya estructura de espacio de Hilbert esta dada bajo el producto interno definido como
(«;) : Lo(T) x La(¥) — R
(F9) — ()= [ st (21)

Ademsds, Ly(T) es un espacio normado gracias a la norma inducida por

1/2
1l = (F P2 = ( / f2(t)dt> Vf € Ln(%), (2.2)

y es un espacio métrico con la métrica definida por

1/2
At =1 ol = [G0-s0rd)  VrgemE. @3
T
Dado que el espacio Ly(¥) es un espacio de Hilbert, existe una sucesién ortonormal

completa ® = {¢;}2, tal que
f=D (.06 VfEL(T).
j=1

La sucesion de los coeficientes {(f, ¢j>} ~ es un elemento del espacio de sucesiones {5. Mas

aun, es facil ver que la aplicacion

f= Z fron e, — {Fo0)), (2.5)

27



es una funcién biyectiva, por lo que los espacios Ly(T) y f5 son espacios isomorfos.

La sucesién de coeficientes {(f, ¢j>};°, por lo visto con anterioridad, cumple la relacién
de Parseval, por lo que estos en algin momento decaerédn a cero. Esto permite entonces,
caracterizar elementos dentro de subespacios H C Ly(T) de dimensién d < oo por
medio del truncamiento de la base ®. Es decir, es posible definir cualquier subespacio

de dimensién finita H C Ly(T), como H = Gen <{¢j};l:1). Ademas, la aplicacién
N :H — R (2.6)
d
F=Y (oo — {Fo0}, (2.7)
7j=1

es también una biyeccién, por lo que en cualquier caso, H es isomorfo a R

Por otro lado, como puede verse en Hsing & Eubank (2015), las sucesiones

o, = {qal,o(t) =1, 614(t) = V2cos(knt), k =1,2,.. } , (2.8)
b, — {@,k(t) — V2sin(knt), k = 1,2...} , (2.9)
Oy — {¢370(t) = 1, dyon1(t) = V2sin(2kmt), goy, = V2 cos(kmt), k= 1,2, .. .}(2.10)

proveen bases CONS para el espacio de funciones L.

2.3. Datos funcionales

Definicion 2.3.1. Dado un espacio muestral €2, una sigma dlgebra Sq de 2, H un espacio
de Hilbert, Sy una sigma dlgebra de H y una funcion de medida P : &3 — [0, 1], una
variable aleatoria sobre un espacio de Hilbert H, es una funcion medible 2 : Q) — H

que preserva la estructura entre las dos sigma dlgebras definidas, i.e.
VF € Gpaw € &g : X 1(F) = w.

Ademas, el conjunto de variables aleatorias 2~ definidas sobre este (denotado como

LY, y para las cuales
B2 = [ 12 @ P <
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es en si, un espacio funcional con estructura Hilbertiana cuyo producto interno puede

definirse como
(& @)y = [ Z VIR

Note que la Definicion 2.3.1 esta dada en términos de un espacio de Hilbert arbitrario
H. Cuando dicho espacio es un espacio de funciones, se dice que funcién medible 2" de
la Definicién 2.3.1 es una variable aleatoria funcional (V.A.F) y que un dato funcional X;
es una observacién de dicha variable (ver Ferraty & Vieu (2006)). En este punto, resulta
importante senialar que este trabajo se enmarca en observaciones funcionales del espacio
Ly(%) cuando T es un subconjunto compacto de R, el cual es referido como Ls([a,b]) o
simplemente Ly cuando no haya lugar a ambigiiedad, y sus subespacios de dimension finita
arbitraria d, los cuales heredan la estructura Hilbertiana, referidos en este trabajo como

H. Ademads, siempre que no haya lugar a ambigiiedad, en este trabajo de asume que una

V.AF estd definida sobre el espacio de probabilidad arbitrario (2, Sgq,P).
Con respecto a las medidas para los datos funcionales, dada una variable aleatoria

funcional 2", la media de 2~ denotada como E(Z), 114 o simplemente y si no hay lugar

a ambigiiedad, es la funcién

u(6) =B(2)(0) = [ 2 @)0)w) 2.11)
Esta definicién, segiin asegura Hsing & Eubank (2015), provee una extensién natural del

concepto de media de una variable aleatoria, al caso funcional. Ademas, la funcién

Cor(t,s) = B[(2(t) — p(®) (2 (s) — pls)]) = /Q (Z(t,w) = pu(t)) (2 (s,w) — p(s)) dP(w),
(2.12)

es llamada funcién de covarianza, que segun Todorovic (1992), es continua siempre que

ImE[(Z(t+h) - 21)°] =0, VteZ. (2.13)

h—0
Esta propiedad, conocida como continuidad en media cuadratica en el contexto de los
procesos estocasticos, permite la definiciéon del operador covarianza asociado a la variable

aleatoria funcional 2~ como
f — Ca(f) = / C(t,s)f(s)ds. (2.14)

T
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Si bien los datos funcionales son, en palabras de Wang et al. (2016), intrinsecamente
de dimension infinita, la definicién de variable aleatoria funcional dada en la Definicion
2.3.1 no se restringe solo a espacios funcionales de dimensién infinita. En ese sentido,
dada la sucesién ortonormal ® = {¢;}7°, que genera al espacio Ly(%), el conjunto &4 de
los primeros d términos de ®, es tal que Gen(®,) = H C Lo(%). Este espacio hereda el
producto interno de Ly (%) y las demés medidas inducidas a partir de este, restringidas a H.
A la sucesion truncada @4 se le suele denominar como base truncada de H o simplemente
base finita. De esta manera, los datos funcionales pueden ser representados por un tnico
vector de coeficientes H bajo @4, por medio del isomorfismo

N H —R?

d (2.15)

X =Y iy — (1)),
j=1

para i € Z siendo Z un conjunto de indices arbitrario. Una vez fijada una base ®,, es posible
caracterizar a la variable aleatoria funcional 2" en términos de un vector aleatorio cuyas
observaciones son los coeficientes basicos de las observaciones de 2, y que esta definido
sobre la sigma-algebra de Borel B? de R?. Con esto, el uso del vector de coeficientes bésicos
(xij)?:1 € R? en lugar de la funcién X;, Vi € Z resulta conveniente en términos operativos.
A esta forma de tratamiento de datos funcionales se le conoce como expansién en base
o expansion basica (EB), y ha sido ampliamente trabajada como puede verse en Acal
et al. (2022) para detectar cambios en la contaminacién del aire durante la pandemia de
COVID-19 mediante el uso de ANOVA funcional; en Aguilera et al. (2021), y también
Aguilera et al. (2010) donde utilizan los coeficientes de la base para estimar la regresién
PLS funcional, en Aguilera-Morillo & Aguilera (2020) para el problema de la clasificacién
multiclase de datos biomecéanicos, o incluso, en el uso de componentes principales de la
regresion logistica funcional en el trabajo de Escabias et al. (2004), donde los autores
tratan algunos aspectos del tema. De esta manera, dada una variable aleatoria funcional
Z definida en sobre una espacio H de dimension finita d, y ® una base de H. Se tiene

que la esperanza 2, denotada por Fg [ 2] estd definida por

Ee [2]=) E[X)]¢, (2.16)



d : .
donde (X;);_, es un vector aleatorio en R? cuyas observaciones son los vectores de

coeficientes basicos de las observaciones de X.

2.3.1. Medidas muestrales para datos funcionales

En el FDA es bien sabido (ver por ejemplo Ramsay & Silverman (2005)) que desde una
perspectiva muestral, es decir, dado un conjunto de observaciones funcionales asociadas a
una V.A.F, es posible, al igual que en la estadistica escalar clésica, definir ciertas medidas
a partir de este conjunto de observaciones, que son tratadas como muestrales. En ese

sentido, se tiene la siguiente definicién.

Definicién 2.3.2. Dados los conjuntos de observaciones funcionales {X;};_, y {Vi}i,

asociados a las V.A.Fs X e % respectivamente, se tiene que las funciones

X=n">Y X (2.17)
=1

Ca(t,s)=(n—1)"> (& X(s)) (X(t) - X @), (2.18)

=1

llamadas media muestral y covarianza muestral, son estimadores de la media funcional
y de la funcion covarianza de las ecuaciones 2.11 y 2.12 respectivamente. Ademds, el

operador
Cr(t) = L Cu(t,s)f(s)ds, (2.19)

denominado operador de covarianza muestral, es un estimador del operador covarianza

de la Ecuacion 2.14.

Adicional a las ya mencionadas, suele ser de interés las funciones

n

Var(X)(t) = (n — 1) > (Xi(t) — X)?, (2.20)

i=1
llamada funcién de varianza muestral puntual, y

n

Cov(X)(t) = (n— 1)~ Y _(Xi(t) = X (1) (Vu(t) = V(1)) (2.21)

i=1
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llamada funcién de covarianza muestral cruzada puntual, donde ) corresponde a la media

muestral de /.

Por otro lado, una herramienta necesaria para los desarrollos presentados en este
trabajo es el andlisis de componentes principales funcionales (FPCA por sus siglas en
inglés), que es una extension del andlisis en componentes principales cldsico (ver Cuadras
(1996)) al caso de observaciones funcionales. El FPCA posee la misma motivacién que el
analisis de componentes principales para datos multivariantes y ademas es el fundamento
de la representacion de Karhumen-Loeve, que proporciona una forma de representar las
observaciones funcionales en términos de variables aleatorias no correladas y una sucesion
de funciones. Asi, dada una variable aleatoria funcional 2" (que se asume centrada
sin perdida de generalidad) y dado un conjunto de observaciones funcionales asociadas

{X}"_,. La j—ésima componente principal & = (€17, &, .-, &;) esta dada por

@:A&@%@@

donde la funcién .%; es la j—ésima autofuncion, resultado de la solucién del problema de

optimizacién de la ecuacién propia
/émgz@@:&@, (2.22)
T

siendo A; el j—ésimo valor propio asociado y C la funcién de covarianza muestral de
la Ecuacién 2.18. Asi, dados los conjuntos {&1,&s,...,&,—1} de componentes principales,
{F1, P, ..., P, 1} de autofunciones y {A1, Aa, ..., A1} de autovalores, se puede obtener

la representacién

n—1
Xo=> &iF i=12,...n (2.23)
j=1
a partir de la expresién
n—1
Ct,s) = NZ().Z(s). (2.24)
j=1
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Capitulo

Varianza y correlacion escalar para datos

funcionales

3.1. Introduccion y objetivos

Las medidas para datos funcionales presentados en el capitulo 2, son el resultado de la
extension natural de conceptos de la estadistica escalar a las funciones, lo cual deriva, como
es logico, en objetos funcionales. Sin embargo, esto puede generar ciertos inconvenientes
conceptuales en algunos casos. Para ilustrar esto, considere en primer lugar la esperanza de
una variable aleatoria, como es muy conocido para datos escalares (ver por ejemplo Dodge
(2008)) esta viene motivada como un indicador de tendencia, en este caso central, cuya
interpretacion natural se da en el mismo contexto de los datos con los cuales se obtiene
su estimacion. En el caso funcional esto no cambia, pues dada una variable aleatoria
funcional 2~ de iméagenes en H con dominio en ¥, la esperanza de 2 dada por pgy-, es
un elemento de H como se muestra en la Ecuacién 2.11. Asi, una estimacién X de 2
(ver Ecuacién 2.17) es un elemento de H y posee una interpretacién directa como una
funcién de tendencia en este espacio. Ademas, su estimacion cuenta con la propiedad de
centralidad (ver Kenny & Keeping (1954) para el caso escalar), que puede describirse en

su forma funcional como
n

D (X = &) = 04, (3.1)

=1
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donde 0Oy hace referencia a la funcién nula en H, siendo {X;}] , un conjunto de

observaciones de la variable 2.

Ahora bien, en cuanto al concepto de varianza dentro los datos escalares, este tiene
la motivacién inicial de servir como una medida de variabilidad (ver Cohn (2013)), que
si bien no cuenta con una interpretacién directa, sirve como herramienta para definir
conceptos como la consistencia y eficiencia de un estimador en el sentido que lo expone
Fisher (1925, 1922), pues esta es un valor real. Lamentablemente en el caso funcional,
la utilizacién de la varianza como herramienta comparativa se pierde, pues aunque se
cuenta con una definiciéon del operador covarianza, como se muestra en la Ecuacién 2.14,
o una definicién de una curva de varianza, como en la Ecuacién 2.20; al ser ambos objetos
funcionales, el concepto de una funcién “minima’” carece de un sentido directo ya que las
funciones no forman un conjunto bien ordenado (Kaplansky 1977, Rudin 1976, Apostol
1967). Ademés, parece existir un problema conceptual asociado con el hecho de que la

varianza misma proporcione una medida de la distancia de los valores respecto a la media.

Por otro lado, en cuanto al concepto de covarianza, se espera que sea un indicador de
la variacién conjunta de dos variables aleatorias (ver por ejemplo Mathai & Rathie (1977),
Galton (1889)). Dicho concepto mantiene una estrecha relacién con el de varianza, pues es
esta a menudo presentada como un caso muy particular de la covarianza (ver Dodge (2008)
para el caso escalar). Sin embargo, aunque se puede establecer una curva de covarianza,
como en la Ecuacién 2.21, esta solo provee una interpretaciéon punto a punto, dando una
idea de las regiones en donde existe una variaciéon conjunta en mayor o menor medida,

pero no es un indicador de la variaciéon conjunta de dos variables aleatorias funcionales.

Dicho esto, en este capitulo se presenta una propuesta de varianza, covarianza y
correlacion escalar para datos funcionales, que pretende adicionar a las ya existentes
en la literatura, unas estadisticas para datos funcionales con coherencia conceptual y
ciertas ventajas interpretativas, definiendo la varianza, covarianza y correlacion para datos
funcionales como valores reales, haciendo hincapie en que el enfoque aqui mostrado se
basa en la representacion de una funcion continua dentro de un subespacio arbitrario H
de dimensién finita arbitraria d de Ly(T) y, por lo tanto, los resultados obtenidos pueden

aplicarse sin pérdida de generalidad a cualquier tipo de base ortonormal y de cualquier
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dimension finita.

Se presenta ademas, un estudio de simulacién con el fin de mostrar evidencia de
la consistencia e insesgadez de la varianza propuesta. Adicional a ello, se describen
dos ejemplos de aplicacion en la parte final de este capitulo. En el primer ejemplo, se
implementa la propuesta de correlacién para determinar si existe correlacion entre las
variables aleatorias funcionales del ejemplo cldsico de Ramsay & Silverman (2005), sobre
la temperatura media anual promedio de Canada en cuatro de sus regiones, al construir el
andlisis de varianza funcional (FANOVA). Esto se hace porque el anélisis no especifica la
existencia de independencia entre las variables aleatorias funcionales. El segundo ejemplo
describe el uso de nuestra propuesta de varianza y correlacién funcional como parte de un
analisis de datos funcionales y descriptivos sobre material particulado de dos estaciones
de monitoreo de calidad del aire en Cali, Colombia. Todos los resultados presentados en

este capitulo se encuentran publicados en Urbano-Leon et al. (2023).

3.2. Metodologia

Definicion 3.2.1. Dadas Z" : 0y — H e % : Qs — H dos variables aleatorias funcionales
con observaciones de dominio T, definidas en el espacio de probabilidad (0, &1, Py) y
(Qa, &9, Py) respectivamente, se definen las variables aleatorias reales My y Moa en

(Q1,61, P)) y (21 x Qo,S, P) respectivamente, como

f)ﬁggf:Ql — R
w — M X () —Ey[Z)) (3.2)

m,%gy:QlXQQ — R
(wi,wa) — (X (W) —Ey 2], (ws) — Ey [Z]) (3.3)

Note que las variables aleatorias definidas en las ecuaciones 3.2 y 3.3 son en realidad
transformaciones de variables aleatorias funcionales (siempre que la definicién tenga

sentido)
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Dado que las variables aleatorias My v Moo son de valor real, es posible definir

algunas medidas para datos funcionales a partir de estas como sigue.

Definicion 3.2.2. Sea 2" : Q — H una variable aleatoria funcional cuyas observaciones

tienen soporte €. Una medida de dispersion para datos funcionales estd dada por
Vo = Eg [(My)?], (3.4)

Definicion 3.2.3. Dadas Z : 0 — H y % : Qs — H dos variables aleatorias funcionales

con observaciones de dominio T, se define una medida de asociacion entre Z y % como
Yoy =Er [(Maa)], (3.5)

Las expresiones de las ecuaciones 3.4 e 3.5, proporcionan medidas escalares a partir
de variables aleatorias de valor real asociadas a variables aleatorias funcionales. Estas
medidas pueden ser estimadas a partir de conjuntos de observaciones funcionales a manera

de muestra, por lo que se les denomina “muestrales” y se definen a continuacién.

3.2.1. Varianza y covarianza escalares muestrales

Dados dos conjuntos de n observaciones {X;}; e {J;}!" contenidos en H de soporte en

T, de las variables aleatorias funcionales 2"y % se tiene que

n

SVFD 5 = %Z (/I (X — X)° (t)dt) (3.6)

=1

n

SVED 5y — %Z ( L (X(t) — ®(0)) () — V(1) dt) | (3.7)

i=1
donde X e ) son las medias muestrales de 2 e % respectivamente conforme a la Ecuacién
2.17; proporcionan, respectivamente medidas muestrales de variabilidad y asociacion

conjunta para los datos funcionales. Note ademas que SVFD 4 9 = SVFD 4.

Ahora bien, suponga sin perdida de generalidad, que el espacio H es de dimension d,
d

generado por una base ® = {gbj}j:l, entonces para cada 1 = 1,2,...,n se tiene que
d d
X = injﬁbj? N Yi= Zyij¢ja (3.8)
j=1 j=1
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de donde

A

d 2
SVFD% = % : / Z.Tijgbj(t) - ZX]qb](t)) dt)
2

n d d
= 7112 / > (o =X G0+ D (o - X)) (wika)éj(t)csz(t)) dt)

1 d _ _
= > | 2 (- / HORS Z (i = X;) (wi — Xg) / ¢j<t>¢k<t>dt>
i=1 \j=1 k,g 1,kj T

d
= Z n- :Bw' H¢JH + Z Zn $zy (Jf'zk - Xk) <¢ja ¢k> .

7=111=1 k,j=1,#k i=1
= \2
Note que > ! | n (:E,] X J) es una estimacion Sy de la varianza del coeficiente
. s . 7 . ’ n _1 X =y
j—ésimo del vector de coeficientes bésicos, y que ademds, Y .\ n (:Ul-j - X j) (a:lk - X k)
es una estimacién Sy, x, de la covarianza entre las componentes j—ésima y k—ésima,

siempre que j # k, por lo que se tiene que

SVFD%—ZSQ 511> + Z Sx;x,, (5, dx) (3.9)

j=1,#k

De la Ecuacion 3.9, se desprende que si, la base ® es una base ortonormal, entonces
d
_ 2

SVFDy =Y 5%, (3.10)

j=1
Es decir, la medida de variabilidad 7#% de la variable aleatoria funcional 2", puede ser
aproximada por la suma de las varianzas de cada uno de los componentes del vector
aleatorio cuyas observaciones son los coeficientes basicos de los datos funcionales, puesto

que ||gbj|\2 =1y (¢;, 1) =0Vj,k=1,2,...,d;j # k. De igual manera, se tiene que

SVED g9 = ZZ” ij ) (yw ||¢J|| + Z Zn xw ) (yzk - Yk) (D5, Dr)

j=1 i=1 j=1,#k i=1

siendo

d
SVFDyw =Y Sxy,. (3.11)

J=1
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cuando la base ® es ortonormal.

3.2.2. Propiedades

Se muestran ahora algunas propiedades de la varianza escalar para datos funcionales
definida en la Ecuacién 3.6, las cuales son heredadas de la varianza para datos escalares

clasica.

Proposicién 3.2.1. Sea H un subespacio de dimension finita d de Ly(%), generado por la

base ortonormal ¢ = {gzﬁj}?:l y sea {X;}_, C H un conjunto de n observaciones de la

. . . . ;. /
variable aleatoria funcional 2, cuyos vectores de coeficientes bdsicos (1, Tio, - .., Tiq)
son observaciones de cierto vector aleatorio X = (Xj)?zl, entonces se siguen las

propiedades de la varianza escalar para datos funcionales

1. SVFD 4 > 0.
2. SVFD 4 es de valor minimo bajo P.
3. St {X;}!_, tienen el mismo vector de representacidn, entonces SVFD(X) = 0.

Demostracién 3.2.1. 1. Dado que SVFD 4 = Z}i:l S%, y que S%, > 0 para cada j =
1.2,....d, SVFD, > 0.

2. Dado que SVFD 4 = Z?Zl S§(j y que cada Sx, es de valor minimo para cada j =

1,2,...,d, entonces SVFD o es de valor minimo.

3. Dado un conjunto {X;}!_, de datos funcionales, tales que sus vectores de

representacion son iguales, entonces

T11 = T21 = T31y---,Tpn1 = V1
T12 = Tog = X32,---,Tp2 = VU2
Tid = T2d = X3dy - - -y Tnd — Vd-
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Por lo tanto, para todo 1 < j <d, X; =137 2, =23 v;=v;y

1 « — 1
S3o= = (- X)) ==Y (-t =0
=1

n n -

Por lo tanto, SVFD o9 = 0.

El cumplimiento de esta iltima propiedad muestra que, en realidad, SVFD 5 mide la

dispersién de los datos funcionales.

Siguiendo esta misma linea de razonamiento, puede mostrarse que & 44 hereda
; Zz
propiedades clasicas de la covarianza de variables aleatorias reales. Mas ain, es posible

definir un coeficiente de correlacion para datos funcionales como se muestra a continuacion.

Definicién 3.2.4. Sean {X;}7_,,{Vi}l-; € H dos conjuntos de observaciones con soporte
en ¥ de las variables aleatorias funcionales & e % respectivamente, entonces el coeficiente

de correlacion escalar para los datos funcionales estd definido por la expresion.

SVFD 5y
VSVFD ,SVFDy

Py = (3.12)

Note que la expresién de la Ecuacién 3.12, produce un valor real en el intervalo [—1, 1].

Ademas, el calculo de la correlacion se puede realizar con la expresion
d
P = :
> 5%,) (25 S8
j=17X; j=1°Y;

3.3. Resultados bajo simulacion

Con el fin de mostrar que las medidas escalares aqui propuestas son en realidad una
medida de la variabilidad de los conjuntos de curvas, se lleva a cabo un estudio de
simulacion a partir de una variedad de conjuntos de datos funcionales construidos dentro
de un subespacio H de dimension d = 10, generado por la base ortonormal ®; definida
en la Ecuacién 2.8. En cada caso, se utilizan las expresiones de las ecuaciones 3.6, 3.7 y
3.12 para obtener las medidas estimadas de varianza, covarianza y correlaciéon para los
datos funcionales. Los casos de simulacion provienen de dos funciones de diferentes tipos.

El primer tipo, al que se le denomina Tipo A, es una funcién constante, mientras que el
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segundo tipo, llamado Tipo B, es una funcién no constante, como se muestra en la Figura

3.1.

Type A curve

150
1

0 50

-100

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Type B curve

150
1

0 50

-100
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.1: Curvas simuladas Tipo A (superior) y Tipo B (inferior).

En el primer caso de simulacién, se consideran tres escenarios diferentes de dispersion
constante a lo largo del soporte de las observaciones funcionales: Caso 1.1, considerado
como de alta dispersion, Caso 1.2 de dispersion moderada y Caso 1.3 de baja dispersion.
La Figura 3.2 muestra claramente la dispersion simulada en las curvas y como la medida
de variabilidad propuesta captura las disminuciones y aumentos en la variabilidad de las

curvas en cada escenario.

Como Caso 2, se construyen ahora curvas con una dispersiéon no uniforme en el
dominio, y consideramos, como en el primer caso, tres escenarios diferentes: Caso 2.1
de alta dispersion, Caso 2.2 de dispersion moderada y Caso 2.3 de baja dispersion.
Las curvas resultantes en este Caso 2 son mas erraticas que las del Caso 1 en todos
los escenarios. Sin embargo, la Figura 3.3 muestra como, nuevamente, la medida de
variabilidad propuesta logra capturar esta dispersién entre curvas, disminuyendo a

medida que disminuye la dispersion.
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Se procede ahora a ilustrar que esta medida de variabilidad es consistente. Para ello,
se construye un conjunto de datos funcionales con 500 funciones tipo B, a manera de
poblacién, y se obtienen muestras de diferentes tamanos a partir de esta, luego, se obtiene
la diferencia absoluta entre las varianzas de la muestra y la poblacion. Este proceso es
replicado 500 veces para cada tamano de muestra. En la Tabla 3.1, se reporta la media de
los resultados obtenidos en cada tamano de muestra asumido. Mientras que en la Figura
3.4, se muestra que la varianza propuesta converge en valor medio a la varianza poblacional

a medida que aumenta el tamano de la muestra.

Type A:Case 1.1 Type A: Case 1.2 Type A:Case 1.3

200
200
200

100
100

100
-100
100

-200
-2

kN Variance = 1000.69 Variance = 229.96 Variance = 31.41

Type B: Case 1.2 Type B: Case 1.3

200
L
200

100
L

100

-100
L
-100

-200
L
-200
-200

Variance = 274.11

Variance = 34.4

Figura 3.2: Variabilidad de los escenarios considerados para las curvas simuladas en el

Caso 1 y varianzas escalares obtenidas. Curvas tipo A (Superior) y tipo B (Inferior).
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Type A:Case 2.1 Type A: Case 2 . 2 Type A: Case 2. 3
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Type B: Case 2 . 2 Type B: Case 2. 3
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0.0 0z 0.4 0.6 o8 10 0.0 0.2 0.4 06 0.8 10 0.0 0z 0.4 0.6 o8 10

Figura 3.3: Escenarios de variabilidad considerados para curvas simuladas en el Caso 2 y

varianzas escalares obtenidas. Curvas Tipo A (superior) y tipo B (inferior).

Tamano de Muestra Media de las diferencias absolutas

5 1828.16
10 926.43
20 403.40
50 178.40
100 81.47

150 34.31
200 23.74
250 15.29
300 13.6
400 3.74
450 3.83
490 0.45

Tabla 3.1: Consistencia
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Figura 3.4: Comportamiento de la media de las diferencias absolutas cuando aumenta el

tamano de la muestra.

3.4. Ejemplos con datos reales

Con el fin de ilustrar el uso y las ventajas interpretativas de las medidas propuestas,

se presenta a continuacion dos ejemplos de aplicacion con datos reales.

3.4.1. Variabilidad en curvas de temperatura

En este ejemplo, se presenta una forma de utilizar las medidas propuestas en este
capitulo, en el contexto de un analisis funcional de varianza. Para ello, se toma el
ejemplo clasico en datos funcionales de la informacion recopilada por Ramsay & Silverman
(2005), correspondientes a la temperatura media mensual de 35 estaciones meteoroldgicas
en Canada. Estas estaciones estan clasificadas en cuatro regiones segiin su ubicacion:
Atlantico, Continental, Pacifico y Artico. En Ramsay & Silverman (2005), los autores
implementan un anélisis de la varianza funcional para evaluar la existencia de diferencias
estadisticamente significativas entre la temperatura media anual en las cuatro areas
geograficas. Sin embargo, debido a la dindmica del fenémeno, podria existir una correlacion

en la temperatura de las cuatro areas; por lo que las conclusiones de FANOVA podrian
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verse afectadas. No obstante, esto no es considerado en el ejemplo clasico, puesto que
la correlacion cruzada funcional no permite concluir si existe correlacién entre los datos
funcionales de las cuatro areas de manera general, pues esta constituye una superficie como
se indica en la Figura 3.5. En contraste, la medida de correlaciéon propuesta si permite
determinarlo, como se muestra en la Tabla 3.2, en donde se evidencia una fuerte correlacion
entre las variables funcionales de temperatura artica y continental. Ademads, la variable
funcional temperatura Pacifico y Continental presenta correlaciéon negativa, lo que indica
que cuando hay aumento de temperatura en la zona del Pacifico, hay una disminucion
de temperatura en la zona Continental. En resumen, la matriz de correlaciones propuesta
muestra que la temperatura en las cuatro zonas esté correlacionada.
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Correlation function across
between Continental and Arctic
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Figura 3.5: Correlaciones cruzadas de la variable funcional temperatura entre las areas

geograficas.
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Zona Altlantico Continental Pacifico Arctico

Atlantico 1.00 0.45 —0.50 0.26

Continental 0.45 1.00 —0.62 0.82
Pacifico —0.50 —0.62 1.00 —0.22

Artico 0.26 0.82 —0.22 1.00

Tabla 3.2: Medidas de correlacién con nueva propuesta

3.4.2. Variabilidad en curvas de contaminacion

Se proporciona ahora un ejemplo de implementacion sobre datos reales de
contaminacién en el aire, con el fin de mostrar las ventajas interpretativas de las

estadisticas resumidas sugeridas.

Segun World Health Organization (2005), las particulas suspendidas en el aire
cuyo didmetro aerodindmico es inferior a 2.5u (PMy ), son considerados contaminantes
criterio, debido a que la exposicién prolongada es perjudicial para la salud humana.
En consecuencia, en muchas ciudades se han implementado estaciones de mediciéon de
PMs 5 con el fin de monitorear la actividad diaria del contaminante. Como resultado, se
ha logrado identificar una relaciéon entre las actividades antropogénicas y la produccion
de PMs 5 dentro de un area urbana. Por ejemplo, en la ciudad de Cali, Colombia, la
entidad encargada del monitoreo de este contaminate es el Departamento Administrativo
de Gestién Ambiental (DAGMA). Este utiliza dos estaciones de monitoreo de la calidad
del aire que forman parte del sistema de vigilancia de la calidad del aire de la ciudad. Las
estaciones reciben el nombre de Base Aérea (BA) y Compartir (CO), por el nombre
de los barrios en donde se encuentran localizadas. Estas estaciones estan ubicadas
aproximadamente a 3,5 km de distancia entre si y recopilan periddicamente registros
de concentracién de PM; 5 cada 10 segundos pero solo el promedio por hora es reportado,
por lo que solo es posible recoger como maximo veinticuatro mediciones diarias en cada
estacion. Para este ejemplo, se toman 29 dias del ano 2015 con sus veinticuatro mediciones

en ambas estaciones de monitoreo. Para fines ilustrativos se construyen 58 curvas pareadas,
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29 por estacion, en el subespacio H de dimensién 8 generado por la base ®; de la Ecuacién
2.8. En la Figura 3.6, se muestran las curvas de los datos funcionales de las estaciones BA

y CO.

03 8|
SF g\-
o]
o o
T P
< <
3o A 0o
Cw gco
0 //l\\ 0
Qo] / \ Qo |
% ///// \ < <
o Aﬁ;%w‘if\\ s X
Sof «u/f/ 72 So.
o — o

02 04_ 06 08 04_ 06
Normalized Time (24 hours) Normalized Time (24 hours)

Figura 3.6: Curvas de PMy 5 de la estaciéon BA en negro (izquierda) y de la estacién CO
en Azul (derecha).

A su vez, la Figura 3.7 muestra las medias funcionales y las curvas de varianzas
sugeridas por Ramsay & Silverman (2005). Aqui, es posible observar que una curva de
varianza es insuficiente para decidir cudl de las dos estaciones experimenta una mayor

variabilidad.

La Figura 3.8 muestra una curva de covarianzas punto a punto segun la Ecuacion
2.21, del mismo modo una curva de correlaciones puntuales, que resultan insuficientes
para decidir si las variables funcionales estan correlacionadas y en qué medida. Mientras
que, las medidas escalares para datos funcionales propuestas, mostrada en la Tabla 3.3,
permiten observar que la estacion BA presenta mas variabilidad. Esto se puede explicar
por la elevada actividad industrial, el trafico aéreo y terrestre en el sector. Ademas, la
alta correlacion entre las estaciones BA y CO, puede explicarse por su proximidad y sus

datos pareados.
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Figura 3.7: Para ambas figuras, en azul estacién CO, en negro estacién BA. Izquierda:
Medias funcionales de la concentracién de PM, 5. Derecha: Funcién de varianza de la

concentracién de PMs 5.
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Figura 3.8: Curva de covarianzas (izquierda). Curva de Correlaciones (derecha).

Estacion  Variabilidad Covarianza Correlacion

Base Aérea 134.91
Compartir 76.24

72.31 0.95

Tabla 3.3: Medidas propuestas para datos funcionales.
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3.5. Conclusiones

Hasta el momento, al respecto de las medidas escalares de varianza, covarianza y

correlacion para datos funcionales, se puede concluir que:

= Mantienen coherencia con los conceptos de dispersién y asociacion, lo que resulta

en una ventaja interpretativa.

» La varianza propuesta permite comparar la variabilidad de dos grupos de datos
funcionales, de tal manera que sea facil de calcular e interpretar en términos de la

cantidad.

= Permiten conocer qué tan fuerte es la variabilidad conjunta de dos conjuntos de

datos funcionales, con facilidad interpretativa y operativa.

» La varianza aqui definida, aplicada a un conjunto de estimaciones, permite evaluar

la consistencia y la eficiencia de un estimador funcional con respecto a otros.

Para utilizar las medidas propuestas, es necesario que los datos funcionales puedan
representarse mediante una base funcional, lo que limita su uso uUnicamente a datos
funcionales que tengan esta caracteristica. Ademads, todos los datos funcionales deben

representarse con la misma base y el mismo nimero de funciones.

48



Capitulo

Comparacion en datos funcionales pareados

4.1. Introduccion y objetivos

Dadas dos funciones de valor real y continuas f y g del mismo espacio funcional sobre
el mismo dominio ¥, la comparacion directa entre estas dos funciones es un problema
matematico ya resuelto; pues debido a que las funciones no constituyen un conjunto
ordenado (bajo el orden usual), solo es posible determinar si el par de funciones en cuestién
son iguales o no por medio de sus imdgenes, es decir, f = g & f(x) = g(z)Vzr € %.
No obstante, la comparacion estocastica de datos funcionales hace referencia no a una
comparacion matematica directa entre las curvas o sus imagenes, sino que se ocupa de la
comparacion de caracteristicas de uno o varios conjuntos de curvas, teniendo en cuenta
la variabilidad inherente de los procesos que las generan, tanto a nivel individual como
en conjunto. En el caso de datos escalares, uno de los métodos mas utilizados para la
comparacion estocastica es el contraste de hipdtesis, que permite, a partir de la informacion
obtenida de un determinado fenémeno, la confrontaciéon de una coleccién de dos o mas
suposiciones establecidas sobre una o mas caracteristicas de un conjunto de parametros o
sobre varios conjuntos de datos. En el contexto de los datos funcionales, el contraste de
hipétesis posee la misma motivacion que en el caso escalar. Debido a ello, una hipotesis
inicial Hy es contrastada con otra hipdtesis, generalmente complementaria, sobre el mismo

pardmetro denominada hipdtesis alternativa y denotada como H; Kenny & Keeping
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(1951). Los contrastes de hipdtesis son el fundamento de la comparacién estocastica,
por esta razon, han sido ampliamente estudiados en la literatura dentro de diferentes
metodologias como por ejemplo en el andlisis funcional de la varianza (FANOVA) en los
trabajos de Ramsay & Silverman (2005), Cuevas & Fraiman (2004), Cuesta-Albertos &
Febrero-Bande (2010), Acal & Aguilera (2023), o en bondad de ajuste como en el trabajo
de Cuesta-Albertos et al. (2007, 2017), también para test de significacién en Fan & Lin
(1998) o en Shen & Faraway (2004) para una prueba F.

Dentro de los contrastes de hipdtesis, el contraste de igualdad de medias funcionales

o Y a, que puede ser planteado como

Hy: po = po

Hy: py #po, (4.1)

ha sido ampliamente estudiado en la literatura por lo que se puede encontrar diferentes
enfoques y metodologias. En Degras (2014), se utilizan bandas de confianza, en Cox &
Follen (2015) los autores centran su estudio en el caso en donde la dimensién del espacio
al que pertenecen los datos funcionales es mucho mayor que el tamano de la muestra.
En Horvath et al. (2013) abordan el problema desde los componentes principales. En
Zhang & Chen (2007) los autores muestran algunos procedimientos para probar que, bajo
normalidad, la funcién media es igual en dos grupos de curvas utilizando una prueba—t
punto a punto y posteriormente realizan una comparacién basada en la norma de Ls. En
Jiang et al. (2019) se aborda el problema de comparacién de dos muestras de observaciones
funcionales desde un punto de vista no paramétrico y se trabaja bajo el supuesto de
independencia entre los grupos de curvas a comparar pero permitiendo un error funcional,
utilizando funciones caracteristicas empiricas. En Pomann et al. (2016), siguiendo la
misma linea de Horvath & Rice (2015), los autores se centran en el problema de probar que
dos grupos de datos funcionales poseen la misma distribuciéon asumiendo la independencia
entre muestras y considerando cada muestra proveniente de una marginal de un proceso
de mixtura entre ambos procesos; entre otros. En todos los casos mencionados hasta el
momento, se asume de una u otra manera la independencia entre las observaciones. No

obstante, dentro de la investigacién aplicada es posible encontrar disenos en donde una
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misma caracteristica es medida de manera repetida en dos ocasiones, dando lugar a lo que
se conoce como un diseno pareado, caracterizado principalmente porque las observaciones
se encuentran emparejadas. Asi, tanto en el caso escalar como en el funcional, esta paridad
entre las mediciones puede generar cierto grado de dependencia entre las observaciones
funcionales. Esto produce que el supuesto de independencia no pueda ser asumido a
priori, afectando significativamente los resultados en un contraste de hipdtesis. En ese
sentido, ya que en el trabajo de Cuevas & Fraiman (2004) sobre proyecciones aleatorias,
los autores demuestran que el problema de probar diferencia de medias funcionales puede
ser equivalente a probar diferencias de medias funcionales sobre proyecciones aleatoria
en un espacio de dimension menor, en el trabajo de Melendez et al. (2021) se valen de
este hecho para extender la prueba de comparacion de Wilcoxon al contexto funcional.
Los autores reducen los datos funcionales, considerados como observaciones de variables

aleatorias funcionales, a valores proyectados sobre un espacio de dimensién uno, por medio

de
p= [ W
T
donde W (t) un movimiento browniano. Dado que estos valores proyectados son, valores
escalares, el problema se reduce a un caso de comparacién univariante. Asi, ordenando

el valor absoluto de estos nuevos datos escalares, se conduce un test de wilcoxon escalar

clasico.

En este capitulo, se aporta una propuesta para la comparaciéon de medias de datos
funcionales pareados. El contraste provee un criterio de decisién general para saber si
existen o no diferencias significativas entre las medias de las mediciones funcionales
pareadas. La metodologia aqui expuesta, asi como el ejemplo de aplicacion, se encuentran

publicados en Urbano-Leon & Escabias (2022).

4.2. Metodologia

Dadas 2 e % dos variables aleatorias funcionales con valores sobre el mismo

subespacio H. El interés se centra en presentar una propuesta de contraste de hipdtesis
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de igualdad de medias pareadas, partiendo de las hipdtesis descritas como

Hy: poy = po (4.2)

Hy: py = py,

en un contexto en donde a partir de 2" e % se obtiene el conjunto de observaciones por
parejas {(X;, Vi)}i_,, ¥y que estd constituido por las observaciones {X;}._, v {Vi}, de
2"y ¥ respectivamente.

En este caso, se plantea que la i—ésima pareja de observaciones (X, );) podria poseer
cierta similaridad en los recorridos de las observaciones de sus componentes, causada
por el fenémeno de paridad subyacente. Esta similaridad, podria entorpecer el proceso
de juzgar, por medio de los conjuntos de observaciones funcionales, si existe diferencias
significativas entre las medias de ambas variables. Con eso en mente, la hip6tesis Hy puede

ser reformulada en términos de la variable aleatoria ¥ = 2" — % como

Hy:py —poy =04 — Hy:jpg =0y (4.3)
Hy:pg —py # 0y — Ho:pg # Oy,
donde 0y es la funcién nula en el subespacio H, siendo el objetivo ahora, contrastar la
similitud de la funciéon pg con la funcién nula en H. Para ello, dado que ugy € H, si la

hipdtesis nula se asume verdadera, es posible plantear un contraste alternativo a partir de

la integral como

Hy: [spg(t)dt =0 (4.4)
Ahora bien, para el contraste de hipétesis de la Ecuacién (4.4), se presenta el estadistico
de prueba basado en la media de la integral de las diferencias (MID) de la Ecuacién (4.5),

definido a partir de dos conjuntos de observaciones funcionales de naturaleza pareada

{X Y, vy {Vi},, de las respectivas variables aleatorias funcionales 2" y #'.
MID =n"")" / D;(t)dt, (4.5)
i=1 /%
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donde D; = X; — ); es la diferencia de las i—ésimas observaciones de 2" e %, para cada
1=1,2,...,n.

Note que el estadistico propuesto MID, sigue una distribucién normal de media cero
y varianza o2, lo cual estd garantizado por el teorema central del limite. Por lo tanto, el

contraste puede ser realizado a partir de una estandarizacion como

S.MID = M, (4.6)

g

donde, o puede ser obtenido desde la expresion

-7 (4.7)

siendo SZ la varianza muestral obtenida desde las observaciones { J= Di(t)dt}?zl. Asi, un

valor-p escalar puede ser obtenido como 2P(Z > |S.MID]), donde Z es una variable

aleatoria real, tal que Z ~ N(0,1).

4.3. Resultados

Durante la emergencia mundial por COVID-19, el gobierno de Colombia tomé la tasa
de positividad como una variable clave para la toma de decisiones tempranas relacionadas
con el manejo de la enfermedad. En este ejemplo, se toma la tasa de positividad diaria,
definida como el porcentaje diario de personas diagnosticadas positivas para COVID-19
en torno al nimero total de personas examinadas. Segin Dallal et al. (2021) y Fu et al.
(2021), la tasa de positividad ayuda a determinar la presencia de olas de contagio, por
lo que se asume que los casos confirmados de coronavirus en Colombia en un ano sirven
para identificar los momentos més criticos de un cambio de tendencia en ese periodo.
Dado que la informacién discriminada por departamentos en Colombia solo se informo
a partir de julio de 2020, tenemos informacion utilizable a partir del 19 de julio de 2020;
podemos observar varias olas de contagio, pero centramos nuestra atencién en dos de ellas,

representadas en la Figura 4.1.

En el ano 2021, Colombia fue testigo de fuertes protestas. La gente salié a las calles

debido a multiples factores sociales, lo que impidié el comportamiento de aislamiento y
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otras medidas de precaucién contra el COVID-19. Este hecho puede haber prolongado la
duracion de la ola de contagios, asi como su magnitud, ya que las protestas comenzaron

el 28 de abril de 2021 y duraron méas de dos meses Restrepo (2022).

Debido a esto, consideramos dos estudios de caso. En el primer caso, asumimos que
las dos olas de contagio tienen la misma duracién. Sin embargo, en el segundo caso,
consideramos que ambas olas tienen una duracién diferente. El propdsito de este estudio
es determinar si existen diferencias significativas entre la primera y la segunda ola en
cada estudio de caso por separado. Dado que los datos son continuos y ademas estan
emparejados, utilizamos la metodologia de FDA con una prueba ¢ funcional puntual,
seguida de una propuesta de prueba de hipétesis basada en la integral de la diferencia en

las curvas de tasa de positividad, para probar la igualdad de medias funcionales.

Confirmed Cases in Colombia

15,000 25,000 35,000
| | |

Confirmed Cases

5000
|

Date from 19/07/2020 to 20/07/2021

Figura 4.1: Dos olas de contagio por COVID-19 entre las fechas 19 de julio de 2021 y 20
de julio de 2022.

4.3.1. Acerca de los datos de COVID-19 en Colombia

En Colombia, los datos oficiales sobre COVID-19 son reportados por el instituto
nacional de salud del ministerio de salud. No obstante, Colombia es un pais dividido
en 32 regiones llamadas departamentos y un distrito especial, que corresponde a la
capital del pais (Bogotd D.C.). Cada una de estas regiones reporta los casos positivos
y demas variables de interés por separado al ministerio de salud, sin contar con un

sistema adecuado para ello. Este inconveniente generd grandes problemas en el cruce
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de informacién, provocando muchos casos de informacién incompleta. Por esta razén, en
este estudio solo se considera los departamentes con informaciéon completa desde el 20
julio de 2020, al 20 julio de 2021, resultando en 23 departamentos y Bogota D.C., para un
total de 24 regiones. Estas son: Antioquia, Atldntico, Bolivar, Boyaca, Céldas, Casanare,
Cauca, Cesar, Cordoba, Cundinamarca, Guajira, Huila, Magdalena, Meta, Narino, Norte
de Santander, Putumayo, Quindio, Risaralda, Santander, Sucre, Tolima, Valle del Cauca,

y Bogota D.C.
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e Confirmed Cases
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Date from 19/07/2020 to 20/07/2021

Figura 4.2: Caso 1: Dos olas de contagio por COVID-19 en Colombia sin paro nacional. Las
lineas rojas punteadas marcan el inicio y el final de la primera ola de contagio, ocurrida
entre el 20 y noviembre de 2020 y el 18 de febrero de 2021. Las lineas azules discontinuas
marcan el inicio y el final de la segunda ola de contagio, ocurrida entre el 19 de febrero

de 2021 y 20 de mayo de 2021.

Se sospecha que el paro nacional ocurrido en Colombia el 28 de abril de 2021, y que
duré al menos dos meses Restrepo (2022), provoco que las personas no tomaran medidas
de proteccién personal contra el COVID-19 y que esto alargd la duracién de la ola de
contagio por COVID-19 en Colombia. Por esta razén, se consideran dos escenarios de
estudio. El primero, denominado Caso 1, asume las mediciones para la primera ola de
contagio desde el 20 de noviembre de 2020, hasta el 18 de febrero de 2021; y una segunda
ola de contagios del 19 de febrero de 2021 al 20 de mayo de 2021. Es decir, ambas olas de
contagio duran tres meses cada una, desconociendo el efecto del paro nacional. El segundo

escenario, denominado Caso 2, supone la primera ola de contagio del 20 de noviembre de
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2020 al 18 de febrero de 2021, y la segunda ola de contagio del 19 de febrero de 2021 al 20
julio de 2021. En otras palabras, en el segundo escenario , la primera ola dura tres meses

y la segunda ola dura 5 meses. Ver Figuras 4.2 y 4.3.

Case 2
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Figura 4.3: Caso 2: Dos olas de contagio por COVID-19 en Colombia con paro nacional.
Las lineas rojas punteadas marcan el inicio y el final de la primera ola de contagio, que
ocurrié entre el 20 de noviembre de 2020 y el 18 de febrero de 2021. Las lineas azules
discontinuas marcan el inicio y el final de la segunda ola de contagio, que ocurrié entre 19

de febrero de 2021 y 20 de julio de 2021.

Es importante notar que, para cada caso, los datos de la primera y segunda ola de
contagio poseen un comportamiento pareado. Para cada departamento, la primera ola es

seguida por la segunda, es decir, un contexto de mediones funcionales antes y despues.

4.3.2. Datos funcionales construidos

La Figura 4.4 muestra los datos funcionales de la tasa de positividad COVID-19 en
colombia en el Caso 1. Estos datos fueron construidos utilizando la base truncada CONS
®; descrita en la Ecuacién 2.8. Aqui, en las esquinas superior izquierda y derecha, se
muestran los datos funcionales de las tasas de positividad en la primera y segunda ola
respectivamente. En la esquina inferior izquierda, se muestran las medias funcionales,
que son el objeto de comparacion. En la esquina inferior derecha, se muestran las curvas

diferencias.
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De manera similar, los datos funcionales de la tasa de positividad de COVID-19 en
Colombia en el caso 2 se muestran en la Figura 4.5. En los paneles superiores izquierdo
y derecho se muestran los datos funcionales de la tasa de positividad para la primera y
segunda oleada. Es posible apreciar una cierta diferencia en la tendencia de positividad
entre las dos olas. Esto también se puede ver en las medias funcionales de ambas olas de
contagio por COVID-19 que se muestran en el panel inferior izquierdo de ambas olas de
contagio por COVID-19, que son el objetivo de comparacién en el caso 2. Ademads, una
tendencia diferente se observa entre las curvas de las diferencias en la tasa de positividad

con respecto a las curvas diferencia del caso 1.

Functional Positivity in the First Wave Functional Positivity in the Second Wave
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100
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Positivity

Indexed Time Indexed Time

Functional Means of Positivity in Colombia Functional Difference of Positivity
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Figura 4.4: Datos de positividad funcional para COVID-19 en Colombia para el Caso 1:
Positividad funcional en la primera ola (arriba izquierda); positividad funcional en la
segunda ola (arriba a la derecha); medias funcionales de positividad en la primera ola en
linea continua y la segunda ola en linea discontinua (abajo izquierda); curvas de diferencia

de positividad (abajo a la derecha).
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Figura 4.5: Datos de positividad funcional para COVID-19 en Colombia para el Caso 2:
Positividad funcional en la primera ola (arriba izquierda); positividad funcional en la
segunda ola (arriba a la derecha); medias funcionales de positividad en la primera ola en
linea continua y la segunda ola en linea discontinua (abajo izquierda); curvas de diferencia

de positividad (abajo a la derecha).

4.3.3. Contraste punto a punto

Como se indicé anteriormente, la prueba—t puntual supone que, para cada valor del
argumento de los datos funcionales en el dominio, se puede realizar una prueba—t escalar
con las imagenes de las funciones evaluadas en dicho punto. Es decir, una prueba—t para
los dos grupos de valores escalares {X;(¢)}., y {Ji(t)}}_,, resulta de evaluar las funciones
X; e V; en el mismo punto fijo t, para i = 1,2,...,n. En este caso, el contraste se define

CcOo1mo
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Hy: po(t) — pa(t) =0 (4.8)

Hi: pg(t)—pa(l) #0, V€T,

Siendo p1g-(t) y ua (t) pardmetros escalares dependientes de cada valor ¢ fijo. Este contraste

se realiza mediante el estadistico o o
X(t) = V()
sd/\/n

donde sd es la desviacién estdndar de los valores escalares {X;(t) — Vi(t)};_,. De esta

(4.9)

manera, se toman 1000 valores dentro del intervalo [0, 1] y se realiza el contraste en cada
uno de ellos, obteniendo entonces 1000 valores—p, los cuales se muestran en la Figura 4.6

(panel izquierdo para el Caso 1 y panel derecho para el Caso 2).

Pointwise t-Test p—Value in Case 1 Pointwise t-Test p-Value in Case 2

T T T T T T T T
00 0.2 0.4 06 08 10 0.0 02 0.4 06 08 10

Indexed time Indexed time

Figura 4.6: Resultados para el caso 1 (izquierda) y el caso 2 (derecha). En ambos casos, en
linea continua los valores—p obtenidos para t en [0, 1] y en linea discontinua la referencia

a 0.05.

Note que, hasta el momento, no es posible determinar si existen diferencias
significativas entre las dos olas de contagio de COVID-19 a través de las curvas de

positividad, de manera global.

4.3.4. Aplicacion de la propuesta de contraste para muestras pareadas

Bajo la metodologia expuesta anteriormente, se simulan dos grupos de curvas de
tamano 24 por pares bajo la hipdétesis nula de que las medias funcionales son iguales,

y se calcula el estadistico de prueba MID en la muestra. Este proceso se repitio 4000
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veces por separado para cada caso de estudio, con lo que se obtuvieron 4000 valores del
estadistico MID. Luego de realizar el proceso de simulacién para obtener la distribucion
nula empirica, se calcula el valor del estadistico de prueba en los datos funcionales reales
de la tasa de positividad para COVID-19 en Colombia en ambos casos de estudio.
Utilizando la distribuciéon empirica hallada bajo simulacién, se establecen los valores
criticos correspondientes a una significancia de 0.05 por medio de la frecuencia. Los
histogramas de los valores encontrados, junto con el valor del estadistico y los respectivos
valores criticos, se muestran en la Figura 4.7: en el panel izquierdo para el caso 1 y en el

panel derecho para el caso 2.

En la Tabla 4.1, se muestran los valores—p obtenidos en la prueba de Shapiro-Wilk
realizada sobre los 24 datos de las integrales de la diferencia de los datos funcionales
pareados en los dos casos de estudio. Ademads, se muestra el valor—p del estadistico de
prueba usando la distribucién tedrica del estadistico. También, se muestran los valores del
estadistico de prueba en cada caso y sus respectivos valores—p encontrados bajo simulacion

y los valores criticos de la distribucién nula encontrados bajo simulacion.

Histogram of Test Statistic Under HO Assumption Histogram of Test Statistic Under HO Assumption

Critical Points : Critical Points

'
3.14 ' : : 272
'

| |
Test Statistic -2.77  © | Test Statistic -4.8
! \

P-Value = 0.0875 P-Value = 0.0015

Figura 4.7: Histograma de los 4000 valores MID obtenidos bajo simulacién y el estadistico
de contraste MID obtenido a partir de los datos funcionales de positividad real en linea
discontinua y los valores criticos en lineas punteadas para el Caso 1 (panel izquierdo) y el

caso 2 (panel derecho).
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Caso MID Valor—p bajo simulacion Valor—p tedrico Valor-—p Shapiro Wilk

Case 1 —2.77 0.0875 0.08906 0.6029165
Case 2 —4.8 0.0015 0.00001 0.7006806

Tabla 4.1: Resumen de los resultados en ambos casos.

Note que ahora, con el uso de los valores—p escalares encontrados con nuestra
propuesta, es posible decidir sobre la existencia de diferencias significativas entre ambas
olas de contagio de COVID-19 de manera global. Asi, para el Caso 2, se puede decir
que existen diferencias significativas entre las dos olas de contagio, ya que el valor—p en
este caso es 0,00001, bajo la distribucién nula tedrica, y 0,0015 bajo la distribucién nula
simulada. Por tanto, se rechaza la hipdtesis de que las medias funcionales de la tasa de

positividad son las mismas en ambas olas de contagio por COVID-19.

A su vez, para el primer caso, dado que los valores—p son 0,08906 bajo la distribucién
nula tedrica y 0,0875 bajo la distribucién nula simulada, la hipotesis de que las medias
funcionales de la tasa de positividad son las mismas en ambas ondas de contagio por
COVID-19 no se rechaza, aunque por un margen muy pequeno respecto al valor de

referencia de 0,05 de significancia.

4.4. Conclusiones

Es importante senalar que, como muestra la Figura 4.6, el contraste punto a punto
para datos funcionales permite evaluar las secciones del dominio de las funciones donde
existen diferencias significativas. En cuanto a los casos de estudio, se podrian identificar
las fechas entre las que existe una mayor diferencia entre las dos olas de contagio. Sin
embargo, dicha prueba es insuficiente para determinar si las dos oleadas de contagio son

significativamente diferentes en cada estudio de caso.

Por otro lado, con el uso de la propuesta presentada para datos pareados, es posible
tomar una decisién global basada en el valor—p escalar. La aplicacion de este contraste

permite visualizar (como se puede ver en la Figura 4.7 (panel izquierdo)) que, para el
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Caso 1, cuando se toma una significancia de 0.05, el estadistico de contraste no rechaza la
hipétesis de igualdad de medias; es decir, con una significancia de 0,05, no hay evidencia
de que existan diferencias significativas entre las dos ondas de contagio, aunque el valor—p
de 0,082 es relativamente cercano. Asi, si la significancia se toma en 0,1, la decision seria
rechazar la hipotesis nula, aunque nuevamente, con un margen muy estrecho. Con respecto
al Caso 2, como se muestra en la Figura 4.7(panel derecho), el valor—p encontrado es
0.0015, por lo que es posible decir que hay evidencia suficiente de que las dos olas de

contagio son significativamente diferente.

Por lo anterior, aunque el valor—p en el caso 1 deja algunas dudas, es importante
resaltar la diferencia entre los valores p en ambos casos desde un punto de vista mas amplio,
lo que parece apoyar la idea de que los dos estudios de caso son notablemente diferentes,
y que el paro nacional en Colombia no debe ser ignorado al analizar el comportamiento
epidemioldgico, ya que los estudios de caso sugieren un posible cambio en la inclusién de

datos positivos por incumplimiento de las medidas de cuidado durante el paro nacional.
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Capitulo

Modelo de regresion logistica tuncional de

medidas repetidas

5.1. Introduccion y objetivos

Dentro de la investigacién cientifica, modelar la relacion de dependencia entre
diferentes caracteristicas asociadas a la observacion de un cierto fenémeno resulta crucial.
Este problema es usualmente tratado bajo el concepto de analisis de regresion, una técnica

estadistica nacida del problema de regresién que puede ser expresado mediante el modelo
Y = p(X),

donde Y representa una variable denominada variable dependiente, variable respuesta
o simplemente variable; X representa un conjunto de variables llamadas variables
explicativas, covariables o variables independientes, cuyo efecto sobre las observaciones
de Y es denotado por u(). En este modelo de regresion, las variables relacionadas pueden
ser de naturaleza continua o discreta. Con el surgimiento del FDA, resulta necesaria
la inclusion de variables aleatorias funcionales al problema de regresion, dando origen
a variantes exclusivas del FDA, por ejemplo, el modelo funcional-funcional que resulta
cuando la variable respuesta y las variables explicativas son de naturaleza funcional,
mientras que si se tiene es un modelo con variable respuesta escalar y covariables

funcionales, se dice que se tiene un modelo de regresion escalar-funcional. Todas estas
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formas del modelo de regresién funcional han sido tratadas desde diferentes enfoques,
uno de ellos, conocido como enfoque paramétrico, parte de suponer que la relacién pu()
tiene una forma establecida que puede ser caracterizada por medio de un conjunto de
parametros desconocidos. Estos parametros, que pueden ser funcionales o no segun el
modelo, proveen informacién del efecto de X sobre Y, por lo que se convierten entonces

en el objetivo principal de la estimacion.

En el campo de los modelos de regresion escalar-funcional, el modelo de regresiéon
logistica funcional es un caso muy particular y resulta esencial en fenémenos en donde
es necesario modelar una respuesta categorizada en dos niveles, referidos usualmente
como éxito/fracaso, a partir de observaciones de una covariable funcional. Este tipo
de problema puede abordarse desde diferentes enfoques; sin embargo, este trabajo se
enmarca dentro del enfoque paramétrico por lo que se asume la existencia de una funcion
pardmetro (o pardmetro funcional) cuya interpretacién proporciona una explicacién de
como los cambios a lo largo del dominio de las variables explicativas funcionales, generan
cambios en el cociente de ventajas del éxito frente al fracaso (ver por ejemplo Escabias
et al. (2013) para un caso de picos de los niveles de polen de olivo). Por esta razén, el
objetivo principal en el enfoque paramétrico del modelo logistico funcional es obtener
una estimacion lo méas precisa posible de la funcién parametro. Dicha estimacién puede
ser obtenida aprovechando la estructura algebraica del espacio funcional del cual las
observaciones se asume que son elementos, permitiendo asi el uso de la expansién basica
de los objetos funcionales para reducir el problema de estimacién a un caso de estimacion
multivariante. El método mas habitual para el problema de regresion logistica funcional
es el método de maxima verosimilitud (ML) (ver Escabias et al. (2004)). El uso de
la expansién basica de los elementos funcionales ha sido tratado en diversos trabajos
como Aguilera et al. (2010), Escabias et al. (2004), Acal & Aguilera (2023), Urbano-Leon
et al. (2023) entre otros. No obstante, su uso en el contexto de regresién puede generar
un problema conocido como multicolinealidad, es decir, correlaciéon entre las variables
explicativas del modelo, lo que lleva a grandes errores estandar y otros problemas en la
estimacién de los parametros Fomby et al. (1984). Este inconveniente ha sido abordado

por Escabias et al. (2004) y Escabias et al. (2022) con la introduccién de la regresion
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logistica en componentes principales funcionales (FPCLR), aprovechando la estructura
incorrelada de estas componentes garantizada tedricamente. El uso de las componentes
principales funcionales, ha mostrado hasta ahora ser eficiente para tratar el problema de la
multicolinealidad que subyace de la expansion basica, ofreciendo asi buenas estimaciones

de la funcién parametro haciendo uso de ML.

Dentro de la investigacion cientifica, puede resultar el caso en que una misma unidad
experimental, sujeto o individuo, es medido en diferentes ocasiones dando lugar a un diseno
de medidas repetidas. Esta estructura de repeticion no permite asumir independencia en
las observaciones, pues como aseguran Crowder & Hand (1990) y Davis (2002) para el
caso escalar, el fenomeno de repeticién puede generar una estructura de correlacion en la
matriz de diseno del modelo. Debido a esto, la estimacion por ML, incluso en el modelo

en componentes principales, puede no resultar adecuado.

Las medidas repetidas en el contexto funcional no son nuevas, han sido estudiadas
como “andlisis de medidas repetidas funcionales” que incluye diversas metodologias
concebidas para el tratamiento de este tipo de disenos. Por ejemplo, en los trabajos de
Martinez-Camblor & Corral (2011) y Smaga (2020) se discute el tema en el contexto de
comparacion de medias funcionales, siguiendo un enfoque principalmente no paramétrico,
mientras que en Acal & Aguilera (2023) se trata el caso del andlisis de varianza de medidas

repetidas desde la metodologia de expansién basica.

En el contexto de regresion, en el caso escalar, los disenos de medidas repetidas han sido
usualmente abordados con la inclusién de efectos aleatorios en los modelos, como puede
verse en Lindstrom & Bates (1990), Davis (2002), Hedeker & Gibbons (2006), lo que
deriva en un tipo de modelos més generales que han sido denominados como modelos de
efectos mixtos. Estos consideran que parte de la variabilidad del modelo justamente de la
estructura de correlacion causada por mediciones repetidas, planteando el uso de métodos
alternativos de estimacién como el método de méxima verosimilitud restringida (REML).
En el caso funcional, los modelos de regresion de efectos mixtos han sido explorados para
el caso de regresion funcional-funcional en trabajos como los de Guo (2002), Liu & Guo
(2012) quienes los plantean de manera general; en el trabajo de Antoniadisa & Sapatinas

(2007) quienes tratan el tema de la inferencia en estos mismos modelos explorando el uso
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de wavelets y técnicas no paramétricas; también en Chen & Wang (2011) donde exploran
el caso sobre los splines penalizados o en Scheipl et al. (2015), donde se enfocan de manera
general en los modelos aditivos funcionales de efectos mixtos. En cambio, en el trabajo de
Ma et al. (2019) se aborda el caso de los modelos mixtos en la regresién escalar-funcional,
motivados por el estudio sobre datos funcionales provenientes de resonancia magnética. En
todos los casos, se considera que el efecto aleatorio es también un objeto funcional. Hasta
donde se sabe, el caso concreto de las medidas repetidas para el modelo de regresion
logistica funcional no ha sido considerado en la literatura, y mucho menos el efecto
de la multicolinealidad en la estimacién del modelo. Debido a esto, en este capitulo se
propone una metodologia para tratar el caso de medidas repetidas en el modelo logistico
funcional, considerando la inclusion de un efecto aleatorio y el uso de las componentes
principales funcionales como herramientas combinadas para tratar los inconvenientes en la
estimacion de la funcién parametro. Los principales resultados mostrados en este capitulo

se encuentran publicados en Urbano-Leon et al. (2024)

5.2. Generalidades sobre el modelo logistico escalar y

funcional

5.2.1. El modelo logistico escalar

La regresion logistica es una metodologia que pretende modelar una variable respuesta
binaria Y, en términos de una o mas variables explicativas no aleatorias X;, Xo, ..., X,. La
variable respuesta binaria Y suele estar asociada con el éxito o fracaso de un experimento

aleatorio

1 si w es un éxito

0 si w esun fracaso.
por lo que la distribucién subyacente para modelizar esta variable es la distribucion
Bernoulli Be(w). Este modelo resulta valioso en investigacién debido a sus muchas

aplicaciones en diferentes contextos.

Para la formulacion del modelo de regresion logistica, considérese una muestra de
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n individuos y sea x; = (1, %2, ..., %) €l vector de observaciones de las variables
explicativas para un cierto individuo i, y sea y1, s, . . ., Yy, las observaciones de la variable
respuesta binaria, entonces las observaciones de la respuesta se expresan en términos de

las observaciones de las variables explicativas como
yi:Wi+€i,i:1,2,...,7’L, (52)

donde la probabilidad de éxito de la respuesta m;(z;) = P(Y = 1|z;) se expresa como

__exp{fo + =B} _
Wi(xi>_1—|—exp{ﬁ0—|—x;ﬁ}7Z_1’2’”.7n7 (53)

Boy B = (Bi1,B2,...,5,) son los pardmetros a estimar, y €, €a,. .., €, son los términos
de error del modelo. De manera equivalente, la probabilidad de éxito puede ser expresada

como

| .
WZ('%.%) = 1+eXp{—ﬁo —S(Z;ﬁ} = f(ﬂo—i_sz)? 1=1,2,...,n, (54)

donde f es la funcién logistica definida como

1

- Trewh (5.5)

f(t)

Esta funcion esta definida en R, pero se encuentra acotada por 0y 1 por lo que es adecuada

para modelizar probabilidades. La grafica 5.1 muestra la forma de la funcién logistica.

1.0

0.8
|

f(t)

0.4

0.2
|

-4 -2 0 2 4

Figura 5.1: Funcién logistica f(t)
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Note que, debido a la naturaleza distribucional de la variable respuesta, cada y;|z; ~

Be(m;(x;)), que tiene por esperanza y varianza
E[yilz:] = mi(z), Var [yl = mi(z:) (1= (i) (5.6)

indica que es imposible la utilizacién del modelo lineal clasico para variables de este tipo.

En este punto, cobra relevancia el concepto de “ventaja” (Odds), la cual es una medida
que evalta la ventaja que posee la probabilidad de ocurrencia de un evento con respecto
a su no ocurrencia. En términos de la variable Y, es facil ver que para la observacion
1—ésima el odds estd dado por

P(y; = 1]z;) _ P(y; = 1]z;) o ()

O(xz> = P(yi _ Om) 1= p(yi = 1|;p2) 1 — m(xl)

= exp{ By + [} (5.7)

de donde se puede obtener la linealizacion

i (20 <4 o8

El término izquierdo en la Ecuacion 5.8 es llamada funcién logit, una funcién de enlace
muy conocida en la formulacion del modelo logistico desde el punto de vista de los modelos
lineales generalizados (GLM) (ver por ejemplo Dobson & Barnett (2008), Agresti (2015),
Lindsey (2014)), definida por

— S

logit(s) = In (1 i ) . Vsel0,1]. (5.9)

Asi, denotanto por [; a la funcién logit evaluada en m; se tiene el modelo logistico
logit(m;) = l; = x; 5. (5.10)

Esta expresién corresponde a la formulacion clasica dentro de los modelos lineales
generalizados, y permite una interpretacion lineal de los pardmetros contenidos en [,
a través de los cambios en una unidad de cada una de las covariables contenidas en z;.
Con esto, si la k—ésima covariable varia en una unidad, dejando todas las demas fijas, es

posible definir dos ventajas, una para x;, y otra para x;; + 1 como
O(zi) = exp{z} exp{xixfr} A O(ziy + 1) = exp{z} exp{(ziy + 1)5k}, (5.11)
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donde
p
Z = Z Iijﬁj.
J=0,j#k
Asi, se tiene que el cociente de las ventajas (conocido como odds ratio) estd dato por

Oz + 1) _ exp{z}exp{(xi + 1)5k}
O(,) exp{z} exp{r}

Esto permite obtener una interpretacion de la exponencial del parametro k—ésimo,

= exp{fi}- (5.12)

en términos del cociente de ventajas a partir de la variacion en una unidad de su

correspondiente covariable.

5.2.2. Estimacion en el modelo logistico

Dada la naturaleza del modelo logistico, el vector de parametros [ no puede ser
estimado como en un modelo lineal, pues como puede verse en Hosmer & Lemeshow
(2000) o en Agresti (2015), no se cumplen los supuestos para la correcta aplicacién de
minimos cuadrados por lo que la estimacién suele ser realizada por medio del método
de méxima verosimilitud (ML por sus siglas en inglés). Este método sugiere tomar
como estimador a los valores que maximizan la funcién de los parametros basada en la
verosimilitud, conocida como funcion de verosimilitud. En el caso particular del modelo de
regresion logistica, dada una muestra aleatoria {y; };—_, donde cada y; sigue una distribucién
de Bernoulli de pardmetro m;(x;) i.e. y;lz; ~ Be(m(x;)); se tiene que la funcién de

verosimilitud esta dada por
L(B)=]]= (1—m)" ™. (5.13)

En la expresion 5.13, y en lo que sigue, se denota m; = m;(x;) por simplicidad en la notacién,
siempre que no haya lugar a ambigiiedad. Por otra parte, debido a que la funcién logaritmo
es un una funcién mondtona creciente, el problema de maximizar la funcién en términos

de los pardametros de dicha probabilidad es equivalente a maximizar el logaritmo de la
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funcién de verosimilitud, conocida como log-verosimilitud y dada por

L(B) = Zyiln (1 —Tﬂl) +in(l—m) (5.14)

= > (i (Bo + 28)) — In (1 + exp { o + 26} (5.15)

i=1
De aqui, maximizar la funcién L£() corresponde al ejercicio cldsico de obtener las

raices de las ecuaciones dadas por las derivadas parciales

OLP) _ N o ep{ftaf Y
= iTij — ij T = iTij — i 0.16
aﬁj izlyffj ;le-f—exp{ﬁo—f'%ﬁ} ;yxg izll’jﬂ' ( )

El problema deriva en resolver las ecuaciones de tipo

Z%‘ (yi—m)=0,5=0,1,...,p, (5.17)
i=1
donde x;p = 1. Estas ecuaciones son no lineales, por lo que carecen de una solucion

analitica y se recurre a métodos iterativos para su aproximacion, siendo el método de

Newton Raphson uno de los mas populares Agresti (2015).

5.2.3. Modelo de regresion logistica funcional

Dentro del FDA, el modelo de regresién logistica funcional pertenece a la clase de
modelos de regresion escalar-funcional, que se caracterizan por tener respuesta escalar
y predictor funcional, que se encuentran ligados por medio del uso de alguna operacién
que extrae una caracteristica de las observaciones funcionales. En el caso particular de
una variable respuesta binaria Y como en la Ecuacién 5.1 la intension de modelado se
mantiene, aunque ahora desde un predictor funcional. Es decir, que para una muestra
aleatoria { Y;}._, se tiene un conjunto de observaciones funcionales no aleatorias {X;};", C
‘H asociadas a una variable aleatoria 2, un pardmetro escalar 3y y un parametro funcional

B € H, relacionadas mediante la respuesta esperada para la observaciéon i—ésima por

n=t (s+ [xoso), (5.19
T
donde f es la funcién logistica de la Ecuacion 5.5, y que queda especificado de manera

equivalente como
__ e+ [ X(0)B(H)dt]
" ldexp {Bo+ Jz X;(t)B(t)dt}
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Note que la respuesta esperada es realmente una esperanza condicional dada una
observacion de la covariable funcional. Es decir que ahora, y en lo que sigue, m; =
E[Y|2 = Xj|. Ademds, dado que 3 + [ X;(t)5(t)dt € R, m; € [0,1] por lo que puede
plantearse la ventaja como

P(Y =1) i

o)~ b= - T oo {n+ [xopoay. 620

lo cual, al igual que el modelo escalar, permite la linealizacién

In ( 1 fﬂ) — By + /T X(0)B()dt. (5.21)

Es decir
Logit(m) = o + [ Ai)5(0)d, (5.22)
T
lo que permite ver al modelo de regresion logistica funcional como un caso particular de

un modelo lineal generalizado funcional (por ejemplo ver James (2002)).

En este punto, vale la pena recordar que uno de los objetivos principales dentro del
enfoque paramétrico es la interpretacion del parametro; el cual, en el caso del modelo
logistico funcional es la funcién S. Dicha interpretacion, como puede verse en Escabias
et al. (2004), puede obtenerse mediante un cociente de ventajas bajo la consideracién de
que el predictor es funcional dentro de un dominio cerrado, por lo que es posible obtener
un cociente de ventajas relacionado con la variacién continua dentro de la observacion
funcional. Asi, de la Ecuacién 5.20 es facil ver que dada una variaciéon continua y acotada

A definida en T, se tiene que

Odds (X, + A) = Odds(X,) exp { / A(t)ﬁ(t)dt} | (5.23)
T
Por lo que el cociente de ventajas respecto a la variaciéon A esta dada por
Odds (X; + A)
Gy o = e {/SA(t)ﬁ(t)dt} | (5.24)

Es decir que es posible obtener una interpretacién de la exponencial de la funcion
parametro en términos del cociente de ventajas respecto a una variaciéon continua, la
cual permite ademas, una interpretacion en sub-intervalos de T restringiendo la integral a
estos. Debido a esto, resulta evidente que una correcta estimacién de la funcién parametro

es necesaria para llevar a cabo dichas interpretaciones.
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5.2.4. Estimacion en el modelo logistico funcional

Dada la naturaleza funcional del predictor X3, la Ecuacién de verosimilitud 5.17

conlleva inevitablemente a la solucién de
> Xi(t) (yi—m) =0, VteT, (5.25)
i=1

es decir, la solucién de 5.25 en cada uno de los infinitos puntos del dominio ¥, es por esto,
que los métodos escalares puntuales no resultan apropiados. Sin embargo, dado que las
observaciones de la variable funcional 2~ y la funcién parametro § estan definidas en el
mismo espacio H C Ly[T], donde H = Gen(P), siendo & = {gzﬁj}j’:l una base para H,
entonces existen los vectores de R?, B = (81, Ba,...,04) v 2i = (241, Tia, . .., Tiq) para

1 =1,2,...,n tales que
d d
B=Y Bi¢;=B¢ A X=> zy¢;=al¢;i=12..n, (5.26)
j=1 j=1

donde hemos denotado por ¢ = (¢1,s,...,04) € H? De este modo, el modelo de

regresion logistica de la Ecuacién 5.22 se puede reescribir como

I; = logit(m) :m(lfz’m) — Gt /I X,(1)B(1)dt (5.27)
Bo + (%, ) (5:28)

d d
== 50 + <Zmij¢j725j¢j> (529)
=1 =1
dJ ’ d
= 50 +inj <¢j>26j¢j> (530)
i=1 j=1

d d
= Bo+ D _wiBillgsI*+ D wiB (e o) . (5.31)
j=1

J=Lk#j
Es decir que para cada observacién i—ésima se tiene una combinacion lineal de valores
dados por los coeficientes basicos de X; y 3, junto con los productos internos de las
funciones de @, por lo que para todas las n observaciones, el modelo puede escribirse en

forma matricial como

L =15+ AUB, (5.32)
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donde L = (I3, 1o, . .. ,ln)' es el vector de transformaciones logit, 1 es un vector de unos en
R™ A es la matriz n x d de coeficientes basicos de las observaciones funcionales, B es el
vector de coeficientes basicos de la funcién 8 y ¥ es la matriz cuadrada d x d que contiene
los cuadrados de las normas de las funciones de ® en la diagonal y los productos internos

de estas en el resto de entradas. Es decir, que se puede obtener una estimacion
d
ﬁ = § ﬂj¢j7
j=1

\d
es decir, a partir de la estimacion de sus coeficientes bésicos <Bj> desde el modelo de
J=1

regresion logistica multivariante planteado en la Ecuaciéon 5.32.

Dado que se asume que las observaciones son independientes, la estimacion B puede
ser obtenida mediante maxima verosimilitud como en el caso escalar. Sin embargo, ya
que la matriz AV es obtenida a partir de los coeficientes basicos, no se puede garantizar
que las columnas de estos sean incorreladas por lo que se presenta un problema conocido
en el contexto de regresién multivariante como multicolinealidad (ver por ejemplo Fomby
et al. (1984)). Este problema genera multiples inconvenientes que derivan en grandes
errores estdndar en las estimaciones de los pardmetros (coeficientes basicos de la funcién
pardametro) del modelo. Estos errores estdndar provocan que la estimaciéon obtenida de
los parametros podria ser imprecisa, lo que perjudica la interpretacién de la funcion
parametro. Ahora bien, este inconveniente dentro del modelo logistico funcional ha
sido tratado en trabajos como el de Escabias et al. (2004), en donde se propone que
para lidiar con el problema de multicolinealidad debida a la reformulaciéon del modelo
logistico en términos de los coeficientes bésicos, el modelo puede replantearse a un
modelo en términos de las componentes principales funcionales muestrales. Asi, dadas
las componentes principales funcionales de las observaciones funcionales {X;};_; descritas

CO1mo.

donde las funciones .%,, € H, (w = 1,2,...,d) son las funciones propias provenientes de

la Ecuacién 2.22. Dado que los vectores &, y &; son incorrelados para todo w # j, y cada
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dato funcional X; se puede expresar como

p<d

Xi ~ T"" Zé@',wgzwa

w=1

entonces, el modelo logistico funcional en componentes principales esta dado por

i = Bo +[s (?(t) + ijfiwﬂw(t)> Bt)dti=1,2,...,n, (5.33)

que en su forma matricial es

L =1y + Ty, (5.34)

donde I es la matriz de componentes principales (§;.,), 70 = a+ f; X (t)B(t)dt y 7 el vector
de pardmetros con elementos 7, = f: fuw(t)B(t)dt. Esta formulacién evita el problema de
multicolinealidad a través de los componentes principales no correlacionados. Por lo que
es posible el uso de métodos clasicos, como la maxima verosimilitud, para obtener una
estimacion 4 del vector de parametros v y por medio de esta, una estimacién del vector
de parametros original B, que corresponde a los coeficientes del parametro funcional f3,
por medio de B = V4, con V' la matriz de coeficientes basicos de las funciones propias
F in ‘H. Esta forma de evitar la multicolinealidad en el modelo de regresion logistica por
medio de las componentes principales funcionales, ya ha sido tratado en Escabias et al.
(2004), en donde los autores proponen dos enfoques diferentes de anélisis de componentes

principales funcionales para este fin.

Una vez obtenida una estimacion de la funcién parametro [, resulta necesario
comprobar el desempeno del modelo. Para ello, en la regresién logistica funcional se puede
hacer uso de la tasa de clasificaciones correctas (CCR por sus siglas en inglés), la cual
indica el porcentaje de valores cuya prediccién coincide perfectamente con la observacion
original. La C'CR puede ser usada tanto en el modelo logistico escalar como en el funcional,
ya que depende de la respuesta que, como se sabe, es escalar en ambos casos. La CCR

estd definida como

1 )
COR =~ I(yi =), (5.35)
1=1

donde y; e 9; son la i—ésima observacion binaria y su correspondiente prediccion respectiva.

Por otro lado, es posible evaluar la precision de las estimaciones del parametro funcionales
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mediante el error cuadrético integrado (ISE por sus siglas en inglés), definido como

ISE = / (B(t) — B(t))%dt. (5.36)

5.3. Metodologia: Modelo de regresion logistica funcional

en medidas repetidas

Dentro de la investigaciéon cientifica, un disefio de medidas repetidas surge cuando
una misma unidad experimental, es medida repetidamente bajo iguales o diferentes
condiciones, lo que produce un conjunto de observaciones cuya independencia no puede
ser asumida a priori (ver Davis (2002)). Existen diferentes disenos de medidas repetidas,
por ejemplo, cuando una tnica unidad experimental es medida repetidamente a lo largo
del tiempo, que usualmente ha sido tratado en la literatura como una serie de tiempo o
un dato longitudinal. Por otro lado, existen otros disenos en donde un conjunto de sujetos
son medidos en un nimero determinado de instantes, hecho que suele ser tratado en el
contexto de regresion con la inclusion de efectos aleatorios y conocido como modelos de
efectos mixtos. También, un caso particular de un diseno de medidas repetidas es aquel
en donde un mismo conjunto de sujetos son medidos antes y después de un tratamiento,
en cuyo caso, el numero de repeticiones es dos y suele ser denominado un diseno pareado
o un diseno de muestras pareadas. En el contexto de los datos funcionales, los disenos de
medidas repetidas guardan concordancia con sus homologos en la estadistica clasica, solo
que ahora, cada medicion corresponde a un dato funcional. Asi, es posible tener disenos
de medidas repetidas en datos funcionales como series de tiempo funcionales, muestras
funcionales pareadas o conjuntos de medidas repetidas funcionales. Este tipo de disenos
se encuentran enmarcados, segiin Koner & Staicu (2023) y Wang et al. (2016), dentro de
los denominados datos funcionales de segunda generacién que se diferencian de los datos
funcionales tipicos (de primera generacién) en que no es posible asumir la independencia
de las observaciones y debe tenerse en cuenta la posible dependencia que el diseno de

medidas repetidas pueda generar.

En los términos de las secciones anteriores de este capitulo, suponga que un conjunto
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de N sujetos es medido sobre un mismo dominio continuo (mediciones funcionales)
repetidamente n; veces en cada sujeto, es decir, parat =1,2,..., N. En este caso, se tiene
un diseno de medidas repetidas funcionales en donde cada curva X, representa la s—ésima
repeticion funcional para el i—ésimo sujeto, obteniendo asi, el conjunto de observaciones
funcionales |J, { X}, C H, donde el cardinal del conjunto J~, {X;}", puede ser
hallado por la suma Zf\il n; = n, siendo n; el nimero condiciones experimentales bajo las
cuales el individuo fue medido, es decir, el niimero de repeticiones para cada individuo, y
n el total de observaciones funcionales. Note que en principio, el nimero de repeticiones

no es necesariamente igual para cada individuo como en un diseno pareado.

Nyn;

iZ1s—1) 188

Suponga ahora que se tiene un conjunto de respuestas dicotémica {y;s}
cuales se encuentran relacionadas con el conjunto de observaciones funcionales repetidas.
Cada una de estas observaciones binarias, puede ser categorizada como

1 si éxito
0 si fracaso.

En términos précticos, la Tabla 5.1 muestra el formato de los datos en un diseno de

medidas repetidas funcionales de respuesta binaria.

Al igual que en el modelo logistico multivariante y el modelo logistico funcional, para
el caso de medidas repetidas cada y;s tiene distribuciéon Bernoulli y;s|X;s ~ Be(m;s), con
pardmetro m;; = P(Y;s = 1|X}s) paracadai=1,2,... , Ny s=1,2,...,n;. Como se dijo
con anterioridad, el problema de medidas repetidas en el caso escalar puede ser tratado
por medio de la inclusion de un efecto aleatorio dentro del modelo. Segin indican Larsen
et al. (2000), el efecto aleatorio puede ser visto como una covariable no medida, como una
forma de modelar la heterogeneidad o como una forma de modelar datos correlacionados.
En el caso de las medidas repetidas, dicho efecto aleatorio es un valor no observado de una
variable aleatoria Normal centrada y de varianza constante U ~ N(0,0y) que pretende
capturar la variabilidad que se genera dentro de las observaciones repetidas de una misma
unidad experimental. Asi, el modelo logistico funcional para medidas repetidas en términos

de la s—ésima observacién del i—ésimo individuo puede plantearse como
Yis :7Ti3+6i57 7,: 1,2,...,N;S = 1,2,...,7),1', (538)
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donde
~exp{Bo + [r Xis(H)B()dt + zisui }
C 1+exp{By+ [r Xis(D)B)dE + zi5u; |

Al igual que en el modelo logistico clasico, el modelo se puede expresar de manera lineal

(5.39)

15

en términos de la transformacién logit como

lis =lIn |:1 Tis :| = BO +//st(t)6(t)dt+zwuz, 1= 1,2,. . .,N;S = 1,2, ey Ny (540)
— Tis T

siendo Sy + ff X;s(t)B(t)dt un efecto fijo (no aleatorio), u; un efecto aleatorio asociado
con el individuo i—ésimo (efecto aleatorio del sujeto i) y z;s una variable indicadora de la

repeticion.

Sujeto Repeticion Respuesta binaria Observacion funcional

1 1 Y11 X
1 2 Y12 Xll
1 sl y2n1 Xlnl
2 1 Y21 Aoy
2 2 Y22 X21
2 n2 y2’n,2 XQ”Q
N 1 YN1 X1
N 2 () X1
N ny yNTLN XN”N

Tabla 5.1: Esquema de datos en un diseno de medidas repetidas funcionales de respuesta

binaria
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5.3.1. Estimacion en el modelo logistico de medidas repetidas

Note que el modelo de la Ecuacion 5.40 corresponde a la formulacién clasica del modelo
logistico funcional de la Ecuacién 5.22 con la inclusién de un efecto aleatorio, que en este
caso es un valor escalar proveniente de una distribucién normal de media 0 y desviacion
oy, guardando concordancia con la naturaleza escalar de la respuesta en lugar de ser una
funcion de efecto aleatorio. No obstante, las componentes del efecto fijo § y &g siguen
siendo objetos funcionales, por lo que el objetivo es obtener una estimacion B de . Asi,

al suponer que los objetos funcionales pertenecen al subespacio H, existen los vectores
B = (81,82 ...,B4)" y Tis = (Tis1, Tisz, - - -, Tisa)' de R, tales que
d d
Xig =) migbj =0 A B=) Bigj=B¢ i=12.. Ns=12_ .. n; (541)
j=1 Jj=1

entonces, de la Ecuacién 5.40 se sigue que

d
/I-)(is(t)B(t)dt = ﬁ[;l’isy‘%(ﬂ]
d
= [Z%gﬁj”%“z

Por lo que el modelo logistico funcional para medidas repetidas puede ser expresado en

d
Zﬂjcbj(t)] t

+ LZ Tisj P <¢j:¢k>] : (5.42)

=1,k#j

forma matricial como

L =18+ AUB + ZU, (5.43)

donde 1 es un vector de unos, L es el vector de las n transformaciones logit /;5, A es la
matriz de coeficientes basicos de las curvas, ¥ es la matriz de productos internos de los
elementos de la base ®, B el vector de coeficientes basicos del pardmetro funcional 3, U
es el vector de efectos aleatorios y Z es la matriz de disenio asociada a la repeticion de los

d

valores de U. Asi, obteniendo una estimacion B= (B]) del vector B se puede proveer
j=1

una estimacion de la funciéon parametro beta como

d
b= Bids.
j=1

Es decir, el modelo de regresion logistica funcional para medidas repetidas permite su

tratamiento por medio de los coeficientes bésicos. No obstante, la estimacién a partir de
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aqui se ve afectada por el diseno de medidas repetidas, pues no es posible asumir que
las observaciones dentro de un mismo individuo sean independientes, por lo que tampoco
resulta apropiado asumir que la verosimilitud es el producto de las probabilidades de
las observaciones individuales como en 5.13, pues al hacerlo, la estimacion por maxima
verosimilitud podria ser imprecisa o sesgada. Pese a esto, se puede suponer que toda la
correlacion inherente a la repeticion de las mediciones dentro de un mismo individuo se
encuentra dentro del efecto aleatorio del mismo sujeto, es decir, las observaciones de un
mismo sujeto son condicionalmente independientes dado un valor de su efecto aleatorio,

siendo entonces dicho efecto una condicién del individuo como se muestra en la Tabla 5.2.

Sujeto Repeticion Respuesta binaria Observacion funcional Efecto Aleatorio

1 1 Y11 X Uy
1 2 Y12 X U1
1 ny Yan, Xlnl Uy
2 1 Yo1 Xoy Uz
2 2 Y22 Xy Usg
2 U] Yony X2n2 U2
N 1 Yn1 X1 un
N 2 YN2 X1 Un
N ny YNny XN”N un

Tabla 5.2: Esquema de datos en un diseno de medidas repetidas funcionales de respuesta

binaria con inclusién de un efecto aleatorio.

Este supuesto, conocido como hipétesis de la independencia condicional (ver Hedeker
& Gibbons (2006) para el caso escalar), permite suponer que la probabilidad de que la

variable aleatoria Y tome el valor 1 para la repeticién s—ésima del i—ésimo individuo
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esta condicionada al efecto del individuo mismo, por lo que

~exp{Bo+ [r Xis(H)B()dt + zisui }
C 1+exp{By+ [r Xis(OBE)dE + zi5u; |

p(Yis = 1|U = w;) = ms (5.44)

Siguiendo la linea de razonamiento de Hedeker & Gibbons (2006) para el caso escalar,
la probabilidad conjunta condicional de las mediciones repetidas de un mismo individuo

puede obtenerse por medio del producto

ng

T (ris)s (1= i)' (5.45)

s=1
A partir de aqui, la probabilidad conjunta de un individuo (incondicional), puede ser vista

CcOo1mo

/ [H (i) (1 — ms)l_Y“] (f(u; ou)) du, (5.46)

s=1

donde f(u,oy) representa la densidad de U. Esto se corresponde con la probabilidad
marginal de las observaciones repetidas del sujeto i—ésimo. Asi, la verosimilitud para

todos los N sujetos puede verse como

11 / [H (i)™ (1 —ms)l_YiS] (f(u; 0v7)) du. (5.47)

En este punto, conviene recordar que la funcién parametro [ y las observaciones
funcionales poseen la representacion dada en 5.26 por ser elementos de H, por lo que el
predictor lineal puede expresarse como en la Ecuacién 5.42, quedando las probabilidades

;s €n términos de B y oy de las Ecuaciones 5.46 y 5.47 como

d d
€xp {50 + Zj:l xis,jﬁj H(lﬁj H + Zk,j:l,k;ﬁj xis,jﬁk <¢j7 ¢k> + uz}

mis(Byoy) = y y )
1+exp {ﬁo 251 Tis By 1051 4 2ok j1 ez Tis,i B (s Pk) + Uz}

(5.48)

Asi, la verosimilitud para el modelo de medidas repetidas esta dada por

N n;
L(B;oy) = H/ [H (mis(B; o))" (1 — mi5(B; JU))I_yiS] f(u; op)du, (5.49)
i=1YY% [s=1
cuya maximizacion puede ser obtenida mediante la logverosimilitud

L(B;oy) = In(L(B;oy)), (5.50)
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haciendo uso de métodos numéricos iterativos para la solucién del problema de
maximizacion y métodos de cuadratura para las integrales involucradas. Este método,
es conocido en el caso escalar como método de verosimilitud restringida (REML por sus
siglas en inglés).

La estimacion obtenida de la funcién parametro por medio de la maximizacion de la
funcién en la Ecuacién 5.50 soluciona el problema de las medidas repetidas, no obstante,
dado que se realiza por medio de los coeficientes bésicos de los objetos funcionales, el
problema de la multicolinealidad subyacente puede estar presente. Debido a esto, una
alternativa es plantear el modelo de regresion logistica funcional para medidas repetidas
en términos de las componentes principales funcionales. Asi, dadas las componentes

principales funcionales de las observaciones {X;}

1=

Nong :
1., descritas como

i = L (Xu(t) — (1) Fo(t)dt,

donde las funciones propias %, € H, (v = 1,2,...,d) y los vectores &, y &, son

independientes para todo v # w, se obtiene la representacion
o
‘)(is ~ X + Zgisvyv-
v=1

Entonces, de la Ecuacion 5.40 se obtiene el modelo logistico funcional para medidas

repetidas en componentes principales como

p
lis = Bo +/ (T(t) + Z@svﬁv(t)> Bt)dt + zigus, i =1,2,...,N;s =1,2,...,m;,
T v=1

el cual puede ser expresado en forma matricial como
L=1y+Tv+ ZU, (5.52)

donde I es la matriz de componentes principales (s0), %0 = B0 + [ X()B(E)dt y ~
el vector de pardmetros con elementos v, = [; f,(t)5(t)dt. De esta manera, se puede
obtener una estimacion 4 por medio de la maximizacién de la verosimilitud condicionada
a los efectos aleatorios estandarizados individuales, y con esta, obtener una estimacién del
vector de pardametros original B de los coeficientes de la funcién parametro [ por medio

de B = V7, con V' la matriz de coeficientes bésicos de las funciones propias .%, in H.
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5.4. Resultados de simulacion

Simulated Functional Parameter B,(t) Simulated Functional Parameter B,(t)

Simulated Functional Parameter Bs(t) Simulated Functional Parameter B4(t)

Figura 5.2: Superior izquierda: Funcién pardmetro (3;(t) generada a partir de los valores
s =10, w; = 15 y wy = 5. Superior derecha: funcién pardmetro S5(t) generada a partir de
los valores s = 10, w; = 3 y wy = 5. Inferior izquierda: funcién pardmetro B3(t) generada
a partir de los valores s = 80, w; = 0.3, wy = 1.5. Inferior derecha: funcién parametro

B4(t) generada a partir de los valores s = 70, wy = 25, wy = 25

Con el fin de evaluar el comportamiento del método propuesto, se lleva a cabo un
estudio de simulacién considerando, inicialmente, tres escenarios diferentes:

= Escenario 1: Modelo logistico funcional sin medidas repetidas

= Escenario 2: Modelo logistico funcional con medidas repetidas

» Escenario 3: Modelo logistico funcional con medidas repetidas y multicolinealidad.

Para todos los escenarios, se consideran cuatro diferentes funcionaes parametro 3 en el

subespacio ‘H generado por la base ®; descrita en la Ecuacion 2.8 truncada en d = 8.
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Cada funcién beta es generada a partir de la expresion s (sin(wy - t)) (cos(ws - t)), donde
s, wy, ¥ wsy son valores que al ser modificados, producen cambios en la escala, oscilacion
y rugosidad del g simulado. Los cuatro tipos de pardametros funcionales simulados en H

pueden ser vistos en la Figura 5.2

5.4.1. Escenario 1

Para el escenario 1, ya que no se tiene en cuenta la multicolinealidad ni las medidas
repetidas, se genera un conjunto de n = 750 curvas {X,}"" | a partir de sus coeficientes
bésicos por medio de una distribucién uniforme, i.e. (a,;)%_; = A; ~ Unif[0.5,3]. Una

muestra de 100 curvas simuladas puede ser vista en la Figura 5.3.

40

Figura 5.3: Una muestra de 100 datos funcionales en H simulada a partir de sus coeficientes

béasicos.

Después de fijar la funcion parametro correspondiente (1, [o, 83 0 (4, v simular los
datos funcionales del predictor, se calcula el predictor lineal [, (para cada observacién
t—ésima) dado por la Ecuacién 5.42. Para simular la respuesta desde el predictor lineal,
se utiliza una distribucién Bernoulli cuyas probabilidades estan dadas por exp(l,)/(1 +
exp(l,)). Luego, cuatro diferentes modelos son ajustados para estimar el pardametro

funcional f.

= Modelo 1: L = 1a+ AVB, i.e. el modelo propuesto en la Ecuacion 5.40 sin la adicién

de un efecto aleatorio —llamado modelo clésico (CL_Model)-. Las estimaciones son
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obtenidas mediante M L.

= Modelo 2: L = 1a+ AVB + ZU, i.e. el modelo propuesto en la Ecuacién 5.40 con la
adicion de un efecto aleatorio —llamado modelo de medidas repetidas (RM_Model)

—. Las estimaciones son obtenidas mediantes REM L.

= Modelo 3: L = 19y 4+ 'y i.e. el modelo propuesto en la Ecuacién 5.33 donde no
se adiciona un efecto aleatorio —llamado modelo clasico de componentes principales

(PC_Model) —. Las estimaciones son realizadas a partir de M L.

» Modelo 4: L = 17y + I'y + ZU i.e. el modelo propuesto en la Ecuaciéon 5.51 con
efectos aleatorios —~llamado modelo de medidas repetidas en componentes principales

(RMPC_Model) —. Se obtienen las estimaciones por medio de REM L.

En PC_Model y PCRM_Model, el nimero de componentes principales es fijado como el
numero de componentes que acumulan un 99 % de la variabilidad explicada. La Figura
5.4 muestra un ejemplo de estimaciéon Bl del parametro funcional simulado (5 bajo los

cuatro modelos del Escenario 1.

Para cada uno de los modelos logit, el comportamiento y la precision de las
estimaciones son evaluados mediante el CCR y el ISE descritos en la Ecuacion 5.35 y 5.36
respectivamente. No obstante, debido a que para un mismo parametro funcional, el proceso
bajo un mismo modelo se lleva a cabo 100 veces, se obtienen 100 estimaciones funcionales
del mismo parametro, por lo tanto, se opta por utilizar el promedio de CCR e ISFE,
denominados como MCCR y MISFE respectivamente, junto con la desviacién estandar del
CCR (SDCCR). Ademés, dado que las estimaciones para un mismo parametro conforman
un conjunto de curvas, es posible utilizar la varianza escalar para datos funcionales
(SVFD) descrita en la Ecuacién 3.6 del Capitulo 2 para proporcionar un valor escalar
de la variabilidad del conjunto estimaciones funcionales. Esta medida resulta ttil en este
caso para evaluar el comportamiento de los conjuntos de estimaciones en cada uno de los

cuatro modelos asumidos.
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Figura 5.4: Para todas las figuras: En linea punteada roja, el pardmetro funcional objetivo
[1; en lineas sélidas negras, las estimaciones funcionales Bl. En la esquina superior
izquierda para el primer modelo C'L_Model. En la esquina superior derecha para el
segundo modelo RM_Model. En la esquina inferior izquierda, para el tercer modelo

PC_Model. En la esquina inferior derecha, para el cuarto modelo RM PC_Model.

La Figura 5.5 muestra los resultados de las 100 estimaciones de las funciones
parametros asumidas para los cuatro modelos en el Escenario 1. Aqui, no hay
multicolinealidad y no hay estructura de correlacién debido a mediciones repetidas
del mismo individuo. Como se esperaba en este caso, los cuatro modelos producen
estimaciones muy similares, lo que se puede verificar a través de medidas de precision
en la Tabla 5.3 en la esquina superior izquierda. Los resultados graficos con coherentes

con los resultados esperados.
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Figura 5.5: Escenario 1: La linea punteada roja muestra el parametro funcional objetivo,
las lineas grises son las 100 estimaciones funcionales, la linea discontinua azul la media

funcional de las 100 estimaciones. Cada franja muestra los resultados de los modelos

ajustados C'L_Model, RM_Model, PC_Model y RM PC_M odel.
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Con el fin de comparar los ajustes de los cuatro modelos en el escenario 1, la Tabla
5.3 muestra las medidas de precision para las cuatro funciones parametro consideradas.
Es posible observar que los resultados muestran cierta regularidad incluso con cambios en
la forma del parametro funcional. En todos los casos, las MCCR son altas, rondando el
90 %, y hay diferencias casi insignificantes en SVFD, ISB y MISE entre los modelos en

los cuatro parametros funcionales.

Medida de Precisién ~ Parametro funcional (; pardametro funcional (5,
CL RM PC RMPC| CL RM PC RMPC
SVFD 0.24 027 0.24 0.27 1 0.29 0.31 0.29 0.31
ISB 0.23 0.16 0.23 0.16 | 0.21 0.17 0.21 0.17
MISE 047 0.43 0.47 0.43 ] 0.50 0.48 0.50 0.48
MCCR 0.90 0.90 0.90 0.90 ] 091 091 0.91 0.91
SDCCR 0.02 0.02 0.02 0.02 | 0.01 0.02 0.01 0.02

Parametro funcional 33 Parametro funcional 34
CL RM PC RMPC| CL RM PC RMPC
SVFD 0.47 0.58 0.47 0.58 | 0.19 0.20 0.19 0.20
ISB 043 0.28 0.43 0.28 1 0.20 0.17 0.20 0.17
MISE 0.90 0.85 0.90 0.850.39 0.37 0.39 0.37
MCCR 0.92 0.93 0.92 0.93 1 0.89 0.89 0.89 0.89
SDCCR 0.02 0.02 0.02 0.02 | 0.02 0.02 0.02 0.02

Tabla 5.3: Medidas de precision en el Escenario 1 para las cuatro funciones S objetivo.

5.4.2. Escenario 2

En este escenario de simulacion, las curvas predictoras son simuladas dentro del mismo
subespacio H generado por la misma base finita & que en el Escenario 1. Se asume
que se cuenta con N = 50 individuos y, para cada uno de ellos, se asume que fueron
tomadas n; = 15 medidas repetidas funcionales, en otras palabras, la misma cantidad

de repeticiones en cada individuo. Se cuenta entonces con un total de n = 750 curvas.
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El efecto aleatorio de las medidas repetidas se simula con el uso de una distribucion
normal, en concreto, U ~ N(0, 3.5). La matriz de covarianza para los coeficientes bésicos
se genera sin multicolinealidad, pero las respuestas contienen la estructura de repeticion
como resultado de la inclusién del efecto aleatorio. Dicha respuesta, es simulada en los
mismos términos que en el Escenario 1y, al igual que en el Escenario 1, el proceso se es
replicado 100 veces. Los ajustes y la precision se prueban utilizando las mismas medidas

y técnicas que en ese escenario.

La Figura 5.6, muestra los resultados de las 100 estimaciones de los parametros
funcionales para los cuatro modelos en el Escenario 2. Aqui, es posible observar que los
modelos CL_Model y PC_Model (que utilizan estimacién de ML) muestran un sesgo
en la media funcional de las estimaciones, mientras que en los modelos RM_M odel
y RMPC_Model (que utilizan estimacién de REML) las medias funcionales de las
estimaciones estan mas cercanas. Esto debido a que, en este escenario, no se considera
multicolinealidad entre las columnas de la matriz de coeficientes bésicos, pero si una
estructura de correlacion en la respuesta, causada por la repeticién. También, se puede
observar como la inclusién de las componentes principales funcionales en los modelos,
en este escenario, no tiene efecto en la precision y el sesgo de las estimaciones de los
parametros funcionales en comparaciéon con no incluirlos. Por otro lado, al comparar los
resultados obtenidos para los diferentes parametros funcionales, se puede suponer que la
forma de estos podria estar influyendo en la precision y el sesgo de las estimaciones. Por
ejemplo, se puede observar que en parametros funcionales como (5 y (3, las discrepancias
al no usar efectos aleatorios en los modelos son mayores que en 5 y 4. En cualquier caso,

la inclusion de un efecto aleatorio en el modelo parece mejorar las estimaciones.
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Figura 5.6: Escenario 2: Las figuras, la linea punteada roja muestra el parametro funcional
objetivo, las lineas sélidas grises las 100 estimaciones funcionales, la linea discontinua azul
la media funcional de las 100 estimaciones. Cada franja muestra para cada parametro
funcional los resultados de los modelos ajustados C'L_Model, RM_Model, PC_Model y

RM PC_M odel respectivamente. 89



Medida de precision ~ Parametro funcional S, Parametro funcional (5
CL RM PC RMPC| CL RM PC RMPC
SVFD 0.16 0.29 0.16 0.29 1 0.19 034 0.19 0.34
ISB 2.65 0.26 2.65 0.27 | 3.09 0.32 3.09 0.32
MISE 2.81 0.55 2381 0.55 | 3.28 0.66 3.28 0.66
MCCR 0.87 0.92 0.87 0.92 | 0.88 0.93 0.88 0.93
SDCCR 0.02 0.01 0.02 0.01 | 0.02 0.01 0.02 0.01

Parametro funcional (3 Parametro funcional 3,4
CL RM PC RMPC| CL RM PC RMPC
SVFD 0.35 0.92 0.35 0.85|0.12 0.21 0.12 0.21
ISB 450 0.18 4.50 0.20 | 1.89 0.15 1.89 0.15
MISE 484 1.09 4.84 1.04 | 2.01 0.36 2.01 0.36
MCCR 090 0.94 0.90 0.94 1 0.85 0.90 0.85 0.90
SDCCR 0.02 0.02 0.02 0.02 | 0.02 0.01 0.02 0.01

Tabla 5.4: Medidas de precisién en el Escenario 2 para los cuatro pardmetros funcionales

B; objetivo.

En la Tabla 5.4 (superior izquierda), tal y como se esperaba, la capacidad de prediccion
de los cuatro modelos es muy similar, la MCCR es alta en todos los casos. No obstante, se
observa un incremento en el sesgo y el error en las estimaciones de los modelos C'L_M odel
y PC_Model con respecto a estos mismos modelos en el Escenario 1. Este incremento se
presenta como una consecuencia de las medidas repetidas. Pese a esto, la reduccién de 2.65
a 0.26 en ISB y de 2.81 a 0.55 en MISE, muestra la importancia de considerar la inclusién
de un efecto aleatorio en el modelo logistico funcional para medidas repetidas, con el fin de
mejorar las estimaciones del parametro funcional y obtener una interpretacién precisa de
este en términos del cociente de ventaja. Los resultados de este escenario, al igual que en
el Escenario 1, muestran regularidad en la disminucion del sesgo ISB y el error promedio
MISE en los modelos con efecto aleatorio, incluso ante cambios en la forma de la funcién

parametro (32, f3 y (4. Ademas, en cuanto a la SVFD, al igual que en el Escenario 1,
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se observa un aumento de esta en los modelos con efecto aleatorio debido al método de
estimacion utilizado, pues el REML puede incrementar la varianza al mismo tiempo que
produce una reduccién del sesgo de las estimaciones. Este efecto es reiterado en las cuatro
funciones parametro ajustadas. Mientras que el excesivo aumento de la varianza para las
estimaciones de (3, en los modelos RM _Model y RM PC_M odel, podria estar indicando

una influencia de la forma del parametro funcional.

5.4.3. Escenario 3

En este escenario, se considera la presencia de multicolinealidad en la matriz A de
los coeficientes basicos debida a la expansién bésica. Asi, se utiliza una distribucion
Normal para simular los coeficientes de las curvas del predictor. En otras palabras,
(ais,j)?zl =A; ~N(0,¥),i=1,2,...,N, donde la matriz de covarianza ¥ es una matriz
definida positiva no diagonal. Como en el Escenario 2, se asume un total de n = 750,
correspondientes a N = 50 y n; = 15 repeticiones funcionales para cada uno de ellos. La
respuesta simulada, replicas, ajustes y evaluacién de los modelos, son llevados a cabo del

mismo modo en como se realiza en los dos escenarios previos a este.

La Figura 5.7 muestra los resultados obtenidos de las estimaciones funcionales en
el Escenario 3, en donde se considera multicolinealidad y una estructura de correlacion
debida a la repeticién por medio de la inclusiéon de un efecto aleatorio. Note que, si bien en
este escenario los cuatro modelos tienen dificultad para obtener una correcta estimacion
del parametro funcional objetivo, el impacto de la multicolinealidad es mucho mayor en
los modelos C'L_Model y RM_Model que producen malas estimaciones. Mientras que, los
modelos que obtienen la estimacién a través de las componentes principales funcionales,
como lo son PC_Model y RM PC_Model, producen estimaciones mas estables y con
una disminucién del sesgo, el error y la varianza, en relacién a los primeros modelos
mencionados. Ademas, como en el Escenario 2, en este escenario se sospecha que la
forma de la funcion parametro, puede estar influyendo en la precision de los ajustes,
pues resulta evidente que para las funciones pardametro By y (3, ningin modelo provee

estimaciones satisfactorias. No obstante, es posible concluir que para todos los parametros
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funcionales asumidos, la consideracién del efecto aleatorio por si sola es insuficiente si es
que existe multicolinealidad entre los coeficientes basicos de las observaciones funcionales
del predictor. Por otro lado, se deja entrever que el uso de componentes principales
por si solo también resulta insuficiente si el problema subyacente contiene mediciones
repetidas. Es entonces la combinacion de ambas metodologia, la que produce una ganancia
significativa en términos de la estimacion de la funcién parametro. Esto puede corroborarse

con los resultados descritos en la Tabla 5.5.

Medida de precision Pardametro funcional 3, Pardametro funcional (5

CL RM PC RMPC CL RM PC RMPC

SVFD 33490 676.02 2.13 3.83 41.20 82.05  2.21 4.56
ISB 6.30 719  7.08 4.00 6.04 2.35 10.42 5.58
MISE 337.82 676.38 9.19 7.80 46.82 83.58 12.61 10.10
MCCR 0.90 094 0.89 0.93 0.84 091 0.83 0.90
SDCCR 0.03 0.02  0.03 0.02 0.04 0.02  0.04 0.03

Parametro funcional (3 Parametro funcional 4

CL RM PC RMPC CL RM PC RMPC

SVFD 14734 165.11 5.75 7.50 | 1853.57 2692.48 1.24 19.52
ISB 4.18 248 11.51 8.84 20.05 22.81  3.56 0.78
IMSE 150.02 165.93 17.20 16.26 | 1854.89 2688.09  4.79 20.10
MCCR 0.91 0.93  0.90 0.92 0.95 097 0.94 0.97
SDCCR 0.03 0.02  0.04 0.03 0.01 0.01  0.01 0.01

Tabla 5.5: Medidas de precision en el Escenario 3 para los cuatro pardametros funcionales

B objetivo.
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resultados de los modelos ajustados CL_Model, RM _Model, PC_Model y RM PC_M odel
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5.5. Conclusiones

Es importante recalcar que la contribucion fundamental buscada en este capitulo es la

estimacion adecuada del parametro funcional, conforme a esto, es posible lo siguiente.

= La inclusién de un efecto aleatorio en el modelo logistico funcional parece efectiva
para mejorar la estimacion del parametro funcional en el caso de medidas funcionales
repetidas. Como se puede ver en todos los escenarios, la inclusién del efecto aleatorio
mejora significativamente la prediccion de la respuesta, asi como la estimaciéon del

parametro funcional y, por lo tanto, mejora la interpretacion.

= El uso de componentes principales funcionales permite mejorar la estimacion del
parametro funcional, incluso en el modelo de efectos aleatorios en presencia de

multicolinealidad.

= Aunque los resultados bajo simulaciéon muestran cierta consistencia en el rendimiento
de los modelos cuando se cambia el parametro funcional, en presencia de
multicolinealidad y medidas repetidas, la forma real del parametro funcional podria

estar influyendo en el modelo a utilizar.
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Capitulo

Lineas abiertas

Debido a la naturaleza de los datos funcionales de segunda generacion, es necesario el
desarrollo de metodologias que permitan considerar la posible interdependencia inherente
en los disenos que los originan. La investigacion que produce los resultados expuestos en
este documento avanza en esa direcciéon. No obstante, esta presenta desafios en cada uno
de los tépicos abordados, lo que lleva a la identificacién de posibles lineas de investigacion

futuras, con el fin de ampliar el conocimiento en este tema.

= Si bien las medidas de resumen escalares presentadas en el Capitulo 3 parecen
proveer una forma de medir la variabilidad y la asociacién entre conjuntos de
observaciones funcionales, resulta necesario ampliar la discusion sobre el significado
de estos conceptos en un entorno funcional. Esto se debe a que, a diferencia de lo
que ocurre con los datos escalares, los datos funcionales podrian tener diferentes

tipos de variabilidad.

= Es necesario llevar a cabo nuevos estudios de simulacion para ampliar el
entendimiento de los conceptos de varianza y correlacién escalar en datos funcionales.
Ademads, ain no sabemos como evaluar la confianza de las estimaciones, lo que

requiere nuevos experimentos de simulacién en esa direccion.

= Aun no se han estudiado las implicaciones de la medida de correlaciéon escalar

para datos funcionales en un contexto de regresion funcional ni en los contrastes
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de hipoétesis para datos funcionales.

En cuanto al contraste de hipotesis presentado en el Capitulo 4, resulta necesario
plantear metodologias dirigidas al estudio de la potencia y su sensibilidad ante

diferentes cambios en la distancia y forma de las observaciones funcionales pareadas.

Para este mismo contraste, es necesario estudiar el efecto de la no reciprocidad
del test, asi como explorar metodologias que permitan determinar intervalos de

confianza del contraste o formas equivalentes.

Con respecto al modelo logistico funcional de medidas repetidas presentado en el
Capitulo 5, los estudios futuros estaran enfocados en examinar la sensibilidad del
modelo a los cambios en las estructuras de variabilidad interna de los parametros

funcionales, asi como a la forma de la funcién parametro.

En el modelo logistico funcional de medidas repetidas, es necesario evaluar el impacto
sobre la estimacion de la funcion parametro que se produciria al utilizar diferentes

tipos de componentes principales funcionales.

Se puede explorar la inclusién de efectos aleatorios funcionales en el contexto

especifico de medidas repetidas, para el modelo logistico funcional.

Resulta necesario explorar el caso ordinal y de respuesta multiple derivados a partir

del modelo logistico de medidas repetidas planteado.
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Abstract: We use the functional data methodology to examine whether there are significant differences
between two waves of contagion by COVID-19 in Colombia between 7 July 2020 and 20 July 2021.
A pointwise functional t-test is initially used, then an alternative statistical test proposal for paired
samples is presented, which has a theoretical distribution and performs well in small samples. Our
statistical test generates a scalar p-value, which provides a global idea about the significance of the
positivity curves, complementing the existing punctual tests, as an advantage.

Keywords: COVID-19; FDA; hypothesis testing for paired functional data; Colombian national strike

1. Introduction

Functional data analysis (FDA) is a branch of statistics that has had great development
in recent years due to its multiple applications in different fields of science [1-7]. One of the
reasons for its popularity is that all consecutive observations of a continuous phenomenon
can be viewed as a single curve, since the objective of this field is to analyze sets of curves.
FDA has a wide range of descriptive and inferential techniques to accomplish this [8,9].

During the global emergency caused by COVID-19, the Colombian government chose
the positivity rate as a key variable for early decisions regarding the management of disease,
which can be calculated over multiple periods (daily, weekly, monthly, etc.). In this study,
the rate of positivity refers to the daily percentage of positive COVID-19 tests for the total
number of tests processed. Its trend helps determine the presence of a wave epidemic
outbreak [10,11].

Because the positivity rate is related to waves of contagion [10,12], we assume that
confirmed coronavirus cases in Colombia in one year serve to identify the most critical mo-
ments of a trend change in that time. As the information discriminated by departments in
Colombia was only reported from July 2020, we have usable information from 19 July 2020
onward; we can see several contagion waves, but we focus our attention on two of them,
depicted in Figure 1.

In the year 2021, Colombia witnessed strong protests. People took to the streets due
to multiple social factors, which prevented isolation behavior and other care measures
against COVID-19. This fact may have prolonged the duration of the contagion wave as
well as its magnitude, since the protests began in 28 April 2021 and lasted for more than
two months [13].

Because of this, we consider two case studies. In the first case, we assume that the
two waves of contagion have the same duration. However, in the second case, we consider
that both waves have a different duration. The purpose of this study is to determine
whether there are significant differences between the first and second waves in each case
study separately. Because the data are continuous and additionally paired, we used the
FDA methodology with a pointwise functional t-test, followed by a hypothesis testing
proposal based on the integral of the difference in positivity rate curves, to test the equality
of functional means.
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Figure 1. Two waves of contagion by COVID-19 between the dates 19 July 2021 and 20 July 2022.

The rest of the paper is composed as follows: Section 2 offers a contextualization of
the data used in the study, contextualization of the functional data, the use of the punctual
t-test, and the theoretical component of our proposed test, as well as the basis of our
simulation; Then, Section 3 shows the functional data built and the results of the tests
carried out. Subsequently, Section 4 presents some comments on the results and, finally, we
offer our acknowledgments.

2. Materials and Methods

In this section, we present a contextualization on topics of the article, and we propose
a hypothesis testing for functional data.

2.1. About the COVID-19 Dataset in Colombia and the Two Case Studies

In Colombia, data on COVID-19 are officially reported by the National Health Institute
(NHI) of the Colombian Ministry of Health. However, Colombia is a country divided
in 32 regional sections called departments and one special capital district called Bogota
D.C. Each of these reports information on the number and type of tests performed and
the number of positive cases to the NHI. This information is not properly reported in
some cases, thus leaving a problem of incomplete information. In this study, we only
consider departments whose information—from 20 July 2020, to 20 July 2021—is complete.
Therefore, we have 23 departments whose information we use and, including Bogota D.C.,
24 regions in total. They are: Antioquia, Atlantico, Bolivar, Boyaca, Céldas, Casanare,
Cauca, Cesar, Cérdoba, Cundinamarca, Guajira, Huila, Magdalena, Meta, Narifio, Norte de
Santander, Putumayo, Quindio, Risaralda, Santander, Sucre, Tolima, Valle del Cauca, and
Bogota D.C.

It is suspected that the national strike that occurred in Colombia on 28 April 2021,
and lasted for at least two months [13], caused people not to take personal protection
measures against COVID-19 and that this lengthened the duration of the wave of contagion
by SARS-CoV-2 in Colombia. Two study scenarios were considered. The first, called Case 1,
assumes the measurements for the first wave of contagion from 20 November 2020, to
18 February 2021; and a second contagion wave from 19 February 2021 to 20 May 2021.
That is, both waves of contagion last three months each, ignoring the national strike. The
second scenario, called Case 2, assumes the first wave of contagion from 20 November 2020
to 18 February 2021, and the second contagion wave from 19 February 2021 to 20 July 2021.
In other words, in the second scenario, the first wave lasts three months, and the second
wave lasts 5 months. See Figures 2 and 3.
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Figure 2. Case 1: Two waves of contagion by COVID-19 in Colombia without a national strike. The
dotted red lines mark the start and end of the first wave of contagion, which occurred between
20 November 2020 and 18 February 2021. The dashed blue lines mark the start and end of the second
wave of contagion, which occurred between 19 February 2021 and 20 May 2021.
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Figure 3. Case 2: Two waves of contagion by COVID-19 in Colombia with a national strike. The
dotted red lines mark the start and end of the first wave of contagion, which occurred between
20 November 2020 and 18 February 2021. The dashed blue lines mark the start and end of the second
wave of contagion, which occurred between 19 February 2021 and 20 July 2021.

It is important to note that, for each case, the data from the first and second waves
have a paired behavior. For each department, the first wave is followed by the second,
which constitutes before and after observations.

2.2. About Functional Data Analysis

Functional data analysis is a statistical methodology in which the objects of study are
not scalar values, but continuous functions [7,14], considered as observations of a stochas-
tic process {X(t) : t € T}. Thus, the set of functional observations x1(t), x2(t), ..., xx(t)
constitute a simple random sample of it, and each observation is called a functional datum.

The FDA allows the appropriation of a certain mathematical theory about the func-
tions, collected in the functional analysis, since the functional observations considered
are smooth curves and square-integrable. That is, if {x;(¢)}/_; is a functional random
sample, associated with the stochastic process {X(t) : t € T}, so that Equation (1) holds for
i=1,2,...n.

/' x2(t)dt < oo, &
T
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Thus, the functional data are elements of a Hilbert vector space over the field R of the real
numbers. This space is denoted L3 ([a, b]), where the interval [a, b], is the domain of the
elements of £,, which, without loss of generality, can be moved to the interval [0, 1], [15,16].

In FDA, the underlying stochastic process {X(¢) : t € T} is defined as a second-order
stochastic process [17], so its expected value exists in its functional form, defined as in
Equation (2):

w: T— R @)
P y(t):/QX(t,w)dP(w),

on the probability space (Q), A, P).

Although the FDA considers that observations of the stochastic process are continuous
functions, the curves of these functions must be obtained through punctual observations
of the phenomenon. For this, there are different methodologies; however, we use the
vector space structure of £5([0,1]) to assume that the observations are elements of a finite-
dimensional subspace # of the space £,([0,1]). This allows us to assume the existence

of a finite basis B = {¢;(t) };(:1 of size k for the subspace H, where each element of B is a

basis function, and k is the dimension of . Thus, each functional datum x;(t) is uniquely
expressed as a linear combination of elements of B, and elements of R called coefficients, as
in Equation (3):

k
xi(t) = Y cijopi(t), 3)
=

where x;(t) is the i-th functional datum, ¢;(t) is the j-th basis function, c;; is the j-th
coefficent for the i-th functional datum, fori =1,2,...,n,j=1,2,...,k,and t € [0,1].

Obtaining the values of cij € R are carried out in this work by least squares [1]. This
allows for an estimate of the mean function y(t), through the Expression (4):

R =Y xi(0), )
i=1

where {x;(t)};_, is a set of functional data [8].
There are different types of bases to generate functional data. In this study, we consider
a basis of functions of the form defined as in Equation (5):

¢;(t) = V2Cos(j — 1)tt, (5)

forj=2,3,...,k, since, together with the constant function ¢, (t) = 1, the set of functions
{¢; };.(:1 constitutes a finite orthonormal basis for a vector subspace of dimension k of the
Hilbert space £,([0,1]) [18,19].

2.3. Hypothesis Testing in Functional Data

A hypothesis test for functional data stems from the same theoretical foundation as
a hypothesis test for scalar data. Accordingly, an initial hypothesis is generated about a
population parameter, known as the null hypothesis and denoted as Hy, which is con-
trasted with a hypothesis, generally complementary about the same parameter, called the
alternative hypothesis and denoted as Hy [20].

Since the objective of our study is to determine the existence or not of significant
differences between the two waves of contagion of COVID-19, and as the positivity rate
has a continuous behavior, the functional data methodology is used. We use the functional
mean as a parameter to define a hypothesis test, defining as px and py the functional means
of the stochastic processes {X(¢t) : t € T} and {Y (¢) : t € T} associated with the positivity

108



Stats 2022, 5

997

rate of COVID-19 in the first and second waves of contagion, respectively. With this, the
contrast of hypotheses is raised in Equation (6):

Ho: ux =py (6)
Hy: wpx  # py.

Based on the data samples, a statistical test is generated and calculated. The value
of the statistic is located within the null distribution, which is the probability distribution
that would apply to the statistic if the null hypothesis was correct; next, using the null
distribution, a p-value is calculated, which indicates the probability that the test statistic is
at least as extreme as the observed statistic [20].

On the tests of hypotheses in functional data, one can find very diverse literature from
different approaches such as the [21-28]. However, as can be seen from early work on
functional data, hypothesis testing for functional data can be performed using a pointwise
t-test [1], based on the idea of fixing a value t € [0,1]. Thus, the hypothesis test of the
Equation (6) is performed for each of the infinite points ¢t € [0, 1], and since the values of
the images of the functions x;(t) and y;(t) are scalars for each fixed ¢, application of a t-test
for scalar data is allowed.

We make the statistical comparison in a first instance with a pointwise t-test, which is
a natural extension of a f-test but now in the functional context. This methodology has the
limitation that, when performing the scalar tests on the domain values [0,1], the p-value
is a continuous function, so it is difficult to generate a global conclusion on the contrast.
For this reason, we now propose a different approach to hypothesis testing for functional
data, which produces a global p-value that helps decide on the entire domain and not about
sections of it.

2.4. Another Hypothesis Test Approach for Functional Data

In our case study, the data of interest, in addition to being of a continuous nature,
exhibit paired behavior. That is, for each department, there is a curve of the first wave and
a curve of the second wave. Therefore, we have 24 pairs of curves. Thus, we proceed as in
the scalar case and restate the contrast as in Equation (7):

Ho: wpx —py =0g,01) (7)
Hy: ux—py #0c,00))

where in this case Oz, ([ 1]) refers to the zero function in £, ([0,1]).

The similarity of the difference curve of any two continuous functions with the zero
function is an indicator that both functions are similar. Therefore, if the null hypothesis is
true, the integral of the difference curve must be zero, and we can obtain the contrast of
Equation (8):

Ho: frux(®) —pv)dt = [ 0t ®)
Hi: o [p(ux(t) —py(t)dt  # /TOL:Z(T)dt~
For the hypothesis test of Equation (8), we present a test statistic based on the average
of the integral of the functional differences, denoted by the acronym for Mean Integral of
Differences (MID), which is arrived at by using a bit of algebra on the sample estimates

of the parameters. Thus, given two sets of functional data of a paired nature {x;}/_; and
{yi}!_;, the MID contrast statistic is defined by Equation (9):

MID=n"1Y /01 d;(£)dt, )
i=1
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where d;(t) is defined as in Equation (10):

di(t) = x;i(t) —yi(t), (10)

foreachi=1,2,...,n.

The form of our proposed statistical test, MID ~ N(0, o), follows a normal distribution
with mean zero and variance ¢ , guaranteed by the central limit theorem. The contrast can
be done by standardizing MID using Expression (11):

S.MID = M (11)
o
Thus, o can be obtained from Equation (12):
o
Sq = , 12
1= (12)

n
where Sﬁ is the sample variance obtained from set { fol di(t)dt}' x In this way, a scalar-
i=

value can be computed as 2P(Z > |S.MID|), where Z is a real random variable, such that
Z ~ N(0,1).

In addition to the theoretical approach, to apply our contrast statistic to the specific
study cases, we decided to also run a simulation process to find a null distribution and
perform the test—considering that the null hypothesis is that the two paired functional
samples come from populations with the same mean. Thus, we simulate paired scalar
points from a common functional mean for the two groups and use them to construct the
curves that constitute the functional data samples of size 24; then, we apply the test statistic.
The process is repeated 4000 times for that sample size.

Moreover, a quick Shapiro-Wilk test is performed on the values of the integral of the
differences of the functions to assess whether there is evidence that the resulting data do
not come from a normal distribution. The p-value for this test is reported later in the results
section, which supports the use of the proposed methodology.

3. Results

In this section, we present the results of our study applying the FDA methodology to
the positivity data for COVID-19 in Colombia in both cases considered.

3.1. Constructed Functional Data

In Figure 4, we show the functional data of the COVID-19 positivity rate in Colombia in
case 1, using the orthonormal basis of the Equation (5). Here, in the top left and right panels,
functional data of positivity rate are shown for the first and second waves, respectively;
meanwhile, in the bottom left panel, the functional means of positivity rate of both waves of
contagion by COVID-19 are shown, which are the goal of the comparison, to be conducted
through the curves of difference of the positivity ratio in both waves of contagion by
COVID-19, shown in the lower right panel.

Similarly, the functional data of COVID-19 positivity rate in Colombia in case 2 are
depicted in Figure 5. We respectively show in the upper left and right panels the functional
data of positivity rate for the first and second waves. It is possible to appreciate a certain
difference in the trend of positivity between the two waves. This can also be seen in the
functional means of both waves of contagion by COVID-19 shown in the bottom left panel
of both waves of contagion by COVID-19, which are the goal of comparison in case 2. In
addition, a different trend is observed between the curves of the differences in the rate of
positivity shown in the figure, with respect to the curves of difference in case 1.
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Figure 4. Functional positivity data for COVID-19 in Colombia for Case 1: Functional positivity in

the first wave (top left); functional positivity in the second wave (top right); functional means of

positivity in the first wave in solid line and the second wave in dashed line (bottom left); positivity

difference curves (bottom right).
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Figure 5. Functional positivity data for COVID-19 in Colombia for Case 2: Functional positivity in

the first wave (top left); functional positivity in the second wave (top right); functional means of

difference curves (bottom right).

3.2. Pointwise Hypothesis Contrast for Curves

positivity in the first wave in solid line and the second wave in dashed line (bottom left); positivity

As stated above, the pointwise t-test assumes that, for each t € [0, 1], a scalar ¢-test can

be performed with the images of the functions evaluated at point t. That is, a ¢-test for the

two groups of scalar values {x;(#)}"" ; and {y;(¢)}_,, results from evaluating the functions
x; and y; at the same fixed point t, fori = 1,2, ..., n. In this case, the contrast is defined as
in Equation (13):
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Ho: px@y —Hyw =0 (13)
Hy: pxey —dyn #0,

where 1y (;) and py ;) are scalar parameters, since t is a fixed value. This test is performed
using the test statistic of Equation (14):

X(t) —Y(t)
sd//n

where sd is the standard deviation of the scalar values {x;(t) — y;(t)}\_;. In this way, we
take 1000 values of t within the interval [0, 1] and perform the test for each of these. We
then obtain 1000 p-values, which are shown in Figure 6: in the left panel for case 1 and in
the right panel for case 2.

(14)

Pointwise t-Test p—Value in Case 1 Pointwise t-Test p-Value in Case 2

0.0 02 0.4 06 08 10 0.0 02 0.4 06 08 10

Indexed time Indexed time

Figure 6. P-values obtained for the values of ¢ in interval [0, 1] in the solid line and the reference line
of 0.05 of significance in the dashed line for case 1 (left) and case 2 (right).

Note that, so far, it is not possible to determine whether there are significant differ-
ences between the two waves of COVID-19 contagion through the positivity curves, in a
global way.

3.3. Another Hypothesis Test Approach for Functional Data

Under the previously exposed methodology, two groups of curves of size 24 were
simulated in pairs, under the null hypothesis that the functional means are equal, and
the MID test statistic was calculated in the sample. This process was repeated 4000 times
separately for each case of study, with which 4000 values of the MID statistic were obtained.
After performing the simulation process to obtain the null distribution in the form of
a histogram, the value of the test statistic was calculated in the real functional data of
positivity rate for COVID-19 in Colombia in both cases of study. Using the histogram found
under simulation, the critical values corresponding to a significance of 0.05 were found by
frequency. The histograms of the values found, together with the value of the statistic and
the respective critical values, are shown in Figure 7: in the left panel for case 1 and in the
right panel for case 2.

In addition to the above, in Table 1, we show the p-values obtained in the Shapiro-Wilk
test performed on the 24 pieces of data from the integrals of the difference of the paired
functional data in the two study cases. In addition, we show the p-value of the test statistic
using the theoretical distribution of the test statistic, and we also show the values of the test
statistic in each case and their respective p-values found under simulation and the critical
values of the distribution null found under simulation.
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Figure 7. Histogram of the 4000 MID values obtained under simulation, and the MID contrast statistic
calculated on the real positivity functional data in dashed line and the critical values in dotted lines

for case 1 (left panel) and case 2 (right panel).

Table 1. Summary of our test results in both cases.

Case Test Statistic ~ p-Value under Simulation p-Value under Theoretical Distribution p-Value of Shapiro-Wilk Test
Case 1 —2.77 0.0875 0.08906 0.6029165
Case 2 —4.8 0.0015 0.00001 0.7006806

Note that now, with the use of the scalar p-values found with our proposal, it is
possible to decide on the existence of significant differences between both waves of COVID-
19 contagion in a global way. Thus, for case 2, we can say that there are significant differences
between the two waves of contagion, since the p-value in this case is 0.00001, under the
theoretical null distribution, and 0.0015 under the simulated null distribution. Therefore,
the hypothesis that the functional means of the positivity rate are the same in both waves of
contagion by COVID-19 is rejected.

In turn, for the first case, since the p-values are 0.08906 under the theoretical null
distribution, and 0.0875 under the simulated null distribution, the hypothesis that the
functional means of the positivity rate are the same in both waves of contagion by COVID-
19 is not rejected. It is not rejected by a very small margin with respect to the reference
value of 0.05 significance.

4. Discussion

It is important to point out that, as Figure 6 shows, the point t-test for functional
data allows us to evaluate the sections of the domain of the functions where there are
significant differences. In terms of the cases of study, the dates between which there is a
greater difference between the two contagion waves could be identified. Nevertheless, the
pointwise t-test is insufficient to determine whether or not the two contagion waves are
significantly different in each case study.

Our proposed test for hypotheses testing for paired data allow a global decision to be
made based on the scalar p-value, however. The application of our contrast statistic allows
us to visualize—as can be seen in Figure 7 (left panel)—that, for Case 1, when a significance
of 0.05 is taken, the contrast statistic does not reject the hypothesis of equal means; i.e., at
a significance of 0.05, there is no evidence that there are significant differences between
the two contagion waves, even though the p-value of 0.082 is relatively close. Thus, if the
significance is taken at 0.1, the decision would be to reject the null hypothesis, although
again, with a very close margin. With regard to Case 2, as shown in Figure 7(rigth panel),
the p-value found with our statistic is 0.0015, so we can say that there is sufficient evidence
that the two contagion waves are significantly different.
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Because of the above, although the p-value in case 1 leaves some doubt, it is important
to highlight the difference between the p-values in both cases from a broader point of view,
which seems to support the idea that the two case studies are remarkably different, and
that the national strike in Colombia should not be ignored when analyzing epidemiological
behavior, since the case studies suggest a possible change in the inclusion of positive data
due to noncompliance with care measures during the national strike.
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Abstract: In Functional Data Analysis (FDA), the existing summary statistics so far are elements in
the Hilbert space L, of square-integrable functions. These elements do not constitute an ordered
set; therefore, they are not sufficient to solve problems related to comparability such as obtaining
a correlation measurement or comparing the variability between two sets of curves, determining
the efficiency and consistency of a functional estimator, among other things. Consequently, we
present an approach of coherent redefinition of some common summary statistics such as sample
variance, sample covariance and correlation in Functional Data Analysis (FDA). Regarding variance,
covariance and correlation between functional data, our summary statistics lead to numbers instead
of functions which is helpful for solving the aforementioned problems. Furthermore, we briefly
discuss the functional forms coherence of some statistics already present in the FDA. We formally
enumerate and demonstrate some properties of our functional summary statistics. Then, a simulation
study is presented briefly, with evidence of the consistency of the proposed variance. Finally, we
present the implementation of our statistics through two application examples.

Keywords: correlation for functional data; covariance for functional data; FDA; summary statistics in
functional data; variance for functional data

MSC: 62R10

1. Introduction

Functional Data Analysis (FDA) is a branch of statistics that has played a growing role
since the book by [1] due to its multiple applications [2-8]. In fact, according to [9], the term
Functional Data Analysis is due to [10,11], although some previous work on the subject is
credited to [12,13]. FDA takes, as a starting point, discrete measurements of a continuous
phenomenon to construct smooth curves using modified numerical analysis techniques.
With these, the set of scalar data is converted into a new object called a functional datum,
which is a continuous function [8,14]. This allows us to bring into statistical analysis some
theoretical aspects from functional analysis, where some sets of functions with certain
characteristics can form algebraic structures [15,16]. These structures can provide optimal
properties for the analysis and measurement of continuous function curves. The Hilbert
space, which is formed by square-integrable functions in a closed interval [a,b]; a,b € R,
is a structure that plays a key role in this context. It is usually denoted as L[4, b] and the
main reason for playing such an important role is because Hilbert spaces are usually seen
as extensions of the Euclidean space [15,17] (pages 249 and 19, respectively) because they
have distance and size measures [18], which are desirable properties.

Until now, most existing FDA theory has been constructed based on the extension of
scalar statistics concepts to functions, giving functional objects as a result. For instance, a
widely accepted definition of summary statistics for functional data is given in [1], who
define the sample functional mean, variance, covariance and correlation as continuous
functions in L;[a, b], as shown in Definition 1.
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Definition 1. Measures in Functional Data: Given the sets of functional data {X;}!_, and
{Vi}i, defined in t € [a, b), the summary functions are defined as:

d Mean:

p _ ie1 i(t)

X(t) = lT
d Variance:

(X)) - X 2
Var(20) (1) = Zi=1 (11('2 - (1))
. Standard Deviation:
SA(X)(t) = \/Var(X(t))
d Covariance: B B
Cov(X,V)(t) = i (Xi(®) *(/:(_t)igy,-(t) —-J@®)
. Correlation:
Cov(X,Y)(t)

Cormtti Y = sate) nsav)

In Definition 1, we show an expression for the covariance between X" and ), which is
usually defined in the literature as “cross-covariance”. This name is suggested by Ramsay
and Silverman in their 2005 book because they define the covariance as a summary of the
dependence of records across different argument values.

It should be noted, however, that functions and scalars are different mathematical
objects with different properties, which generates some conceptual discussions. Let us
consider in the first place the functional mean. As is very well known for scalar data [19]
(pp. 15-18), the Arithmetic Mean is a central tendency indicator that must be interpretable
in the same context as the data. In this sense, the fact that the functional mean is a function
results in a conceptually coherent concept of “tendency” because the functional mean
describes the expected behavior of a set of functions related to a functional random variable.
Moreover, it also has the property of “centrality” [20] (p. 76), which can be described in
its functional form with the fulfilment of Equation (1), where X} is the null function in the
definition interval of the functional dataset {Xi}?i:l).

i()(i —X) = Ap (1)

However, if we follow the approach of [1], proving this fact requires an exhaustive
walkthrough of the infinite points of the function’s definition interval, which adds complex-
ity to a proof that would become simpler upon performing the new approach we propose
in this paper.

Let us consider now the functional variance. It should be considered that the usual
motivation for the concept of variance is as a measure of dispersion [21] (p. 309), whose
initial intention is to bring a comparative way for the use of consistency and efficiency
concepts [22,23], whose definition is based on the basic premise that the sum of the squares
of the deviations from the mean is a minimum [19] (pp. 555-557). Namely, given a set of
scalar data {x;}" ,, n € N, associated with the random variable X and whose arithmetic
mean is X, the sum of Expression (2) is minimum value when a = X [20] (p. 84), so that the
variance in Expression (3) is also minimum value because it reflects the expected behavior
of the deviations from the mean.

1

) (x; —a)? )
=1
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(x; — X)? 3)

™=

1
n:
1

I
_

Similarly, given a functional dataset { X} ; and a functional datum ), the sum in
Expression (4) must be minimum value when ) = X', where X is the functional mean of

{X
Y (X —Y)? @)
i=1

However, Ramsay and Silverman’s functional variance given in Definition 1 does not
comply with this functional version of such property. This is true because the concept of a
“minimum” function lacks validity due to the functional character of the objects and that
the functions do not form a well ordered set [24-26].

Furthermore, a conceptual problem seems to be associated with the fact that the
variance itself gives a measure of the distance from the values to the mean [21]. Ac-
cording to [17], a measure always has to be a nonnegative real number; therefore, the
functional variance given in Definition 1 is not truly a measure of dispersion of the func-
tional data but rather a curve that offers point-to-point variances within the functional data
definition interval.

Another important flaw of the variance curve is that, due to the lack of order inside a
functional space, if there are two sets of curves, it is hard to decide which of the two sets
has a larger dispersion. This is possible, however, with a point-to-point comparison, as is
done if we look at the functional variance as a curve of point-to-point variances.

On the other hand, on the functional covariance and correlation, while the concept
of covariance is not thought of as a measure, it is expected to be an indicator of the joint
variation of two random variables [27,28]. It maintains a close relation to the concept of
variance because the variance is a very particular case of the covariance [19] (pp. 126-128).
Therefore, if the functional variance is a real number, the covariance must also be because
there should be coherence between the concepts. However, covariance in Definition 1 is
just a point-to-point covariance function whose interpretation gives an idea of the regions
where there is a larger or a smaller joint variation of the curves within the definition interval
of the functional data, but it is not an indicator of the joint variation of two functional
random variables.

In turn, correlation is defined as a coefficient that is linked to the concept of covari-
ance [19] (pp. 115-119) and for that reason, it must be defined as a real number, even in
functional data. However, it is important to point out that the concept of “linear” correlation
within functional data does not become clearly visible and its “linear” interpretation needs
further study.

In this sense, we present a new approach for the treatment of functional data that
attempts to provide summary statistics for functional data with conceptual coherence and
operational advantages, defining the variance, covariance and correlation for functional
data as real numbers. For this, we use one of the most notable particularities of the Hilbert
spaces like vector space because, as claimed by [29-32], the elements of a vector space can
be uniquely completely described by a linear combination of a set of orthogonal elements
called a basis. However, for L;[a, b], this set is infinite. For that reason, all FDA theory is not
performed over the entire L,[a, b] but over a subspace of finite dimension [33] because the
number of functions used as a basis for the construction of the functional data is finite [1,34].

Thus far, this fact has been little explored in FDA theoretical development, although
there are recent works, such as [35], that estimate a test statistic using the basis coefficients,
the use of coefficients in the homogeneity problem by [36], and also [37] who use the basis
coefficients for estimating functional PLS regression, or even previously, with the use of
principal components of functional logistic regression the authors of [38] deal with some
aspects of the subject. However, our approach addresses the functional data from a vector
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perspective because each functional datum corresponds to a single coefficient vector that
characterizes it, which allows transferring some operations between functions to operations
between coefficient vectors, component-by-component, providing operational advantages
in formal proofs.

It is important to point out that our approach is based on the representation of a con-
tinuous function within an arbitrary subspace of finite dimension of Ly[a, b] and therefore
the results obtained can be applied without loss of generality to any type of orthonormal
basis and of any finite dimension. Thus, in addition to the theory proposed, a simulation
study with curves represented in a subspace spanned by an orthonormal basis of cosines
in the [0, 1] interval is presented briefly and two implementation examples are described
in the final section. In the first example, we implement our correlation proposition to
determine whether there is independence between the functional random variables, used
by [1] when constructing a functional analysis of variance (FANOVA) of the Canadian
average annual temperature in four of its regions. This is done because the analysis does
not specify the existence of independence between the functional random variables. The
second example describes the use of our variance and functional correlation proposition as
part of a functional and descriptive data analysis on particulate matter from two air quality
monitoring stations in Cali, Colombia.

At this point, we recall some very well known background information, which we
will need to present the new summary statistics definitions.

Definition 2. System of Generators, Basis and Dimension:

e Given a vector space V over a field K and given S C 'V, it is decided that V is spanned by S if
every element of V can be written as a linear combination of the elements of S [32].

e A vector space is said to be of finite dimension if it can be generated by a finite set of ele-
ments [39].

e Aset B C Visabasis for Vif B spans V and is also linearly independent. [32]

Definition 3. Hilbert Space: In a very general manner, a Hilbert space is a vector space over the
field of real numbers in which a norm and an inner product have been defined [34,40].

Definition 4. Functional Space: A functional space is a vector space whose elements are functions.

Definition 5. The Functional Hilbert Space Ly[a, b]: The Ly[a, b] space is a vector space over
the field of real numbers whose elements are square-integrable functions in the closed interval [a, b);
a,b € R and where given f, g € Lya, b}, an inner product, a norm and a distance are defined as:

e Inner product: (f fbf
* Norm: |If|l =(f, f “2 =y f2 dx o

e Distance: d(f,g) = \/fa (f(x) — g(x))%dx
With this, the Ly[a, b] space is a functional Hilbert space [29,41].

Definition 6. Orthonormal and Orthogonal Bases: Two elements of a vector space are orthogo-
nal if and only if the inner product between them is zero. In the same way, an element of a vector
space is said to be normal if and only if its norm value is equal to 1. Thus, a basis is said to be
orthogonal if and only if it is composed of elements that are orthogonal two-by-two. If, in addition,
such elements satisfy the condition of normality, the basis is said to be orthonormal [30,42].

Definition 7. Functional Random Variable: A functional random variable X is a random

variable that takes values in a functional space, where an observation of X is called a functional
datum [43].
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2. Summary Statistics for Functional Data

With the motivation of providing FDA theory with summary statistics that have
interpretive and operational advantages, in this section, we propose a new approach for
the treatment of functional data that considers them as elements of the same functional
subspace H of finite dimension of the Hilbert space L;|[a, b], which allows transforming
operations between functions to operations between elements of vectors of coefficients
component-by-component because the L;[a, b] space is in particular a vector space and
therefore if B = { ]-"]} ];":1 is a finite basis of H and X € H, defined on Equation (5), is a

functional datum,

P
X =) ajFjForaje Rwithj=1,2,3,...,p. (5)
=1

where &’ is a linear combination of the elements of B and therefore X" is uniquely completely
determined by the vector (al, a»,as,..., ap) B which is called the B—Dbasis representation vector.

As mentioned, Ref. [35] estimate a test statistic using the basis coefficients. Previously,
on a density estimation problem, Ref. [33] used a finite-dimensional approximation of
the functional data, just like the one we propose here. However, none of them moved
toward the representation of summary statistics for functional data using the vectors of
coefficients used for the functional data representation shown in Equation (5). Next, the
new definitions of summary statistics are proposed, as well as their properties.

2.1. Sum of Functional Data

As observed in works by [44,45] and in most of the textbooks on linear algebra and
functional analysis, the sum of the elements of a space of finite dimension can be defined by
the sum of their representation coefficients in the same basis, as is presented in Proposition
1 and whose proof is immediate, using the representation of each functional datum and the
association and commutation properties of L[4, b] under the sum.

Proposition 1. Let H be a subspace of finite dimension p of the Hilbert space Ly[a,b] with
basis B = {Fj} ]’;1 and { X}, C H a set of n functional data with representation vectors

(ain, aip, ... ,ai,p)B,for some a;; € Rwithi =1,2,...nand j = 1,2,3,...,p. Then, the sum
Y. X is an element of H with representation vector:

(

Proof. Given that (ai,l,ailz, ... ’airP)B with ajj € R,i=12,...nandj=1,23,...,pare

representation vectors,
14
a; ;i Fj
1\j=1

s

P n

Z(. “tf)ﬁ
j=1\i=1

Therefore, given F; € H for every 1 < j < p, then Y| &; € H and its representation

vector is
( ) (ain), i(ﬂi,z)r- ce i(”l}p))
i=1 i=1 B

i i= i=1

™=

I
—

i=1

(ui,l)r i(uil)r R i (ai,p)>
i=1 B
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Proposition 1 indicates that the sum of the n functional data {X;}}; is completely
determined by the sum of the representation vectors component-by-component.

2.2. Mean of Functional Data

It is possible to obtain a definition of the mean for functional data from the represen-
tation coefficients, as we show in Proposition 2 and whose proof applies Proposition 1 as
well as the representation coefficients.

Proposition 2. Let H be a subspace of finite dimension p of the Hilbert space Lp|[a,b] with
basis B = {}}};’7:1 and {X;}!_, C H a set of n functional data with representation vectors

(ain, aip, ... ,ai,p)Bfor aj; € Rwithi =1,2,...,nand j = 1,2,...,p. Then, the functional
mean for the functional dataset {X;}}_, is given by:

14
X =) (4)F ©

where Zj = %(Z;’:l al-,j) forji=1,2,...,p

Proof. Given A; = n~ (¥, a;;) is the mean of the j" coefficients with j = 1,2,...,p,
then:

_ 1 &
12
= 2| a7
i=1 \j=1
P (12 P
= L\ L) Fi= L(A)F
j=1 i=1 =1

O

Proposition 2 indicates that the representation vector of the functional mean is com-
pletely determined by the representation vector of component-by-component mean coeffi-
cients. Namely, for a set of n functional data whose representation vectors are
(aig, aip, ... ,ai,p) 5 With 1 < i < n, the functional mean is another functional datum,
whose representation vector is (A1, Az, ..., Ap) 5.

In addition, it should be noted that the functional mean of Proposition 2 and the
one in Definition 1 are the same functions because, as mentioned above, it is coherent
with the concept of tendency. However, under this new approach, the functional mean
has operational advantages, some of which are immediately observed in the proof of the
functional version of the property of centrality (p. 76, [20]), illustrated by Proposition 3.

Proposition 3. Let H be a subspace of finite dimension p of the Hilbert space Ly[a, b], {X}, C
‘H a set of n functional data and X its functional mean, then:

(X - F) = A
i=1

where Xy is the null function in [a, b].

Proof. Let B = {F;}!_, be a basis of H. Therefore, there are a;j € R such that &; =
Z]’.;l a;jF; for every i = 1,2,...n. In addition, by Proposition 2, X = Z]P:l A;Fj, where

A = % Yi_1 ai,j; then, by Proposition 1:
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I
=
=
&

I
=

7

because }_!' ; (al-,]- — A7]) =0forj=12...,p° al-,j” and “Zj” are scalars and therefore
satisfy the property of centrality. [

2.3. Variance for Functional Data

We define the variance for functional data as the average of the squared distances
of each function to the functional mean. The distance used is the distance between the
functions of Ly[a, b], shown above in Definition 5, which gives a scalar number as a result
and therefore the variance of Definition 8 is a scalar and maintains the concept of the
variance as a measure of dispersion because it is the expected behavior of the distances
of the functions to the functional mean, whose interpretation is performed in a general
manner over the entire set of functions.

Definition 8. Variance for Functional Data: Let H be a subspace of finite dimension p of
the Hilbert space Lp|a,b] and let {X;}!_; C H be a set of n functional data associated with the
functional random variable X'; then, the scalar variance for this functional data set is defined as:

Var(X) — % 3 (/ab(xi - y)Z(t)dt) @)

i=1

This definition allows having a scalar measure of dispersion, around the functional
mean, of a set of functions. The most notable operational advantage of Definition 8 is given
by Theorem 1.

Theorem 1. Let H be a subspace of finite dimension p of the Hilbert space Ly[a,b], B = {]—"]}f:1
an orthonormal basis of H and { X;}}_, C H a set of n functional data associated with the functional
random variable X, with representation vectors (a;1,a;2, . . . ’ai/p)B 11 <i<mn,then:

Var(X) = Zp: Vi 8)
j=1

where V; = LY (a;j — Aj)%.

Theorem 1 indicates that if the representation basis is orthonormal, the variance for
the functional data can be simply calculated as the sum of the variances of the coefficients,
component-by-component.

To prove Theorem 1, we need first to prove a couple of very important results presented
in Lemmas 1 and 2.

Lemma 1. Let H be a subspace of finite dimension p of Ly[a,b], B = {.7-7};;1 a basis of H,
{Xi}l’?:l C H a set of functional data with representation vectors (a,-,l,ai,z, ... '“l}P)B 1<i<n
and Y € H a functional datum with representation vector (b1, by, ..., bP)B’ then:
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S|

Y- vP =) (i > - b,->2> P2

i=1 j=1 i=1

L (s

M-

(aij — bj)(a; (j41) — b(]‘+1))> FiF(j+1)

The proof of Lemma 1 follows from the representation of each of the elements of H on the selected

basis and from the properties of summation.

Proof. Given that Y A &X; € H foreveryi =1,2,...,n, then:

Y- VP =
ni3

r 2
1 n
=23 | S aF - w]
i=1|j=1
1 n [ |4 2
= 21 Z(al] bj)F,
i= _]:

If in Lemma 1 we replace ) by the functional mean of {Xi}?zl, the Lemma 2

is obtained.

Lemma 2. Let H be a subspace of finite dimension p of Ly[a,b], B = {.7-"} _q @ basis of H,

{Xi}1, C H aset of functional data with representation vectors (aj1, o, . .

and X the functional mean of {X;}}_,; then, if A; =
of squares can be decomposed as:

10 p—1p—1
EZ;(‘X} ZV}—JrZZ:lZS”/“HI
i= j=k

where Vy = 5 Y1 (a;j — Aj)? and Sa e,y = 5 Yiq (a; — Ap) (a1 — Ajia)-

n n

Proof. By Lemma 1:
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Zl 14ij,for1 <j<p, the mean difference



Mathematics 2023, 11, 1317 9 of 20

n _2 14 12 o 2 )
) (X —X) :g ;g(ﬂi,j—Aj) F;

- n
+2 Z ( L (31 = A (@i 11) = A<]+1>)>fjf<f+1>
k=1 j=k i=
but ‘/] = % Z?:l (ai,j I]) and Sal aj = % Z?:l (ui,j — I]) (ai,j+1 — Z]‘+1), with which:
10 5 —1p-1
;Z( ZV}— +22 ZS”J“/H
i=1 =1 j=k

We thus provide a proof of Theorem 1.

Proof. By Definition 8:

Var(X) = if(/b x) (t)dt>

1

and by the integral’s properties, we know that:

72/;( )2 (1)d _/ahlil Dt

n
but from Lemma 2, we have that:

/b E i()(i —X)*(Hdt =
a M5

—/ (ZV}'Z +2§isu,a]+1f(t) ]+1(t)>df
— Zv / (F2) t)dt+2§§5u,ﬂ]+l / (Fj(t) Fja(t))dt
72 S ()
k=1 j=k

By hypothesis, B is an orthonormal basis; that is, ]-'] || =1and <]:]]:m> = 0; for each

j,m=1,2,...,pAj# m, therefore, we have that:

p—1p-1

ZVHfH +2 Z Zsu 4 (FiFje1) =

I
wa

”] /+1

Gr2E T

||[\1|

T
L

Il

T
I\

O
We highlight that as part of the proof of Theorem 1, the Equation (9) is obtained:
p—1p-1

Var(¥ Z il 7 +2 ) Zsu, a1 (FjFj+1), ©)

k=1 j=k
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which means that we can apply the result to a nonnormal basis and even to generator sets
that are not necessarily orthogonal.

Let us display now some properties of the functional variance under this new approach,
which satisfies the same properties of a variance for scalar data because it inherits them
from the variances of coefficients, as shown below.

Proposition 4. Let H be a subspace of finite dimension p of the Hilbert space L [a, b], B = {J-"]-};;l
an orthonormal basis of H and {X;}! |, C H a set of n functional data associated with the
functional random variable X, with representation vectors (al-ll,ai;, e ’ai/P)B :1 <i<n. Then,
the following properties for the functional variance are followed:

1. Var(X)>0.

2. Var(X) is of minimum value.

3. If{X;}!_ have the same representation vectors, then Var(X) = 0.

Proof. Properties
1.  Given that Var(X) = Zle Vjand that V; > 0 forevery j =1,2,...,p, Var(X) > 0.
2. Given that Var(X) = Zf:l V; and that each V; is of minimum value for every j =

1,2,...,p, then Var(X) is of minimum value.
3. Given {X;}]; functional data, such that their representation vectors are equal, then:

a1 =4az1 =4az1,---,4p1 = W1
12 = a2 = 4a32,...,4p2 = W2
allp = az,p = ng,,p, s l0nyp = Wy

Then, forevery 1 <j <p, Zj = %Z?Zl a;j = L Yl wj = wjand

n

(arj — A)" =
1 i

vV, = z

j =0

S
.M:

Il
-

=

1
oy (wj —w))
1

Therefore, V; = 0 for each j = 1,2,..., p and consequently Var(X) = 0.
O

The fulfilment of this last property shows that, in fact, Var(X’) measures the dispersion
of the functional data.

2.4. Covariance and Correlation in Functional Data

Following the same line of reasoning as for the variance for functional data associated
with Definition 8, the covariance for functional data is shown in Definition 9.

Definition 9. Covariance in Functional Data: Let H be a subspace of finite dimension p of the
Hilbert space L[0,1] and {X;};_; C H and {Y;}]_ C H two sets of n functional data associated
with the functional random variables X and Y, respectively. Then the scalar covariance for these
two sets of functional data is defined as:

Cov(x,9) = L3 [ (- ) (- V) ()t (10)
i=17/a

Like the variance case, this definition allows having a scalar value of the joint variability
of two functional random variables in relation to the functional mean in each case and
presents the operational advantage given by Theorem 2.
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Theorem 2. Let H be a subspace of finite dimension p of the Hilbert space La[a, b], B = {F; } _,an

orthonormal basis of H and {X;}!_; C Hand {Y;}!_, C H two sets of n functional data assoczated
with the functional random variables X and ), with representation vectors (ﬂz’,1/ﬂi,2/ . ,ai,p) B
and (bi1,b;o, . "’birP)B : 1 <i < n, respectively. Then:

Cov(X,9) = 3., (11)
j=1

where Cj = Lyn 1(aij — A;) (bij — Bj), being B; = + Lynm, bijand Aj = Lynm, a; ; for each
i=12,...,p
Proof. By definition, we have that:

1 n

Cov(X,)Y) = ” 2(

i=1

[ =@ -90)

a

and by the integral’s properties, we know that:

- i/b(a’i —X) (Vi —Y)(t)dt

N

i=1

p n
> <,11 2 (aij = Aj)(bij — B7)> 77

j=1 i=1
p—1p-1 12 o -
+2 kzi Z;,( <n 21 (i = A1) (i 1) — Bj41))) ) FiF(j+1)
=1 j= 1=
By applying the integral, we obtain:
p—1p—1
Z CjllFjll +2 Z Z Sapap 1 (FiFir1)

k=1 ]7

1 o = 1 T 7]
where C; = [ YI' ((a;; — Aj)(b;; — B;) and Sapbyin = Yii(aip — Ap)(bipi1 — Bpy1)-
However, because the basis is orthonormal, we have that:

Cov(X,Y) ZC 1+0—ZC (12)

O

We notice that under this approach, it makes sense that Cov(X, X) = Var(X') and
that Cov(X, ), by virtue of Theorem 2, as well as Var(X), by virtue of Theorem 1, inherit
the properties of the classical covariance in scalar data through their coefficients, but even
more so, it is possible to define a correlation coefficient, as shown in Definition 10.

Definition 10. Correlation in Functional Data: Let H be a subspace of dimension p of Ly [a, b]
and { X}, {Vi}, € H two sets of functional data associated with the functional random
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variables X and Y, whose scalar variances are Var(X') and Var()), respectively, and with scalar
covariance Cov(X,Y); then the scalar correlation coefficient is defined by the expression:

Cov(X,Y)
VVar(X)\/Var(Y)
As a result of the proposed approach, it can be seen that Cor(X,)) € R and that

—1 < Cor(X,Y) < 1. In addition, under the compliance of the hypothesis of Theorems 1
and 2, the calculation of the correlation can be performed with the expression:

P
LG

) ()

Cor(X,Y) = (13)

Cor(X,Y) =

3. Simulation

In order to show that our variance is actually a measure of the variability of the curves,
without loss of generality, we conduct a brief simulation study, which builds a variety of
functional data sets and we represent it in the ten-dimensional subspace spanned by the

9
orthonormal basis {1, V2Cos((j — 1)7rx} . The Supplementary Materials contains the

code for the simulation, which was carried out in the R language. In each case, we use our
Theorem 1 to obtain the variance measure. Simulation cases come from two functions of
different types. The first type, which we call Type A, is a constant function, whereas the
second type, called Type B, is a non-constant function, as shown in Figure 1.

Type A curve

150
1

50
|

0
|

-100

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Type B curve

150
1

50
|

0
|

-100

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure 1. Type A (top) and Type B (bottom) curves for simulation.

In the first simulation case, we consider three different scenarios of constant dispersion
across the domain of the curves: case 1.1 high dispersion, case 1.2 moderate dispersion and
case 1.3 low dispersion. Figure 2 clearly shows the simulated dispersion in the curves and
how our proposal captures the decreases in variability in the proposed scenarios.

We construct functions with non-uniform dispersion across the domain of functions in
the second simulation case and as in the first case, we consider three different scenarios: case
2.1 high dispersion, case 2.2 moderate dispersion and case 2.3 low dispersion. The resulting
curves are more erratic than those in the first case in each type of curve. Nevertheless,
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Figure 3 shows our variance measure can capture this variability between curves since the
variance decreases as the dispersion decreases.

Type A:Case 1.1 Type A: Case 1.2 Type A: Case 1.3

200
L
200
200

100
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100

100

o
L

0
0

-100
-100
-100

-200
L
200
-200

) Variance = 229.9

Variance = 1000.69 Variance = 31.41

Type B: Case 1.2 Type B: Case 1.3
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L
100

0
L

°
0

-100
-100
-100

-200
-200
-200

) Variance = 274.11

Variance = 34.4

1 Variance = 1031.54

Figure 2. Scenarios variability considered for simulated curves in case 1 and scalar variances obtained.
Type A (top) and Type B (bottom) curves.

Now, we use the simulation to illustrate that our variance approach is consistent. For this,
we construct a functional data set with 500 type B functions. In this way, we obtain samples of
different sizes, then calculate the absolute difference between the variances of the sample and
the population. This step is repeated 500 times for each sample size. In Table 1, we report the
mean of results for each sample size; in Figure 4, we show that our proposed variance converges
in mean value to the population variance as the sample size increases.

Type A:Case 2.1 Type A: Case 2. 2 Type A: Case 2.3

100 200 300
L

100 200 300
L

100 200 300
M

-100 0
-100 0
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L
-200

-300 -200 -100 0

-300 -200
-300
L

Type B:Case 2.1 Type B: Case 2. 2 Type B: Case 2.3

100 200 300
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100 200 300
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-100 0
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-300 -200 <100 0
L
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1 Variance = 8516.6 Variance = 4173.6 Variance = 2194.98

-300
L

-300 -200

Figure 3. Scenarios of variability considered for simulated curves in case 2 and scalar variances
obtained. Type A (top) and Type B (bottom) curves.

129



Mathematics 2023, 11, 1317 14 of 20

Table 1. Mean of the absolute difference between population variance and sample variance for each

sample size.

Samole Size Mean Absolute Sample Size Mean Absolute

p Difference p Difference
5 1828.16 200 23.74
10 926.43 250 15.29

20 403.40 300 13.6

50 178.40 400 3.74

100 81.47 450 3.83

150 34.31 490 0.45

Variance behavior
£
—
o — 2 = —_—-—
(; 1(‘)0 ZC‘)O 3&0 4&0

Sample Size
Figure 4. Behavior of the mean of the absolute differences when the sample size increases.

4. Application Examples

To show the interpretive advantages, we present two application example cases on
actual data.

4.1. Example 1

In this example, we present a way of using our summary statistics in a functional anal-
ysis of variance (FANOVA). Therefore, we analyse the data collected by [1] corresponding
to monthly temperature from 35 weather stations in Canada. Such stations are sorted, in
four regions, according to their location: Atlantic, Continental, Pacific and Arctic.

Ref. [1] implement a FANOVA in order to evaluate the existence of statistically
significant differences between the average annual temperature in the four geographic
areas. However, because of the phenomenon dynamics, there might be a correlation in
the four areas’ temperature; hence, the conclusions from the FANOVA might be affected.
Nonetheless, this is not considered by [1] since their functional cross-correlation does not
permit to conclude whether there is a correlation between the functional data from the four
areas, as indicated in Figure 5. In contrast, our correlation approach permits to determine if
it is present between the four areas.
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Figure 5. Cross-correlations of the functional variable temperature between the geographic areas.

In addition, Table 2 shows evidence of a strong correlation between the functional
variables Arctic and Continental temperature. Furthermore, the functional variable Pacific
and Continental temperature presents negative correlation, which indicates that when there
is temperature rise in the Pacific area, there is a temperature decrease in the Continental
area. In summary, our correlation matrix demonstrates that the temperature in the four
areas is not independent since they present correlations different to zero.

Table 2. New correlation proposition of the functional variable temperature between the geographic

areas.

Zone Altlantic Continental Pacific Arctic
Altlantic 1.00 0.45 —0.50 0.26
Continental 0.45 1.00 —0.62 0.82

Pacific —0.50 —0.62 1.00 —0.22
Arctic 0.26 0.82 —-0.22 1.00

4.2. Example 2

We provide an example of implementation on actual air pollution data in order to
show the interpretive advantages of the summary statistics we suggest.

According to [46], particles in the air whose aerodynamic diameter is less than 2.5 um
(PM35) may be considered as criteria air pollutants; therefore, prolonged exposure is
harmful to human health. Consequently, PM; 5 monitoring stations have been implemented
in different cities around the world to monitor the pollutant’s daily behaviour. As a result,
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a relationship between anthropogenic activities and PM; 5 production within an urban area
has been identified. In consequence, the existing variability is of interest.

For instance, the Administrative Department of Environmental Management (DAGMA)
monitors the amount of PM; 5 in Cali, Colombia. To this end, they use two air quality
monitoring stations which are part of the air quality surveillance system in the city. These
stations are called Base Aérea (BA) and Compartir (CO). These stations are located approxi-
mately 3.5 km away from each other and regularly collect records of PM, 5 concentration
every 10 s. However, they only report the hourly average. Thus, we may collect at most
twenty-four measurements per day from each station. In addition, we aim to find out
which station presents more variability and if there is any correlation between the daily
behaviour measurements.

Because of this problem, it is necessary to consider all the daily behaviour that is
recorded by both stations. This and the variable’s continuous nature make necessary to
carry out a functional and descriptive analysis.

For this analysis, we include 29 days of year 2015 with all their twenty-four measure-
ments at both monitoring stations. For illustration purposes, we construct 58 curves, 29 per
station, in the subspace H of L,[0, 1] of dimension 8 using a Fourier orthonormal basis. In
total, we have 29 paired curves. The dimensions of both H and the basis obey construction
techniques of functional data. Although such techniques are not the objective of this work,
it is worth mentioning that the suggested approach is independent of them; therefore, it
can be applied without loss of generality to any type of basis.

In Figure 6, we show the curves of the functional data of BA and CO stations. The
X-axis has been set to [0, 1].

08 03
s 5
531 T3]
= T
[0}
03 33
5 5
Qo | Qo /ﬁ’\

< <
X o | NS
So So | AW =
o® o | =4 /

o o

00 02 04_ 06 08 10 00 02 04_ 06 08 10
Normalized Time (24 hours) Normalized Time (24 hours)

Figure 6. PM; 5 functional data from station BA on the left and from station CO on the right.

In turn, Figure 7 shows the functional means and the curves of variances suggested
by [1]. Moreover, Figure 7b demonstrates that it is not possible to decide which of the two
stations experiences a larger variability.
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Figure 7. Functional Means and Curves of Variances at both stations (a) Base Aérea (black solid line)
and Compartir (blue dashed line) Functional Means. (b) Variance Curves in Base Aérea (black solid
line) and Compartir (blue dashed line).

In addition, Figure 8a,b indicate a curve of covariances and a curve of correlations,
respectively. However, these descriptive statistics suggested by [1] are not sufficient to
decide whether the functional variables are correlated and to what extent.

We observe that the functional descriptive analysis suggested by [1] is not sufficient to
provide an answer to the specific case in Cali, Colombia. However, our summary statistics
for functional data, shown in Table 3, solve the problem because it allows us to observe
that station BA presents more variability. This can be explained by BA’s high industrial
activity and its air and land traffic. Moreover, the high correlation between stations BA and
CO can be also explained by their proximity and their paired data. This suggests that the
pollutant might be airborne.
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Figure 8. Curves of covariances and curves of correlations from Definition 1; (a) Base Aérea and
Compartir Covariance. (b) Base Aérea and Compartir Correlation.

Table 3. Proposed measures for functional data.

Station Variance Covariance Correlation
Base Aérea 134.91
72.31 0.95
Compartir 76.24
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5. Conclusions

Because of the functional character of objects in FDA, it is reasonable to believe that a
first approach would be the extension of concepts in their functional form. However, scalars
and functions do not have the same properties or interpretations. Therefore, it is necessary
to create treatment methods that are coherent according to the nature of the objects. In this
sense, the proposed treatment method has important advantages because it puts aside the
point-to-point treatment of the curve to treat the functional datum as a complete unit by
means of the representation coefficients, given that each coefficient modifies a characteristic
of the function and not just a point of it.

Some of the most important advantages provided by this approach are:

e It maintains the concepts of tendency, centrality, dispersion and association coherently,
which results in an interpretive advantage.

¢  Given that each coefficient oversees a specific characteristic of the curve, when taking
the arithmetic mean of the functional data through the coefficients per group of com-
ponents, what is being taken is an “expected behavior” of each of the characteristics,
which is conceptually coherent in terms of tendency.

* It offers operational advantages, given that the set of representation coefficients is
finite and their elements are scalars, which facilitates the treatment of functional data
because many of the operations with them can be transferred to the coefficients.

¢  The proposed variance allows the comparison of the variability of two groups of
functional data in such a way that it is easy to calculate and interpret in terms of
the “amount”.

e It allows knowing how strong the joint variability of two datasets of functional data is,
with interpretive and operational ease.

e It allows characterizing the functional data in terms of a probability distribution
function for the coefficients, component-by-component, which facilitates the controlled
simulation of the functional data and their analysis.

e Our new proposition of variance for functional data is also useful to determine which
functional estimators are consistent within a set, i.e., which one decreases its variance
when the number of functional observations increases. Furthermore, our proposition
helps to determine which estimator shows less variance for the same number of
functional observations; i.e., which one is more efficient.

To use our summary statistics, it is necessary that the functional data can be represented
by a function basis, which limits its use to only functional data that have this characteristic.
Moreover, all functional data must be represented with the same basis and function number.

Another limitation is that, because it is a new proposal, we still do not know how to
assess the confidence of the estimates, which requires new simulation experiments.

To conclude, it is important to point out the need to create a theory based on methods
for the analysis of functional data and to take advantage of the mathematical richness
of continuous functions. Therefore, we present a formal theory to validate the proposed
approach that can be taken as a starting point for future works, hoping that FDA can be
transformed into a new form of statistics, say functional statistics.

Supplementary Materials: The R code used in the simulation is available at https://www.mdpi.
com/article/10.3390/math11061317/s1 , pages S1 to S5.
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ARTICLE INFO ABSTRACT

Keywords: We present a proposal to extend the functional logistic regression model — which models a
Functional data binary scalar response variable from a functional predictor — to the case where the functional
Functional logistic regression observations are not independent because the same functional variable is measured in the same

Random effects

individuals in different experimental conditions (repeated measures). The extension is addressed
Repeated measures

by including a random effect in the model. The functional approach of this model assumes
that all functional objects are elements of the same finite-dimensional subspace of the space
of square-integrable functions L, in the same compact domain allowing the functions to be
treated through the basis coefficients on the basis that spans the subspace to which functional
objects belong (basis expansion). This methodology usually induces a multicollinearity problem
in the multivariate model that emerges, which is solved with the use of the functional principal
components of the functional predictor, resulting in a new functional principal component
random effects model. The proposal is contextualized through a simulation study that contains
three simulation scenarios for four different functional parameters and considering the lack of
independence.

1. Introduction

Functional data analysis (FDA) is a branch of statistics where the main studied objects are continuous functions, and not only
scalar values as in classical statistics. FDA has its beginnings in the works of [28], but its popularity has increased since the works
of [14,26,27] as a result of its multiple applications in a number of scientific disciplines and technological advances, allowing for
increasingly precise measurements of continuous phenomena.

The developed theory for FDA has been possible thanks to the extension of concepts and methods from scalar statistics to
functions, as can be seen in the works of [13,16,17,27]. Accordingly, one of the crucial techniques for scientific research is functional
regression analysis, which attempts to find the relationship between a variable called dependent from one or more variables called
covariates or explanatory variables. In functional regression it is possible to find different combinations between the types of
variables and covariates. This is the case of functional logistic regression, which aims to model a binary random variable from
a set of functional observations. This type of model is important in problems where the response can be categorized into two levels,
commonly referred to as success and failure (see for example [11] in the case of peak levels of olive pollen). In this context [23]
evaluates three approaches for functional logistic regression: dimension reduction using functional principal component analysis,
penalized functional regression, and wavelet expansions in combination with Least Absolute Shrinking and Selection Operator
penalization. Authors conclude that none of the three methods convince in their ability to reconstruct the parameter function,
showing the difficulty of an accurate estimation of the functional parameter in this type of models.
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There are different approaches to modelling a binary response, but in this work we consider a parametric approach that assumes
the existence of a functional parameter. The interpretation of this parameter explains not only the relationship between response
and covariates, but also provides an explanation of how changes in parameter generate changes in the odds ratio. Thus, the main
objective of this approach is to obtain a correct estimation of the functional parameter that can be carried out by different methods,
where the most appropriate for the functional logistic regression problem is the maximum likelihood (ML) method. ML requires
observations to be independent, however, when the observations come from the same experimental unit or subject measured
repeatedly in different conditions or in different periods of time, the framework is repeated measures. In this context, to assume
independence is unrealistic [7] because the phenomenon of repetition can generate a correlation structure in the design matrix
of the model [8]. This problem can be addressed by adding a random effect as is done in the scalar case (see [19]), where it is
considered that part of the collected variability comes from the correlation structure caused by repeated measurements. Repeated
measures in FDA context have a limited development in literature, its study focuses mainly on the curves comparison problem for
instance. In [22] authors study the k-sample problem when the data are from the same subjects, proposing a statistic that takes
into account the variability between groups. Subsequently, in [31,32] authors consider the variability in each group for a similar
problem. Additionally, in [1] a basis expansion approach is used for functional analysis of variance with repeated measures. Most
of these methods treat these problems of repeated measures in FDA by adding a random effect into the model, i.e. in functional
mixed models (FMM) context. FMM have been developed in literature by some authors, e.g., in [20] a linear mixed effects model
is formulated from a non-parametric context. In a same way, in [30] authors address a functional additive mixed models. In [25]
Bayesian perspective is used by authors to introduce a functional logistic mixed-effects model for estimating learning curves in
longitudinal experiments. In the last three cases, the random effect considered is functional. Alternatively, scalar random effects are
included in [21] for a functional linear mixed model in the context of scalar on function regression — functional predictor and scalar
response—.

On the other hand, as a consequence of the algebraic structure of some functional spaces, it is possible to consider the functional
data as elements of a finite-dimensional subspace of square integrable functions space L,[a, b]. This consideration allows the use
of all vector space properties, as the representation of any element in terms of a basis of fixed functions. This representation
produces, for each functional datum, a unique vector of scalars that are the coefficients of the linear combination of the elements
of the basis that span the subspace to which the functional data belong. This treatment of functional data allows models to be
reduced to a multivariate scalar problem, as already done in works such as those seen in [1,5,10,33], among other examples.
However, the treatment of functional data through their basis coefficients within the context of regression can generate a problem
known as multicollinearity i.e. correlation among the explanatory variables of a model, leading to high standard errors and another
problems in the model parameters estimation [15]. This concern in the context of the functional logistic regression was worked
on by [9,10], where functional principal components logistic regression (FPCLR) was introduced, and an extended FPCLR model
and R-package were developed. FPCLR model provides the advantage that the new vectors of coefficients no longer present the
problem of multicollinearity, since no correlation is theoretically guaranteed. Additionally, FPCLR model allows the reduction of
the dimensionality of the problem, through the choice of a reduced number of functional principal components.

Functional logistic models for repeated measures on basis coefficients have problems of correlation attributable to repetition, and
multicollinearity caused by the same basis representation for predictor and functional parameter (see [10]). The approach proposed
here consists of the combination of two methodologies to address these issues: the random effect inclusion in the model to capture
some of the variability attributable to repetition of functional observations, and the use of the functional principal components to
deal with the possible multicollinearity problem that may exist in the model. As far as we know, the case of repeated measures
for functional logistic regression model has not been considered in literature, much less the effect of multicollinearity in the model
estimation.

This paper is divided into 4 sections. The introductory section shows some background in the context of functional data analysis,
repeated measures and functional mixed models. Section 2 presents the theoretical framework on functional data and functional
logistic regression model for repeated measures. Section 3 develops a simulation study with three different scenarios on four different
functional parameters. Finally, Section 4 contains a summary and discussion of the main results and conclusion obtained.

2. Methodology
2.1. Functional data

There are different approaches to extend concepts from scalar statistics to continuous functions. One of these approaches
considers that a functional datum X is an observation of a second order stochastic process {X(¢) : 7 € [a, b]}, i.e. it satisfies the

property of Eq. (1)

b
/ X2(1)dt < oo. €))

We assume that X € H : H C L,[a,b] Adim(H) = d € N, where H and L,[a, b] are vector spaces over the field R, whose elements
are square integrable functions on the same domain [a, ], and which has a Hilbert space structure (see [18,29]) with inner product
defined as in Eq. (2):
b
(f.&) =/ SWegMdt, Vf,g € Lyla,b]. 2)
a
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This inner product induces the usual norm and distance m defined by || f|| = v/{f, f) and m(f,g) = ||f — g|| respectively. Here, d
represents the dimension of the subspace H. These assumptions allow the use of functional finite basis concept of /. Consequently,
given {A’,-}:;l a set of »n functional data, then VX, € , 3 (al-j);:l eRY : X(r) = Z;;l a;;¢;(t), where the set @ = {¢, };.:1 CHisa
basis for 1, and the g;; € R are called basis coefficients or coefficients of representation of the i — th functional datum in basis ®.

The vector of basis coefficients for each function is unique, then it is possible to establish an isomorphism between the spaces
H and RY. As a consequence, the use of a vector of basis coefficients (a; j);_’:l € RY instead of function &; is conceptually coherent
and simplifies the data treatment and the simulation process, reducing some functional problems to the multivariate scope, as can
be seen for example in [2] for detecting changes in air pollution during the COVID-19 pandemic by using functional ANOVA.

It is important to note that different proposals exist for functional basis in order to obtain the representation in basis coefficients
such as Fourier, B spline (see [27]), CONS basis (see [12]) or wavelets (see [4]).

2.2. Functional logistic model for repeated measurements

Let L,[a, b] be the vector space over R, with Hilbert space structure, of square integrable functions defined on the interval [a, b],
and H C L,[a, b] a subspace such that dim(}H) = d € N. Suppose N individuals measured in different experimental conditions for the
same continuous domain, where the curve X is given by the s—zA functional repetition for the i —zA individual. The set of functional
observations [JX, {%,,}"_ c M, being card(Y, {X;}"_)) = TX, n; = n the total number of functional observations. Furthermore,
let us suppose that { yl'S}i=,ln, '_, is a set of binary responses that represent the success or failure of a phenomenon related to the
functional observations, and which are defined as in the Eq. (3)

1 if  success
= 3
Yis { 0 if failure. 3
Eachy,,i=1,2,...,N;s=1,2,... ... ,n; is an observation of a random variable Y, such that Y|X,;; ~ Be(x;,), where Be(x;,) represents

a Bernoulli probability distribution with parameter z;, = P(Y = 1|&},). The issue of repeated measures has been addressed in
literature mainly through mixed models. These models add different random effects to the models themselves (see [8]). With this
in mind, we propose the mixed functional logistic model for repeated measurements treatment and that is represented by Eq. (4)

Tis

b
l,-S:ln[ ] :a+/ X pydt + z;u;, i =1,2,... ,N;s=1,2,...,n;, “4)
a

1 — 7
where /; is the logarithm of the odds of success over failure, E [Y |2c’,-s] = /, b X, (H)P()dt is a fixed effect, u; is the vector of random
effects and z;, is a repetition indicator vector. This is the classical formulation of the mixed logit model, seen as a Generalized Linear
Model (GLM) with logit transformation as link function (see [3,8] for scalar case).

The g € H is the functional parameter whose accurate estimation is the objective of the methods proposed here. As can be seen
in [10] for the functional logistic regression model, this functional parameter allows an interpretation of the relationship between
the binary response and the functional predictor in terms of odds ratio. Then, since X,;,f € H;i = 1,2,...,N,s = 1,2,...,n;, there

are vectors (b j);.’zl, and (a;,, j-)jd.: |» such that
d d
A;i.\'=zais,j¢j A ﬂ= ij¢j (5)
j=1 =1

Then in Eq. (4) it follows

b [ d d

/ [Zais,dy(t)] [Z b,qu(z)] dr

a izl =1
d ’ , ’ J

[zf sty o] ] ’ L lzz:;'ai”bk <¢”¢k>] ‘ ©)
i= Seyy

Thus, the functional logit model for repeated measures can be written in matrix form as

b
/ X, (Op)dt

L=1a+A¥YB+ ZU, @

with 1 being a vector of ones, L the vector of the n logit transformations /,;, A the matrix of basis coefficients of curves, ¥ the
matrix of inner products of the elements of the basis @, and B the parameter vector to be estimate that coincides with the vector of
basis coefficients of functional parameter g. U is the random effects vector and Z the design matrix associated to U that contains
the repetition framework.

In this way the functional logistic regression model for repeated measures is transformed into a multivariate logistic model
(for repeated measures). Assuming a spherical Gaussian distribution for the random effects, the estimation of the basis coefficients
b;,j=12,....d of the functional parameter # can be obtained by classic methods for repeated measures as restricted maximum
likelihood (REML), and penalized iteratively re-weighted least squares (PIRLS) (see [6]). However, this formulation poses drawbacks
caused by possible multicollinearity in the new explanatory variables, since it is not possible to ensure that the basis coefficients
of curves are independent by columns. To deal with the multicollinearity issue, it is possible to restate the problem in terms of
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the fu}{]‘lctional principal components (FPCs), see [10]. Let us thus consider the functional principal components of sample curves
{Xié'}i=’lniv=l as

b —_—
fis,w = / (Xis(t) - X(’)) fw(t)dt, (8)

where the functions f,, € H, (w = 1,2,...,d) are the solutions to the eigenequation

b
/ Clr.0)f,(ds = Af, (), ©

with C being the functional sample covariance defined by
n
crn=n"Y (20 -%0) (20 -F0). (10)
=1

The vectors &, and &; are independent for all w # j, and it is well known that each functional datum X, can be approximated in
terms of a reduced set of p eigenfunctions f,, and &, by

P
2(’is ~X + Z éis,wfur (1]-)
w=1
Then, from Eq. (4) we can obtain the functional principal components logit model for repeated measures (in terms of logit
transformation) by

w=1

b )4
I, = (x+/ (X(t)+ D éiswfw(t)> Byt + zyu;, i =1,2,...,Nis=1,2,....n,. (12)
a

The model in the Eq. (12) can be expressed in matrix form as
L=1y+TI'y+ ZU, (13)

where I is the matrix of the functional principal components (¢ ), vo = @ + /, b X(MPM)dr and y the vector of parameters with
elements y,, = /, b fo@®B@)dt. The model in Eq. (13) avoids the problem of multicollinearity since the principal components are
incorrelated, so it is possible to use all the usual methods to obtain an estimate  of the parameter vector y, and through this an
estimate of the original parameter vector 13, through /B = V', with V being the matrix of the basis coefficients of eigenfunctions f,,,
in H.

3. Simulation

In order to evaluate the performance of the proposed methods we have developed a simulation study, considering three different
scenarios:

» Scenario 1: Functional logit model without repeated measures.
+ Scenario 2: Functional logit model with repeated measures.
+ Scenario 3: Functional logit model with repeated measures, and multicollinearity

For all scenarios, four functional parameters g in H (subspace spanned by finite basis in Eq. (14)) were generated from expression
s (sin(w, - 1) (cos(w, - 1)), where s, w;, and w, are scalar values that, when modified, generate changes in the scale, oscillation and
roughness of the g function. The 4 types of functional parameters considered can be seen in Fig. 1.

3.1. Scenario 1
The functional curves considered in this scenario belong to subspace H spanned by finite basis @ with 4 = 8. The elements

of the basis come from a complete orthonormal sequence (CONS), which provides multiple operational advantages thanks to its
orthonormality, see [12,24]. These elements are described in Eq. (14), and shown in the left panel of Fig. 2.

1 if j=1
i(x) = 14
;00 { V2cos((G— Drx) if 2<j<d. 14
So, n = 750 curves {X,}l":l were considered by simulating their basis coefficients with uniform values, i.e. (a, j)j'[=l = A, ~

Uni f[0.5,3]. A sample of 100 simulated curves can be seen in Fig. 2 (Right).

After simulating the predictor curves, we calculate the linear predictor /, given by Eq. (6) using the functional parameters g,
B>, B3 and p,. After adding an error term E ~ N(0, Id,,,) to the linear predictor the response was simulated by using a Bernoulli
distribution with probabilities given by exp(/,)/(1 + exp(/,)). Four different models were then fitted, and the g functional parameter
estimated:

* Model 1: L = 1a + A¥ B3, i.e. the proposed model in Eq. (4) without random effects — called Classic Model (CL_Model) —. The
estimates were obtained by M L.
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Simulated Functional Parameter 4(t) Simulated Functional Parameter B,(t)

-10

Simulated Functional Parameter Ba(t) Simulated Functional Parameter B4(t)

-10

Fig. 1. Top left: Functional parameter f, (r) generated with the values s = 10, w, = 15 and w, = 5. Top right: Functional parameter f,(t) generated with the
values s = 10, w, =3 and w, = 5. Bottom left: Functional parameter p;(r) generated with the values s = 80, w, = 0.3, w, = 1.5. Bottom right: Functional parameter
B4(1) generated with the values s =70, w, =25, w, = 25.

40

- — - Basic function ¢4
Basic function ¢,
- — - Basic function ¢3
Basic function ¢4

- Basic function ¢g

Basic function ¢s

Basic function ¢z
Basic function ¢g

0.0

Fig. 2. Left: 8 functions of the basis @ of subspace . Right: a sample of 100 functional data simulated as elements of subspace H.

* Model 2: L = 1a + A¥YB + ZU, i.e. the proposed model in Eq. (4) with random effects — called Repeated Measures Model
(RM_Model) —. The estimates were obtained by REM L.

* Model 3: L = 1y,+I'y i.e. the proposed model in Eq. (12) model without random effects — called Classic Model on the Principal
Components (PC_Model) —. The estimates were obtained by M L.

* Model 4: L =1y, + I'y + ZU i.e. the proposed model in Eq. (12) with random effects — called Repeated Measurements Model
on the Principal Components (RMPC_Model) —. The estimates were obtained by REM L.
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Fig. 3. For all figures: In red dashed line, the target functional parameter g, in black solid lines, the functional estimations f,. On the top left for the first
model CL_Model. On top right for the second model RM_Model. Bottom left, for the third model PC_M odel. Bottom right, for the fourth model RM PC_Model.
(For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

In PC_Model and PCRM_Model, the number of functional principal components used was fixed as to explain 99% of the total
variability. Fig. 3 shows an example of the simulated functional parameter g, and estimated j§; with four models for Scenario 1.

The performance of the logit models was carried out by the correct classification rate (CCR), an indicator of the percentage
of items whose prediction perfectly matches the original observation. The CCR is a good indicator of model accuracy and can be
calculated using the Eq. (15)

I < .
CCR=— ; I = ), (15)

where y; is the binary observation for the i—zA individual, and y, is the prediction made for the same individual. Thus, the proportion
of model successes is obtained with all the predictions of the model, moreover, the accuracy of the estimations of the functional
parameters was tested by the integrated squared error I SE, defined by Eq. (16)

b
ISE = / B@®) - p))dt, (16)

This process was carried out 100 times, wherein we obtained 100 functional parameter estimations { ﬁ;};ﬁ?, CCR and ISE for
each model, The evaluation of the 100 simulations was tested by the averages of CCR and I.SE - referred to as MCCR and MISE
respectively — in addition to the standard deviation of the CCR (S DCCR). Furthermore, scalar variance for functional data (SV F D)
developed by [33] was used to provide a scalar value of the variability of a set of curves within a single finite-dimensional subspace.
This is useful for comparing the consistency of the estimates from the four models. The scalar variance for functional data is defined
in Eq. (17)

_ L5 [ B2
SVFD=— ; / (Bi(0) — p))*dt a7)

where ﬁi(r) is the i — th estimation of functional parameter g;(r), and A(1) is the functional mean of the estimations. One of the
advantages of SV F D is that it can be calculated directly from the basis coefficients, offering operational advantages, even more so
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Table 1
Accuracy measures in Scenario 1 for four target g functions.
Accuracy measure Functional parameter g, Functional parameter g,
CL RM PC RMPC CL RM PC RMPC
SVFD 0.24 0.27 0.24 0.27 0.29 0.31 0.29 0.31
ISB 0.23 0.16 0.23 0.16 0.21 0.17 0.21 0.17
MISE 0.47 0.43 0.47 0.43 0.50 0.48 0.50 0.48
MCCR 0.90 0.90 0.90 0.90 0.91 0.91 0.91 0.91
SDCCR 0.02 0.02 0.02 0.02 0.01 0.02 0.01 0.02
Functional parameter f; Functional parameter g,
CL RM PC RMPC CL RM PC RMPC
SVFD 0.47 0.58 0.47 0.58 0.19 0.20 0.19 0.20
ISB 0.43 0.28 0.43 0.28 0.20 0.17 0.20 0.17
MISE 0.90 0.85 0.90 0.85 0.39 0.37 0.39 0.37
MCCR 0.92 0.93 0.92 0.93 0.89 0.89 0.89 0.89
SDCCR 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02

when the basis is orthonormal. Accordingly, the scalar variance for functional data in the subspace spanned by @ orthonormal basis
can be calculated as in Eq. (18)
d
SVFD=YV, (18)
j=1
where V is the variance of the j —th vector of basis coefficients from estimations of f(¢). The bias in the functional estimations was
calculated using the integrated squared bias 1.5 B according to Eq. (19)

b —_
ISB= / B — pa))dt, 19

where f(r) is the simulated functional parameter, and f is the mean of the functional estimations of f(¢). The 1.5 B provides a general
scalar measure of the bias in the estimates.

Fig. 4 shows the results of the 100 estimations of simulated functional parameters, for the four models in simulation Scenario 1.
Here, there is no multicollinearity, and there is no correlation structure due to repeated measurements of the same individual. As
expected in this case, the four models produce similar estimates, which can be verified through accuracy measures in the top left
Table 1. The graphic results are consistent in all functional parameters.

In order to compare the accuracy of the fits for the four models in simulation Scenario 1, Table 1 shows the accuracy measures
for the four simulated parameters considered. It is possible to note that the results in fact show stability even with changes in the
form of the functional parameter. In all cases CCR are high, hanging around 90%, and there are almost negligible differences in
SVFD, ISB and M ISE among models and functional parameters.

3.2. Scenario 2

In this scenario, the predictor curves were simulated by assuming the same subspace H spanned by the same finite basis @ as
Scenario 1. In this case, we assumed N = 50 individuals and »; = 15 repetitions for i = 1,2..., N, n = 750 curves in total. For the
repeated measures the random effects were simulated by using a Gaussian distribution, i.e. U ~ N(0,3.5). The covariance matrix
was generated without multicollinearity but the responses had random effect because of repeated measurements. The response was
also simulated in the same terms as Scenario 1. As in Scenario 1, the process was replicated 100 times, the fits and the accuracy
were tested by using the same measures and techniques as in that scenario.

Fig. 5 shows the results of the 100 estimates of the functional parameters for the four models in simulation Scenario 2. Here,
no multicollinearity between the columns of the design matrix was considered, but there existed a correlation structure caused by
repetition and that was added through the random effects simulation. Here, it is possible to observe that the models CL_Model and
PC_Model — which use ML estimation — show a bias in the functional mean of the estimates, while in the models RM_Model and
RM PC_M odel — which use REML estimation — the functional means of the estimates are closer. You can also observe how including
functional principal components in the models, in this scenario, has no effect on the accuracy and bias of the functional parameter
estimates compared to not including them. On the other hand, when comparing the results obtained for the different functional
parameters, one might suspect that the shape of them could be influencing the accuracy and bias of the estimates. For example,
it can be observed that in functional parameter like g, and f;, the discrepancies from not using random effects in the models are
greater than in g, and g,. In any case, the inclusion of a random effect in the model always improves the estimates.

In Table 2 (top left), as expected, the prediction ability of the four models is very accurate with similar and high CCR in all
models. However, it is possible to observe an increase in bias and error in the estimates of the CL_Model and PC_Model models
with respect to scenario 1, since the increase in the bias of the estimates is just a consequence of repeated measures. Despite this,
the decreases from 2.65 to 0.26 in 7.5B and from 2.81 to 0.55 in M I SE show the importance of including the random effect in the
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Fig. 4. Scenario 1: For all figures, in red dashed line the target functional parameter, in grey solid lines, the 100 functional estimations, in blue long dashed
line, the functional mean of the 100 estimations. Each line shows for each functional parameter the results of fitted models CL_Model, RM_Model, PC_M odel
and RM PC_Model respectively. (For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

logit model for repeated measures to improve the estimation of the functional parameter, and for obtaining a precise interpretation
of the functional parameter in terms of odds ratios. As in Scenario 1, the results show stability decreasing 1. B and M I.SE in models
with random effect, even with changes in the form of the functional parameter given by g,, f; and g,. In terms of the SV FD, as in
scenario 1, an increase is observed in the models with random effect, which is because the REML method can increase the variance
by reducing the bias in the estimates. This can be seen in the tested functional parameters g,, §,, 5, and g,, although the excessive

increase in the SV FD in p; for the RM_Model and RM PC_Model may be an indication that the it is influenced by the shape of
the functional parameter.
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Fig. 5. Scenario 2: For all figures, in red dashed line the target functional parameter, in grey solid lines, the 100 functional estimations, in blue long dashed
line, the functional mean of the 100 estimations. Each line shows for each functional parameter the results of fitted models CL_Model, RM_Model, PC_M odel
and RM PC_Model respectively. (For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

3.3. Scenario 3

In this scenario we deal with a more realistic case, where multicollinearity exists due to basis expansion representation of the
functional objects of our models. Thus, N = 50 individuals and n; = 15 repetitions for i = 1,2..., N, n = 750 curves in total were
now simulated with repeated measures and multicollinearity. In this scenario, a Normal distribution instead of Uniform was used
for basis coefficients simulation of the functional predictors, i.e. (a;,; );’:] =A; ~N(,2),i=1,2,..., N, where covariance matrix ¥
was generated with multicollinearity. The response simulation, replication, fits, and accuracy evaluation were carried out as in the
two previous scenarios.

Fig. 6 shows the results of the estimations of the functional parameters for simulation of this Scenario 3, which considers

multicollinearity and correlation structure because of repetition. Here it can be seen that the four models have difficulty estimating
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Fig. 6. Scenario 3: For all figures, in red dashed line the target functional parameter, in grey solid lines, the 100 functional estimations, in blue long dashed
line, the functional mean of the 100 estimations. Each line shows for each functional parameter the results of fitted models CL_Model, RM_Model, PC_Model
and RM PC_Model respectively. (For interpretation of the references to colour in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)
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Table 2
Accuracy measures in Scenario 2 for four target g functions.
Accuracy measure Functional parameter g, Functional parameter g,
CL RM PC RMPC CL RM PC RMPC
SVFD 0.16 0.29 0.16 0.29 0.19 0.34 0.19 0.34
ISB 2.65 0.26 2.65 0.27 3.09 0.32 3.09 0.32
MISE 2.81 0.55 2.81 0.55 3.28 0.66 3.28 0.66
MCCR 0.87 0.92 0.87 0.92 0.88 0.93 0.88 0.93
SDCCR 0.02 0.01 0.02 0.01 0.02 0.01 0.02 0.01
Functional parameter f; Functional parameter g,
CL RM PC RMPC CL RM PC RMPC
SVFD 0.35 0.92 0.35 0.85 0.12 0.21 0.12 0.21
ISB 4.50 0.18 4.50 0.20 1.89 0.15 1.89 0.15
MISE 4.84 1.09 4.84 1.04 2.01 0.36 2.01 0.36
MCCR 0.90 0.94 0.90 0.94 0.85 0.90 0.85 0.90
SDCCR 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.01 0.02 0.01
Table 3
Accuracy measures in Scenario 3 for four target g functions.
Accuracy measure Functional parameter f, Functional parameter g,
CL RM PC RMPC CL RM PC RMPC
SVFD 334.90 676.02 2.13 3.83 41.20 82.05 2.21 4.56
ISB 6.30 7.19 7.08 4.00 6.04 2.35 10.42 5.58
MISE 337.82 676.38 9.19 7.80 46.82 83.58 12.61 10.10
MCCR 0.90 0.94 0.89 0.93 0.84 0.91 0.83 0.90
SDCCR 0.03 0.02 0.03 0.02 0.04 0.02 0.04 0.03
Functional parameter p; Functional parameter g,
CL RM PC RMPC CL RM PC RMPC
SVFD 147.34 165.11 5.75 7.50 1853.57 2692.48 1.24 19.52
ISB 4.18 2.48 11.51 8.84 20.05 22.81 3.56 0.78
MISE 150.02 165.93 17.20 16.26 1854.89 2688.09 4.79 20.10
MCCR 0.91 0.93 0.90 0.92 0.95 0.97 0.94 0.97
SDCCR 0.03 0.02 0.04 0.03 0.01 0.01 0.01 0.01

the target functional parameter, with the cases in the CL_Model and RM_Model, being notable since multicollinearity produces
bad estimations with dramatic differences. Although the principal components models (PC_Model and RM PC_Model) improve
by decreasing the bias, error and variance of estimates, and produce stable results if compared to the other two models, this is
not enough for f, and p;, where no methods are able to provide suitable estimates. As in scenario 2, in this scenario, there is
suspicion that the shape of the parameter function may influence the accuracy of the estimates. However, for all parameter functions
considered, indicate that only the inclusion of a random effect does not improve the estimates in the presence of multicollinearity,
so the use of functional principal components is necessary for a more precise estimation. On the other hand, the use of functional
principal components alone does not improve the estimates in the case of repeated measures. It is the combination of both
methodologies that produces a significant gain in the estimates. These conclusions can also be checked in Table 3.

4. Conclusions

In this work we propose functional principal components logistic regression for modelling a binary response variable from a
functional covariate, when the observations are of repeated functional type. It is important to note here that the fundamental
contribution sought is the appropriated estimation of the functional parameter because, as Section 1 indicates, the goal of the
functional logistic model — from a parametric perspective — is the interpretation of the functional parameter, which will be realistic
as long as the estimates recover the shape of the target functional parameter. From this point of view, our conclusions about the
model from simulation results are the following:

+ The inclusion of a random effect in the functional logistic model is effective for improving the estimation of the functional
parameter in the case of functional repeated measures. As can be seen in all scenarios the inclusion of the random effect
significantly improves the prediction of the response as well as the estimation of the functional parameter and, therefore,
improves the interpretation.

» The use of functional principal components allows the estimation of the functional parameter to be improved, even in the
random effects model in the presence of multicollinearity.

+ Although the results in Section 3 show some regularity in model performance when the functional parameter is changed, the
shape of the parameter could be influencing the estimates. This is more evident in Scenario 3, where it is shown that in the
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presence of multicollinearity and repeated measures, no model produce suitable estimates for parameter functions with low
variability along their trajectory, like g, and g;. However, in the presence of multicollinearity and repeated measures, using
the principal component model with random effects (RM PC_Model) is appropriate for functions with higher variability, such
as p, and g,.

According to this last item, future model evaluation studies should examine the sensitivity of the model to changes in internal
variability structures of functional parameters.
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