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Prélogo
g

Esta guia de estudio de Mecdnica en la Ingenieria, es un recurso es-
pecialmente diseniado para acompanar vuestro aprendizaje en la fascinante
disciplina de la Mecénica. Antes que nada, debo dejar claro que esta guia no
pretende reemplazar ningun libro de texto recomendado de la asignatura,
sino mas bien servir como un complemento para facilitar su comprensién y

aplicacién de los conceptos fundamentales.

Este texto nace de mi profundo compromiso con vuestro éxito académi-
co y profesional. Por ello estd destinado exclusivamente y carinosamente a
mis estudiantes de la asignatura, siendo un recurso complementario para
vosotros, pero también un material de apoyo a la docencia para mi como
profesor. A lo largo de los anos, he podido disfrutar de la docencia en el
curso de Mecénica en la Ingenieria en las diferentes configuraciones que ha
tenido la asignatura en los distintos planes de estudios, y he sido testigo
de la dedicacién y esfuerzo que exige al alumno. La Mecanica es una de las
piedras angulares de la ingenieria, y particularmente de la ingenieria civil,
y su comprensién es esencial para vuestro futuro como ingenieros. Estas
paginas muestran una recapitulaciéon concisa de los conceptos clave de la
materia desde una perspectiva que os ayudara a abordar los problemas de

manera mas clara y efectiva.

Es importante destacar que esta guia no es un sustituto del esfuerzo y

la dedicacién personal. Para aprovechar al méximo este recurso, os insto a



seguir asistiendo a las clases, participar activamente y hacer vuestro propio
trabajo de estudio personal. La practica y el estudio constante es la clave
para dominar la Mecanica, y esta guia estd aqui para facilitar ese proceso.

En esta nueva edicion, he tenido a bien publicarla en abierto para cual-
quier usuario interesado, con el objetivo de hacer el trabajo extensible a
otros alumnos y profesores, y ademds recibir retroalimentacién de los mis-
mos, lo que ird enriqueciendo el texto a lo largo de los anos.

Os animo a aprovechar al maximo esta guia y a utilizarla como una he-
rramienta para vuestro estudio personal. Os deseo a todos mucho éxito en

vuestros estudios y futuras carreras como ingenieros.

Manuel Chiachio Ruano



1. Operaciones, campos vectoriales y funciones vec-

toriales

En Mecéanica, y sobre todo, en Mecédnica Clasica, las operaciones vecto-

riales son basicas en la resolucién de cualquier problema.

1.1. Operaciones vectoriales

» Producto escalar: a-b = |&||b|cosf. También: &-b = azb, +

ayby +azb,
» Producto vectorial: | & x b| = |&||b|sinf. Vectorialmente:
i j kK
axb=|a ay a, (1)
by by b,

ay Gy a
a-(bxc)=|b, b, b, (2)
Cx Cy Cs
= Doble producto vectorial: & x (b x &) = (a-&)b — (3 b)¢

= Momento de un vector deslizante v respecto a A: M, = AP x

v, donde P es un punto cualquiera de la recta de accién de V.



» Cambio de momento de un vector deslizante v:

Mp = M4 + BA x v, donde A y B son puntos del espacio.

1.2. Sistemas de vectores deslizantes

Un vector deslizante es aquel que puede sustituirse por cualquiera de sus

equipolentes situados sobre su recta de accion.

» Resultante (Primer invariante del sistema): Es un vector libre
de valor R = vaz | = V4, donde V; son los N vectores deslizantes que

conforman el sistema.

= Momento del sistema respecto a un punto A : Es un vector fijo
en A de valor M A= Zfi 1= M A,, donde M A, son los momentos

respecto a A de los N vectores deslizantes V; del sistema.

= Campo de momentos del sistema de vectores deslizantes:
Mg = My + BA x ﬁ, donde A y B son puntos del espacio, y R la

resultante (primer invariante) de los N vectores deslizantes.

= Momento dxico del sistema respecto a un eje €: Se trata de la
proyeccién del momento M A sobre un eje €, tal que M A €= M B-€,
donde A y B son puntos cualesquiera del eje cuya direccién viene dada

por €.



s Segundo invariante del sistema: Es un escalar de valor 7 = R -

—

M A= R-M B = cte, donde A y B son puntos cualesquiera del espacio.

= Momento minimo del sistema: Aquel que comparte la misma

direccién de la resultante. Esto es: M, I R.

= Eje central del sistema: Lugar geométrico de los puntos que poseen

momento del sistema minimo. Es una recta paralela a la resultante

R = [R;, Ry, R.]. Su ecuacién puede escribirse asi: *728 = 422 —
T Y

%%, donde E = (zp,yr,2p) es un punto del eje central. Si no se
conoce, puede tomarse el dado por el radio vector OF = %, donde

1\710 es el momento del sistema respecto al origen O.

1.3. Funciones vectoriales

Una funcién vectorial es una sucesion de vectores en funcién de una
sucesion de escalares. Matematicamente: @(u) : R — R"™, esto es, es una

correspondencia entre el escalar u € R y el propio vector @ € R".

= Indicatriz vectorial: Es la curva que resulta de unir los extremos de

los vectores de la funcién vectorial @(u), llevados al origen.

= Diferencial de la funcién vectorial: Es el vector incremental infi-
nitésimo da, que permite pasar de un vector cualquiera @ al siguiente

de la sucesioén @ + da. El vector da es tangente a la indicatriz.



s Derivada de la funcion vectorial: Es el vector incremental infi-
nitésimo que mide la variacion relativa del vector d respecto del escalar

u, esto es: %. El vector derivada g—z tiene la direccion de da.

= Reglas derivacion de una funcién vectorial.

|, d@itar) _ da, | day

du du du
d o~ _ . di
2. g-(na) =ng
d(a_ia—é) _ dfl:l — — ddg
3. Ty T qu G2t ai g
4 dldixas) _ diy diy

du _duxa2+alxdu

= Derivada de una funcién vectorial de médulo constante: Si d
es tal que |@| = cte, entonces @- @ = a® = cte. Si derivamos el anterior

producto escalar queda como sigue:

da s da 0
—_ a a/ e —
du du
lo que implica que
da da
i-—=0= adl —
“ du “ du

O sea, el vector derivada resulta ser perpendicular al original. Esta
propiedad es importante para demostrar el origen cinematico de las

rotaciones de sistemas de particulas y solidos, donde se demuestra que



la variacién temporal de los versores (unitarios) de una base mévil

solidarios con el sistema equivale a una rotacion de la base.

» Derivada de los versores de una base moévil [€;(u), €2(u), €3(u)].

Tomando como punto de partida la propiedad anterior, se obtiene lo

siguiente:
1. % =W X e

de: — —
2. 2 =wxe

dés _ =
3. W—wxeg

donde & es el vector de rotacién instantdnea de la base.

Regla de Boure

Permite obtener la derivada de la funcién vectorial d(u), expresada
seglin una base mévil [€1(u), €2(u), €3(u)], respecto a una base fija.
Se obtiene mediante la expresién:

da da

- = _"X_'
du du’m+w “

donde @ es el vector de rotacién instantanea de la base.




Figura 1: Ilustracién de la Regla de Boure: Funcién vectorial d@(u) en
funcién de un sistema de referencia mévil (en rojo) que depende del
escalar u.

» Triedo de Frenet [€;(u), €,(u), €y(u)]: Es una base mévil de vectores
ortonormales cuya variacion es solidaria a una curva parametrizada

por el escalar u. Cada versor es una funcion escalar de w.



Formulas de Frenet

Permite obtener la derivada de los vectores de la base de Frenet con
respecto al parametro de la curva. Su fundamentacién estd basada
en la derivada de funciones vectoriales de mdédulo constante, vistas
anteriormente.

1. Primera férmula de Frenet

@& _ &,
du  p
2. Primera férmula de Frenet
&, _ —&,
du 6

3. Tercera férmula de Frenet

@ _& &
du 1) P

donde p es el radio de curvatura a flexién de la curva y ¢ es el radio

de curvatura a torsién.




1.4. Ejemplo ilustrativo sobre Regla de Boure

Se considera una barra que gira con una velocidad angular constante
@ = 1 [rad/s|, y una manivela que desliza sobre la barra hacia el centro
de la misma (punto O). En un instante en concreto, su posicién viene dada
por el vector r(t) = (10 — t)€;, donde {€1,€3} (en rojo) son versores de una
base mévil que solidarios con la barra. Obtener el vector derivada absoluta

del vector r(t) respecto al sistema de referencia fijo OXY de la figura.

Figura 2: Tlustracion de la Regla de Boure: Manivela que desliza por una
barra que rota con una velocidad angular dada.

Solucién
Se aplica la regla de Boure por lo que ‘é—‘: = % lm + @ x ¥. Calculamos los

sumandos de la expresién anterior a continuacién.
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] %|m = —18&;. Lo expresamos segun los versores de la base movil, y

posteriormente lo pasamos a los versores de la base fija.

i j K
= J XT. Se obtiene realizando el producto vectorial Gxr=| 0 0 1|
re Ty 0

donde r, = (10—t) cos 0 y r, = (10—t) sin 6. El resultado del producto
vectorial es @ X F = (10 — £)[— sin 01 + cos 6j].
A continuacién se suman ambos términos, pero teniendo en cuenta que

deben de estar expresados en el mismo sistema de referencia, concretamente

en el OXY (fijo), por lo que expresamos el vector %‘m = —1é&7 segin OXY.
Para ello, se observa que €; = [cos 01 + sin Gﬂ, por lo que Z—f]m expresado

segin OXY es igual a —1[cos 01 + sin Qﬂ.

Sumando ambos términos y reordenando segin componente i y j se

obtiene el resultado final de la aplicacion de la regla de Boure:

d¥ . - = =
d—z = —1]cos 0i + sin 0] + (10 — ¢)[— sin O + cos 6]

= [ - ((10 — t)sin + cos 9>f+ ((10 —t) cosf — sin «9),}] (3)

En la expresién anterior, § = 1¢ puesto que la velocidad angular es & = 1
(se asume que parte del resposo), por lo que al sustituir # = 1t en la ecuacién

anterior se obtiene una expresion paramétrica en el tiempo t.

11



2. Geometria de masas

2.1. Centro de gravedad, centro de masas y centroide

= Centro de gravedad: Es el centro de un sistema de vectores paralelos
deslizantes correspondientes al peso de cada particula de un sistema

material.

1. Sitema discreto: N
I—‘»G _ Zi:l Flpz
- N
Zi:l pi
donde p; es el valor del peso de la i-ésima particula y Zf\i 1Di =

P, siendo P el peso total del sistema de particulas. El vector T;

es el vector de posicién de la particula i.

2. Sistema continuo:
fo = Jy, Tdp
fv dp

donde fv dp = P, es el peso total del sistema. El vector T es el

vector de posicion de cada elemento diferencial de peso dp.

12



@
Al 7
@

Figura 3: Sistema de particulas maésicas. Izquierda: Sistema discreto de N
particulas. Derecha: Sistema continuo de particulas.

= Centro de masas: Es el centro de un sistema de vectores paralelos
deslizantes cuyo médulo coincide con la masa de cada particula de
un sistema material. Coincide con el centro de gravedad cuando la

gravedad g es constante.

1. Sitema discreto:

donde Zfi 1m; = M, siendo M la masa total del sistema de

particulas. El vector T; es el vector de posicién de la particula 7.

2. Sistema continuo:

rd
_,M:er m
Jaqdm

13



donde fM dm = M, la masa total del sistema. El vector 1 es el

vector de posicién del elemento diferencial de masa dm.

= Centroide: A partir del centro de masas, si la densidad material es
constante (en sistemas continuos), se obtiene el Centroide. Su posicién

se calcula mediante la expresion:

_ fyrav
- fvdV

re

donde fv dV =V es el volumen del cuerpo material. El vector r es
el vector de posicién del elemento diferencial de volumen dV. Si la
pieza es plana (2D), reemplazamos dV y V por dS y S en la expresién

anterior.

14



2.2. Teoremas de Pappus Guldin

Primer teorema de Pappus-Guldin

Permite obtener la superficie de un cuerpo de revolucién conocida la
longitud de la curva de revolucién y la posicién de su centroide. Se

obtiene mediante la siguiente expresion:

S =2myclL

donde y¢ es la altura del centroide de la curva de revolucién respecto

del eje de revolucién y L es la longitud la citada curva de revolucion.

Segundo teorema de Pappus-Guldin

Permite obtener el volumen de un cuerpo de revolucién conocida la
seccién transversal del area de revolucion y la posicién de su centroide.

Se obtiene mediante la siguiente expresion:

V =2rycS

donde y¢ es la altura del centroide del area de revolucién respecto del

eje de revolucién y S es la longitud la citada superficie de revolucién.

15



Figura 4: Figuras de revolucién cuyos respectivos volumen y area se
obtienen mediante los Teoremas de Pappus Guldin. Izquierda: Volumen de
revolucion (toro). Derecha: Superficie de revolucién.

2.3. Momentos de inercia

= Concepto de momento de inercia: Es una magnitud fisica escalar y
positiva que mide cémo se distribuye una masa respecto a un elemento

geométrico de referencia: punto, recta o plano.

1. Momento de inercia de una masa puntual respecto a un punto

P: Ip = m¥?, donde / es la distancia de la masa al punto P.

2. Momento de inercia de una masa puntual respecto a un eje e:

I. = m/f?, donde ¢ es la distancia de la masa al eje.

3. Momento de inercia de una masa puntual respecto a un plano 7:

I, = m¢?, donde /¢ es la distancia de la masa al plano 7.

» Momento de inercia de un sistema material discreto: Es la

16



suma de los momentos de inercia de cada una de las particulas del
sistema respecto a un elemento geométrico de referencia: punto, recta

o plano.

1. Momento de inercia de un sistema de particulas respecto a un
punto P: Ip = ZZN miﬁg, donde /; es la distancia de la masa m;
al punto P.

2. Momento de inercia de un sistema de particulas respecto a un eje
e: I, = va miﬁf, donde ¢; es la distancia de la masa m; al eje.

3. Momento de inercia de un sistema de particulas respecto a un
plano 7: I; = va miﬁf, donde ¢; es la distancia de la masa m;

al plano 7.

= Momento de inercia de un sistema material continuo: Es la
integral de los momentos de inercia de cada una de los diferenciales
de masa del sistema respecto a un elemento geométrico de referencia:

punto, recta o plano.

1. Momento de inercia de un sistema continuo respecto a un punto
P:Ip= f M 2dm, donde ¢ es la distancia de cada diferencial de
masa dm al punto P.

2. Momento de inercia de sistema continuo respecto a un eje e:
I = [ M ??dm, donde ¢ es la distancia de cada diferencial de

masa dm al eje.

17



3. Momento de inercia de sistema continuo respecto a un plano 7:
I, = f M 2dm, donde ¢ es la distancia de cada diferencial de

masa dm al plano 7.

= Momentos de inercia referidos a un sistema de referencia
(SR) cartesiano: Por evitar duplicidad en el texto, se asume un siste-
ma material continuo, aunque también es aplicable (de forma andloga)

a sistemas discretos.

1. Respecto a los planos cartesianos zy,zz,yz:
Iy = f/\/l 22dm
L. = [y y2dm
Iy, = fM z2dm
2. Respecto a los ejes cartesianos x,y, z:
I = [\ (Y + 2%)dm
I, = fM(xz + 22)dm
L = [ (@ + y*)dm
3. Respecto al origen de coordenadas O: Ip = fM(x2 + 92 +
22)dm
4. Relaciones entre momentos de inercia segiin un SR car-

tesiano:

I, =1, +Ia:y; Iy = Iyz +Iy:c; I, = 2y + 1.

18



Io= 1o, + Loy + Iy,
I,=3%I,+1,+ ).
I, = :pz"’Iy;Io: yz+Ix;Io: xy+Iz-

5. Caso particular de cuerpos planos: En el caso de cuerpos
planos bidimensionales, se hablara de drea S en lugar de masa
M, y todas las relaciones anteriores serian validas con la simplifi-
cacién de que los momentos de inercia que incluyan la coordenada
z seréan nulos. Es decir, los planos coordenados zz e yz pasarian
a ser los ejes x e y, respectivamente. Por tanto en 2D ya no se
habla de momentos de inercia respecto a planos, sélo respecto a

ejes o puntos.

» Producto de inercia. Concepto: Es un escalar (positivo o negativo)
que mide cémo se distribuye la masa de un cuerpo respecto a dos
planos de referencia 7; y me. Matematicamente se expresa: Pr ., =
mly Ly, donde 0, y ¢r, son las distancias de la masa a los planos 7

y ma, respectivamente.

= Producto de inercia de un sistema material discreto: Es la
suma de los productos de inercia de cada una de las particulas respecto
a los planos 7 y mo. Matematicamente: Py, 5, = va Milix, liry, donde
Uiz, v Vix, son las distancias de la masa m; a los planos 7 y 72,

respectivamente.
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= Producto de inercia de un sistema material continuo: Es la
integral de los productos de inercia de cada una de los diferenciales
de masa respecto a los planos w1 y ma. Matemadticamente: Pr ., =
1) i beibrydm, donde £r, y £, son las distancias del diferencial de

masa dm a los planos 7 y me, respectivamente.

» Productos de inercia referidos a un sistema de referencia
(SR) cartesiano: Por evitar duplicidad en el texto, se asume un siste-
ma material continuo, aunque también es aplicable (de forma andloga)

a sistemas discretos.

1. Py :f/\/l xydm
2. Py, = [, yzdm

3. P, = fM xzdm

= Productos de inercia de sistemas materiales planos: Al igual
que con el producto de inercia, si el sistema es plano o se puede tratar
en 2D dejaremos de hablar de diferencial de masa dm para hablar de
diferencial de area dS. Lo anterior implica también que la densidad
superficial de la pieza plana se considera unitaria. Por otro lado el
producto de inercia en 2D deja de ser respecto a dos planos y pasa a

ser respecto a dos ejes.

= Radio de giro: Es la distancia a la que habria que colocar la totalidad

de la masa de un sistema material concentrada en un punto P para

20



que genere el mismo momento de inercia (respecto a un punto, eje o
plano) que el propio cuerpo de masa distribuida M. Mateméticamente
se obtiene mediante la expresién: ¢ = \/% , donde I es el momento
de inercia del sistema material respecto del punto, eje o plano que se

considere.

= Tensor de inercia I: Es la matriz que contiene los momentos y
productos de inercia de un cuerpo respecto a un determinado SR car-

tesiano. Matematicamente:

I sz Py
I=|Pgx I, P

Py sz 1,

2.4. Teoremas de Steiner

Permiten relacionar el momento de inercia de un sistema material res-
pecto a un punto, recta o plano, con su equivalente respecto a un punto,
recta o plano que pasan por el centro de gravedad del sistema (primer,
segundo y tercer teorema de Steiner, respectivamente). También permiten
relacionar el producto de inercia de un sistema respecto a dos planos con
su equivalente respecto a dos planos que pasan por el centro de gravedad

(cuarto teorema de Steiner).

21



Primer teorema de Steiner

Relaciona el momento de inercia de un sistema material respecto a un
punto P cualquiera con el momento de inercia respecto al punto que
pasa por el centro de gravedad G del sistema. Se obtiene mediante la
siguiente expresion:

Ip = Ig + M3,

donde Ig es el momento de inercia del cuerpo respecto al centro de

gravead, y £pg la distancia entre los puntos Py G.

Segundo teorema de Steiner

Relaciona el momento de inercia de un sistema material respecto a
un eje e cualquiera con el momento de inercia respecto al eje paralelo
a e que pasa por el centro de gravedad G del sistema. Se obtiene

mediante la siguiente expresion:
I, = Lg + M£2,

donde I.¢ es el momento de inercia del cuerpo respecto al eje paralelo
a e que pasa por el centro de gravead, y f.¢ la distancia entre el eje

e y su paralelo que pasa por G.

22



Tercer teorema de Steiner

Relaciona el momento de inercia de un sistema material respecto a
un plano 7 cualquiera con el momento de inercia respecto al plano
paralelo a m que pasa por el centro de gravedad G del sistema. Se

obtiene mediante la siguiente expresién:
I7r = Ilrg + M&%G

donde I;g es el momento de inercia del cuerpo respecto al plano
paralelo a m que pasa por el centro de gravead, y £, la distancia

entre el plano 7 y su paralelo que pasa por G.

23



Cuarto teorema de Steiner

Relaciona el producto de inercia de un sistema material respecto de
dos planos cualesquiera 71 y w9 con el producto de inercia del mismo
sistema respecto de dos planos paralelos que pasan por el centro de

gravedad GG. Se obtiene mediante la siguiente expresion:
Primy = P7r1c;7r2G + M&rlcfﬁm

donde Py, s el producto de inercia respecto de los planos para-
lelos que pasan por el centro de gravedad G, y lr,, ¥ lryy son las
distancias de los planos 71 y w9 a sus respectivos paralelos que pasan

por G.

Los anteriores teoremas son también de aplicacion a figuras planas (2D)
tan solo con reemplazar el area de la pieza S por M en las anteriores ex-

presiones.
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3. Cinematica
Es el estudio de movimiento de la particula, sistemas de particulas y

sélidos, sin atender a las causas que lo generan.

3.1. Cinematica de la particula

» Relaciones cinematicas basicas

1. Vector de posicién: r(t)
2. Vector de velocidad: v = d’:l(tt). También: v = 1
av(t) dQF(t). También: & = v = i-.

3. Vector de aceleracion: a = — I

= Variables cinematicas expresadas segiin un SR cartesiano

1. Vector de posicién: F(t) = z(t)i + y(t)j + z()K
2. Vector de velocidad: ¥V = i(¢)i + 5(t)j + 2(t)K
3. Vector de aceleracién: a = &(£)i + i(t)j + 2(t)k.
= Variables cinematicas expresadas en componenetes intrinse-

cas (segun sus componentes en el Triedro de Frenet):

1. Vector posicién: La propia del Triedro de Frenet, que puede ser
establecida mediante la parametrizacién de la trayectoria.

2. Vector de velocidad: Vv = vé;, donde v es el mddulo de la veloci-

dad.
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3. Vector de aceleracién: a = fﬁé’t + 2 en, donde p es el radio de

curvatura instantanea del movimiento.

= Variables cinematicas expresadas en componenetes radiales

y transversales [€,, €y]:

1. Vector posicién: ¥ = ré€,., donde r es el médulo del radio vector

de la particula en movimiento.

2. Vector de velocidad: v = dt re, + T’dt €.

itz (d2r . (do = dr do
3. Vector de aceleracién: a = (dt2 r(dt) )eﬁ—( Tz +2dt dt) €.

Observe que de las anteriores expresiones se puede obtener eficien-
temente las ecuaciones cinematicas del movimiento circular, carac-
terizado por que el moédulo r del vector de posicién es constante

(= % = 0) e igual al radio r = R.

= Variables cinematicas expresadas en coordenadas cilindricas

[é},é@,k]t

1. Vector posicién: ¥ = r€, + zE, donde 7 es el médulo de la proyec-
cion del radiovector de la particula en movimiento sobre el plano

horizontal zy.
2. Vector de velocidad: v = dt re, + rdt €y + ZK.

o 2 2\ S 2 o
3. Vector de aceleracién: a = (% —r (%) ) eﬁ—(r% + 2%%) €+

—

Zk.
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= Variables cinematicas expresadas en coordenadas esféricas

[U,, Up, Uy
1. Vector posicién: ¥ = ru,., donde r es el médulo del radio vector
de la particula en movimiento.
2. Vector de velocidad: V = 7, + rfuy + r¢ cos fu,.

3. Vector de aceleracién:

a= (7’ —r¢?cos?h — r92> u,+
270 + % sin 0 cos 0 + 1"9) up+

(27‘“@ cos 0 — 21 sin 6 + rg cos 0) i,

3.2. Cinematica de los sistemas de particulas

Se considera un sistema de N particulas materiales cuyo movimiento se

describe segin un sistema de referencia como el mostrado en la Figura

= Posicién, velocidad y aceleracién del centro de masas de un

sistema de particulas

N =
. e — ._ 4 I'im
1. Vector de posicién: rg = 227\,1 L
Dis1 ™
3 2oie Timy vim
2. Vector de velocidad: Vg = dt( =1 1) = 2y Vi
21—1 myq 21—1 m;
4 (SN iy
.7 — — _ a;m
3. Vector de aceleracién: ag = i ( =1t D) — Ly A
21:1 mg 2171 mg
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Figura 5: Cinematica de un sistema de particulas: posicién de G, sistema
de referencia mévil en G.

3.3. Cinematica del sélido rigido

Esta caracterizada por el hecho de que las distancias entre dos puntos

cualesquiera del sdlido son constantes, por ser sélido rigido.

= Campo de velocidades del sélido rigido: Sea un punto B cual-
quiera del sélido y otro punto A en el que situamos un sistema de
referencia solidario al sélido. Se tiene que: Vg = V4 + BA x @, donde

& es la velocidad instantdnea de rotacién del sélido.

= Invariante escalar: Sea un punto B cualquiera del sélido cuya velo-
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cidad es vg. El producto escalar 7 = Vg - @ = cte se conoce como el

invariante escalar del sistema cinematico.

Invariante vectorial: Coincide con el vector velocidad instantanea

de rotacién @.

Velocidad minima: Es el vector ﬁ(ﬁ, donde 7 es el invariante esca-

lar, definido anteriormente y w es el médulo del vector &.

Velocidad éxica respecto a un eje €: Es la proyeccién de la ve-
locidad de cualquier punto de un eje € que une dos puntos A y B,
sobre el propio eje. Se caracteriza por la siguiente propiedad: V4 -€ =

Vp - € = cte, donde A y B son puntos del eje €.

Eje instantdneo de rotacién (EIR): Eje paralelo al vector &, con
respecto al cual ocurre la rotacién instantanea del sélido. Si B un
punto del EIR cuya velocidad Vg es conocida, entonces el EIR cumple

la siguiente expresién:

Campo de aceleraciones: Sea un punto B cualquiera del sélido y

otro punto A en el que situamos un sistema de referencia solidario al
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solido. Se tiene que:

donde & es la aceleracién angular (a = @).

Velocidad de arrastre y relativa: Sea un sistema de referencia fijo
y otro mévil anclado al sélido en un punto A cualquiera del sélido.
Considérese un punto P externo al sélido (véase Figura @ La veloci-

dad de P puede obtenerse como:

. d_ . YU
Vp = ﬁrPA‘m‘FVA“FPA X W
—_———

v.rel

v.arrastre

donde rpy es el vector de posicién de P respecto a A en la base mévil

(o sea, AP).

Aceleracién de arrastre, relativa y coriolis: Sea un sistema de
referencia fijo y otro mévil anclado al sélido en un punto A cualquiera
del sélido (véase Figural6). Considérese un punto P externo al sélido.

La aceleracién de P puede obtenerse como:

-, -, d? d
dp=a4+PAxa+wdx (PAXx (IJ’)—i—ﬁf’pA]m—i—Qcﬁ X af'pA\m

a.relativa a.coriolis

a.arrastre
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Figura 6: Movimiento de arrastre y relativo de un punto P respecto a un
sélido en movimiento. Obsérvese que el sistema de referencia mévil (en
rojo) se mueve solidario al sélido.

3.4. Ejemplo ilustrativo sobre velocidad y aceleracion rela-

tivas, y acel. Coriolis

Se considera una barra que gira con una velocidad angular constante
@ = 1 [rad/s|, y una manivela que desliza sobre la barra hacia el centro
de la misma (punto O). En un instante en concreto, su posicién viene dada
por el vector r(t) = (10 — t)€;, donde {€1, €3} (en rojo) son versores de una

base movil que solidarios con la barra. Se pide: obtener la velocidad rela-
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tiva, aceleracion relativa y aceleracién de Coriolis de la manivela. Expresar
la solucién segin el sistema de referencia fijo OXY y segun el sistema de

referencia mévil (ambos).

>

Figura 7: Manivela que desliza por una barra que rota con una velocidad
angular dada.
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Solucién
Se usa la ecuacion de la velocidad de arrastre y relativa de un sélido respecto
a otro. En este caso, la manivela se mueve relativamente respecto a la barra,

que a su vez se mueve describiendo un giro respecto a su extremo izquierdo.

La velocidad relativa sera:

g\m =—1é;
Lo expresamos segin los versores de la base mévil, y posteriormente lo
pasamos a los versores de la base fija. Para ello, se observa que €; = [cos 0i+
sin Qﬂ, por lo que %|m expresado segiin OXY es igual a —1[cos 0i + sin Gj].
Por otro lado, la aceleracién relativa es la derivada de la velocidad rela-
tiva en la base mévil, esto es:
d’r

7‘m:6

dt?

Por ultimo, la aceleracion de Coriolis es:

il
at'™

donde & = [0€] + 0€2 + 1€3], siendo €3 = K,y= d—f|m = —1€1, segiin hemos

—

2w X

obtenido anteriormente. Se hace el producto vectorial:
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. 8 & Kk
acor,:2ﬁx%|m:2 0 0 1|=-26
1 0 0

Expresamos a continuacion la aceleraciéon de Coriolis segtin el otro sis-

tema (el fijo), teniendo en cuenta que € = [—sin 01 + cos 03], por lo que

quedaria como acor, = —2[— sin 01 + cos H_ﬂ
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4. Estatica: Equilibrio estatico e hilos

La Estatica es la parte de la Mecanica que se ocupa de estudiar el equi-
librio estatico (o inmévil) de los cuerpos.
4.1. Fuerzas estaticas, enlaces y grados de libertad

= Resultante de fuerzas sobre una particula material: Sea una
particula de masa m que ocupa una posiciéon dada por el punto P, y so-
metida a uns sistema de fuerzas formado por los vectores F1, Fa, ..., Fx.

El efecto de todas las fuerzas es el mismo que el de la resultante
R=F,+Fy+...+Fy

= Momento resultante sobre una particula material: Es el mo-
mento resultante del sistema de fuerzas P_"l-,i =1,...,N aplicadas en
la particula material. El momento respecto de un punto A del sistema,

de fuerzas es:

N N N
MA:ZMAZ-:ZAAPX qi:A_Pfo‘i:Aquﬁ
i=1 i=1 i=1

donde P es el punto donde se ubica la particula, y el punto de aplica-

cion de las fuerzas.

= Resultante de fuerzas sobre un sistema de particulas mate-
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riales: Se considera un sistema de N particulas materiales sometidas

a fuerzas externas Fzm y fuerzas internas F;, i =1,..., N. El efecto

Lint?

de todas las fuerzas es el mismo que el de la resultante

N N
Z Flznt + lext Z lext

=1 ‘O =1
Momento resultante de un sistema de fuerzas actuando sobre
un sistema de particulas materiales: Es el momento resultante del

sistema de fuerzas externas. Esto es:

donde P; es el punto cada particula material, que coincide con el punto

de aplicacién de cada vector F;,_,.

Resultante de fuerzas sobre un sélido rigido: Las fuerzas aplica-
cadas sobre uno o varios puntos del sélido rigido se consideran vectores
deslizantes. El efecto de todas las fuerzas es el mismo que el de la re-

sultante

Mz

7zlnt + lext lext

=0

Il
ol

@
Il
—_

1:1

Momento resultante de un sistema de fuerzas actuando sobre

un sélido rigido: El momento total es el momento resultante del
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sistema de fuerzas exteriores. Esto es:

— N — ol T o
My=) My =) AP;xF;,
=1

i=1
donde P; es un punto cualquiera de la recta de accién de cada vector

F

lext*

= Resto de conceptos basicos:

Grado de libertad: Conjunto de datos/pardmetros geométricos

independientes necesarios para definir la posicién del sistema.

Enlace: Limitaciéon geométrica (restriccién) al movimiento libre

del sistema.

Fuerzas de enlace: Son las fuerzas que materializan las res-
tricciones al movimiento o la reducciéon de grados de libertad del

sistema debido a los enlaces.

Diagrama de cuerpo libre: Esquema mecanico que resulta de
aislar el sistema eliminando los enlaces y sustituyéndolos por las

fuerzas de enlace. Responde al Principio de liberacion.

Fuerza de rozamiento: Es una fuerza de contacto que se opone
al movimiento relativo entre dos cuerpos que estan en contacto.
Tipos de rozamiento segtn el tipo de movimiento relativo entre

los sélidos: deslizamiento, rodadura, pivotamiento. El valor de
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esta accion es proporcional a la fuerza normal NN de contacto

entre los cuerpos.

a) Rozamiento: ]?"TOZ = /J,TN, donde u, es el coeficiente de fric-

ci6n (adimensional).

b) Pivotamiento: 1\7[1,,-@ = MW,N, donde fipi, es el coeficiente de
rozamiento al pivotamiento (unidades de longitud). 1\7[pw es

el momento o par de pivotamiento.

¢) Rodadura: f‘md = umdﬁ, donde proq es el coeficiente de

rozamiento a la rodadura (adimensional).

Los coeficientes de rozamiento iy, fipiv ¥ [roa Presentan valores
diferentes (mayores) cuando son estaticos, esto es, cuando los
sélidos en contacto ain no han iniciado el movimiento relativo.
Cuando el rozamiento ocurre bajo movimiento relativo entre los

sélidos, se denominan coeficientes de rozamiento dindmicos.
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Ecuaciones de equilibrio estatico

Dado un sistema material sometido a una serie de fuerzas exteriores

F; .. e interiores F;, ,, i =1,..., N, el equilibrio estatico se cumple

iezt
cuando:
N

R=Y ., =0
=1

N
Ny =3 N, =0
=1

donde A es un punto cualquiera del espacio.

= Ecuaciones de equilibrio estatico de un sistema tridimensio-
nal expresadas segiin un S.R. cartesiano: Surgen seis ecuaciones,
tres de equilibrio de fuerzas en direcciones x,y, z y tres para los mo-

mementos en direcciones x, ¥, 2.

—_

. Z?Llin:O
. Zi]ilFiZO
SN FL =0

SN Ma,, =0

[\

w

e

ot

N
. Zz’:l MAyi =0

(=}

SN Ma., =0
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Se observa que hay 6 ecuaciones para 6 incognitas que corresponden

con los grados de libertad de un sélido rigido en el espacio.

= Ecuaciones de equilibrio estatico de un sistema plano expre-
sadas segin un S.R. cartesiano: Surgen 3 ecuaciones, dos de equi-
librio de fuerzas en direcciones x,y y una para el momemento, cuya

direccién es z, fuera del plano.
L. Zz]\il Fpy =0
N
2. 2= By =0
3. Zfil Ma,, =0

Se observa que hay 3 ecuaciones para 3 incognitas que corresponden

con los grados de libertad de un sélido rigido plano.

4.2. Hilos inextensibles

Los cables o hilos inextensibles son enlaces de los sistemas mecanicos

caracterizados por fuerzas de tension en la direccion del cable.

s Equilibrio de un hilo sometido a un conjunto de fuerzas dis-
cretas: El equilibrio del cable se consigue aplicando las ecuaciones
de equilibrio estatico en el cable. Debido al Principio de liberacion,
cualquier tramo del cable debe de estar en equilibrio estatico, lo que

significa que la tensién del cable debe estar en equilibrio de fuerzas
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y momentos con el resto de fuerzas externas. Aspectos del equilibrio

estatico de cables:

1. Longitud L tras la deformacién: Al ser inextensible, la con-
figuracion deformada tras aplicar la carga debe de ser igual a la

longitud original L. Esto es:

b1 ba by
= -+ + ...
cosQap  COSQ2 coS ay;
donde b1, bs, . .., b; son las longitudes de los k tramos de cable en
tension y cos o, cos g, . .., Cos ay los cosenos de sus respectivos

angulos con respecto a la horizontal.

2. Misma altura desde un extremo u otro: Considérese un
cable de cuatro tramos como ejemplo. Esta condicién implica
que a; + as = ag + a4, donde aq,...,a4 son las alturas de los

nodos de cada tramo respecto a una referencia vertical comun.

s Equilibrio de un hilo sometido a un conjunto de fuerzas con-
tinuas: Se rige mediante las ecuaciones diferenciales vectoriales si-

guientes:

dT + Fds =0

di x T =0
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donde dr es el diferencial de vector de posicién de la curva del hilo,
cuya direccion coincide con la tangente del hilo en el punto conside-
rado. La segunda ecuacién implica que T y dr son siempre paralelos,

lo cual implica a su vez que T es tangente al hilo.

Ecuaciones cartesianas de equilibrio de un hilo sometido a un
conjunto de fuerzas continuas: Son tres, que resultan de expresar

la primera de las ecucaciones del punto anterior en las direcciones x, y

d
2. F,ds+d (Td‘z> =0

_mpdy
Ty=T3

3. Fods+d (sz) =0
ds

_d
T.=T%¢

. . d
Observe que en las ecuaciones anteriores ‘Cil—;”, d—i{, % son los cosenos

directores de la tensién T con respecto a los ejes cartesianos z,y, z. En
otras palabras, nétese que ds cos a; = dx, dscosay = dy,y dscos o, =
dz, de modo que se ve claramente que T, = T'cosa,, T, = Tcosay, y

T, = Tcosa,.
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s Ecuacién intrinseca de equilibrio de un hilo sometido a un
conjunto de fuerzas continuas: Es una ecuacién vectorial que se
obtiene teniendo en cuenta que la tensién lleva la direccion del versor
tangencial (del Triedro de Frenet) T = T'€;, donde T es el médulo de

la tensién. La ecuacién resultante queda como sigue:

dar_, T L,
—€¢ + —€n + F=0
ds p
Descomponiendo la fuerza F en componentes intrinsecas F = Fié +
F,.€, + Fy&p, la ecuacién de equilibrio anterior se puede reescribir de
la siguiente forma:

dT R T - ~

< +Ft> e; + <+Fn> €, + Frep, =0

ds 0

Obsérvese que para que haya equilibrio, la componente Fy€, = 0, esto

es, la fuerza I estd contenida en el plano osculador.

= Ecuaciones de equilibrio de un hilo sometido a un conjunto
de fuerzas verticales continuas de valor P(z): El hilo estd en

equilibrio si cumple las ecuaciones cartesianas de equilibrio en el plano

zy.

1. Caso particular: la catenaria. La catenaria es la curva que

adopta un cable en equilibrio sometido a un conjunto de fuerzas
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verticales P(z) constantes de valor P(z) = Py por unidad de
longitud de cable. Esto es, la fuerza distribuida F, = Fy, en

[N/m]. Las ecuaciones de equilibrio quedarian como sigue:

d(de)zo
s

d
—Pyds +d (Ty> =0
ds
A partir de la segunda ecuacién (equilibrio vertical) puede obte-

berse la ecuacién geométrica del hilo en equilibrio:

d2 2
Ty R (dy
dz2 T, dz

dy

Para integrar la ecuacién anterior se hace g2 =y y se reescribe

la anterior ecuacion diferencial de la siguiente forma

dy' R

Vity? To

que se puede integrar mediante separacion de variables. El resul-

dzx

tado es:

x
y = ccosh —
c
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_ Ty
donde ¢ = -

Propiedades:

a) Geometria: La geometria resultante es la siguiente y(x) =
ccosh 7, donde c representa es la distancia a la que se en-

cuentra el minimo de la funcién desde el eje X.

b) Tensién: La tensién en cualquier punto de la catenaria se
obtiene mediante cualquiera de las siguientes férmulas 7" =

— x

Poy o T' =Ty cosh £.

. L 2
¢) Radio de curvatura a flexién: £

d) Longitud de arco desde el punto mds bajo (s = 0): s =

ihh Z — ~0Y
csmhc—cdm

2. Caso particular: la parabola. La pardbola es la curva que
adopta un cable en equilibrio sometido a un conjunto de fuer-
zas verticales P(z) constantes de valor P(z) = Py por unidad
de longitud horizontal o por unidad de abcisa. Esto es, la fuerza

distribuida F,, = & ggm , en [N/m]. O sea, Pydz seria el valor que

integra la carga vertical en un dzx, y luego se reparte por unidad
de longitud ds, para que quede en [N/m]. Las ecuaciones de equi-

librio son las siguientes:
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dx
d|{T— | =0

—P(z)dz+d (Tdy) =0
~—— ds
Po

A partir de la primera de las ecuaciones anteriores se obtiene que

T% =cte =Ty = Ty =T cosl, donde cosf = %s-

A partir de la segunda ecuacién (equilibrio vertical) puede obte-

berse la ecuacién geométrica del hilo en equilibrio:

d*y  P(x)

d.%'2 T()
Propiedades:
a) Geometria: La geometria resultante es la siguiente y(x) =

i:cQ, donde ¢ = %g. En este caso, el minimo se coloca en el

origen de coordenadas.

b) Tensién: La tensién en cualquier punto de la pardbola se

obtiene mediante la férmula T2 = T, 02 + P02332.

¢) Longitud de arco desde el punto méds bajo (s = 0): s =

T (1 + % (%)2> 4+ .... Se adoptan los primeros términos del

desarrollo en serie.
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5. Dinamica

La dinamica es la parte de la Mecanica que se ocupa del estudio del
movimiento de las particulas, sistemas de particulas y sélidos, junto a las

causas que lo generan.

5.1. Magnitudes cinéticas

= Momento lineal o cantidad de movimiento: Es una magnitud
vectorial de direccién y sentido igual al vector velocidad, que mide la

conjuncién de la masa y la velocidad de un sistema material.

Momento lineal de una particula: p = mv

Momento lineal de un sistema discreto de particulas ma-
teriales: p = va m;V; = Mvg. Es equivalente a la que tendria
una sola particula que contuviese toda la masa del sistema y

posicionada en el centro de masas del sistema.

Momento lineal de un sistema continuo: p = [,, vdm =
M~ . Es equivalente a la que tendria una sola particula que
contuviese toda la masa del sistema y posicionada en el centro

de masas del sistema.

Momento lineal de un sélido rigido: p = [, (V, + & x ) dm,
donde vy es la velocidad del sistema de referencia OXY Z (solida-

rio con el sélido rigido) y T es el vector de posicién de un punto
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cualquiera del sdlido referido al sistema de referencia OXY Z.
Puesto que el momento lineal de un sistema continuo es p =
Mv¢, donde Vg = Vg + & X ¥, por tanto, en un sélido rigi-
do p = M (Vyp+ & x ¥g), donde T es la posicién del centro de
gravedad referida al centro del sistema OXYZ. Si el punto O es
fijo, entonces la expresién anterior se reduce a p = M (& X )

(cantidad de movimiento de un sélido rigido que pivota respecto

a O).

= Momento angular o cinético: Respecto a un punto A cualquiera, es

el momento del vector cantidad de movimiento respecto a ese punto.

Momento angular de una particula: H A= AP x p. Mide
la tendencia de la particula a no seguir en su movimiento la

direccion de la visual que une A con el punto P.

Momento angular de un sistema discreto de particulas

materiales:
N N
Hy = ZHAZ- = ZAPi X Pi
i=1 i=1

Es un vector fijo en A que resulta de sumar los momentos cinéti-
cos respecto a A de todas la particulas del sistema, donde P; es

el punto de aplicacién del vector p;.
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Figura 8:

Momento angular de un sistema continuo:
Hy= / AP x vdm
M

Es la integral de los momentos cinéticos diferenciales respecto a

A , donde P es el punto de aplicacién del vector p en cada dm.

Momento angular de un sélido rigido respecto a un punto

fijo A del s6lido (mov. de rotacién):

— . . . I [zy Iy Wa
HA — r X (w X I‘) dm — Iy:n Iy Iyz |:
M I Izy I,

Solido en movimiento de pivotamiento respecto de un punto A.
El sistema de referencia en A esté ligado al sélido.

donde el vector ¥ es el vector de posicién de cada particula res-
pecto al sistema de referencia solidario al sélido, y ubicado en A.

El vector & es el vector de rotacién instantanea del sélido y [I4]
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es el tensor de inercia del sélido respecto del sistema de referencia

solidario al sélido centrado en A.

Momento angular de un sélido rigido libre respecto a su

centro de gravedad:

— o . . I Ixy Iy We o
HG — / r X (UJ X I‘) dm — Iyz Iy Iyz . |:wzi| = [IG] w
M Iz Izy 1.

donde el vector T es el vector de posicién de cada particula respec-
to a un sistema de referencia solidario al sélido ubicado en G y de
ejes invariantes. El vector @ es el vector de rotacién instantdnea
del sélido y [Ig] es el tensor de inercia del sélido respecto del

sistema de referencia solidario al sélido centrado en G.
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Figura 9: Sélido rigido en movimiento libre e indicacién de sistema de
referencia mévil centrado en GG y solidario con el sélido.

Momento angular de un sélido rigido libre respecto a un

punto cualquiera A:
H 4 :/ ¥ X (& x F)dm + g x Mvg
M

donde T es el vector de posicién de cada particula respecto al
punto G, y & es la velocidad instantdnea de rotacién del sélido
rigido. ¥ es la posicién del centro de gravedad respecto del pun-

to A. El primer término es el momento angular (relativo a G)
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del movimiento de las particulas del sélido rigido respecto a G,
esto es, del movimiento de rotacién del sélido. Por otro lado, el
segundo término corresponde con el momento cinético (respecto
a A, ya que el vector de posicién rg se ha descrito respecto a A)
del movimiento del centro de masas, descrito por la velocidad de

su centro de masas V.
» Resto de consideraciones del Momento cinético

Los elementos del tensor de inercia [I4] son magnitudes constan-
tes, ya que el sistema cartesiano esta centrado en A es solidario

con el sélido;

Noétese que el vector & de la base mévil m coincide con el del

sélido indeformable;

Si el sistema de referencia cartesiano centrado en A y solidario con
el sélido coincidiera con el triedro principal de inercia del sélido,
entonces el tensor [I4] se convierte en una matriz diagonal, por
lo que

ﬁA = Lywz + Iywy + Lw,

Si el sélido rigido rota con respecto a un eje €, se puede entender
como un caso particular de momento cinético respecto a un punto

fijo, en el que el eje € pase por A. Si ademds, por conveniencia
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se hace coincidir € con algin eje cartesiano, por ejemplo el z,

entonces:

—

Hy = (—Ip. — I, + L) w.k

—

H 4 = H,, puesto que la rotacién del sélido plano respecto a A

ocurre respecto a un eje que tiene la direccion k y lo atraviesa en

A.

Si ademas el sélido rigido es plano y, por conveniencia, se hace
coincidir con el plano xy, entonces la expresiéon del momento

cinético se reduce a:

—

H, = Luwk (4)

donde, al igual que el caso anterior, H A= FIZ, puesto que la
rotacién del sélido plano respecto a A ocurre respecto a un eje

que tiene la direccién k y lo atraviesa en A.

Segundo Teorema de Konig

Indica que el momento cinético o angular del sistema respecto a su
centro de masas GG es igual al momento cinético relativo, definido a
partir de las velocidades relativas respecto a un sistema de referencia

centrado en G y de direcciones invariables.

» Energia cinética: Es una magnitud escalar, siempre positiva o nula,
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que mide la energia de los sistemas materiales en movimiento.

Energia cinética de una particula material 7' = %mvz, don-

de v es el mdédulo del vector velocidad.

Energia cinética de un sistema discreto de particulas ma-
teriales: Es la suma de la energia cinética de cada particula del

sistema.
N g
T = Z imivf
i=1

En virtud del Primer Teorema de Koning (més abajo) la anterior

expresion se puede reescribir como sigue:

1 |
= 2
T = §MVG+§ E mivy,

=1

donde v,; es el médulo de la velocidad relativa de la particula i

respecto al centro de gravedad G.

Energia cinética de un sistema continuo: Es la integral de

la energia cinética de cada elemento diferencial del sistema.

1
T:/ —v2dm
M2

En virtud del Primer Teorema de Koning (més abajo) la anterior
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expresion se puede reescribir como sigue:

1 1
T:M\72G—|—/ vZdm
2 2 Ju

donde v, es el mdédulo de la velocidad relativa de cada elemento

diferencial respecto al centro de gravedad G.

Energia cinética de un sélido rigido (expresién general):

1
T:/ —v2dm
M2

Al ser un sdlido rigido, la velocidad v puede venir dada de la
ecuacion del campo de velocidades Vv = Vg +& x ¥, donde F es un
vector de posicién respecto a un sistema de referencia ubicado en

un punto O cualquiera del espacio.

Energia cinética de un sélido rigido en rotacion: Se asume
que el sdlido rota o pivota respecto a un punto O en el cual se

centra el sistemas de referencia solidario al sélido.

Teniendo en cuenta la expresion del momento cinético del sélido

rigido con un punto fijo, dada més arriba, la expresion anterior
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se puede reescribir como sigue:
1
T= iaT [To] &

Energia cinética de un sdlido rigido libre usando un SR
en G': Se considera un sélido rigido que describe un movimiento
general, y un sistema de referencia subido en G.La energia total

es suma de término de traslacién y rotacién en torno a G.
1 1
T = S Mg + §¢3T [Ie] &

= Resto de consideraciones de la energia cinética del sélido rigi-

do

Si el sistema de referencia cartesiano centrado en O y solidario
con el sélido coincidiera con el triedro principal de inercia del
sélido, entonces el tensor [Ip] se convierte en una matriz diagonal,

por lo que la energia cinética de rotacién se puede expresar como:

=

T (wai + Iywz + Izwz)

T2

Si el sélido rigido rota con respecto a un eje €, se puede entender
como un caso particular de energia cinética de rotacién respecto

a un punto fijo, en el que el eje € pase por O. Si ademds, por
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conveniencia se hace coincidir € con algin eje cartesiano, por

ejemplo el z, entonces:

1

T=—
2

(—Lpe — Iy + 1) wf

puesto que la rotacion del sélido plano respecto a O ocurre res-

pecto a un eje que tiene la direccion k y lo atraviesa en O;

Si ademas el sélido rigido es plano y, por conveniencia, se hace
coincidir con el plano zy, entonces la expresién de la energia

cinética de rotacién se reduce a:

Primer Teorema de Konig

Indica que la energia cinética de un sistema de particulas es la su-
ma de la energia cinética del movimiento general de traslacion de las
particulas (que coincide con V) més la energia cinética del movi-

miento relativo de las mismas respecto a G.

5.2. Sistema dinamico

= Resultante de fuerzas

Particula material: R = Zf\i 1 F;
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Sistema de particulas materiales: Se considera un sistema
de N particulas materiales sometidas a fuerzas externas F;_,, v

fuerzas internas F 1=1,...,N. El efecto de todas las fuerzas

Lint?
es el mismo que el de la resultante R = Zfil F;, 6 +Fi. =

—~—
=0

it Fiye

Resultante de fuerzas sobre un sélido rigido: Las fuerzas
aplicacadas sobre uno o varios puntos del sélido rigido se conside-
ran vectores deslizantes. El efecto de todas las fuerzas es el mismo
que el de la resultante R = Zﬁil%—kf‘im =0

=0

= Momento respecto a un punto A

Particula material: Es el momento resultante del sistema de
fuerzas ﬁi, 1 = 1,..., N aplicadas en la particula material. El
momento respecto de un punto A del sistema de fuerzas es: My =
SN My, =SV AP XF, = AP x YN F;, = AP x R, donde
P es el punto donde se ubica la particula, y el punto de aplicacion

de las fuerzas.

Sistema de particulas materiales: Es el momento resultante
del sistema de fuerzas externas. Esto es: My = Zf\; 1 M A, =

Zfi 1 AP; x F donde P; es el punto cada particula material,

iezt?

que coincide con el punto de aplicacién de cada vector F

lext*
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Solido rigido: El momento total es el momento resultante del
sistema de fuerzas exteriores. Esto es: SN My, = SN | AP, x
F donde P; es un punto cualquiera de la recta de accién de

iemﬂ

cada vector F;__,.

= Trabajo: Es una magnitud escalar de definicién diferencial.

Particula material: dW = dF - di

Sistema de particulas materiales:

N N N N
AW = Z; AW; = ; dF; - df; = 2 dF oy, - dF; + 2_; By, - dF,

dWezt dW'Lnt

Sdlido rigido: Coincide con el trabajo de las fuerzas exteriores,

ya que las interiores no ejercen trabajo en el sdlido rigido.

N N N
dW = "dW; =Y dF;-di; =Y  dF ey, - df;
1=1 i=1 =1

dWezt
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5.3. Leyes de la Dinamica

Teorema del Momento lineal o Cantidad de movimiento

La razén de cambio del momento lineal o cantidad de movimiento de
un sistema corresponde con la resultante de fuerzas del sistema

dinamico. Esto es:
dp -
T _R
dt

Del teorema asi enunciado se deriva el principio de conservacién.

Principio de Conservacién

Si la resultante de fuerzas actuantes en un sistema es nulo, por tanto

el momento lineal o cantidad de movimiento se conserva.

Teorema del Momento Angular o Cinético

La razon de cambio del momento cinético o angular de un sistema
de particulas corresponde con el momento del sistema dinamico.
Si el punto A es fijo, el momento del sistema dindmico se reduce al
momento resultante de las fuerzas externas actuantes sobre el sistema.

Esto es:

—

dH, -
A M
dt A

Del teorema asi enunciado se deriva el principio de conservacién.
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Principio de Conservacién

Si el momento respecto de un punto fijo A de las fuerzas externas
actuantes en un sistema es nulo, por tanto el momento cinético o

angular Se conserva.

Teorema de la Energia

El trabajo que ejerce el sistema dindmico sobre el sistema es la va-

riaciéon de su energia cinética. Esto es:

dW =dT

Del teorema asi enunciado se deriva el principio de conservacién.

Principio de Conservacién

Si el trabajo que ejercen las fuerzas fuerzas actuantes en un sistema
es nulo, por tanto la energia cinética total se conserva. Si ademas, las
fuerzas son conservativas, entonces el balance de energia cinética y

potencial se mantiene constante.
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= Resto de consideraciones sobre las leyes fundamentales

1. Si el punto A no es un punto fijo, el Teorema del Momento An-

dHA _

gular o Cinético hay que expresarlo asi: = My + P X Va,

donde Vv 4 es la velocidad del punto A.

2. Si el punto A no es un punto fijo pero coincide con el centro
de gravedad G, entonces el Teorema del Momento Angular o

Cinético queda como sigue: =7¢ = Mg

3. La variacién temporal total de ﬁo desde un sistema de referencia
absoluto centrado en un punto A (esto es, no solidario con el

s6lido) ha de plantearse mediante la Regla de Boure:

> dHA

Hy=—— It |m+w><HA—[IA]a+w><HA

donde & es el vector aceleracién angular del sélido.
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5.4. Equilibrio dindmico

-

Ecuaciones de equilibrio dindmico

Dado un sistema material sometido a una serie de fuerzas exteriores

—

F; ., e interiores F;, ,, i =1,..., N, el equilibrio dindmico se cumple

cuando:

donde A es un punto cualquiera donde se centra un sistema de re-
ferencia solidario con el sélido, o directamente el centro de gravedad

G.

Las anteriores ecuaciones conforman un sistema de seis ecuaciones en el
espacio: tres para el equilibrio de fuerzas segun los ejes x, y, z, y tres para los
momentos respecto del punto A segun los ejes z, y, z. En sistemas planos, las
ecuaciones anteriores se traducen en tres: dos ecuaciones para el equilibrio

de fuerzas en el plano y una de equilibrio de momentos respecto del punto

A.

63



64



6. Vibraciones mecanicas

Las vibraciones mecéanicas son un tipo de movimiento oscilatorio que
resulta del equilibrio dindmico de un cuerpo masico sujeto a una serie fuer-
zas de restitucién conservativas (generalmente eldsticas y gravitatorias) y
de disipacién no conservativas (generalmente procedentes del rozamiento o
amortiguacién). Su estudio se podria englobar bajo la Dindmica, aunque se

saca como tema separado por su importancia en la asignatura.

6.1. Vibraciones de un grado de libertad

Para el desarrollo matematico siguiente se considera que el movimiento

vibratorio ocurre en el eje x.

= Ecuacién general de equilibrio dinamico:

mi + ct + kx = P(t)

donde c es el coeficiente de amortigiiamiento, k es la constante elastica,

y P(t) es la fuerza externa aplicada sobre la masa m.

= Vibraciones libres amortigiiadas: Responden al caso particular
del caso anterior donde P(t) = 0, por tanto la ecuacién de equilibrio
queda como sigue:

mi+ct+kx=0
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La ecuacién del movimiento vibratorio resultante se expresa mediante

la siguiente ecuacién

z(t) = Cyexp (At)
Sustituyendo en la ecuacion de equilibrio anterior, quedaria:
(m)\2 +cA+ k) Crexp (M) =0
que se cumple de forma general cuando
mA? + A+ k=0

cuya solucién para A es:

—c++/c? —4Amk

2m

o alternativamente:

A= —Cwg Ewo/(C2-1

donde wy = 2T—7g = /£ es la frecuencia angular en [rad/s], Tj es el
periodo natural en [s], ¢ es la tasa de amortigliamiento, que puede

obtenerse como: ( = 5., 0 ( = 2\/%.
m
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1. Vibraciones sobreamortigiiadas (( > 1): En ese caso, las
dos raices caracteristicas A1 2 = —Cwo £ wpy/¢? — 1 son reales, y

ademas negativas. La ecuacién del movimiento queda como sigue:
z(t) = Cyexp (A1t) + Caexp (Aat)

donde C y (5 son constantes que se obtienen mediante las condi-

ciones de contorno (posicién y velocidad incial del movimiento).

2. Vibraciones subamortigiiadas (¢ < 1): Las raices de la ecua-
cién caracteristica son complejas y conjugadas A2 = —(Cwo £

twoy/1 — (2, donde wy, la parte compleja de la raiz, es la fre-
—_——

wd
cuencia angular amortigiiada. La ecuacién del movimiento queda

como sigue:
x(t) = exp (—Cwot) A sin (wgt + @)

donde A es la amplitud de la oscilacién a tiempo inicial y ¢ es
el desfase o posiciéon angular a tiempo incial. Ambos parame-
tros se obtienen mediante las condiciones de contorno (posicién

y velocidad incial del movimiento).

3. Vibraciones con amortigiiamiento critico (¢ = 1): Es el caso

limite entre el sobreamortigiiamiento y el subamortigiiamiento.
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Las raices A1 2 ademads de ser reales y negativas, son iguales de
valor A1 2 = wy (raiz doble). La ecuacién del movimiento queda

como sigue:

x(t) = Chexp (—wot) + Cat exp (—wot)

donde C y (5 son constantes que se obtienen mediante las condi-

ciones de contorno (posicién y velocidad inicial del movimiento).

= Vibraciones libres no amortigiiadas:

En este caso ¢ = 0 y por tanto ¢ = 0, por lo que la ecuacién de

equilibrio queda como sigue

mi+kxr=20

Las raices A1 2 de la ecuacion anterior son complejas de valor A\j o =
+iwy. La ecuacion del movimiento vibratorio resultante se expresa

mediante la siguiente ecuacion:

x(t) = Asin (wot + @)

donde A es la amplitud de la oscilacion y ¢ es el desfase o posicién

angular a tiempo incial. Ambos parametros se obtienen mediante las
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condiciones de contorno (posicién y velocidad incial del movimiento).

= Vibraciones forzadas no amortigiiadas mediante fuerza armoéni-

ca (P(t) = Psin(wt)): Responde a la ecuacién de equilibrio siguiente

mi + kz = Psin (wt)

La ecuacién del movimiento consta de una parte homogenea (solu-
cién transitoria) y una solucién particular (parte estacionaria), cuya

expresion es

x(t) = Asin (wot) + B cos (wot) + C1sin (wt) (5)

sol.transitoria sol.estacionaria
Los dos primeros términos forman parte de la solucién transitoria que
dependen de la frecuencia natural. La solucién estacionaria depende
de la frecuencia de excitacion. La amplitud C; de la oscilacién forzada
se obtiene como:
Ci=—"—"=
w

Se denomina factor de amplificacion dindmica a la razén DAF =

—.

()

wo

» Vibraciones forzadas amortigiiadas mediante fuerza armdénica (P(t) =

Psin (wt)):
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La ecuacién del movimiento consta de una parte homogenea (solucién tran-
sitoria) y una solucién particular (parte estacionaria). Nos centramos en la

parte estacionaria, cuya solucién es

x(t) = Bsin (wt + @) (6)
donde ¢ = ——""—. La amplitud B se obtiene mediante la siguiente férmu-
la:

B— P
V(k — mw?)? + (cw)?
Se denomina factor de amplificacion dindmica a la razén DAF = Bit’

donde Beg = %.

6.2. Vibraciones de multiples grados de libertad

= Vibraciones no amortigiiadas: Responde a la ecuaciéon matricial

de equilibrio dindmico siguiente

M + [K]% = [F]

= Vibraciones amortigiiadas: Responde a la ecuacién matricial de

equilibrio dindmico siguiente
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= Analisis modal: Es un método que permite la obtencién de la so-
lucién de las ecuaciones matriciales anteriores de forma desacoplada,

como sigue:

1. Vibraciones no amortigiiadas:

[Mpld + [Kpld = [C]T[F]

donde [Mp] y [Kp] son las matrices de masa y rigidez expresadas
tras el cambio de base modal (diagonales) que se obtienen de la

siguiente formas:

La matriz [C] es la matriz de cambio de base modal, o matriz de
paso, y se obtiene adjutando por columnas los vectores propios

(normalizados) del sistema, dado a continuacion.

2. Vibraciones amortigiiadas:

[Mpld + [D]d + [Kp]q = [C]7[F]

donde [Mp] y [Kp] son las matrices de masa y rigidez expresadas

tras el cambio de base modal. La matriz [D] requiere el estable-
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cimiento de un modelo de amortigiiamiento (como el de Rayleigh
o Caughey) para la obtencién de la solucién modal, ya que no es
posible encontrar una matriz de paso [C] que diagonalize a las

tres matrices a la vez ([K],[M], y [D]).

» Obtencién de valores propios (frecuencias modales propias):

Se obtienen como solucién al siguiente determinante

| - w?M] + [K]| =0

» Obtencién de vectores propios (modos de vibracién): Son las
formas modales de vibracion, y corresponden a cada uno de los valores
propios (frecuencias modales). Se obtienen de mediante la siguiente

ecuacion

donde @, es el n-ésimo vector propio (modo de vibracién) asociado al

n-ésimo valor propio w,, obtenido mediante la ecuacién previa.
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7. Mecanica analitica

La Mecénica analitica es un parte de la Mecédnica basada en descripcio-
nes energéticas de la configuracién de equilibrio estatico o dindmico de un

sistema.

= Principio de D’Alembert:

K
3 (Fk - m§k> Ty =

k=1

donde

ﬁk = Fk
n -
8I‘k

5t = oty = S Lk
prlell

5Qj
El vector T}, es el vector de posiciéon del punto de aplicacién de la

fuerza Fy, respecto a un sistema de referencia oxyz fijo. g; es el

ext?

j-ésima coordenada generalizada, donde j =1,...,GDL.

En caso de equilibrio estéatico, ¥y = 0, por lo que la ecuacién queda

como sigue:
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En esta formulacién, se considera la presencia de enlaces ideales.

Ecuaciones de Lagrange (Sistemas conservativos): Su resolu-
cién se basa en la funcién Lagrangiana L = T — V', donde T es la
energia cinética del sistema y V = Zf Vi la energia potencial, te-

niendo en cuenta que Fy_ , = -/ V.

La ecuaciéon Lagrangiana queda como sigue:

d (0L oL 0

dt 8% 8qj N
Ecuaciones de Lagrange (Sistemas no conservativos): Su re-
solucién se basa en la funcién Lagrangiana L = T — V', donde T es

la energia cinética del sistema y V = ZkK Vi la energia potencial,

definida en el punto anterior.
La ecuacion Lagrangiana queda como sigue:
d (0L oL Q0
dt 8(13 qu I
donde Q; = Zszl ﬁkm% es la j-ésima fuerza generalizada, j =

1,...,GDL.
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