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Prefacio

La necesidad y utilidad de escribir este libro surge al constatar la
gran cantidad de trabajos de investigaciéon apoyados en el Enfoque
Ontosemiético (EOS) sobre el conocimiento y la instrucciéon mate-
maticos que se vienen publicando desde los primeros afios de la
década de los 90. Como se puede ver en el repositorio web dispo-
nible en la universidad de Granada http://enfoqueontosemiotic.ugr.
es, tras la publicacion en Recherches en Didactique des Mathématiques
del articulo Significado institucional y personal de los objetos mate-
maticos (Godino y Batanero, 1994), el nimero de tesis doctorales y
de articulos de investigacion que usan las herramientas conceptuales
y metodolégicas del EOS ha aumentado sustancialmente. Estas he-
rramientas teéricas han ido creciendo y refinandose, al tiempo que
se han aplicado a la investigacion sobre la didactica de los diversos
contenidos matematicos y diferentes niveles educativos. Los sucesivos
desarrollos del EOS han abarcado los diversos problemas implicados
en los procesos de educacion matemadtica, incluyendo cuestiones on-
tologicas, semioticas, epistemoldgicas especificas de las matematicas
educativas, y propias de la ensefianza y el aprendizaje en los distintos
contextos y niveles educativos. Como resultado, se ha elaborado un
sistema tedrico en el que se trata de articular de manera coherente
las distintas dimensiones involucradas en la investigacion sobre la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas y la formacién de
profesores de matematicas.

Transcurridos treinta afios desde la publicacion de los primeros
trabajos sobre el EOS, es necesario realizar una revision y sistemati-
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zacion que facilite su difusion, la cual se viene haciendo en multiples
cursos de posgrado, conferencias y proyectos de investigacion. En
consecuencia, el objetivo del libro es presentar los distintos médulos
o teorias que componen el sistema tedrico EOS, los supuestos basicos
que las sustentan, la articulacion entre las mismas, las conexiones con
otras teorias y ejemplos de aplicaciéon de las diversas herramientas
conceptuales y metodologicas.

El EOS aporta un sistema de nociones, principios y herramientas
metodoldgicas para estudiar y comprender la naturaleza de la activi-
dad matematica, el conocimiento matematico y los procesos de ense-
flanza y aprendizaje de las matemadticas. Este componente cientifico
(descriptivo, explicativo y predictivo) sobre la educacion matematica
se complementa con otro tecnolégico (prescriptivo), formado por un
sistema de criterios o normas para optimizar el disefio, implemen-
tacién y evaluacion de los procesos educativo-instruccionales y un
modelo de desarrollo profesional docente. El sistema tedrico EOS se
presenta en este libro compuesto por cinco teorias articuladas:

1. Teoria ontosemiodtica de la actividad matemdtica. Desarrolla una
vision antropologica y pragmatista de las matematicas, esto es,
como actividad humana centrada en la resolucion de proble-
mas. Esta vision antropoldgica de la matematica se complemen-
ta y articula con otras dos concepciones: la matematica como
sistema de objetos y procesos y la matematica como sistema de
signos.

2. Teoria ontosemiotica del significado y la cognicion matemadtica.
Desarrolla una vision global del significado de los objetos ma-
tematicos, articulando supuestos realistas y pragmaticos, como
base de la cognicion matematica, tanto desde el punto de vista
individual (personal) como social (institucional).

3. Teoria del disefio educativo en matemdticas. Desarrolla supuestos
y herramientas teéricas para la descripcion y disefio de proce-
sos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas basados en
la teoria especifica sobre la actividad matematica y el significa-
do de los objetos que propone el EOS.
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4. Teoria de la idoneidad diddctica. Desarrolla un sistema de cri-
terios para la optimizacion local del disefio, implementacion y
evaluacion de los procesos educativos-instruccionales en ma-
tematicas, basados en los supuestos y constructos del EOS. Se
formulan criterios para las facetas epistémica, ecolégica, me-
diacional, interaccional, cognitiva y afectiva que estructuran los
procesos de ensefianza y aprendizaje.

5. Teoria del desarrollo profesional docente. Desarrolla un modelo
de conocimientos y competencias del profesorado de matema-
ticas que tiene en cuenta las facetas, componentes y subcompo-
nentes de los procesos educativos implicados en las actividades
de fundamentacion, disefio, planificacién y evaluacion de dichos
procesos. Incluye también un sistema de principios o criterios
de eficiencia de los programas formativos de profesores.

Reconocimientos

El desarrollo y aplicacion del EOS esta estrechamente apoyado
en el trabajo realizado con la participacién de otros investigado-
res, en particular C. Batanero, V. Font, A. Contreras, B. D'’Amore, M.
Rodriguez-Wilhelmi, T. Fernandez, T. Neto, L. Pino-Fan, L. Aké, M.
Burgos, M. Gea, B. Giacomone, P. Beltran, a quieres expreso mi sincero
reconocimiento.
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Capitulo 1

Motivacion y presentacion

Introduccion

Desde el nacimiento de la didactica de las matematicas en los afios
70, la comunidad de investigadores viene elaborando diversas teorias
que permiten describir y explicar los fenomenos relativos a los pro-
cesos de enseflanza y aprendizaje de las matematicas, tratando de
contribuir a la mejora de dichos procesos. La complejidad de estos
fenomenos, los distintos factores que se deben tener en cuenta y la
influencia de los diversos contextos culturales en los que se generan
las teorias, explican su profusion y la aparicion de diversos dilemas o
controversias entre las mismas. Esta situacion genera dificultades de
comunicacion y de uso eficiente de los conocimientos producidos en
la actividad de investigacion.

En este libro presentamos el marco tedrico del Enfoque Ontose-
mioético (EOS) en educacion matematica (Godino y Batanero, 1994;
Godino, 2002; Godino et al, 2007; Font ef al, 2013; Godino et al,
2020), cuyo objetivo es tratar de abordar de manera articulada los
problemas de fundamentacién, disefio, implementacién y evaluacion
de los procesos de enseflanza y aprendizaje de las matematicas. La
estrategia de clarificacion, comparacion, hibridaciéon y construccion
modular de teorias, desde una aproximacién ontologica y semiotica,
esta en la base del EOS. Se asume la pertinencia y potencial utilidad
de avanzar hacia la construccién de un sistema teérico que permita
abordar de manera articulada los problemas epistemolégicos, ontolo-

21



gicos, semi6ticos, cognitivos y educativos implicados en la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas.

En este primer capitulo motivamos la construccion del EOS al
tratar de dar respuesta a diversos dilemas y contradicciones entre
distintos paradigmas de investigacion y teorias que se vienen usando
en educacion matematica. También presentamos los capitulos del
libro en los que describimos los supuestos adoptados y las herra-
mientas tedricas desarrolladas para abordar las cuestiones de funda-
mentacion de la educacion matematica como campo de investigacion,
y su aplicacion al disefio educativo y la formacion de profesores.

En la Seccion 1.1 analizamos la tension entre teoria y practica que
se observa en las distintas maneras de concebir la educacién matema-
tica: como campo de investigacion cientifica basica, o como campo
de investigacion tecnoldgica y de accion practica. En la Seccion 1.2
describimos diversas posiciones tedricas divergentes sobre cuestiones
ontologicas y epistemoldgicas de las matematicas, esto es, sobre na-
turaleza de los objetos matematicos, la emergencia y desarrollo del
conocimiento matemadtico y el papel de los lenguajes y sistemas de
representacion. En la Seccion 1.3 detallamos diversos dilemas en la
manera de conceptualizar el aprendizaje matematico, diversos tipos
de constructivismo, enactivismo, psicologia cultural y aprendizaje
discursivo. Distintas maneras de conceptualizar la ensefianza de las
matematicas, bien centrada en el estudiante o centrada en el profe-
sor, el papel de la indagacion y la transmision del conocimiento las
describimos en la Seccién 1.4. Sobre la evaluacién del aprendizaje
de los estudiantes y de los procesos educativos-instruccionales en su
conjunto hay diversas posturas y puntos de vista que resumimos en
la Seccion 1.5. En la Seccién 1.6 identificamos algunos dilemas entre
diversas maneras de abordar la formacion de profesores de matemati-
cas que motivan la elaboracion de un modelo especifico basado en el
EOS. Finalmente, en la Seccion 1.7, exponemos la estructura del libro
en seis capitulos, ademas de este capitulo introductorio. Presentamos
el EOS como un sistema tedrico formado por cinco teorias parciales:
Teoria ontosemiética de la actividad matematica y objetos emergen-
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tes; Teoria ontosemi6tica del significado y la cognicién matematica;
Teoria del disefio educativo-instruccional; Teoria de la idoneidad di-
dactica y Teoria del desarrollo profesional docente, las tres ultimas
teorias basadas en los supuestos y herramientas ontologicas y semio-
ticas descritas en los capitulos 2 y 3.

14. Dilemas en la conceptualizacion de la educacién
matematica

El término educacion tiene un uso mas amplio que el de didac-
tica, por lo que podemos distinguir entre educacion matematica y
didactica de las matematicas. No obstante, en el mundo anglosajon
se emplea la expresion mathematics education para describir el area
de conocimiento que en la Europa continental se denomina «didac-
tica de las matematicas». En este libro usamos ambas expresiones
de manera indistinta, aunque, como afirma Steiner (1985), educacion
matemadtica, ademas de nombrar a la disciplina cientifica también
puede referirse al sistema social interactivo que comprende teoria,
desarrollo y practica.

La reflexion filosofica sobre la naturaleza de la educacion mate-
matica como campo de conocimiento es esencial para orientar ade-
cuadamente la investigacion, ya que condiciona la formulacion de las
cuestiones centrales de la misma.

¢Es la educacion matematica una disciplina, un campo de investi-
gacion, un drea interdisciplinar, un ambito de aplicaciones extradisci-
plinares u otra cosa? ¢Es una rama de la matematica aplicada o una
parte especial de la teoria de la educacion? ¢Es una ciencia, una ciencia
social, artistica o humanista, o ninguna de ellas o todas? (Kilpatrick,
2008). ¢Cual es su relacion con otras disciplinas como la filosofia, las
matematicas, la sociologia, la psicologia, la lingiiistica, la antropologia,
etc.? (Ernest, 2018, p. 22)

Entre los autores que han reflexionado sobre la naturaleza de la
educacion matematica destacan Steiner (1985) y Brousseau (1989), en
un ensayo con el significativo titulo, La torre de Babel. Ante la extrema
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complejidad de los problemas de la educacion matematica, Steiner
(1983, p. 11) indica que se producen dos reacciones extremas:

* Los autores que afirman que la educaciéon matematica no puede
llegar a ser un campo con fundamentacion cientifica y, por tanto,
la enseflanza de la matematica es esencialmente un arte.

* Los que, pensando que es posible la existencia de la educacién
matematica como ciencia, reducen la complejidad de sus proble-
mas seleccionando solo un aspecto parcial de los mismos (por
ejemplo, el analisis del contenido a enseiiar, la construccién del
curriculo, la mejora de los métodos de ensefianza, el desarrollo
de destrezas en el alumno, la interaccion en el aula, etc.), al que
atribuyen un peso especial dentro del conjunto, dando lugar a
diferentes definiciones y visiones de la educaciéon matematica.

De manera parecida se expresa Brousseau (1989), aunque en su
caso hablando de la didactica de las matematicas. Menciona que una
primera concepcion de la didactica de la matemadtica la identifica
como el arte de ensefiar, esto es, el conjunto de medios y procedi-
mientos que tienden a hacer conocer, en nuestro caso, la matemati-
ca. Ademas, distingue dos concepciones de cardcter cientifico: una
pluridisciplinar aplicada y otra auténoma (calificada por el mismo
Brousseau como fundamental o matematica). Como bisagra entre
estas dos visiones distingue también una concepcion tecnicista, en la
que la didactica seria el conjunto de técnicas de ensefianza, esto es,
la invencion, descripcion, estudio, produccion y control de medios
nuevos para la ensefianza: curriculo, objetivos, medios de evaluacion,
materiales, manuales, logiciales, etc.

En la concepcion pluridisciplinar, que surgiria con la segunda ten-
dencia sefialada por Steiner, la didactica aparece como una etiqueta
para designar las ensefianzas necesarias para la formacién técnica y
profesional de los profesores. Steiner (1990) identifica diversas dis-
ciplinas relacionadas con la educacién matematica, como las ma-
tematicas, epistemologia y filosofia de las matematicas, historia de
las matematicas, psicologia, sociologia o pedagogia. La actividad de
teorizacion o fundamentacion es vista por Steiner como un compo-
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nente de la educacion matematica, y esta como un campo académico
y un dominio de interaccion entre la investigacion, el desarrollo y la
practica.

Lesh y Sriramn (2010) reflexionan también sobre la naturaleza de
la educaciéon matematica como campo de investigacion, planteando
las siguientes preguntas: {Deberian los educadores matematicos verse
a si mismos como psicélogos educativos aplicados, psicélogos cogniti-
vos aplicados, o cientificos sociales aplicados? éSe deberian considerar
semejantes a los cientificos en el campo de la fisica, o de otras cien-
cias puras? (O mas bien como ingenieros u otros técnicos orientados
al disefio, cuya investigacion se apoya sobre multiples perspectivas
practicas y disciplinares, y cuyo trabajo esta guiado por la necesidad
de resolver problemas reales y también por la necesidad de elaborar
teorias relevantes? Estos autores proponen considerar la educacion
matematica en este ultimo sentido, o sea, como una ciencia orientada
al disefio de procesos y recursos para mejorar los procesos de ense-
flanza y aprendizaje de las matematicas.

Como vemos, existe cierta controversia entre aquellos que enfa-
tizan el caracter de ciencia de la educacion matematica (Gascon y
Nicolas, 2017), cuyo objetivo es la comprension de los fenémenos
educativos y aquellos que consideran la educaciéon como un socio-
tecnologia (Bunge, 1998) y enfatizan el componente de intervencion
sobre la practica para su mejora.

En el EOS consideramos necesario articular una vision que reco-
nozca la complementariedad del componente cientifico y tecnolégico
de la didactica. Esto quiere decir que, por una parte, se deben abordar
problemas teéricos de clarificacion ontologica, epistemologica y se-
midtica sobre el conocimiento matematico, en cuanto tales proble-
mas tienen relacion con los procesos de ensefianza y aprendizaje
(componente cientifico, descriptivo, explicativo y predictivo). Por otra
parte, se debe intervenir en dichos procesos para hacerlos lo mas
idoneos posible (componente tecnologico-prescriptivo). Se entiende
que la descripcion, explicacion y prediccion, son los fines de la ac-
tividad cientifica, mientras que la prescripcién y valoracion, son los
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principales objetivos de la actividad tecnolégica, aunque esta también
incluye elementos de investigacion aplicada a la resolucion de proble-
mas concretos. Asumimos, por tanto, una concepciéon ampliada de lo
didactico, como lo relativo a los procesos de ensefianza y aprendizaje,
al saber y la practica matematica (génesis, desarrollo, difusion, trans-
posicion y utilizacién), asi como a la optimizacién de dichos procesos
en los contextos educativos.

En este libro se considera la educacion matematica, ademas de
como un campo o drea de conocimiento, como un sistema de activi-
dades realizadas por sujetos individuales o equipos en comunidades
que se interesan por los problemas de fundamentacion de la investi-
gacion, la difusion del conocimiento y la practica de la ensefianza de
las matematicas. La aplicacién de la nocion de sistema de actividad
en el sentido de la Teoria Historica-Cultural de la Actividad (CHAT)
(Engestrom, 1987; Engestrom y Sannino, 2021; Roth y Lee, 2007)
permite describir y comprender la educacion matemaitica como
un todo compuesto de varios subsistemas. Para ello, diferenciamos
varias actividades parciales: Fundamentacion, Disefio, Implementa-
cion, Evaluacion y Desarrollo profesional docente. La identificacion
de los diferentes elementos de cada actividad parcial y sus relacio-
nes puede ayudar a reconocer posiciones controvertidas y progre-
sar en la elaboracion de un sistema tedérico modular e inclusivo
(Ruthven, 2014) que permita abordar la complejidad de la actividad
de educacion matematica. La nocion de contradiccion de la CHAT,
que incluye dilemas, tensiones y conflictos entre elementos de la
actividad (Nuiiez, 2009), o entre actividades relacionadas, aclara las
razones para cambiar los sistemas e identificar las contradicciones
no resueltas que deben abordarse con nuevos desarrollos. La idea
de dilema (controversias, contradicciones) es util para motivar la
construccion del EOS como sistema teérico que pretende abordar-
los, en unos casos mediante una estrategia de hibridacion de teorias
existentes, en otros reconociendo la complementariedad y el uso
coordinado de diversas teorias.
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1.2. Dilemas en la conceptualizacion del conocimiento
matematico y su emergencia

La fundamentacion de la actividad de educacién matematica
exige problematizar la naturaleza del conocimiento matematico.
¢Coémo podemos abordar el estudio de los niimeros, por ejemplo,
si no entendemos claramente qué son los nimeros y qué significa
comprenderlos? Afrontar esta pregunta requiere incluir dentro de la
investigacion en educacion matematica cuestiones ontologicas (na-
turaleza y tipos de objetos), epistemolégicas (como surge y evolucio-
na el conocimiento) y semioticas (diversidad y papel de los signos)
sobre las matematicas.

Diversos marcos tedricos vienen abordando esta problemaitica
considerando las interconexiones entre la actividad matematica y la
actividad de educacion matematica, con frecuencia centrados en as-
pectos parciales y adoptando diferentes posiciones epistemologicas,
ontologicas, semidticas y cognitivas. Mejorar la coherencia y eficacia
de la investigacion en educaciéon matematica requiere confrontar y
articular esta diversidad de enfoques.

El estudio de la literatura sobre los fundamentos tedricos de
la educacién matematica nos permite identificar las siguientes
tensiones:

* Las matemadticas como actividad humana versus las matemati-

cas como sistema de objetos.

* Platonismo (objetos matematicos como entidades preexistentes)
y nominalismo (objetos matematicos reducidos a nombres o
simbolos).

* Las relaciones entre la dimension personal (cognitiva) y la ins-
titucional (epistémica) del conocimiento.

* Vinculos entre representaciones internas (esquemas cognitivos,
concepciones) del conocimiento y externas (lenguajes y artefac-
tos materiales).

* El significado como referencia mental de las palabras y simbo-
los o el significado como su uso.
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* Las conexiones entre el saber matematico profesional, el saber
escolar y los procesos de transposicion o elementarizacion.

Seguidamente profundizamos en estos dilemas.

1.2.1. Ontologia y epistemologia de las matematicas

La ontologia y la epistemologia de las matematicas son dos ramas
interrelacionadas de la filosofia de las matematicas. La ontologia se
preocupa por la naturaleza de lo que estamos estudiando en matema-
ticas, es decir, los objetos matematicos, mientras que la epistemologia
se centra en como llegamos a conocer y entender dichos objetos. La
ontologia de las matematicas plantea cuestiones centrales sobre la na-
turaleza de los objetos matematicos, su relacion con el mundo fisico
y el lenguaje:

* ¢Qué tipo de existencia tienen los numeros, las funciones, las

figuras geométricas?

* ¢Qué relacion guarda los objetos matematicos con el mundo

concreto y los lenguajes?

* ¢Las matemadticas son universales o dependen de las culturas y

la actividad de las personas?

Sobre la naturaleza de los objetos matematicos el realismo platoni-
co ha sido una tendencia dominante en filosofia de las matematicas.
Es la posicion filosofica que considera los objetos matematicos como
existentes independientemente del mundo fisico en algin ambito
ideal (Linnebo, 2009). Posturas contrarias son defendidas por concep-
tualistas y nominalistas. El conceptualismo sostiene que los objetos
matematicos son entidades mentales, es decir, que existen solo en la
mente humana. En este sentido, los niimeros, las figuras geométricas,
las funciones, etc., son construcciones mentales que no tienen existen-
cia independiente de la mente que los crea. El nominalismo, por su
parte, sostiene que los objetos matemadticos no son entidades reales,
sino simplemente nombres o etiquetas para conjuntos de objetos
fisicos (Bueno, 2020). En este sentido, los nimeros no son mas que
nombres para cantidades de objetos, las figuras geométricas no son
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otra cosa que nombres para conjuntos de puntos, y las funciones no
son mas que nombres para relaciones entre conjuntos. Las posturas
sociolégicas y antropologicas en filosofia de las matematicas (Bloor,
1983) postulan que los objetos matematicos son emergentes de la
practica social y cultural; las matematicas no son un producto de la
mente individual, sino el resultado de la interaccion de las personas
entre si y con su entorno.

En consecuencia, sobre cuestiones de epistemologia de las mate-
maticas —naturaleza del conocimiento matematico, su fundamento y
su justificacion, los modos de llegar a conocer y aprender— existen
diversos enfoques no siempre compatibles y que se pueden identificar
también en educacién matematica. Encontramos en ella una serie de
controversias epistemologicas,

incluido el caracter subjetivo-objetivo del conocimiento matemati-
co; el papel en el conocimiento del contexto social y cultural; la trans-
ferencia de conocimientos y del aprendizaje de un contexto social a
otro; las relaciones entre lenguaje y conocimiento; y las tensiones entre
los principales principios del constructivismo, las visiones sociocultu-
rales, el interaccionismo y la didactica francesa, desde una perspectiva

epistemologica. (Ernest, 2018, p. 27)

1.2.2. Semidtica de las matematicas

Debido a que los objetos matematicos no se pueden aprehender
directamente mediante los sentidos, su estatus ontolégico, su comu-
nicacion y aprendizaje requiere el uso de signos, tales como términos
especificos, simbolos, diagramas o graficos. En consecuencia, la se-
mi6tica, como el estudio o doctrina de los signos, esto es, la investiga-
cion sistematica de su naturaleza, propiedades y tipos, esta recibiendo
gran atencion en la investigacion en educacion matematica. «La se-
mi6tica ha sido una lente teérica fructifera usada por los investigado-
res interesados por diversas cuestiones de educaciéon matematica en
las décadas recientes» (Presmeg, 2014, 539).

Algunas cuestiones centrales en la semié6tica de las matematicas
incluyen:
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* (A qué refieren los signos matematicos, como los nimeros, los
diagramas geométricos, los simbolos algebraicos?

* ¢Como se relacionan las diversas representaciones (palabras, sim-
bolos, graficos) entre si y los objetos matematicos representados?

* (Coémo interpretan y comprenden los estudiantes los simbolos y
expresiones matematicas?

* ¢Como influye la cultura y el contexto en la semiosis matema-
tica, esto es, como se interpretan y se da significado a los signos
matematicos en diferentes contextos culturales?

Existen diversas teorias para abordar estas cuestiones que adoptan
posturas dispares sobre el uso del lenguaje. En las teorias realistas o
referenciales sobre el significado de las palabras y simbolos (como
las defendidas por Frege o Carnap), las expresiones lingiiisticas tienen
una relacion de atribucion con determinadas entidades (objetos, atri-
butos, hechos). En las teorias pragmaticas —como la defendida por
Wittgenstein (1953)—, el significado de las expresiones lingiiisticas
depende de los juegos de lenguaje en el que se utilizan; el significado
de los objetos abstractos debe inferirse de su uso. En el Capitulo 3
desarrollamos la Teoria ontosemiotica del significado y la cognicién
matematica donde proponemos una vision complementaria entre las
teorias referenciales y pragmaticas del significado.

1.2.3. Representaciones internas y externas

La investigacion en educacién matematica ha puesto de manifies-
to la importancia que las representaciones tienen en los procesos
de ensefianza y aprendizaje, asi como la complejidad de los factores
relacionados con ellas. Como sefialan Font ef al (2010), una de las
cuestiones centrales abiertas que plantea el uso de las representacio-
nes es la naturaleza y diversidad tanto de los objetos que desempefian
el papel de representacion, como de los objetos representados. La
gran cantidad de publicaciones sobre el tema de las representaciones
(Cobb et al, 2000; Goldin, 1998; Goldin, 2020; Janvier, 1987) muestra
su importancia para la educacién matematica y al mismo tiempo su
complejidad. La razén de este interés hay que buscarla en el hecho
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de que hablar de representacion equivale a hablar de conocimiento,
significado, comprensién, modelizacion, etc. Sin duda estas nociones
constituyen el nicleo central, no solo de la matematica, sino también
de la epistemologia, la psicologia y otras ciencias y tecnologias que se
ocupan de la cognicién humana, su naturaleza, origen y desarrollo.
Esta diversidad de disciplinas interesadas en la representacion es la
razon de la diversidad de enfoques y formas de concebirla, no exentas
de debates.
la complejidad del tema, la ambigiiedad de las representaciones
y su importancia radican en los objetos matematicos que se inten-
tan representar, su diversidad y naturaleza. Hablar de representacion
(significado y comprension) implica necesariamente hablar de cono-
cimiento matemadtico y, por tanto, de la actividad matemadtica, de sus
«producciones» culturales y cognitivas y también de las relacionadas

con el mundo que nos rodea. (Font et al, 2010, p. 59-60)

1.3. Dilemas en la conceptualizacion del aprendizaje

Existen discusiones importantes entre las teorias del aprendizaje
constructivistas radicales, constructivistas sociales, enactivistas y so-
cioculturales. «Se trata principalmente de diferencias epistemologi-
cas, aunque los defensores y criticos de las diversas teorias también
incorporan anilisis y razonamientos ontolégicos, éticos, sociales y
metodoldgicos a sus argumentos» (Ernest, 2018, p. 28).

Los diversos constructivismos comparten la metafora de la cons-
truccion, segun la cual describen la comprensién del sujeto como la
construccion de estructuras mentales. Reconocen que el conocer es
activo, individual y personal, y que se basa sobre el conocimiento pre-
viamente construido. La metafora de la construccion esta contenida
en el primer principio del constructivismo segun lo expresa von Gla-
sersfeld (1989 p. 182): «el conocimiento no es recibido pasivamente
por el sujeto cognitivo sino activamente construido».
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1.34. Constructivismo radical

En la version radical del constructivismo se afiade un segundo
principio: «la funcién de la cognicién es adaptativa y sirve a la or-
ganizaciéon del mundo experiencial, no al descubrimiento de una
realidad ontologica» (von Glasersfeld, 1989, p. 182). En conjunto,
el constructivismo radical es neutral en su ontologia, no haciendo
ninguna suposicién sobre la existencia del mundo tras el dominio
subjetivo de experiencia. «La epistemologia es decididamente falibi-
lista, escéptica y antiobjetivista» (Ernest, 1994, p. 6). El hecho de que
no haya un ultimo conocimiento verdadero posible sobre el estado
de las cosas en el mundo, o sobre dominios como las matematicas, es
consecuencia del segundo principio, que es propio de la relatividad
epistemologica. Como su nombre indica, la teoria del aprendizaje es
radicalmente constructivista, todo conocimiento se construye por el
individuo sobre la base de sus procesos cognitivos en didlogo con su
mundo experiencial.

1.3.2. Constructivismo social

La version social del constructivismo considera al sujeto individual
y el dominio de lo social como indisolublemente interconectados
(Ernest, 1994). Las personas estan formadas mediante sus interaccio-
nes con los demas (asi como por sus procesos individuales). Cierta-
mente, la metdfora subyacente corresponde a la de las personas en
conversacion, abarcando la interaccién lingiiistica y extralingiiistica
significativas. La mente se ve como parte de un contexto mas amplio,
la «construccién social del significado». De igual modo, el modelo
constructivista social del mundo se corresponde con un mundo so-
cialmente construido que crea (y es constreiiido por) la experiencia
compartida de la realidad fisica subyacente.

En resumen, el paradigma de investigacién del constructivismo
social adopta una ontologia relativista modificada (hay un mundo
exterior soportando las apariencias a las que tenemos un acceso com-
partido, pero no tenemos un conocimiento seguro de €l). Se basa en
una epistemologia falibilista que considera el ‘conocimiento conven-
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cional como aquel que es «vivido» y aceptado socialmente. La teoria
del aprendizaje asociada es constructiva (en el sentido compartido
por soci6logos tales como Schutz, Berger y Luckman, asi como los
constructivistas), con un énfasis en la naturaleza esencial y constitu-
tiva del lenguaje y la interaccion social (Ernest, 1994). El constructi-
vismo Piagetiano enfatiza los procesos cognitivos internos a expensas
de la interaccion social en la construccién del conocimiento por el
aprendiz. Sin embargo, el constructivismo tiene necesidad de aco-
modar la complementariedad entre la construccién individual y la
interaccion social.

1.3.3. Enactivismo

El enactivismo se ha convertido en una teoria del aprendizaje
con una cierta importancia entre los investigadores en educacion
matematica. Segun esta teoria de la cognicién, «el individuo no es un
simple observador del mundo, sino que esta corporalmente inmerso
en el mundo y esta conformado, cognitivamente y como organismo
fisico completo, por su interaccion con el mundo» (Ernest, 2010, p. 42).
Otra fuente del enactivismo se encuentra en la teoria sobre la base
corporal del pensamiento, via el papel de las metaforas, de acuerdo
con los trabajos de Lakoff y Johnson (1980) y Johnson (1987). Segun
estos autores, toda la comprension humana, incluyendo el significa-
do, la imaginacion y la razén, esta basada sobre esquemas del mo-
vimiento corporal y de su percepcion. Estos esquemas se extienden
via el uso de metaforas, las cuales proporcionan la base de cualquier
comprension, pensamiento y comunicaciéon humana. En el libro de
Lakoff y Nuiiez (2000) se desarrolla y aplica esta idea al caso de las
matematicas.

1.3.4. Aprendizaje discursivo

En la literatura de investigacion predomina el uso de nociones
cognitivas tales como esquemas mentales, concepciones o conflictos
cognitivos, pero se observa la progresiva introduccién de otras, como
actividad, patrones de interaccion o fallo de comunicacion (Kieran et
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al, 2001). El aprendizaje, concebido como adquisicion personal, esta
siendo complementado por una nueva vision como proceso de parti-
cipacion en un hacer colectivo. Lo importante no es el cambio en el
aprendiz individual, sino el cambio en los modos de comunicarse con
los demas. El nuevo marco de investigacion comienza a designarse
como discursivo o comunicacional por el énfasis que le atribuyen las
investigaciones al lenguaje y a la comunicacion, siendo una de las di-
versas implementaciones posibles del enfoque sociocultural, ligado a la
escuela de pensamiento de Vygotsky y a la filosofia de Wittgenstein.
Esta aproximacion propone una vision del pensamiento humano como
algo esencialmente social en sus origenes y dependiente de factores
histéricos, culturales y situacionales de manera compleja. Segun Sfard
(2001) la aproximacién comunicacional a la cognicién se basa en el
principio teérico de que «la comunicacién no deberia considerarse
como una mera ayuda al pensamiento sino casi como equivalente al
mismo pensamiento» (p. 13). El pensamiento se concibe como un caso
especial de actividad de comunicacién y «el aprendizaje matematico
significa llegar a dominar un discurso que sea reconocido como mate-
matico por interlocutores expertos» (Kieran et al, 2001, p. 5). El apren-
dizaje se concibe en términos de discurso, actividad, cultura, practica,
y su desarrollo se centra en las interacciones interpersonales. En el
enfoque comunicacional o discursivo la dicotomia entre pensamiento
y lenguaje practicamente desaparece; el lenguaje deja de ser una mera
«ventana de la mente», esto es una actividad secundaria del pensamien-
to que expresa algo ya disponible. Aunque pensamiento y lenguaje se
deban considerar como dos entidades diferentes, <ambas se tienen que
comprender basicamente como aspectos de un mismo fenémeno, sin
que ninguno de ellos sea anterior al otro» (Sfard, 2001, p. 27).

1.4. Dilemas sobre la enseflanza

La ensefianza en las distintas areas disciplinares, y en particular
en las matematicas, plantea diversos dilemas sobre los cuales los pro-
fesores deben tomar decisiones:

34



* Individualizacion vs. estandarizacion: Adaptar la ensefianza a las
necesidades e intereses de cada estudiante, respetando su ritmo
de aprendizaje o asegurar que todos los estudiantes progresen al
mismo al mismo tiempo, utilizando un curriculo y evaluacion
uniformes.

* Teoria vs. practica: Enfatizar la comprension de los conceptos y
principios matematicos o priorizar la aplicacion de los conoci-
mientos a situaciones reales y la resolucion de problemas.

* Rigor vs. creatividad: Primar la exactitud y el rigor académico
en la ensefianza de las matematicas o fomentar la creatividad y
la exploracion en los estudiantes.

Seguidamente desarrollamos otros dos dilemas sobre los cuales
encontramos fuertes controversias: enseflanza centrada en el estu-
diante o en el profesor.

1.41. Enseflanza centrada en el estudiante

La familia de teorias instruccionales basadas en la indagacion;
«Educacion basada en la indagacion» (Inquiry-Based Education, IBE),
«Aprendizaje basado en la indagacion» (Inquiry-Based Learning, IBL) y
«Aprendizaje basado en problemas» (Problem-Based Learning PBL), de-
signan modelos tedricos de instruccion, desarrollados desde diversas
disciplinas curriculares. En ellos se atribuye un papel clave a la reso-
lucion de problemas «auténticos», bajo un planteamiento constructi-
vista. En algunas aplicaciones al campo de la educacién matematica
se asume que los estudiantes pueden construir el conocimiento si-
guiendo las pautas de trabajo de los propios profesionales matemati-
cos y cientificos. El matematico se enfrenta a problemas no rutinarios,
explora, busca informacién, hace conjeturas, justifica y comunica sus
resultados a la comunidad cientifica; el estudio de las matematicas
deberia seguir unas pautas similares.

En estas teorias se considera esencial el uso de situaciones-pro-
blemas (aplicaciones a la vida cotidiana, a otros campos del saber, o
problemas internos a la propia disciplina) para que los estudiantes
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puedan dar sentido a las estructuras conceptuales que configuran
la matematica o la ciencia como una realidad cultural. La formu-
lacion de situaciones-problemas «ricas» que requieren del analisis y
reflexién sobre la estructura matematica implicada, su solucién y
comunicacién son claves en el desarrollo de la competencia mate-
matica de los estudiantes. Este es el objetivo principal de la tradi-
ci6n denominada problem solving (Schoenfeld, 1992), cuyo énfasis se
centra en la identificacion de heuristicas y estrategias metacognitivas;
también de otros modelos teéricos como la Educacion Matemaitica
Realista (Freudenthal, 1973; 1991) y la Teoria de Situaciones Didacti-
cas (Brousseau, 2002).

English y Sriraman (2010) informan de diversas reflexiones y
evaluaciones de la eficacia de las investigaciones sobre resolucion
de problemas concluyendo sobre su escasa presencia en la practi-
ca escolar. Estos autores consideran que «Desafortunadamente, faltan
estudios que aborden el desarrollo conceptual basado en resolucion
de problemas en interaccion con el desarrollo de competencias de
resolucion de problemas» (English y Sriraman, 2010, p. 267).

1.4.2. Ensefianza centrada en el profesor

Consideramos como modelos basados en la transmision del cono-
cimiento las diversas formas de intervencion educativa en las cuales
prima la instruccion directa y explicita. «Cuando se trata con infor-
macion nueva, se deberia mostrar a los aprendices qué hacer y como
hacerlo» (Kirschner et al, 2006, p. 79). El uso de ejemplos resuel-
tos constituye un rasgo caracteristico de la instruccion fuertemente
guiada, mientras que el descubrimiento de la solucion a un problema
en un entorno rico en informacion constituye similarmente el com-
pendio del aprendizaje por descubrimiento minimamente guiado.

La adopcién acritica de modelos pedagégicos constructivistas
puede estar motivada por la observacion de la gran cantidad de cono-
cimientos y competencias que el sujeto aprende por descubrimiento
o inmersién en un contexto, en particular los conceptos de la vida
cotidiana. Sin embargo, Sweller ef al. (2007) afirman que:
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No hay ninguna razén para suponer o evidencia empirica que
apoye la nocién de que los procedimientos de la ensefianza cons-
tructivista basados en la manera en que los humanos adquieren in-
formacion biolégicamente primaria seran efectivos para adquirir la
informacion biologicamente secundaria requerida por los ciudadanos
de una sociedad intelectualmente avanzada. Esa informacién requiere
instruccion directa y explicita. (p. 121)

Esta posicion concuerda con la tesis sostenida por Vygotsky, de
que los conceptos cientificos no se desarrollan de la misma manera
que los conceptos cotidianos (Vygotsky, 1934). Sweller et al (2007)
consideran que proporcionar a los estudiantes un ejemplo comple-
tamente resuelto de un problema o tarea, y la informacién relati-
va al proceso usado para alcanzar la solucién es necesario para el
disefio de tareas de aprendizaje idoneas. Estos autores afirman que la
investigacion empirica del ultimo medio siglo sobre este problema
proporciona una abrumadora y clara evidencia de que una minima
guia durante la instruccion es significativamente menos efectiva y efi-
ciente que una guia especificamente disefiada para apoyar el procesa-
miento cognitivo necesario para el aprendizaje. Resultados similares
se reflejan en el metaanalisis de Alfieri ef al. (2011). Segun Kischner
et al (2006):

tenemos destreza en un drea porque nuestra memoria a largo plazo
contiene cantidades enormes de informacion relativa al drea. Esa in-
formacion nos permite reconocer rapidamente las caracteristicas de
una situacion y nos indica, a menudo inconscientemente, qué hacer y

cuando hacerlo. (p. 76)

1.5. Dilemas en la evaluacion de los procesos
educativos-instruccionales

El problema de la evaluacion de los conocimientos matematicos es
planteado por Wheeler (1993) desde su dimension epistemoldgica. Si
necesitamos evaluar el conocimiento matematico de los estudiantes
para una multiplicidad de fines, la primera cuestion que debe diluci-
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darse es la naturaleza del propio conocimiento. La razén que da este
autor parece obvia: «’Coémo podemos evaluar lo que no conocemos?»
(p- 87).

Existen tensiones entre la evaluacién formativa y la sumativa, en
la evaluacion del aprendizaje a nivel local (interno al aula) y global
(externo) (Stufflebeam et al, 2002). La evaluacion sumativa requiere
desarrollar instrumentos de medida objetivos que permitan realizar
comparaciones entre grupos, escuelas y paises para tomar decisiones a
nivel macro. Esta evaluacion conduce a una reduccion de la compleji-
dad, prescindiendo de detalles contextuales, que pueden ser esenciales
desde el punto de vista educativo.

El uso de pruebas estandarizadas para evaluar el aprendizaje ma-
tematico de los estudiantes se ha generalizado en muchos paises. Esto
supone imponer una presion sobre las escuelas y profesores para que
los estudiantes obtengan altas calificaciones en estos exdamenes, impli-
cando una serie de perjuicios ampliamente catalogados. Segtin Ralston:

Tres de los peores son la ensefianza para el examen, el énfasis en las
matemadticas rutinarias a expensas de los temas avanzados y la resolu-
cion de problemas, y la desmesurada cantidad de tiempo que se dedica
a preparar estos examenes, que no solo expulsa las matematicas impor-
tantes de las aulas, sino que a menudo implica una menor atencion a las
ciencias, la historia y las artes en general. (Ralston, 2006, p. 1651)

La vision del aprendizaje y la ensefianza de las matematicas ha
variado sustancialmente con la incorporacion de diferentes enfoques
tanto del contenido como de las actividades, y los modos de interac-
cion. Esta vision ampliada debe implicar cambios en los modos de
evaluacion de los resultados del aprendizaje. Una vision compleja
de las matematicas, del aprendizaje y la ensefianza requiere nuevos
enfoques de la evaluacion, sobre todo de la formativa realizada por
el profesor para intervenir con fundamento en la organizacion de la
ensefianza.

Niss (1993) identifica y discute cuestiones cruciales sobre la eva-
luacion de los aprendizajes de los estudiantes (assessment) en edu-
cacién matematica y las diferentes posiciones hacia ellas de varios
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educadores matematicos. Reconoce que la evaluacién implica una
multitud de profundos y dificiles problemas teéricos y practicos, te-
niendo un fuerte impacto en los sujetos evaluados. Reconoce, ademas
que lo que no se evalia en educacion se vuelve invisible o carece de
importancia. Concluye formulando el siguiente dilema general sobre
la evaluacion en educacion matematica: «Cémo podemos evaluar los
componentes esenciales del conocimiento matematico, la compren-
sion, el pensamiento, la creatividad, la resolucion de problemas y la
capacidad general sin distorsionarlos gravemente?» (Niss, 1993, p. 27).

1.6. Dilemas en la formacion del profesorado de
matematicas

En el campo de investigacion sobre la formacion y el pensamiento
del profesor de matematicas (Blomeke y Kaiser, 2017; Chapman, 2020;
Ponte y Chapman, 2016; Wood, 2008) encontramos diversos modelos
teoricos que describen los tipos de conocimientos que los profesores
deben poner en juego para favorecer el aprendizaje de los estudian-
tes. Estos modelos son necesarios para organizar los programas de
formacion, inicial o permanente, y para evaluar su eficacia. Aunque
hay un consenso general en que los profesores deben dominar los
contenidos disciplinares correspondientes, no hay un acuerdo similar
sobre la manera en que se debe lograr dicho dominio. Se suele reco-
nocer que el conocimiento disciplinar no es suficiente para asegurar
competencia profesional, siendo necesarios otros conocimientos de
indole psicologica (como aprenden los estudiantes, cudles son las di-
ficultades y errores caracteristicos, sus emociones y actitudes . . .).
Los profesores deberian ser capaces también de organizar la ense-
flanza, disefiar tareas de aprendizaje significativas, usar los recursos
adecuados, y comprender los factores que condicionan los procesos
educativos-instruccionales.

El trabajo de Shulman (1986) fue pionero en llamar la atencion
sobre el caracter especifico del conocimiento del contenido para la
ensefianza. Introdujo el constructo «conocimiento pedagogico del con-
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tenido» (Pedagogical Content Knowledge, PCK), siendo aceptado amplia-
mente como relevante para la formaciéon de profesores. El PCK ha
sido interpretado y adaptado al caso de las matematicas por diversos
autores (Scheiner et al, 2019). La nocién de «conocimiento matematico
para la ensefianza» elaborada en diversos trabajos de Ball y colabo-
radores (Ball, 2000; Ball ef al, 2001) asume y desarrolla el trabajo de
Shulman a partir de la observacion del trabajo de los profesores en
el aula de matematicas. No obstante, como afirman Graeber y Tirosh
(2008, p. 124): «El hecho de que muchos investigadores no ofrecen una
descripcién precisa y compartida del PCK (conocimiento pedagogi-
co del contenido) sino mas bien intentan caracterizarlo con listas o
ejemplos es una indicacién de que el concepto estd atin mal definido».
Similares limitaciones encuentran Silverman y Thompson (2008) para
la nocién de MKT (conocimiento matematico para la ensefianza):
Aunque el conocimiento matemadtico para la ensefianza ha comen-
zado a ganar atencion como un concepto importante en la comunidad
de investigacion sobre formacion de profesores, hay una comprension
limitada de lo que sea, como se puede reconocer, y como se puede
desarrollar en la mente de los profesores. (p. 499)

La busqueda de lo que significa el caracter especializado del cono-
cimiento del profesor de matematicas continia siendo un tema im-
portante en este campo de investigacion (Scheiner ef al, 2019). Desde
nuestro punto de vista, los modelos de «conocimiento matematico
para la ensefianza» elaborados desde las investigaciones en educacion
matemadtica, incluyen categorias muy generales. Consideramos que
seria util disponer de modelos que permitan un analisis mas detalla-
do de cada uno de los tipos de conocimientos que se ponen en juego
en una ensefianza efectiva de las matematicas. Ello permitiria orien-
tar el disefio de acciones formativas y la elaboracion de instrumentos
de evaluacion de los conocimientos del profesor de matematicas.

En estudios internacionales (Even y Ball, 2009) se concluye que la
formacion de los profesores de matematicas deberia estar relaciona-
da con la practica de la ensefianza. Sugerimos a continuacion tres
cuestiones principales que podrian beneficiarse de unas conexiones
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internacionales mas fuertes y sistematicas centradas en la mejora de
la formacion y el desarrollo profesional de los profesores. El primero
es la necesidad de centrar la formacion de los profesores en la prac-
tica, y el problema de hacerlo con eficacia (Ball y Even, 2009, p. 255),
en particular, articular las visiones personales de los profesores pro-
venientes de su experiencia practica con los enfoques derivados de
la investigacion (Potari, 2013). Las otras dos dreas problematicas que
mencionan Ball y Even son el problema de la formacién de formado-
res de profesores y el desarrollo de instrumentos validos para evaluar
el aprendizaje de los profesores. Para abordar estos problemas es
necesario elaborar modelos teéricos que tengan en cuenta la especi-
ficidad y complejidad de facetas y componentes que intervienen en
los procesos educativos-instruccionales, tanto referidos al conteni-
do matematico como al contenido didactico-matematico que deben
conocer y dominar los profesores, y en consecuencia los formadores
de profesores.

1.7. Emergencia y desarrollo del EOS

A comienzo de la década de los 90 y en el contexto de un curso
de «Teoria de la Educacion Matemadtica» de un programa de docto-
rado de la Universidad de Granada, tomamos conciencia de la ne-
cesidad de clarificar nociones fundamentales del area para estudiar
los fenémenos cognitivos que se describian con diferentes modelos:
conocimientos, saberes, concepciones, conceptos, esquemas, invarian-
tes operatorios, significados, praxeologias, etc. El reconocimiento de la
disparidad de dichos constructos, formulados en teorias tales como
Teoria de las Situaciones Didacticas (Brousseau, 2002); Campos Con-
ceptuales (Vergnaud, 1990), Registros de Representacion Semidtica
(Duval, 1995) y Teoria Antropologica de lo Didactico (Chevallard,
1992), motivaron las indagaciones que dieron lugar a los primeros
trabajos del EOS.

El problema que originé una primera etapa en la elaboracién del
EOS fue la clarificacion de la nociéon de significado de un objeto
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matemadtico y su relacion con otros constructos como concepto y
concepcion y comprension (Godino y Batanero, 1994). La distincion
entre los aspectos personales y los institucionales para la nocion de
significado fue esencial para articular las aproximaciones epistemo-
logicas y cognitivas en educacion matematica.

Considerando que el problema epistémico-cognitivo no puede desli-
garse del ontologico y semi6tico, en la segunda etapa (a partir de 1998),
se amplio el marco tedrico (Godino, 2002) para describir la actividad
matemadtica y los procesos de comunicacion de sus producciones. En
esta extension progresamos en el desarrollo de una ontologia y una
semio6tica especifica para estudiar los procesos de interpretacién de los
sistemas de signos matematicos puestos en juego en la interaccion di-
dactica. El desarrollo de una teoria del conocimiento matematico sobre
bases antropolégicas (Wittgenstein, 1953), pragmatistas (Peirce, 1931-
58) y semioticas (Hjelmslev, 1943) aporté elementos de articulacion
entre las teorias del aprendizaje y la ensefianza de las matematicas.

En etapas posteriores aplicamos el EOS para elaborar herramientas
de analisis y disefio de procesos educativo-instruccionales (Godino
et al, 2000), incluyendo trabajos para el estudio de la dimensién nor-
mativa y metanormativa (D'’Amore et al, 2007; Godino et al, 2009;),
la elaboracion de la herramienta idoneidad didactica (Godino ef al,
2006; Godino, 2013) que incluye un sistema de criterios para la eva-
luacion integral de los procesos de ensefianza y aprendizaje, y un
modelo de conocimientos y competencias del profesor de matemati-
cas (Godino, 2009; Godino et al, 2017).

El sistema de herramientas tedricas del EOS se ha aplicado en
la investigacion didactica sobre contenidos matematicos especificos:
aritmética, dlgebra, geometria, estadistica, entre otros temas. En el
repositorio web del EOS, disponible en https://enfoqueontosemiotico.
ugr.es, se incluyen las principales publicaciones realizadas sobre estos
temas, asi como la coleccion de mas de 100 tesis doctorales que han
usado el EOS como marco teérico de referencia. El desarrollo y apli-
cacion del EOS se ha realizado en el marco de diversos proyectos de
investigacion y programas de posgrado en diferentes universidades.
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La construccion del EOS puede considerarse como una version de
aprendizaje expansivo. Engestrom (1987) propone que el aprendizaje,
en el marco del CHAT, no solo implica la asimilacién de conocimien-
tos existentes, sino también la creacién de nuevos conocimientos y
practicas. El sujeto colectivo formado por las personas interesadas
en el desarrollo del EOS se nutre de herramientas desarrolladas en
otros sistemas de actividad (teorias). Sin embargo, a través de acciones
colaborativas y socialmente mediadas, busca expandir las activida-
des originales, generando nuevos conceptos, herramientas y formas
de abordar la investigacion en educacion matematica. En lugar de
adoptar acriticamente otras teorias existentes, el sujeto colectivo EOS
busca activamente contribuir a la transformacion de sus entornos de
aprendizaje.

1.8. Estructura del libro

Como hemos visto anteriormente, en la educacion matematica se
deben abordar cuestiones de naturaleza diversa epistemoldgica, se-
miética, disefio educativo, evaluacion y formacion de profesores. Esto
lleva al EOS a elaborar cinco teorias (Figura 1.1.) para abordar los
problemas especificos que se plantean en las distintas actividades que
configuran la educacion matematica. Entendemos una teoria como
un sistema de herramientas (conceptos, principios y métodos) que
se utilizan para responder un conjunto de cuestiones propias de un
campo de indagacion.

Seguidamente sintetizamos las principales caracteristicas de las
cinco teorias descritas con detalle en los capitulos 2 a 6, asi como su
articulacion en el sistema teérico EOS, que presentamos en el capitulo
7. En cada capitulo incluimos los antecedentes especificos, supuestos
y herramientas tedricas elaboradas, concordancias y complementa-
riedades con otras teorias, asi como ejemplos de su aplicacion. El
contenido de cada capitulo esta basado sustancialmente en articulos
previamente publicados en revistas con la colaboracion de diversos
autores. Citamos estas fuentes documentales cuando corresponde.
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No obstante, la superacion de las limitaciones de espacio propias de
los articulos cientificos, que permite la redaccion de un libro, hace
posible ampliar la descripcion de los antecedentes, supuestos y cons-
tructos y, sobre todo, presentar una vision global y articulada de las
teorias parciales que componen el sistema tedrico del EOS.

TEORIA DEL DESARROLLO
PROFESIONAL DOCENTE
TEORIA DEL DISENO TEORIA DE LA
EDUCATIVO-INSTRUCIONAL IDONEIDAD DIDACTICA

1
1| TEORIA ONTOSEMIOTICA DE LA <:> TEORIA ONTOSEMIOTICA DEL
1
1
1

A SIGNIFICADO Y LA COGNICION
ACTIVIDAD MATEMATICA MRTEMATICS

Figura 1.1. Sistema teérico EOS

Capitulo 2: Teoria ontosemiética de la actividad matemdtica

La teoria ontosemiotica de la actividad matematica aporta supues-
tos y herramientas teéricas para el andlisis de la actividad matematica,
tanto profesional como escolar, asi como los objetos que intervienen
y emergen de dicha actividad. Proporciona una visién propia de la
emergencia del conocimiento matematico adaptada al contexto edu-
cativo, con rasgos transdisciplinares al abordar dilemas en las teorias
epistemologicas y ontologicas implicadas en la educacion matemati-
ca. Esta vision complementa la perspectiva logica-formal, propia de
los contextos de creacion y justificacion del conocimiento matema-
tico, con la concepcion empirista-factual ligada a los contextos de
aplicacion. Los postulados de esta teoria son:
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* La matematica es una actividad humana centrada en la resolu-
cion de cierta clase de situaciones-problemas.

* Las practicas matemadticas pueden ser idiosincrasicas de una
persona o compartidas en el seno de una institucion.

* La resoluciéon de problemas se realiza mediante la articulacion
de secuencias de practicas.

* En las practicas matematicas intervienen diversas clases de
objetos que cumplen diferentes roles: instrumental /representa-
cional; regulativo (fijacion de reglas sobre las practicas), explica-
tivo, justificativo.

Capitulo 3: Teoria ontosemidtica del significado y la cognicion
matematica

La teoria ontosemio6tica del significado y la cognicién matematica
desarrolla una visién global del significado de los objetos matemati-
cos como base de la cogniciéon matemadtica, tanto desde el punto de
vista individual (personal) como social (institucional). El significado
se concibe como el contenido de cualquier funcién semiética, en-
tendida como relacién entre dos objetos (funtivos), uno funcionando
como expresion (significante) y otro como contenido (significado),
relacionados segun un criterio o regla de correspondencia (interpre-
tante). Los funtivos pueden ser los elementos de los diversos lenguajes
usados en la practica matematica y los demas tipos de objetos de la
ontologia del EOS (conceptos, proposiciones, procedimientos, argu-
mentos), incluyendo los propios sistemas de practicas. De este modo,
la teoria articula supuestos realistas (referenciales) y pragmaticos
(operacionales) sobre el significado. El constructo funcién semiotica
sirve de base para definir el conocimiento y comprension de las ma-
tematicas en términos de las tramas de funciones semi6ticas que un
sujeto (persona o institucién) es capaz de establecer entre los objetos
implicados en las practicas requeridas para la solucion de problemas.
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Capitulo 4: Teoria del disefio educativo-instruccional en
matematicas

La teoria del disefio educativo-instruccional en matematicas
aporta supuestos y herramientas tedricas para el disefio de proce-
sos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas basados en la
teoria especifica sobre la actividad matematica y el significado de
los objetos emergentes que propone el EOS. Incluye un modelo de
estructura y dinamica de los procesos educativos que tiene en cuenta
las diversas facetas y componentes que caracterizan dichos procesos.
Propone un modelo de categorias de las normas y metanormas, que
permite explicar fenomenos didacticos y da pautas para la optimi-
zacién de los procesos educativos. Los constructos configuracion y
trayectoria didactica permiten hacer anilisis detallados (descriptivos
y explicativos) del diseflo e implementacion de los procesos educati-
vos. Complementados con el postulado de complejidad ontosemiética
del contenido y el constructo idoneidad didactica, que se desarrolla
en el Capitulo 5 permiten elaborar un modelo didactico mixto para
abordar el dilema entre los modelos constructivista (indagativos) y
objetivistas (transmisivos) para optimizar el aprendizaje matematico.

Capitulo 5: Teoria de la idoneidad diddctica

Elabora un sistema de criterios para la optimizacion local del
disefio, implementacion y evaluacion de los procesos educativos-ins-
truccionales en matematicas, basados en los supuestos y constructos
del EOS. Se formulan criterios (juicios de valor) sobre las acciones di-
dacticas preferentes que se realizan en las distintas facetas y compo-
nentes que estructuran los procesos educativos (epistémica, ecologica,
mediacional, interaccional, cognitiva y afectiva).

Capitulo 6: Teoria del desarrollo profesional docente

Elabora un modelo de conocimientos y competencias didacti-
co-matematicas del profesor de matematicas basado en la estruc-
tura de los procesos educativo-instruccionales y en los criterios de
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idoneidad didactica. También desarrolla un sistema de principios o
criterios de idoneidad de los programas y acciones formativas de
profesores de matematicas, teniendo en cuenta las facetas, compo-
nentes y subcomponentes de los procesos educativos-instruccionales,
asi como las actividades de fundamentacion, disefio, planificacién y
evaluacion de dichos procesos. El sistema de criterios se formula en
términos de juicios de valor, esto es, como acciones que el docente y el
formador de profesores deberian realizar para optimizar los procesos
formativos, incorporando un sistema de conocimientos, disposiciones
y competencias del formador implicados en las acciones.

Capitulo 7: El sistema tedrico EOS

Se resume el sistema teérico EOS para la educacion matematica,
que trata de aportar constructos, principios y herramientas meto-
dolégicas para estudiar y comprender la naturaleza de la actividad
matematica, el conocimiento matematico, asi como los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Este componente cien-
tifico (descriptivo, explicativo y predictivo) sobre la educacion mate-
matica se complementa con otro tecnologico (prescriptivo) formado
por un sistema de criterios o normas para optimizar el disefio, imple-
mentacion y evaluacion de los procesos educativo-instruccionales y
un modelo de desarrollo profesional docente.

Cada capitulo incluye el listado de referencias bibliograficas para
facilitar su lectura independiente.
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Capitulo 2

Teoria ontosemiotica de la
actividad matematica

Introduccion

La reflexion filosofica sobre los fundamentos de la educacién ma-
tematica como disciplina cientifica y tecnologica es esencial para
orientar adecuadamente la investigacion, ya que condiciona la formu-
lacion de las cuestiones que se deben abordar en el area y el disefio
de modelos y recursos instruccionales. Asi mismo, para comprender
y optimizar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matema-
ticas es necesario indagar cuestiones de indole epistemologica sobre
las matematicas, como propone la Didactica Fundamental (Gascén,
1998), y también cuestiones ontologicas, semiéticas, cognitivas, so-
ciolégicas, entre otras. Clarificar la naturaleza de las matematicas,
tanto en los contextos de usos formales de creacion y justificacion del
conocimiento matematico, como aplicados a la solucién de proble-
mas cientificos, tecnolégicos y de la vida cotidiana, es esencial para
la educacién matemadtica. Pero esta clarificacion es insuficiente, ya
que el estudio de los procesos de aprendizaje y difusién de las mate-
maticas requiere tener en cuenta aspectos psicologicos, pedagogicos,
sociolégicos, entre otros. En consecuencia, parece necesario adoptar
una perspectiva transdisciplinar para la educacion matematica (Ar-
boledas y Castrillon, 2007; Steiner, 1985).
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La diversidad de teorias, asi como los dilemas y contradicciones
existentes entre las mismas constituye el trasfondo en el que el EOS
ha generado una nueva visién sobre el conocimiento matematico,
adaptada al contexto educativo y con rasgos transdisciplinares. En
el EOS se asume que para poder comprender e intervenir de manera
fundamentada en los procesos educativos-instruccionales es necesa-
rio ocuparse de problemas empiricos que son propios de la psicolo-
gia y pedagogia de las matematicas, tales como, éc6mo aprendemos
las ideas matematicas y como podemos ayudar a aprenderlas? Pero
estas cuestiones deben ser abordadas de manera integrada con otras
propiamente filoséficas como, écudl es la naturaleza de los objetos
matematicos y en qué se diferencian de los objetos materiales?, (como
existen los objetos matematicos?, (qué es la verdad matematica?, équé
es la demostraciéon matematica? En definitiva, qué es y como surge el
conocimiento matematico (Leng et al, 2007; Shapiro, 2004).

En este capitulo describimos las herramientas teéricas desarrolla-
das en el EOS para abordar el anilisis de la actividad matematica y
los objetos que intervienen y emergen en dicha actividad, indican-
do las corrientes en filosofia de las matematicas y otras disciplinas
en que se apoyan. Previamente, en la Seccién 2.1, introducimos el
constructo matemdtica educativa, para distinguir, sin separarlas, las
matematicas puras y las aplicadas cuando se aborda el estudio de la
educacion matematica. Reconocer las caracteristicas especificas de la
matematica educativa como una variedad ecologica de matematicas,
en la que el razonamiento formal convive de manera simbiética con
el empirico-intuitivo, es importante para comprender los procesos de
aprendizaje y disefiar intervenciones educativas fundamentadas. Se-
guidamente, en la Seccion 2.2 sintetizamos las principales escuelas de
filosofia de las matematicas sobre las cuales proyectaremos la aproxi-
macioén ontosemiotica a la actividad matematica y los objetos emer-
gentes. En la Seccion 2.3 mostraremos que el constructo configuracion
de pricticas, objetos y procesos (configuracién ontosemiotica) permite
articular de manera coherente elementos basicos de una filosofia de
la matematica educativa, imbricada con una psicologia y sociologia.
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La configuracion ontosemiotica condensa la vision que propone el
EOS de la matematica como actividad (Seccion 2.4), como sistema de
objetos y procesos (Seccion 2.5) y como sistema de signos (Seccién
2.6). Los procesos de idealizacion, generalizacion y objetivacion que
abordamos en la Seccion 2.7 son usados para caracterizar la abstrac-
ci6én matematica en el marco del EOS (Seccion 2.8). En la Seccién
2.9 describimos concordancias y complementariedades de la teoria
ontosemiotica de la actividad matematica con otros marcos tedricos
usados en educacion matematica. Seguidamente, en la Seccién 2.10
describimos un ejemplo de aplicacion de la teoria: el modelo de
niveles de razonamiento algebraico basado en EOS. En la Seccion 2.11
incluimos una sintesis de la teoria ontosemiética de la actividad ma-
tematica siguiendo la guia (adaptada) para la descripcion de teorias
en ciencias sociales y del comportamiento que proponen Michie et
al. (2014).

24. Caracterizacion de la matematica educativa'’

Para abordar de manera fundamentada los problemas de la en-
sefianza y aprendizaje de las matematicas es esencial clarificar las
caracteristicas especificas de las matematicas puras y aplicadas, asi
como de las relaciones entre las mismas. Este analisis revela la emer-
gencia de una variedad ecolégica de matematicas (Godino, 1994) que
designamos como matemdtica educativa. Es necesario distinguir entre
la dimension formal (tedrica) y la factual (empirica) de la matemati-
ca educativa, lo cual no implica considerarlas como separadas, sino
reconocer que mantienen estrechas relaciones simbiéticas cuando
estamos interesados en los procesos de generacion y aprendizaje del
conocimiento matematico. Por ello, el significado que atribuimos a
«matematica educativa» difiere sustancialmente de su uso en algunas
comunidades de educacion matematica, en las que se considera como

1 El contenido de esta seccion 2.1 y la siguiente 2.2 esta basado en el articulo
Godino (2023).
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sinonimo de educacion matematica o didactica de la matematica,
como lo expresan Cantoral y Farfan (2003): «<La matematica educativa
es entonces una disciplina del conocimiento cuyo origen se remonta
a la segunda mitad del siglo veinte y que, en términos generales,
podriamos decir se ocupa del estudio de los fenémenos didacticos
ligados al saber matematico» (p. 29).

Seguidamente clarificamos las caracteristicas de las matemati-
cas puras y aplicadas apoyandonos principalmente en Bunge (1985).
Podemos describir las matematicas puras contemporaneas, también
designadas como abstractas, formales o axiomaticas (Marquis, 2014),
como la investigaciéon por medios teéricos, de problemas sobre sis-
temas conceptuales, o sus partes, con el objetivo de encontrar patro-
nes que satisfacen tales objetos, hallazgo que se debe justificar solo
por una demostracion rigurosa. En la matematica, como una ciencia
formal, intervienen simbolos y constructos, pero no objetos empiricos
ni factuales (hechos, cosas, propiedades de cosas y acontecimientos).
Por otro lado, las matematicas aplicadas tratan de problemas que
surgen en la ciencia factica, la tecnologia o las humanidades, con la
ayuda de constructos que pertenecen a la matemadtica pura. La ma-
tematica aplicada se distingue entonces de la matematica pura por:

* El origen de los problemas, que es extramatematico en el primer

caso e interno en el segundo.

* Los referentes ultimos, que son cosas reales en el caso de la ma-

tematica aplicada, y constructos en el otro caso.

* El objetivo, que es ayudar a las disciplinas no matematicas en el

primer caso, y hacer avanzar la matematica pura en el segundo.

Un problema pertenece a la matematica formal cuando su solu-
ci6n requiere pruebas o refutaciones formales (es decir, no empiricas).
La matematica aplicada hace uso de constructos y modelos formales,
pero también artefactos y constructos empiricos. A estos dos contex-
tos, Echeverria (2007) afiade el contexto de la educacion y difusion del
conocimiento como ambito de reflexion en filosofia de la ciencia, ya
que constituye un componente fundamental de la actividad cientifica,
tomada en toda su extension.
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En el contexto educativo se aborda el estudio de problemas, tanto
del mundo extramatematico como del intramatematico, incluso desde
los primeros niveles. Por ejemplo, el aprendizaje de los nimeros na-
turales se comienza con problemas de conteo, de asignar un nimero
al cardinal de conjuntos de objetos perceptibles. Pero esto requiere
el aprendizaje simultdneo de una estructura matematica, la secuen-
cia de palabras y simbolos numéricos y los principios del conteo, lo
cual indica una primera interconexion de lo formal y aplicado en la
matematica educativa. En los problemas aplicados intervienen objetos
factuales y comprobaciones empiricas, que deben ser diferenciados
de los constructos formales y de las reglas convencionales mediante
las cuales se operan vy justifican.

En la matematica educativa se estudian no solo proposiciones de
razon, esto es constructos (objetos conceptuales, como nimeros o
triangulos), que corresponden a la matematica pura, sino también
proposiciones de hecho que refieren a cosas concretas (reales, mate-
riales) como tamafos o dimensiones de cosas con forma triangular.
En la ensefianza de las matematicas es necesario poner sumo cuidado
en que los estudiantes no confundan los objetos matematicos con sus
representaciones materiales o simboélicas. Esto no tiene importancia
en las aplicaciones de las matemadticas, ni tampoco en la matema-
tica pura, que solo se ocupa de entidades abstractas. También los
procedimientos de justificacion en la matematica educativa son dife-
rentes porque no solo se usan procedimientos logicos y deductivos,
sino también la analogia, la metafora, la induccién y el razonamiento
plausible (English, 1997). Especial cuidado se tiene en distinguir entre
justificaciones empiricas y las deducciones a partir de definiciones y
postulados.

Como sintesis, podemos decir que la matematica pura es una ac-
tividad que tiene como objeto la creacion de modelos matematicos
para abordar la solucién de problemas cada vez mas generales, para
lo cual desarrollan constructos y teorias con progresivos niveles de
abstraccion y formalizacion. El objeto de la matematica aplicada es
la solucion de problemas especificos en las ciencias empiricas, las
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tecnologias y ciencias sociales aplicando modelos matematicos dis-
ponibles. El objeto de la matematica educativa es el estudio de las
relaciones dialécticas entre la matematicas pura y aplicada, entre los
procesos de creacion y aplicacién de los conocimientos matematicos,
en cuanto deben ser objeto de ensefianza y aprendizaje. En conse-
cuencia, la matematica educativa no solo debe estudiar el proceso de
abstraccion (progresiva generalizacion, sintesis y formalizaci6n), sino
también por el proceso inverso de interpretacion (analisis, particu-
larizacién y concrecion), asi como de las relaciones dialécticas entre
los mismos.

2.2. Filosofias de las matematicas

Las filosofias de las matematicas que se han desarrollado en los
ultimos veinticinco siglos abordan aspectos como los siguientes:

* Ontologia: cuestiones sobre el estatus ontologico de los objetos
matematicos.

* Semantica: cuestiones de sentido, de referencia y de verdad en
matematicas.

* Epistemologia: cuestiones sobre la naturaleza y las fuentes del
conocimiento matematico.

* Metodologia: cuestiones de justificacion (en particular prueba) y
aplicacion.

Sin duda estas cuestiones son esenciales y caracteristicas de la
filosofia de las matematicas puras y aplicadas y también para la ma-
tematica educativa, aunque en este caso estan entrelazadas con otras
cuestiones relativas al aprendizaje y la ensefianza en los distintos
contextos y niveles educativos. La Tabla 2.1 resume los principios
tipicos de cinco filosofias de las matematicas ampliamente reconoci-
das (Bunge, 1985, p. 120).
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Tabla 2.1. Principios de cinco filosofias de las matemadticas

Objet Modo de Conoci-

Filoso- jeto | vioco Significa- ono Actividad
. matema- | introduc- Verdad miento o
fia . .. do L. matematica

tico cion matematico

Plato- | Ideal auto- | Descubri- | No contra- A priori .

. . . .. Formal P Y Deductiva
nismo | existente miento diccion conceptual
. . Manipulacion

Nomi- ) Convencio- . Conven- . P
. Simbolos Ninguno - Ninguno formal de

nalismo nes cion )

simbolos

Reduci- | Reduci-

Infui- | Construc- bilidad a [bilidad a| A priorie Intuitiva y

cionis- ciones Invencion ) s .
enteros | calculo intuitivo racional
mo mentales o .
positivos | numeérico
. . Refe- Ensayo
Empi- Descubri- . . . Yoy
. Mental . rencia a |Empirica| Empirico |error, racional
rismo miento L. .
experiencia y empirico
Mate- Abstraccion,
rialismo | Ficciones . Referencia generaliza-
Invencion - =
concep- | (clases de descubri conceptual Formal A prioriy |cién, ensayo y
. ubri- .
tualista | procesos Y miento y sentido conceptual | error, analo-
y ficcio- | cerebrales) contextual gia, induccion
nista y deduccion

El platonismo matematico puede definirse como la conjuncién de
las tres tesis siguientes: (a) existencia: existen objetos matematicos, y
las oraciones y teorias matematicas proporcionan descripciones ver-
daderas de tales objetos; (b) abstraccion: los objetos matematicos son
abstractos, es decir, entidades no espaciales ni temporales; y (c) inde-
pendencia: los objetos matematicos son independientes de los agentes
inteligentes y de su lenguaje, pensamiento y practicas. Ademas, segin
los platonicos, los objetos abstractos son totalmente no fisicos, no
mentales y no causales (Linnebo, 2009).

Las posiciones nominalistas tratan de dar sentido a las matemati-
cas y sus aplicaciones sin asumir una ontologia matematica (Burgess
y Rosen, 1997). Argumentan que los nimeros, puntos, funciones, con-
juntos, etc., no deberian considerarse como entidades abstractas, se-
paradas de los objetos concretos. No existe un tnico programa de
reinterpretaciéon o reconstrucciéon nominalista de las matematicas,
sino varios, ya que el nominalismo es un conjunto difuso de po-
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siciones, y sus distintos partidarios prefieren estrategias y métodos
bastante diferentes. Una variaciéon de este tema que desempefi6 un
papel importante en la historia de la disciplina es el formalismo, que
sostiene que la esencia de las matematicas es el seguimiento de reglas
sin necesidad de que tengan un sentido. «<Las matematicas se asemejan
a un juego como el ajedrez, en el que los caracteres escritos en un
papel desempeiian el papel de piezas que hay que mover. Lo unico
que importa para la consecucion de las matematicas es que las reglas
se hayan seguido correctamente» (Shapiro, 2005, p. 16).

El intuicionismo, movimiento revisionista de los fundamentos de
las matematicas, sostiene que estas y sus objetos deben ser humana-
mente aprehensibles. Tiene tres facetas, matematica, légica formal y
filosofica (Posy, 2020). Desde el punto de vista filosofico, considera que
los objetos matematicos no son entidades abstractas que existen in-
dependientemente de la mente humana, sino construcciones mentales
que surgen de la intuicién y la experiencia. En el aspecto semantico
considera que solo las ideas matematicas intuitivas —en particular las
reducibles en ultima instancia a la intuicién de la secuencia de los
nimeros naturales— son significativas. El conocimiento matematico
se obtiene por intuicién intelectual mas que por la experiencia senso-
rial o la razén pura. Todo lo que es contraintuitivo (por ejemplo, los
nimeros no computables y el infinito actual) no se conocen realmen-
te, por lo que no forma parte de las matematicas. Desde el punto de
vista metodoldgico, solo son admisibles los conceptos y las pruebas
constructivas.

El realismo empirico comparte con el platonismo la opinion
de que las matematicas consisten en la descripcion de objetos que
existen independientemente de las personas y del lenguaje utilizado
para representarlos. Sin embargo, en lugar de situarlos mas alla del
espacio y el tiempo, el realismo empirico sitia dichos objetos dentro
de un mundo espacio-temporal. Las ideas matematicas son objetos
mentales que reflejan o resumen la experiencia. El conocimiento ma-
tematico se obtiene inductivamente como cualquier otro. En cuanto
a la metodologia considera que la prueba ultima de las proposiciones
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matematicas es la experiencia humana, aunque sea indirecta —por
ejemplo, a través de la prueba experimental de teorias cientificas en
las que intervienen las matematicas—. Las principales perspectivas a
este respecto son el fisicalismo, el empirismo holistico y el empiris-
mo radical (Font et al, 2013).

El naturalismo en filosofia de las matematicas (Kitcher, 1984;
Maddy, 1997) comparte algunos rasgos con las posturas empiristas,
aunque adopta una perspectiva mas amplia. Si bien, tanto el natura-
lismo como el empirismo, pueden reconocer la importancia de los
factores historicos y culturales en el desarrollo de las matematicas,
el naturalismo tiende a destacar mas la interaccion entre la actividad
humana y el mundo natural y cultural en el que se desarrollan las
matematicas. El naturalismo enfatiza que las matematicas son una
actividad humana, sujeta a las limitaciones y perspectivas de los in-
dividuos y las comunidades que las practican. Si bien el empirismo
puede compartir esta perspectiva en cierta medida, su énfasis princi-
pal es la experiencia empirica como fuente de conocimiento.

Las perspectivas naturalistas son consideradas por Ernest (1998)
como una «tradicién rebelde» en filosofia de las matematicas que
ofrecen un fundamento para acomodar los factores sociales e his-
toricos implicados en la educacion matematica. Argumenta que la
filosofia de las matematicas debe considerar la construccion social
del matematico individual y su creatividad, si quiere dar cuenta del
conocimiento matematico de forma naturalista. Asi mismo, destaca
las consecuencias negativas que el platonismo, el realismo matemati-
co, asi como las posturas fundacionalista y absolutista, pueden tener
para la educacion matematica.

En la Tabla 2.1 se incluye una quinta filosofia de las matematicas
que Bunge (1985) denomina «materialismo conceptualista y ficcionis-
ta», que caracteriza su posicion sobre el tema. Considera que cada una
de las filosofias clasicas de las matematicas tiene sus puntos buenos,
pero ninguna de ellas cubre adecuadamente todos los aspectos de
la investigacion matematica: «plantear y reformular problemas, utili-
zar teorias o hipotesis para resolverlos, demostrar teoremas, inventar
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axiomas, definiciones y algoritmos, calcular, comparar construccio-
nes, hacer consideraciones matemadticas, etc. —todo ello utilizando la
intuicién, la analogia, la induccién y la deducciéon» (Bunge, 1985, p.
131). Una filosofia de las matematicas coherente con su sistema filo-
sofico general retne, entre otras, las siguientes caracteristicas,

* Reconoce la naturaleza puramente conceptual de los objetos y
métodos matematicos, al tiempo que acepta el origen empirico o
intuitivo de algunos de ellos.

* Los constructos matematicos son impersonales y universales, al
tiempo que son producto de procesos cerebrales.

* Tiene en cuenta las diferencias entre proposiciones formales y
facticas, asi como entre demostracion matematica y validacién
empirica.

* No requiere introducir ni objetos miticos, como las ideas plato-
nicas auto existentes, ni facultades no racionales, como la intui-
cién (salvo como ayuda heuristica).

Ademas de las filosofias clasicas incluidas en la Tabla 2.1, existen
otras contribuciones relevantes para la filosofia de la matematica edu-
cativa, como son las posiciones filosoficas sobre las matematicas de
Wittgenstein y Lakatos.

Wittgenstein (1976) se ocup6 sobre todo de cuestiones de apren-
dizaje, comprension, invencion, utilizando ideas matematicas ele-
mentales. La filosofia de las matematicas de Wittgenstein se situa
en el extremo opuesto de las corrientes de tipo platénico-idealista y
también de los enfoques psicologistas. Plantea el reto de superar el
platonismo dominante, y, por tanto, dejar de hablar de objetos mate-
maticos como entidades ideales que se descubren, y de considerar las
proposiciones matematicas como descripcion de las propiedades de
tales objetos. Nos propone una visién alternativa: las proposiciones
matematicas deben verse como instrumentos, como reglas de trans-
formacion de proposiciones empiricas. Por ejemplo, los teoremas de
la geometria son reglas para encuadrar descripciones de formas y
tamafios de objetos, de sus relaciones espaciales y para hacer in-
ferencias sobre ellas. La vision de Wittgenstein del lenguaje mate-
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matico como herramienta es también relevante para la matematica
educativa. Argument6 que deberiamos considerar las palabras como
herramientas y clarificar sus usos en nuestros juegos de lenguaje. Por
ejemplo, no debemos perder de vista el hecho de que las palabras-nu-
meéricas son instrumentos para contar y medir, y que los fundamentos
de la aritmética elemental, esto es, el dominio de la serie de nimeros
naturales se basa en el entrenamiento en el recuento.

Las ideas de Lakatos sobre las matematicas (Lakatos, 1976) se
resumen en las siguientes tesis (Bunge, 1985). En primer lugar, la inves-
tigacion matemadtica no es esencialmente diferente de la investigacion
cientifica, ya que también implica la formulacion de conjeturas y la
busqueda de contraejemplos a las mismas. En segundo lugar, dado que
a menudo se parte de conceptos inexactos y se pueden cometer errores
al demostrar teoremas, hay que adoptar una epistemologia falibilista
de las matematicas. En tercer lugar, el formalismo no representa fiel-
mente el trabajo real del matematico, que implica procedimientos no
deductivos. En opinion de Bunge, estas tres tesis son razonables, pero
no constituyen una filosofia de las matematicas. Por un lado, Lakatos
no expresa ideas claras sobre la naturaleza de los objetos matematicos:
estd mas interesado en la historia que en la ontologia o la semantica de
las matematicas. Como cualquier otra persona que trata de resolver un
problema, el matematico profesional esta obligado a utilizar la analogia
y la induccién, y a probar conjeturas hasta dar con la solucién co-
rrecta, usando incluso herramientas materiales. Sin embargo, la logica
del descubrimiento matemadtico y los procedimientos heuristicos en
la solucién de problemas que describe Lakatos aportan elementos im-
portantes para la filosofia de la matematica educativa. El progresivo
crecimiento matematico, tanto desde el punto de vista cognitivo como
histérico-cultural, no tiene por qué estar ligado a un estilo deductivis-
ta, sino seguir los pasos de la heuristica descrita en el libro Pruebas y
refutaciones. Pero esto no significa que la matematica pura, como una
formacion epistemologica especifica, no sea fundamentalmente dife-
rente de las ciencias facticas.
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En el campo de la educacién matemadtica encontramos autores que
abordan cuestiones propias de la filosofia de la matematica educati-
va. Tal es el caso de Sfard (2000; 2008) cuando analiza las relaciones
entre los simbolos y los objetos matematicos. El problema que aborda,
expresado en términos semioticos, es: <Los simbolos matematicos re-
fieren a algo —Pero ¢a qué?... ¢{Cuadl es el estatuto ontologico de estas
entidades? ¢De donde vienen? {Como podemos acceder a ellas (o cons-
truirlas)?» (p. 43). Sfard rechaza la concepcion que propone los signos
y los significados como entidades independientes y adopta la visién de
psicologos como Vygotsky y semiéticos como Peirce, de que los signos
(el lenguaje en general) tienen un papel constitutivo de los objetos de
pensamiento y no meramente representacional. La tesis central que
defiende Sfard es que

el discurso matematico y sus objetos son mutuamente constitutivos:
la actividad discursiva, incluyendo la produccion continua de simbolos,
es la que crea la necesidad de los objetos matematicos; y son los objetos
matematicos (0 mejor el uso de simbolos mediado por los objetos) los
que, a su vez, influyen en el discurso y le lleva hacia nuevas direcciones.
(Sfard, 2000, p. 47)

En Font ef al. (2013) se argumenta que la forma en que se ensefian las
matematicas en las escuelas lleva a los alumnos a desarrollar, aunque
sea implicitamente, una vision realista de la naturaleza de los objetos
matematicos. Esta vision supone que los enunciados matematicos son
una descripcion de la realidad, y que los objetos matematicos descritos
por dichos enunciados forman parte de esta realidad.

En el proceso de ensefianza esta «realidad» a la que pertenecen los
objetos matemadticos se sitia en un punto intermedio entre lo que, en
filosofia de las matematicas, se denominan posiciones platonica y em-
pirista, aunque dependiendo del proceso de ensefianza considerado
se puede observar una clara preferencia por uno u otro de estos dos
puntos de vista, por ejemplo, en la ensefianza contextualizada o en la
matemadtica realista. (Font et al, 2013, p. 99)

El andlisis que hacemos en este capitulo de las relaciones entre la
matematica pura y aplicada aporta una explicacion complementaria a
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este fenomeno educativo. Se trata de que los profesores y educadores
matematicos en general no discriminan las diferencias sustanciales
entre las matematicas aplicadas y las formales, y la necesidad que
tiene la matematica educativa de identificar los conflictos y obstaculos
que se generan en los procesos de aprendizaje cuando no se tienen en
cuenta dichas diferencias.

2.3. La configuracion ontosemiotica como herramienta de
analisis de la actividad matematica?

Los dilemas existentes en las diversas teorias filosoficas y psicologi-
cas sobre la naturaleza y origen del conocimiento matematico motiva-
ron la elaboraciéon de un marco que ayudase a comprender y actuar
de manera fundamentada en los procesos educativos-instruccionales.
Con dicho fin, consideramos necesario elaborar una teoria de la activi-
dad matematica y de los objetos emergentes que sirviese de base para
una teoria del significado y de la cognicién matematica. Este proyecto
lo iniciamos con la publicacion del articulo <Significado personal e
institucional de los objetos matematicos» (Godino y Batanero,1994) que
consideramos como el punto de partida del EOS.

Compartiendo el punto de vista de la Didactica fundamental
(Gascon, 1998), en el EOS se considera necesario problematizar el tipo
de matematicas cuyo estudio se realiza en los sistemas educativos.
Asume que la matematica educativa debe adoptar una visiéon especifi-
ca sobre las matematicas, adaptada a la problematica del aprendizaje
y la ensefianza. Esta vision debe complementar la visién l6gica-formal,
propia de los contextos de creacion y justificacion del conocimiento
matematico, con la vision empirista-factual ligada a los contextos de
aplicacion. Considera esencial distinguir entre la matematica pura o
formal, la matematica aplicada y la matematica educativa, la cual es

2 El contenido de las secciones 2.3 a 2.7 esta basado en los articulos Godino
y Batanero (1994), Godino (2002), Godino, Batanero y Font (2007) y Font,
Godino y Gallardo (2013).
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el resultado de procesos ecolégicos de adaptacion de las otras mate-
maticas a los distintos entornos y niveles educativos. En consecuencia,
es necesario elaborar una filosofia de la matematica educativa que
aborde los problemas epistemologicos (emergencia y desarrollo del co-
nocimiento matematico), ontolégicos (naturaleza y tipos de los objetos
matematicos) y semioticos (sintdcticos, semanticos y pragmaticos) es-
pecificos de esta variedad de matematicas. El entorno educativo re-
quiere, ademas, articular los problemas filosoficos de las matematicas
con cuestiones relativas a los procesos cognitivos implicados en el
aprendizaje, el cual tiene lugar en contextos histérico-culturales que
los condicionan y soportan.

En los siguientes apartados de este capitulo describimos los su-
puestos y constructos tedricos elaborados en el EOS para describir
la actividad matematica y los objetos emergentes de dicha actividad.
Estos supuestos fundamentan la teoria del significado de los objetos
matematicos y el modelo de cognicién institucional y personal que
presentamos después en el capitulo 3.

Los constructos tedricos elaborados en el EOS que abordan cuestio-
nes centrales de la filosofia, la psicologia y la sociologia de la matema-
tica educativa son:

* Practicas matematicas.

* Objetos y procesos matematicos.

* Atributos contextuales de las practicas y objetos.

Estos constructos tedricos se articulan en la herramienta configura-
cién ontosemiotica de practicas, objetos y procesos (Figura 2.1), en cuya
parte central se indica, ademas de las practicas, los seis tipos de objetos
matematicos considerados como primarios en la ontologia del EOS:

* Problemas (intra o extra matematicos).

* Lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diver-

sos registros (escrito, oral, gestual, etc.).

* Conceptos (introducidos mediante definiciones o descripciones,

como, recta, punto, numero, media, funcion).

* Proposiciones (enunciados sobre conceptos).

* Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de célculo).
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* Argumentos (enunciados usados para explicar y validar las propo-

siciones y procedimientos, deductivos o de otro tipo).

Los objetos primarios pueden ser contemplados desde cinco pares
de puntos de vista o dualidades (atributos contextuales), por lo que
cada uno de ellos da lugar a diez variedades de objetos secundarios:

* Personales (relativos a sujetos individuales), institucionales (com-

partidos en una institucién o comunidad de practicas).

* Objetos ostensivos (materiales, perceptibles) y objetos no ostensivos

(abstractos, ideales, inmateriales).

* Objetos extensivos (particulares), objetos intensivos (generales).

* Significantes o significados (antecedentes o consecuentes de una

funcion semictica).

* Unitarios (objetos considerados globalmente como un todo) y sis-

témicos (considerados como sistemas formados por componentes
estructurados).

CONTENIDO PERSONAL

LENGUAJES
Com@fcambn

?‘[po

Figura 2.1. Configuracién ontosemiotica
de practicas, objetos y procesos
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Tanto los objetos primarios como los secundarios (derivados de la
aplicacion de las dualidades) se pueden considerar desde la perspec-
tiva proceso—producto, esto es, un objeto €s un emergente (producto)
de secuencias de practicas (proceso). Esta vision proporciona criterios
para distinguir tipos de procesos matematicos primarios y secunda-
rios. En consecuencia, se tienen procesos de problematizacion, defi-
nicién, enunciacion, argumentacion, particularizacion-generalizacion,
representacion-significacion, etc.

Los distintos elementos del diagrama sintetizan los supuestos del
EOS sobre el papel central de la resolucion de problemas en la ac-
tividad matematica, los tipos de objetos y procesos que intervienen
y los puntos de vista complementarios desde los cuales se pueden
contemplar las practicas, los objetos y los procesos. Estos supuestos
y elementos reflejan la posicion del EOS sobre algunos dilemas o
controversias sobre los fundamentos de la educacion matematica re-
feridos a la naturaleza de los objetos, su emergencia, el significado y
el conocimiento matematico.

En los siguientes apartados explicamos con mas detalle la he-
rramienta configuracion ontosemiotica que sintetiza la vision que
propone el EOS de las matematicas, como actividad humana, sistema
de objetos y procesos y sistema de signos. La inclusién de las dualida-
des ostensivo-no ostensivo, extensivo-intensivo, unitario-sistémico y
los correspondientes procesos de idealizacion-materializacion, parti-
cularizacién-generalizacion, unitarizacién-descomposicién permiten
elaborar una interpretacion ontosemioética de la abstraccion matema-
tica (seccion 2.8).

2.4. La matematica como actividad

Como se representa en el Figura 2.1, la actividad de las perso-
nas para resolver problemas en un contexto ecolégico (fisico, bio-
logico y social) determinado se considera el elemento central en la
construccion del conocimiento matematico. Esta manera de abordar
el problema epistemoldgico de la génesis del conocimiento se hace
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operativa en el EOS con la nocion de practica matematica entendida
como «toda actuacion o expresion (verbal, gréfica, etc.) realizada por
alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la
solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y pro-
blemas» (Godino y Batanero, 1994, p. 334). Para resolver un problema
el sujeto realiza una secuencia organizada de diversos tipos de prac-
ticas operativas y discursivas con la intencién de dar una respuesta
al problema. A la cuestién epistemologica de como emerge y se de-
sarrollan las matematicas se da respuesta, por tanto, asumiendo una
visién antropologica’ (Wittgenstein, 1953; 1976) y pragmatista (Peirce,
1958) de las matematicas.

Un mismo tipo de problemas se resuelve con sistemas de prac-
ticas que dependen de los contextos institucionales en que tienen
lugar, por ejemplo, en el seno de comunidades de profesionales de
las matematicas, de personas que desarrollan nuevos conocimientos
matematicos o los aplican, asi como en diversos contextos educativos.
La relatividad de las practicas respecto del contexto institucional y
temporal afiade una dimension socioldgica e histérica a la epistemo-
logia que asume el EOS.

Una institucién estd constituida por las personas involucradas en
una misma clase de situaciones problematicas. El compromiso mutuo
con la misma problematica conlleva la realizacion de unas practicas
sociales compartidas, las cuales estdn, asimismo, ligadas a la institucion
a cuya caracterizaciéon contribuyen. (Godino y Batanero, 1994, p. 336)

Los problemas, que son el origen o motivo de la actividad mate-
matica, pueden ser extramatematicos, implicando por tanto cosas,
objetos y hechos materiales, o bien intramatematicos, en los que in-
tervienen objetos de razén, no materiales o ideales. En la matematica
educativa, sobre todo en los primeros niveles, se parte de problemas
extramatematicos, relacionados con el entorno y la vida cotidiana,
¥, por tanto, los objetos que intervienen en las practicas pueden ser

3 La Teoria Antropologica de lo Didactico elaborada por Chevallard para la
didactica de las matematicas propone también una vision de las matema-
ticas como actividad humana (Chevallard, 1992; 2019).
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artefactos materiales y abstracciones, tanto empiricas, como formales
o tedricas.

Desde el punto de vista educativo es importante postular que la
actividad matematica que se realiza para aprender matematicas es de
naturaleza diferente a la actividad de los profesionales de las mate-
maticas, mediante la cual se construyen nuevos conocimientos. En el
primer caso, el aprendiz reconstruye o reinventa conocimiento, que
ya tiene una existencia historica-cultural, mientras que, en el segundo,
se inventan nuevos postulados y se descubren nuevas relaciones deri-
vadas de los conocimientos previamente elaborados.

La dualidad personal-institucional

La articulacion de las facetas epistémica y cognitiva del cono-
cimiento matematico se logra en EOS atribuyendo a las practicas
matematicas un doble caracter, personal (individual) o institucional
(social). Las practicas matematicas pueden ser idiosincrasicas de una
persona o compartidas en el seno de una institucién o comunidad de
practicas. No hay instituciones sin personas, ni personas desligadas
de las diversas instituciones de las que forman parte (familia, escuela,
etc.). La distincion entre practicas personales e institucionales permite
tomar conciencia de las relaciones dialécticas entre las mismas; por
una parte, las personas estan sujetas a los modos de actuacion com-
partidos en el seno de las instituciones de las que forman parte; por
otra, las instituciones estdn abiertas a la iniciativa y creatividad de
sus miembros. Con este postulado se articula la dimensién cognitiva
(psicologica) con la dimensién epistemolégica y sociolégica del co-
nocimiento matematico. Las matemadticas, ademas de la dimensién
logico-formal tienen otra dimensién factica que da cuenta de los
procesos de creacion de los objetos matematicos, como emergentes de
las practicas, no como existentes ideales platonicos que se descubren.
Desde el punto de vista personal, los objetos matematicos tienen una
existencia mental/neuronal, mientras que desde el punto de vista ins-
titucional su modo de existencia es cultural.
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La realizacion de las practicas por parte del sujeto individual tiene
lugar en el seno de un contexto ecoldégico (marcos institucionales o
comunidades de practicas) que apoya y condiciona su realizacion, y
por tanto la apropiacién del conocimiento por parte del sujeto. Se
asume de este modo el postulado Vygotskiano de relacion entre on-
togénesis y filogénesis, entre el pensamiento y la cultura:

Cualquier funcion en el desarrollo cultural del nifio aparece dos
veces, o en dos planos. Primero aparece en el plano social y luego en
el psicologico. Primero aparece entre las personas como una categoria
interpsicologica, y después dentro del nifio como una categoria intrap-

sicologica. (Vygotsky, 1978, p. 57)

2.5. Las matematicas como sistema de objetos y procesos

Las matematicas no pueden ser comprendidas simplemente como
una actividad de las personas sino también como un sistema de
objetos culturalmente compartidos, emergentes de dicha actividad.
Por ello, se debe abordar el problema ontoldgico, esto es, clarificar
qué es un objeto matemadtico, qué tipos de objetos intervienen en la
actividad matematica, cudl es el modo de ser de los objetos matema-
ticos, en qué sentido las matematicas hablan de objetos (Parson, 2008).
En el EOS, las practicas matematicas, esto es, las acciones realizadas
por las personas ante cierto tipo de situaciones problemas, son el
origen y razon de ser de las abstracciones, ideas u objetos matemati-
cos (Godino y Batanero, 1994). Se postula que objeto matematico es
cualquier entidad material o inmaterial que interviene en la practica
matematica, apoyando o regulando su realizacion. Se trata de un uso
metaforico del término objeto, puesto que un concepto matematico se
concibe usualmente como una entidad ideal o abstracta, y no como
algo tangible, como una roca, un dibujo o un artefacto manipulativo.
Esta idea general de objeto, consistente con la propuesta en el interac-
cionismo simbolico (Blumer, 1969; Cobb y Bauersfeld, 1995), es util
cuando se complementa con una tipologia de objetos matematicos al
tener en cuenta sus diferentes roles en la actividad matematica.
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Entendemos un objeto ostensivo como una cosa, en el sentido de
Bunge, esto es, un objeto o entidad real que existe de manera inde-
pendiente, sin depender de la percepcion humana. Estas cosas tienen
una existencia objetiva y no estan limitadas por la interpretacion
subjetiva. Un objeto no-ostensivo viene a ser un constructo, esto es,
una entidad conceptual creada por la mente humana para represen-
tar fenomenos o aspectos del mundo. Los constructos son productos
de la actividad cognitiva y comunicativa, se utilizan como herra-
mientas para comprender, organizar y explicar nuestras experiencias.
La distincién entre constructos y cosas es esencial, ya que resalta la
diferencia entre las representaciones cerebrales, cualquiera que sea su
naturaleza, y la realidad objetiva, proporcionando un enfoque claro y
sistematico al abordar la comprension del mundo.

Fingimos que existen los constructos, vale decir, creaciones de
la mente humana que debemos distinguir no solo de las cosas (por
ejemplo, las palabras), sino también de los procesos cerebrales indi-
viduales (pero no suponemos que los constructos existen de manera
independiente de los procesos cerebrales). (Bunge, 2011, p. 154)

En el moblaje del mundo matematico que propone el EOS para
describir la actividad matematica decimos que hay objetos ostensi-
vos y no-ostensivos, o lo que es igual, cosas y constructos. Las pala-
bras, los simbolos son cosas, los conceptos, por ejemplo, de nimero o
funcién son constructos. Pero {qué relacion hay entre las cosas y los
constructos matematicos? En el diagrama de la figura 2.1 indicamos
que la dualidad, ostensivo-no ostensivo se aplica a todos los objetos
primarios, entidades funcionales que intervienen en la actividad ma-
tematica (problemas, lenguajes, conceptos-definicién, proposiciones,
procedimientos y argumentos). ¢Qué se quiere decir con esto y qué
implicaciones tiene?

El nimero 5, como constructo, no tiene una existencia indepen-
diente de las cosas que usamos para su expresion y manipulacion.
Como dice Sfard (2008), siguiendo a Wittgenstein, los constructos
matematicos son entidades intradiscursivas creadas para facilitar el
pensamiento y la accién sobre el mundo. A través de procesos de
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reificacion y alienacion los constructos adquieren vida propia, se des-
prenden de las cosas y de las acciones de las personas con las cosas y
pasan a formar parte de una realidad virtual, ficticia, metaférica. De
esta manera, disponemos del nimero 5, del nimero 10, 17 ...,y de
ahi los constructos nimero natural, entero, racional, real, complejo.
Pero no se debe perder de vista que todos estos constructos provienen
de cosas, palabras, simbolos, acciones de las personas ante situaciones
del mundo de las cosas, del discurso y del mundo virtual formado
por los constructos previamente construidos, los cuales plantean
nuevos problemas de organizacion y desarrollo para incrementar la
eficiencia del trabajo matematico.

Sfard considera ttil hablar de «objeto matematico» (esto es, de
constructos). «Mi principal razén es la esperanza de que esta nociéon
especial, con sus profundas raices metaféricas, nos ayude a compren-
der la conexion evolutiva entre los discursos matematicos y los dis-
cursos sobre la realidad material» (Sfard, 2008, p. 163).

Ademas de conceptos como nimero o funcion, en la actividad ma-
temadtica intervienen otros constructos como las proposiciones, enun-
ciados o afirmaciones que pueden ser verdaderos o falsos. Por ejemplo,
2+3=3 es una proposicion verdadera, pero 4x5=21 es falsa. Para justi-
ficar que una proposicion se debe aceptar como verdadera se requiere
elaborar una argumentacion valida, constituida usualmente por una
rutina o procedimiento de calculo o de inferencia logica.

Los tres tipos de argumentacion propuestos por Peirce (1931-58)
(abduccion, induccion y deduccién) desempeiian un papel crucial
en el modelo ontosemidtico de andlisis de la actividad matematica.
En esta modelizacion se adopta una teoria pragmatica de la argu-
mentacién, ya que es esencial considerar el contexto (justificacion,
descubrimiento, aplicacion, educacién), la audiencia y los objetivos
comunicativos en la construccién y evaluacion de los argumentos.
La demostracion de proposiciones matematicas en el contexto pro-
fesional/académico tipicamente demanda argumentos deductivos. Sin
embargo, en el ambito educativo, la prueba matematica debe invo-
lucrar una variedad de argumentaciones. El uso de comprobacio-
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nes inductivas puede estar justificado en ciertos momentos o niveles
educativos, aunque siempre manteniendo la perspectiva de la racio-
nalidad légica, hacia la cual se dirige el desarrollo del pensamiento
matematico. El contexto educativo también debe atender al proceso
de creacién matematica, lo que otorga a la abduccién un lugar rele-
vante en la formacion de los estudiantes.

Las proposiciones, procedimientos y argumentos que intervienen
en las practicas matematicas son objetos no-ostensivos, refieren a
otros constructos, no a propiedades de cosas, aunque necesariamente
estan ligados a palabras y simbolos para su representacion y proce-
samiento, constituyendo estas representaciones su faceta ostensiva.

Los seis tipos de entidades primarias postuladas en la Figura 2.1
(problemas, lenguajes, conceptos-definicion, proposiciones, procedi-
mientos y argumentos) amplian la tradicional distincion entre enti-
dades conceptuales y procedimentales, al considerarlas insuficientes
para describir los objetos intervinientes y emergentes de la actividad
matematica. Los problemas son el origen o razén de ser de la acti-
vidad matematica; el lenguaje representa las restantes entidades y
sirve de instrumento para las practicas operativas; los argumentos
justifican los procedimientos y proposiciones que relacionan los con-
ceptos entre si. Los conceptos (nimero, fraccion, derivada, etc.), como
componentes de las configuraciones ontosemiéticas, son concebidos
como entidades introducidas mediante definiciones, visiéon diferente
de la propuesta por Vergnaud (1990) como la tripleta formada por las
situaciones, invariantes operatorios y representaciones. Esta idea de
concepto como sistema es asumida en el EOS por el constructo con-
figuracion ontosemiotica. A su vez las configuraciones se organizan
en entidades mas complejas como sistemas conceptuales, teorias, etc.

La constitucion de los objetos y relaciones, tanto en su faceta per-
sonal como institucional, tiene lugar a lo largo del tiempo mediante
procesos matematicos, los cuales son interpretados como secuencias
de practicas. Los objetos matematicos emergentes constituyen la sin-
tesis codificada resultante de tales procesos. Una secuencia de prac-
ticas para resolver un tipo de problemas (como cascar una nuez con
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dos piedras, o resolver ecuaciones lineales)* es codificada como hacer
lo mismo cuando se aplica a casos con cierta similitud. No es solo
nombrar de la misma manera algunas cosas diversas, sino sintetizar,
pautar, regular la manera en que se deben realizar las acciones con
la finalidad de resolver un problema. Esta sintesis final, en el caso de
la actividad matematica, se produce mediante un tipo de practicas
especificas que llamamos normativas que vienen a ser el producto del
trabajo colectivo que codifica las maneras declaradas como eficientes
de abordar un tipo de tareas. El objeto de conocimiento, el constructo
en su version cultural viene a ser la regla (definicion, proposicion,
procedimiento, argumento) que sintetiza lo que se deberia hacer para
abordar la solucion de un tipo de problemas, que pueden ser extra-
matemadticos o intramatematicos.

La manera de interpretar los procesos matematicos como secuen-
cias de practicas en correspondencia con los tipos de objetos ma-
temadticos proporciona criterios para categorizarlos. La constitucion
de los objetos lingiiisticos, problemas, conceptos-definiciones, pro-
posiciones, procedimientos y argumentos tiene lugar mediante los
respectivos procesos matematicos primarios de comunicacion, pro-
blematizacion, definicion, enunciacion, elaboracién de procedimien-
tos (algoritmizacion, rutinizacion, etc.) y argumentacion. La resolucion
de problemas —y de manera mads general, la modelizacion— debe ser
considerada mas bien como megaproceso, al implicar la articulacion
de procesos primarios (establecimiento de conexiones entre los objetos
y generalizacion de procedimientos, proposiciones y justificaciones)’.

La dualidad personal-institucional también se aplica a los objetos
y procesos. Si los sistemas de practicas son compartidos en el seno de
una instituciéon (comunidad de practicas, cultura), los objetos emer-
gentes se consideran objetos institucionales, mientras que si tales sis-
temas corresponden a una persona los consideramos como objetos
personales. Los objetos personales incluyen a constructos cognitivos,

+ Ejemplos tomados de Radford (2015).
> Ver Font y Rubio (2017) donde se analiza con detalle la nocion de proceso
en el EOS.
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tales como concepciones, esquemas, representaciones internas, etc.,
aunque interpretados en términos pragmaticos y discursivos.

2.6. La matematica como sistema de signos

La matematica educativa debe abordar el problema semiético-cog-
nitivo respondiendo a cuestiones tales como ¢Qué es conocer y com-
prender un objeto matematico? ¢Qué significa un objeto para un
sujeto en un momento y circunstancias dadas? Estas cuestiones se
abordan en el EOS considerando que la actividad matematica y los
procesos de construccion y uso de los objetos matematicos se carac-
terizan por ser esencialmente relacionales. Los distintos objetos no
se conciben como entidades aisladas, sino puestos en relacién unos
con otros. Por ejemplo, entre el simbolo 2 y el concepto de nimero
2, como también entre el concepto de nimero natural y el sistema
de practicas de donde emerge tal objeto matematico, se establece una
relacion que el EOS —siguiendo a Eco (1991)°— denomina funcion
semiotica. La funcién semiética se entiende como la correspondencia
entre un objeto antecedente (expresion/ significante) y otro conse-
cuente (contenido/ significado) establecida por un sujeto (persona o
institucién) segin un criterio o regla de correspondencia. De esta
manera, como desarrollamos en el Capitulo 3, se asume la concep-
cién triadica de signo segtn Peirce (1931-58).

El constructo funcion semiética, incluido en la Figura 2.1 como
la dualidad expresion-contenido, permite dar cuenta de cualquier
uso que se dé al significado: el significado es el contenido de una
funcién semiotica (Godino ef al, 2021). En el EOS se asume que toda
entidad que participa en un proceso de semiosis, interpretacion, o
juego de lenguaje, es objeto, pudiendo desempeiiar el papel de expre-

¢ Un signo esta constituido siempre por uno (0 mads) elementos de un
PLANO DE LA EXPRESION colocados convencionalmente en correlacion
con uno (o mas) elementos de un PLANO DEL CONTENIDO |...]. Una
funcion semiotica se realiza cuando dos funtivos (expresion y contenido)
entran en correlacion mutua (Eco, 1991, pp. 83-84).
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sion (significante), contenido (significado) o interpretante (regla que
relaciona expresion y contenido). Los propios sistemas de practicas
operativas y discursivas son objetos y pueden ser componentes de la
funcién semiética. Se tiene de este modo el constructo significado
sistémico-pragmatico de un concepto (en general de cualquier objeto)
como el sistema de practicas operativas y discursivas que realiza una
persona (significado personal) o en el seno de una institucion (signi-
ficado institucional) para resolver un tipo de problemas matematicos.

Como se vera mas extensamente en el Capitulo 3, el constructo
funcion semiética permite describir el conocimiento matematico de
una manera detallada y operativa como el conjunto de relaciones (o
conexiones) que el sujeto (persona o institucién) establece entre los
objetos y las practicas matematicas. Hablar de conocimiento equivale
a hablar del contenido de una (0o muchas) funciones semioticas, re-
sultando una variedad de tipos de conocimientos en correspondencia
con la diversidad de funciones semiéticas que se pueden establecer
entre los tipos de practicas y objetos. Puesto que los sistemas de prac-
ticas que se ponen en juego en la resolucién de los problemas son
relativos a las personas y a las comunidades de practicas (institucio-
nes), los significados pragmaticos y, por tanto, los conocimientos, son
relativos. No obstante, es posible reconstruir un significado global
u holistico de un objeto mediante la exploracion sistematica de los
contextos de uso del objeto y los sistemas de practicas que se ponen
en juego para su solucién. Dicho significado holistico se usa como
modelo epistemoldgico y cognitivo de referencia de los significados
parciales o sentidos que puede adoptar dicho objeto (Godino et al,
2021). Los constructos significado institucional y personal permiten
interpretar la comprensién en términos de acoplamiento progresivo
de los significados personales del sujeto con los institucionales de
referencia (Godino y Batanero, 1994).

La semi6tica-cognitiva del EOS asume que los objetos que se ponen
en correspondencia en las funciones semioticas (funtivos) no son sola-
mente objetos lingiiisticos ostensivos (palabras, simbolos, expresiones,
diagramas etc.), sino que las definiciones, proposiciones, procedi-
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mientos, argumentos, incluso los problemas, pueden ser también an-
tecedentes de las funciones semio6ticas. Por ejemplo, tiene sentido y
es necesario, preguntarse tanto por el significado del concepto de
numero, como por el significado de las proposiciones, procedimien-
tos, argumentos, situaciones y representaciones que intervienen en las
practicas numeéricas. Los funtivos en la funcién semidtica también
pueden ser entidades unitarias o sistémicas, particulares o generales,
materiales o inmateriales, personales o institucionales. Se genera de
este modo una variedad de tipos de significados, por tanto, de conoci-
mientos y comprensiones, que orienta y apoya la realizacién de anali-
sis ontosemioticos de la actividad matematica a nivel macro y micro,
tanto desde el punto de vista socioepistémico (institucional) como
cognitivo (personal) (Godino et al, 2021). De este modo, la cognicion,
entendida en los términos semidticos del EOS, es pragmatista, pero
también empirista y racionalista. La accién es fuente de conocimien-
to, pero también lo es la percepcion y la razén.

Como objeto primario de las configuraciones ontosemioticas
(Figura 2.1) se incluye el lenguaje en sus diferentes registros (oral,
escrito, gestual, iconico, simboélico) y el correspondiente proceso de
comunicacion, tanto interpersonal como intrapersonal. El lengua-
je interviene en las practicas discursivas como medio de expre-
sion de las restantes entidades primarias (problemas, definiciones,
proposiciones, procedimientos y argumentos) y como instrumento
para la realizacion de las practicas operativas. Con el lenguaje se
dice y hacen cosas, teniendo, por tanto, valencia representacional y
operacional. Las definiciones, proposiciones y procedimientos son
entendidos como reglas gramaticales de los lenguajes usados para
describir los problemas y apoyar la realizacion de las practicas ar-
gumentativas que justifican las proposiciones y procedimientos. Se
trata de entidades intradiscursivas, que no tienen una existencia in-
dependiente del lenguaje; son emergentes de las practicas operativas
y discursivas. Se postula su existencia metaférica como objetos para
distinguir entre una regla y sus diversas formulaciones lingiiisticas,
y en consecuencia para discernir entre el mundo del pensamiento
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y la cultura de la realidad ostensiva, sean sonidos, imagenes o arte-
factos materiales.

2.7. Idealizacion, generalizacion y unitarizacion

Para dar cuenta de los procesos de idealizacion, generalizacién y
unitarizacion (y sus duales, materializacién, particularizacion, des-
composicion) se han introducido en la ontologia del EOS tres pares
de atributos contextuales desde los cuales se pueden considerar las
practicas y los objetos primarios: ostensivo-no ostensivo (material,
inmaterial), extensivo-intensivo (particular-general; ejemplar-tipo) y
sistémico-unitario (proceso-objeto) (Figura 2.1). Estos constructos per-
miten describir los tipos de abstraccién (empirica y formal) que se
ponen en juego en la actividad matematica, asi como los objetos que
intervienen y emergen en esos procesos. Asi mismo, ayudan a com-
prender la imbricacion entre las matematicas puras y aplicadas, entre
constructos y cosas, lo cual es necesario en la matematica educativa,
ya que, en los procesos de aprendizaje, al menos en los primeros
niveles, es necesario partir de la realidad tangible para acceder a la
realidad virtual de las matematicas formales.

2.741. Dualidad ostensivo-no ostensivo

En el EOS se entiende por ostensivo cualquier objeto que es per-
ceptible y que, por tanto, se puede mostrar directamente a otros.
Los simbolos, notaciones, gestos, representaciones graficas, artefactos
materiales tienen ese caracter; son objetos reales o concretos. Los
conceptos, proposiciones, procedimientos, argumentos son construc-
tos, creaciones discursivas de la actividad humana, esto es, objetos
no-ostensivos; dependen de los sujetos, de sus acciones y artefactos
reales para su existencia. Pueden ser objetos mentales (cuando inter-
vienen en las practicas personales), u objetos institucionales (cuando
intervienen en las practicas compartidas). No obstante, la comuni-
cacion interpersonal de los objetos no-ostensivos requiere que sean
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materializados mediante representaciones ostensivas. En ambos casos
los objetos no-ostensivos regulan la actividad matematica, mientras
que sus representaciones ostensivas sirven de soporte o facilitan la
realizacion de dicho trabajo. La distincion entre objeto ostensivo y
no-ostensivo depende del juego de lenguaje en el que participan. Los
objetos ostensivos también pueden ser pensados, imaginados por un
sujeto o estar implicitos en el discurso matematico (por ejemplo, el
signo de multiplicacion en notacion algebraica); en estos casos, fun-
cionan como objetos no-ostensivos. Esta dualidad permite dar cuenta
de los procesos duales de idealizacion (creacion de objetos no-os-
tensivos) y materializacién (creacion de objetos ostensivos que ma-
terializan los objetos no-ostensivos) en la actividad matematica. Por
ejemplo, el nimero cinco se materializa al mostrar los cinco dedos
de la mano como una de sus aplicaciones. El niimero cinco como la
clase de todos los conjuntos equipotentes a los cinco dedos de una
mano es una idealizacion.

2.7.2. Dualidad unitario-sistémico

En algunas circunstancias los objetos matematicos participan
como entidades unitarias (que se supone, son conocidas previamente),
mientras que otras intervienen como sistemas que se deben descom-
poner para su analisis. <Un mismo objeto se puede considerar ora un
individuo, ora un conjunto (o una coleccién concreta). No hay nada
definitivo en ser un individuo» (Bunge, 2011, p. 145). Por ejemplo,
en el estudio de la adicion y sustraccion, en los ultimos niveles de
educacion primaria, el sistema de numeracion decimal (decenas, cen-
tenas, etc.) se considera como algo conocido, como entidades unita-
rias que no requieren ser desplegadas en entidades mas elementales.
Estos mismos objetos, en el primer curso tienen que ser considerados
de manera sistémica para su aprendizaje. Tanto las configuraciones
ontosemioticas (en su version socioepistémica o cognitiva) como los
objetos primarios que las componen pueden considerarse desde las
perspectivas unitaria o sistémica, dependiendo del juego de lenguaje
en que participen. En el primer caso tienen lugar procesos de uni-
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tarizacion (sintesis) y en el segundo de descomposicion (analisis) del
sistema en sus componentes.

La dualidad unitario-sistémico permite reformular la vision
«ingenua» de que <hay un mismo objeto matematico (p. e., la media
aritmética) con distintas representaciones». Como afirman Rondero
y Font:

Lo que hay es un sistema complejo de practicas que permiten re-
solver problemas, en las que el objeto matematico «media aritmética»
no aparece directamente, lo que si aparece son representaciones de
la media aritmética, diferentes definiciones de la media aritmética,
proposiciones y propiedades de esta, procedimientos y técnicas que se
aplican a la media aritmética y argumentos sobre ella. Dicho de otra
manera, a lo largo de la historia se han ido generando diferentes confi-
guraciones epistémicas para el estudio de la media aritmética, algunas
de las cuales han servido para generalizar las preexistentes. (Rondero
y Font, 2015, p. 33)

El proceso de unitarizacién se relaciona con la emergencia de
nuevos objetos matematicos. Decimos que los objetos matematicos
regulativos (definiciones, proposiciones, procedimientos, argumentos)
emergen de sistemas de practicas operativas y discursivas. También
se puede decir que son invariantes operatorios y discursivos. En todo
caso, se parte de conjuntos estructurados de acciones o de otros
objetos (entidad sistémica), que por razones de eficiencia operatoria
o discursiva se consideran formando una nueva unidad. Este proceso
lo hemos venido llamando en EOS proceso de unitarizacion, for-
macion de un nuevo objeto visto como una entidad unitaria, por lo
que también se puede llamar proceso de objetivacion. En algunas
circunstancias o juegos de lenguaje tiene lugar el proceso inverso de
considerar una entidad sistémica en términos de sus componentes, lo
que en EOS se llama proceso de descomposicion.

La interpretacion del proceso de unitarizacién en términos de la
teoria discursiva del pensamiento de Sfard (2008) permite obtener
un desglose operativo y coherente de la dualidad unitario-sistémico.
Sfard (2008) identifica tres mecanismos (dispositivos discursivos) que
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producen la emergencia de nuevos objetos (no-ostensivos o construc-
tos): asimilacion (saming), encapsulacion y reificacion.

* Asimilacion (saming), es decir, dar un nombre comun a cosas
que, aunque aparentemente no estdn relacionadas, pueden verse
en determinados contextos como equivalentes (es lo que ocurre,
por ejemplo, cuando se introduce el término funcién cuadra-
tica para referir simultaneamente a cosas tan diferentes como
la expresion x? cierta curva llamada parabola, el conjunto de
nimeros emparejados con sus cuadrados, etc.).

* Encapsulacion, es decir, sustituir el discurso sobre objetos se-
parados por el discurso sobre una entidad tnica (esto ocurre,
cuando se hace referencia a varios objetos colectivamente como
un conjunto unico; por ejemplo, cuando se afirma que numero-
sos pares ordenados de elementos constituyen una funcién).

* Reificacion, es decir, convertir el discurso sobre un proceso ma-
temadtico por el discurso sobre un objeto (este es el caso, por
ejemplo, cuando sustituimos «Cuando sumo 5 a 7, obtengo 12»
por da suma de Sy 7 es 12»).

Una vez que se introduce un nuevo nombre sustantivo de una o
varias de estas tres formas, se produce gradualmente la alienacion
del nuevo objeto: el sustantivo acaba utilizandose en narraciones im-
personales, lo que implica que su referente existe independientemen-
te del discurso. El constructo discursivo asi creado se convierte en
objeto de exploraciones matematicas, como resultado de las cuales
acabaran surgiendo nuevas narrativas matemadticas. La alienacion,
como aspecto complementario de la reificacion, termina el proceso
de objetivacion, o sea, la emergencia del objeto al ser totalmente diso-
ciado, o alienado, del actor.

Con los tltimos rastros de la agencia de las personas cuidadosa-
mente borrados, incluso la proposicion aritmética mas comtun, como
la frase «dos mas tres son cinco» transmite el mensaje de la existencia
independiente de la mente del objeto matematico. Una vez reificados
y puestos en frases impersonales, los nimeros parecen tener «vida
propia» (Sfard, 2008, p. 50).
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Las descripciones de los procesos de asimilacion, encapsulacion y
reificacion muestran que en los tres casos se pasa de colecciones de
cosas a una Unica cosa, esto es, tiene lugar el proceso de unitariza-
cién, constituyendo, por tanto, un desglose de dicho proceso.

2.7.3. Dualidad extensivo-intensivo

Un rasgo caracteristico de la actividad matematica es generalizar
los tipos de problemas que se abordan, los procedimientos de solu-
cion, las definiciones, proposiciones y justificaciones. Las soluciones se
organizan y justifican en estructuras progresivamente mas generales.
No obstante, en los procesos de instruccion se comienza a estudiar
modelos particulares de dichas estructuras generales, aunque poco a
poco con el avance del estudio del tema se va generalizando progre-
sivamente. El andlisis de la actividad matematica requiere, por tanto,
tener en cuenta ambos procesos, particularizacion y generalizacion, y
los objetos que intervienen en dichos procesos. El proceso de genera-
lizacion consiste en encontrar o conjeturar un patrén o regularidad a
partir de casos similares, mientras que la particularizacién en generar
o mostrar ejemplares individuales que siguen un patron.

En el EOS se ha introducido el atributo contextual extensivo-inten-
sivo (ejemplar-tipo), aplicable a las practicas y objetos primarios, para
analizar la dialéctica entre particularizacion y generalizacion. Segtin
la situaciéon que se trabaje un objeto puede ser un ejemplar (extensi-
vo) si interviene por si mismo, o un tipo (intensivo) si interviene como
representante de una clase mas amplia.

Un objeto extensivo se utiliza como un caso particular (un ejemplo
especifico, p. e, la funcién y = 2x + 1), de una clase mas general (p.
e., la familia de funciones y= mx + 1), que es un objeto intensivo. Los
términos extensivo e intensivo vienen sugeridos por las dos formas de
definir un conjunto, por extensién (un extensivo es uno de los miem-
bros del conjunto) y por intension (se consideran todos los elementos
a la vez). Por extensivo entendemos un objeto particularizado (indi-
vidualizado) y por intensivo, una clase o conjunto de objetos. (Font et
al, 2008, p. 169)
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Por ejemplo, Font y Contreras (2008) realizan un analisis micros-
copico de los objetos, procesos y funciones semiéticas que se ponen
en juego en la definicion del concepto de derivada de una funcién. La
aplicacion de las dualidades ostensivo-no ostensivo, extensivo-intensi-
vo, expresion-contenido les permite explicar los conflictos semi6ticos
que plantea la dialéctica entre lo particular y lo general en educacion
matematica.

2.8. Procesos de abstraccion y objetos abstractos en el
EOS

En una primera aproximacién podemos decir que la dualidad os-
tensivo-no ostensivo, y los procesos asociados de materializacién e
idealizacion dan cuenta de los objetos concretos (ostensivos) y abs-
tractos (ideales) usualmente considerados en el lenguaje cotidiano.
Pero el analisis de la actividad matematica, tanto desde un punto de
vista profesional como educativo, requiere profundizar en la natura-
leza del proceso de abstraccion y de los objetos abstractos emergentes,
asi como en el proceso inverso de interpretacion. Por esta razon, se
propone en el EOS complementar la dualidad ostensivo-no ostensivo
con las dualidades unitario-sistémico y ejemplar-tipo, con lo cual el
objeto abstracto matematico no es solo un ente ideal (no ostensivo)
sino también una generalidad, considerada como un todo unitario
o como un sistema, segin el juego de lenguaje en que participe.
Ademas, dado que los objetos unitarios son representados simbdlica-
mente para intervenir en nuevos sistemas de practicas, en el proceso
de abstraccion también interviene la dualidad expresion-contenido y
los procesos de representacion y significacion.

La abstraccion matemadtica involucra diversas facetas, incluye dis-
tintos componentes y tiene lugar segun distintos niveles (Figura 2.2).
Ademas, se puede ver como formas del acto subjetivo de conocer y
también como caracteristica del conocimiento como producto histo-
rico y objetivo de la actividad colectiva (dimensién personal e ins-
titucional). Como afirma Sinaceur desde una perspectiva filosofica:
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«La abstraccion matematica es un proceso polifacético y multinivel
que conduce a una jerarquia sofisticada y ramificada de conceptos y
operaciones matemadticas» (Sinaceur, 2014, p. 100).

La abstraccion es una caracteristica graduable de los objetos, esto
es, una cuestion de mas o menos, en lugar de presencia o ausencia.
La graduacién de la abstraccién comienza con una categorizacion
directa sobre objetos perceptivos y continia a niveles cada vez mas
altos sobre objetos cada vez mas abstractos. Un concepto F puede ser
mas abstracto (intensivo) que un concepto G, que a su vez puede ser
abstracto, pero menos abstracto, es decir, mas concreto (extensivo)
que E
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Figura 2.2. Facetas, componentes y niveles
de abstraccion en matematicas

Por ejemplo, en el analisis epistémico del concepto de funcion se
deben identificar, ademas de las definiciones que se han usado, los
distintos elementos representados en la Figura 2.1, que se movilizan
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para dar respuesta a los problemas en las cuales el objeto funcion
participa de manera determinante, aunque puede que sea de manera
implicita en las primeras etapas de su emergencia. Cada una de
estas configuraciones se interpreta como un significado pragma-
tico parcial del objeto funciéon que refleja y sintetiza la actividad
matemadtica que se realiza para resolver determinados problemas
en ciertos contextos o etapas histéricas. La evolucion del concep-
to implica una secuencia de configuraciones, progresivamente mas
abstractas, mediante las cuales se generalizan las definiciones, pro-
cedimientos, propiedades y argumentos, pasando del uso del lengua-
je ordinario, tabular y grafico al lenguaje alfanumérico, y pasando
del calculo aritmético al algebraico y analitico.

La creacién de objetos matemdticos progresivamente mds abs-
tractos estd fundamentada en la tendencia natural del trabajo del
matematico y del cientifico en general a organizar la experiencia
con la ayuda de patrones y estructuras unificadoras, esto es, para
producir generalizaciones tiles. En consecuencia, no se puede evitar
el constructo abstraccion en el analisis de la actividad matematica,
tanto desde el punto de vista filoséfico como educativo. Pretender
organizar los procesos de aprendizaje imponiendo de entrada unas
matemadticas con niveles elevados de abstraccion, prescindiendo de
los niveles previos y de los procesos de particularizacion y contex-
tualizacion, estaran condenados al fracaso.

Analizamos, a continuacion, el enunciado y solucién de una se-
cuencia de problemas con la herramienta configuraciéon ontosemio-
tica, identificando los procesos de abstraccion que tienen lugar, y
asignando grados de intension (o generalidad) a los objetos emergen-
tes. Los distintos niveles de abstraccion los hacemos depender de los
grados de generalidad. No hay por un lado niveles de abstraccion
y por otro grados o capas de generalizacion, sino que los niveles
de abstraccion son heredados de los grados de generalidad de los
objetos.
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Ejemplos de procesos de abstraccion y sus niveles

Problema 1: Numero concreto y numero abstracto (primer nivel de
abstraccion).

Enunciado: ¢{Cuantas manzanas hay en la figura? ¢Hay mas o
menos cerezas que manzanas? Justifica tu respuesta.

4

Solucion:

Decimos que hay tres manzanas y tres cerezas. Hay el mismo
numero de manzanas que cerezas. He contado el nimero de manza-
nas poniendo en correspondencia cada una de las manzanas con la
serie de palabras numéricas uno, dos, tres, etc., y la ultima palabra
nombrada ha sido tres manzanas. Igual con las cerezas. Luego hay el
mismo nimero de manzanas que cerezas.

Andlisis ontosemiotico

En la situacién planteada como problema 1 y las practicas ope-
rativas y discursivas que le acompafian como solucién intervienen
diversos tipos de objetos y relaciones. En la figura se representan una
manzana verde, amarilla y roja. Mediante una abstracciéon empirica
se prescinde del color y del tamafio y se dice que hay tres manzanas.
También se prescinde de la posicion que ocupan en la figura. Igual
ocurre con las cerezas.

En la solucién se menciona la serie de palabras numéricas uno,
dos, tres, etc., sugiriendo que es una serie ilimitada. Los tres primeros
términos de esta serie son usados para contar, procedimiento median-
te el que se pone en correspondencia uno a uno cada palabra numéri-
ca con cada objeto material (representado), respetando los principios
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del conteo. Tres manzanas, tres cerezas corresponden a «nimeros
concretos».

El carécter ostensivo, perceptible, de los objetos que se cuentan nos
lleva a proponer que el nivel de abstraccién de los conceptos que in-
tervienen es 0 (manzanas, cerezas, tres manzanas, tres cerezas). El paso
del grado O de generalidad al 1 es cuando tiene lugar la abstraccion
empirica, o sea, prescindir de ciertos atributos y fijar la atencién en
uno u otros.

Por el contrario, la naturaleza de la serie de palabras numéricas,
uno, dos, tres, etc. (que se pueden sustituir por otras palabras, one,
two, three, etc., o simbolos 1, 2, 3 .. .) es decir, del sistema numeral,
es completamente diferente. Cualquiera de estos sistemas refiere al
conjunto de los nimeros naturales, cuya naturaleza es esencialmente
diferente de los objetos empiricos, aunque requiera de algin tipo
de materializacion para su procesamiento mental o comunicacién
interpersonal.

El nimero 3 no es ni mas ni menos que aquel que es precedido
por 2y 1 (y en su caso, el 0), y seguido por 4, 5, etc. O, de manera
mas precisa, es un objeto que estd precedido por dos (o tres) objetos
en un orden preestablecido y seguido por infinitos también ordena-
dos, de tal manera que dos elementos definidos como «contiguos» lo
seran siempre. Con otras palabras, cualquier objeto puede desempefiar
el papel de 3; esto es, cualquier objeto puede ser el tercer elemento
en alguna progresion (preestablecida de manera arbitraria). Lo que
es peculiar a 3 es que él define ese papel —no por ser un paradigma
de ningun objeto que lo juegue, sino por representar la relacion que
cualquier tercer miembro de una progresion guarda con el resto de la
progresion (Godino ef al, 2009, p. 42).

El concepto de niimero proviene de un proceso de abstraccion
formal o tedrica, especifica de las matematicas, que se fija mediante
un sistema de axiomas. En el EOS decimos que los nimeros natura-
les son objetos abstractos, y tienen un grado de intension o genera-
lidad de 1, ya que el grado O corresponde a los objetos perceptibles.
Esto es asi incluso para un nimero en particular, p. e. 3, que es un
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objeto abstracto, aunque particular. La idea de particular-general
(extensivo-intensivo) es relativa al juego de lenguaje en que partici-
pe el objeto.

Problema 2 (Secuencias ilimitadas de nimeros mediante leyes de
recurrencia)

Partimos de la secuencia ilimitada de numeros naturales, 1, 2,

.it1- En la secuencia de nimeros pares, cudl seria el

nimero par que corresponde a la posicion 10? éY en la posicion

3, A

genérica n?

Solucion: El nimero par que corresponde a la posicion 10 es el 20
(2,4,6,8,10, ... 20). El nuimero par y que corresponde a la posicion
nes y = 2n, porque para cualquier nimero natural su imagen en la
correspondencia se obtiene multiplicindolo por 2.

Andlisis ontosemidtico

La secuencia ilimitada de numeros naturales, considerada como
un todo unitario, es un nuevo objeto con nivel 2 de abstraccion. El
paso de una coleccion finita a otra infinita, con su correspondien-
te regla de formacion (objeto intensivo) es un proceso que produce
nuevos objetos abstractos de nivel superior. La regla de formacion es
sumar 1 al anterior (regla de recurrencia).

En vez de sumar 1 podemos considerar sumar 2, 3, etc. (ntimeros
multiplos de 2, 3 .. . ). Se obtienen de este modo colecciones ilimita-
das de los multiplos de 2, 3, etc. Cada coleccion es un nuevo objeto
abstracto que viene dado por la funcién y = 2n; y = 3i; etc. Cada una
de estas colecciones ilimitadas, definidas por las respectivas reglas
funcionales son nuevos objetos abstractos de nivel 2, al igual que la
secuencia de numeros naturales. En consecuencia, la funcion definida
en este caso entre el conjunto N de los naturales, con imagen también
en N, con la férmula y=2n es un objeto matemdtico con grado 2 de
abstraccion (objeto intensivo de 22 especie).
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Podemos generar un objeto con mayor nivel de abstraccién (ge-
neralidad) al considerar la coleccion de colecciones de multiplos de
cualquier nimero a. Esta coleccion viene dada por la regla paramé-
trica, y=an, a € N, n € N. Parece razonable asignar a este objeto un
grado 3 de abstraccion.

La funcion, definida entre conjuntos numeéricos arbitrarios seria un
objeto intensivo de grado 4:

y=fix), xeC f(x) eC; con Cy C'conjuntos numéricos arbitrarios.

Mientras que la funcién definida entre conjuntos cualesquiera seria
un objeto intensivo de grado 5:

(y~fix). A, B), x€A, fix) €B con A y B conjuntos cualesquiera.

Se observa que se pueden generar nuevos objetos ideales (no os-
tensivos) horizontalmente, sin aumentar el grado de abstraccion. Por
ejemplo, las colecciones finitas de nimeros naturales (1, 2, 3, 4, 5), o
de multiplos de un nimero finito (pares, trios . . . ) son objetos abs-
tractos, pero no mas abstractos (generales) que aquellos objetos que
los constituyen.

2.9. Marcos teodricos relacionados con la teoria
ontosemiodtica de la actividad matematica

Los fundamentos de la matemadtica educativa descritos en las
secciones 2.4 a 2.7 estan sirviendo para elaborar herramientas que
permiten abordar cuestiones relativas al disefio, implementacién y
evaluacion de los procesos de instruccion matematica. Para consi-
derar las cuestiones relativas al andlisis de la implementacion de los
procesos de instruccion se ha elaborado la herramienta configuracién
didactica (Godino ef al, 2006). Asi mismo, mediante la teoria de la
idoneidad didactica (Godino et al, 2023) se estudian cuestiones de
evaluacion de los procesos instruccionales y de formacion de profe-
sores. Todas estas herramientas se apoyan en la modelizacién ontose-
miética de la actividad matematica y los objetos emergentes descrita
en este capitulo y sobre el significado y la cognicién matematica que
desarrollamos en el Capitulo 3.
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En este apartado estudiamos las concordancias y complementarie-
dades de la Teoria de la actividad matematica y los objetos emergen-
tes con la Teoria discursiva del pensamiento (Sfard), la Teoria de la
objetivacion (Radford) y otros marcos teéricos relacionados.

2.9.1. La teoria discursiva del pensamiento

La teoria de la commognicién (acrénimo formado por los térmi-
nos comunicacion y cognicion) desarrollada por Sfard (2008) elabora
una modelizacion del pensamiento del individuo en términos discur-
sivos, apoyandose en los postulados de Wittgenstein sobre el lenguaje,
el pensamiento y el significado como uso. Sfard plantea el reto de
superar una vision del pensamiento en general, y del pensamiento
matematico en particular, en términos platénico-idealista y mentalis-
ta. Los objetos matematicos no se deben considerar como entidades
que se descubren, o entidades mentales inaccesibles, y las proposicio-
nes no son descripciones de las propiedades de tales objetos. En su
lugar, propone entender los objetos matematicos como entidades dis-
cursivas emergentes de la comunicacion interpersonal o de la comu-
nicacion con uno mismo. La tesis central que defiende Sfard es que

el discurso matematico y sus objetos son mutuamente constitu-
tivos: La actividad discursiva, incluyendo la produccion continua de
simbolos, es la que crea la necesidad de los objetos matematicos; y son
los objetos matematicos (o mejor el uso de simbolos mediado por los
objetos) los que, a su vez, influyen en el discurso y le lleva hacia nuevas
direcciones. (Sfard, 2000, p. 47)

La motivaciéon de Sfard para elaborar una teoria discursiva del
pensamiento fueron las controversias que surgen cuando se asume
la objetivacion de los discursos para investigar los llamados procesos
cognitivos o mentales. En dichos procesos se actia como si hubiera
una realidad que esta ahi (en la mente) y que con ellos se describe esa
realidad. Pero pasa inadvertida la naturaleza abstracta, artificial, de
los objetos de los que se habla, que no son efectivamente existentes y
que, por tanto, se puede prescindir de ellos. Cuando se quiere descri-
bir lo que hace y dice el sujeto no necesitamos usar constructos tales
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como esquemas cognitivos, concepciones, intenciones, significados,
que son intangibles e invisibles.

Stard identifica diversos dilemas y peligros en el uso de la meta-
fora objetual para describir el pensamiento y su uso en educacion
matematica. La reificacion y alienacion de los procesos mediante los
cuales se construyen el objeto ideal o abstracto, que sin duda es esen-
cial para el pensamiento y la comunicacion humana, oculta su origen
en las practicas discursivas. El desarrollo del modelo de la commog-
nicién es una propuesta para conservar la metafora objetual evitando
sus peligros, o sea, las confusiones que introduce en el estudio del
conocimiento, la comprension y el aprendizaje.

La teoria de la actividad matematica del EOS es un modelo que
aborda esta problematica, pero afiadiendo a la perspectiva lingiiisti-
ca de Wittgenstein y la discursiva de Vygotsky la dimensién prag-
matica de Peirce. La estrategia seguida en el EOS para evitar la visién
idealista o mentalista de los objetos matematicos no ostensivos es
asociar como significado de dichos objetos el sistema de practi-
cas operativas y discursivas para resolver problemas de donde tales
objetos provienen. Se tiene en cuenta como una entidad primaria
el lenguaje, las palabras los simbolos, las practicas discursivas, pero
atribuyendo, ademas, un papel central a las situaciones problemas y
las practicas operativas y normativas que intervienen en la actividad
matematica.

La dualidad personal-institucional para las practicas, objetos y
procesos que propone el EOS permite una vision mas amplia de la
cognicion que la commognicion, ya que la cognicién se puede enten-
der no solo como una realidad individual sino también comunitaria
e historico-cultural. Ademas, permite dar cuenta de las relaciones de
interdependencia entre el discurso individual y el discurso comuni-
tario en el que el sujeto participa, esto es, el proceso de acoplamiento
progresivo, mediante una participacion dialégica, de los significados
personales con los institucionales pretendidos. Asi mismo, la duali-
dad ejemplar-tipo, con su caracter recursivo, permite dar cuenta de
los procesos de generalizacién y particularizacion y los sucesivos
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niveles de abstraccion, esto es, de la creacién de objetos progresiva-
mente mas complejos.

2.9.2. Teoria de la objetivacion

Radford (2008; 2015) ha desarrollado una vision especifica sobre
la educacion en general, y la ensefianza y aprendizaje en particular,
que tiene en cuenta, no solo los conocimientos en juego sino también
la formacion de los estudiantes, en tanto que sujetos humanos. Esta
posicion politico conceptual se conoce como Teoria de la objetiva-
cién (TO), y plantea el objetivo de la educacién matematica como un
esfuerzo politico, social, historico y cultural cuyo fin es la creacion
de individuos éticos y reflexivos que se posicionan de manera critica
en practicas matematicas constituidas histérica y culturalmente. Un
principio esencial de la teoria de la objetivacion es la idea de labor o
trabajo, en el sentido que le dieron Hegel Marx, Leontiev y el mate-
rialismo dialéctico. A través de la labor o trabajo es como los indivi-
duos se desarrollan y se transforman continuamente, encontrando en
el mismo los sistemas de ideas de la cultura (ideas cientificas, legales,
artisticas, etc.).

La TO asume que el pensamiento es sobre todo una forma de re-
flexion activa sobre el mundo, mediatizada por artefactos, el cuerpo
(a través de la percepcion, gestos, movimientos, etc.), el lenguaje, los
signos, etc. La nocién de objeto en esencial en la TO, ya que «Pensar,
en efecto, es pensar sobre algo. Pensar y ese algo que es el objeto del
pensamiento estan entrelazados y son indisolubles» (Radford, 2015, p.
130). Los objetos de conocimiento son entidades socio-histérico-cultu-
rales, no entidades psicologicas o mentales.

De hecho, son el resultado del trabajo social y se producen a través
de él. En términos mas precisos, los objetos de conocimiento son una
sintesis cultural e historicamente codificada de hacer, pensar y relacio-
narse con los demas y con el mundo. (Radford, 2015, p. 134)

Radford distingue entre los objetos de conocimiento, formas de
hacer y pensar codificadas culturalmente, y los conceptos, que son las
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realizaciones particulares que elabora el sujeto de los objetos culturales
como resultado del proceso de objetivacion a través del aprendizaje
escolar. «El aprendizaje surge de la conciencia sensual y conceptual
que resulta de la realizacién del objeto de conocimiento (por ejemplo,
cascar nueces, resolver ecuaciones lineales) en su realizacion concreta
o individualizacién» (Radford, 2015, p. 139). El concepto se constituye
a partir de lo que realmente se ha convertido en objeto de conciencia
para los estudiantes en el curso de su trabajo conjunto con los profeso-
res: la forma sensual y real de pensar y hacer tal como la encuentran
y la conocen los estudiantes.

La objetivacion es el proceso social cotransformativo y sensual de
creacion de sentido a través del cual los estudiantes gradualmente se
familiarizan criticamente con significados culturales histéricamente
constituidos y formas de pensamiento y accion. (p. 139)

Mediante los procesos de objetivacion incrustados en la actividad
que media entre lo potencial y lo real, los objetos de conocimiento
culturales se convierten en objetos de conciencia y pensamiento. En la
TO, al igual que en el EOS, se asumen unos principios epistemologicos
y ontoldgicos sobre el conocimiento matematico y su aprendizaje que
son compartidos por las aproximaciones socioculturales:

p1l: el conocimiento es histéricamente generado durante el curso de
la actividad matematica de los individuos.

p2: 1a produccion del conocimiento no responde a un pilotaje adap-
tativo, sino que estd inmerso en formas culturales de pensamiento im-
bricadas con una realidad simbolica y material que proporciona la base
para interpretar, comprender y transformar el mundo de los individuos
y los conceptos e ideas que se forman de ellas. (Radford, 2018, pp.
4066-4067)

El postulado de considerar la matemadtica como una actividad
humana, como un trabajo con un componente social, comunitario,
subyace a la emergencia de objetos de conocimiento, o sea, los cons-
tructos (entidades abstractas o generales), tanto en la TO como en el
EOS.
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Nos parece que el proceso de objetivacion viene a ser equivalente en
términos cognitivos y educativos al proceso de personalizacién de los
significados institucionales /culturales por parte de los estudiantes que
propone el EOS. Ademads, la consideracion de los objetos conceptuales
en su versién unitaria como reglas convenidas socialmente y referidas
a como se deben usar los lenguajes y artefactos, ayuda a comprender
las dos fuentes de aprendizaje que propone la TO: el contacto con el
mundo material, el mundo de los artefactos culturales que nos rodean
(objetos, instrumentos, etc.), y la interaccién social. Lo que hay que
aprender son las reglas de uso de los artefactos convenidas socialmente.

El modelo epistemolégico propuesto por el EOS es concordante,
en lineas generales, con el correspondiente a la TO. Ambas teorias
comparten supuestos antropolégicos similares sobre la actividad ma-
tematica y sobre los procesos y productos socioculturales emergentes.
El EOS, no obstante, incorpora en su concepcion de las matematicas, de
manera explicita, los elementos basicos del giro lingiiistico introducido
por Wittgenstein en la filosofia de las matematicas y los aportes de la
semiotica Peirceana, para describir y explicar los procesos de comuni-
cacion e interpretacion matematica. El cambio antropoldgico y socio-
cultural en la manera de concebir las matematicas que asumen ambas
teorias no ha supuesto el olvido de la dimensién cognitiva, esto es, del
papel del sujeto que aprende matematicas y se forma como persona.
Por esta razon, el EOS introduce, junto a un modelo de cognicion ins-
titucional otro modelo de cognicién individual, construido sobre sus
mismas bases pragmaticas, antropoldgicas y semicticas.

Se observa una diferencia relevante entre ambas teorias, que consis-
te en el desarrollo desigual de las dimensiones institucional/cultural
y personal del conocimiento matematico. Nos parece que la TO ha
centrado la atencién de manera preferente en la dimension cogniti-
va (personal) y los procesos de aprendizaje, mientras que el EOS ha
desarrollado herramientas que atienden tanto a la dimension institu-
cional como personal del conocimiento. La herramienta configuracién
ontosemiodtica (en su doble version, epistémica y cognitiva) permite
hacer un analisis detallado de la actividad matematica y los objetos
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implicados, que no se reducen a los objetos conceptuales o abstractos.
El reconocimiento de la trama compleja de los objetos y procesos que
se ponen en juego en la resolucion de situaciones-problemas es un
factor explicativo de las dificultades de aprendizaje y de ensefianza,
y un paso necesario para una gestion idonea de los procesos educa-
tivos-instruccionales. El andlisis a priori de posibles soluciones de las
actividades y el reconocimiento de practicas, objetos y procesos, es un
analisis epistémico o institucional al referirse a un sujeto epistémico
o ideal. Este andlisis a priori se considera ttil, incluso necesario, para
comprender y gestionar el proceso de aprendizaje que tiene lugar con
sujetos individuales reales. Ese aprendizaje se puede describir mediante
la herramienta configuracién ontosemiética en su versién cognitiva,
aplicada a las respuestas y dialogos de los estudiantes’.

2.9.3. Otros marcos relacionados

Diversos autores han elaborado constructos y teorias para responder
a los problemas epistemologicos, ontologicos y semiético-cognitivos
descritos en este capitulo como propios de la matematica educativa. E1
estudio de las concordancias y complementariedades del modelo pro-
puesto por el EOS para estas cuestiones se ha abordado en diversos tra-
bajos previos. En particular, el EOS se confronta en D'’Amore y Godino
(2007) con la Teoria antropologica de lo didactico (Chevallard, 1992),
en Font ef al (2015) con la teoria APOS (Dubinsky y McDonald, 2001),
en Godino ef al. (2016) con la Teoria de los registros de representacion
semiotica (Duval, 1995). Manolino ef al. (2023) comparan el EOS con la
Teoria de los haces semioticos (Arzarello et al, 2009).

7 En Godino et al (2020) hacemos un estudio mas amplio de las concor-
dancia y complementariedades entre EOS y TO incluyendo un ejemplo
de uso de las respectivas herramientas al analisis de una experiencia de
ensefianza sobre interpretacion de graficas cartesianas que representan el
movimiento relativo de dos estudiantes.
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2.10. Ejemplos de aplicacion de la teoria ontosemidtica de
la actividad matematica

El andlisis de las practicas, objetos y procesos que caracterizan
la actividad matematica se ha aplicado en diferentes investigaciones
como un componente del anilisis didactico. Por ejemplo, Rondero
y Font (2015) utilizan las configuraciones ontosemiéticas para es-
tudiar la complejidad de la media aritmética. Elaboran una visién
integrada de las articulaciones de objetos y configuraciones (niveles
de generalizacion, proyecciones metaféricas y tramas de funciones
semioticas) mediante los cuales se construye una vision unitaria de
la media aritmética. Molina ef al (2019) identifican las configura-
ciones ontosemibticas en procesos de argumentacién por analogia,
complementando el analisis de la argumentacién segin el modelo
de Toulmin. Este modelo permite destacar y describir argumentos
abductivos y analégicos producidos por los estudiantes, mientras que
la herramienta configuraciéon ontosemiodtica permite concretar como
los objetos matematicos activados en las practicas fueron articulados
por los procesos argumentativos asociados. Burgos ef al (2021) rea-
lizan un analisis microscopico de dos presentaciones de la integral
definida, una de caracter informal/intuitivo y otra formal, orientadas
al reconocimiento explicito de los objetos que intervienen y emergen
en las practicas matematicas correspondientes. También identifican
los procesos (interpretacion/ significacion, representacion, argumen-
tacion, generalizacion, etc.) que se ponen en juego en dichas practicas,
considerando que estos andlisis permiten explicar las dificultades de
aprendizaje y ayudar en la toma de decisiones fundamentadas sobre
la ensefianza de la integral definida.

En los siguientes apartados incluimos una sintesis mas amplia de
dos trabajos que usan la teoria ontosemidtica de la actividad mate-
matica, uno caracterizando la visualizacion en educacion matematica
y otro elaborando un modelo de niveles de razonamiento algebraico.
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2.10.4. Aproximacion ontosemiética de la visualizaciéon en
educacion matematica

La visualizaciéon ha recibido mucha atencién como tema de in-
vestigacion en educacion matemadtica (Bishop, 1989; Clements, 2014;
Rivera, 2011), especialmente en geometria, donde se ha enfocado en
evaluar los procesos y capacidades de los sujetos para realizar tareas
que requieren «ver» o «<imaginar» mentalmente los objetos geométricos
espaciales. El interés por el tema también se aprecia desde el punto de
vista del propio trabajo del matematico, al abordar la resolucion de
problemas, formulacion de conjeturas, y en otras dreas diferentes de
la geometria (Guzman, 1996). Presmeg (2006) plantea, entre otras, las
siguientes cuestiones relacionadas con la visualizacién en educacion
matematica: ««Como se puede aprovechar la visualizacion para pro-
mover la abstraccién matemadtica y la generalizacion? . . . {Cual es la
estructura y cudles son los componentes de una teoria general de la
visualizacion para la educacion matematica?» (Presmeg, 2006, p. 227).

En Godino et al (2012) elaboramos un modelo de analisis sobre
la naturaleza y componentes de la visualizacién y su relacion con
otros procesos implicados en la actividad matematica, usando el EOS
para comprender la trama de objetos matematicos que intervienen
en los procesos de visualizacion. En dicho trabajo consideramos que
un aspecto clave de la elaboracién de una teoria de la visualizacion
debe incluir el estudio de sus relaciones con otras modalidades de
expresion ostensiva (lenguajes analiticos o secuenciales), y; sobre todo,
su relacion con los objetos matematicos no ostensivos (sean mentales,
formales, o ideales).

El andlisis de la actividad matematica y los objetos y procesos que
intervienen en la misma centra su atencion inicial en las practicas
que realizan las personas implicadas en la solucion de determinadas
situaciones-problemas matematicos. Dicho anilisis de la visualiza-
cién nos lleva a distinguir entre practicas visuales y no visuales o
simbolico/analiticas. Con dicho fin fijamos la atencion en los tipos
de objetos lingiiisticos y artefactos visuales que intervienen en una
practica, ya que ponen en juego la percepcion visual. Aunque las re-

100



presentaciones simbolicas (lengua natural o lenguajes formales) son
visibles, no consideramos dichas inscripciones como visuales, sino
como analiticas o sentenciales.

En Godino ef al. (2012) se analiza la visualizacion, en primer lugar,
desde el punto de vista de los objetos primarios que en ella parti-
cipan, esto es, los tipos de situaciones-problemas (tareas) elementos
lingiiisticos y materiales, conceptos, proposiciones, procedimientos y
argumentos en los cuales hay visualizaciéon. Usualmente los objetos vi-
suales participan en las practicas matematicas junto con otros objetos
no visuales (analiticos o de otro tipo). La visualizacion en matematicas
no se reduce a ver, sino que también conlleva interpretacion, accién
y relacion. En segundo lugar, la visualizacién se analiza aplicando las
dualidades o modalidades contextuales desde las cuales se pueden con-
siderar los objetos visuales previamente identificados. Es decir, se intro-
ducen las distinciones entre objetos visuales personales (cognitivos), e
institucionales (socio-epistémicos); particulares (extensivos) y generales
(intensivos); ostensivos (materiales) y no-ostensivos (mentales, ideales,
inmateriales); unitarios (usados como un todo global) y sistémicos (for-
mados por un sistema de elementos estructurados). Finalmente, los
objetos visuales son considerados como antecedentes o consecuentes
de funciones semio6ticas (dualidad expresion y contenido).

El modelo de visualizacién elaborado se aplica al andlisis de dos
problemas: 1) la demostracion algebraica y visual de que la suma de los
n primeros nimeros impares es #% 2) la demostracion de que la suma
de los angulos interiores de un triangulo es un angulo llano. El analisis
se centra en mostrar la trama de objetos visuales y no visuales que se
ponen en juego, y las relaciones que se establecen entre los mismos, o
sea, el sistema semi6tico que forman. En sintesis, se trata de desvelar
los conocimientos que se aplican en la resolucién de los problemas y
la sinergia que se establece entre los objetos visuales y analiticos.

La aplicacion de la dualidad ostensivo-no ostensivo a los distintos
tipos de objetos matematicos primarios (problemas, lenguajes, con-
ceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos) proporciona un
punto de vista nuevo sobre el papel de la visualizacion en la practica

101



matematica. En un primer paso se asume la distincién Peircena de los
tipos de signos para distinguir entre lenguajes visuales, caracterizados
por la presencia de indices, iconos y diagramas, y lenguajes analiti-
cos, basados en el uso de simbolos. Seguidamente se diferencia entre
problemas/tareas visuales de las no visuales o analiticas; las primeras
refieren a situaciones en las que intervienen objetos del mundo sensi-
ble (cuerpos fisicos, relaciones espaciales y representaciones visuales);
en las segundas intervienen esencialmente entidades logicas, numéri-
cas, analiticas. Estas distinciones se trasladan también al resto de las
entidades primarias (reglas y justificaciones).

Se concluye que la visualizacion penetra en todas las ramas de
las matematicas (no solo en la geometria), en coordinacién con otras
formas de expresion, en particular los lenguajes analiticos/secuen-
ciales. También esta presente en los diversos niveles de estudio ma-
tematico, elemental, superior o profesional. No obstante, el papel de
la visualizacion en el trabajo matematico, profesional o escolar es
complejo, ya que estd frecuentemente imbricado con el uso de ins-
cripciones simbolicas, que, aunque «se vean» tienen una significa-
ci6n puramente convencional. El problema tiene relevancia incluso
cuando la visualizacion se refiere al uso de objetos visuales, los cuales
interaccionan no solo con las inscripciones simboélicas, sino también
y principalmente con el entramado de objetos conceptuales, procedi-
mentales, proposicionales y argumentativos que se ponen en juego en
las correspondientes configuraciones ontosemioticas.

2.10.2. Elaboracion de un modelo de niveles de razonamiento
algebraico

Como se vera en los capitulos 3 a 6, la teoria ontosemiotica de la
actividad matematica sirve de base para elaborar las restantes teorias
que componen el EOS: teoria de los significados y la cognicién mate-
matica, teoria del disefio educativo-instruccional, teoria de la idoneidad
didactica y teoria del desarrollo profesional docente. Ademas, los su-
puestos sobre la actividad matematica, los tipos de objetos y procesos
matematicos han permitido elaborar un modelo de niveles de razona-
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miento algebraico elemental (Godino et al, 2014; 2015) que referimos
seguidamente como un ejemplo de aplicacion de la herramienta confi-
guracion ontosemiotica. En este caso, ademas del grado de generalidad
de los objetos que intervienen en las practicas matematicas, se tienen
en cuenta los lenguajes usados (natural, gestual, simbélico) y el tipo de
cdlculo que se realiza con los objetos representados. De este modo se
amplia para el razonamiento algebraico el modelo de niveles de abs-
traccion descrito en la seccion 2.8.

Una practica matematica se considera algebraica si presenta cierto
tipo de objetos y procesos, usualmente considerados en la literatura
como «algebraicos». Son tipos de objetos algebraicos los siguientes:

1. Relaciones binarias —de equivalencia o de orden— y sus respec-
tivas propiedades (reflexiva, transitiva y simétrica o antisimétri-
ca). Estas relaciones son usadas para definir nuevos conceptos
matematicos.

2. Operaciones y sus propiedades, realizadas sobre los elementos
de conjuntos de objetos diversos (nimeros, transformaciones
geométricas, etc.). El denominado «calculo algebraico» se carac-
teriza por la aplicacion de propiedades tales como: asociativa,
conmutativa, distributiva, existencia de elemento neutro y de un
inverso. Asimismo, pueden intervenir también otros conceptos
como ecuacion, inecuacién e incognita, y procedimientos tales
como: eliminacion, trasposicion de términos, factorizacion, de-
sarrollo de términos, entre otros.

3. Funciones. Es necesario considerar los distintos tipos de fun-
ciones y dlgebra asociada a ellos, es decir, las operaciones y
sus propiedades. Asimismo, es preciso distinguir los diferentes
objetos involucrados: funciones; variables, formulas, parametros,
etc., y contemplar las distintas representaciones de una funcion:
tabular, gréafica, como férmula, analitica.

4. Estructuras, sus tipos y propiedades (semigrupo, monoide, se-
mimodulo, grupo, moédulo, anillo, cuerpo, espacio vectorial, etc.)
caracteristicas del algebra superior o abstracta.
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En el caso de la practica o actividad algebraica los procesos de
particularizacién-generalizacién tienen una importancia especial,
dado el papel de la generalizacién como uno de los rasgos caracte-
risticos del razonamiento algebraico (Carraher et al, 2008; Cooper
y Warren, 2008; Mason y Pimm, 1984). Asi, para el anilisis de los
niveles de algebrizacion de la actividad matematica es util fijar la
atencion en los objetos resultantes de los procesos de generaliza-
cién, y del proceso dual de particularizaciéon. Como resultado de
un proceso de generalizacion obtenemos un tipo de objeto matema-
tico que en el EOS denominamos objeto intensivo, que viene a ser
la regla que genera la clase, el tipo o generalidad implicada. Me-
diante el proceso inverso de particularizaciéon se obtienen objetos
que denominamos extensivos, esto es, objetos particulares. El objeto
intensivo puede ser visto como la regla que genera los elementos
que componen una coleccion o conjunto, sea finito o infinito. Una
coleccion finita simplemente enumerada no se considera como un
intensivo hasta el momento en que el sujeto muestra el criterio o
regla que se aplica para delimitar los elementos constituyentes del
conjunto. Entonces el conjunto pasa a ser algo nuevo, diferente de
los elementos que lo constituyen, como una entidad unitaria emer-
gente del sistema. Por tanto, ademds de la generalizacion que da
lugar al conjunto, hay un proceso de unitarizacion.

Por otra parte, la nueva entidad unitaria tiene que ser hecha
ostensiva o materializada mediante un nombre, icono, gesto o un
simbolo, a fin de que pueda participar de otras practicas, procesos
y operaciones. El objeto ostensivo que materializa al objeto unitario
emergente de la generalizacion es otro objeto que refiere a la nueva
entidad intensiva, por lo que tiene lugar un proceso de representa-
cién que acompaiia a la generalizacién y materializacion. Finalmente,
el simbolo se desprende de los referentes a los cuales representa/
sustituye para convertirse en objeto sobre el cual se realizan accio-
nes. Estos simbolos-objetos forman nuevos conjuntos sobre los cuales

104



se definen operaciones, propiedades y estructuras, esto es, sobre los
cuales se opera de manera sintactica, analitica o formal.

El triple proceso de reconocimiento o inferencia de la genera-
lidad, unitarizacién y materializacion permite definir dos niveles
primarios del pensamiento algebraico, distinguibles de un nivel mas
avanzado en el que el objeto intensivo es visto como una nueva
entidad representada con lenguaje alfanumérico. Remitimos a
Godino et al (2014), donde describimos con detalle los criterios
para discriminar estos tres niveles de algebrizacién de la actividad
matematica propia de la educacion primaria. El uso de parametros
y su tratamiento es el criterio usado para delimitar niveles superio-
res de algebrizacion, ya que esta ligado a la presencia de familias
de ecuaciones y funciones, y, por tanto, implica nuevas «capas» o
grados de generalidad (Radford, 2011). El primer encuentro con los
parametros lo asociamos a un cuarto nivel de algebrizacion y la
realizacién de calculos o tratamientos combinados de parametros
y variables a un quinto nivel. El estudio de estructuras algebraicas
especificas lleva a reconocer un sexto nivel de algebrizacién de la
actividad matematica (Godino et al, 2015).

2.11. Sintesis de la teoria ontosemiética de la actividad
matematica

Para resumir lo expuesto en el capitulo, en la Tabla 2.2 inclui-
mos una sintesis de la teoria de la actividad matematica presentada
en este capitulo, siguiendo la guia (adaptada) para la descripcion de
teorias que proponen Michie ef al. (2014) para el campo de las cien-
cias sociales y del comportamiento.
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Tabla 2.2. Sintesis de la teoria ontosemiotica

de la actividad matemadtica

Elementos

Descripcion

Breve resumen.
¢De qué trata la
teoria y cudles son
sus principales
proposiciones?

La teoria ontosemiotica de la actividad matematica aporta
supuestos y herramientas teéricas para el analisis de la activi-
dad matematica, tanto profesional como escolar, asi como los
objetos que intervienen y surgen de dicha actividad. Aporta
una vision propia sobre la emergencia del conocimiento ma-
temdtico adaptada al contexto educativo, con rasgos transdis-
ciplinares al abordar dilemas en las teorias epistemoldgicas

y ontologicas implicadas en la educacion matematica. Esta
vision complementa la perspectiva logica-formal, propia de los
contextos de creacion y justificacion del conocimiento mate-
matico, con la vision empirista-factual ligada a los contextos de
aplicacion. Los postulados de esta teoria son:

La matematica es una actividad humana centrada en la reso-
lucién de cierta clase de situaciones-problemas.

Las practicas matematicas pueden ser idiosincrasicas de una
persona o compartidas en el seno de una institucién.

La resolucion de problemas se realiza mediante la articulacion
de secuencias de practicas.

En las practicas matematicas intervienen diversas clases de
objetos que cumplen diferentes roles: instrumental /repre-
sentacional; regulativo (fijacion de reglas sobre las practicas),
explicativo, justificativo.

Ambito/objetivo.
¢Qué fendémenos
pretende explicar la
teoria?

El objetivo o motivo de la teoria es comprender la natura-
leza de las matematicas, su relacion con la actividad de las
personas, los diversos tipos de objetos y procesos emergentes
de dicha actividad y la naturaleza relacional del conocimiento
matematico, tanto profesional como escolar.

Justificacion. éPor
qué es necesaria
la teoria y como
mejora las teorias
anteriores?

La teoria emerge al considerar la diversidad de enfoques
filosoficos sobre la naturaleza de las matematicas, las con-
tradicciones y dilemas entre distintas teorias o enfoques. Se
considera posible y necesario elaborar un modelo epistemo-
légico y ontolégico coherente de las matematicas que sirva de
fundamento para la matematica educativa.

Hipétesis. ¢Qué hi-
potesis especificas
plantea la teoria y
en qué se dife-
rencian de otras
teorias?

Parte del postulado de que los objetos matematicos emergen
de la actividad de las personas al resolver tipos de problemas
(postulado antropologico).

Los objetos matematicos se pueden categorizar segun el papel
que desempenan (entidades funcionales).

Las practicas y los objetos se pueden contemplar desde cinco
pares de dualidades contextuales: personal-institucional; ex-
presion-contenido; ostensivo-no ostensivo; particular-general;
unitario-sistémico.
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Constructos.
¢Cuales son los
elementos de la
teoria?

Los constructos teéricos que componen la teoria son: practicas
matematicas, objetos y procesos matematicos, atributos con-
textuales de las practicas y objetos. Estos constructos teéricos
se articulan en la herramienta configuracion ontosemiotica en
la cual se coordinan tres perspectivas complementarias de las
matematicas: la matemadtica como actividad humana, sistema
de objetos y sistema de signos.

Relaciones. ({Como
se relacionan entre
si los elementos de
la teoria?

El constructo configuracion ontosemiotica de practicas,
objetos y procesos, incluyendo, ademas, cinco pares de duali-
dades o atributos contextuales desde los que se pueden consi-
derar dichos elementos, refleja las relaciones entre los diversos
componentes de la teoria.

Procedencia. (En
qué teorias se basa
y c6mo?

Desde el punto de vista epistemoldgico la teoria se basa en la
perspectiva antropoldgica de las matematicas de Wittgenstein,
al entender las matematicas como una actividad humana y
atribuir a los conceptos y proposiciones matemadticas una
naturaleza convencional y regulativa. También se basa en el
enfoque pragmatista de la semiética de Peirce y en la pers-
pectiva histérico-cultural de la cognicién de Vygotsky.

Semejanza. (A qué
teorias se parece
mas esta teoria?

Dentro de educacién matematica, la teoria comparte algunos
supuestos con la Teoria Antropolégica en Didactica de la Ma-
tematica (Chevallard), la Teoria de la objetivacion (Radford), y
la Teoria de la comunicacion y cognicion (Sfard).

Complementa-
riedad. ¢{Con qué
teorias puede
complementarse?

Esta teoria pretende incluir los principios y herramientas
metodologicas necesarias y suficientes para fundamentar los
procesos educativos-instruccionales de las matematicas en las
dimensiones epistemologicas, y ontologicas implicadas. Debe
ser complementada con una teoria explicita del significado

y la cognicion matematica (desarrollada en el capitulo 3) y
con teorias de diseflo educativo y de desarrollo profesional
docente (capitulos 4 y 5).

Operacionalizacion.

¢Como se miden
o identifican los
constructos?

Los constructos de la teoria no son rasgos medibles. Se trata
de categorias descriptivas de los diferentes tipos de practicas,
objetos y procesos que intervienen en la actividad matematica.
La génesis institucional del conocimiento matematico se
investiga mediante: 1) la identificacion y categorizacion de

las situaciones-problemas que requieren una respuesta; 2) la
descripcion de las secuencias de practicas que se ponen en
juego en la resolucion; 3) La identificacion de los objetos inter-
vinientes y las relaciones entre los mismos.
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Usos. ¢Para qué La teoria proporciona un fundamento para los procesos
puede utilizarse la | educativos-instruccionales de las matematicas. Permite hacer
teoria? analisis detallados de la actividad matematica, tanto desde

el punto de vista personal (cognitivo) como institucional
(cultural) y comprender la complejidad de objetos y procesos
implicados en la resolucion de problemas. Esta teoria se usa
como fundamento de la teoria del significado y la cognicién
matematica descrita en el capitulo 3 y de las teorias educati-
vas incluidas en los capitulos 4, 5 y 6.
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Capitulo 3

Teoria ontosemioética
del significado y la
cognicion matematica

Introduccion

El término «significado», vinculado al de «comprension», se utiliza
insistentemente en la investigacion y la practica de la educacion ma-
temadtica, ya que es fundamental que los alumnos adquieran el signifi-
cado de los términos, expresiones y representaciones matematicas, es
decir, que comprendan a qué se refiere el lenguaje matematico en sus
diferentes registros. La importancia de la semiosis para la educacion
matematica radica en el uso de los signos, que es omnipresente en
todas las ramas de las matematicas. No podia ser de otra manera, ya
que los objetos de las matematicas son ideales, de caracter general, y
para representarlos y trabajar con ellos, es necesario emplear vehicu-
los de signos, que no son los objetos matematicos en si mismos, sino
que los representan de alguna manera (Presmeg ef al, 2018).

Los términos significado y sentido se utilizan persistentemente en
los documentos curriculares relacionados con la comprension de las
matematicas. En los Principios y Estandares (NCTM, 2000), el estandar
«comprender los significados de las operaciones y como se relacionan
entre si» se incluy6 en todos los grados desde P-K2 hasta 9-12. Estuvo
relacionado con el significado de los conceptos y las operaciones
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(nimero, numerales, fraccién, signo igual, sumar, multiplicar, etc.); los
significados y usos de las variables, ecuaciones, inecuaciones, relacio-
nes; el significado de las formas equivalentes de las expresiones, la se-
mejanza, etc. La nocion de sentido también jugé un papel importante
en el NCTM (2000), donde se utiliz6 como sinénimo de significado,
en expresiones como «Desarrollar el sentido de los niimeros enteros»;
«Dar sentido a las ideas matematicas»; «Las matematicas deben tener
sentido para los estudiantes» etc. El curriculo espaiiol de matematicas
(MEFP, 2022) también se estructura en torno al concepto de sentido
matematico, y se organiza en dos dimensiones: cognitiva y afectiva.
Los sentidos se entienden como el conjunto de destrezas relacionadas
con el dominio de contenidos numéricos, métricos, geométricos, alge-
braicos, estocasticos y socioafectivos.

Una autora que considera la idea de significado fundamental para
la educacion matemadtica es Sierpinska (1990), quien, a su vez, la rela-
ciona intimamente con la comprension:

La comprension del concepto se concebira entonces como el acto
de captar su significado. Este acto serd probablemente un acto de ge-
neralizacion y sintesis de significados relacionados con elementos par-
ticulares de la «estructura» del concepto (siendo la «estructura» la red
de sentidos de las frases que hemos considerado). Estos significados
particulares también tienen que ser captados en actos de compren-
sion. (Sierpinska, 1990, p. 27)

Sin embargo, el término «significado» «es uno de los mas ambi-
guos y controvertidos en la teoria del lenguaje» (Ullmann, 1962, p.
62). Por ejemplo, Speaks (2014, p. 1) sugiere que: «El término “teoria
del significado” ha figurado, de un modo u otro, en un gran nimero
de disputas filosoficas durante el ultimo siglo. Por desgracia, este
término también se ha utilizado para significar un gran nimero de
cosas diferentes».

En el texto clasico The meaning of meaning Ogden y Richards
(1923) recogieron nada menos que diecisiete definiciones de significa-
do, a las que se han afiadido desde entonces nuevos usos, implicitos o
explicitos, aumentando asi su ambigiiedad. En el caso de la educacién
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matematica, Pimm (1995) también sefiala la falta de claridad en el
uso de los términos comprension y significado:

Lo que entendemos por «comprension» y lo que queremos decir
por «significado» dista mucho de ser obvio o claro, a pesar de ser dos
términos centrales en cualquier discusion sobre el aprendizaje y la
ensefianza de las matematicas a cualquier nivel. (Pimm, 1995, p. 3)

La complejidad de la problematica lingiiistica semantica aumenta
en el caso de las matematicas, debido a la variedad de registros semio-
ticos (lenguaje ordinario, oral y escrito, simbolos especificos, graficos
y tablas, objetos materiales, etc.) utilizados en la practica matematica.
Ademas, no solo nos interesa analizar el significado de los elementos
lingiiisticos matematicos, sino también el de los diversos objetos que
intervienen en las practicas matematicas que realizan las personas al
resolver situaciones-problema (lenguajes, conceptos, procedimientos,
proposiciones, argumentos). Dichos objetos requieren una interpreta-
cién y un uso competente por parte de los profesores e investigadores
cuando se interesan por su enseflanza y aprendizaje. El problema de
si es posible desarrollar una teoria del significado especifica para
la educaciéon matematica sigue abierto. Esta teoria deberia tener en
cuenta tanto las posiciones realistas/referenciales como las pragmati-
cas/operacionales sobre el significado, y también servir de base para
abordar los problemas epistemolégicos, semiéticos, cognitivos y so-
cioculturales implicados en los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas.

El objetivo de este capitulo es sistematizar y profundizar en las
caracteristicas de la teoria del significado propuesta por el EOS y su
uso para elaborar una teoria del conocimiento matematico basada en
la misma. También describimos las teorias generales del significado
en lingiiistica, semiética y filosofia que sirven de base al EOS, en
particular las de Hjelmslev (1943), Peirce (1931-58) y Wittgenstein
(1953; 1956), asi como las concordancias y complementariedades con
tres modelos semi6ticos que tienen cierta incidencia en la educacion
matematica, Frege (1891; 1892), Vergnaud (1990; 2009) y Steinbring
(1997; 2006). De este modo, ofrecemos una primera respuesta al pro-
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blema de la clarificacién y comparacién de las teorias semiéticas
utilizadas en la educacion matematica.

En la Seccién 3.1, presentamos una sintesis de las teorias generales
sobre el significado, con énfasis en tres autores: Hjelmslev, Peirce y
Wittgenstein, seleccionados porque la perspectiva ontosemi6tica del
significado toma nociones y supuestos basicos de estos autores. En
particular, el EOS interpreta y asume la nocion de funcién semiética
de Hjelmslev, la triada semiética de Peirce, la maxima pragmatica,
y las nociones de significado como uso, juego de lenguaje y forma
de vida de Wittgenstein. En la Seccién 3.2 describimos tres teorias
con un fuerte impacto en la educacién matematica: Frege introduce
una distincion clave entre sentido y referencia; Vergnaud propone
una interpretacién cognitiva del significado, y Steinbring enfatiza una
interpretacion epistemolégica del mismo. En la Seccion 3.3 presen-
tamos la teoria ontosemiodtica del significado, como una aproxima-
cién holistica a las cuestiones de significado y sentido, asi como a
las de objeto y signo. Basaindonos en una concepcion antropologica
(Wittgenstein) y pragmatista (Peirce) de la actividad matematica de-
sarrollada en el Capitulo 2, y adoptando el constructo lingiiistico de
funcion semiética (Hjelmslev), elaboramos una semictica que tiene en
cuenta las teorias referenciales, operacionales, cognitivas y culturales
del significado. En la Seccion 3.4 introducimos la nocién de cono-
cimiento individual y social basado en la ontosemiética y en la 3.5
elaboramos la ecologia de significados como marco para estudiar las
adaptaciones y transformaciones de las matematicas para su estudio
en los contextos educativos. En la seccién 3.6 incluimos un ejemplo
de articulacion de la nocién de significado pragmatico con la herra-
mienta configuracién ontosemioética. La identificacién de concordan-
cias y complementariedades entre teorias semiéticas las estudiamos
en la seccion 3.7 Para mostrar la utilidad del analisis ontosemi6tico
de la cognicién matemadtica, en la Seccién 3.8 incluimos ejemplos de
aplicacion al estudio de los nimeros naturales como objetos cultu-
rales y personales y una sintesis de los significados del concepto de
funcion. El marco del EOS ha sido usado para elaborar un modelo de
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analisis de la dimension afectiva en educacion matematica y de sus
relaciones con las dimensiones cognitiva y epistémica; en la Seccion
3.9 incluimos un resumen de dicho modelo sobre la afectividad. Fi-
nalizamos el capitulo con una sintesis de la teoria ontosemiética del
significado y la cognicion matematica respondiendo a las cuestiones
que proponen Michie et al (2014) en su modelo de anilisis de las
teorias en el campo de las ciencias sociales y del comportamiento.

3.1. Teorias del significado®

En términos generales hay dos escuelas de pensamiento que
abordan la cuestion del significado desde puntos de vista diferentes:
la tendencia analitica o referencial, que intenta apresar la esencia del
significado, identificando sus componentes principales, y la tendencia
operacional o pragmadtica, que estudia las palabras en accion y se in-
teresa menos por qué es el significado que por como opera, como se
usan los medios de expresién y comunicacion.

3.1.1. Teorias realistas o analiticas del significado

De acuerdo con Kutschera (1975), las teorias del significado
pueden agruparse en dos categorias: realistas y pragmaticas. Las
teorias realistas (o referenciales) conciben el significado como una
relacién convencional entre signos y entidades concretas o ideales,
que existen independientemente de los signos lingiiisticos; en con-
secuencia, suponen un realismo conceptual. Segun esta concepcion,
«el significado de una expresion lingiiistica no depende de su uso
en situaciones concretas, sino que el uso se rige por el significado,
siendo posible una divisiéon tajante entre semdntica y pragmatica»
(Kutschera, 1975, p. 34). Una palabra se hace significativa cuando se
le asigna un objeto (concepto o proposiciéon) como su significado.
De esta forma, hay entidades, no necesariamente concretas, aunque

8 El contenido de esta seccion 3.1 y las secciones 3.2, 3.3 y 3.6 esta basado
en el articulo Godino et al (2022).
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siempre objetivamente dadas con anterioridad a las palabras, que son
sus significados.

La forma mas simple de la semadntica realista se presenta en los
autores que atribuyen a las expresiones lingiiisticas solo una funciéon
semantica, consistente en designar (en virtud de unas convenciones)
ciertas entidades. Por tanto, en las teorias realistas (como las defendi-
das por Frege, Carnap, o que la aparece en los escritos del Tractatus
de Wittgenstein), las expresiones lingiiisticas tienen una relacion de
atribucion con ciertas entidades (objetos, atributos, hechos). La funcion
semantica de las expresiones consiste simplemente en esa relacion
convencional, designada como relaciéon nominal.

3.1.2. Teorias operacionales o pragmaticas del significado

Las dos ideas basicas de la categoria operacional o pragmatica de

las teorias del significado son las siguientes:

* El significado de las expresiones lingiiisticas depende del contex-
to en que se usan.

* No es posible la observacion cientifica, empirica e intersubjetiva
de las entidades abstractas —como conceptos o proposiciones—,
que es admitida implicitamente en las teorias realistas. Lo tnico
accesible a la observacion en estos casos en una investigacion
cientifica del lenguaje es el uso lingiiistico. A partir de tal uso
es como se debe inferir el significado de los objetos abstractos.

El enfoque operacional tiene el mérito de definir el significado en

términos contextuales, es decir, puramente empiricos, sin necesidad
de recurrir a estados o procesos mentales vagos, intangibles y sub-
jetivos. Una concepcioén pragmatica u operacional del significado es
abiertamente defendida por Wittgenstein (1953) en su obra Investiga-
ciones filosoficas. En su formulacion, una palabra se hace significativa
por el hecho de desempefiar una determinada funcién en un juego
lingiiistico, por el hecho de ser usada en este juego de una manera
determinada y para un fin concreto. Para que una palabra resulte
significativa no es preciso, pues, que haya algo que sea el significado
de esa palabra, en el sentido de las teorias realistas.
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Para algunos autores, las visiones realista y operacional del signi-
ficado son irreconciliables. Sin embargo, Ullman (1962) sugiere que
las teorias pragmaticas (que denomina operacionales o contextuales)
son un complemento valido y necesario de las teorias realistas (que
denomina referenciales):

El investigador debe comenzar por reunir una muestra adecuada
de contextos y luego tratarlos con un espiritu abierto, permitiendo
que el significado o los significados surjan de los propios contextos.
Una vez completada esta fase, puede pasar con seguridad a la fase
«referencial» e intentar formular el significado o los significados ast
identificados. (Ullmann, 1962, pp. 76-77)

Esta observacion de Ullmann es fundamental y sirve de apoyo al
modelo de significado propuesto por la EOS (descrito en la Seccion
3.3). donde el significado se concibe, en primer lugar, de forma prag-
matica, al relacionarse con las practicas de resolucion de problemas y
los contextos de uso. Sin embargo, ademas, dado que dichas practicas
implican palabras, simbolos y diversos tipos de representaciones que
refieren a otros objetos y sistemas, se pone en juego un significado de
tipo referencial.

3.1.3. Semidtica y filosofia del lenguaje

Debido a que los objetos matematicos no se pueden aprehender
directamente mediante los sentidos, su estatus ontolégico requiere
el uso de signos, como simbolos y diagramas. En consecuencia, la
semiotica, entendida como el estudio sistemdtico de la naturaleza,
propiedades y tipos de signos, esta recibiendo gran atencién en la
investigacion en educaciéon matematica. «<La semidtica ha sido una
lente tedrica fructifera usada por los investigadores interesados por
diversas cuestiones de educacion matemadtica en las décadas recien-
tes» (Presmeg, 2014, p. 539). En nuestro caso, nos hemos interesado
particularmente por la teoria del lenguaje del lingiiista danés Hjel-
mslev (1943), al considerar que puede ser de utilidad para describir
la actividad matematica y los procesos cognitivos implicados, tanto
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en la produccién, como en la comunicacion de los conocimientos
matematicos.

La descripcion y analisis de los procesos de instruccion matemati-
ca requiere transcribir en forma textual las manifestaciones lingiiisti-
cas de los sujetos participantes y los acontecimientos que tienen lugar
en la interaccion didactica. Para realizar su trabajo, el investigador en
didactica dispone de los textos de planificacién del proceso instruc-
cional, las transcripciones del desarrollo de las clases, entrevistas y
respuestas escritas a pruebas de evaluacion, etc. En definitiva, el ana-
lisis se aplicara fundamentalmente a textos que registran la actividad
matematica desarrollada por los sujetos participantes.

Partiendo del texto como dato, la teoria lingiiistica de Hjelmslev
intenta mostrar el camino que lleva a una descripciéon autoconse-
cuente y exhaustiva del mismo, por medio de su analisis, cuyo prin-
cipio basico es que

tanto el objeto sometido a examen como sus partes tienen existen-
cia solo en virtud de las dependencias mutuas; la totalidad del objeto
sometido a examen solo puede definirse por la suma total de dichas
dependencias. Asi mismo, cada una de las partes puede solo definirse
por las dependencias que le unen a otras coordinadas, al conjunto, y a
sus partes del grado proximo, y por la suma de las dependencias que
estas partes del grado proximo contraen entre si. (Hjelmslev, 1943, p. 23)

Una nocién clave en la teoria del lenguaje de Hjelmslev es la de
funcion, que se concibe como la dependencia entre el texto y sus
componentes y entre estos componentes entre si. A los terminales
de una funcién los llama funtivos, esto es, cualquier objeto que tiene
funcion con otros. Esta nocién de funcion esta a medio camino entre
el logico-matematico y el etimologico, mas proximo en lo formal al
primero, pero no idéntico a €l

Asi podemos decir que una entidad del texto tiene ciertas funcio-
nes, y con ello pensar: primero, aproximandonos al significado logi-
co-matematico, que la entidad tiene dependencias con otras entidades,
de tal suerte que ciertas entidades presuponen a otras; y segundo,

aproximandonos al significado etimolégico, que la entidad funciona
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de un modo definido, cumple un papel definido, toma una «posicion»
definida en la cadena. (Hjelmslev, 1943, p. 34)

La funcion de signo

Para Hjelmslev la lengua es un sistema de signos, y un signo (o
expresion de signo) se caracteriza primero y principalmente por ser
signo de alguna otra cosa, por lo que se le atribuye un caracter de
funcion. «Un signo funciona, designa, denota; un signo, en contrapo-
sicién a un no-signo, es el portador de una significacién» (Hjelmslev,
1943, p. 43). <Toda entidad y, por tanto, todo signo, se define con
caracter relativo, no absoluto, y solo por el lugar que ocupa en el
contexto» (Hjelmslev, 1943, p. 45).

Entre los posibles tipos de dependencias que se pueden identificar
entre partes de un texto destacan aquellas en que una parte designa
o denota alguna otra; la primera (plano de expresion) funciona o se
pone en representacion de la segunda (plano del contenido), esto es,
sefiala hacia un contenido que hay fuera de la expresion. Esta funcion
es la que designa Hjelmslev como funcion de signoy que Eco (2000, p.
83) presenta como funcion semiotica’.

3.1.4. El pragmatismo y la semiética de Peirce

Charles Sanders Peirce (1839-1914) escribi6 una gran cantidad
de trabajos sobre temas diversos relacionados con la filosofia, la
matemadtica y la semiética, entre otras disciplinas, los cuales estan
recibiendo una atencion especial en los ultimos afios en diversos
campos. En este apartado incluimos algunas ideas que consideramos
de especial interés, por ser empleadas como marco tedrico en varias
investigaciones en educacion matematica (Campos, 2010; Otte, 2006;
Saen-Ludlow y Kadunz, 2016).

® Un signo esta constituido siempre por uno (0 mads) elementos de un
PLANO DE LA EXPRESION colocados convencionalmente en correlacion
con uno (o mas) elementos de un PLANO DEL CONTENIDO | .. .]. Una
funcion semiotica se realiza cuando dos funtivos (expresion y contenido)
entran en correlacion mutua. (Eco, 2000, pp. 83-84)
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Pragmatismo

El pragmatismo es una corriente filoséfica que surgi6 a finales del
siglo xix en los Estados Unidos. William James y Charles S. Peirce
fueron los principales impulsores de la doctrina, que se caracteriza
por la busqueda de las consecuencias practicas del pensamiento. El
pragmatismo sitda el criterio de verdad en la eficacia y valor del pen-
samiento para la vida. Para esta corriente, la comprension del uso prac-
tico del concepto resulta mas importante que su definicion conceptual.
Para los pragmatistas, la relevancia de los datos surge de la interaccion
entre los organismos inteligentes y el ambiente, lo que lleva al rechazo
de los significados invariables y de las verdades absolutas: las ideas,
para el pragmatismo, son solo provisionales y pueden cambiar a partir
de investigaciones futuras. Al establecer el significado de las cosas a
partir de sus consecuencias, el pragmatismo suele ser asociado a la
practicidad y a la utilidad segtn el contexto.

La orientacion del pragmatismo de Peirce (quien preferia denomi-
nar su posiciéon como «pragmaticismo» para evitar ciertas interpreta-
ciones del pragmatismo) no fue la investigacion de qué significan los
signos en el seno de la vida social, sino la manera en que un individuo
genérico utiliza los signos para formar nuevas ideas y nuevos concep-
tos y para alcanzar la verdad. «Su teoria del pragmaticismo (es decir,
la légica de la abduccion) es la base de su semiética. Por esta razon,
la semiética Peirceana se mueve cerca de las esferas de la logica, sin
reducirse solamente a esta» (Radford, 2006, p. 9).

En el trabajo titulado How to make your ideas clear? defendi6 su
idea pragmaticista de como comprender los conceptos con claridad. La
mdxima pragmadtica es un enunciado de légica que propuso como re-
comendacion normativa o principio regulativo sobre la manera 6ptima
de ograr claridad en la aprehension». Peirce enuncié la maxima prag-
matica de diversas maneras a lo largo de los afios. Una que nos parece
mas comprensible es la siguiente:

402. Parece, por lo tanto, que la regla para alcanzar el tercer grado de
claridad en la comprension es la siguiente: considerar qué efectos, que

naturalmente pueden tener una motivacion practica, concebimos que
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tiene el objeto de nuestra concepcion. Entonces, nuestra concepcion de
dichos efectos es la totalidad de nuestra concepcion del objeto. (Peirce,
1931-58, CP 5.402)

Segun Burch (2014, p. 8), cuando Peirce sugiere que el significa-
do completo de una concepcion consiste en el conjunto completo de
sus efectos practicos, tiene en mente que una concepcion significativa
debe tener algtn tipo de «valor experiencial efectivo, debe, de alguna
manera, estar relacionada con algtn tipo de coleccién de observaciones
empiricas posibles bajo condiciones especificables.

La nocion de signo

El desarrollo de la teoria de los signos, o semiética, fue fundamen-
tal en la vida intelectual de Peirce pudiéndose distinguir, segun Atkin
(2010), tres etapas desde 1860 a 1910, en las que progresivamente la
nocion de signo y sus diferentes tipos se van enriqueciendo, aunque la
estructura basica de los signos y el proceso de significacion se mantie-
nen en gran medida.

Para Peirce, el mundo de las apariencias —el mundo tal como lo
percibimos y experimentamos a través de nuestros sentidos y nues-
tras experiencias inmediatas— estd constituido enteramente de signos,
que se refieren a cualidades, relaciones, sucesos, estados, regularidades,
habitos, leyes, etc., que tienen significados o interpretaciones. Un signo
es uno de los términos de una tripleta de términos que estan indisolu-
blemente conectados uno con otro por una relacion triddica esencial
que Peirce llama la relacion de signo. En la definicion que dio Peirce de
signo en 1897: «algo que estd en lugar de algo para alguien en algin
sentido o capacidad» (CP 2.228) estan explicitos los tres elementos
basicos: signo, objeto, interpretante.

El signo, en si mismo (también llamado representamen), es el término
que usualmente se dice que representa o significa algo. El objefo es lo
que ordinariamente se entiende como la cosa significada o represen-
tada por el signo, aquello para lo que el signo es signo de. El interpre-
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tante'® viene a ser la comprension que alcanzamos de alguna relacion
entre el signo y el objeto, como la traduccion o desarrollo del signo
original (Atkin, 2010). En virtud de la definicion de Peirce de la rela-
cién de signo, el interpretante debe ser ¢l mismo un signo, y un signo
ademas del mismo objeto que es (o fue) representado por el signo (ori-
ginal). Es decir, el interpretante es un segundo significante del objeto,
solo que uno que ahora tiene abiertamente un estatus mental. Pero este
segundo signo debe €l mismo tener un interpretante, que a su vez es
un nuevo, tercer signo del objeto original, y de nuevo es uno con un
estatus abiertamente mental. Y asi sucesivamente. De esta manera, si
hay un signo de cualquier objeto, entonces hay una secuencia de signos
del mismo objeto. Por tanto, para cualquier cosa del mundo de las apa-
riencias, puesto que es un signo, comienza una secuencia infinita de
interpretantes mentales de un objeto.

La maxima pragmatica de Peirce es interpretada y adoptada por el
EOS (Seccion 3.3) cuando este marco propone concebir el significado
de un concepto matematico en términos de los sistemas de practicas
operativas y discursivas realizadas por una persona (o institucién) para
responder a un tipo de situaciones-problema. El EOS también inter-
preta la nocién de funcién semiética tomada de Hjelmslev, y articula
esta idea con la triada semidtica de Peirce y el proceso de semiosis
ilimitada.

3.1.5. Juegos de lenguaje y formas de vida. El lenguaje como
herramienta

La concepcion realista del significado de las palabras se basa en
tratar cada palabra significante como un nombre, idea que informa de
la mayor parte de la reflexion sobre la filosofia de las matematicas y

10 Saenz-Ludlow y Kadunz (2016, p. 3) representan el signo triadico con la
palabra SIGNO (en mayuscula), para distinguirla del componente repre-
sentamen o signo-vehiculo. Indican que comprender el proceso de cons-
truccion de significado supone comprender el papel activo de la Persona
interpretante en la reconstruccion del Objeto real de un SIGNO a partir de
las claves e indicaciones aportadas por los signo-vehiculos los cuales solo
indican ciertos aspectos del Objeto real.
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de la psicologia. Las expresiones matematicas tales como ‘0, -2 ‘alef
subcero, o incluso +, x¥, ‘e¥, se toman como nombres de entidades, y
la cuestion, équé significan?, se reduce a, éen lugar de qué estan? (Baker
y Hacker, 1985).

Por otra parte, Wittgenstein (1953; 1956) argument6 que deberia-
mos considerar las palabras como herramientas y clarificar sus usos
en nuestros juegos de lenguaje. Por ejemplo, las palabras numéricas son
instrumentos para contar, ordenar y medir, y los fundamentos de la
aritmética elemental, esto es, el dominio de la serie de nimeros natu-
rales se basa en el entrenamiento en el conteo.

Las nociones de «juego de lenguaje» y formas de vida» son concep-
tos principales en la filosofia de Wittgenstein. Dado que el significado
de las palabras se concibe como el uso que se hace de ellas en diversos
contextos, el sentido de «juego de lenguaje» hay que buscarlo mediante
el uso que hace Wittgenstein de dicha expresion. Asi, por ejemplo, la
interaccién comunicativa que se establece entre un maestro albafil A
que pide materiales a su ayudante B es un juego de lenguaje. Los pro-
cesos comunicativos mediante los que los nifios aprenden su lengua
materna son otro ejemplo. En el epigrafe 23 de las Investigaciones Filo-
soficas, Wittgenstein desarrolla esta idea con nuevos ejemplos:

23. ... La expresion «juego de lenguaje» debe poner de relieve aqui
que hablar el lenguaje forma parte de una actividad o de una forma
de vida. Ten a la vista la multiplicidad de juegos de lenguaje en estos
ejemplos y en otros:

Dar o6rdenes y actuar siguiendo 6rdenes - Describir un objeto por
su apariencia o por sus medidas - Fabricar un objeto de acuerdo con
una descripcion (dibujo) - Relatar un suceso - Hacer conjeturas sobre
el suceso - Formar y comprobar una hipotesis - Presentar los resul-
tados de un experimento mediante tablas y diagramas - Inventar una
historia; y leerla - Actuar en teatro - Cantar a coro - Adivinar acertijos
- Hacer un chiste; contarlo - Resolver un problema de aritmética apli-
cada - Traducir de un lenguaje a otro - Suplicar, agradecer, maldecir,

saludar, rezar.
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Como explica Marrades (2014), la expresion forma de vida aparece
siempre en conexion con el lenguaje y; mas concretamente, con juegos
de lenguaje particulares; ademas, en la mayoria de los ejemplos, la
nocién de forma de vida se caracteriza como un modo de actuar que
esta en la base del uso del lenguaje. Segtin este autor, el recurso a dicha
nocién se produce en un ambito de problemas que conciernen a las
condiciones conceptuales de la comprension del lenguaje. Compren-
der el sentido de una expresion exige, no solo apelar a las reglas que
rigen su uso, sino también ver dicho uso por referencia a una estructu-
ra existencial mas amplia, de la cual forma parte el juego de lenguaje:

Mais concretamente, una forma de vida designa, para Wittgens-
tein, un entramado factico de relaciones entre conducta lingiiistica,
conducta no lingiiistica y situaciones en el mundo, en cuyo marco se
desarrolla un juego de lenguaje. | . . . | Las formas de vida son siempre
formas sociales de vida, practicas sociales. (Marrades, 2014, p. 146)

Los constructos, forma de vida y juego de lenguaje se incorporan
a la nocion de institucion del EOS (Seccion 3.3). Una institucion o co-
munidad de practicas comparte algunos tipos de problemas, formas
especificas de abordar estos problemas, asi como hdbitos, normas,
recursos materiales y lingiiisticos, lo que equivale a decir que los
miembros de la instituciéon comparten formas de vida y juegos de
lenguaje. Este es un postulado basico aceptado por cualquier enfoque
sociocultural del conocimiento en general y del conocimiento mate-
matico en particular.

En el siguiente apartado, analizamos como el EOS se apoya en las
nociones de funcién de signo (Hjelmslev) y de practica matematica,
lo que hace operativa la vision antropologica de la matematica de
Wittgenstein y su relatividad respecto a los juegos de lenguaje y
las formas de vida. Ademas, el EOS interpreta la triada semiotica
de Peirce en términos de la funcién o correspondencia entre dos
términos, antecedente y consecuente, conectados por un criterio o
regla de correspondencia. La maxima pragmadtica de Peirce se traduce
también en el EOS en términos de sistemas de practicas operativas y
discursivas, que se utilizan para proponer una conceptualizacién del
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significado pragmatico de los objetos matematicos, en contraposicién
a las visiones mentalistas o idealistas sobre los conceptos.

3.1.6. Semidtica cognitiva

La semidtica cognitiva es un campo emergente de investigacion
que tiene el propoésito de
..integrar métodos y teorias desarrollados en las disciplinas de la
ciencia cognitiva con métodos y teorias elaboradas en la semiética y
las humanidades, con el objetivo ultimo de aportar nuevos conoci-
mientos sobre el ambito de la significacion humana y su manifesta-
cion en las practicas culturales. (Zlatev, 2012, p. 2)

La semidtica cognitiva no apareci6 realmente hasta mediados de
los afios noventa, siendo Daddesio (1995) el autor que establece un
proyecto para mostrar tanto la viabilidad como la utilidad de un
enfoque cognitivo de la semiosis, estableciendo una teoria cogniti-
va de los simbolos. Autores cldsicos como Piaget (1962) y Vygotsky
(1962, 1978) ya habian abordado esta cuestion, pero nuevos concep-
tos, métodos de investigacion y una gran cantidad de datos la han
convertido en un area muy fructifera (Zlatev, 2012, p. 4).

Paulucci (2021) indica tres principios o dimensiones que funda-
mentan la semiética cognitiva:

1. Enactivismo radical. Desde un punto de vista enactivo, toda
cognicién, percepcion o pensamiento es el resultado de la in-
teraccion de un organismo vivo con su entorno. Desde la pers-
pectiva de la semiética cognitiva, este entorno no es «natural,
sino un entorno semiético repleto de objetos, normas, habitos,
instituciones y artefactos que dan forma a nuestras mentes. Otra
fuente del enactivismo es la teoria de la base corporal del pen-
samiento, via el papel de las metaforas, de acuerdo con los tra-
bajos de Lakoff y Johnson (1980) y Johnson (1987). Segun estos
autores, toda la comprensiéon humana, incluyendo el significado,
la imaginacion y la razon, estd sobre la base de esquemas del
movimiento corporal y de su percepcion. Estos esquemas se ex-
tienden mediante el uso de metaforas, las cuales proporcionan
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la base de cualquier comprension, pensamiento y comunicacion
humana. En Lakoff y Nufiez (2000) se desarrolla y aplica esta
idea al caso de las matematicas.

2. Pragmatismo. La cognicion no sirve para construir una represen-
tacion verdadera del mundo, sino que es un medio para actuar
en el mundo de manera eficaz. Para ello es necesario construir
versiones del mundo que sean capaces de hacerlo surgir, no
de representarlo. El significado se identifica con los habitos y
con la creacion de sentido. El pragmatismo sitta el criterio de
verdad en la eficacia y valor del pensamiento para la vida. Se
opone, por lo tanto, a la filosofia que sostiene que los conceptos
humanos representan el significado real de las cosas. Para los
pragmaticos, la relevancia de los datos surge de la interaccion
entre los organismos inteligentes y el ambiente. Esto lleva al
rechazo de los significados invariables y de las verdades abso-
lutas: las ideas, para el pragmatismo, son solo provisionales y
pueden cambiar a partir de investigaciones futuras.

3. Teoria del compromiso material. La teoria del compromiso mate-
rial (MET, Material Engagement Theory) (Malafouris, 2013) consi-
dera el papel de los objetos técnicos y los artefactos materiales
como constitutivos de la cognicion. Los artefactos son una parte
del entorno en la que se delegan algunas funciones cognitivas,
que no serian posible realizar dentro de la cabeza o el cuerpo
biologico. Los textos, lenguajes y sistemas semidticos constituyen
el andamiaje que permite a los seres humanos conocer el mundo
y representan el trasfondo de nuestra percepcion del entorno.

Esta corriente de pensamiento considera que la mente esta corpo-
rizada (embodied), extendida y distribuida, en lugar de estar ligada
al cerebro o estar «toda en la cabeza». Este cambio de perspectiva
plantea importantes cuestiones sobre la relacion entre la cognicion
y la cultura material, y plantea grandes retos para la filosofia, la
ciencia cognitiva, la arqueologia y la antropologia. Malafouris (2013)
propone un marco analitico interdisciplinar para investigar el modo
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en que las cosas se han convertido en extensiones cognitivas del
cuerpo humano. Su teoria del compromiso material afiade la materia-
lidad —el mundo de las cosas, los artefactos y los signos materiales— a
la ecuacion cognitiva.

3.1.7. Semiética cultural

La semi6tica cultural aborda el estudio del significado dentro del
marco de la vida social y cultural. Se centra especificamente en las
relaciones sistémicas y contextuales a través de las cuales se confiere
el significado. Lotman (1984/2003; 1990) es el primero que habla
de «semiética de la cultura, enfocindose en el circulo cultural sis-
tematico en el que estd implicado todo texto. A pesar de partir de
la semiética textual adopta inmediatamente una nueva perspectiva:
esencialmente, que el analisis de los textos esta subordinado a la
identificacién del procesamiento y la transmision cultural a escala
general, y que cada texto es un lugar donde muchos cédigos se en-
trecruzan, formando nuevas relaciones y estructuras. Para Lotman, el
mecanismo de funcionamiento mas pequefio, la unidad de semiosis,
no es la lengua por separado, sino todo el espacio semiético de la
cultura en cuestion. Es el espacio que denomina semiosfera: el espacio
semiotico necesario para la existencia y el funcionamiento de las
lenguas; en cierto sentido, la semiosfera tiene una existencia previa y
estd en constante interaccion con las lenguas.

La semiosfera se caracteriza por su heterogeneidad. Los lenguajes
que llenan el espacio semiético son diversos y se relacionan entre si
a lo largo de un espectro que va desde la completa traducibilidad
mutua hasta la igualmente completa intraducibilidad mutua. La hete-
rogeneidad se define tanto por la diversidad de elementos como por
sus diferentes funciones. (Lotman, 1990, p. 125)

Eco (2000) adopta una perspectiva cultural de la semidtica; es
decir, una semiética cuyas raices profundas y sentido residen en la
interrogacion y el anilisis de los sistemas culturales. Para Eco el signi-
ficado debe concebirse como una unidad cultural, siendo siempre un
asunto de negociacion publica e intersubjetiva. El universo semidtico
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esta constituido no tanto por signos, sino por unidades culturales,
entidades que absorben y reflejan la influencia de la cultura en la
que se encuentran. Los signos no son los lemas de un sistema rigido
de organizacion de contenidos (un diccionario), sino los nodos de una
red de significados que se puede recorrer en multiples direcciones,
segun las inferencias y las conexiones de interpretacion que se elijan:
un universo semiético que toma la forma de una enciclopedia.
Considerar la cultura en su globalidad sub especie semidtica no
quiere decir tampoco que la cultura en su totalidad sea solo comu-
nicacion y significacién, sino que quiere decir que la cultura en su
conjunto puede comprenderse mejor, si se la aborda desde un punto
de vista semi6tico. En resumen, quiere decir que los objetos, los com-
portamientos y los valores funcionan como tales porque obedecen a

leyes semioticas. (Eco, 2000, p.51, version espaiiola)

3.2. Teorias del significado en educacion matematica

La clarificacion de las nociones de significado y sentido es un tema
de interés para la educacion matematica y se aborda desde diferentes
perspectivas. En esta seccion, describimos sintéticamente tres teorias
semioticas orientadas especificamente al conocimiento matematico:
La teoria légico-semantica de Frege, la perspectiva cognitiva de Verg-
naud y el enfoque epistemolégico de Steinbring. Frege es un autor
clasico que plantea la distincion entre sentido y referencia, que es un
punto de partida para el triangulo epistemologico de Steinbring, un
modelo desarrollado desde una posicion explicita de la educacion
matematica. Vergnaud es el representante de las teorias del signifi-
cado desde la perspectiva psicologica constructivista. En estas tres
teorias hay un interés por relacionar la cuestion del significado de los
términos y expresiones con el problema ontologico sobre la natura-
leza de los conceptos matematicos, que es una cuestion central en el
EOS. En la Seccion 3.6, analizamos algunas concordancias y comple-
mentariedades entre estas teorias semioticas y el EOS.
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La preocupacion por el significado de los términos y conceptos
matematicos lleva directamente a la indagacién sobre la naturaleza
de los objetos matematicos, a la reflexion ontolégica y epistemologica
sobre la génesis personal y cultural del conocimiento matematico y
su mutua interdependencia. Reciprocamente, detras de toda teoria
sobre la formacion de conceptos, o mas general, de toda teoria del
aprendizaje, hay unos presupuestos ontolégicos sobre la naturaleza
de los conceptos y, por tanto, una teoria mas o menos explicita del
significado.

3.21. Sentido y referencia en Frege

Distintos modelos triangulares se han propuesto para tratar con
el problema de las relaciones entre los simbolos y los significados.
Uno de ellos es el introducido por Frege (1892) en el articulo «Sobre
sentido y referencia».

Asi pues, resulta natural pensar que en un signo (nombre, union
de palabras, signos escritos) estd unido ademas de lo designado, lo que
se podria llamar la referencia del signo, lo que me gustaria llamar
el sentido del signo, donde estd contenido el modo de presentacion.
(Frege, 1892, p. 85)

Por ejemplo, sean, g, b, ¢ los segmentos que unen los vértices de
un triangulo con los puntos medios de los lados opuestos. El punto
de interseccion de a y b es el mismo que el de interseccion de by ¢
(baricentro). Asi que tenemos diferentes designaciones para el mismo
punto, y estos nombres («punto de interseccién de a'y b» y «punto de
interseccion de by ¢) indican al mismo tiempo el modo de presen-
tacion; es por ello por lo que la proposicion contiene conocimiento
efectivo. Ambas expresiones tienen la misma referencia, pero dife-
rentes sentidos.

Al signo le corresponde un sentido determinado y a este, a su
vez, una referencia determinada, mientras que a una referencia (a un
objeto) no le pertenece solo un signo, ni tampoco un solo sentido.
El mismo sentido tiene distintas expresiones en distintos lenguajes;
puede ocurrir que una expresion tenga sentido, pero no una referen-
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cia. Por ejemplo, «<la expresion ‘la serie que converge mas lentamente”
tiene un sentido, pero se sabe que no tiene referente, ya que, para cada
serie convergente se puede encontrar otra serie que converge, pero
mas lentamente. Al captar un sentido, no se esta seguro de que haya
un referente» (Frege, 1892 p. 87).

Frege considera que hay que distinguir entre la referencia y el
sentido de un signo respecto de la representacion que se asocia a los
mismos; la representacion es algo interno a cada sujeto. Si la referen-
cia de un signo es un objeto perceptible, entonces la representacion
que alguien tiene de €l es una imagen originada a partir de recuerdos
de impresiones sensoriales que ha tenido y de actividades, tanto in-
ternas como externas, que ha ejercitado. No siempre, ni siquiera en
la misma persona, la misma representacion esta ligada con el mismo
sentido. La representacion es subjetiva: la representacion de uno no
es la del otro.

El sentido de una expresion se supone que consiste en la manera
en que determinamos su referencia: pero ocurre que, con frecuencia,
no hay una unica manera de determinar la referencia de una expre-
sion, sino que diferentes personas pueden determinarla de diferentes
modos, e incluso que lo que se toma en una ocasion como un modo
aceptable de determinarlo puede después ser abandonado al no coinci-
dir con los otros. Si es asi, entonces lo que es objetivo sobre el empleo
de una expresion, lo que es compartido por todos los hablantes de la
lengua, es después de todo su referencia. (Dummett, 1973, p. 102)

Inicialmente, la teoria del sentido y la referencia fue desarrollada
para el caso de los nombres propios:

La referencia de un nombre propio es el objeto mismo que desig-
namos por medio de é€l; la representacion que tenemos en este caso es
completamente subjetiva; entre ambos esta el sentido, que ciertamente
ya no es subjetivo como la representacion, pero que tampoco es el
objeto mismo. (Frege, 1892, p. 213)

Seguidamente, Frege amplia la teoria del sentido y referencia para
las oraciones asertoricas, enunciados que afirman como verdadero
o falso un juicio, y para los nombres comunes o conceptos. «Toda
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oracion asertorica, en la que importe la referencia de sus palabras, ha
de concebirse por lo tanto como un nombre propio, y su referencia, en
el caso de que la tenga, es lo verdadero o lo falso» (Frege, 1892, p. 216).

Frege distingue entre objeto y concepto. La nocién de concepto en
logica, que es el punto de vista que interesa a Frege, esta estrechamen-
te relacionada con la de funcién, para la que propone la definicion,
«por funcién de x se ha de entender una expresion de célculo que
contenga x, una férmula que encierra la letra x» (Frege, 1891, p. 138).
Para la nocion de concepto afirma: «<un concepto es una funcién cuyo
valor es siempre un valor de verdad» (Frege, 1891, p. 146); los valores
que se dan al argumento de la funcién son los objetos que caen bajo
el concepto. En logica, «podemos designar como extension de un con-
cepto al recorrido de una funcién cuyo valor para todo argumento es
un valor de verdad» (Frege, 1891, p. 1406).

Sobre la nocién de objeto Frege afirma: «objeto es todo lo que no
es funcion, cuya expresion no conlleva, por lo tanto, un lugar vacio»
(Frege, 1891, p. 147). Los recorridos de funciones son objetos, mientras
que las funciones mismas no lo son. Asi mismo, las extensiones de
conceptos son también objetos, aunque los conceptos mismos no lo
son.

El modelo légico-semantico de Frege distingue si un signo se
refiere a un objeto o a un concepto, bajo una determinada modalidad
o significado (signo, sentido, referencia). Se trata de un primer paso
para aceptar que un concepto admite una pluralidad de posibles in-
terpretaciones, usos o significados parciales. Solo hay un objeto/con-
cepto, pero este objeto puede ser visto desde diferentes perspectivas:
por ejemplo, el baricentro puede estar vinculado a las medianas a, b
de un tridngulooa by c

Aunque la filosofia de las matematicas de Frege es indudablemen-
te realista-platonista al asumir que un objeto matemadtico tiene una
existencia propia e independiente, su teoria del sentido y la referencia
de los signos, palabras y expresiones, abre una ventana al relativismo
de las posiciones psicologicas y antropolégicas. Una palabra designa
o se refiere a un objeto o a un concepto, pero siempre va acompa-
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nada de un pensamiento, de un sentido o de una forma especifica
de ver el objeto o el concepto en el contexto en el que se produce la
comunicacion. Estos sentidos se consideran de forma intersubjetiva y,
en consecuencia, se puede plantear el problema de identificar y carac-
terizar el posible universo de sentidos atribuibles al objeto.

3.2.2. La tripleta conceptual de Vergnaud

Vergnaud (1982) considera que es un desafio cientifico promover
el estudio del aprendizaje y la ensefianza de las matematicas como
un campo propio bien definido, no reducible a las matematicas, psi-
cologia, lingiiistica, sociologia u otras ciencias. Esto requiere el ana-
lisis de los diferentes contenidos matematicos, en su especificidad, y
el estudio empirico de su ensefianza y aprendizaje, de manera que
se tenga en cuenta tanto el crecimiento del conocimiento a largo
plazo en los nifios y adolescentes, como el cambio de concepciones
a corto plazo ante las nuevas situaciones que se encuentren. Con
dicho fin ha elaborado la teoria de los campos conceptuales en la
que propone una definicion de concepto ttil para abordar el estudio
del desarrollo evolutivo del conocimiento matematico. Considera
que un concepto no puede ser reducido a su definicion, al menos si
se esta interesado en su aprendizaje y ensefianza (Vergnaud, 1990, p.
133). A través de las situaciones y de los problemas que se resuelven
es como un concepto adquiere sentido para el nifio. El estudio que
hace Vergnaud del desarrollo y el funcionamiento de un concepto,
en el curso del aprendizaje o durante su utilizacion, le lleva a con-
siderar necesario distinguir tres planos o componentes, la tripleta (S,
I, G), como constituyentes de un concepto C, donde:

S: conjunto de situaciones que dan sentido al concepto (la referencia).

I: conjunto de invariantes sobre los cuales reposa la operacionali-
dad de los esquemas (el significado).

G: conjunto de las formas lingiiisticas y no lingiiisticas que per-
miten representar simbodlicamente el concepto, sus propiedades, las

situaciones y los procedimientos de tratamiento (el significante).
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No hay en general biyeccién entre significante y significado, ni
entre invariante y situacion. No se puede por tanto reducir el sig-
nificado ni al significante, ni a la situacion. La nocién de sentido es
entendida como una relacion del sujeto a las situaciones y al signi-
ficante. «<Mds precisamente, son los esquemas evocados en el sujeto
individual por una situacién o por un significante lo que constituye
el sentido de esta situacién o de este significante para este sujeto»
(Vergnaud, 1990, p. 158). Por ejemplo, el sentido de la adicién para
un sujeto es el conjunto de esquemas que puede poner en obra para
tratar las situaciones a las cuales el sujeto llega a estar confrontado,
y que implican la idea de adicion; es también el conjunto de es-
quemas que puede poner en juego para operar sobre los simbolos
(numéricos, algebraicos, graficos o lingiiisticos) que representa la
adicion.

Vergnaud (1982; 1990) va un paso mads allda que Frege en la pro-
blematizaciéon del concepto matematico al abordar el problema
del aprendizaje y la ensefianza: el concepto mismo es una entidad
compleja y sistémica formada por la interaccion entre tres tipos de
objetos: los sistemas de representacion, las situaciones problematicas
y las invariantes operatorios.

3.2.3. El tridangulo epistemolégico

Steinbring (1997; 2006) interpreta el tridngulo de Frege y el pro-
puesto por Ogden y Richards (1923), adoptando una perspectiva
epistemologica que ayude a comprender los procesos de interpreta-
cién, comunicacién y construcciéon de significados que tienen lugar
en la clase de matematicas. El triangulo epistemolégico que propone
incluye los tres elementos (Figura 3.1): el signo o simbolo, el objeto
o contexto de referencia, el concepto, entendido este ultimo como
concepto matematico ideal o abstracto.
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Objeto/ contexto P Signo/simbolo
de referencia

Concepto

Figura 3.1. El triangulo epistemologico
(Steinbring, 2006, p. 135)

Mediante el triangulo epistemologico, se modeliza una mediacion
semiotica (representacional) donde
los vinculos entre los vértices del triangulo epistemologico no se
definen de manera explicita e invariable, mas bien forman un sistema
equilibrado donde se apoyan mutuamente. En el sucesivo desarrollo
del conocimiento, las interpretaciones de los sistemas de signos y los
contextos de referencia que le acompaiian seran modificados. (Stein-
bring, 1997, p 52)
Atribuye dos funciones a los signos matematicos:
1. Una funcion semiética: el papel de los signos matematicos como
«algo que se pone en lugar de otra cosa».
2. Una funcion epistemologica: el papel de los signos matematicos
en la constitucién epistemolégica del conocimiento matematico.
(Steinbring, 2006, p. 134)

Para comprender el modelo semi6tico-epistemologico sobre el co-
nocimiento matematico de Steinbring es necesario clarificar la natu-
raleza de los vértices del triangulo. Se asume que «El verdadero objeto
matematico, esto es el concepto matematico, no puede ser identifica-
do con sus representaciones» (Steinbring, 2006, p. 137). Pero entonces,
¢qué son los conceptos matematicos? ¢Qué son los objetos/contextos
de referencia?

La aplicacion del triangulo epistemolégico al concepto de proba-
bilidad (Figura 3.2) permite comprender las caracteristicas de este
modelo tedrico sobre el conocimiento matematico.
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Objeto/ contexto Signo/simbolo
de referencia P

¢ Nuamero fraccionario
+ Dado ideal + Frecuencia relativa
Colectivos estadisticos + Axiomas
e Configuracion
independiente

L]

Concepto

s Probabilidad clasica
Probabilidad como frecuencias
s Probabilidad axiomatica

Figura 3.2. Tridngulo epistemologico aplicado al
concepto de probabilidad (Steinbring, 1997, p. 53)

Se puede observar que dentro de la categoria de signosimbolo se
incluyen expresiones diversas (nimero fraccionario, frecuencia rela-
tiva, axiomas). Dentro de la categoria de objetos/contexto de referencia
se incluyen situaciones problemadticas donde se aplica la probabili-
dad, como la determinacion de si un dado es o no sesgado (ideal),
la recopilacion de colecciones de datos estadisticos para determinar
la probabilidad, y el cdlculo de probabilidades en configuraciones
de sucesos independientes. Dentro de la categoria concepto, incluye
diversos significados o sentidos del concepto de probabilidad: pro-
babilidad clasica, probabilidad en sentido frecuencial y probabilidad
axiomatica.

Es decir, aunque no se menciona de manera explicita, se esta asu-
miendo que el concepto de probabilidad tiene diferentes significados,
dependiendo de los tipos de contextos o situaciones-problemas donde
interviene y que tales situaciones y significados involucran diferentes
sistemas de representacion. La mencion a la probabilidad axiomatica
(Figura 3.2) es muy vaga. Posiblemente quiera decir, la expresion sim-
bolica de los axiomas, puesto que los axiomas en si mismos no son re-
presentaciones sino propiedades de la probabilidad que la ligan con
otros objetos matematicos, como la unién o interseccion de sucesos.

El triangulo epistemoldgico es un modelo para hacer accesible
el conocimiento matemdtico invisible con respecto a su caracter

estructural, para describir sus particularidades y también para
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analizar los procesos interactivos de construccién del conocimien-
to matematico —por lo tanto, relaciones invisibles que son expresa-
das en contextos y actividades ejemplares. (Steinbring, 2006, p. 144)
El triangulo epistemolégico de Steinbring sugiere implicitamen-
te, que el concepto, los signos/simbolos de referencia y los objetos/
configuracién de referencia, incluyen una variedad de estructuras
generales (varias construcciones de probabilidad, nimero natural,
etc.). Las relaciones reciprocas de las estructuras conceptuales con los
sistemas de representacion y los diferentes contextos y situaciones de
uso deben tenerse en cuenta para organizar y explicar la generacion
del conocimiento matematico, es decir, la epistemologia del concepto.
En este modelo se adopta una perspectiva sistémica, tanto para la
estructura de los conceptos, como para los sistemas de simbolos y
los contextos. Frege atribuye varios sentidos al concepto matematico,
mientras que para Steinbring estos sentidos se relacionan reciproca-
mente con diversos sistemas simbélicos y contextos.

3.3. Teoria ontosemiética del significado

En el marco del EOS la nocién de significado y su relacion con
las nociones de practica y objeto desempefian un papel central. Una
practica es «cualquier acciéon o manifestacion (lingiiistica o de otro
tipo) realizada por alguien para resolver problemas matematicos,
para comunicar la solucién a otras personas, con el fin de validar
y generalizar esa solucién a otros contextos y problemas» (Godino y
Batanero, 1998, p. 182).

En nuestra concepcion, es el hecho de que en el seno de ciertas
instituciones se realizan determinados tipos de practicas lo que deter-
mina la emergencia progresiva de los «objetos matematicos» y el que el
«significado» de estos objetos esté intimamente ligado a los problemas
y a la actividad realizada para su resolucion, no pudiéndose reducir
este significado del objeto a su mera definicion matematica. (Godino
y Batanero, 1994, p. 331)
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Aunque el objetivo inicial del EOS fue elaborar un modelo tedrico
que diera respuesta a la cuestion del significado de los conceptos
matematicos, en sucesivos desarrollos, se ha ido ampliando dicho
objetivo y aplicandolo a cualquier tipo de objeto que intervenga en
las practicas matematicas. Los problemas epistemoldgicos, cognitivos
e instruccionales que debe abordar la educacion matematica deben
tratar previamente el problema ontolégico, esto es, clarificar la natu-
raleza y tipos de objetos matematicos cuya ensefianza y aprendizaje
se pretende.

En una primera aproximacion, el significado es aquello que refiere
una palabra, un simbolo o cualquier otro medio de expresion, emitida
por una persona en un acto comunicativo con otra persona o consigo
mismo, que tiene lugar en un contexto determinado. No obstante, con
las palabras y simbolos no solo se mencionan o representan cosas,
sino que mediante ellos también se hacen cosas, es decir, intervienen
en practicas operativas. Con las palabras y simbolos se opera, calcula,
de manera que se producen nuevos objetos. Por ejemplo, con los
simbolos numéricos 2, 3 y la palabra «suma», siguiendo ciertas reglas
acordadas, se produce el resultado 5, asi como un nuevo objeto mate-
matico, la proposicion de que 2 + 3 es igual a 5, que se acepta como
verdadera cuando se deduce de las reglas acordadas.

Surge, por tanto, la cuestion {qué papel, ademas del representa-
cional, desempefia esta palabra, simbolo o expresion en esta practica
operativa? Este es un problema central que tiene que ser abordado
por una teoria holistica sobre el significado, que tenga en cuenta
tanto el uso referencial como el operacional, para dar respuesta al
significado de expresiones que refieren tanto a conceptos (objetos
ideales, abstractos), como a cualquier otro tipo de objeto, o no refieren
a ningun objeto.

En esta seccion trataremos de explicar el uso del significado en el
EOS, y su relacion con las nociones de practica y objeto matematico.
Contextualizamos la explicacion con el ejemplo de una posible de-
mostracion de la proposicion aritmética elemental 2+3=5 incluida en
la Figura 3.3 Aceptamos que las practicas 1) a 7) son realizadas por
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un sujeto epistémico que comparte el juego de lenguaje y la forma de
vida de las personas que conocen la axiomatica de Peano.

Proposicion: 2+3=5

Demostracion:

1. Los simbolos, 2, 3 y 5 representan numeros naturales.

2. Los niimeros naturales son un conjunto de simbolos que satisface los axiomas de Peano,
en particular, hay un primer elemento, 1, y esta definida una funcion siguiente (sucesor),
s:N—N, inyectiva. En dicho conjunto se define la suma, +, de manera recursiva como:
n+l=s(n) ; nts(m)=s(n+m) .

3. En la secuencia, 2 es el sucesor de 1, 2= s(1)=1+1, 3 es el sucesor de 2, 3=5(2)=2+1,y 5
es el sucesor de 4 que es el siguiente de 3, 5= s5(4)=s(s(3)).

4. Elsigno = indica la equivalencia de dos expresiones.

5. La expresion 2+3 representa la suma de los niimeros naturales 2 y 3.

6. Teniendo en cuenta la definicion de la suma de nimeros naturales y de sucesor
2+3=2+5(2)= s(2+2)=s(2+s(1))= s(s(2+1))=s(s(3))= s(4)= 5

7. Por tanto, las expresiones 2+3 y 5 son equivalentes.

Figura 3.3. Demostracion de una proposicion
aritmética elemental (2+3=5)

3.3.1. Practicas, objetos y significados

En el enunciado de la proposicion, 2+3=5, los simbolos 2, 3 y 5
refieren a los nimeros naturales 2, 3 y 5; + se refiere a la operacion
aritmética de sumar y el simbolo = significa que el resultado de
sumar 2y 3 coincide con el nimero 5.

Al hacer estas interpretaciones de los simbolos estamos siguien-
do unas reglas convenidas en la cultura o comunidad matematica,
de manera que si entendemos los niimeros y los simbolos de sumar
e igualdad de esa manera necesariamente se debe aceptar que «dos
mas tres es igual a cinco».

Desde una perspectiva conceptualista-idealista de las matema-
ticas, se piensa que en la expresion 2+3=5, ademas de los signos
u objetos materiales visibles o audibles, intervienen otros objetos
inmateriales no visibles, usualmente considerados como conceptos,
en este caso los conceptos de nimero 2, 3, 5, concepto de suma,
concepto de igualdad. Para poder comprender la justificacion de
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la veracidad de la proposicion 2+3=5 es necesario explicitar qué se
entiende por numero natural, en particular qué son los conceptos
de 2, 3, 5, suma e igualdad, o lo que es equivalente qué significado
se debe atribuir a estos conceptos.

Para no caer en la trampa idealista del platonismo de la que ad-
vierte Wittgenstein, en el EOS, al hablar de conceptos y significado
de conceptos (o de cualquier tipo de objeto matematico) se asume
una interpretacion pragmatista de tales entidades. Con dicha fina-
lidad, Godino y Batanero (1994, p. 341) introdujeron las siguientes
definiciones de significado:

Definicion 8: Significado de un objeto institucional Oy

Es el sistema de practicas institucionales asociadas al campo de
problemas de las que emerge O, en un momento dado.

Definicion 9: Significado de un objeto personal O,;:

Es el sistema de practicas personales de una persona p para re-
solver el campo de problemas del que emerge el objeto O, en un
momento dado.

El ejemplo de la proposicion 2 + 3 = 5 ayuda a aclarar el alcance
de las definiciones 8 y 9 y, por tanto, de los supuestos pragmaticos
del EOS. El enunciado O: 2 + 3 = 5 es un objeto matematico propo-
sicional que requiere una justificacion dentro del juego del lenguaje
especifico de la axiomatica de Peano. Ante la situacion-problema
consistente en demostrar O, el sujeto epistémico/institucional que
resuelve el problema responde {qué significa O? En el EOS, el signifi-
cado pragmatico de O es el sistema de practicas 1) a 7). El problema
puede plantearse a un estudiante, que seguramente dara una res-
puesta diferente. En cualquier caso, el significado pragmatico de O
para el estudiante (significado personal) sera el sistema de practicas
operativas y discursivas que realiza para probar la veracidad de la
proposicion.

Las practicas 1) a 7) (Figura 3.3) constituyen conjuntamente la
argumentacion que justifica la proposicion 2+3=5, en la cual ademas
de entidades lingiiisticas y conceptuales interviene una entidad pro-
cedimental: la técnica de aplicar recursivamente la definicién de
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suma de numeros naturales. Mediante las practicas discursivas y
operativas se evocan las reglas que fijan el significado de los concep-
tos y procedimientos, concluyendo con la practica discursiva-nor-
mativa 7): Por tanto, las expresiones 2+3 y 5 son equivalentes.

En la actividad matematica los conceptos, proposiciones y proce-
dimientos pueden participar como entidades unitarias, que se des-
criben mediante una definicion o un enunciado que fija la regla de
uso de tal objeto: por ejemplo, la definicién de nimero natural dada
en la practica 2) de la demostracion (Figura 3.3). Pero sabemos que
es posible encontrar otras definiciones de nimero natural usando
diferentes sistemas axiomaticos, o dependiendo de diferentes con-
textos o marcos institucionales en que se usan los nimeros. Cada
una de tales definiciones pone en juego diferentes practicas opera-
tivas y discursivas involucrando ademads otros objetos y, por tanto,
implican un significado pragmatico diferente.

Como hemos descrito en el Capitulo 2, el término «objeto» se
utiliza en un sentido amplio para referirse a cualquier entidad que
intervenga de algin modo en la practica matematica y que pueda
identificarse como una unidad. El uso de objeto es metaférico, ya
que un concepto matematico, suele concebirse como una entidad
ideal o abstracta, y no como algo tangible, como una piedra, un
dibujo o un manipulativo. Esta idea general de objeto, coherente con
la propuesta del interaccionismo simbolico (Blumer, 1969; Cobb y
Bauersfeld, 1995), resulta util a la hora de considerar una tipologia
de objetos matematicos, al tener en cuenta sus diferentes roles y
naturaleza en la actividad matematica.

Los simbolos, las representaciones materiales externas y los ma-
nipulativos, intervienen en la actividad matematica escolar y profe-
sional y; en consecuencia, se consideran objetos matematicos, porque
se utilizan en las practicas matematicas. Los conceptos de niumero,
fraccion, derivada, etc., son objetos matematicos de naturaleza y
funcién diferentes a las representaciones ostensivas; son objetos no
ostensivos, mentales (cuando intervienen en las practicas personales,
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o individuales), o institucionales (cuando intervienen en las practicas
socioculturales compartidas). En ambos casos, regulan la actividad
matematica, mientras que sus representaciones ostensivas apoyan o
facilitan la realizacion de dicha actividad.

Cada tipo de objeto puede ser considerado desde diferentes
puntos de vista duales, como se indica en la Figura 3.4'. En par-
ticular, un objeto puede ser considerado desde un punto de vista
personal (sujeto individual) o institucional (social, compartido), te-
niendo asi, una doble naturaleza, mental/cognitiva y cultural/episté-
mica. La dualidad personal-institucional se aplica a las practicas, los
objetos y los significados, lo que nos permite describir los procesos
de semiosis (dualidad expresién-contenido) desde el punto de vista
cognitivo y cultural.

No hay objetos sin practicas, ni practicas sin objetos. Los con-
ceptos, proposiciones, procedimientos, en su versién unitaria, son
entendidos, como propone Wittgenstein, como reglas gramaticales
de los lenguajes que se usan en las prdcticas operativas y discursi-
vas que se realizan para describir nuestros mundos y actuar ante
las situaciones-problemas que nos plantean. Pero, ademas, desde el
EOS, se contemplan los objetos matematicos desde una perspectiva
sistémica, mediante la cual se identifican y articulan los diversos
significados parciales de los mismos!2 Asi mismo, cuando el anilisis
semiotico se hace sobre las practicas que realizan sujetos individua-
les ante problemas que involucran un determinado objeto (nimeros,
probabilidad, etc.) se pueden identificar diversos significados perso-
nales sobre el mismo.

1 Version complementaria de la configuraciéon ontosemiética descrita en el
Capitulo 2.

12 En Godino et al. (2011) se describen diversos significados de los niumeros
naturales desde el punto de vista institucional. Batanero y Diaz (2007)
identifica diversos significados de la probabilidad.
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Figura 3.4. Objetos y procesos que intervienen
en las practicas matematicas

3.3.2. Uso e intencionalidad de las practicas

En las teorias operacionales del significado las palabras, simbolos o
expresiones no tienen por qué referir o estar en lugar de otras cosas,
sino que se usan para hacer algo con ellas. Por ejemplo, los numera-
les son instrumentos para contar, ordenar y medir, y los enunciados
sobre numeros tienen el papel de reglas para el uso de tales palabras.
Segun esto, 2+3=5 no es una propiedad que establece una relacion
entre entidades conceptuales, como podria ocurrir con la expresion
os leones son carnivoros» sino que es una regla sobre como se
deben usar los simbolos 2, 3, 5, + = esto es, siempre que se tenga la
expresion 2+3 se puede sustituir por 5, y viceversa.
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La justificacion de las proposiciones matematicas se hace mediante
una secuencia de practicas operativas y discursivas (como las mos-
tradas en la Figura 3.3) que tienen una intencionalidad determinada.
Cada practica elemental que se realiza para resolver un problema,
que puede ser intramatematico, como la demostraciéon de que 2+3=5,
o involucrar un contexto extra matematico, desempefia un papel en
el proceso resolutivo. La Tabla 3.1 resume el uso o significado opera-
cional/ pragmatista de las practicas requeridas en la demostracion de
la proposicién 2+3=5 (Figura 3.3).

Tabla 31. Uso e intencionalidad de las
prdcticas para demostrar 2+3=5

Secuencia de précticas elementales

Uso / intencionalidad

. Los simbolos, 2, 3 y 5 representan
nuimeros naturales.

. Los niimeros naturales son un con-
junto de simbolos que satisface los
axiomas de Peano, en particular, hay
un primer elemento, 1, y esta definida
una funcion siguiente (sucesor), s:N-N,
inyectiva. En dicho conjunto se define
la suma, +, de manera recursiva como:
n+l= s(n) n+s(m)= s(n+m).

. En la secuencia, 2 es el sucesor de
1, 2=s(1)=1+1, 3 es el sucesor de 2,
3=5(2)=2+1,y 5 es el sucesor de 4 que
es el siguiente de 3, 5= s(4)= («3))

. El signo = se usa para indicar la equi-
valencia de dos expresiones.

. La expresion 2+3 representa la suma
de los nimeros naturales 2 y 3.

. Teniendo en cuenta la definicion

de suma de numeros naturales y de
sucesor 2+3= 2+52)= s(2+2)= s(2+s1))=
(s2+1))= s(s(3))= s(4)= 5.

. Por tanto, las expresiones 2+3 y 5 son
equivalentes.

Atribuir significado a los simbolos 2,
3, 5 como numeros naturales.

Evocar las reglas que definen los
numeros naturales y su suma en
el marco de una teoria axiomatica
especifica.

Interpretar el significado de los sim-
bolos 2,3,5 en la teoria axiomatica de
Peano de los numeros naturales.

Evocar el significado de la igualdad de
nameros naturales como equivalencia
de dos expresiones.

Interpretar el significado de + como
suma de numeros naturales.

Aplicar las reglas que definen la
funcion siguiente (sucesor) y suma de
numeros naturales.

Fijar la nueva regla de uso de los sim-
bolos numéricos (declarar la verdad de
la proposicion).
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3.3.3. Significado y funcién semiética

Entre el simbolo 2 y el concepto de ntimero 2, como también entre
el concepto de niimero natural y el sistema de practicas operativas
y discursivas de donde emerge tal objeto matematico, se establece
una relaciéon que el EOS denomina funcion semiotica (Seccién 3.1.3).
La funcion semiotica se entiende como la correspondencia entre un
objeto antecedente (expresion/ significante) y otro consecuente (con-
tenido/ significado) establecida por un sujeto (persona o institucion)
segin un criterio o regla de correspondencia. Con esta nocién se pre-
tende incluir cualquier uso que se dé al significado: el significado es
el contenido de una funcién semiética.

Cada una de las practicas elementales que componen el texto de la
demostracion de la proposicion 2+3=5 (Figura 3.3) tiene una funcién
o rol en el proceso argumentativo por lo que se puede asignar dicho
papel como el significado operacional de las practicas (Tabla 3.1). Pero
en la realizacion de cada practica, y en la conjuncion de todas o una
parte de ellas, interviene una trama de objetos (Tabla 3.2) cuya iden-
tificacion es necesaria para comprender y gestionar los procesos de
ensefianza y aprendizaje.

Tabla 3.2. Objetos que intervienen en las
prdcticas para demostrar 2+3=5

Secuencia de practicas elementales Objetos intervinientes

1. Los simbolos, 2, 3 y S represen-  Lenguajes: simbdlico; natural.
tan numeros naturales. Conceptos: nimeros naturales.

2. Los ntimeros naturales son Lenguaje: natural, simbolico.
un conjunto de simbolos que Conceptos: nimero natural; conjunto
satisface los axiomas de Peano, de simbolos; funcion siguiente inyectiva,
en particular, hay un primer primer elemento; sucesor, suma.
elemento, 1, y estd definida Proposiciones: axiomas de Peano.

una funcion siguiente (sucesor),
sN-N inyectiva. En dicho
conjunto se define la suma, + de
manera recursiva como: n+l=
s(n); n+s(m)= s(n+m).
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. En la secuencia, 2 es el sucesor
de 1, 2= s(1)= 1+1, 3 es el sucesor
de 2, 3=52)=2+1,y Sesel
sucesor de 4 que es el siguiente

de 3, 5= s(4)= («3)).

. El signo = se usa para indicar la
equivalencia de dos expresiones.

. La expresion 2+3 significa
avanzar tres posiciones desde la
posicion 2.

. Teniendo en cuenta la definicion
de suma de numeros naturales y
de sucesor. 2+3= 2+52)= 5(2+2)=
(2+45(1))= S((2+1))= (s(3))= s(4)= 5

. Por tanto, las expresiones 2+3 y
5 son equivalentes.

Lenguajes: natural; simbélico.

Conceptos: secuencia; sucesor, suma.
Proposicion: 2 es el sucesor de 1, 3 es el
sucesor de 2 y 5 es el sucesor del sucesor
de 3.

Argumentos: convencioén basada en las
propiedades de la funcion siguiente.

Lenguajes: simbolico; natural.
Conceptos: equivalencia de expresiones;
igualdad.

Lenguajes: natural y simbélico.
Conceptos: suma de niimeros naturales.

Lenguajes: natural y simbolico.
Proposicion: 2+3= 5.

Procedimiento: operaciones de suma y
SUCESOr.

Argumento: deductivo, basado en la defini-
cién de suma de nimeros naturales y de la
funcion siguiente.

Lenguajes: natural y simbolico.
Proposicion: enunciado de la practica 7).
Argumento: secuencia deductiva de practi-
cas 1) a 6).

La funcion semiotica se puede ver como una interpretacion del
signo Peirceano.

Una representacion es aquel cardcter de una cosa en virtud de la
cual, para la produccién de un cierto efecto mental, se puede poner en
lugar de otra cosa. La cosa que tiene ese caracter la llamo un repre-
sentamen, el efecto mental, o pensamiento, su interpretante, la cosa en
cuyo lugar se pone, su objeto. (Peirce, 1931-58, CP 1.564).

En el EOS, el interpretante Peirceano se concibe como la regla
(habito, norma) de correspondencia entre el representamen y el
objeto, establecida por una persona, o en el seno de una institucion,
en el correspondiente acto interpretativo (significados personales o
institucionales). Cuando, por ejemplo, en la practica 1) se afirma que
2 refiere al «concepto de nimero natural dos» (Figura 3.3), estamos si-
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guiendo un convenio (habito, regla) que se aprende en la comunidad
de practicas matemadticas escolares. Esto es, entre el signo 2 y el con-
cepto dos hay un interpretante que no es otra cosa que un convenio
cultural seguido por el sujeto que hace la interpretacion.

Ademas, en el EOS se asume que toda entidad que participa en un
proceso de semiosis, interpretacion, o juego de lenguaje, es objeto, pu-
diendo desempeiiar el papel de expresion (significante), contenido (sig-
nificado) o interpretante (regla que relaciona expresion y contenido).
Los propios sistemas de practicas operativas y discursivas son objetos
y pueden ser componentes de la funcion semiotica. De este modo se
modeliza cualquier uso que se pueda dar a la palabra significado.

Es decir, la semiética pragmatista/antropologica asumida por el
EOS asume que los objetos que se ponen en correspondencia en las
funciones semiéticas (funtivos) no son solamente objetos lingiiisticos
ostensivos (palabras, simbolos, expresiones, diagramas etc.), sino que
los conceptos, proposiciones, procedimientos, argumentos, incluso las
situaciones-problemas, pueden ser también antecedentes de las fun-
ciones semio6ticas. Tiene sentido y es necesario, preguntarse tanto por
el significado del concepto de nimero, como por el significado de las
proposiciones, procedimientos, argumentos, situaciones y represen-
taciones que intervienen en las practicas numéricas. Los funtivos en
la funcioén semiética también pueden ser entidades unitarias o sisté-
micas, particulares o generales, materiales o inmateriales, personales
o institucionales. Se genera de este modo una variedad de tipos de
significados que orienta y apoya la realizacion de analisis ontosemio-
ticos de la actividad matematica a nivel macro y micro, tanto desde
el punto de vista epistémico (institucional) como cognitivo (personal)
(Font et al, 2013).

3.3.4. Relatividad de las practicas, objetos y significados

En el EOS se asume que las practicas matematicas se realizan en
un trasfondo ecoldgico (material, biolégico y social), lo que determina
una relatividad institucional, personal y contextual de las practicas,
objetos y significados, respecto de los juegos de lenguaje y formas de
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vida (Wittgenstein, 1953). Se asume, por tanto, una perspectiva socio-
cultural sobre la semiosis en la que se enfatiza la dimensién social,
cultural, e histérica de los signos. «En estas perspectivas los signos son
entendidos no como artefactos a los cuales recurren los individuos
para representar o presentar el conocimiento, sino como artefactos de
comunicacion y significacion» (Presmeg ef al, 2018, p. 4).

En el ejemplo descrito anteriormente (Figura 3.3), el contexto de la
aritmética modular cambia el significado de 2+3, como también es
diferente el significado del concepto de niimero natural si se cambia
la axiomatica, o se adopta la construccion conjuntista de los nimeros.
El significado de los nimeros es diferente en las distintas comunida-
des de practicas formadas por grupos culturales diversos o en distin-
tos momentos histéricos.

En consecuencia, un objetivo del analisis didactico-matematico
debe ser caracterizar los diversos significados de los objetos y sus
interrelaciones, construyendo de esa manera un significado global que
sirva de referencia para el anilisis de los procesos de instruccion
matematica. Este seria un primer nivel de anilisis ontosemiético de la
actividad matematica mediante el cual se toma conciencia de la plu-
ralidad y relatividad de los significados de los objetos matematicos.
En este primer nivel se trata de identificar, clasificar y describir los
tipos de situaciones-problemas en los que el objeto en cuestion inter-
viene, asi como las practicas matematicas (operativas y discursivas)
mediante las cuales se da respuesta a dichos problemas.

El contexto social, material y biolégico (trasfondo ecologico), que
sustenta y condiciona la actividad matematica, implica la relativi-
dad de las practicas, los objetos y significados. Tanto las practicas
como los objetos se pueden contemplar desde distintas polaridades.
Ademas, tales practicas son relativas a los diferentes marcos institu-
cionales (histérico-culturales) y contextos de uso del objeto.

Para la educacion en general y para la educacién matematica en parti-
cular, es necesaria una teoria holistica del significado que incluya la dua-
lidad personal-institucional para los significados. Se requiere tanto una
semi6tica cognitiva como una semiética epistémica/cultural: los signifi-
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cados se establecen entre personas individuales, en practicas discursivas
y operativas; pero también entre una persona y el conocimiento cultu-
ral cuyo aprendizaje se pretende. En la cultura matematica los términos,
simbolos, conceptos, etc., tienen un significado cristalizado, socialmente
compartido, formado en un proceso histérico-cultural, que es el resultado
de multiples practicas discursivas y operativas entre sujetos individuales,
mediadas por el uso de diferentes lenguajes y artefactos. Este enfoque es
coherente con la semiética cultural propuesta por Radford (2006) para
el significado de los conceptos matematicos: <los objetos matematicos son
formas conceptuales de actividad histérica, social y culturalmente encar-
nada, reflexiva y mediada» (Radford, 2006, p. 59).

Desde el punto de vista de la educacion, los significados no deben
reducirse a objetos mentales, ni a objetos culturales; es necesario atri-
buirles una doble naturaleza personal e institucional, para dar cuenta
de la relacion dialéctica que se establece entre ellos en los procesos
de ensefianza y aprendizaje.

3.4. Enfoque ontosemidtico de la cognicion matematica

El punto de partida del EOS fue la necesidad de clarificar el sig-
nificado de los objetos matematicos, desde el punto de vista personal
(cognicién individual) e institucional (cogniciéon objetiva, cultural)
(Godino y Batanero, 1994; 1998). O sea, ha sido una preocupacion en-
tender el origen y naturaleza del conocimiento matematico desde un
punto de vista semi6tico, el papel de los signos, de los lenguajes en la
actividad matematica, los objetos emergentes y las relaciones entre los
mismos. Este es un enfoque propio tanto de una semiética cognitiva
(Zlatev, 2012; Paulucci, 2021), como cultural (Eco,1976; Lotman, 1990).

3.4.1. Conocimiento y comprensioén

Como se puede ver en Godino y Batanero (1994) la teoria an-
tropoldgica y pragmatista de las practicas matematicas, los objetos
y significados se usa para proponer una manera de entender qué
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es conocer/comprender el objeto en términos de acoplamiento de
significados.

Definicién 10: Significado de un objeto O, para un sujeto p desde
el punto de vista de la institucion I: Es el subsistema de practicas per-
sonales asociadas a un campo de problemas que son consideradas en
I como adecuadas y caracteristicas para resolver dichos problemas.

En consecuencia, de un mismo campo de problemas C que en una
institucion I ha dado lugar a un objeto O, con significado S(O), en
una persona puede dar lugar a un objeto Op con significado personal
S(Op). La interseccion de estos dos sistemas de practicas es lo que
desde el punto de vista de la institucion se consideran manifestaciones
correctas, esto es, lo que la persona «conoce» o «comprende» del objeto
O, desde el punto de vista de L. El resto de las practicas personales
seran consideradas «erroneas», desde el punto de vista de la institucion.
(Godino y Batanero, 1994, p. 342)

En una situacion ideal, y en una instituciéon dada, decimos que un
sujeto «comprende» el significado del objeto O, —o que ha «captado
el significado» de un concepto— si es capaz de reconocer sus propie-
dades, justificarlas con argumentos validos, usar las representaciones
caracteristicas, relacionarlo con los restantes objetos matematicos y
usar este objeto en toda la variedad de situaciones problematicas pro-
totipicas dentro de la instituciéon correspondiente. La comprension
alcanzada por un sujeto en un momento dado dificilmente sera total
o nula, sino que abarcara aspectos parciales de los diversos compo-
nentes y niveles de abstraccion posibles.

Como sintesis, el modelo de cognicién matematica que propone el
EOS incluye las siguientes dimensiones:

1. Dimension personal e institucional. Si aceptamos la concep-
cién pragmatica y relativista de las matematicas subyacente al
EOS, una teoria de la comprensién matemdtica que sea tutil y
eficaz para explicar los fenomenos de ensefianza y aprendizaje
debe reconocer para la misma la dualidad dialéctica entre la
faceta personal e institucional de la cognicion. Puesto que cada
persona nace en el seno de una familia y se desarrolla siendo
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miembro de distintas instituciones y contextos culturales, los
procesos psicolégicos involucrados en la cognicion, tanto de
objetos lingiiisticos como conceptuales, estan mediatizados por
los significados institucionales, esto es, por las situaciones-pro-
blemas, instrumentos semi6ticos, habitos y convenciones com-
partidas. La nocion de cognicién personal de un concepto que
se deriva del EOS es la de construccién o apropiacion del sig-
nificado institucional de dicho objeto. Por ello, la comprension
deja de ser meramente un proceso mental y se convierte en un
proceso social e interactivo. No puede ser reducida meramente
a una experiencia mental, sino que involucra a toda la esfera
de la persona. La comprension «es el modo en que estamos
significativamente situados en nuestro mundo por medio de
nuestras interacciones corporales, nuestras instituciones cultu-
rales, nuestra tradicién lingiiistica y nuestro contexto cultural»
(Johnson, 1987, p. 102).

Accion humana e intencionalidad. E1 modelo de cognicién del
EOS parte de la nocion de practica prototipica significativa, de-
finida como la actuacion que la persona realiza en su intento
de resolver una clase de situaciones-problemas y a la que reco-
noce o atribuye una finalidad (un para qué). Estas practicas son
formas expresivas situadas que involucran una situacion-proble-
ma, un contexto institucional, una persona y los instrumentos
semioticos que mediatizan la accion. Puesto que los objetos ma-
tematicos son concebidos como emergentes de los sistemas de
practicas prototipicas significativas, la comprensién del objeto
(en sentido integral o sistémico) exige ademds que el sujeto
identifique en el objeto un para qué, una intencionalidad (Maier,
1992) como base de la comprension.

Cardcter sistémico y dindmico. Puesto que concebimos el «sig-
nificado sistémico de un objeto» como una entidad compuesta
de elementos y relativa a los contextos institucionales, el cono-
cimiento y comprension de un concepto por un sujeto, en un
momento y circunstancias dadas, implicara la apropiacion de



los distintos elementos que componen los significados institu-
cionales correspondientes. Esto incluye, para el caso de las pro-
posiciones, su justificacion mediante razonamientos validos. El
reconocimiento de la complejidad sistémica del significado del
objeto implica, ademads, que su apropiacion por el sujeto sera un
proceso dinamico, progresivo, y no lineal (Pirie y Kieren, 1994),
como consecuencia de los distintos dominios de experiencia y
contextos institucionales en que participa.

Dimension prdctica y discursiva. El componente practico (praxis)
esta ligado con la idea de competencia matemadtica y, por tanto,
al dominio de las técnicas de solucion de las situaciones-proble-
mas. El componente discursivo/relacional, esta unido a la idea
de comprension y formado por el sistema de reglas y justifica-
ciones, incluyendo argumentaciones, definiciones de conceptos y
propiedades en las que se apoya. Ambos componentes se apoyan
en el uso de recursos lingiiisticos y artefactos materiales, por lo
que el lenguaje matemadtico (en sus diversos registros) constitu-
ye un tercer componente sin el cual los anteriores no pueden
desarrollarse. En consecuencia, el conocimiento, la comprension
y la competencia estan intimamente ligadas, constan de diferen-
tes tipos de elementos y dependen de la institucién (contexto
histérico-cultural) desde la cual se desarrollan y evaltan.

El constructo funcion semiotica tiene en cuenta la dimension refe-

rencial caracteristica de las teorias realista del significado y se puede

relacionar con los procesos de comprension del conocimiento, en-

tendidos basicamente como conexién entre objetos. Ademas, tiene

en cuenta la dimension pragmatica, el significado como uso, como

sistemas de practicas, lo cual implica incorporar el componente com-

petencial del conocimiento, esto es, el saber como actuar de manera

eficiente ante determinadas situaciones. La variedad de significados

da cuenta de la variedad de modos de comprender y actuar del sujeto

implicado en la actividad discursiva y operativa. De este modo, la

teoria ontosemiotica del significado se inscribe dentro de las pers-
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pectivas de la semidtica cognitiva (Zlatev, 2012; Paulucci, 2021). La
teoria de la cognicién basada en el EOS no se reduce a la interpreta-
cion de los signos (semiética), ya que propone ademas una ontologia
para las matematicas, un moblaje del mundo (Bunge, 2011) imbrica-
do con los sistemas de signos, tanto ostensivos como no ostensivos.
Los significados personales dan cuenta de la cogniciéon individual
(incluyendo creencias y afectos), mientras que los significados ins-
titucionales dan cuenta de la cognicién institucional (conocimiento
histérico-cultural).

En el EOS la cognicion se relaciona de manera esencial con la ca-
pacidad de actuar en el mundo, de resolver problemas. Pero esto no
implica el rechazo de la dimension representacionista en los pro-
cesos de cognicion matemadtica. Las practicas discursivas refieren
a un mundo de objetos que acompafian de manera necesaria a las
practicas operativas, a las acciones que pretenden cambiar el mundo
de manera efectiva y al mismo tiempo comprenderlo. La modalidad
de cognicién personal que postula el EOS es de naturaleza enactiva
(Lakoff y Nuifiez, 2000):

Desde un punto de vista enactivo, toda cognicion, percepcion o pen-
samiento es el resultado de la interaccion de un organismo vivo con
su propio entorno. Sin embargo, desde el punto de vista de la semiotica
cognitiva, este entorno no es un entorno «natural», sino un entorno
semiotico repleto de objetos, normas, habitos, instituciones y artefactos

que dan forma a nuestras mentes. (Paolucci, 2021, p. 10)

3.4.2. Conocimiento y creencia

Aunque no hay consenso en la caracterizacién del constructo
creencias, ni sobre su relacion con el conocimiento —como ponen de
manifiesto diversas investigaciones sobre el tema (Pajares, 1992; Leder
et al, 2002)— a continuacion, se presenta nuestra vision de este proble-
ma teorico.

Puesto que la creencia de un sujeto X sobre un objeto O es un cons-
tructo mental el EOS propone interpretarla en términos de configu-
racion cognitiva, esto es, como el sistema de practicas personales —lo
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que X hace y dice— ante el tipo de situaciones en las que interviene O,
junto con los objetos y procesos que acompaiian a las practicas. Si O es
una proposicion, o sea, un enunciado que se puede calificar como ver-
dadero o falso y el sujeto es capaz de elaborar una justificacion valida
en el marco institucional correspondiente (matematico o cientifico)
entonces la creencia de X sobre O es un conocimiento. La calificacién
como conocimiento de una creencia requiere, por tanto, que los juicios
sean verdaderos en un marco de referencia y se justifiquen de manera
valida.

Las creencias pueden estar basadas en la experiencia personal, la
tradicion o la autoridad, mientras que los conocimientos son juicios
cuya verdad o certeza se establece mediante pruebas o argumentos
validos en el marco de la comunidad matematica o cientifica. Para
declarar un juicio o afirmacién como un conocimiento es necesario,
por tanto, aportar una justificacion valida de su veracidad. Ejemplos:

1. «Dos manzanas mas tres manzanas son cinco manzanas». Esta
afirmaciéon expresa un conocimiento empirico verdadero. En
efecto, si tomamos dos manzanas y juntamos otras tres podemos
comprobar que el conjunto formado por todas las manzanas son
cinco manzanas. Se trata de una argumentacion empirica dado
que en la proposicion intervienen objetos perceptibles. La propo-
sicion es verdadera porque se corresponde con la realidad empi-
rica; es una verdad de hecho.

2. «2+3 = 5». Esta proposicion expresa un conocimiento formal ma-
tematico verdadero. En efecto, 2 refiere o significa la segunda
posicion en la serie numérica natural; el simbolo +3 significa que
debemos seguir contando tres posiciones mas en dicha secuencia.
Como resultado obtenemos necesariamente la posiciéon marcada
con el simbolo 5. Se trata de una argumentacion racional, una
consecuencia logica, basada en los significados previamente con-
venidos de los simbolos 2, +, 3 y 5. La proposicion es verdadera
porque se basa en la coherencia de la argumentacion a partir
de los postulados y conocimientos matematicos previos; es una
verdad de razon.
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3. «Fulanito cree que la tierra es plana». En este enunciado hay dos
proposiciones empiricas. Una, que «la tierra es plana» otra, que
«Fulanito cree (que la tierra es plana)». La primera proposicion
es falsa. Aplicando la observacion y el razonamiento cientifico
para analizar y evaluar la informacion es posible argumentar que
esa afirmacion no se corresponde con la realidad. En cambio, la
creencia de Fulanito puede ser verdadera si se comprueba que
efectivamente piensa de esa manera; incluso puede justificar con
argumentos personales su proposicion. Juzgado desde el punto de
vista institucional (comunidad cientifica), el conocimiento perso-
nal de Fulanito seria falso.

En el EOS asumimos la necesidad de usar diversas teorias de la
verdad (Habermas, 2002; Nicolas y Frapolis, 1997), teniendo en cuenta
la diversidad de conocimientos matematicos y didacticos y los diferen-
tes contextos institucionales en que tiene lugar la actividad educati-
va-instruccional. La teoria de la verdad como coherencia es pertinente
cuando se trata de conocimientos matematicos formales. No obstante,
no hay una tnica manera de formular ni de justificar una proposi-
ci6on matematica. En los primeros niveles educativos, el aprendizaje
de la aritmética, por ejemplo, puede requerir que los nifios trabajen
con numeros concretos y construyan conocimientos de los nimeros
mediante argumentos empiricos. En este caso la verdad de las proposi-
ciones se establece como correspondencia con la realidad. Asi mismo,
los resultados de las experimentaciones didacticas involucran objetos
y procesos empiricos, por lo que las conjeturas se validan en térmi-
nos de la verdad como correspondencia con los hechos y resultados.
También consideramos la teoria discursiva y consensual de la verdad
(Habermas, 1997) cuando formulamos criterios de idoneidad didactica
(Capitulo 5). Los criterios se derivan de los supuestos ontoldgicos, epis-
temologicos y semiéticos del EOS y constituyen usualmente juicios de
valor compartidos y justificados racionalmente en el seno de la comu-
nidad de educacién matematica.
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3.5. La matematica educativa como ecologia de significados

Toulmin (1977) introdujo la expresion ecologia intelectual en la epis-
temologia del conocimiento para describir las cuestiones de funcién y
adaptacion de los conceptos y los métodos de pensamiento a las necesi-
dades y exigencias reales de las situaciones problematicas. Por su parte,
Morin (1992) considera tan inadecuada la creencia en la realidad fisica
de las ideas, como el negar un tipo de realidad y existencia objetiva
al habitat, vida, costumbres y organizacion de las mismas. Para Morin,
las ideas en general (y, por tanto, las nociones matematicas), ademas de
constituir instrumentos de conocimiento, tienen una existencia propia
y caracteristica. Como describe White (1983), dentro del cuerpo de la
cultura matematica ocurren acciones y reacciones entre los distintos
elementos. <Un concepto reacciona sobre otros; las ideas se mezclan, se
funden, forman nuevas sintesis» (White, 1983; p. 274).

La metafora ecologica sobre las ideas es ttil para analizar las rela-
ciones entre las matematicas escolares y las expertas. Para describir los
procesos de seleccién y elaboracion de las matematicas escolares, estas
relaciones suelen ser de subordinacion, razon por la cual se usan las
metdforas de la transposicion didactica, elementarizacion y transfor-
macion (Scheiner ef al, 2022). En el EOS se propone la metéfora de la
ecologia de significados para describir dichos procesos y las relaciones
entre los distintos tipos de matematicas (Godino y Batanero, 1998).
Cada objeto matemadtico tiene distintos significados, con diferentes
grados de generalidad y niveles de formalizaci6n, por tanto, los agentes
educativos seleccionan y secuencian los significados idoneos segun el
contexto, las capacidades y motivaciones de los estudiantes. La meta-
fora ecologica refleja bien los fenémenos de competicion, simbiosis,
colaboracion vy, en cierto sentido, las cadenas troficas que se estable-
cen entre los distintos tipos de conocimientos matematicos (Godino,
1994). Solo los conocimientos mejor adaptados al contexto sobreviven
O prosperan.

La metafora ecologica de los conocimientos escolares parte del su-
puesto de que no hay una tnica matematica, sino multiples y diversas,
no solo como punto de partida (contextos profesionales), sino también
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como punto de llegada (contextos escolares). El crecimiento progresivo
del conocimiento a lo largo del curriculo se explica de manera mas
precisa como un proceso de mutacion impulsado por la accion educa-
tiva, que va desde formas mas simples a mas complejas. Esto contrasta
con la nocién de transposicion o transformacion desde formas mas
abstractas hacia otras mas elementales (Scheiner ef al, 2022). La ecolo-
gia de los significados, entendiendo los significados de los conceptos
de forma sistémica y pragmatica (Godino ef al, 2021), refleja mas fiel-
mente las correspondencias entre los diferentes tipos de conocimiento
implicados en los entornos educativos. La interpretacion de los signi-
ficados de un objeto matematico en términos de sistemas de practi-
cas facilita la consideracion de dichos sistemas y, en consecuencia, los
significados pragmaticos, como nuevos objetos que se relacionan con
otros para formar nuevas estructuras.

3.6. Significados pragmaticos y configuraciones
ontosemidticas. Un ejemplo de articulacion

Un objetivo del andlisis didactico-matematico debe ser caracteri-
zar los diversos significados de los objetos y sus interrelaciones, cons-
truyendo de esa manera un significado global que sirva de referencia
para el andlisis de los procesos educativos-instruccionales. Este seria
un primer nivel de analisis ontosemi6tico de la actividad matematica
mediante el cual se toma conciencia de la pluralidad y relatividad de
los significados de los objetos matematicos. En este primer nivel se
trata de identificar, clasificar y describir los tipos de situaciones proble-
mas en los que el objeto en cuestion interviene, asi como las practicas
matematicas (operativas, discursivas y normativas) mediante las cuales
se da respuesta a dichos problemas. De esta manera, se pasa del objeto
matematico, que en un principio viene a ser una «caja negra» una eti-
queta que refiere a una entidad mental, ideal o abstracta, a las practicas
implicadas en el uso de tal objeto.

Una vez identificado un significado para un objeto matematico, se
tiene un tipo de situacion problema, que se puede concretar en un
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ejemplar prototipico y la secuencia de practicas necesarias para re-
solverlo. La identificacion de la trama de objetos interrelacionados que
interviene en dichas practicas es necesaria para gestionar los procesos
de estudio matematicos y tomar conciencia de la complejidad ontose-
miética de la actividad matematica como un factor explicativo de las
dificultades de aprendizaje y ensefianza. La nocién de configuracién
ontosemiética de practicas, objetos y procesos guia este segundo nivel
de analisis didactico-matematico en el marco del EOS.

Practicas \ Problemas Lenguajes
regulativas
PROBLEMAS > Conceptos g@éﬂgﬁ%%&s Proposiciones
Practicas Précticas
operativas discursivas
Procedimientos Argumentos
SIGNIFICADOS
PRAGMATICOS J OBJETOS PRIMARIOS
N— -
N
CONFIGURACION
ONTOSEMIOTICA
&
<
Persgnal <

Figura 3.3. Articulacién de significados
pragmaticos y configuracién ontosemiotica

En este apartado ejemplificamos el uso articulado de las herra-
mientas significados pragmaticos y configuracion ontosemiotica
para el caso del objeto matematico ‘proporcionalidad’ siguiendo el

161



trabajo de Godino ef al (2017). La Figura 3.5 muestra la relacion
entre estas dos herramientas tedricas.

3.6.1. Significados pragmaticos de la proporcionalidad

El universo de significados de la proporcionalidad se puede clasi-
ficar segun distintos criterios, en particular, el contexto o campo de
aplicacion y el nivel de algebrizaciéon de las practicas matematicas
realizadas. Algunos contextos de aplicacion de las nociones de razén
y proporcion (vida cotidiana, cientifico-técnico, artistico, geométrico,
probabilistico, estadistico, etc.) conllevan la participacion de objetos y
procesos especificos de dichos campos en las practicas de resolucion
de los problemas correspondientes, como revelan las multiples inves-
tigaciones realizadas sobre la naturaleza y desarrollo del razonamien-
to proporcional (Freudenthal, 1983; Lamon, 2007; Tourniaire y Pulos,
1985). En consecuencia, se pueden delimitar variantes de significa-
dos propios de algunos campos de aplicacién de la proporcionalidad
(geométrico, probabilistico, etc.) y, como veremos seguidamente, segtin
el nivel de algebrizacion de la actividad matematica realizada para la
resolucion de los problemas.

En la solucién de los problemas contextualizados de proporcio-
nalidad intervienen magnitudes (longitudes, areas, voltimenes, velo-
cidades, densidades, etc.) y sus respectivas medidas. En una fase del
proceso de resolucion las relaciones que se establecen entre las canti-
dades (razones, proporciones) se expresan usando los valores numéri-
cos de las medidas, se opera con los niumeros reales correspondientes
y finalmente se interpreta la solucién en términos del contexto. En
la fase de modelizacién intramatematica se ponen en juego los tres
significados de la proporcionalidad que describimos en este trabajo,
juntamente con los significados pragmaticos ligados a los contextos
de aplicacion. Estos tres significados, junto con el informal/cualitativo,
no son exhaustivos ni independientes, siendo posible identificar sig-
nificados parciales dentro de cada categoria y practicas matematicas
que involucren a varios de ellos. Es importante tener en cuenta los
diversos significados en el disefio de los procesos de instruccion, los
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cuales deben tener lugar en un dilatado espacio de tiempo (educa-
ci6n primaria y secundaria) y en distintas areas de contenido, como
describen Wilhelmi (2017) y Burgos y Godino (2020).

Significado aritmético

Utilizaremos como ejemplo el siguiente problema de valor faltante
para mostrar los diversos sistemas de practicas mediante los cuales se
puede abordar su solucion:

Un paquete de 500 gramos de café se vende a 5 euros. (A qué precio
se debe vender un paquete de 450 gramos?

El significado aritmético se caracteriza por la aplicacion de pro-
cedimientos de célculo aritméticos (multiplicacion, divisiéon), como
ocurre en la siguiente secuencia de practicas:

1. En las situaciones de compra-venta de la vida cotidiana, es habi-
tual suponer que, al comprar cantidades pequeiias de café, cada
gramo cuesta lo mismo.

2. En consecuencia, si se compra el doble, el triple, etc., de pro-
ducto, se debera pagar el doble, triple, etc. de precio. Del mismo
modo, si se compra la mitad, la tercera parte, etc., de producto,
se debera pagar la mitad, la tercera parte, etc., de precio.

3. Si un paquete de 500 gramos de café se vende a 5 euros, el
precio de 100 gramos de café (cinco veces menos) debe ser la
quinta parte de 5 euros, esto es, 1 euro.

4. El precio de 50 gramos (mitad de 100 gramos) debera ser la
mitad, esto es, 50 céntimos.

5. De esta manera, 450 gramos de café deben costar, 4x1+0,50=4,50;
es decir, 4 euros y 50 céntimos.

La practica 1 tiene un caracter discursivo-descriptivo de la situa-
ci6n-problema, mientras que las restantes tienen caracter normativo
y operativo. En la solucion intervienen valores numéricos particulares
y se aplican operaciones aritméticas sobre dichos valores; por tanto,
segiin Godino et al. (2014), la actividad matematica realizada se con-
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sidera de nivel O de algebrizacion, puesto que no intervienen objetos
y procesos algebraicos.

Significado protoalgebraico

El significado protoalgebraico estd centrado en la aplicacién de la
nocion de proporcion y la resolucion de una ecuacion de la forma Ax
= B, como, por ejemplo, en la siguiente secuencia de practicas:

1. Se supone que, si se compra el doble, triple, etc., de producto, se
debera pagar el doble, triple, etc., de precio.

2. Por tanto, la relacién que se establece entre las cantidades del
producto compradas y el precio pagado es de proporcionalidad
directa.

3. En una proporcionalidad directa las razones de las cantidades
que se corresponden son iguales: 5/500 = x/450; siendo x el
precio al que debe venderse 450 gramos de café.

4. En toda proporcion se cumple la igualdad del producto en cruz
de los términos,

3. 5x430 = S00xx,

6. Luego, x=(5x450)/500 = 4.5.

7. Por tanto, el precio del paquete debe ser 4,5 euros.

Si bien la solucién de un problema de valor faltante, basada en
el uso de las razones y proporciones, involucra una incégnita y el
planteamiento de una ecuacién, la actividad de algebrizacion que se
realiza es de nivel 2 (proto-algebraica), segtin el modelo de Godino
et al. (2014), ya que la incognita estd despejada en un miembro de la
ecuacion que se establece mediante la proporcion.

Una variante diagramatica de esta técnica de solucién se conoce
como la «regla de tres», que en cierto modo «oculta» la intervencion
de las razones y la proporcion, lo cual puede comportar un significa-
do «degenerado» de la proporcionalidad aritmética:
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Significado algebraico-funcional

El significado propiamente algebraico se caracteriza por la apli-

cacion de la nocion de la funcién lineal y de técnicas de resolucién
basadas en las propiedades de dichas funciones: fla+b)= fla) + f(b)
ftka)= kf(a). Una de estas técnicas se aplica a continuacion:

1.

Se supone que, si se compra el doble, triple, etc., de producto, se
debera pagar el doble, triple, etc., de precio. Ademas, lo que pa-
garemos por dos paquetes de café distintos, sera igual al precio
de un paquete que pesase lo mismo que los dos juntos.

Por tanto, la correspondencia que se establece entre el conjunto
de las cantidades del producto (Q) y el conjunto de los precios
pagados (P), fQ-P, es lineal.

En toda funcién lineal f se cumple que, la imagen de la suma de
cantidades es la suma de las imagenes, f (a+b)= f (a) + f (b). y la
imagen del producto de una cantidad por un nimero real es el
producto de la cantidad imagen por dicho nimero f (ka)= kf (a).
El coeficiente k de la funcion lineal es el coeficiente de pro-
porcionalidad en el caso de las relaciones de proporcionalidad
directa entre magnitudes (tanto por uno).

Aplicando dichas propiedades al caso se tiene:

(500g)=5€; 500f(1g)=5€; f(1g)=5/500 € Un gramo de café cuesta
1 céntimol

450£(1g)=450x5/500 € ; f(450g) = 4,5€.

Luego el precio de un paquete de 450 gramos debe ser de 4,5
euros.

Representaciones diagramaticas de soluciones que ponen en juego

la nocién de funcién se incluyen en la Figura 3.6. En estos casos la

actividad matematica que se realiza se puede calificar de protoalge-

braica de nivel 1.
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Algunos autores (Bolea ef al, 2001; Obando et al, 2014) enfatizan
el razonamiento proporcional como un razonamiento que involucra
una funcion lineal en un sistema de dos variables. Asi pues, el modelo
matemadtico es una funcién de la forma y=k-x, en el que k es la razén
constante, generalmente conocida como constante de proporcionali-
dad. Aunque se hable de la «funcion lineal» en singular, en realidad
se pone en juego el conocimiento de la estructura de una familia de
funciones, ya que k interviene como un parametro, lo que supone
un primer contacto con el nivel cuatro de algebrizacion que definen
Godino et al (2015).

50g 100g 200g  300g 450g 500 g Cantidad | Precio
T T T 1 500 5
. : : : ‘ 100 1
N =0 oo
PSS S S SRS U 5 400 4
05€ 1€ 2€ 3€ 4506 B€ 450 4’5
a) Diagrama lineal b) Diagrama tabular
precio
@ i j O
5009 ——— 5€ : P
1g ——— 5/500€ :
450 g ——— 450x(5/500) o b
=45¢€ NV P
0 50 u 200 300 200 4eq SO0 600 700
gramos de café
¢) Diagrama sagital d) Diagrama cartesiano

Figura 3.6. Soluciones diagramaticas

Dada la eficacia matematica del razonamiento algebraico parece
deseable, desde el punto de vista de la idoneidad epistémica (véase
el Capitulo 5), que los procesos de instruccion tiendan a lograr el
nivel algebraico de significacion para el razonamiento proporcional.
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Pero no parece idoneo, desde el punto de vista cognitivo y afectivo,
prescindir de los niveles precedentes. No obstante, la resolucion de
problemas que involucran la proporcionalidad en la vida cotidiana y
profesional puede ser idonea mediante la aplicaciéon de procedimien-
tos propios de la significacion aritmética.

3.6.2. Configuraciones ontosemiédticas

En este apartado analizamos las practicas correspondientes a la
solucién proto-algebraica y algebraica-funcional del problema (coste
del paquete de café) aplicando la nocion de configuracion ontosemio-
tica. Se trata de identificar los tipos de objetos matematicos y proce-
sos!® puestos en juego v, por tanto, los conocimientos involucrados en
cada caso en una solucion esperada o experta del problema.

Configuracion protoalgebraica

En la primera columna de la Tabla 3.3 se incluye la secuencia de
practicas elementales de una posible solucion protoalgebraica espe-
rada para el problema. En la segunda columna se muestra el papel e
intencionalidad que tiene cada practica en la secuencia de practicas
incluidas en la columna 1, y en la tercera se indican los objetos con-
ceptuales, proposicionales, procedimentales y argumentativos impli-
cados en dichas practicas. De esta manera se explicitan las funciones
semioticas (relacion entre expresion y contenido) que se establecen
entre los objetos ostensivos de las practicas textualizadas y los objetos
no ostensivos referidos por las mismas (procesos de significacion/
interpretacién). Se supone, por tanto, que las practicas elementales
relatadas en la columna 1 estan constituidas por la expresion escrita
en lengua natural, numérica y simbolica —y, por tanto, ostensiva— de
las acciones que el sujeto epistémico realiza para dar solucién al pro-

13 En esta ocasion centramos la atencion en los procesos de interpretacion/
significacion. Dado que se trata de la solucién de un problema especifico
el proceso de particularizacion de conceptos y proposiciones generales es
patente en las distintas practicas elementales.
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blema. Los elementos no ostensivos que necesariamente intervienen

en las acciones del sujeto estdan referidos en las otras columnas.

Tabla 3.3. Configuracion ontosemiotica
de la solucion protoalgebraica

Secuencia de practi-
cas elementales para
resolver la tarea

Uso e intencionalidad
de las practicas

Objetos referidos en las prac-
ticas (conceptos, proposiciones,
procedimientos...)

1. Se supone que,
si se compra el
doble, triple, etc.,
de producto, se
debera pagar el
doble, triple, etc., de
precio.

Explicitar que se
cumplen en el con-
texto del problema las
condiciones de aplica-
cion de la proporcio-
nalidad directa.

Conceptos: multiplicacion;
secuencia ilimitada; correspon-
dencia funcional, magnitud,
cantidad, medida.

Proposicion P1: enunciado de la
practica 1.

Argumento: convencion
pragmatica.

2. Por tanto, la
relacion que se
establece entre las
cantidades del pro-
ducto compradas y
el precio pagado es
de proporcionali-
dad directa.

Declarar que la rela-
cion establecida entre
las magnitudes hetero-
géneas es de propor-
cionalidad directa.

Concepto: relacion, cantidad,
producto proporcionalidad
directa.

Proposicion P2: la relacion entre
ambas magnitudes es de propor-
cionalidad directa.

Argumento: se cumplen las con-
diciones que definen la propor-
cionalidad directa.

3. En una propor-
cionalidad directa
las razones de las
cantidades que se
corresponden son
iguales: 5/500 =
x/450.

Representar con un
simbolo literal el valor
faltante.

Relacionar la incogni-
ta con los datos.

Conceptos: proporcionalidad
directa, igualdad, ecuacion,
razon de cantidades, precio
unitario, proporcion,

Incognita.

Proposicion P3: las razones son
iguales.

Argumento: porque el precio
unitario es el mismo en ambos
paquetes.

4. En toda proporcién
se cumple la igual-
dad del producto
en cruz de los
términos,

5. 5x450 = 500xx.

Operar con la
incognita.

Conceptos: igualdad, proporcion,
producto.

Proposicion: enunciado de 4).
Argumento: basado en una pro-
piedad de las proporciones.

168




6. Luego, x = Despejar la incognita. | Conceptos: igualdad, razon,
(5%x450)/500 = 4'S. ecuacion.

Procedimiento: despeje de la

incégnita.

Argumento: propiedades aritmé-

ticas, deductivo.

7. Por tanto, el precio | Interpretar el resul- Conceptos: magnitud, cantidad,
del paquete debe tado numérico como | medida, unidad.
ser 4,5 euros. solucién del problema. | Proposicion: el precio del

paquete es 4,5€.
Argumento: secuencia de practi-
cas 1) a 5).

El analisis de las practicas realizadas en este procedimiento de
solucion revela que involucran el uso de una incégnita y se establece
una ecuacion de primer grado para hallarla. Como ya se ha dicho, la
actividad tiene caracter proto-algebraico de nivel 2 segun la propues-
ta de Godino et al. (2014).

Configuracion algebraica-funcional

La Tabla 3.4 muestra la secuencia de practicas puestas en juego
en la solucién que hemos llamado algebraica-funcional del problema
del precio del paquete de café, la intencionalidad que tienen dichas
practicas en la secuencia y los objetos referidos en las practicas.

Tabla 3.4. Configuracion ontosemiética de la solucion algebraica

Enunciado y secuencia de Uso e intencio- Objetos referidos en las prac-
practicas elementales para nalidad de las ticas (conceptos, proposiciones,
resolver la tarea practicas procedimientos...)

1. Se supone que, si se Explicitar que se Conceptos: multiplicacion,
compra el doble, triple, cumplen en el con- | secuencia ilimitada, propor-
etc., de producto, se texto del problema | cionalidad, correspondencia
debera pagar el doble, las condiciones funcional, magnitud, cantidad.
triple, etc., de precio. de aplicacion de Proposicion PI: el enunciado de
Ademas, lo que pagare- la funcién lineal la practica 1).
mos por dos paquetes de | entre conjuntos Argumento: convencion
café distintos, sera igual | de cantidades de pragmiatica.
al precio de un paquete magnitudes.
que pesase lo mismo que
los dos juntos.
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2. Por tanto, la correspon-
dencia que se establece
entre el conjunto de las
cantidades del produc-
to (Q y el conjunto de
los precios pagados (P),
f£Q-P, es lineal.

Declarar que la re-
lacion establecida
entre las magnitu-
des heterogéneas es
lineal.

Conceptos: conjuntos, corres-
pondencia, magnitud, cantidad,
medida, relacion lineal.
Proposicion P2 la correspon-
dencia entre los conjuntos de
cantidades es lineal.

Argumento: se cumplen las con-
diciones que definen la funcion
lineal segtn 1).

3. En toda funcion lineal, f
se cumple que, la imagen
de la suma de cantida-
des es la suma de las
imagenes, fla+b)= fla}+f(b),
y la imagen del producto
de una cantidad por un
numero real es el produc-
to de la cantidad imagen
por dicho nimero,

flka)=kf(a).

Explicitar las
condiciones de
definicion de las
funciones lineales
de dos maneras:

- Lenguaje natural.
- Lenguaje simboli-
co literal.

Conceptos: suma de cantidades,
producto por un escalar, origi-
nal e imagen de una funcion,
funcién lineal, producto.
Procedimiento: traduccion len-
guaje natural a simboélico.

4. El coeficiente k de la
funcion lineal es el
coeficiente de propor-
cionalidad en el caso de
las relaciones de propor-
cionalidad directa entre
magnitudes (tanto por
uno).

Interpretar el
coeficiente k de las
funciones lineas en
términos del con-
texto del problema
(coeficiente de
proporcionalidad o
tanto por uno).

Conceptos: proporcionalidad
directa, magnitud, coeficiente
de proporcionalidad, tanto por
uno.

5. Aplicando dichas propie-
dades al caso se tiene:
f(500g)=5€; S00f(1g)=5€;

f(1g)=5/500 €

lun gramo de café cuesta 1

céntimol.

Calcular el coste
unitario.

Conceptos: funcion lineal; igual-
dad; proporcionalidad.
Procedimientos: traduccion del
lenguaje natural (enunciado) al
simbdlico; célculo del coeficien-
te de proporcionalidad basado
en las condiciones de definicion
de una funcion lineal.

6. 450f(1g)=450x5/500€
f(450g) = 4.5€.

Calcular el valor
faltante.

Conceptos: funcion lineal, igual-
dad, proporcionalidad.
Procedimiento: calculo del valor
faltante basado en las condicio-
nes de definicion de la funcion
lineal.
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7. Luego el precio de | Interpretar el re- Proposicion: precio del paquete
un paquete de 450 gramos sultado numérico es 4,5€.

debe ser de 4.5 euros. como solucion del | Argumento: secuencia de practi-
problema. cas 1) a 6).

Dado que las soluciones del problema, que han sido analizadas
desde un punto de vista institucional, son soluciones esperadas o ex-
pertas, tales sistemas de practicas y configuraciones tienen un carac-
ter epistémico. La misma técnica se puede aplicar a respuestas dadas
por los estudiantes obteniéndose, de este modo, las correspondien-
tes configuraciones cognitivas. La dualidad ostensivo-no ostensivo
muestra aqui su utilidad al distinguir entre las practicas textuali-
zadas situadas en la primera columna como objetos ostensivos, los
cuales evocan y representan los objetos conceptuales, proposicio-
nales, procedimentales y argumentativos identificados en la tercera
columna. Los objetos ostensivos tienen ademas un papel instrumen-
tal o una funcionalidad que se refleja en la segunda columna.

3.7. Concordancias y complementariedades entre teorias
semidticas

En este apartado analizamos las concordancias y complementa-
riedades entre la teoria del significado y la cognicién del EOS y las
teorias del significado descritas en la seccion 3.2 —Frege, Vergnaud
y Steinbring—, asi como entre la Teoria de los registros de represen-
tacion semiotica (Duval, 1995; 2006) y el EOS.

3.71. Teorias del significado versus EOS

El uso de los términos «significado» y «sentido» por distintos
autores y disciplinas esta ligado a la nocién de objeto y, en el caso
de las matematicas, a la naturaleza de los objetos abstractos. Por lo
tanto, la semidtica esta esencialmente ligada a la ontologia, a los
distintos tipos de objetos a los que se refieren los signos y a las
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diversas modalidades en las que los objetos pueden participar en la
comunicacion y la interpretacién. Las respuestas a la cuestion del
significado de Frege, Vergnaud y Steinbring difieren sustancialmen-
te en la naturaleza de los objetos referidos o representados por los
signos, aunque los tres modelos son triddicos. En Frege se asume una
posicion platonica, trascendentalista, sobre la referencia (el objeto
referido). El baricentro, por ejemplo, es tnico, aunque puede re-
presentarse de diferentes maneras y cada una de ellas proporciona
un significado distinto. En cierto modo, los modelos de Vergnaud
y Steinbring responden de forma similar a la pregunta de qué re-
presenta, por ejemplo, la palabra «nimero»: representa el concepto
(ideal, abstracto) de niumero; pero para la pregunta de qué significa
el nimero, o qué es el nimero la respuesta es diferente: un sistema
heterogéneo formado por tres componentes (triplete): situaciones,
invariantes, representaciones (Vergnaud); el triplete signo, objeto,
concepto (Steinbring).

En el EOS encontramos diferencias relevantes en la respuesta
que se da a la cuestion sobre el significado de un concepto mate-
matico, al considerar que estos objetos no se pueden desligar de las
practicas matematicas, al asumir la perspectiva antropologica para
las matematicas, esto es, concebir la matemdtica como actividad
humana. Ademads, sobre los objetos y las practicas se puede adoptar
una perspectiva institucional o personal y también una perspectiva
sistémica y unitaria.

Cuando un objeto interviene de manera unitaria, la respuesta
sobre qué es su significado seria una de sus posibles definiciones
(reglas que definen de manera intensional el concepto). Cuando in-
terviene el objeto de manera sistémica, la respuesta a dicha pregunta
seria el sistema de practicas operativas y discursivas en que dicho
objeto interviene de manera critica, incluyendo por tanto una de las
posibles definiciones, junto con las situaciones, lenguajes, propie-
dades y argumentaciones implicadas (significado parcial). También
es necesario en el andlisis epistemoldgico y didactico de un objeto
matematico tener en cuenta la diversidad de significados parciales
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que puede tener un objeto y su articulacion en un significado global,
como se puede ver en Batanero y Diaz (2007) y Burgos et al. (2022)
para la probabilidad, Burgos y Godino (2020) para la proporcionali-
dad, o en Wilhelmi ef al. (2007) para la igualdad de nimeros reales.

En la posicion ontosemiética se avanza en la progresiva comple-
jizacion del concepto matemadtico al conectarlo primeramente con
la actividad de las personas, mediada por los artefactos lingiiisticos
y materiales puestos en juego en la resolucion de situaciones-pro-
blemas especificos. Seguidamente se constata que cada sentido, o
significado parcial, esta ligado a una regla especifica (concepto-de-
finicién) de uso de los elementos lingiiisticos ante una clase de
situaciones (contextos, fenomenos) y a otros objetos procedimenta-
les, proposicionales y argumentativos. Finalmente, los diversos sen-
tidos-significados parciales se organizan en un significado holistico
formado por la trama de sentidos y los objetos que le acompaian
(Figura 3.7).

El EOS también tiene en cuenta el uso del significado en su inter-
pretacion funcional u operacional, esto es, como el uso que se hace
de los objetos en las diversas practicas. Asi, por ejemplo, los simbo-
los numéricos no solo refieren a los conceptos correspondientes, son
también instrumentos para contar, numerar, ordenar, etc. Como se
indica en la Figura 3.7, en la perspectiva ontosemiodtica del conoci-
miento matematico es util complementar la triada semiética (expre-
sion, contenido, criterio) con la triada pragmatista (practica, objeto,
significado), con el fin de articular el anilisis antropolégico de la
actividad matematica con el analisis de los textos que reflejan dicha
actividad. También se sugiere en la Figura 3.7 que los significados
parciales de la probabilidad (intuitivo, clasico, subjetivo, frecuencial,
légico, propension y axiomatico) reflejan distintos sentidos (Frege) y
también la composicion del concepto de probabilidad (Steinbring).
Cada significado parcial se puede analizar en términos de configu-
raciones ontosemioticas formadas por seis componentes (problemas,
lenguajes, conceptos/regla, proposiciones, procedimientos y argu-
mentos), las cuales amplian la tripleta conceptual de Vergnaud.
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Figura 3.7. Del triangulo epistemolégico a la
trama de configuraciones ontosemioticas

3.7.2. Registros de representacion semiética versus EOS

La teoria de los Registros de Representacion Semidtica (TRRS)
(Duval, 1995; 2006) permite el andlisis de los diversos tipos de repre-
sentaciones materiales usadas en la realizacién de tareas matematicas,
sus transformaciones y el papel que juegan en la comprension de las
matematicas. La disponibilidad y uso de diversos sistemas de repre-
sentacion semiotica, sus transformaciones y conversiones, son impres-
cindibles para la comprension, construccion y comunicacion de las
matematicas. Asimismo, se asume que la produccién y aprehension
de representaciones materiales no es espontanea y su dominio debe
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ser previsto en la ensefianza. Godino ef al. (2016) estudian las posi-
bilidades de articulacién de este marco teérico con la herramienta
configuracién ontosemiotica del EOS. Seguidamente incluimos una
sintesis de dicho trabajo.

En una primera aproximacion, se puede prever que la nocion de
registro de representacion semiética, sus diversos tipos y las ope-
raciones de tratamiento y conversion entre registros permite desa-
rrollar el analisis de los elementos lingiiisticos, siendo por tanto un
enriquecimiento del EOS. Paralelamente, la nocién de configuracion
de objetos y procesos puede aportar un enriquecimiento de la TRRS,
al permitir un analisis detallado de los conocimientos implicados en
las transformaciones entre registros de representacion en las prac-
ticas matematicas (Pino-Fan ef al, 2015). Aunque en los supuestos
ontologicos y semiéticos de ambos marcos teéricos se encuentran
diferencias importantes, se parte de la hipotesis de que es posible
una cierta articulacion de los mismos, lo que permitiria hacer analisis
cognitivos y epistémicos mas detallados de la actividad matematica,
y, en consecuencia, contribuir a la comprension de los procesos de
ensefianza y aprendizaje.

Supuestos ontologicos y semioticos de ambos marcos tedricos

La TRRS asume de manera implicita una posicién empirista sobre
la naturaleza de los objetos matematicos. Esto se infiere del postula-
do de que es necesario el uso de dos o mas representaciones para la
comprension del objeto, y de que tal objeto es «el invariante de un
conjunto de fenémenos o el invariante de alguna multiplicidad de
posibles representaciones». La semidtica asumida enfatiza la faceta
representacionista/referencial, aunque también se reconoce una va-
lencia instrumental/operacional de las inscripciones simbolicas: «La
escritura de un nimero representa un nimero y tiene una significa-
cién operatoria ligada a los tratamientos que permiten efectuar las
operaciones. Los tratamientos no son los mismos para la escritura
decimal y para la escritura fraccionaria» (Duval, 1995, p. 64).
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La ontologia EOS es pragmatista —antropolégica y la semi6tica es
basicamente peirceana— wittgeinsteiniana. Las representaciones ma-
teriales o externas tienen una valencia representacional al referir a
otro objeto no ostensivo, y también una valencia operacional, pues los
objetos ostensivos se usan para el trabajo matematico sin que tengan
que representar a otro objeto. Ademads, siguiendo la semiética peir-
ceana, el antecedente de las funciones semitticas pueden ser objetos
no ostensivos.

El objeto matematico es visto por la TRRS como «objeto de co-
nocimiento», como una entidad cognitiva que reside en la mente del
sujeto individual, y una cuestién esencial es el estudio de las opera-
ciones cognitivas necesarias para la realizacién de diferentes tareas
matematicas, sean calculos, razonamientos o uso de una figura en
una demostracion geométrica. Cuando un sujeto no es capaz de rea-
lizar una determinada conversion o tratamiento, desde la TRRS solo
se puede decir que carece del conocimiento del objeto matematico
correspondiente. Es aqui donde el EOS puede complementar los ana-
lisis representacionales de la TRSS.

La adopcion del postulado antropoldgico para los objetos no os-
tensivos (conceptos, proposiciones, procedimientos) permite afrontar
cuestiones como: (Por qué son necesarias las representaciones semio-
ticas en la actividad matematica? ¢Qué relacion existe entre el objeto
matemadtico y sus diversas representaciones? Los objetos matematicos
son reglas gramaticales de los lenguajes que usamos para describir
nuestros mundos, por lo que su uso (representaciones semidticas) es
imprescindible. No puede haber gramatica sin lenguaje. Atin mas, las
reglas gramaticales no se deben confundir con el enunciado lingiiis-
tico de las mismas.

Funcion semiotica versus representacion

La nocién de registro de representacion semiodtica, sus tipos, tra-
tamientos y conversiones entre registros aportan un recurso analiti-
co que desarrolla y complementa a la categoria del objeto primario
enguaje» del EOS. La TRRS amplia la categoria del lenguaje del EOS
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distinguiendo distintos tipos y desvelando el papel esencial de las
transformaciones que se realizan entre (y dentro) los distintos tipos
de lenguajes, ahora considerados como RRS. Dada la naturaleza in-
tradiscursiva de los objetos matematicos, es necesario tener en cuenta
la trama de objetos que se ponen en juego en las transformaciones
realizadas con las representaciones semio6ticas.

La dualidad ejemplar-tipo (extensivo-intensivo) se aplica a todos los
objetos primarios, incluyendo los elementos lingiiisticos. Esto permite
interpretar que la relacion entre «representacion semiética» y «regis-
tro de representacion semiotica» es del tipo extensivo-intensivo. Una
representacion semiética es un ejemplar particular, un registro es
un tipo o clase de representacion. Se debe poder hacer determinadas
transformaciones siguiendo un conjunto de reglas entre los elementos
constituyentes de los tipos de representacion.

La funcion semictica amplia la nocion de representacion (Godino
y Font, 2010). La semiética pragmatista/antropolégica asumida por
el EOS propone que los objetos que se ponen en correspondencia en
las funciones semioticas (funtivos) no son solamente objetos lingiiis-
ticos ostensivos (palabras, simbolos, expresiones, diagramas), sino que
los conceptos, proposiciones, procedimientos, argumentos, incluso las
situaciones pueden ser también antecedentes de las funciones semio-
ticas. Los funtivos también pueden ser entidades unitarias o sistémi-
cas, particulares o generales, materiales o inmateriales, personales o
institucionales.

Cada RRS usado para representar y operar con un objeto mate-
matico proporciona un significado especifico para dicho objeto. La
comprension del objeto en su integridad supone o requiere la articu-
lacién de los diferentes significados parciales (o sentidos), lo cual no
se logra de manera espontanea. El uso de los lenguajes natural, numé-
rico (decimal, fraccionario), algebraico, diagramas, figuras geométri-
cas, graficos cartesianos, tablas, son RRS diferentes y cada uno plantea
cuestiones especificas de aprendizaje. El conocimiento de las reglas de
correspondencia entre dos registros diferentes no es suficiente para
que puedan ser movilizados y utilizados de manera pertinente.
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3.8. Ejemplos de anadlisis ontosemiotico de la cognicion
matematica

3.8.1. Los niimeros naturales como objetos culturales y
personales

La naturaleza de los niimeros naturales y, en particular, su relacion
con los conjuntos es una cuestién que interesa tanto a las matematicas
como a la filosofia de las matematicas. Pero los nimeros son también
herramientas esenciales en nuestra vida cotidiana y profesional, por lo
que constituyen un tema de estudio imprescindible en la escuela desde
los primeros niveles.

Consideramos necesario distinguir entre los usos practicos e «in-
formales» de los numeros (responder preguntas tales como, {cudntos
elementos hay? o équé lugar ocupa un objeto?), y los usos «formales»
{qué son los nimeros y como se construyen los sistemas numéricos?,
cuestiones estas ultimas, relativas a los fundamentos de la matemati-
ca como cuerpo organizado de conocimientos. Dentro de estos dos
grandes contextos de uso (o marcos institucionales) es posible distin-
guir diversos momentos histéricos en los cuales dichas cuestiones se
abordan con diversos recursos y desde distintas aproximaciones, po-
niéndose en juego practicas operativas y discursivas propias. Vistos de
manera retrospectiva podemos identificar ciertas invariancias que per-
miten hablar del «<nimero natural», en singular, pero desde un punto
de vista local, parece necesario distinguir entre los diversos nimeros
naturales que «manejaron» los pueblos primitivos y culturas antiguas
(egipcios, romanos, chinos . . . ), como también entre las practicas nu-
méricas que se realizan actualmente en la escuela infantil o primaria,
y las que realizan los matematicos logicistas del siglo xix o las formu-
laciones axiomaticas hilbertianas.

Remitimos a Godino et al (2011), donde hacemos el analisis de las
caracteristicas informales de los nimeros y también de los sistemas
semioticos formales desde el punto de vista institucional. Los sistemas
semiodticos informales en los que se usan los nimeros naturales se ca-
racterizan por una problematica especifica (describir la numerosidad
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de las colecciones de cosas), asi como por usar recursos lingiiisticos,
procedimientos, propiedades, conceptos y justificaciones particulares
para resolver dichos problemas de indole empirica. Desde un punto
de vista formal las entidades matemadticas que se ponen en juego en
las situaciones de cardinacion y calculo aritmético son analizadas de
manera estructural en el marco interno de las matematicas. Para ello
los nimeros dejan de ser considerados como medios de expresion de
cantidades de magnitudes (ntiimeros de personas o cosas, papel que
cumplen en una situacion, etc.) y son interpretados, bien como elemen-
tos de una estructura caracterizada segun la teoria de conjuntos, bien
seguin los axiomas de Peano o sistemas equivalentes. El analisis onto-
semidtico que se realiza en Godino ef al (2011) del nimero natural,
desde el punto de vista epistémico o institucional, justifica el reconoci-
miento de una pluralidad de los niimeros y de sus significados, cuando
estamos interesados en los procesos de ensefianza y aprendizaje en los
diversos niveles educativos de este objeto matematico.

Las herramientas tedricas introducidas en el EOS, sistema de prac-
ticas y configuracion de objetos y procesos, se pueden utilizar para
describir y comprender los sistemas semiéticos formados por las
respuestas dadas por los alumnos a tareas matematicas especificas.
Godino ef al. (2011) ilustran este uso analizando las respuestas dadas
por un nifio de primer curso de primaria a una tarea de recuento y
escritura de nimeros mayores que diez en el sistema de numeracion
decimal. Permite comprender la complejidad de este proceso y prever
intervenciones fundamentadas para favorecer el aprendizaje.

3.8.2. Significados del concepto de funcion y desarrollo del
razonamiento funcional

Godino ef al (2024) estudian la diversidad de significados de la
funcioén y su articulacion progresiva, atendiendo a los niveles de gene-
ralidad y formalizacién emergentes en las etapas de su evolucion his-
torica. De acuerdo con investigaciones previas, identifican significados
parciales de la funcion (operatorio-tabular, operatorio-grafico, algebrai-
co-geométrico, analitico, correspondencia arbitraria entre conjuntos
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numéricos y conjuntista) que pueden ser considerados como parte del
significado de referencia global en la planificacion y gestion de los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las funciones. Este estudio
aporta una vision complementaria de las multiples investigaciones que
describen la filogénesis del concepto de funcién en matematicas con
un enfoque historico y epistemologico.

CONJUNTISTA Dedekind (1887)
Bourbaki (1939)

CORRESPONDENCIA ARBITRARIA Fourier (1822) NIVEL VI
ENTRE CONJUNTOS NUMERICOS Dirichlet (1837)
% NIVEL V
ANALITICO J. Bernoulli (1718)
Euler (1748)
GEOMETRICO- NIVEL IV

Descartes (1637)
Newton (1670)
Lelbniz (1673)

ALGEBRAICO

OPERATORIO-

GRAFICO Oresme (1320) NIVEL Il

OPERATORIO- NIVEL Il

NIVELES DE RAZONAMIENTO FUNCIONAL

NIVEL |

TIEMPO

Figura 3.8. Evolucion de los significados del
concepto de funcion. Niveles de razonamiento
funcional (Godino et al, 2024, p. 29)

El diagrama de la Figura 3.8 resume la evolucion de los significa-
dos del concepto de funcion y los niveles de razonamiento funcio-
nal. A partir del momento en que aparecen definiciones explicitas
de funcion (J. Bernoulli, Euler), tiene lugar un cambio sustancial en
la naturaleza ontologica del concepto y en el tipo de actividad en
que participa. Como ocurre a nivel ontogenético, segiin proponen las
teorias del desarrollo cognitivo (Piaget, Dubinski, Sfard), se pasa de la
etapa operatoria, procesual, a la etapa objetual en la que el concepto
forma parte de esquemas cognitivos que permiten al sujeto com-
prender, tomar decisiones y actuar en situaciones similares. A nivel
filogenético la funcion pasa a formar parte del acervo de objetos ma-
tematicos, como los nimeros, las figuras geométricas, las ecuaciones.
Se inventan diferentes tipos de funciones que modelizan una variedad
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de fenomenos, se estudian sus propiedades especificas (continuidad,
derivabilidad, etc.) lo que permite definir nuevas funciones, y desem-
pefian un papel en un nuevo nicho ecologico caracterizado por la
formalizacion, la generalizacion y el rigor.

La evolucion historica del concepto de funcién refleja la tendencia
o actitud propia del trabajo matematico consistente en generalizar los
conceptos y procedimientos para resolver problemas cada vez mas
complejos y generales. Esta tendencia se debe a la necesidad practica de
unificar mediante principios generales subyacentes aquellos aspectos
de numerosas teorias que prometen tener un interés mas que transito-
rio» (Bell, 1945, p. 470). Ast, la formulacion de la funcion en términos de
correspondencia entre los elementos de conjuntos segtn criterios arbi-
trarios, no necesariamente mediante expresiones analiticas, responde a
necesidades de dar cuenta de trabajos con funciones que no se podian
dibujar ni expresar algebraicamente, como la funcién de Dirichlet.
Otro salto cualitativo es el uso del lenguaje algebraico estructural en
el estudio de las funciones, con el que se aborda fundamentalmente la
conservacion de las estructuras como resultado de aplicar los morfis-
mos (funciones que conservan la estructura).

Como puso de manifiesto Freudenthal (1983), existe una gran va-
riedad fenomenoldgica en la que interviene el objeto funcion, que
junto con diversas formas de expresion, procedimientos, propo-
siciones y argumentos caracterizan el razonamiento funcional. ¢Es
posible identificar algin rasgo comun que justifique el uso del mismo
término funcién para nombrar dicha variedad de significados? La
idea de dependencia, covariacién y prediccion es el nexo que conecta
los tres primeros significados o usos de las funciones (Figura 3.8). Esa
dependencia puede ser expresada de manera tabular, grafica o anali-
tica, pero en todo caso se relacionan elementos variables de conjuntos
numéricos con otros nimeros. La idea de variabilidad y dependencia
se pierde en el significado conjuntista mas general y abstracto que los
anteriores, pero persiste la idea de conexion o correspondencia entre
objetos basada en algun tipo de regla o criterio.
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3.8.3. Otros ejemplos de reconstruccion de significados
institucionales

Batanero y Diaz (2007) aplican las nociones teéricas del EOS para
analizar el surgimiento historico de la probabilidad y sus diferen-
tes significados actuales (intuitivo, clasico, frecuencial, de propension,
logico, subjetivo y axiomatico). Ademas, describen la actividad mate-
matica como una cadena de funciones semioticas y utilizan la idea
de conflicto semiético para dar una explicacion alternativa a algunos
errores probabilisticos generalizados.

Font y Contreras (2008) aplican la nocién de funcién semioética y
la ontologia matematica del EOS para analizar los procesos de gene-
ralizacion y particularizacion en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Utilizando el analisis de la definicion de derivada de
una funcién en un libro de texto de secundaria como contexto de
reflexion estos autores abordan los siguientes problemas:

* La delimitacién de los procesos de particularizacién y gene-
ralizaciéon con respecto a los procesos de materializacion e
idealizacion.

* La elaboracién de una tipologia de procesos de generalizacion.

* El papel que juega el elemento genérico en la relacién
particular-general.

* La relacion de los procesos de generalizacion con otros procesos
matematicos.

Montiel et al. (2009) aplican el EOS para analizar la nocién mate-
matica de diferentes sistemas de coordenadas, asi como algunas situa-
ciones y acciones de estudiantes universitarios relacionadas con estos
sistemas de coordenadas en el contexto del cdlculo multivariante. Los
autores identifican los objetos que emergen de la actividad matema-
tica y hacen un primer intento de describir una red epistémica para
esta actividad. En otro trabajo, Montiel ef al (2012) abordan diferen-
tes sistemas de coordenadas a través del proceso de cambio de base,
tal y como se desarrolla en el contexto del dlgebra lineal, asi como la
relacion de semejanza entre las matrices que representan una misma
transformacion lineal respecto a diferentes bases.
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3.9. Aproximacion ontosemiética al dominio afectivo en
educacion matematica™

Beltran-Pellicer y Godino (2020) han desarrollado un modelo de
analisis del dominio afectivo en educacion matematica aplicando las
nociones de practicas, objetos y dualidades del EOS. En dicho arti-
culo abordan las siguientes cuestiones: ¢Es relevante un enfoque on-
tosemiotico para el estudio del ambito afectivo? ¢Es posible aportar
nuevos conocimientos sobre el afecto en la educaciéon matematica al
abordarlo con las lentes tedricas del EO? éQué modelos tedricos sobre
el afecto pueden incorporarse y alinearse con este enfoque?

En los siguientes apartados describimos las principales caracteris-
ticas del modelo elaborado.

3.9.1. Entidades afectivas primarias

Siguiendo los presupuestos epistemolégicos pragmaticos del EOS,
nos preguntamos por el significado afectivo de ciertos signos en cual-
quiera de los registros y representaciones posibles, que pueden ser
expresiones verbales o escritas, comportamientos observables, etc.
Tal significado debe buscarse en los sistemas de practicas que una
persona realiza para resolver una situacion problematica, o hacia una
practica, un objeto, un proceso matematico, o cualquier situacion de
estudio de las matematicas.

Existe acuerdo en el ambito de la investigacion en educacién ma-
tematica en que el dominio afectivo consta de tres componentes:
emociones, actitudes y creencias. Los origenes de esta clasificacion se
remontan a McLeod (1992) y; en este trabajo, utilizaremos esta onto-
logia de objetos afectivos, a la que afiadiremos los valores, constructo
incluido en el modelo de DeBellis y Goldin (20006).

14 E] contenido de este esta seccion 3.9 esta basado en el articulo Beltran-Pe-
llicer y Godino (2020).
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Situaciones afectivas

Cuando un alumno se enfrenta a una situacion-problema, se
produce una situacion afectiva que se yuxtapone a la cognitiva, y que
viene a incluir los significados puramente personales sobre la misma,
en forma de emociones, actitudes, creencias o valores. Por ejemplo,
una emocion de bloqueo mental hacia un tipo de situacion-proble-
ma, una actitud perseverante que facilita la aplicacion de heuristicas
de resolucion de problemas, o una creencia especifica sobre la na-
turaleza de los objetos matematicos implicados. De hecho, todas las
situaciones-problema en las que se requiere la participacion activa
del alumno son fuertemente afectivas. Una vez expuesta la situacion,
entran en juego las creencias personales de cada alumno, ya sea hacia
las matematicas como objeto de estudio o hacia el contexto en el que
se enmarca la situacion propuesta.

Sin embargo, las situaciones afectivas no surgen tinicamente como
respuesta a una situacion-problema, ya que los ecosistemas de ense-
flanza y aprendizaje proporcionan puntos de referencia constantes
para el ambito afectivo. Asi, se dan situaciones de produccion, de
comunicacioén o, simplemente, de estudio matematico individual. Por
ejemplo, en la propia sesion de clase pueden surgir creencias que
influyan en la actitud del alumno ese dia, sin necesidad todavia de
ninguna situacién-problema. Por tanto, es factible describir una confi-
guracion afectiva para cada una de estas situaciones, que recogera las
circunstancias de cada componente del dominio afectivo: emociones,
actitudes, creencias y valores. Dado que nos interesan las relaciones
entre afecto y aprendizaje matematico, limitaremos las situaciones
afectivas a las circunstancias en las que interviene un contenido ma-
tematico. El profesor puede plantear situaciones en las que, especifi-
camente, se pongan en juego las creencias de los alumnos hacia un
objeto matemadtico concreto.
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Prdcticas afectivas

Las practicas afectivas son cualquier accion o manifestacion afec-
tiva que acompafie a cualquier practica matematica. Pueden ser
manifestaciones sobre emociones, actitudes, creencias o valores
sobre los objetos puestos en juego. Cada una de estas expresiones
afectivas puede variar en intensidad a lo largo de una practica o
incluso desaparecer, dando lugar a nuevas manifestaciones. Gran
parte de la trayectoria afectiva permanece oculta a los ojos del pro-
fesor, porque no todos los estados afectivos se manifiestan. Ademas,
no es posible que una sola persona observe a todo el grupo para
interpretar los pequefios gestos o signos de cada alumno. No obs-
tante, un registro de observacién, a modo de diario de clase (Porlan
y Martin, 1991), ayuda a recoger datos sobre los que reflexionar
posteriormente. Ademas, existen instrumentos que pueden incor-
porarse a la practica docente para recoger informacién sobre el
dominio afectivo. Es el caso, por ejemplo, del mapa de humor de los
problemas (Gomez-Chacon, 2000), que los autores han utilizado en
investigaciones anteriores (Beltran-Pellicer, 2015; Beltran-Pellicer y
Godino, 2017). Cada alumno dibuja pictogramas entre 14 posibles
(0 hace marcas en una hoja de trabajo), para expresar lo que siente
durante el proceso de resolucion de un problema o tarea. Los 14
pictogramas representan 14 emociones: curiosidad, grandeza, abu-
rrimiento, indiferencia, bloqueo mental, desesperacion, tranquilidad,
animacion, prisa, desconcierto, devanarme los sesos, placer, diversion
y confianza. Este mapa persigue un doble objetivo. Por un lado, es
una practica metaafectiva, en la que los alumnos toman conciencia
de su propia dinamica emocional al intentar resolver una situacion
matematica. Por otro lado, la informacién puede ser recogida por el
profesor, de modo que pueda destacar los hechos afectivos que han
permitido avanzar en la resolucién y reflexionar sobre aquellos que
bloquean o dificultan el progreso.
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Objetos intervinientes y emergentes

Aunque la categorizacién del dominio afectivo en emociones, ac-
titudes y creencias es aceptada por la comunidad investigadora, a la
que se pueden afadir valores, el significado de dichos constructos
sigue siendo objeto de controversia. Para describir y catalogar los
objetos afectivos que intervienen o emergen en las practicas mate-
maticas, utilizaremos el modelo tetraédrico propuesto por DeBellis y
Goldin (2006), en el que los significados de los constructos afectivos
se describen de la siguiente manera (p. 135):

* Emociones: sentimientos rapidamente cambiantes que se experi-
mentan de forma consciente o que ocurren de forma precons-
ciente o inconsciente durante la actividad matematica (u otra).
Las emociones varian de leves a intensas y estan inmersas local
y contextualmente.

* Actitudes: describen orientaciones o predisposiciones hacia de-
terminados conjuntos de sensaciones emocionales (positivas o
negativas), en contextos (matematicos) particulares. Esto difiere
de la vision mas comun de las actitudes como predisposiciones
hacia ciertos patrones de comportamiento. Las actitudes son mo-
deradamente estables, lo que implica un equilibrio interactivo
entre afecto y cognicion.

* Creencias: implican la atribucién de algin tipo de verdad o
validez externa al sistema de proposiciones u otras configura-
ciones cognitivas. Las creencias suelen ser muy estables, en gran
medida cognitivas y estructuradas, en las que se entrecruzan
emociones y actitudes que contribuyen a su estabilizacion.

* Valores: incluyendo componentes éticos y morales, se refiere a
verdades personales o compromisos profundamente apreciados
por los individuos. Ayudan a motivar decisiones a largo plazo o
a establecer prioridades a corto plazo. Pueden estar muy estruc-
turados, creando sistemas de valores.

Dada la interaccion con el dominio cognitivo, puede ser conve-

niente considerar, como categoria de objetos afectivos, los diversos
modos de expresion de los afectos: gestos, términos del lenguaje or-
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dinario, etc. (Alvarez, 2012), que constituirian la faceta ostensible de
los afectos. Las emociones, actitudes, creencias y valores son relativos
a las situaciones y practicas matematicas, y a los distintos objetos
matematicos primarios. Tiene sentido, por tanto, investigar los com-
ponentes afectivos hacia las demostraciones, los procedimientos, las
representaciones, etc. La Figura 3.9 resume las principales categorias
afectivo-cognitivas.

EMOCIONES

v
PRACTICAS
7] <§ 7
< = N/
g b4 Situacion-problema & g
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AN | g £ | fm
/. \& 2 5 w
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¢ &

Procedimientos
ACTITUDES

Figura 3.9. Categorias afectivas y cognitivas
primarias (Beltran-Pellicer y Godino, 2020, p. 7)

Las caracteristicas de los lenguajes afectivos, que podrian consi-
derarse como una quinta categoria de objetos afectivos, amplian los
registros y representaciones semidticas que emergen de las practicas,
ya que gran parte de la carga afectiva se expresa de forma no verbal,
dentro de un sistema de transmision de informacion, en el que cada
elemento es interpretado por los diferentes agentes implicados (profe-
sor, alumnos). Las emociones, por tanto, pueden surgir como respues-
ta emocional instantdnea a un estimulo sensorial, que puede tener
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caracter matematico (un campo de problemas) o no (ir a la escuela).
Aunque esta distincion parece trivial, el origen de las emociones es
complejo de interpretar.

Por otro lado, los lenguajes afectivos merecen una atencion especial,
lo que se refleja en el lugar clave que se les reserva en la Figura 3.9.
El lenguaje, en sus diferentes registros, constituye no solo un vehiculo
comunicativo, sino que, al estar formado por signos que son constan-
temente interpretados, es una herramienta de significacion. En el caso
del ambito afectivo, la comunicacién no verbal juega un papel funda-
mental (Knapp ef al, 2013). Del mismo modo que las producciones
de los alumnos, tanto escritas (también en sus diferentes registros)
como verbales, proporcionan indicadores sobre el dominio cognitivo,
la transmision de gran parte de la informacién afectiva se realiza a
través de expresiones faciales, gestos, posturas, movimientos, etc.

El metaestudio de Harris y Rosenthal (2005) muestra como los
alumnos mejoran en determinadas facetas cuando el lenguaje no
verbal del profesor incluye signos de inmediatez, como gesticular al
hablar, no sentarse detras de su mesa, mirar a los alumnos mientras
habla, sonreir, utilizar un tono que no sea mondétono, etc. Asi, los
alumnos muestran interés por el curso y el profesor, prestan atencién
y tienen la percepcion de que han aprendido mucho en clase (Rocca,
2004). Asimismo, los resultados de su estudio también muestran co-
rrelaciones entre el lenguaje no verbal del profesor y el rendimiento
cognitivo de los alumnos, aunque esto es algo que esta en estudio (Witt
et al, 2004). Todos estos lenguajes afectivos coinciden con patrones de
interacciéon que pueden englobarse en una de las tres dimensiones si-
guientes (Rompelman, 2002): oportunidad de responder en un clima
de confianza, posibilidad de retroalimentacion y consideracion hacia
las personas (respeto). Harris y Rosenthal (2005) también sefialan la
dificultad de investigar empiricamente en el entorno del aula, debido
al aparato necesario para captar toda la informacion no verbal.

Otros autores coinciden en este sentido. Mitchell (2013) sefiala
que, dada la relacion positiva entre el lenguaje no verbal del profe-
sor y las actitudes de los alumnos, es importante que el profesor no
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solo se muestre entusiasmado con los contenidos, sino que ademas
debe mostrar ese entusiasmo para que repercuta positivamente en el
aprendizaje de los alumnos.

3.9.2. Dualidades contextuales

A continuacion, analizamos los cuatro tipos de entidades afectivas
del modelo tetraédrico de DeBellis y Goldin (2006) desde el punto
de vista de los cinco pares de dualidades contextuales introducidos
en el EOS: personal-institucional, expresion-contenido, ostensivo-no
ostensivo, intensivo-extensivo, unitario-sistémico. Consideramos que
este analisis permite articular aspectos del dominio afectivo que son
tratados de forma no sistemdtica o tangencial en la literatura. La
Figura 3.10 sintetiza estas dualidades en un unico diagrama, al que
nos referiremos mas adelante.

Personal-institucional

Los objetos y procesos afectivos suelen considerarse entidades psi-
cologicas, que se refieren a estados o rasgos mentales mas o menos
estables, o a disposiciones para la accién de los sujetos individuales.
Sin embargo, desde el punto de vista educativo, la consecucion de
estados afectivos que interactuen positivamente con el dominio cog-
nitivo debe ser objeto de interés por parte del profesor, es decir, de
las instituciones educativas. El hecho de que existan investigaciones
sobre la afectividad significa que es posible identificar fenémenos,
regularidades y conceptualizaciones compartidas que confieren un
cierto grado de objetividad a los afectos y a su influencia en el apren-
dizaje. El dominio afectivo conlleva, por tanto, una faceta institucio-
nal y se concreta en reglas de naturaleza afectiva que condicionan
el trabajo docente. La distincién personal-institucional, tanto para la
faceta cognitiva como para la afectiva, nos permite centrar la aten-
cion en la dialéctica entre estas dimensiones, por tanto, tomar con-
ciencia de las diversas condiciones institucionales en las que tienen
lugar los fenémenos afectivos.

189



PERSONAL

EMOCIONES

/2]

< 5

(%] [y
o

& 2

© 7]

Q

ACTITUDES

INSTITUCIONAL

Figura 3.10. Dualidades contextuales para el dominio
afectivo (Beltran-Pellicer y Godino, 2020, p. 10)

Diferentes normativas curriculares, como la espaiiola (MEFP, 2022),
establecen orientaciones desde el punto de vista socioafectivo, princi-
palmente en lo que a actitudes y valores se refiere.

El sentido socioafectivo integra conocimientos, destrezas y acti-
tudes para entender y manejar las emociones, establecer y alcanzar
metas, y aumentar la capacidad de tomar decisiones responsables e
informadas, lo que se dirige a la mejora del rendimiento del alumnado
en matematicas, a la disminucién de actitudes negativas hacia ellas, a
la promocién de un aprendizaje activo y a la erradicacion de ideas
preconcebidas relacionadas con el género o el mito del talento innato
indispensable. (MEFP, 2022, p. 142)

La dimension institucional es esencialmente estdtica. Sin embargo,
estas normas son interpretadas en primera instancia por el docente,
ya que, mientras planifica cada clase, debe incorporar las orientacio-
nes curriculares correspondientes, confrontindose con sus propios
sistemas de creencias y valores. En un segundo nivel, cuando el pro-
fesor implementa efectivamente las sesiones, las emociones (estados
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afectivos instantdneos) hacia ese grupo de alumnos y con esos con-
tenidos especificos interactian con las actitudes, creencias y valores.
Esto forma un sistema que se enmarca en la dimension personal (del
profesor) y que se alimenta una y otra vez. Es decir, las emociones
surgen como representacion (ostensible o no) de sus actitudes, creen-
cias y valores. Y estas ultimas categorias de entidades se ven reforza-
das o modificadas por la persistencia de esas emociones a lo largo del
tiempo. Y lo mismo ocurre con los estudiantes cuando interactian
con las normas institucionales.

Por otra parte, es en la dimensiéon personal donde se producen
otras interacciones, en forma de funciones semioticas, entre entida-
des afectivas y otros tipos de entidades, como las del plano cogni-
tivo (Whitson, 1997). Estas interacciones no son mas que procesos
de interpretacion, y por tanto de significacion, de elementos de un
dominio (por ejemplo, epistémico o cognitivo) que desempenian el
papel de signos para el otro dominio (por ejemplo, afectivo).

Expresion-contenido (funciones semidticas afectivas)

Los objetos afectivos no pueden concebirse como entidades ais-
ladas, sino que dan lugar a procesos de interpretacion por parte de
los sujetos o las instituciones. En otras palabras, intervienen como
antecedentes y consecuentes de funciones semi6ticas. Goldin (2000, p.
211) atribuye al afecto una valencia representacional: «Nétese que la
propia nocién de cédigo sugiere aqui que algo esta siendo codificado,
que las configuraciones afectivas pueden significar o representar in-
formacion». Este componente de la teoria de las representaciones de
Goldin encuentra en el EOS un encaje natural a través de la nocion
de funcion semiotica.

El significado (pragmatico) de un afecto puede definirse como el
sistema de practicas afectivas en las que ese afecto participa de forma
relevante. Es decir, los efectos o consecuencias que un afecto tiene
en la realizaciéon de una practica matematica. Otro uso del término
significado afectivo puede ser de tipo referencial cuando la expresion
o antecedente de la funciéon semiética es una expresion lingiiistica
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afectiva y el consecuente o significado es el afecto al que se refiere.
Se puede hablar, por tanto, de significado emocional, actitudinal, etc.,
de una expresion afectiva. De este modo, autores como Flavier ef al.
(2002) identifican el objeto del signo de Peirce como la preocupacion
del alumno ante una situacion dada, lo que abre la posibilidad de
juicios subjetivos que dependen de la experiencia previa. El represen-
tamen o signo, por su parte, es el elemento de la situacion conside-
rada que, en nuestro caso, seria cada una de las categorias de objetos
matematicos. Para completar la concepcion triadica del signo, el in-
terpretante corresponde a la movilizacion del conocimiento durante
la situacion. La nocién de funciéon semidtica también es util como
entidad que relaciona las propias entidades afectivas, tanto desde un
punto de vista referencial como operacional. También conecta las
entidades afectivas con las entidades cognitivas y epistémicas.

El intercambio de informacién entre sistemas representacionales
mencionado por Goldin (2000, p. 211) y DeBellis y Goldin (2006, p.
133) también puede interpretarse con la nocién de funciéon semicti-
ca. De este modo, los significados encapsulados en cada una de las
representaciones del dominio afectivo se relacionan, a través de fun-
ciones semioticas, con representaciones de otros dominios como el
verbal, visual, formal y el sistema de planificacion y ejecucion (Goldin
y Kaput, 1996). Y viceversa, una funciéon que tiene como dominio
de partida una representacion visual (imagistic), por ejemplo, puede
transferir ese significado al dominio de llegada, evocando un afecto
relacionado con el significado que estd encapsulado por la funcion.

Ostensivo-no ostensivo

Los afectos son entidades mentales (o ideales), es decir, no ostensi-
bles por naturaleza (no son directamente perceptibles). Pero se ma-
nifiestan a través de gestos y expresiones concretas, es decir, a través
de manifestaciones ostensivas. El trabajo de DeBellis y Goldin (2006)
estudia como inferir las entidades internas a partir de las observa-
ciones disponibles, asi como los intercambios de informacion (inte-
racciones) entre el sistema de representacion afectiva y los demas
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sistemas de representacion que intervienen en las situaciones de re-
solucién de problemas.

Dado que los objetos matematicos (conceptos, procedimientos,
proposiciones y argumentos) requieren para su manifestacion de
elementos lingiiisticos, el lenguaje mismo (en sus diversas mani-
festaciones y registros) es considerado dentro del EOS como objeto
matematico, esto es, como objeto que interviene en la practica mate-
matica. La identificacion de los objetos afectivos presenta una dificul-
tad aun mayor, si cabe. De forma andloga a los objetos matematicos,
su conocimiento solo serd posible a partir de sus manifestaciones
externas. Ahora bien, los significados ligados a los estados afectivos
del individuo suelen permanecer inconscientes o preconscientes, di-
ficiles de verbalizar por el individuo que los experimenta y sujetos
a una complicada interpretaciéon por parte de observadores externos
(DeBellis y Goldin, 2006, p. 133). Los signos afectivos son pequefios
gestos en el lenguaje corporal, cambios en la entonacion de la voz,
suspiros, expresiones faciales, etc., cuyo significado preciso es, cuando
menos, ambiguo. Sin embargo, su eficacia como sistema de comuni-
cacion es evidente, porque provocan reacciones emocionales en otros
sujetos, que interpretan estos signos, a menudo de forma inconsciente
0 preconsciente.

Extensivo-Intensivo

Goldin (1988) introdujo la distincion entre afecto local y global.
El afecto local se refiere a los estados afectivos cambiantes e instan-
taneos que aparecen durante las situaciones de resolucién de proble-
mas, constituyendo un sistema de representacién interna, al mismo
nivel que la representacion visual (imagistic), las notaciones formales,
las representaciones verbales y el metasistema formado por la planifi-
cacién y el control ejecutivo (DeBellis y Goldin, 1991, p. 29). El afecto
global, por el contrario, esta constituido por actitudes, que dependen
directamente de sistemas de creencias y valores. Al igual que el afecto
local, el afecto global puede expresarse en cualquier tipo de situacion,
pero sus entidades no son tan cambiantes ni faciles de modificar.
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El afecto local esta formado por las emociones que se experimen-
tan dentro de las diferentes situaciones-problema que se proponen
a los alumnos. Incluye, por tanto, manifestaciones (cuando las emo-
ciones se exteriorizan) o sentimientos (cuando las entidades afectivas
instantaneas permanecen interiorizadas) de caracter efimero y parti-
cular, en un momento concreto. Si los individuos experimentan los
mismos estados afectivos ante situaciones similares, estos se refuer-
zan, configurando un sistema (afecto global) en el que ya entran en
juego actitudes, creencias e incluso valores. En otras palabras, se trata
de un proceso de generalizacion, de modo que, cuando el profesor
propone una situacion que evoca tareas y actividades ya vividas, el
alumno realiza una accion de particularizacion, pues las emociones
dependeran de sus propias actitudes y creencias, que a su vez se con-
figuran como una generalizacion de las emociones.

Unitario-sistémico

Un rasgo afectivo caracteristico de una persona (por ejemplo, una
actitud negativa hacia las matematicas) puede interpretarse como el
resultado (unitarizacion) de una secuencia de experiencias afectivas
negativas en relacion con el aprendizaje de las matematicas. La inves-
tigacion sobre su origen y el disefio de estrategias de cambio pueden
requerir analizar y descomponer este rasgo en aspectos parciales.
Las dualidades contextuales se aplican a cada una de las entidades
afectivas (y cognitivas) del modelo representado en la Figura 3.10. La
dualidad unitario-sistémico surge al considerar los diferentes objetos
hacia los que se dirigen las emociones, actitudes, creencias y valores.
La interrelacion entre todos ellos conforma el sistema afectivo de una
persona.

En el campo de la educacion matematica, McLeod (1992) distingue
diferentes tipos de creencias: sobre las matematicas, sobre uno mismo,
sobre la ensefianza de las matematicas y sobre el contexto social. Lo
mismo ocurre con las actitudes, pudiéndose distinguir entre actitudes
hacia las matematicas (interés, satisfaccion, curiosidad, etc.), asi como
actitudes matematicas (flexibilidad en la eleccion de técnicas y estra-
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tegias, espiritu critico, etc.) (Callejo, 1994; Gil et al, 2005). E1 profesor
debe prestar atencion a las manifestaciones unitarias de los sistemas
de creencias y a las actitudes que emergen de ellos, tomando nota de
aquellas emociones y respuestas afectivas instantaneas que favorecen
actitudes matematicas adecuadas para los distintos tipos de situacio-
nes que tienen lugar en los procesos de ensefianza-aprendizaje.

3.9.3. Dinamica de la afectividad

Hasta ahora, hemos presentado una vision estatica del afecto y
sus relaciones con el dominio cognitivo-epistémico. La dindmica del
afecto debe investigarse dentro de los procesos de instruccién. El
EOS ha introducido algunas nociones teéricas que pueden ayudar
al estudio de los aspectos dinamicos del afecto en la educacion ma-
tematica. Es el caso de las nociones de configuracién y trayectoria
didactica que describimos con detalle en el Capitulo 4. Una configu-
racion didactica es cualquier segmento de actividad didactica (ense-
flanza y aprendizaje) realizado entre el inicio y el final de una tarea
(situacion-problema). Incluye, por tanto, las acciones de los alumnos
y de los profesores, asi como los recursos previstos o utilizados para
llevar a cabo la tarea. La secuencia de configuraciones didacticas
conforma una trayectoria didactica. En toda configuracion didactica
existe: a) una configuracién epistémica (sistema de practicas, objetos
y procesos matematicos institucionales requeridos en la tarea), b) una
configuracion instruccional (sistema de funciones profesor/alumno y
medios instruccionales que se utilizan ademas de la interaccion entre
los distintos componentes) y c) una configuracion cognitivo-afecti-
va (sistema de practicas, objetos y procesos matematicos persona-
les que describen el aprendizaje y los componentes afectivos que lo
acompafian).

Desde un punto de vista instruccional, el afecto en educacion
matematica debe ser analizado, planificado, implementado y evalua-
do, como el resto de las facetas. La investigacion sobre la relacién
entre el dominio afectivo y las matematicas se centra habitualmente
en las interacciones con el dominio cognitivo. Parece necesario, sin
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embargo, considerar también el componente epistémico, los patrones
de interaccion en el aula, el uso de los recursos, asi como las demas
condiciones ecoldgicas que determinan los procesos de estudio en las
instituciones educativas (curriculo, factores sociales y politicos, etc.).

La identificacion de la trayectoria afectiva y como interactia con
las configuraciones epistémicas y con el dominio cognitivo, permite
a los docentes utilizar esta informaciéon para sugerir estrategias de
resolucion de problemas a los estudiantes (Caballero et al, 2017).
Un estado emocional que a priori puede parecer negativo, como el
bloqueo mental o la desesperanza, puede ser el inicio de una trayec-
toria afectiva que catalice una subtrayectoria cognitiva que conduzca
al uso de las heuristicas necesarias para resolver la situacién-proble-
ma correspondiente. Esta subtrayectoria interactuaria de nuevo con
el dominio afectivo, en una especie de retroalimentacion continua,
favoreciendo la aparicion de emociones positivas.

3.10. Sintesis de la teoria ontosemiotica del significado y la
cognicion matematica

El objetivo de este capitulo ha sido presentar la teoria del significa-
do elaborada a partir de los supuestos ontolégicos y epistemoldgicos
del EOS, asi como elementos tedricos sobre la cognicion matematica
(personal e institucional) basados en la ontosemiotica. En esta pers-
pectiva, el estudio de los signos debe hacerse juntamente con el ana-
lisis de los objetos referidos por los signos, su naturaleza y funcién.
Hemos mostrado las fuentes sobre las que se apoya la ontosemi6tica
y su intento de compaginar teorias realistas y operacionales sobre el
significado, cuando el problema se aborda desde el contexto de cons-
truccion y difusion del conocimiento matematico, esto es, el contexto
de la educacion. También hemos mostrado el estudio de las concor-
dancias y complementariedades del EOS con otros modelos sobre el
significado aplicables al conocimiento matematico, en un intento de
iniciar la articulacién de varias teorias.
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La Tabla 3.5 incluye una sintesis de la teoria respondiendo a las

cuestiones de la guia propuesta por Michie ef al. (2014) para el ana-

lisis de las teorias.

Tabla 3.5. Sintesis de la teoria ontosemiotica del

significado y la cognicion matemdtica

Elementos

Descripcion

Breve resumen.
¢De qué trata la
teoria y cudles
son sus principa-
les proposiciones?

La teoria ontosemiotica del significado y la cognicién ma-
tematica desarrolla una vision global del significado de los
objetos matemadticos como base de la cognicién matematica,
tanto desde el punto de vista individual (personal), como social
(institucional). El significado se concibe como el contenido

de cualquier funcién semiotica, entendida como relacion
entre dos objetos (funtivos), uno funcionando como expresion
(significante) y otro como contenido (significado), relacionados
seglin un criterio o regla de correspondencia (interpretante).
Los funtivos pueden ser los elementos de los diversos len-
guajes usados en la practica matematica y los demas tipos

de objetos de la ontologia del EOS (conceptos, proposiciones,
procedimientos, argumentos), incluyendo los propios siste-
mas de practicas. De este modo, la teoria articula supuestos
realistas (referenciales) y pragmaticos (operacionales) sobre el
significado. El constructo funcion semiética sirve de base para
definir el conocimiento y comprension de las matematicas en
términos de las tramas de funciones semi6ticas que un sujeto
(persona o institucion) es capaz de establecer entre los objetos
implicados en las practicas requeridas para la solucién de
problemas.

Ambito/objetivo.

¢Qué fenomenos

pretende explicar
la teoria?

La teoria aborda los fenomenos relacionados con los procesos
de representacion, interpretacion, significacion y comunicacién
en la actividad matematica, tanto desde el punto de vista insti-
tucional (epistémico, cultural) como personal (mental, psicolo-
gico). También estudia desde un punto de vista ontosemiético
(objetos y significados) la naturaleza y emergencia del conoci-
miento, comprension y competencia matematica.
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Justificacion. ¢Por
qué es necesaria
la teoria y como
mejora las teorias
anteriores?

Es necesario elaborar una teoria que articule posiciones
realistas y pragmaticas del significado para el caso de las
matematicas, que sirva de base para describir y comprender
los procesos de cognicion matematica, tanto desde el punto

de vista individual (mental) como social (institucional). Una
perspectiva ontosemiotica aporta un punto de vista necesario
y eficaz para abordar el estudio de la cognicion matematica,
asi como los procesos de representacion, interpretacion y
comunicacion matematica. Las teorias existentes en educacion
matematica son parciales respecto al dilema entre realismo y
pragmatismo, y entre cognicién individual y social. Tampoco
tienen en cuenta la diversidad de objetos que intervienen en la
actividad matematica, reduciendo la semiotica al estudio de los
lenguajes, los objetos ostensivos, desligados de los constructos
y practicas de donde emergen.

Hipétesis. ¢Qué
hipétesis especi-
ficas plantea la
teoria y en qué
se diferencian de
otras teorias?

Tanto los significantes (expresion) de las funciones semiéticas
como los significados (contenido) pueden ser objetos ostensivos
(materiales) como no ostensivos (constructos). Los criterios o
codigos de correspondencia entre funtivos pueden ser reglas o
habitos personales o culturales. El significado tiene una faceta
publica, socialmente compartida, y otra privada, mental, idiosin-
crasica de cada sujeto.

El conocimiento matemdtico incluye comprension de la trama de
objetos y relaciones implicados en las précticas matematicas de
resolucion de problemas y competencia en la realizacion eficien-
te de las mismas.

Otras teorias contemplan visiones parciales del significado y del
conocimiento (enfatizan el componente mental o el sociocultural).

Constructos.
¢Cudles son los
elementos de la
teoria?

Constructos que componen la teoria:

- Sistema de practicas matematicas operativas y discursivas.

- Tipologia de objetos matematicos primarios (lenguajes, pro-
blemas, conceptos-definicion, proposiciones, procedimientos,
argumentos.

- Funcion semio6tica: correspondencia entre un objeto antece-
dente (expresion, significante) y otro consecuente (contenido,
significado) establecida por un sujeto (persona o institucion),
seglin un criterio o regla de correspondencia.

- Significado pragmatico de un objeto: correspondencia entre
un objeto y el sistema de practicas donde interviene el
objeto.

- Tipos de significados pragmaticos institucionales y
personales.

- Cognicion individual: trama de funciones semiéticas
personales.

- Cognicion institucional (social): trama de funciones semioti-
cas sociales/compartidas.

-Ecologia de significados.
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Relaciones.
¢Como se relacio-
nan entre si los
elementos de la
teoria?

Los tipos de objetos matematicos y de sistemas de practicas
son los funtivos de las funciones semioticas, esto es, funcionan
como expresion y contenido. Los distintos tipos de lenguajes
son usualmente el funtivo expresion, pero también funcionan
como antecedente de las funciones semi6ticas los restantes
tipos de objetos. Por esta razon se enfatiza el caracter ontose-
miotico de esta teoria, y no simplemente como una semiética.
El conocimiento matematico, tanto desde el punto de vista
social/institucional como individual/personal, se concibe y
analiza en términos de tramas de funciones semioticas.

Procedencia. ¢En
qué teorias se
basa y como?

Se adopta e interpreta la nocién de funcioén de signo de la lin-
giiistica (Hjemslev) que se complementa con la nocién de inter-
pretante de Peirce para el codigo o regla de correspondencia
entre funtivos. También se basa en la teoria ontosemiotica de
la actividad matematica y de los objetos emergentes (Capitulo
2) adoptando los tipos de objetos matematicos y sistemas de
practicas como los funtivos de las funciones semicticas. Se
basa también en teorias semiéticas de la cognicién y la cultura
(Eco y Lotman).

De este modo se articulan posiciones semioticas realistas (las
palabras, los signos se hacen significativos por el hecho de que
se le asigna un objeto, un concepto o una proposicion como
significado) y pragmatistas (los signos se hacen significativos
por el hecho de desempeiiar una determinada funcién en un
juego lingiiistico, por el hecho de ser usados en este juego de
una manera determinada y para un fin concreto).

Semejanza. (A qué
teorias se parece
mas esta teorfa?

La nocién de funcion semictica se relaciona con el signo
triadico de Peirce. El significado como sistemas de practicas
operativas y discursivas es una interpretacion de la maxima
pragmatica de Peirce. El significado pragmatico de un con-
cepto se relaciona con la tripleta conceptual de Vergnaud.
Los tipos de lenguajes y su uso como representaciones de los
demas tipos de objetos se corresponde con la teoria de los
registros de representacion semiotica de Duval.

El conocimiento como trama de funciones semioticas se
corresponde con las teorias relacionales de la comprension
(Skemp) y de la competencia matemadtica (saber hacer) en la
resolucion de problemas (Mason, Schoenfeld . . . ).

Complementa-
riedad. ¢Con qué
teorias puede
complementarse?

Algunos aspectos de la teoria ontosemiotica del significado y
la cognici6n se pueden complementar con otras teorias. Por
ejemplo, la teoria de registros de representacion semiotica de
Duval enriquece y desarrolla de manera explicita los tipos de
lenguajes. Otras teorias de semiotica cultural (Lotman, Eco) y
de semiotica cognitiva (Enactivismo, Lakoff y Nufiez) pueden
complementar las herramientas de analisis de la ontosemiética.

199



Operacionali- Los constructos de la teoria no son rasgos medibles. Se trata de

zacion. ¢Como categorias descriptivas de los diferentes tipos de objetos y sig-
se miden o nificados. Un método para delimitar los diversos significados

identifican los de los objetos matematicos y; por tanto, para la reconstruccién
constructos? de los modelos de referencia epistemologica y cognitiva, es el

analisis de los sistemas de précticas (personales e instituciona-
les) y de las configuraciones ontosemioticas implicadas en los

mismos.
Usos. ¢Para qué La teoria ontosemictica del significado se usa como herramien-
puede utilizarse la | ta para analizar y comprender los procesos de representacion
teoria? e interpretacion en la actividad matematica (construccion y

comunicacién del conocimiento). La reconstruccion de los
significados de referencia de los objetos matematicos sirve

de base para el disefio educativo-instruccional, permitiendo
reconocer los diferentes sentidos o significados parciales y
seleccionar una muestra representativa adaptada al contexto.
Permite reconocer la complejidad de objetos y procesos impli-
cados en la actividad matematica y didactica y; en consecuen-
cia, elaborar un modelo educativo-instruccional que tiene en
cuenta dicha complejidad (Capitulo 4).
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Capitulo 4

Teoria del disefo educativo en
matematicas basada en el EOS

Introduccion

En las Ciencias de la Educacion se han desarrollado una variedad de
modelos y teorias de disefio educativo para areas especificas.

Una teoria de disefio educativo es una teoria que ofrece una guia

explicita sobre la mejor forma de ayudar a que la gente aprenda y

se desarrolle. Los tipos de conocimientos y de desarrollo pueden ser

cognitivos, emocionales, fisicos y espirituales. (Reigeluth, 2000, p. 15)

Estas teorias estan dirigidas a la practica y abordan los dife-
rentes aspectos del proceso educativo, como la organizacion del
contenido, la seleccion de métodos de ensefianza, la secuenciacion
de actividades, la interaccion entre docentes y estudiantes, la evalua-
cién del aprendizaje y el uso de tecnologias educativas. Los estudios
del disefio e implementacion de entornos de aprendizaje efectivos,
junto con la investigacion cientifica basica sobre estos procesos, se
aborda por las Ciencias del Aprendizaje (Sawyer, 2014), que asumen
el enfoque de «investigacion basica inspirada por el uso» (Stokes,
1997).

En este capitulo presentamos los supuestos y herramientas teori-
cas desarrolladas en el EOS para abordar el disefio, implementacion
y evaluacion de procesos de ensefianza y aprendizaje de las mate-
maticas. Estas actividades didacticas tienen como fin ultimo lograr
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que los estudiantes: 1) Adquieran los conocimientos y habilidades
matematicas necesarios para desenvolverse en la vida cotidiana y
profesional; 2) Desarrollen la capacidad de razonar, analizar, resol-
ver problemas y tomar decisiones (pensamiento logico y critico); 3)
Adquieran una formacion ética y civica para convertirlos en ciuda-
danos informados, responsables y comprometidos (Niss, 1996).

La teoria del disefio educativo en matematicas que presentamos
aporta supuestos y constructos para describir, explicar y disefiar
los procesos organizados de ensefianza y aprendizaje de contenidos
matematicos, teniendo en cuenta los factores contextuales que los
condicionan y hacen posible. Se basa en la teoria de la actividad ma-
tematica y objetos emergentes descrita en el Capitulo 2 y la teoria
del significado y la cognicién matematica presentada en el Capitulo
3. En los procesos educativos intervienen unos sistemas de practicas
matematicas (significados institucionales), unos sujetos (estudiantes)
cuyo compromiso es la apropiacién personal de dichas practicas
(significados personales), el profesor o gestor del proceso y unos re-
cursos instruccionales determinados. En sintesis, la teoria elaborada
ayuda a describir, explicar y predecir lo que hacen los profesores
y estudiantes al estudiar un contenido matematico en un contexto
determinado (componente cientifico de la educacion matematica)
y lo que deberian hacer para optimizar esa actividad (componente
tecnolégico) cuando se asumen los postulados del EOS sobre el co-
nocimiento matematico.

En las secciones 4.1 a 4.4, describimos los constructos de la teoria.
En primer lugar, presentamos la estructura de facetas y componentes
de un proceso educativo-instruccional y la nocién de configuracion
didactica como unidad de analisis (Seccion 4.1). Las dimensiones
normativa y metanormativa, incluyendo el constructo idoneidad di-
dactica como un aspecto normativo se abordan en la Seccion 4.2.
Contintia con la descripcion de los tipos de configuraciones tedricas
y el modelo didactico de referencia basado en el EOS (Seccién 4.3),
seguido de la dindmica de un proceso educativo analizado con la
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herramienta trayectoria didactica y sus tipos (Seccion 4.4). Estos
constructos, junto con los elaborados en las teorias descritas en los
capitulos 2 y 3 —configuracién de practicas, objetos y procesos y
tipos de significados pragmaticos— se usan para analizar las acti-
vidades de planificacion (estudio preliminar) (Seccion 4.5), disefio y
analisis a priori de tareas instruccionales (Seccion 4.6), implementa-
cién (Seccion 4.7) y analisis retrospectivo (Seccion 4.8). Estos andlisis
son ejemplificados mediante su aplicaciéon a una experiencia de
formacion estadistica de futuros profesores (Godino et al, 2014).
Las concordancias y complementariedades de la teoria del disefio
educativo basada en el EOS con otras perspectivas tedricas relacio-
nadas se analizan en la Seccion 4.9. En la Seccion 4.10 se presenta
una sintesis de la teoria.

4.1. Modelo de estructura de un proceso
educativo-instruccional

Estamos interesados en elaborar herramientas tedricas para com-
prender la complejidad de factores que intervienen en los procesos
de ensefanza y aprendizaje de las matematicas, incluyendo los pro-
cesos de adquisicion de informacién y apropiacion de conocimien-
tos y habilidades especificas, asi como el desarrollo personal, social
y emocional de los estudiantes a través del estudio de las matema-
ticas. Esta comprension sera el fundamento para las actividades de
planificacion, implementacion y evaluacién de los procesos educati-
vos-instruccionales. La perspectiva educativa amplia que asumimos,
que incluye la adquisicién de conocimientos y habilidades especi-
ficas (instruccion), pero aspira al desarrollo integral del individuo,
nos lleva a elaborar un modelo complejo para la estructura de los
procesos educativo-instruccionales reflejado en la Figura 4.1.

211



[ NIVELT NIVEL Il ‘ ‘ NIVEL Ill ‘ ’ NIVEL IV ‘ ™

FA CETAS COMPONENTES SUBCOMPONENTES ELEMENTOS
Problemas
Lenguajes
SIGNIFICADOS Gonceptos
INSTITUCIONALES Proposiciones Especificos del
Procedimientos contenido matematico
EPISTEMICA Argumentos (Algebra, Geometria,
. Estocastica, ...)
Comunicacion
PROCESOS Problematizaciéon
Modelizacion
Generalizacion, ...

RELACIONES (Conexiones)

)
)

Conexiones interdisciplinares

Curriculo

Apertura a la innovacién
. ECOLOGICA Adaptacion socio-profesional
S Educacién en valores civicos
g2 Entorno familiar a
<= u
oz F
S0 Especificos del s}
oo Concretos contenido matematico o
wo R o
o3 ecursos materiales Virtuales ,AAAnlmeuca‘ Geometria, 2
» X Simbélicos Igebra, Estadistica, ..
RE MEDIACIONAL < f i

» poyos al estudio =
8z Condiciones del aula; horario =z
[3 Nuamero de estudiantes
o Tiempo
Interaccion docente - discentes
|NTERACC|ONAL Interaccion entre estudiantes
- Auloncm\'a ~
Evaluacion formativa

Compresion
(situacional; conceptual
proposicional

SIGNIFICADOS Competencia

PERSONALES (comunicativa; procedimental;

argumentativa)

Aprendizaje de
contenidos especificos
(Algebra, Geometria,

Estocastica, ...)

Matematicos:
(comunicacién; problematizacion
PROCE: modelizacién; generalizacion)
COGNITIVA OCESOS Metacognitivos: Metacognicion

RELACIONES (Conexiones)
CONOCIMIENTOS PREVIOS
DIFERENCIAS INDIVIDUALES
EVALUACION DEL APRENDIZAJE

Emociones
Actitudes
Creencias

AFECTIVA { Valores-Identidad
Intereses y
\_ necesiiades J

Figura 4.1. Modelo de estructura de un proceso educativo-
instruccional (Godino et al, 2021, p. 10, version modificada)

Un proceso educativo-instruccional comprende seis facetas in-
terconectadas: epistémica (significados institucionales, procesos y
relaciones), ecoldgica (conexiones interdisciplinares, curriculo. . .),
interaccional (docente, funciones del profesor; discente, funciones de
los alumnos), mediacional (recursos materiales, apoyos al estudio . . . ),
cognitiva (significados personales, procesos y relaciones) afecti-
va (emociones, actitudes, creencias . .. ). En cada una de las facetas
podemos identificar un conjunto de componentes, subcomponentes
y elementos especificos del contenido (dlgebra, geometria, etc.), los
cuales se secuencian en el tiempo, dando cuenta de la dindmica de
los procesos educativo-instruccionales. Se tiene, por tanto, un modelo
con cuatro niveles de analisis y con las interacciones entre las diver-
sas facetas y componentes.

212



Como unidad de andlisis, que tiene en cuenta y articula la diver-
sidad de aspectos que intervienen en un proceso educativo-instruc-
cional, hemos introducido el constructo configuracion diddctica, que
consiste en cualquier segmento de actividad matematica y didactica
comprendido entre el inicio y fin de la resolucién de una situa-
ciéon-problema o tarea. Cada segmento incluye tanto las acciones de
los estudiantes y del profesor como los medios materiales, epistémi-
cos y cognitivos (conocimientos y habilidades previas) usados para
abordar la tarea. La tarea puede resolverse en un tiempo breve (unos
minutos), o tratarse de proyectos que requieren un periodo mas dila-
tado, dando lugar a configuraciones didacticas de tipo micro, macro o
meso. En la Figura 4.2 se sintetiza la estructura de una configuracion
didactica.

ESTADOS /MOMENTOS DIDACTICOS

- ———— - -

ENSENANZA

7

Configuracion
epistémica

Configuracién
cognitiva-

1
I
1
I
5 1
afectiva |
1
1
1

Configuracion
instruccional

S o s i,

1
1
}
1
/

TRASFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS MATEMATICAS Y DIDACTICAS

Figura 4.2. Componentes y dinamica de una
configuracion didactica (Godino, 2014, p. 31)
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En una configuraciéon didactica podemos diferenciar tres com-
ponentes: a) una configuracion epistémica (sistema de practicas,
objetos y procesos matematicos institucionales requeridos en la
tarea), b) una configuracion instruccional (sistema de funciones do-
centes, discentes y medios educativos que se utilizan, asi como sus
interacciones) y ¢) una configuracion cognitiva-afectiva (sistema de
practicas, objetos y procesos matematicos personales que describe el
aprendizaje y los componentes afectivos que le acompaiian).

La teoria ontosemiética de la actividad matematica descrita en
el Capitulo 2 sirve de base para proponer un modelo de analisis de
las configuraciones epistémicas que se disefian e implementan en
un proceso educativo-instruccional. Se trata de los tipos de estados
o momentos relacionados con la gestion del contenido de ense-
flanza: problematizacion, representacion/comunicacion, definicion,
enunciacion, algoritmizacion, argumentacion, interpretacion/signifi-
cacion, instrumentacion, generalizacion/particularizacion.

En la configuracion instruccional se incluyen los roles o funcio-
nes del profesor, para las cuales proponemos la siguiente categoriza-
cion (Godino et al, 2006):

P1: Planificacion: disefio del proceso, seleccion de los contenidos y
significados a estudiar (construccion del significado pretendido y de
la trayectoria epistémica prevista).

P2: Motivacion: creacion de un clima de afectividad, respeto y
estimulo para el trabajo individual y cooperativo, a fin de que se
implique en el proceso de instruccion.

P3: Asignacion de tareas: direccion y control del proceso de
estudio, asignacion de tiempos, adaptaciéon de tareas, orientacion y
estimulo de las funciones del estudiante.

P4: Regulacion: fijacion de reglas (definiciones, enunciados, justifi-
caciones, resolucion de problemas, ejemplificaciones), recuerdo e in-
terpretacion de conocimientos previos necesarios para la progresion

del estudio, readaptacion de la planificacion prevista.
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P5: Evaluacion: observacion y valoracion del estado del aprendiza-
je logrado en momentos criticos (inicial, final y durante el proceso) y
resolucion de las dificultades individuales observadas.

P6: Investigacion: reflexion y andlisis del desarrollo del proceso
para introducir cambios en futuras implementaciones, y articular los

momentos y partes del proceso de estudio.

La siguiente relacion constituye un inventario de tipos potenciales
de funciones del estudiante en la configuracion instruccional:

A1: Aceptacion del compromiso educativo, adopcion de una actitud
positiva al estudio y de cooperacion con los compaiieros.

A2: Exploracion, indagacion, busqueda de conjeturas y modos de
responder a las cuestiones planteadas.

A3: Recuerdo, interpretacién y seguimiento de reglas (conceptos y
proposiciones) y del significado de los elementos lingiiisticos en cada
situacion.

A4: Formulacion de soluciones a las situaciones o tareas propuestas,
ya sea al profesor, a toda la clase o en el seno de un grupo.

AS: Argumentacion y justificacion de conjeturas (al profesor o los
compafieros).

A6: Recepcion de informacion sobre modos de hacer, describir,
nombrar, validar.

A7: Demanda de informacion: estados en los que los alumnos piden
informacion al profesor o a otros compaiieros (por ejemplo, cuando
no entienden el significado del lenguaje utilizado o no recuerdan co-
nocimientos previos necesarios).

AS8: Ejercitacion: Realizacion de tareas rutinarias para dominar las
técnicas especificas.

A9: Evaluacion: Estados en los cuales el alumno realiza pruebas de
evaluacion propuestas por el profesor, o de autoevaluacion.

Los tipos de acciones del profesor y de los estudiantes que aca-
bamos de listar son tipos de prdcticas diddcticas, esto es, clases o
categorias de acciones (operativas y discursivas) que realizan para
abordar conjuntamente el estudio del contenido pretendido —sea la
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resolucién de un tipo de problemas y los objetos matematicos im-
plicados, o el desarrollo de habilidades especificas—. Estas practicas
tienen lugar en un contexto ecolégico (material, biol6gico, social) que
sirve de soporte al tiempo que las condicionan.

4.2. Dimensién normativa’

Como cualquier actividad social, la educacion es una actividad
regulada, en algunos aspectos de manera explicita y en otros impli-
citamente. Desde el nivel mas general de las directrices curriculares,
fijadas con frecuencia con decretos oficiales, hasta los compor-
tamientos de cortesia y respeto mutuo entre profesor y alumnos,
los procesos de ensefianza y aprendizaje estin regidos por normas,
convenciones, habitos, costumbres o tradiciones. Todos estos elemen-
tos reguladores conforman lo que Godino et al (2009) denominan
«dimensiéon normativa de los procesos de estudio». Esta influencia
«desde la sombra» hace que las normas rara vez se cuestionen, lo que
condiciona seriamente las iniciativas orientadas a la mejora de los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas: sin cambiar
las reglas, no es posible modificar los procesos gobernados por las
mismas. En consecuencia, una empresa prioritaria debe ser el estudio
de esta «dimension normativa» para, por un lado, poder describir con
mayor precision el funcionamiento de los procesos educativos-ins-
truccionales y, por otro, incidir en aspectos de la dimensién norma-
tiva (modificandolos si fuera necesario) para facilitar la mejora de
dichos procesos.

El tema de las normas ha sido objeto de investigacién en Didac-
tica de las Matematicas, principalmente por los autores que basan
sus trabajos en el interaccionismo simboélico (Blumer, 1969), que han
introducido nociones como patrones de interaccion, normas sociales
y sociomatematicas (Cobb y Bauersfeld, 1995; Yackel y Cobb, 1996).

15 El contenido de esta seccion esta basado en los articulos Godino et al
(2009) y D'Amore y Godino (2007).
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La nocién de contrato didactico ha sido desarrollada por G. Brous-
seau en diversos trabajos constituyendo una pieza clave en la Teoria
de Situaciones Didacticas en Matematicas (TSDM) (Brousseau, 1988,
1997). En todos estos casos, se trata de tener en cuenta las normas,
habitos y convenciones, generalmente implicitas, que regulan el fun-
cionamiento de la clase de matematicas y condicionan en mayor o
menor medida los conocimientos que construyen los estudiantes. El
foco de atencion, en estas aproximaciones, ha sido principalmente las
interacciones entre profesor y estudiantes cuando abordan el estudio
de temas matematicos especificos.

El marco del EOS, y especialmente el modelo de estructura de un
proceso educativo-instruccional (Figura 4.1) proporciona constructos
que permiten clasificar el entramado de normas sociales y matemati-
cas sobre las cuales se apoyan y condicionan la ensefianza y el apren-
dizaje de las matematicas segin mostramos en la Figura 4.3.

Epistémicas .

Cognitivas
Afectivas
Interaccionales
Mediacionales
Ecolégicas

Administracién Faceta
Sociedad
Escuela
Aula
Disciplina

Curricular
Planificacién
Implementacion
Evaluacion

TIPOS DE NORMAS

Origen
Momento

Tipo y grado de coercion

SOCIAL: DISCIPLINAR:
Leyes Teoremas
Decretos Definiciones

Ordenes Convenciones
Resoluciones

Habitos
Costumbres 7

Figura 4.3. Dimension normativa. Tipos de
normas (D’Amore ef al, 2007, p. 10)

El punto de vista global adoptado lleva a clasificar las normas
segin dos direcciones complementarias:
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1. El momento en que intervienen: disefio curricular, planificacion,
implementacion o evaluacion. Las normas no solo se ponen de
manifiesto en los momentos en que tienen lugar las interaccio-
nes profesor-alumnos (implementacion), sino también en la pla-
nificacion, evaluacion, y en la fase de disefio curricular, donde se
configuran los significados de referencia que orientan y condi-
cionan los significados pretendidos, implementados y evaluados.

2. la faceta del proceso de estudio a que se refiere la norma: epis-
témica, ecologica, interaccional, mediacional, cognitiva y afec-
tiva. Esto permite fijar la atencién en las normas que regulan:

* El trabajo del profesor en relacién con el saber matematico
(entendido como sistema de practicas institucionales).

* La relacion con el entorno (sociocultural, politico, laboral...) en
el que se desarrolla el proceso de instruccion (faceta ecologica).

* El uso los recursos tecnolégicos y temporales (faceta
mediacional).

* La interaccion docente-discente y discente-discente.

* El trabajo de los estudiantes con relacion al saber matematico
(asumido como sistema de practicas personales).

* La afectividad de las personas que intervienen en el proceso
de estudio.

Las normas también se pueden clasificar segtin su origen (admi-
nistracién, sociedad, escuela, aula, disciplina) y el tipo y grado de
coercion (social, disciplinar) como se indica en la Figura 4.3. A con-
tinuacion, describimos algunas caracteristicas de las normas ligadas
a cada una de las facetas de los procesos de estudio de matematicas.

4.21. Normas epistémicas

En la clase de matematicas se establece un compromiso basico:
ensefiar y aprender matematicas. Las normas epistémicas determinan
la actividad matematica que es posible desarrollar en un proceso
educativo dado. Regulan los contenidos matematicos, el tipo de situa-
ciones adecuadas para su aprendizaje y las representaciones que se
utilizan para los distintos contenidos. En la terminologia del EOS, las
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normas epistémicas determinan las configuraciones epistémicas y las
practicas matematicas que posibilitan dichas configuraciones.

Por otra parte, cada uno de los componentes de la configuracion
epistémica estd relacionado con normas metaepistémicas (usualmen-
te consideradas como normas sociomatematicas). Si nos fijamos, por
ejemplo, en las situaciones-problemas es necesario que el alumno
pueda responder a preguntas del tipo, {qué es un problema?, écuando
se ha resuelto un problema?, ¢qué reglas conviene seguir para resol-
verlo?, etc. Si nos fijamos en el componente argumento, el alumno
necesita saber qué es un argumento en matematicas, cuando se con-
sidera valido un argumento, etc.

El sistema de criterios de idoneidad didactica'® en las diferentes
facetas y componentes de un proceso educativo, basados en los su-
puestos y herramientas del EOS, delimitan lo que puede ser conside-
rado unas «buenas matematicas» una «buena ensefianza» y un «buen
aprendizaje», caracterizando de este modo un «meta-contrato de refe-
rencia», que se puede usar para valorar las normas que efectivamente
soportan y condicionan los procesos implementados.

4.2.2. Normas ecoldgicas

La identificaciéon de las normas ecolégicas implica buscar infor-
macion sobre el entorno social, politico y econémico donde se ubica
la escuela, ya que este influye sobre el tipo de practicas matemati-
cas que se realizan en el aula. La sociedad encarga a la escuela que
eduque a sus ciudadanos y los comprometa con su comunidad, es
decir, se trata de educar a ciudadanos garantizando la asuncién de
los valores de una sociedad democritica, garantizando los derechos
de todos y fomentando los deberes civicos. Ademas, el objetivo de la
institucion educativa es conseguir una formacién inicial de profe-
sionales competentes para su futuro ejercicio profesional. Por tanto,
en el momento de tomar decisiones sobre las metas del proceso
educativo se han de tener presente los amplios sectores sociales

16 Vease la Seccion 4.2.8 y el Capitulo 5 donde se describe el constructo
idoneidad didactica.
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no relacionados directamente con esta situaciéon educativa, pero si
afectados por ella: la sociedad en su conjunto, que sera atendida por
los nuevos profesionales.

La faceta ecologica de la dimension normativa se relaciona con
los contenidos que se van a enseflar, ya que los significados pre-
tendidos que se especifican en las directrices curriculares tratan
de contribuir a la formacién socioprofesional de los estudiantes. El
cumplimiento de los programas es otro requisito que condiciona el
trabajo del profesor, ya que los aprendizajes logrados por sus estu-
diantes constituyen el punto de partida de los estudios en cursos
posteriores. La obligaciéon de asegurar un determinado nivel de co-
nocimientos y de informar de €l a la sociedad esta en el origen del
deber del profesor de matematicas de hacer evaluaciones sumativas
que informen a las familias y a la sociedad en general del nivel de
logro matematico alcanzado por los estudiantes.

4.2.3. Normas sobre interacciones

Los modos de interaccién entre docente y discentes estdn sujetos
a reglas, habitos, tradiciones, compromisos y convenios orientados
al logro de los objetivos de ensefianza y aprendizaje. La faceta in-
teraccional de la dimensi6n normativa es el sistema de normas que
regulan la interaccion entre las personas que intervienen en los pro-
cesos de estudio matematico. La realizacion efectiva de un proceso
de estudio puede implicar cambios en las interacciones respecto a
las modalidades inicialmente previstas, las cuales a su vez dependen
del paradigma educativo asumido. Asi, en un modelo constructivis-
ta social, el profesor tiene como papel clave la busqueda de buenas
situaciones y crear un medio en el que el alumno construya el co-
nocimiento trabajando cooperativamente con sus compaiieros. En un
modelo de ensefianza expositivo, el profesor asume el papel de pre-
sentar los contenidos y los estudiantes de retenerlos.
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4.2.4. Normas mediacionales

La ensefianza y el aprendizaje se apoya en el uso de medios técni-
cos (libros, ordenadores...) y se distribuye en el tiempo, que también
es un recurso. El uso de ambos tipos de medios esta gobernado por
reglas que condicionan los procesos de estudio. Este sistema de reglas
relativas al uso de medios técnicos y temporales es lo que constituye
la faceta mediacional de la dimensién normativa.

En la escuela debe haber aulas, espacios fisicos donde se retinen
grupos de alumnos con un profesor; todavia hoy debe haber pizarra,
tiza, borrador en cada aula, y cada vez mas, ordenador, pantalla de
proyeccion, pizarra interactiva. En algunos niveles el profesor debe
tener disponibles determinados materiales manipulativos y progra-
mas informaticos; los alumnos deben con frecuencia tener libros de
estudio impresos o digitales. El uso apropiado de todos estos recursos
esta sujeto a reglas técnicas especificas que el profesor debe conocer.

El tiempo es un bien escaso; su gestion es basicamente responsabi-
lidad del profesor, aunque una parte del tiempo de estudio esta bajo la
responsabilidad de los estudiantes. La duracion de las clases esta regula-
da casi de manera rigida por normas oficiales, como también el tiempo
asignado al desarrollo total del programa de estudio en cada curso.

4.2.5. Normas cognitivas

En el EOS se considera que la ensefianza implica la participacion
del estudiante en la comunidad de practicas que soporta los signi-
ficados institucionales, y el aprendizaje, en tultima instancia, supone
la apropiacion por el estudiante de dichos significados. Las normas
cognitivas regulan el ambito de lo personal (en contraposicion a lo
institucional) dentro del proceso de estudio de las matematicas. Esta
faceta normativa, entre otros aspectos, establece que el alumno debe
aprender y que la institucién debe asegurarse de que:

* El alumno tiene los conocimientos previos necesarios.

* Lo que se le va a ensefiar esta dentro de la zona de desarrollo

proximo del alumno.

* La institucion se adaptara a la diversidad del alumnado.
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4.2.6. Normas afectivas

Otra dimension para tener en cuenta en los procesos de estudio
matematico es la afectividad, la motivacion, las emociones y las
creencias. El alumno debe estar motivado, tener una actitud positiva,
no tener fobia a las matematicas. La mirada se dirige con frecuencia
de manera preferente hacia el profesor, quien «debe» motivar a los
estudiantes; elegir unos contenidos «atractivos» y crear un «clima»
afectivo en la clase propicio para el aprendizaje. Estas serian clausu-
las genéricas de la faceta afectiva de la dimension normativa, que no
indican el tipo de acciones especificas que pueden estar al alcance
del profesor en el caso de las matematicas. Una regla afectiva sera
que el profesor debe buscar o inventar situaciones matematicas ricas,
que pertenezcan al campo de intereses a corto y medio plazo de los
estudiantes.

4.2.7. Dimensiéon metanormativa

En el desarrollo del contrato didactico, Chevallard (1988, p. 58)
identifica una estructura que permanece inalterada en los cambios
y rupturas en el avance de la progresion didactica, «es el conjunto
de clausulas que gestionan, en un campo dado, cualquier adhesion a
un contrato, y asegura su eficacia, cualesquiera que sean los conteni-
dos particulares». Chevallard llama metacontrato a este conjunto de
clausulas definitorias. D'’Amore et al. (2007) extienden la idea de me-
tacontrato introduciendo la dimensi6n metanormativa para referirse
a cualquier reflexion, expectativa o valoracion de las normas que in-
tervienen en los procesos educativos. Por ejemplo, «el aprendizaje de
los estudiantes debe ser evaluado» es una norma pedagogica general.
«Los estudiantes no deben copiar en los examenes» es una metanor-
ma. Dado que hay normas epistémicas, cognitivas, instruccionales
también se pueden identificar normas metaepistémicas, metacogniti-
vas y metainstruccionales.

Como ya se ha indicado, las normas epistémicas regulan los con-
tenidos matematicos, situaciones de aprendizaje, representaciones,
las definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos. Esto
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es, se deben contemplar las configuraciones epistémicas que regulan
la practica matematica en un marco institucional especifico. Cada
componente de la configuracion epistémica esta relacionado con
normas metaepistémicas (usualmente consideradas como normas
sociomatematicas). En consecuencia, las configuraciones epistémicas
llevan asociadas un sistema de metanormas, que pueden ser social-
mente compartidas (configuracion metaepistémica), o personales de
los estudiantes involucrados en los procesos de aprendizaje corres-
pondientes (configuracién metacognitiva). La Figura 4.4 ilustra estos
tres bloques de la dimensiéon metanormativa con algunos ejemplos
de metanormas.

El profesor quiere que los alumnos se apoyen en una configura-
cién epistémica previa para realizar unas practicas matematicas de
las que se obtendra una configuracion epistémica emergente; dicha
realizacién estara regulada por la configuracion metaepistémica
(que, como ya se ha dicho, coexiste con otras, que se van sucediendo
a lo largo del tiempo). Para ello, implementara una configuracién
instruccional que, a su vez, también estara regulada por una con-
figuracion metainstruccional. Por otra parte, el profesor pretende
que sus alumnos personalizen las configuraciones epistémicas en
configuraciones personales, las configuraciones metaepistémicas en
metacognicion matematica y las configuraciones instruccionales en
metacognicion didactica.

La constitucién de estas configuraciones «meta» (metaepistémi-
ca, metainstruccional y metacognitiva) en muchos casos emerge de
procesos no explicitos, sino basados en ciertos habitos o maneras
de actuar. Por ejemplo, la costumbre del profesor de incluir, en el
enunciado de los problemas que se resuelven mediante una suma,
palabras claves como «afiadir» o «sumar» puede hacer emerger co-
nocimientos que forman parte de la configuraciéon metacognitiva de
los sujetos miembros de la institucién correspondiente: los proble-
mas de sumar incorporan en su enunciado la palabra clave «afiadir.
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CONFIGURACION METAEPISTEMICA

- Las definiciones deben ser claras, precisas y no incluir
lo que se define.

- Los teoremas se deducen de los postulados o teoremas
previamente establecidos

- Hay que distinguir entre comprobar y demostrar una
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Figura 4.4. Dimension metanormativa
(D'Amore et al, 2007, p. 13)

4.2.8. Criterios de idoneidad didactica

La nocion de idoneidad didéctica ha sido introducida en el EOS
como herramienta de paso desde una didactica descriptiva-explicati-
va a una didactica normativa, esto es, orientada hacia la intervencion
efectiva en el aula.

La idoneidad didactica de un proceso de instruccion se define

como el grado en que dicho proceso (o una parte) retine ciertas carac-
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teristicas que permiten calificarlo como 6ptimo o adecuado para con-
seguir la adaptacion entre los significados personales logrados por los
estudiantes (aprendizaje) y los significados institucionales pretendidos
o implementados (ensefianza), teniendo en cuenta las circunstancias
y recursos disponibles (entorno). Dichos significados institucionales
son representativos, asi mismo, del significado global de referencia.
(Godino et al, 2023, p. 4)

Se parte de la base de que en las ciencias sociales y educativas
es posible formular criterios de idoneidad, en la forma de juicios de
valor, «<se deberia hacer esto y no aquello», en aquellas circunstancias
en que dichos juicios de valor tienen caracter social y es posible
explicitar un fundamento para su formulacion. Conllevan una racio-
nalidad, por lo que pueden ser objeto de escrutinio cientifico (Bunge,
1999; Rugina, 1998).

La teoria de la idoneidad didactica —que sera desarrollada en el
Capitulo 5— aporta al estudio de la dimension normativa: 1) Una
estructuracion en categorias (facetas, componentes) del sistema de
normas o criterios para el disefio, implementacion y evaluacién de
las experiencias educativas; 2) Enunciados explicitos de criterios de
idoneidad con diferentes niveles de generalidad para las diferentes
facetas y componentes. Estos criterios estan basados en supuestos
teoricos explicitos sobre el conocimiento matematico, su ensefianza
y aprendizaje (los asumidos por el EOS) que, en general, pueden ser
concordantes con los propuestos por otras teorias.

El universo de los criterios de idoneidad se puede categorizar de
manera jerarquica distinguiendo entre criterios generales (ligados a
cada una de las seis facetas de un proceso educativo-instruccional),
criterios parciales (vinculados a los distintos componentes de cada
faceta), y criterios especificos (relacionados con aspectos particula-
res de los contenidos matematicos). Por ejemplo, criterios especificos
para la ensefianza de la proporcionalidad seria dar oportunidad a
los estudiantes de distinguir las situaciones multiplicativas de las
aditivas, y evitar el aprendizaje algoritmico-memoristico de la regla
de tres. Las normas de idoneidad, por tanto, pueden tener en unos
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casos el caracter de principio, como son las formuladas en términos
generales para las facetas, o en otros interpretarse como reglas, por
ejemplo, las relacionadas con el aprendizaje de contenidos especifi-
cos. Una norma de idoneidad que tiene un claro caracter de regla
podria ser, «el proceso de instruccion debera evitar la transmision
de conocimientos erréneos». En el Capitulo 5 incluimos el sistema
de criterios de idoneidad para las distintas facetas y componentes de
un proceso instruccional (Figura 4.1) que pueden orientar el disefio,
implementacion y evaluacién de dichos procesos.

Un proceso educativo, en sus diferentes niveles micro (una leccion),
meso (un tema), macro (programa) se puede caracterizar identificando
el sistema de normas que lo regulan. La comunidad que disefia, im-
plementa y evalta un proceso educativo sigue un sistema de normas,
explicitas e implicitas, mediante las cuales trata de optimizar su de-
sarrollo, esto es, lograr el mejor aprendizaje con la mejor ensefian-
za posibles. Por tanto, tal sistema de normas constituye un sistema
de criterios de idoneidad didactica, que depende de los supuestos y
valores asumidos sobre el aprendizaje y la ensefianza del contenido
pretendido. Se puede decir que cada profesor, cada comunidad, cada
enfoque teorico, tiene su sistema de criterios de idoneidad didactica.
Asi, las orientaciones curriculares de un pais regulan qué matemati-
cas ensefiar, con qué medios, y como evaluar en cada nivel educativo.
No se puede dudar de que esas normas se promulgan con la intencioén
positiva de optimizar los procesos de ensefianza y aprendizaje. Cada
pais o region, tiene sus normas curriculares que pueden coincidir en
gran medida, aunque también puede haber diferencias al considerar
algunas preferencias, necesidades especificas o algunas restricciones
contextuales (recursos econémicos, etc.). Cada profesor, o grupo de
profesores, disefia procesos educativos, concretando los disefios curri-
culares, adaptdandolos al grupo de estudiantes y los medios disponi-
bles. También organiza y gestiona la clase de una manera particular
con base en sus creencias, conocimientos, sistema de valores, etc.
Todo ello lo hace con la «mejor intencién», esto es, tratando de opti-
mizar de la mejor manera posible el aprendizaje de sus estudiantes.
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El sistema de criterios de idoneidad didactica basados en EOS se
puede usar para disefiar procesos educativos y para valorar procesos
efectivamente implementados. Si el disefio se basé en otros princi-
pios, los criterios de idoneidad didactica se usan como metanormas
(reflexion, valoracion) de las normas seguidas por otros disefios edu-
cativos. Para esta finalidad valorativa se requiere convertir el sistema
de criterios (normas) en otro de rubricas (indicadores) del grado de
cumplimiento de las normas.

4.3. Configuraciones didacticas de referencia. Modelo
didactico basado en EOS

El analisis de las configuraciones didacticas implementadas en
un proceso educativo-instruccional y de las que potencialmente
pueden disefiarse para su implementacion, se facilita si disponemos
de algunos modelos teéricos que nos sirvan de referencia. En esta
secci6n describimos cuatro tipos de configuraciones teéricas que
pueden desempeiiar ese papel y que designamos como configuracion
magistral, adidactica, personal y dialégica (Godino ef al, 2006).

La Teoria de Situaciones Didacticas en Matematicas (TSDM) (Brous-
seau,1997) propone una manera 6ptima de organizar el trabajo del
profesor y los alumnos a propésito de un saber matematico pretendi-
do, en términos del aprendizaje de los alumnos. La secuencia de situa-
ciones adidacticas de accién, formulacion, validacion, y la situacién
didactica de institucionalizacion especifican los papeles del estudian-
te en interaccién con el medio (en el que se incluye el profesor, unos
conocimientos pretendidos y unos recursos materiales y cognitivos
especificos) que podemos interpretar como un tipo de configuracion
didactica de naturaleza tedrica. Pero sabemos que este no es el unico
tipo de configuracion didactica que puede implementarse y que de
hecho se implementa. Ni siquiera en el marco de la TSDM se afirma
que todos los saberes matematicos pueden, ni deben, ser estudiados
de esa manera.

227



Todos tenemos en mente la manera tradicional o cldsica de
ensefiar matematicas basada en la presentacion magistral, seguida de
ejercicios de aplicacién de los conocimientos y saberes presentados.
Primero se presenta el componente discursivo del significado de los
objetos matematicos (definiciones, enunciados, demostraciones), y se
deja a los propios estudiantes la responsabilidad de dar sentido al
discurso por medio de los ejemplos, ejercicios y aplicaciones. Se trata
de una decisién topogenética: «primero, yo, el profesor, te doy las
reglas generales, después tu las aplicas». En realidad, en este tipo de
configuracion didactica no se suprimen necesariamente los momen-
tos de exploracion, formulacién y validacién, sino que quedan bajo
la responsabilidad del estudiante, o se ponen en juego en momentos
aislados de evaluacion.

Puede definirse una variante intermedia, que llamamos dialégica,
entre los tipos de configuraciones descritos (que designaremos como
adidactica y magistral, respectivamente) respetando el momento de
exploracion, pero asumiendo el profesor basicamente la formulacion
y validacion. La institucionalizacion (regulacion) tiene lugar mediante
un didlogo contextualizado entre el docente y los alumnos, quienes
han tenido ocasién de asumir la tarea, familiarizarse con ella y posi-
blemente de esbozar alguna técnica de solucion.

Otro tipo basico de configuracion didactica se tiene cuando la
resolucion de la situacion-problema (o la realizacion de una tarea)
se realiza por el estudiante sin una intervencion directa del docente.
En la practica, esto es lo que ocurre cuando los alumnos resuelven
ejercicios propuestos por el profesor, o estin incluidos en el libro
de texto y estdn capacitados para resolverlos. Se trata de un tipo de
configuracion didactica en la que basicamente predomina el estudio
personal. En la Figura 4.4 representamos en los cuatro vértices de
un cuadrado los cuatro tipos de configuraciones didacticas teoricas
descritos. Las configuraciones didacticas empiricas que acontecen
en las trayectorias muestrales pueden representarse mediante un
punto interior del cuadrado y estar mas o menos proximas a estas
configuraciones teéricas. A lo largo de un proceso de instruccién
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matemadtica las configuraciones empiricas oscilaran entorno a estos
tipos teoricos.

Se pueden considerar estos tipos tedricos de configuraciones di-
dacticas como patrones de interaccion didactica, esto es, como regu-
laridades en los modos de interaccién en el desarrollo del proceso
educativo-instruccional.

Figura 4.4. Configuraciones didacticas
teoricas (Godino et al, 20006, p. 69)

Modelo didactico basado en EOS

En el EOS, se asumen diversos tipos de configuraciones didacticas
que promueven el aprendizaje, dependiendo de los tipos de conoci-
mientos pretendidos, del estado inicial del conocimiento de los sujetos,
del contexto y las circunstancias del proceso educativo-instruccional.
Las configuraciones didacticas indagativas (adidacticas-constructivis-
tas), colaborativas y transmisivas (magistrales) pueden tener lugar de
manera secuencial, aunque sin orden rigido preestablecido (Figura 4.5).

Cuando se trata del aprendizaje de un contenido nuevo y comple-
jo, la transmision de informacién en momentos especificos, por parte
del profesor o el alumno lider en el seno de los equipos de trabajo,
puede ser crucial. Esa transmision puede ser significativa cuando los
estudiantes estan participando de la actividad y trabajando colaborati-
vamente. La herramienta configuracion didactica ayuda a comprender
la dinamica y complejidad de las interacciones entre el contenido, el
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docente, discentes y el medio. El aprendizaje puede optimizarse me-
diante un modelo mixto que articula la transmision de informacién,
la indagacién y la colaboracion, gestionado mediante criterios de ido-
neidad didactica interpretados y adaptados al contexto por el profesor.

En los momentos o fases de primer encuentro del estudiante con
un significado especifico de un contenido u objeto matematico se
considera que una configuracion dialégica-colaborativa puede op-
timizar el aprendizaje. En este tipo de configuracién el docente y
estudiantes trabajan juntos en la solucién de problemas que ponen en
juego el objeto de manera critica; el primer encuentro deberia apoyar-
se, por tanto, en una intervencion experta del docente.

MAG

PER

MAG: Magistral
PER: Personal
COL: Colaborativa
DIA: Dialégica

coL

DIA

TIPO DE CONFIGURACION DIDACTICA

PEN EJE APL INS EVA
FASES EL PROCESO DE INSTRUCCION
PEN: Primer encuentro
EJE: Ejercitacién
APL: Aplicacién

INS: Institucionalizacién
EVA: Evaluacién

Figura 4.5. Modelo didactico basado en
EOS (Godino y Burgos, 2020, p. 97)

El proceso de ensefianza-aprendizaje podria lograr de este modo
mayor idoneidad epistémica y ecolégica. Cuando las reglas y las cir-
cunstancias de aplicacion que caracterizan el objeto de aprendizaje
sean comprendidas se puede tender hacia niveles mayores de idonei-
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dad cognitiva y afectiva proponiendo profundizar en el estudio del
objeto (situaciones de ejercitacion y aplicacion), mediante configura-
ciones didacticas que atribuyan progresivamente y de forma contro-
lada mayor autonomia al estudiante (Figura 4.5).

Algunas teorias didacticas, como la Teoria de la Objetivacion
(Radford, 2006; 2014) defienden que es preferible, en general, un
modelo colaborativo —trabajo conjunto de profesor y estudiantes— a
las alternativas de tipo constructivista, o tradicionales centradas en
el profesor. El modelo didactico que propone el EOS es mas abierto
al asumir que la optimizacion del aprendizaje se puede lograr con
la articulacion idénea de distintos tipos de configuraciones didacti-
cas. Este modelo didactico mixto articula los marcos teéricos sobre
el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas que Sfard y Cobb
(2014) denominan acquisicionismo y participacionismo. El primer
marco comprende enfoques que presentan las matematicas como
estructuras y procedimientos preestablecidos, y consideran el apren-
dizaje como su adquisicion por parte del estudiante. Las entidades
adquiridas pueden denominarse conocimientos, esquemas o con-
cepciones, y el proceso de adquisicion puede ser pasivo, por mera
transmision, o activo, gracias al esfuerzo constructivo del alumno. El
segundo marco describe las matematicas como una forma de acti-
vidad humana, que ha evolucionado histéricamente, y no como algo
que se adquiere, por lo que considera el aprendizaje de las matema-
ticas como el proceso de convertirse en participante en este tipo de
actividad. Sfard (1998) presenta la adquisicion y participacion como
metaforas sobre el aprendizaje y la ensefianza que deben ser vistas
como complementarias. Esta complementariedad es consustancial en
el modelo didactico mixto basado en el EOS, ya que, por una parte,
se basa en un modelo ontolégico, semiético y epistemolégico sobre
las matematicas en el que estas se conciben tanto como actividad
humana y como sistema de objetos culturales. La apropiacion (ad-
quisicién) de estos objetos culturales es un objetivo esencial de la
actividad educativa-instruccional. Por otra parte, se asume que los
objetos matematicos son emergentes de la actividad de las personas
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en interaccion con el medio y mediante la comunicacién con otras
personas. De esta manera, se justifica que el didlogo, la colaboracion
y participacion en las comunidades de practicas constituyen aspectos
claves en el aprendizaje y la ensefianza.

4.4. Dinamica de un proceso educativo-instruccional

Un proceso educativo-instruccional tiene lugar en el tiempo y
consta de sucesivas tareas, resueltas interactivamente por los estudian-
tes y el profesor, apoyados por los recursos materiales, epistémicos y
cognitivos disponibles. Esto es, tiene lugar mediante la secuenciacién
de diferentes configuraciones didacticas (Figura 4.6).

CONFiGyR
ACiG
INicia, DIPACTICA

TRAYECTORIA
DIDACTICA

Subtrayectorias:
Epistémica, cogniliva, afectiva |

instruccional (docente, disceme;"
mediacional) !

do
Trasfon
ocol6gic?

Figura 4.6. Trayectoria didactica (Godino et al, 2008, p. 13)

Es natural modelizar la distribucion temporal de funciones y com-
ponentes mediante procesos estocasticos, considerando tales funcio-
nes o componentes como sus estados posibles. El caracter estocastico
se deriva de la diversidad y complejidad de factores no deterministas
que intervienen en los procesos educativos. Incluso aunque la plani-
ficacion haya sido cuidadosa, siempre hay elementos aleatorios que
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producen cambios en cada una de las trayectorias, ante la necesidad

de adaptar la ensefianza planificada a las caracteristicas y requeri-

mientos de los estudiantes y del contexto.

En cada realizacion del proceso instruccional (cada experiencia

particular de ensefianza de un contenido matematico) se producen

una serie de estados posibles y no otra. Es decir, se produce una tra-

yectoria muestral del proceso, que describe la secuencia particular de

funciones o componentes que ha tenido lugar a lo largo del tiempo.

Distinguiremos cinco tipos de subtrayectorias muestrales:

1.

Subtrayectoria epistémica: distribucion a lo largo del tiempo de
ensefianza de los componentes del significado institucional im-
plementado (problemas, lenguaje, definiciones, procedimientos,
propiedades, argumentos) en un cierto orden.

Subtrayectoria ecologica: distribucion en el tiempo de elementos
relacionados con el contexto ecolégico en el que desarrolla el
proceso (conexiones interdisciplinares, curriculo . . . ).
Subtrayectoria instruccional, que se compone de tres subtra-
yectorias parciales: docente (tareas/acciones docentes a lo largo
del proceso de instruccién; discente (acciones desempefiadas
por los estudiantes, una para cada estudiante); mediacional (re-
cursos tecnologicos utilizados: libros, apuntes, manipulativos,
software, etc.).

Subtrayectorias cognitivas: cronogénesis de los significados per-
sonales de los estudiantes (aprendizaje).

Subtrayectorias afectivas: distribucion temporal de los estados
afectivos (actitudes, valores, creencias) de cada alumno con rela-
cién a los objetos matematicos y al proceso de estudio seguido.

El constructo trayectoria diddctica se refiere a la articulacion de

las cinco subtrayectorias parciales descritas. Al observar un proceso

educativo, las secuencias en el tiempo de los estados posibles consti-

tuyen trayectorias muestrales empiricas.
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4.41. Subtrayectoria epistémica

El analisis epistémico de un proceso de instruccion es su descom-
posicion en unidades de analisis con el fin de caracterizar el tipo de
actividad matematica que se implementa efectivamente. Esto requiere
identificar los objetos matematicos puestos en juego, sus relaciones y
agrupaciones y las relaciones ecologicas que se establecen entre los
mismos. Para apoyarlo se han introducido las nociones de configu-
raciéon epistémica (o matematica), trayectoria epistémica y estados
potenciales de dichas trayectorias. La trayectoria epistémica es la dis-
tribucion en el tiempo de los objetos matematicos en un proceso de
instruccion. Distinguiremos en ella, por tanto, seis estados posibles,
segun el tipo de entidad —y proceso matematico— que se estudia en
cada momento:

El: Situacional: se enuncia un ejemplar de un cierto tipo de
problemas.

E2: Procedimental: se aborda el desarrollo o estudio de una
manera de resolver los problemas.

E3: Lingiiistico: se introducen notaciones, representaciones grafi-
cas, etc.

E4: Conceptual: se formulan o interpretan definiciones de los
objetos puestos en juego.

ES: Proposicional: se enuncian e interpretan propiedades.

E6: Argumentativo: se justifican las acciones adoptadas o las pro-
piedades enunciadas.

Estos estados se suceden a lo largo del proceso instruccional
relativo a un tema o contenido matematico. La clasificacion de las
entidades matematicas en las categorias que hemos definido no es
absoluta, sino que, al tratarse de entidades funcionales, depende del
nivel de analisis elegido y de los juegos de lenguaje en los cuales
se generan. Podriamos entonces pensar que la identificaciéon de los
estados de las trayectorias tiene un caracter subjetivo. Sin embargo,
si dos personas participan en el mismo juego de lenguaje y adoptan
el mismo punto de vista, progresivamente llegaran a un acuerdo
en la categorizacion de una cierta unidad de anilisis. El anadlisis
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de la trayectoria epistémica de un proceso instruccional permitira
caracterizar el significado institucional efectivamente implementa-
do y su complejidad ontosemiética. Para analizarla, su desarrollo
sera dividido en unidades de analisis de acuerdo con las distintas
situaciones-problemas (o tareas) que se van proponiendo. Llamamos
configuracion epistémica al sistema de objetos y funciones semio-
ticas que se establecen entre ellos en la resolucion de una situa-
cién-problema’. Se trata, por tanto, de un segmento de la trayectoria
epistémica.

El analisis epistémico sera la caracterizacion de las configuracio-
nes epistémicas, su secuenciacion y articulacion. La atencién se fija en
la cronogénesis del saber matematico escolar, y en la caracterizacion
de su complejidad ontosemiodtica. Dentro de cada configuracién se
definen unidades de analisis mas elementales segtin los estados de
la trayectoria, que llamamos unidades epistémicas. A lo largo del
tiempo se distribuye el planteamiento y resolucién de una colec-
cién de situaciones-problemas, alrededor de los cuales se construyen
configuraciones epistémicas. La secuencia de estas configuraciones
constituye finalmente el «sistema de practicas matematicas» que fijan
el significado institucional implementado del objeto que se estudia.

4.4.2. Subtrayectoria instruccional

La subtrayectoria instruccional es la secuenciacion en el tiempo
de los diferentes roles docentes y discentes listados en la Seccion
4.2 y la distribucion temporal de los recursos usados. En el proceso
instruccional se podran utilizar diversos medios o recursos como
dispositivos de ayuda al estudio. Esto incluira medios de presenta-
ciéon de la informacion en clase (pizarra interactiva, etc.) dispositi-
vos de calculo y graficacion (calculadoras, ordenadores), materiales
manipulativos, etc. El uso de estos recursos (tipo, modalidad, se-

17 Si bien el origen de la configuracién sera una situacion-problema, en
algunas circunstancias puede ser mas operativo tomar en consideracion
otro de los estados potenciales de la trayectoria para delimitar la configu-
racion epistémica.
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cuenciacion, articulaciéon con los restantes elementos del proceso,
etc.) debe ser objeto de atencion en la practica y en la investigacion
didactica. La nocion de subtrayectoria instruccional pretende servir
de herramienta para analizar los usos potenciales y efectivamente
implementados de los recursos instruccionales y sus consecuencias
para el aprendizaje.

4.4.3. Subtrayectoria cognitiva

En el EOS se introduce la nocién de significado personal para
designar los conocimientos del estudiante. Estos significados son
concebidos, al igual que los institucionales, como los «sistemas de
practicas operativas y discursivas» que son capaces de realizar los
estudiantes a propdsito de un cierto tipo de problemas. Los signi-
ficados personales se van construyendo progresivamente a lo largo
del proceso de instruccion, partiendo de unos significados iniciales
y alcanzando unos significados finales (logrados o aprendidos). Estos
significados personales, evaluados en un momento determinado,
constituyen las configuraciones cognitivas de los estudiantes, esto
es, el estado de sus conocimientos y habilidades matematicas. Con
la nocién de trayectoria cognitiva hacemos referencia al proceso
de cronogénesis de los sistemas de practicas personales, que puede
modelizarse como un proceso estocastico. La cronogénesis de los
significados personales es una dimensioén del proceso de estudio im-
posible de caracterizar con una simple grabacion audiovisual del de-
sarrollo de la clase, dado que es relativa a cada aprendiz, tiene lugar
en la clase y fuera de ella. Serd necesario examinar los «apuntes de
clase», cumplimentar cuestionarios y pruebas de evaluacion inicial
y final, realizar entrevistas, etc. Las interacciones del profesor con
los alumnos mientras resuelven las tareas en clase, en los segmentos
en que tiene lugar esa actividad, permite acceder parcialmente a
la progresiva construcciéon de los conocimientos y habilidades por
parte de los alumnos, y tomar decisiones sobre las subtrayectorias
epistémica e instruccional.
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4.4.4. Subtrayectoria afectiva

Otros factores condicionantes del proceso educativo-instruccional
son los estados afectivos (interés, compromiso personal, sentimientos
de autoestima, aversion, etc.). El proceso de devolucion que introduce
la Teoria de situaciones didacticas responde a la necesidad de que
los alumnos asuman como propias las situaciones-problemas que el
profesor propone como medio para la construccién del conocimiento
matemadtico. Para nosotros la devoluciéon es uno de los componen-
tes de las trayectorias emocionales. Si bien es importante tener en
cuenta la trayectoria afectiva de los alumnos en cualquier proceso
de instruccion, en aquellos en los que participen grupos de estudian-
tes con necesidades educativas especiales (alumnos con discapacidad,
alumnos inmigrantes con dificultades, etc.) esta puede llegar a ser
determinante.

4.4.5. Complejidad de las interacciones didacticas

Las relaciones entre ensefianza y aprendizaje no son lineales, sino
ciclicas y complejas (Figura 4.5). En momentos de indagacion, el estu-
diante interacciona con la configuracion epistémica sin intervencién
del docente (o con una influencia pequeiia). Esta interaccion condi-
ciona las intervenciones docentes, que deben estar previstas en la
configuracién instruccional, quizas no totalmente en su contenido,
pero si en su naturaleza, necesidad y utilidad. La trayectoria cognitiva
produce ejemplos, significados, argumentos, etc., que condicionan el
proceso de instruccion y, en consecuencia, influye en las configura-
ciones epistémica e instruccional, posibilitando o restringiendo los
aprendizajes.

Para realizar un andlisis didactico integral y poder explicar la
dindmica del desarrollo de los procesos educativos-instruccionales es
necesario afladir al modelo de estructura de seis facetas (Figura 4.1),
la dimension normativa (véase Seccion 4.2), que refiere a la trama de
normas y metanormas que condicionan y soportan el desarrollo del
proceso. Va mas alla del aspecto descriptivo de entender qué ocurre y
aportar explicaciones de por qué ocurren las cosas. Para el analisis de
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los efectos de las normas como soporte y restricciones del desarrollo
de un proceso instruccional interesa introducir el constructo trayec-
toria normativa formada por la secuencia de momentos temporales en
los que dichas normas se establecen o modifican.

4.5. Analisis preliminar: Reconstruccion de significados de
referencia

En las investigaciones orientadas al disefio educativo o ingenieria
didactica (Artigue, 2011; Godino et al, 2014) se consideran cuatro
fases o etapas (Figura 4.7):

* Estudio preliminar (fundamentacion) del proceso en las facetas

epistémica-ecologica, cognitiva-afectiva e instruccional.
Planificacion o disefio de la trayectoria didactica, seleccion de los
problemas, secuenciacion y analisis a priori de las mismas, con
indicacion de los comportamientos esperados de los estudiantes
y de la planificacion de intervenciones controladas del docente.
Implementacién de la trayectoria didactica; observacion de las
interacciones entre personas y recursos y evaluacion de los
aprendizajes logrados.
Evaluacion o analisis retrospectivo, que se sigue de un contraste
entre lo previsto en el disefio y lo observado en la implementa-
cion. También se reflexiona sobre las normas que condicionan el
proceso instruccional y sobre la idoneidad didactica.

Interaccional % Interaccional Interaccional Interaccional
&

2%

2z
5

IMPLEMENTA- %
CION

2

S %
¥ FUNDAMENTA- % PLANIFICA-
Q CION S
% S
% ¥
A S
4

CION

L
EVALUACION >
%

§
&
&
%
%

0

o

E]

$ $
2 2
$ $
; ;
& &

Epistémica

Epistémica Epistémica

Epistémica

Figura 47. Fases y facetas de los procesos
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La distincion de las seis facetas en cada fase ayuda a analizar
sistematicamente los factores involucrados en cada una de ellas. Las
flechas en el diagrama indican el caracter ciclico del proceso edu-
cativo y la interaccion entre sus diferentes etapas.

En esta seccion describimos las herramientas tedricas de anali-
sis preliminar (o fundamentacion) del disefio basadas en EOS. En
esta fase tiene lugar la seleccion del contenido matemdtico para
su ensefianza y aprendizaje. Dicha seleccién implica también su
transformacion o preparacion (Scheiner ef al, 2022) al nivel y con-
texto educativo correspondiente, resultando el curriculo, asi como
lecciones y recursos especificos para los distintos niveles educativos.
Este trabajo es realizado por diversos sujetos individuales, equipos
(profesores, autores de libros y otros apoyos al estudio) o agentes
curriculares. Forman parte, por tanto, de comunidades entre cuyos
miembros hay division del trabajo: las directrices curriculares gene-
rales estan a cargo de agentes designados por las autoridades educa-
tivas; los profesores disefian las lecciones, apoyados en el uso de los
recursos didacticos elaborados por autores y editoriales, teniendo
en cuenta la planificacién del centro y acuerdos departamentales. El
trabajo de planificacion tiene lugar en diversos entornos o nichos
ecologicos que apoyan y condicionan su realizacion. El tiempo,
medios econdmicos, politicas educativas, etc., son factores condicio-
nantes de la planificacién curricular y el disefio de lecciones.

Los instrumentos de planificaciéon variardn segtn las diferen-
tes teorias educativas que los fundamentan. Los tipos de significa-
dos personales e institucionales propuestos por el EOS (Figura 4.8)
aportan criterios para el disefio curricular, disefio de lecciones y
procesos de evaluacion.

El aprendizaje se concibe en términos de apropiacion de signifi-
cados institucionales por parte de los estudiantes, mediante la par-
ticipacion en las practicas matematicas requeridas para la solucion
de problemas. La ensefianza tiene en cuenta los significados iniciales
de los estudiantes por lo que tiene lugar un acoplamiento progresivo
de significados. El constructo conflicto semiético ayuda a identificar
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aspectos y momentos en los cuales ocurren desajustes en el proceso
de acoplamiento de significados. Describe cualquier disparidad o
discordancia entre los significados atribuidos a una expresion por
dos sujetos (personas o instituciones). Si la disparidad se produce
entre significados institucionales hablamos de conflictos semi6ti-
cos de tipo epistémico, mientras que, si la disparidad se produce
entre practicas que forman el significado personal de un mismo
sujeto, los designamos como conflictos semidticos de tipo cognitivo.
Cuando la disparidad se produce entre las practicas (discursivas y
operativas) de dos sujetos diferentes en interacciéon comunicativa
(por ejemplo, alumno-alumno o alumno-profesor) hablaremos de
conflictos (semioticos) interaccionales.

El estudio de los procesos de transposicion didactica, o trans-
formacion y adaptaciéon de los contenidos matemdticos para ser
estudiados en un nivel educativo, o un proceso educativo especifico,
se realiza en el EOS mediante la metafora de la ecologia de los sig-
nificados (Capitulo 3). La interpretacion de los significados de un
objeto matematico en términos de sistemas de practicas facilita la
consideracion de dichos sistemas, y en consecuencia de los signifi-
cados pragmaticos, como nuevos objetos, sin dejar de lado la visién
de las matemadticas como actividad. Es la actividad matematica la
que debe ser transformada; las practicas matematicas que realiza un
estudiante desde los primeros niveles educativos se basan en unos
tipos de problemas y recursos muy diferentes al nivel de abstrac-
cién que caracteriza el trabajo matematico profesional. Reconocer
en la actividad matematica diferentes niveles o grados de genera-
lidad y formalizacion (Capitulo 2) es fundamental para abordar el
problema de su reproduccion en ambientes de aprendizaje.
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La planificacién de la ensefianza debe tener en cuenta la especifici-
dad del conocimiento, lo que lleva a la exploracion de los significados
parciales y su articulacion progresiva en un significado global u ho-
listico que sirva como modelo de referencia en el disefio instruccio-
nal. El disefio curricular de un contenido matematico en los diversos
niveles educativos requiere considerar la diversidad de significados y
su articulacién progresiva, atendiendo a los grados de generalidad y
formalizacion.

4.5.1. Ejemplo de aplicaciéon de las herramientas de andlisis
preliminar'®

En este apartado se ejemplifica el uso de las herramientas de anali-
sis preliminar basados en EOS en un estudio de caso sobre formacion
matematica de futuros maestros de educacion primaria (Rivas, 2014;
Godino ef al, 2014), concretamente en el disefio, implementacion y

8 Los ejemplos de aplicacion de las herramientas de disefio instruccional
basadas en EOS se desarrollan con mas amplitud en la tesis doctoral de
H. Rivas (2014) y en el articulo Godino et al. (2014).
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evaluacion del tema de introduccion a la estadistica y probabilidad.
La experiencia formativa se realiz6 en las condiciones habituales,
dentro de una asignatura focalizada en sentar las bases matematicas
para la ensefianza, con un tiempo limitado.

El analisis preliminar de los significados es un paso previo del
disefio e implementacion de la experiencia formativa (Godino et al,
2014). En la educaciéon estadistica un tipo especialmente relevante
de problemas son los proyectos de analisis de datos, donde los es-
tudiantes se involucran en la resolucion de un caso practico con el
que se pretende dar sentido a las practicas operativas y discursivas
de la estadistica y los objetos implicados en las mismas. En lugar de
introducir los conceptos y técnicas descontextualizadas, o aplicadas
unicamente a problemas tipo, dificiles de encontrar en la vida real, se
presentan las diferentes fases de una investigacion estadistica: plan-
teamiento de un problema, decision sobre los datos a recoger, recogi-
da y andlisis de datos y obtencion de conclusiones sobre el problema
planteado (Batanero ef al. 2011, p. 15).

En la experiencia formativa descrita (Godino et al, 2014), para
realizar la seleccién de los proyectos de anilisis de datos sobre los
cuales basar el estudio de la estadistica, y contemplar resultados de
investigaciones previas, se tuvo en cuenta el texto de Batanero (2001)
y el modelo de razonamiento estadistico propuesto por Wild y Pfan-
nkuch (1999). Asimismo, se consideraron las recomendaciones de
diversos autores sobre la ensefianza de la estadistica basada en el uso
de proyectos (Batanero et al, 2011; Batanero y Diaz, 2011; Nolan y
Speed, 1999), algunas propuestas curriculares (Franklin ef al, 2005) y
la sistematizacion de las investigaciones previas sobre aspectos cog-
nitivos e instruccionales del tema (Batanero, 2001; Diaz et al, 2008).

4.6. Diseno y analisis a priori de tareas

En Rivas (2014) y Godino et al. (2014) se describen los compo-
nentes del disefio general de la unidad tematica desarrollada en el
proceso de instruccion, que fueron:
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Estadistica y sus usos; poblacion, muestra y variables estadisticas;
tablas y graficos; medidas de posicion central y de dispersion; feno-
menos aleatorios; concepto de probabilidad y diferentes aproximacio-
nes a la misma; la estadistica como conocimiento cultural.

Para desarrollar estos contenidos, el proceso de estudio se estruc-
tura en torno a tres proyectos:

1. Alumno tipico (4,5h, 3 sesiones): recogida, representacion e in-
terpretacion de datos de caracteristicas de los estudiantes de la
clase, para la descripcion de un perfil representativo de alumno.

2. Lanzamiento de dos dados (3h, 2 sesiones), centrado en el estudio
de nociones probabilisticas elementales.

3. Eficacia de un entrenamiento deportivo (1,5h, 1 sesi6n), centrado
en el estudio de nociones estadisticas elementales de compara-
cién de distribuciones de frecuencias.

Estos tres proyectos son complementados con: a) un texto (Bata-
nero y Godino 2003); b) una coleccién de ejercicios resueltos como
material complementario; y; ¢) un tablon virtual de docencia, que se
utiliza como repositorio de informacion y espacio de comunicacion
asincronica entre estudiantes y entre los estudiantes y el profesor.
El significado personal logrado por los estudiantes fue evaluado me-
diante la resolucion de una situacién-problema que requiere de la
aplicacion de las nociones y procedimientos estadisticos y probabilis-
ticos estudiados en las sesiones de clase. La evaluacion tuvo en cuenta
la asistencia y participacion en las sesiones de clases practicas y la
calidad de los informes solicitados en los correspondientes cuadernos
de trabajo en equipo.

A titulo de ejemplo mostramos a continuacién el disefio del pro-
yecto «Alumno tipico» (adaptado de Batanero, 2001). Aunque el pro-
yecto pueda parecer «artificial> (no hay necesidad real de elegir un
sujeto tipico de un grupo), tiene algunas ventajas desde el punto de
vista del proceso formativo de futuros maestros: facilidad de recogida
de datos en clase, posibilidad de incluir otras variables estadisticas
(altura, longitud de brazos extendidos, etc.). Ademads, es un proyecto
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aplicable de manera directa en educacién primaria, permitiendo
contextualizar el estudio de distintos tipos de variables estadisticas
(nominales, ordinales, cuantitativas discretas y continuas) y «<motivar»
la emergencia de las nociones y técnicas estadisticas elementales.

4.6.1. Analisis a priori de un proyecto de andlisis de datos

En este proyecto se trata de recoger datos de los alumnos de la
clase sobre las variables: género, intensidad con la que se practica
deporte, nimero de hermanos, peso y cantidad de dinero que se
tiene en el bolsillo en un momento dado. Se proponen las siguientes
cuestiones iniciales, que permiten motivar el uso de los estadisticos
de posicién central y de dispersion, asi como la comparacién de
distribuciones de frecuencias: (Cudles son las caracteristicas de un
estudiante tipico o representativo de la clase? ¢Como de representa-
tivo es dicho estudiante respecto de la clase? ¢Hay diferencias entre
chicos y chicas en cada una de dichas caracteristicas?

Se incluye a continuacién un analisis de las practicas estadisti-
cas que se deben implementar para responder a las cuestiones y la
configuracion de objetos y procesos puestos en juego, distinguiendo
aquellos que se pueden suponer conocidos por los estudiantes de
los que constituyen nuevos objetivos de aprendizaje. Asimismo, se
hacen algunas conjeturas sobre posibles conflictos potenciales en
el desarrollo del proyecto, basadas en resultados de investigaciones
previas y en la experiencia docente acumulada.

Tipo de problema y prdcticas estadisticas

El proyecto tiene un caricter abierto, ya que plantea cuestio-
nes que pueden ser interpretadas de diversas maneras. Como en
la mayoria de los proyectos estadisticos no se sugiere la aplicacion
directa de una técnica estadistica, sobre todo en la segunda cuestién
sobre la representatividad del alumno tipico. Se pretende motivar el
proceso de reduccion de los datos estadisticos, identificando las va-
riables, sus valores y frecuencias para construir la correspondiente
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distribucion de frecuencias. Posteriormente, se requiere describir tal
distribucion mediante estadisticos de posicion central, dispersion
y forma para elegir un valor ideal que «represente» al conjunto de
datos. La determinacién de las diferencias de los resimenes estadis-
ticos entre las dos submuestras (chicos y chicas) motiva la compa-
racion de distribuciones de frecuencias; en un curso mas avanzado
se podria llegar a analizar la significatividad de las diferencias entre
los promedios y dispersiones mediante inferencia. Permite motivar,
asimismo, la pertinencia de una comparacién grafica (por ejemplo,
mediante diagramas adosados) de los pares de distribuciones.

El enunciado de esta situacion-problema se puede generalizar de
diversas maneras, como se muestra en Batanero y Diaz (2011, pp.
73-95). En nuestro caso se espera que los estudiantes realicen las
practicas estadisticas siguientes:

* Construir las distribuciones de frecuencias de las cinco varia-
bles, identificando las variables, sus respectivos valores, recon-
tar las frecuencias absolutas de cada valor, y representar estos
resultados en una disposicion tabular adecuadamente rotulada.

* Calcular promedios (moda, mediana y media, discriminando
su uso segun el tipo de variable y la forma de la distribuci6n).
Valorar la representatividad de los promedios, en funcion de la
existencia de asimetria o valores atipicos.

* Calcular valores extremos (maximo, minimo) y medidas de dis-
persion (recorrido, cuartiles, recorrido intercuartilico, desvia-
cion tipica), discriminando su uso segtin el tipo de variable y la
forma de la distribucion.

* Comparar numéricamente (promedios y dispersiones) y grafi-
camente (diagramas adosados) las distribuciones de frecuencias
de las dos submuestras (chicos y chicas).

* Valorar la importancia relativa de las diferencias entre los es-
tadisticos resumen de las distribuciones de frecuencias en las
submuestras.
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Se prevé que la reduccién tabular, numérica y grafica de los
datos estadisticos haya sido estudiada previamente por la mayoria
de los estudiantes, por lo que las cuestiones 1) y 2) tendrian la con-
sideracion de aplicaciéon de conocimientos previos. Como objetos y
procesos emergentes que se incluirian en el conocimiento ampliado
del contenido para los maestros en formacion es preciso destacar:

* Caracter ideal de los promedios (no tienen que corresponder a

un dato) y su uso como representante de la coleccién de datos
(muestra o poblacion).

* Comparacion de distribuciones de frecuencias; valoracion cua-

litativa de las diferencias de promedios y dispersiones.

La realizacion de estas practicas estadisticas conlleva la interven-
cién de una compleja configuraciéon de objetos y procesos matema-
ticos cuyos elementos esenciales indicamos a continuacién.

Elementos lingliisticos

Muy posiblemente el profesor debera compartir con la clase el
significado institucional pretendido de expresiones lingiiisticas tales
como: «caracteristicas de un estudiante tipico o representativo de
la clase» «.como de representativo es dicho estudiante respecto de
la clase?», «diferencias entre chicos y chicas» etc. Se puede suponer
que los estudiantes estan familiarizados, por sus estudios previos
en educacion secundaria, con la mayor parte de los términos y ex-
presiones lingiiisticas propias de la estadistica descriptiva (frecuen-
cia absoluta, tabla de frecuencias, moda, media, mediana, maximo,
minimo, recorrido, diagrama de barras, histograma). Sin embargo,
teniendo en cuenta las investigaciones previas (Diaz et al, 2008)
se puede prever dificultades en la rotulacion de las tablas de fre-
cuencias y diagramas de barras adosadas o del grafico de cajas.
Asimismo, los estudiantes no familiarizados con el uso de la hoja
de calculo tendran dificultades con la manera de representar una
coleccion de datos dispuestos en columnas, las variables estadisticas
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y el lenguaje funcional especifico de la hoja de calculo (conjunto de
datos, regla de calculo, resultado).

Elementos conceptuales

Los siguientes conceptos de la estadistica descriptiva son a
menudo escasamente estudiados y reconocidos por los estudiantes,
pero son esenciales para comprender el sistema de practicas opera-
tivas y discursivas de la estadistica:

* Dato estadistico (rasgo o informacion contextualizada), indivi-

duo estadistico; coleccion de datos (muestra, poblacion).

* Variable estadistica (rasgo de los individuos estadisticos que

puede tomar diferentes valores en una coleccion de datos).

* Variabilidad del rasgo entre los individuos: valores.

* Variable estadistica cualitativa: modalidades.

* Variable estadistica cuantitativa: minimo, méaximo, rango.

La resolucion de las tareas pedidas requiere poner en juego con-

ceptos con los que los estudiantes pueden estar familiarizados:

* Frecuencia absoluta y relativa; distribucion de frecuencias,
promedios (moda, mediana, media); valores extremos (minimo,
maximo) dispersion (recorrido; varianza, desviacion tipica).

* Diagramas de barras y de sectores. Pueden estar menos fami-
liarizados, y, por tanto, ser ocasion de objetos emergentes de las
practicas que se requiere realizar:

* Histograma de frecuencias (intervalos y marcas de clase, crite-
rios para su eleccion).

* Diagramas e histogramas adosados, interpretacion y uso.

* Asimetria de una distribucion de frecuencias, asimetria positi-
va y negativa; su relacion con la eleccion del promedio que se
debe usar para representar los datos.

* Percentiles, rango de percentiles, recorrido intercuartilico,
grafico de cajas.

* Valoracion cualitativa de diferencias de medias y dispersiones.
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Propiedades

Para el progreso en el proyecto son necesarias las propiedades

siguientes, algunas de ellas utilizadas de manera implicita:

* Los promedios representan a una coleccion de datos porque
indican la tendencia o posicion central de las distribuciones de
frecuencias correspondientes a dichos datos.

* La moda es el tnico promedio que se puede usar si la varia-
ble estadistica es un atributo cualitativo; puede no ser un valor
unico.

* La mediana es mas representativa que la media si la distribucion
es asimétrica; ambos estadisticos coinciden si la distribucion es
simétrica.

Procedimientos

La elaboracion de tablas de frecuencias, el cilculo de la moda,
media, maximo, minimo, recorrido, construcciéon de diagramas son
procedimientos que, o bien, recuerdan los estudiantes o bien son
faciles de dominar. El calculo de la mediana, la elaboracién de tablas
de frecuencias agrupadas en intervalos y la construccion del gréfico
de cajas e histogramas requieren una atencion especial. Algo similar
ocurre con el célculo de percentiles, el recorrido intercuartilico y la
desviacion tipica.

Argumentos

Se espera que los estudiantes justifiquen las respuestas a las cues-
tiones planteadas elaborando argumentos deductivos tales como: «Te-
niendo en cuenta las definiciones y propiedades de los promedios
el sujeto tipico es una chica que hace poco deporte, que tiene 2,5
hermanos, pesa 60 kg, y lleva en el bolsillo 6 €> (son los valores de
las medianas, ya que las distribuciones son asimétricas). «La eleccion
de una chica para la variable, género, es representativa, ya que el 68
% son chicas (moda), mientras que los chicos son poco frecuentes».
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Procesos

Un proceso de idealizacion que requerira atencion especial sera
el que da lugar al concepto de sujeto tipico o representativo, que no
tiene que corresponder con un valor de la variable. Asi, la mediana
del nimero de hermanos es de 2,5 que obviamente no corresponde
a ningun valor posible de la variable. Los procedimientos y propie-
dades aplicados para dar respuesta a las cuestiones planteadas en la
situacién particular dada tienen un caracter general, lo cual debera
ser enfatizado por el profesor. El calculo de la mediana, la determina-
cién de percentiles y la representacion de histogramas debe concluir
con el enunciado de reglas generales aplicables a otras situaciones de
andlisis de datos.

4.7. Implementacion de la instruccion

La implementacion de la instruccién es una actividad que reali-
zan conjuntamente un profesor y un grupo de estudiantes para que
los estudiantes aprendan un saber matematico previamente adap-
tado al contexto en la actividad de planificacion. En el seno de la
comunidad de estudio (aula, escuela) tiene lugar una division del
trabajo; profesor y estudiantes tienen roles diferentes que deben ser
articulados siguiendo un sistema de normas (contrato didactico), uti-
lizando artefactos fisicos, conceptuales y procedimentales especificos.
La implementacion de la instruccion tiene lugar en entornos especifi-
cos que la condicionan (capacidades y disposicién de los estudiantes,
tiempo disponible, medios, etc.). La diversidad de aspectos para tener
en cuenta hace que la optimizacion del proceso tenga un caracter
local y requiera conocimientos y habilidades especificas del profesor,
asi como interés y constancia por parte de los estudiantes.

La complejidad de la implementacién ha motivado la elaboracion
de diversas teorias sobre qué herramientas usar en cada circunstan-
cia, que tipos de interacciones llevar a cabo, o qué normas seguir
para articular los roles del profesor y estudiantes de la manera mas
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idonea posible. Las nociones de configuracion y trayectoria didactica
(Seccion 4.4) permiten realizar anilisis detallados de: a) el progresivo
despliegue de los significados institucionales implementados; b) los
aprendizajes y su dependencia de los formatos de interacciéon que
efectivamente tienen lugar; y c) del uso de los recursos y del tiempo
asignado. En este andlisis el foco de atencion es la descripcion de:
* El contenido efectivamente tratado.
* Los patrones de interaccion docente-discentes.
* El reconocimiento de los conflictos cognitivos e interaccionales
que tienen lugar y la forma en que son abordados por el docente
y los estudiantes.

Remitimos a Godino ef al. (2014), donde describimos la implementa-
cién del proyecto «Alumno tipico» cuyo analisis a priori hemos realiza-
do en la Seccion 4.6. La descripcion incluye segmentos de transcripcion
correspondientes a una muestra de hechos didacticos significativos
(HDS). La nocion de HDS es el criterio de delimitacion de configura-
ciones didacticas, que pueden ser ligadas a problemas, subproblemas, u
otros componentes epistémicos, cognitivos o instruccionales que carac-
terizan el proceso de estudio. Los HDS aportan indicadores locales de
idoneidad didactica en algunos aspectos de las facetas y componentes
del proceso de estudio. Un HDS puede contribuir al desarrollo de un
proceso de estudio o bloquearlo, dificultar su evolucion o limitar el
funcionamiento del sistema didactico. La «significatividad» de un hecho
no se refiere entonces exclusivamente a su adecuacion al desarrollo de
significados de los estudiantes, sino a su importancia para la compren-
si6n del proceso de estudio en si mismo.

4.8. Analisis retrospectivo

La evaluacion o analisis retrospectivo del proceso educativo con-
siste en contrastar lo previsto en el disefio y lo observado en la im-
plementacion, con el fin de identificar posibles mejoras en sucesivas
implementaciones. En Godino et al (2014) se describe esta fase del

250



disefio en el caso del proyecto «Alumno tipico» comparando los
hechos didacticos significativos observados con el analisis a priori,
seguido de la valoracion de la idoneidad didactica y la identificacién
de posibles mejoras. El analisis detallado del desarrollo de los otros
dos proyectos de analisis de datos usados en la experiencia forma-
tiva —Lanzamiento de dos dados y Eficacia de un entrenamiento
deportivo— puede verse en la tesis doctoral de Hernan Rivas (2014).

En sintesis, el contraste del disefio con los HDS da cuenta que se
han puesto en juego los objetos y procesos previstos en el disefio.
Desde el punto de vista cognitivo se han manifestado la mayoria
de los conflictos previstos y algunos otros. Desde el punto de vista
instruccional se ha constatado que los estudiantes han sido «excesi-
vamente guiados» por el profesor; han tenido «poca autonomia» para
dar respuesta por si mismos a las cuestiones planteadas. Esto ha
sido asi por decision del profesor ante los frecuentes bloqueos de los
estudiantes y el tiempo limitado para impartir los contenidos. Se ha
revelado que pretender que los estudiantes, en su primer encuentro
con el tema, movilicen los objetos estadisticos, tablas de frecuen-
cias, medidas de tendencia central y dispersion para comparar dos
distribuciones de frecuencias, a partir de las consignas dadas en el
planteamiento del proyecto es bastante ilusorio.

Los elementos de referencia para valorar la idoneidad epistémica
del proceso implementado deben ser los correspondientes al signifi-
cado institucional pretendido por el docente. En cambio, para valorar
la idoneidad epistémica de la planificacién, habra que indagar los
elementos del significado del anilisis elemental de datos en textos
e investigaciones relativas a su estudio en niveles educativos simi-
lares. Los elementos de referencia para las restantes dimensiones
o facetas (ecolégica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional)
deberan indagarse en los textos y publicaciones de investigaciones
didacticas sobre dichos aspectos.
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4.9. Perspectivas tedricas relacionadas con el disefio
educativo basado en el EOS

En esta seccion describimos otras perspectivas tedricas que
tienen relacion con la problematica abordada por la teoria de disefio
basada en EOS descrita en este capitulo. Consideramos de interés
analizar el dilema entre las posturas constructivistas y objetivista
en el campo de la educacion, lo que permite situar y comprender el
modelo didactico mixto que proponemos. Seguidamente presenta-
mos las caracteristicas generales de las investigaciones basadas en el
disefio dentro de las cuales se incluye la teoria. Teorias especificas
que incluyen un componente de disefio elaboradas en educacién
matematica, como la Teoria de situaciones didéacticas (Brousseau,
1997), Teoria de los momentos didacticos (Chevallard, 1999) y Edu-
cacion matematica realista (Freudenthal, 1991) seran descritas y
comparadas con el EOS en el Capitulo 7.

4.9.. El dilema constructivismo versus objetivismo™

Las distintas variedades de constructivismo comparten, entre
otros, los supuestos de que el aprendizaje es un proceso activo, que
el conocimiento es construido en lugar de ser innato o pasivamente
absorbido y que, para lograr un aprendizaje efectivo, es necesario el
planteamiento a los estudiantes de problemas significativos, abiertos
y desafiantes (Ernest, 1994; Fox, 2001).

El argumento de que los seres humanos son agentes activos que
construyen el conocimiento por si mismos ha hecho creer a las per-
sonas que las actividades instruccionales deberian estimular a los
aprendices a construir el conocimiento a través de sus propias par-
ticipaciones. Esta vision constructivista juega un papel importante en
la enseflanza y aprendizaje de la ciencia y se ha convertido en un

paradigma de ensefianza dominante. (Zhang, 2016, p. 897)

19 El contenido de este apartado esta basado en los articulos Godino et al. (2019)
y Godino y Burgos (2020).
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Las ideas sobre una ensefianza y aprendizaje de las matematicas
y las ciencias basadas en la indagacién han venido jugando un papel
significativo en las orientaciones curriculares de diversos paises, en
proyectos, centros de investigacion e iniciativas de reforma. Linn ef al.
(2003) definen el aprendizaje de las ciencias basado en la indagacion
como sigue:

Definimos indagacion como comprometer a los estudiantes en el
proceso intencional de diagnosticar problemas, criticar experimen-
tos, distinguir alternativas, planificar investigaciones, revisar puntos
de vista, explorar conjeturas, buscar informacién, construir modelos,
debatir con los compaiieros, comunicar a diversas audiencias, y elabo-
rar argumentos coherentes. (Linn ef al, 2003, p. 518)

En los modelos pedagoégicos que asumen los principios construc-
tivistas, el papel del profesor debe ser elaborar un entorno de apren-
dizaje con el que el estudiante interactie de manera auténoma. Esto
significa que el profesor debe seleccionar cuidadosamente unas tareas
de aprendizaje y asegurar que el estudiante disponga de los recursos
cognitivos y materiales necesarios para implicarse en la solucion de
los problemas. Ademads, debe crear un andamiaje cognitivo, una «ar-
quitectura de elecciones» que apoye y promueva la construccion del
conocimiento por los propios estudiantes. En cierta manera se trata
de implementar una pedagogia «paternalista libertaria» en el sentido
de Thaler y Sunstein (2008), basada en el disefio de intervenciones
del tipo nudge.

Un nudge, segin usaremos este término, es cualquier aspecto de la
arquitectura de eleccion que modifica el comportamiento de las perso-
nas de una manera predecible sin prohibir ninguna opcién o cambiar
significativamente sus incentivos economicos. (Thaler y Sunstein, 208,
p. 6)

En el aprendizaje matematico se considera esencial el uso de si-
tuaciones-problemas (aplicaciones a la vida cotidiana, a otros campos
del saber, o problemas internos a la propia disciplina) para que los
estudiantes puedan dar sentido a las estructuras conceptuales que
configuran las matematicas como una realidad cultural. Estos pro-
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blemas constituyen el punto de partida de la practica matematica,
por lo que la actividad de resoluciéon de problema, su formulacién,
comunicacion y justificacién se consideran claves en el desarrollo de
la capacidad de afrontar la solucién de problemas no rutinarios. Este
es el objetivo principal de la tradicion denominada problem solving
(Schoenfeld, 1992), cuyo énfasis se centra en la identificacion de heu-
risticas y estrategias metacognitivas. También es objetivo de otros
modelos teéricos como la Teoria de Situaciones Didacticas en Mate-
maticas (Brousseau, 1997) y la Educacion Matematica Realista (Freu-
denthal, 1973; 1991).

No obstante, existen posturas contrapuestas al constructivismo,
como las de Mayer (2004), Kirschner ef al (2006) entre otros, que
justifican mediante diversas investigaciones la mayor efectividad de
modelos instruccionales en los cuales se atribuye al profesor y a la
transmision de conocimientos, un papel predominante. Estas posturas
se relacionan ya con teorias filosoficas objetivistas (Jonassen, 1991), ya
con la investigacion empirica del tltimo medio siglo sobre instruccién
directa o la pedagogia basada en lecciones (Boghossian, 2006). Sweller
et al. (2007) proporcionan evidencias de que una minima guia durante
la instruccion es significativamente menos efectiva y eficiente que una
guia especificamente disefiada para apoyar el procesamiento cognitivo
necesario para el aprendizaje. Estos autores afirman, que, en general, los
efectos de las tareas de descubrimiento no asistido parecen limitados,
frente a las tareas de descubrimiento estimulado (enhanced discovery
tasks). Las oportunidades para el aprendizaje constructivo pueden no
presentarse cuando los alumnos se quedan sin guia.

Quizas los hallazgos de estos metaanalisis pueden ayudar a alejar
el debate de los problemas sobre las formas de descubrimiento no
guiadas hacia una discusion fructifera, y la realizacion de investi-
gaciones empiricas sobre como se implementa mejor el andamiaje
cognitivo, como proporcionar retroalimentacion en el aula, como
crear ejemplos trabajados para las diversas variedades de contenido, y
cuando se deben proporcionar formas directas de instruccion durante
el aprendizaje. (Alfieri ef al, 2011, p. 13)
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Se pueden aportar razones de tipo cognitivo a favor de aplicar un
modelo didactico basado en la transmision de conocimientos (obje-
tivismo) frente a los modelos basados en la construcciéon auténoma
(constructivismo). Kirschner et al. (2006) sefialan que las posiciones
constructivistas, con una instruccién minimamente guiada, contradi-
cen la arquitectura de la cognicién humana e imponen una pesada
carga cognitiva que impide el aprendizaje. Otras razones que recha-
zan las posiciones constructivistas provienen del punto de vista de la
psicologia cultural.

Las explicaciones del desarrollo cognitivo han descrito generalmen-
te al nifio como un cientifico independiente, quien recoge datos de
primera mano y forma teorias sobre el mundo natural. Yo argumen-
to que esta metdfora es inapropiada para dar cuenta del aprendizaje
cultural de los nifios. En dicho dominio, los nifios actian mas bien
como antropélogos que atienden a, colaboran con, y aprenden de los
miembros de su cultura. (Harris, 2012, p. 259)

La metafora del nifio como cientifico natural, es util para des-
cribir como los nifios dan sentido a las regularidades universales
del mundo natural, que ellos pueden observar por si mismos, sin
importar cual sea su entorno cultural. Sin embargo, la metafora es
engafiosa si se utiliza para explicar de forma comprehensiva y global
el desarrollo cognitivo. Los nifios nacen en un mundo cultural que
media sus encuentros con el mundo fisico y biolégico. Para acceder
a dicho mundo cultural, los nifios necesitan un modo de aprendizaje
orientado socialmente (aprendizaje mediante la observacién partici-
pante). «El dominio de regularidades normativas requiere aprendizaje
cultural» (Harris, 2012, p. 269).

El debate entre la ensefianza directa, ligada a posiciones objetivis-
tas sobre el conocimiento matemadtico y cientifico, que defiende un
papel central del profesor para guiar el aprendizaje, y la ensefianza
minimamente guiada, usualmente referida al modelo de ensefianza
de tipo constructivista, no esta claramente resuelto en la literatura de
investigacion. Los partidarios del aprendizaje basado en problemas
y la indagacion centran sus argumentos en la cantidad de guia y la
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situacion en la que tal pauta se proporciona. Consideran que la guia
que se da contiene un extenso cuerpo de apoyo y al estar inmersa
en situaciones de la vida real ayuda a los estudiantes a dar sentido al
contenido cientifico.

Para Zhang (2016) la tension entre estas dos posiciones no es si
una u otra es partidaria de presentar mas o menos guia o apoyo a
los estudiantes, sino entre presentar explicitamente las soluciones a
los aprendices o dejar que ellos las descubran. «Para los partidarios
de la instruccion directa, la presentacion explicita de las soluciones
y la demostracion del proceso para lograr las soluciones son una
guia esencial> (Zhang, 2016, p. 908). Pretender que los estudiantes
descubran, exploren y encuentren las soluciones, segin la «educacién
basada en la indagacion», elimina la necesidad de presentar las solu-
ciones. En las posiciones constructivistas, aunque se admita una cierta
dosis de transmisién de informacion del profesor al estudiante, sigue
siendo esencial ocultar una parte del contenido. Para los partidarios
de la instruccién directa que asumen la teoria de la carga cognitiva
con énfasis en los ejemplos trabajados, proporcionar las soluciones es
esencial. Por ejemplo, en el campo del desarrollo del razonamiento
proporcional, Bentley y Yates (2017) usaron el modelo didactico de
«ejemplos trabajados» para presentar la estrategia de reduccién a la
unidad, esto es, ayudar a los estudiantes a adoptar un analisis paso a
paso de problemas de valor faltante mediante el cual reconocer facil-
mente, en primer lugar, una unidad y después utilizarla para resolver
el problema. En su investigacion informan de resultados positivos
cuando se aplica esta estrategia didactica tanto para estudiantes con
alto estatus socioeconémico como bajo.

En el EOS se introduce una nueva variable en el debate de estos
modelos. Se trata de reconocer la complejidad ontosemiética del co-
nocimiento matematico y cientifico, la cual debe ser tenida en cuenta
en los procesos instruccionales para optimizar los aprendizajes de
los estudiantes. Al asumir presupuestos antropoldgicos, semioticos
y pragmatistas sobre el conocimiento matemadtico (o cientifico) se
llega a la conclusion de que una parte esencial del conocimiento que
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tienen que aprender los estudiantes son reglas conceptuales, proposi-
cionales, procedimentales, convenidas en el seno de la comunidad de
practicas matematicas (o cientificas). Los estudiantes, para resolver los
problemas que constituyen el objetivo educativo y desarrollar las ca-
pacidades de razonamiento matematico, parten de unos conocimien-
tos previos, que en una parte central de los mismos son reglas, las
cuales deben estar disponibles para comprender y abordar la tarea.
Pretender que los estudiantes descubran esas reglas puede suponer
un desafio excesivo para la mayoria de los estudiantes. Al tener en
cuenta la complejidad ontosemiodtica del conocimiento matematico,
sin dejar de reconocer el papel central de la resolucién de problemas
como razon de ser de los contenidos, se derivan los presupuestos de
un modelo educativo-instruccional mixto que se presenta como solu-
ci6n al dilema entre indagacion y transmision (Figura 4.5).

4.9.2. Investigaciones basadas en el disefio

Para intentar salvar la brecha entre la investigacion tedrica y la
practica docente se han desarrollado las llamadas «investigaciones
basadas en el disefio» (IBD) (Brown, 1992; Kelly ef al, 2008), que cons-
tituyen una familia de aproximaciones metodolégicas orientadas al
estudio del aprendizaje en contexto. Utilizan el disefio instruccional
y la investigacion sistematica de estrategias y herramientas instruc-
cionales, tratando que sean interdependientes, sobreentendiéndose
que la investigacion incluye no solo la fase de disefio, sino también la
experimentacién en contextos de clase y la evaluacion de sus resulta-
dos. En educacién matematica, las IBD se realizan aplicando diferen-
tes teorias de base en los disefios e interpretacion de los resultados.
Asi, Artigue (2015) describe la metodologia de la ingenieria didactica
como un tipo de IBD, basada en la Teoria de situaciones didacticas,
en la Teoria antropoldgica de la didactica, y en otras teorias. La Inge-
nieria Didactica (ID) (Artigue, 1989; 2011) se presenta usualmente con
una doble faceta: como «metodologia de investigacién», y como con-
junto de medios o recursos para la ensefianza de temas especificos,
elaborados teniendo en cuenta los resultados de la investigacion. «La
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ingenieria diddctica surgi6, asi, como una metodologia de investigacion
y desarrollo basada en realizaciones en el aula en forma de secuencias
de lecciones, informadas por la teoria y poniendo a prueba las ideas
teoricas» (Artigue, 2015, p. 469).

Godino ef al (2013) analizan las caracteristicas de la IBD y la ID
y concluyen que, dado que la ID se puede basar en distintos marcos
tedricos, la ID y el disefio instruccional describen el mismo tipo de
investigaciones didacticas. Las investigaciones de disefio instruccional
o de ingenieria didactica, cualquiera que sea la teoria de base en la
cual se apoyen, responden a cuestiones del tipo: (Qué resultados en
términos de aprendizaje se obtienen si se realiza una intervencion
educativa especifica en un contexto dado?, esto es, corresponden al
esquema predictivo, i X entonces Y. Puesto que se realizan en contextos
educativos reales, tienen en cuenta la riqueza y complejidad de facto-
res que condicionan la practica docente. En consecuencia, los recur-
sos elaborados y los conocimientos obtenidos de estas investigaciones
pueden dar solucién a problemas de dicha practica, que se refieren
usualmente a qué matematicas ensefiar y como. Sin embargo, dado que
el conocimiento que aporta este tipo de investigacion es predictivo, no
se pueden derivar de ella valoraciones y normas de accién, como se
requiere en la intervencion eficiente sobre la practica. La superacion
de la brecha existente entre el conocimiento cientifico y la practica de
la ensefianza precisa del desarrollo de teorias que expliciten el sistema
de principios axioldgicos y criterios valorativos y normativos sobre la
accion educativa eficiente, derivados de la investigacion tedrica y apli-
cada. En el marco del EOS esta interfaz viene dada por la Teoria de la
Idoneidad Didactica que describimos en el Capitulo S.

El modelo de instrucciéon que se asume en el EOS esta basado en
los principios de la psicologia cultural /discursiva (Lerman, 2001), que
atribuye un papel clave a la «zona de desarrollo potencial» (Vigotsky;
1934). Contrariamente a los modelos constructivistas, la autonomia
del estudiante en el proceso de aprendizaje es el resultado de dicho
proceso y no un prerrequisito. No obstante, dado el papel central que la
perspectiva antropologica del conocimiento da a los problemas y la ac-
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tividad implicada en su resolucion, la busqueda, seleccion y adaptacion
de buenas situaciones problemas y la implicacion de los estudiantes en
su resolucion es también un principio de la instruccion matematica
significativa. Se deriva de este supuesto un modelo instruccional de
tipo mixto, en el que la construccion y la transmision del conocimiento
se articulan de manera dialéctica (Godino y Burgos, 2020; Godino et al,
2020) y se resumen en los siguientes principios:

* Se postula que el aprendizaje tiene como finalidad la apropiacion
por los estudiantes de los significados y objetos institucionales que
le permitan afrontar la soluciéon de determinados problemas y de-
sarrollarse como persona.

* El estudio de los significados personales de los estudiantes es un
componente esencial de la problematica educativa, ya que la apro-
piacion de los significados institucionales pretendidos esta condi-
cionada por los significados personales iniciales de los estudiantes.

Los significados institucionales finalmente implementados en un
proceso de instruccién pueden ser diferentes de los pretendidos y de re-
ferencia, debido a las restricciones impuestas por las posibilidades cog-
nitivas de los estudiantes, los recursos disponibles y el contexto social y
educativo. Se espera, no obstante, que los significados de los objetos insti-
tucionales pretendidos e implementados en un contexto educativo dado
sean una muestra representativa del significado de referencia global.

410. Sintesis de la teoria de disefio educativo en
matematicas basada en el EOS

En la Tabla 1 presentamos una sintesis de las caracteristicas de la
Teoria ontosemiotica del disefio educativo en matematicas siguien-
do la guia propuesta por Michie et al (2014) con elementos para
la descripcion de teorias en el campo de las ciencias sociales y del
comportamiento.
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Tabla 4.1. Sintesis de la teoria de disefio educativo basada en EOS

Elementos

Descripcion

Breve resumen.
¢De qué trata la
teoria y cudles son
sus principales
proposiciones?

La teoria ontosemiotica del disefio educativo en matemati-
cas aporta supuestos y herramientas teéricas para el disefio
de procesos de enseflanza y aprendizaje de las matematicas
basados en la teoria ontosemidtica de la actividad mate-
matica y objetos emergentes y la teoria ontosemiotica del
significado y de la cognicién matematica que propone el
EOS (Capitulos 2 y 3). Incluye un modelo de estructura y
dinamica de los procesos educativos que tiene en cuenta

las diversas facetas y componentes que caracterizan dichos
procesos. Propone un modelo de categorias de las normas

y metanormas, incluyendo criterios de idoneidad didactica,
que permite explicar fenomenos didacticos y da pautas para
la optimizacion de los procesos educativos. Los constructos
configuracion y trayectoria didactica permiten hacer analisis
detallados (descriptivos y explicativos) del disefio e imple-
mentacion de los procesos educativos. Complementados con
el postulado de complejidad ontosemiotica del contenido y el
constructo idoneidad didactica, permiten elaborar un modelo
didactico mixto que resuelve el dilema entre los modelos
constructivista (indagativos) y objetivistas (transmisivos) para
optimizar el aprendizaje matematico.

Ambito/objetivo.
¢Qué fenomenos
pretende explicar
la teoria?

El objetivo o motivo de la teoria del disefio educativo es
comprender los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, los facetas, componentes e interacciones que
intervienen en el disefio, implementacion y evaluacion y
construir un sistema de criterios fundamentados en el EOS y
resultados de las investigaciones didacticas para optimizar el
desarrollo de dichos procesos. Incluye, por tanto, supuestos y
herramientas para el componente cientifico (descriptivo, expli-
cativo y predictivo), asi como para el tecnolégico (prescriptivo)
de la educacién matematica.

Justificacion. éPor
qué es necesaria
la teoria y como
mejora las teorias
anteriores?

Esta teoria emerge al considerar que las teorias de disefio
educativo existentes, incluso las especificas para las matemati-
cas, no estan basadas en modelos explicitos sobre la naturaleza
especifica del conocimiento matematico. La teoria ontosemio-
tica de la actividad matematica permite tomar conciencia de
la complejidad ontosemiética de los contenidos de ensefian-
za y aporta herramientas para el andlisis preliminar de los
significados de los objetos matematico. El andlisis a priori de
las tareas, la identificacion de hechos didacticos significativos
y criterios de optimizacion de las trayectorias epistémica y
cognitiva de los procesos educativos en matematicas.
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Hipotesis. ¢Qué hi-
potesis especificas
plantea la teoria y
en qué se dife-
rencian de otras
teorias?

Postula que el disenio de procesos educativos debe ser
fundamentado en teorias especificas sobre la naturaleza del
contenido objeto del disefio. En el caso de las matematicas,

la teoria del disefio educativo en matematicas asume los
postulados ontolégicos, semi6ticos y epistemologicos del EOS
sobre la actividad matemadtica, asi como sobre los procesos y
objetos emergentes de dicha actividad. Se postula que en los
momentos de primer encuentro de los estudiantes con nuevos
contenidos las configuraciones didacticas de tipo colaborativo
optimizan la idoneidad didactica al permitir tener en cuenta la
complejidad ontosemiética del contenido objeto de estudio. La
autonomia del estudiante es emergente de la actividad didacti-
ca, no un prerrequisito como postulan los constructivismos.

Constructos.
¢Cuales son los
elementos de la
teoria?

La teoria incluye los siguientes constructos:

- Facetas, componentes, subcomponentes y elementos de un
proceso educativo.

-Dimensién normativa, metanormativa y criterios de
idoneidad.

- Configuracion didactica y subconfiguraciones epistémi-
ca-ecologica, instruccional (interaccional, mediacional),
normativa y cognitiva-afectiva.

- Trayectoria didactica y subtrayectorias epistémica-ecologica,
instruccional, normativa, cognitiva-afectiva.

- Significados institucionales y personales. Ecologia y comple-
jidad de significados.

- Conflictos semioticos (epistémicos, cognitivos,
instruccionales).

- Configuraciones didacticas de referencia. Modelo didactico
basado en EOS.

-Idoneidad didactica. Criterios e indicadores.

Relaciones. ¢éComo
se relacionan entre
si los elementos de
la teoria?

El modelo de estructura de un proceso educativo es la base

del analisis sistematico del disefio, implementacion y evalua-
cion permitiendo categorizar los tipos de configuraciones,
trayectorias didacticas, normas y metanormas. Los significados
institucionales y personales, entendidos de manera pragmatica
segun el EOS, permite abordar el estudio de la reconstruccion
y adaptacion ecologica de los significados al contexto educativo
en la fase de planificacion de la ensefianza. La identificacion

de conflictos semioticos aporta explicaciones y criterios para

el estudio de las interacciones en el aula. El constructo idonei-
dad didactica, en las diferentes facetas y componentes, aporta
criterios para la toma de decisiones en la fase de planificacion
e implementacion, e indicadores de idoneidad en la fase de eva-
luacion. El constructo complejidad ontosemictica de significados
y las configuraciones didacticas de referencia son la base del
modelo didactico mixto indagativo-transmisivo basado en EOS.
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Procedencia. ¢En
qué teorias se basa
y c6mo?

La teoria del disefio educativo se basa en la teoria ontosemioti-
ca de la actividad matematica y objetos emergentes al adoptar
los tipos de objetos y procesos matematicos que propone esta
teoria como componentes y elementos de las facetas epistémica
y cognitiva de los procesos educativos en matematicas. El pos-
tulado de relatividad institucional y personal del significado de
los objetos matemadticos respecto de los marcos institucionales y
contexto de uso lleva a relacionar la teoria del disefio educativo
con las teorias histérico-culturales en educacion matematica, ast
como con las teorfas de la cognicion situada.

Semejanza. (A qué
teorias se parece
mads esta teoria?

La teoria de disefio educativo basada en EOS tiene conexiones
con la ingenieria diddctica (Artigue), basada en la Teoria de
situaciones didacticas en matematicas (Brousseau), asi como la
Teoria de momentos didacticos y su desarrollo en la Teoria de
los recorridos de estudio e investigacion (Chevallard). También
hay concordancias con la Educaciéon matematica realista (Freu-
denthal). Los supuestos ontosemioticos sobre el conocimiento
matematico y los constructos especificos que estdn en la base
de la teoria amplian el tipo de analisis que se puede realizar,
las explicaciones de fenomenos didacticos, y especialmente el
modelo didactico indagativo-transmisivo basado en EOS. El
sistema de criterios de idoneidad didactica explicita y amplia
los derivados de las teorias mencionadas.

Complementa-
riedad. ¢Con qué
teorias puede
complementarse?

El EOS aspira a elaborar un sistema tedrico integral para
abordar los problemas ontolégicos, semiéticos, epistemologi-
cos, educativos-instruccionales implicados en los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas, aplicando una
estrategia de hibridacion de teorias. Se puede complementar
con teorias curriculares que aborden de manera explicita el
desarrollo de las facetas afectiva y ecoldgica de los procesos
educativos-instruccionales, como la educacién matematica
critica e inclusiva (papel de las matemdticas en la sociedad,
justicia social, equidad).

Operacionaliza-
cién. ¢Como se
miden o identifican
los constructos?

Los constructos de la teoria no son rasgos medibles o gra-
duables excepto la idoneidad didactica. Se trata de categorias
descriptivas de los diferentes aspectos de un proceso educati-
vo, entendido como un constructo multidimensional o multi-
facético. En las secciones 4.1 a 4.8 se describen los diferentes
constructos que configuran la teoria.

Usos. ¢Para qué
puede utilizarse la
teoria?

La teoria de disefio educativo basada en EOS se puede usar para
planificar, implementar y evaluar procesos educativos en ma-
tematicas a nivel micro (lecciones), meso (temas) y macro (pro-
gramas). También puede servir de instrumento para describir,
explicar y valorar procesos educativos disefiados con otras pers-
pectivas tedricas, ayudando a identificar aspectos que pueden
ser mejorables. Es, por tanto, un recurso para la investigacion de
disefio y la reflexion de los profesores sobre su propia practica.
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Capitulo 5

Teoria de la idoneidad
didactica basada en el EOS

Introduccion

La evaluacion de la planificacion e implementacion de los procesos
educativo-instruccionales implica tanto al profesor, como a otros
agentes interesados en su valoracién global y la del aprendizaje. Asi,
diversos organismos nacionales e internacionales se interesan por los
resultados finales del aprendizaje de los estudiantes y por los factores
que los determinan, aplicando pruebas estandarizadas que con fre-
cuencia condicionan los curriculos implementados. El objeto/motivo
de esa actividad evaluativa es el proceso educativo-instruccional en su
globalidad, implicando, por tanto, sus diversas facetas e interacciones.
A nivel local, esto es, en el seno de la clase, también tiene lugar activi-
dad evaluativa cuyo objeto es la recogida de informacién y la toma de
decisiones instruccionales. El resultado buscado es informacion sobre
los aprendizajes logrados por los estudiantes (evaluacion sumativa), o el
desarrollo del proceso instructivo a nivel local (evaluacion formativa).

A nivel macro, o sea, en la evaluacion externa sumativa, hay im-
plicadas diversas comunidades profesionales que asumen las tareas
requeridas (disefio de instrumentos, aplicacion, andlisis e interpre-
tacion de resultados, etc.). A nivel local, la evaluacion es también
una actividad comunitaria, ya que no solo implica al profesor y los
estudiantes, sino a la escuela y la familia. El entorno ecolégico en
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que se realiza la actividad esta condicionado y apoyado por normas
que regulan la periodicidad, las formas, procedimientos y medios
disponibles. Los procesos de evaluacion de los aprendizajes a nivel
macro requieren desarrollar instrumentos de medida objetivos que
permitan realizar comparaciones entre grupos, escuelas y paises
para tomar decisiones a nivel macro. Esta evaluacién conduce a una
reduccion de la complejidad, prescindiendo de detalles contextuales
que pueden ser esenciales desde el punto de vista educativo. De
aqui se deriva el dilema general sobre la evaluacién en educacion
matematica: «Coémo podemos evaluar los componentes esenciales
del conocimiento matematico, la comprension, el pensamiento, la
creatividad, la resoluciéon de problemas y la capacidad general sin
distorsionarlos gravemente?» (Niss, 1993, p. 27).

En este capitulo desarrollaremos la nocién de idoneidad didactica
mencionada en el Capitulo 4 como un elemento de la dimensién nor-
mativa, esto es, como el sistema de criterios que de manera implicita
o explicitamente orientan el objetivo de optimizar los procesos edu-
cativos-instruccionales. Esta herramienta tedrica se puede usar en las
fases de planificacién e implementacion, pero sobre todo en la fase de
analisis retrospectivo o evaluacion de los aprendizajes, la identifica-
cién de factores condicionantes del desarrollo del proceso educativo
y de posibles mejoras. La idoneidad estd estrechamente relacionada
con la calidad de la instruccion y los instrumentos de medida de los
aprendizajes, aunque esta focalizada en la optimizacion local de los
procesos educativos en matematicas. Pone el acento en reconocer
la complejidad de facetas y componentes que condicionan dichos
procesos y en elaborar criterios o pautas de ayuda para la actuacion
de los profesores, quienes deben tomar las decisiones finales sobre el
peso relativo de los criterios en cada circunstancia.

En la Seccién 5.1 describimos la nocién de calidad de la instruccion
citando diversas investigaciones que desarrollan el constructo y elabo-
ran instrumentos para su medida. Justificamos la utilidad de elaborar
una visién ampliada de la calidad con un enfoque basicamente cuali-
tativo, como el propuesto por el constructo idoneidad didactica. En la
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Seccion 5.2 presentamos la manera en que conceptualizamos la ido-
neidad didactica, su definicion y estructura de facetas y componentes.
Justificamos hablar de teoria de la idoneidad didactica basada en EOS
(TID-EOS) al considerar que tanto la definicién de idoneidad como el
sistema de criterios que desarrollamos en la Seccién 5.3 se basan en
los supuestos y constructos de las teorias de la actividad matematica,
objetos emergentes y significados que componen el EOS (Capitulos 2 y
3), asi como en la teoria del disefio educativo descrita en el Capitulo 4.
En principio, cada teoria usada en educacién matemadtica, incluso cada
profesor, tiene su propia teoria de la idoneidad didactica, al menos im-
plicitamente. Los criterios de idoneidad incluidos en las diversas tablas
de la Seccion 5.3 se aplican a cualquier contenido matematico. Pero, de
las investigaciones didacticas sobre contenidos especificos se derivan
criterios de idoneidad a un nivel mas detallado que deben ser tenidos
en cuenta para optimizar los procesos educativos correspondientes. En
la Seccién 5.4 incluimos un sistema de criterios de idoneidad para el
caso del estudio de la proporcionalidad, mientras que en la Seccion 5.5
presentamos un ejemplo de aplicacién de la TID-EOS en una experien-
cia de ensefianza de la proporcionalidad realizada con estudiantes de
educacion secundaria. Analizar las concordancias y complementarie-
dades entre los criterios de idoneidad basados en EOS con otras teorias
usadas en educacién matemadtica es el objetivo de la Seccion 5.6. Finali-
zamos el capitulo respondiendo a las cuestiones que proponen Michie
et al. (2014) como sintesis de una teoria en el campo de las ciencias
sociales y del comportamiento.

5.1. La calidad de la instruccién y su medida?®

Diversas investigaciones educativas se han interesado por desarro-
llar instrumentos de observacion y medida de la calidad de la instruc-
cion, bien de caracteristicas genéricas, especificas de los contenidos, o

20 F] contenido de las secciones 5.1 a 5.3 esta basado en el articulo, Godino,
J. D, Batanero, C. y Burgos, M. (2023). Theory of didactical suitability: An
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una combinacién de ambas. Charalambous y Praetorius (2018) citan,
entre otros, los proyectos, Elementary Mathematics Classroom Obser-
vation Form (Thompson y Davis, 2014), Instructional Quality Assess-
ment (IQA, Matsumura ef al. 2008), Mathematical Quality of Instruction
(MQL Hill et al, 2011) y Mathematics-Scan (M-Scan, Walkowiak ef al,
2014). La mayoria de estos trabajos tratan de ofrecer informacién
valida y fiable a las autoridades educativas para la toma de decisiones
sobre los planes de reforma o procesos de acreditacion y seleccion
de profesores.

Un rasgo distintivo de los estudios de calidad de la instruccién es
la observacion del trabajo de muestras de clases, escuelas, profesores
y producciones de los estudiantes, para relacionar estadisticamente
algunas variables de ensefianza con el aprendizaje. Se construyen
protocolos de observacion de clases y de los trabajos de los estu-
diantes, explicitando criterios para la asignacion de puntuaciones por
parte de evaluadores externos (Boston, 2012; Hill ef al, 2011). Como
conclusion se ofrecen recomendaciones sobre como mejorar la ins-
truccion a nivel de escuelas o distritos.

Usualmente los instrumentos de medida de la calidad de la ins-
truccion evaluan aspectos de las practicas educativas, que se asocian
empiricamente con el aprendizaje de los estudiantes. Se persigue la
viabilidad de los instrumentos y una calidad técnica que garantice
un uso fiable a la hora de asignar puntuaciones a las observaciones
de las clases y las producciones de los estudiantes. Estos requisitos de
las mediciones pueden reducir la generalizacion de los resultados, ya
que no se captan aspectos importantes de la instruccion (por ejemplo,
las concepciones erroneas sobre las matematicas o el papel asignado
a los procesos matematicos).

Aunque la evaluacion de unos pocos aspectos bien elegidos de la
instruccion pueda proporcionar informacion util para la mejora de
la instruccién, un instrumento comprensivo puede ayudar a tomar
conciencia de la complejidad de los procesos de educativos e identi-

enlarged view of the quality of mathematics instruction. FURASIA Journal
of Mathematics, Science and Technology Education, 196), em2270.
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ficar variables significativas. Ademas, con frecuencia, la optimizacién
de los procesos de ensefianza y aprendizaje requiere priorizar unos
principios y dejar en un segundo plano otros, teniendo en cuenta las
circunstancias especificas del contexto y los estudiantes. Estas de-
cisiones corresponden esencialmente a los profesores, que pueden
encontrarse desprovistos de herramientas que los orienten en esta
compleja tarea. Es necesario desarrollar instrumentos para el anali-
sis sistemadtico de las diferentes facetas y componentes del proceso
de educativo-instruccional, que puedan usar los profesores para re-
flexionar sobre su practica y tomar decisiones fundamentadas para
su mejora progresiva.

En la Teoria de la idoneidad didactica basada en el EOS (TID-
EOS), que describimos en este capitulo, tratamos de complementar
los esfuerzos de la medida cuantitativa de la calidad con un enfoque
cualitativo, que pone el foco en la iniciativa y responsabilidad de
los profesores para tomar decisiones sobre sus propias practicas do-
centes. Esa actividad de reflexién debe estar apoyada en instrumen-
tos especificos que permitan revelar la complejidad de los procesos
y la dificultad de lograr el equilibrio entre principios didacticos a
veces contrapuestos. Los resultados de este trabajo tienen, por tanto,
implicaciones en la investigacion sobre formacion de profesores, en
particular, las interesadas por la reflexion del profesor y la toma de
decisiones sobre la practica (Karsenty y Arcavi, 2017; Tzur, 2001).

5.2. Conceptualizacién de la idoneidad didactica

En el EOS hemos desarrollado dos instrumentos de apoyo de la
actividad de evaluacion de los procesos educativo-instruccionales:

1. El modelo de estructura descrito en la Secciéon 4.1 (Capitulo
4) en el que proponemos distinguir seis facetas y sus respecti-
vas interacciones: epistémica, ecolégica, mediacional, interaccio-
nal, cognitiva y afectiva. Para cada faceta distinguimos diversos
componentes y subcomponentes (Figura 4.1).
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2. la teoria de la idoneidad didactica en la que proponemos,
ademads del constructo idoneidad didactica, un sistema de cri-
terios —principios o normas— de optimizacion de los procesos
educativo-instruccionales en sus diferentes facetas y compo-
nentes. La formulacion de los criterios, descritos en la Seccion
5.3, esta basada en los supuestos y constructos del EOS, aunque
como se explica en dicha seccion, los criterios son usualmente
compartidos por otras teorias, orientaciones curriculares y es-
cuelas de pensamiento.

5.2.1. Definicién y estructura de la idoneidad didactica

En Godino et al (2006) comenzamos a hablar de la idoneidad
didactica de un proceso de instruccion ante el reto de pasar del
analisis y descripcion de los procesos a la ingenieria didactica, en-
tendida como la disciplina que orienta el disefio, implementacion
y evaluacién de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.
Concretamente nos preguntamos: «Qué criterios de idoneidad de
las configuraciones y trayectorias didacticas se pueden derivar del
enfoque ontologico-semi6tico de la cognicion matematica?». En dicho
trabajo consideramos que la idoneidad global de una configuraciéon
didactica, y de una trayectoria didactica, se debe valorar teniendo en
cuenta las diversas facetas o dimensiones. Para las configuraciones
docente y discentes propusimos valorar la idoneidad teniendo en
cuenta las posibilidades de identificacién de conflictos y negociacién
de significados.

Esta herramienta teérica ha sido ampliamente utilizada en di-
versos trabajos de investigacion, como describen Malet et al (2021),
pudiéndose apreciar su progresivo refinamiento y cambios en la for-
mulacion de los criterios e indicadores de idoneidad (Breda et al,
2018; Godino, 2013). En Godino ef al. (2023) proponemos la siguiente
conceptualizacion de la idoneidad didactica:

La idoneidad didactica de un proceso de instruccién se define
como el grado en que dicho proceso (o una parte) retine ciertas carac-

teristicas que permiten calificarlo como 6ptimo o adecuado para con-
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seguir la adaptacion entre los significados personales logrados por los
estudiantes (aprendizaje) y los significados institucionales pretendidos
o implementados (ensefianza), teniendo en cuenta las circunstancias
y recursos disponibles (entorno). Dichos significados institucionales
son representativos, asi mismo, del significado global de referencia.
(Godino et al, 2023, p. 4)

Este enunciado describe las condiciones que debe reunir un proceso
instruccional para que se le atribuya el valor de idoneidad, que se liga
inicialmente a la optimizacion o adecuacion del acoplamiento entre
las actividades de ensefianza y aprendizaje y la implementacién de
unas matemadticas ricas, teniendo en cuenta los multiples factores que
intervienen en dichos procesos. De aqui se puede pasar a enunciar
un criterio (principio) global de idoneidad didactica: «Se deberia con-
seguir que los estudiantes aprendan las matematicas que se pretende
ensefiar, siendo dichas matematicas representativas del significado
global de las mismas y teniendo en cuenta las circunstancias perso-
nales, contextuales y temporales».

Interaccion Curriculo

Dialogo Socledad
Comunicacion Escuela

INTERACCIONAL e ECOLOGICA

‘ (Negomaclon)

/"MEDIACIONAL,

 EMOCIONAL (
\_(Disponibilidad)

N (Impllcaclon)

Actltudes
Afectos
Motivaciones

‘/ COGNITIVA ‘ EPISTEMICA
\_ (Proximidad) / A\ (Representatnvndad)/
— S

Recursos técnicos
Tiempo

Acoplamiento
Participacion
) Apropiacion >

Figura 5.1. Idoneidad didactica. Facetas y
criterios generales (Godino, 2013, p. 116)
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Esta formulacion incorpora valores sociales de la ensefianza de las
matematicas, como son evitar el fracaso escolar y hacer un uso efi-
ciente de los recursos disponibles. La idoneidad didactica es un rasgo
graduable de los procesos educativos que supone la articulacion co-
herente de seis idoneidades parciales relativas a las facetas y compo-
nentes (Figura 5.1). La descripcion detallada de los criterios parciales
para facetas y componentes se describe en la Seccién 5.3.

Partimos de la base de que en las ciencias sociales y educativas
es posible formular criterios de idoneidad, en la forma de juicios de
valor, en aquellas circunstancias en que dichos juicios tienen caracter
social y es posible fundamentar su formulacién. Tales juicios con-
llevan una racionalidad, por lo que pueden ser objeto de escrutinio
cientifico (Bunge, 1999; Lacey, 1999; Rugina, 1998).

Los criterios de idoneidad parciales de cada faceta pueden ser
refinados a partir de los componentes que proporcionan las diversas
herramientas del EOS. Asi, por ejemplo, la idoneidad epistémica se
refiere al grado en que los significados institucionales del contenido y
las configuraciones de objetos y procesos implementados representan
al significado global de referencia, teniendo en cuenta las circunstan-
cias contextuales y personales de los sujetos implicados. La idoneidad
cognitiva se refiere al grado en que los objetivos de aprendizaje son
un reto cognitivo alcanzable para los estudiantes, y los significados
personales logrados concuerdan con los significados instituciona-
les planificados, teniendo en cuenta sus circunstancias personales y
contextuales. La optimizacién conjunta de las idoneidades parciales
puede ser conflictiva en un contexto y circunstancias especificas:

lo cual conlleva, primero, a tratar los criterios de idoneidad de
manera conjunta (y no como criterios independientes como frecuente-
mente se hace en el caso de la calidad) y, segundo, a cuestionar o rela-
tivizar la validez de un determinado criterio en un contexto especifico,
lo cual lleva a dar pesos relativos diferentes a cada criterio en funcion
del contexto. De esta manera, el peso relativo de cada criterio de ido-
neidad parcial ya no depende solo de factores externos (la existencia

de un consenso previo en la comunidad), sino, en mayor medida, de
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factores internos (el conflicto que genere el criterio de idoneidad con
el contexto y con los otros criterios). (Breda et al, 2018, p. 265)

Un segundo nivel de anilisis de la idoneidad (Figura 4.1, Capitulo
4) vendria determinado por los componentes (en cantidad variable)
de cada faceta, siendo algunos aplicables a cualquier disciplina, mien-
tras que otros son especificos de las matematicas. Para las facetas
epistémica y cognitiva es posible y conveniente proponer un Nivel III
de andlisis, distinguiendo subcomponentes determinados por los ele-
mentos que caracterizan el conocimiento matematico segun el EOS.
Cuando el proceso educativo-instruccional que se analiza refiere a
contenidos especificos, por ejemplo, la probabilidad, es posible definir
un Nivel IV de analisis en las facetas epistémica y cognitiva, teniendo
en cuenta aspectos propios de la ensefianza y aprendizaje de dicho
contenido (Beltran-Pellicer et al, 2018).

Las acciones y recursos utilizados en las facetas epistémica, eco-
logica, interaccional y mediacional tienen como objetivo el aprendi-
zaje de los estudiantes, en el cual se contemplan tanto los aspectos
cognitivos como afectivos. Existen interacciones complejas entre las
diferentes facetas, ya que los procesos educativos-instruccionales
acontecen en el seno de sistemas sociales recursivos y abiertos en los
que las interacciones entre los elementos se basan en la interpretacion
y negociacién de significados, asi como en una compleja trama de
valores entrelazados.

Los sistemas sociales suelen ser sistemas semioticos en el sentido
de que las interacciones entre los elementos no se basan en la fuerza
fisica sino en el significado y la interpretacion. En estos términos, la
educacion puede caracterizarse como un sistema semiotico recursivo
abierto. Es un sistema semi6tico porque los intercambios entre pro-
fesores y alumnos no son intercambios a nivel de fuerza fisica sino a
nivel de significado. El sistema funciona como un sistema recursivo
porque los profesores y los alumnos actian sobre la base de sus in-
terpretaciones y comprensiones. Los sistemas educativos son general-
mente sistemas abiertos porque interactian con su entorno (aunque

en condiciones de reduccion de la complejidad). (Biesta, 2010, p. 497)
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En la TID-EOS se explicitan y estructuran los principios axiol6-
gicos y criterios de optimizacion de los procesos de ensefianza y
aprendizaje asumidos en la comunidad de investigacion, incorpo-
rando algunos propios, derivados de los supuestos ontosemiéticos
sobre el conocimiento matematico. Esta teoria aporta una vision am-
pliada de los estudios sobre calidad de la instruccién matematica
(Charalambous y Praetorius, 2018), enfatizando una aproximacion
interpretativa de la trama de valores que se ponen en juego en los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Se manifies-
ta la complejidad de optimizar dichos procesos, ya que es necesario
lograr un equilibrio en la implementacion de principios relativos a
las diferentes facetas y componentes, que tienen un fuerte compo-
nente local. Ese equilibrio axiologico tiene que ser gestionado por el
profesor, ponderando la importancia relativa de cada aspecto segtn
las circunstancias de las personas y el contexto.

El cumplimiento de los criterios de idoneidad lleva asociado diver-
sos indicadores empiricos. Por ejemplo, se asume que la comprension
y competencia matematica de los estudiantes esta ligada al uso de
diversas representaciones, su tratamiento y conversion. En consecuen-
cia, un proceso de instruccion debera procurar que los estudiantes
tengan oportunidades de usar diferentes sistemas de representacion,
su conversion y tratamiento. Un juicio sobre la mayor o menor ido-
neidad de un proceso instruccional especifico se basara en la ob-
servacion de indicadores empiricos sobre el uso de los sistemas de
representacion. El criterio es una norma (en unos casos usada como
principio, en otros como regla) que se deberia seguir para lograr que
un proceso de instruccién tenga una alta idoneidad; el indicador es
la manifestacion observable de la aplicacion del criterio; los criterios
se agrupan o categorizan segun las facetas y componentes.

5.2.2. Una visién ampliada de la idoneidad

Los criterios de idoneidad didactica se pueden ver como princi-
pios heuristicos que sintetizan los resultados de las investigaciones en
educacion matematica. La mayoria de estos criterios son compartidos
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por diversas teorias, como se indica en Godino (2013) y en Godino
(2021). Se ofrecen como una herramienta de apoyo de la indagacién
individual o colaborativa del profesional de la educacion, que debera
interpretar y adaptar a sus circunstancias particulares los criterios
globales y especificos para cada componente del proceso instruccio-
nal, ponderando su peso relativo.

La nocion de idoneidad se puede aplicar, no solo a la actividad
didactica, sino a cualquier actividad humana, estableciendo un nexo
entre la investigacion cientifica-tecnolégica y la practica reflexiva.
Esto ayuda en la toma de decisiones para abordar la triple dialéctica
entre Fines, Valores y Medios, que recae en el practico reflexivo. Los
juicios de valor se pueden analizar, comparar, articular de manera
racional. Toda actividad humana, incluso la matematica, incorpora
principios de eficiencia; por ello, la idoneidad didactica se puede
ampliar a idoneidad matematica, idoneidad economica, etc.

Con esta vision general, una Teoria de la Actividad Id6nea
serd un sistema de juicios de valor —se deberia hacer esto y no
aquello— sobre como proceder para realizar una actividad de la
mejor manera posible, teniendo en cuenta el contexto y circunstan-
ciales especificas. Estas teorias pueden ser implicitas o explicitas,
personales o sociales, espontaneas o fundamentadas en resultados
de investigaciones basicas o aplicadas, asi como de la practica re-
flexiva de los agentes implicados. Para la actividad didactica (ense-
flanza y aprendizaje) cada profesor tendra su propia «teoria de lo
que puede ser mejor» dependiendo de sus conocimientos, creencias
y valores personales.

5.3. Sistema de criterios de idoneidad didactica

En esta seccion describimos el criterio general de idoneidad para
las diferentes facetas, justificando su racionalidad en los supuestos
del EOS y las concordancias con otras teorias educativas generales
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o especificas de educaciéon matematica. El sistema completo de cri-
terios de idoneidad didactica para las facetas y componentes con-
figura el instrumento Guia de Anilisis de la Idoneidad Didactica
de Procesos de Instruccion Matematica (GAID-PIM) formado por
el conjunto de tablas incluidas en los diferentes apartados de esta
seccion.

Los criterios de idoneidad deben entenderse como principios a
seguir para que el proceso instruccional sea idoneo en cada una
de sus facetas, atendiendo a sus componentes. En trabajos previos
(Godino, 2013; Breda et al, 2018) se formularon indicadores de ido-
neidad para dichas componentes, entendidos como rasgos que se
deberian observar en un proceso instruccional idéneo. Para poder
asignar un mayor o menor grado de idoneidad seria necesario de-
sarrollar rubricas con reglas de asignacion de valores numéricos al
grado de cumplimiento de cada indicador. Esta orientacién cuanti-
tativa en la valoracion de la idoneidad no se ha desarrollado en la
TID-EOS, ya que el uso prioritario de versiones previas del instru-
mento GAID-PIM ha sido principalmente el desarrollo profesional
docente, y no la comparacion y ordenacioén de la calidad de leccio-
nes o profesores.

5.3.1. Faceta epistémica

Para la TID-EOS, es esencial valorar la calidad del contenido que
se ensefia y aprende, por lo que la faceta epistémica tiene un lugar
destacado en el nivel I y en los niveles II y IIl de analisis (Figura
4.1, Capitulo 4) mostrando la complejidad que supone medir la
calidad de los conocimientos matematicos institucionales. En la
Tabla 5.1A formulamos el criterio general de idoneidad epistémica
y sus componentes.

280



Tabla 5.1A. Criterios de idoneidad para la

faceta epistémica y sus componentes

Criterio general de la
faceta epistémica

Criterios especificos segiin componentes

El sistema de signifi-
cados institucionales
parciales del contenido
y las configuraciones
de objetos y procesos
ligadas a cada signi-
ficado, implementado
a lo largo del proceso
instruccional, deberia
estar articulado, ser
representativo del
significado global de
referencia y tener en
cuenta las circuns-
tancias contextuales
y personales de los
sujetos implicados.

Significados

- Seleccionar los significados parciales cuyo estudio se
adapta a las circunstancias contextuales y personales de
los estudiantes, contextualizandolos mediante situacio-
nes-problemas comprensibles para los mismos.

- Tener en cuenta una muestra representativa de los
objetos primarios implicados en la actividad matematica
(situaciones, lenguajes, conceptos y propiedades, procedi-
mientos y argumentos) que intervienen en los significados
parciales del contenido.

Relaciones (conexiones)

-Relacionar entre si los significados parciales estudiados
y los objetos que intervienen en las practicas correspon-
dientes, asi como con el contenido de otros temas que el
estudiante ya conoce.

Procesos

- Tener en cuenta la diversidad de procesos de los cuales
emergen los objetos que intervienen en las practicas
matematicas (problematizacion, representacion, definicion,
generalizacion, modelizacion . . . ).

El contenido matematico implementado debe reunir ciertas carac-

teristicas para que el proceso instruccional tenga idoneidad epistémi-
ca, esto es, que incluya unas matemadticas ricas, 6ptimas o adecuadas,
segun las circunstancias contextuales y personales de los estudiantes
(faceta ecologica y cognitiva). El modelo ontosemiético de conoci-
miento matematico aporta elementos para caracterizar dichas ma-
tematicas, en los diferentes componentes y subcomponentes de la
faceta epistémica (Capitulo 2). Un proceso de instruccion especifico
tiene lugar en un entorno particular y se realiza en un intervalo de
tiempo acotado, por lo que es inevitable seleccionar algunos signifi-
cados parciales del objeto en cuestion y; por tanto, las configuraciones
de objetos y procesos asociadas a los significados seleccionados, pero
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globalmente (a lo largo de la educacién) el conjunto de significados
debe ser representativo?!.

Con esta formulacién del criterio general de idoneidad epistémi-
ca se acepta que no existen unas tnicas «buenas matematicas», sino
diversas, ya que para cada contenido se pueden identificar diversos
significados «correctos» que varian en su generalidad, formalizacién
y en los objetos y procesos implicados??. En consecuencia, la op-
timizacion del aprendizaje tiene que ser local, o sea, adaptada al
contexto, sujetos y circunstancias.

Para que el proceso instruccional tenga alta idoneidad epistémica
el disefio de las tareas deberia tener las caracteristicas indicadas en
la Tabla 5.1B. Teniendo en cuenta la vision antropoldgica de la ma-
tematica asumida en el EOS, esto es, la matematica como actividad
de las personas y como sistema de objetos culturales emergentes
de la misma, la resolucién de problemas se considera fundamental
en los procesos instruccionales. Esto se refleja en el criterio general
y en los criterios ligados a las componentes: significados (contex-
tualizacion mediante situaciones-problemas comprensibles para los
estudiantes), relaciones o conexiones entre significados, objetos (si-
tuaciones-problemas) y procesos (problematizacion).

2 El requerimiento de que los significados, objetos y procesos implementa-
dos sean representativos del significado institucional previsto implica que
no deberia haber errores matematicos en las planificaciones y presenta-
ciones del profesor. Por esta razén no se incluye como un componente
de Nivel II la «ausencia de errores» en la faceta epistémica, como si hacen
algunos modelos, por ejemplo, MQI (Hill et al, 2011) y Breda et al. (2018).
La ausencia de conflictos epistémicos se contempla como criterios rela-
cionados con los subcomponentes definiciones, proposiciones y procedi-
mientos (Nivel III).

22 Ejemplos de la reconstruccion del significado global de algunos objetos
matemadticos se describen en Batanero y Diaz (2007), Burgos y Godino
(2020), Wilhelmi et al. (2007), entre otros trabajos.
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Tabla 5.1B. Criterios de idoneidad para subcomponentes
del Nivel Il de la faceta epistémica

Subcomponente Criterios especificos

Situaciones-problema | -Presentar una muestra representativa y articulada de
situaciones de contextualizacion, ejercitacion y aplicacion
y generacion de problemas (problematizacion).

Lenguajes - Usar una muestra representativa de diferentes modos de
expresion matemadtica (verbal, grafica, simbdlica...), traduc-
ciones y conversiones entre los mismas.

- Adecuar el nivel del lenguaje a los niflos a que se dirige.

- Proponer situaciones de expresion matematica e

interpretacion.
Reglas (definicio- - Proponer definiciones y procedimientos claros, correctos
nes, proposiciones, y adaptados al nivel educativo al que se dirigen.
procedimientos) - Presentar correctamente los enunciados y procedimientos

fundamentales del tema para el nivel educativo dado.

- Proponer situaciones donde los alumnos tengan que
generar o negociar definiciones proposiciones o
procedimientos.

Argumentos - Proponer explicaciones, comprobaciones y demostraciones
correctas y adecuadas al nivel educativo a que se dirigen.

- Promover situaciones donde el alumno tenga que
argumentar.

Los criterios de idoneidad epistémica (Tablas 5.1A y 5.1B) con-
cuerdan con los principios asumidos por la «Teoria de situaciones
didacticas en Matematicas» (TSDM) (Brousseau, 2002) y la «Educacién
matematica realista» (EMR) (Van den Heuvel-Panhuizen y Wijers,
2005), basada en la fenomenologia didactica de Freudenthal (1983;
1991). En estas teorias, y propuestas curriculares (como NCTM, 2000),
se propone el uso de situaciones-problemas para contextualizar las
ideas matematicas y generarlas a partir de la resolucion, comunica-
cién y generalizacion de las soluciones. Los principios de actividad
y de realidad de la EMR apoyan la consideracién de los criterios de
idoneidad epistémica. Para Freudenthal no hay matematicas sin mate-
matizacion, entendiendo por matematizacion «toda actividad organi-
zadora del matematico, tanto si se trata de contenidos y expresiones
matemadticas, como de experiencias mas ingenuas, intuitivas, o vividas,
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expresadas en el lenguaje cotidiano» (Freudenthal, 1991, p. 31). Esta
actividad se aplica a resolver problemas del entorno, o problemas de
reorganizacion del propio conocimiento matematico.

Un punto central para lograr una alta idoneidad epistémica serd,
por tanto, la seleccion y adaptacion de situaciones-problemas. Sin
embargo, aunque las situaciones problemas constituyen un elemen-
to central, una idoneidad epistémica elevada requiere también aten-
cion a las diversas representaciones o medios de expresion (lo que
concuerda con los trabajos de Duval, 1995), las definiciones, proce-
dimientos, proposiciones, asi como los argumentos asociados a las
mismas. Tales tareas deben proporcionar a los estudiantes diversas
maneras de abordarlas, implicar diversas representaciones y requerir
que los estudiantes conjeturen, interpreten y justifiquen las soluciones
(Hanna y Villiers, 2012). Todos estos procesos que caracterizan unas
matematicas ricas tienen que ser relativizados al contexto, sujetos y
circunstancias locales y temporales.

También se debe prestar atencion a las conexiones entre las dis-
tintas partes del contenido matematico y entre los diversos tipos de
objetos y procesos. Las matematicas son un campo de estudio inte-
grado; «en un curriculum coherente, las ideas matematicas estan rela-
cionadas y se construyen unas sobre otras» (NCTM, 2000, p. 14). Esta
posicion concuerda con el «Principio de interconexion» de la EMR:
Los bloques de contenido matemadtico (numeracion y calculo, algebra,
geometria . . . ) no pueden ser tratados como entidades separadas. Las
situaciones problematicas deberian incluir contenidos matematicos
interrelacionados. Ademas, la resolucion de problemas en contextos
ricos con frecuencia significa que es necesario aplicar un amplio
rango de herramientas y conocimientos matematicos.

5.3.2. Faceta ecoldgica

La idoneidad ecolégica se refiere al grado en que una accién for-
mativa para aprender matematicas es adecuada en el entorno en
que se utiliza. Entendemos por entorno todo lo que condiciona su
desarrollo fuera del aula: sociedad, escuela, pedagogia, didactica de
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las matematicas. El proceso de instruccion tiene lugar en un contexto
educativo que fija unos fines y valores para la educacion de los ciu-
dadanos y profesionales. Dichos fines y valores son interpretados y
especificados dentro del proyecto educativo del centro o departamen-
to que coordina la accion de los profesores. El docente no trabaja de
manera aislada en el aula, sino que forma parte de una comunidad de
estudio e indagacion que aporta conocimientos ttiles sobre practicas
matematicas y didacticas idoneas que se deberan conocer y tener en
cuenta. En la Tabla 5.2. formulamos el criterio general de idoneidad
ecologica y los criterios para los respectivos componentes.

Tabla 5.2. Criterios de idoneidad para la
faceta ecologica y sus componentes

Criterio general de la
faceta ecologica

Criterios especificos segiin componentes

El proceso de instruc- | Conexiones intra e interdisciplinares

cion deberia estar en
concordancia con el
proyecto educativo del
centro y la sociedad,
teniendo en cuenta
los condicionamientos
del entorno en que

se desarrolla y las
innovaciones basadas
en la investigacion
educativa.

-Relacionar los contenidos con otros contenidos intra e
interdisciplinares.

Curriculo

- Proponer el estudio progresivo y articulado de los diver-
sos significados parciales de los contenidos matematicos
en los distintos niveles educativos, graduando la generali-
dad y formalizacion con los que se aborda el estudio de
dichos significados.

Apertura hacia innovacion diddctica

- Introducir innovaciones que estén basadas en la investi-
gacion y buenas practicas reconocidas.

- Integrar el uso de las nuevas tecnologias (calculadoras,
ordenadores, TIC, etc.) en el proyecto educativo.

Adaptacion socioprofesional y cultural

-Procurar que el proceso educativo-instruccional en su
conjunto contribuye a la formacion socio profesional de
los estudiantes.

Educacion en valores civicos

- Incluir en el disefio e implementacion del proceso edu-
cativo-instruccional la formacion de los estudiantes en
valores democriticos y el pensamiento critico.

Entorno familiar

- Estimular y apoyar, en la medida de lo posible, el apren-
dizaje del estudiante fuera de la escuela y su desarrollo
como persona.
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La educaciéon matematica critica (Skovsmose, 2012) aporta ideas
para lograr que los ciudadanos sean parte activa de una sociedad
democratica. Mas alla del aprendizaje matematico individual de cada
persona, es necesario reflexionar sobre las consecuencias colectivas
de este aprendizaje en la sociedad actual. En la escuela, las practicas
matematicas pueden ejercer una enorme influencia en dos sentidos
totalmente opuestos: por un lado, las matematicas reducidas a meros
calculos rutinarios pueden reforzar actitudes pasivas y complacientes
¥, por otro, las matemadticas en su sentido mas amplio pueden desa-
rrollar el pensamiento critico y alternativo.

Como componentes de la faceta ecoldgica se incluyen las conexio-
nes entre los diversos bloques de contenido y materias disciplinares,
que influyen en la riqueza del contenido matematico y se relaciona
también con la idoneidad epistémica. También se consideran otros
aspectos de cardcter transversal, cuya responsabilidad en la imple-
mentacion corresponde no solo al profesor, sino también a otros
agentes. Tal es el caso del curriculo que deberia contemplar los resul-
tados de la investigacién en educacion matematica, tener en cuenta
la formacion social y profesional de los estudiantes y la educacion
en valores. También se menciona el entorno familiar como condicio-
nante de los aprendizajes, como prueba la investigacion, aunque, «sin
embargo, en la mayoria de los casos no nos parece deseable alejar a
los nifios de sus familias simplemente para mejorar sus posibilidades
de éxito educativo en algin momento» (Biesta, 2010, p. 501). Esta ob-
servacion muestra la complejidad de lograr un equilibrio axiolégico
en los procesos educativos-instruccionales.

5.3.3. Faceta mediacional

Incluye recursos de diversos tipos que condicionan y apoyan la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. Ademas de los medios
materiales concretos y tecnologicos, como calculadoras y ordenado-
res, se tiene en cuenta los apoyos al estudio (libros de texto, cuader-
nos de actividades, videos educativos . . . ), el numero de estudiantes
que el docente tiene asignados, el horario en que tienen lugar las
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clases, las condiciones materiales del aula, y el tiempo total asignado

al estudio y su distribucion. En la Tabla 5.3 enunciamos el criterio

general de la idoneidad mediacional y los criterios especificos de sus

componentes.

Tabla 5.3. Criterios de idoneidad para la faceta

mediacional y sus componentes

Criterio general de la
faceta mediacional

Criterios especificos segiin componentes

Se deberia dispo-

ner de los recursos
adecuados para el
desarrollo 6ptimo del
proceso de ensefianza
y aprendizaje.

Recursos materiales (concretos, virtuales y simbdélicos)

- Distinguir los objetos matematicos (regulativos, no
ostensivos) de sus respectivas representaciones concre-
tas, visuales o simbolicas en las practicas matematicas y
didacticas.

- Articular el uso de configuraciones de objetos y proce-
sos basadas en representaciones alfanuméricas con las
basadas en representaciones concretas para potenciar
progresivamente los procesos de generalizacion, calculo y
demostracion matematica.

Apoyos al estudio (libros de texto, cuadernos de ejercicios,
videos educativos. . .)

-Hacer un uso critico y reflexivo de materiales curricula-
res (libros de texto o cuadernos de actividades en formato
fisico o virtual, etc.) o videos educativos, decidiendo
cuando y como usarlos como apoyo al proceso de
estudio.

Numero de estudiantes, horario y condiciones del aula

- Optimizar el nimero de estudiantes para dar una aten-
cién personalizada.

- Adecuar el aula y la distribucion de los estudiantes para
facilitar las interacciones.

-Procurar un horario de sesiones de clase que favorezca la
atencion y compromiso de los estudiantes.

Tiempo (de ensefianza colectiva/ tutorizacion; tiempo de

aprendizaje)

- Asignar un tiempo (presencial y no presencial) adecuado
para la ensefianza pretendida.

- Asignar un tiempo adecuado a los contenidos mas impor-
tantes del tema y a los que presentan mas dificultad de
comprension.
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En las ultimas décadas se ha creado un amplio consenso en edu-
cacion matemadtica sobre el uso de materiales manipulativos y re-
cursos virtuales como apoyo para la ensefianza y el aprendizaje al
considerar que permiten «concretizar y visualizar» los conceptos ma-
tematicos. «La tecnologia es esencial en el aprendizaje y la ensefianza
de las matematicas. Este medio puede influenciar positivamente en
lo que se ensefla y, a su vez, incrementar el aprendizaje de los estu-
diantes» (NCTM, 2000, p. 24). Esta organizacion profesional considera,
asi mismo, que las calculadoras y demas herramientas tecnologicas,
como sistemas de célculo algebraico, software de geometria dinamica,
applets, hojas de calculo y dispositivos de presentacion interactiva, son
componentes vitales de una educacion matematica de alta calidad.

Pero también hay estudios (por ejemplo, McNeil y Jarvin, 2007;
Uttal et al, 1997) que tienen un enfoque mas critico sobre el uso de
los manipulativos. Uttal et al (1997) consideran que la distincion
tajante entre formas concretas y simbolicas de expresion matematica
no es util. No hay garantia de que los alumnos establezcan las cone-
xiones necesarias entre los manipulativos y las expresiones matema-
ticas mas tradicionales, ya que, en ultima instancia, el manipulativo
pretende representar algo diferente, o sea, es también un simbolo.

Un manipulativo concreto puede ser interesante para los nifios pe-
queiios, pero esto no es suficiente para que avancen en su conocimien-
to de las matematicas o de los conceptos. Para aprender matematicas a
partir de los manipulativos, los nifios necesitan percibir y comprender
las relaciones entre los manipulativos y otras formas de expresion
matematica. (Uttal et al, 1997, p. 38)

En el EOS, como ya hemos mencionado, se considera que las rela-
ciones entre las representaciones materiales y visualizaciones (objetos
ostensivos) de los conceptos, proposiciones y procedimientos ma-
temadticos son complejas, ya que estos tienen naturaleza regulativa
(objetos no ostensivos) y no se deben confundir con sus representa-
ciones (Godino et al, 2007; Font et al, 2013). Por ejemplo, el nimero
racional «un tercio» puede ser referido, y participar en las practicas
matematicas, mediante la expresion simboélica 1/3. También puede
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ser representado por un diagrama de sectores en el que el disco
unidad se divide en tres partes iguales y se aparta una de las por-
ciones, que es un tercio del todo unitario. Pero cualquier fraccion
equivalente a 1/3 también representa al racional un tercio. El progre-
so en la comprension matematica requiere, por tanto, distinguir el
objeto matematico de sus representaciones ostensivas (sean visuales
o manipulativas), que materializan de manera icénica o indexical al
objeto matematico.

También es necesario reconocer la distinta eficiencia de las re-
presentaciones simbolicas frente a las iconicas e indexicales para los
procesos de célculo, generalizacion y demostracion. La actividad ma-
tematica se realiza usualmente con el apoyo de medios de expresion
y cdlculo cuya naturaleza puede ser tangible o manipulativa (dbaco,
geoplano . . . ), visual-diagramatica (graficas cartesianas, simuladores
probabilisticos . . . ), o con medios simbdlicos alfanuméricos. Cual-
quiera de estos medios de expresion esta dialécticamente relacionado
con objetos matematicos no-ostensivos que regulan el desarrollo de
las practicas matematicas operativas y discursivas, para dar respues-
tas a las situaciones-problemas.

De estos postulados ontosemi6ticos se deriva un criterio de idonei-
dad especifico del uso de recursos materiales en la instruccion ma-
tematica: «Se deberia distinguir los objetos matematicos (regulativos,
no ostensivos) de sus respectivas representaciones concretas, visuales
o simbdlicas en las practicas matematicas y didacticas».

Por otra parte, hay que tener en cuenta la dialéctica entre las
configuraciones de objetos y procesos basadas en el uso de recursos
manipulativos-visuales y las configuraciones analiticas, basadas en
representaciones simbolicas. Entre estos dos tipos de configuraciones
se establecen relaciones sinérgicas entrelazadas en las practicas mate-
maticas. Las configuraciones basadas en representaciones concretas y
visuales desempefian un papel clave, no solo en el trabajo matemati-
co escolar, sino en la generacion de conjeturas, la induccién y expli-
cacion, mientras que las analiticas son esenciales en los procesos de
generalizacion, calculo y justificacion. De aqui se deriva otro criterio
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especifico de idoneidad mediacional: «Se deberia articular el uso de
configuraciones de objetos y procesos basadas en representaciones
alfanuméricas con las basadas en representaciones concretas para
potenciar progresivamente los procesos de generalizacion, calculo y
demostracion matematica».

Bartolini y Martignone (2020) proponen distinguir entre manipu-
lativos concretos y virtuales. Los primeros son artefactos fisicos que
pueden ser manipulados por los estudiantes y ofrecen experiencias
tangibles en la actividad matematica escolar, mientras que los segun-
dos son manipulados digitalmente y ofrecen experiencias visuales.
Pero los simbolos alfanuméricos, que forman parte de la categoria
lenguajes de la faceta epistémica, son también «manipulados» esto
es, son objetos de tratamiento y conversion entre diferentes regis-
tros (Duval, 2006). La articulacion del uso de estos medios de expre-
sion simbolica con los recursos materiales, como sefialan Uttal ef al.
(1997), nos lleva a considerar la utilidad de distinguir tres subcompo-
nentes en la categoria de recursos materiales: manipulativos concre-
tos, virtuales y simbolicos. Para los tres tipos de recursos existe una
gran variedad de dispositivos o artefactos dependiendo de los conte-
nidos matematicos que se aborden: aritmética (dbaco, regletas, muro
de fracciones ... ) geometria (geoplano, geogebra...) estadistica
(simuladores, graficadores . .. ), dlgebra (balanza algebraica...). Estos
dispositivos configuran un Nivel IV de analisis para el componente
recursos materiales de la faceta mediacional.

5.3.4. Faceta interaccional

Aunque existe un debate entre el modelo de escuela que transmite
conocimientos y aquella en que se construyen conocimientos (como
mostramos en el Capitulo 4), el resultado parece inclinarse actual-
mente a favor del segundo.

El marco de aprendizaje constructivista es un fundamento para la
matematica de la reforma actual en los grados K-12. Muchos futuros

profesores a lo largo de los Estados Unidos estan siendo formados
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en que esta es la manera en la que los estudiantes aprenden mejor.
(Andrew, 2007, p. 157)

Esta preferencia por los modelos didacticos centrados en el es-
tudiante se puede observar en las orientaciones curriculares de di-
versos paises, que adoptan marcos tedricos de tipo constructivista o
socio-constructiva, como se observa en el NCTM:

Los estudiantes aprenden mas y mejor cuando ellos mismos toman
el control de sus aprendizajes definiendo sus objetivos y controlando su
progreso. Cuando son desafiados con tareas elegidas de manera apro-
piada, los estudiantes adquieren confianza en su habilidad para abordar
problemas dificiles, desean resolver las cosas por si mismos, muestran
flexibilidad al explorar ideas matematicas e intentar vias de solucion
alternativas, y disposicion para perseverar. (NCTM, 2000, p. 20)

Asi mismo, la investigacién educativa atribuye gran importancia
al discurso, el didlogo, la conversacion en la clase:

La naturaleza del discurso matematico es una caracteristica central
de la practica de la clase. Si aceptamos seriamente que los profesores
necesitan oportunidades para aprender a partir de su practica, el desa-
rrollo de conversaciones matematicas permite a los profesores apren-
der continuamente de sus estudiantes. Las conversaciones matematicas
que se centran sobre las ideas de los estudiantes pueden proporcionar
a los profesores una ventana sobre el pensamiento de los estudiantes
en modos que el trabajo individual de los estudiantes no lo permite.
(Franke et al, 2007, p. 237)

Estas tendencias justifican la propuesta en la TID-EOS del siguiente
criterio general de idoneidad interaccional: <Los patrones de interac-
ci6n deberian permitir identificar los conflictos semiéticos poten-
ciales, poner los medios adecuados para su resolucion, favorecer la
autonomia progresiva en el aprendizaje y el desarrollo de competen-
cias comunicativas en los estudiantes».

En la Tabla 5.4 incluimos criterios de idoneidad ligados a las in-
teracciones entre el profesor y los estudiantes y entre los propios
estudiantes. Teniendo en cuenta principios de aprendizaje socio-cons-
tructivista se valora positivamente la presencia de momentos en que
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los estudiantes asumen la responsabilidad del aprendizaje. No obs-
tante, al tomar conciencia de la complejidad ontosemi6tica del cono-
cimiento matematico, en la TID-EOS este principio constructivista se
matiza en el sentido marcado por el siguiente criterio interaccional
especifico (Godino et al, 2020):

Se deberian adaptar los modos de interaccién profesor-estudiantes
teniendo en cuenta los momentos del proceso de estudio, aplicando un
formato dialégico-colaborativo en los momentos de primer encuentro
con el contenido y atribuyendo autonomia al estudiante en los mo-

mentos de ejercitacion y aplicacion.

La aceptacion del principio de autonomia en el aprendizaje es un
rasgo esencial de la Teoria de Situaciones Didacticas de Brousseau
(2002), en la que las situaciones de accién, comunicacion y valida-
cién se conciben como momentos adidacticos de los procesos de
estudio, esto es, situaciones en las que los alumnos son protagonistas
en la construccion de los conocimientos pretendidos. Asi mismo, en
la Educacion Matematica Realista (EMR) se asume un principio de in-
teraccion, segun el cual, la ensefianza de las matematicas es conside-
rada una actividad social. La interaccion entre los estudiantes y entre
los estudiantes y el profesor puede provocar que cada uno reflexione
a partir de lo que aportan los demas y asi poder alcanzar niveles mas
altos de comprension. Los estudiantes, en lugar de ser receptores de
una matematica ya elaborada, son participantes activos del proceso
de ensefnanza-aprendizaje, en el que ellos mismos desarrollan herra-
mientas y comprensiones, y comparten sus experiencias con otros. La
negociacion explicita, la intervencion, la discusion, la cooperacion y
la evaluacion son esenciales en un aprendizaje constructivo en el que
las aproximaciones informales del aprendiz son una plataforma para
alcanzar los métodos formales. En esta instruccion interactiva, los es-
tudiantes son estimulados a explicar, justificar, convenir y discrepar,
cuestionar alternativas y reflexionar (Van den Heuvel-Panhuizen y
Wijers, 2005, p. 290).
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Tabla 54. Criterios de idoneidad para la faceta
interaccional y sus componentes

Criterio general de la faceta
interaccional

Criterios especificos segiin componentes

Los patrones de interaccion
deberian permitir identifi-
car los conflictos semi6ti-
cos potenciales, poner los
medios adecuados para

su resolucion, favorecer la
autonomia progresiva en el
aprendizaje y el desarrollo
de competencias comunica-
tivas en los estudiantes.

Interacciones docente-discente

- Adaptar los modos de interaccion teniendo en
cuenta los momentos del proceso de estudio,
aplicando un formato dialogico-colaborativo en los
momentos de primer encuentro con el contenido
y atribuyendo autonomia al estudiante en los mo-
mentos de ejercitacion y aplicacion.

-Hacer una presentacion adecuada del tema
(presentacion clara y bien organizada, no hablar
demasiado rapido, enfatizar los conceptos clave del
tema, etc.).

-Reconocer y resolver los conflictos de los alumnos
(se hacen preguntas y respuestas adecuadas, etc.).

-Buscar llegar a consensos con base al mejor
argumento.

- Usar diversos recursos retoricos y argumenta-
tivos para implicar y captar la atencion de los
estudiantes.

- Facilitar la inclusion de los alumnos en la dinami-
ca de la clase.

- Potenciar la participacion y el compromiso activo
de todos los estudiantes.

Interacciones entre estudiantes

- Favorecer el didlogo y comunicacion entre los
estudiantes.

- Favorecer la inclusion en el grupo y evitar la
exclusion.

Autonomia

- Contemplar momentos en los que los estudiantes
asumen la responsabilidad del estudio (plantean
cuestiones y presentan soluciones; exploran ejem-
plos y contraejemplos para investigar y conje-
turar; usan una variedad de herramientas para
razonar, hacer conexiones, resolver problemas y
comunicarlos).

Evaluacion formativa

- Observar de manera sistematica el progreso cogni-
tivo de los alumnos y usar la informacion obtenida
para tomar decisiones sobre el desarrollo de la
instruccion.
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Un principio fundamental de Freudenthal (1991) es que se debe
dar a los estudiantes una «oportunidad guiada» de «reinventar» las
matematicas. Esto implica que, en la EMR, tanto los profesores como
los programas educativos tienen un papel fundamental en cémo los
estudiantes adquieren los conocimientos. Ellos dirigen el proceso de
aprendizaje, pero no de una manera fija mostrando lo que los es-
tudiantes tienen que aprender. Esto estaria en contradiccion con el
principio de actividad (Van den Heuvel-Panhuizen y Wijers, 2005) y
daria lugar a comprensiones falsas. Por el contrario, los estudiantes
necesitan espacio y herramientas para la construccion de conoci-
mientos matematicos por si mismos. Con el fin de alcanzar este
estado deseado, los profesores tienen que proporcionar a los alumnos
un ambiente de aprendizaje en el que el proceso de construccion
pueda surgir.

La toma de decisiones sobre la progresion del estudio, tanto por
parte del docente como de los estudiantes, requiere la puesta en prac-
tica de procedimientos de observacion y encuesta para una evalua-
cion formativa de los aprendizajes.

5.3.5. Faceta cognitiva

Como ya hemos puesto de manifiesto, en el EOS se asume que el
aprendizaje implica la apropiaciéon por parte de los estudiantes de
los significados institucionales planificados, lo que supone el recono-
cimiento e interrelacién por su parte de los objetos que intervienen
en las practicas matematicas que los determinan. El acoplamiento
progresivo entre los significados personales iniciales de los estudian-
tes y los significados institucionales previstos o efectivamente im-
plementados se logra mediante su participacion en la comunidad
de practicas generada en la clase. En la Tabla 5.5A enunciamos el
criterio general de la idoneidad cognitiva y los criterios especificos de
sus componentes.
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Tabla 5.5A. Criterios de idoneidad para la
faceta cognitiva y sus componentes

Criterio general de | Criterios especificos segiin componentes
la faceta cognitiva

Los objetivos de | Significados personales

aprendizaje debe- | -Promover la comprension de las situaciones-problemas,
rian suponer un representaciones, conceptos y propiedades.

reto cognitivo al- | -Desarrollar la competencia comunicativa, procedimental y
canzable para los argumentativa.

estudiantes, te-
niendo en cuenta
sus circunstan-
cias personales

y contextuales.
Ademas, los sig-
nificados perso-
nales logrados
por los estudian-
tes deberian ser
concordantes con
los significados

Relaciones (conexiones)

-Promover que el aprendizaje sea de tipo relacional, de modo
que los estudiantes sean capaces de comprender y relacionar
los distintos significados incluidos en el proceso de ensefian-
za y los objetos implicados.

Procesos

-Promover el desarrollo de la competencia del estudiante para
implementar procesos matematicos especificos del contenido
(modelizacion, generalizacion, planteamiento y resolucién de
problemas, prueba, representacion . . . ) y procesos metacog-
nitivos (reflexion sobre los propios procesos de pensamiento

institucionales matematico).

planificados. La Conocimientos previos

evaluacion de - Tener en cuenta los conocimientos previos que tienen los

los aprendizajes estudiantes para abordar el estudio del contenido pretendido.

deberia servir
para mejorar
el proceso

instruccional.

Diferencias individuales

- Apoyar el aprendizaje de los estudiantes teniendo en
cuenta sus diferencias individuales en los conocimientos
previos, estilos de aprendizaje y niveles de comprension y
competencia.

Evaluacion de los aprendizajes

- Comprobar regularmente el progreso de los aprendizajes
para tomar decisiones instruccionales de mejora (evaluacion
formativa).

La idoneidad cognitiva se atribuye a un proceso instruccional como
un rasgo graduable ligado al logro de unos objetivos de aprendizaje
que demandan un esfuerzo alcanzable, acordes con unas matematicas
ricas y adaptadas a las circunstancias personales y contextuales. Este
enunciado del criterio general de idoneidad cognitiva esta inspirado
en el concepto de zona de desarrollo préximo (Vygotsky, 1934), por
lo que los objetivos de aprendizaje deben implicar el desarrollo de
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conocimientos y competencias matemadticas valiosas que impliquen
un esfuerzo alcanzable con el apoyo del profesor y los compaiieros,
teniendo en cuenta los conocimientos previos y capacidades indivi-
duales —principio de equidad (NCTM, 2000)—. Se asume un aprendi-
zaje relacional y con comprension de los significados institucionales.
La evaluacién de los aprendizajes logrados deberia tener en cuenta
las caracteristicas personales de los estudiantes y los distintos niveles
de comprension y competencia que pueden alcanzar. En la Tabla
5.5B formulamos criterios especificos para los subcomponentes de la
faceta cognitiva de nivel IIL

Tabla 5.5B. Criterios de idoneidad para subcomponentes
de Nivel Ill de la faceta cognitiva

Subcomponente Criterios especificos
. —-Promover y evaluar la resolucion correcta de situacio-
Comprension .
L nes-problemas y tareas de aprendizaje que supongan un
situacional .
reto alcanzable para los estudiantes.
Competencia —-Promover y evaluar la competencia comunicativa con
comunicativa diferentes modos de expresidn matematica correcta.
Comprension .y .
—-Promover y evaluar la comprension conceptual y proposi-
conceptual y .
. cional correcta.
proposicional; . .
. —-Promover y evaluar la competencia procedimental
Competencia
: correcta.
procedimental
Competencia . .
. —-Promover y evaluar la competencia argumentativa.
argumentativa

Tres de los seis principios formulados por el NCTM (2000) sobre
la ensefianza de las matematicas tienen relacion con la idoneidad cog-
nitiva. El principio de equidad indica: «La excelencia en la educacién
matematica requiere igualdad, grandes expectativas y un fuerte apoyo
para todos los estudiantes» (p. 16). Se exige que se hagan adaptaciones
razonables y apropiadas, y que sean incluidos contenidos motivado-
res para promover el acceso y el logro de todos los estudiantes. El
principio de aprendizaje asume que «Los estudiantes deben aprender
las matematicas entendiéndolas, construyendo activamente el nuevo
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conocimiento a partir de sus experiencias y conocimientos previos»
(p- 16). Asi mismo, el principio de evaluacion afirma que, «La evalua-
cién debe apoyar el aprendizaje de matematicas relevantes y proveer
de informacion util tanto a profesores como estudiantes» (p. 16).

5.3.6. Faceta afectiva

La resolucién de cualquier problema matematico lleva asociada
una situacion afectiva para el sujeto implicado, quien pone en juego no
solamente sus conocimientos para resolverlo, sino también moviliza
emociones, actitudes, creencias y valores que condicionan en mayor o
menor grado su respuesta. Se consideran los procesos afectivos como
entidades psicologicas que describen estados o rasgos mentales mas
o menos estables, o disposiciones para la accién de los sujetos. Pero,
desde el punto de vista didactico, el logro de unos estados afectivos
que interaccionen positivamente con el dominio cognitivo tiene que
ser objeto de consideracion por parte de las autoridades educativas y
por el profesor (Gomez-Chacén, 2000) cuyo trabajo queda condicio-
nado por normas institucionales de caracter afectivo.

La mayor o menor idoneidad afectiva del proceso en cuestion se
basa en el grado de implicacion, interés, motivacion, autoestima y
disposiciéon de los estudiantes. Las creencias sobre las matematicas
y su estudio también influyen en el aprendizaje y, por tanto, es ne-
cesario tenerlas en cuenta. La idoneidad afectiva se atribuye a un
proceso instruccional como una caracteristica graduable dependiente
de rasgos del ambito de las emociones, creencias y actitudes que se
promueven y manifiestan en el mismo. En la Tabla 5.6 formulamos
el criterio general de idoneidad afectiva y criterios particulares para
los distintos componentes de esta faceta, que no son exclusivos de
la instrucciéon matematica, esto es, tienen un caracter general. Estos
criterios concuerdan con principios asumidos por diversas investiga-
ciones acerca de las interacciones entre los dominios cognitivo y afec-
tivo en el aprendizaje matematico (Beltran-Pellicer y Godino, 2020;
Gomez-Chacon, 2000; McLeod, 1992).
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Tabla 56. Criterios de idoneidad para la

faceta afectiva y sus componentes

Criterio general de la
faceta afectiva

Criterios especificos segiin componentes

El proceso de instruc-
ci6én deberia lograr el
mayor grado posible
de implicacion del
alumnado (interés,
motivacién, autoesti-
ma) y tener en cuenta
sus creencias sobre
las matemadticas y su
aprendizaje.

Emociones
- Planificar situaciones para la identificacién y discusion

- -Resaltar las cualidades de estética y precision de las

de las emociones a fin de evitar el rechazo, la fobia o
miedo a las matematicas.

matematicas.

Actitudes
-Promover que el estudiante asuma su responsabilidad

- Favorecer la argumentacion en situaciones de igualdad;

en el aprendizaje, esforzandose en la realizacion de

las tareas con perseverancia, tanto las que requieren
indagacion personal como de recepcion y retencion de
conocimientos.

el argumento se valora en si mismo y no por quién lo
dice.

Creencias
-Identificar las creencias de los estudiantes sobre las

matematicas y su ensefianza que puedan condicionar
los aprendizajes y tenerlas en cuenta en el proceso
instruccional.

Valores-identidad
-Promover la autoestima para que los estudiantes se

sientan capaces de aportar conjeturas y soluciones a los
problemas planteados, apoyandose en argumentos mate-
maticos para convencer a los demads de la validez de sus
afirmaciones, construyendo de este modo una identidad
matemadtica positiva.

Intereses y necesidades
- Proponer tareas que se sean de interés para los alumnos

- Proponer situaciones que permitan valorar la utilidad de

y que estén a su alcance.

las matematicas en la vida cotidiana y profesional.

5.3.7. Interacciones entre facetas

En los apartados anteriores hemos descrito criterios de idoneidad

para las seis facetas que intervienen en un proceso instruccional. Como

se indica en la Figura 4.1 (Capitulo 4), dichas facetas no son indepen-

dientes, ya que, de hecho, se producen interacciones entre las mismas.

298



Asi, por ejemplo, el uso de un recurso tecnolégico puede ayudar a
abordar determinados tipos de problemas y las configuraciones de
objetos y procesos correspondientes, lo cual conlleva nuevas formas de
representacion, argumentacion, generalizacion, etc. También se pueden
ver afectadas las formas de interaccion entre el profesor y los estudian-
tes, el interés y motivacion, y en definitiva los aprendizajes.

En Godino (2013, p. 127) se incluyen algunos criterios de idonei-
dad relativos a interacciones entre facetas, formulados en términos
de indicadores. Por ejemplo, un indicador de idoneidad en la inte-
raccion entre las facetas epistémica y ecoldgica expresa que <El cu-
rriculo propone el estudio de problemas de ambitos variados como
la escuela, la vida cotidiana y el trabajo». Este indicador se puede
formular como criterio: <El curriculo deberia proponer el estudio de
problemas . . . » lo que supone un valor atribuible en mayor o menor
medida al proceso instruccional: se valora como un rasgo positivo
que el curriculo proponga el estudio de problemas de ambitos varia-
dos. El mismo planteamiento se puede hacer con los restantes indica-
dores de interacciones entre facetas.

En la Tabla 5.7 incluimos algunos indicadores de idoneidad relati-
vos a interacciones entre facetas.

Tabla 57 Componentes e indicadores de
idoneidad de interacciones entre facetas

Componentes: | Indicadores:

Epistémi- - El curriculo propone el estudio de problemas de ambitos varia-
ca-ecologica dos como la escuela, la vida cotidiana y el trabajo.

Epistémi- - El contenido del estudio (fenémenos explorados en las diferentes
ca-cogniti- areas de contenido, formulando y justificando conjeturas) tiene
va-afectiva sentido para los estudiantes en los distintos niveles y grados.

-Los estudiantes tienen confianza en sus habilidades para enfren-
tar problemas dificiles y mantienen su perseverancia aun cuando
la tarea sea compleja.

- Se estimula a los estudiantes a reflexionar sobre sus razonamien-
tos durante los procesos de resolucion de problemas de manera
tal que son capaces de aplicar y adaptar las estrategias que han
desarrollado en otros problemas y contextos.

- Las tareas que los profesores seleccionan para evaluar son repre-
sentativas de los aprendizajes pretendidos.
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Epistémi- -El uso de recursos tecnologicos induce cambios positivos en el
ca-cognitiva contenido de ensefianza, en los modos de interaccion, motivacion
mediacional y en el aprendizaje de los estudiantes.

Cogniti- - Las explicaciones dadas por los estudiantes incluyen argumen-
va-afectiva-in- |  tos matematicos y racionales, no solamente descripciones de
teraccional procedimientos.

- Se incluyen contenidos motivadores, con adaptaciones razonables
y apropiadas, que promueven el acceso y el logro de todos los
estudiantes.

Ecologica-ins-

-El profesor es comprensivo y dedicado a sus estudiantes.

truccional - El profesor conoce y entiende profundamente las matematicas
(papel del que ensefia y es capaz de usar ese conocimiento con flexibilidad
docente y su en sus tareas de ensenanza.

formacion) - El profesor tiene amplias oportunidades y apoyo para in-

crementar y actualizar frecuentemente sus conocimientos
didactico-matematicos.

La educacién matemadtica inclusiva (Gervasoni y Peter-Koop, 2020;
Ross, 2019) requiere tener en cuenta las interacciones entre las di-
versas facetas y componentes. En particular las facetas cognitiva y
afectiva (diferencias individuales en cuanto a conocimientos, habi-
lidades, actitudes, creencias de los estudiantes), la faceta ecologica
(educacion en valores, desarrollo socioprofesional), facetas mediacio-
nal e interaccional (uso de recursos diversos, trabajo colaborativo).
También requiere tener en cuenta la faceta epistémica para seleccio-
nar situaciones y medios de representacion diversos que, siendo unas
matematicas relevantes, permitan comprometer a los estudiantes con
diferentes motivaciones y capacidades en el aprendizaje significativo
de las matematicas.

El NCTM (2000) reclama atencion a las conexiones entre aspectos
cognitivos-afectivos e instruccionales: <Una ensefianza efectiva de las
matematicas requiere saber y comprender qué es lo que los estu-
diantes saben y necesitan aprender de las matematicas; y luego mo-
tivarlos y apoyarlos para que las aprendan bien» (p. 17). En la EMR
la adopcion del principio de interaccion implica que la ensenanza a
toda la clase tiene un papel importante. Esto no quiere decir que toda
la clase se lleva conjuntamente y que cada estudiante esta siguiendo
el mismo camino y alcanzando el mismo nivel de desarrollo en el
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mismo momento. Por el contrario, en la EMR, los nifios son conside-
rados como individuos, cada uno siguiendo una trayectoria de apren-
dizaje individual. Este punto de vista sobre el aprendizaje a menudo
resulta en abogar por la division de las clases en pequefios grupos de
estudiantes cada uno siguiendo su aprendizaje. En EMR, sin embargo,
existe una fuerte preferencia por mantener la clase como una unidad
de organizacion y adaptar la educacion a los diferentes niveles de ha-
bilidad de los estudiantes. Esto se puede hacer proporcionando a los
estudiantes problemas que pueden resolverse segin diferentes niveles
de comprension.

El uso de modelos en la EMR relaciona aspectos mediacionales,
epistémicos (representacionales, fenomenologicos), cognitivos e ins-
truccionales. Se afirma que los modelos sirven como una herramien-
ta clave para salvar esta distancia entre las matematicas informales,
relacionadas con el contexto y las formales. En primer lugar, los es-
tudiantes desarrollan estrategias estrechamente relacionada con el
contexto. Mas tarde, algunos aspectos de la situacién de contexto se
pueden generalizar, lo que significa que el contexto adquiere el ca-
racter de modelo y como tal puede dar apoyo a la solucién de otros
problemas relacionados. Finalmente, los modelos permitiran el acceso
de los estudiantes al conocimiento matemadtico mas formal. A fin de
cumplir la funcién de puente entre los niveles formales e informales,
los modelos han de pasar de un «modelo de» una situacion particular,
a un «modelo para» todas las situaciones equivalentes (Van den Heu-
vel-Panhuizen y Wijers, 2005, p. 289).

El principio de realidad de la EMR relaciona aspectos epistémicos
y cognitivos. El objetivo general es que los estudiantes puedan utilizar
sus conocimientos matematicos y herramientas para resolver proble-
mas reales. Este principio no solo es reconocible al final del proceso
de aprendizaje; en el ambito de la aplicaciéon de las matematicas, la
realidad es concebida como una fuente para el aprendizaje de las ma-
tematicas. Un contexto real se refiere tanto a situaciones problemati-
cas de la vida cotidiana como a las que son reales para los alumnos.
Al igual que las matematicas surgieron de la matematizacion de la
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realidad, también el aprendizaje deberia originarse al matematizar la
realidad. En vez de comenzar con ciertas abstracciones o definiciones
que deben aplicarse mas tarde, se debe comenzar con contextos ricos,
que requieren organizacion matemadtica o, en otras palabras, contex-
tos que pueden ser matematizados (Freudenthal, 1968).

El tiempo dedicado a la ensefianza y el aprendizaje, y su gestion
por parte del profesor y de los estudiantes, es un componente de-
terminante de la idoneidad didactica de un proceso de estudio. Este
factor ha sido incluido como un recurso mas en la faceta mediacio-
nal, junto con los recursos tecnolégicos. Sin embargo, el tiempo inte-
racciona también con las diversas facetas. En la Tabla 5.8 incluimos
algunos indicadores de idoneidad temporal con relacion a las facetas
epistémica, cognitiva, instruccional y ecolégica.

Tabla 58: Componentes e indicadores de idoneidad temporal

Componentes Indicadores
- El contenido y sus diversos significados se distribuyen
Temporal-epistémico de manera racional a lo largo del tiempo asignado al
estudio.

-Los objetivos de aprendizaje tienen en cuenta las etapas

Temporal-cognitivo . .
P Chat de desarrollo evolutivo de los estudiantes.

- La gestion del tiempo instruccional tiene en cuenta los

diversos momentos requeridos para el desarrollo de
Temporal-instruccional | los distintos tipos de aprendizajes (exploracion, formu-
lacién, comunicacion, validacion, institucionalizacion,
ejercitacion, evaluacion).

- El tiempo asignado al proceso de estudio en el disefio
Temporal-ecologico curricular es adecuado para lograr el aprendizaje del
contenido programado.

El principio de curriculo del NCTM (2000) relaciona la faceta
epistémica (inclusion de matematicas relevantes y coleccion de ac-
tividades), conexion y articulacién entre los diferentes niveles: «Un
curriculum es mas que una coleccion de actividades. Debe ser co-
herente, estar focalizado en matematicas relevantes y estar bien ar-
ticulado a través de los diferentes niveles» (p. 15). También la EMR
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incluye un principio relacionado con los niveles de aprendizaje.
Aprender matematicas significa que los estudiantes pasan a través
de distintos niveles de comprension: desde la capacidad de inventar
soluciones informales relacionadas con el contexto, a la creacién de
distintos niveles de atajos y esquematizaciones, a la adquisicion de
conocimiento de los principios subyacentes y el discernimiento de
relaciones mas amplias. La condicién para llegar al siguiente nivel
es la capacidad de reflexionar sobre las actividades realizadas. Esta
reflexion puede ser provocada por la interaccion.

5.4. Criterios de idoneidad didactica de contenidos
especificos

El conjunto de las tablas 5.1 a 5.7 (Secciéon 6.3) constituyen la
GAID-PIM, la guia para el andlisis y valoracion de la idoneidad didac-
tica de procesos educativos-instruccionales sobre cualquier conteni-
do matematico. Su aplicacién en experiencias particulares involucra
topicos matematicos especificos sobre los cuales existen resultados de
multiples investigaciones?. Estos resultados aportan conocimientos
que se pueden interpretar como criterios de idoneidad especificos
sobre la ensefianza y el aprendizaje de los contenidos investigados.
En cierto modo, el hecho de disponer del sistema de criterios de ido-
neidad para las diferentes facetas y componentes (tablas 5.1 a 57) no
evita el esfuerzo de revisar detenidamente la literatura de educacién
matematica, para completar los criterios genéricos de idoneidad con
otros especificos de cada contenido. En Castillo ef al. (2022) se desa-
rrolla un ejemplo de criterios de idoneidad para el caso de la propor-
cionalidad. Aunque su estudio esta focalizado en la elaboracion de
una guia para el analisis de lecciones de libros de texto, que podemos
interpretar como procesos de estudio planificados por los autores, los
sistemas de criterios pueden servir de base para analizar otros proce-

2 Veéase el sitio web del EOS: https://enfoqueontosemiotico.ugr.es/pages/ido-
neidad.html
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sos. En Beltran-Pellicer ef al (2018) se elaboran indicadores especifi-
cos de idoneidad didactica para el tema de la probabilidad. También
se describe su uso por un profesor como instrumento de reflexion
sobre una experiencia de ensefianza de la probabilidad en educacion
secundaria.

5.5. Ejemplo de aplicacion de la teoria de la idoneidad
didactica. Reflexiéon sobre una experiencia de ensefianza
de la proporcionalidad®

En este apartado incluimos un ejemplo de uso de la herramienta
idoneidad didactica descrito en Aroza et al (2016). Se trata de una
experiencia de ensefianza realizada en la fase de practicas del master
de formacion inicial de profesorado de secundaria en la especialidad
de Matematicas.

5.5.1. Descripcion de la experiencia de enseflanza

La unidad didactica se impartio en un grupo de primer curso de
educacion secundaria (alumnos de 12-13 afios). Se trataba de una
clase de 30 alumnos, compuesta por 8 alumnas y 22 alumnos, en la
que habia un alto indice de alumnado inmigrante (40 %, 9 naciona-
lidades de origen diferentes), lo que suponia cierta heterogeneidad y
diversidad cultural. Era dificil mantener el ambiente adecuado, siendo
necesario llamarles la atencion a menudo. Mds de la mitad de los
alumnos presentaban actitudes negativas hacia el estudio y las mate-
maticas debido, en parte, al desajuste curricular que arrastraban 17
de ellos desde la etapa de primaria, con muchas dificultades de com-
prension de conceptos matematicos basicos y procedimentales. El
resto de los alumnos mostraba motivacion e interés por la asignatura.

24 El contenido de esta seccion esta basado en el articulo, Aroza, C. ], Godino,
J. D. y Beltran-Pellicer, P. (2016). Iniciacion a la innovacion e investigacion
educativa mediante el analisis de la idoneidad didactica de una experien-
cia de ensefianza sobre proporcionalidad. Aires, 6(1), 1-29.
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El proceso de estudio implementado seguia basicamente la orien-
tacion y contenidos propuestos en el libro de texto (Colera y Gaztelu,
2010) usado en el instituto. Siguiendo el libro de texto, la unidad
didactica se imparti6 en once sesiones donde, ademas de las explica-
ciones (nociones tedricas), se resolvieron tareas. La ultima sesion se
reservo para una prueba de evaluacion, para comprobar el nivel de
comprension de los alumnos y el nivel de aprendizaje en la resolucién
de los distintos tipos de tareas de proporcionalidad y porcentajes. Los
autores del libro de texto enfatizaban una vision de las matematicas
como reglas o algoritmos a seguir, ilustradas con ejemplos de cémo
interpretar tales reglas, seguidas de ejercitacion procedimental para
el dominio de su aplicacion.

Las sesiones solian comenzar corrigiendo las tareas que los alumnos
llevaban propuestas para realizar en casa y con un recordatorio de lo
que se estudio en la sesion anterior. Se les preguntaba a los estudian-
tes las dudas o dificultades que se les habian presentado, para hacer
hincapié en los conceptos o procedimientos implicados y afianzar
los conocimientos clave. Posteriormente, se comenzaba a explicar la
materia nueva. La introduccién de contenido nuevo de la unidad di-
dactica se procuraba realizar siempre a través de ejemplos sencillos
en situaciones de la vida cotidiana, aumentando el nivel de dificultad
de forma gradual. Ademas, durante la explicacion, se iban haciendo
preguntas de los contenidos que los alumnos ya habian adquirido,
para que mantuvieran el nivel de atencion y siguieran la explicacion.

Posteriormente, para desarrollar las explicaciones tedricas, se rea-
lizaban algunas tareas-ejemplos contextualizadas en situaciones de
la vida real y se trataba de poner especial atencién en los errores y
dificultades que les podian surgir. Se hacia necesario enfatizar sobre
los procedimientos y notaciones clave empleadas, tratando de justi-
ficarlos lo maximo posible. En esta fase de resolucion de tareas, se
fomentaba la participacion del alumno en clase mediante preguntas
frecuentes y salidas a la pizarra, para mantener su nivel de atencion.
En todo momento se sigui6 el orden y los contenidos del libro de
texto, utilizindolo como guion, de modo que los alumnos pudieran
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acceder con facilidad a la materia, aunque en algunos casos se apor-
taban ejemplos y tareas que no aparecian en el mismo.

En cuanto a la manera de trabajar en clase, los alumnos realizaban
de forma individualizada algunas tareas relacionadas con la explica-
cién previamente impartida. No obstante, se les permitia comentar
las dudas con el compaiiero de clase, mientras el profesor trataba de
resolver otras dudas al resto de los alumnos de forma personalizada.
Mas tarde o en la sesion posterior, las tareas eran corregidas en la
pizarra normalmente por el profesor, aunque, algunas veces, eran los
propios alumnos quienes indicaban los pasos necesarios y el mismo
profesor las escribia en la pizarra; en esporadicas ocasiones, se reali-
zaban salidas de los alumnos a la pizarra para su resolucion. En todas
las correcciones de las tareas, se trataba de enfatizar mucho sobre
los errores que se hacian para que, de este modo, aprendieran a no
cometerlos en futuras situaciones.

Al finalizar la unidad didactica, los alumnos fueron examinados
mediante una prueba de evaluacién por escrito para comprobar si
estos aprendieron los contenidos y alcanzaron los objetivos que se
habian propuesto. El examen, que solo fue aprobado por el 57 % de
los alumnos, constaba de 10 tareas. En Aroza et al (2016) se descri-
ben los tipos de tareas y explicaciones del libro de texto, la prueba
de evaluacion de los aprendizajes aplicada y los principales errores
cometidos por los estudiantes.

5.5.2. Conocimientos didactico-matematicos sobre
proporcionalidad y porcentajes

El objetivo del proceso formativo descrito en Aroza et al (2016)
era conducir al futuro profesor a realizar un anadlisis de la idonei-
dad didactica del proceso de ensefianza implementado, e identificar
propuestas de cambio fundamentadas. Se utilizaron los criterios de
idoneidad didactica propuestos en Godino (2013) complementados
con criterios derivados de una recopilacion y sintesis de las principa-
les investigaciones e innovaciones relacionadas sobre la ensefianza y
aprendizaje de la proporcionalidad y los porcentajes. Con ayuda del
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tutor, se identificaron, sintetizaron y clasificaron, los conocimientos
didactico-matematicos sobre la proporcionalidad, segiun las facetas
epistémica, ecologica, mediacional, interaccional, cognitiva y afectiva.

5.5.3. Valoracién de la idoneidad didactica y propuestas de
cambio

La aplicacion de la herramienta idoneidad didactica lleva a plan-
tear las siguientes cuestiones:

a. ¢Cual es el grado de idoneidad didactica del proceso de ensefian-
za-aprendizaje sobre la proporcionalidad y porcentajes, vivido
como observador participante durante el periodo de practicas de
ensefianza en primer curso de educacion secundaria?

b. ¢Qué cambios se podrian introducir en el disefio e implemen-
tacion del proceso de estudio, para incrementar su idoneidad
didactica?

Incluimos, a continuacion, una sintesis del analisis y valoracion del
informe descrito en Aroza et al (2016).

1. Facetas epistémica y ecolégica

El proceso de estudio implementado siguié basicamente los con-
tenidos y orientaciones propuestas en el libro de texto (Colera y
Gaztelu, 2010), que se usaba para 1° de ESO en el instituto en el que
se realiz6 la practica docente. En este, a lo largo de todo el desarrollo
de la unidad didactica, se plantea inicamente un enfoque «aritmético»
de la proporcionalidad, faltando el enfoque o desarrollo geométrico y
el algebraico, precedidos incluso por algunas actividades de caracter
intuitivo y cualitativo. Ademas, el concepto de la proporcionalidad,
desde este enfoque aritmético, se reduce basicamente a la transmision
de un algoritmo (la regla de tres), que hay que saber aplicar y operar
en cada caso. Para desarrollar este método, el libro de texto reduce
el concepto de «proporcién» a un nuevo nombre para dos fracciones
equivalentes y el de «la razén» a un nuevo nombre para la fraccion,
no contemplandose otro tratamiento o tareas que ayuden al alumno
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a desarrollar el razonamiento proporcional mediante la reflexion.
Desde el punto de vista de la estructuracién del contenido, este algo-
ritmo no se deberia haber introducido hasta que el alumno tuviera
un cierto dominio de otros métodos de comprobacion y resolucion
mas intuitivos. Resulta evidente que su contenido es basicamente
procedimental, haciendo de la «regla de tres» el iinico método de re-
solucion de los problemas de proporcionalidad, centrando al alumno
en una actuacion meramente mecanica, vacia de conceptos, razona-
mientos y reflexion sobre si los problemas que se plantean son o no
de proporcionalidad.

Ahora bien, debido a los contextos en los que se tratan los con-
ceptos y sobre todo las tareas que se proponen a lo largo del de-
sarrollo de la unidad didactica, se vio enriquecido el estudio de
algunos otros contenidos intradisciplinares, como los nimeros ra-
cionales, la equivalencia de fracciones, los nimeros decimales y el
sistema métrico decimal; y otros contenidos interdisciplinares como
la fisica, la quimica y la economia, reconociéndose y aplicindose en
estos ultimos, propiedades de la proporcionalidad y los porcentajes.
Todo ello contribuy6 a la formacién sociocultural y profesional de
los alumnos, destacandose en este sentido la parte del libro relativa
a los porcentajes.

En cuanto a la serie de tareas contenidas en el libro de texto y
que se propusieron a los alumnos para su resolucién, suponen una
muestra representativa para ejercitar y aplicar el contenido pretendi-
do, aunque se omiten actividades en las que los alumnos tengan que
formular sus propios problemas de proporcionalidad y porcentajes,
tal y como aconsejan los indicadores de idoneidad epistémica.

En referencia al lenguaje matematico empleado, este fue el ade-
cuado para un nivel educativo de primero de educacion secundaria,
aunque, tanto en la parte de tareas como en la parte de los desarro-
llos conceptuales, se pudo comprobar el empleo de una pobre tipo-
logia de expresiones y representaciones matematicas, destacindose
unicamente el empleo del lenguaje simbélico y numérico mediante
tablas de valores. Esto es debido a la inexistencia de los tratamientos o
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enfoques geométrico y algebraico de la proporcionalidad, que echan
mano principalmente en sus desarrollos del lenguaje grafico (funcién
lineal) y manipulativo (construccién de figuras semejantes).

Desde la perspectiva ecologica, la proporcionalidad es introduci-
da en el libro mediante ejemplos, que llevan a definir cuando existe
proporcionalidad directa o inversa entre dos magnitudes, echandose
en falta definiciones conceptuales fundamentales como son los de
la «razon», la «proporcion» y la «constante de proporcionalidad» que
no son mencionadas en alguna seccion del libro y que si se recogen
como conceptos clave en las orientaciones curriculares para este
nivel educativo.

En consecuencia, por las razones mencionadas anteriormente, se
podria calificar la idoneidad epistémica y ecoldgica del proceso de
ensefianza implementado como baja.

2. Facetas cognitiva y afectiva

Uno de los errores y dificultades mas significativos, detectados
en algunos alumnos mediante los dos instrumentos de evaluacién
aplicados fue no saber distinguir entre la proporcionalidad directa e
inversa, ni entre situaciones proporcionales y no proporcionales. El
libro de texto dedicaba muy poco contenido a esta cuestion y hubiera
sido conveniente dedicarle algo mas de tiempo e incluso enfatizarlo
aun mas, dandole una mayor importancia a la proporcionalidad desde
un tratamiento cualitativo para pasar después al aspecto cuantitativo.

Respecto a la secuenciaciéon temporal del contenido curricular, se
justifico suficientemente, (apoyado por lo expuesto anteriormente en
la parte de la faceta epistémica), retrasar el estudio de la proporciona-
lidad y porcentajes en la programacion didactica del centro, antepo-
niendo unidades didacticas relacionadas con la semejanza de figuras
y con las funciones lineales, que sirvan como sustento a los diferentes
tratamientos que requiere el tema.

Desde el enfoque aritmético de la proporcionalidad que propone
el libro de texto, los conocimientos previos que se requieren para
el estudio de proporcionalidad y porcentajes son las fracciones y
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su equivalencia, la resolucién de problemas basicos de aritmética,
las operaciones con numeros decimales y relaciones entre fraccio-
nes y nimeros decimales. Todos estos contenidos se impartieron en
unidades anteriores segun la programacion didactica del centro. Sin
embargo, los resultados obtenidos en las dos evaluaciones llevadas a
cabo (correccion de tareas de clase y examen evaluativo formativo)
no fueron muy satisfactorios, pese a que los contenidos impartidos
de la proporcionalidad y porcentajes fueron de un nivel de dificultad
accesible y acorde al de primer curso de secundaria. Muchos de los
alumnos presentaron serias dificultades y errores a la hora de operar
con numeros decimales y fracciones, por lo que se deberia haber de-
dicado una sesion inicial al repaso de estos conocimientos previos.
Uno de los aspectos positivos del libro de texto es que, en la
seccion de tareas, todas ellas venian marcadas con un cédigo de
triangulos, segun el nivel de dificultad que presentaban, lo que sim-
plifico el trabajo de adaptacion curricular, proponiendo para algunos
alumnos tareas de refuerzo y para otros, en el menor de los casos,
tareas de ampliacion. Gracias a ello, se facilito el logro de los apren-
dizajes pretendidos de la unidad didactica a todos los alumnos de la
clase, que partian desde su propio y personal nivel de conocimiento.
Para evaluar el ritmo y el nivel de aprendizaje de los alumnos sobre
el contenido impartido, se utilizaron dos instrumentos de evaluacion:
la recogida y correccién de una serie representativa de tareas, a mitad
de la unidad didactica y un examen de evaluacion formativa, al final
de esta. Estos dos instrumentos tuvieron en cuenta en su calificacion,
los distintos niveles de adquisicion del aprendizaje pretendido y, una
vez corregidos, se repartieron entre los alumnos para que comproba-
sen y revisasen donde habian cometido los errores. Ademas, mediante
el instrumento evaluativo aplicado a mitad de la unidad didactica, se
pretendio detectar donde se habian producido las dificultades y errores
mds comunes, para tratar de adaptar y reconducir la ensefianza, en-
fatizando mas sobre los conceptos y procedimientos clave implicados.
Por otra parte, que el contenido y la serie de tareas propuestas
del libro de texto tuvieran familiaridad con el contexto, enriquecio
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bastante la propuesta didactica, no solo en el aspecto atencional y
motivacional, ya que los alumnos valoraban la utilidad de esta parte
de las matematicas en sus vidas, sino porque, facilité su entendimien-
to a la hora de recibir instrucciones con las que debian enfrentarse
a los problemas.

La dindmica desarrollada a lo largo de las sesiones pretendio siste-
matizar e incentivar una constancia del trabajo en el alumno: atender
a las explicaciones del profesor, empezar a trabajar las tareas de la
materia impartida en clase y terminar de hacer las tareas en casa.
También, la realizacion de las tareas por parejas y la socializaciéon de
sus correcciones a lo largo de las sesiones de clase, con preguntas fre-
cuentes y salidas esporadicas a la pizarra, contribuyeron a potenciar
la autoestima de los alumnos a la hora de enfrentarse a problemas
de proporcionalidad y todos los alumnos mostraron siempre una
actitud muy positiva para este tipo de estrategia de trabajo, promo-
viéndose la participacion de los alumnos en las tareas.

En consecuencia, se puede calificar la idoneidad cognitiva-afectiva
del proceso implementado como de media-baja por las razones antes
mencionadas.

3. Facetas interaccional y mediacional

Los modos de interaccion en el aula en la experiencia docente res-
pondieron basicamente a un modelo tradicional: el profesor primero
explicaba los conceptos y procedimientos, ejemplificaindolos en con-
textos de la vida cotidiana para hacerlos mas claros y enfatizando
los contenidos clave, para que posteriormente, los alumnos realizaran
diversas tareas relacionadas con lo impartido. Hubiera sido deseable
introducir algunos cambios en el proceso de ensefianza, orientados
a que los alumnos planteasen cuestiones y presentasen soluciones;
explorando ejemplos y contraejemplos para investigar y conjeturar;
usando una mayor variedad de herramientas para razonar, argumen-
tar, hacer conexiones, resolver dificultades y comunicarlas.

Fueron escasos los momentos en los que se concedia un grado de
autonomia a los estudiantes, exceptuando los momentos de trabajo
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individual para la realizacion de las tareas propuestas para casa. Por
el contrario, en el trabajo de las tareas en clase, a los alumnos se les
permitian que realizasen consultas por parejas con su compaifiero
de pupitre, lo que favoreci6 el dialogo, la argumentacién y la comu-
nicacion entre ellos. Igualmente sucedia con las salidas esporadicas
de algunos alumnos a la pizarra durante la fase de resolucién de las
tareas, o con las preguntas dirigidas a los alumnos durante la fase de
explicacion del profesor. Estas practicas didacticas no solo contribu-
yeron a implicar y captar la atencion y la motivacién de los alumnos,
sino que también facilité la inclusion de los alumnos en la dindmica
de clase.

En esta experiencia de ensefianza se utilizaron tnicamente los
recursos propios del aula del instituto al alcance de los alumnos:
pizarra, proyector, libro de texto y calculadora. No se emplearon
recursos manipulativos ni otros recursos tecnologicos, ya que en
realidad no se consideraron necesarios para apoyar la ensefianza y
aprendizaje de los contenidos planificados.

Con respecto a la componente temporal de la idoneidad instruc-
cional, fue escaso el empleo de las sesiones dedicadas al desarrollo del
contenido mas importante, de tipo conceptual y procedimental de la
proporcionalidad y porcentajes, en sus cuatro enfoques o aproxima-
ciones (intuitivo, geométrico, aritmético y algebraico).

El nimero de alumnos (30) y su distribucion fueron idéneos, pero
el horario de las clases de matematicas no fue el adecuado. De las
cinco horas semanales de clase, tres estaban colocadas por la manana
antes del recreo, pero las dos horas restantes se situaban a ultima
hora, el ultimo dia de la semana. Este hecho no favorecia un nivel
adecuado de atencion y motivacién en clase del alumno, por lo que
su comportamiento era complicado de gestionar en estas horas de
trabajo. La mejora de la idoneidad interaccional y mediacional del
proceso nos llevaria a incluir actividades y tareas con material mani-
pulativo y con recursos informaticos (Godino y Batanero, 2003) que
pueden constituir herramientas novedosas y utiles para alcanzar los
aprendizajes pretendidos. Podemos concluir que la aplicacion de los
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criterios de idoneidad didactica ayuda a sistematizar los conocimien-
tos didacticos y su aplicacion a la reflexion y mejora progresiva de la
practica de la ensefianza.

5.6. Concordancias y complementariedades con otras
teorias?®

En Godino (2021) iniciamos la comparacion de los principios
didacticos de la Teoria de Situaciones Diddcticas en Matematicas
(TSDM, Brousseau), la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD,
Chevallard), la Educacion Matematica Realista (EMR, Freudenthal) y
los criterios de idoneidad basados en EOS. Seguidamente incluimos
una sintesis de los resultados de dicha comparacion. Consideramos
pertinente interpretar como criterios de idoneidad algunos principios
didacticos de la TSDM, la TAD y la EMR, aplicando las facetas y com-
ponentes de la idoneidad didactica que propone el EOS. Esto permite
identificar algunas concordancias y complementariedades entre estos
marcos tedricos. Reconocemos, no obstante, que el andlisis aqui rea-
lizado es limitado, dada su complejidad; su ampliacién y profundiza-
cién debera ser objeto de otros trabajos.

5.6.1. Faceta epistémica

Las cuatro teorias concuerdan en atribuir un papel central a las
situaciones-problemas (cuestiones-tareas) para el logro de una alta
idoneidad epistémica en los procesos instruccionales. La caracteriza-
cion de situaciones fundamentales para los distintos saberes incluidos
en el curriculo matematico escolar es uno de sus objetivos priorita-
rios en la TSDM. La nocién de recorrido de estudio e investigacion
de la TAD fija la atencion en la busqueda de cuestiones generativas

25 El contenido de esta seccion estda basado en el articulo, Godino, J. D.
(2021). De la ingenieria a la idoneidad didéctica en educacion matematica.
Revemop, €202129, 1-26, 2021.
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de las praxeologias matematicas que constituyen la finalidad de un
proyecto educativo.

Asi mismo, los principios de actividad y de realidad de la EMR
se pueden interpretar como indicadores de idoneidad epistémica. La
EMR propone como heuristica para el disefio de situaciones que den
sentido a los objetos matematicos (conceptos, procedimientos, etc.),
la fenomenologia didactica, consistente en la bisqueda en la historia
y epistemologia de las matematicas de los tipos de fendmenos de la
vida real o internos a la propia matematica que son organizados por
tales objetos, considerados por Freudhental como objetos mentales.
«Partiendo de la base de que las matematicas han surgido como resul-
tado de la resolucion de problemas practicos, podemos suponer que
las aplicaciones actuales abarcan los fenomenos que originalmente
habia que organizar» (Gravemeijer, 2020, p. 226).

La principal distincion entre el EOS y la TAD es el nivel de des-
glose que se propone para las praxeologias matematicas. La nocién
de sistema de practicas (operativas, discursivas), ligado a la reso-
luciéon de un cierto tipo de situaciones-problemas en el que la in-
tervencion de un determinado objeto matematico es determinante
para su realizacion, es nuclear en el EOS y se puede asimilar a la
nocion de praxeologia de la TAD (Godino ef al, 2006). Sin embargo,
mientras que en la TAD la estructura de una praxeologia se analiza
distinguiendo la cuaterna «tarea, técnica, tecnologia, teoria» en el
EOS se considera necesario un detalle mas explicito de los diversos
objetos y procesos que intervienen en la actividad matemadtica. La
nocioén de configuracién de objetos primarios (problemas, lenguajes,
conceptos-definicion, procedimientos, proposiciones y argumentos)
y los procesos de representacion, definicién, enunciacion, argumen-
tacion, generalizacion, entre otros, permiten un nivel de analisis
complementario al de la praxeologia. En consecuencia, la aplicaciéon
de la nocion de configuraciéon de objetos y procesos introduce cri-
terios explicitos de idoneidad epistémica referidos a los elementos
lingiiisticos (representaciones, sus conversiones y tratamientos) y a
los respectivos procesos de representacion y comunicacion (debida-
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mente contemplados en la TSDM con las situaciones adidacticas de
formulacién/comunicacion).

Las nociones de tecnologia y teoria de la TAD son sustituidas y
desglosadas en el EOS por la nocién de «configuracion de objetos y
procesos» lo cual lleva a formular criterios de idoneidad sobre la
gestion de los distintos tipos de objetos (conceptos, proposiciones,
procedimiento). En la TAD se reconoce explicitamente el componente
procedimental (trabajo de la técnica) como clave en la construccion
del conocimiento, lo que queda difuso en la TSDM. La TSDM, TAD
y TID-EOS concuerdan en atribuir un papel central a los objetos
argumentativos/ validativos y a los procesos correspondientes de va-
lidacion/justificacion (situaciones de validacién, momento tecnologi-
co-tedrico). También se debe prestar atencion a las conexiones entre
las distintas partes del contenido matemadtico, y la articulacion de
los diversos significados parciales de los objetos en estudio (Wilhel-
mi ef al, 2007; Godino ef al, 2011). Las matematicas son un campo
de estudio integrado. Esta posicion concuerda con el «Principio de
interconexion» de la EMR. Los bloques de contenido matematico (nu-
meracion y calculo, dlgebra, geometria . .. ) no pueden ser tratados
como entidades separadas. Las situaciones problematicas deberian
incluir contenidos matematicos interrelacionados. Ademads, la resolu-
ci6n de problemas de contexto ricos con frecuencia significa que se
requiere aplicar un amplio rango de herramientas y comprensiones
matematicas.

5.6.2. Faceta cognitiva

La dimension cognitiva es tenida en cuenta en la TAD mediante la
nocion de «relacién personal al objeto» y en la TSDM con la distincion
entre conocimiento y saber. Sin embargo, el énfasis en la dimension
institucional del conocimiento (TAD) y en las situaciones didacticas
(TSDM), ha motivado que el foco de atencion del analisis didactico
sea el saber matematico (su organizacion y ecologia) y la clase de
matemdticas como una institucion o comunidad. No obstante, en
Chevallard (2009) encontramos una referencia a lo que podemos des-
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cribir como necesidad de tener en cuenta los conocimientos previos
del sujeto para el desarrollo de una actividad o proyecto:
Dado un proyecto de actividad en el que una determinada insti-
tucion o persona pretende implicarse, icudl es, para esta institucion
o esta persona, el equipamiento praxeologico que se considera indis-
pensable o simplemente til en la concepcion y la realizacion de ese
proyecto. (Chevallard, 2009, p. 29)

En el EOS postulamos una relacion dialéctica entre lo institucional
y lo personal, de manera que junto a las configuraciones de objetos
y procesos en sentido epistémico (institucional) se introducen las
correspondientes configuraciones cognitivas, cuyos elementos cons-
tituyentes son los mismos que los de las configuraciones epistémi-
cas. En consecuencia, se formulan criterios de idoneidad cognitiva
relacionados con los aprendizajes. Los diversos modos de evaluacion
deben indicar que los alumnos logran la apropiacion de los conoci-
mientos pretendidos (incluyendo distintos niveles de comprension y
competencia): comprension conceptual y proposicional; competencia
comunicativa y argumentativa; comprensiéon o competencia procedi-
mental; competencia metacognitiva.

El principio de nivel de la EMR esta relacionado con la faceta
cognitiva que propone la TID-EOS. Subraya que el aprendizaje de
las matematicas implica que los alumnos pasen por varios niveles
de comprension: desde las soluciones informales relacionadas con el
contexto, pasando por la creacion de varios niveles de atajos y esque-
matizaciones, hasta la adquisiciéon de conocimientos sobre como se
relacionan los conceptos y las estrategias.

5.6.3. Faceta afectiva

La nocion de devolucion de la TSDM se puede interpretar como
un componente de la faceta afectiva. Los principios de actividad y
realidad de la EMR incorporan aspectos relacionados con la faceta
afectiva del aprendizaje. Se aconseja que los alumnos sean tratados
como participantes activos en el proceso de aprendizaje, puesto que
las matematicas se aprenden mejor haciendo matematicas. Se valora
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de manera explicita el uso de situaciones realistas para los propios es-
tudiantes y tener en cuenta las soluciones informales que desarrollen
en su esfuerzo por encontrar solucion a dichas situaciones.

Los cuatro modelos tedricos considerados deben adoptar o de-
sarrollar modelos explicitos sobre componentes e indicadores de
idoneidad relativos al conglomerado de nociones afectivas (intereses,
actitudes, emociones, creencias), ya que interactian con la faceta cog-
nitiva y condicionan los aprendizajes. En Beltran-Pellicer y Godino
(2020) se elabora un modelo de analisis del dominio afectivo en edu-
cacion matematica desde el EOS.

5.6.4. Faceta interaccional

Tanto la TSDM (con los tipos de situaciones que propone) como la
TAD (seis momentos del proceso de estudio) aportan criterios de ido-
neidad sobre los modos de interaccion entre profesor y estudiantes.
En el caso de la EMR, con el principio de interactividad se reconoce
que el aprendizaje de las matematicas no es solo una actividad indivi-
dual, sino también una actividad social. Por lo tanto, la EMR favorece
los debates en toda la clase y el trabajo en grupo, que ofrecen a los
estudiantes la oportunidad de compartir sus estrategias e invenciones
con los demas. Asi mismo, el principio de orientacion implica que los
profesores deben tener un papel proactivo en el aprendizaje de los
alumnos (reinvencién guiada de Freudenthal).

Las cuatro teorias son coherentes con los supuestos socio-cons-
tructivistas del aprendizaje, un proceso instruccional con alta ido-
neidad interaccional contempla momentos en los que los estudiantes
asumen la responsabilidad del estudio (plantean cuestiones y pre-
sentan soluciones; exploran ejemplos y contraejemplos para inves-
tigar y conjeturar; usan una variedad de herramientas para razonar,
hacer conexiones, resolver problemas y comunicarlos). En el caso de
la TID-EOS se considera que, en los momentos de institucionalizacion,
el profesor debera hacer una presentacion adecuada del tema, reco-
nocer y resolver los conflictos de los alumnos, favorecer los consensos
con base en el mejor argumento, asi como usar diversos recursos
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retoricos y argumentativos para implicar y captar la atenciéon de los
alumnos. Pero estos momentos de institucionalizacién pueden tener
lugar en cualquier momento del proceso de instrucciéon cuando se
trata del momento de primer encuentro de los estudiantes con un
tipo de problema o contenido nuevo, o de recuerdo de contenidos
olvidados (Godino y Burgos, 2020).

5.6.5. Faceta mediacional

La nocion de medio (milieu) es central en la TSDM, entendida
como el contexto o entorno «antagonista» al que se enfrenta el sujeto
para ganar el juego» del aprendizaje. Es una nocién compleja y rica
que incluye elementos de diversa naturaleza, conocimientos previos,
las acciones del profesor y los medios materiales que se usan para
plantear la situacion-problema y para abordar y explorar soluciones
posibles. En la TAD el milieu no se supone dado al principio con el
sistema didactico (profesor, estudiantes, cuestion), como ocurre en
la TSDM; el sistema didactico produce y organiza el medio con el
cual, dialécticamente, se genera la respuesta a la cuestion. La faceta
mediacional que se introduce en la TID-EOS contempla solo los re-
cursos materiales o tecnologicos (artefactos) que pueden intervenir
en la practica matematica pretendida, siendo, por tanto, un compo-
nente del medio de la TSDM.

El uso de recursos tecnoldgicos no se menciona explicitamente
en los seis principios de la EMR; queda implicito en el principio de
realidad y también en el uso de modelos en el principio de nivel.
Desde la perspectiva de la EMR, Drijvers (2020) considera que la
correspondencia con el uso de la tecnologia digital no es eviden-
te. La reinvenciéon guiada puede verse desafiada por el caracter
rigido de las herramientas, y los fendmenos que forman el punto
de partida del aprendizaje de las matematicas pueden cambiar en
un aula rica en tecnologia. En cuanto a la fenomenologia didactica,
concluye que los fenémenos pueden cambiar en un aula rica en

318



tecnologia. El propio entorno digital puede ser un fenémeno signi-
ficativo para el alumno.

5.6.6. Faceta ecoldgica

La TAD concede un papel central a la identificacién de restriccio-
nes y condicionamientos (niveles de codeterminacion) en la imple-
mentacion de las organizaciones didacticas, asi como a la articulacién
entre las distintas praxeologias matematicas. Se propone evitar el
estudio de praxeologias puntuales y aisladas. Estos son componentes
de idoneidad que el EOS describe formando parte de la faceta ecolo-
gica, la cual queda implicita en la TSDM. En el caso de la EMR los
principios de realidad y de entrelazamiento recogen aspectos de la
faceta ecoldgica; conexion con situaciones de la vida real e integra-
cién entre los distintos bloques de contenido.

La TID propone tener en cuenta ademas de las conexiones entre los
distintos contenidos/topicos/praxeologias matematicas, y las conexio-
nes interdisciplinares, los siguientes componentes de tipo ecolégico:

* La adaptacion al curriculo.

* Apertura hacia la innovacion didactica.

* Adaptacion socioprofesional y cultural.

* Educacion en valores.

5.7. Sintesis de la teoria de la idoneidad didactica basada
en el EOS

En la Tabla 5. 11 incluimos una sintesis de los elementos que
caracterizan la teoria de la idoneidad didactica basada en el EOS, res-
pondiendo a las cuestiones que proponen Michie ef al. (2014) como
descripcion de una teoria en el campo de las ciencias sociales y del
comportamiento.
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Tabla 5.11. Sintesis de la TID-EOS

Elementos

Descripcion

Breve resumen.
¢De qué trata la
teoria y cudles son
sus principales
proposiciones?

Desarrolla un sistema de criterios para la optimizacion local
del disefio, implementacion y evaluacion de los procesos
educativos-instruccionales en matematicas, basados en los
supuestos y constructos del EOS. Los criterios de idoneidad
son juicios de valor sobre las acciones didacticas preferentes
que se deberian realizar en las distintas facetas y componentes
que estructuran los procesos educativos (epistémica, ecologica,
mediacional, interaccional, cognitiva y afectiva) para optimizar
el aprendizaje matematico, teniendo en cuenta las circunstan-
cias personales y el contexto educativo.

Ambito/objetivo.

¢Qué fenomenos

pretende explicar
la teoria?

El objetivo es optimizar los procesos educativos-instruccio-
nales en matematicas ayudando a disefiar e implementar

unas buenas matematicas, seleccionar recursos y estrategias
didacticas para optimizar el aprendizaje. No es una teoria
explicativa, sino que desarrolla un sistema de criterios (normas
o principios) sobre actuaciones preferentes para optimizar los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Los
criterios estan basados en los supuestos sobre las matematicas
del EOS. También se identifican concordancias con criterios
similares basados en otras teorias de educacion matematica.

Justificacion. éPor
qué es necesaria
la teoria y como
mejora las teorias
anteriores?

Cuando se asume que la educacién matematica, ademas de
un componente cientifico (descriptivo, explicativo, predictivo),
tiene un componente tecnologico (prescriptivo) se necesita
elaborar pautas para indicar los tipos de actuaciones que se
deberian implementar para mejorar los procesos educativos.
Dichos criterios deben estar fundamentados en los resultados
de las investigaciones y ser consecuencias racionales de los
supuestos teoricos asumidos. La TID-EOS aporta una vision
ampliada de los modelos teéricos sobre calidad de la ins-
truccion matematica, que tiene en cuenta las circunstancias
contextuales en la formulacion de los criterios de idoneidad y
los considera ademas como principios ponderables y no como
reglas generales de actuacion.

Hipétesis. ¢Qué hi-
potesis especificas
plantea la teoria y
en qué se dife-
rencian de otras
teorias?

La optimizacion de la idoneidad requiere la ponderacion de
los criterios en las diferentes facetas y componentes segun las
circunstancias del contexto (sujetos, recursos, fines educativos),
teniendo en cuenta las interacciones entre facetas. La optimi-
zacion es local siendo el profesor quien puede ponderar la
importancia relativa de los criterios de idoneidad segun los
sujetos y circunstancias del contexto.

Otras teorias sobre la calidad de la instruccién atribu-

yen un cardcter mas esencialista a las normas y atienden

o dan prioridad a algunos aspectos parciales del proceso
educativo-instruccional.
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Constructos.
¢Cuales son los
elementos de la
teoria?

El constructo idoneidad didactica se formula como un rasgo
graduable de los procesos educativos-instruccionales, o de una
parte. Usa las nociones de significado personal e institucio-
nal entendidos en el marco del EOS, asi como el modelo de
estructura de facetas y componentes de un proceso educati-
vo-instruccional. Los criterios de idoneidad pueden ser gene-
rales, referidos a cada una de las facetas, o parciales, relativos
a las componentes y subcomponentes, y son entendidos como
principios ponderables segtin las circunstancias del contexto y
no como reglas generales de actuacion.

Relaciones. ¢{Como
se relacionan entre
si los elementos de
la teoria?

Los criterios de idoneidad se formulan teniendo en cuenta los
constructos y postulados del EOS sobre la actividad matema-
tica y el significado. En su conjunto se estructuran usando
las facetas, componentes y subcomponentes de un proceso
educativo-instruccional.

Procedencia. (En
qué teorias se basa
y c6mo?

Se basa en la asuncion del caracter cientifico y tecnologico de
la educacion matematica, lo que lleva a la necesidad de buscar
criterios para optimizar la actividad didactica. Aunque cual-
quier teoria educativa, incluso cada profesor tiene sus propios
criterios de idoneidad, la TID-EOS se basa en los postulados y
constructos de la teoria de la actividad matematica y objetos
emergentes (Capitulo 2), la teoria del significado y la cogni-
cién matematica (Capitulo 3) y la teoria del disefio educativo
basado en el EOS (Capitulo 4).

Semejanza. (A qué
teorias se parece
mads esta teoria?

Esta teoria guarda relacion con los diferentes modelos tedricos
sobre la calidad de la instruccién matematica.

Complementa-
riedad. ¢Con qué
teorias puede

La TID-EOS estd abierta al refinamiento de los criterios for-
mulados y a la incorporacion de nuevos criterios procedentes
de las teorias de la calidad de la instruccion y otros modelos

complementarse? | teéricos de educacion matematica coherentes con los supues-
tos del EOS. Los criterios de idoneidad sobre el estudio de
contenidos especificos se deben apoyar en los resultados de
las investigaciones didacticas sobre dichos contenidos.

Operacionaliza- La idoneidad didactica es un rasgo graduable de los procesos

cion. ¢éComo se
miden o identifican
los constructos?

educativo-instruccionales, puede ser mayor o menor. Los crite-
rios se formulan como juicios de valor, «se deberia hacer esto».
El sistema de criterios de idoneidad para las diferentes facetas
y componentes es una guia para la reflexion sistematica sobre
la practica docente. Queda pendiente de elaborar un sistema
de rubricas con indicadores observables que permitan la me-
dicion objetiva del grado de cumplimiento de los criterios.
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Usos. {Para qué La TID-EOS aporta una guia para disefiar procesos instruccio-
puede utilizarse la | nales en matematicas localmente idoneos (6ptimos) para lograr
teoria? los fines educativos planificados. Ayuda a tomar conciencia
de la complejidad de conseguir un equilibrio ponderado

entre las diferentes facetas implicadas (epistémica, ecologica,
mediacional, interaccional, cognitiva y afectiva). También se
usa la guia para la evaluacion del disefio e implementacion de
los procesos instruccionales ayudando a identificar aspectos
que pueden ser mejorables. Es, por tanto, un recurso para la
reflexion de los profesores de matematicas sobre su propia
practica.
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Capitulo 6

Teoria del desarrollo profesional
docente basada en el EOS

Introduccion

En el Capitulo 5 hemos desarrollado la Teoria de la idoneidad di-
dactica basada en el EOS (TID-EOS) que aporta una vision ampliada
de las teorias de la calidad de la instruccién matematica. En dicha
teoria identificamos un sistema de criterios (estandares, principios o
normas) que deberian cumplir los procesos educativos-instrucciona-
les de matematicas para optimizar localmente la matematica escolar,
la ensefianza y el aprendizaje. Puesto que el profesor es el principal
agente del disefio, implementacion y evaluacion de dichos procesos
debemos plantear las cuestiones: a) éQué conocimientos y competen-
cias deberian tener los profesores para desempeiiar su labor docente
de forma optima?; b) éQué caracteristicas deberian reunir los pro-
gramas idoneos para la formacion de profesores de matematicas?; c)
¢Qué conocimientos y competencias deberian tener los formadores
de profesores de matematicas para desempeiiar su labor formativa de
manera Optima?

En este capitulo abordamos estas cuestiones, elaborando una teoria
del desarrollo profesional docente en matematicas basada en los su-
puestos del EOS (Teoria DPD-EOS). Esta teoria incluye:

1. Un sistema de los conocimientos y competencias que deberia
tener el profesor para el disefio, implementacién y evaluacion
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de procesos educativo-instruccionales idéneos de matematicas
(modelo CCDM-Profesor; Godino et al, 2017).

2. Un sistema de criterios o estandares de las caracteristicas que
debe reunir un programa idéneo de formacion de profesores de
matematicas que les capacite para el disefio, implementacion y
evaluacion de procesos educativo-instruccionales de matemati-
cas con alta idoneidad didactica (Godino et al, en revision).

3. Un sistema de los conocimientos y competencias que deberia
tener el formador de profesores de matematicas para el disefio,
implementacion y evaluacion de procesos formativos idoneos
(modelo CCDM-Formador).

El modelo CCDM-Profesor estd basado en la TID-EOS, esto es,
los conocimientos y competencias que deberian tener los profesores
dependen de las caracteristicas que deberian tener los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas. En cambio, el modelo
CCDM-Formador depende de las caracteristicas del proceso forma-
tivo sobre didactica de las matematicas. En consecuencia, es nece-
sario partir del sistema de criterios de idoneidad de los procesos
educativo-instruccionales de matematicas (Capitulo 5) e interpretar
qué conocimientos se requieren. Esto es, clarificar como es un buen
programa de instrucciéon matematica e identificar lo que se requiere
para lograrlo.

En la teoria DPD-EOS abordamos la caracterizacion del trabajo del
formador de profesores de matematicas, extendiendo de este modo,
tanto la TID-EOS como el modelo CCDM. Para ello debemos iden-
tificar los criterios de idoneidad de los procesos de formacion sobre
didactica de las matemadticas e inferir los conocimientos y compe-
tencias del formador de profesores, que incluiran los relativos a la
instruccién matemadtica y a la formacion didactico-matematica de los
profesores.

El ambito u objetivo de la teoria DPD-EOS concuerda, para el caso
de la educacion matemadtica, con la problematica de investigacién
que se interesa por «construir las bases de una pedagogia de la for-
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macion de profesores en la forma de principios fundamentales para
los programas y practicas de la educacion de profesores» (Korthagen
et al, 2006, p. 1022). Asi articulamos dos lineas de investigacion en
el campo de la formacion de profesores de matematica, la interesada
por desarrollar categorias de conocimientos y competencias y la de
identificar principios de eficiencia de los programas formativos de
profesores.

En la Secciéon 6.1 incluimos la conceptualizacion del desarrollo
profesional docente y una sintesis de antecedentes sobre sistemas de
categorias de conocimientos del profesor de matematicas y progra-
mas eficientes de desarrollo profesional. La estructura de facetas y
componentes de un proceso educativo-instruccional propuesta en el
Capitulo 4 (Figura 4.1) es la base para estructurar el sistema de crite-
rios de idoneidad didactica y el de conocimientos y competencias de
los profesores y formadores de profesores. En la Seccion 6.2 amplia-
mos esta estructuracion distinguiendo las fases de fundamentacion,
planificacion, implementacion y evaluacion, identificando diversas ac-
tividades en los procesos formativos de profesores. En la Seccion 6.3
interpretamos el sistema de criterios de idoneidad didactica de proce-
sos educativos-instruccionales elaborado en el Capitulo 5 en términos
de criterios de idoneidad de los procesos de formacion de profesores,
entendiendo que los profesores deben adquirir una formacion que les
capacite para disefiar, implementar y evaluar procesos de instruccion
matematica optimizando la idoneidad didactica. Esa labor profesional
implica que los profesores de matematicas deben adquirir el sistema
de conocimientos y competencias que describimos en la Seccion 6.4.
La relacién que establecemos entre criterios de idoneidad didactica y
conocimientos diddctico-matematicos, con base en las facetas, com-
ponentes, subcomponentes y elementos de un proceso educativo-ins-
truccional (Capitulo 4), nos permite refinar y ampliar el modelo de
conocimientos del profesor previamente elaborado (Godino, 2009;
Pino-Fan y Godino, 2015). En la Seccién 6.5 ampliamos el uso de
los criterios de idoneidad, aplicados en el Capitulo 5 a procesos de
instruccion matematica, a los procesos formativos de profesores, lo
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cual permite elaborar un sistema de conocimientos y competencias
del formador de profesores de matematicas (Seccién 6.6) y una guia
de analisis de la idoneidad de procesos formativos (Seccién 6.7). Para
mostrar el uso de la teoria de DPD-EOS describimos en la Seccion
6.8 un ejemplo de investigacion sobre formacioén de profesores. En
la Seccion 6.9 iniciamos el estudio de las concordancia y comple-
mentariedades con otras teorias o modelos de DPD. Finalmente, en la
Seccion 6.10 respondemos para la teoria presentada en el capitulo a
las cuestiones que proponen Michie ef al (2014) como resumen de
una teoria en ciencias sociales y del comportamiento.

6.1. Desarrollo profesional docente. Conceptualizacion y
antecedentes

La investigacién sobre formacion de profesores de matematicas ha
crecido de manera sustancial en los ultimos 20 afios, como revelan
los articulos publicados en el journal of Mathematics Teacher Educa-
tion, la publicacion de los Handbooks of Mathematics Teacher Education
(Chapman, 2020; Wood, 2008) y del ICMI Study sobre el tema (Ball y
Even, 2008). El conocimiento que necesitan los formadores (o educa-
dores) de profesores ha tenido una atencion limitada pero creciente
en los dltimos afios impulsada por el interés de muchos paises en
incrementar la calidad del profesorado, a fin de mejorar, entre otros
motivos, el rendimiento en matematicas en pruebas de evaluacion in-
ternacionales (Beswick y Goos, 2018). Entre los temas de investigacion
abordados en este campo, Goos y Beswick (2021) destacan:

* La naturaleza de la pericia (conocimientos, competencias, espe-

cializacion) de los formadores de profesores de matematicas.

* Aprendizaje y desarrollo como formador de profesores de

matematicas.

* Desafios metodologicos en la investigacion de la pericia, el

aprendizaje y el desarrollo de los profesores de matematicas.

El Desarrollo Profesional Docente (DPD) se estudia y presenta en
la literatura pertinente de muchas maneras diferentes (Bautista y Or-
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tega-Ruiz, 2015). Pero, en el centro de tales esfuerzos, hay un acuerdo
en que el desarrollo profesional consiste en que los profesores ad-
quieran los contenidos pertinentes, aprendan a aprender y apliquen
sus conocimientos en beneficio del aprendizaje de sus alumnos.

El aprendizaje profesional de los profesores es un proceso com-
plejo, que requiere la implicacion cognitiva y emocional de los pro-
fesores de forma individual y colectiva, la capacidad y la voluntad de
examinar dénde se encuentra cada uno en términos de convicciones y
creencias y la revision y puesta en practica de alternativas adecuadas
para la mejora o el cambio. (Avalos, 2011, p. 10)

En la literatura sobre DPD se habla de programas de formacion
eficientes cuando se tiene en cuenta la relacion explicita entre el
programa, la mejora de la practica docente y el aprendizaje de los
estudiantes (Desimone y Pak, 2017). El desarrollo profesional eficien-
te supone un aprendizaje profesional estructurado que cambia las
practicas de los profesores y mejora el aprendizaje de los estudiantes
(Darling-Hammond et al, 2017).

Los documentos sobre estandares de formacion de profesores de
matematicas, como NCTM (2014) y AMTE (2017), proponen sistemas
de criterios e indicadores sobre los conocimientos especificos, habili-
dades y disposiciones de un buen profesor de matematicas, asi como
sobre las caracteristicas que debe reunir un programa eficiente de
formacion de dichos profesores. Por tanto, reflejan modelos de los
conocimientos matematicos y didacticos que deberia tener el profesor
de matematicas y de los conocimientos profesionales de los formado-
res de profesores.

6.1.1. Conocimientos del profesor de matemadticas y del formador

Diversas publicaciones proponen principios y estiandares para
lograr una ensefianza de las matemadticas de calidad (NCTM, 2000;
2014), asi como estandares sobre el desarrollo de programas de for-
macion de profesores de matematicas eficientes (AMTE, 2017; Beisie-
gel ef al, 2018; Desimone y Garet, 2015; Rasch ef al, 2020). Como
resultado de estos trabajos encontramos diversos sistemas de catego-
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rias de conocimientos del profesor de matematicas (Ball, Thames et
al, 2008; Carrillo et al, 2018; Godino et al, 2017; Rowland et al, 2005)
y del formador de profesores de matematicas (Castro-Superfine et al,
2020; Escudero-Avila et al, 2021; Leikin ef al, 2018), asi como listados
de principios o criterios de calidad de la instruccion matematica y
eficacia de programas de formacion de profesores (Bostic et al, 2021;
Charalambous y Praetorius, 2018).

Pero, usualmente, la fundamentacion tedrica y racionalidad de tales
sistemas de categorias no se explicita, es confusa o dispar y se propo-
nen categorias o dominios de conocimientos muy genéricos (Godino,
2009). «Hay margen para una investigacion cada vez mas detallada
sobre los conocimientos especificos que emplean los MTE [Mathema-
tics Teacher Educators| en las distintas facetas de su trabajo» (Beswick y
Goos, 2018, p. 425). Seria ntil avanzar desde los modelos de categorias
de conocimientos del profesor a sistemas de principios fundamentados
sobre la practica docente. En el caso de la educacion matematica, las
categorias de conocimientos matematicos y didacticos y los modelos
de instruccion deberian estar fundamentados en un modelo previo que
explicite la naturaleza de la actividad matematica y de los objetos y
relaciones que intervienen en la misma; esto es, un modelo epistemo-
logico, ontologico y semidtico de referencia. El modelo de aprendizaje
y ensefianza, y los principios y estindares de calidad deberia ser cohe-
rentes y estar apoyado en dicho modelo de referencia.

6.1.2. Caracteristicas de los programas eficientes de desarrollo
profesional docente

Heck et al. (2019) sefialan la existencia de una cantidad conside-
rable de literatura, con cierto apoyo empirico, en la que se esbozan
principios rectores para el disefio y la implementaciéon de un de-
sarrollo profesional efectivo. En su trabajo centran la atencién en
seis elementos comunmente citados en la literatura: (1) duracion, (2)
enfoque en el contenido, (3) coherencia, (4) aprendizaje activo/basado
en la practica, (5) participacion colectiva y (6) facilitaciéon por parte
de expertos.
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AMTE (2017) propone estandares e indicadores para los conoci-
mientos, habilidades y disposiciones deseables de los profesores de
matematicas y las caracteristicas de un programa de desarrollo pro-
fesional para los mismos. Park ef al. (2018) definieron el desarrollo
profesional docente como cualquier actividad que tiene como obje-
tivo (a) desarrollar el conocimiento, habilidades y experiencia de los
docentes y (b) preparar a los docentes para mejorar su desempefio
pedagogico en roles actuales o futuros dentro de un entorno escolar.

El marco TRU (Teaching for Robust Understanding) (Schoenfeld,
2013; 2018) hace hincapié en las experiencias que determinan el
aprendizaje de los alumnos. Este marco es una herramienta para
disefiar e implementar actividades de desarrollo profesional. Esta
arraigado en los principios de la instruccién centrada en el estu-
diante y distingue cinco dimensiones en los procesos de instruc-
cioén: contenido matematico, demanda cognitiva, acceso equitativo al
contenido, agencia, pertenencia (ownership) e identidad, y evaluacion
formativa. De este modo se caracterizan los tipos de instruccion que
hacen que los estudiantes sean conocedores, flexibles e ingeniosos, y
solucionadores de problemas.

En el proyecto Learning Mathematics for Teaching, Hill et al.
(2008) construyeron un instrumento para medir mas eficazmente
la calidad de la instruccién matematica, creyendo que una buena
herramienta de medicion capacitaria a los formadores de profeso-
res para mejorar la enseflanza y el aprendizaje. Hill ef al (2011)
presentaron un marco conceptual para precisar y evaluar las ca-
racteristicas matematicas del trabajo en el aula. Este proyecto llevo
a introducir el constructo MQl (Mathematical Quality of Instruction),
acompafniado de una detallada guia de codificacion para evaluar
diversos criterios. Por «calidad matematica de la instruccion» Hill
et al. entienden la naturaleza del contenido matematico disponi-
ble para los alumnos durante la instruccion (p. 30). El marco MQL
incluye seis constructos y sus correspondientes escalas: riqueza y
desarrollo de las matematicas, respuesta a los alumnos, conexiéon
de la practica en el aula con las matematicas, lenguaje, equidad y
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presencia de errores matematicos. De esta linea de investigacion se
deriva el modelo MKT (Mathematical Knowledge for Teaching) (Ball,
Thames ef al, 2008) de categorias de conocimientos del profesor de
matematica.

Otra linea de investigacién en formacién de profesores de ma-
tematicas promueve la practica reflexiva (Schon, 1983; Tzur, 2001),
ya sea como futuro profesor, profesor en ejercicio o formador de
profesores. El objetivo es formar profesionales reflexivos (Llinares
y Krainer, 2006) como estrategia para mejorar la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas. Esta reflexion sobre los diferentes
aspectos y momentos de la practica puede ser guiada (Nolan, 2008)
no solo por el educador en el caso de los futuros profesores, sino
también a través de herramientas conceptuales que llamen la aten-
cion sobre aspectos criticos de la practica. Estas guias proporcionan
una estructura para la reflexion, holistica (Klein, 2008), articulada
(Ash y Clayton, 2004), guiada (Husu ef al, 2008) y critica (Harrison
et al, 2005).

La reflexion y la investigacion sobre la practica también se
propone para los formadores de profesores, implicando el apren-
dizaje sobre algunos contenidos o aspectos pedagogicos, como el
discurso o la resolucién de problemas (Chapman, 2009). El desa-
rrollo de una visién profesional sobre el aprendizaje matematico y
la experiencia docente se propone a través del professional teacher
noticing (Dindyal ef al. (2021); Mason, 2002), una linea de investiga-
cién que ha ganado considerable atencion (Konig et al, 2022; Schack
et al, 2017). Se han desarrollado diversas lentes tedricas y estrate-
gias metodologicas para promover esta habilidad (Fernandez y Choy;
2019), como la teoria del encuadre (framing) (Scheiner, 2023), las
trayectorias hipotéticas de aprendizaje (Simon, 1995; Simon y Tzur,
2004) y las discusiones profesionales basadas en el Lesson Study (Lee
y Choy, 2017).
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6.2. Estructura de los procesos de formacion de profesores

En el EOS, el proceso educativo-instruccional es la unidad de ana-
lisis de la actividad? de educacion matematica, entendida como ar-
ticulacion de dos actividades parciales: la ensefianza y el aprendizaje
de contenidos, disposiciones y habilidades matematicas. En la forma-
cién de profesores, la unidad de analisis son los procesos formativos
sobre contenidos y habilidades de didactica de las matematicas en
los que se articulan la formacién y el aprendizaje docente. Para un
analisis detallado de los procesos educativo-instruccionales, distin-
guimos las fases de Fundamentacion, Planificacion, Implementacion y
Evaluacion (Figura 6.1), que son actividades parciales de la actividad
global de educacion matematica, y etapas en su desarrollo temporal.
En cada fase es necesario distinguir seis facetas: epistémica, ecologica,
mediacional, interaccional, cognitiva y afectiva (Capitulo 4).
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Figura 6.1. Fases y facetas de los procesos
educativo-instruccionales

En la Figura 4.1 (Capitulo 4) describimos los componentes, sub-
componentes y elementos que propone el EOS para el analisis de
estas seis facetas. Esta misma estructura se aplica a los procesos de

% Entendemos la nocion de actividad en el sentido que propone la Teoria
Historico Cultural de la Actividad (CHAT) en su version de segunda y
tercera generacion (Engénstrom, 1987). La actividad es la unidad de ana-
lisis cuya estructura viene dada por seis elementos: sujeto, objeto, ins-
trumentos, comunidad, reglas y division del trabajo. Consideramos que
la estructura de un proceso educativo-instruccional distinguiendo fases,
facetas y componentes permite hacer analisis mas detallados y explicati-
vos que los proporcionados por la CHAT.
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formacion de profesores. En este caso los conocimientos, habilidades
y disposiciones implicados en los procesos de instruccion matematica
deben formar parte de la faceta epistémica (conocimientos institucio-
nales) del proceso formativo. El formador de profesores debera tener
en cuenta, ademads, los conocimientos, habilidades y disposiciones de
las restantes facetas del proceso formativo que tienen como objeto la
ensefianza y aprendizaje de contenidos didactico-matematicos.

Los componentes y subcomponentes de las facetas epistémica y
cognitiva que se incluyen en la Figura 4.1 (Capitulo 4) se derivan de
la configuracion ontosemiética, en su version epistémica (significados
institucionales) y cognitiva (significados personales) y de los tipos de
objetos y procesos matematicos implicados. El nivel IV de analisis
(Elementos) describe los distintos bloques de contenido matematico
(aritmética, geometria, dlgebra, estadistica, etc.) sobre los que la inves-
tigacion en educaciéon matematica viene produciendo conocimientos
y recursos, que deben ser tenidos en cuenta por los profesores y for-
madores de profesores.

Si el proceso instruccional es sobre matematicas, la estructura
representada en la Figura 4.1 (Capitulo 4) se aplica a los conocimien-
tos que el profesor pone en juego sobre las matematicas a ensefiar y
demas facetas implicadas. Se propone, por tanto, un modelo que de-
sarrolla otros relacionados, como el MKT (Ball, Thames et al, 2008), o
el CDM (Pino-Fan y Godino, 2015; Godino et al, 2017).

El foco de interés en este capitulo es el proceso formativo de pro-
fesores de matematicas, que involucra las actividades de formacion y
la de aprendizaje docente (Figura 6.2) y cuyo desarrollo 6ptimo esta
estrechamente relacionado con el proceso de instruccion matematica.
En la Figura 6.2, la actividad 1 (formacion de profesores) tiene como
sujeto al formador y como objeto el disefio de programas y acciones
formativas para el DPD. La actividad 2 (aprendizaje docente) tiene
como sujeto al docente y como objeto aprender a ensefiar matema-
ticas. La actividad 3 (enseflanza de matematicas) tiene como sujeto
al profesor y como objeto los procesos de instruccién de contenidos
matematicos, implicando, por tanto, la actividad 4 de aprendizaje ma-
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tematico, cuyo objeto es el logro de la comprensién y competencia
matematica por parte de los estudiantes.

Actividad 2: Aprendizaje docente
Sujeto 2: PROFESOR-ESTUDIANTE

Objeto 2: Aprender a enseiar matematicas

/Aclividad 3: Ensefnanza de las matematicas
Sujeto 3: PROFESOR-DOCENTE
Objeto 3: Procesos de instruccion matemadtica

Actividad 4: Aprendizaje de las matematicas
Sujeto 4: ESTUDIANTE

Objeto 4: Comprension y competencia
matematica

Actividad 1: Formacion de profesores
de matematicas

Sujeto 1: FORMADOR

Objeto 1: Programas de DPD

\\PROCESO I: INSTRUCCION MATEMATICA //

PROCESQO II: INSTRUCCION DIDACTICO-MATEMATICA

Figura 6.2. Actividades implicadas en los procesos formativos

Como se indica en la Figura 6.2 el Proceso I sobre instruccion ma-
tematica (actividades de ensefianza y aprendizaje de las matematicas)
estd anidado dentro del Proceso II sobre didactica de las matematicas.
Ambos constituyen el centro de interés del aprendizaje profesional de
los profesores. Los criterios de idoneidad didactica (Capitulo 5) sobre
el Proceso I (Figura 6.2) de ensefianza y aprendizaje de matematicas los
vamos a interpretar en términos de conocimientos y competencias di-
dactico-matematicas del profesor de matematicas (modelo CCDM-Pro-
fesor). Estos conocimientos y competencias profesionales deben ser
tenidos en cuenta por el formador de profesores en el disefio e imple-
mentacién de los programas formativos (Proceso II). Pero, ademas, el
como aprenden los profesores, la afectividad implicada, los recursos y
patrones de interaccion entre formador y docentes también deben ser
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considerados en el disefio y evaluacion de dichos programas. En con-
secuencia, elaboraremos un modelo de conocimientos y competencias
del formador de profesores (modelo CCDM-Formador) que incluye el
modelo CCDM-Profesor, pero que incorpora, ademas, los conocimien-
tos y competencias especificas que promuevan el aprendizaje docente,
esto es, el profesor como estudiante de didactica de las matematicas.

6.3. Conocimientos y competencias didactico-matematicas
sobre la actividad de instruccion matematica

Como se ha indicado, el sistema de criterios de idoneidad formu-
lado en el Capitulo 5 se puede usar para categorizar los conocimien-
tos didactico-matematicos del profesor, orientando su identificacion
y formulacion seguin facetas, componentes, subcomponentes y ele-
mentos de contenidos especificos, de acuerdo con la teoria de disefio
educativo-instruccional presentada en el Capitulo 4.

En este apartado, formulamos el sistema de conocimientos deriva-
dos de la TID-EOS para el proceso de instruccion matematica. Elabo-
ramos, de este modo, una ampliacion y revision del modelo previo de
conocimientos didactico-matematicos CDM (Godino, 2009; Pino-Fan
y Godino, 2015). El proceso formativo debe procurar que el profesor
de matematicas adquiera los conocimientos y competencias que le
permitan fundamentar, disefiar, implementar y evaluar procesos de
instruccién matematica con alta idoneidad didactica. Esto implica
competencia para ponderar los criterios parciales de idoneidad epis-
témica (contenido), ecolégica (contexto), mediacional (recursos), inte-
raccional (interacciones), cognitiva (aprendizaje) y afectiva (emociones,
creencias, valores de los estudiantes), teniendo en cuenta las circuns-
tancias que condicionan los procesos de instruccion matematica. Esta
dimension didactica debe ser complementada con los conocimientos
relativos a las dimensiones normativa y metanormativa (Capitulo 4).

En los siguientes apartados identificamos los conocimientos relati-
vos a las diferentes facetas y componentes. Las justificaciones, basadas
en la coherencia con los supuestos del EOS y las concordancias (con-
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senso) con otras teorias, dadas en el Capitulo 5 para los criterios de

idoneidad, sirven de base de los conocimientos formulados.

6.3.1. Conocimientos sobre caracteristicas del contenido

matematico (facetas epistémica y ecologica)

Sobre la base del modelo de actividad matematica que propone el

EOS, el programa de DPD deberia capacitar a los docentes para que

las matemadticas que ensefian (facetas epistémica y ecologica) retinan

las caracteristicas indicadas en la Tabla 6.1.

Tabla 6.1. Conocimientos sobre caracteristicas del

contenido matemadtico (facetas epistémica y ecologica)

Faceta Componentes especificos
Epistémica: Significados y objetos matematicos
El proceso -Tener en cuenta los diversos significados parciales del conteni-

formativo debe
promover en los
profesores la adop-
ci6én de una vision
antropologica de
las matematicas,
como actividad
humana focalizada
en la resolucion
de problemas, de
la cual emergen
los objetos mate-
maticos y les dan
significado. Debe
promover el reco-
nocimiento de los
diversos significa-
dos parciales de
los contenidos, los
objetos y proce-
sos implicados

y articular la
ensefianza, tenien-
do en cuenta sus
distintos grados
de generalidad y
formalizacion.

do, los objetos primarios implicados en cada significado parcial

(situaciones, lenguajes, conceptos y propiedades, procedimientos y

argumentos), seleccionando aquellos cuyo estudio se adapta a las

circunstancias contextuales y personales de los sujetos implicados.
Situaciones-problemas:

- Seleccionar y adaptar problemas/tareas matematicas que permitan
dar significado a los conocimientos matematicos, distinguiendo
situaciones de contextualizacion, ejercitacion aplicacién y genera-
cion de problemas.

Lenguajes:

-Reconocer el papel central de los lenguajes matematicos (represen-
taciones), sus tipos, transformaciones y conversiones en la cons-
truccién y comunicacién del conocimiento matematico.

- Gestionar (conocer y usar) diferentes modos de expresion matema-
tica y como se relacionan, reconociendo su pertinencia segun el
nivel educativo.

Reglas (conceptos, proposiciones, procedimientos):

- Comprender la matematica como sistema interconectado de reglas
(conceptos, procedimientos y propiedades)

- Seleccionar y presentar correctamente las definiciones, proposicio-
nes y procedimientos adaptados al nivel educativo.

Argumentos:

-Reconocer el papel central de la argumentacién en la construccion
del conocimiento matematico, y la diversidad de medios de prueba.

- Elaborar explicaciones, comprobaciones y demostraciones correctas
y adecuadas al nivel educativo.
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Relaciones (conexiones)

-Relacionar entre si los significados parciales estudiados y los
objetos que intervienen en las practicas correspondientes, asi como
con el contenido de otros temas que el estudiante ya conoce.

Procesos

- Tener en cuenta la diversidad de procesos de que emergen los
objetos que intervienen en las practicas matematicas (problematiza-
cion, representacion, definicion, generalizacion, modelizacion, .. . ).

Conflictos epistémicos

- Evitar las discordancias entre los significados de los objetos y
procesos implementados y los correspondientes a la institucion de
referencia (ausencia, ademas, de errores y ambigiiedades).

Ecologica:

El proceso
formativo debe
promover en

los profesores
conocimientos,
habilidades y
disposiciones para
que los procesos
de instruccion
matematica que
disefien e imple-
menten estén en
concordancia con
el proyecto educa-
tivo del centro y la
sociedad, teniendo
en cuenta los con-
dicionamientos del
entorno en que se
desarrolla y las in-
novaciones basadas
en la investigacion
educativa.

Conexiones intra e interdisciplinares

-Relacionar los contenidos con otros contenidos intra e
interdisciplinares.

Curriculo

- Conocimiento de las orientaciones curriculares sobre las matemati-
cas y su fundamentacion.

Apertura hacia innovacion didactica

- Introducir innovaciones que estén basadas en la investigacion y
buenas practicas reconocidas.

- Integrar el uso de las nuevas tecnologias (calculadoras, ordenadores,
TIC, etc.) en el proyecto educativo.

Adaptacion socioprofesional y cultural

-Procurar que el proceso educativo-instruccional en su conjunto
contribuye a la formacion socioprofesional de los estudiantes.

Educacion en valores civicos

- Incluir en el disefio e implementacion del proceso educativo-ins-
truccional la formacion de los estudiantes en valores democraticos
y el pensamiento critico.

Entorno familiar

- Estimular y apoyar, en la medida de lo posible, el aprendizaje del
estudiante fuera de la escuela y su desarrollo como persona.

El contenido matematico que el profesor implemente en las clases

debe reunir ciertas caracteristicas para optimizar el desarrollo del

proceso instruccional, esto es, que las matematicas sean ricas, 6ptimas

o adecuadas, segun las circunstancias contextuales (faceta ecoldgica)

y personales de los estudiantes (faceta cognitiva). Un proceso de ins-

truccion especifico tiene lugar en un entorno particular y se realiza
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en un intervalo de tiempo usualmente acotado. Por ello es inevita-
ble que el profesor sepa seleccionar algunos significados parciales
del objeto en cuestion y, por tanto, las configuraciones de objetos y
procesos asociadas a los mismos, pero, globalmente (a lo largo de la
educacion), el conjunto de significados debe ser representativo del
previamente fijado como referencia.

El profesor debe saber movilizar diversas representaciones de los
objetos matematicos, resolver las tareas mediante distintos procedi-
mientos, vincular entre si los objetos matematicos del nivel educativo
en el que ensefia y de niveles anteriores y posteriores, comprender
y movilizar la diversidad de significados parciales para un mismo
objeto matematico, proporcionar diversas justificaciones y argumen-
taciones, e identificar los conocimientos puestos en juego en la reso-
lucién de los problemas.

La faceta ecologica del conocimiento didactico-matematico, refiere
a los conocimientos sobre el curriculo de matematicas del nivel edu-
cativo en el que se contempla el estudio del objeto matematico, sus
relaciones con otros curriculos, y las relaciones que dicho curriculo
tiene con los aspectos sociales, politicos y econémicos, que soportan y
condicionan el proceso de ensefianza y aprendizaje. Los aspectos que
se contemplan dentro de esta faceta del conocimiento toman en cuenta
las propuestas de Shulman (1987, p. 8) sobre el conocimiento curricular,
de los contextos educativos y de los fines, propésitos y valores de la
educacion, y de Grossman (1990, p. 9) —conocimiento sobre el curri-
culo horizontal y vertical para un tema, y conocimiento del contexto.

6.3.2. Conocimientos sobre las caracteristicas de las facetas
mediacional e interaccional

El programa de DPD deberia proporcionar oportunidades de
aprendizaje de los conocimientos y competencias indicadas en la
Tabla 6.2 sobre las facetas mediacional e interaccional de los procesos
de instruccion que los profesores disefien, implementen y evalien. En
la faceta mediacional se incluyen recursos de diversos tipos que con-
dicionan y soportan la ensefianza y el aprendizaje de las matemati-
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cas. Ademas de los medios materiales concretos y tecnolégicos, como
calculadoras y ordenadores, se tiene en cuenta los apoyos al estudio
(libros de texto, cuadernos de actividades, videos educativos . . . ), el
numero de estudiantes que el docente tiene asignados, el horario en
que tienen lugar las clases, las condiciones materiales del aula, asi
como el tiempo total asignado al estudio y su distribucién. Como
puede observarse, la vinculacién de las facetas interaccional y media-
cional desarrollan y enriquecen la nocién de «conocimiento del con-
tenido y la ensefianza» planteado por Ball, Thames ef al. (2008, p. 401).

Tabla 6.2. Conocimientos sobre las caracteristicas de las facetas
interaccional y mediacional de los procesos de instruccion matemdtica

Faceta

Componente

Interaccional:

El proceso formativo
debe promover en

los profesores conoci-
mientos, habilidades y
disposiciones para que
los patrones de interac-
cion que implementen
permitan identificar los
conflictos semioticos
potenciales, poner los
medios adecuados para
su resolucion, favorecer
la autonomia progresi-
va en el aprendizaje y
el desarrollo de com-
petencias comunicati-
vas en los estudiantes.

Interacciones docente-discente

- Adaptar los modos de interaccién teniendo en cuenta
los momentos del proceso de estudio, aplicando un
formato dialégico-colaborativo en los momentos de
primer encuentro con el contenido y atribuyendo auto-
nomia al estudiante en los momentos de ejercitacion y
aplicacion.

-Hacer una presentacion adecuada del tema (presen-
tacion clara y bien organizada, no hablar demasiado
rapido, enfatizar los conceptos clave del tema, etc.).

-Reconocer y resolver los conflictos de los alumnos (for-
mular preguntas y ofrecer respuestas adecuadas, etc.).

-Buscar llegar a consensos con base al mejor argumento.

- Usar diversos recursos retéricos y argumentativos para
implicar y captar la atencion de los estudiantes.

- Facilitar la inclusiéon de los alumnos en la dinamica de
la clase.

- Potenciar la participacion y el compromiso activo de
todos los estudiantes.

Interacciones entre estudiantes

- Favorecer el didlogo y comunicacion entre los
estudiantes.

- Favorecer la inclusion en el grupo y evitar la exclusion.

Autonomia

- Contemplar momentos en los que los estudiantes
asumen la responsabilidad del estudio (plantean
cuestiones y presentan soluciones; exploran ejemplos y
contraejemplos para investigar y conjeturar; usan una
variedad de herramientas para razonar, hacer conexio-
nes, resolver problemas y comunicarlos).
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Evaluacion formativa

- Observar de manera sistematica el progreso cognitivo
de los estudiantes y usar la informacion obtenida para
tomar decisiones sobre el desarrollo de la instruccion.

Mediacional:

El proceso formativo
debe promover en

los profesores conoci-
mientos, habilidades y
disposiciones para usar
los recursos materiales
y temporales adecua-
dos para el desarrollo
optimo del proceso de
enseflanza y aprendiza-
je de las matematicas.

Recursos materiales (Concretos, virtuales y simbélicos)

- Distinguir los objetos matematicos (regulativos, no
ostensivos) de sus respectivas representaciones concre-
tas, visuales o simbolicas en las practicas matematicas y
didacticas.

- Articular el uso de configuraciones de objetos y proce-
sos basadas en representaciones alfanuméricas con las
basadas en representaciones concretas para potenciar
progresivamente los procesos de generalizacion, calculo
y demostracion matematica.

Apoyos al estudio (libros de texto, cuadernos de ejerci-
cios, videos educativos . . . )

-Hacer un uso critico y reflexivo de materiales curricu-
lares u otros recursos educativos (libros de texto o cua-
dernos de actividades en formato fisico o virtual, videos
educativos, etc.), decidiendo cuando y como usarlos
como apoyo al proceso de estudio.

Numero de estudiantes, horario y condiciones del aula

-En la medida de lo posible, optimizar el niimero de
estudiantes para dar una atencion personalizada.

-En la medida de lo posible, adecuar el aula y la distribu-
cion de los estudiantes para facilitar las interacciones.
-Procurar un horario de sesiones de clase que favorezca

la atencion y compromiso de los estudiantes.
Tiempo (De ensefianza colectiva/ tutorizacion; tiempo de
aprendizaje)

- Asignar un tiempo (presencial y no presencial) adecua-
do para la ensefianza pretendida.

- Asignar un tiempo adecuado a los contenidos mas im-
portantes del tema y a los que presentan mas dificultad
de comprension.

La faceta interaccional involucra los conocimientos necesarios
para prever, implementar y evaluar secuencias de interacciones, entre
los agentes que participan en el proceso de ensefianza y aprendizaje,
orientadas a la fijacion y negociacion de significados (aprendizajes)
de los estudiantes. Estas interacciones no solo se establecen entre el
profesor y los alumnos (profesor-alumno), sino entre los alumnos,
alumnos y recursos, y profesor, recursos y alumnos. La faceta me-
diacional incluye los conocimientos que deberia tener un profesor
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para usar y evaluar la pertinencia del uso de materiales y recursos
tecnologicos para potenciar el aprendizaje de un objeto matematico
especifico, asi como la asignacion del tiempo a las distintas acciones
y procesos de aprendizaje.

6.3.3. Conocimientos sobre caracteristicas de los aprendizajes
de los estudiantes (facetas cognitiva y afectiva)

El programa de DPD deberia proporcionar oportunidades de
aprendizaje de los conocimientos y competencias indicadas en la
Tabla 6.3 sobre las facetas cognitiva y afectiva de los procesos de
instruccién que disefien, implementen y evalden.

Tabla 6.3. Conocimientos sobre caracteristicas de los aprendizajes
matemdticos de los estudiantes (facetas cognitiva y afectiva)

Faceta Componentes

Faceta cognitiva: Significados personales (aprendizajes)

El proceso formativo | -Promover la comprension de las situaciones-problemas,
debe promover en los representaciones, conceptos y propiedades.

profesores conoci- - Desarrollar la competencia comunicativa, procedimental
mientos, habilidades y argumentativa.

y disposiciones para
que: los objetivos

de aprendizaje sean
un reto cognitivo
alcanzable para los
estudiantes, teniendo
en cuenta sus cir-
cunstancias persona-
les y contextuales; los
significados perso-
nales logrados por
los estudiantes sean
concordantes con los

Relaciones (conexiones)

-Promover que el aprendizaje sea de tipo relacional, de
modo que los estudiantes sean capaces de comprender
y relacionar los distintos significados incluidos en el
proceso de ensefianza y los objetos implicados.

Procesos

- Promover el desarrollo de la competencia del estudiante
para implementar procesos matematicos especificos del
contenido (modelizacion, generalizacion, planteamiento
y resolucion de problemas, prueba, representacion . . . )
y procesos metacognitivos (reflexion sobre los propios
procesos de pensamiento matematico).

significados institu- Conocimientos previos

cionales planificados - Tener en cuenta los conocimientos previos que tienen
y la evaluacion de los estudiantes para abordar el estudio del contenido
los aprendizajes pretendido.

sirva para mejorar el
proceso instruccional.

Diferencias individuales

- Apoyar el aprendizaje de los estudiantes teniendo en
cuenta sus diferencias individuales en los conocimientos
previos, estilos de aprendizaje y niveles de comprension
y competencia.
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Evaluacion de los aprendizajes

- Comprobar regularmente el progreso de los aprendizajes
para tomar decisiones instruccionales de mejora (evalua-
cion formativa).

Afectiva: Emociones
El proceso formativo | -Planificar situaciones para la identificacién y discusion
debe promover en los | de las emociones a fin de evitar el rechazo, la fobia o
profesores conoci- miedo a las matematicas.
mientos, habilidades -Resaltar las cualidades de estética y precision de las
y disposiciones para matemadticas.
la instruccion mate- | Actitudes
matica implementada | -Promover que el estudiante asuma su responsabilidad
logre el mayor grado en el aprendizaje, esforzandose en la realizacion de
posible de implica- las tareas con perseverancia, tanto las que requieren
cion del alumnado indagacion personal como de recepcion y retencién de
(interés, motivacion, conocimientos.
autoestima), tenien- - Favorecer la argumentacion en situaciones de igualdad; el
do en cuenta sus argumento se valora en si mismo y no por quién lo dice.
creencias sobre las Creencias
matematicas y su - Identificar las creencias de los estudiantes sobre las
aprendizaje. matematicas y su enseflanza que puedan condicionar
los aprendizajes y tenerlas en cuenta en el proceso
instruccional.

Valores-identidad

- Promover la autoestima para que los estudiantes se
sientan capaces de aportar conjeturas y soluciones a los
problemas planteados, apoyandose en argumentos mate-
maticos para convencer a los demds de la validez de sus
afirmaciones, construyendo de este modo una identidad
matemadtica positiva.

- Intereses y necesidades

- Proponer tareas que se sean de interés para los alumnos
y que estén a su alcance.

- Proponer situaciones que permitan valorar la utilidad de
las matematicas en la vida cotidiana y profesional.

El acoplamiento progresivo entre los significados personales ini-
ciales de los estudiantes y los significados institucionales previstos o
efectivamente implementados se logra mediante su participacién en
la comunidad de practicas generada en la clase. Las facetas cognitiva
y afectiva, tal como se definen en el EOS, juntas proporcionan una
mejor aproximacion y entendimiento de los conocimientos que debe-
rian tener los profesores de matematicas sobre las caracteristicas y as-
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pectos relacionados con la forma de pensar, conocer, actuar y sentirse,
de los estudiantes a propésito de la actividad matematica que reali-
zan. La faceta cognitiva, por un lado, proporciona a los profesores los
conocimientos necesarios para «reflexionar y evaluar» la proximidad
o grado de ajuste de los significados personales (conocimientos de los
estudiantes) respecto de los institucionales (conocimiento desde el
punto de vista histérico-cultural). Para ello, el profesor debe ser capaz
de prever (durante la planificacién o disefio) y tratar (durante la im-
plementacion), a partir de las producciones de los estudiantes, o pro-
ducciones esperadas, posibles respuestas a un problema determinado,
concepciones errdneas, conflictos o errores que surjan a proposito de
la solucion, vinculos (matematicamente correctos o no) entre el objeto
matemadtico estudiado y otros objetos matematicos requeridos para
resolver el problema. La faceta afectiva, por otro lado, versa sobre
los conocimientos que son necesarios para comprender y tratar los
estados de animo de los estudiantes, los aspectos que los motivan o
no a resolver los problemas, etc. En general, se trata de conocimientos
que ayudan a describir las experiencias y sensaciones de los estu-
diantes dentro de una clase concreta o con un problema matematico
determinado, en un nivel educativo especifico, teniendo en cuenta los
aspectos que se vinculan con la faceta ecologica.

Estas dos facetas (cognitiva y afectiva) integran y expanden las
ideas de Shulman (1987, p. 8) —conocimiento sobre los estudiantes y
sus caracteristicas—, Schoenfeld y Kilpatrick (2008) —sobre conocer a
los estudiantes como personas que piensan y aprenden—, Grossman
(1990, p. 8) —sobre la comprension de los estudiantes, sus concep-
ciones y concepciones erréneas de topicos particulares—, y de Hill,
Thames ef al. (2008, p. 375) —sobre el conocimiento del contenido y
los estudiantes.

6.3.4. Modelo CDM ampliado

La Figura 6.3 resume las categorias de los conocimientos didac-
tico-matematicos requeridos para el disefio, implementacion y eva-
luacion de procesos educativos-instruccion sobre matematicas que
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deberia tener el profesor para optimizarlos, clasificados segun facetas
y componentes.

En la parte inferior de la Figura 6.3 incluimos también informacion
sobre dos categorias de conocimientos del profesor relacionadas con
la dimension matematica, esto es, el conocimiento matematico per se,
que el profesor debe tener. Segun explicamos en Pino-Fan y Godino
(2015), el conocimiento comun del contenido es aquel conocimiento,
sobre un objeto matematico concreto (por ejemplo, la derivada), que
es suficiente para resolver los problemas o tareas propuestas en el cu-
rriculo de matematicas (o planes de estudio) y en los libros de texto,
de un nivel educativo determinado (por ejemplo, bachillerato). Se trata
de un conocimiento que es compartido entre el profesor y los estu-
diantes. El conocimiento ampliado del contenido es el que debe tener
el profesor sobre las nociones matematicas que se estan estudiando en
un momento puntual (por ejemplo, la derivada), y las que estain mas
adelante en el curriculo (por ejemplo, la integral en bachillerato, o el
teorema fundamental del calculo y ecuaciones diferenciales en univer-
sidad). El conocimiento ampliado del contenido provee al profesor las
bases matematicas necesarias para plantear nuevos retos matematicos
en el aula, vincular el objeto matematico que se estd estudiando con
otras nociones matematicas y encaminar a los alumnos al estudio de
las nociones matematicas subsecuentes al objeto de estudio.

La version del CDM que presentamos en esta seccion desarrolla la
incluida en Godino (2009) y Pino-Fan y Godino (2015) en varios as-
pectos. Mantenemos las seis facetas, pero reorganizamos sus compo-
nentes, principalmente las correspondientes a las facetas epistémica
y cognitiva segtin el modelo de estructura de un proceso educati-
vo-instruccional elaborado en el Capitulo 4. Ademas, formulamos
descripciones de conocimientos generales para cada faceta y especi-
ficos de las distintas componentes. Consideramos que la dimension
matematica de los conocimientos del profesor (Pino-Fan y Godino,
2015) esta incluida dentro de la faceta epistémica al considerar que
la formacion matematica del profesor deberia tener una orientacion
especializada para la ensefianza.
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Figura 6.3. Facetas y componentes del conocimiento
del profesor (Godino et al, 2016, p. 292)

6.3.5. Modelo de competencias didactico-matematicas

Los procesos formativos de profesores deben desarrollar no solo
conocimientos que le permitan comprender los procesos de ensefian-
za y aprendizaje, sino también competencias, esto es, habilidades y
disposiciones para realizar las acciones requeridas. En las secciones
anteriores hemos usado la estructura de los procesos educativos y la
de la idoneidad didactica para reformular el modelo CDM de conoci-
mientos didactico-matematicos. El EOS aporta diversas herramientas
que ayudan no solo a analizar y comprender los procesos educati-
vo-instruccionales sino también para intervenir en la realizacion de
las actividades de disefio, planificacién y evaluacion. Un objetivo de
los procesos formativos deberia ser que los profesores desarrollen
competencias para el uso de dichas herramientas. Se trata de desarro-
llar la competencia general de disefio e intervencion didactica com-
puesta de las cinco subcompetencias que describimos a continuacion
siguiendo el trabajo de Godino et al. (2017).
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Competencia de andlisis significados globales

Esta competencia se requiere cuando el profesor trata de respon-
der a las cuestiones:
* (Cuales son los significados de los objetos matematicos implica-
dos en el estudio del contenido pretendido?
* ¢Como se articulan entre si?

En la fase preliminar del proceso de disefio instruccional, los sig-
nificados son entendidos, de manera pragmatica, como sistemas de
practicas, cuyo objetivo es construir un modelo de referencia que
delimite los tipos de problemas abordados y las practicas operati-
vas y discursivas requeridas para su resolucién. Supongamos que se
estudian las fracciones. El profesor debe poder caracterizar tanto las
practicas institucionales (diferentes significados institucionales de las
fracciones, como razon, parte-todo etc.), teniendo en cuenta los diver-
sos contextos donde tales problemas se presentan, como las practicas
personales esperadas del alumno (significados personales que puedan
adquirir los alumnos sobre las fracciones).

El conocimiento de la nocién «sistemas de practicas matematicas
operativas y discursivas, y sus diversos tipos» (Godino et al, 2007, p.
129) se corresponde con una competencia de analisis de significados
globales. El foco de atencion, ahora, es la identificacion de las situacio-
nes-problemas que aportan los significados parciales o sentidos para
los objetos, o temas matematicos bajo estudio, y las practicas ope-
rativas y discursivas que se deben poner en juego en su resolucion.
En el ejemplo dado, la busqueda de situaciones que de sentido a los
diferentes significados de las fracciones.

Competencia de andlisis ontosemidtico de prdcticas matemdticas
Como se ha indicado, en la resolucién de tareas matematicas in-
terviene y emerge una trama de objetos que hacen posible la reali-
zacion de las practicas correspondientes. Dichos objetos deben ser
reconocidos, de manera explicita, por el alumno para progresar en la
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construccion del conocimiento. La identificacion por parte del profe-
sor de los objetos y procesos intervinientes en las practicas matema-
ticas es una competencia que le permitira comprender la progresion
de los aprendizajes, gestionar los necesarios procesos de instituciona-
lizacién y evaluar las competencias matematicas de los alumnos. Se
trata, por tanto, de responder a las cuestiones:

* ¢Cuales son las configuraciones de objetos y procesos matema-
ticos implicados en las practicas que constituyen los diversos
significados de los contenidos pretendidos? (configuraciones
epistémicas).

* ¢Cuales son las configuraciones de objetos y procesos puestas en
juego por los alumnos en la resolucion de los problemas? (con-
figuraciones cognitivas).

El profesor de matematicas debe conocer y comprender la idea de
configuracion de objetos y procesos y ser capaz de usarla de manera
competente en los procesos de disefio didactico. Se trata de la com-
petencia de anilisis ontosemi6tico de las practicas matematicas im-
plicadas en la solucion de las tareas instruccionales.

Competencia de andlisis y gestion de configuraciones diddcticas

El profesor de matematicas debe conocer y comprender la nocion
de configuracion didactica (Capitulo 4), introducida como herramien-
ta para el analisis de las interacciones, personales y materiales, en los
procesos de estudio matematico. Es decir, debe conocer los diversos
tipos de configuraciones didacticas que se pueden implementar y sus
efectos sobre el aprendizaje de los estudiantes. Ademas, ha de tener
competencia para su uso pertinente en la implementacion de los
disefios instruccionales, esto es, habilidad para la gestion de confi-
guraciones didacticas. Debe poder responder al problema docente de
como ensefiar un contenido especifico, que en el EOS se concreta del
siguiente modo:
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* ¢Qué tipos de interacciones entre personas y recursos se imple-
mentan en los procesos instruccionales y cuales son sus conse-
cuencias sobre el aprendizaje?

* ¢{Coémo gestionar las interacciones para optimizar el aprendizaje?

Competencia de andlisis normativo

Las distintas fases del proceso de disefio didactico estan apoyadas y
son dependientes de una trama compleja de normas, de distinto origen
y naturaleza (Godino ef al, 2009) y metanormas (D’Amore et al, 2007),
cuyo reconocimiento explicito es necesario para poder comprender
el desarrollo de los procesos de estudio matemdtico y encauzarlos
hacia niveles 6ptimos de idoneidad. Por ejemplo, al estudiar las fraccio-
nes aparecen normas sobre su escritura o su forma de representacion
grifica. También, hay normas no matematicas, como el tiempo dedi-
cado al tema de las fracciones, libro que tiene el alumno o fechas en
que se realiza la evaluacion. El profesor de matematicas debe conocer,
comprender y valorar la dimensién normativa y usarla de manera
competente, siendo necesario, por tanto, disefiar acciones formativas
para un uso instrumental de la misma. Se trata de desarrollar la com-
petencia de analisis normativo de los procesos de estudio matematico
para responder a las cuestiones:

* (Qué normas condicionan el desarrollo de los procesos

instruccionales?

* ¢Quién, como y cuando se establecen las normas?

* ¢Cuales y como se pueden cambiar para optimizar el aprendizaje

matematico?

Competencia de andlisis y valoracion de la idoneidad diddctica

Las cuestiones profesionales, mencionadas anteriormente, implican
una mirada a nivel microscépico de la practica docente, esto es, reali-
zar analisis pormenorizados de actividades de resolucion de problemas
o de ensefianza y aprendizaje puntuales. En el EOS se ha introducido la
nocion de idoneidad didactica, que orienta el analisis a nivel macrosco-
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pico de los procesos de estudio matematico. Fijado un tema especifico
en un contexto educativo determinado, por ejemplo, el estudio de las
ecuaciones de segundo grado en educacién secundaria, la nocién de
idoneidad didactica lleva a plantear las cuestiones,

* (Cual es el grado de idoneidad didactica del proceso de ense-
flanza-aprendizaje implementado sobre las ecuaciones de segundo
grado?

* ¢Qué cambios se deberian introducir en el disefio e implementa-
ci6n del proceso de estudio para incrementar su idoneidad didac-
tica en un proximo ciclo de experimentacion?

Para poder emitir un juicio fundamentado sobre la idoneidad didac-
tica de un proceso de estudio matemadtico es imprescindible recons-
truir los significados de referencia didactica del tema correspondiente.
Ello requiere proceder a una revision sistematica de los resultados de
las investigaciones e innovaciones realizadas en educacién matemadtica
sobre los aspectos epistémicos, ecologicos, cognitivos, afectivos, inte-
raccionales y mediacionales. Esto lleva a plantear una cuestién previa:

* ¢Cuales son los conocimientos didactico-matematicos resultados

de las investigaciones e innovaciones previas realizadas sobre la
ensefianza-aprendizaje de las ecuaciones de segundo grado?

La idoneidad didactica se ha introducido como una herramienta de
apoyo para la reflexion global sobre la practica didactica, su valoracion
y mejora progresiva. El profesor de matematicas debe conocer, com-
prender y valorar esta herramienta y adquirir competencia para su
uso pertinente. Se trata de la competencia de anilisis de la idoneidad
didactica de los procesos de estudio matematicos.

Competencia general de andlisis e intervencion diddctica

Las competencias descritas anteriormente son subcompetencias de
una mas amplia, propia del profesor de matematicas, que es la de ana-
lisis e intervencion didactica, como se representa en la Figura 6.5. La
articulacion de las competencias y conocimientos didacticos se puede
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hacer, de manera natural, en el EOS. En efecto, las practicas matemati-
cas y didacticas son acciones del sujeto orientadas a resolver un proble-
ma o realizar una tarea (no son meras conductas o comportamientos).
Estas practicas pueden ser de tipo discursivo-declarativo, indicando la
posesion de conocimientos, o de tipo operatorio-procedimental, indi-
cando una capacidad o competencia. Ambos tipos estan imbricados,
de manera que la realizacion eficiente de practicas operatorias conlleva
la puesta en accién de conocimientos declarativos, que pueden referir-
se a la descripcion de los instrumentos usados o a resultados previa-
mente obtenidos que deben ser activados. A su vez, la comprension de
los conocimientos declarativos requiere que el sujeto esté enfrentado a
las situaciones que proporcionan la razon de ser de tales conocimien-
tos e implicado (disposicion para la accién) en su resolucion eficiente
(Figura 6.4).

La inclusion de las competencias descritas en este apartado en el
modelo de conocimientos didactico-matematicos da lugar al modelo
de conocimientos y competencias didactico-matematicas del profesor
de matematicas (Godino et al, 2017) (Modelo CCDM-Profesor).

Anilisis cor?ﬁes:iriré;?les
normativo didacticas

Competencia de
andlisis e
intervencion
didactica

Analisis
ontosemidtico
de las practicas

Andlisis de la
idoneidad
didactica

SISTEMA DE
PRACTICAS

Anilisis de
significados globales

Figura 6.4. Componentes de la competencia de analisis
e intervencion didactica (Godino ef al, 2016, p. 295)
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6.3.6. Libros Edumat-Maestros y el modelo CCDM-Profesor

Los sistemas de categorias de conocimientos que deberian tener
los profesores de matematicas para favorecer el aprendizaje son
contenedores para clasificar los conocimientos segtn diversos cri-
terios, pero no especifican cuiles son tales conocimientos para los
diversos bloques de contenido (aritmética, geometria, etc.). Los libros
Edumat-Maestros (Godino et al, 2004a; 2004b) complementan estos
modelos tedricos al desarrollar efectivamente los conocimientos y
habilidades matematicas y didacticas para el disefio de programas y
acciones formativas sobre matematicas (profesor de matematicas de
educacion primaria) y sobre didactica de las matematicas (formador
de profesores). Seguidamente analizamos las caracteristicas de estos
libros desde la perspectiva del modelo CCDM.

Matematicas para maestros. Conocimiento comun y ampliado
del contenido

El libro Matemaiticas para maestros (Godino et al, 2004a) es un
recurso que incluye los conocimientos que los maestros deberian
tener para disefiar procesos de instrucciéon matematica en los dis-
tintos niveles de educacion primaria. Define lo que se puede con-
siderar «matematicas idoneas» tanto para los escolares de primaria
(conocimiento comun), como para los maestros encargados de su
ensefianza (conocimiento ampliado). Veamos las caracteristicas de
los procesos instruccionales de matematicas que el texto propone
para las diferentes facetas del modelo CCDM.

Facetas epistémica y ecoldgica

El texto incluye los distintos bloques de contenido curricular
propios para la educacion primaria: Sistemas numéricos; propor-
cionalidad; geometria; magnitudes; estocastica; razonamiento alge-
braico. El bloque de sistemas numéricos es el mas extenso y se
compone de seis capitulos (Numeros naturales. Sistemas de numera-
cién; Adicion y sustraccion; Multiplicacion y division; Fracciones y
nimeros racionales; Numeros y expresiones decimales; Numeros po-
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sitivos y negativos). La geometria se aborda en tres capitulos (Figuras
geométricas; Transformaciones geométricas. Simetria y semejanza;
Orientacion espacial). Las magnitudes incluyen un capitulo sobre
el concepto de magnitud y su medida y otro sobre las magnitudes
geométricas. El bloque de estocastica se agrupa en dos capitulos
(Estadistica; Probabilidad), mientras que la proporcionalidad y el
razonamiento algebraico se desarrollan en un capitulo cada uno de
ellos. El estudio de cada capitulo incluye dos secciones:

A: Contextualizacion profesional. En esta seccion se incluye una
coleccién de problemas y ejercicios extraidos de libros de educacion
primaria para los cuales se pide al profesor en formacion resolverlos,
analizar los conceptos y procedimientos implicados en la solucion
y formular otros problemas relacionados con los problemas dados.
Con estas consignas se comparte con los profesores en formacion
una vision de las matematicas centrada en la resolucién de proble-
mas y se desarrolla la competencia de su formulacién y analisis.

B: Conocimientos matemadticos. Las matematicas se entienden como
actividad de resolucién de problemas y también como sistema de
objetos relacionados (conocimientos). En consecuencia, en cada ca-
pitulo se describe con detalle los conocimientos correspondientes.
En cada leccion se incluyen ejemplos introductorios que motivan los
contenidos y un apartado final denominado «Taller de matematicas»,
donde se proponen problemas complementarios para su resolucion.

Para la trama de objetos conceptuales que caracterizan cada
contenido se estudian diversos significados (intuitivos y formales),
las definiciones, propiedades y procedimientos con sus respectivas
justificaciones y el uso de diversos sistemas de representacion. El
estudio, por ejemplo, de los nimeros se inicia en educacion infantil
y se progresa en sucesivos niveles de complejidad en primaria y
secundaria. Esto lleva a que los profesores tengan una vision amplia
de los diversos significados y de su progresiva generalidad y forma-
lizacion, lo cual les capacita para disefiar trayectorias de aprendizaje
fundamentadas para los diferentes niveles de educacion primaria.
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Facetas interaccional y mediacional

El modelo de ensefianza y aprendizaje de las matematicas que se
propone de manera implicita en el libro Matematicas para maestros
(esto es, los modos de interaccion profesor-estudiante-contenido),
tanto para los estudiantes de primaria como para los profesores se
explicita en la monografia Fundamentos de la ensefianza y aprendi-
zaje de las matemdticas (Godino, Batanero y Font, 2003). Sin restar
importancia a los enfoques constructivistas en el estudio de las
matematicas, consideramos necesario reconocer explicitamente el
papel crucial del profesor en la organizacion, direccién y promocion
de los aprendizajes de los estudiantes. Una instruccién matematica
significativa debe atribuir un papel clave a la interaccion social, a la
cooperacion, al discurso del profesor, a la comunicacion, ademas de
a la interaccion del sujeto con las situaciones-problemas. El maestro
en formacion debe ser consciente de la complejidad de la tarea de
la ensefianza si se desea lograr un aprendizaje matematico signifi-
cativo. Sera necesario disefiar y gestionar una variedad de tipos de
situaciones didacticas, implementar una variedad de patrones de
interaccion y tener en cuenta las normas, con frecuencia implicitas,
que regulan y condicionan la ensefianza y los aprendizajes.

En cuanto al uso de recursos o medios para la ensefianza y el
aprendizaje (faceta mediacional), el maestro debe tener una actitud
propicia al uso de materiales manipulativos, incardinados como
elementos de las situaciones didacticas, pero al mismo tiempo es ne-
cesario que adopte una actitud critica al uso indiscriminado de tales
recursos. Razonamos que el material manipulativo (sea tangible o
grafico-textual) puede ser un puente entre la realidad y los objetos
matematicos, pero es necesario adoptar precauciones para no caer
en un empirismo ciego ni en un formalismo estéril.

Facetas cognitiva y afectiva

Los procesos de aprendizaje matematico que se proponen en el
libro Matematicas para maestros pretenden partir de los conoci-
mientos previos de los estudiantes y desarrollar los nuevos conoci-
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mientos y competencias requeridas para una ensefianza idonea en
la educacion primaria. La primera seccion de cada capitulo, A. Con-
textualizacion profesional, tiene el objetivo de evocar conocimientos
propios de educacion primaria (conocimiento comun del contenido)
y al mismo tiempo motivar (faceta afectiva) el estudio al relacionar-
lo con el ejercicio de la profesion. Las matematicas que se estudian
estan estrechamente relacionadas con las necesidades profesionales
del maestro. Los contenidos incluidos en cada capitulo garantizan
el desarrollo de la comprension de los tipos de situaciones mate-
maticas propias de educacion primaria, asi como la comprension
de los conceptos y proposiciones y el desarrollo de la competencia
procedimental, argumentativa y comunicativa que ponen en juego
en la solucion de las situaciones-problemas.

El proceso de estudio de las matematicas que se propone a los
maestros en formacion, apoyado en el uso de los libros Matemdticas
para maestros y Fundamentos de la ensefianza y aprendizaje de las
matemdticas, reune caracteristicas idoneas (Godino et al, 2023) en
las diferentes facetas, de manera que el modelo didactico que viven
en su proceso formativo sea transferible a los niveles de educacion
primaria que ellos deben disefiar e implementar.

6.4. Criterios de idoneidad de las actividades de
formacion y aprendizaje docente

Hemos elaborado el modelo de estructura de un proceso de edu-
cativo-instruccional incluido en la Figura 4.1 (Capitulo 4) pensan-
do en la ensefianza y aprendizaje de contenidos matematicos. Pero
también es aplicable a otros contenidos, y en particular a las com-
petencias y conocimientos didactico-matematicos, cuyo aprendizaje
es el objeto/motivo de la actividad de desarrollo profesional docente.

Seguidamente formulamos criterios de idoneidad de los procesos
formativos. En la Seccion 6.6 interpretaremos estos criterios en tér-
minos de conocimientos y competencias, en este caso del formador,
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dando lugar al modelo CCDM-Formador. El criterio general de ido-
neidad de los procesos formativos lo formulamos en los siguientes
términos:

El proceso formativo debe garantizar que los profesores de matema-
ticas adquieran los conocimientos y competencias para fundamentar,
disefar, implementar y evaluar procesos educativos-instruccionales
de matemdticas con alta idoneidad didactica (facetas epistémica y
cognitiva). Ademads, debera disponer y usar de los recursos formati-
vos idoneos, implementar patrones de interaccién que optimicen el
aprendizaje docente y tener en cuenta los factores afectivos y ecolo-
gicos implicados.

La faceta epistémica del proceso formativo (Proceso II, Figura 6.2)
estd constituida por el sistema de conocimientos y competencias
del modelo CCDM-Profesor, referido a los procesos de instruccion
matematica, objeto de la actividad docente. En consecuencia, los
criterios de idoneidad didactica del Capitulo 5 se interpretan como
criterios de idoneidad epistémica del proceso formativo. Seguida-
mente elaboramos los criterios de idoneidad en las restantes facetas.

6.4.1. Criterios para las facetas interaccional, mediacional y
ecoldgica del proceso formativo

Los criterios de idoneidad parciales para las facetas interaccional,
mediacional y ecolégica del proceso de formacion didactico-mate-
matica de los profesores estan incluidos en la Tabla 6.4. También
formulamos criterios especificos para los componentes de las res-
pectivas facetas.
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Tabla 6.4. Criterios sobre las facetas interaccional,
mediacional y ecologica del proceso formativo

Criterios parciales

Criterios especificos

Faceta interaccional

Las configuraciones y
trayectorias didacticas del
proceso formativo deberian
permitir identificar los
conflictos semi6ticos po-
tenciales sobre los conteni-
dos de aprendizaje y poner
los medios adecuados para
su resolucion.

El proceso formativo deberia:

a.

Tener en cuenta el papel de los distintos patro-
nes de interaccion en el aprendizaje matemati-
co (dialéctica entre autonomia del estudiante e
institucionalizacion).

Aplicar estrategias para la evaluacion formativa
de los aprendizajes de los profesores.

Identificar y resolver conflictos de significado y
dificultades de aprendizaje relacionadas con los
modos de interaccion en el aula.

Desarrollar competencias comunicativas y de
trabajo auténomo de los profesores.

Faceta mediacional

El proceso formativo
deberia disponer de los
recursos materiales y
temporales adecuados para
la implementacion de las
tareas formativas.

El proceso formativo deberia:

a.

Tener en cuenta el papel de los recursos mani-
pulativos e informaticos en el aprendizaje mate-
matico y didactico-matematico, sus posibilidades
y limitaciones.

Asignar un tiempo de ensefianza adecuado a las
distintas tareas formativas.

Integrar el uso de las Tecnologias de la Informa-
cion y Comunicacion y los recursos materiales
en las tareas formativas.

Faceta ecologica

El proceso formativo
deberia estar en concor-
dancia con el proyecto
educativo del centro y

la sociedad, teniendo en
cuenta los condicionamien-
tos del entorno en que se
desarrolla y las innovacio-
nes basadas en la investiga-
cion educativa.

El proceso formativo deberia tener en cuenta:

a.

b.

Las orientaciones curriculares sobre DPD y su
fundamentacion.

Los resultados de la investigacion en formacion
de profesores.

La busqueda, seleccion y adaptacion de buenas
practicas que impliquen el uso del contexto real
y la interdisciplinariedad en la formacion de
profesores, asi como el uso de la tecnologia.

Los condicionantes y restricciones del entorno
social en la ensefanza y aprendizaje de las ma-
tematicas y su didactica (factores econémicos,
politicos, culturales).

La formaci6n en valores democraticos y el pen-
samiento critico de los profesores.

El uso de recursos manipulativos e informaticos de manera perti-

nente y oportuna para el aprendizaje de temas matematicos especifi-

cos es un componente del conocimiento especializado del contenido
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y forma parte, por tanto, de las expectativas de aprendizaje del profe-
sor. Es oportuno el uso de recursos informaticos y audiovisuales para
el planteamiento de casos relacionados con la practica de la ensefian-
za y el anilisis retrospectivo de los mismos. Asi mismo, se deberan
usar los recursos disponibles para comunicacion virtual (foros y pla-
taformas virtuales).

Dada la amplitud de los conocimientos didactico-matematicos re-
lativos a los distintos bloques de contenido y temas especificos, es
probable que no se disponga de tiempo suficiente para un estudio
sistematico de los mismos durante el tiempo de ensefianza asignado a
la materia. Esto llevara a seleccionar algunas unidades tematicas cuya
planificacion y analisis didactico se realizara en el tiempo disponible;
tales unidades deberan tener unas caracteristicas prototipicas, esto es,
ser representativas del conjunto de temas a estudiar. Los contenidos y
actividades formativas giran sobre el desarrollo profesional del pro-
fesor de matematicas, teniendo en cuenta e integrando los aportes de
las restantes materias del curriculo y areas disciplinares.

La idoneidad ecoldgica se refiere al grado en que el programa de
desarrollo profesional resulta adecuado dentro del entorno en que se
desarrolla, esto es, el contexto socioprofesional y los planes de estudio
o programas establecidos por la autoridad educativa. En el proceso
formativo se debe ajustar la planificacién de las actividades forma-
tivas a estas directrices. Ademas, se deben tener en cuenta los resul-
tados de la investigacion en formacion de profesores en las distintas
dimensiones que esta adquiere (caracterizacion de los conocimientos
y competencias didactico-matematicos que requieren los profesores
para el ejercicio de su profesion, dificultades y limitaciones en su
adquisicion, propuestas de intervencion con profesores, etc.).

6.4.2. Criterios sobre las facetas cognitiva y afectiva del proceso
formativo

Los criterios de idoneidad parciales para las facetas cognitiva y
afectiva del proceso de formacion didactico-matematica de los profe-
sores estan incluidos en la Tabla 6.5.

360



Tabla 6.5. Criterios sobre caracteristicas de los
aprendizajes diddctico-matemadticos de los profesores

Criterio parcial

Criterios especificos segin componentes

Faceta cognitiva:

Los objetivos de
aprendizaje del conte-
nido matematico per
se'y del conocimiento
didactico-matematico
especializado deben
garantizar que los
profesores adquieren
las competencias
necesarias para la
planificacion, imple-
mentacion y evalua-
cion de procesos de
instruccion matemati-
ca con alta idoneidad
didactica.

Significados personales
En el proceso formativo se deberia:

a.  Promover una vision antropologica de las matematicas en
la que se reconozca la diversidad de significados y las
configuraciones de objetos y procesos implicados.

b.  b) Reconocer las implicaciones de esta vision en la gestion
de los patrones de interaccion y el uso de recursos
didacticos.

Relaciones (conexiones)

El aprendizaje del conocimiento matematico y el didactico-mate-
matico deberia ser de tipo relacional, de modo que los profe-
sores sean capaces de comprender y relacionar los distintos
significados incluidos en el proceso de ensefianza y objetos
implicados.

Procesos
En el proceso formativo se deberia:

a.  Promover la competencia del profesor para implementar
procesos matematicos especificos del contenido mate-
matico (modelizacion, generalizacion, resolucion o plan-
teamiento de problemas, prueba, representacion...) y
metacognitivos (reflexion sobre los propios procesos de
pensamiento matematico).

b. Promover las competencias del profesor para llevar a cabo
los procesos de planificacion, implementacion y evalua-
cion de procesos de instruccion matematica.

Conocimientos previos

El proceso formativo deberia tener en cuenta los conocimientos
previos que tienen los profesores sobre el contenido matemati-
co y el conocimiento especializado (didactico-matematico).

Diferencias individuales

El proceso formativo deberia tener en cuenta las diferencias
individuales y estilos de aprendizaje de los profesores sobre
el contenido matematico y el conocimiento especializado
(didactico-matematico).

Evaluacion de los aprendizajes docentes

Aplicar instrumentos de evaluacion (guiones de observacion,
entrevistas, cuestionarios, pruebas de ensayo, portafolios), que
permitan evaluar en los profesores distintos niveles de com-
prension conceptual y proposicional, competencia comunica-
tiva y argumentativa, fluencia procedimental y competencia
metacognitiva, tanto del conocimiento matematico per se como
para el conocimiento especializado del contenido.
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Faceta afectiva: En el proceso formativo se deberia:
En el proceso formati- | a. Buscar, seleccionar y adaptar tareas/situaciones pertene-

vo se deberia lograr el cientes al campo de intereses de los profesores y que sean
mayor grado posible de utilidad en la vida cotidiana y profesional.

de implicacion del b.  Organizar y gestionar las interacciones en el aula que pro-
profesor (interés, mo- muevan la autoestima, la participacion, la perseverancia y
tivacion, autoestima, responsabilidad en el estudio de todos los participantes.
disposicion), asi como | c. Contemplar la evaluacion de las creencias y valores sobre
tener en cuenta las la matemadtica y su enseflanza de los profesores, la re-
creencias y valores de flexion sobre las mismas y su posible evolucion.

los profesores sobre
las matematicas y su
ensefnanza.

El principal indicador de idoneidad cognitiva del proceso forma-
tivo sera el logro efectivo de las expectativas de aprendizaje sobre el
contenido matematico y didactico-matematico de los profesores, para
cuya evaluacion formativa y sumativa el formador debera aplicar el
sistema de métodos y técnicas usuales en la investigaciéon educativa
(pruebas escritas, cuestionarios, guiones de observacion y entrevista,
portafolios).

La adecuada conexién teoria-practica y la seleccion de situaciones
reales que puedan encontrar en su futura practica profesional para
analizar y reflexionar, seran indicadores de idoneidad afectiva, pues
ayudaran a fomentar el interés, la motivacion y el compromiso de
los profesores en formacion. Una consideracion especial tendra el
componente de las creencias y valores de los profesores sobre las
matematicas y su enseflanza, componente que diversos autores inclu-
yen dentro de la dimension afectiva (DeBellis y Goldin, 2006; Goldin,
2000; Philipp, 2007).
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6.5. Sistema de conocimientos y competencias del
formador de profesores de matematicas

En la Seccién 6.4. hemos identificado un sistema de criterios de
idoneidad de los procesos de formacion de profesores de matemati-
cas, esto es, de los procesos de ensefianza y aprendizaje de didactica
de las matematicas (Proceso II de la Figura 6.2). Dado que estos
procesos son disefiados, implementados y evaluados por el forma-
dor de profesores, se precisa indagar el sistema de conocimientos y
competencias del formador requeridas para realizar las actividades
que constituyen el proceso II (Figura 6.2) de manera idénea. Se trata
de interpretar el sistema de criterios en términos de conocimientos
y competencias.

6.5.1. Modelo CCDM-Formador

El sistema CCDM-Profesor constituye la faceta epistémica del
sistema CCDM-Formador, esto es, el formador deberia tener los cono-
cimientos y competencias matematicas y didactico-matematicas del
profesor de matematicas; de lo contrario, estariamos en una situaciéon
de «ensefiar lo que no se sabe» lo cual no parece pertinente. Ademas,
el formador deberia tener los conocimientos y competencias necesa-
rias para fundamentar, disefiar, implementar y evaluar procesos for-
mativos idéneos sobre didactica de las matemadticas. Es decir, para
ponderar los criterios parciales de idoneidad: epistémica, ecologica,
mediacional, interaccional, cognitiva y afectiva, teniendo en cuenta
las circunstancias que condicionan los procesos de desarrollo profe-
sional docente en matematicas.

En la Figura 6.5 representamos los elementos que configu-
ran el modelo CCDM-Formador y sus relaciones con el modelo
CCDM-Profesor.
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Sistema de criterios de idoneidad del proceso
educativo-instruccional de
MATEMATICAS

Actividad 1: Formacin de profesores. @
de matematicas
Sujeto 1: FORMADOR y de o

Objeto 1: Programas de DPD ntos y

y dida del
‘Actividad 2: Aprendizaje docente PROFESOR
Sujsto 2; PROFESOR-ESTUDIANTE (Modelo CCMDM-Profesor)

Objeto 2: Aprender a ensefar matematicas.

Actividad 3: Enseianza dé las mateméticas
Sujeto 3: PROFESOR-DOCENTE
Objeta 3: Procesos de instruccién matematica

Actividad 4: Aprendizaje de las matematicas

Sujeto 4: ESTUDIANTE

Obisto 4; Comprensidn y competencia ivo-i i
ma‘mmaﬂe: P Lheals educativo-instruccional de

DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

—

Sistema de criterios de idoneidad del prucesoJ

PROGESO I: INSTRUGGION MATEMATICA

\ PROCESO li: INSTRUCCION DIDA CWTEMWCJ

<+

S de i y P i
didacticas del FORMADOR

MODELO DE CONOCIMIENTOS Y
COMPETENCIAS MATEMATICAS Y
DIDACTICO-MATEMATICAS DEL FORMADOR
{Modelo CCMDM-Formador

Figura 6.5. Modelo de conocimientos y
competencias del formador de profesores

6.5.2. Libros Edumat-Maestros y el modelo CCDM-Formador

El libro Diddctica de las matemdticas para maestros (Godino et al,
2004b) es un recurso que desarrolla los conocimientos de didactica
de las matematicas que los formadores de profesores deberian tener
en cuenta para diseflar procesos formativos de maestros. Este libro
incluye siete bloques de contenido didactico. En el primero, publica-
do previamente como la monografia Fundamentos de la ensefianza y
aprendizaje de las matemdticas para maestros (Godino, Batanero y Font,
2003), esta formado por cuatro capitulos: Perspectiva educativa de las
matematicas; Ensefianza y aprendizaje de las matematicas; Curriculo
matematico para la educacion primaria; Recursos para el estudio de
las matematicas. Cada uno de estos capitulos incluye tres secciones:
Contextualizacion profesional; Conocimientos didacticos; Seminario
didactico. Incluye también un listado de referencias bibliograficas
complementarias.
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En esta monografia ofrecemos una visién general de la educacion
matematica. Tratamos de crear un espacio de reflexion y estudio
sobre las matematicas, en cuanto objeto de ensefianza y aprendi-
zaje, y sobre los instrumentos conceptuales y metodologicos de
indole general que la didactica de las matematicas estd generan-
do como campo de investigacion. Los seis principios del NCTM
(2000) —equidad, curriculo, ensefianza, aprendizaje, evaluacion y
tecnologia— describen cuestiones cruciales que, aunque no sean es-
pecificas de las matematicas escolares, estan profundamente inter-
conectadas con los programas de matematicas. Deben ser tenidos
en cuenta en el desarrollo de propuestas curriculares, la seleccion
de materiales, la planificacion de unidades didacticas, el disefio de
evaluaciones, las decisiones instruccionales en las clases, y el esta-
blecimiento de programas de apoyo para el desarrollo profesional
de los profesores

Cada capitulo de la monografia ha sido estructurado en tres sec-
ciones. En la primera, que denominamos «Contextualizacion», pro-
ponemos una situacion inicial de reflexion y discusion colectiva
sobre un aspecto del tema. En la segunda, «Desarrollo de conoci-
mientos», presentamos las principales posiciones e informaciones, asi
como una coleccion de actividades o tareas intercaladas en el texto
que pueden servir como situaciones introductorias a los distintos
apartados, o bien como complemento y evaluacién del estudio. La
tercera, «Seminario didactico» incluye una colecciéon de «problemas
de didactica de las matematicas» que amplian la reflexion y el ana-
lisis de los conocimientos propuestos en cada tema.

Didactica de los bloques de contenido matemdtico.
Conocimiento especializado del contenido

El libro Diddctica de las matemadticas para maestros (Godino et al,
2004) incluye, ademas de la monografia Fundamentos de la ensefian-
za y aprendizaje de las matemdticas, otros seis bloques de contenido
didactico que refieren a conocimientos didactico-matematicos espe-
cificos de los bloques de contenido matematico: sistemas numéricos;
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proporcionalidad; geometria; magnitudes; estocastica; razonamiento
algebraico. En cada capitulo se incluye los siguientes apartados:
Orientaciones curriculares; Desarrollo cognitivo y progresiéon en
el aprendizaje; Conflictos en el aprendizaje; Instrumentos de valua-
cion; Situaciones y recursos; Taller de didactica (Analisis de textos es-
colares, Diseflo de unidades didactica; Analisis de respuestas a tareas
de evaluacion).

En estos apartados se contempla el conocimiento didactico-ma-
tematico, que incluye aspectos de la cognicion matematica de los
contenidos especificos (desarrollo cognitivo, conflictos de aprendi-
zaje, instrumentos de evaluacién), ecoldgica (orientaciones curricu-
lares), mediacional (situaciones y recursos). El Taller de diddctica
corresponde a aspectos de la faceta mediacional e interaccional del
conocimiento del formador de profesores de matematicas al indicar
como contextualizar los conocimientos didactico-matematicos.

Los libros Edumat-Maestros son recursos valiosos para los profeso-
res de matematicas y los formadores de profesores al tener en cuenta
las diferentes facetas implicadas en los procesos educativos-instruccio-
nales sobre matematicas y didactica de las matematicas. Queda pen-
diente de abordar un nuevo desarrollo de este proyecto en el que se
amplie la monografia Fundamentos de la ensefianza y aprendizaje de las
matemadticas con la presentacion de las herramientas de analisis didac-
tico proporcionadas por el marco teérico del EOS. Asi mismo, en las
restantes monografias se pueden actualizar los resultados de la inves-
tigacion didactica e incluir talleres especificos para que los profesores
se apropien de dichas herramientas y puedan usarlas para la reflexion
sobre la practica docente.

6.6. Guias de andlisis de la idoneidad didactica de
procesos de DPD

En este capitulo hemos planteado el problema de identificar y
estructurar un sistema de principios o criterios para el disefio de
procesos formativos adecuados para el desarrollo profesional de los

366



profesores de matematicas. El desarrollo idoneo del Proceso I (ins-
truccion matematica) (Figura 6.2) requiere que el profesor aplique los
criterios de idoneidad presentados en el Capitulo 5 (Tablas 5.1A-B, 5.2,
5.3, 5.4, 5.5A-B y 5.6, 5.7 y 5.8). Este conjunto de tablas constituye una
Guia de Analisis de la Idoneidad Didactica para el profesor de mate-
maticas (GAID-Profesor). Complementadas con las Tablas 6.4 y 6.5 de
este Capitulo constituyen un instrumento de apoyo para el analisis y
reflexion sobre la idoneidad didactica de los procesos formativos que
lleva a cabo el formador de profesores. Nos referimos a este instru-
mento como GAID-Formador.

Los formadores de profesores deberian tener y desplegar un sistema
de conocimientos y competencias especificas para gestionar (disefiar,
implementar y evaluar) los procesos de formacion de profesores de
matematicas. El sistema de categorias de criterios de idoneidad que
forman el instrumento GAID-Formador distingue facetas, componen-
tes, subcomponentes y elementos de contenido para los dos procesos
relacionados (instruccion matematica y educacion didactico-matema-
tica). De ahi que podamos interpretarlo como un sistema de catego-
rias de conocimientos y competencias del formador de profesores.
Cada criterio, general y parcial, esta asociado o puede considerarse
una categoria de conocimientos y competencias especificas del for-
mador de profesores.

El instrumento GAID-Formador es un recurso para la reflexion en
las fases de disefio, implementacion o evaluacién de experiencias de
formacion. En la fase de disefio, el objetivo es anticipar y planificar un
proceso instruccional idéneo, adaptado al contexto, en sus diferentes
facetas y componentes. Durante la implementacion, la guia ayuda a
identificar los puntos criticos en los patrones de interaccion y a re-
conocer los conflictos semiéticos relacionados con la interpretacion
de las tareas y el discurso en el aula y con los conocimientos previos
y actitudes de los profesores en formacién. En la fase de evalua-
ci6n, ayuda a identificar los puntos débiles observados en el disefio
y la aplicacion de las facetas, los componentes y las interacciones, asi
como posibles mejoras en futuras intervenciones.
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Con el instrumento GAID-Formador hemos interpretado, ampliado
y aplicado al desarrollo profesional docente el concepto de idoneidad
didactica, creado en primer lugar para los procesos de instruccion
matematica (Godino, 2013; Godino et al, 2023). Es decir, a la actividad
cuyo sujeto es el formador de profesores y cuyo objetivo es desarro-
llar el conocimiento profesional (las matemadticas, su ensefianza y
aprendizaje) en los profesores.

La racionalidad que subyace a los criterios generales y especificos
de las diferentes facetas y componentes son los supuestos antropo-
logicos y pragmatistas del EOS y sus implicaciones en los procesos
educativo-instruccionales. En principio, cada teoria, escuela de pensa-
miento o incluso formador de profesores tiene su sistema de criterios
de idoneidad para mejorar la formacion del profesorado, aunque a
menudo no se expliciten. Este hecho abre un campo de indagacion
para identificar puntos en comun y complementariedades entre los
diferentes modelos y avanzar hacia un modelo unificado.

6.7. Ejemplo de investigacion realizada usando
herramientas de la teoria

Incluimos en esta seccién una sintesis del articulo de Godino et al.
(2018) en el que aplicamos herramientas del modelo CCDM-Profesor
al analisis de los conocimientos profesionales en el disefio y gestion
de una clase sobre semejanza de triangulos. Realizamos un analisis
retrospectivo de una accion formativa llevada a cabo con futuros
profesores de matematicas de secundaria, en la que se les presenta
un episodio de clase videograbado sobre semejanza de tridangulos
y se solicita la realizacién de un andlisis didactico. Las consignas
dadas a los futuros profesores fue describir, explicar y valorar el
contenido matematico puesto en juego, los roles del profesor y los
alumnos, el uso de recursos instruccionales, y el reconocimiento de
normas como factores explicativos de los comportamientos. Este tipo
de accion formativa muestra la necesidad y utilidad de disponer de
herramientas tedricas especificas que ayuden al profesor a reflexionar
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sistematicamente sobre la practica docente y tomar decisiones futuras
de manera justificada.

6.7.1. Descripcion de la accién formativa

La actividad tiene su origen en un conjunto de actividades de
iniciacion a la investigacién en educaciéon matematica, propuesta en
Godino y Neto (2013). Fue implementada como parte de una accién
formativa en el marco de un curso de master para la formacion de
profesores de matematicas de secundaria y consta de tres fases o
momentos:

Fase 1: Comentario de un texto

Lectura y discusion de un documento sobre las caracteristicas de
una clase ideal de matemadticas, tomado de las orientaciones curricu-
lares del NCTM (2000, p. 3): Una vision de las matemadticas escolares.
El objetivo fue elaborar una primera reflexion sobre posibles carac-
teristicas ideales de una clase de matematicas. Se trabaja en grupos
pequefios sobre una guia de reflexion, siendo un eje motivador para
discutir las ideas previas, creencias y concepciones que tienen los
futuros docentes sobre las matematicas y los complejos procesos de
su ensefianza y aprendizaje. La fase cierra con una reflexion sobre
la necesidad de conocer y ser competente en el uso de herramientas
especificas que permitan al profesor valorar su practica de manera
sistematica; no se trata solo de describir y explicar qué estd sucedien-
do en esa clase ideal, sino de reflexionar sobre qué aspectos podrian
mejorarse.

Fase 2: Puesta en prdctica

Se propone ver un fragmento de una clase de matematicas de
educacion secundaria video grabada, en el que es posible observar 9
minutos de una clase impartida en México. En el video se identifi-
ca una primera etapa dentro del salén de clase, donde los alumnos
trabajan en grupos resolviendo problemas relacionados al calculo de
alturas inaccesibles, seguido de la puesta en comun de las tareas; en
la segunda etapa, los alumnos realizan un trabajo de campo en el
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patio de la escuela, resolviendo problemas relacionados al calculo de
alturas de objetos reales (arboles, postes, ...) a partir de la medida de
sus sombras. En el Cuadro lincluimos la transcripcion del video para
facilitar el analisis de las respuestas.

Cuadro 1. Transcripcion de los didlogos producidos
en el episodio (videograbacion disponible en http://
www.youtube.com/watch?v=60s_0Ya2-d8)

1P Buenas tardes a todos.

2As | Buenas tardes.

Miren, el dia de hoy vamos a trabajar con una consigna nueva. Estamos en
3P | el eje: forma espacio y medida, con el tema de formas geométricas y con
el subtema (pone énfasis) de semejanza.

Vamos a trabajar de una manera normal, como siempre, como lo hemos

4P .

estado haciendo.

Esta aqui con nosotros el profesor Martin Eduardo Martinez Morales, que
sp | toma evidencias de las clases que hacemos y de la forma en como traba-

jamos. Asi que trabajen ustedes de una manera normal, como siempre lo
han hecho.

6P | Esperemos que el dia de hoy saquemos esta consigna.
ENTREGA DE CONSIGNAS [minuto 00:52]
7P | Ahora si, pueden darle vuelta su hoja y van a leer la consigna.
LECTURA DE CONSIGNAS [01:07]

8P | A ver. Ya, jovenes. ¢Ya leyeron la consigna?

¢Alguien de ustedes me puede decir qué es lo que vamos a hacer en esa

9p .
consigna?

10P | Sefior Legarre.

11A | Con base en el dibujo que se encuentra ahi, calcular la altura.

12P | Muy bien, {qué dicen los demas? (Todo bien?

13As | Si.

VERBALIZACION [01:49]

14P | Van a calcular la altura de un arbol que aparece en un dibujo.

15P | ¢Estamos bien?

16As | Si.
17p Adelante. Hagan y calculen la altura del arbol como se da en la
informacion.

18P | Ahora. Ahora. Miren.

USO DE LAS TIC'S [02:18]
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Ahi en la pizarra, en el proyector, estamos viendo ya el problema que

19P estamos resolviendo.

Utilicen los conocimientos adquiridos en las consignas anteriores, porque
20P | ahi, ustedes calcularon el valor de medidas de algunos tridngulos con sus
lados homologos.

21P | También obtuvieron el valor de proporcionalidad.

SITUACIONES DIDACTICAS [02:52)]

ALUMNOS HABLANDO ESPANOL [03:18]

22P | ¢Quedo claro?

ALUMNOS HABLANDO DIALECTO NAHUATL [|

Acd tienen dos caminos. Ustedes cuando resuelven el problema pueden
23P | utilizar un método, ¢és?, pero también utilicen el otro para verificar si
estan en lo correcto.

24P | Lo mas correcto es que sea «esto» (el profesor sefiala el folio del alumno).

PUESTA EN COMUN [03:44]

La respuesta del problema es 5.23 (Ella explica el procedimiento que hicieron

254 escribiendo la cuenta en la pizarra).

26A | Entonces hicimos una regla de tres, y X es 5.23.

27P | Les dio lo mismo por las dos formas. Muy bien.

28P | Entonces la altura del arbol es 5.23.

29 | La clase sale a trabajar al patio de la escuela.

«Esto», por «esto», entre «esto», y te da la altura del poste. (El profesor le

30P explica a unos alumnos y le escribe en el cuaderno).

31A |iAh!

Ahora ustedes van a hacer lo mismo. Ya teniendo ustedes el metro, van a

P
32 buscar un arbolito y van a medir su sombra.

ACTIVIDADES COMPLEMENTARIAS [06:41]

Maestro, tenemos que presentar ante la supervision escolar evidencias de
los trabajos que se realizan actualmente con la reforma secundaria. Nos
33E | gustaria que comentara brevemente lo que estan haciendo y que nos diga
de qué grado es este grupo que tiene, qué consigna esta trabajando y qué
parte de la matematica se esta viendo en este momento.

34P | El grupo que esta aqui es el grupo de 3°A.

Estamos trabajando sobre semejanza de tridngulos. Entonces, algunos de los
35P | ejercicios que marca la reforma es la semejanza. Entonces estamos viendo
algunos problemas sobre eso.

Salimos aqui al campo para hacerlo mas practico para que los alumnos
36P | tengan la evidencia concreta de lo que es célculo de alturas de algunos
arboles / postes, que muy dificilmente podemos ver hacia arriba.

37P | Pues con la semejanza de triangulos se resuelve este problema.
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Lo que estan haciendo es medir la sombra de algunos objetos y con base

38P
en eso, sacan la altura.

Muy bien maestro, muchas gracias. Estas son las consignas desarrolladas

39E f . . .
actualmente por la reforma, lestamos viendo alguna consigna en especial?

39P | Claro que si, la semejanza de triangulos.

Después del visionado del episodio de clase, se entrega a los futuros
profesores la tarea de reflexion que se muestra en el Cuadro 2 y se
trabaja en grupos.

Cuadro 2. Tarea de reflexion didactica.
(Giacomone et al, 2018, p. 9)

En el siguiente link encontramos un video de una clase de matematicas: http:/www.
youtube.com/watch?v=60s_0Ya2-d8. Después de visionado el video, y trabajando en
equipos, elaborar un informe respondiendo a las siguientes cuestiones:
1. Descripcion: (Qué sucede?
¢Qué contenido matematico se estudia?
¢Qué significados caracterizan el contenido estudiado?
¢Cual es el contexto y nivel educativo en que tiene lugar la clase?
¢Qué hace el profesor?
¢Qué hace el alumno?
¢Qué recursos se utilizan?
¢Qué conocimientos previos deben tener los alumnos para poder abordar la
tarea?
¢Qué dificultades/conflictos de aprendizaje se manifiestan?
¢Qué normas (regulaciones, habitos, costumbres) hacen posible y condicionan
el desarrollo de la clase?
2. Explicacion: (Por qué sucede?
a. ¢Por qué se estudia ese contenido?
b. ¢Por qué se usa un problema realista para estudiar el contenido?
c. ¢Por qué actia el docente de la manera en que lo hace?
d. ¢Por qué actia los alumnos de la manera en que lo hacen?
3. Valoracion: ¢(qué se podria mejorar?
Emitir un juicio razonado sobre la ensefianza observada en las siguientes facetas,
indicando algunos cambios que se podrian introducir para mejorarla:
Epistémica (contenido matematico estudiado).
Ecologica (relaciones con otros temas, curriculo).
Cognitiva (conocimientos previos, aprendizaje . . . ).
Afectiva (interés, motivacion . . . ).
Interaccional (modos de interaccion entre profesor y estudiantes).
Mediacional (recursos usados).
4. Limitaciones de la informacion disponible:
¢Qué informacion adicional seria necesario tener para que el andlisis realizado
fuera mas preciso y fundamentado?

mE ®m Mo AN o

Mmoo Ao o
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Fase 3: Introduccion de una herramienta para la reflexion

Lectura y discusion del articulo: Indicadores de idoneidad diddctica
de procesos de ensefianza y aprendizaje de las matemadticas (Godino,
2013). En esta fase se discute el articulo, leido previamente por los
estudiantes. En este documento se presenta la nociéon de idoneidad
didactica y sus indicadores, sefialando las concordancias entre los
criterios seleccionados y los propuestos por diversos autores y marcos
teoricos.

6.7.2. Analisis de los conocimientos y competencias del profesor
que gestiona la clase video grabada

Aunque el segmento de video solo permite vislumbrar una
pequeina parte del desarrollo de la sesion de clase, en la experiencia
realizada con futuros profesores ha provocado una reflexion inicial
sobre las dimensiones de un proceso de estudio matematico y permi-
tido sefalar algunos conocimientos didactico-matematicos que pone
en juego el profesor. En los apartados que siguen incluimos posibles
intervenciones que el formador puede tener en la fase de discusion de
las respuestas dadas por los futuros profesores a las cuestiones plan-
teadas en las consignas de la tarea. También hacemos referencia a las
herramientas tedricas del EOS que ayudarian a realizar un analisis
mas sistemdtico de las facetas correspondientes. El dominio de estas
herramientas debera ser objeto del disefio de otras intervenciones
formativas.

Comenzamos con un apartado que describe la necesidad de rea-
lizar un estudio preliminar de la situacion-problema planteada, para
reconstruir un significado global sobre la proporcionalidad que
sirva de referencia para los restantes analisis. Para ello se tendran
en cuenta los resultados de las investigaciones sobre los significados
de proporcionalidad (faceta epistémica), los procesos de aprendizaje
(faceta cognitiva) y recursos instruccionales (facetas interaccional y
mediacional). También habria que tener en cuenta la posicion del
tema en el curriculo y sus conexiones con otros temas y areas disci-
plinares (faceta ecoldgica). En este ejemplo, solo incluimos informa-
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cion parcial sobre la faceta epistémica (significados institucionales de
la proporcionalidad).

Estudio preliminar. Reconstruccion de un significado de referencia
sobre la proporcionalidad

En el episodio descrito, los alumnos resuelven la siguiente tarea:
«Si la longitud de la sombra de un arbol es de 12 m y la de un poste
de 1,5 m es de 2,25 m, écudl es la altura del arbol?» En la resolucién
se pone en juego un significado aritmético de la proporcionalidad,
basado en el establecimiento de la igualdad de razones,

12

x
225 15
O bien, hallando la constante de proporcionalidad mediante un pro-
cedimiento de reduccién a la unidad (significado algebraico-funcional):
225m 15 m
1m 1'5/225 m

12m [ (15/2'25)x12m =8 m.

y-%x
En ambos casos, serd necesario asegurar el cumplimiento de las
condiciones de aplicacion de una version del Teorema de Thales (Font
et al, 2017) y, por tanto, un significado geométrico de la proporcio-
nalidad (Figura 6.6).

ABC SEMEJANTE AB'C

AB /7 AB’ son alturas
AB _ AC AB _ AB

AC AC

A A

TEOREMADE THALES

Figura 6.6. Representaciones grafica y simbolica
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Si se justifica la solucion aplicando la «semejanza de triangulos»
serd necesario justificar que efectivamente los tridngulos formados
por los objetos y sus respectivas sombras son semejantes, lo cual re-
quiere evocar que ambos tridngulos se pueden poner en «posiciéon de
Thales» en cuyo caso se justifica la proporcionalidad de los segmen-
tos correspondientes.

Debido al uso mecanico de algoritmos y reglas, se puede resolver un
problema de proporcionalidad sin tener garantia de que tenga lugar un
razonamiento proporcional. El uso generalizado de algoritmos como
la regla de tres lleva con frecuencia a los estudiantes a su utilizacion
para resolver problemas que no son de proporcionalidad. Se podria
provocar en los estudiantes la «ilusién de la linealidad» (suponer que
las relaciones entre variables son lineales cuando no lo son).

Realizar un estudio preliminar del contenido es una manera de
reflexionar sobre los distintos significados y la conexion entre ellos.
De este modo, el problema matematico que se estudia en el episodio
es una posible situacion que lleve a discutir con los futuros profe-
sores la necesidad de reconocer que los objetos matematicos tienen
diversos significados (véase Capitulo 3).

Descripcion

Los items a y b de la Guia (Cuadro 2) llaman la atencién de los
estudiantes sobre el contenido que se esta estudiando en el episodio.
Se requiere un analisis detallado del contenido para comprender las
dificultades de aprendizaje (item h) y los conocimientos previos re-
queridos (item g). No parece suficiente mencionar que en el episodio
se estudia «la semejanza de triangulos», o la «proporcionalidad».

Andlisis de objetos y procesos matemadticos

En la transcripcion encontramos este fragmento de dialogo:
9P Qué es lo que vamos a hacer?
11A Calcular la altura de un drbol que aparece en un dibujo.

17P Adelante, calculen la altura con esa informacion.
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Se debe calcular la altura inaccesible de un arbol, aplicando la
proporcionalidad de los lados homologos en tridangulos semejan-
tes, técnica ya estudiada previamente. Se trata de un ejercicio de
aplicacion.

20P Utilicen los conocimientos adquiridos en las consignas anteriores,
porque ahi, ustedes calcularon el valor de medidas de algunos triangulos
con sus lados homologos.

21P También obtuvieron el valor de proporcionalidad.

En la resolucién de la tarea se ponen en juego conceptos previos
como: altura de un objeto; tridngulos; lados homélogos; proporciona-
lidad; procedimiento: regla de tres; proposicion: la respuesta del pro-
blema es 5.23; calculos aritméticos con/sin calculadora; conceptos de
nimeros decimales; unidades de medida; medida con regla graduada
o cinta métrica.

Se puede observar que no se problematiza la aplicacion de la se-
mejanza de triangulos ni tampoco hay momentos en que se requiera
justificar las soluciones y procedimientos (medicion poco precisa de
las sombras); es decir: épor qué es posible resolver la tarea mediante
regla de tres (por ejemplo)?, ¢por qué es posible aplicar el teorema
de Thales?

Debido a la lejania del sol los rayos son paralelos, y, por tanto,
se puede aplicar el teorema de Thales; los tridngulos que forman el
arbol con su sombra y el baston y su sombra se pueden poner en
posicion de Thales.

Andlisis de procesos diddcticos

Los items d (¢Qué hace el profesor?), e (¢(Qué hace el alumno?),
f (¢Qué recursos se utilizan?) pretenden iniciar la reflexion sobre
los procesos de interaccion en el aula. Se espera que los estudiantes
hagan observaciones del siguiente tipo. En la clase observada el profe-
sor: da las instrucciones; reparte material; pregunta qué se debe hacer
de acuerdo con la consigna; autoriza que pueden utilizar calculadora
y sefiala que utilicen los conocimientos que han trabajado las clases
anteriores; les pregunta, monitorea y retroalimenta el trabajo de los
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alumnos; dirige la puesta en comun. En la segunda parte del video,
ayuda a los alumnos a llevar a la practica los procedimientos apren-
didos en el aula para calcular las alturas de arboles y otros objetos en
la realidad. Por su parte, el alumno, en el aula: lee la tarea; recuerda la
solucion de tareas anteriores relacionadas con la semejanza de trian-
gulos; aplica esos conocimientos a la tarea dada (calcular la altura de
un arbol representado en el papel; ejercita la aplicacion de la regla
de tres. En el trabajo de campo: mide las sombras; trabaja en equipo.

En el proceso de ensefianza/aprendizaje se utilizan como recur-
sos instruccionales, una guia de aprendizaje; cuadernos; papel, lapiz,
calculadora; elementos del entorno (arboles, sombras); regla graduada,
metro y pie para medir las sombras; pizarra y proyector.

Sera necesario discutir con los estudiantes la delicada cuestion que
plantea la articulaciéon de distintos modos de interaccién en el aula:
trabajo individual, trabajo en equipos, papel del profesor como gestor y
transmisor de conocimientos. En definitiva, adoptar una actitud critica
frente a los modelos didacticos tradicionales centrados en el profesor,
como frente a los constructivistas ingenuos centrados en el alumno
(véase Capitulo 4). La reflexion sistematica sobre los procesos de inte-
raccién y mediacion en el aula requiere aplicar herramientas analiticas
especificas, como la nocion de configuracién didactica (Capitulo 4).

6.7.3. Explicacion. Analisis de normas y metanormas

Las cuestiones a, b, ¢, y d del apartado 2) de la Guia (Explicacion)
se proponen para provocar la reflexion sobre la trama de normas que
condicionan y soportan el desarrollo de los procesos de ensefianza
y aprendizaje. El desarrollo del episodio esta guiado por la Reforma
(orientaciones curriculares de la SEP de México): se debe procurar
trabajar en equipo resolviendo problemas; esta forma de trabajo se ha
convertido en un hébito en la clase que establece la forma de trabajar.
En cuanto a los modos de interaccion profesor-alumnos, se propone
una situacion (consigna escrita) para cada alumno; los estudiantes
estan agrupados alrededor de mesas; primero se trabaja de manera
personal, pero con libertad para consultar e intercambiar ideas y
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soluciones; hay puesta en comun de las soluciones. Los alumnos con-
sultan al profesor; el profesor explica el desarrollo de la tarea.

La reflexion sistematica sobre las normas que condicionan y so-
portan los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas
se puede hacer en el modelo CCDM con la herramienta dimension
normativa (véase Capitulo 4).

6.7.4. Valoracion. Andlisis de la idoneidad didactica

La cuestion 3) planteada en la Guia (Cuadro 2), iqué se podria
mejorar?, se desglosa teniendo en cuenta las seis facetas propuestas
en la Teoria de la idoneidad didactica (véase Capitulo 5). El sistema
de criterios e indicadores empiricos identificados en cada una de las
facetas constituye una guia para el analisis y reflexion sistematica
que aporta conocimientos para la mejora progresiva de los proce-
sos de ensefianza y aprendizaje. La herramienta idoneidad didactica,
aplicada al caso del episodio, ayuda a emitir los siguientes juicios
valorativos.

a. Epistémica (contenido matematico estudiado):

* Plantear como problema la aplicacion del teorema de Thales
para justificar la semejanza de los tridngulos y poder aceptar
la relacién de proporcionalidad entre las longitudes de los
lados homologos.

* Favorecer la formulacién de conjeturas por los propios es-
tudiantes y no inducir la aplicacion de un procedimiento ya
ejercitado antes.

* Justificar la validez y equivalencia de los procedimientos.

* Falta de precision en el lenguaje y conceptos referidos: «valor
de medidas de algunos triangulos con sus lados homoélogos»
(20P).

* Evitar la resolucion de las tareas mediante la aplicacién meca-
nica de la regla de tres.

* Poner en juego un enfoque funcional en la solucién de proble-
mas de proporcionalidad.
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* Discutir el problema de la precision de la medida y adquirir
destreza en la medida correcta de longitudes.

El andlisis del episodio revela la necesidad de que el docente reco-
nozca el papel clave que tienen, para el logro de una alta idoneidad
epistémica del proceso de ensefianza y aprendizaje de los procesos
matematicos de: Argumentacién, Validacion; Institucionalizacion; Ge-
neralizacion (enfoque de modelizacion mediante la funcion lineal del
fenomeno estudiado). Asi mismo, el reconocimiento de conexiones
matematicas: proporcionalidad y funcién lineal; teorema de Thales y
semejanza de triangulos.

b. Ecologica (relaciones con otros temas, curriculo):

* Los contenidos corresponden a temas requeridos en el cu-
rriculo contribuyendo a la formaciéon matematica de los
estudiantes.

* Se podria enfatizar las conexiones entre temas (semejanza de
triangulos, teorema de Thales, proporcionalidad y funcion
lineal).

* Desde el punto de vista matematico, la tarea permite poner
en juego practicas matematicas (conocimientos y competen-
cias) significativas y relevantes: Proporcionalidad geométrica;
funcién lineal; semejanza de triangulos; calculo de alturas y
distancias inaccesibles.

* Es un tema practico que se puede utilizar en la vida cotidiana;
contexto realista.

* No hay evidencias de que se estimule el pensamiento critico.

c. Cognitiva (conocimientos previos, aprendizaje . . . ):

* El objetivo es que apliquen las reglas de calculo, previamente
aprendidas; cdlculo de uno de los términos de una propor-
ciéon conocidos los otros tres. El contenido pretendido esta al
alcance de los estudiantes y supone un reto accesible.

* No se tiene informacion de si los alumnos conocen el teorema
de Thales.
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* No se requieren adaptaciones curriculares.

* Al parecer los alumnos consiguen dar respuesta a la tarea
aplicando dos métodos (no se ve en el fragmento de video
cudles pueden ser esos dos métodos).

* No se puede evidenciar el grado de aprendizaje logrado,
aunque su naturaleza es basicamente procedimental.

* El formato de trabajo en equipo y dialégico indica momentos
de evaluacion formativa.

d. Afectiva (emociones, actitudes, creencias...):

* La tarea muestra la utilidad de las matematicas en la vida co-
tidiana. Los alumnos se ven interesados en la tarea.

* La ensefianza podria ir acompafiada de una contextualizacién
histérica del contenido en la Antigua Grecia y en el Antiguo
Egipto.

* Se podria proponer el problema de la leyenda relatada por
Plutarco segun la cual Thales aplicé su teorema para calcular
la altura de las piramides de Guiza.

* No se observa argumentacion, aunque si trabajo en equipo.

* No se resalta la cualidad de precisién del trabajo matematico
(medidas imprecisas).

e. Interaccional (modos de interaccion entre profesor y estudiantes):

* Aunque hay una puesta en comun a cargo de una alumna,
se echa en falta momentos de justificacion de las solucio-
nes, asi como momentos de institucionalizacién por parte del
profesor.

* Los estudiantes tienen un cierto grado de autonomia para re-
solver la tarea de célculo y de medicion, pero no para comu-
nicar los resultados y discutirlos.

* Se observan momentos de evaluacion formativa por parte del
profesor.

f. Mediacional (recursos usados):

* Usan calculadoras para hacer los calculos de la regla de tres.
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* Dado que el docente tiene a su disposiciéon un ordenador y un
proyector podria utilizarlos para plantear situaciones ilustra-
tivas y otros métodos de estimacion de distancias inaccesibles.
No se ve el uso de cintas métricas. Los alumnos estdn midien-
do distancias con una regla graduada y con pasos, situacion
que también podria utilizarse para discutir distintos instru-
mentos y unidades de medida.

Ejemplos de aplicacion de la herramienta idoneidad diddctica,
complementarios del presentado en este apartado, se pueden ver en
Aroza et al. (2016), Beltran-Pellicer y Godino (2017), Breda et al. (2017),
Castro ef al. (2014), Posadas y Godino (2017), entre otros.

6.7.5. Limitaciones de la informacion disponible y reflexiones
finales

Para que el andlisis de los conocimientos puestos en juego en el
episodio de clase fuera mas preciso y fundamentado seria necesario
disponer de informacion adicional. En particular,

* Las fichas de trabajo de las sesiones en que se introdujo la nocién

de semejanza de tridangulos, su relacién con el teorema de Thales.

* La filmacion/transcripcion de la clase completa, para com-
probar si efectivamente hubo o no momentos de validacion e
institucionalizacion.

* Observacion del papel del profesor en el seguimiento del trabajo
de los distintos equipos (identificacion de conflictos y modos de
resolverlos; evaluacion formativa).

* Momentos de evaluacion sumativa individualizada, para tener
acceso a los aprendizajes efectivamente logrados.

La actividad descrita en esta experiencia formativa se debe con-
siderar como un primer encuentro de los profesores en formacion,
que permite aflorar sus ideas previas sobre las facetas y componen-
tes implicados en la compleja realidad de una clase de matematica.
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Asi mismo, es un aporte para el formador de profesores, porque se
muestra la necesidad de disponer de herramientas tedricas especificas
que apoyen la reflexion sistematica sobre dichas facetas y componen-
tes. Estas herramientas deberan ser objeto de estudio y aplicaciéon me-
diante nuevas situaciones focalizadas en cada una de las herramientas
mencionadas.

De hecho, se han realizado diferentes investigaciones en contex-
tos de formacion inicial y permanente, en que se han disefiado e
implementado ciclos formativos para que los profesores o futuros
profesores desarrollen las competencias de este modelo y aprendan
los conocimientos correspondientes (por ejemplo, Pochulu ef al, 2016;
Rubio, 2012; Seckel, 2016). En estos casos, se trata de ciclos formati-
vos, con frecuencia en formato de talleres y disefiados como entornos
de aprendizaje, de manera que: 1) los asistentes tengan una participa-
cién activa a partir del analisis de episodios de aula; 2) los tipos de
analisis que propone el modelo de analisis emerjan de la puesta en
comun realizada en el gran grupo.

6.8. Concordancias y complementariedades con otras teorias

En Pino-Fan y Godino (2015) analizamos las concordancias y com-
plementariedades entre el modelo de conocimientos didactico-ma-
tematicos (CDM) y otros modelos de conocimientos propuestas por
diversos autores: PCK (Shulman, 1987), MKT (Ball et al, 2008), KQ_
(Cuarteto del conocimiento, Rowland et al, 2005), entre otros. En este
apartado mencionamos otras teorias y modelos sobre caracteristi-
cas que deben reunir los programas de formacién de profesores de
matematicas.

AMTE (2017) propone un sistema de estindares e indicadores
sobre los conocimientos especificos, habilidades y disposiciones que
debe tener un buen profesor de matematicas y para las caracteristicas
que debe reunir un programa de formacion de dichos profesores.
Sobre los conocimientos proponen cuatro estandares:
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C1. Conocimiento de los conceptos, las practicas y el curriculo de
las matematicas.

C2. Conocimientos y practicas pedagogicas para la ensefianza de
las matematicas.

C3. Conocimiento de los alumnos como aprendices de matematicas.

C4. Contextos sociales de la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas.

En cuanto a las caracteristicas de los programas formativos AMTE
(2017) propone cinco estandares:

P1. Cooperacion entre todas las partes interesadas en el programa.

P2. Oportunidades para aprender matematicas, centrandose en
la comprension de las ideas esenciales de las matematicas para la
ensefanza.

P3. Oportunidades para aprender a enseflar matematicas, integran-
do las matematicas, las practicas de ensefianza, el conocimiento de los
estudiantes como aprendices y los contextos sociales.

P4. Oportunidades de aprendizaje en entornos clinicos con posibi-
lidades de aprender de su propia ensefianza y la de los demas.

PS. Contratacion y retencion de los candidatos a profesores de alta

calidad representativos de comunidades diversas.

Park et al (2018) definen el DPD como cualquier actividad des-

tinada a (1) desarrollar los conocimientos, habilidades y experiencia

de los profesores y (2) preparar a los profesores para mejorar su

rendimiento educativo en funciones presentes o futuras dentro de

un entorno escolar. Estos autores, partiendo de diversas publicaciones

(Beisiegel ef al, 2018; Desimone y Garet, 2015), proponen las siguien-

tes nueve caracteristicas que deben reunir los programas de DPD

eficientes en educacion matematica:

1.

Enfoque en el contenido: Desarrollar conjuntos bien organiza-
dos de conocimientos de contenido y pedagogicos de la disci-
plina, asi como en las formas en que los estudiantes aprenden
ese contenido.

Aprendizaje activo: Implicar activamente a los profesores de
matematicas en un debate significativo sobre los objetivos de
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las lecciones, las tareas para los alumnos, las estrategias de ense-
flanza y el pensamiento o trabajo de los alumnos, y la practica.

3. Fomentar la coherencia: Ser coherente con los objetivos de los
profesores sobre lo que esperan del desarrollo profesional y
estar en consonancia con los estandares y las evaluaciones a
nivel de distrito, estatal y nacional.

4. Duracién: Tener una duracién suficiente, incluyendo tanto el
lapso de tiempo en el que se extiende la actividad como las
horas de contacto.

5. Participantes colectivos: Involucrar a grupos de profesores de
la misma escuela, nivel de grado o materia para construir una
comunidad de aprendizaje interactiva.

6. Resultados de los profesores: Incluir herramientas de evaluacion
para medir el alcance de los conocimientos y las habilidades de
los profesores, asi como los cambios en la practica de la ense-
fianza en el aula.

7. Modelos basados en la investigacion: Presentar los fundamentos
para comprender las relaciones entre los modelos basados en
la investigacién que implican el pensamiento de los alumnos,
asi como las nuevas estrategias, las teorias de la ensefianza y el
aprendizaje, y sus practicas en el aula.

8. Datos facilitados por los estudiantes: Tener en cuenta los co-
nocimientos previos de los estudiantes sobre las matematicas.
Entender como piensan los alumnos ayuda a los profesores a
obtener informacién sobre enfoques de ensefianza eficaces para
ellos.

9. Promocion de cambios en las creencias y actitudes de los pro-
fesores sobre la ensefianza de las matemadticas para inducir
cambios en las practicas de aula.

Con relacién a estos modelos nos cuestionamos si es posible y
conveniente estructurar, fundamentar y ampliar el listado de dichos
principios, a fin de producir una herramienta mas global y detallada
que proporcione un apoyo eficiente en el desarrollo de programas
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DPD, asi como de acciones especificas. La aplicacion de las categorias
y herramientas metodolégicas del EOS nos permite dar una respuesta
afirmativa a esta cuestion, concretada en la elaboracion de la teoria
presentada en este capitulo.

6.9. Sintesis del modelo de desarrollo profesional docente
basado en el EOS

En la Tabla 6.6 incluimos el resumen de la teoria del desarrollo
profesional docente basada en el EOS respondiendo a las cuestiones
que proponen Michie ef al. (2014) como descriptores de una teoria en
el campo de las ciencias sociales y del comportamiento.

Tabla 6.6. Sintesis de la teoria del desarrollo
profesional docente basada en el EOS

Elementos Descripcion

Breve resumen. Elabora un modelo de conocimientos y competencias

¢De qué trata la didactico-matematicas del profesor para optimizar los pro-
teoria y cudles son | cesos educativo-instruccionales de matematicas. También
sus principales desarrolla un sistema de principios o criterios de idoneidad
proposiciones? de los programas y acciones formativas de profesores de

matematicas sobre didactica de las matematicas, teniendo
en cuenta la estructura de los procesos y las actividades

de fundamentacion, disefio, planificacion y evaluacion. E1
sistema de criterios de idoneidad se formula en términos de
juicios de valor, esto es, como acciones que se deberian rea-
lizar para optimizar el proceso de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas (profesor) y el proceso formativo sobre
didactica de las matematicas (formador). Los sistemas de cri-
terios de idoneidad fundamentan los respectivos modelos de
conocimientos y competencias del profesor y del formador.

Ambito/objetivo. El objetivo es optimizar la formacion de profesores de

¢Qué fenémenos matematicas desarrollando una guia de analisis de la ido-
pretende explicar la | neidad de los programas formativos para los formadores de
teoria? profesores.

El sistema de criterios de idoneidad y de categorias de cono-
cimientos y competencias elaborado, tanto para el profesor
como para el formador, ayuda a disefiar, implementar y
evaluar procesos educativo-instruccionales de matematicas
y de didéctica de las matematicas.
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Justificacion. (Por
qué es necesaria
la teoria y como
mejora las teorias
anteriores?

En el campo de la formacion de profesores de matematicas
hay diversos modelos tedricos que proponen sistemas de ca-
tegorias de conocimientos que deberian tener los profesores
para favorecer el aprendizaje de los estudiantes. También
hay otros modelos con principios que deberian cumplir los
programas formativos eficientes. Pero estos modelos suelen
ser parciales, no estain fundamentados de manera explicita,
o no tienen el nivel de detalle requerido. La teoria trata de
solucionar estas carencias.

Hipotesis. (Qué
hipotesis especi-
ficas plantea la
teoria y en qué se
diferencian de otras
teorias?

Se asume que la fundamentacion, disefio, implementacion y
evaluacion de los procesos de formacion de profesores de
matematicas es compleja al requerir tener en cuenta diver-
sas facetas y componentes y sus interacciones.

Es posible y necesario identificar criterios (principios) que
ayuden en el desarrollo idéneo de los procesos formativos,
basados en teorias explicitas sobre el conocimiento didacti-
co-matematico y resultados de la investigacién sobre dichos
procesos.

Constructos.
¢Cuales son los ele-
mentos de la teoria?

Modelo de fases y estructura de un proceso educati-
vo-instruccional en matematicas, distinguiendo las facetas
epistémica, ecologica, mediacional, interaccional, cognitiva y
afectiva en cada una de las fases de fundamentacion, disefio,
implementacion y evaluacién.

Modelo de fases y facetas de un proceso educativo-instruc-
cional en didactica de las matematicas.

Sistema de criterios de idoneidad sobre la actividad de ins-
truccién matematica.

Sistema de categorias de conocimientos y competencias
matematicas y didactico-matematicas del profesor de
matematicas.

Sistema criterios de idoneidad sobre las actividades de for-
macion y aprendizaje docente.

Sistema de categorias de conocimientos y competen-

cias didactico-matematicas del formador de profesor de
matemadticas.

Relaciones. ¢éComo
se relacionan entre
si los elementos de
la teoria?

El modelo de estructura y de fases de un proceso educati-
vo-instruccional se usa para formular y organizar el sistema
de criterios de idoneidad de la actividad de instruccién ma-
tematica que desarrolla el profesor y el sistema de criterios
de idoneidad de la actividad formativa del formador de pro-
fesores. Los sistemas de criterios de idoneidad determinan
categorias de conocimientos y competencias del profesor de
matematicas y del formador de profesores.
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Procedencia. ¢En
qué teorias se basa
y c6mo?

Se basa en las teorias ontosemioticas de la actividad mate-
matica, del significado y la cognicion matematica, asi como
en la teoria del disefio educativo en matematica basada

en EOS. Los componentes y subcomponentes de las facetas
epistémica y cognitiva se corresponden con las categorias
de objetos, procesos y significados propuesto en las teorias
citadas. Los criterios de idoneidad de los programas formati-
vos estan basados en la teoria de la idoneidad didactica.

Semejanza. (A qué
teorias se parece
mads esta teoria?

La teoria se relaciona con las teorias de la calidad de la
instruccion matematica y aquellas que proponen categorias
de conocimientos del profesor de matematicas y principios
de eficiencia de los programas formativos.

Complementa-
riedad. ¢Con qué
teorias puede
complementarse?

La identificacion de concordancias y complementarieda-
des de la teoria con otras teorias es un tema que requiere
investigacion.

¢Como se miden
o identifican los
constructos?

Operacionalizacion.

Los criterios de idoneidad de los procesos de instruccion
matematica y de las actividades formativas de los profesores
son juicios de valor cuyo cumplimiento en procesos concre-
tos es graduable. Estan pendientes de desarrollar sistemas de
rubricas con indicadores observables del grado de cumpli-
miento de los criterios de idoneidad y de los principios de
eficiencia de los programas.

Usos. {Para qué
puede utilizarse la
teoria?

La teoria se usa para el disefio, implementacion y evaluacion
de programas y acciones de formacion de profesores de ma-
tematicas. El sistema de categorias de conocimientos y com-
petencias didactico-matematicas desarrollado y los criterios
de idoneidad de los programas formativos se pueden usar
para describir y comprender la actividad de formadores y
profesores de matematicas e identificar posibles mejoras.
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Capitulo 7

El sistema teodrico EOS

Introduccion

En este capitulo mostramos la pertinencia de considerar el EOS como
un sistema teorico, analizando las interrelaciones entre las teorias par-
ciales descritas en los capitulos anteriores y la necesidad y utilidad de
elaborar este sistema para abordar la complejidad de los problemas
de la educaciéon matemadtica. Aunque se puede indagar problemas
parciales relativos a aspectos epistémicos, cognitivos, etc., es necesario
considerar las interrelaciones entre las diferentes facetas. Por tanto,
la elaboracién de un marco teédrico integrador que fundamente el
disefio de procesos educativo-instruccionales de matematicas y la
formacioén de profesores en teorias especificas sobre el significado y
la cognicién matemadtica es de interés para la investigacion y la prac-
tica de la educacion matematica.

En la Seccion 7.1 presentamos una vision general de las herramien-
tas tedricas que componen el EOS y sus interconexiones. Una sintesis
de los dilemas entre diversos paradigmas o enfoques de investigacién
en educaciéon matematica que motivan la construccion del EOS se
incluye en la Seccion 72. En la Seccién 7.3. describimos un esquema
sobre el planteamiento de problemas de investigacion en el EOS y
las caracteristicas del enfoque metodologico correspondiente. En la
Seccion 7.4 sintetizamos un ejemplo de investigaciéon en la que se
pone en juego la mayor parte de las herramientas tedricas del EOS. En
la Seccion 7.5 estudiamos las concordancias y complementariedades
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del EOS con otros seis marcos tedricos: teoria de situaciones didacti-
cas, teoria antropoldgica, educacion matematica realista, teoria APOE,
teoria de la objetivacion y el programa etnomatematico. En la Seccion
7.6 describimos el ambito de aplicaciones y difusion del EOS incluidas
en el repositorio web: http://enfoqueontosemiotico.ugr.es. Finalmente,
en la Seccion 7.7 se presenta una sintesis de los postulados filosoficos
del EOS y en la Seccion 7.8 el resumen global del EOS respondiendo
a las cuestiones de Michie et al (2014).

741. Conexiones entre las herramientas tedricas del EOS

En el EOS se trata de construir un sistema de herramientas con-
ceptuales y metodologicas que permitan hacer los analisis a nivel
macro y micro de las dimensiones epistémica, ecolégica, instruccio-
nal, cognitiva y afectiva de los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas y sus interacciones. La nocion general de objeto
matematico, sus tipos y relacion con las practicas matematicas, las di-
ferentes polaridades desde las que se puede considerar y la nocion de
funcién semiética configuran un enfoque ontosemiotico —un modelo
ontolégico y semiético— del conocimiento matematico que enrique-
ce, complementa y articula las ontologias parciales que caracterizan
otros modelos tedricos en educacién matematica.

Los modelos tedricos descritos en los capitulos 2 a 6 y sus inter-
conexiones mostradas en la Figura 7.1 nos lleva a considerar al EOS
como un sistema tedrico inclusivo, abierto y dindmico. Este sistema
es fruto de la reflexion sobre distintos marcos teéricos en educacién
matematica y de la realizacion de multiples investigaciones empiricas
en proyectos de investigacion y programas de doctorado (Godino,
2022). Tiene en cuenta las diferentes dimensiones y niveles de analisis
requeridos por la investigacion sobre los procesos educativos-ins-
truccionales en los diversos contextos, aportando herramientas para
realizar un analisis didactico integral que fundamente los procesos
de ensefianza y aprendizaje de las matemadticas, segin sus diversas
dimensiones y fases.
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El par «sistema de practicas, configuracion de objetos y procesos»
es original del EOS y clave para realizar el analisis a priori del co-
nocimiento matematico implicado en la resoluciéon de problemas,
tanto a nivel macro (emergencia y articulacion de significados par-
ciales del objeto) como micro (identificacion de la trama de objetos
y procesos implicados en las practicas matematicas). Estos analisis
a priori son esenciales para el disefio, implementacién y evaluacion
en los procesos educativos-instruccionales, ya que permiten la se-
leccién fundamentada de los significados cuya apropiacion por los
estudiantes se propone como objetivo educativo. Ademas, permi-
ten elaborar las trayectorias epistémicas implicadas en la resolu-
cién de las tareas de aprendizaje y anticipar trayectorias cognitivas
esperadas.

El EOS asume un paradigma de investigacién complejo, basado en
una aproximacion holistica y sistémica (Cohen et al, 2007), al con-
siderar necesario abordar problemas epistemolégicos y ontologicos
propios de la investigacion basica, orientada a la comprension de
los fenomenos, y problemas de disefio instruccional (focalizados en
la solucién de problemas practicos de la ensefianza y aprendizaje).
También aborda la formacion de profesores, reconociendo su papel
fundamental en la implementacion de cambios efectivos en la edu-
cacién matematica mediante actividades de investigacién-accién y de
practica reflexiva.

Para salvar la brecha existente entre la investigacién cientifi-
co-tecnolégica y la practica reflexiva, se ha elaborado la Teoria de
la idoneidad didactica, el médulo del EOS que aborda la problema-
tica axiologica de identificacién y estructuraciéon de los valores y
normas de accion para la optimizacién de los procesos educativos.
Esta teoria sienta las bases de un programa de investigacion orien-
tado a la identificacién de los juicios de valor implicados en cada
faceta y componentes de un proceso educativo-instruccional y a la
comparacion y articulacion de criterios propuestos por distintos
marcos teoricos.
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Figura 7.1. Herramientas del EOS y conexiones

7.2. Dilemas y conflictos en educacion matematica
abordados por el EOS

En el EOS concebimos la educacion matematica como un sistema
social complejo que conlleva la realizacion de las actividades rela-
tivas a los procesos educativos-instruccionales, de fundamentacion,
disefio/planificacion, implementacion, evaluacion y desarrollo profe-
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sional docente. Asi mismo, consideramos las teorias sobre educacion
matematica como sistemas de actividades (Godino et al, 2024), en el
sentido de la Teoria historico-cultural de la actividad (CHAT) (En-
gestrom, 1987; Roth y Lee, 2007), que tratan de dar respuestas a las
cuestiones que son el objeto/motivo de las actividades parciales im-
plicadas. La estructura de los sistemas de actividad propuesta por la
CHAT lleva a estudiar la dimensién histérica-cultural y comunitaria
de las teorias y el contexto ecologico-regulativo en que se trata de dar
respuesta mediada con instrumentos a las cuestiones que constituyen
su razén de ser. La nocion de contradiccion, en la que se pueden
incluir los dilemas, tensiones o conflictos existentes entre los distintos
elementos de la actividad (Nufiez, 2009) o distintas actividades rela-
cionadas, ayuda a explicar las razones para cambiar los sistemas y a
identificar contradicciones no resueltas que deben ser abordadas con
nuevos desarrollos.

La aplicacion de la CHAT al analisis de la educacion matematica
en su conjunto y al de las teorias desarrolladas en su seno puede
ayudar a comprender nuevos aspectos de su organizaciéon y desarro-
llo. Esta modelizacion de la educacion matematica permite estruc-
turar el sistema teérico del EOS con base en las cinco actividades
parciales y resaltar las relaciones entre sus supuestos ontologicos y
semi6ticos sobre la actividad matemadtica y el modelo educativo-ins-
truccional coherente con los mismos. El uso del modelo triangular
para los sistemas de actividad lleva a ampliar la mirada desde las
teorias hacia el contexto historico-cultural (comunitario) y el nicho
ecologico (regulativo) en que se desarrollan. Asi mismo, la idea de
contradiccion o dilema entre los componentes de un sistema o entre
dos o mas sistemas de actividad, permite reinterpretar las razones de
la emergencia de algunas herramientas y supuestos del EOS (Godino
et al, 2024).

En la Figura 72 indicamos algunos dilemas que plantea el anali-
sis de las teorias de educacion matematica que son abordados por
las teorias parciales del EOS. Concretamente, las tensiones entre las
teorias que enfatizan la faceta epistémica o la cognitiva, la matemati-
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ca vista como actividad de resolucién de problemas o como sistema
de objetos culturales, o entre los modelos diddcticos centrados en
el estudiante (constructivismo) o en el docente (objetivismo). Estos
dilemas en los fundamentos de la educacién matematica —revelados
al comparar teorias como la TSD (Brousseau) y TAD (Chevallard) con
la TCC (Vergnaud) y TRRS (Duval)— han motivado la introduccion
en el EOS de la dialéctica entre las dimensiones institucionales y per-
sonales, atribuida a las practicas, significados y objetos matematicos.
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Figura 7.2. Dilemas, conflictos e interdependencias
entre sistemas de actividad (Godino et al, 2024)

A los dilemas citados se suma la tension entre teorias de sig-
nificado referenciales (realistas) y operacionales (pragmaticas). En
las teorias realistas, las expresiones lingiiisticas tienen una relacion
de atribucién con ciertas entidades (objetos, atributos, hechos). En
las teorias pragmaticas, el significado de las expresiones lingiiisticas
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depende del contexto en que se usan; igualmente, el significado de
los objetos abstractos se debe inferir a partir del uso. Este dilema se
aborda en el EOS con la consideracion de los sistemas de practicas
como un objeto al cual se refieren los términos y expresiones con-
ceptuales, junto con la nocién de funcién semioética (Godino et al,
2021): el sistema de practicas es el objeto consecuente o significa-
do de los términos o simbolizaciones conceptuales, que participan
como antecedentes o significantes de una funcion semictica. La doble
vision pragmatista-referencial de los significados permite compagi-
nar la concepcion de la matematica como actividad de resolucion de
problemas con la visién de la matemadtica como sistema de objetos
culturales, considerando el objeto abstracto como la entidad unitaria
regulativa de dicha actividad (Capitulo 2).

El EOS proporciona una respuesta al dilema entre las teorias pe-
dagogicas que proponen los modelos didacticos centrados en el es-
tudiante (constructivismo) o centrados en el profesor (objetivismo).
Al tener en cuenta la complejidad de objetos y procesos implicados
en la actividad matematica y postular la naturaleza regulativa de
los conceptos, proposiciones y procedimientos matematicos (Font et
al, 2013), se concluye que la optimizacién de la idoneidad didactica
requiere aplicar un modelo mixto que articule dialécticamente las
interacciones entre profesor, estudiante y contenido. El modelo didac-
tico dialogico-colaborativo en los momentos de primer encuentro del
estudiante con nuevos contenidos (Capitulo 4) es un instrumento en
la actividad de implementacion, derivado de la solucién del dilema
mencionado en la actividad de fundamentacion.

Algunas teorias didacticas, como la Teoria de la Objetivacion
(Radford, 2014) defienden de manera general la aplicacion de un
modelo colaborativo, consistente en el trabajo conjunto de profesor y
estudiantes, como preferible a las alternativas de tipo constructivista,
o tradicionales centradas en el profesor. El modelo educativo-instruc-
cional que propone el EOS es mas abierto, al asumir que la optimi-
zacion del aprendizaje se puede lograr con la articulacion idénea de
distintos tipos de configuraciones didacticas.
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La idoneidad didactica ayuda a clarificar y sopesar el papel de
las evaluaciones externas estandarizas, al mostrar la complejidad de
facetas y componentes que se deben tener en cuenta y el dificil equi-
libro de principios y valores que se deben compaginar para optimizar
los procesos educativo-instruccionales. Tanto la evaluacién sumativa,
como formativa llevada a cabo por el profesor es esencial para pon-
derar la importancia relativa de cada aspecto segun el contexto y las
circunstancias de las personas implicadas.

Con relacion a los dilemas que se plantean en la formacion de
profesores, indicamos, en la Figura 7.2, la diversidad y parcialidad de
las teorias sobre el desarrollo profesional docente; podemos afiadir la
tension entre la comprension y dominio de conocimientos sobre la
ensefianza y el aprendizaje y el desarrollo de competencias profesio-
nales, esto es, la accion efectiva sobre la practica. En el modelo de co-
nocimientos y competencias didactico-matematicas (CCDM, Capitulo
6) se articula de manera coherente el desarrollo en los profesores de
conocimientos sobre los diversas facetas y componentes implicadas
en la instrucciéon matematica con las competencias profesionales.

7.3. Problemas y métodos de investigacion desde la
perspectiva del EOS?

La investigacion en educacién matematica ha evolucionado como
consecuencia de cambios en los marcos teéricos que han predomina-
do en cada momento, ya fuesen los enfoques de la psicologia experi-
mental, el constructivismo o los enfoques socioculturales. Durante la
década de los 90, el foco de la investigacion en educacion matema-
tica se desplaz6 en gran medida desde lo cognitivo a lo social: desde
teorias que se centran en los procesos de pensamiento de los indi-
viduos a «teorias que ven el significado, el pensamiento, y el razona-
miento como productos de la actividad social» (Lerman, 2000, p. 23).

27 El contenido de esta seccion esta basado principalmente en Godino et al.
(2021).
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Estas tendencias han producido sesgos y parcialidades en los temas
de investigacion en educacion matematica. Inglis y Foster (2018) con-
cluyen que «la educacion matematica se beneficiaria de una mayor
interaccion entre la investigacion en psicologia experimental e inves-
tigacion sociocultural» (p. 494).

Los problemas de investigacion se abordan asumiendo determi-
nados principios y métodos especificos de los marcos teéricos desde
los cuales se formulan dichos problemas e interpretan los resultados.
Por tanto, es necesario reflexionar sobre la eleccion y las implicacio-
nes del modelo conceptual que se emplea (aunque sea tacitamente).
Como plantea Schoenfeld: «Por ejemplo, équé fenomenos no se tienen
en cuenta en esta perspectiva? ¢A cudles se les da una importancia
significativa? ¢éCoémo pueden esos prejuicios teéricos configurar la
interpretacion de la situacion?» (Schoenfeld, 2007, p. 80).

En esta seccion mostramos como el sistema de herramientas del
EOS permite formular preguntas de investigacion que tienen en
cuenta las dimensiones cognitiva y sociocultural y los componentes
cientifico-tedrico y tecnologico-practico de la investigacion educati-
va. La unidad basica del anilisis didactico para el EOS es el proceso
educativo-instruccional, bien de matematicas (aprendizaje de los estu-
diantes) o de didactica de las matematicas (formacién de profesores).
En ambos casos es necesario tener en cuenta seis facetas y sus interac-
ciones: epistémica, ecolégica, mediacional, interaccional, cognitiva y
afectiva (Figura 7.1). Dichas facetas sirven como categorias primarias
para clasificar los focos de atencién del analisis y la intervencion
didactica, siendo posible centrar la atencion en aspectos particulares,
sin perder de vista la globalidad del fenémeno educativo.

7.3.1. Clasificacién de los problemas de investigacion

Un primer criterio para la clasificacion de los problemas es el con-
tenido matematico sobre el que se centra la investigacion, que puede
ser Aritmética, Geometria, Medida, Algebra, Estadistica, Calculo, etc.
El nivel educativo (educacién infantil, primaria, secundaria, univer-
sidad, formacion de profesores, etc.) al que se refiere el proceso de
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instruccién es otro criterio que permite organizar las cuestiones de
investigacion. Ademas del contenido y el nivel educativo, el foco de
la investigacion puede ser uno o varios de los siguientes:

* Epistémico: se investiga el propio contenido matematico y las di-
ferentes formas en que puede presentarse (mas o menos formal,
mas o menos completo) en la actividad matematica.

* Ecolégico: se centra en las relaciones del contenido matematico
con otras disciplinas y los factores curriculares, socioprofesio-
nales, politicos y econémicos que condicionan los procesos de
instruccion matematica.

* Mediacional: se analizan los recursos (tecnolégicos, materiales
y temporales) apropiados para potenciar el aprendizaje de los
estudiantes.

* Interaccional: se estudian los roles del profesor y los estudian-
tes en la gestion de las tareas, la identificacion y resolucién de
conflictos de aprendizaje y el tipo de interacciones que se puede
establecer en el aula.

* Cognitivo: se investiga como lo estudiantes aprenden, razonan
y entienden las matematicas, sus estrategias en la resolucién de
problemas, qué dificultades o conflictos semi6ticos muestran en
el proceso de instruccién y como progresan en su aprendizaje.

* Afectivo: se centra en los aspectos afectivos, emocionales y acti-
tudinales de los estudiantes con relacion a los objetos matemati-
cos y al proceso de instruccion implementado.

El analisis didactico de los procesos de formacién de profesores
debera tener en cuenta las seis facetas mencionadas referidas, en este
caso, a los conocimientos diddctico-matematicos, al desarrollo de las
competencias profesionales y al estudio de los factores condicionan-
tes de los mismos (Capitulo 6).

La clasificacion de los problemas de investigacion segun su foco se
puede complementar con la siguiente tipologia, que viene caracteriza-
da por su intencionalidad o finalidad con la cual se realiza:

* Descriptiva de significados, procesos y factores ((Qué es..?

¢Coémo es...?).
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* Explicativa de los procesos de ensefianza y aprendizaje y los
efectos de los factores intervinientes (¢Por qué...? (Qué varia?).
* Predictiva o de implementacion de acciones para el logro de un
fin (¢(Como disefiar o motivar...? (Qué pasa si cambio...?).
* Valorativa de la idoneidad de un proceso de instruccién o alguno
de sus componentes ((En qué medida es adecuado o idéneo...?).
Ademas, se pueden distinguir las investigaciones por su amplitud,
segun sean estudios de casos, muestras (que pueden ser probabilisti-
cas 0 no), o censos (Cohen et al, 2007).
La Figura 7.3 resume los criterios propuestos de clasificacion de los
problemas de investigacion.
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Figura 7.3. Clasificacion de los problemas de investigacion

Podemos definir problemas especificos fijando un contenido ma-
tematico, una faceta, una finalidad y un grado de generalidad o am-
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plitud; pero también se pueden definir problemas abarcando varias
de estas categorias o diferentes contenidos. Con el fin de garantizar
la importancia o relevancia de la investigacion que se realiza, en el
proceso analitico de formulacién de los problemas de investigacion
no se deberia perder de vista la globalidad de las facetas, componen-
tes y variables que intervienen en un proceso de instruccién ma-
tematica. Asi, destacamos la investigacion de disefio instruccional
(Kelly et al, 2014) como un tipo de investigacién que tiene en cuenta
las interacciones entre las distintas facetas y componentes. Este tipo
de investigacion tiene una finalidad predictiva, esto es, responde al
esquema «Si aplicamos el tratamiento X en unas circunstancias de-
terminadas entonces se obtienen los resultados Y». En principio, esta
investigacion estd mds proxima a las cuestiones y necesidades de la
practica docente, porque considera las diferentes facetas y compo-
nentes que intervienen en los procesos instruccionales. El supues-
to en que se basa la realizacion de experimentaciones es que, en
condiciones similares a las circunstancias de la experimentacion, se
obtendran resultados similares a los de la misma. Esta potencial ge-
neralidad de los resultados puede ocurrir no solo en los estudios de
tipo cuantitativo sino también en las descripciones ricas y densas de
tipo antropolégico, tipicas de las ciencias humanas, donde es dificil
implementar todos los requisitos de las investigaciones experimenta-
les o cuasiexperimentales (Schoenfeld, 2007).

7.3.2. Enfoque metodologico

En educaciéon matematica y otros campos de las ciencias socia-
les hay un fuerte interés por el empleo de métodos cualitativos de
investigacion, aunque esto no supone el olvido de los métodos cuan-
titativos, cuando se pretende proponer resultados mas ampliamente
generalizables. Se estd reconociendo la complejidad de los problemas
que se abordan en la investigacion en ciencias sociales y la necesidad
de adoptar una perspectiva pragmatista sobre el uso de metodologias
mixtas que permitan comprender las actividades educativas en el
contexto en que tienen lugar y al mismo tiempo aporten recomen-
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daciones generalizables que apoyen la toma de decisiones educativas
(Hart et al, 2009). La perspectiva pragmatista acepta una amplia va-
riedad de métodos que deben ser aplicados para abordar cuestiones
de investigacion complejas. En un mismo proyecto de investigacion
se puede aplicar métodos cualitativos y cuantitativos con una plani-
ficacion cuidadosa y reconociendo la potencial contribucion de cada
aproximacion (Johnson y Onwuegbuzie, 2004). Ademas, es importan-
te tener en cuenta la interconexion que existe entre el enunciado de
las preguntas y los métodos con los principios y herramientas con-
ceptuales del marco tedrico en que se plantea el proyecto de inves-
tigacion. «Las metodologias son parte de los marcos teéricos usados
en la investigacion, y por tanto profundamente conectadas con los
principios de la teoria y las cuestiones paradigmaticas» (Bikner-Ahs-
bahs et al, 2015, p. 533).

El andlisis ontosemidtico como técnica para determinar significados

La cuestion epistemologica, esto es, la descripcion de como emerge
y se desarrolla el conocimiento matematico, desde el punto de vista
institucional, se investiga en el EOS segun el siguiente principio
metodolégico:

La génesis institucional del conocimiento matematico se investiga
mediante: 1) la identificacion y categorizacién de las situaciones-pro-
blemas que requieren una respuesta en la que intervenga el objeto,
para lo cual, en ocasiones es también necesario un estudio historico;
2) la descripcion de las secuencias de practicas que se ponen en juego
en la resolucion. (Godino et al, 2019, p. 39)

Para estudiar la naturaleza de los objetos matemadticos y su co-
nocimiento, se aplica la herramienta configuracién ontosemiotica
de practicas, objetos y procesos, en sus versiones duales, epistémica
(significados institucionales) y cognitiva (significados personales). El
analisis ontosemiotico, esto es, la caracterizacion de los sistemas de
practicas, los objetos intervinientes en las mismas y de las funciones
semidticas que se establecen da respuesta a los problemas ontologi-
co y semi6tico-cognitivo de la educacién matemadtica, permitiendo
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describir los conocimientos institucionales y personales (Capitulos
2y 3). A un nivel que podemos calificar de microscopico, permite
identificar significados puestos en juego en una actividad matematica
puntual, por ejemplo, el uso de términos y expresiones. A un nivel
mas general o macroscopico, ayuda a describir la estructura semio-
tica de una organizacion matematica compleja implementada en un
proceso de estudio particular o por un estudiante al trabajar con una
tarea o a lo largo de un proceso de instruccién (Burgos et al, 2021;
Font y Contreras, 2008). En ambos niveles, el analisis ontosemi6tico
permite identificar discordancias o disparidades entre los significa-
dos atribuidos a las expresiones por dos sujetos (personas o institu-
ciones) en interaccion didactica. Estos conflictos semidticos pueden
explicar, al menos parcialmente, las dificultades potenciales o efecti-
vas de los alumnos en el proceso de instruccion e identificar las limi-
taciones de las competencias y comprensiones matematicas puestas
en juego. La informacién obtenida con este analisis es necesaria si
se desea abordar con criterios rigurosos el disefio e implementacién
del proceso de instruccién y determinar los recursos materiales y de
tiempo necesarios.

Herramientas metodoldgicas para analizar el problema
educativo-instruccional

Para abordar el problema educativo-instruccional, esto es, la inda-
gacion sobre la ensefianza, el aprendizaje, como se relacionan entre
si, y la identificacion de los factores condicionantes para su optimiza-
cion, se han desarrollado en el EOS varias herramientas metodolégicas
especificas, en particular la nocién de configuracion didactica (Capi-
tulo 4). En toda configuraciéon didactica se diferencian tres compo-
nentes: a) una configuracién epistémica (sistema de practicas, objetos
y procesos matematicos institucionales requeridos en la tarea), b) una
configuracion instruccional (sistema de funciones docentes, discentes
y medios instruccionales que se utilizan y sus interacciones) y c)
una configuracién cognitiva-afectiva (sistema de practicas, objetos y
procesos matematicos personales que describe el aprendizaje y los
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componentes afectivos que le acompanan). La secuencia de configura-
ciones didacticas, o trayectoria didactica, da cuenta de la articulacion
de las distintas configuraciones y su evolucién temporal.

Respecto de la identificacion de factores condicionantes de los
procesos instruccionales, en el EOS se dispone de la herramienta
metodologica, dimensién normativa. Se trata de tener en cuenta las
normas, habitos y convenciones, generalmente implicitos, que regulan
el funcionamiento de la clase de matematicas y que condicionan en
mayor o menor medida los conocimientos que construyen los estu-
diantes. En cuanto a la optimizacién de los procesos instruccionales
se ha desarrollado la herramienta metodolégica de la idoneidad di-
dactica (Capitulo 5).

En Godino ef al. (2014) se puede ver la aplicacion de las diversas
nociones teéricas del EOS para abordar el problema educativo-ins-
truccional en su globalidad con una interpretacion de la metodologia
de la ingenieria didactica, entendida en el sentido generalizado que se
describe en Godino et al (2013).

Metodologia para la evaluacion de los conocimientos
matemadticos

El problema de la evaluacion de los conocimientos matematicos
es planteado por Wheeler (1993) desde su dimension epistemologica:
Si necesitamos evaluar el conocimiento matemadtico de los estu-
diantes para una multiplicidad de fines, la primera cuestion que debe
dilucidarse se refiere a la naturaleza del propio conocimiento. La
razon que da este autor nos parece obvia: «Como podemos evaluar lo

que no conocemos?». (p. 87)

En el EOS esta problematica se corresponde con la caracterizacion
de significados. Precisamente, una de las finalidades de la epistemolo-
gia del conocimiento matematico que propone el EOS es proporcio-
nar criterios para la elaboracion de una teoria de su evaluacion, que
previamente necesita adoptar o elaborar una teoria sobre su natura-
leza, variedad y estructura.
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La determinacion de los conocimientos personales precisa nece-
sariamente de procesos de inferencia, a partir de los conjuntos de
practicas observadas en la situacion de evaluacion, cuya validez y fia-
bilidad hay que garantizar. La complejidad de este proceso se deduce
del hecho de que, no solo existen interrelaciones entre los conoci-
mientos referidos a diferentes objetos matematicos, sino que, incluso
para un objeto matematico dado, el conocimiento de un sujeto sobre
el mismo, no puede reducirse a un estado dicotéomico (conoce o no
conoce) ni a un grado o porcentaje unidimensional (conoce X por
ciento), lo que hace dificil aplicar a la evaluacion de los conocimien-
tos las teorias clasicas psicométricas de maestria de dominio o del
rasgo latente (Snow y Lohman, 1991; Webb, 1992).

El caracter observable de las practicas sociales permite, mediante
un estudio fenomenologico y epistemologico adecuado, determinar el
campo de problemas asociado y los significados institucionales para
un objeto dado, concretados en las correspondientes configuraciones
epistémicas. El analisis de las variables didacticas del campo de pro-
blemas proporciona un criterio para estructurar la poblacién de las
posibles tareas de las cuales debe extraerse una muestra representa-
tiva, si se quiere garantizar la validez de contenido del instrumento
de evaluacion. Estos dos elementos proporcionaran unos primeros
puntos de referencia para disefar las situaciones pertinentes para la
evaluacion de los conocimientos personales, y para el disefio de inge-
nierfas didacticas adecuadas.

7.4. Uso del EOS como marco tedrico de una investigacion

Cada una de las teorias que componen el EOS permite abordar
cuestiones especificas de investigacion sobre aspectos parciales rele-
vantes para la educaciéon matematica. No obstante, el planteamiento
y solucion de problemas sustantivos de ensefianza y aprendizaje de
un contenido matematico, cuando involucra los diversos factores im-
plicados, requiere articular de manera sistematica las diversas teorias
que componen el EOS.
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Como ejemplo de uso del sistema teérico EOS para disefiar, imple-
mentar y evaluar procesos de ensefianza y aprendizaje de un conteni-
do matematico especifico, en esta seccion describimos las preguntas
de un proyecto de investigacion sobre formacion de profesores. Se
trata de la tesis doctoral de Veron (2023) titulada «<Modelo ontosemio-
tico del concepto de diferencial. Implicaciones para la formacion de
profesores de matematica».

El autor es profesor de matematicas en un Instituto Superior de
Formacién Docente de Argentina, e imparte un Seminario de Didac-
tica de la Matematica en el cuarto afio de la carrera de Profesorado
de Educaciéon Secundaria en Matematica. Los futuros profesores de
matematicas (FPM) tienen cursos de Analisis matematico en su plan
de estudios y deben ser capacitados para ensefar los fundamentos
del célculo infinitesimal a estudiantes de bachillerato o carreras uni-
versitarias. Por su experiencia docente el autor sabe que el concepto
de diferencial es dificil para los estudiantes y clave en el Calculo.
Al iniciar su formacion como investigador se plantea como tema
indagar sobre como deberia formar a los futuros profesores a fin de
capacitarles para una buena ensefianza del concepto de diferencial.
Antes de abordar el problema propiamente educativo-instruccional,
es necesario problematizar la naturaleza de la actividad matematica,
los objetos emergentes y sus significados (Verén y Giacomone, 2021):

* ¢Qué es el concepto de diferencial? (problema ontolégico).

* ¢Cuales son los diferentes significados referidos como diferen-

cial? (problema semi6tico).

Para responder a estas cuestiones se aborda el estudio de docu-
mentos historicos y epistemologico sobre calculo infinitesimal, con
el foco centrado en el concepto de diferencial. De esa manera trata
de identificar los tipos de problemas intramatematicos y extramate-
maticos en cuya solucion interviene el objeto diferencial, es decir, de
responder a las cuestiones:

* ¢Cuales son los tipos de problemas y los sistemas de practicas

operativas y discursivas para resolverlos en las cuales interviene
el concepto de diferencial?
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* (Cuadles son los diversos significados pragmaticos del diferen-
cial, qué elementos permiten distinguirlos en términos de gene-
ralidad y formalizacién, y como se articulan?

Se requiere también analizar la cogniciéon matematica para ca-
racterizar los tipos de significados personales de los estudiantes
sobre el diferencial mediante un estudio de la bibliografia de edu-
cacion matematica, respondiendo a la pregunta:

* ¢Cuales son los tipos de significados personales (conocimientos,
concepciones incorrectas) que tienen los estudiantes de Calculo
sobre el diferencial?

Con la informaciéon aportada al responder a estas cuestiones
aborda de manera fundamentada el problema educativo-instruccio-
nal de desarrollar los conocimientos matematicos y didactico-ma-
temadticos de los estudiantes sobre el objeto diferencial. Fijados los
sujetos y el contexto educativo, en este caso, futuros profesores de
matemadticas de secundaria, que ya han estudiado el diferencial
en cursos de matematicas, se plantea el problema de desarrollar,
de manera articulada los conocimientos matemadticos, los conoci-
mientos diddctico-matematicos especializados y las competencias
de analisis e intervencion didéctica. Se requiere, por tanto, abordar
cuestiones relativas al disefio didactico, tanto para el aprendizaje de
contenidos matematicos como didactico-matematicos.

* ¢Qué significados parciales del diferencial se deberian seleccio-
nar para que los FPM profundicen en el conocimiento comun y
ampliado de este objeto y sus relaciones con otros contenidos?

* ¢Qué problemas se podrian seleccionar para generar los signi-
ficados parciales y sus interrelaciones?

* ¢Qué tipo de configuraciones didacticas serian idoneas para el
estudio de los significados parciales seleccionados y los cono-
cimientos didactico-matematico especializados sobre concepto
de diferencial?

Seguidamente, se requiere plantear cuestiones relacionadas con

el desarrollo de competencias de analisis e intervencion didactica
de los FPM. Se considera necesario que los FPM se familiaricen

412



con las herramientas de andlisis que propone el EOS de la activi-
dad matematica y didactica para que puedan ellos mismos realizar
la seleccién de problemas, la identificacion de significados, la re-
construccion de las configuraciones de practicas, objetos y procesos
matematicos.

* ¢Qué tipo de acciones formativas seria necesario y posible im-
plementar en un programa de formacién para desarrollar en
los futuros docentes el conocimiento y la competencia para el
andlisis ontosemi6tico de la actividad matematica implicada en
el uso del diferencial?

* ¢Qué aspectos y criterios deberia tener en cuenta un profesor
para optimizar los procesos de ensefianza y aprendizaje del
concepto de diferencial?

* ¢Qué tipo de acciones formativas seria necesario y posible im-
plementar en un programa de formacion para desarrollar en
los futuros docentes el conocimiento y uso competente de la
herramienta idoneidad didactica para la reflexion sistematica
sobre un proceso de estudio del diferencial?

En los diferentes capitulos de la tesis, Veron describe el disefio —in-
cluyendo el analisis a priori— e implementacion de las tareas for-
mativas sobre el concepto de diferencial, adaptadas al contexto y
los recursos temporales y tecnolégicos disponibles planteandose fi-
nalmente las cuestiones relativas a la evaluacion de la experiencia
(Veron et al, 2024):

* (Cuadl es el grado de idoneidad didactica del proceso formativo
implementado en la formacion inicial de profesores de mate-
madtica sobre el significado global del concepto de diferencial?

* ¢Qué cambios se deberian introducir en el disefio e implemen-
tacion del proceso formativo para incrementar su idoneidad di-
déctica en una proxima implementacion en la formacion inicial
de profesores de matematica?
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7.5. Concordancias y complementariedades con otras
teorias

En este apartado identificamos concordancias y complementarie-
dades del EOS con otros marcos tedricos que abordan la problematica
del disefio educativo-instruccional. Se trata de la Teoria de situacio-
nes didacticas en matematicas (TSD, Brousseau), la Teoria antropologi-
ca de la didéctica (TAD, Chevallard), Teoria de la matematica realista
(EMR, Freudenthal), Teoria APOE (Dubinsky), Teoria cultural de la
objetivacion (TO, Radford) y el Programa Etnomatematico (D’Ambro-
sio). En cada una de ellas identificamos los supuestos y constructos
que las caracterizan en las facetas indicadas en la Figura 7.1 y las
concordancias y complementariedades con las propuestas por el EOS.

7.5.1. Teoria de situaciones didacticas
Principales elementos de la teoria

Faceta epistémica y ecoldgica

En el marco de la TSD, el saber a ensefiar tiene una existencia
cultural, preexistente y, en cierta forma, independiente de las perso-
nas e instituciones interesadas en su construccion y comunicacion.
El saber matematico se refiere a una forma especial de conocimiento
institucionalizado, que habitualmente queda registrada de una forma
axiomatica que lo despersonaliza y descontextualiza. «Este saber cuyo
texto existe ya, no es una produccién directa del maestro, es un
objeto cultural, citado o recitado» (Brousseau, 1986, p. 73). General-
mente, Brousseau utiliza el término «saber» ligado con el calificativo
de «saber formal», «saber erudito» «saber teérico» «saber practico» lo
cual indica que se interpreta como algo externo o institucional, como
elemento de referencia de la ensefianza y el aprendizaje. La transpo-
sicion didactica da cuenta de las adaptaciones de estos saberes para
su estudio en el contexto escolar.

En la TSD el aprendizaje con sentido de las matemadticas es un
objetivo fundamental.
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El sentido del conocimiento matematico se define —no solo por el
conjunto de situaciones en las que este conocimiento se realiza como
teoria matematica (semantica en el sentido de Carnap)—, no solo por
el conjunto de situaciones en las que el sujeto lo ha encontrado como
medio de solucion, sino también por el conjunto de concepciones,
elecciones previas que rechaza, errores que evita, economias que pro-

porciona, formulaciones que retoma, etc. (Brousseau, 1983, p. 170)

Faceta cognitiva y afectiva

Entre las nociones usadas en la TSD para referirse a los «conoci-
mientos del sujeto», hallamos el uso de «representacion», en el sentido
de representacion interna; en otras ocasiones Brousseau emplea la
expresion «modelos implicitos» para dichos conocimientos y repre-
sentaciones. Interpreta los modelos implicitos como «formas de cono-
cimiento» que no funcionan de manera completamente independiente
ni de manera completamente integrada para controlar las interac-
ciones del sujeto. La nocién de modelo es nuclear para describir los
procedimientos de calculo, los resultados de la formulacién y los
conocimientos puestos en juego por los estudiantes enfrentados a una
situacion dada. Asi, se define:

* Modelo de accién: Procedimiento de cédlculo que produce una
estrategia (vélida para todos los casos) o una tactica (especifica
para algunos casos concretos).

* Modelo explicito: Resultado de una situacion de formulacién y
que puede ser planteado mediante signos y reglas, conocidos o
nuevos.

* Modelo implicito: Representacion simplificada de un conoci-
miento, suficiente para caracterizar los comportamientos obser-
vados en una situacion dada.

La TSD es respetuosa con las aportaciones de la psicologia en
el estudio de los procesos de construccion de los conocimientos
por parte del sujeto. Los conocimientos evolucionan segin proce-
sos complejos. Querer explicar esas evoluciones unicamente por
las interacciones efectivas con el medio seria ciertamente un error,

415



pues muy pronto los nifios pueden interiorizar las situaciones que
les interesen y operar con sus «representaciones internas», expe-
riencias mentales muy importantes. Resuelven asi los problemas de
asimilacién (aumento de esquemas ya adquiridos por agregacion
de hechos nuevos) o de acomodacién (reorganizacion de esquemas
para aprender preguntas nuevas o para resolver contradicciones).
Para que el alumno «construya» el conocimiento, es necesario que se
interese personalmente por la resolucion del problema planteado en
la situaciéon didactica. En este caso, se dice que se ha conseguido la
devolucion de la situacion al alumno. «La devolucion es el acto por
el cual el profesor hace que el alumno acepte la responsabilidad
de una situacion (adidactica) de aprendizaje o de un problema, y
acepta las consecuencias de esta transferencia de responsabilidad»
(Brousseau, 2002, p. 230). Se espera que, mediante la interacciéon con
un medio apropiado, los estudiantes construyan el conocimiento
progresivamente de manera colectiva, rechazando o adaptando sus
estrategias iniciales si fuera necesario.

Faceta instruccional

En esta faceta encontramos el postulado constructivista Piagetiano
y constructos tales como contrato didactico, tipos de situaciones didac-
ticas, obstaculos didacticos, fenémenos didacticos. El objetivo central
de la TSD es investigar las condiciones que debe reunir la ensefianza
para dar sentido al conocimiento matematico objetivo del aprendizaje.
Su hipétesis basica es que el conocimiento construido o usado en una
situacion es definido por las restricciones de la misma. De esta forma,
creando ciertas restricciones artificiales, el profesor es capaz de pro-
vocar que los estudiantes construyan un cierto tipo de conocimiento.
Esta hipotesis esta ciertamente mas proxima al constructivismo que a
las aproximaciones que se derivan de la nocién Vygostskiana de zona
de desarrollo préximo (Sierpinska y Lerman, 1996).

Un constructo basico de la TSD es el de situacion diddctica de-
finida como el conjunto de relaciones explicita y/o implicitamente
establecidas entre un alumno o un grupo de alumnos, algiin entorno
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(incluyendo instrumentos o materiales) y el profesor con un fin
de permitir a los alumnos aprender —esto es, reconstruir— algin
conocimiento. Las situaciones son especificas de cada conocimien-
to. La teoria del aprendizaje que asume la TSD es constructivista,
dado que se interesa en determinar cémo los sujetos construyen y
comunican los saberes matematicos en la resolucién de problemas.
Los problemas se deben seleccionar de modo que permitan optimi-
zar la dimension adaptativa del aprendizaje y la autonomia de los
estudiantes.

El trabajo intelectual del alumno debe ser, en ciertos momentos,
comparable a la actividad cientifica del matematico. Saber matemati-
cas, no es solamente aprender definiciones y teoremas, para reconocer
el momento de utilizarlos y aplicarlos; sabemos que hacer matema-
ticas implica ocuparse de problemas. ( . ..) Una buena reproduccion
por el alumno de una actividad cientifica exigiria que intervenga, que
formule, que pruebe, que construya modelos, lenguajes, conceptos,
teorias, que los intercambie con otros, que reconozca los que estin
conformes con la cultura, que tome los que le son utiles, etc. (Brous-
seau, 2002, p. 22)

En la TSD la génesis artificial de un concepto matemadtico tiene
lugar como resultado de una secuencia de los siguientes tipos de
situaciones o estados de un contrato didactico:

* Situaciones centradas sobre la accién, donde los estudiantes
hacen sus primeros intentos por resolver un problema propues-
to por el profesor.

* Situaciones enfocadas en la comunicacion, donde los estudiantes
comunican los resultados de su trabajo a otros estudiantes y al
profesor.

* Situaciones centradas sobre la validacion, donde se deben usar
argumentaciones tedricas mas bien que empiricas.

* Situaciones de institucionalizacion, donde los resultados de las
negociaciones y convenciones de las fases previas son resumidos,
y la atencion se centra sobre los hechos «<importantes», los proce-
dimientos, las ideas, y la terminologia «oficial».

417



A partir de la fase de institucionalizacion, el significado de los
términos ya no es un objeto de negociacion, sino de correccioén, por
referencia a las definiciones, las notaciones, los teoremas, los procedi-
mientos aceptados. Dentro de cada una de estas situaciones, hay un
componente adiddctico, esto es, un espacio y tiempo donde la gestion
de la situacion cae enteramente por parte de los estudiantes. Se con-
sidera que esta es la parte mas importante, ya que, de hecho, el fin
ultimo de la ensefianza es lo que Brousseau llama la devolucion del
problema a los estudiantes.

Interpretacion desde el EOS

Nos parece fundamental el progreso dado por la teoria de situacio-
nes al conectar genéticamente los conocimientos matematicos con las
situaciones-problema, pero pensamos que es insuficiente el analisis
de los constituyentes del conocimiento, pues las situaciones son uno
de los constituyentes, pero no el tnico. En la TSD hallamos propues-
tas, aunque implicitas, para progresar en la descomposicién contro-
lada del conocimiento. Si bien estan las situaciones de accion —que
son ocasion para el desarrollo y aplicacion de técnicas matematicas
de solucion de los problemas—, las situaciones de formulacion-co-
municacion en la que intervienen de manera esencial los instrumen-
tos lingiiisticos, y las situaciones de validacién, donde intervienen lo
que podemos denominar objetos validativos (argumentaciones o de-
mostraciones), los conceptos y teoremas deben ser reconocidos como
constituyentes esenciales del componente discursivo del conocimien-
to, tanto en su version personal (concepciones, conceptos y teoremas
en acto) como institucional (conceptos y teoremas matematicos).

La TSD es una epistemologia experimental de las matematicas,
una teoria sobre las caracteristicas que deben reunir las situaciones
de ensefianza-aprendizaje para que el estudiante, de una manera au-
tonoma, reconstruya, reinvente el conocimiento matematico mediante
la resolucion de problemas, especialmente elegidos por el docente. El
supuesto epistemologico fundamental es que el conocimiento es una
emergencia de la actividad de resolucién de problemas, tanto desde
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el punto de vista profesional como educativo. Este postulado lo com-
parte plenamente con el EOS. Pero en la TSD no se modelizan los
ingredientes de esa actividad, la diversidad de objetos que intervienen
en la misma, a excepciéon del componente de los problemas cuya
resolucién da sentido al conocimiento. El moblaje del mundo mate-
matico en la TSD es excesivamente austero, desde el punto de vista
del EOS. La ontologia y semidtica de las matemadticas, tanto desde
el punto de vista de la cultura matematica profesional, como de la
matemadtica educativa son limitadas, lo cual tiene consecuencia en la
modelizacién de la cognicién del sujeto y en el disefio, implementa-
cién y evaluacién de los procesos educativo-instruccionales.

Podemos interpretar las caracteristicas que la TSD atribuye al sig-
nificado o sentido de un conocimiento/saber en términos del signifi-
cado pragmatico de un objeto que propone el EOS, esto es, como el
sistema de practicas operativas y discursivas en que ese saber (objeto,
conocimiento) participa de manera relevante para responder a una
clase de problemas. Estd ausente en la TSD el reconocimiento expli-
cito de la pluralidad de significados de un objeto (conocimiento), su
relatividad al marco institucional, al sujeto y los contextos de uso.
Desde nuestro punto de vista, la TSD, y la metodologia de investiga-
cién descrita como ingenieria didactica, no se conciben como una
«teoria instruccional» sino que constituyen basicamente una episte-
mologia experimental para la didactica de la matematica. Asi mismo,
incorporan o asumen una teoria constructivista-piagetiana para el
aprendizaje matematico y un enfoque positivista-experimental para
la didactica de las matematicas, cuyo objetivo debe ser descubrir
fenémenos didacticos y construir situaciones de ensefianza que nece-
sariamente produzcan los aprendizajes pretendidos.
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7.5.2. Teoria antropolégica en didactica de las matematicas
Principales elementos de la teoria

Faceta epistémica y ecoldgica

La Teoria Antropologica en Didactica de las matematicas (TAD)
que Chevallard y colaboradores vienen desarrollando (Chevallard,
1992; 1997; 1999) aporta elementos basicos de una epistemologia de
las matematicas, que amplian y profundizan la teoria del conocimien-
to que sirve de base a la TSD. Las nociones de praxeologia matemati-
ca, relacion institucional y personal al objeto constituyen extensiones
utiles de las nociones de conocimiento y saber de la TSD. Esta es la
definicion que da Chevallard (1999, p. 229) de praxeologia:

Alrededor de un tipo de tareas T se encuentra asi, en principio, una
tripleta formada por al menos una técnica, 1, por una tecnologia de 1,
6, y por una teoria de 6, ©. El total, indicado por [T/t/6/6], constituye
una praxeologia puntual, donde este dltimo calificativo significa que
se trata de una praxeologia relativa a un tnico tipo de tareas, T. Una
tal praxeologia —u organizacion praxeologica— estd pues constituida
por un bloque practico-técnico, [T/1], y por un bloque tecnolégico-tes-
rico [6/6].

Las técnicas se describen como maneras de realizar las tareas. Una
técnica no es necesariamente de naturaleza algoritmica o casi algorit-
mica; solo en casos poco frecuentes.

Tanto la TSD como la TAD comparten la visiéon de la matematica
como actividad humana, orientada hacia la resolucién de cierto tipo
de tareas o cuestiones problemadticas al igual que ocurre con el EOS.
En la TAD, hacer matematicas consiste en activar una organizacion
matemadtica, es decir, resolver determinados tipos de problemas con
determinados tipos de técnicas (el saber hacer), de manera inteligible,
justificada y razonada (mediante el correspondiente saber). La TAD
resalta las cuestiones, frecuentemente codisciplinares, en cuya reso-
lucién intervienen sistemas praxeologicos diversos. La herramienta
escala de niveles de codeterminacion ayuda a focalizar la atencion en
los diferentes tipos de restricciones a que la accion didactica esta
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sometida, desde el nivel de civilizacion al nivel del tema matematico
especifico abordado (Chevallard, 2019).

Faceta cognitiva-afectiva

La TAD describe la dimension cognitiva en términos de la relacion
personal al objeto, que agrupa todos los restantes conceptos propues-
tos desde la psicologia (concepcion, intuicién, esquema, representa-
cion interna, etc.).

Un objeto existe desde que una persona X o una institucion I re-
conoce este objeto como un existente (para ella). Mds precisamente, se
dira que el objeto O existe para X (resp., para I) si existe un objeto, que
represento por R(X, O) [resp., R(O)], al cual llamo relacion personal de
X a O (resp. relacion institucional de I a O). (Chevallard, 1992, p. 9)

Esta nocién no ha sido desarrollada, al postularse la caracteriza-
cién de las praxeologias matemadticas y el estudio de las relaciones
institucionales como previo y determinante. De hecho, la praxeologia
local representa la unidad minima de analisis de los procesos didac-
ticos (Bosch y Gascon, 2005). No hay ninguna cuestion de estructuras
o modelos mentales en esta nocion, sino una actitud (rapport#), una
«relacion a» y un «uncionamiento con» respecto a lo que una insti-
tucion define como conocimiento; se conoce o no, solo en relacion
con la opinién de una institucién, no en un sentido absoluto (Arsac,
1992). Por tanto, no interesan los estudios de psicologia del apren-
dizaje o del conocimiento, sino los anilisis antropolégicos sobre las
instituciones.

Faceta instruccional

La Teoria de los momentos didacticos, complementada con la
nocion de Recorrido de Estudio e Investigacion (REI), amplia y matiza
los tipos de situaciones adidacticas propuestas en la TSD, aportando
criterios para el disefio y gestion de los procesos instruccionales. El
objetivo de un proceso de ensefianza-aprendizaje puede formularse
en términos de los componentes de las organizaciones matematicas
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(praxeologias matematicas) que se quieren reconstruir: qué tipos de
problemas hay que ser capaz de resolver, con qué tipos de técnicas,
sobre la base de qué elementos descriptivos y justificativos, en qué
marco teorico, etc.

La TAD propone un modelo del proceso de estudio de las matema-
ticas en términos de momentos didacticos (Chevallard, 1997). Los tipos
de momentos didacticos esenciales en el proceso de estudio de una
organizacién matemdtica son los siguientes: el momento del primer en-
cuentro, exploratorio, del trabajo de la técnica, tecnologico-tedrico, insti-
tucionalizacion y evaluacién. El componente de disefio instruccional de
la TAD se ha visto reforzado con la introduccién de la nocién de REl y
el cambio de paradigma educativo que conlleva (Chevallard, 2009).

Se trata de situar como punto de partida de la accion didactica el
«cuestionamiento del mundo», esto es, se parte de cuestiones (situacio-
nes-problemas) centrales para la matematica o pluridisciplinares, en
lugar de comenzar por los saberes, considerados como «obras o mo-
numentos» que «se visitan». En lugar de que los alumnos encuentren
las obras matematicas del programa a través de una multiplicidad de
actividades de estudio e indagacion, cada una de las cuales parte de
una cuestion diferente y moviliza obras «auxiliares» diferentes, se in-
vestiga la manera de lograr un fuerte grado de integracion, derivando
todo un conjunto de cuestiones Qi a partir de una cuestion «genera-
triz» Q*. «De esta manera la cuestion Q* requiere una indagacion, la
cual se concreta en un cierto recorrido de estudio e investigacion»
(Chevallard, 2009, p. 26).

Una cuestion clave es la generatividad de la cuestion Q* de partida
que debera permitir generar cuestiones derivadas que amplian el
rango de las praxeologias que pueden intervenir, y, por tanto, se
pueden estudiar. El disefio de los REI debe ser tal que, (1) tengan una
orientacién matematica amplia y no estén centrados en un concepto
o topico aislado y especifico; (2) el programa de un curso se puede
estudiar a través de un numero finito de «grandes cuestiones»: un REI
aparece como un verdadero «recorrido de descubrimiento», como un
«programa de estudio y de investigacion».
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Interpretacion desde el EOS

Desde el punto de vista del EOS, los planteamientos teéricos de la
TAD tienen algunas limitaciones para fundamentar la investigacion
en didactica de la matematica. Resaltamos las siguientes:

* El énfasis epistemologico y antipsicologico, a causa del cual no se
concede espacio a la explicacion psicologica de algunos fenome-
nos didacticos, limita el uso del punto de vista antropologico en
el estudio de los procesos educativo-instruccionales.

* Parece limitado el hecho de querer reconducir todo hacia la ins-
titucion, sin valorar y estudiar al individuo. En nuestra opinién,
el complejo fenémeno del aprendizaje de la matematica no es del
todo explicable en términos de la adhesion a cierta institucion.

* La TAD ofrece herramientas teéricas potentes para estudiar las
organizaciones matemadticas, su relacién ecologica y las restric-
ciones institucionales que condicionan su evolucién y desarro-
llo. Sin embargo, la identificacién sujeto-institucion le impide
poder dar cuenta de las condiciones bajo las cuales ocurre el
aprendizaje.

El nivel de analisis de las organizaciones matematicas que permie
la TAD en términos del cuarteto —tareas, técnicas, tecnologias y
teorias— no profundiza en la complejidad ontosemidtica de esas
organizaciones. La explicitacion del sistema de reglas conceptuales,
proposicionales y argumentativas en el bloque tecnolégico-tedrico
que propone el EOS permite reconocer la complejidad de los proce-
sos de representacion e interpretacion, y las capacidades necesarias
para que los estudiantes comprendan y sigan esas reglas. La inves-
tigacion didactica debe centrar su atencién no solo en la ecologia
de las organizaciones matematicas, sino también en los fendmenos
cognitivos-afectivos que las acompaiian, lo cual puede ser un factor
explicativo de las dificultades de aprendizaje y permitir identificar
los recursos didacticos necesarios para su logro.
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7.5.3. Educacion matematica realista

La Educacion Matematica Realista (EMR) esta basada en gran
medida en las reflexiones y propuestas de Freudenthal (1973; 1983;
1991) sobre las matemadticas y su aprendizaje. Aunque surgié en
Holanda inicialmente en el IOWO vy fue desarrollada en el Insti-
tuto Freudenthal (Universidad de Utrech), la EMR ha expandido su
impacto en diferentes paises de todo el mundo (Phan et al, 2022). Se
presenta como una teoria innovadora de la instruccion, especifica
para el dominio de las matematicas, siendo uno de sus rasgos caracte-
risticos el dar una posiciéon prominente en el proceso de aprendizaje
al uso de situaciones «realistas». Estas situaciones sirven como fuente
para iniciar el desarrollo de conceptos, herramientas y procedimien-
tos matematicos y como contexto en el que los alumnos pueden, en
una etapa posterior, aplicar sus conocimientos matematicos, que luego
se hacen gradualmente mas formales y generales y menos especificos
del contexto (Van den Heuvel-Panhuizen y Drijvers, 2014, p. 521).

Principales elementos de la teoria

Facetas epistémica y ecologica

Freudenthal consideré las matematicas como una actividad
humana que, por tanto, deberian ser aprendidas no como un sistema
cerrado, sino como de matematizacién de la realidad. Matematizar no
solo es axiomatizar, formalizar, esquematizar, sino toda actividad or-
ganizadora del matematico, que puede referir al contenido o a la ex-
presion matematica, incluso realizada en la experiencia mas ingenua,
intuitiva o vivida y ser expresada en lenguaje cotidiano.

Para Freudenthal (1983), los conceptos, estructuras e ideas mate-
madticas sirven para organizar los fenémenos tanto del mundo real
como de las matematicas. Por medio de las figuras geométricas, como
triangulo, paralelogramo, rombo o cuadrado, se organiza el mundo
de los fenomenos de los contornos; los nimeros organizan el feno-
meno de la cantidad. En un nivel superior el fenémeno de la figura
geométrica se organiza mediante las construcciones y demostraciones
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geométricas; el fenomeno nimero se organiza mediante el sistema
decimal.

La fenomenologia de un concepto, estructura o idea matematicos
significa, en la terminologia de Freudenthal, describir este construc-
to (noumenon) en su relacion con los fenomenos (phainomena) que
permite organizar. Si en esta relacién entre noumenon (constructo) y
phainomenon (fenémeno) se subraya el elemento didactico, esto es, si
se presta atencion a como se adquiere tal relacion en un proceso de
ensefianza-aprendizaje, se habla de la fenomenologia didactica de ese
noumenon.

Como un elemento relacionado con la faceta ecologica del co-
nocimiento matematico encontramos el principio de entrelazamiento
(Van den Heuvel-Panhuizen, 1996), mediante el cual se asume que los
dominios de contenido matematico, como el niimero, la geometria, la
medida y el tratamiento de datos, no son capitulos aislados del plan
de estudios, sino que estan fuertemente integrados. A los estudiantes
se les ofrecen problemas ricos en los que pueden utilizar diversas
herramientas y conocimientos matemadticos. Este principio también
se aplica dentro de los dominios. Por ejemplo, dentro del dominio del
sentido numérico, la aritmética mental, la estimacion y los algoritmos
se ensefian en estrecha conexion.

Facetas cognitiva y afectiva

Para Freudenthal un concepto matematico (nimero, grupo, etc.)
es entendido como un objeto cultural, fijado mediante definiciones y
propiedades, descontextualizadas y despersonalizadas. Propone que el
aprendizaje deberia tener lugar a través de la resolucion de problemas
pertenecientes a la esfera de «realidad» del sujeto, no a partir de la
«adquisicion del concepto», entendido de manera mas o menos formal
en la cultura matematica. A través de la fenomenologia el sujeto no
adquiere el concepto, sino que va formando un objeto mental me-
diante el cual interpreta y comprende los fen6menos para los cuales
el objeto matematico (nimero, funcién) es un medio de organizacion.
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Leibniz y John Bernoulli utilizaron la palabra «funcién» para algo
que no era mas que un objeto mental, y solo con la primera aparicion
de un simbolo de letra para una funcion en los trabajos de D'Alembert
y Euler se alland el camino para el concepto de funcion. La distancia
entre objeto mental y concepto dependera del tema tratado, pero ain
mas del individuo y de su situacion particular. (Freudenthal 1991, p. 19)

Rechaza las concretizaciones de los conceptos como medio para
el aprendizaje, al considerarlas como usualmente falsas, demasiado
bastas para reflejar los rasgos esenciales de los conceptos, incluso
si, mediante una variedad de «materiales concretos», uno desea dar
cuenta de mas de una faceta. Didacticamente esto significa poner
el carro delante del caballo: ensefar abstracciones haciéndolas con-
cretas. Lo que una fenomenologia didactica puede hacer es preparar
el enfoque contrario: empezar por los fenomenos que solicitan ser
organizados y, desde tal punto de partida, ensefiar al estudiante a ma-
nipular esos medios de organizacién. En la fenomenologia didactica
de la longitud, numeros, etc., los fenémenos organizados por longitud,
nuamero, etc., se muestran lo mas ampliamente posible. Para ensefar
grupos, en vez de empezar por el concepto de grupo y andar bus-
cando materiales que hagan concreto ese concepto, se deberia buscar
primero fenémenos que pudieran compeler al estudiante a constituir
el objeto mental que esta siendo matematizado por el concepto de
grupo. Si en una edad dada dichos fenomenos no estan a disposicion
de los alumnos, uno abandona el intento —initil— de inculcar el
concepto de grupo. Para este enfoque contrario, Freudenthal evita el
término adquisicion de concepto. En su lugar habla de la constitucion
de los objetos mentales, lo que, desde su punto de vista, precede a la
adquisicion de conceptos, y puede ser altamente efectivo, incluso si
no le sigue la adquisicion de conceptos.

Dentro de la faceta cognitiva se asume el principio de nivel median-
te el cual se subraya que el aprendizaje de las matematicas implica
que los alumnos pasen por varios niveles de comprension: desde las
soluciones informales relacionadas con el contexto, pasando por la
creacion de varios niveles de atajos y esquematizaciones, hasta la ad-
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quisicion de conocimientos sobre como se relacionan los conceptos
y las estrategias. En particular, para la ensefianza de las operaciones
con numeros, este principio de nivel se refleja en el método didactico
de «esquematizacion progresiva», tal y como fue sugerido por Treffers
(1987) y en el que los métodos transparentes de calculo con nimeros
enteros evolucionan gradualmente hacia algoritmos basados en digitos.

Faceta instruccional

El componente instruccional de la EMR se refleja en los principios
de actividad, realidad, interactividad y de orientacién (Van den Heu-
vel-Panhuizen, 1996):

* Principio de actividad: Significa que los estudiantes son trata-
dos como participantes activos en el proceso de aprendizaje.
También hace hincapi¢ en que las matematicas se aprenden
mejor haciendo matematicas, lo que se refleja fuertemente en la
interpretacion de Freudenthal de las matematicas como activi-
dad humana, y su idea de matematizacion.

* Principio de realidad: Expresa la importancia de desarrollar en
los estudiantes la capacidad para aplicar las matematicas en la
resolucion de problemas de la «vida real». Significa que la edu-
cacion matematica debe partir de situaciones problematicas que
sean significativas para los alumnos, lo que les ofrece la oportu-
nidad de atribuir un significado a las construcciones matemati-
cas que desarrollan mientras resuelven los problemas. En lugar
de comenzar con la ensefianza de abstracciones o definiciones
que se aplicaran mads tarde, en la RME la ensefianza comienza
con problemas en contextos ricos que requieren una organi-
zacion matemadtica o, en otras palabras, que pueden ser mate-
matizados y ponen a los alumnos en la pista de estrategias de
solucion informales relacionadas con el contexto como primer
paso en el proceso de aprendizaje.

* Principio de interactividad: El aprendizaje de las matematicas
no es solo una actividad individual, sino también una actividad
social. Se favorecen los debates en toda la clase y el trabajo en
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grupo, que ofrecen a los estudiantes la oportunidad de compar-
tir sus estrategias e invenciones con los demas. De este modo, los
estudiantes pueden obtener ideas para mejorar sus estrategias.
Ademais, la interaccion suscita la reflexion, lo que permite a los
estudiantes alcanzar un mayor nivel de comprension.

* Principio de orientacion: Se refiere a la «reinvencion guiada» de
las matematicas. Los profesores deben tener un papel proactivo
en el aprendizaje de los alumnos y que los programas educativos
deben contener escenarios que tengan el potencial de funcio-
nar como palanca para alcanzar cambios en la comprension
de los alumnos. Para ello, la ensefianza y los programas deben
basarse en trayectorias de ensefianza-aprendizaje coherentes a
largo plazo.

Interpretacion desde el EOS

La consideracion de la matematica como una actividad humana,
y el papel central de la resoluciéon de problemas internos o externos,
incluso de la vida cotidiana, en su desarrollo, concuerda con los en-
foques de tipo antropolégico en filosofia de las matematicas, y; por
tanto, con el EOS. La EMR asume que los conceptos y estructuras
matematicas sirven para organizar los fenémenos, tanto del mundo
real como de la propia matematica, por lo que podemos inferir que
la matematica, ademas de una actividad es un sistema de objetos con
una realidad externa al sujeto. Esta es otra concordancia con los pre-
supuestos ontologicos del EOS. Pero no encontramos en la EMR una
posicion clara y explicita sobre la naturaleza y diversidad de objetos
matematicos y la atribucion de una pluralidad de significados. Enten-
demos que la matemadtica institucional se concibe en la EMR de una
manera formal, abstracta, axiomatica, descontextualizada, despersona-
lizada, despojada de cualquier connotacién sensorial. Para el EOS hay
también unas matemadticas aplicadas y unas matematicas escolares
que no tienen esas caracteristicas y que pueden servir de referencia
para orientar los procesos educativos-instruccionales.
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Las relaciones de las matematicas con el mundo real, y su emer-
gencia a partir de la resolucion de problemas, mediada por artefactos
materiales y lingiiisticos, es un postulado basico de la visién holistica,
plural y ecolégica del EOS, que concuerda con el principio de entre-
lazamiento de la EMR. Los analisis fenomenologicos de los conceptos
y estructuras matemdticas que hace Freudenthal son sin duda muy
ricos, pero la herramienta configuracion ontosemiética de practicas,
objetos y procesos puede complementarlos y ayudar a comprender
los conflictos en el aprendizaje.

Freudenthal propone que el aprendizaje debe orientarse hacia la
constituciéon de objetos mentales y no hacia la adquisicién de con-
ceptos. De ahi inferimos que asume una nocion de concepto matema-
tico como un objeto cultural, abstracto, formal, descontextualizado,
mientras que el objeto mental refleja el estado cognitivo del sujeto
cuando aborda la resolucion de problemas realistas. Considera que
la constituciéon de objetos mentales debe ser previa a la adquisicion
de los conceptos. Estas distinciones las podemos relacionar con la
dualidad personal e institucional de las practicas, objetos y proce-
sos que propone el EOS. Los constructos configuracion cognitiva y
configuracion epistémica pueden ayudar a describir los procesos de
constitucion de los objetos mentales (personales) y su relacién con los
institucionales, que tienen una diversidad de significados, no solo los
formales que enfatiza Freudenthal.

El principio de nivel en el aprendizaje matematico de la EMR
reconoce que los estudiantes pasan por diferentes niveles de com-
prension de los objetos matematicos. Esto es concordante con el re-
conocimiento de la diversidad de significados institucionales, con
mayor o menor grado de formalizacion. Estos se tienen en cuenta en
el disefio de los procesos educativo-instruccionales y, por tanto, en el
aprendizaje de los estudiantes.

Los principios de la EMR de actividad, realidad e interactivi-
dad para el disefio de procesos instruccionales son compatibles
con el correspondiente modelo ontosemi6tico del EOS. También es
asumible, en una primera aproximacion, el principio de orienta-
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cién o reinvencién guiada mediante el cual se reconoce un papel
proactivo al profesor en el aprendizaje. Sin embargo, las herramien-
tas configuracion y trayectoria didactica, apoyadas en el modelo
ontosemiotico del conocimiento matematico, aportan elementos de
analisis detallados de las actividades de ensefianza y aprendizaje.
El reconocimiento de la complejidad ontosemiética de los objetos
de aprendizaje lleva a proponer que los momentos de primer en-
cuentro de los estudiantes con un objeto nuevo pueden requerir la
implementacion de un tipo de configuraciéon didactica diferente a
cuando se trata de momentos de ejercitacion o aplicacion (Capitulo
4). Asi mismo, la asuncion por el EOS de supuestos antropolégicos y
convencionalista sobre los objetos matematicos regulativos (defini-
ciones, proposiciones, procedimientos) lleva a matizar los supuestos
de tipo constructivista del aprendizaje, como es en cierto modo la
idea de reinvencion del conocimiento por parte de los estudiantes.

7.5.4. Teoria APOE

APOE (acrénimo de los términos Accién, Proceso, Objeto y
Esquema) es una teoria con una orientacion cognitiva hacia los
problemas de educaciéon matematica, que propone modelos para
indagar los tipos de construcciones mentales que puede realizar
un estudiante mientras aprende los conceptos matematicos (Arnon
et al, 2014). Sirve como marco evaluativo, ya que se observa a los
individuos en situaciones problematicas en las que el investigador
intenta describir su nivel de comprension y las estructuras menta-
les que intervienen en su aprendizaje del concepto. También aporta
herramientas para disefiar actividades y entornos pedagogicos que
promueven el desarrollo del aprendizaje con un enfoque social, al
considerar que el aprendizaje se favorece con patrones de interac-
cién de tipo cooperativo. Las principales ideas fueron introducidas
inicialmente en Dubinsky (1984), aunque el acronimo APOE (APOS
en inglés) fue introducido en Cottrill et al (1996).
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Principales elementos de la teoria

Facetas cognitiva y afectiva

El principio basico de la teoria APOE es que la comprension de
un individuo de un topico matemdtico se desarrolla mediante la
reflexion sobre problemas y sus soluciones en un contexto social y
mediante la construccién de ciertas estructuras mentales organizadas
en esquemas para usarlas en la resolucion de nuevas situaciones.
Partiendo del concepto de abstraccion reflexiva «trata de elaborar
un marco teérico que se pueda usar, en principio para describir
cualquier concepto matematico junto con su adquisicién» (Dubinsky;
1991, p. 97). La abstraccion reflexiva se concibe como la construccion
de objetos mentales y de acciones mentales sobre tales objetos. En el
desarrollo del pensamiento légico-matematico se distinguen cinco
tipos de acciones: interiorizacion, coordinacion, encapsulacion, gene-
ralizacién y reversion.

La nocién de esquema se adopta e interpreta como una coleccion
mas o menos coherente de objetos y procesos. «La tendencia de un
sujeto a invocar un esquema con el fin de comprender, tratar con,
organizar o dar sentido a una situacién problema dada es su cono-
cimiento de un concepto matematico particular» (Dubinsky, 1991,
p. 103). Existen esquemas para situaciones que implican nimeros,
aritmética, funciones, proposiciones, cuantificadores, demostracion
por induccion, etc. Estos esquemas deben estar interrelacionados
en una organizaciéon compleja mas amplia. Uno de los fines de la
teoria APOE es aislar pequefias porciones de esta estructura com-
pleja y dar descripciones explicitas de las posibles relaciones entre
esquemas. Esta descripcion de relaciones entre esquemas relativos
a un concepto es la descomposicion genética de dicho concepto.
Se interpreta como una descripcion de las construcciones mentales
especificas que un estudiante pone en juego al desarrollar su com-
prension del concepto matematico.
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Faceta instruccional

APOE ha desarrollado un modelo de ensefianza de las matema-
ticas basado en la teoria de la cognicién previamente elaborada y
que denomina el ciclo ACE (Activities, Classroom discussions, Exerci-
ses), formado por tres componentes: (A) Actividades; (C) Discusion en
clase; y (E) Ejercicios (Arnon et al, 2014). APOE ha elaborado también
un modelo de investigacion de disefio curricular/instruccional que
se puede relacionar con las investigaciones de ingenieria didactica o
disefio educativo. El modelo distingue tres componentes interrelacio-
nados: analisis tedrico, disefio e implementacién de la instruccién, y
recogida y analisis de datos. La investigacion comienza con un ana-
lisis tedrico de la cognicién del concepto matemadtico considerado,
dando lugar a una descomposiciéon genética preliminar del mismo.
Esta sirve de base para el disefio de actividades destinadas a fomentar
las construcciones mentales que exige el analisis. Diversas estrate-
gias pedagogicas, como el aprendizaje cooperativo, la resolucion de
problemas en pequefios grupos e incluso algunas clases magistrales,
pueden resultar muy eficaces para ayudar a los alumnos a aprender
las matematicas. Finalmente, se procede a la recogida y analisis de
datos realizado aplicando la lente teérica de APOE sobre la cognicién
matematica. El analisis se centra en determinar si los estudiantes
hicieron las construcciones mentales previstas y en revisar la des-
composicion genética inicial y las actividades en el caso que de la
respuesta sea negativa, iniciandose un nuevo ciclo de investigacion
(Arnon et al, 2014).

Interpretacion desde el EOS

Aunque se usa un lenguaje mentalista, la informacién con la que
se elabora una descomposicion genética del concepto (DGC) estd
constituida por las practicas (manifestaciones, conductas) operativas
y discursivas de los sujetos, bien sea un sujeto epistémico ideal (con-
cretado en el investigador que elabora unas soluciones previstas de
las tareas), o sujetos concretos a los cuales se les ha planteado las
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tareas. Mediante el andlisis de las respuestas de los sujetos se puede
concluir que la DGC era inadecuada llevando a su reelaboracion y
nueva experimentacion. APOE asume una vision conceptualista de
las matematicas y mentalista/cognitivista del aprendizaje matemati-
co. No obstante, su punto de partida es la teoria Piagetiana en la que
la actividad del sujeto resolviendo problemas es clave para la génesis
del conocimiento. La abstraccion reflexiva y los mecanismos de asi-
milacién y acomodacion son la base del modelo.

La mirada cognitivista de APOE sobre los conceptos matematicos
puede ser enriquecida con el enfoque historico-cultural, institucio-
nal. Esta mirada lleva a reconocer que cada concepto tiene diversos
significados parciales articulados en mayor o menor grado de forma-
lizacién y generalidad, y que cada significado parcial conlleva una
variedad del objeto, cuyo aprendizaje debe ser motivo de atencion.
La DGC, por ejemplo, del concepto de funcion, derivada, fraccion,
etc., debe hacerse para cada variedad de dicho objeto. Ademas, cada
significado conlleva una configuracion de practicas, procesos, objetos,
y en consecuencia esquemas, especificos que deben ser construidos y
articulados. Es decir, EOS aporta una mirada mas compleja sobre la
naturaleza del conocimiento, la comprension y competencia matema-
tica, requiriendo identificar tramas de funciones semi6ticas referen-
ciales y operacionales, alli donde APOE ve acciones, procesos, objetos
y esquemas asociados a un concepto.

En la base del EOS esta la problematizacion ontolégica y semiética
de los conceptos matematicos desde el punto de vista institucional,
esto es, historico-cultural. La cognicién matematica desde el punto de
vista personal se corresponde con la cognicion institucional. Desde
el punto de vista del disefio educativo-instruccional, el modelo onto-
semiotico lleva a indagar, como primer paso, la reconstruccion de un
significado de referencia donde se articulen los diversos significados
parciales o sentidos del contenido pretendido y las configuraciones
ontosemioticas asociadas. Estas herramientas amplian la vision de las
descomposiciones genéticas de los conceptos.
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7.5.5. Teoria de la objetivacién

Radford (2008; 2014) ha desarrollado la Teoria de la objetivacion
(TO), que se inspira en las escuelas antropolégicas e histérico-cultu-
rales del conocimiento. Se apoya en una epistemologia y una onto-
logia no racionalistas que dan lugar, por un lado, a una concepcion
antropologica del pensamiento y, por el otro, a una concepcion esen-
cialmente social del aprendizaje. Asume dos principios:

1. La dimensién psicologica debe ser objeto de estudio de la didac-
tica de la matematica.

2. Los significados que circulan en el aula no pueden ser confi-
nados a la dimension interactiva que ocurre en la misma, sino
que tienen que ser conceptualizados en su dimensién historico
cultural. El aprendizaje es visto como actividad social arraigada
en una tradicion cultural que la antecede.

Principales elementos de la teoria

Facetas epistémica y ecologica

Los principios epistemologicos sobre el conocimiento matematico
y su aprendizaje que caracterizan la TO concuerdan con los asumi-
dos por las aproximaciones socioculturales. Radford (2018, p. 4066-7)
los formula de la siguiente manera:

p1: el conocimiento es historicamente generado durante el curso de
la actividad matematica de los individuos.

p2: la produccion del conocimiento no responde a un pilotaje
adaptativo, sino que esta inmerso en formas culturales de pensamien-
to imbricadas con una realidad simbdlica y material que proporciona
la base para interpretar, comprender y transformar el mundo de los
individuos y los conceptos e ideas que se forman de ellas.

Introduce como constructo de orden ontolégico, los objetos mate-
maticos, definidos como patrones fijos de actividad reflexiva incrus-
tados en el mundo constantemente en cambio de la practica social
mediatizada por los artefactos. Esto supone separarse de las ontolo-
gias platonistas y realistas y sus correspondientes concepciones de los
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objetos matematicos como objetos eternos que preceden a la activi-
dad de los individuos. Asi mismo, introduce un constructo de orden
semiotico-cognitivo, el de objetivacion o toma de conciencia subjetiva
del objeto cultural. El aprendizaje se define como proceso social de
objetivacion de los patrones externos de accion fijos en la cultura que
constituyen los objetos matematicos.

Facetas cognitiva y afectiva

Asume un concepto de pensamiento en términos no mentalistas.
El pensamiento es, sobre todo, una reflexion activa sobre el mundo,
mediatizada por artefactos, el cuerpo (a través de la percepcion,
gestos, movimientos, etc.), el lenguaje, los signos, etc. El conocer, como
proceso (knowing) es la toma de conciencia en el curso de un proceso
social, emocional y sensible; es un proceso mediatizado por la cultura
material (signos, artefactos, lenguaje, etc.), los sentidos y el cuerpo (a
través de gestos, acciones kinestésicas, etc.). El sujeto que participa en
la objetivacion es un sujeto concreto y no el sujeto epistémico abs-
tracto de otras teorias (como la de Piaget y la Teoria de situaciones
didacticas). Es un sujeto que siente, goza y sufre. El proceso de subje-
tivacion lo define Radford en los siguientes términos:

La subjetivacion consiste en aquellos procesos mediante los cuales
los sujetos toman posicion en las practicas culturales y se forman en
tanto que sujetos culturales histéricos tinicos. La subjetivacion es el
proceso historico de creacion del yo. (Radford, 2014, p. 142)

El sujeto se constituye como tal a través de sus acciones, reflexio-
nes, gozos, sufrimientos, etc. Pero, por otro lado, las acciones a través
de las cuales el sujeto se constituye estan inmersas en formas de
accion y de relacién hacia otros que son culturales e histéricas.

Faceta instruccional

El aprendizaje es visto como la actividad a través de la cual los
individuos entran en relacién, no solamente con el mundo de los
objetos culturales (plano sujeto-objeto), sino con otros individuos
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(plano sujeto-sujeto o plano de la interaccion) y adquieren, en el se-
guimiento comun del objetivo y en el uso social de signos y ar-
tefactos, la experiencia humana (Leontiev, 1993). La ensefianza y el
aprendizaje no producen solamente saberes; también subjetividades.
Como consecuencia, deberiamos hacer un esfuerzo para entender
las producciones de saberes y subjetividades en el aula y promover
aquellas formas de accion pedagégica que pueden llevar a una en-
seflanza y aprendizaje significativo. El <Aprendizaje y ensefianza sig-
nificativos» hace referencia a aquellas formas pedagogicas de accion
que conllevan:
1. Una comprension profunda de los conceptos matematicos.
2. la creacion de un espacio politico y social dentro del cual
puedan desarrollarse subjetividades reflexivas, solidarias y
responsables.

El principio esencial de la teoria de la objetivacion en la dimension
educativa-instruccional, es la idea de labor o trabajo —en el sentido
de Hegel, Marx, Leont'ev y el materialismo dialéctico—. Es a través de
la labor o trabajo que los individuos se desarrollan y se transforman
continuamente, encontrando en el mismo los sistemas de ideas de la
cultura: sistemas de ideas cientificas, legales, artisticas, etc. Es también
a través de la labor que encontramos formas culturales de ser. En este
marco, la ensefianza y aprendizaje no son dos procesos distintos, sino
una labor conjunta en el sentido hegeliano. No son dos actividades
separadas, una llevada a cabo por un profesor que guia al alumno, la
otra por un alumno que hace las cosas por si y para si mismo, sino
una sola e inseparable actividad.

Esta teoria adopta el sentido Hegeliano de objetivacion: algo que
esta alli y que aparece frente al sujeto, y se presenta, en consecuen-
cia, como una teoria fenomenolégica. La objetivacion es el proceso
social, corpdreo y simbdlicamente mediado de toma de conciencia
y discernimiento critico de formas de expresion, accién y reflexion
constituidas histérica y culturalmente (Radford, 2014, p. 141).
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Interpretacion desde el EOS

El modelo epistemologico propuesto por el EOS es concordante,
en lineas generales, con el correspondiente a la TO. Ambas teorias
comparten supuestos antropologicos similares sobre la actividad ma-
tematica y los procesos y productos socioculturales emergentes. El
EOS, no obstante, incorpora en su concepcion de las matematicas, de
manera explicita, los elementos basicos del giro lingiiistico introdu-
cido por Wittgenstein en la filosofia de las matematicas y los aportes
de la semiética Peirceana, para describir y explicar la comunicacion
e interpretacion matematica.

Tanto la TO como el EOS asumen los principios epistemologicos
y ontolégicos sobre el conocimiento matemadtico y su aprendizaje,
caracteristicos de las aproximaciones socioculturales. El EOS com-
parte una posicion antropoldgica similar sobre la naturaleza de la
matematica y los objetos emergentes de la misma, pero adopta una
perspectiva mas amplia del objeto matematico, sus tipos, naturaleza y
funciones. Parece que en la TO cuando se habla de objeto matematico
se esta pensando en objetos conceptuales, para los cuales en el EOS se
tiene una doble conceptualizacion:

* Desde una perspectiva unitaria, como reglas gramaticales en el

sentido de Wittgenstein (conceptos-definicion).

* En un sentido sistémico, como configuracion de practicas ope-
rativas, discursivas y normativas, junto con la trama de otros
objetos y procesos relacionados (configuraciéon ontosemiotica).

La herramienta configuracion ontosemiética (en su doble version,
epistémica y cognitiva) permite hacer un analisis detallado de la ac-
tividad matematica y los objetos implicados, que no se reducen a
los objetos conceptuales o abstractos. El reconocimiento de la trama
compleja de los objetos y procesos que se ponen en juego en la
resolucion de situaciones-problemas es un factor explicativo de las
dificultades de aprendizaje y de ensefianza, y un paso necesario para
una gestion idénea de los procesos educativos-instruccionales.

El proceso de objetivacion es equivalente en términos cogniti-
vos y educativos al proceso de personalizaciéon de los significados
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institucionales/culturales por parte de los estudiantes que propone
el EOS. Ademas, la consideracion de los objetos conceptuales en su
version unitaria como reglas convenidas socialmente y referidas a
como se deben usar los lenguajes y artefactos, ayuda a comprender
las dos fuentes de aprendizaje que propone la TO: el contacto con
el mundo material, el mundo de los artefactos culturales que nos
rodean (objetos, instrumentos, etc.), y la interaccién social. Lo que
hay que aprender son las reglas de uso de los artefactos convenidas
socialmente.

En el EOS el aprendizaje se entiende como el acoplamiento pro-
gresivo de los significados personales e institucionales. La ensefianza
supone la participacion del estudiante en la comunidad de practicas
fijada por la institucion, en donde la finalidad es que se produzca
el aprendizaje, que implica la adquisiciéon por parte del estudian-
te de dichos significados institucionales. Pensamos que el principio
de aprendizaje formulado por Radford se puede asumir de manera
natural en el EOS:

p3: el aprendizaje es el logro de una pieza de conocimiento cultu-
ralmente objetiva que los estudiantes consiguen mediante un proceso
social de objetivacion mediadas por signos, lenguaje, artefactos e in-
teraccion social a medida que los estudiantes se implican en formas
culturales de reflexion y accion. (Radford, 2018, p. 4067)

Se acepta que el aprendizaje, como proceso social de objetivacion,
consiste en dotar de sentido a los objetos conceptuales que encuentra
el alumno en su cultura.

El modelo educativo-instruccional de la TO, basado en la teoria
de la actividad y la nocién de zona de desarrollo préximo, con el
principio de «trabajar juntos» (Radford, 2014), es asumido por el
EOS, aunque no de manera exclusiva. En el EOS se asumen diversos
tipos de configuraciones didacticas que promueven el aprendizaje,
dependiendo de los tipos de conocimientos pretendidos, del estado
inicial del conocimiento de los sujetos, del contexto y circunstancias
del proceso instruccional. Los modelos de instruccién constructi-
vista (autonomista), colaborativo, personal o magistral pueden tener
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su lugar (Godino et al, 2006). Cuando se trata del aprendizaje de
un contenido nuevo y complejo nos parece que la transmision de
conocimientos en momentos especificos, por parte del profesor, o
por el alumno lider en el seno de los equipos de trabajo es crucial
en el proceso de aprendizaje. Esa transmision puede ser significativa
cuando los estudiantes estan participando de la actividad y traba-
jando colaborativamente (Capitulo 4).

Una diferencia sustancial entre la TO y el EOS esta en los fines
de la investigacion didactica. La TO se propone basicamente descri-
bir los procesos de objetivacion de los sujetos y relacionar/explicar
tales procesos en términos de la ensefianza. «La investigaciéon de la
objetivacion se enfoca en la manera en que las formas cultural e
histéricamente codificadas de pensamiento y accién se convierten
en objetos de reconocimiento u objetos de conciencia» (D’Amore y
Radford, 2017, p. 123). E1 EOS, ademas, asume la finalidad de estudiar
las condiciones de realizacion de la actividad matematica y didactica
de la manera mas idonea posible, teniendo en cuenta los sujetos y
circunstancias (Godino et al, 2019).

El énfasis de la TO sobre la dimension ética y politica de la edu-
cacion matematica se tiene en cuenta en el EOS a través de las di-
mensiones afectiva (Beltran-Pellicer y Godino, 2020) y ecoldgica de
la idoneidad didactica, donde se contempla como criterio de idonei-
dad la formacién en valores democraticos y el pensamiento critico.
El desarrollo de estos valores humanistas y éticos no debe relegar,
sin embargo, el desarrollo de la racionalidad y el pensamiento
matematico.

Remitimos al lector a Godino et al (2020), donde se analizan las
concordancias y complementariedades entre TO y EOS, sobre la base
de una investigacion empirica sobre interpretacion de un grafico car-
tesiano, planteada en el marco de la TO. Un estudio similar de arti-
culacién de marcos teéricos sobre el dlgebra escolar y su aprendizaje
se realiza en Vergel ef al. (2023).
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7.5.6. Programa etnomatematico

La etnomatemadtica es un programa de investigacion con una pre-
sencia consolidada a nivel internacional que propone una visién am-
pliada de las matematicas y de la educacion matematica (D’Ambrosio,
1985; D'Ambrosio y Knijnik, 2020; Oliveras y Godino, 2015). Vithal
y Skovsmose (1997) describen cuatro facetas o campos de estudio de
la etnomatematica:

1. Historia de la matematica. Se critica la visién tradicional de la
historia de la matematica por ignorar, devaluar, distorsionar o
marginar las contribuciones de otras culturas no europeas al
cuerpo de conocimiento referido como matematicas occidentales.

2. Antropologia cultural matematica. Analisis de las matematicas
de culturas tradicionales, pueblos indigenas que pueden haber
sido colonizados, pero continian con sus practicas matematicas
originales. Se han explorado estas practicas con relacion a temas
como sistemas numéricos, simbolismo y lenguaje gestual, juegos
y rompecabezas, geometria, espacio, formas, patrones, simetria,
arte y arquitectura, tiempo, dinero, redes, grafos, dibujos en la
arena, relaciones de parentesco y artefactos.

3. Matemadticas en la vida cotidiana. Andlisis de las matematicas
usadas por diferentes grupos en entornos de la vida diaria mos-
trando el conocimiento matematico que se genera en una amplia
variedad de contextos, tanto por adultos como por nifios.

4. Relaciones entre etnomatemdtica y educacién matematica. Se
estudian las conexiones (o falta de ellas) entre las matematicas
encontradas en los contextos de la vida diaria y los correspon-
dientes al sistema de la escuela formal.

El programa etnomatematico de investigacion se interesa por los
origenes socioculturales del conocimiento matematico al considerar
el significado, el pensamiento y el razonamiento como productos
de una actividad social diversa. En consecuencia, forma parte de las
perspectivas que caracterizan el giro social en la investigacion y la
practica de la educacion matematica (Lerman, 2000).
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Principales elementos del programa

Faceta epistémica y ecoldgica

Uno de los principales objetivos de la etnomatematica es ampliar
las concepciones sobre la naturaleza diversa de las matematicas.
Reivindica el caracter matematico de las practicas que realizan los
grupos culturales diversos para abordar determinadas actividades
profesionales y de la vida cotidiana. Las matematicas no son solo el
producto de la actividad del matematico profesional, caracterizada
por el uso de lenguajes formales, la argumentacion deductiva y la
generalidad de los teoremas, sino también las practicas que realizan
los diversos grupos culturales.

Algunos autores han asumido como fundamentacion filoséfica
de la etnomatematica nociones claves de la filosofia de Wittgenstein
tales como, juego de lenguaje, formas de vida, parecidos de familia,
gramatica, reglas (Vilela, 2010; Knijnik, 2012). Estas nociones apoyan
y justifican la visién socioantropolégica de las matematicas, propia
de la etnomatematica, segin la cual las practicas sociales de otras
culturas o grupos étnicos ante determinadas situaciones o actividades
son también practicas matematicas.

También se resalta como campo de indagacion de la etnomatema-
tica el estudio de cuestiones de indole politica (relaciones de poder,
dependencia, subordinacion) que conllevan el desarrollo y estudio de
la matematica como disciplina académica. Se deben reconocer las re-
laciones de poder «naturalizadas» entre formaciones epistemologicas
ligadas a grupos sociales, étnicos y culturales (Knijnik, 2012). La ma-
tematica europea se ha impuesto como la tnica forma de matematica
existente y es la que se ha introducido en los sistemas escolares de
todo el mundo como tnica alternativa.

Facetas cognitiva y afectiva

Una tesis basica de la etnomatematica es que la educacién mate-
matica se puede mejorar considerando el trasfondo cultural de los
estudiantes, al permitir comprender sus logros, actitudes y moti-
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vaciones. Se interesa por indagar los procesos de pensamiento que
caracterizan las matematicas de cada cultura, las concepciones cul-
turales que impregnan el pensamiento matematico personal y deter-
minar como afecta a la autoestima de los estudiantes la marginacion
escolar que puede suponer la imposicion de la cultura matematica
académica/formal.

La preocupacion por la equidad en la ensefianza de las matema-
ticas debe estar en primer plano. Por lo tanto, el principal objetivo
de los educadores debe ser lograr la equidad entre los alumnos, in-
corporando asi las etnomatematicas a las clases. <Los alumnos apren-
den de formas caracterizadas por los enfoques sociales y afectivos, la
armonia con la comunidad, las perspectivas holisticas, la dependencia
del entorno, la creatividad expresiva y la comunicacién no verbal»
(Rosa y Shirley, 2016, p. 39).

Se propone presentar los conceptos matematicos del curriculo
escolar de forma que se relacionen con los antecedentes culturales
de los estudiantes (D’Ambrosio 2001), mejorando asi su capacidad de
establecer conexiones significativas y profundizando en su compren-
sion de las matematicas.

Faceta instruccional (interaccional y mediacional)

Desde sus inicios, el programa de etnomatematicas involucr6 dos
dimensiones, que siempre han permanecido estrechamente relaciona-
das: la investigacion de campo y el trabajo pedagégico desarrollado
en la escuela a partir de esta investigacion. Entre los cambios que se
pueden realizar en la educacién (curriculos, recursos y practicas de
aula) para tener en cuenta el trasfondo multicultural de las clases de
matematicas Gerder (1996) menciona:

* Incorporacion en el plan de estudios de material procedente de
diversas culturas, valorando asi los origenes culturales de todos
los alumnos.

* Incorporacion en los programas de formacion del profesorado
de ideas matematicas de diversos grupos lingiiistico-culturales
de un pais o region, y/o desarrolladas por diversos grupos socia-
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les como los tejedores de cestas, los alfareros y los constructores
de casas.

* Introduccién en los libros de texto de elementos culturales que
faciliten el aprendizaje al ser reconocidos y apreciados por (la
mayoria de) los alumnos como pertenecientes a su cultura.

* Elaboracion de materiales que exploren las posibilidades de las
actividades matematicas a partir de disefios artisticamente atrac-
tivos pertenecientes a la cultura (posiblemente en un sentido
amplio) de los alumnos o de sus antepasados/madres.

Interpretacion desde el EOS

La vision plural de las matematicas que defiende la etnomatema-
tica es concordante con el EOS si tenemos en cuenta la forma en
que se define la nocion de practica matematica y del postulado de
relatividad institucional y personal de las practicas, objetos y signi-
ficados. Asi mismo, la concordancia entre ambos marcos tedricos es
consecuencia de como se interpreta la nocién de institucién en el
EOS, la cual abarca cualquier grupo cultural, étnico, contextos de uso,
en general cualquier comunidad de practicas.

La herramienta configuracién ontosemiética puede caracterizar de
una manera detallada las practicas matematicas de los grupos cul-
turales y, por tanto, describir y explicar las diferencias y semejanzas
entre las diferentes «variedades epistémicas» de matematicas. En el
EOS se postula un relativismo para las practicas, objetos y significa-
dos matematicos, pero al mismo tiempo se reconocen las relaciones
ecologicas existentes entre las distintas formaciones epistemologicas
que constituyen las diversas matematicas, sean ligadas a grupos cul-
turales o profesionales.

El andlisis del programa etnomatematico, en su componente edu-
cativo, revela que una parte sustancial del mismo es «investigacion
orientada al disefio instruccional» (Oliveras y Godino, 2015). Pero
carece de una teoria instruccional explicita que apoye el disefio, im-
plementacion y analisis retrospectivo de las intervenciones educativas
que trata de realizar. Con frecuencia encontramos trabajos etnomate-
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maticos que usan herramientas de otros marcos (Educaciéon matema-
tica realista, Ingenieria didactica, etc.), de lo cual se deriva un cierto
bricolaje teérico, no siempre coherente y productivo.

El EOS puede aportar herramientas analiticas para analizar los
objetos y procesos intervinientes en las practicas matematicas
(sistema de practicas, configuracion ontosemiodtica), herramientas
para analizar los procesos de ensefianza y aprendizaje en el aula
(configuracion y trayectoria didactica), y para la reflexion metadi-
dactica (dimension normativa e idoneidad didactica). Por tanto, las
herramientas del EOS pueden ayudar a realizar la descripcion deta-
llada de las practicas matematicas y didacticas que reclaman Vithal
y Skovsmose (1997) para las experiencias educativas basadas en la
etnomatematica. A su vez, la perspectiva etnomatematica puede en-
riquecer la faceta ecoldgica de los procesos educativos-instrucciones
que propone el EOS al incorporar categorias analiticas de los compo-
nentes sociales y politicos implicados en la educacién matematica.
Ademas, al tener en cuenta el factor multicultural de los contextos
educativos puede orientar la reconstruccion de los significados de
referencia para los contenidos pretendidos, la cual es requerida en
el disefio de procesos educativo-instruccionales basados en EOS.

7.5.7. Comparacion de teorias segun la dualidad
comprensiéon-uso

En este apartado comparamos las cinco teorias y el EOS desde
el punto de vista de la dualidad comprensién-uso, segin el modelo
propuesto por Stokes (1997) aplicable tanto a las ciencias naturales
como sociales, para clasificar los tipos de investigacion. Con esta
finalidad, Stokes utiliza una matriz con cuatro celdas, cuyas filas
distingue si la investigacion estd o no inspirada por la busqueda
de comprension fundamental de los fenémenos y cuyas columnas,
si estd o no inspirada por el uso o aplicaciéon practica. De esta
manera, el cuadrante I se considera como investigacion basica-apli-
cada (ejemplo, la desarrollada por Louis Pasteur); el cuadrante II
investigacion fundamental o basica-pura (como la de Niels Bohr); el
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cuadrante III, la identificacién de fenémenos singulares; el cuadrante
IV, investigacion aplicada pura (p. e., la de Thomas Alva Edison). En
la Figura 74 hacemos nuestra interpretacion de estos cuadrantes
e indicamos la posicion del EOS y las teorias analizadas en esta
seccion en este modelo.

Las investigaciones cientifica y tecnologica (cuadrantes I y II) pre-
tenden describir, explicar y predecir fenomenos; se caracterizan por
la generalidad, el control de variables, el disefio experimental y los
métodos cuantitativos. Por tanto, el paradigma de las mismas es
el propio de las ciencias naturales, basicamente de tipo positivista
(Cohen et al, 2007). El cuadrante III, en el caso de la educacion,
se puede representar con la indagacién de tipo naturalista en sus
diferentes versiones (etnografias, estudios de casos, biografias . . . ).
El cuadrante IV puede estar representado por la practica reflexiva
(investigacion-accion en sus diferentes versiones); el foco de aten-
ciéon es la mejora de la practica, bien de manera colaborativa o
individual. Los cuadrantes Il y IV se caracterizan por investigar
fenomenos singulares, la interpretacion, la etnografia, la observacion
participante, los métodos cualitativos.

En la Figura 74 hemos incluido, en el cuadrante I la Educacion
Matematica Realista (EMR) (Freudenthal, 1991; Van den Heuvel-Pan-
huizen y Drijvers, 2014) y el programa Etnomatematico (D’Ambrosio,
1985), en el II la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) (Brousseau,
2002) y la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD), si bien en
estos casos, cuando se aplican ingenierias didacticas de desarrollo
(ID-D) tienen también intersecciones con el cuadrante I. Tanto en
la teoria APOE como la en TO identificamos rasgos propios de los
cuadrantes I y II. El EOS incluye principios y herramientas para rea-
lizar investigaciones focalizadas tanto en la comprension como el
uso. El médulo de la Idoneidad Didactica del EOS pretende ser una
herramienta que sirva de apoyo para las indagaciones profesionales,
razon por la cual la representamos entre los cuatro cuadrantes.
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Realista; TO: Teoria de la Objetivacion; EOS: Enfoque
Ontosemiotico; APOE: Accion, Proceso, Objeto, Esquema
ETNOMAT: Etnomatematica

Figura 74. Tipos de investigaciones segun
la dualidad comprensién-uso

7.6. Aplicaciones y difusion del EOS

Las principales publicaciones donde se refleja el desarrollo de las di-
ferentes herramientas tedricas del EOS, sus aplicaciones a los diferentes
contenidos matematicos, en la formacion de profesores, asi como sobre
comparacion y articulaciéon con otros marcos tedricos estan disponi-
bles en las diversas entradas del repositorio web: http://enfoqueontose-

miotico.ugr.es

Esta actividad de investigacion se ha realizado en el marco de diver-
sos proyectos de investigacion y programas de posgrado en diferentes
universidades. En el repositorio web hay disponibles hasta la fecha 106
tesis de doctorado que han sido realizadas usando el EOS como marco
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tedrico. También hay una entrada especifica que incluye las publica-
ciones en inglés en las principales revistas de educacion matematica,
agrupadas en las mismas categorias que las de la pagina principal: tra-
bajos de sintesis, significados y configuraciones ontosemiéticas, disefio
y analisis didactico, idoneidad didactica, articulacién con otras teorias,
formacion de profesores, algebra, aritmética, calculo, estadistica, proba-
bilidad y combinatoria.

La presentacion de trabajos basados en el EOS en los congresos
latinoamericanos, Reunién Latinoamericana de Educacion Matemati-
ca (RELME), la Conferencia Interamericana de Educacion Matemati-
ca (CIAEM) y el Congreso Iberoamericano de Educacion Matematica
(CIBEM) ha sido analizada en Kaiber ef al (2017) para el periodo de
10 afios anteriores a 2017. El analisis de las actas de estos congresos
permiti6 identificar 188 articulos que toman el EOS como referencia
tedrica principal de la investigacion o como guia tedrica para la pro-
duccién de analisis. Este conjunto de 188 publicaciones se compone de
121 articulos publicados en ALME, 26 en los Anales del CIAEM y 41
en los Anales del CIBEM, contemplando diferentes dimensiones o dreas
de investigacion de la Didactica de las Matematicas. Adicionalmente,
ha sido usual la presentacion de trabajos apoyados en el EOS en los
congresos SEIEM, CERME, PME e ICME.

El impacto del EOS en los posgrados de educacion matematica desa-
rrollados en Brasil ha sido objeto de analisis en el articulo de Breda et
al. (2021). Realizan un metaanalisis de 16 tesis doctorales presentadas
en el periodo 2005 a 2019 en distintas universidades brasilefias que
utilizan las herramientas del EOS como marco teérico de referencia
para el planteamiento del problema de investigacion y el analisis e
interpretacion de los resultados.

7.7. Sintesis de los postulados filosoficos del EOS

La pluralidad de paradigmas y teorias que concurren en la educa-
cién matematica, la necesidad de su clarificacion y articulacién, son
fuente de inspiracion para la emergencia del EOS como campo de
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indagacion cientifica y tecnologica. Con el fin de superar las fronteras
entre las disciplinas filosoficas, psicologicas y socioldgicas, en la medida
en que se interesan por las matematicas, su aprendizaje y difusion, se
ha elaborado el constructo configuracién ontosemiética que incorpora
elementos transdisciplinares, como se ha razonado en el Capitulo 2.
Un postulado esencial del EOS es la emergencia de los constructos
matematicos (conceptos, proposiciones, etc.) de las practicas operativas
y discursivas que hacen las personas al resolver problemas (Font ef al,
2013). Los constructos o ideas matematicas no tienen una existencia
independiente de las personas, sino que son simultineamente creacion
y descubrimiento (Cafién, 1993), asumiendo, por tanto, una posicién
antiplatonista. Los axiomas y postulados matematicos son invenciones
que tienen lugar en el cerebro de las personas y, aunque las proposicio-
nes que se derivan de ellos no se conocen a priori y dan la impresion
de que se descubren, esto no justifica el platonismo.

La filosofia de la matematica educativa que propone el EOS, in-
corporada de manera implicita en el constructo configuracién onto-
semiética (Capitulo 2), se resume en los postulados que indicamos
seguidamente, usando el esquema adaptado que propone Bunge (1983)
para caracterizar su sistema filosofico.

Dimension ontologica

* Naturalismo. Asume la existencia de objetos materiales y descarta
la existencia independiente de las ideas, sean abstracciones fisicas
o formales. A su vez, rechaza el fisicalismo, ya que niega que todos
los objetos sean entidades fisicas. Las practicas matemadticas son
acciones de las personas y, por tanto, son procesos cerebrales y
corporales (manipulativos y gestuales); cuando esas practicas son
compartidas en el seno de una comunidad se dice que son prac-
ticas institucionales, las cuales son dependientes de la actividad
cerebral de sus miembros y de las interacciones interpersonales
que se establecen entre ellos.

* Sistemismo. Asume como tema de estudio los sistemas de prac-
ticas, objetos y procesos, y los contextos en que tiene lugar la
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actividad matematica, articulados en el constructo configuracién
ontosemiotica.

* Emergentismo. Asume que el objeto matematico abstracto provie-
ne de otras entidades previas (las practicas operativas y discursi-
vas) y no son reducibles a ellas.

* Pluralismo. Respecto de la diversidad de practicas, objetos y pro-
cesos requeridos para la descripcion y comprension de la activi-
dad matematica en sus diversas variedades.

* Dinamismo. Asume que los significados cambian con el tiempo y
las circunstancias personales y contextuales.

Dimension epistemoldgica

* Realismo. Se acepta que el conocimiento matematico, tanto formal
como aplicado, emerge de las practicas operativas y discursivas de
las personas al resolver problemas. Se concede un tipo de reali-
dad virtual o ficcionista a los objetos que emergen de la actividad
matematica en interacciéon con objetos perceptibles y artefactos
del entorno.

* Evolucionismo. Asume el postulado de que los significados perso-
nales e institucionales evolucionan y se desarrollan con el tiempo
a medida que los sujetos abordan sucesivos problemas, progresi-
vamente mas complejos. La construccion de nuevos conocimien-
tos parte de los que ya existen, ampliando y corrigiendo los que
previamente se han producido por los individuos en el seno de
comunidades historicas.

* Constructivismo social. Las configuraciones ontosemioticas cog-
nitivas son creaciones de los sujetos, y las configuraciones so-
cioepistémicas son fruto de la comunicacion interpersonal. La
construccion del conocimiento tiene lugar por el sujeto, pero
en comunidad, cuyas normas promueven o inhiben la actividad
investigativa.

* Racionalismo y empirismo moderado. Tanto la razén como la
experiencia son necesarias para la construccion del conocimiento
matematico; las practicas matematicas pueden ser operativas (im-
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plicando el uso de artefactos empiricos) como discursivas (impli-
cando objetos de razon).

Convencionalismo. Los conceptos-definiciones, las proposiciones
y procedimientos matematicos son reglas convencionales, no ar-
bitrarias sino motivadas por la actividad de descripcion y explica-
cién de los objetos y hechos del mundo real y de los constructos
virtuales. Este caracter convencional explica la necesidad y uni-
versalidad de los constructos matematicos.

Justificacionismo. Incluye los argumentos como un tipo de objeto
primario. Estos argumentos pueden ser descriptivos, explicativos
y justificativos, y utilizar los distintos tipos de razonamientos,
basados tanto en la razéon como en la experiencia.

Dimension semidtica
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Realismo. En las teorias realistas del significado (Kutchera, 1975)
las expresiones lingiiisticas tienen una relacién de atribucién
con ciertas entidades (objetos, atributos, hechos). Las palabras, los
signos se hacen significativos por el hecho de que se le asigna
un objeto, un concepto o una proposicion como significado. De
esta forma hay entidades, no necesariamente concretas, aunque
siempre objetivamente dadas con anterioridad a las palabras, que
son sus significados. En la ontosemiética se postula un tipo de
funciones semioticas que son referenciales, designan en virtud de
unas convenciones, ciertas entidades. De este modo se da cuenta
de la valencia representacional de los lenguajes.

Pragmatismo. En las teorias pragmaticas (operacionales) el sig-
nificado depende del contexto en que se usan las palabras. Los
signos se hacen significativos por el hecho de desempefiar una
determinada funcién en un juego lingiiistico, por el hecho de ser
usados en este juego de una manera determinada y para un fin
concreto. Los significados de los objetos matematicos como siste-
mas de practicas operativas y discursivas implican la aceptacion
de los postulados de las teorias pragmaticas y el reconocimiento
de la valencia instrumental de los lenguajes.



En la ontosemidtica se asigna un papel esencial a la creacién y ma-
nipulacién de sistemas de signos como medios de representacion de
los distintos tipos de objetos y como instrumentos de la actividad ma-
tematica. Se consideran, por tanto, compatibles y complementarios los
postulados representacionistas e instrumentalistas en las teorias semio-
tico-cognitivas. E1 EOS proporciona una visién transdisciplinar sobre la
actividad matematica al tener en cuenta, de manera articulada, diferen-
tes puntos de vista de las disciplinas interesadas por el conocimiento
matematico, su aprendizaje y difusion. Se trata de los puntos de vista:

* Epistemologico, la matemadtica como un modo particular de
actividad humana, y su producto como un tipo especial de
conocimiento.

* Ontologico, la matematica como producto acabado, como sistema
de objetos y teorias.

* Psicologico, como un tipo particular de actividad mental (o
cerebral).

* Sociolégico, la matematica como un tipo de actividad social y su
producto como un tipo especial de artefacto cultural.

* Historico, la matematica como un proceso historico de descubri-
miento, invencion y difusion en una sociedad determinada.

* Instrumental, la matematica como una herramienta para la ciencia,
la tecnologia y las humanidades.

Estas diferentes formas de ver las matematicas son mutuamen-
te compatibles, incluso complementarias. Por lo tanto, seria erréneo
adoptar una de ellas y excluir todas las demas, ya que las matemati-
cas son simultaineamente todo lo que esos diferentes puntos de vista
proporcionan.

7.8. Sintesis del sistema tedrico EOS y cuestiones abiertas

En la Tabla 7.1. incluimos una sintesis para los once rasgos que ca-
racterizan el EOS como sistema teérico, en consonancia con las sintesis
de las cinco teorias descritas en los capitulos 2 a 6: Breve resumen;
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ambito/objetivo; justificacion; hipétesis; constructos; relaciones; proce-

dencia; semejanzas; complementariedades; operacionalizacion; y usos.

Tabla 71. Sintesis del EOS

Elementos

Descripcion

Breve resumen.
¢De qué trata el
sistema tedrico
y cuales son
sus principales
proposiciones?

El Enfoque ontosemiotico en educaciéon matematica aporta un sistema
de constructos, principios y herramientas metodologicas para estudiar
y comprender la naturaleza de la actividad matematica, el conoci-
miento matematico y los procesos de ensefianza y aprendizaje de

las matematicas. Este componente cientifico (descriptivo, explicativo

y predictivo) sobre la educacién matematica se complementa con

otro tecnolégico (prescriptivo) formado por un sistema de criterios o

normas para optimizar el disefio, implementacion y evaluacion de los

procesos educativo-instruccionales y un modelo de desarrollo profe-
sional docente. El sistema estd compuesto por cinco teorias:

1. Teoria ontosemiotica de la actividad matematica. Desarrolla una
vision antropolégica y pragmatista de las matematicas, esto es,
como actividad humana centrada en la resolucion de problemas.
Esta concepcion antropologica de la matematica como actividad se
complementa y articula con otras dos concepciones: la matematica
como sistema de objetos y procesos y la matematica como sistema
de signos.

2. Teoria ontosemi6tica del significado y la cognicion matematica.
Desarrolla una visién global del significado de los objetos matema-
ticos, articulando supuestos realistas y pragmaticos, como base de
la cognicién matematica, tanto desde el punto de vista individual
(personal) como social (institucional).

3. Teoria del disefio educativo en matematicas. Desarrolla supuestos
y herramientas tedricas para la descripcion y disefio de procesos
de ensefianza y aprendizaje de las matematicas basados en la
teoria especifica sobre la actividad matematica y el significado de
los objetos que propone el EOS.

4. Teoria de la idoneidad didactica. Desarrolla un sistema de criterios
para la optimizacién local del disefio, implementacion y evalua-
cion de los procesos educativos-instruccionales en matematicas,
basados en los supuestos y constructos del EOS. Se formulan crite-
rios para las facetas epistémica, ecologica, mediacional, interaccio-
nal, cognitiva y afectiva que estructuran los procesos de ensefianza
y aprendizaje.

5. Teoria del desarrollo profesional docente. Desarrolla un modelo
conocimientos y competencias del profesorado de matematicas que
tiene en cuenta las facetas, componentes y subcomponentes de los
procesos educativos implicados en las actividades de fundamenta-
cion, disefio, planificacion y evaluacion de dichos procesos. Incluye
también un sistema de principios o criterios de eficiencia de los
programas formativos de profesores.
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Ambito/objetivo.
¢Qué fenomenos
pretende explicar

El sistema tedrico EOS pretende describir, explicar y predecir fenome-
nos relativos al disefio, implementacion y evaluacion de procesos de
enseflanza y aprendizaje de las matematicas en los diversos contextos

la teoria? y niveles educativos. También pretende identificar criterios para la
optimizacién local de dichos procesos, y, por tanto, prescribir acciones
preferentes para lograr los fines educativos previstos basadas en los
supuestos ontosemioticos del conocimiento matematico.

Justificacion. El EOS pretende abordar el problema de la diversidad y disparidad

¢Por qué es nece-
saria la teoria y
como mejora las
teorias anteriores?

de teorias existentes en educacion matemadtica, elaborando un sistema
teorico modular e inclusivo que tiene en cuenta los dilemas sobre
cuestiones de indole ontolégica, semidtica, cognitiva y epistemologi-
ca que se plantean en la ensefianza y aprendizaje. Se mejoran otras
teorias existentes al fundamentar el modelo de instrucciéon mate-
matica y de formacion de profesores en teorias explicitas y articu-
ladas sobre la actividad matematica, el significado y la cognicién
matemadtica.

Hipotesis.

¢Qué hipotesis
especificas plantea
la teoria y en qué
se diferencian de
otras teorias?

El EOS asume que para describir y comprender los procesos educati-
vo-instruccionales en matematicas es necesario cuestionar la natu-
raleza de las matematicas y, por tanto, desarrollar teorias explicitas
sobre los tipos y emergencia de los objetos matematicos, la relacion
de las matematicas con los lenguajes y la realidad material. También
asume que la educacion matematica tiene un componente cientifico
(descriptivo, explicativo y predictivo) y otro tecnologico (prescriptivo),
por lo que se requiere elaborar herramientas para abordar el estudio
de las cuestiones cientificas y tecnologicas.

La promocién del aprendizaje (crecimiento del conocimiento, com-
prension y competencia matematica) requiere una seleccion idonea
de significados parciales del contenido y una secuencia idénea de
configuraciones didacticas que tenga en cuenta la complejidad onto-
semiotica del contenido.

Constructos.
¢Cuales son los
elementos de la
teoria?

Los constructos que componen cada una de las cinco teorias del
sistema tedrico del EOS son:

Teoria de la actividad matematica: Practicas matematicas; tipos de
objetos y proceso; configuraciéon ontosemiética.

Teoria del significado y la cognicion: Funcién semiotica; tipos de sig-
nificados; conocimiento, comprension, competencia matematica.
Teoria del disefio educativo: Facetas y componentes de un proceso
educativo-instruccional; configuracion didactica; trayectoria didactica;
dimensi6n normativa

Teoria de la idoneidad didactica: Idoneidad didactica; criterios de
idoneidad.

Teoria del desarrollo profesional docente: Conocimientos didacti-
co-matematicos; competencias didactico-matematicas; criterios de
idoneidad de programas formativos.

453




Relaciones.
¢Como se relacio-
nan entre si los
elementos de la
teoria?

Los constructos de la teoria del significado se basan en la tipologia
de practicas y objetos de la teoria de la actividad matematica. La
teoria del disefio educativo se apoya en las teorias de la actividad
matemadtica, del significado y la cognicion. Los componentes y sub-
componentes de la teoria de la idoneidad se basan en el modelo de
significados y conocimientos de la teoria de la cognicion matema-
tica. La teoria del desarrollo profesional docente se apoya en las
restantes teorias.

Procedencia.
¢En qué teorias se
basa y como?

(Ver explicacion en cada teoria)

El componente filosofico se basa en los supuestos antropolégicos y
convencionalistas de la filosofia de la matematica de Wittgenstein y
el pragmatismo de Peirce. También asume la visién histérico-cultural
de la cognicion de Vygotsky.

Semejanza.

¢A qué teorias se
parece mas esta
teoria?

El EOS guarda relacion con la Teoria antropologica en didéctica
(Chevallard, 1992; 1999), Teoria de situaciones didacticas (Brousseau,
1997), teorias socioculturales desarrolladas en educacion matematica,
como la Teoria de la objetivacion (Radford,2006), cognitivas, como
Teoria de los campos conceptuales (Vergnaud, 1990), APOE (Dubinsky
y McDonald, 2001), Teoria de los registros de representacion semioti-
ca (Duval, 1995).

Complementa-
riedad. ¢{Con qué
teorias puede

Las teorias mencionadas con las que guarda relacion el EOS profun-
dizan en el estudio de aspectos parciales de la educacion matema-
tica y aportan resultados que pueden complementar los analisis de

complementarse? | las teorias ontosemioticas. Por ejemplo, la Teoria de los registros de
representacion semiética (Duval) profundiza en los tipos de lenguajes
usados en la actividad matematica, en los tratamientos y conversiones
que conllevan.

Operacionali- (Ver explicacion en cada teoria)

zacion. (Como

se miden o

identifican los

constructos?
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Usos.
¢Para qué puede
utilizarse la teoria?

Cada una de las teorias parciales que componen el sistema EOS se
usa para abordar el estudio de cuestiones especificas relevantes de la
educacion matematica.

La teoria ontosemiotica de la actividad matematica permite hacer
analisis detallados de la actividad matematica y comprender la
complejidad de los objetos y procesos implicados en la resolucion de
problemas, proporcionando un fundamento para los procesos educati-
vos-instruccionales de las matematicas.

La teoria ontosemiotica del significado y la cognicion matematica
ayuda a analizar y comprender los procesos de representacion y
significacion en la construccion y comunicacion del conocimiento
matematico. Ayuda a reconocer los diferentes sentidos o significa-
dos parciales de los objetos matematicos y seleccionar una muestra
representativa adaptada al contexto. Permite reconocer la trama de
conocimientos implicados en la actividad matematica y, en conse-
cuencia, elaborar un modelo educativo-instruccional que tiene en
cuenta su complejidad.

La teoria del disefio educativo se usa para planificar e implementar
procesos educativos en matematicas a nivel micro (lecciones), meso
(temas) y macro (programas). También sirve de instrumento para
describir, explicar y valorar procesos educativos disefiados con otras
perspectivas tedricas, ayudando a identificar aspectos que pueden ser
mejorables.

La teoria de la idoneidad didéctica es una guia para disefiar procesos
instruccionales en matematicas localmente idéneos (6ptimos) para
lograr los fines educativos planificados. Ayuda a tomar conciencia

de la complejidad de conseguir un equilibrio ponderado entre las
diferentes facetas implicadas (epistémica, ecologica, mediacional,
interaccional, cognitiva y afectiva). También se usa como guia para la
evaluacion del disefio e implementacion de los procesos instrucciona-
les ayudando a identificar aspectos que pueden ser mejorables. Es, por
tanto, un recurso para la reflexion de los profesores sobre su propia
practica.

La teoria del desarrollo profesional docente se usa para el disefio,
implementacion y evaluacion de programas y acciones especificas de
formacion de profesores de matematicas. El sistema de categorias de
conocimientos y competencias diddctico-matematicas desarrollado y
los criterios de idoneidad de los programas formativos se pueden usar
para describir y comprender la actividad de formadores y profesores
de matematicas, e identificar posibles mejoras.

Globalmente, el EOS viene desarrollando un sistema de instrumentos
tedricos articulados para la realizacion de las actividades de investi-
gacion y la practica docente en educacién matematica teniendo en
cuenta la complejidad de aspectos que intervienen.
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La complejidad de la educacion matematica, como campo de in-
vestigacion y de aplicacion practica, nos ha llevado a elaborar cinco
teorias articuladas mediante las cuales abordamos las cuestiones
relacionadas con la fundamentacién tedrica, el disefio de procesos
educativos, su implementacion y evaluacion, asi como el problema
del desarrollo profesional docente. En los diferentes capitulos del
libro hemos justificado la necesidad de elaborar las herramientas
conceptuales y metodologicas que caracterizan cada teoria parcial.
Asi mismo, hemos abordado el estudio de las concordancias y com-
plementariedades del EOS con diversas teorias, en particular, teoria
de situaciones didacticas, teoria antropolégica de lo didactico, educa-
cién matemadtica realista, teoria APOE, teoria de la objetivacion y el
programa etnomatematico. Estos estudios de articulacién de teorias
deben ser profundizados y ampliados a otras teorias usadas en edu-
cacion matematica, como las mencionadas en Asenova et al. (2024).
También se debe analizar en qué medida el EOS es suficiente como
sistema tedrico para la educacion matematica. ¢Es posible reducir a
cinco las teorias necesarias y suficientes para estudiar los problemas
de investigacion cientifica y tecnologica que plantea la ensefianza y
el aprendizaje de las matematicas, incluyendo la formacion de profe-
sores? {Qué cambios y desarrollados serian necesarios introducir en
el EOS para que, efectivamente, este sistema tedrico permita resolver
los dilemas y contradicciones entre las diferentes teorias, evitando
redundancias y aportando un lenguaje compartido?
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