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RESUMEN

Actualmente, los curriculos de matemadticas conceden mayor importancia a la
ensenanza de la probabilidad en la Educacion Primaria y Secundaria, debido a la
necesidad del razonamiento probabilistico para la toma de decisiones en situaciones de
incertidumbre, asi como para el estudio futuro de la inferencia estadistica. Ante esta
situacion, la literatura de investigacion en Educacion Matematica advierte que la
intuicion en probabilidad, y mas concretamente la capacidad en comparacion de
probabilidades, progresa por etapas. Ademas, dichas etapas pudieran tener relacion con
aquellas correspondientes al desarrollo del razonamiento proporcional, aunque no sean
etapas equivalentes. No obstante, hay escasas investigaciones sobre el nivel de
razonamiento probabilistico y proporcional con estudiantes en Espafia, y ninguna en
Costa Rica, una vez que los estudiantes han recibido formacion en probabilidad.

Esta tesis doctoral, realizada como compendio de publicaciones, describe dos
estudios de evaluacion del razonamiento probabilistico con estudiantado de Educacion
Primaria y Educacion Secundaria, analizando su relacion con el razonamiento
proporcional.

Como principales fundamentos tedricos, nos basamos en el Enfoque
Ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matematica (EOS), el curriculo de
Espafia y Costa Rica sobre contenidos en probabilidad y proporcionalidad, asi como en
los principales antecedentes sobre evaluacion del razonamiento probabilistico de nifios y
adolescentes, con especial atencion a la comparacion de probabilidades y sobre
evaluacion de niveles de razonamiento proporcional.

El primero de los estudios empiricos tiene un caracter exploratorio y se realizd
unicamente con estudiantes costarricenses de 6° curso de Educacion Primaria que tenian
instruccidon en probabilidad. A partir de un analisis cuantitativo y cualitativo de las
respuestas de los estudiantes a un cuestionario, adaptado de la literatura de
investigacion, se describen las estrategias empleadas y conflictos semioticos detectados.
Aproximadamente, la mitad de la muestra presenta un desempefio adecuado en torno a
la comparacion de probabilidades, tipico de la etapa de desarrollo de los participantes,
segin la literatura de investigacién; aunque se muestra mayor dificultad en la
construccion de espacios muestrales cuando se pide identificar los sucesos seguro e
imposible; asimismo, se evidenciaron dificultades en una tarea sobre juego equitativo,
donde se debia equiparar la ganancia de dos jugadores, de acuerdo a su probabilidad de
ganar. Se encuentran pocas diferencias entre los resultados obtenidos con los de
investigaciones previas, con estudiantes de igual edad que no recibieron ensefianza en el
tema.

En el segundo estudio se emple6 una muestra de mayor tamafio con estudiantes
de Espafia y Costa Rica, de varios cursos escolares, donde se analiza la relacion entre el
nivel de razonamiento proporcional y probabilistico en estudiantes del ultimo afio de
Educacion Primaria (6° curso de Educacion General Bésica) y estudiantes de Educacion
Secundaria (edades entre 13 y 16 afios). Para ello, se construye un cuestionario con un
método valido y fiable, que permite evaluar en los estudiantes simultaneamente los dos



tipos de razonamiento. En la parte probabilistica se evalia la comparacion de
probabilidades utilizando dos contextos diferenciados, urnas y ruletas, de diferentes
niveles de razonamiento proporcional utilizados y que también se consideran en las
tareas de comparacion de razones. Ademads, se incluyen items sobre juego equitativo,
construccion del espacio muestral e items para la deteccion de posibles sesgos en la
comparacion de probabilidades en ruletas. Se analizan los resultados en las diferentes
tareas de razonamiento proporcional, y la relaciéon con el resto de las competencias
evaluadas. Para una parte de las variables, se comparan los resultados con los de
estudiantes espafioles de edades equivalentes, mientras que en el resto se trabaja
unicamente con el estudiantado costarricense.

En general, se observa que la edad en que se alcanza un determinado nivel de
razonamiento es mayor que la supuesta por Noelting (1980a, 1980b); sin embargo,
también se encuentra un bajo porcentaje de creencias de tipo subjetivo en la resolucion
de tareas probabilisticas planteadas en el cuestionario. Asimismo, se encontraron
correlaciones estadisticamente significativas (aunque de intensidad pequefia) entre el
nivel de razonamiento proporcional en que se situa un estudiante y sus resultados en el
nivel de razonamiento probabilistico mostrado en las distintas tareas propuestas.

Consideramos que tanto el disefio del cuestionario de evaluacion como los
resultados obtenidos en nuestra investigacion y descritos en esta Memoria, aportan
nuevo conocimiento referente al razonamiento proporcional, probabilistico y su
relacion, que ayudard a docentes, formadores de profesorado e investigadores en el
disefio y evaluacion de planes formativos y nuevas lineas de investigacion en el tema.



ABSTRACT

Currently, mathematics curricula attach greater importance to probability
teaching in primary and secondary education due to the need for probabilistic reasoning
in decision-making dealing with situations of uncertainty and for the future study of
statistical inference. Given this situation, the research literature in mathematics
education notes that intuition in probability, and more specifically the ability to compare
probabilities, progresses in stages. Moreover, these stages may be related to those
corresponding to the development of proportional reasoning, although they are not
equivalent. However, there is little research on the level of probabilistic and
proportional reasoning among students in Spain, and none in Costa Rica once they have
received training in probability.

This doctoral thesis, carried out as a compendium of publications, describes two
studies on the evaluation of probabilistic reasoning with students in primary and
secondary education, analysing its relationship with proportional reasoning.

As the main theoretical foundation, we rely on the Ontosemiotic Approach to
mathematical knowledge and instruction (EOS), the Spanish and Costa Rican curricula
on probability and proportionality contents, and the main precedents on the assessment
of probabilistic reasoning in children and adolescents, with special attention to the
comparison of probabilities and the assessment of proportional reasoning levels.

The first empirical study was of an exploratory nature and was conducted only
with Costa Rican students in the sixth grade of primary education who received
instruction in probability. Based on a quantitative and qualitative analysis of the
students’ answers to a questionnaire adapted from the research literature, the strategies
employed, and the semiotic conflicts detected are described. Approximately half of the
sample presents an adequate performance in the comparison of probabilities, typical of
the developmental stage of the participants, according to the research literature;
however, greater difficulty is shown in the construction of sample spaces when asked to
identify certain and impossible events; likewise, difficulties were evidenced in a task on
fair play, where the winnings of two players had to be equated according to their
probability of winning. Few differences were found between the results obtained and
those of previous research, with students of the same age who had not been taught the
subject.

In the second study, a larger sample of students from Spain and Costa Rica, from
different school years, was used to analyse the relationship between the level of
proportional and probabilistic reasoning in students in the last year of primary education
(6th year of General Basic Education) and those in secondary education (ages 13 to 16).
For this purpose, a questionnaire is constructed using a valid and reliable method that
allows us simultaneously to evaluate both types of students’ reasoning. In the
probabilistic part, the comparison of probabilities is assessed using two different
contexts, ballot boxes and roulette wheels, with different levels of proportional
reasoning used, which are also considered in the ratio comparison tasks. In addition,
items on fair play, sample space construction, and the detection of possible biases in the



comparison of probabilities in roulette wheels are included. The results of the different
proportional reasoning tasks and their relationship with the rest of the skills assessed are
analysed. For some of the variables, the results are compared with those of Spanish
students of equivalent ages, whereas for the rest, we work only with Costa Rican
students.

In general, it is observed that the age at which a certain level of reasoning is
reached is higher than that assumed by Noelting (1980a, 1980b); however, a low
percentage of subjective beliefs is also found in the resolution of probabilistic tasks
posed in the questionnaire. Likewise, statistically significant correlations were found
(although of small intensity) between the level of proportional reasoning in which a
student was placed and his or her results in the level of probabilistic reasoning shown in
the different tasks proposed.

We consider that both the design of the evaluation questionnaire and the results
obtained in our research and described in this report provide new knowledge regarding
proportional and probabilistic reasoning and their relationship, which will help teachers,
teacher trainers, and researchers in the design and evaluation of training plans and new
lines of research on the subject.
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INTRODUCCION

En esta tesis doctoral se completa la investigacion iniciada en el curso
académico 2019/2020 que finalizé con la presentacion de mi Trabajo Final de Master.
El interés por el tema se origind por mi experiencia como colaborador en el Proyecto
Reforma de la Educacion Matematica en Costa Rica, en el que trabajé, tanto en la
elaboracion de los Programas de Estudio de Matematica oficiales, como en el disefo de
materiales didacticos y en la capacitacion de docentes en ejercicio. Esta experiencia me
hizo constatar de la escasez de investigacion relacionada con la comprension de la
probabilidad por estudiantes costarricenses y de la necesidad de contribuir a evaluar sus
posibles conocimientos y dificultades en el tema. Esta carencia pudo deberse, a que en
curriculos anteriores, los contenidos en probabilidad eran minimos en Educacion
Primaria y ausentes en Educacion Secundaria, lo cual les restaba valor. Con la fuerte
relevancia que el curriculo actual de Matematica le da al area de Estadistica y
Probabilidad, surge la necesidad imperiosa de estudios que apoyen su implementacion.

Posteriormente, al incorporarme como colaborador en el Proyecto de
Investigacion PID2019-105601GB-100/AEI/10.13039/501100011033, Razonamiento
proporcional y algebraico en la formacion de profesores para ensefiar estadistica, me
interesé por relacionar estos conocimientos con el razonamiento proporcional de los
estudiantes, campo en que la investigacion existente era muy escasa (Batanero y
Alvarez-Arroyo, 2023).

Los fundamentos del estudio son las investigaciones previas, asi como el
Enfoque Ontosemiotico del conocimiento y la instruccidon matematica (Godino,
Batanero y Font, 2007; 2019). Se utiliza una metodologia mixta, que combina el analisis
de contenido (Andreu, 2011; Zapico, 2007) de las respuestas abiertas de los estudiantes
a los dos cuestionarios utilizados, con el estudio estadistico de diversas puntuaciones
que miden el desempefio de los estudiantes y estudios de correlacion.

La tesis se presenta como compendio de publicaciones, que se incluyen a lo
largo de la Memoria y se han organizado en los siguientes capitulos:

En el Capitulo 1 se describe y justifica la importancia de la problematica
abordada. También se resumen los principales elementos utilizados del marco tedrico y
se realiza un analisis curricular de los contenidos de probabilidad y proporcionalidad en

las orientaciones costarricense y espaiola. Se finaliza presentando los objetivos e



hipoétesis del trabajo, asi como su organizacion.

En el Capitulo 2 se realiza una sintesis de los principales antecedentes del
estudio, tanto en lo referido al razonamiento probabilistico como al proporcional.
Asimismo, parte del contenido ha sido publicado en dos articulos de sintesis de la
investigacion previa, el primero de ellos describiendo cémo se inicia el razonamiento
probabilistico en las primeras edades. El segundo describe la investigacion sobre la
comparacion de probabilidades, que es una de las competencias evaluadas en los
estudios empiricos que forman parte de la tesis. Las publicaciones de las que se deduce

este capitulo son las siguientes:

Batanero, C., Alvarez-Arroyo, R. Hernandez-Solis, L. A. y Gea, M.M. (2021). El inicio del
razonamiento probabilistico. PNA, 15(4), 267-288.
https://doi.org/10.30827/pna.v1514.22349

Hernandez-Solis, L. A., Gea, M.M., Batanero, C. y Alvarez-Arroyo, R. (2023). Research on
children’s reasoning in comparing probabilities. Boletin de Estadistica e Investigacion
Operativa, 39(1), 1-24. https://www.seio.es/beio/research-on-childrens-reasoning-in-
comparing-probabilities/

En el Capitulo 3 se resume el primero de los estudios empiricos de evaluacion
realizados con una muestra de estudiantes costarricenses de 6° curso de Educacion
General Basica. Para llevar a cabo el estudio, se elabord un cuestionario con items de
respuesta abierta, partiendo de los utilizados en estudios previos, como los de Cafiizares
(1997) y Green (1982), a los que se afadieron dos preguntas nuevas de construccion de
espacios muestrales. Se analiz6 la forma en que los nifios comparan probabilidades, sus
construcciones del espacio muestral asociado a un experimento y su comprension del
juego equitativo, asi como los sesgos de razonamiento que presentan en estas tareas.

Estos resultados se publicaron en los siguientes articulos:

Hernandez-Solis, L. A. (2023). Sesgos en la resolucion de tareas probabilisticas por estudiantes
costarricenses de educacion primaria. Revista Digital: Matematica, Educacion e
Internet, 23(2), 1-16. https://doi.org/10.18845/rdmei.v23i2.6368

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C., Alvarez—Arroyo, R. y Gea, M.M. (2021). Significados
personales del concepto de juego equitativo en nifios costarricenses. nnoeduca, 23(34),
228-243. http://dx.doi.org/10.22458/ie.v23i34.3429

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C., Gea, M.M., y Alvarez—Arroyo, R. (2021a). Comparacion
de probabilidades en urnas: Un estudio con nifios costarricenses de Educacion Primaria.
Uniciencia, 35(2), 1-19. https://doi.org/10.15359/ru.35-2.9

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C., Gea, M. M., y Alvarez—Arroyo, R. (2021b). Construccion
de espacios muestrales asociados a distintos tipos de sucesos: Un estudio exploratorio
con nifios de  educacion  primaria.  Educacion = Matematica,  33(1).
http://dx.doi.org/10.24844/EM3301.07




Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C., Gea, M.M., y Alvarez-Arroyo, R. (2021¢c). Resolucién de
tareas probabilisticas en contexto geométrico por estudiantes de educacién primaria.
Educacgao e Realidade, 46(3). https://doi.org/10.1590/2175-6236105401

Una conclusion del primer estudio de evaluacion fue la necesidad de mejorar el
instrumento de evaluacion y adaptarlo para considerar el nivel de razonamiento
proporcional del estudiante. Con esta finalidad, en el Capitulo 4 se describe la
construccion de un nuevo cuestionario orientado a medir el constructo “razonamiento
probabilistico y su relacion con el razonamiento proporcional”. Su elaboracion ha tenido
en cuenta las normas psicométricas habituales (Martinez-Arias, 1995) y los criterios de
AERA, APA y NCME (2014). Su construccion comienza definiendo el contenido del
instrumento, a partir del cual se elabora un banco de items de opcion multiple, con una
justificacion de la respuesta y algunos solo de respuesta abierta. El banco de items se
somete a juicio de 10 expertos investigadores en Educacion Estadistica, a los que se
proporciona tres posibles versiones de cada item. Mediante una escala Likert, los
expertos evaluarian cada item, luego se realizaria el analisis de los resultados obtenidos
de la evaluacion para seleccionar los que conformarian el cuestionario definitivo.
También se pasoé el cuestionario a una muestra piloto para asegurar la comprension, por
parte de los estudiantes, y estimar el tiempo necesario para completarlo. Al final del
capitulo, se informa de algunas propiedades psicométricas del cuestionario.

En el Capitulo 5 se presenta el segundo estudio de evaluacion, realizado con el
citado cuestionario. Se utiliza una muestra de 292 estudiantes costarricenses de los
cursos 6° a 9° de Educacion General Bésica y 10° de Educacion diversificada, y en una
parte del estudio se afiaden otros 412 estudiantes espafioles de cursos equivalentes (6°
de Educacion Primaria y los cuatro primeros cursos de Educacion Secundaria

Obligatoria). Los resultados del estudio han dado origen a los siguientes trabajos:

Batanero, C. y Hernandez-Solis, L. A. (2023). Razonamiento proporcional en comparacion de
razones de estudiantes costarricenses y espafoles. Uniciencia, 37(1), 1-20.
https://doi.org/10.15359/ru.37-1.21

Batanero, C., Hernandez-Solis, L. A. y Gea, M.M. (2023). Analysing Costarican and Spanish
students” proportional reasoning and comparison of probabilities. Statistics Education
Research Journal, 22(3), 1-23. https://doi.org/10.52041/ser].v22i3.659

Gea, M. M., Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C. y Alvarez—Arroyo, R. (2023). Relating
students’ proportional reasoning level and their understanding of fair games. Journal on
Mathematics Education, 14(4), 663-682. https://doi.org/10.22342/jme.v14i4.pp663-682




Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C. y Gea, M.M. (2023). Costarican students’ proportional
reasoning and performance in comparing probabilities in spinners. Eurasia Journal of
Mathematics, Science and Technology Education, 9(12), 1-14.

https://doi.org/10.29333/ejmste/13869

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C. y Gea, M.M. (en prensa). Razonamiento proporcional y
construccion de espacios muestrales asociados a distintos tipos de sucesos por estudiantes
costarricenses. Revista de Educacion Estadistica.

El Capitulo 6 esta dedicado a la discusion de las principales conclusiones

obtenidas respecto a los objetivos e hipotesis iniciales del trabajo, la exposicion de las

principales conclusiones, y la discusion de las limitaciones observadas y futuras lineas

de investigacion.

Finalmente, se incluyen el conjunto de referencias utilizadas y algunos anexos

que complementan la Memoria.




CAPITULO 1: EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Introduccion
1.2. El razonamiento probabilistico y su importancia
1.3. Marco tedrico
1.3.1. Significado de un objeto matematico
1.3.2. Evaluacion del conocimiento
1.3.3. Tipos de significado
1.3.4. Niveles de objetos y procesos en la practica matematica
1.4. La probabilidad y proporcionalidad en la educacion obligatoria
1.4.1. Curriculo de Costa Rica
1.4.1.1. Contenidos asociados al razonamiento probabilistico
1.4.1.2. Contenidos asociados al razonamiento proporcional
1.4.2. Curriculo de Espaia
1.4.2.1. Contenidos asociados al razonamiento probabilistico
1.4.2.2. Contenidos asociados al razonamiento proporcional
1.4.3. Perspectiva internacional
1.5. Objetivos e hipdtesis del trabajo
1.6. Organizacion de la investigacion

1.1.  INTRODUCCION

En este capitulo se describe el problema de investigacion, justificando la
relevancia que tienen tanto la cultura probabilistica (Borovenik, 2016; Gal, 2005) como
el razonamiento probabilistico (Batanero, 2006) en la formacién del ciudadano, que se
enfrenta a menudo con situaciones aleatorias, tanto en su dia a dia como a lo largo de su
trabajo profesional.

Esta investigacion se ha llevado a cabo bajo la perspectiva del Enfoque
Ontosemiotico (EOS) del conocimiento y la instruccion matematica (Godino y
Batanero, 1994; Godino et al., 2007; 2019). Por ello, en este capitulo se establecen las
herramientas y andamiaje de este marco tedrico, que nos permitirdn explorar los
significados personales que los estudiantes de las muestras empleadas en la
investigacion asignan a las nociones de probabilidad.

Ademas, siendo conscientes de la importancia que ha adquirido a nivel mundial
el conocimiento sobre probabilidad, se puntualizan algunos elementos del curriculo
costarricense y espafol, pues la recogida de datos de estudiantes se lleva a cabo en estos
dos contextos educativos. Asimismo, completa este analisis una descripcion de las
ultimas tendencias y paradigmas en educacion probabilistica a nivel internacional.

Por ultimo, se plantea el problema, objetivos e hipotesis de investigacion, asi




como una breve descripcion de la organizacion de la investigacion y las principales
caracteristicas metodologicas de cada uno de sus componentes.

Resaltamos que en el caso de Costa Rica, la investigacion se lleva a cabo en un
contexto de implementacion curricular, con carencias de estudios nacionales en

didactica de la probabilidad a este nivel escolar.

1.2. EL RAZONAMIENTO PROBABILISTICO Y SU IMPORTANCIA

En las ultimas décadas, y como consecuencia del desarrollo de la inferencia
estadistica y el incremento de experimentos aleatorizados en distintas investigaciones, el
estudio de la probabilidad ha adquirido relevancia en distintas areas profesionales y
cientificas.

En primer lugar, los conocimientos probabilisticos no solo se han considerado
fundamentales para comprender y desarrollar el razonamiento inferencial, sino que los
conocimientos elementales de probabilidad son hoy dia un requisito basico para el
ciudadano, debido a las multiples situaciones aleatorias a las que debe enfrentarse en su
vida; y a la vez, juegan un papel transcendente en el estudio posterior de la estadistica
(Batanero, 2006; Batanero et al., 2016; Gal, 2005). Asimismo, no cabe duda de que
tiene una participacion importante en el desarrollo del pensamiento cientifico, donde
muchos de sus procesos se describen mediante leyes aleatorias (Bryant y Nunes, 2012).

Una caracteristica a sefialar es que, ademés de ser una parte importante de la
matematica que se puede relacionar con otras areas (como la aritmética, algebra y
funciones, calculo, geometria y medida), la probabilidad es una herramienta necesaria
para la toma de decisiones en condiciones aleatorias (Batanero, 2005; Batanero et al.,
2005; Borovcnik, 2016). Pino y Estrella (2012) sefialan que su estudio tiene un alto
valor educativo, pues muestra las limitaciones de argumentos puramente deductivos.
Todo esto hace que en muchas investigaciones se apunte a que los conocimientos
probabilisticos deben formar parte de los objetivos de alfabetizacién matemadtica para
los ciudadanos actuales (Jones et al., 2007; Nilsson y Li, 2015), incluso desde la
educacion infantil (Alsina, 2017; Vasquez y Alsina, 2019).

Numerosos estudios, entre otros Fischbein (1975) y Fischbein y Gazit (1984),
resaltaron el papel de la ensefianza para educar las intuiciones en probabilidad, que con

frecuencia se desarrollan inadecuadamente sin una instruccion especifica, y que son



necesarias para tomar decisiones correctas en la vida cotidiana y profesional
(Borovenik, 2015; Resnik, 2017). Con frecuencia, es posible medir la incertidumbre de
un cierto fenomeno por medio de la probabilidad, la cual representa un instrumento para
expresar, cuantificar y modelizar dicha incertidumbre (Pratt y Kazak, 2018).
Consecuentemente, una finalidad principal de la ensefianza de la probabilidad es
proporcionar al sujeto cierta experiencia y conocimiento respecto a situaciones
aleatorias que le permita manejarse en un mundo donde estos fendémenos estan presentes
en las actividades mas variadas (Jones et al., 2007).

Esto ha repercutido en los curriculos de matematicas de varios paises en donde
se introducen contenidos de probabilidad desde edades tempranas (e. g. Australia:
Australian Curriculum, Assessment and Reporting Authority, 2013; Espafia: Ministerio
de Educacion y Formacion Profesional, MEFP, 2022b; 2022¢ o Estados Unidos de
América: National Council of Teachers of Mathematics, 1989; 2000). Costa Rica no ha
sido la excepcion y en 2012 se aprobaron nuevos Programas de Estudio de Matematica
para la educacion preuniversitaria (MEP, 2012), dandole gran relevancia al area de
Estadistica y Probabilidad, cuyos conocimientos y expectativas de aprendizaje se
organizan de manera integrada, desde el primer afio de educacion primaria hasta el
ultimo de educacion secundaria. En la Seccion 1.4 se analiza con detalle las

orientaciones curriculares sobre el tema.

1.3.  MARCO TEORICO

Al iniciar un trabajo de investigacion es importante seleccionar un marco tedrico
que sirva de fundamento, tanto para la formulaciéon de los objetivos por alcanzar e
hipdtesis sobre lo que se espera encontrar, como para describir con rigor y precision los
resultados. Teniendo en cuenta estas consideraciones, se ha elegido un marco tedrico
desarrollado dentro del equipo de investigacion en que se elabora la tesis y que cuenta
con gran tradicion en Espafia y otros paises. También, se ha considerado que este marco
tedrico es la base del proyecto de investigacion en el que se inscribe la presente tesis
doctoral.

En esta seccion vamos a presentar las nociones tedricas que utilizaremos para
describir el problema e interpretar los resultados de nuestra investigacion.

Consideramos idoneo basarnos en el Enfoque Ontosemiotico (en adelante: EOS) del



conocimiento y la instruccion matematica (Godino y Batanero, 1994, Godino et al.,
2007; 2019), pues nos permitird interpretar el razonamiento probabilistico de los
estudiantes, segun las estrategias y conflictos mostrados en sus respuestas; es decir, del
analisis de los significados personales de objetos matematicos involucrados en
situaciones-problema planteadas en los items de un cuestionario.

Dicho marco teodrico ha propuesto diferentes herramientas de investigacion que
permiten analizar tanto el curriculo y libros de texto, como el aprendizaje del estudiante
y su conocimiento, la ensefianza de un tema e incluso el conocimiento y formacion de
los profesores.

La concepcion que se propone de la Matematica es la de una actividad de
resolucion de problemas, a la vez que un lenguaje y un sistema conceptual organizado.
El EOS parte de una formulacién ontoldgica de los objetos matematicos, cuya nocion
primitiva es la de sifuacion-problema, y a partir de esta se definen los conceptos
teoricos de prdctica, objeto y significado (personal ¢ institucional) del objeto (Godino,
Batanero y Font, 2007; 2019). Una situacion-problema se considera desde un punto de
vista muy general y puede iniciarse mediante una necesidad del mundo real o bien,
dentro de la misma Matematica.

De este marco tedrico se utilizaran unicamente algunos de sus elementos. En
nuestro caso, el constructo significado institucional de un objeto permitird definir el
contenido de los instrumentos de evaluacion, mientras que el significado personal de un
objeto nos permitird describir la globalidad de las respuestas de los sujetos. Asimismo,
coincidimos con Godino (2018) en que la nocion de configuracion ontosemiotica de
practicas, objetos y procesos, en su interpretacion epistémica (institucional) y cognitiva
(personal), es una herramienta tedrica potente para la interpretacion de la informacion

recolectada, como se describe en las siguientes secciones.

1.3.1. Significado de un objeto matematico
En el EOS el significado de los objetos matematicos se origina de las practicas
llevadas a cabo por una persona o institucion al resolver problemas relacionados con
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dichos objetos. Una practica es “...toda actuacion o manifestacion (lingiiistica o no)
realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la

solucion, validar la solucion y generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino y



Batanero, 1994, p. 334). Serad significativa (o con sentido) para la persona, si esta
practica desempefia una funcién para la consecucion del objetivo propuesto.

Para explorar el razonamiento probabilistico de los nifios se pretende analizar
sus practicas matematicas al resolver diversos problemas. Para el EOS, interesa
considerar los sistemas de practicas (operativas y discursivas) mas que una practica
particular ante un problema concreto, por lo que se hablard del sistema de practicas
asociadas a un campo (C) de problemas. En este caso, se analizard el sistema de
practicas asociadas al campo de problemas en probabilidad de: comparar probabilidades
simples, establecer el espacio muestral y equiparar en un juego la ganancia esperada
considerando la esperanza matematica.

Asimismo, en este marco teérico se hace la distincién entre las practicas
personales y las practicas institucionales. Godino y Batanero (1994) establecen que las
practicas institucionales, a diferencia de las personales, estan normadas por los sujetos
de una institucion (1), grupo que realiza practicas sociales tomando en cuenta los
instrumentos, reglas y modos de funcionamiento de un mismo campo (C) de problemas.

Godino y Batanero (1994) diferencian entre los sistemas de prdcticas
institucionales y los sistemas de prdcticas personales asociados a un campo (C) de
problemas; en que los primeros estan constituidos por las précticas significativas
prototipicas para resolver el campo de problemas (C) compartidas en el seno de la
institucion (I), dendtese como Py(C), y los segundos por las practicas que una persona
realiza en su intento de resolver el campo de problemas (C), denotese P,(C). Por
ejemplo, siendo C el campo de problemas relacionado con la comparacién de
probabilidades en un experimento aleatorio simple, existe un sistema de practicas
institucionales Pi(C) y un sistema de practicas personales P,(C) asociadas a C. La
interseccion entre P,(C) y Pi(C) es lo que se denomina prdctica correcta del sujeto,
segun la institucion.

Godino y Batanero (1994) definen un objeto institucional (O;) como un
emergente del sistema de practicas institucionales asociadas a un campo (C) de
problemas y los elementos de este sistema son los indicadores empiricos del objeto (Oy).
Asi, el sistema de préacticas institucionales asociado al objeto O; se define como el
significado institucional del objeto: S(Oj). De igual modo, el sistema de practicas

personales asociadas a un campo (C) de problemas constituye el significado personal



del objeto: S(Op).

Objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas

Godino et al. (2007) describen diferentes tipos de objetos matematicos o

entidades primarias que se pueden observar en un texto matematico y que emergen de

los sistemas de practicas asociadas a un campo de problemas:

Situaciones-problemas: aplicaciones extra-matematicas o intra-matematicas que
conllevan actividad matematica. Por ejemplo, la cuantificacion de la probabilidad
de un suceso en un experimento aleatorio.

Elementos lingiiisticos: expresiones, notaciones o graficos empleados para
enunciar o resolver situaciones-problemas y permiten su operacionalizacion. En
el caso de la probabilidad, pueden aparecer representaciones tabulares y graficas,
lenguaje cotidiano (“suerte”, “posibilidad’’) o matematico (esperanza matematica,
distribucion de probabilidad) y simbolos algebraicos.

Conceptos - definiciones: enunciados que identifican y caracterizan a objetos
matematicos mediante sus definiciones o descripciones. Algunos ejemplos de
conceptos implicados en la probabilidad son los de equiprobabilidad, espacio
muestral o evento seguro, entre otros.

Proposiciones - propiedades: enunciados que involucran relaciones o
propiedades de los conceptos. Por ejemplo, que la probabilidad de un suceso es
un valor entre O y 1.

Procedimientos: algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, que se pueden
aplicar en la resolucion de la situacion-problema, como enumerar o contar los
casos favorables de un suceso y casos posibles del experimento aleatorio.
Argumentos: enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y
procedimientos. Un tipo seria realizar una simulacion de un experimento
aleatorio para analizar la convergencia de la frecuencia relativa de un suceso a su

probabilidad teorica.

1.3.2. Evaluacion del conocimiento

Canizares (1997) sefiala que la diferenciacion entre el objeto (emergente

inobservable de un sistema de practicas) y el significado del mismo (sistema observable
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de practicas), muestra la problematica de evaluar los conocimientos de los estudiantes;
ya que estos tendrian un carécter inobservable; sin embargo, estos podrian inferirse de
las practicas evidenciadas durante la resolucion de situaciones-problemas; por lo que
estas practicas serian los indicadores empiricos utilizables para la evaluacion de dicho
conocimiento.

La dualidad que establece el EOS en cuanto al significado de un objeto
matematico (institucional y personal) permite abordar la evaluaciéon de los
conocimientos de los estudiantes (inobservables) a través de sus practicas al resolver
problemas (observables), las cuales se pueden considerar indicadores empiricos de
dichos conocimientos o de sus conflictos semidticos.

La interseccién entre S(O;) y S(Op) seria lo que la persona “conoce” o
“comprende” del objeto (Oy), desde el punto de vista de I; y el subconjunto de S(O,) que
no esté en esa interseccion representa el conjunto de conflictos semidticos, es decir, los
significados que no concuerdan con los considerados como correctos desde el punto de
vista institucional. Hay que sefialar que la comprension alcanzada por un sujeto en un
momento dado no puede considerarse como una variable dicotémica (todo o nada), sino
que podria haber alcances conceptuales parciales del objeto matematico.

En esta premisa se fundamenta este estudio, de modo que, por ejemplo, para
analizar el significado personal sobre el juego equitativo de cada sujeto de la muestra, se
interpretard el conjunto de practicas observables mostradas durante la resolucion de las

situaciones-problemas propuestas en un cuestionario.

1.3.3. Tipos de significado

La interpretacion semiotica de las précticas conlleva a clasificar los significados
institucionales y significados personales mediante una tipologia basica. Godino et al.
(2022) analizan las diferentes teorias de significado en educacion matematica,
justificando el uso de este término en el EOS. En Godino (2003) se clasifican los tipos
de significados institucionales en implementado, evaluado, pretendido y referencial; y
los significados personales en global, declarado y logrado. En este trabajo, se partira
del significado institucional pretendido, para evaluar el significado personal declarado.

Esto se resume en la siguiente Figura 1.3.1.
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Significado institucional Significado personal

Participacion
Pretendido Declarado
. L. Ensefianza Lo
Sistema de précticas Da cuenta de las practicas
incluidas en la Acoplamiento efectivamente expresadas a
planificacion del proceso proposito de las pruebas de
de estudio. Aprendizaje evaluacién propuestas,

incluyendo tanto las
correctas como las
incorrectas desde el punto
de vista institucional.

Apropiacion

SISTEMA DE PRACTICAS

Operativas Discursivas
TRANSFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS

Figura 1.3.1. Significado institucional (pretendido) y personal (declarado) de un objeto
matematico (Adaptacion propia de Godino et al., 2007, p.6)

En este caso, se analizara el campo de situaciones-problemas en probabilidad
donde se deba cuantificar y comparar probabilidades simples, establecer el espacio
muestral y decidir si un juego es equitativo como, por ejemplo, el siguiente item

utilizado por Cafiizares (1997), tomado de la investigacion de Fischbein y Gazit (1984):

Eduardo tiene en su caja 10 bolas blancas y 20 negras. Luis tiene en una caja 30 bolas
blancas y 60 negras. Juegan a sacar al mismo tiempo una bola de su caja (con los ojos
cerrados) y el ganador es el nifio que saque una bola blanca. Si ambos sacan
simultaneamente bolas de igual color, devuelven las bolas a sus cajas y el juego
continta. Eduardo afirma que el juego no es justo porque en la caja de Luis hay mas
bolas blancas que en la suya. ;Cual es tu opinion sobre lo que dice Eduardo?

Para analizar la “red de objetos personales” construida por cada sujeto de la
muestra, se interpretara el conjunto de practicas observables mostradas durante la
resolucion del problema propuesto. Por ejemplo, sea P la practica de un estudiante,
donde indica que el juego es justo porque ambos tienen el doble de posibilidades de
sacar una bola negra que de una blanca. Un segundo estudiante podria indicar que,
aunque existe el triple de bolas blancas en la caja de Luis que en la de Eduardo, también
existe el triple de bolas negras en la caja de Luis que en la de Eduardo, luego el juego es
justo (Py2). Otro estudiante podria indicar (Py3) que Eduardo tiene razon al afirmar que
no es juego justo, porque en la caja de Luis hay més bolas blancas que en la de Eduardo.

Asi, ante la situacion de comparar probabilidades de dos experimentos simples
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con espacios muestrales discretos, existe un significado institucional pretendido que
seria el significado laplaciano de probabilidad (segun el item indicado anteriormente) y
el significado personal varia de acuerdo a las précticas de quienes resuelven dicha
situacion. Siguiendo el ejemplo: S(Orp) = S(Op1) = S(Op2), luego entonces S(Opi) y
S(Op2) se consideran acertadas o correctas de acuerdo con I. Pero S(Op)#S(Oy3), por lo
que se identifica en S(Op3) un conflicto semiotico del sujeto al comparar probabilidades
que se caracteriza por una comparacion absoluta (aditiva) de los casos favorables sin

considerar la proporcion de bolas blancas y el total de bolas en cada caja.

1.3.4. Niveles de objetos y procesos en la practica matematica

En el EOS se establecen dos niveles en el uso de los objetos en la actividad
matematica. El primero refiere a los tipos de objetos (personales e institucionales) que
se pueden observar y el segundo nivel tipifica las distintas maneras de manejar dichos
objetos.

Primer nivel: Objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de prdcticas.
Al realizar o evaluar una practica matematica asociada a una situacion-problema, es
necesario interpretar los lenguajes (verbales, tabulares, graficos y simbdlicos) que
representan la parte perceptible de una serie de constructos matematicos (conceptos,
procedimientos, proposiciones y argumentos) que intervienen en su elaboracion. Godino
et al. (2007) resumen esta tipologia de objetos matematicos primarios y sefialan que se
relacionan entre si formando configuraciones, redes de objetos que intervienen o
emergen de los sistemas de practicas. Estas configuraciones pueden ser socio-
epistémicas (redes de objetos institucionales) o cognitivas (redes de objetos personales).

Segundo nivel: Atributos contextuales. Los objetos matematicos que intervienen
en las practicas matematicas pueden ser considerados desde las siguientes facetas o
dimensiones duales (Godino, 2002): personal — institucional, ostensivo — no ostensivo,
expresion — contenido, extensivo — intensivo, unitario — sistémico. Estas facetas se
presentan agrupadas en parejas, pues se complementan de manera dual y dialéctica,
dando lugar a los siguientes procesos: personalizacion — institucionalizacion;
materializacion — idealizacidon/abstraccion; expresion/representacion — significacion;
particularizacion — generalizacion; andlisis/descomposicidon — sintesis/reificacion.

Godino et al. (2007) sefialan que tanto las dualidades como las configuraciones de
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objetos se pueden analizar, lo que fundamenta el estudio que se pretende hacer en este
trabajo, a partir de las practicas personales asociadas al campo de situaciones-problema
de probabilidad al cuantificar y comparar probabilidades simples, establecer el espacio

muestral y equiparar ganancias esperadas en un juego.

1.4. LA PROBABILIDAD Y PROPORCIONALIDAD EN LA EDUCACION

OBLIGATORIA

Como se indico en la Seccién 1.2, la importancia del conocimiento sobre
probabilidad para todos los ciudadanos ha llevado a muchos paises a incluirla en sus
curriculos y cada vez darle més relevancia en la ensefianza obligatoria o bésica.

En Costa Rica, los programas escolares de Matematica aprobados en 2012
concedieron un mayor relieve a los contenidos probabilisticos, respecto a los anteriores
curriculos nacionales, donde no se incluian en la Educacion Secundaria y eran minimos
en Educacion Primaria en comparacion con otros contenidos matematicos. El aumento
de topicos de probabilidad en el curriculo escolar de Matematica del Ministerio de

(13

Educacion Publica (MEP, 2012) tiene como propoésito “...formar en el pensamiento
aleatorio y en el desarrollo de capacidades para abordar el azar, lo impredecible, la
incertidumbre, caracteristicas que participan en el conocimiento y en la vida de
multiples maneras” (p.55). Se justifica este énfasis sefialando: “El lugar relevante que se
da a esta area obedece al papel que juega la informacion y el manejo del azar en la
sociedad moderna” (p. 55).

Por otro lado, en Espafia la ensefianza de la estadistica en la educacion
obligatoria ha estado presente en los ultimos 30 afios, dandole cada vez mayor
importancia al estudio de la probabilidad. Igualmente se actualiza esta importancia en
los nuevos programas curriculares (MEFP, 2022b, 2022c¢). Se precisa el curriculo basico
de la Educacion Primaria y el de la Educacion Secundaria Obligatoria
(respectivamente), y se establece para todos estos niveles educativos el bloque de

saberes en sentido estocastico, develando un gran interés por el desarrollo de

habilidades y competencia en estadistica en el estudiantado espafiol.

1.4.1. Curriculo de Costa Rica

El curriculo costarricense de Matematicas para la Educacion Primaria y

14



Secundaria (MEP, 2012) esta organizado por medio de los cuatro ciclos del sistema
educativo de este pais. Los primeros dos ciclos corresponden a la Educacion Primaria y
los siguientes a Educacion Secundaria. La base que organiza los planes de estudio de
Matematicas en cada ciclo y afio lectivo son los conocimientos matematicos y las
habilidades en torno a ellos que se espera sean desarrollados. Se plantean cinco areas en
Mateméticas: Nimeros, Medidas, Geometria, Relaciones y Algebra y Estadistica y
Probabilidad. Los conocimientos y expectativas de aprendizaje se organizan en el plan
de estudios de manera integrada, desde el primero al ultimo afio.

El &rea de Estadistica y Probabilidad incluye dos grandes temas: por un lado, la
identificacion, organizacion y presentacion de la informacidén, que se asocia a la
estadistica descriptiva, y por el otro, la probabilidad, que refiere al estudio de la
incertidumbre y el azar. Como puede apreciarse en la Figura 1.4.1, el area de Estadistica
v Probabilidad esta presente a lo largo de todos los ciclos en diferente proporcion,
segun ciclo educativo, manteniéndose aproximadamente constante en Educacion
Primaria, equiparando a Geometria, Medidas y Relaciones y Algebra; y en Educaciéon
Secundaria siendo una cuarta parte del Curriculo, aproximadamente, equiparado con el

area de Geometria.

Figura 1.4.1. Representatividad de las cinco areas matematicas en los cuatro ciclos
educativos en Costa Rica. (MEP, 2012, p. 49)

1.4.1.1. Contenidos asociados al razonamiento probabilistico

Para el Primer ciclo (Ver Tabla 1.4.1), uno de los propositos en probabilidad es
que los nifios (6 a 8 afios) logren identificar las situaciones donde interviene el azar
como aquellas en que no se puede predecir de antemano su resultado y puedan

distinguir estas de las situaciones deterministas o seguras.
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Tabla 1.4.1. Conocimientos y habilidades generales asociadas a probabilidad de Primer
Ciclo de la Educacion Primaria costarricense (MEP, 2012)

Habilidades generales

o Identificar situaciones aleatorias y seguras dentro de la cotidianidad y eventos asociados con ellas.
e Clasificar eventos aleatorios en mas o menos probables para situaciones o experimentos particulares.
o Identificar eventos de acuerdo con los resultados simples que estan vinculados con ellos.

Contenidos
Primer aflo Segundo afio Tercer afio
Situaciones: Situaciones o experimentos. Situaciones o experimentos.
aleatorias y Eventos: seguro, probable, Resultados simples de un experimento aleatorio.
seguras. imposible, mas y menos Eventos: seguro, probable, imposible, mas-igual- menos
probable. probable.

Se proponen como indicaciones curriculares que no solo se realicen juegos con
monedas, dados, ruletas y otros dispositivos, sino que también se incluyan situaciones
cotidianas que estén vinculadas a la incertidumbre, que acerquen al nifio a estas
experiencias y sus decisiones. En relacion con el manejo de situaciones aleatorias y la
probabilidad de resultados o eventos, para este ciclo unicamente se desea generar
nociones intuitivas; no se estudia la cuantificacion numérica de las probabilidades,
unicamente se habla de eventos mas o menos probables en relacion a estas nociones.

Para Segundo ciclo (Ver Tabla 1.4.2) se sugiere el analisis de las probabilidades
no solo de juegos de azar, sino también de problemas del contexto estudiantil. En
relacion a los conceptos vinculados al azar, se aprovecha la intuicién desarrollada en el
Primer ciclo para profundizar en conceptos relacionados con eventos y sus
representaciones. Para el Gltimo afio de Segundo ciclo (11 afios) se introduce el calculo
de probabilidades en funcion de juegos aleatorios y problemas sencillos, segin la Ley
de Laplace.

Tabla 1.4.2. Conocimientos y habilidades generales asociadas a probabilidad en
Segundo Ciclo de la Educacion Primaria costarricense (MEP, 2012)

Habilidades generales

o Identificar eventos mas probables, menos probables o igualmente probables de acuerdo con el
numero de resultados simples pertenecientes a cada evento.

e Determinar probabilidades elementales vinculadas con eventos particulares.

e Plantear y resolver problemas vinculados con situaciones aleatorias.

Contenidos
Cuarto afo Quinto afio Sexto afio
Situaciones o eventos aleatorios  Eventos: Definicion clasica o laplaciana de
Eventos: e Resultados a favor de probabilidad.
e Resultados a favor de un un evento. Propiedades de las probabilidades:
evento. e Eventos seguros, e La probabilidad de cualquier evento es
e Representacion de eventos. probables o imposibles. un valor numérico entre 0 y 1
¢ Eventos mas- igual-menos ¢ Eventos mas-igual- inclusive.
probables. menos probables. e La probabilidad de un evento seguro

es 1 y de un evento imposible es 0.
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En el Tercer ciclo (Ver Tabla 1.4.3) se lleva a cabo una transicion entre la
Educacion Primaria y la Educacion Secundaria (12 a 14 afios), por lo que en octavo afio
se realiza un proceso de nivelacion y precision de conceptos probabilisticos estudiados
en el ciclo anterior, incrementando del nivel de dificultad de los problemas planteados,
al igual que se hace en séptimo afio con los contenidos estadisticos. Para noveno afio se
introduce la definicion frecuencial de probabilidad y su relacion con la ley de los
grandes niimeros.

Tabla 1.4.3. Conocimientos y habilidades generales asociadas a probabilidad en Tercer Ciclo de
la Educacion Primaria costarricense (MEP, 2012)

Habilidades generales

o Identificar eventos provenientes de situaciones aleatorias particulares y determinar probabilidades
asociadas a ellos.

e  Utilizar la definicion laplaciana de probabilidad para deducir las propiedades de las probabilidades
vinculadas con el tipo de evento: seguro, probable e imposible.

e  Utilizar la definicion frecuencial o empirica de probabilidad para resolver problemas vinculados con
fenémenos aleatorios.

e  Utilizar probabilidades para favorecer la toma de decisiones en condicion de incertidumbre.

e Valorar la importancia de la Historia en el desarrollo de la Estadistica y la Probabilidad.

e  Utilizar técnicas de andlisis estadistico o probabilistico para la resolucion de problemas en contexto.

Contenidos
Octavo afio Noveno afio

El azar Muestras Aleatorias

e Aleatoriedad, Determinismo. Probabilidad frecuencial
Espacio muestral e Estimacion de

e Espacio muestral, puntos muestrales y su representacion. probabilidad:
Eventos empleo de la

e Resultados favorables a un evento. frecuencia relativa

e Eventos simples y compuestos. (concepto

e Evento seguro, evento probable, evento imposible. frecugncial Y
Probabilidad empirico).

¢ Eventos mas probables, menos probables e igualmente probables. e Introduccién a la

e Definicion clésica (o laplaciana). 16}’ de los grandes

e Reglas basicas de probabilidad. AUMETos.

e La probabilidad de cualquier evento es un valor numérico entre 0 y 1.

e La probabilidad de un evento seguro es 1 y de un evento imposible es 0.

Nota: En séptimo afio no aparecen contenidos de probabilidad, para dar mayor espacio al refuerzo de
contenidos estadisticos estudiados en Educacion Primaria.

En las Tablas 1.4.1, 1.4.2 y 1.4.3, se puede apreciar el tratamiento progresivo en
complejidad creciente de las nociones basicas de probabilidad, desde el primer afio de
Educacién Primaria (6 afos) hasta el noveno afio de Educacion Secundaria (14 afos), lo
que constituye la Educacion General Basica en Costa Rica. También se observa, que
para el Segundo ciclo se da un salto cualitativo en la ensefianza de la probabilidad, pues
de una idea intuitiva se llega a calcular probabilidades como la proporcion de resultados

favorables entre el total de resultados posibles (Ley de Laplace). Para el final del Tercer
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ciclo se realiza un vinculo entre los contenidos estadisticos y los probabilisticos
introduciendo la definicion frecuencial de probabilidad. En el Anexo 1 se presenta un
analisis detallado de la idoneidad epistémica de la propuesta curricular costarricense
para la Educacion General Basica, con el que inferir indicadores del tema a partir de las
directrices curriculares en esta etapa educativa (MEP, 2012).

El Ciclo Diversificado costarricense se compone de dos cursos en la modalidad
académica y tres cursos en la modalidad técnica profesional, donde la unica diferencia
es la distribucion de los contenidos. En la modalidad académica aparecen contenidos
probabilisticos Unicamente en el primer curso de este ciclo (décimo afo) y en la
modalidad técnica profesional, estos mismos contenidos se desarrollan en el tercer curso
(duodécimo afio). En estos afos se formalizan los contenidos desarrollados en la
Educacion General Bésica, precisando matematicamente las propiedades y axiomas
basicos de la probabilidad en situaciones concretas, buscando favorecer la toma de
decisiones en condiciones de incertidumbre. En este nivel se busca que el estudiante
pueda describir relaciones entre dos o mdas eventos de acuerdo con sus puntos
muestrales, utilizando para ello las operaciones con conjuntos (union, interseccion y
complemento) e interpretar el significado dentro de una situacion o experimento
aleatorio. También, que pueda reconocer eventos mutuamente excluyentes en
situaciones aleatorias particulares y deducir mediante situaciones concretas las reglas
basicas (axiomas) de las probabilidades y las propiedades relacionadas con la

probabilidad de la unién y del complemento.

1.4.1.2. Contenidos asociados al razonamiento proporcional

Al terminar el Primer ciclo (8-9 anos), cada estudiante ha desarrollado la
habilidad de comparar y operar con nlimeros naturales cuyos totales son menores que
100 000. Cuarto afio del Segundo ciclo (9-10 afios) se inicia con el estudio de
fracciones, especificamente de fracciones propias, como parte de la unidad o parte de
una coleccion de objetos. En este afio se comparan las fracciones propias utilizando los

e

simbolos “<”, “>” o y se resuelven problemas que involucren fracciones propias.
Ademas de la representacion fraccionaria, se emplea la representacion decimal hasta la
milésima. Para Quinto afio se amplia el tema con la incorporacion del estudio de

fracciones impropias, como la suma de un numero natural y una fraccién propia. Se
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estudian sus distintas representaciones (notacion mixta, decimal y grafica), se
identifican fracciones homogéneas y heterogéneas, se comparan utilizando los simbolos
“<” > 0 “=" y se analiza el resultado de multiplicar y dividir por nimeros mayores o
menores que uno. Ademas, se resuelven problemas donde se requiera el uso de la suma,
la resta, la multiplicacion y division de nimeros naturales y con decimales. En el ultimo
curso de Segundo ciclo (Sexto afio) de la Educacién Primaria (11-12 afios) se
identifican fracciones equivalentes, se simplifican y amplifican fracciones y se
identifica el inverso multiplicativo de un numero natural y/o fraccionario. Asimismo, se
resuelven problemas donde se requiera el uso de la suma, la resta, la multiplicacion y la
division de fracciones y numeros con decimales. En este mismo afio, en el area de
Relaciones y Algebra se analiza la proporcion entre cantidades numéricas y se resuelven
problemas aplicando porcentajes y regla de tres y aplicando proporcionalidad directa.

En Educacion Secundaria, especificamente en el Tercer ciclo, se termina de
afianzar el razonamiento proporcional. Para Séptimo afio, en el area de Relaciones y
Algebra, se identifican relaciones de proporcionalidad inversa en diversos contextos
reales y se analizan relaciones de proporcionalidad directa e inversa de forma verbal,
tabular, grafica y algebraica. Luego, en Octavo afio, se amplia el estudio de fracciones
con la incorporacion del concepto de nuimero racional, y el area de Relaciones y
algebra, se resuelven ecuaciones algebraicas fraccionarias que se reducen a ecuaciones
del primer grado con una incégnita. Asimismo, en este mismo afio, el area de
Geometria, se estudia los conceptos de congruencia y semejanza de triangulos; asi como
el Teorema de Tales, los cuales emplean para la resolucion de problemas en diversos
contextos; estos temas involucran el razonamiento proporcional para su comprension y
uso.

En los siguientes cursos, tanto de Tercer ciclo como de Ciclo Diversificado, en
sus dos modalidades, no aparecen de forma explicita nuevos contenidos asociados al

razonamiento proporcional.

1.4.2. Curriculo de Espafia
El curriculo espafiol cursado por los estudiantes de la muestra (MECD, 2014)
esta integrado por: a) los objetivos de cada ensefianza y etapa educativa; b) las

competencias, o capacidades para activar y aplicar de forma integrada los contenidos
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propios de cada ensefianza y etapa educativa, para lograr la realizacion adecuada de
actividades y la resolucién eficaz de problemas complejos; ¢) los contenidos, o
conjuntos de conocimientos, habilidades, destrezas y actitudes que contribuyen al logro
de los objetivos de cada ensefianza y etapa educativa y a la adquisicion de
competencias; d) la metodologia didactica, que comprende tanto la descripcion de las
practicas docentes como la organizacion del trabajo de los docentes; €) los estandares y
resultados de aprendizaje evaluables; y f) los criterios de evaluacion del grado de
adquisicion de las competencias y del logro de los objetivos de cada ensefianza y etapa

educativa. En la Educacion Primaria se

“...busca alcanzar una eficaz alfabetizacion numérica, entendida como la capacidad
para enfrentarse con éxito a situaciones en las que intervengan los nimeros y sus
relaciones, permitiendo obtener informacién efectiva, directamente o a través de la
comparacion, la estimacion y el calculo mental o escrito” (MECD, 2014, p.19386).

Los objetivos generales del area van encaminados a desarrollar las competencias
matematicas e iniciarse en la resolucion de problemas que requieran la realizacion de
operaciones elementales de calculo, conocimientos geométricos y estimaciones, asi
como ser capaces de aplicarlos a las situaciones de su vida cotidiana. Los contenidos se
organizan en cinco grandes bloques, que se articulan entre si atendiendo a una
configuracion ciclica de la ensefianza del area: a) Procesos, métodos y actitudes en
matematicas, b) Numeros, ¢) Medida, d) Geometria y e) Estadistica y Probabilidad.

En la ESO, la asignatura de Matematicas busca esencialmente continuar con el
desarrollo de la competencia matemadtica, entendida como la “...habilidad para
desarrollar y aplicar el razonamiento matematico con el fin de resolver diversos
problemas en situaciones cotidianas...” (MECD, 2014, p. 389). En los primeros dos
cursos de la ESO se cursa la asignatura de Matematicas, como parte de las materias
generales del bloque de asignaturas troncales. Para Tercer curso, como materia de
opcidn en el bloque de asignaturas troncales, deberan cursar Matematicas Orientadas a
las Enserianzas Académicas o Matematicas Orientadas a las Ensenianzas Aplicadas. En
Cuarto curso de la ESO se vuelve a escoger entre la opcidon académica, como iniciacion
al Bachillerato, o la opcidon de ensefianzas aplicadas, como iniciacion a la Formacion
Profesional; esto hace que si se elige una opcidén en 3°ESO se deba cursar la misma
opcionalidad en 4°ESO. Para todos estos cursos, los contenidos se organizan en cinco

grandes bloques: a) Procesos, métodos y actitudes en matematicas, b) Numeros y
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Algebra, ¢) Medida, d) Geometria y Funciones, y ) Estadistica y Probabilidad.

1.4.2.1. Contenidos asociados al razonamiento probabilistico

En la Tabla 1.4.4 se presentan los contenidos basicos para la Educacion Primaria
(MECD, 2014) referentes al Bloque de Estadistica y Probabilidad de la asignatura de
Matematicas.

Tabla 1.4.4 Contenidos y Estandares de aprendizaje evaluables de probabilidad en la Educacion
Primaria espafiola (MECD, 2014, p. 19393)

Contenidos Estandares de aprendizaje evaluables

Identifica situaciones de caracter aleatorio.
Realiza conjeturas y estimaciones sobre algunos juegos (monedas, dados,

e Caricter aleatorio de
algunas experiencias.

e Iniciacion intuitiva al cartas, loteria...).
calculo de la e Resuelve problemas que impliquen dominio de los contenidos propios de
probabilidad de un estadistica y probabilidad, utilizando estrategias heuristicas, de
suceso. razonamiento (clasificacion, reconocimiento de las relaciones, uso de

contragjemplos), creando conjeturas, construyendo, argumentando, y
tomando decisiones, valorando las consecuencias de las mismas y la
conveniencia de su utilizacion.

e Reflexiona sobre el proceso de resolucion de problemas: revisando las
operaciones utilizadas, las unidades de los resultados, comprobando e
interpretando las soluciones en el contexto, proponiendo otras formas de
resolverlo.

Con estos, se busca que el nifo realice estimaciones basadas en la experiencia
sobre el resultado (posible, imposible, seguro, mas o menos probable) de situaciones
sencillas en las que intervenga el azar y comprobar dicho resultado. Ademads, pueda
observar y constatar que hay sucesos imposibles, sucesos que con casi toda seguridad se
producen, o que se repiten, siendo mas o menos probable dicha repeticion. Todo esto,
enmarcado en situaciones y problemas de la vida cotidiana acordes al nivel educativo, y
utilizando el lenguaje habitual relacionadas con la probabilidad.

En la Tabla 1.4.5 se presentan los contenidos basicos para el primer y segundo
curso de la ESO, (MECD, 2014) del Bloque de Estadistica y Probabilidad de la
asignatura de Matemdticas. En estos dos cursos se pretende que el estudiante diferencie
los fendbmenos deterministas de los aleatorios, y realice predicciones acerca del
comportamiento de un fenémeno aleatorio a partir de las regularidades obtenidas al
repetir un nimero significativo de veces la experiencia aleatoria o el calculo de su
probabilidad. Se introduce la nocién de probabilidad mediante el concepto de frecuencia
relativa, como medida de incertidumbre asociada a los fendmenos aleatorios, siendo o

no posible la experimentacion.
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Tabla 1.4.5 Contenidos y Estandares de aprendizaje evaluables asociadas a probabilidad en
1°ESO y 2°ESO (MECD, 2014, p. 413)

Contenidos

Estandares de aprendizaje evaluables

Fendmenos deterministas y aleatorios.
Formulacion de conjeturas sobre el
comportamiento de fendmenos aleatorios
sencillos y disefio de experiencias para su
comprobacion.

Frecuencia relativa de un suceso y su
aproximacion a la probabilidad mediante la
simulacién o experimentacion.

Sucesos elementales equiprobables y no
equiprobables.

Espacio muestral en experimentos sencillos.
Tablas y diagramas de arbol sencillos.
Calculo de probabilidades mediante la regla
de Laplace en experimentos sencillos.

Identifica los experimentos aleatorios y los
distingue de los deterministas.

Realiza predicciones sobre un fendmeno
aleatorio a partir del calculo exacto de su
probabilidad o la aproximacion de la misma
mediante la experimentacion.

Describe experimentos aleatorios sencillos y
enumera todos los resultados posibles,
apoyandose en tablas, recuentos o diagramas
en arbol sencillos.

Distingue entre sucesos elementales
equiprobables y no equiprobables.

Calcula la probabilidad de sucesos asociados a
experimentos sencillos mediante la regla de

Laplace, y la expresa en forma de fraccion y
como porcentaje.

Como se indico antes, en el tercer y cuarto curso de la ESO se debe elegir entre
Matematicas Orientadas a las Enserianzas Académicas y Matematicas Orientadas a las
Ensenianzas Aplicadas. En el caso del tercer curso, solo aparecen contenidos
probabilisticos en el bloque de Estadistica y Probabilidad en la modalidad académica.
Como se aprecia en la Tabla 1.4.6, para este curso se busca que el estudiantado logre
estimar la posibilidad de que ocurra un suceso asociado a un experimento aleatorio
sencillo, calculando su probabilidad a partir de su frecuencia relativa, la regla de
Laplace o los diagramas de arbol, identificando los elementos asociados al experimento.

Tabla 1.4.6 Contenidos y Estandares de aprendizaje evaluables asociadas a probabilidad en
3°ESO de modalidad académica (MECD, 2014, p. 394; 403)

Contenidos Estandares de aprendizaje evaluables

e Experiencias aleatorias. Sucesos y o Identifica los experimentos aleatorios y los distingue de los
espacio muestral. deterministas.

e Cilculo de probabilidades o Utiliza el vocabulario adecuado para describir y cuantificar
mediante la regla de Laplace. situaciones relacionadas con el azar.
Diagramas de arbol sencillos. e Asigna probabilidades a sucesos en experimentos aleatorios
Permutaciones, factorial de un sencillos cuyos resultados son equiprobables, mediante la
namero. regla de Laplace, enumerando los sucesos elementales, tablas

e Utilizacion de la probabilidad para o arboles u otras estrategias personales.
tomar decisiones fundamentadasen e Toma la decision correcta teniendo en cuenta las
diferentes contextos. probabilidades de las distintas opciones en situaciones de
incertidumbre.

Para el cuarto curso de la ESO, tanto para la modalidad académica como para la

aplicada, aparecen contenidos probabilisticos en el Bloque de Estadistica y
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Probabilidad. En la Tabla 1.4.7 se muestran los contenidos y los estandares
correspondientes para estas dos modalidades.

Tabla 1.4.7 Contenidos y Estandares de aprendizaje evaluables asociadas a probabilidad en 4°
curso (modalidades académica y aplicada) de la ESO (MECD, 2014, p. 798; 407)

Contenidos Estandares de aprendizaje evaluables
Matematicas orientadas a las Ensefianzas Académicas

e Introduccion a la combinatoria: e Aplica en problemas contextualizados los conceptos de
combinaciones, variaciones y variacion, permutacion y combinacion.
permutaciones. e Identifica y describe situaciones y fendmenos de caracter

e Calculo de probabilidades aleatorio, utilizando la terminologia adecuada para describir
mediante la regla de Laplace y sucesos.
otras técnicas de recuento. e Aplica técnicas de calculo de probabilidades en la resolucion

e Probabilidad simple y compuesta. de diferentes situaciones y problemas de la vida cotidiana.
Sucesos dependientes e e Formula y comprueba conjeturas sobre los resultados de
independientes. Experiencias experimentos aleatorios y simulaciones.
aleatorias compuestas. e Utiliza un vocabulario adecuado para describir y cuantificar
Utilizacion de tablas de situaciones relacionadas con el azar.
contingencia y diagramas de e Interpreta un estudio estadistico a partir de situaciones
arbol para la asignacién de concretas cercanas al alumno.
probabilidades. e Aplica la regla de Laplace y utiliza estrategias sencillas de

* Probabilidad condicionada. recuento y técnicas combinatorias.

» Utilizacién del vocabulario e (Calcula la probabilidad de sucesos compuestos sencillos
adecuado para describir y utilizando, especialmente, los diagramas de arbol o las tablas
cuantificar situaciones de contingencia.
relacionadas con el azar y la e Resuelve problemas sencillos asociados a la probabilidad
estadistica. condicionada.

e Analiza matematicamente algun juego de azar sencillo,
comprendiendo sus reglas y calculando las probabilidades
adecuadas.

e Utiliza un vocabulario adecuado para describir, cuantificar y
analizar situaciones relacionadas con el azar.

Matemdaticas orientadas a las Ensefianzas Aplicadas

e Azar y probabilidad. Frecuencia e Utiliza un vocabulario adecuado para describir situaciones

de un suceso aleatorio. relacionadas con el azar y la estadistica.

e Calculo de probabilidades e Formula y comprueba conjeturas sobre los resultados de
mediante la Regla de Laplace. experimentos aleatorios y simulaciones.

e Probabilidad simple y compuesta. o Calcula la probabilidad de sucesos con la regla de Laplace y
Sucesos dependientes e utiliza, especialmente, diagramas de arbol o tablas de
independientes. Diagrama en contingencia para el recuento de casos.
arbol. e (Calcula la probabilidad de sucesos compuestos sencillos en

los que intervengan dos experiencias aleatorias simultaneas o
consecutivas.

En la opcionalidad académica, se busca que el estudiante logre resolver
diferentes situaciones y problemas de la vida cotidiana aplicando los conceptos del
calculo de probabilidades y técnicas de recuento adecuadas. Por otro lado, en la opcion
de matematicas aplicadas solo se busca que el estudiantado utilice el vocabulario
adecuado para la descripcion de situaciones relacionadas con el azar y la estadistica,

analizando e interpretando informaciones que aparecen en los medios de comunicacion.
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Ademas, en ambas modalidades, se pretende que el estudiantado pueda lograr la
capacidad de calcular probabilidades simples o compuestas aplicando la regla de
Laplace, los diagramas de 4arbol, las tablas de contingencia u otras técnicas

combinatorias.

1.4.2.2. Contenidos asociados al razonamiento proporcional

En Educacion Primaria se estudian diferentes tipos de nimeros para interpretar e
intercambiar informacion en situaciones de la vida cotidiana, entre ellos, las fracciones
junto a su lectura, escritura, relaciones de orden y operaciones basicas (sumas, restas y
producto de una fraccion por un nimero). Se introduce el concepto de fraccidon como
relacion entre las partes y el todo, para luego precisar y diferenciar entre las fracciones
propias y fracciones impropias y sus respectivas representaciones graficas; también se
introduce el concepto de fracciones equivalentes. Ademas, se inicia con el uso de
porcentajes simples para interpretar e intercambiar informacién, y para resolver
problemas en contextos de la vida cotidiana utilizando la regla de tres en situaciones de
proporcionalidad directa (ley del doble, triple, mitad).

En 1°ESO y 2°ESO se siguen utilizando diferentes tipos de numeros, entre ellos,
los fraccionarios, decimales y porcentajes sencillos, sus operaciones y propiedades para
recoger, transformar e intercambiar informacion y resolver problemas relacionados con
la vida diaria. Se emplean distintas estrategias de calculo (mental, escrita o con
calculadora) para simplificar operaciones con nimeros enteros, fracciones, decimales y
porcentajes; por ejemplo, calculos como: aumentos y disminuciones porcentuales,
razones y proporciones, magnitudes directa e inversamente proporcionales, constante de
proporcionalidad, y repartos directa e inversamente proporcionales. También, se
resuelven problemas donde se deban obtener elementos desconocidos a partir de otros
conocidos en situaciones de la vida real, donde interviene la proporcionalidad directa o
inversa o variaciones porcentuales.

Para el tercer curso de la ESO, en ambas modalidades (académicas y aplicadas)
se utilizan las propiedades de los nimeros racionales y decimales y sus operaciones para
resolver problemas de la vida cotidiana; se emplea, ademas, el calculo aproximado y
redondeo, considerando las cifras significativas y el error absoluto y relativo. También,
se busca que el estudiante pueda obtener una ley o formula para el término general de

una sucesion sencilla de niimeros enteros o fraccionarios.
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En el cuarto curso de la ESO, en ambas modalidades (académicas y aplicadas),
se aplican porcentajes a la resolucion de problemas cotidianos y financieros y se valora
el empleo de medios tecnoldgicos cuando la complejidad de los datos lo requiera. Sin
embargo, en la modalidad de matematicas aplicadas se da un mayor énfasis al estudio
de la proporcionalidad directa e inversa; donde se resuelven problemas de la vida
cotidiana en los que intervienen magnitudes directa e inversamente proporcionales,
como por ejemplo, situaciones asociadas al darea de Economia, aumentos y

disminuciones porcentuales, porcentajes sucesivos, interés simple y compuesto.

1.4.3. Perspectiva internacional

Pino y Estrella (2012) realizan una sintesis referente a la incorporacion de la
estadistica y probabilidad en los curriculos de diferentes paises como USA, UK, Taiwan
y Corea, Italia, Espaia; sefialando a Nueva Zelanda como lider mundial en la inclusién
de la estadistica en el curriculo escolar, y a Singapur como uno de los paises donde se
incluye como uno de los principales componentes en todos los niveles. En paises como
China, la inclusién de contenidos de probabilidad se retrasd respecto a los planes de
estudio europeos y estadounidenses, y no ha sido hasta el 2001 en los Estdndares del
Curriculo de Matematicas para la Educacion Obligatoria que se incluyd como una rama
de contenido en el curriculo obligatorio (Gong y He, 2017).

Estas corrientes curriculares han influenciado también al Programa para la
Evaluacion Internacional de los Estudiantes (PISA) de la Organizacion para la
Cooperacion y el Desarrollo Econdmicos (OECD, 2016); y este a su vez, ha influido en
la toma de decisiones en politica educativa no solo de los paises participantes sino
también en los que tienen la intencion de hacerlo en alglin momento. Es asi que, con el
proposito de medir el nivel de habilidades necesarias que han adquirido los estudiantes
para participar plenamente en la sociedad actual, la OECD selecciond, en su marco
tedrico PISA 2015: Assessment and Analytical Framework: Science, Reading,
Mathematic and Financial Literacy (OECD, 2016), un conjunto de categorias de
contenido que reflejaran la variedad de fendmenos matematicos y tomaran en cuenta las
principales areas de los curriculos escolares; una de ellas es “incertidumbre y datos”,
relacionada con la estadistica y probabilidad. Esta categoria enfatiza la interpretacion y

presentacion de los datos y especificamente, en el area de probabilidad, se plantea la
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necesidad de extraer conclusiones en situaciones donde esta presente la incertidumbre y
son fundamentales los conocimientos sobre el azar, asi como situaciones donde sea
necesario describir, modelar e interpretar una determinada clase de fenémenos relativos
a la incertidumbre y realizar inferencias a partir de informacidén representada de
diferentes formas: tablas, graficos y simbolos, entre otros.

Por otro lado, para tener una panoramica global e internacional en torno al
tratamiento otorgado a nivel curricular a los contenidos de probabilidad, se realiza una
sintesis a partir de los Principios y Estandares para las Matematicas Escolares
(Principles and Standard for School Mathematics, PSSM) del Consejo Nacional de
Profesores de Matematicas (National Council of Teachers of Mathematics, NCTM) en
Estados Unidos (NCTM, 2000). Aunque somos conscientes que existen los Estandares
Comunes para las Matemadticas (Common Core State Standards for Mathematics) en el
pais (Common Core State Standards Initiative, CCSSI, 2010), solo nos referiremos al
primero, por tratarse de un documento de referencia de gran influencia no solo en los
curriculos estatales de Estados Unidos, sino a nivel iberoamericano.

Se incluy¢ la probabilidad desde las primeras edades en el area tematica Datos y
Azar, desde 1989, en el Curriculo y Estandar de Evaluacion para la Matematica Escolar
(NCTM, 1989). Como novedad, en el ano 2000 se presentan los PSSM organizando el
area de Datos y Azar por grandes ideas estadisticas mediante procesos estadisticos y no
mediante contenidos, como ocurrié en 1989 (NCTM, 2000), desde Preescolar (Pre K-2)
hasta el duodécimo grado (Gltimo curso de bachillerato) con objeto de:

* Desarrollar y evaluar inferencias y predicciones basadas en datos.
» Comprender y aplicar conceptos basicos de probabilidad. (NCTM, 2000, p. 51)

La primera expectativa de aprendizaje refiere al desarrollo del razonamiento
inferencial, muy ligado al analisis de datos; y la segunda, al manejo especifico de los
elementos basicos de probabilidad, que estd mas relacionada al tema de investigacion.

Los contenidos centrados en la comprension y aplicacion de contenidos basicos
de probabilidad para la etapa Pre K-2 (3 a 7 aflos) se inician de forma intuitiva con la
discusion de eventos probables e improbables relacionados con las experiencias de los
alumnos. Ya para los niveles 3 al 5 (8 a 10 afios), no solo se describen estos eventos,
sino también se clasifican en seguros, igualmente probables e improbables;

comprendiendo que la medida de la probabilidad de un suceso puede representarse por
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un namero comprendido entre 0 y 1. Asimismo, se busca que los estudiantes puedan
predecir la probabilidad de resultados de experimentos sencillos y someter a prueba sus
predicciones. Para los niveles 6 al 8 (11 a 13 afios), se busca un tratamiento mas formal
de los conceptos estudiados y se incorpora nueva terminologia para describir sucesos
complementarios y mutuamente excluyentes. Se utiliza la proporcionalidad asociada a
la comprension basica de la probabilidad para formular y comprobar conjeturas sobre
los resultados de experimentos y simulaciones; y se cuantifica la probabilidad de
eventos compuestos sencillos, empleando diferentes estrategias como listas organizadas,

diagramas de arbol y modelos de area.

1.5. OBJETIVOS E HIPOTESIS DEL TRABAJO

El proposito del trabajo es analizar el razonamiento probabilistico y su relacion
con el nivel de desarrollo del razonamiento proporcional de estudiantes costarricenses y
espafioles, al finalizar la educacion primaria y a lo largo de la secundaria. El estudio de
la probabilidad se incluye actualmente en estos niveles educativos en los dos paises,
aunque se cuenta con escasas investigaciones con estudiantes en Espafia y ninguna en
Costa Rica, sobre el nivel de razonamiento probabilistico alcanzado una vez que han
tenido educacion en probabilidad.

En el caso de Costa Rica, esta carencia de investigacion en el tema pudo deberse
a que en curriculos anteriores al 2012 no aparecian contenidos de probabilidad en
Educacion Secundaria, mientras que en Educacion Primaria los contenidos eran
minimos en comparacion con otras areas en matematicas. Con la aprobacion en 2012 de
nuevos programas de estudio de Matematicas para la Educacion Primaria y Secundaria
costarricense (MEP, 2012), el area de Estadistica y Probabilidad adquiri6 un mayor
relieve respecto a los anteriores curriculos nacionales, con una orientacion mas cercana
a la naturaleza de la disciplina.

Por otro lado, en Espaia, aunque existen estudios asociados al tema, estos se
llevaron a cabo con estudiantes que no habian recibido instrucciéon previa en
probabilidad y sin llegar a comparar los resultados y estrategias de los estudiantes con
los obtenidos en problemas de proporcionalidad de nivel de razonamiento equivalente;
tampoco han estudiado otras variables que se quieren contemplar en este trabajo.

Lo anterior hace, que se genere un fuerte interés por estudiar el nivel de
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razonamiento probabilistico alcanzado en estudiantes costarricenses y espanoles que
han recibido instruccion en contenidos probabilisticos.

A continuacion, se plantean los objetivos de investigacion para este trabajo:

Ol. Realizar una sintesis de los principales trabajos de investigacion anteriores al
realizado en esta tesis, que permita situar los resultados obtenidos, dentro de
una panoramica mas amplia, en el campo de la Educacion Estadistica.

Para cumplir este objetivo, se realizara una busqueda sistematica y analisis de
diversas investigaciones relacionadas con la emergencia y progresion en etapas del
razonamiento probabilistico de nifios y adolescentes, incluyendo la comparacion de
probabilidades, juego equitativo y construccion del espacio muestral. Se complementa
esta sintesis, que ha sido publicada en varios articulos con la de algunas investigaciones

sobre razonamiento proporcional que también serviran de base.

O2. Evaluar el razonamiento probabilistico en estudiantes de ultimo ario de la
Educacion Primaria costarricense, a partir de la resolucion de distintos
problemas probabilisticos propuestos en un cuestionario.

El objetivo refiere al estudio 1 de esta investigacion, el cual es de carécter
exploratorio y pretende ser una primera aproximacion que describa el razonamiento
probabilistico en problemas elementales utilizados en investigaciones previas con
estudiantes sin instruccion en el tema. En sintesis, con este objetivo se pretende explorar
los significados personales que los estudiantes de esta etapa de desarrollo asignan a las
nociones de probabilidad, asi como identificar el porcentaje que muestran algunos
sesgos que han sido estudiados por diferentes autores. Para esto, se disefia un
cuestionario y se pasa a una muestra moderada de estudiantes costarricenses del sexto
curso de Educacion Primaria. Se analizan las respuestas obtenidas en este, donde se
plantean situaciones de toma de decisiones, tales como eleccion de urnas y ruletas con
distinta composicidon, asi como items donde se pide la construccion de espacios
muestrales compatibles con la descripcion de un suceso especifico. Aunque para estos
items no es necesario el calculo de probabilidades, la mayoria de ellos requieren que el
estudiante realice estimaciones y active el razonamiento proporcional.

Asimismo, este primer estudio tiene como proposito brindar informacion

relevante para precisar el estudio 2. Los siguientes objetivos refieren al estudio 2:
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03. Estudiar la influencia del razonamiento proporcional en la comparacion de
probabilidades y resolucion de tareas probabilisticas en estudiantes
costarricenses y espanoles al finalizar la Educacion Primaria y a lo largo de la
Educacion Secundaria.

Para lograr este objetivo se construird un cuestionario que incluya los niveles de
razonamiento proporcional de Noelting, desde IA hasta IIIB, tanto en tareas de
razonamiento proporcional como de comparacion de probabilidades (contextos de urnas
y ruletas), y asi poder relacionar los resultados de los estudiantes en estos dos tipos de
tareas. También, se afiaden al cuestionario algunas tareas asociadas a la comprension del
juego equitativo y la construccidon de espacios muestrales, con el propodsito de analizar si
el nivel de logro en la resolucion de estas tiene alguna correlacion con el nivel de
razonamiento proporcional evidenciado. Ademads, se incluirdn algunos items que
evaluen sesgos comunes, descritos en las investigaciones previas, para observar si hay

variacion en la respuesta al resto de tareas de los estudiantes con o sin sesgos.

04. Comparar los resultados obtenidos con investigaciones previas a la nuestra.

Se compararan los resultados obtenidos en el cuestionario con los alcanzados en
estudios como el de Green (1982) y el de Caiizares (1997), para estudiantes de la
misma edad, y se analizaran los resultados a la luz de los niveles de desarrollo
proporcional de Noelting (1980a, 1980b). Con este objetivo también se busca evaluar si
existen diferencias entre los resultados con estudiantes que hayan recibido instruccion

en contenidos probabilisticos y los que no hayan recibido ensefianza en estos temas.

Hipotesis generales

A partir de los resultados de las investigaciones previas y el estudio exploratorio
realizado en la primera etapa de este trabajo, presentamos a continuacion las hipotesis
de investigacion. Se entienden como conjeturas, ya que no se plantea el contraste

estadistico de las mismas.

HI. Se espera encontrar una correlacion moderada entre los indices de dificultad
de las tareas de comparacion de probabilidades en urnas y los de las tareas de

comparacion de razones, con el mismo nivel en la clasificacion de Noelting
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(1980a, 1980b).

No obstante, la expectativa es que las primeras sean mas dificiles que las
segundas; basandonos en estudios en el campo de la Psicologia como el de Pérez
Echeverria et al. (1986). Para ello, en el cuestionario utilizado en el estudio 2 se
incluiran tareas de comparacion de razones y comparacion de probabilidades en urnas
de diferentes niveles de dificultad segin Noelting (1980a, 1980b). Se determinara la
proporcion de respuestas correctas, estrategias correctas e incorrectas utilizadas y nivel

de razonamiento por cada curso y pais.

H?2. Se espera encontrar menor dificultad en los problemas planteados en contextos
de ruletas (continuo, que favorece la relacion parte-todo) que de urnas
(discreto, que favorece la relacion parte-parte).

Investigaciones como las de Maury (1984) revelan que algunos nifios modifican
sus estrategias en la comparacion de probabilidades en funcion del contexto, discreto o
continuo. En estos problemas, que podrian ser equivalentes desde el punto de vista
probabilistico o de razonamiento proporcional, se presentan distintos resultados.
También nos basamos en algunos resultados de nuestro primer estudio exploratorio.
Trataremos de comprobarla incluyendo items de comparacion de probabilidades en

ruletas de diferente nivel de razonamiento proporcional en el segundo cuestionario.

H3. Se espera encontrar una relacion entre el nivel de razonamiento proporcional
alcanzado y el éxito en la construccion de espacios muestrales (que implica el
razonamiento combinatorio) y tareas asociadas al juego equitativo, al
determinar las esperanzas de ganancia de todos los jugadores cuando las
probabilidades de estos no son iguales (que supone la proporcionalidad
inversa).

Nos apoyamos en que el razonamiento combinatorio y proporcional son
esquemas que corresponden a la etapa de las operaciones formales. Para comprobarla,
en el cuestionario utilizado en el estudio 2 se incluiran este tipo de tareas junto con las

anteriormente citadas.

H4. Se encontraran sesgos de razonamiento probabilistico que afectaran las
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estrategias y resultados de los estudiantes en los problemas.

Tenemos presente que los nifios traen consigo intuiciones o ideas que asumen
como verdaderas y que pueden incidir en sus respuestas; por lo que pensamos que se
podrian evidenciar algunos sesgos y creencias subjetivas antes documentadas en
estudios previos (e. g. Caiizares, 1997; Konold, 1989; Lecoutre,1992). También, nos
basamos en algunos resultados de nuestro primer estudio exploratorio. En concreto,
analizaremos el sesgo de distribucidon, que consiste en asignar diferente probabilidad en
contexto de ruletas, segun los casos favorables y desfavorables se encuentren adosados

o alternados (Canizares, 1997).

H5. Se prevéen mejores resultados en nuestro estudio de evaluacion que los
obtenidos por Caiiizares (1997) y Green (1982) con estudiantes de la misma
edad.

Puesto que los nifios de la muestra han recibido instruccion en probabilidad y los
de la muestra de Green (1982) y de Caiiizares (1997) no tuvieron preparacion formal en
este tema, consideramos posible que haya diferencias en los resultados que se obtengan
en los items del cuestionario que fueron tomados de dichos estudios. La influencia de la
instruccion en las intuiciones primarias de los nifios ya ha sido documentada en

diferentes estudios (e. g. Fischbein y Gazit, 1984; Fischbein, Pampu y Minzat, 1967).

H6. Finalmente, se supone una mejora, con el curso, del razonamiento en todas

las tareas propuestas en el cuestionario.
Esta hipotesis se sustenta en la teoria de Piaget e Inhelder (1951) y Noelting
(1980a, 1980b). Para evaluarla, compararemos todos los resultados en los diferentes
cursos participantes, puesto que cada curso va asociado a una edad determinada del

estudiante.

1.6.  ORGANIZACION DE LA INVESTIGACION

La investigacion consta de un componente tedrico y otro empirico. El
componente tedrico se expone en los Capitulos 1 y 2, y consiste en una sintesis de
elementos curriculares y tedricos que nos han permitido formular los objetivos e

hipotesis. Ademas, servirdn para organizar el andlisis de los datos y valorar sus
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resultados.

Dicho componente teodrico incluye el andlisis curricular sobre la ensefianza de la
probabilidad en Costa Rica y Espafia recibida por los estudiantes de la muestra, y su
situacion en una perspectiva internacional. La sintesis de los elementos tedricos del
enfoque ontosemidtico que apoyan el trabajo y el resumen de las principales
investigaciones previas sobre razonamiento probabilistico de nifios y adolescentes, asi
como de algunos trabajos sobre el desarrollo del razonamiento proporcional, se incluyen
respectivamente en los Capitulos 1 y 2 de esta memoria.

La parte empirica de la investigacion se organiza en dos etapas, la primera que
consiste en un estudio exploratorio del razonamiento probabilistico de una muestra
moderada (55 estudiantes costarricenses) con un cuestionario de 14 tareas abiertas; y la
segunda etapa que consistird en la construccion de un cuestionario que evalle
conjuntamente el nivel alcanzado en la comparacion de probabilidades y comparacion
de razones, ademas de otras variables que se tomaran en cuenta.

En el primer estudio se seleccionaron s6lo estudiantes costarricenses, puesto que
para ese momento, era complicado pasar el cuestionario en Espafa por motivos de
pandemia, a diferencia que en Costa Rica, el avance del Covid-19 se demord un poco
mas en llegar. Asimismo, esta eleccion surge a raiz de una falta de resultados cientificos
asociados al razonamiento probabilistico con estudiantes costarricenses, lo cual
generaba la necesidad de tener un punto de partida.

Se seleccionaron nifios y nifias de sexto afio de Educacion Primaria (edades entre
11 y 12 aiios) debido a dos razones: la primera, porque con este curso se concluye la
Educacion Primaria, etapa en la que se establece "Determinar probabilidades
elementales vinculadas con eventos particulares. Plantear y resolver problemas
vinculados con situaciones aleatorias" (MEP, 2012, p. 247); y segundo, porque este
grupo de estudiantes habria trabajado los dos afios anteriores con el curriculo actual
(MEP, 2012) de Matematicas (hasta el 2015 se implement6 de forma completa en todos
los niveles educativos).

Para el segundo estudio se analiza el razonamiento probabilistico de estudiantes
al finalizar la Educacion Primaria y a lo largo de la secundaria, es decir, estudiantes de
11 a 16 anos, que son las edades del estudio de Green (1982). Como hemos indicado,

los estudiantes que componen la muestra para este estudio han recibido instruccion en
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probabilidad en los cursos anteriores o en el que se realiza la evaluacion, al contrario
que en los estudios previos antes citados. Ademas, se analizara la relacion del nivel de
razonamiento proporcional en la comparacion de probabilidades, comprension del juego
equitativo y construccion del espacio muestral, lo que es una aportacion original.
También, se pretende llevar a cabo una comparacion con los resultados obtenidos por
estudiantes espafioles y estudiantes costarricenses en algunas de las variables.

Esta segunda etapa de la investigacion requerira la construccion de un nuevo
cuestionario que evalue conjuntamente el nivel alcanzado en la comparacion de
probabilidades y comparacion de razones. Se piensa utilizar seis niveles crecientes de
dificultad en la escala de Noelting (1980) y tres tipos de tarea: comparacion de
probabilidades en urnas, comparacion de probabilidades en ruletas y comparacién de
razones. Ademas, se pretenden afiadir algunos problemas que evalien la existencia de
sesgos de razonamiento, la comprension del juego equitativo y la construccion de
espacios muestrales. En total se piensa utilizar técnicas de disefio experimental para
construir dos cuestionarios paralelos con 13-14 tareas de respuesta abierta cada uno, que
se administraran en forma aleatorizada en cada uno de los grupos de estudiantes
participantes. Ello asegurard la posibilidad de analizar conjuntamente todas las
variables.

Puesto que se quiere analizar si la dificultad disminuye con la edad y formacion y
en el primer estudio algunas tareas resultaron dificiles para los estudiantes de la
muestra, se decide que para esta segunda etapa se contard con una muestra amplia de
estudiantes para poder contrastar los resultados:

1. Estudiantes de 6° curso de Primaria y 1° a 4° de ESO en Espaiia (11-16 afios).

2. Estudiantes de 6° curso de Primer ciclo, 3° ciclo completo de Educacion

General Bésica y 1° curso de Ciclo Diversificado en Costa Rica (11-16 afios).

Esto permitird comparar nuestros resultados con los de Green (11-16 afios) y con
casi todos los cursos de Canizares (10-14 afios). De cada uno de estos grupos se
esperaba tomar entre 50-60 estudiantes, llegando finalmente a una muestra de 704
estudiantes. Parte de los objetivos e hipotesis se estudian solo con los estudiantes
costarricenses, para finalizar el trabajo en un tiempo y con una longitud razonable.

Pensamos que es suficiente, dada la cantidad de publicaciones desarrolladas.
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Cada uno de los estudios citados tiene sus propios objetivos especificos, hipotesis,
metodologia y conclusiones, los cuales se detallardn en los capitulos correspondientes
de esta memoria (Capitulos 3 y 5), asi como en las publicaciones realizadas a partir de

estos.
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CAPITULO 2: ANTECEDENTES DEL TRABAJO

El contenido de este capitulo esta publicado en los siguientes trabajos:

Batanero, C., Alvarez—Arroyo, R. Hernandez-Solis, L. A. y Gea, M.M. (2021). El inicio del

Hernandez-Solis, L. A., Gea, M.M., Batanero, C. y Alvarez-Arroyo, R. (2023). Research on children’s

razonamiento probabilistico. PNA4, 15(4), 267-288. https://doi.org/10.30827/pna.v15i4.22349

reasoning in comparing probabilities. Boletin de Estadistica e Investigacion Operativa, 39(1),
1-24. https://www.seio.es/beio/research-on-childrens-reasoning-in-comparing-probabilities/
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Introduccion
Investigacion en el razonamiento probabilistico de nifios y adolescentes

2.3.1. Supuestos generales de la teoria de Piaget

2.3.2. La caracterizacion de las intuiciones por Fischbein

2.3.3. Diferencia de conclusiones en las investigaciones de Piaget y Fischbein sobre
probabilidad

El inicio del razonamiento probabilistico

2.4.1. Introduccion

2.4.2. Distincion entre azar y determinismo

2.4.3. Distribucién de resultados en experimentos aleatorios repetidos

2.4.4. Adquisicion del lenguaje probabilistico

2.4.5. Comparacion y estimacion de probabilidades

2.4.6. Enumeracion de posibilidades y razonamiento combinatorio

2.4.7. Conclusiones

Razonamiento proporcional de nifios y adolescentes

2.5.1. Introducciéon

2.5.2. El razonamiento proporcional y sus componentes

2.5.3. Algunas tareas tipicas de evaluacion del razonamiento proporcional

2.5.4. La comparacion de razones

2.5.4.1. Estrategias de resolucion

2.5.4.2. Desarrollo evolutivo

2.5.5. Investigaciones de Noelting

2.5.6. Otros antecedentes

2.6.1. Etapas de desarrollo en la comparacion de probabilidades segin Piaget e Inhelder
2.6.2. Etapas de desarrollo segun Fischbein

2.6.3. Investigaciones posteriores

2.6.4. Razonamiento proporcional y comparacion de probabilidades

2.6.5. Estrategias de comparacion de probabilidades

2.6.6. Probabilidad y lenguaje

2.6.7. Influencia del contexto, sesgos y creencias previas

2.6.7.1. Sesgos de razonamiento y creencias previas

2.6.8. Comprension del juego equitativo

35



2.1.  INTRODUCCION

En este capitulo se presenta un resumen de los principales resultados de
investigacion asociados al tema de estudio en este trabajo. Ya en los afios 50 las
investigaciones de Piaget e Inhelder (1951) mostraron que los nifios, desde muy
pequetios, pueden comparar probabilidades en situaciones que no requieren del
razonamiento proporcional, aunque tienen mayor dificultad cuando se precisa este
razonamiento. Sus investigaciones ocasionaron un gran interés por comprender, tanto el
razonamiento proporcional, como el razonamiento probabilistico de los nifos, pero la
investigacion sobre el tema fue principalmente desarrollada por psicologos, Solo el
refuerzo del estudio de la probabilidad en las escuelas, recientemente ha interesado en
esta problematica a los investigadores en Didactica de la Matematica.

Esta sintesis se basa en una serie de trabajos llevados a cabo por diferentes
autores, especificamente los de Batanero et al. (2016), Borovenik y Bentz (1991), Jones
y Thornton (2005), Jones et al. (2007) y Shaughnessy (1992), asi como otros articulos
citados en este capitulo. Asimismo, se han analizado las principales investigaciones
citadas en estos documentos y otras no incluidas en ellos, en las que se propone a nifios
actividades relacionadas con la probabilidad.

Esta revision se organiza en varios apartados, tomando como base los dos
articulos elaborados en el tema. Se comienza con una exposicion de los marcos tedricos
de Piaget e Inhelder (1951) y Fischbein (1975), que son los autores que mas influencia
posterior han tenido.

La segunda parte describe la emergencia del razonamiento probabilistico hasta
los 7 afos de edad y recoge el trabajo publicado en la revista PNA (Batanero et al.,
2021).

La tercera continta con la investigacion sobre razonamiento probabilistico de
estudiantes a partir de esta edad, con particular énfasis en la comparacion de
probabilidades (Hernandez-Solis et al., 2023). En este tipo de problemas, que aparece
con frecuencia en los textos de los ultimos afios de Educacion Primaria, no se suele
pedir al nifio el valor numérico de la probabilidad de un suceso; en lugar de ello, se le
requiere elegir en cual de dos experimentos o situaciones la probabilidad de un suceso
dado es mayor, lo que es mas sencillo.

Ademas, se incluye un resumen de la investigacion sobre el desarrollo del

razonamiento proporcional y otros temas tratados en la parte empirica de la tesis.
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2.2.  INVESTIGACION EN EL RAZONAMIENTO PROBABILISTICO DE

NINOS Y ADOLESCENTES

Jones y Thornton (2005) realizan una sintesis de los estudios realizados hasta esa
fecha sobre la ensefianza y el aprendizaje de la probabilidad, en donde establecen tres
periodos. La primera fase o Periodo Piagetiano, estd caracterizada por las
investigaciones de Piaget e Inhelder, quienes trataron de proporcionar evidencia que
apoyara la teoria epistemoldgica de Piaget sobre la estructura de las operaciones
mentales y las etapas del desarrollo.

Una segunda fase, denominada Periodo Post-Piagetiano, inspirada por las
investigaciones de Piaget (e. g. Davies, 1965; Falk et al., 1980; Goldberg, 1966;
Hoemann y Ross, 1975; Yost, et al., 1962) fue muy prolifica en estudios del
razonamiento probabilistico de nifios, prestando un gran interés en el desarrollo de las
concepciones y conceptos erroneos sobre la probabilidad. Este periodo también marcé
el comienzo de los estudios que investigaban la influencia de la ensefianza en el
razonamiento probabilistico de los nifios (e.g., Fischbein, 1975; Fischbein y Gazit,
1984; Fischbein, et al., 1967).

La tercera fase (ultimas tres décadas) denominada contempordnea, es
consecuencia de reformas curriculares a nivel mundial en matematicas escolares, que
han ampliado el alcance de las matematicas que se espera que los nifios aprendan.

A continuacion, se realiza una sintesis de los resultados de las primeras dos fases
identificadas por Jones y Thornton (2005), que son los mas relevantes para el presente
trabajo. Mas adelante, se describen los trabajos de Green (1982), realizados con 2930
estudiantes ingleses entre 11 y 16 afos, y de Cafiizares (1997), que compara el
cuestionario de Green (1982) y el de Fischbein y Gazit (1984) en una muestra de 320
nifios espafioles de entre 10 y 14 afos y pasa un cuestionario propio con algunas de las

preguntas de los anteriores a otros 143 alumnos de la misma edad.

2.3.  INVESTIGACIONES DE PIAGET E INHELDER Y DE FISCHBEIN

Las ideas asociadas a la probabilidad son bastante abstractas para los nifios, ya
que no estan tan ligadas a su experiencia directa, como los conceptos geométricos o
numéricos (Batanero, 2013). Aunque el azar rodea al nifio desde que nace, los
fenémenos aleatorios no pueden ser manipulados por el nifio para obtener un resultado

concreto ni son reversibles. Por el contrario, una operacion aritmética, como sumar a+b

37



y obtener ¢, puede ser manipulada; si a ¢ se le quita b siempre se obtiene a y no importa
lo que se esta sumando, ya sean manzanas, juguetes o cualquier otra cosa.

Pero el nifio no puede controlar un dado, por ejemplo, para obtener el niimero
que desee y cuando vuelve a lanzar el dado, el resultado puede repetirse o no. Piaget e
Inhelder (1951) indican que esta falta de reversibilidad de los experimentos aleatorios,
que si tienen los fendmenos deterministas (operaciones aritméticas, medida o
descomposicion de figuras geométricas), puede influir en el desarrollo mas tardio de las
nociones de probabilidad en los nifios.

A continuacioén, se describen las teorias de Piaget y Fischbein sobre el

razonamiento probabilistico del nifio.

2.3.1. Supuestos generales de la teoria de Piaget

Jean Piaget, quien influy6é profundamente en la forma de concebir el progreso
mental del individuo, planteaba que los nifios construyen activamente el conocimiento a
través de la interaccion con el ambiente. Su investigacion se centré no tanto en “qué
conocen” los nifios, sino en “cdmo piensan” al enfrentarse a un problema y brind6
criterios e indicadores para determinar en qué nivel de desarrollo intelectual se
encuentra el nifio segun su edad, respecto a la comprension formal de los conceptos
matematicos. Analizé no solo el desarrollo del razonamiento en probabilidad, sino de
muchos otros conceptos en ciencias y matematicas.

Piaget (1975) describe el proceso de aprendizaje del nifio por medio de dos
conceptos: la accion y la asimilacion-acomodacion. Cuando un individuo afronta un
problema matemadtico, lo intenta resolver (accion) mediante los conocimientos que
posee, usando esquemas conceptuales existentes que le permiten anticiparse y emplear
estrategias y representaciones que conoce. Pero al enfrentarse a nuevas situaciones, el
individuo pasa por estados transitorios de equilibrio y desequilibrio, en los que
reflexiona sobre los contenidos que conoce, que se muestran insuficientes, por lo que
reconoce la conveniencia de modificar sus esquemas mentales. El sujeto realiza un
proceso de asimilar y acomodar (reconstruir o expandir) los nuevos conocimientos.
Estos procesos, segun Piaget, estan estrechamente armonizados y explican los cambios
del conocimiento a lo largo de la vida.

Piaget defendi6 qgue el conocimiento evoluciona en etapas, en cada una de las

cuales hay un progreso y los sujetos que estan en una misma fase tienen un modo de
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razonamiento similar (Piaget, 1975). La edad en que se alcanza cada etapa es
aproximada, puede variar de un nifio a otro, pero las etapas siempre se suceden en el
mismo orden. Un concepto central de esta teoria es la idea de operacion. Las
operaciones logicas y formales constituyen sistemas de acciones interrelacionadas de
forma rigurosa y siempre reversible, siendo la reversibilidad lo que hace posible la
deduccion (Caiiizares, 1997). Se distinguen cuatro etapas (Batanero, 2013):

Periodo sensorio motor (0-2 afos). Se caracteriza por el movimiento y las
sensaciones y describe el razonamiento de los bebés. El bebé comienza a manipular
objetos; percibe y experimenta propiedades (color, tamafio, forma, textura, sabor, olor).

Periodo preoperacional (2-7 afios). En este periodo no se conciben las
operaciones reversibles. Est4 caracterizado por la necesidad de manipular objetos reales
para lograr el aprendizaje de un cierto concepto, pues el nifio se apoya en sus
experiencias empiricas para comprender los conceptos. Se comienza a comprender la
organizacion del espacio, situando y desplazando los objetos (comprendiendo conceptos
como dentro/fuera, encima/debajo, delante/detrés, arriba/abajo). También descubre y
compara propiedades fisicas de los objetos que manipula: longitud, distancia, cantidad.
Comienza a contar cantidades pequenas de objetos y a comprender el concepto de
cardinal; contrasta cantidades de magnitudes por comparacion y estima, a partir de una
cantidad, la longitud, volumen y peso. Es capaz de ordenar sucesos en el tiempo (saber
lo que ocurri6 antes y lo que vendra después). Trabaja con una sola cantidad y resuelve
problemas de cambio sencillo (operaciones aditivas).

Periodo de las operaciones concretas (7-11 afios). Aparece la comprension de
operaciones reversibles (aritméticas) pero solo sobre lo material o que el nifio pueda
observar. Comienza la adquisicion de principios de conservacion de cantidad, peso y
volumen. El nifio compara y cuantifica magnitudes y formas en geometria; llega a
comprender el sistema de numeracion decimal y representa datos sencillos
graficamente. Agrupa los objetos en funcion de propiedades aditivas o multiplicativas;
ordena elementos en funcion de una cualidad que varia (por peso, por color).
Comprende conceptos espaciales, como el espacio que ocupan los objetos y su
desplazamiento, propiedades (topoldgicas, proyectivas, euclidianas, métricas,...) y
operaciones temporales y cinéticas: como el orden de sucesion de los objetos en el
espacio. Los objetos materiales son un referente importante y todavia tiene dificultad

para concebir una operacion en forma abstracta (Batanero, 2013).
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Periodo de operaciones formales (12-15 afios). Es, segin los autores, el ultimo
paso del desarrollo intelectual, y de adquisicion de las habilidades cognitivas y sociales.
Se pueden manipular relaciones entre representaciones simbolicas, se formulan
hipotesis y se establecen conclusiones. Se comprende el significado de abstracciones,
sin referirse a objetos particulares, por ejemplo, el nimero dos (sin concretarlo en algin
tipo de objetos). Piaget e Inhelder (1997/1967), en el Capitulo V denominado “El
preadolescente y las operaciones proposicionales”, indican que en esta etapa aparecen
una serie de nuevos esquemas operatorios, entre ellos, la comprension de la
probabilidad.

La comprension de las operaciones sobre lo posible o potencial permiten el
pensamiento hipotético-deductivo. El azar se descubre gradualmente y se comprende la
idea de probabilidad. Los autores concluyen que: “s6lo en el estadio que comienza
alrededor de los once-doce afios se comprenden las probabilidades, la combinatoria y
nociones, tales como las de fluctuacién o correlacion y proporcion” (p. 144). En este
periodo los nifios logran asimilar lo aleatorio, comprendiendo que: “si los casos
individuales permanecen imprevisibles, los conjuntos dan lugar a una previsibilidad: la
nocion de probabilidad se construye entonces poco a poco, en tanto que es relacion
entre los casos favorables y los casos posibles” (p. 115).

También los autores determinan el cardcter tardio de la comprension de la Ley
de los grandes numeros, concluyendo que “... los adolescentes no aceptan prever una
convergencia de las distribuciones sino hasta cierto limite” (Piaget e Inhelder,

1997/1967, p. 144).

2.3.2. Lacaracterizacion de las intuiciones por Fischbein

Como una critica a las etapas establecidas por Piaget e Inhelder surgen los
trabajos de Fischbein, quien se interesa por el conocimiento intuitivo y no sélo formal
de los nifios. Ademas, investiga el efecto que la ensefianza tiene sobre la comprension
de la probabilidad. A continuacion, se analizan las caracteristicas que Fischbein concede
a las intuiciones y seguidamente sus principales aportaciones en el terreno de la
probabilidad.

El término intuicién ha sido controvertido y su significado ha estado
generalmente asociado al sentido comun o a nociones primitivas desligadas de la razén.

El diccionario de la Real Academia de la Lengua Espariola 1o define como “facultad de
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comprender las cosas instantaneamente, sin necesidad de razonamiento”. En particular,

Fischbein (1987) la considera parte de la conducta inteligente, que interviene en las

acciones practicas y en el razonamiento. Define el conocimiento intuitivo como: “una

clase de conocimiento que no esta basado en la evidencia empirica o en argumentos
logicos rigurosos y, que, a pesar de ello, se tiende a aceptar como cierto y evidente”

(Fischbein, 1987, p. 26).

Lo considera un tipo de cognicion y lo diferencia de la percepcion en que va mas
alla de los hechos e identifica las siguientes caracteristicas: auto evidencia, certeza
intrinseca, perseverancia, coercitividad, categoria teorica, capacidad extrapolatoria,
globalidad y caracter implicito. Fischbein (1975; 1987) considera la intuiciéon como
parte de la conducta inteligente, que interviene en las acciones practicas y en el
razonamiento. Define el conocimiento intuitivo como una clase de conocimiento no esta
basado en la evidencia empirica o en argumentos l6gicos y que se tiende a aceptar como
cierto y evidente (Fischbein, 1975, p. 26). Le concede las siguientes caracteristicas:

o (Certeza intrinseca: Las intuiciones se aceptan como ciertas por el sujeto. Por
ejemplo, si en una caja se tienen diez bolas blancas y se realiza el experimento de
sacar una bola al azar, el sujeto no dudara en indicar que la bola seréd blanca (suceso
seguro).

e Auto evidencia: Son auto-explicables. El sujeto no necesita una justificacion de su
intuicion, sino que la acepta porque ha funcionado bien en su experiencia y porque
no contradice su conocimiento anterior.

e Perseverancia: Las intuiciones son muy resistentes al cambio y pueden estar
presentes a lo largo de toda nuestra vida. Un ejemplo de intuicion incorrecta es la
falacia del jugador, en que se supone que si en un juego de azar aparece una racha
larga de un mismo resultado (por ejemplo, cara al lanzar una moneda) es mas
probable que en la siguiente partida se obtenga el suceso contrario.

o (Coercitividad: Llevan a la accidon, a veces con consecuencias indeseadas. En el
ejemplo de la falacia del jugador, se han descrito casos de jugadores que, a pesar de
una racha de perdidas, continian jugando al suceso que piensan tiene mas
probabilidad y pierden una gran cantidad de dinero.

e (ategoria tedrica: Una intuicion es, para el que la posee, una teoria, por lo que
reconoce su generalidad, es decir, se capta la universalidad de un principio o

relacion, a través de un caso particular. Por ejemplo, en la afirmacion “al lanzar una
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moneda al aire cada cara tiene la misma posibilidad de salir”, la regularidad de la
moneda hace pensar en una equiprobabilidad, y se intuye es la universalidad de la
propiedad a cualquier moneda.

e Capacidad extrapolatoria: Una intuicion excede la informacién disponible. Un
ejemplo es el salto intuitivo en el razonamiento cuando se trata con procesos
infinitos, por ejemplo la Ley de los grandes numeros. La forma dindmica del infinito
no presenta dificultad aparente para el sujeto, que estd naturalmente capacitado para
concebir la continuacion infinita de la repeticion del experimento aleatorio. Este
infinito “dindmico” se concibe, directamente, debido al caracter extrapolable de la
intuicion.

e Globalidad: La intuicion es global y sintética y por tanto opuesta al pensamiento
analitico, que descompone un razonamiento en partes. Por ello ofrece una vision
unitaria de una cierta situacion.

e Caracter implicito: Algunas veces el sujeto no es consciente de las intuiciones; ya
que las reacciones intuitivas son parte de la estructura superficial de la cognicion, y

surgen de lo profundo de los mecanismos y procesos mentales.

Fischbein (1987) diferencia entre intuiciones primarias y secundarias. Las
intuiciones primarias se adquieren directamente con la experiencia, sin necesidad de
instruccion sistematica; por el contrario, las intuiciones secundarias se forman como
consecuencia de la educacion, principalmente en la escuela. Batanero (2013) sefiala que
una intuicién secundaria no se reduce a una simple foérmula aceptada o utilizada
automaticamente, sino que se transforma en conviccion; no se forma a partir de la
lectura o de una explicacion teorica, sino de una informacion que el alumno utiliza en
sus propias acciones y predicciones a lo largo de su vida. Por ejemplo, una intuicion
primaria correcta seria la equiprobabilidad de las caras en una moneda, y la intuicion
secundaria erronea seria que al lanzar una moneda una serie de veces y haber obtenido
siempre escudo, se piense que en el proximo lanzamiento seria mas probable que saliera
corona.

Fischbein (1975) sostiene que la distincion entre fendmenos impredecibles y
situaciones deducibles y controlables no es automadtica, y tampoco se interioriza
completamente al nivel de las operaciones formales. Al contrario, Fischbein encontr6
que los adolescentes tienden a buscar dependencias causales que reduzcan la
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incertidumbre en situaciones aleatorias. Asi lo sefialan Fischbein et al. (1967), quienes
consideran que la escuela orienta al nifilo a una interpretacion deductiva de los
fendmenos, ensefidndole a buscar relaciones de tipo causal.

Caiiizares (1997) evidenci6 en su estudio un gran numero de intuiciones
correctas, como la impredecibilidad en los experimentos aleatorios, comparaciéon de
probabilidades en casos sencillos y probabilidades geométricas. Sin embargo, también
encontr6 que el calculo de probabilidades en experimentos compuestos y la
interpretacion de diagramas en arbol resultaron excesivamente dificiles para los

estudiantes de su muestra.

2.3.3. Diferencia de conclusiones en las investigaciones de Piaget y Fischbein

sobre probabilidad

Fischbein (1975) realiz6 una contribuciéon importante en el estudio del
razonamiento probabilistico del nifio, apoyado en su teoria sobre las intuiciones.
Investiga en niflos de diferentes edades la intuicion del azar, su capacidad de estimar
probabilidades y el razonamiento combinatorio, asi como el efecto de la instruccion
sobre cada uno de estos apartados, obteniendo en algunos casos conclusiones diferentes
a las de Piaget e Inhelder (1951). Estas diferencias se resumen en la Tabla 2.3.1.

Tabla 2.3.1. Principales diferencias entre las teorias de Piaget e Inhelder (1951) y Fischbein
(1975) sobre el razonamiento probabilistico de los nifios

Piaget e Inhelder (1951)

Fischbein (1975)

Se concibe la comprension del azar como
complementaria de la relacion causa-efecto.

El azar es una intuicion primaria consistente en la
distincion entre fendmeno aleatorio y
determinista.

El nifio antes de los 7 afios no comprende la
naturaleza irreversible de los fendémenos
aleatorios y esto le impide apreciar el azar.

La intuicion del azar esta presente en la conducta
diaria del niflo, antes de los 7 afos.

La idea de azar y la probabilidad, no pueden ser
totalmente comprendidas hasta que se desarrolla
el razonamiento combinatorio, en la etapa de las
operaciones formales (a partir de 11-12 afios).

La diferenciacion entre el azar y lo deducible no
se alcanza de forma automatica y completa a nivel
de operaciones formales, aunque se cuente con los
esquemas necesarios para ello.

El nifio es incapaz de estimar correctamente las
posibilidades a favor y en contra de eventos
aleatorios, puesto que aun no poseen la habilidad
de distinguir entre el azar y lo deducible, y
tampoco han desarrollado el concepto de
proporcion y los procedimientos combinatorios.

Las carencias en el conocimiento de la
proporcionalidad y la combinatoria no impiden al
niflo hacer juicios probabilisticos, aunque €stos
sean inducidos por sus percepciones. El hecho de
que utilicen estimaciones intuitivas evidencia que
tienen una nocion del concepto de probabilidad.

Durante la etapa de las operaciones formales, el
nifio adquiere la capacidad de usar
procedimientos que le permiten hacer recuentos
de todas las permutaciones posibles, variaciones y
combinaciones de un conjunto dado de elementos.

Aunque los sujetos en la etapa de operaciones
formales disponen de la madurez para adquirir
competencia para resolver problemas
combinatorios, no garantiza que la utilicen en la
resolucion de tareas probabilisticas.




Al considerar la comprension del azar como complementaria a la de la relacion
de causa y efecto y dependiendo de la capacidad combinatoria, Piaget e Inhelder (1951)
concluyen que esta comprension no es posible hasta la etapa de las operaciones
formales. Fischbein (1975), por el contrario, afirma que se puede distinguir el fenomeno
aleatorio del determinista hacia los 7 afios, pues se concibe el azar como equivalente a
impredecibilidad y se genera en un individuo antes de una ensefianza formal del tema.
También sostiene que la distincion entre fendomenos impredecibles y situaciones
deducibles y controlables no es automatica, y tampoco se interioriza completamente al
nivel de las operaciones formales en todos los individuos. Al contrario, Fischbein et al.
(1967) encontraron ejemplos de adolescentes que tienden a buscar dependencias
causales que reduzcan la incertidumbre en situaciones aleatorias.

Piaget e Inhelder (1975) consideraron que el nifio de preescolar es incapaz de
estimar correctamente las posibilidades a favor y en contra de los sucesos aleatorios,
puesto que no ha adquirido razonamiento proporcional. Sin embargo, Fischbein (1975)
indica que el nifo de esta edad puede hacer juicios probabilisticos en tareas sencillas
que no requieran el uso de fracciones. Esta capacidad va mejorando con la edad y el
logro de los adolescentes estimando posibilidades a favor y en contra de un resultado es
superior al de los nifios pequenos. Fischbein afiade que los nifios de 9 a 10 afios son
capaces de resolver problemas sencillos con ayuda de la instruccion.

Finalmente, respecto al razonamiento combinatorio, Piaget e Inhelder indican
que los nifios de preescolar solo pueden enumerar algunas combinaciones o variaciones
usando ensayo y error y repitiendo elementos, en casos muy sencillos. Fischbein
defiende que es posible ensefiar técnicas de enumeracion al nifio con ayuda de la
instruccidn y el recurso del diagrama en arbol. Mientras que Piaget e Inhelder (1951)
suponen que el razonamiento combinatorio se desarrolla espontdneamente en la

adolescencia, Fischbein (1975) indica que para ello es necesaria la instruccion.

2.4. EL INICIO DEL RAZONAMIENTO PROBABILISTICO

Aunque la probabilidad ha estado ausente en el curriculo espafiol de la
educacion infantil y primer ciclo de la educacion primaria, se encuentran actualmente
investigaciones que sugieren iniciar lo antes posible al nifio en el lenguaje probabilistico
y las experiencias con juegos y experimentos aleatorios sencillos (Alsina, 2012; Alsina

y Vésquez, 2016; Beltran-Pellicer, 2017).
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También algunas orientaciones curriculares sugieren adelantar en lo posible las
experiencias de los nifios con el azar. Asi, los estdndares del NCTM (2000) propusieron
iniciar la discusion sobre sucesos probables e improbables relacionados con
experiencias y juegos del nifio en la etapa Pre-K-2 (3-7 afios), iniciando ideas sobre
probabilidad en los cursos de 1° a 3° (6-8 afos), segun los siguientes contenidos:

e Describir sucesos probables o improbables y discutir su verosimilitud,

utilizando palabras como seguro, imposible o igual probabilidad.

e Evaluar la mayor o menor posibilidad de resultados en experimentos sencillos

y comprobar las predicciones.
e Comprender que la medida de la probabilidad de un suceso se puede

representar como un numero entre 0 y 1.

Sugerencias similares se encuentran en el curriculo australiano para nifios de 6 y
7 anos (ACARA, 2014), que recomiendan pedir al nifio identificar resultados de
situaciones de azar cotidianas y emparejarlas con frases como “no sucederd”, “podria
ocurrir” y “sucedera”. En Espafia, aunque en el curriculo de Educacion Infantil (MEFP,
2022a) no aparece especificamente la probabilidad, aparecen contenidos que se pueden
desarrollar en contexto de juegos de azar: cuantificacion y comparacion no numérica de
colecciones, utilizacion de la serie numérica para contar, observacion y toma de
conciencia del valor funcional de los nimeros y de su utilidad en la vida cotidiana. En
particular, en el Primer ciclo de esta etapa (0 a 3 afios) se inicia la “Experimentacion en
el entorno. Curiosidad, pensamiento cientifico, razonamiento logico y creatividad.” (MEFP,
2022a, p. 14584) mediante el “Modelo de control de variables. Estrategias y técnicas de
investigacion: ensayo-error, observacion, comprobacion y realizacion de preguntas”
(MEFP, 2022a, p. 14584); mientras que en Segundo ciclo (3 a 5 afios) se afiaden como
estrategias y técnicas de investigacion la “experimentacion, formulacion y comprobacion de
hipdtesis, realizacion de preguntas, manejo y busqueda en distintas fuentes de informacién”
(MEFP, 2022a, p. 14586). Todo ello lleva a la pregunta de si un niflo puede comprender
e intuir algunas ideas de probabilidad en sus primeros afos.

El objetivo de esta parte del capitulo es realizar una sintesis de la investigacion
que analiza el razonamiento de los nifios hasta los 7 afios cuando se enfrentan a juegos y
problemas bésicos de probabilidad. La sintesis se apoya en algunos trabajos previos,

como los de Batanero (2013), Bryant y Nunes (2012), Langrall y Mooney (2005) y
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Jones et al. (2007).

Las investigaciones mas influyentes sobre razonamiento probabilistico de nifios
de diferentes edades fueron desarrolladas por Piaget e Inhelder (1951) y Fischbein
(1975), cuyos resultados despertaron gran interés tanto en psicélogos como en
educadores. Estos trabajos fueron seguidos por estudios posteriores sobre diferenciacion
de azar y determinismo por los nifos, distribucion de resultados en experimentos
repetidos, adquisicion del lenguaje probabilistico, estimacion y comparacion de
probabilidad, y enumeracion de casos posibles. Se resumen a continuacion los centrados
en los nifios pequeiios, y en las ideas elementales de probabilidad que podrian trabajarse
en la educacion infantil y cursos iniciales de la educacion primaria. Esta seccion se ha

publicado en el siguiente trabajo:

Batanero, C., Alvarez—Arroyo, R. Herndndez-Solis, L., y Gea, M.M. (2021). El inicio del
razonamiento probabilistico. PNA, 15(4), 267-288.
https://doi.org/10.30827/pna.v15i4.22349

2.4.1. Introduccion
Aunque el azar rodea al nifio desde que nace, quizd resulte una nocién mas

compleja que otras ideas matematicas, pues los fendmenos aleatorios no pueden ser
manipulados por el nifilo como si pueden serlo, por ejemplo, las situaciones que
involucran conceptos aritméticos. Por ejemplo, si se lanza cuatro veces un dado y se
obtiene los valores 1, 3, 3, 6, al repetir el experimento no es usual que se mantenga esta
secuencia de resultados. Pero el nifio no puede obtener al lanzar un dado un niimero
dado; aunque puede experimentar que si a 2 caramelos le agrega 1 se obtendra 3 y el
mismo resultado obtiene sumando manzanas o cualquier otro objeto. Ademas, la
operacion es reversible, pues si a los 3 objetos le quita 1 siempre obtiene 2 objetos.

Como la reversibilidad no se da en los experimentos aleatorios, Piaget e Inhelder
(1951) justificaron que las nociones de probabilidad se desarrollan mas tarde en los
nifios que las aritméticas o geométricas. Piaget e Inhelder (1951) suponen que hasta la
etapa de operaciones formales (12-15 afios) el nifio no logra comprender la
probabilidad, porque asumen una concepcion clasica de la misma (proporcion entre
casos favorables y posibles) y ello implica la necesidad de un razonamiento
proporcional y combinatorio que no se logra completamente hasta el periodo de las
operaciones formales.

Fischbein (1975), sin embargo, resalta que estos autores no tomaron en cuenta
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las ideas intuitivas ni el efecto de la instruccion en los ninos. Para Fischbein, la intuicion
es una parte importante de la conducta inteligente del individuo, que tiene certeza
intrinseca y auto evidencia, son resistentes al cambio y a veces son inconscientes. El
autor diferencia entre intuiciones primarias, que se adquieren directamente con la
experiencia, e intuiciones secundarias, que se forman como consecuencia de la
educacion, principalmente en la escuela. Defiende la existencia de intuiciones sobre el
azar y la probabilidad en niflos muy pequefios, que deben ser educadas pues, de lo

contrario, pueden convertirse en intuiciones incorrectas y dificiles de cambiar.

2.4.2. Distincién entre azar y determinismo

Para poder trabajar ideas de probabilidad con los nifios es necesario, en primer
lugar, asegurar que perciben el azar o aleatoriedad y la diferencia entre sucesos
aleatorios y deterministas. Metz (1998) indica que no sélo la idea de probabilidad
interviene en la toma de decision bajo incertidumbre, sino que también lo hace la
aleatoriedad, pues sin su comprension, las interpretaciones de la variabilidad y los
patrones en fenomenos a nuestro alrededor nos llevarian con frecuencia a atribuciones
causales espurias. Los nifios estan rodeados de aleatoriedad en su vida (meteorologia,
enfermedades, etc.) y sus juegos (sorteos, juegos con dados, ruletas, etc.), pero ;cuando
llegan a comprender intuitivamente la idea de azar?

Piaget e Inhelder (1951) concibieron la comprension del azar como
complementaria a la relacion de causa-efecto y a su vez dependiente de la capacidad
combinatoria. Por ello, concluyeron que esta no se alcanza hasta la adolescencia, pues
para comprender el azar es necesario tomar consciencia de la existencia de distintas
posibilidades y ser capaz de enumerarlas para asimilar la impredecibilidad de cada caso
aislado. Fischbein (1975) rechaza esta conclusion e indica que la idea de azar aparece
antes de los 7 afios, ya que los nifios de Educacion Infantil diferencian azar y
determinismo en juegos o experimentos con dos sucesos equiprobables, aunque no se
trate de una comprension profunda, sino de una intuicidn, y fallen cuando la situacién a
evaluar requiere razonamiento combinatorio.

Una caracteristica de los fendmenos aleatorios es la impredecibilidad del
resultado de un experimento aislado (aunque se puede predecir la distribucion de
resultados en una serie grande de experimentos independientes). En contraste con los

supuestos de Piaget e Inhelder (1951), para quien la comprension de la indeterminacion
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e impredecibilidad emerge hacia los 7 afios, Fischbein (1975) y otros investigadores
muestran que existen unas primeras ideas sobre estos conceptos en edades mas
tempranas.

Asi, para analizar si los nifios diferencian los resultados aleatorios y
deterministas, Kuzmak y Gelman (1986) proponen dos experimentos a nifios de 3 a 8
afios con dos dispositivos (Figura 2.4.1). Un dispositivo es semejante a un bombo de
loteria donde mezclan 10 bolas rojas, 10 azules y 10 amarillas, que gira hasta que cae
una bola por el orificio. Como el nifio no puede saber qué bola caera, es una situacion
aleatoria. El segundo dispositivo es un tubo de plastico transparente relleno de bolas (7
rojas, 7 azules y 7 amarillas) ordenadas al azar y que van saliendo por un orificio. Como
el nifio puede ver el orden de las canicas en el tubo y, por tanto, el color de la siguiente
bola que va a ser extraida es un dispositivo determinista. En un primer experimento los
investigadores extraen bolas sucesivamente de los dispositivos, preguntando
previamente a los nifios si pueden predecir el resultado de la siguiente extraccion y que
expliquen su respuesta. En el segundo experimento se utilizan los mismos dispositivos,

pero sin llevar a cabo la extraccion de canicas.

Figura 2.4.1. Dispositivos experimentales de Kuzmak y Gelman (1986, p. 561).

En el primer experimento (48 nifios, 12 en cada intervalo de edad: 3 a4,4a5,5
a6y 7a8), los nifios desde los 4 afios responden correctamente, diferenciando el
dispositivo determinista y el aleatorio, y a partir de los 5 afios explican por qué no se
puede predecir en el dispositivo 1 el color de la bola, utilizando frases poco formales
como ‘“hay una mezcla de bolas” o “las bolas se mueven y no se puede ver el color que
caerd”. En el segundo experimento (24 nifios diferentes a los del experimento 1) 7 de los
12 nifios de 5 afios y 10 de los 12 de 7 afos diferencian el dispositivo aleatorio del
determinista y muchos dan explicaciones adecuadas de la imposibilidad de predecir el

resultado del aleatorio. Puesto que en este segundo experimento los nifios no tienen
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experiencia de los resultados, los autores concluyen que se basan en las caracteristicas
fisicas de los dispositivos utilizados para razonar sus respuestas.

Fay y Klahr (1996) describen otros experimentos donde preguntan a los nifios de
qué coleccion de objetos se extrae uno dado, mostrando dos colecciones: una
determinista, formada unicamente por objetos de un tipo, y otra aleatoria formada por
dos tipos de objetos. Sus resultados indican que nifios de 4 y 5 afios puede identificar
correctamente la seleccion de cada coleccion como determinista o aleatoria en la mayor
parte de las pruebas que se les hace. También indican que es mas sencillo para los nifios
identificar las situaciones deterministas que las aleatorias, lo que también ocurre (en
situaciones mas complejas) en los adultos.

En resumen, hacia los 3-4 afios los niflos comienzan a diferenciar situaciones
deterministas y aleatorias simples y hacia los 5 afos desarrollan explicaciones sobre la
imposibilidad de predecir los resultados de las segundas, mostrando cierta comprension
intuitiva de la incertidumbre de los fendémenos aleatorios y la imprevisibilidad de sus

resultados.

2.4.3. Distribucion de resultados en experimentos aleatorios repetidos

Para analizar la comprension del azar en los nifios, Piaget e Inhelder (1951)
idearon un experimento utilizando una bandeja con compartimentos en cada uno de sus
extremos. En uno de estos extremos sitiian bolas de dos colores (por ejemplo, 4 azules y
4 amarillas) de modo que las del mismo color estan contiguas (Figura 2.4.2). Al mover
la bandeja para que las bolas vayan hacia el otro extremo se produce una mezcla de
colores y si se repite varias veces el movimiento, la disposicion de bolas en los
compartimentos, segun color, es impredecible. Antes de mover la bandeja, se pide a los
nifios predecir la colocacion de las bolas después del movimiento.

Los nifios del periodo preoperacional piensan que las bolas volveran a su
posicion inicial después de varios movimientos, o que todas las bolas azules se
colocaran en la posicidn inicial de las bolas amarillas y viceversa, respuesta que es
interpretada por Piaget e Inhelder como falta de comprension del azar. Hacia los 7 afios
se comienza a aceptar que algunas bolas se mezclaran con las del color contrario; por lo
que los investigadores concluyen que antes de esta edad s6lo se comprende una

causalidad determinista.
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Figura 2.4.2. Experimento de la bandeja adaptado de Piaget e Inhelder (1951).

En otro experimento, preguntaban a los nifilos como pensaban que caerian los
primeros copos de nieve sobre el embaldosado de una terraza. Para ello dieron a los
nifios piedrecitas y un tablero cuadriculado (a modo de copos y embaldosado,
respectivamente), pidiendo que representaran con ellos la forma en la que pensaban que
caerian esos copos sobre las baldosas al empezar a nevar. Los nifios pequefios colocaban
exactamente una piedrecita en el centro de cada cuadrado (Figura 2.4.3a), lo que Piaget
e Inhelder (1951) interpretan como ausencia completa de la percepcion del azar. Hacia
los 7 anos los nifios comienzan a admitir cierta irregularidad en la distribucion, pues
siguen colocando una piedra en cada cuadrado, pero no siempre en el centro (Figura
2.4.3b). Seglin los autores, s6lo en la etapa de operaciones formales se comprendera que

pueden quedar cuadros vacios, mientras que en otros caen dos o tres copos de nieve.

Figura 2.4.3. Experimento del embaldosado adaptado de Piaget e Inhelder (1951).

Con estos experimentos, Piaget e Inhelder concluyen que hacia los 7 afios se
adquiere cierta capacidad de diferenciar azar y determinismo, aunque de forma
incompleta, pues el nifio estd muy ligado todavia a lo concreto. Pero, en realidad, sus
ensayos estudian la distribucion de un conjunto de resultados en un experimento
aleatorio repetido, que es una situacion mucho mdas compleja. En realidad, sus
experiencias indican que en torno a los 7 afios se comienza a percibir la irregularidad
local de dichos resultados, pero no se llega todavia a percibir la distribucion global de
los mismos. Conclusiones similares fueron obtenidas por Nikiforidou y Pange (2010) en

un experimento en que presentaron a 200 nifios de 4 a 6 afios una tarea en la que tenian
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que situar al azar un pequefio nimero de marcas en una cuadricula de 5x5, notando una
preferencia por una colocacion ordenada (y no aleatoria) de las marcas en la mayoria de
los nifios.

Una aproximaciéon diferente es la de Paparistodemou et al. (2008), quienes
experimentan con 23 nifios de entre 5,5 y 8 afios, con un video juego disefiado por los
autores (Figura 2.4.4). En el juego aparece un nifio espacial situado sobre una linea
amarilla, quien sube o baja verticalmente en funcion del resultado de la “maquina de
loteria”. En esta maquina, una bolita blanca se va moviendo continuamente en
direcciones aleatorias y cada vez que colisiona con una bola roja/azul se suma 1 punto
en la casilla correspondiente, de modo que los niflos pueden observar cada resultado
aislado y la suma de resultados (posicion final del nifio espacial).

La tarea consiste en que el nifio coloque bolas rojas y azules (en nimero, tamafio
y posicion espacial que quiera) dentro de la maquina de loteria para que ésta sea justa,
es decir, que no dé ventaja ni al color rojo ni al azul para conseguir que el nifio espacial
se quede lo mas cerca posible de la posicion inicial después de una serie de
movimientos. Los autores concluyen que, incluso los nifios de 5 afios comprenden la

idea de equitatividad (que un color no obtenga mas puntos que el otro).

Figura 2.4.4. Video juego utilizado por Paparistodemou et al. (2008, p. 8).
Los nifios actiian de dos formas bastante diferentes para conseguir la equitatividad
en el juego:
1. Para generar un juego justo, configuran las bolas en la maquina de manera
simétrica para asegurar que la bolita blanca alterne colisiones entre bolas rojas
y azules. Para ello, construyen la maquina con el mismo niimero de bolas de

cada color y equidistantes de la bolita central (22 de los 23 nifios).
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2. Asegurando la imparcialidad del juego, mezclan todo lo posible los colores de
las bolas en la maquina para hacer que las colisiones en el juego no se puedan

controlar ni estén sesgadas (11 de los 23 nifos).

En resumen, aunque las primeras investigaciones indicaron que hasta los 7 afios
no se adquiere la capacidad de imaginar la distribucion de un conjunto de resultados
aleatorios, el trabajo de Paparistodemou et al. (2008) muestra una cierta intuiciéon de

esta distribucion y la idea de equitatividad desde los 5 afios.

2.4.4. Adquisicion del lenguaje probabilistico

El lenguaje probabilistico esta unido al desarrollo conceptual, lo que ha llevado
a diferentes autores a interesarse por el significado que los nifios asignan a las palabras
que utilizamos para referirnos al azar o graduar las probabilidades. Asi, Vasquez y
Alsina (2017) organizan un proceso instruccional de inicio a la probabilidad con 20
nifios de 7 y 8 afios a cargo de un profesor con experiencia docente y formacion en el
tema. Los autores analizan los términos y expresiones orales y escritas de los nifios a lo
largo de la sesion. Sus resultados muestran escasa comprension del vocabulario
asociado al azar y la probabilidad, pues los nifios utilizan con frecuencia vocabulario
impreciso o incorrecto. Uno de los conceptos que presenta mayor dificultad es el de
imposible, que los nifios utilizan para referirse a sucesos o situaciones con escasas
posibilidades de ocurrir y si llegan a ocurrir, lo atribuyen a la buena o mala suerte.
Igualmente, el término seguro se asocia a veces a sucesos de alta probabilidad. No
obstante, al preguntar por la posibilidad de extraer un pafiuelo de un color determinado
de un bolso con pafiuelos de varios colores, HodnikCadeZ y Skrbec (2011) encuentran
que el 53% de una muestra de nifios eslovenos de 4 y 5 afios y entre el 70% y 80% de
otro nimero similar de nifios de 6 a 8 afios dieron una interpretacion correcta a estos
términos, aunque el término imposible fue el mas dificil, pues solo un 10% de los nifios
de Educacion Infantil lo interpreta correctamente.

Respecto al lenguaje numérico y simbdlico, mediante un proceso gradual de
trabajo con varias situaciones, Vasquez y Alsina (2019) observan un primer
acercamiento a la cuantificacion de los grados de posibilidad, que busca aceptar que un
suceso imposible tendrd una probabilidad de ocurrencia de 0% y otro seguro tendra

probabilidad de ocurrencia de 100%.
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Una experiencia relacionada es la de Kazak y Leavy (2018), que proporcionan a
16 nifios de 7-8 afios una escala de probabilidad cualitativa (Figura 2.4.5) para medir su
creencia en la verosimilitud de ciertos sucesos. Se proporciona a los nifios por parejas
bolsas con gominolas verdes y rosas en diferente proporcion, preguntandoles cudl seria
la posibilidad de obtener una gominola verde, y también si es seguro o imposible
obtener un color dado. Se les pide marcar en la escala (Figura 2.4.5) lo que esperan que
ocurra, situando lo seguro en el extremo derecho y lo imposible en el izquierdo, siendo
el centro el caso de equiprobabilidad. También simulan con material manipulativo y el

software Tinkerplot la extraccion de las gominolas.

Figura 2.4.5. Escala cualitativa de probabilidad (Kazak y Leavy, 2018, p. 42).

Los nifios utilizaron palabras relacionadas con el azar, como suerte, o podria
ocurrir. Para comparar la posibilidad de extraer una gominola verde de bolsas con
diferente proporcién de verdes y rojas, los nifios usaron frases como “un poco mas de
suerte” para describir la mayor posibilidad de obtener este color. Los nifios mostraron
cierta comprension de la idea de seguro e imposible; por ejemplo, en una bolsa con 2
gominolas verdes y 8 rojas indicaron que no es imposible obtener la gominola verde,
porque habia 2 verdes en la bolsa. Fue también evidente su comprension de la idea de
igual probabilidad, aunque tuvieron dificultad para expresarla con palabras, pero si
supieron hacerlo en la escala de probabilidad.

En resumen, hacia los 4-5 afios los nifios comienzan a expresar verbalmente sus
intuiciones y hacia los 7-8 afios cualitativamente su prediccion sobre la posibilidad de
ocurrencia de un suceso y utilizar términos para graduar esta posibilidad, aunque tienen
dificultad con la idea de imposible y seguro, que va desapareciendo con la edad

(Shtulman y Carey, 2007).

2.4.5. Comparacion y estimacion de probabilidades
Una vez que el nifo diferencia los sucesos aleatorios y expresa su probabilidad
de manera verbal y cualitativamente, surge la pregunta de si es capaz de estimar la
probabilidad de un suceso o al menos decidir cual es mas probable entre dos sucesos.
Piaget e Inhelder (1951) consideraron que el nifio de Educacion Infantil es
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incapaz de estimar correctamente las posibilidades a favor y en contra de los sucesos
aleatorios, puesto que no ha adquirido razonamiento proporcional. Sin embargo,
Fischbein (1975) indica que el nifio de esta edad puede hacer juicios probabilisticos en
tareas sencillas que no requieran el uso de fracciones, y esta capacidad va mejorando
con la edad.

Para analizar el razonamiento de los nifios en la comparacion de probabilidades,
Piaget e Inhelder (1951) utilizaron fichas de color blanco, algunas con una cruz en su
reverso. Dividieron las fichas en dos grupos con composiciones distintas (a,b), donde
“a” representaria el numero de fichas con cruz en una de sus caras (casos favorables) y
“b” el nimero de fichas sin cruz (casos desfavorables). La tarea propuesta a los nifios
era decidir en cudl de dos agrupaciones (cuya composicion se mostraba inicialmente a
los nifios) seria mas facil obtener una cruz al tomar una de las fichas con los ojos
cerrados.

Se propuso a los nifios tareas de diferente dificultad teniendo en cuenta la
composicion (ai,b1) y (az2,b2) de los dos grupos de fichas. El periodo preoperacional se
caracteriza porque sOlo se opera con una de las variables en cada agrupacion a
comparar. Piaget ¢ Inhelder (1951) dividen este periodo en dos etapas. En la primera
(hasta los 3 afios y medio), los nifios dan una respuesta aleatoria al problema, y a pesar
de carecer de capacidad de comparacion logico-aritmética, pueden dar la respuesta
correcta en composiciones donde al menos una de las agrupaciones presenta
imposibilidad o certeza como (0,b1) y (0,b2); (0,b1) y (a2,0); (0,b1) y (az2,b2); o bien
(a1,0) y (a2,0). Ademas, el nifio s6lo considera los casos favorables, sin tomar en cuenta
el total de casos posibles.

En la segunda etapa (hasta los 6 afios y medio) se resuelven situaciones de
comparacion de probabilidades que dependen de una sola variable (consideran s6lo dos
de los cuatro datos implicados), pero sus valoraciones siguen siendo intuitivas. De
forma progresiva desarrollan la comprension de que el nimero de casos favorables esta
asociado con la probabilidad. Algunas veces razonan a partir del término constante en
las dos colecciones, por ejemplo (2,3) y (1,3), y no consideran el término variable.

El periodo de las operaciones concretas se caracteriza por el uso de los cuatro
términos, en forma aditiva, sin tener en cuenta las proporciones. También se divide en
dos etapas. En la primera (7 y 8 aflos), los conceptos de fraccion y proporcion atn no

estan presentes, pero el nifio es capaz de comprender las primeras operaciones logico-
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aritméticas y esto le ayuda a tener un mayor éxito en problemas de una variable. Logra
realizar comparaciones aditivas, pero falla en los problemas que requieren comparar dos
cocientes. En la segunda etapa, que comienza hacia los 10 afos, el nifio realiza
comparaciones aditivas entre los casos favorables y desfavorables, y aunque estas
estrategias no son validas en problemas mas complejos, resuelve problemas sencillos de
proporcionalidad de forma empirica.

Estas conclusiones fueron analizadas por otros autores con nifios pequenos. Asi,
Yost et al. (1962) se interesaron por la existencia de razonamiento probabilistico en los
nifios de Educacion Infantil, cambiando ligeramente el método experimental de Piaget
basado en respuestas verbales, que pueden ser dificiles a esta edad. Los autores dieron a
los nifios urnas transparentes con fichas de dos colores en diferente proporcion,
preguntando cudl de las dos urnas elige para jugar a un juego donde se gana al sacar con
los ojos cerrados una ficha de un determinado color (Figura 2.4.6).

El autor sugiere que la tarea planteada de esta manera (comparar dos urnas con
dos colores en cada una) es mas sencilla que la propuesta por Piaget e Inhelder (una sola
urna y dos tipos de fichas) porque el nifio no necesita verbalizar, sino sélo elegir una de
las urnas. Utilizan composiciones simples y van aumentando progresivamente la
dificultad. Como resultado de la investigacion los autores sugieren que, a partir de los 4
aflos, los nifios tienen intuiciones sobre la probabilidad y pueden elegir la urna que da

mas probabilidad si la composicion es sencilla, y esta intuicidon mejora con la edad.

Figura 2.4.6. Comparacion de probabilidades en urnas.

Goldberg (1966) repite la investigacion anterior con 32 nifios desde 3 afios y 10
meses hasta 5 afios y 1 mes e indica que el éxito en la tarea depende mucho de las
condiciones. Hay una gran influencia del color favorito, que debe ser controlado en la
tarea, y que los nifos tienen mas dificultad cuando el nimero de casos favorables en las
dos urnas es igual y el numero de casos desfavorables es diferente, que en el caso
contrario. También muestran que se producen mas errores cuando el nimero de bolas de
cada color es mas parecido o, lo que es lo mismo, tienen mas éxito cuanto mas diferente

es este numero.
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Davies (1965) repite el estudio de Yost et al. (1962) con 112 nifios de 3 a 9 afios,
confirmando que hay un progreso en el razonamiento con la edad. Utilizando
situaciones en las que el nifio recibia una recompensa por la extraccion de una bola de
determinado color, se observo la preferencia sistematica por las urnas en que la
proporcién del color pedido era mayor. Concluye que los nifios tienen la capacidad de
comparar probabilidades en casos sencillos, incluso antes de que el nifio sea capaz de
dar una explicacion verbal a sus elecciones. Ademds, observa que el nifio usa
predominantemente la informacion percibida de forma directa para estimar las
posibilidades de ocurrencia. Mientras los nifios de 3 afios responden correctamente, solo
a la mitad de los experimentos no verbales (basta elegir una urna sin explicar por qué), a
los 5 afios resuelven el 81% de estos experimentos y el 31% también aquellos verbales
en los que tienen que explicar su decision. A los 7 afios resuelven todos los
experimentos no verbales y el 75% de los verbales.

Hoemann y Ross (1982) trataron de estudiar si el nifio de 4 a 10 afios puede
realizar juicios probabilisticos o se basa s6lo en sus percepciones. Para ello utilizan
ruletas con sectores de dos colores diferentes y distinta amplitud, dividiendo la muestra
en dos grupos. Al primero se le pregunt6d sobre cudl de dos ruletas dadas daria mayor
posibilidad de obtener un determinado color y cudl tenia mayor cantidad del color dado,
sin observar diferencias entre los dos grupos. Los autores concluyen que no era
necesaria una comparacion de proporciones o probabilidades para resolverlas, bastando
con la estimacion del area coloreada. En un segundo experimento con un sé6lo disco y en
el que se preguntaba en qué color creia que se pararia la aguja, los autores observaron
mas errores en la tarea probabilistica, concluyendo que entre 4 y 8 afios el nifio no tiene
un razonamiento probabilistico, aunque éste mejora con la edad.

Otros experimentos con dos urnas y bolas de colores les sugirieron que la tarea
de urnas sirve para diferenciar los razonamientos de tipo probabilistico y proporcional y
que es preferible la tarea que emplea dos urnas que la que utiliza una sola. Ello es
debido a que cuando se usan dos conjuntos de fichas, el alumno se limita a elegir de qué
conjunto prefiere hacer la extraccion para obtener el resultado ganador. En las tareas de
una sola urna, es el resultado en si, lo que debe ser predicho. Ademas, la combinacién
de elementos en una unidad impide al nifio pensar simultaneamente en el todo y las
partes de los dos subconjuntos incluidos.

Por otro lado, Falk et al. (1980) realizan una investigacion con nifios de 4 a 11
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afios a los que piden comparar probabilidades en contextos de bolas en urnas, ruletas y
peonzas, siempre con dos Unicos colores en las bolas, sectores de las ruletas y lados de
las peonzas. Ademas, dividen los problemas en tres tipos, segin las razones de casos
favorables y posibles implicadas, en la forma siguiente: a) la proporcion de casos
favorables respecto a los posibles es mayor que 1/2 en un dispositivo y menor en el
otro; b) una proporcion es igual a 1/2 y la otra diferente; c) las dos proporciones son o
mayores o menores que 1/2. Sus resultados muestran que a partir de los 6 afios los nifios
manifiestan un razonamiento de tipo probabilistico, eligiendo sistematicamente el
dispositivo con mayor probabilidad. El error mas frecuente en los nifios mas pequenos
es elegir el conjunto con mayor nimero de casos favorables. Los autores concluyen que
la capacidad de calcular proporciones, por si sola, no implica necesariamente la
comprension de la probabilidad, sino que el nifio debe aceptar que en la situacion
planteada tiene influencia el azar para luego aplicar los calculos de proporciones; es
decir, el azar y la proporcion son dos nociones necesarias para comprender el
significado de probabilidad.

Falk et al. (2012) tratan de comprobar los resultados anteriores con tres
experimentos. En el tercero, con 160 nifios de 4 a 11 afios, utilizan los problemas de
comparacion de probabilidades en urnas, analizando las estrategias de los nifios.
Clasifican las estrategias en una dimension (si s6lo comparan un tipo de elementos en
cada urna) o dos dimensiones (si comparan los dos tipos de elementos). De los nifios de
4 y 5 afios, el 78% usan estrategias de una dimension, eligiendo la urna con mas casos
favorables (59%) o menos desfavorables (19%), y el resto estrategias de dos
dimensiones. Hacia los 7 afios hay un cambio, ya que los nifios comienzan a usar mas
frecuentemente estrategias de dos dimensiones, pero a veces combinan los elementos en
forma aditiva. Se detectan diferentes estrategias en nifios de la misma edad e incluso en
el mismo nifio. La explicacion de los nifios indica el uso de un sistema perceptivo e
intuitivo, pues se deciden por el color dominante sin que a veces cuenten los casos
favorables.

Nikiforidou (2019) realiza una investigacion con 480 nifios de entre 4 y 6 afios
para analizar el efecto del tipo de material utilizado (manipulativo o virtual) y la
repeticion de la tarea sobre la comparacion de probabilidades. Se dieron a los nifios
tarjetas con dibujos de animales (ratones, tortugas y patos) y se les pidid contarlos y

describirlos. Los autores presentaron tres tareas diferentes, variando el nimero total de

57



animales en las tarjetas (4 o 6) y la relacion entre el nimero de animales de cada tipo
(3:1, 5:1 y 4:1:1). En cada tarea, después de poner varias tarjetas boca abajo y
mezclarlas, se les pidio sacar una, prediciendo con anterioridad qué animal seria mas
probable. Mas del 70% de los nifios respondieron correctamente, siendo mas sencillas
las tareas con solo dos tipos de animales (espacio muestral mas simple). Sus resultados
fueron mejores al trabajar con material manipulativo, aunque la repeticion de la tarea no
mejord sustancialmente los resultados. Nikiforidou et al. (2013) obtienen la misma
conclusién en un trabajo de 90 nifios de la idéntica edad, utilizando un contexto de
ruletas.

Otras investigaciones apoyan ideas sobre probabilidad en nifios ain mas
pequefios. Asi, Denison y Xu (2014) realizan cuatro experimentos con piruletas de dos
colores diferentes (por ejemplo, rosa y negro), cada uno con 24 bebés entre 10 y 13
meses. Para realizar sus experimentos, en primer lugar, los investigadores hacen
ensayos para confirmar el color preferido por el bebé. Seguidamente, utilizan dos botes
transparentes y hacen variar el niimero de piruletas de los dos colores. Asi, en el
experimento 1 meten el mismo nimero de piruletas del color preferido, variando el
numero de piruletas del otro color (por ejemplo, meten 12 piruletas rosas en cada bote,
pero en el primero con 4 negras y en el segundo con 36, de modo que la proporcion
rosas/negras es 3/1 en el primer bote y 1/3 en el segundo). Luego, un investigador saca
una piruleta de cada bote y la coloca en una taza, de tal manera que solo se ve el palo
(no el color), y pide al bebé que elija una de las dos tazas. El 75% de los nifios
participantes buscan en la caja correspondiente a la taza con mayor proporcién de
piruletas de su color preferido. Los investigadores interpretan esta conducta como un
indicio de razonamiento probabilistico y proporcional de estos bebés, que no se guian
solo por el nimero de piruletas del color preferido, sino por la proporcion entre el total
de piruletas. Los autores concluyen que la sensibilidad a la probabilidad y la capacidad
de realizar inferencias probabilisticas estan en el repertorio de los nifios preverbales.

Sin embargo, Girotto et al. (2016) ponen en duda que los descubrimientos de
Denison y Xu (2014) indiquen que a partir de los 10-13 meses se puedan realizar
decisiones correctas en tareas probabilisticas simples. Para poner a prueba su hipotesis
realizan diferentes experimentos con nifios de 3 a 5 afios. En el primero, presentan a los
nifios conjuntos de fichas de dos colores (por ejemplo, roja y negra), variando la

composicion de los conjuntos. Se extraia una ficha de cada conjunto y se ponia en una
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taza opaca un poco separada de los nifios, que no podian ver el contenido, y se pedia a
los niflos elegir una taza que hiciese mas probable obtener la ficha de color rojo. Los
autores encuentran que los nifios de 3 y 4 afios fallan en estas tareas, aunque entendieron
la l6gica del experimento, ya que en los casos en que uno de los conjuntos de fichas
corresponde al suceso seguro (todas las fichas rojas) y el otro el suceso imposible (todas
las fichas negras), todos los nifios eligieron la taza con la ficha roja (correcta); sin
embargo, cuando la composicion de los conjuntos contiene casos favorables y
desfavorables, solo los nifios de 5 afios toman decisiones correctas. Los niflos menores
prefieren el conjunto con mas casos favorables, aunque con menor probabilidad.

Para explicar la diferencia con el estudio de Denison y Xu (2014), los autores
indican que el fallo puede no deberse a la falta de capacidad de percibir el azar, sino por
no lograr concebir la naturaleza aleatoria de los resultados sobre los que tienen que
hacer una eleccion. Los nifos pudieron creer que estos resultados fueron debidos a la
accion del experimentador. Aunque los bebés estaban en la misma condiciéon que los
nifios del estudio, se piensa que los bebés pueden no percibir intenciones de engafiar en
las acciones de los demas. Por otro lado, en tareas de comparacion de probabilidades en
urnas con composicion proporcional, pero pocos casos favorables y posibles,
HodnikCadez y Skrbec (2011) obtienen éxito en el 49,9% de los nifios de 4-5 afios, cifra
que crece hasta alcanzar el 73,2% en nifios de 7-8 afios.

Kafoussi (2004) realiza un proceso de ensefianza con 15 nifios de 5 afos en
contexto ludico, utilizando material manipulativo, asi como historias y marionetas.
Presentada cada tarea, los nifios hacen predicciones, se comprueban a través de la
experimentacion y se compara con las predicciones, discutiendo las posibles diferencias
con los nifos. Se centra tanto en la probabilidad de un suceso simple como en la
comparacion de probabilidades e incluso en la probabilidad condicional. Por ejemplo,
para la probabilidad simple pide predecir el color mas facil de salir en una caja con
bolas de colores o en una ruleta con areas de varios colores; para comparar
probabilidades emplea dos urnas con fichas de colores; y respecto a la probabilidad
condicional, la autora pide a los nifios adivinar qué color de globo saldra de una caja
donde ha metido 2 amarillos, 2 azules y 2 verdes, una vez que han sacado previamente
uno de los globos y visto su color.

Antes del experimento de ensefianza las entrevistas muestran que muchos ninos

predicen sistematicamente el color que mas les gusta, sin tener en cuenta la experiencia
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y en todos los casos es dificil para los que dan una respuesta correcta explicar sus
razones. A veces estan influenciados por aspectos subjetivos, como la posicion de las
fichas en las urnas. También les resultan mas sencillos los contextos con trompos o
ruletas que con urnas y fichas. Al finalizar el experimento, 13 nifios dan argumentos
cuantitativos para justificar sus respuestas en probabilidad simple y comparacion de
probabilidades, y todos dan una respuesta correcta en la tarea de probabilidad
condicionada. Es decir, aceptan que un suceso esta influenciando por los resultados de
un experimento previo en un muestreo sin reemplazamiento. Sus resultados indican que
los nifios de 5 afios pueden progresar considerablemente en su razonamiento
probabilistico cuando se les involucra en tareas probabilisticas simples, superando sus
interpretaciones subjetivas y desarrollando un pensamiento cuantitativo incipiente.

De este conjunto de referencias se deduce que incluso bebés podrian aceptar la
naturaleza aleatoria de algunos experimentos o juegos y elegir entre dos situaciones la
que tiene mas casos favorables o, si es evidente, la mayor proporcion de casos
favorables. A partir de los 3 afios comienzan a comparar probabilidades, pero prefieren
sistematicamente el conjunto con mas casos favorables. Sus estrategias van mejorando
con la edad, y hacia los 6-7 afios son capaces de usar los casos favorables y

desfavorables cuando las proporciones a comparar son sencillas.

2.4.6. Enumeracion de posibilidades y razonamiento combinatorio

Una de las competencias requeridas para comprender la probabilidad es ser
capaz de imaginar todas las posibilidades en un experimento, relacionada con el
razonamiento combinatorio. Piaget e Inhelder (1951) indican que los nifios de
Educacion Infantil solo pueden enumerar algunas combinaciones o variaciones usando
ensayo y error y repitiendo elementos en casos muy sencillos. Para ello proponen a los
nifos formar todos los pares diferentes a partir de fichas de dos o mas colores
(variaciones), formar todas las mezclas posibles de liquidos de dos o mas colores
(combinaciones) y ordenar de todos los modos posibles conjuntos pequenos de
elementos (permutaciones). Fishbein (1975) defiende que es posible ensefar técnicas de
enumeracion al nifio con ayuda de la instruccion y el recurso del diagrama en arbol,
aunque en sus experimentos los nifos tienen 8-10 afios de edad.

English (1991) realiza un estudio con 50 nifios de 4,5 a 9,8 afos, después de

familiarizarlos con material manipulativo. Se pide formar todas las posibles
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combinaciones de pares de prendas de mufiecas (por ejemplo, pantalones y camisetas)
segun color de las prendas, comenzando con dos colores diferentes para cada prenda y
subiendo a 3 colores de cada una; y segiin nimero de botones de las prendas (de 1 a 5
botones) todas con igual color. Para ello, los nifios disponen de un numero suficiente de
muilecas y mas prendas de las necesarias, de modo que sea posible observar si los nifios
repiten o no la misma combinacion de elementos.

Los niflos comienzan seleccionando al azar las prendas para vestir las mufiecas,
sin ninguna sistematicidad. Seguidamente, aparece un procedimiento de tanteo, donde
se selecciona al azar, pero se comprueba si una pareja dada ya estaba formada, en cuyo
caso se descarta. Mas adelante se realiza un procedimiento ciclico donde, formada una
pareja, se intercambia el color de las prendas (por ejemplo, si se tiene camiseta azul y
pantalon rojo, se busca una camiseta roja con pantalon azul). Poco a poco las estrategias
adquieren mayor sistematicidad hasta mantener un término constante (como la camiseta
roja) que van combinando con el resto de elementos (todos los pantalones), para luego
fijar otro término (la camiseta azul) y hacer lo mismo con el resto hasta formar todas las
posibles parejas. La autora indica que los nifios de 4 a 6 afios utilizan siempre una
misma estrategia, preferentemente el tanteo o seleccion al azar, aunque se les plantee
una tarea diferente. Pero hacia los 7 afios, se selecciona la estrategia en funcion de la
tarea planteada y pueden resolver el problema mediante una estrategia sistematica con
un numero pequefio de elementos.

En su experimento, Kafoussi (2004) plantea cinco tareas sobre espacio muestral
donde pide a los nifios describir todos los posibles resultados de una situacion aleatoria
como, por ejemplo: “;qué puede pasar si se lanza un dado de diferentes colores?”
Inicialmente los nifios son capaces de listar todas las posibilidades en experimentos
simples (como lanzar el dado), pero no en experimentos compuestos (sacar dos bolas a
la vez de una urna). Después de la ensefianza, 8 de los 15 nifios son capaces también de
enumerar todos los resultados en el experimento compuesto, aunque de forma no
sistematica.

En resumen, la capacidad combinatoria tarda mas en desarrollarse que las
descritas en los apartados anteriores, principalmente, por su relacion con el
razonamiento multiplicativo, como indica Zapata-Cardona (2018). Aunque los nifios
pequefios pueden comenzar a realizar enumeraciones usando tanteo para resolver

problemas muy simples, hacia los 6 afios, mediante la instruccion, es cuando hay una
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mejora notable en las estrategias combinatorias de los nifios (Zapata-Cardona, 2018).

2.4.7. Conclusiones

Aunque las investigaciones de Piaget e Inhelder (1951) sobre razonamiento
probabilistico concluyeron que este no se desarrolla hasta la adolescencia, mas
recientemente se han descrito ideas sobre el lenguaje y conceptos de probabilidad en

niflos mas pequetios. Como sugieren Kuzmak y Gelman (1986):

Si bien algunos aspectos de la comprension de los fendomenos aleatorios pueden estar
presentes a una edad temprana, incluso los adultos carecen de comprension de ciertos
aspectos [...] Por tanto, la secuencia de desarrollo que da como resultado una
comprension madura de los fendomenos aleatorios es larga, comienza en los afios
preescolares y se extiende hasta la edad adulta (p. 566).

Las investigaciones resefiadas indican que nifios de 3-4 afios comienzan a
diferenciar situaciones deterministas y aleatorias y a los 5 afios comienzan a comprender
la imprevisibilidad de los resultados aleatorios. Aunque pueden mostrar ciertas ideas de
equitatividad en esta misma edad, hasta los 7 afios no logran describir todo el conjunto
de posibilidades del espacio muestral y tienen dificultad para concebir una distribucion
aleatoria en un plano (Nikiforidou y Pange, 2010; Piaget e Inhelder, 1951). Esto se debe
a que la capacidad combinatoria tiene un desarrollo posterior que comienza sobre los 6-
7 anos, donde los nifios unicamente logran realizar enumeraciones con un nimero
pequetio de objetos, y siempre mediante ensayo y error.

Entre los 4-5 afios los nifios empiezan a usar el lenguaje de probabilidad, que se
va refinando progresivamente, y a partir de los 7-8 afios logran expresar la mayor o
menor probabilidad de un resultado, aunque tienen dificultad con los términos
‘imposible’ y ‘seguro’.

La capacidad de comparar la probabilidad de un mismo suceso en dos
experimentos sencillos comienza con nifios muy pequefios y pueden elegir el que tiene
mas casos favorables, sistematicamente, desde los 3 afios. Poco a poco el nifio constata
el papel de los casos desfavorables en la probabilidad y a los 6-7 afios puede comparar
probabilidades si no se requiere razonamiento proporcional.

Estas habilidades de los nifios indican que es posible introducir algunas nociones
de probabilidad desde muy corta edad. En la siguiente seccion se presenta una parte del

trabajo publicado sobre comparacion de probabilidades siguiente:
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Hernandez-Solis, L. A., Gea, M.M., Batanero, C. y Alvarez—Arroyo, R. (2023). Research on children’s
reasoning in comparing probabilities. Boletin de Estadistica e Investigacion Operativa, 39(1), 1-
24. https://www.seio.es/beio/research-on-childrens-reasoning-in-comparing-probabilities/

2.5. RAZONAMIENTO PROPORCIONAL DE NINOS Y ADOLESCENTES
2.5.1. Introduccion

El razonamiento proporcional es uno de los temas que ha recibido mayor
atencion en el curriculo escolar en matematicas, debido a sus conexiones con la
geometria, algebra y estadistica. Behr et al. (1983) indican su interés practico para
resolver problemas de la vida real, su importancia psicologica al constituir uno de los
componentes del desarrollo del pensamiento formal y su relevancia por constituir la
base del razonamiento algebraico elemental. Ademas, muchos problemas de
comprension de las matematicas esconden dificultades de razonamiento proporcional.

Por este motivo ha recibido un gran interés desde el punto de vista de la
investigacion didactica, como se recoge en trabajos de sintesis tales como Behr et al.
(1992), Ben-Chaim et al. (2012), Burgos y Godino (2019), Kieren (2020), Lamon
(2007), Obando et al. (2014), Singer y Resnick (1992), Tourniaire y Pulos (1985) o Van
Dooren et al. (2018). Este interés se explica porque el desarrollo del razonamiento
proporcional ocurre en la transicion de las operaciones concretas a las operaciones
formales, cuando no solo se estructuran los conceptos sino las representaciones de los
mismos (Lamon, 2007; Post et al., 1988). Behr et al. (1983) se refieren al fendbmeno
como horizontal décalage, por el cual, aunque un sujeto adquiera una estructura
cognitiva dada, no siempre puede resolver todas las que corresponden a la misma tarea
(y puede tardar varios afios en hacerlo); lo que suele ocurrir con el razonamiento
proporcional.

Sin embargo, no se cuenta con investigaciones realizadas en Costa Rica ni
estudios comparados de resultados en estudiantes espafioles. Para completar esta
carencia, uno de los objetivos de este trabajo fue realizar un estudio comparado del
razonamiento en comparacion de razones de estudiantes costarricenses y espafioles de
11 a 16 afios de edad. Ello permitira a los profesores conocer mejor el razonamiento de
estos estudiantes, para diseflar tareas en temas como probabilidad, estadistica o
magnitudes que requieran este razonamiento.

Son muchos los componentes de este razonamiento y abundantes las

investigaciones sobre resolucion de problemas relacionados. El principal interés en este
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resumen es la relacion con el razonamiento probabilistico y, més especificamente, con

los problemas de comparacion de probabilidades.

2.5.2. El razonamiento proporcional y sus componentes

En primer lugar, se tratara de describir el razonamiento proporcional, que se
puede entender como el tipo de razonamiento que permite establecer relaciones
multiplicativas entre dos cantidades y extenderlas a otro par de cantidades. Mas

concretamente:

El razonamiento proporcional sustenta afirmaciones hechas sobre las relaciones
estructurales entre cuatro cantidades (a, b, ¢, d) en un contexto que simultaneamente
involucre la covariacion de cantidades y la invariancia de razones o productos; podria
consistir en la habilidad de identificar una relacion multiplicativa entre dos cantidades y
extenderla otro par de cantidades. (Lamon, 2007, p. 637).

En esta seccion se realizard un andlisis muy elemental, restringiéndose a los
significados intuitivo y aritmético del razonamiento proporcional. El primero se
caracteriza por el uso de argumentos de tipo cualitativo para resolver problemas
comparacion de proporciones. El segundo se caracteriza por la aplicacion de
procedimientos aritméticos para la resolucion de los problemas. Para un estudio mas
detallado de los diferentes significados de la proporcionalidad y los niveles de
algebrizacion implicados en los mismos, se puede consultar el trabajo de Burgos y
Godino (2020).

Tradicionalmente, se han diferenciado cinco interpretaciones del numero
racional: operador, medida, razdn, parte-todo y cociente (Lamon (2007, p. 635); de
modo que la comprension completa del niimero racional implica la de todas estas
interpretaciones.

La relacion parte-todo se produce al dividir en partes iguales un todo; su
comprension depende de la habilidad de dividir un conjunto (continuo o discreto) en
partes iguales (Behr et al., 1983). En esta interpretacion el simbolo a/b representa la
relacion entre dos cantidades: la parte de una determinada unidad, que es considerada
como el todo. Es la interpretacion que se suele introducir en la escuela, desde edades
muy tempranas, muchas veces utilizando objetos geométricos para representar el todo,
lo que requiere la comprension del concepto de drea. También se usa la recta numérica,
sobre todo para representar fracciones mayores que la unidad (Tourniaire y Pulos,

1985).
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El ntimero racional a/b representa una medida cuando se comparan cantidades de
una misma magnitud; se cuantifica dicha relacion mediante una cantidad considerada
unidad de medida, que actiia como referente en la comparacion.

La fraccion como cociente aparece al dividir un niimero natural por otro; es
decir, para representar una cantidad de otra. Asi, el simbolo a/b puede referirse a la
operacion de division. Permite introducir la clase de equivalencia de fracciones que
representan el mismo nimero racional; esta formalidad no se utiliza hasta niveles mas
avanzados de estudio, puesto que relaciona los numeros racionales con estructuras
algebraicas (Behr et al., 1983).

En la razon no se dispone de unidad de referencia, sino que se dividen dos
cantidades entre si (por ejemplo, en probabilidad, la razéon de casos favorables y
desfavorables). Una razon es la cuantificacion de una relacion multiplicativa calculada
al dividir o multiplicar dos magnitudes (Ben Chaim et al., 2012). Introduce la idea de
magnitud relativa, por tanto, es mejor pensar en ella como un indice comparativo que
como un numero (Behr et al., 1983). Permite expresar nuevas magnitudes, como la
velocidad o aceleracion, entre otras, que se denominan magnitudes intensivas (por
contraste a las magnitudes extensivas, que no se definen mediante una razon).

De dicho concepto se deriva el de proporcion, como la igualdad de dos razones,
y su uso es muy potente para resolver problemas de comparacion de magnitudes, como
los propuestos por Noelting (1980a; 1980b). Los problemas proporcionales involucran
situaciones de relaciones multiplicativas que forman dos razones iguales. Cuando
a/b=c/d se dice que hay una relacion de proporcionalidad directa entre las dos partes de
la razon. En este caso, los cambios cuantitativos son uniformes; es decir, si se multiplica
(o divide) una razén por un numero, la otra también queda multiplicada (o dividida) por
dicho ntimero. En cambio, cuando a X b = ¢ X d hay una relacion de proporcionalidad
inversa entre las dos partes (Ben Chaim et al., 2012). En la proporcionalidad inversa, el
cambio en una razén implica un cambio de la otra, pero en operacion inversa; es decir,
si se multiplica (o divide) una razén por un numero, la otra queda dividida (o
multiplicada) por el mismo niimero.

El niimero racional como operador se usa como funciéon, por ejemplo, al
calcular un porcentaje (Behr et al.,, 1992) y lleva implicitos diferentes modos de

razonamiento proporcional:
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e El razonamiento up and down implica una manera de razonar para resolver
problemas cuando la unidad esta implicita.

e La generacion de unidades de referencia (unitizing) a partir de la relacién
multiplicativa entre las cantidades, que se utilizaria para comparar o contar otras
razones.

e El pensamiento relacional que analiza la relacion entre el nimero de partes de
un todo y el tamafio de cada parte.

e La idea de covariacion, pues dos cantidades estan relacionadas y cambian

conjuntamente de una cierta manera.

2.5.3. Algunas tareas tipicas de evaluacion del razonamiento proporcional

Tourniaire y Pulos (1985) realizan una sintesis de la investigacion sobre
razonamiento proporcional hasta esa fecha y dividen las tareas en dos tipos:
comparacion o valor faltante. En la tarea de valor faltante se da a los sujetos tres valores
a, b y ¢ donde se debe encontrar el valor x tal que a/b = ¢/x. En los problemas de
comparacion se dan cuatro valores, a, b, ¢ y d y se trata de determinar si forman o no
una proporcion. Generalmente se pide, también, explicar el razonamiento seguido en los
dos tipos de problemas. Por otro lado, también se puede distinguir entre tareas que
piden al sujeto explicar como se alcanza la respuesta y las que no lo piden; estas
ultimas, pueden dar la idea de que el sujeto tiene razonamiento proporcional cuando no
lo alcanza, pues a veces se puede obtener las soluciones a los problemas mediante
razonamientos aditivos.

Tourniaire y Pulos (1985) analizan la dificultad de los problemas proporcionales
en una serie de investigaciones previas en funcion de las variables y la forma de
presentar la tarea. Clasifican estas tareas en tareas fisicas (como predecir el tamafio de
una sombra (Inhelder y Piaget, 1955), problemas de razones (como el problema de Mr.
Tall y Mr. Short en Karplus et al., 1983) y problemas de mezclas (como el problema de
la naranjada, usado por Noelting, 1980a, 1980b y Pérez Echeverria et al., 1986). Estos
dos ultimos tipos suelen darse en forma de problemas verbales, con o sin una ilustracion
afiadida. En los problemas de mezcla, los elementos de la razon forman un objeto nuevo
(por ejemplo, limonada en la mezcla de limén y agua), lo que no ocurre en los
problemas de razones.

En las tareas fisicas, es necesario algiin principio fisico, ademas de conocer la
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proporcion. Por ejemplo, en la tarea de proyeccion de sombras utilizada por Inhelder y
Piaget (1958) se pide al nifio que dibuje la forma que tomaréd la sombra de un objeto
colocado con diferentes inclinaciones entre una lampara y una pantalla vertical. Estas
tareas se han criticado pues el estudiante puede fallar si no conoce el principio fisico,
aunque domine la proporcionalidad.

En los problemas de razones se comparan las proporciones de objetos diferentes,
por ejemplo, kilometros por hora y pueden tener diferentes unidades de medida. Un
ejemplo de tareas de razones es el problema de Mr. Tall y Mr. Short. Un posible

enunciado es como sigue:

Se ha medido la altura de Mr. Short con botones y su altura es de 4 botones (se da un dibujo de
Mr. Short). La altura de Mr. Tall es 6 botones.

1. Mide ahora la altura de Mr. Short usando clips. Su altura es --- clips.

2. (Cuanto medird Mr. Tall?

3. (Cbémo lo sabes?

En los problemas de mezcla, la unidad de medida es la misma, como el
problema de la naranjada. Puesto que en el problema de comparar probabilidades la
unidad de medida es la misma y no es necesario conocer ningln principio fisico, este
trabajo se centra, en particular, en los problemas de mezcla. Karplus et al. (1983)
sugieren que resultan mas dificiles que los anteriores, por tener que comparar dentro de

un continuo. Un posible enunciado es el siguiente:

Mi madre ha preparado dos jarras de limonada. En la jarra A ha mezclado dos vasos de agua y
un vaso de zumo de limén. En la jarra B ha mezclado tres vasos de agua y uno de zumo de
limén. ;En cudl de las dos jarras el sabor a limon es mas intenso?

Tourniaire y Pulos (1985) analizan las variables que afectan a la dificultad de los
problemas de proporcionalidad, que se dividen en dos tipos:

e Variables de la tarea: a) si la razén es un nimero entero, el problema serd mas
sencillo; b) el orden donde se situa la incognita en los problemas de razén
respecto a los otros tres términos; c) tamano de los nimeros a comparar; la
presencia de razones diferentes en la comparacion; d) por otro lado, los
problemas de mezcla son mas dificiles que otros problemas de proporcionalidad;
e) ademas, si el contenido es discreto es mas sencillo que si es continuo.

e Variables del sujeto: se ha encontrado que influye la edad de los nifios y género,

asi como la capacidad del mismo y su desarrollo formal.
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2.5.4. La comparacion de razones

La investigacion sobre comparacion de razones se desarrolld en relacion con las
réplicas a los experimentos de Piaget sobre probabilidad, ya que una comparacion de
probabilidades implica una comparaciéon de razones. La pregunta de interés fue si se
podia reducir la comparaciéon de probabilidades a comparacion de razones (Pérez
Echeverria et al.,1986). Una preocupacién de las investigaciones sobre el razonamiento
probabilistico de los nifios ha sido analizar si existe alguna diferencia con el
razonamiento proporcional o, por el contrario, una vez adquirido éste, los nifios
automaticamente pueden resolver con éxito los problemas de comparacion de
probabilidades. Por otro lado, también ha habido un interés en determinar el modo en
que los nifios resuelven estos problemas y los factores que afectan la dificultad de las
tareas.

Diversos autores organizan experimentos en los que tratan de superar algunas
criticas a los trabajos de Piaget, por ejemplo, el centrarse s6lo en respuestas verbales o
no tener en cuenta las preferencias de los nifios. Se utilizaron contextos como bolas en
urnas, donde se observo que algunos nifios tienen respuestas correctas s6lo comparando
los casos favorables (dependiendo del problema).

Asi, Hoeman y Ross (1971) usaron ruletas coloreadas preguntando en cual de
dos la superficie de un color era mayor, y posteriormente, cual daba mas probabilidad
de obtener un cierto color, obteniendo resultados similares en las dos tareas, por lo cual
concluyeron que se puede resolver problemas de probabilidad sin un razonamiento

proporcional completo.

2.5.4.1. Estrategias de resolucion
Se pueden comparar dos tipos de razones, internas (o escalares) y externas (o
funcionales). Las primeras comparan cantidades de la misma naturaleza (nifios por
nifas) y las segundas de diferente naturaleza (por ejemplo, km por hora). Varios
estudios han identificado las siguientes estrategias utilizadas en la comparacion de
proporciones (Tourniaire y Pulos, 1985):
o FEstrategias correctas: a) estrategias multiplicativas, donde los términos de una
razon se relacionan multiplicativamente con los de la otra a la cual se extienden.
Generalmente, la relacion se construye entre el numerador y denominador de cada

razon o entre los numeradores y denominadores de las dos razones. Otros métodos
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denominados building up por Hart (1981) consisten en establecer una relacion
dentro de una razén y extenderla a la segunda por adicion. Permiten resolver
algunos problemas sencillos.

Estrategias incorrectas: Un error frecuente es usar solo una parte de los datos, por
ejemplo, comparar solo los numeradores de las fracciones. Una segunda estrategia
erronea es realizar comparaciones aditivas, restando los elementos de cada fraccion.

En otros casos se usa una unidad arbitraria de comparacion.

Por su parte, Corral (2014) describe las siguientes estrategias en situaciones de

proporcionalidad al comparar probabilidades:

Estrategias correctas: Hallar el porcentaje de casos favorables en cada urna;
comparar la probabilidad en las dos urnas; comparar las razones de casos favorables
al total en las dos urnas, pasando al mismo denominador; comparar la razén de
casos favorables y desfavorables en cada urna.

Estrategias incorrectas: Confundir la probabilidad con la proporcion de casos
favorables respecto a los casos desfavorables; comparar la diferencia entre casos
favorables y desfavorables.

Por otro lado, se ha observado que aunque un estudiante sea capaz de usar una

estrategia multiplicativa en un problema complejo, suele volver a utilizar estrategias

mas simples (comparar solo algunos términos) cuando no es capaz de resolver un

problema. Corral (2014) indica que los siguientes conocimientos son necesarios para

llegar a una estrategia correcta multiplicativa:

Distinguir entre cantidad y proporcion.

Saber expresar una proporcién como fraccion.

Comprender la idea de fracciones equivalentes y saber simplificar fracciones.

Saber reducir fracciones a comln denominador y comprender que cuando se
comparan fracciones resultantes es como si se compararan las primeras.

Saber dividir fracciones irreducibles.

2.5.4.2. Desarrollo evolutivo

Varios autores trataron de definir etapas de desarrollo del razonamiento

proporcional. La mayor parte de las investigaciones indican que antes de acceder a la

cuantificacion de la relacion proporcional hay una etapa cualitativa, donde se concibe
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un conjunto de elementos, del que se «aisla» un subconjunto que se relaciona con el
conjunto total (Corral, 2014). Entre estos trabajos encontramos los de Inhelder y Piaget
(1958) y Piaget et al. (1968), que sugieren que las primeras estrategias de comparacion
de fracciones son aditivas pues los nifios creen que la equivalencia implica la igualdad
de diferencia entre los términos. Seguidamente, aparece un periodo pre-proporcional,
donde se usan comparaciones aditivas sin suponer que las diferencias deban ser
constantes, sino piensan que las diferencias cambian en funcion del tamafo de los
numeros. Piaget indica que la proporcionalidad supone la coordinacion de funciones,
pero la proporcionalidad implica la coordinacion de operaciones. La principal diferencia
entre funciones y operaciones es que las primeras no son reversibles.

Sigue un periodo de proporciones ldgicas, donde se comprende la relacion ente
los cuatro términos de una proporcion, y asi a/b = c¢/d implica que al aumentar a, se
debe disminuir d. El razonamiento proporcional se desarrolla desde una estrategia
compensatoria global, usualmente aditiva, a una estrategia proporcional organizada sin
generalizar a todos los casos hasta finalmente llegar a una regla.

En resumen, el periodo hasta alcanzar las estrategias multiplicativas es lento y
complejo, por lo que los profesores deben comprender que no se alcanza en un solo
curso. Comparar razones es un método avanzado y la capacidad de escoger estrategias
mas sencillas que den soluciones correctas no se alcanza hasta adquirido el

razonamiento proporcional.

2.5.5. Investigaciones de Noelting

Un trabajo que ha tenido una influencia especial en la investigacion posterior
sobre probabilidad es el de Noelting (1980a, 1980b), aunque el autor estaba
simplemente interesado en el razonamiento proporcional. Asociado al campo de la
probabilidad, Piaget e Inhelder (1951) estudiaron el concepto de razon y proporcion,
estableciendo tres estadios en el desarrollo de su razonamiento en problemas de
comparacion de probabilidades.

Adoptando las ideas de Piaget, surge el trabajo de Noelting (1980a, 1980b), el
cual no solo amplia las categorias de problemas de comparaciéon de razones
consideradas por Piaget e Inhelder (1951), sino que también agrega mas niveles para las
etapas establecidas por Piaget e Inhelder. Més concretamente, el autor busca extender

las etapas descritas por Piaget para la comparacion de probabilidades (que involucra un
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problema de comparacion de razones) al caso general.

En su trabajo planted un problema que consiste en la mezcla de cantidades de
dos componentes: agua y zumo de naranja. Disefid una prueba con 23 items a los que
posteriormente agregd otros dos y que resultaron de algunos experimentos previos.
Cada item consistié en la comparacion del sabor relativo a naranja de dos mezclas,
compuestas por zumo de naranja y agua. Cada mezcla se expres6 como un par ordenado
(a1,b1) y (az2,b2), donde el primer término corresponde al nimero de vasos de zumo de
naranja (a) y el segundo al numero de vasos de agua (b). A partir de la comparacion de
las dos mezclas se representan los dos tipos de elementos implicados en las fracciones a
comparar y se describen las estrategias de los nifios a diferentes edades.

Esta prueba se aplicé a una muestra de 321 sujetos, de 6 a 16 afios de edad,
tomando un grupo matemadticamente avanzado por nivel de escuelas primarias y
secundarias del mismo nivel socioeconémico en la ciudad de Quebec. La prueba se
aplico en forma grupal e individual. En el procedimiento grupal, cada estudiante estd en
su escritorio con un lapiz y una hoja de respuestas. El investigador coloca dos
recipientes con las letras A y B y al lado, vasitos de zumo de naranja y de agua. Luego
de preguntar si todos los nifios estdin de acuerdo, les pide completen el item
correspondiente en la hoja de respuestas; asi sucesivamente hasta completar la prueba.
El procedimiento individual fue el mismo, pero solo se aplicod a 18 nifios por edad entre
4y 9 afos.

A partir de las respuestas a los problemas involucrados y las estrategias
utilizadas para resolverlos se asignaron niveles operativos a cada etapa, siguiendo la
cronologia de desarrollo de Piaget. Noelting establece que las estrategias que
implicaban comparaciones entre términos eran de nivel Preoperacional o Intuitivo. Las
estrategias que implicaban la multiplicacion o division conjunta de términos y la
obtencion de clases de equivalencia se consideraron propias de las Operaciones
concretas, mientras que las estrategias en las que las comparaciones se realizan después
de reconstruir mentalmente equivalencias anteriores se asignaron al periodo de
Operaciones formales. Posteriormente, mediante una prueba con verdadero jugo de
naranja, se encontrdé una etapa Simbolica, donde aun no se construyen colecciones y
nimeros, y solo se comparan elementos.

Noelting no solo encontré constante el orden de las etapas sucesivas, sino que

obtuvo una justificacion para el paso de una etapa a la otra, pues en cada una solo
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ciertos problemas son significativos y conducen a un cambio en el esquema aplicado
para resolverlos. En la Tabla 2.5.1 se resumen algunas de las caracteristicas del estudio
de Noelting (1980a, 1980b), de acuerdo a la edad y niveles en problemas de
comparacion de fracciones.

Tabla 2.5.1. Etapas y niveles de problemas de comparacion de fracciones
segin Noelting (1980a, 1980b)

Etapas/Niveles Edad Ejemplo Caracteristicas
aproximada (a1, by)
(en afos)* vs (a2, by)

Se pueden resolver problemas que solo requieren

Simbolica 20 (3,0)vs (0.3) diferenciar los elementos.
Intuitivo inferior Se comparan los primeros términos “a” de las
(IA) 3.6 (L4 vs 2:4) razones, sin considerar los segundos términos “b”.

Cuando los primeros términos son iguales, se
comparan los segundos términos “b” de las
razones, comprendiendo que “b” es el reciproco
de “a”.

Se construye la razéon como un todo, considerando
sus relaciones internas. En la comparacion de

Intuitivo medio (IB) 6,4 (1,5) vs (1,3)

Intuitivo superior

(IC) 7.0 (1,35 vs (5.1) fracciones, se observa que la relacion de
desigualdad es inversa en cada fraccion.
Se compara el valor de una fraccion (a/b) con la
Operacional otra, a partir de una operacion multiplicativa
concreto inferior 8,1 (2,2) vs (3,3) aplicada a ambas fracciones. Con ello se introduce
(ITA) la idea de equivalencia entre las fracciones para el
caso de la unidad.
Operacional . Se establece la clase de equivalencia de fracciones
concreto superior 10,5 2,1)vs (4,2) . L .
(IIB) a cualquier razon diferente de la unidad.

Cuando dos de los cuatro términos a comparar son
multiplos se establecen relaciones de su cociente

12,2 (2,1) vs (4,3) con los otros dos términos. Por ejemplo, como 4
es el doble que 2 y 3 es mas del doble que 1,
entonces (2,1) > (4,3).

Operacional formal
inferior (I1TA)

Operacional formal
Superior (I1IB)
*50% de los sujetos

15,1 (2,3) vs (3,7) Se logra comparar cualquier tipo de fraccion.

Noelting encontrd que el paso del nivel IC al ITA implica la diferenciacion y
combinacion no solo de la razon entre los términos dentro de una misma fraccion (por
ejemplo: a; y bi) sino también de la razén entre los términos de una fraccion y los de
otra (por ejemplo: a; y az). Para comparar razones dentro de cada fraccion se utilizan los
dos cocientes (ai:b1 y ax:bz); para comparar razones que correspondan a dos fracciones
se utilizan los términos de una fraccion dividiendo por los de otra (ai:a2 y bi:b2). Para
tener en cuenta esta distincion, define dos estrategias generales en cada etapa:
estrategias “entre”, cuando se comparan los términos de una fraccion con los de otra y
estrategias “intro” si se comparan los términos de cada fraccidon para establecer una

razon y luego esta razon se compara con la razon correspondiente a la fraccion restante.
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En la Tabla 2.5.2 se resumen las principales estrategias empleadas en la
resolucion de problemas de comparacion de fracciones, segin los niveles de
razonamiento proporcional establecidos por Noelting (1980a, 1980b).

Tabla 2.5.2. Estrategias de resolucion de problemas en cada etapa
segin Noelting (1980a, 1980b)

Etapas/Niveles Ejemplo Estrategias “Entre” Estrategias “Intro”
(a1,b1) VS (ag,bz)

Simbdlico (3,0) vs (0,3) Comparacion cualitativa de elementos

IA. Intuitivo 24)vs(1,4) Sia;>a >

inferior (a1,b1)>(az,by).

IB. Intuitivo (1,5 vs (1,3) Sia=a,yb;>by>

medio (a1,b1)<(az,by).

IC. Iqtu1t1v0 (1,5 vs (5,1) Si a1< a2y bi>bs > (a1,b1)<(azby)

superior

IIA. Operacional ~ (2,2)va(3,3) Sia;=b;ya=b, > . _ _ ~

concreto inferior (a1,b1)=(az,b2) Sia/bi=a/b>=1/1 = (anbi)=(az,b2)

IIB. Operacion.al 2,1)vs(4,2) Si m/n(_al,b1)=(az,b2) > Si a1/br_as/bs > (arby)=(a2,bs).

concreto superior (a1, b1)=(az,b).

IITA. Operacional ~ (2,1) vs (4,3) Siai/bi=2y ay/b,=1+1/ b, > (a1,b1)>(az,bz)

formal inferior Simbi=by, y ma;>a; 2> Siai/bi=2y ay/b,=1+c/b, con c<b, >

(a1,b1)>(az,b2) (a1,b1)>(az,bo)
Si a;/bi=1+1/b; y az/b;=1+1/ bs con b> b,
= (a1,b1)>(az,b2)

100(a; + br)=x%
100(as + ba)= y%
Si x%>y% = (a1,b1)>(az,bz)

IIB. Operacional ~ (2,3) vs (3,7) a;tbi=¢g

formal superior axtbo=h
Si (gaz,gh) < (ha;,hg) >
(a1,b1)>(a2,b2)

El autor indica que estas etapas corresponden a nuevos razonamientos que
involucran nuevas estrategias puestas en practica por los sujetos para la resolucion de
problemas mas complejos. Sefiala que hay dos periodos en el desarrollo del
razonamiento proporcional: el primero caracterizado por estrategias que se basan en
comparar en valor absoluto términos, como en los niveles 1A, IB e IC, y el segundo
donde las estrategias conducen a la construccion de un par ordenado (etapa IIA) o pares
ordenados (niveles IIA, IIB, IIIA y IIIB). Por otro lado, el autor sugiere que la
estructura de un problema de comparacién de proporciones incluye cuatro relaciones,
dos razones ‘“entre” (primeros o segundos términos) y dos razones “intro” (primer y
segundo términos de cada razon), lo que permite determinar la estructura comun de los
items de cada etapa.

Ademas, tanto por la estructura del item como de la estrategia de resolucion, se
puede determinar que los niveles estan integrados entre si (cada nivel es una forma
particular del siguiente). Asi, las caracteristicas de las estrategias en cada nivel son las

siguientes:
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Nivel 0: Simbdlico, estd formado por problemas que se pueden resolver simplemente
diferenciando los dos elementos en cada conjunto a comparar.

Nivel IA: Intuitivo inferior, la estrategia que se aplica es la comparacion de los
primeros términos (a1 y a2) sin tener en cuenta los segundos (b; y b).

Nivel IB: Intuitivo medio, con estructura {ai;= az; b1> bz}, por ejemplo, (1,5) vs (1,3).
Primero se comparan los primeros términos y al encontrarlos iguales (ai=az), se
comparan los segundos términos (b1 y b2), que se perciben como reciprocos de los
primeros. Asi, la estrategia del nivel IA se incluye en la del IB.

Nivel IC: Intuitivo superior, con estructura {ai<az; bi>bz}; por ejemplo, (1,5) vs
(5,1), donde es necesario utilizar relaciones “intro” para llegar a una conclusién
correcta. Se constituye la razén y se comparan las dos relaciones internas que se
perciben como complementarias. El sujeto primeramente utiliza relaciones “entre”,
pero no le dan la solucidon, aunque esto indica que los niveles anteriores estan
incluidos en este.

Nivel II4: Operacional concreta inferior, con estructura {a;=bi; a>=b,}, por ejemplo,
(2,2) vs (3,3), que se caracteriza por la clase de equivalencia de la unidad. En el nivel
ITA se integra la relacion interna entre los términos de la fraccion, las cuatro
relaciones entre términos deben tenerse en cuenta y surge la necesidad de emplear la
multiplicacion. Por lo tanto, las comparaciones a partir del nivel IIA no se pueden
hacer solo entre los términos, sino que se ha de operar con ellos. Aunque la
estrategia del nivel IC se incluye en la del estadio IIA, esta ultima parece ser el
cierre de un periodo y el comienzo de uno nuevo.

Nivel IIB: Operacional concreta superior, con estructura {ai/bi=a>/b2}, por ejemplo,
(2,1) vs (4,2) o clase de equivalencia de la fraccion, en general. Siendo el cociente (1,
1) un caso especial del cociente general (k, k), la estrategia del nivel IIA se incluye
en la del IIB. La diferencia al pasar del IIA al IIB es la independencia del primer y
segundo término dentro de la clase de equivalencia.

Nivel IIIA: Operacional formal inferior, con estructura {mb;=b,, ma;>a,}, por
ejemplo, (2,1) vs (4,3). Aqui surge un salto hacia una estrategia completamente
nueva para resolver el problema, que implica, por primera vez, la combinacion de
dos sistemas operativos: multiplicacion y suma. El sujeto primero procede a
construir, a través de la multiplicacién, una razon equivalente basada en la relacion

multiple encontrada, luego compara las dos razones con los mismos primeros
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términos a través de una operacion aditiva. Siguiendo esto, la estrategia del nivel 11B
podria ser un caso particular de la del nivel IITIA (a un nivel primitivo).

e Nivel IIIB: Operacional formal superior, donde se comparan fracciones
cualesquiera, por ejemplo, ya para el nivel I1IB, en la estructura no se encuentra una
relacion multiple entre términos; por lo tanto, la estrategia implica un doble proceso
de “co-multiplicacion”, generando clases de equivalencia a partir de cada razon, con
una comparacion aditiva adicional de los primeros términos siguientes. Aqui se
establece el algoritmo de suma de razones y fracciones como etapa final del periodo.
Como la estructura del nivel IIIA todavia posee una relacion multiple entre
términos, IIIA es un caso especial de la estructura del nivel IIIB y, por lo tanto, se

incluye en esta estructura general final del razonamiento de proporciones.

Por ultimo, Noelting (1980a, 1980b) concluye que los cambios en el desarrollo
del razonamiento proporcional son de dos tipos: (i) cambios cualitativos o estructurales
entre etapas, correspondientes al inicio de nuevas estrategias, y que requieren una
“comprension” previa de los nuevos datos a través de la reestructuracion de la estrategia
anterior, y (ii) cambios cuantitativos dentro de una etapa, lo que lleva a una mayor
consolidacion de una estrategia a medida que se “ejercita” o se aplica a cantidades

variables de datos.

2.5.6. Otros antecedentes

Son muchos los trabajos de evaluacion de diferentes componentes del
razonamiento proporcional de los estudiantes. Estos trabajos utilizan diferentes tareas y
edades; por ejemplo, la comparacién de fracciones (Gomez y Dartnel, 2019) por 502
nifios de 6° a 8° de EGB en Chile. Los autores sefialan el sesgo del numero natural,
consistente en considerar mayor la fraccion con nimeros mayores (ver también
Gonzalez-Forte et al., 2022).

Algunos autores indican que los nifios pueden razonar proporcionalmente antes
del periodo de operaciones formales (He et al., 2018). Asi, Vanluydt et al. (2022a)
proponen, a 315 nifios de 5 a 8 afios, problemas proporcionales de reparto equitativo,
observando un inicio de este razonamiento en los nifios de 8 afios. También indica que
algunos nifios tienen una preferencia por relaciones aditivas y otros por multiplicativas,

mientras otros son inconsistentes. Los que muestran preferencia por uno de estos tipos
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de relaciones tienen mas éxito en problemas elementales de razonamiento proporcional

(Vanluydt et al., 2022b).

Boyer y Levine (2015) utilizaron problemas de mezcla similares a los de este
estudio con nifios de 8 y 10 afios que tuvieron mucha dificultad porque las unidades
utilizadas (vasos de zumo y de agua) son discretas, y mostraron tendencia a comparar
las cantidades aditivamente y no proporcionalmente. He et al. (2018) también emplean
problemas de mezclas con 30 nifios de 5 y 6 afios, representando las mezclas mediante
rectangulos coloreados de la misma base y diferente altura. Concluyeron que algunos de
los nifios eran capaces de reconocer la proporcionalidad cuando las fracciones a
comparar eran equivalentes.

Otros trabajos sobre razonamiento proporcional con cuestionarios mas generales,
no centrados en los problemas de comparacion de fracciones, son los de Butto et al.
(2021) con 109 estudiantes de 4° y 5° grados de primaria y 1° grado de secundaria; y el
de Fernandez y Llinares (2011) con 755 estudiantes con problemas aditivos y
proporcionales, estos ultimos con cantidades discretas o continuas.

El estudio més relacionado con este trabajo es el de Pérez Echeverria et al. (1986),
quienes propusieron 10 problemas de comparacion de proporciones, similares a los que
utilizamos en este trabajo, a 20 estudiantes de 12 afios y 20 estudiantes de 17-18 afios,
que clasificaron en cuatro niveles de dificultad, de acuerdo a la estrategia de resolucion
necesaria:

. Nivel 1: Problemas donde el numerador o denominador de cada razon es igual y se
puede resolver sin formar las razones.

. Nivel 2: Hay proporcionalidad entre los numeradores y denominadores de cada
razén o entre los dos numeradores y los dos denominadores, es decir, se trabaja
con fracciones equivalentes. Se resuelven estableciendo una correspondencia entre
dos términos del problema y comparandola con los otros dos términos.

e Nivel 3: Problemas que presentan proporcionalidad s6lo entre los numeradores o
entre los denominadores de las razones. También se resuelven por
correspondencia.

e  Nivel 4: No existe relacion alguna de proporcionalidad entre los cuatro miembros.

Requieren comparacion de fracciones.
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Soélo el 12% de los sujetos de su muestra usaron la comparacion multiplicativa
en las tareas. Ademas, sujetos que habian usado una estrategia proporcional para
resolver problemas de nivel 2 o 3 volvian a las estrategias aditivas o de comparacion de
cantidades absolutas para resolver los de nivel 4. También hubo mayor uso de
estrategias de correspondencia en los estudiantes de mas edad (50%).

Los trabajos realizados con nifos espaioles han utilizado unicamente muestras
pequenias y no todas las edades en que se supone que se lleva a cabo el desarrollo
evolutivo del concepto y muchos han utilizado cuestionarios centrados en tareas
diferentes a la comparacion de razones. Para complementar estos trabajos, analizamos el
razonamiento proporcional en este tipo de tareas de nifios espafioles desde los 11 a los

16 afios y los comparamos con otros nifios costarricenses de la misma edad.

2.6. DESARROLLO DEL RAZONAMIENTO SOBRE COMPARACION DE

PROBABILIDADES

En esta seccion se presenta una sintesis de los principales resultados de
investigaciones sobre la capacidad de los nifios para comparar probabilidades. Se
concretan algunos resultados de investigaciones que se describieron en la Seccion 2.4.5,
con el interés de determinar lo que son capaces de realizar los estudiantes en sus
diferentes etapas de desarrollo y los factores que influyen en dichas etapas, que seran
fundamento para la parte empirica del presente estudio. Se inicia describiendo las etapas
de desarrollo determinadas por Piaget e Inhelder (1951) y Fischbein (1975), por tratarse
de investigaciones que influenciaron estudios posteriores sobre el tema (Jones y
Thornton, 2005), y se continua puntualizando estudios sobre la influencia del
razonamiento proporcional en la comparacion de probabilidades, estrategias mas

destacadas, asi como otros temas tratados en la parte empirica de la tesis.

2.6.1. Etapas de desarrollo en la comparacion de probabilidades segun Piaget e
Inhelder

El razonamiento de los nifios en la comparacion de probabilidades se analiza por
Piaget e Inhelder (1951) mediante la experimentacion con fichas de color blanco,
algunas con una cruz en su reverso. En la Seccion 2.3.1 se describen los supuestos

generales de la teoria de Piaget, que se aplican en este contexto particular y permiten a
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los autores organizar las etapas de desarrollo en tres niveles (preoperacional,
operaciones concretas y abstractas), algunos subdivididos en varias subetapas.

Sus experiencias consistieron en dividir las fichas en dos grupos con
composiciones distintas; sea la notacion (a, b), donde “a” representaria el nimero de
fichas con una cruz en una de sus caras (casos favorables) y el segundo niimero “b” el
numero de fichas sin cruz (casos desfavorables). Se pedia a los nifios decidir en cudl de
las dos agrupaciones (cuya composicion se mostraba inicialmente) seria mas facil
obtener una cruz al tomar una de las fichas con los ojos cerrados.

Se propuso a los nifios tareas de diferente dificultad, teniendo en cuenta la
composicion (ai,b1) y (az,bz) de los dos grupos de fichas que debian comparar:

e Doble imposibilidad: cuando ninguno de los dos grupos tiene cruces, a;= ax=0.

e Doble certeza: todas las fichas tienen cruces, bi= b>=0.

o Certeza-imposibilidad: cuando a;=b,=0 o cuando bi=a,=0. Es decir, en un grupo
es seguro obtener una cruz y en el otro imposible.

e Posibilidad-certeza o Posibilidad-imposibilidad: cuando en uno de los casos es
seguro obtener la cruz o imposible que el resultado sea cruz.

o Composiciones idénticas en las dos urnas: aj=a; y bi=b,. Por tanto, se trata de
equiprobabilidad.

e Proporcionalidad de las composiciones: ai= k-az y bi= kb2, con k € N. Sigue
habiendo equiprobabilidad, pero es menos evidente y requiere un inicio de
razonamiento proporcional por parte de los nifios.

o Desigualdad de casos favorables e igualdad de posibles: aj#a> y ai+b; = ax+bo.

o Joualdad de casos favorables y desigualdad de posibles: ai=a; y bi#ba.

e Desigualdad, tanto de casos favorables como de posibles: ai#a; y bi# ba.

Las conclusiones obtenidas se describen a continuacion, organizadas segun las
etapas | (Pre-operacional), II (operaciones concretas) y III (operaciones abstractas), que
los autores dividen en varias subetapas.

El estadio I se caracteriza porque solo se opera con una de las variables en cada
agrupacion a comparar. Piaget e Inhelder (1951) concluyeron que en el estadio IA los
nifos dan una respuesta aleatoria al problema. Sin embargo, a pesar de la ausencia de
capacidad de comparacidn logico-aritmética, pueden encontrar la respuesta correcta en

composiciones como (0,2) y (0,3); (0,3) y (2,0); (0,3) y (1,3); o bien (3,0) y (2,0), donde
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al menos una de las agrupaciones presenta imposibilidad o certeza. Ademas, el nifio
solo considera los casos favorables, sin tomar en cuenta el total de casos posibles.

En el estadio IB se resuelven situaciones de comparacion de probabilidades que
dependen de una sola variable (consideran solo dos de los cuatro datos implicados),
pero sus valoraciones siguen siendo intuitivas. De forma progresiva, desarrollan la
comprension de que el numero de casos favorables estd asociado con la probabilidad.
Algunas veces, el sujeto razona a partir del término constante en las dos colecciones,
por ejemplo (2,3) y (1,3) y no considera el variable, lo que le conduce a errores
sistematicos.

La etapa II se caracteriza por el uso de los cuatro términos, pero en forma aditiva,
sin tener en cuenta las proporciones. En el estadio IIA los conceptos de fraccion y
proporcién aun no estan presentes. Sin embargo, el nifio es capaz de comprender las
primeras operaciones logico-aritméticas, y esto le ayuda a tener un mayor éxito en
problemas de una variable, realizando comparaciones aditivas, pero falla en los
problemas que requieren comparar dos cocientes. Ya en el estadio IIB, el nifio resuelve
problemas sencillos de proporcionalidad de forma empirica (comparaciones aditivas
entre los casos favorables y desfavorables, es decir, elige el grupo con mayor diferencia
entre casos favorables y desfavorables), aunque estas estrategias no son validas en
problemas mas complejos.

Finalmente, Piaget e Inhelder (1951) establecen que hasta alcanzar el tercer
estadio de operaciones formales (III) el nifio no construye las nociones probabilisticas
fundamentales, y logra incluir las partes en el todo. Esto le permite cuantificar
probabilidades mediante un conjunto de relaciones multiplicativas (calculo de

fracciones o correspondencia de nimero de casos favorables y desfavorables en los dos

grupos).

2.6.2. Etapas de desarrollo segun Fischbein

Por otro lado, Fischbein (1975) también propuso un nuevo modelo de etapas de
desarrollo de razonamiento probabilistico que tiene en cuenta la intuicion del azar, la
comparacion de probabilidades, operaciones combinatorias y el efecto de la instruccion
y que se resume en la Tabla 2.6.1, adaptada de una similar presentada en Jones y

Thornton (2005, p.73).
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Tabla 2.6.1. Caracteristicas del razonamiento probabilistico seglin Fischbein (1975) en
diferentes etapas de desarrollo

Etapa de Intuicion del azar Comparaciéon de  Operaciones Efecto de la
desarrollo posibilidades combinatorias instruccion
I. Preescolar ~ Algun sentido de la A vecesbasala  Comienza a La instruccion tiene
(hasta 7 afios) imprevisibilidad. comparacion en  enumerar con un efecto minimo
Adapta las predicciones en la estimacion de  materiales
respuesta a la frecuenciade  posibilidades. concretos.
resultados.
1I. El azar se convierte en una Hace Establece Es sensible a la
Operaciones  estructura conceptual comparaciones  procedimientos  instruccioén en
concretas (7 a organizada. intuitivas de simples de estrategias de
12) Forma creencias erroneas. probabilidades en enumeraciona  comparacion.
situaciones través de ensayo Razonamiento
elementales. y error. proporcional
incompleto.
1. El desarrollo de un La comparacion  Los Receptivo a la
Operaciones  razonamiento mas abstracto  de probabilidades procedimientos  instruccion que
formales (a conduce a un concepto mas  se vuelve mas sistematicos aun conduce a la
partir de 12)  completo de probabilidad. sofisticada. no estan construccion de
An puede buscar completamente  probabilidades.
dependencias causales. desarrollados.

Sensible al refuerzo en la
prediccion.

Las principales diferencias con el modelo de Piaget e Inhelder (1951) es que
Fischbein considera el efecto de la instruccion a partir de los 7-8 afios, pues Piaget
suponia que el nifio de estas edades no tenia capacidad para concebir el azar y la
probabilidad. Fischbein, por el contrario, realizd experimentos de ensefianza con
materiales concretos y mostrd que esta posibilidad existe y el nifio es capaz de aprender
con una instruccion sistematica.

En varios experimentos, Fischbein continlia sus estudios sobre la intuicion
probabilistica. Fischbein et al. (1967) utilizan representaciones graficas de canales por
los cuales se deja caer una bola, preguntando a los nifios en cual de varios posibles
puntos de salida habra mayor posibilidad de que caiga la bola. Encuentran peores
resultados en los nifios de 10-12 anos que en los de menor edad, pues buscan

explicaciones de tipo mecanico y principios fisicos para asignar probabilidades.

2.6.3. Investigaciones posteriores

Otros autores continuaron las investigaciones de Piaget e Inhelder para analizar el
desarrollo del nifio y determinar la forma en que el concepto de probabilidad se adquiere
progresivamente de acuerdo a su avance cognitivo.

Yost et al. (1962) se interesaron por analizar el razonamiento probabilistico en los
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nifios de preescolar, cambiando ligeramente el método experimental de Piaget, pues les
dieron urnas transparentes con fichas de dos colores en diferente composicion. Sugieren
que a partir de los 4 anos los niflos tienen intuiciones sobre la probabilidad y esta
intuicion mejora con la edad. Goldberg (1966) repite la investigacion anterior y muestra
que los nifos tienen mas dificultad cuando el numero de casos favorables en las dos
urnas es igual y el nimero de casos desfavorables es diferente, que en el caso contrario.
Davies (1965) repite el estudio de Yost et al. (1962) con nifios de 3 a 9 afios,
confirmando que hay un progreso en el razonamiento con la edad.

Uno de los principales estudios fue el de Green (1982), quien pas6 un cuestionario
a una gran muestra (mas de 3000 nifios ingleses entre 11 y 16 afos) donde replica en
version papel y lapiz algunos experimentos de Piaget. Su finalidad fue determinar la
etapa de desarrollo en la teoria de Piaget e Inhelder (que el autor denomina nivel de
razonamiento probabilistico) de los sujetos de su muestra. Los contextos son variados,
tanto comparacion de probabilidades en urnas o ruletas, como estimacion de la
probabilidad en experimentos compuestos o decidir si un juego es o no equitativo.
Encuentra un mayor nivel medio en los nifios, frente a las nifias, y correlacion entre el
nivel de razonamiento probabilistico con una medida de la aptitud en matematicas.
También observd que son pocos los estudiantes del ultimo curso de su muestra (15-16
afios) que logran en nivel III, de operaciones formales, descrito por Piaget e Inhelder
(1951).

La investigacion de Green fue replicada por Caiizares (1997) con 320 nifios
espanoles de 10 a 14 afios. Obtuvo, en general, mejores resultados que este autor, ya que
los nifios espafioles de 13 y 14 afios se situan, en promedio, a un nivel cercano al II,
mientras que en la investigacion de Green, apenas superan el primer nivel descrito por
Piaget e Inhelder a esta edad. Sin embargo, por ser la muestra mucho mas pequefia que
la de los nifios ingleses no quiso hacer generalizaciones.

Los dos autores notan una mejora con la edad, tanto en el nivel de razonamiento,
como en la mayor parte de las intuiciones de los alumnos; sin embargo, encuentran
algunas dificultades. Entre las intuiciones correctas de los nifios, Canizares (1997)
destaca la impredecibilidad en los experimentos aleatorios, la capacidad de comparacion
de probabilidades en casos sencillos, y resolucion de algunos problemas de probabilidad
condicional. Sin embargo, también encontrd que el calculo de probabilidades en

experimentos compuestos y la interpretacion de diagramas en arbol resultaron

81



excesivamente dificiles para los estudiantes de la muestra. Ademas, Caiizares sugiere
que el nivel de razonamiento probabilistico no explica todas las posibles respuestas y
estrategias de los estudiantes en los problemas de probabilidad.

Una investigacion reciente es la de Gong y He (2017) con 906 estudiantes chinos
de 6 a 14 afios de edad. Los autores aplicaron un cuestionario con tareas relacionadas
con la aleatoriedad, distribucién de probabilidad, comparacion cualitativa de la
probabilidad, y su representacion numérica, con especial atencion en las fracciones. Los
autores proponen un modelo con cinco etapas de desarrollo del razonamiento
probabilistico de los nifios. En la etapa I (6 a 7 aios) los estudiantes comprenden ideas
basicas de la nocidon de aleatoriedad y adquieren conocimientos preliminares sobre la
distribucion 'y comparacion cualitativa de probabilidades, asi como en las
representaciones numéricas de la probabilidad. En la etapa II (8 a 9 afios) se adquieren
rapidamente conceptos de probabilidad (aleatoriedad, distribucion y comparacion
cualitativa de probabilidades) y su representacion numérica, aunque de manera
preliminar mediante fraccion. En la etapa III (alrededor de los 10 afos) los estudiantes
dominan la aleatoriedad, comprenden la distribucion y la comparacion cualitativa de
probabilidades, e incluso las representan mediante fracciones; mientras que en la etapa
IV (11-12 afnos) dominan también la comparacion cualitativa de probabilidades, pero no
hay mayor avance en la compresion de la distribucion de probabilidad y manejo de
fracciones. Por ultimo, en la fase final (13-14 afios) los estudiantes no mejoran su
razonamiento probabilistico e incluso algunos pueden experimentar un retroceso. Los
autores no encontraron una diferencia significativa en el nivel cognitivo entre los
estudiantes de 13-14 y los de 10-11 afios, en lo que respecta a las tareas propuestas. Por

tanto, el razonamiento probabilistico estuvo aproximadamente en el mismo nivel.

2.6.4. Razonamiento proporcional y comparacion de probabilidades

Una preocupacion de las investigaciones sobre el razonamiento probabilistico de
los nifios ha sido analizar si existe alguna diferencia con el razonamiento proporcional
0, por el contrario, una vez adquirido éste, los nifios automaticamente pueden resolver
con éxito los problemas de comparacion de probabilidades. Por otro lado, también ha
interesado determinar el modo en que los nifios resuelven estos problemas y los factores
que afectan la dificultad de las tareas. Entre estas investigaciones encontramos las de

Hoeman y Ross (1975) y Falk et al. (1980) citadas en las secciones previas.
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Estos resultados fueron posteriormente corroborados en otras investigaciones
como las de Karplus et al. (1983a, 1983b), quienes describen dos tipos basicos de
estrategias en la comparacion de fracciones: aditivas (comparar la diferencia de
numeradores o denominadores o bien la diferencia entre numerador y denominador de
cada fraccion) y proporcionales, donde se comparan algunas de las razones involucradas
en el problema.

Fischbein y Gazit (1984), interesados por el razonamiento probabilistico,
realizaron un experimento de ensefianza con 285 estudiantes de 10 a 13 afos de edad,
para introducir los conceptos de suceso seguro, posible e imposible, posibilidades,
probabilidad y frecuencia relativa, recuento de resultados y célculo de probabilidades.
También tuvieron un grupo control de 305 estudiantes. Por medio de cuestionarios, se
trat6 de evaluar el efecto de la instruccion sobre los juicios de probabilidad de los nifios,
indicando que, en general, las preguntas fueron muy dificiles para los nifios de 10-11
aflos, pero asequibles para el resto, en particular, para los que tuvieron instruccion.

Sin embargo, la instruccion no tuvo influencia en el razonamiento proporcional de
los participantes, encontrando, incluso, un efecto negativo. Los autores concluyeron que
el razonamiento proporcional y probabilistico corresponden a esquemas mentales
distintos, aunque puedan compartir el mismo origen, a un nivel intuitivo muy basico.
Cafiizares (1997) afiade que, aunque el calculo de probabilidades pueda necesitar en
algunas tareas un célculo de proporciones, la comprension del concepto de probabilidad
no implica la comprension formal de la proporcionalidad.

Singer y Resnick (1992) examinan las representaciones que usan una muestra de
nifios que todavia no han alcanzado el razonamiento proporcional en tareas de
comparacion de razones y probabilidades. Sugieren que en estos problemas intervienen
tres datos: la cantidad total y las dos partes en que se divide. Estas cantidades pueden
visualizarse mediante una relacion parte-todo o mediante una relacidon parte-parte. Los
autores observan que el tipo de representacion elegida depende del contexto del
problema. Cuando se comparan dos cantidades semejantes (que se miden de la misma
forma) y forman parte de un conjunto comun, se moviliza el esquema parte-parte (por
ejemplo, en los problemas de urnas con dos tipos de bolas). En el caso de la ruleta se
visualiza usualmente una relacion parte- todo.

Estos autores llevan a cabo una investigacion con 15 estudiantes de 12 a 14 afios a

los que proponen un cuestionario con 15 problemas de comparaciéon de urnas, sin
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dibujarlas y tienen en cuenta si se les da toda la informacion o solo una parte (por

ejemplo, el total y el nimero de bolas negras). También consideran los siguientes tipos

de cantidades:

e FEl] total de bolas en las dos urnas es el mismo, cambiando el numero de favorables.

e [gual niumero de casos favorables o igual nimero de casos desfavorables.

e Todas las cantidades son diferentes y la urna mas probable es la que tiene mas casos
favorables.

e Todas las cantidades son diferentes y la urna mas probable es la que tiene mas casos

desfavorables.

Singer y Resnick (1992) comprueban que los problemas con el mismo nimero
total de bolas son mas sencillos y encontraron las siguientes estrategias: comparar el
nimero total de bolas; comparar las favorables; comparar las desfavorables;
comparaciones aditivas y compensacion (coger la urna con mas casos favorables y
menos desfavorables). Clasifican a los estudiantes en tres tipos:

e No relacionales: eligen siempre la urna con mas casos favorables, sin tener en
cuenta el resto de datos.

o  Semi relacionales: se basan siempre en un tipo de bolas (favorables o
desfavorables), pero depende de cudl les da mas informacion.

° Relacionales: utilizan todos los datos.

Por su parte, Pérez Echeverria et al. (1986) disefiaron dos pruebas que fueron
aplicadas a 20 estudiantes de 8° de Educacion General Basica (12 afos) y 20 de 3° de
Bachillerato Unificado Polivalente (17-18 afios), todos ellos escolarizados en centros
estatales de Madrid. Adaptaron la prueba de Noelting (1980a; 1980b) y las tareas de
comparacion de probabilidades disefiadas por Piaget e Inhelder (1951), y encontraron
cuatro niveles de dificultad para problemas en probabilidad (Tabla 2.6.2), de acuerdo a
la estrategia de resolucidon necesaria, como se describe a continuacion:

o Nivel 1: Problemas donde la cantidad de casos favorables o la cantidad de casos
desfavorables es la misma y se puede resolver comparando valores absolutos sin
formar las razones. Es decir, se pueden resolver los problemas comparando
cantidades absolutas (nimero de casos favorables o posibles para los problemas de

probabilidad). Distinguen tres casos dependiendo de si los numeradores en cada
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fraccion son iguales; si son iguales solo los numeradores o solo los
denominadores.

Nivel 2: Problemas donde existe proporcionalidad entre los casos favorables y
desfavorables de ambas agrupaciones o entre casos favorables y desfavorables de
cada agrupacion (relacion de equivalencia); es decir, se trabaja con fracciones
equivalentes. Estos problemas se resuelven estableciendo una correspondencia
entre dos términos del problema y luego se compara la relacion entre los otros dos
términos con esta correspondencia. Diferencian dos tipos: a) en el primero se ve
claramente la proporcionalidad porque los numeradores y denominadores de las
fracciones son multiples; b) en el segundo caso, ademads, son también multiplos los
numeradores y denominadores da cada fraccion.

Nivel 3: Problemas que presentan proporcionalidad solo entre los casos favorables
de ambas agrupaciones o so6lo entre los casos desfavorables, o bien entre casos
favorables y desfavorables de una sola agrupacion (no hay relacion de
equivalencia). Los de nivel 2 y 3 requieren establecer una razéon de
correspondencia entre dos miembros de las fracciones, comparando los otros con
esta razon. Esta estrategia da la solucion correcta en los problemas de nivel 2 y
una solucién aproximada en los de nivel 3.

Nivel 4: Problemas donde no existe relacion alguna de proporcionalidad entre los

cuatro miembros. Los de nivel 4 requieren comparacion de fracciones.

Tabla 2.6.2. Niveles de dificultad de las tareas propuestas por Pérez Echeverria (1986).

Nivel dificultad Proporcion  Criterio dificultad Estrategia
1 2/2 vs 5/5 Equivalencia unidad Correspondencia 1
1 2/5 vs 3/5 Cuantificacion magnitudes  Aditiva
1 1/3 vs 1/4 Cuantificacion magnitudes Aditiva
2 2/4 vs 3/6 Equivalencia intro Correspondencia 2
2 3/4 vs 6/8 Equivalencia entre Correspondencia 2
3 7/9 vs 2/3 Rel. denominadores Correspondencia 3
3 2/7 vs 1/5 Rel. numeradores Correspondencia 3
3 3/7 vs 4/8 Rel. intra Correspondencia 3
4 7/5 vs 5/3 No relacion Proporcion
4 8/5 vs 7/4 No relacién Proporcién

Caiiizares y Batanero (1997) trataron de comprobar si hay coincidencia entre el

nivel de razonamiento proporcional y el éxito en tareas probabilisticas de un nivel

proporcional dado. Para ello propusieron una serie de tareas de comparacion de

probabilidades en urnas a una muestra de 134 nifios espafioles de 10 a 14 afios, variando

las fracciones implicadas y teniendo en cuenta diferentes etapas de desarrollo segiin

Noelting (1980a; 1980b). En algunos de los items incluyeron como distractores sesgos
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comunes en los nifios, por ejemplo, que, si juegan dos nifios el mismo juego, el de
mayor edad o el primero que juega tiene mayor probabilidad de ganar. Aunque
encontraron relacion entre los dos tipos de razonamiento, encontraron mayor dificultad
en los items que incluian estos distractores y una tendencia a enfocarse en los casos

favorables.

2.6.5. Estrategias de comparacion de probabilidades

En todas las investigaciones resumidas en los apartados anteriores se ha tratado de
describir las estrategias de los nifios para comparar probabilidades a distintas edades,
algunas de las cuales se pueden relacionar con las utilizadas en la comparacién de
fracciones.

Piaget e Inhelder (1951) asumieron que los nifios primero tratan de comparar los
casos posibles, es decir, el nimero total de posibilidades en cada situacion a comparar vy,
a igualdad de casos posibles, centran su atencion en la comparacion de los casos
favorables. Sin embargo, Cafiizares y Batanero (1997) observaron que los nifios de su
estudio prefirieron comparar los casos favorables y no los posibles. La explicacion que
dan las autoras es que las tareas propuestas por Piaget e Inhelder (un solo conjunto de
fichas marcadas o no en su revés) favorecen la percepcion del nifio del conjunto de
fichas empleadas como un todo, y no como la unioén de dos partes (casos favorables y
desfavorables), que fue mas claro en las tareas propuestas por las autoras (dos urnas,
cada una con fichas de dos colores).

De acuerdo a Piaget e Inhelder (1951), las estrategias de una sola variable, es
decir, aquellas en que los nifos s6lo usan los casos favorables o desfavorables, son
representativas de la etapa preoperacional. Estas estrategias pueden generar tanto
respuestas correctas como repuestas incorrectas; por ejemplo, si los dos conjuntos a
comparar tienen igual nimero de casos favorables, la comparacion de estos da una
respuesta correcta, pero si el nimero de casos desfavorables es diferente, puede dar un
resultado incorrecto.

En el caso de las estrategias de dos variables, los nifios usan los cuatro datos del
problema (casos favorables y desfavorables en cada una de dos colecciones) y se
distinguen tres tipos: el primero consiste en comparar los cuatro datos con operaciones
aditivas, por ejemplo, restando los casos favorables y desfavorables en cada grupo y es

caracteristica del periodo de operaciones concretas. En la segunda y tercera estrategias
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se realizan comparaciones multiplicativas y se alcanzan hasta la etapa de operaciones

formales, aunque la segunda, que consiste en establecer una razon sencilla (como 1/3)

para comparar con la razon de casos favorables y desfavorables en cada conjunto, puede

utilizarse en los casos de composiciones proporcionales, durante la etapa anterior.

Pérez Echeverria et al. (1986) obtuvieron cuatro tipos de estrategias utilizadas por
los sujetos, donde las estrategias a y b permiten resolver tareas del nivel de
razonamiento 1 en su clasificacion, la ¢ es valida para tareas de los niveles 2y 3,y la d
para tareas propias a la etapa de operaciones formales (nivel 4):

a. Comparar valores absolutos. Utilizada para resolver los problemas de nivel 1.

b. Comparacion aditiva de las dos agrupaciones. Se busca la soluciéon comparando los
miembros de cada agrupacién por medio de sumas y restas. Pueden resolver los
problemas de nivel 1.

c. Estrategia de correspondencia. Consiste en establecer un criterio de
proporcionalidad en una agrupacion, por ejemplo, que hay doble de casos favorables
que desfavorables y compararlo con la otra (si la relacion es menor o mayor que el
doble). Pueden resolver los problemas de nivel 2 y a veces algunos de nivel 3.

d. Comparacion multiplicativa entre los datos de cada agrupacion (casos favorables y

desfavorables en cada grupo). Pueden resolver todos los problemas.

Los autores indican que solo el 12% de los sujetos usaban la comparacion
multiplicativa en las tareas de proporcion y menos del 10% en las de probabilidad,
realizando en vez de esto comparaciones aditivas. Por otro lado, sujetos que habian
usado una estrategia proporcional para resolver problemas de nivel 2 o 3, volvian a las
estrategias aditivas o de comparacion de cantidades absolutas para resolver los
problemas de nivel 4. También sugieren que los problemas proporcionales son mas
sencillos que los probabilisticos (Pérez Echeverria et al., 1986).

Corral (2014) plantea a 30 estudiantes de 8° de EGB (13-14 afios) 11 tareas de
probabilidad, segiin el nivel de desarrollo progresivo de Noelting (1980a, 1980b),
dividiendo los estadios IIB hasta IIIB en actuacion formal, el estadio IIIA en actuacion
preformal y los estadios IIA y IIB en actuacion no formal. Eligieron 20 sujetos que no
habian llegado a la actuacion formal y los dividieron en dos grupos, control y

experimental.
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El grupo experimental fue entrenado en tareas proporcionales que no tenian
componente probabilistico y la sesion de aprendizaje consistid en la resolucion de cinco
versiones de dificultad creciente del problema de la limonada (comparacion de
proporciones), donde se representaban fisicamente los datos con un dibujo. Se les
ensefia a los sujetos a formalizar la proporcion mediante el cociente de casos favorables
(vasos de zumo de limon) y casos posibles (nimero total de vasos). Se les animo a usar
las técnicas del maximo comun divisor y minimo comuin multiplo para reducir las
fracciones a comun denominador y simplificarlas. Se les insisti6 en la incorreccion de
las estrategias aditivas.

Tres semanas después se les administrd a todos un post test con problemas de
diferentes niveles en el contexto de probabilidad. Mientras en el grupo control no hubo
progreso, el 70% de los sujetos del grupo experimental mejord en su razonamiento,
aunque todavia no hubo variacion en el 30%. El aprendizaje fue mayor cuando se partia
de un nivel intermedio IIB o IIIA.

Green (1982) utiliza diversas tareas de comparacion de probabilidades en su
cuestionario de intuiciones probabilisticas, variando el nivel de razonamiento
proporcional requerido para resolver cada una de las tareas y pide a los nifios justificar
la respuesta. Utiliza dos contextos: comparaciéon de probabilidades en dos urnas con
bolas de dos colores diferentes y ruletas numeradas con diferente nimero de sectores de
igual amplitud o con sectores de diferente amplitud. En el andlisis de los argumentos
que utilizan los nifios, este investigador identifica las estrategias que aparecen en la
Tabla 2.6.3.

Tabla 2.6.3. Estrategias de comparacion de probabilidades, segiin contexto (Green, 1982)

Urnas Ruletas
Escoger la bolsa con mayor numero de casos Comparar el area cubierta por los casos
posibles. favorables.
Escoger la bolsa con mayor numero de casos Comprar el numero de sectores que
favorables. corresponden a los casos favorables.
Escoger la bolsa con mayor diferencia entre casos ~ Comparar las razones entre numero de sectores
favorables y desfavorables. favorables y desfavorables.
Escoger la bolsa con mayor proporcién entre Posicion o velocidad de la aguja.
casos favorables y desfavorables. Orden de los sectores en la ruleta.

Distancia entre sectores favorables.

En los problemas de comparacion de ruletas introdujo algunos sesgos, como
diferente orden de colocacidn de los sectores favorables en las mismas, o que una ruleta
con mayor numero de sectores favorables tuviese menor area correspondiente al caso

favorable. De este modo, en el contexto de ruletas aparecieron mayor niimero de
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estrategias incorrectas, como considerar la distancia entre sectores favorables o su orden
de colocacion y la posicion inicial de la aguja. Green observo igualmente que la
mayoria de los estudiantes del ultimo curso (16 afos) no consiguen el nivel de
operaciones formales en lo que se refiere a la probabilidad.

Maury (1984) investigd las estrategias utilizadas por 80 estudiantes de 5° curso de
educacion secundaria (15-16 afios) en problemas de comparacion de probabilidades,
utilizando también dos tipos de contextos: sacos con bolas de dos colores (azules y
rojas) y ruletas divididas en sectores iguales, coloreados en rojo y azul. Basdndose en
las investigaciones de Piaget e Inhelder, la autora establece tres tipos de tareas para
estos contextos:

o Tareas de comparacion de una sola variable: El nimero de casos favorables es
el mismo en ambos sacos, y difiere s6lo el nimero de casos posibles.

e Proporcionalidad: La razon entre el nimero de casos favorables y el niimero de
casos posibles es la misma en ambos sacos.

o Comparacion de dos variables: Hay un nimero diferente de casos favorables y
posibles en ambos sacos (sin que haya proporcionalidad o igualdad de casos

desfavorables).

Asimismo, clasifico las respuestas obtenidas considerando la pertinencia de los
argumentos. Entre los argumentos pertinentes estdn: comparacion de areas (solo para
contexto ruletas); comparacion entre proporciones de casos favorables y casos posibles
(regla de Laplace); y comparacion entre proporciones de casos favorables y casos
desfavorables. La autora indica que la regla de Laplace es mas utilizada en contextos de
ruletas porque favorece la relacion parte-todo, a diferencia del contexto “sacos con
bolas” donde es mas intuitivo las relaciones parte-parte.

Por otra parte, la autora encontré como argumentos no pertinentes: la distribucion
de sectores (solo para contexto ruletas); la comparacion de la diferencia entre casos
favorables y desfavorables, o al revés; y la comparacion de casos favorables sin tener en
cuenta los desfavorables o los posibles. La autora sefala que, en el caso de los
argumentos no pertinentes, el contexto si influye, siendo la distribucién de sectores el
mas frecuente en el contexto de ruletas, y la comparacion de la diferencia entre casos
favorables y desfavorables en el contexto de “sacos con bolas”.

Canizares (1997) repitié en su estudio los mismos items utilizados por Green
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(1982) y analizé los argumentos proporcionados por los nifios para justificar sus
respuestas identificando sus estrategias. Las estrategias observadas para el contexto de

ruletas coinciden con las de Green, mientras que propuso una clasificacion diferente

para las estrategias empleadas en el contexto de urnas que se muestra en la Tabla 2.6.4.

Tabla 2.6.4. Estrategias de comparacion de probabilidades, segiin Cadizares (1997)

De una sola variable

De dos variables

Otras estrategias

Comparacion del numero de casos

posibles: Aunque podria,
circunstancialmente, generar

respuestas correctas, carece de base
logica y esté originada por la
imposibilidad de los nifios de
comparar el conjunto total con un

subconjunto.

Comparacion del numero de casos
favorables: Genera respuestas
correctas cuando hay igualdad de

casos posibles.

Comparacion del numero de casos
desfavorables: Genera respuestas
correctas cuando hay igualdad de

casos favorables.

Estrategias aditivas: Se consideran los
casos favorables, los desfavorables y los
posibles, simultdneamente, pero se realiza
la comparacion mediante alguna
operacion aditiva.

Estrategia de correspondencia: Se
establece un criterio de proporcionalidad
en una urna para aplicarlo a la otra.

Estrategias multiplicativas: Se relaciona
el numero de casos favorables con el
numero de casos posibles, es decir, la
parte con el todo, o las fracciones
formadas por los nimeros de casos
favorables y desfavorables para después
compararlas, aplicando la regla de
Laplace.

Negarse a tomar una
decision sobre las urnas,
manifestando que es
imposible saber cual es el
suceso que ocurrira
("outcome approach",
Konold, 1989).

Aspectos fisicos como la
disposicion de las bolas en
la imagen.

Suponer que todos los
sucesos aleatorios son
equiprobables por
naturaleza ("sesgo de la
equiprobabilidad",
Lecoutre, 1992).

2.6.6. Probabilidad y lenguaje

Green (1982) encontrd una pobre habilidad verbal de los nifios para describir
correctamente  situaciones  probabilisticas.  Especificamente, no desarrollan
espontaneamente significados comunes para términos que indican distintos grados de
probabilidad. Canizares (1997) evidencio, que la mayoria de los alumnos comprenden y
usan correctamente el lenguaje probabilistico, incluyendo términos como “probable”,
“posible” y “seguro”; sin embargo, los términos “improbable” e “imposible” son los que
resultaron mas dificiles a los nifios.

Hernandez-Salmeron et al. (2017) analizaron el lenguaje sobre el azar de 89
estudiantes de 1° y 2° curso de educacién secundaria en Espafia (13-14 afios),
pidiéndoles escribir sinonimos de las palabras “imposible”, “posible”, “igual
posibilidad”, “poca posibilidad”, “seguro”, “muy posible”. El porcentaje de estudiantes
que no dio ningun sinénimo correcto para imposible fue de 48,2% en 1° curso y de 33%
en 2°y 60,6% para seguro.

Groth et al. (2020) analizaron el lenguaje en probabilidad de 10 nifios de 11y 12
afios, pidiéndoles situar algunas frases en una escalera de probabilidad, donde el

“imposible” se situaba en el nivel més bajo y el “seguro” en el mas alto. Los estudiantes
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tuvieron mayor dificultad para la expresion “cierto” que la de “imposible” y el lenguaje
cualitativo no siempre precedid6 a la competencia cuantitativa de calculo de

probabilidades.

2.6.7. Influencia del contexto, sesgos y creencias previas

Tal como se muestra en el estudio de Maury (1984), el contexto influye
fuertemente en los argumentos de los alumnos, lo que pone de manifiesto que
problemas equivalentes desde el punto de vista probabilistico, no lo son necesariamente
en el plano cognitivo. Por esta razon, la autora establece que el proponer a los alumnos
problemas presentados en uno y otro contexto, podria favorecer la superacion de
conflictos cognitivos. En problemas de similar nivel de dificultad, Caiizares (1997)
encontr6 que la mayoria de los alumnos entrevistados modificaron las estrategias
utilizadas en el cuestionario cuando se cambiaba el contexto (urnas con bolas por ruletas
con sectores coloreados). Por ejemplo, algunos nifios sugirieron que la disposicion fisica
de los sectores (por ejemplo, el hecho de estar separados o contiguos) podria modificar

las probabilidades de los sucesos; aspectos que no aplican en el contexto de urnas.

2.6.7.1. Sesgos de razonamiento y creencias previas

El razonamiento probabilistico de los nifios no se reduce al razonamiento
proporcional, aunque se requiere de este segundo para poder resolver muchos de los
problemas, como se ha observado en la descripcion previa realizada. Sin embargo, en
las estrategias descritas por Cafizares (1997) se observa que algunos nifios poseen
intuiciones incorrectas que asumen como verdaderas y que pueden generar errores
sistematicos. Asi, por ejemplo, algunos nifios mostraron ideas subjetivas relativas al
azar, que les llevaron a indicar que no pueden elegir una de las urnas que se les pide
comparar. Su argumento es que es imposible saber cudl es el suceso que ocurrird. Esta
es una respuesta tipica del enfoque en el resultado o "outcome approach", descrito por
Konold (1989). Pues, aunque el resultado particular de un experimento aleatorio es
impredecible, si es posible prever la distribucidon de una serie de resultados del
experimento. Pero el nifio interpreta una pregunta probabilistica ;cudl suceso tiene mas
probabilidad? en forma determinista ;cudl suceso ocurrira?

Caiizares (1997) también encontrd algunos nifios que suponen que todos los

sucesos aleatorios son equiprobables por naturaleza, es decir, generalizan
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indebidamente la regla de Laplace. Seria un ejemplo del denominado “sesgo de
equiprobabilidad”, identificado por Lecoutre (1992). Un experimento puede ser
aleatorio y constar de sucesos no equiprobables; Caifiizares atribuye la confusion a que
en su experiencia los nifios suelen jugar juegos de azar como cartas, loterias o dados en
que todos los sucesos son equiprobables.

Otros sesgos o creencias infundadas, citadas por la autora, son la incapacidad para
reconocer la independencia de los resultados en una serie de experimentos repetidos
(pensar que después de una racha de un mismo resultado, el resultado contrario tiene
mayor probabilidad). Esta creencia errdnea es conocida como la “falacia del jugador”,
donde se cree erroneamente que los sucesos pasados afectan a los futuros. Fischbein
(1975) estudio esta creencia y la denominé efecto de “recencia negativa”, debido a que
sucede cuando la persona considera mas probable el suceso contrario al que ya ha
ocurrido. Caiizares (1997) encontr6 que la tercera parte de los nifios de su muestra
mantuvo este sesgo en sus argumentos.

Otro sesgo muy frecuente es la “heuristica de representatividad” (Kahneman et
al., 1982), que consiste en juzgar la representatividad de una muestra sélo por su
parecido a la poblacién que representa. Caiizares (1997) encontré gran incidencia de
este sesgo en las decisiones de los alumnos, que los lleva a sesgos relacionados con la
intuicidon de independencia de sucesos. Otros sesgos o creencias infundadas citadas por
la autora son la incapacidad para reconocer la independencia en contextos de loterias y
la busqueda de explicaciones causales, como el color favorito o la edad de un nifio que
afecten la probabilidad de los sucesos; también, los argumentos asociados a
consideraciones fisicas como la disposicion de las bolas en la imagen.

Algunos estudios como los de Fischbein y Gazit (1984) exploraron factores que
podian afectar los juicios probabilisticos en nifios y adolescentes, por ejemplo la
influencia de supersticiones como “empezar con el pie derecho”, donde para conocer la
opinioén de los nifios plantearon en un item la relacion entre “entrar a clase cada dia
poniendo primero el pie derecho” y el “aumento de la posibilidad de obtener buena
nota”, y asi poder conocer si los niflos buscaban justificaciones asociadas a creencias
populares. Caiiizares (1997) sefiala que solo un pequefio porcentaje de alumnos
manifestaron creencias de este tipo, y que este tipo de creencias disminuia con la edad y
el rendimiento matematico. También sefiala argumentos asociados a consideraciones

fisicas, como la disposicion de las bolas en la imagen.
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2.6.8. Comprension del juego equitativo

A pesar de su importancia, son todavia escasas las investigaciones sobre las
intuiciones que los estudiantes tienen sobre la idea de juego equitativo, comparado con
estudios de otras nociones probabilisticas basicas. Algunas de ellas estudian sus
estrategias para decidir si un juego es o no equitativo (Watson y Collis, 1994),
intuiciones sobre la esperanza matematica (Schlottmann y Anderson, 1994), y la
influencia de las experiencias extraescolares en el desarrollo de la idea de equitatividad
y su relacion con la de probabilidad (Lidster et al., 1996).

Mas asociado a este estudio se encuentra la investigacion realizada por Cafizares
et al. (1999), quienes analizaron la comprension de los nifios entre 10 y 14 afos de la
idea de juego equitativo, relacionandolo con las creencias de los nifios en el terreno de
la probabilidad y su influencia en la asignacion de probabilidades. Los autores indican
que algunos estudiantes muestran sesgos como: a) introducir factores externos, tales
como “hacer trampas” en sus argumentos; b) igualar las ganancias en juegos donde los
participantes no tienen las mismas probabilidades; c) exigir que haya un alto nlimero de
partidas para que el juego sea equitativo, ignorando asi la independencia de los ensayos;
y d) considerar que todos los juegos aleatorios, si no se hace trampas, son equitativos.

Por otro lado, algunas investigaciones referentes al conocimiento profesional del
profesor sobre las nociones de probabilidad (e. g. Azcarate, 1995; Mohamed y Ortiz,
2012; Ortiz et al., 2012) han encontrado, en docentes y profesores en formacion,
dificultades para identificar los juegos equitativos, pues los participantes basan sus
argumentos en la equiprobabilidad de los resultados, reglas aritméticas o argumentacion

combinatoria incorrecta.

2.7.  IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA DE LA PROBABILIDAD

El conjunto de investigaciones analizadas, que se describen en este capitulo,
advierten que la intuicion en probabilidad y mas concretamente la capacidad de
comparar probabilidades progresa por etapas. Estas etapas tienen una fuerte relacion con
las correspondientes al desarrollo del razonamiento proporcional pero no son
equivalentes. Por ello, los nifios pequefios pueden comparar probabilidades en
problemas de una variable, es decir, cuando o bien el nimero de casos favorables o de

desfavorables son iguales. En este sentido las investigaciones apoyan que la ensefianza
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de la probabilidad se comience lo antes posible, para poder desarrollar la intuicion del
nifio, pues segun Fischbein (1975) la maduracion con la edad por si sola no es suficiente
para este desarrollo. En consecuencia, el docente debe proponer situaciones
probabilisticas en su aula para introducir una forma de pensar diferente a otras ramas de
las matematicas y ayudar, asi, a superar las intuiciones erroneas primitivas sobre la
aleatoriedad. Mas atn, porque es posible relacionar este tema con juegos y con
situaciones en la vida diaria del nifio (Nikiforidou, 2018).

Es verdad que los nifios de la mayoria de los estudios analizados, como el de
Caiizares (1997), Green (1982) o Piaget e Inhelder (1951), no habian estudiado
probabilidad, porque no se incluia este tema en el curriculo de la Educacion Primaria.
Pero, en todo caso, Cafizares (1997) observd una dificultad generalizada en los
problemas de comparacion de probabilidades, sefialando que los alumnos no aplicaban
espontaneamente la regla de Laplace para comparar probabilidades, ni siquiera aquellos
alumnos que, de acuerdo con lo estudiado en cursos anteriores, debieran tener facilidad
en la comparacion de las fracciones. Por lo general, los estudiantes asignaban mayor
probabilidad basandose so6lo en los casos favorables.

En consecuencia, el estudio de fracciones por si s6lo no lograra que el nifio
progrese hacia la etapa mas avanzada de su razonamiento probabilistico. Por ello, el
maestro debe aprovechar la ocasion que le proporciona el curriculo para introducir
situaciones probabilisticas en la clase de matematica. Solo la ensefanza de la
probabilidad introduce una forma de pensar diferente a otras ramas de las matematicas y
contribuye a superar las intuiciones erroneas primitivas sobre la aleatoriedad
(Borovenik, 2011); mas alin, cuando no solo es posible relacionar estas situaciones con
mucho de los juegos de los nifios. También se pueden encontrar numerosas aplicaciones
de la probabilidad en la vida cotidiana, lo que permite mostrar al nifio el valor y la
utilidad de la matematica (Batanero, 2020).

Por otro lado, como se muestra en varios de los estudios, el contexto influye
fuertemente en las estrategias y problemas equivalentes desde el punto de vista
probabilistico, no lo son necesariamente en el plano cognitivo. Por esta razén, es
necesario que en la ensefianza se proponga a los nifios problemas presentados en
diferentes contextos como indican Caiiizares (1997) y Maury (1984).

Metz (1998) resalta la importancia de comprender la aleatoriedad y la necesidad

de desarrollar en los niflos cinco intuiciones necesarias para la comprension de la
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probabilidad:

e Aceptacion de la incertidumbre o indeterminacion del resultado. Una forma
rudimentaria de esta comprension es la distincion entre sucesos predecibles que
se dan con certeza y sucesos impredecibles, que puede darse sobre los 4-5 afios
(Fay y Klahr, 1996; Kuzmak y Gelman, 1986).

e Percepcion de la magnitud relativa en la incertidumbre, por ejemplo, la
distincion entre sucesos raros y frecuentes. Segin Metz (1998) los nifios de
Educacion Infantil logran esta distincion, que progresa en los primeros afios de la
escuela primaria cuando adquieren progresivamente habilidad para cuantificar
diferentes clases de elementos y contar los elementos de cada clase (por ejemplo,
casos favorables y desfavorables), asi como comparar su tamafio en conjuntos
pequenos.

o Comprender la relacion parte-todo, para visualizar los casos favorables como
una parte de todos los casos posibles. Metz (1998) indica que ya con 5 afios los
nifios tienen esta intuicion, que se va desarrollando a lo largo de la educacion
primaria.

e FEstimar la mayor o menor verosimilitud de un suceso. Como se ha visto a lo
largo del capitulo, algunas investigaciones indican que el nifio puede comparar
probabilidades sin necesidad de requerir razonamiento proporcional, por lo que
es relevante que el docente lo tome en cuenta para la planificacion educativa.

e Predecir la distribucion esperada de los resultados del experimento aleatorio.
Las investigaciones analizadas no muestran esta capacidad en los nifios hasta los
7 afios (Piaget e Inhelder, 1951), aunque si se percibe cierta intuicidon al respecto
desde los 5 afios (Paparistodemou et al., 2008).

Sobre la forma de trabajar con el tema, las siguientes orientaciones didacticas
para primaria de Batanero y Godino (2004) son validas también para educacion infantil:

1. “Proporcionar una amplia variedad de experiencias que permitan observar los
fenomenos aleatorios y diferenciarlos de los deterministas.

2. Estimular la expresion de predicciones sobre el comportamiento de estos fendmenos
y los resultados, asi como su probabilidad.

3. Organizar la recogida de datos de experimentacion de modo que los alumnos tengan
posibilidad de contrastar sus predicciones con los resultados producidos y revisar
sus creencias en funcion de los resultados.

4. Resaltar el caracter imprevisible de cada resultado aislado, asi como la variabilidad
de las pequefias muestras, mediante la comparacion de resultados de cada nifio o por
parejas.

5. Ayudar a apreciar el fenomeno de la convergencia mediante la acumulacion de
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resultados de toda la clase y comparar la fiabilidad de pequefias y grandes muestras”
(Godino y Batanero, 2004, p. 755).

Alsina y Vasquez (2016), adicionalmente, presentan una propuesta de tareas
para fomentar la alfabetizacion probabilistica (Gal, 2005) en la educacion infantil y
primaria. Para la etapa de 3 a 6 afos la principal finalidad, de acuerdo con los autores,
es aprender el lenguaje probabilistico partiendo de situaciones cotidianas, animando a
los nifios a que realicen juicios de probabilidad sobre su futura ocurrencia. Puesto que el
contexto influye fuertemente en las estrategias de los nifios, los autores proponen
trabajar con diferentes contextos, incluyendo situaciones de la vida del nifio y juegos
con diferentes dispositivos como fichas, monedas, dados o ruletas. Para los 6-8 afios
proponen la cuantificacion de la posibilidad de los resultados. En este sentido, es
importante resaltar que los nifios pequefios trabajan mejor las actividades sobre azar con
material tangible que con recursos virtuales (Nikiforidou, 2010, 2019). Otras propuestas
complementarias y materiales didacticos para la educacion infantil se presentan en

Alsina (2017) y para nifos a partir de 6 afios en Godino et al. (1987).
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CAPITULO 3: ESTUDIO INICIAL EXPLORATORIO DE

EVALUACION

El contenido de este capitulo esta publicado en los trabajos siguientes:

Hernéndez-Solis, L. A. (2023). Sesgos en la resoluciéon de tareas probabilisticas por
estudiantes costarricenses de educacion primaria. Revista Digital: Matemdtica,
Educacion e Internet, 23(2), 1-16. https://doi.org/10.18845/rdmei.v23i2.6368

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C., Gea, M. M., y Alvarez-Arroyo, R. (2021a). Comparing
probabilities in urns: A study with primary school students. Uniciencia, 35(2), 1-18.
https://doi.org/10.15359/ru.35-2.9

Herndndez-Solis, L. A., Batanero, C., Gea, M. M., y Alvarez-Arroyo, R. (2021b).
Construccion de espacios muestrales asociados a distintos tipos de sucesos: Un estudio
exploratorio con nifios de educacion primaria. Educacion Matemadtica, 33(1), 181-207.
http://dx.doi.org/10.24844/EM3301.07

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C., Gea, M. M., y Alvarez-Arroyo, R. (2021c). Resolucién
de tareas probabilisticas en contexto geométrico por estudiantes de educacion primaria.
Educagao e Realidade, 46(3). https://doi.org/10.1590/2175-6236105401

Herndndez-Solis, L. A., Batanero, C., Gea, M. M., y Alvarez-Arroyo, R. (2021d).
Significados personales del concepto de juego equitativo en nifilos y nifias
costarricenses. Innoeduca, 23(34), 228-243. http://dx.doi.org/10.22458/ie.v23i34.3429
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3.8.1. Introduccion
3.8.2. Problemas analizados
3.8.3. Resultados y discusion
3.8.4. Conclusiones
3.9. Conclusiones generales del estudio exploratorio de evaluacion
3.9.1. Conclusiones sobre los objetivos
3.9.2. Conclusiones sobre las hipotesis
3.9.3. Implicaciones didacticas

3.1. INTRODUCCION

Como se describe en el Capitulo 1, en Costa Rica se aprobaron nuevos
programas escolares de Matematica en 2012, en donde se dio mayor relieve al area de
Estadistica y Probabilidad, respecto a los anteriores curriculos nacionales.
Especificamente, los anteriores planes de estudio incluian escasos contenidos de
probabilidad en Educacion Primaria, lo que incidia en la poca trascendencia que se les

daba a estos temas, que, ademas, no continuaban en Educacion Secundaria.

El lugar relevante que se da a esta area obedece al papel que juega la
informacion y el manejo del azar en la sociedad moderna (MEP, 2012). Vasquez y
Alsina (2017; 2019) sugieren que esta incorporacion plantea un desafio, pues muchos
profesores actuales de Educacion Primaria no han recibido suficiente formacion en
probabilidad o sus actitudes hacia la ensefianza de la misma no son adecuadas (Estrada
y Batanero, 2019; Estrada et al., 2018). En su trabajo indican que algunos necesitan
mejor preparacion en nociones bdsicas de probabilidad, tales como experimento
aleatorio, espacio muestral, suceso probable o seguro. Esta carencia ha sido también
evidenciada en Costa Rica (Alpizar et al., 2012; 2015).

Al incluir un nuevo contenido curricular, es importante asegurar que el
estudiantado tenga las competencias necesarias para abordarlo con éxito, informacién
que, generalmente, se puede adquirir de la investigacion didactica. Sin embargo, debido
a la poca trascendencia que se dio a los contenidos de probabilidad en curriculos
anteriores a 2012, ha habido una carencia de investigaciones referentes a la ensefianza y
aprendizaje de la probabilidad en Costa Rica. Por otro lado, los estudios anteriores sobre
el tema con nifios de esta edad en otros paises se realizaron cuando no habian recibido
ensefianza en este tema (e.g. Cafiizares, 1997; Green, 1982).

Esta investigacion trata de aportar informacion original sobre los estudiantes
costarricenses que han iniciado estudios de probabilidad, comparando los resultados con

los obtenidos en investigaciones previas como las de Cafiizares (1997) y Green (1982).
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Mas concretamente, este estudio se centré en estudiantes de 6° curso de Educacion
Primaria (11 y 12 afios). La eleccion del nivel educativo apunta a dos razones: con este
afio se concluye la Educacion Primaria; y segundo, este grupo de estudiantes habia
seguido los dos primeros cursos del segundo ciclo con el curriculo actual de
Matematica, ya que fue aprobado en 2012 y se aplicdé de forma completa en todos los
niveles educativos a partir del 2015. Es importante sefialar que en el momento en que se
desarroll6 esta investigacion, los participantes de la muestra apenas estaban iniciando el
6° curso, por lo que aun no habian estudiado los contenidos de probabilidad
correspondientes a dicho afio escolar.

Para llevar a cabo el estudio, que ha dado origen a una serie de publicaciones
recogidas en este capitulo, se elabor6 un cuestionario que fue aplicado a una muestra de
nifos costarricenses. Este instrumento se diseid, partiendo de cuestionarios utilizados
en estudios previos como los de Cafiizares (1997) y Green (1982) y agregando dos
preguntas nuevas.

A continuacion, se describen los objetivos e hipotesis, asi como la metodologia
del estudio; luego se exponen los resultados obtenidos que se clasifican en varios
apartados, teniendo en cuenta la tematica abordada en los diferentes items y los articulos

publicados al respecto.

3.2. OBJETIVOS E HIPOTESIS DEL ESTUDIO 1
De acuerdo con lo expuesto en la seccion anterior y en el primer capitulo de esta

tesis, el primer estudio de evaluacion trata de responder al siguiente objetivo general:

O2. Evaluar el razonamiento probabilistico en estudiantes de ultimo ario de la
Educacion Primaria costarricense, a partir de la resolucion de distintos
problemas probabilisticos propuestos en un cuestionario.

Por medio de este objetivo se intentd comparar los resultados obtenidos en la
muestra participante con los establecidos por Piaget e Inhelder (1951) para la etapa en
que se esperaba estuviesen los ninos (alcanzando las operaciones formales) y con otras
investigaciones previas, en particular las de Canizares (1997) y Green (1982).
Asociadas a este objetivo general, se pueden deducir los siguientes objetivos especificos

del estudio exploratorio:

02.1. Analizar la forma en que los estudiantes de sexto aiio de Educacion
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Primaria costarricense resuelven problemas de comparacion y cuantificacion de

probabilidades simples, establecimiento del espacio muestral y determinacion

del juego equitativo.

Para lograr este objetivo se construyd un cuestionario en que se incluyen
problemas con estos contenidos y se pasé a una muestra de estudiantes, realizandose un
analisis detallado que ha dado lugar a diversas publicaciones. Tanto la construccion del

cuestionario como los resultados obtenidos se describen en este capitulo.

02.2. Comparar los resultados obtenidos en el estudio con lo establecido por
Piaget e Inhelder (1951) para la edad de los estudiantes y con resultados de
otras investigaciones previas.

A partir de los resultados de las investigaciones previas que se han considerado
para este trabajo, descritas en el Capitulo 2, se analizan las diferencias con los obtenidos
en este estudio exploratorio, tanto en porcentajes de respuestas correctas, como en las
estrategias empleadas. Especificamente, se estudian las diferencias con los trabajos de
Caiiizares (1997) y Green (1982) con nifos de la misma edad.

A continuacion, se presentan, de forma resumida, las hipotesis que se establecen
para este primer estudio, entendidas como expectativas sobre los resultados que se
obtengan, puesto que al tratarse de un estudio exploratorio no se pretende contrastar de

modo estadistico o formal estas hipotesis.

HI. Se espera encontrar diferencias respecto a los resultados obtenidos con
estudiantes de la misma edad en investigaciones previas.

Puesto que los nifios de la muestra han recibido instruccion en probabilidad y los
de la muestra de Cafiizares (1997) y Green (1982) no tuvieron preparacion formal en
este tema, se considera posible que haya diferencias en los resultados que se obtengan
en los items del cuestionario que fueron tomados de estos estudios. La base es la
influencia de la instruccidn en las intuiciones primarias de los nifios, la cual ya ha sido
documentada en diferentes estudios (e. g. Fischbein y Gazit, 1984; Fischbein et al.,

1967).

H?2. Se suponen diferencias en los resultados obtenidos en problemas de contexto de
urnas y de contexto de ruletas.

Investigaciones como las de Maury (1984) revelan que algunos nifios modifican
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sus estrategias en la comparacion de probabilidades en funcion del contexto, discreto o
continuo. En problemas que, aunque podrian ser equivalentes desde el punto de vista

probabilistico o de razonamiento proporcional, presentan distintos resultados.

H3. Se predicen argumentos o estrategias en la resolucion de problemas que han
podido ser influenciadas por creencias de tipo subjetivo.

Se tiene presente que los nifios traen consigo intuiciones o ideas que asumen

como verdaderas y que pueden incidir en sus respuestas; por lo que se piensa evidenciar

algunos sesgos y creencias subjetivas antes documentadas en estudios previos (e. g.

Caiiizares, 1997; Konold, 1989; Lecoutre,1992).

H4. Se espera evidenciar en los items de construccion de espacios muestrales,
mayores dificultades en los apartados donde se pide un evento imposible.
Investigaciones como la de Cafiizares (1997) evidenciaron que los nifios tenian

mayor dificultad en comprender términos como improbable e imposible, confundiendo
suceso imposible con suceso muy poco probable. Pensamos que esto mismo puede

ocurrir en este estudio.

3.3. METODOLOGIA

El enfoque de la investigacion fue interpretativo, ya que se centra,
principalmente, en comprender los fendmenos educativos (en este caso los
razonamientos probabilisticos de los nifios) a través del andlisis de elementos
cuantitativos y cualitativos reflejados en las respuestas a un cuestionario (Cerron, 2019;
Gil et al., 2017).

La investigacion es de tipo exploratorio, pues la muestra es intencional y
moderada en tamafio; y de acuerdo con Bisquerra (1989), es una investigacion aplicada,
ya que busca utilizar la teoria desarrollada por otras investigaciones como las de
Caiiizares (1997), Fischbein y Gazit (1984) y Green (1982) en el contexto costarricense,
con la finalidad de proporcionar conocimiento que oriente la ensefianza y aprendizaje de

la probabilidad a este nivel.

3.3.1. Muestra y contexto educativo
La muestra estuvo compuesta por 55 nifios (27 nifias y 28 nifios) de 6° curso de

Educacion Primaria, 40 de 11 afios y 15 de 12 afos, de los cuales 29 realizaban sus
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estudios en una institucion privada y 26 en una publica (estatal-gratuita). Dichas
escuelas pertenecen a los distritos de Oriental y Dulce Nombre (respectivamente) de la
provincia de Cartago, Costa Rica.

Las dos instituciones siguieron el programa de estudios de Matematica del
Ministerio de Educacion Publica de Costa Rica - MEP (2012). Sin embargo, mientras en
la escuela publica se imparten 8 lecciones semanales de Matematica, segun lo que
establece el MEP, en la escuela privada se imparten 5 lecciones semanales de
Matematica y, en concreto, una de ellas es dedicada especificamente al area de
Estadistica y Probabilidad. No obstante, hay que considerar que el nimero anual de
lecciones efectivas de una institucion publica es menor que en una institucion privada
por diversos motivos.

Ambos grupos desarrollaron los contenidos a partir del mismo libro de texto y al
momento de la aplicacion del cuestionario, como se indicd anteriormente, los nifios
estaban comenzando el curso lectivo por lo que no habian estudiado contenidos de

probabilidad correspondientes al 6° curso.

3.3.2. El cuestionario

Se disefid un cuestionario (Anexo 2) a partir de las investigaciones de Fischbein
y Gazit (1984) y Green (1982), que también utilizé Canizares (1997). La finalidad fue
doble: primero, utilizar items que ya hubieran sido validados, y segundo, realizar una
comparacion internacional del razonamiento probabilistico de los nifios costarricenses
con estudiantes de una etapa educativa similar en otros paises.

El instrumento estuvo compuesto por 14 items, de los cuales el nimero 1 es una
adaptacion del propuesto por Fischbein y Gazit (1984), los items del 2 al 12 se tomaron
de Green (1982) y fueron utilizados por Cafiizares (1997). Los items 13 y 14 son de
elaboracion propia. Los items del 1 al 9 y el 14 refieren a contextos probabilisticos con
dispositivos discretos, mientras que los items del 10 al 13 a contextos con dispositivos
continuos. Los items 1, 2, 13 y 14 son de respuesta abierta, mientras que los items del 3
al 12 se dividen en dos partes: la parte “a” de respuesta cerrada (seleccion Unica de
opciones) y la parte “b” de respuesta abierta (pide justificar la respuesta escogida en la
parte “a”).

Los items 1 y 2 estdn asociados a la comprension del juego equitativo en nifos,

documentada por Caiizares et al. (1999) y en ellos aparecen distractores de tipo
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subjetivo para detectar el establecimiento de falsas relaciones causales por parte de los
estudiantes.

En el item 3, se pide comparar las probabilidades de los sucesos elementales en
un experimento aleatorio simple con dos resultados no equiprobables, ya que extraer el
nombre de una nina (16/29) es mas probable que extraer el de un nifio (13/29).

El item 4 solicita determinar el evento mas probable en un intento, luego de
extraer sin remplazo tres elementos de una urna.

Los items del 5 al 9 plantean experimentos de urnas con bolas negras (n) y
blancas (b), y se pide seleccionar la caja donde el suceso “sacar una bola negra” sea mas
probable. Lo que varia en los distintos items es la composicion de las urnas.

Los items del 10 al 12 refieren a la comparacion de probabilidades simples de un
mismo suceso en dos experimentos aleatorios diferentes con dispositivos continuos
(ruletas y trompos).

Los items 13 y 14 son de elaboracion propia y proponen la construccién de
espacios muestrales asociados a distintos tipos de sucesos: seguros, posibles,
equiprobables e imposibles. El item 13 presenta cuatro ruletas dividas cada una en 4
partes con igual area. En el item 14 (contexto de urnas) la tnica restriccion es que el
espacio muestral consta solo de bolas negras y blancas; por lo que el nifio puede

construir un espacio muestral con cualquier cantidad de bolas.

3.3.3. Metodologia de analisis

A partir de un analisis cuantitativo y cualitativo de las respuestas al cuestionario,
se analizo el razonamiento probabilistico subyacente en las respuestas de los nifios, para
poder describir los significados personales que asignan a las nociones de probabilidad
los estudiantes seleccionados.

Siguiendo a Cafizares y Batanero (1997, p.103): “La simple consideracion de
las respuestas correctas nos puede llevar a conclusiones engaiosas sobre el

b

razonamiento probabilistico de los estudiantes...”, por lo que se estudiaron los
argumentos formulados por los nifos, para identificar los concordantes con los
significados institucionales y detectar posibles conflictos semidticos. Mas
concretamente, se realiza un andlisis de contenido (Zapico, 2007) para averiguar la
naturaleza de las respuestas, que segun Krippendorff (2013) nos permite establecer

categorias de andlisis que emergen de modo objetivo como resultado del analisis
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sistematico realizado. Este andlisis se complementa con informacién numérica, que se
muestra mediante tablas para la variable cuantitativa grado de correccion.

Los items del cuestionario se agruparon en cinco categorias de acuerdo con el
tipo de actividad: calculo de probabilidades simples, comprension del juego equitativo,
comparacion de probabilidades en dispositivos discretos, comparacion de
probabilidades en dispositivos continuos y construccion de espacio muestral. En los
siguientes apartados se describen con detalle los resultados en cada uno de estos

apartados, que han sido publicados en diversos trabajos.

3.4. CALCULO DE PROBABILIDADES SIMPLES
3.4.1. Introduccion

Un primer grupo de tareas se centrd en el célculo de probabilidades simples.
Este tipo de items fueron propuestos en sus cuestionarios tanto por Cafiizares (1997),
como por Green (1982). Parte del contenido de esta seccion ha dado origen a la

siguiente publicacion:

Hernandez-Solis, L. A. (2023). Sesgos en la resolucion de tareas probabilisticas por
estudiantes costarricenses de educacion primaria. Revista Digital: Matemdatica,
Educacion e Internet, 23(2), 1-16. https://doi.org/10.18845/rdmei.v23i2.6368

3.4.2. Problemas analizados
En el cuestionario (Anexo 2) se incluyeron dos items sobre calculo de
probabilidades simples, cada uno de ellos con dos apartados. A priori se pensd que

serian los mas asequibles a los estudiantes. Estos items son los siguientes:

item 3a: Una clase de sexto afio de una escuela tiene 13 nifios y 16 nifias. Cada nombre de los
estudiantes se escribe sobre un trozo de papel. Todos los trozos se ponen en un sombrero. El
profesor saca uno sin mirar. Sefiala la frase correcta:

(A) Es més probable que el nombre sea de un nifio que de una nifia

(B) Es mas probable que el nombre sea de una nifia que de un nifio

(C) Es igual de probable que sea de un nifio que de una nifia

(D) No lo sé

item 3b: ;Por qué?
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item 4a: En una bolsa se ponen 4 bolas rojas, 4 azules y 2 verdes, y después se revuelven. Se
sacan tres bolas fuera, resultando 2 rojas y 1 azul. A continuacidon sacamos otra bola sin echar
las anteriores a la bolsa. {De qué color es mas probable que sea?

(A) El rojo tiene mayor probabilidad

(B) El azul tiene mayor probabilidad

(C) El verde tiene mayor probabilidad

(D) Todos los colores tienen la misma probabilidad

(E) No lo sé

item 4b: ;Por qué?

En el item 3, se pide comparar las probabilidades de los sucesos elementales en
un experimento aleatorio simple con dos resultados no equiprobables, ya que extraer el
nombre de una nifia (16/29) es mas probable que extraer el de un nifio (13/29). En este
caso no hace falta razonamiento proporcional, pues la respuesta correcta se puede
obtener a partir de una comparacion absoluta de casos favorables. Para esto, el nifio
debe haber interiorizado la operacion disyuncion y tener claro que existe una
complementariedad entre los dos eventos. La respuesta correcta es la opcion (B) Es mas
probable que el nombre sea de una nifia que de un nifio.

El item 4 solicita determinar el evento mas probable en un intento, luego de
extraer sin remplazo tres elementos de una urna. Es decir, se pregunta por el evento mas
probable en el espacio muestral E,={r, r, a, a, a, v, v}, resultante de extraer tres
elementos del espacio muestral E,={r, r, r, 1, a, a, a, a, v, v}. En este caso, no hace falta
razonamiento proporcional, basta con comparar el nimero de casos en cada evento del
nuevo espacio muestral £,. La respuesta correcta es la opcion (B) El azul tiene mayor
probabilidad. Aqui podria ocurrir que el nifio asocie la mayor cantidad de bolas rojas en
la primera extraccion con una mayor (o menor) probabilidad en la segunda extraccion;
lo cual puede estar ligado a la falacia del jugador o efecto de recencia positiva (o

recencia negativa) (Fischbein, 1975).

3.4.3. Resultados y discusion

En la Tabla 3.4.1 se muestran los porcentajes de respuestas correctas e
incorrectas para los items 3 y 4 del cuestionario y el porcentaje de tipo de argumentos
(correctos, parcialmente correctos e incorrectos) segun correccion de respuestas.

Estos items solo requieren de una simple comparacion de cantidades absolutas
para obtener respuestas correctas, sin necesidad de cuantificar probabilidades, ni razonar

proporcionalmente. Aqui nos interesa establecer el razonamiento del estudiante,
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detectando argumentos incorrectos asociados al sesgo de equiprobabilidad, a la falacia
del jugador o efecto de recencia (Fischbein, 1975).

Tabla 3.4.1. Porcentaje de respuestas y argumentos en el item 3 y el item 4

Argumento'
Tipo de Correcto Parcialments Incorrecto No argumenta Total®
respuesta correcto
i3 i4 i3 i4 i3 i4 i3 i4 i3 i4
Correcta 82,9 78,6 17,1 17,9 3,6 63,6 50,9
Incorrecta 5,0 10,0 85,0 96,3 3,7 36,4 49,1

" Porcentaje respecto al total de la fila; > Porcentaje respecto al total de estudiantes

El item 3 tuvo un porcentaje un poco mayor de respuestas correctas (63,6%) con
relacion al item 4 (50,9%). Ademas, en las respuestas correctas de ambos items, casi la
totalidad de los argumentos fueron correctos o parcialmente correctos; y donde hubo
respuestas incorrectas, un alto porcentaje de los argumentos fueron incorrectos; lo que
revela una alta consistencia entre las respuestas y los argumentos asociados a estas.

Respecto a los resultados en investigaciones anteriores con estudiantes de la
misma edad, en ambos items los porcentajes de respuestas correctas en este estudio
fueron superiores a los obtenidos en Green (1982) y similares a los de Cafiizares (1997).
Especificamente en el item 3, en el primer estudio de Caiizares (1997) se obtuvo
63,7%, un 62,2% en el estudio posterior (Cafiizares, 1997) y en Green (1982) se obtuvo
38,0%. En el item 4, el porcentaje en el primer estudio de Cafizares (1997) fue 47,3%,
en su estudio posterior fue 51,4% y en Green (1982) fue 40,0%.

En cuanto a los porcentajes de correccion, seguin tipo de institucion educativa,
no existen diferencias significativas, aunque son mayores en la escuela publica. En el
item 3, el 65,4% de los estudiantes de la escuela publica obtuvo la respuesta correcta,

frente a 62,1% de la escuela privada y en el item 4 un 53,8% y 48,3%, respectivamente.

Estrategias de resolucion

En la Tabla 3.4.2 se clasifican las estrategias de los estudiantes para comparar
las dos probabilidades pedidas en los enunciados de los diferentes items, tomando como
base las categorias descritas en Cafizares (1997) y Caiiizares y Batanero (1997) y se
agregaron otras categorias que surgieron en las respuestas. Estas estrategias van a
depender, por un lado, del enunciado del item, y por otro, del nivel de razonamiento

proporcional de los estudiantes.

106



Tabla 3.4.2. Porcentaje de estrategias en los items 3 y 4

Estrategia ftem 3 ftem 4
1. Comparar casos favorables y desfavorables 65,5 50,9
2. Comparar porcentajes de casos favorables respecto a posibles 3.6

3. Enfoque en el resultado “outcome approach” 73 73
4. Recencia positiva o negativa 10,9
5. Poca diferencia entre casos favorables 7,3 1,8
6. Sesgo de equiprobabilidad 12,7 14,5
7. No considera la primera extraccion 9,1
8. Errores aritméticos 3,6 5,5

Nota: Se subrayan las respuestas correctas para cada item.

En ambos items, un alto porcentaje de los estudiantes optaron por la estrategia
de comparar de forma absoluta los casos favorables y casos desfavorables, consideraron
solo la relacion parte-parte. Sin embargo, hubo algunas estrategias que también
consideraron la relacién parte-todo, como la que se muestra en E17, quien considera
todos los datos que aparecen en el enunciado. Es decir, no solo compara los casos
favorables y desfavorables, sino que también pone en relaciéon el nimero de casos
favorables con el de casos posibles (parte-todo) mediante una aproximacion de
porcentajes. Este tipo de estrategias, segun Piaget e Inhelder (1951), son desarrolladas
en el periodo de las operaciones formales; y aunque los porcentajes no son exactos, el
razonamiento requiere del dominio del calculo con fracciones.

E17: Porque, hay méas nifias en la clase que nifos, por lo tanto, aumenta la probabilidad
de las nifias a un 60 0 65% (aprox) y el de los nifios a 40 o 38% (aprox) (respuesta
B, item 3).

Por otro lado, también se encontraron bastantes argumentos incorrectos
asociados al sesgo de la equiprobabilidad (Lecoutre, 1992) o al Outcome approach
(Konold, 1989). Algunos de estos se ejemplifican a continuacion:

EO03: Porque una persona no puede adivinar si es un niflo o una nifia (respuesta C, item 3).
E10: Porque uno no sabe si le sale verde o azul, rojo, etc. Es solo suerte que salga
cualquier color (respuesta D, item 4).

Especificamente en el item 4, algunos argumentos estan asociados con la falacia
del jugador o efecto de recencia positiva (Fischbein, 1975). El hecho de que en la
primera extraccion se sacaran tres bolas de la bolsa y dos fueran rojas, fue un distractor
que incidi6 en la respuesta de los nifios. En los siguientes argumentos se muestra que
los nifios no consideran como independientes las extracciones, sino creen que los
sucesos pasados afectan a los futuros.

E23: Porque la vez anterior hubo mas rojas que azules y no saco ninguna verde (respuesta
A, item 4).
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E48: Porque ha salido mas veces el rojo que los demas y el azul y el verde ha salido
menos veces (respuesta A, item 4).

Sesgos identificados en los argumentos de los estudiantes

En la resolucion de los items citados se encontraron argumentos asociados a
sesgos o creencias subjetivas, que han sido documentadas en estudios previos y han sido
descritas en el marco tedérico y antecedentes. En sintesis, en el item 3 se encontr6 27,3%
de respuestas con sesgos de razonamiento y en el item 4 se identificé un 34,5%. A
continuacion, se ejemplificaran los tipos de sesgos que se encontraron en estas
respuestas a los items del cuestionario.

Sesgo de equiprobabilidad. Algunos estudiantes en su respuesta interpretaron
incorrectamente la Regla de Laplace, asignando equiprobabilidad a eventos con distinta
probabilidad, ya que suponen que todos los sucesos aleatorios son equiprobables por
naturaleza sin considerar el espacio muestral, mostrando el sesgo de equiprobabilidad
(Lecoutre, 1992). En los ejemplos E6 y E7 ambos estudiantes seleccionaron el distractor
que fue predestinado para evaluar este sesgo.

E6: Porque, aunque haya mas nifias que nifios hay la misma probabilidad de que salga un
trozo de papel con el nombre de un nifio que un trozo de papel con el nombre de
una nifia (respuesta C, item 3).

E7: Porque hay 2 verdes 3 azules y 2 rojas entonces puede salir cualquiera (respuesta D,
item 4).

Poca diferencia entre casos favorables. Algunos estudiantes asociaron la
equiprobabilidad al hecho de que la diferencia de casos favorables entre un evento y
otro sea pequeiia. Este tipo de razonamiento se ha encontrado en Caiiizares (1997) y es
una confusion similar a suponer los sucesos muy probables como seguros o los poco
probables como imposibles (Hernandez et al., 2021b). Generalmente, estos estudiantes
eligen la opcion (C) en el item 3 y la (D) en el item 4. Los siguientes son algunos
ejemplos:

E8: Porque, la cantidad de nifios y nifias no tienen mucha diferencia (respuesta C, item 3).
E9: Porque hay 2 verdes, 3 azules y 2 rojas entonces puede salir cualquiera. (respuesta D,
item 4).

Debido a que los items no requieren razonamiento proporcional, sino una
comparacion de casos favorables, una indebida asociacion intuitiva entre aleatoriedad y
equiprobabilidad puede incidir en este tipo de argumentos. Cafizares (1997) encontrd

que en el item 4 solo 8,4% de los estudiantes de la muestra indicaban equiprobabilidad,
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debido a que la diferencia entre las cantidades de bolas es muy pequefia, y por tanto no
influye significativamente en la comparacion de probabilidades. En este estudio solo
cuatro estudiantes presentaron este sesgo en el item 3 y solo uno en el item 4; sin
embargo, es necesario que el docente considere este aspecto a la hora de proponer tareas
donde la cantidad de casos favorables entre eventos sea parecida.

Enfoque en el resultado. Algunos estudiantes no interpretan el problema de
forma probabilistica, sino determinista, pensando que se les pide predecir cudl sera el
resultado en un experimento aleatorio. Esta interpretacion es incorrecta, ya que el hecho
de que los sucesos aleatorios sean impredecibles hace que se piense que es imposible
estimar una probabilidad para los mismos. Los siguientes son ejemplos de argumentos
asociados al enfoque en el resultado (Konold, 1989), que solo se evidenciaron en los
items:

E10: Porque una persona no puede adivinar si es un nifio o una nifa (respuesta C, item 3).
E11: Porque uno no sabe si le sale verde o azul, rojo, etc. Es solo suerte que salga
cualquier color (respuesta D, item 4).

También se encontraron argumentos que combinan el sesgo de equiprobabilidad
con el enfoque en el resultado, por ejemplo:

E12: Porque como estan revueltos tienen igual probabilidad, porque también uno no sabe
de qué lado va a sacar ni cual nombre (respuesta C, item 3).

Otro estudiante utilizd un argumento en donde existe cierta contradiccion entre
su intuicion de lo imprevisible y su tendencia a la cuantificacion de los datos
presentados:

E13: Porque es al azar puede salir de un nifio o de una nifia, pero es mas probable de las
nifias porque son mas (respuesta C, item 3).

Recencia positiva o negativa. A priori, se esperaba que en el item 4 se obtuviera
algin porcentaje de argumentos en los que se asociara la mayor cantidad de bolas rojas
en la primera extraccion con una mayor (o menor) probabilidad en la segunda; lo cual
puede estar ligado al efecto de recencia positiva o negativa (Fischbein, 1975). Cadizares
(1997) sefiala que el informar sobre el resultado de varias extracciones previas sin
reemplazo podria influir en las respuestas de los estudiantes, considerando el nuevo
evento como dependiente de los anteriores.

Precisamente en este item, se identificaron seis argumentos asociados a este

sesgo. Por ejemplo, el argumento E14 se asocia a la recencia positiva porque se opta por
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responder que es la bola roja por ser la que mas ha salido, y el argumento E15 al efecto
de recencia negativa, ya que tendria mayor probabilidad de salir la que aun no lo ha
hecho (bola de color verde). En los siguientes argumentos se muestra que los nifios no
consideran como independientes las extracciones, sino creen que los sucesos pasados
afectan a los futuros.

E14: Porque ha salido mas veces el rojo que los demas y el azul y el verde ha salido
menos veces (respuesta A, item 4).

E15: Porque no creo que vaya a salir otro porque es de color que no han sacado (respuesta
C, item 4).

Consideraciones fisicas. En el contexto de urnas, solo se dio un argumento
asociado a consideraciones fisicas (ademas de estar asociado al sesgo de
equiprobabilidad y al enfoque en el resultado), el argumento E12, que hace referencia a
la disposicion fisica de los trozos de papel (con el nombre de estudiantes) en el
sombrero.

E12: Porque como estan revueltos tienen igual probabilidad, porque también uno no sabe
de qué lado va a sacar ni cual nombre (respuesta C, item 1).

3.4.4. Conclusiones

En general, en ambos items los porcentajes de respuestas correctas en este
estudio fueron superiores o similares a los de estudios previos con los que se realizé la
comparacion. Se presume que estos resultados pudieron deberse a que este tipo de tareas
(experimentos con una sola urna), especialmente el item 3, se aproximan mas al tipo de
problemas que pueden haber estudiado los nifios en los cursos anteriores, de acuerdo a
lo revisado en los libros de texto utilizados y a las entrevistas con sus docentes.

Asimismo, en este estudio se ha informado de la existencia de algunos sesgos de
razonamiento en la resolucion de tareas probabilisticas por estudiantes costarricenses de
Educacion Primaria. De este modo, se brinda conocimiento que puede incidir en la
comprension de los conceptos probabilisticos elementales que se habrian de desarrollar
en este nivel educativo, segin el curriculo costarricense actual (MEP, 2012). La
relevancia de este trabajo se justifica por la falta de investigaciones sobre la influencia
de factores subjetivos en la resolucion de tareas probabilisticas con estudiantes
costarricenses.

A lo largo del trabajo se han analizado ejemplos de argumentos que pudieron ser

influenciados por estos sesgos o creencias de tipo subjetivo, confirmando las
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expectativas que se plantearon a priori. Aunque, en un porcentaje pequeio, se evidencia
el sesgo de equiprobabilidad, enfoque en el resultado y la disposicion de las fichas; y
especificamente en el item 4, algunos argumentos estuvieron asociados con el efecto de
recencia (Fischbein, 1975). Un aspecto a sefalar fue la respuesta al item 3 de cinco
estudiantes, pues consideraron que habia equiprobabilidad entre dos eventos por no

tener una diferencia, para ellos significativa, entre los casos favorables.

3.5.  SIGNIFICADOS PERSONALES DEL JUEGO EQUITATIVO
3.5.1. Introduccion

En esta seccion nos centramos en los juegos de azar, que han sido una practica
comun en todas las civilizaciones y desde su origen estuvieron asociados a ideas
intuitivas sobre la esperanza matematica y el juego equitativo. De hecho, el célculo de
probabilidades se origina por la necesidad del jugador de valorar de antemano sus
posibles pérdidas o ganancias (Batanero et al., 2005). Este comienzo historico de la
teoria en probabilidad tiene un gran impacto en su didactica, pues los juegos de azar son
también uno de los principales contextos en donde los nifios empiezan a tomar
conciencia de la impredecibilidad de sus resultados y surge su interés por realizar
estimaciones probabilisticas, incluso antes de la instruccion (Batanero et al., 2019;
Peard, 1990).

El curriculo costarricense plantea para la Educacion Primaria el anélisis de las
probabilidades mediante juegos de azar y problemas del contexto estudiantil, y una
expectativa de aprendizaje es identificar eventos igualmente probables de acuerdo con
el nimero de resultados simples pertenecientes a cada evento (MEP, 2012). Sin
embargo, no se hace referencia explicitamente a situaciones asociadas a la idea de juego
equitativo o donde se deba establecer la ganancia si uno de ellos tiene ventaja de
acuerdo con la esperanza de ganar de cada jugador. Tampoco se dispone en Costa Rica
de investigaciones que evalien la comprension de los estudiantes de Educacion
Primaria sobre este tema, aunque si se han iniciado estudios de evaluacion relacionados
con otros contenidos de probabilidad (Hernandez-Solis et al., 2021a).

Para contribuir a llenar este vacio, el objetivo de esta parte del estudio
exploratorio es describir los significados personales que los estudiantes costarricenses
de sexto ano de Educacion Primaria asignan al juego equitativo, e identificar algunos

conflictos semioticos de estos estudiantes, comparando los resultados obtenidos con los
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establecidos en otras investigaciones previas. El contenido de este apartado se ha

publicado en el siguiente articulo:

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C., Gea, M.M., y Alvarez—Arroyo, R. (2021d). Significados
personales del concepto de juego equitativo en nifios costarricenses. Innoeduca, 23(34),
228-243. http://dx.doi.org/10.22458/ie.v23i34.3429

3.5.2. Problemas analizados

A los estudiantes se les propusieron dos problemas asociados a la comprension
del juego equitativo, que en el cuestionario del estudio (Anexo 2) corresponden a los
items 1 y 2 respectivamente. Cada estudiante los resolvio por escrito e individualmente,
en presencia de su profesor y uno de los autores, los cuales se aseguraron de la correcta

comprension de los enunciados. Los problemas empleados fueron los siguientes:

Item 1: Eduardo tiene en su caja 10 bolas blancas y 20 negras. Luis tiene en una caja 30 bolas
blancas y 60 negras. Juegan a sacar al mismo tiempo una bola de su caja (con los ojos cerrados)
y el ganador es el nifio que saque una bola blanca. Si ambos sacan simultdneamente bolas de
igual color, devuelven las bolas a sus cajas y el juego continia. Eduardo afirma que el juego no
es justo porque en la caja de Luis hay mas bolas blancas que en la suya. ;Cual es tu opinion
sobre lo que dice Eduardo?

Item 2: Maria y Esteban juegan a lanzar un dado.

Maria gana 1 confite si el dadosale263 64 6 5 6 6. Si resulta un 1, Esteban gana
una cierta cantidad de confites. ;Cuantos confites debe ganar Esteban cuando sale
el 1, para que el juego sea justo o equitativo?

El primer problema es una adaptacion de otro propuesto por Fischbein y Gazit
(1984), y el item 2 fue propuesto por Green (1982); ambos fueron empleados por
Cafiizares (1997). El item 1 se resuelve mediante la comparacion de probabilidades
simples de un mismo suceso en dos experimentos, con solo dos sucesos no
equiprobables (“sacar una bola blanca” o “sacar una bola negra”). Debido a la
composicion de las urnas, se trata de un juego equitativo entre Eduardo y Luis, ya que
ambos tienen una probabilidad de ganar igual a 1/3. Sin embargo, aparece un distractor
que incita al estudiante a realizar una comparacion absoluta de los casos favorables,
siendo esta una estrategia erronea. La respuesta correcta es indicar que Eduardo no tiene
razon y los dos nifios tienen igual probabilidad de ganar.

Se esperan argumentos basados en estrategias multiplicativas (correspondencia o
razonamiento proporcional), considerando que el significado personal varia de acuerdo
con las practicas de los estudiantes. Por ejemplo, sea P; la practica de un estudiante que
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indica que el juego es justo porque ambos nifios tienen el doble de posibilidades de
sacar una bola negra que de una blanca. Otro estudiante podria indicar que, aunque la
caja de Luis contiene el triple de bolas blancas que la de Eduardo, también existe el
triple de bolas negras, luego el juego es justo (P;). Un tercero podria indicar que
Eduardo tiene razon al afirmar que no es juego justo, porque en la caja de Luis hay mas
bolas blancas que en la de Eduardo (P3). Asi, el significado en las dos primeras practicas
seria correcto, desde el punto de vista institucional, mientras que la tercera evidencia un
conflicto semiotico que se puede caracterizar por un razonamiento aditivo del sujeto al
comparar probabilidades. En la Tabla 3.5.1 se presenta la configuracion epistémica
asociada a la situacion-problema del item 1.

Tabla 3.5.1. Configuracion epistémica asociada a la situacion-problema del item 1

Tipos Objetos matematicos Significado en la situacion
Situacion Decidir si un juego es Decidir si la ganancia esperada de los jugadores es la misma.
problema equitativo
Sacar / devolver Reemplazamiento en una experiencia.
Lenguajes Juego justo Igual posibilidad de ganancia.
Numeros enteros y Numerales (10, 20, 30 y 60) y sus relaciones comparativas (mas o
comparativos menos que, etc.)
Experimento aleatorio El color en la bola extraida no se sabe a priori.
Espacio muestral Idéntico en cada experimento aleatorio: E = {b,n}.
Evento o suceso El evento evaluado es sacar una bola blanca.
Probabilidad Definicion clésica o Laplaciana: fraccion con denominador el
Conceptos numero de todos los casos posibles y con numerador el nimero de
casos favorables al suceso de interés (Laplace, 1985/1814, p. 28).
Proporcionalidad Relacion proporcional de bolas de cada color en las cajas de razon
¥ (10b/20n y 30b/60n).
Juego equitativo Idéntica esperanza de ganancia de todos los jugadores.
P'roposi- Equiprobabilidad Si las razones de casos favorables y ppsibles de dos o mas eventos
ciones son equivalentes, los eventos son equiprobables.
Comparacion En ambas cajas, por cada bola blanca hay dos bolas negras.
proporcional
Procedi- Correspondencia Aunque Luis tiene el triple de bolas blancas que Eduardo, también
mientos entre los elementos tiene el triple de bolas negras.
Calculo de Cociente entre el nimero de casos favorables y el nimero de casos
probabilidades posibles.
Equivalencia de Igualar las esperanzas de ganancia de todos los jugadores, si las
ganancias probabilidades de los jugadores no son iguales.
Argumento  Deductivo Los eventos simples son equiprobables por tener las cajas

composiciones proporcionales.

En el item 2 se pide encontrar el nimero de confites que deben recibir dos nifios

en un juego, de modo que se equipare la ganancia de los jugadores de acuerdo con la
probabilidad que tienen de ganar. Para resolverlo, el estudiante tiene que darse cuenta
de que las ganancias deben ser inversamente proporcionales a la probabilidad de ganar
de cada jugador; es decir, como Esteban tiene una probabilidad de perder 5 veces mayor

que Maria, si ella gana 1 confite, entonces Esteban deberia obtener 5 confites para que
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el juego sea justo. La configuracion epistémica del problema que se plantea en el item 2
se presenta en la Tabla 3.5.2.

Se llevo a cabo un analisis cuantitativo y cualitativo de las respuestas de los
estudiantes a los dos problemas planteados y se analizaron sus argumentos para
identificar aquellos concordantes con los significados institucionales y detectar posibles
conflictos semidticos (Godino et al., 2007; 2019).

Tabla 3.5.2. Configuracion epistémica asociada a la situacion-problema del item 2

Tipos Objetos matematicos Significado en la situacion

Decidir el numero de  Igualar la esperanza matematica de los dos jugadores
confites que debe

Situacion .
problema ganar un jugador para
que el juego sea
equitativo
Lanzar un dado Experimento aleatorio.
Lenguajes Juego “justo” Igual ganancia esperada.
Numeros enteros Numerales (1 a 6)
Experimento aleatorio El nimero que saldra en el dado no se conoce a priori
Espacio muestral Conjunto de resultados. E = {1,2,3,4,5,6}
Evento o suceso El evento evaluado es "sacar un 1".
Probabilidad Definicion clésica o Laplaciana: “fraccion con denominador el
Conceptos numero de todos los casos posibles y con numerador el nimero de
casos favorables al suceso de interés” (Laplace, 1985/1814, p. 28).
Proporcionalidad Debe haber proporcionalidad inversa entre la probabilidad y la
inversa ganancia de cada jugador
Juego equitativo Idéntica esperanza de ganancia de todos los jugadores.
P}roposi- Equiprobabilidad Todos los ntimeros del dado son equiprobables.
ciones
Calculo de Cociente entre el nimero de casos favorables y el nimero de casos
Procedi- probabilidades posibles.
mientos Equivalencia de Igualar las esperanzas de ganancia de todos los jugadores, si las
ganancias probabilidades de los jugadores no son iguales.

Si un jugador tiene cinco veces mas probabilidad, el otro debe

Argumento  Deductivo . . . .
tener cinco veces més ganancia en cada juego.

3.5.3. Resultados y discusién

Las respuestas a los problemas se clasificaron en primer lugar en correctas, si el
estudiante indica en el primer problema que el juego es equitativo y si calcula
correctamente la ganancia esperada en el segundo problema, e incorrecta si no llega a
estas soluciones. En las soluciones correctas de ambos problemas se tienen en
consideracion los objetos matematicos incluidos en las configuraciones epistémicas
explicitadas en las Tablas 3.5.1 y 3.5.2. Los argumentos se clasificaron como correctos,
parcialmente correctos e incorrectos y se muestran ejemplos de cada una de estas
categorias.

Hay que resaltar que el item 2 tuvo mayor porcentaje de respuestas correctas

que el item 1 (32,7% vs. 16,4%) y explicamos esta diferencia por una mayor dificultad
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en el problema planteado en el item 1, ya que el distractor “Eduardo afirma que el juego
no es justo porque en la caja de Luis hay més bolas blancas que en la suya.” pudo haber
inducido a los estudiantes a emplear estrategias aditivas para comparar las
probabilidades.

Respecto a los resultados en investigaciones anteriores, con estudiantes de la
misma edad (11-12 afios), en ambos problemas los porcentajes de respuestas correctas
en nuestro estudio fueron bastante inferiores. Con respecto al item 1, en Caiizares
(1997) se obtuvo 63,8% de respuestas correctas en su primer estudio y 32,5% en el
segundo, y en Fischbein y Gazit (1984) se obtuvo 50,4% de respuestas correctas en
estudiantes que no tuvieron instruccion previa y 53,0% en estudiantes que si la tuvieron.
En el item 2, el porcentaje de respuestas correctas obtenido en el primer estudio de
Caiiizares (1997) fue 45,1%, en su segundo estudio el 56,8% y en Green (1982) fue del
46,0%; en definitiva, mas de diez puntos porcentuales por encima de los resultados de
nuestro trabajo.

Cabe destacar que en el item 1, los estudiantes de la escuela privada tuvieron un
porcentaje de respuestas correctas del 24,1%, frente a un 7,7% en la escuela publica,
aunque todavia es muy inferior en comparacion a los estudios previos; mientras que en
el item 2 no hubo diferencias significativas entre escuelas (34,5% privada vs. 30,7%

publica).

Analisis de argumentos

Con la finalidad de identificar los conflictos semiéticos y las creencias de tipo
subjetivo que intervienen en la asignacion de probabilidades y que pueden incidir en los
significados personales sobre probabilidad y el concepto de juego justo, se llevd a cabo
un estudio de los argumentos de los estudiantes. Estos argumentos se clasificaron en
correctos, parcialmente correctos e incorrectos.

En relacion con la solucion del item 1 se consideraron correctos los argumentos
asociados a estrategias de correspondencia para comparar las probabilidades de los dos
jugadores, donde se establece un criterio de proporcionalidad en una fraccidon para
aplicarlo a la otra. En estas estrategias el estudiante establece un criterio de
proporcionalidad entre los casos favorables y desfavorables de un jugador para
compararlo con esa misma relaciéon en el otro jugador. Este tipo de argumento se

observa en los dos ejemplos siguientes:
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E1l: Yo creo que tienen exactamente las mismas probabilidades porque Eduardo tiene 10
(bolas blancas) lo que es la mitad de 20 (bolas negras) y Luis tiene 30 que es la
mitad de 60; entonces Eduardo esta incorrecto.

E2: Mi opinién sobre lo que dice Eduardo es que tiene un poco de razoén porque en la
caja de Luis si hay mas bolas blancas que en la suya, pero los dos nifios tienen el
doble de bolas negras que bolas blancas en cada una de sus cajas.

Esta estrategia para comparar fracciones fue descrita por Noelting (1980a;

1980b), quien la diferencia en dos tipos: en el primer tipo, que denomind “entre”, se
comparan los términos de una fraccion con los de la otra; en el segundo tipo, que
denominé estrategia “intro”, se comparan numerador y denominador de una misma
fraccion para establecer una razon y luego esta razon se compara con la correspondiente
en la segunda fraccion. En los ejemplos analizados, E1 utiliza una estrategia “intro”,
donde se establece la razéon (1:2) de la fraccion correspondiente a Eduardo, para
posteriormente compararla con la razon correspondiente a Luis. Por otro lado, aunque
E2 primero realiza una comparacion del nimero absoluto de casos favorables (inducido
por el distractor antes mencionado), luego establece la razon de bolas negras respecto a
las blancas (2:1) para responder correctamente a la pregunta.

Se consideran parcialmente correctos algunos argumentos que muestran
conflictos semidticos, como se muestra en los siguientes ejemplos:

E3: No porque ¢l tiene 60 negras y Eduardo 20 si multiplicamos por 3 las de Eduardo va
a salir la misma cantidad de Luis.

E4: Eduardo tiene y no tiene razon; tiene razon porque Luis tiene 20 bolas mas que
Eduardo pero Luis tiene mas bolas negras que blancas, entonces ambos tienen la
misma probabilidad.

En el primer ejemplo, E3 se centra en la diferencia entre los casos desfavorables
(3 frente a 1) y aunque implicitamente pareciera que considera los casos favorables, sin
embargo, muestra un conflicto semidtico al no indicarlos en su argumento al comparar
probabilidades, y otro también al realizar comparaciones aditivamente; por lo cual, el
argumento no es completamente correcto. Por su parte, E4 muestra también el conflicto
semidtico consistente en usar una estrategia aditiva, pues compara los casos favorables
en los dos jugadores hallando su diferencia y no su razén (sélo indica que hay mas
casos favorables que desfavorables); sin embargo, lo consideramos parcialmente
correcto porque si indica que los dos jugadores tienen igual probabilidad.

Por otra parte, se consideraron argumentos incorrectos; los que giraron en torno
a lo que planteaba el distractor, que indicaria un conflicto semidtico consistente en

suponer que hay mas probabilidad siempre que haya mas casos favorables. En general,
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estos estudiantes compararon solo el valor absoluto del nimero de casos favorables (por
ejemplo, E5) o desfavorables (por ejemplo, E6). Este conflicto semidtico también fue
encontrado en Caifiizares et al. (1999), donde los estudiantes inicamente suponian que
menos casos favorables indican menor probabilidad.

E5: Si hay més probabilidad de que Luis gane ya que tiene mas bolas blancas que
Eduardo.

E6: En mi opinion Eduardo tiene mas ventaja que desventaja, debido a que Luis tiene 40
bolas negras mas que Eduardo y solo tiene 20 bolas blancas maés.

Otros conflictos semidticos que afloraron en este item fueron suponer que el
juego seria equitativo unicamente si se juega exactamente con el mismo niimero de
bolas de cada color, o indicar que el juego no es equitativo porque un jugador tiene en
total 90 bolas y el otro solo 30, es decir, porque no tienen el mismo numero de casos
posibles.

Se encontré mayor dificultad en los estudiantes al argumentar su respuesta al
problema planteado en el item 2, donde no se hallaron argumentos completamente
correctos, aunque cabe mencionar que una proporcion importante de estudiantes
identifica la mayor probabilidad de Maria para ganar. De este modo, se han considerado
correctas las respuestas que indican que Esteban debe recibir 5 confites para que el
juego sea justo, aunque no lo justifiquen o su justificacion sea incorrecta, puesto que
llegaron a equiparar la ganancia. Estos estudiantes muestran una intuicioén correcta sobre
la idea de esperanza matematica (Schlottmann y Anderson, 1994), aunque presenten
algin conflicto semidtico en sus argumentaciones; como, por ejemplo, se muestra en el
argumento del estudiante E7, quien no asume la independencia en las partidas del juego.

E7: Para que el juego sea justo Esteban deberia ganar lo que Maria ganaria si tirara el
dado 5 veces con su probabilidad (5 confites).

Se considera incorrecto el argumento en que claramente hay un error en la
obtencion de la probabilidad de ganar cada jugador, como el caso de ES.

E8: Tiene que ganar 5 porque Maria tiene el 75% mas de probabilidad de ganar.

Otros conflictos semidticos en el problema planteado en el item 2 fueron indicar
que el juego seria equitativo si también Esteban ganase un confite al salir el 1, es decir,
que los jugadores debieran jugar al mismo numero; calcular incorrectamente el nimero
de confites (por ejemplo, 2 0 6 o bien especificar que hay que darle mas, sin especificar
cuantos). En todos estos casos se observa dificultad con la proporcionalidad en los

estudiantes.
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En la Tabla 3.5.3 se presenta un resumen de los resultados del analisis de los
argumentos en cada problema, mostrando también la proporcion de respuestas en cada
uno, segun el grado de correccion. Se observa que el porcentaje de argumentos
correctos cuando la respuesta fue correcta es el mismo en ambos problemas (22,2%),
mientras que la relacion de respuestas correctas con argumentos correctos o
parcialmente correctos no es la misma y los resultados muestran la mayor dificultad de
los estudiantes ante la argumentacion en el item 2 (88,9% de argumentos correctos o
parcialmente correctos en el item 1y 61,0% en el item 2).

Cabe sefialar que Cafizares (1997) obtuvo para este primer problema un 26,6%
de argumentos pertinentes asociados con la estrategia de correspondencia, frente al
21,9% obtenido en nuestro estudio asociado a dicha estrategia, lo que revela la
dificultad del problema. Consideramos que el distractor en el item 1 influye en los
argumentos de los estudiantes y hace que el nivel de dificultad aumente; aunque sea
considerada una tarea apropiada para la etapa de desarrollo del razonamiento
proporcional en edad promedio de 10,5 afios, segun Noelting (1980a; 1980b), debido a
la composicion de las bolas en las cajas.

Por ultimo, hay que destacar que, aunque los estudiantes habian recibido
instruccion en el tema de probabilidades, no habian trabajado este tipo de tareas sobre
juego equitativo. A pesar de ello, parte de los estudiantes resolvieron con éxito los
problemas y dieron argumentos pertinentes, por lo que los resultados obtenidos serian
producto de las intuiciones primarias que hubieran adquirido los estudiantes y no debido
a la ensefanza recibida.

Tabla 3.5.3. Porcentaje de respuestas y argumentos en los problemas propuestos
en el item 1 (il) e item 2 (i2)

Argumento
Tipo de Correcto Parcialmente Incorrecto No argumenta Total’
respuesta correcto
il i2 il i2 il i2 il i2 il i2
Correcta 222 22,2 66,7 38,8 11,1 16,7 22,2 16,4 32,7
Incorrecta 2,2 6,5 27,0 87,0 56,8 4,3 16,2 83,6 67,3

' Porcentaje respecto al total de la fila; > Porcentaje respecto al total de estudiantes.

3.5.4. Conclusiones

Aunque a priori se esperaba encontrar diferencias respecto a los resultados
obtenidos con estudiantes de la misma edad en investigaciones previas (Caiizares,
1997; Fischbein y Gazit, 1984; Green, 1982), puesto que los estudiantes en la muestra

utilizada si habian recibido instruccion en probabilidad, estas expectativas no se
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cumplieron. Se presumia obtener mejores resultados en relacion con dichos estudios,
esperando una influencia positiva de la instruccion en las intuiciones de los estudiantes
(Fischbein y Gazit, 1984; Fischbein et al., 1967).

Respecto a los resultados en investigaciones anteriores con estudiantes de la
misma edad, en ambos items, los porcentajes de respuestas correctas en nuestro estudio
fueron inferiores. El item 1, en el primer estudio de Cafizares (1997) obtuvo 63,8% de
respuestas correctas, en su segundo estudio el 32,5% (Canizares, 1997) y en Fischbein y
Gazit (1984) se obtuvo 50,4% en niflos que no tuvieron instruccion previa y 53,0% en
niflos que si la tuvieron, que es una gran diferencia pues se supera el doble del
porcentaje de los resultados de este estudio. En el item 2, el porcentaje de respuestas
correctas obtenido en el primer estudio de Caiizares (1997) fue 45,1%, en su segundo
estudio el 56,8% (Cafiizares, 1997) y en Green (1982) fue del 46,0%, mas de diez
puntos porcentuales por encima de los resultados de este estudio.

Cabe destacar que en el item 1, la escuela privada tuvo un porcentaje de
respuestas correctas de 24,1% (7,7% en la escuela publica), todavia muy inferior a los
estudios previos; mientras que en el item 2 no hubo diferencias significativas entre
escuelas (34,5% privada vs 30,7% publica).

Una explicacion a los resultados obtenidos es que, aunque los estudiantes de la
muestra han estudiado algunos contenidos probabilisticos, las tareas matematicas
propuestas en este estudio no han sido habituales para ellos durante su instruccion.

Los estudiantes mostraron, en general, una adecuada comprension de la nocion
de juego equitativo, aunque se presentaron algunos conflictos semidticos como
considerar que para ser equitativo todos los jugadores han de jugar al mismo resultado o
no tener en cuenta la independencia de ensayos sucesivos. Mas dificil para ellos fue la
comparacion de probabilidades, mostrando de nuevo conflictos consistentes en
considerar unicamente los casos favorables, Unicamente los desfavorables o la
diferencia entre ellos en dicho célculo (estrategias aditivas).

Por otra parte, presentan grandes dificultades al justificar la equiparacion de
ganancia (item 2) segun la esperanza de ganar de cada jugador, lo que es debido a una
falta de desarrollo de razonamiento proporcional. Una parte de los estudiantes asignan
igualdad de ganancias manifestando argumentos asociados al sesgo de equiprobabilidad

(Lecoutre, 1992), resultados similares a los documentados en Caiiizares et al. (1999).
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3.6. COMPARACION DE PROBABILIDADES EN URNAS
3.6.1. Introduccion

En esta seccion se analiza la informacion recogida en el estudio exploratorio
sobre las estrategias que los nifios aplican al comparar probabilidades en dos urnas y la
dificultad que para este grupo etario tiene esta tarea en funcién del nivel de
razonamiento proporcional requerido. Este estudio se centra en estudiantes de 6° curso
de Educacion Primaria (edades entre 11 y 12 afios) al ser el curso donde finaliza esta
etapa educativa, como se describidé mas detalladamente en la Seccion 3.3.1. Un segundo
objetivo es comparar los resultados obtenidos con los de la investigacion previa sobre el

tema. Los resultados han sido publicados en el siguiente articulo:

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C., Gea, M.M., y Alvarez—Arroyo, R. (2021a). Comparing
probabilities in urns: A study with primary school students. Uniciencia, 35(2), 1-19,
https://doi.org/10.15359/ru.35-2.9

3.6.2. Problemas analizados
En esta seccidon se analizan los items del 5 al 9 del cuestionario usado en el
estudio exploratorio (Anexo 2). Son todos semejantes al siguiente, cambiando la

composicion de las urnas:

Item 5a: En la caja A se han metido 3 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja B se han
metido 2 fichas negras y 1 ficha blanca. (Mira el dibujo)

Si tienes que sacar una ficha negra para ganar un premio, sin mirar dentro de la caja, ;cual caja
elegirias para hacer la extraccion? Senala la respuesta correcta:

(A) La caja A da mayores posibilidades de obtener una ficha negra
(B) La caja B da mayores posibilidades de obtener una ficha negra
(C) Las dos cajas dan la misma posibilidad

(D) No lo sé

Item 5b: ;Por qué?

El item 5 corresponde al nivel intuitivo inferior (IA) descrito por Noelting
(1980a; 1980b), ya que en las dos urnas hay el mismo nimero de casos desfavorables y
un niamero desigual de casos favorables. En el item 6 hay igualdad de casos favorables y

desigualdad de casos desfavorables, por lo que corresponde al nivel intuitivo medio
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(IB), segiin Noelting (1980a; 1980b). Por tanto, en estos dos items no es necesario usar
los cuatro datos del enunciado, pues basta comparar o bien el nimero de casos
favorables (item 5) o desfavorables (item 6). Estos dos items corresponden al primer
nivel de dificultad descrito por Pérez Echeverria et al. (1986), puesto que no requieren
razonamiento proporcional.

En los items 7 a 9 el nimero de casos favorables es multiplo del de
desfavorables. En el item 7 (nivel operacional concreto inferior IIA, segin Noelting
(1980a; 1980b), el nimero de casos favorables y desfavorables es el mismo en las dos
urnas; en el item 9, nivel operacional concreto superior IIB, segin Noelting (1980a;
1980b), en las dos urnas el cociente entre casos favorables y desfavorables es 3; y en el
item 8, nivel operacional formal inferior IIIA, segin Noelting (1980a; 1980b), este
cociente es 3 en una urna y 2 en la otra. En estos tres Gltimos items es necesario usar los
cuatro datos del enunciado y el razonamiento proporcional para establecer una razoén en
una de las urnas y comparar con la otra. Los items 7 y 9 son de nivel 2 en la
clasificacion de Pérez Echeverria et al. (1986), pues existe proporcionalidad entre los
casos favorables y desfavorables en cada urna o entre casos favorables y desfavorables
de las dos urnas. El item 8 es de nivel 3 en esta clasificacion, pues hay una relacion
sencilla en la primera urna (3 casos favorables por cada desfavorable) que se puede
comparar con la existente en la otra (dos a uno). Una diferencia en este estudio, en
comparacion con los items de Cafiizares (1997) y Green (1982), es que se le dio al
estudiante la representacion grafica de las urnas en los items 8 y 9, que no se dio en
estos estudios previos.

En la Tabla 3.6.1 se resume la clasificacion de los items de acuerdo con el nivel
de razonamiento proporcional requerido para su resolucion, segun Noelting (1980a;
1980b), y su nivel de dificultad segiin Pérez Echeverria et al. (1986). En esta tabla se
presenta también la composicion de las dos urnas que se comparan (a;,b;) y (az,by),
siendo a los casos favorables y b los casos desfavorables en los experimentos
propuestos en los items. Esta tabla permitird analizar las estrategias de los estudiantes,
confrontandolas con lo que se espera en un problema de comparacion de fracciones del
mismo nivel de dificultad (Pérez Echeverria et al., 1986) en la categorizacion de

Noelting (1980a; 1980b).
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Tabla 3.6.1. Nivel de razonamiento proporcional (Noelting, 1980a; 1980b) y nivel de dificultad
(Pérez Echeverria et al., 1986) requerido en los items

Etapa Nivel de razonamiento Item Composicion Nivel de dificultad
proporcional (a;,by) vs (a,by)

IA Intuitiva inferior 5 (B, vs(2,1) 1

IB Intuitiva media 6 (5,2) vs (5,3) 1

ITA Operacional concreta inferior 7 2,2) vs (4,4) 2

1IB Operacional concreta superior 9 (3,1) vs (6,2) 2

IITA Operacional formal inferior 8 (12,4) vs (20,10) 3

3.6.3. Resultados y discusion

En la Tabla 3.6.2 se presentan los porcentajes de respuestas correctas obtenidas
en los items del cuestionario; considera, ademas, los resultados obtenidos con
estudiantes de la misma edad en investigaciones previas: Cafiizares (1997) en Espaia y
Green (1982) en Reino Unido.

Los items 5 y 6 resultaron relativamente sencillos para los sujetos de este
estudio, pues mas de dos terceras partes realizd correctamente la tarea. Estos items son
de nivel de dificultad 1, segin Pérez Echeverria et al. (1986), y niveles [A y IB,
respectivamente, segin Noelting (1980a; 1980b), por lo que la mayor parte de la
muestra ha alcanzado estos primeros niveles. Estos items pueden resolverse
correctamente con solo comparar los casos favorables o desfavorables (estrategias de
una variable).

Tabla 3.6.2. Porcentaje de respuestas correctas en los items de nuestro trabajo y los obtenidos
por Caiiizares (1997) y Green (1982) con estudiantes de 6° curso (11-12 afios)

ftem Costa Rica Espaiia Reino Unido
(Presente estudio) (Canizares, 1997) (Green, 1982)

5 83,6 70,3 88,0

6 72,7 67,6 55,0

7 41,8 54,1 43,0

8 50,9 27,0 38,0

9 16,4 - 20,0

El item 8, correspondiente al nivel de razonamiento proporcional IIIA (Noelting,
1980a; 1980b) y nivel de dificultad 3, segin Pérez Echeverria et al. (1986), tuvo una
dificultad moderada (50,9 % lo resuelven correctamente), por lo que la mitad de
estudiantes alcanzo este nivel. Los mas dificiles fueron los items 7 y 9, ambos de nivel
de dificultad 2, segiin Pérez Echeverria et al., 1986; en este ultimo (nivel IIB en la
clasificacion de Noelting (1980a; 1980b)) solo el 16,4 % de estudiantes respondid
correctamente.

Hay una inversion en la dificultad esperada en el item 9, que tedricamente

debiera ser mas sencillo que el item 8, segun la categorizacion por niveles de Pérez
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Echeverria et al. (1986) (Tabla 3.6.2), pero resulta mas dificil al alumnado. Se puede
pensar que para los nifios ha sido mas sencillo comparar la igualdad entre casos
favorables (item 6) y desfavorables (item 5). La comparacion de dos razones similares
(3/1 y 6/2, item 9) se ha visto dificultada por el hecho de que el grupo ha tenido también
en cuenta el nimero de casos favorables, que es mayor en la segunda urna. Al comparar
con los estudios previos, el nivel de dificultad de cada item fue parecido, aunque un
poco mejores los resultados del presente estudio en los items 5, 6 y 8, respecto a los
obtenidos en Caifiizares (1997) y mejores que los de Green (1982) en los items 6 y 8. En
el item 7, los resultados fueron peores que los de Caifiizares (1997) pero similares a los

de Green (1982), el item 9 fue muy dificil también en la investigacion previa.

Estrategias del estudiantado

A partir del analisis de los argumentos de estudiantes al justificar sus respuestas,
se clasificaron las estrategias empleadas tomando como base la clasificacion establecida
por Caiiizares y Batanero (1997). Estas estrategias fueron las siguientes:
A. Comparar los casos posibles de cada una de las dos urnas. Aunque podria,
circunstancialmente, generar respuestas correctas, carece de base logica y esta originada
por la imposibilidad de comparar el conjunto total con un subconjunto (parte-todo).

E38: Hay maés fichas que en el E (respuesta B, item 7).

B. Comparar los casos favorables en cada una de las dos urnas, eligiendo la que tiene
mayor numero. Genera respuestas correctas cuando hay igualdad de casos
desfavorables, como en el item 5.

E8: Porque hay mayoria de bolas negras en el A que en el B (respuesta A, item 5).

C. Comparar casos desfavorables en las dos urnas, eligiendo la que tiene menos casos
desfavorables. Supone un avance respecto a la estrategia B, pues reconoce que el
numero de casos desfavorable empeora la probabilidad de ganar. Genera respuestas
correctas cuando hay igualdad de casos favorables, como en el item 6.

E54: Porque hay una ficha blanca menos que la otra (respuesta A, item 6).

Aunque existe preferencia por las estrategias anteriores, que son estrategias de
una variable, propias de la etapa preoperacional, se emplearon otras estrategias de dos

variables.
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D. Comparacion aditiva de casos favorables y desfavorables. Consiste en comparar la
diferencia entre casos favorables y desfavorables en las dos urnas. En el ejemplo que
sigue, la diferencia seria cero.
E16: Porque en las dos cajas hay una misma cantidad de blancas que de negras (respuesta
C, item 7).
E. Estrategia de correspondencia. Se establece un criterio de proporcionalidad en una
fraccion para aplicarlo a la otra. Este tipo de razonamiento es propio de un nivel
superior de desarrollo y, segun Piaget e Inhelder (1951), se asocia al periodo de
operaciones formales, aunque podria aparecer en el periodo de operaciones concretas en
casos mas sencillos de composicion de bolas de urnas proporcional. Algunos ejemplos
son:
E7: La misma posibilidad porque si duplicamos la Ex2 sale el mismo resultado de F
(respuesta C, item 7).
E14: Porque la caja E tiene la misma cantidad de fichas negras que de fichas blancas y la
caja F también (respuesta C, item 7).

En los anteriores ejemplos se aprecia que el estudiantado establece un criterio de
proporcionalidad en una de las cajas para aplicarlo a la otra; esto resulta natural cuando
aln no se cuenta con los conocimientos para el calculo con fracciones. Segiin Noelting
(1980a; 1980b), este tipo de estrategias estd asociado a la etapa IIA, donde el estudiante
relaciona internamente los términos de la fraccion, diferenciando los conceptos de razon
y cantidad. El autor hace la distincion de estrategias “entre” e “intro” para comparar dos
fracciones (a;/b; vs ay/by), por lo que es importante identificar que E7 realiza una
estrategia “entre”, al comparar los términos de una fraccion con los de otra (a; con a, y
b; con by), mientras que E14 emplea una estrategia “intro”, porque compara los
términos dentro de una misma fraccion para establecer una razon (a;/b; =1/1) y luego lo

compara con la razon en la otra fraccion (ay/b, =1/1).

F. Estrategias multiplicativas (comparar razones). Se relaciona el numero de casos
favorables con el nimero de casos posibles, es decir, la parte con el todo, o también
fracciones formadas por el numero de casos favorables y desfavorables para después
compararlas aplicando la regla de Laplace. Pocos sujetos del grupo de estudio usan
estrategias multiplicativas, que sin duda son las mas elaboradas y requieren del dominio
de célculo con fracciones:

E14: Porque la caja J tiene un tercio de fichas blancas que de fichas negras y la K también

(respuesta A, item 5).
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E17: Porque la caja H tiene la mitad de fichas blancas que de fichas negras y la G tiene 1
tercio de fichas blancas que de fichas negras (respuesta B, item 8).

Se puede apreciar que E14 establece la fraccion 1/3 del numero de bolas blancas
(casos desfavorables) y negras (casos favorables) para compararla con la otra urna. E17,
para el item 8, realiza una comparacion de fracciones y se apoya en la representacion
grafica expuesta en la Figura 3.6.1, donde agrupa los casos favorables y los
desfavorables para establecer de forma mas clara una comparacion intro mediante una

relacion parte-parte.

Figura 3.6.1. Representacion grdfica elaborada por E17 en el item 4. Fuente propia de la
investigacion.
G. Sesgo de equiprobabilidad. Cuando se consideran todos los sucesos de un
experimento aleatorio como equiprobables, conocido como sesgo de la equiprobabilidad
(Lecoutre, 1992).

E27: Porque en ambas cajas hay la misma probabilidad de sacar una ficha blanca o una
ficha negra (respuesta C, item 9).
E30: Puede salir cualquiera (respuesta C, en los items 5, 6 y 7).

H. Disposicion de las fichas. Asimismo, hay un porcentaje notable de argumentos
asociados a creencias que relacionan la disposicion espacial de las fichas en la
representacion grafica en el item con la probabilidad del evento; también identificadas
en Caiizares y Batanero (1997). Esto se dio en todos los items por diferentes
estudiantes:

E52: Tiene la ficha negra a los 8 lados (respuesta A, item 9).

E39: Porque también la negra esta en la parte superior (respuesta B, item 7).

E48: Porque la bola negra esta de primera y es mucho mas posible que la negra salga
(respuesta C, item 5).

I Otras: Otros argumentos, por ejemplo, hacen referencia a la suerte o la forma en que
se saca la ficha, como mostramos en el siguiente ejemplo:

E32: Pero también puede salirte la blanca, ya que todo depende de como la coja la mano
(respuesta A, item 5).

En la Tabla 3.6.3 se resumen las estrategias en los diferentes items. En el item 5,
poco mas de tres cuartas partes realizaron justificaciones asociadas a estrategias
pertinentes, siendo la estrategia B la méas utilizada (72,7%) debido a la igualdad de casos

desfavorables. En Canizares y Batanero (1997), aproximadamente dos terceras partes de
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estudiantes de la misma edad obtuvieron argumentos pertinentes, también la
comparacion de casos favorables fue la mas utilizada (48,6%), pero con mayor
porcentaje en estrategias que consideran dos variables (10,8%).

En el item 6, el 60% de estudiantes empled estrategias pertinentes, donde la C
resultd la mas utilizada (41,8%), lo que es natural por haber igual numero de casos
favorables. Cafizares y Batanero (1977) obtuvieron un porcentaje menor de argumentos
pertinentes (54,0%), donde aproximadamente el 40% compard el nimero de casos
desfavorables, como en nuestro estudio.

Para el item 7 se obtuvo un 38,1% de argumentos pertinentes, un poco menor
que el 48,6 % obtenido en Caiizares y Batanero (1997); y mientras nuestro estudiantado
se centrd en la estrategia D (32,7%), el de Canizares y Batanero (1997) lo hizo en la E
(43,2%), que requiere un mayor nivel de razonamiento proporcional.

Tabla 3.6.3. Porcentaje de estrategias empleadas en cada item (las estrategias correctas se han

subrayado)
. Item
Estrategia 5 6 7 3 9
A. Comparar casos posibles 3,6 1,8 20,0 12,7 10,9
B. Comparar casos favorables 72,7 21,8 12,7 23,6 32,7
C. Comparar casos desfavorables 5,5 41.8 5,5 10,9 12,7
D. Comparar casos favorables y desfavorables 5.5 16.4 32,7 29,1 23,6
E. Correspondencia 0,0 0,0 1.8 3.6 73
F. Multiplicativas (comparar razones) 1.8 1.8 3.6 1.8 1.8
G. Sesgo de equiprobabilidad 3,6 1,8 1,8 0,0 0,0
H. Disposicion de fichas 1,8 10,9 7,3 10,9 7.3
I. Otras 5,5 3,6 10,9 7,3 3,6
No responde 0,0 0,0 3,6 0,0 0,0

En los items 8 y 9 no se alcanz6 ni el 10% de estrategias correctas, se
emplearon, principalmente, estrategias de una variable en la comparacion de casos
favorables y desfavorables, lo cual no es oportuno, debido a que el nimero de casos
favorables o desfavorables no coincide. Esto mismo ocurri6 con el item 8 en Caiiizares
y Batanero (1997), donde apenas se obtuvo un 2,7% de estrategias pertinentes en
estudiantes de igual edad que en nuestro estudio. Hay que recordar que este item
presenta un nivel de razonamiento proporcional superior, correspondiente a la etapa
IITA (Noelting, 1980a; 1980b). No se relaciona el item 9 con el estudio de Canizares y

Batanero (1997), pues utilizaron un item distinto para su estudio.

3.6.4. Conclusiones
Al analizar las respuestas de la muestra de estudiantes en la comparacion de

probabilidades en contexto de urnas, se obtuvieron resultados similares a los de otros
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estudios previos con menores de la misma edad, que fueron realizados en un periodo en
que no se impartia ningun tipo de ensefanza de la probabilidad elemental en las
escuelas. Es verdad que, en el momento de pasar el cuestionario, los nifios todavia no
habian estudiado la parte de probabilidad de 6° curso, pero si la de los cursos anteriores.
Aunque no habian estudiado la cuantificaciéon de probabilidades usando la regla de
Laplace, esto no es vinculante con el éxito en los items propuestos en el cuestionario,
pues el uso de la herramienta no es necesario para establecer la comparacion de
probabilidades pedidas, como sucedié en investigaciones previas con estudiantes de
igual edad. Por otro lado, el alumnado no estaba acostumbrado a comparar dos
experimentos diferentes como demandan las tareas propuestas, pues habian trabajado
sucesos de un mismo experimento. Por todo ello, seria importante ampliar el presente
estudio e incluir otro grupo de 7° curso, para asegurar que hayan realizado tareas de
comparacion de probabilidades similares y, asi, analizar el efecto de la instruccion.

No obstante, la conjetura que se plante6 es que la mayor dificultad de algunos
items es debida a que solo parte de la muestra han alcanzado el correspondiente nivel de
razonamiento proporcional en la clasificacion de Noelting (1980a; 1980b). En el 5°
curso, se estudia fracciones propias e impropias, homogéneas y heterogéneas, y se
realiza actividades de comparacién de fracciones (MEP, 2012). Pero no se suele utilizar
el contexto de probabilidad para completar su estudio de fracciones y realizar
comparaciones.

Por lo tanto, se recomienda completar el trabajo en probabilidad en la Educacion
Primaria con problemas similares a los mostrados en los items del cuestionario, donde,
primero, unicamente sea necesario el trabajo con una variable y el razonamiento
proporcional requerido sea solo de los primeros niveles (items 5 y 6). Ademas, en el
estudio de fracciones se pueden completar comparaciones de tipo parte-parte, ya que
actualmente predominan las comparaciones parte-todo, y aplicar la proporcionalidad a
situaciones problemas de comparacion de probabilidades.

Aunque Piaget e Inhelder (1951) senalan que la poblacion infantil trata de
comparar en primer lugar los casos posibles (estrategia A), esta estrategia no apareciod
con frecuencia en el presente estudio. Se coincide con Cafizares y Batanero (1997) en
que los problemas donde los casos favorables son explicitamente distinguibles de los
desfavorables, el estudiantado primero compara los casos favorables (estrategia B) antes
que los posibles, ya que existe una percepcion inicial parte-parte. Esto queda

evidenciado en todos los items de esta seccion (excepto el 7), donde los porcentajes de
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estrategia B fueron superiores a los de estrategia A. Queda claramente reflejado en el
item 5, donde casi las tres cuartas partes optan por la estrategia B, que solo genera

respuestas correctas en este item.

3.7 COMPARACION DE PROBABILIDADES EN CONTEXTOS
GEOMETRICOS
3.7.1. Introduccion
En esta seccion se analizan los resultados obtenidos de las tareas de comparacion
de probabilidades en ruletas y trompos, es decir, en contexto geométrico. En este tipo de
contexto, las estrategias y el éxito de los estudiantes pueden ser diferentes que en items
en contextos de urnas, aunque sean equivalentes desde el punto de vista de
razonamiento proporcional requerido para su resolucion. Esto nos llevd a incluir este
tipo de tareas en el cuestionario del estudio inicial exploratorio; en concreto, aplicando
algunos items utilizados por Caiizares (1997) y Green (1982). A continuacion, se
presentan los items propuestos y los resultados, que se han publicado en el siguiente

articulo:

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C., Gea, M.M., y Alvarez-Arroyo, R. (2021c). Resolucion
de tareas probabilisticas en contexto geométrico por estudiantes de educacion primaria.
Educacgao e Realidade, 46(3). https://doi.org/10.1590/2175-6236105401

3.7.2. Problemas analizados

Sobre este contenido se incluyeron en el cuestionario tres items; todos ellos
relacionados con la probabilidad en un contexto geométrico. Fueron tomados de la
investigacion de Cafizares (1997), quien los tradujo de otros similares de Green (1982),
en los que se pide comparar probabilidades de un cierto suceso con dos ruletas o dos
trompos y justificar la respuesta.

Las ruletas mostradas en el item 10 se dividen en partes iguales, con cuatro y
tres nimeros, respectivamente, que corresponden a areas equiprobables. El numero de
casos favorables (obtener 1) es el mismo en las dos ruletas, mientras que el de
desfavorables es menor en la ruleta azul (2) que en la roja (3), por lo que la probabilidad
de obtener 1 es de 1/3 y 1/4, respectivamente. Los nifios podrian comparar los casos
desfavorables en las dos ruletas para dar la solucion correcta, sin recurrir a fracciones, lo

que seria una estrategia del nivel de razonamiento IIA, segun Piaget e Inhelder (1951).
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item 10a: La figura muestra dos discos (ruletas) que
tienen agujas que una vez giradas se detienen y apuntan a
un nimero (mira el dibujo):

(Con qué disco es mas facil obtener un 3? Sefiala la
respuesta correcta:
a. Es mas facil obtener 3 en el disco rojo.
b. Es mas facil obtener 3 en el disco azul.
¢. Los dos discos dan la misma posibilidad de obtener 3.
d. Nolo sé.

Item 10b: ;Por qué eliges esta respuesta?

En el item 11, se muestran dos trompos con la parte superior en forma de
hexagono regular y dividida en seis tridngulos iguales (misma area), tres de los cuales
corresponde al niimero 1 (casos desfavorables) y otros tres al numero 2 (casos
favorables), en cada uno de los trompos. Por tanto, la probabilidad de obtener un 2 es la
misma en ambos. El nifio podria resolver la tarea estableciendo una correspondencia
entre los casos favorables y desfavorables, que es tipica del nivel de razonamiento 1B
en la teoria de Piaget e Inhelder (1951). Por otro lado, el orden en que estan situados los
tridngulos numerados con 1 y 2 en cada trompo es diferente: en el trompo amarillo se
alternan los niimeros, mientras que en el rojo son consecutivos. Esta colocacion es un

distractor que puede afectar al nifio al comparar las probabilidades (Maury, 1984).

item 11a: Dos trompos de seis lados estan marcados con unos y doses, como se indica en el
siguiente dibujo representativo:

(Qué trompo te da mejor oportunidad de obtener un 2
cuando se lanza? ;O dan la misma posibilidad?

a. El amarillo es mejor para obtener un 2.
b. Elrojo es mejor para obtener un 2.
¢. Ambos trompos dan la misma posibilidad.
d. Nolo sé.

item 11b: ;Por qué?

En el item 12 se presentan dos ruletas con 6 sectores de diferente amplitud. En la
ruleta marrén hay cuatro de ellos numerados con el numero 1 (casos favorables) y dos
numerados con el nimero 2 (casos desfavorables). El nimero de casos favorables es
mayor en la ruleta marron que en la ruleta naranja (4 vs. 2), pero la amplitud y
superficie ocupada por los casos favorables es mayor en esta Ultima. Si los nifios
comparan la razon entre casos favorables y desfavorables elegirian la ruleta marrdn, lo
que seria respuesta incorrecta, pues la naranja tiene mayor superficie favorable al
nimero 1.
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item 12a: Dos discos (ruletas), uno naranja y otro marron,
estan marcados con nimeros (mira el dibujo). Cada disco
tiene una aguja que gira.

Si se quiere obtener un 1, jes uno de los discos mejor que
el otro, o ambos dan la misma posibilidad?

a. El marrén es mejor para sacar un 1.

b. El naranja es mejor para sacar un 1.

c. Ambos discos dan la misma posibilidad.

d. No se puede decir.

Item 12b: ;Por qué has elegido esta respuesta?

3.7.3. Resultados y discusion

En primer lugar, se analiz6 la correccion de la respuesta en cada uno de los tres
items para comparar con los resultados obtenidos en las investigaciones previas.

En la Tabla 3.7.1 se presentan las elecciones de respuesta al item 10, donde la
mayoria de nifios elije la opcidn correcta, con un porcentaje (80%) algo mas elevado
que el obtenido en nifos de igual edad por Green (1983), 71%, y Canizares (1997),
79,1%. Por tanto, puede decirse que este item ha resultado muy sencillo para los nifios,
que muestran el nivel de razonamiento IIA, segun la clasificacion de Piaget e Inhelder
(1951). Se atribuye un mejor resultado en el presente estudio, a la ensefianza recibida
durante la Educacion Primaria.

Tabla 3.7.1. Frecuencia y porcentaje de respuestas al item 10

Respuesta elegida Frecuencia Porcentaje
Es mas facil obtener 3 en el disco rojo 4 7,3
Es mas facil en el disco azul (correcta) 44 80,0
Los dos discos dan igual posibilidad 7 12,7

En la Tabla 3.7.2 se presentan los resultados del item 11, donde se obtiene
mayor dificultad, aunque todavia el 50,9 % de los nifios responde correctamente En este
item los resultados son similares a los de Green (1982) (49%) y Caiiizares (1997)
(51,6%), con nifios de igual edad, luego el sesgo introducido por la colocacioén de los
casos favorables en el trompo no parece haberse superado con la ensefianza, ademas,
segun Piaget e Inhelder (1951), la comparacién de probabilidades en sucesos
equiprobables corresponde a un nivel de razonamiento superior (este item se ubica en el
nivel IIB).

Tabla 3.7.2. Frecuencia y porcentaje de respuestas al item 11

Respuesta elegida Frecuencia Porcentaje
El amarillo es mejor 12 21,8
El rojo es mejor 14 25,5
Los dos son igualmente probables (correcta) 28 50,9
No sabe 1 1,8
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En la Tabla 3.7.3 se presentan los resultados en el item 12, donde no se puede
aplicar la regla de Laplace o las comparaciones de casos favorables o posibles, pues las
areas de cada parte en que se divide la ruleta son diferentes. Aun asi, una gran parte de
los nifios consigue resolver correctamente el problema (63,6%), mientras que en la
investigacion de Green (1982) solo lo logra el 43% de los nifios de igual edad y el
46,2% en Canizares (1997), lo que de nuevo podria explicarse por la ensefanza
recibida, en el presente estudio.

Tabla 3.7.3. Frecuencia y porcentaje de respuestas al item 12

Respuesta elegida Frecuencia  Porcentaje
El marron es mejor 15 27,3

El naranja es mejor (correcta) 35 63,6
Los dos tienen la misma posibilidad 5 9,1

La Tabla 3.7.4 resume la correccion de las respuestas de los estudiantes en los
items 10 a 12, y los resultados obtenidos en las investigaciones previas con nifios de la
misma edad. En el item 10 se obtuvo un porcentaje (80%) algo mas elevado que el
obtenido por Green (1982) y Caiizares (1997), 71% y 79,1%, respectivamente. En el
item 11 se observa que los nifios presentaron mayor dificultad, donde solo la mitad
responde correctamente; resultados similares a los de Green (49%), y Caifiizares
(51,6%). Por ultimo, en el item 12 una gran parte de los nifios consigue resolver
correctamente el problema (63,6%), mientras que en la investigacion de Green (1982)
solo lo logra el 43% de los nifios y el 46,2% en el estudio de Caiiizares (1997).

Puede decirse que el item 10 ha resultado muy sencillo para los nifos del
estudio; a diferencia del item 11. Esto puede deberse a que el item 11 se ubica en un
nivel de razonamiento (IIA) superior al del item 10 (IB), segun la clasificacion de
Noelting (1980a y 1980b); ademas, en Green (1982) y Cafizares (1997) se asocia una
mayor dificultad a la introduccion del distractor (orden de colocacion) y segun Piaget e
Inhelder (1951), la comparacion de probabilidades en el caso de que sean sucesos
equiprobables corresponde a un nivel de razonamiento superior.

Tabla 3.7.4. Porcentaje de respuestas correctas en los items 10 a 12 y comparacion con los
obtenidos en Caifizares (1997) y Green (1982) con estudiantes de 6° curso

ftem Costa Rica Espafia Reino Unido
10 80,0 79,1 71,0
11 50,9 51,6 49,0
12 63,6 46,2 43,0

Por otro lado, resaltamos el buen rendimiento en el item 12, pues su dificultad es

alta (Nivel 4, segun Pérez Echeverria et al., 1986) al no poder aplicar la regla de
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Laplace, ni comparar casos favorables o posibles, pues las areas de cada seccion de la
ruleta son diferentes y requiere de un nivel de razonamiento proporcional mayor.

En la Tabla 3.7.5 se presentan los porcentajes de respuestas correctas, seguin tipo
de escuela, y se aprecia un mejor rendimiento general en la escuela privada.
Comparando estos resultados con los de Green (1983) y Caiiizares (1997), hacemos
distincion en los items 10 y 11, pues la escuela publica tiene resultados inferiores a
aquellos y la privada se mantiene por encima y aumenta su diferencia. En el item 12,
ambas escuelas se encuentran por encima de los porcentajes de investigaciones previas.

Tabla 3.7.5. Porcentaje de respuestas correctas en los items 10, 11 y 12, segtn tipo de escuela

ftem ' Escuela .
Publica Privada
10 65,4 93,1
11 34,6 65,5
12 57,7 69,0

Argumentos para justificar la comparacion de probabilidades

Para comprender mejor las razones que llevan a los nifios a elegir sus respuestas,
se analizaron los argumentos aportados. Dichos argumentos fueron clasificados,
mediante un analisis cualitativo, de acuerdo con las categorias descritas por Cafizares
(1997) y Cafiizares y Batanero (1997), que son las siguientes:

1. Comparacion del numero de casos favorables o posibles. Se corresponde,
segun Piaget e Inhelder (1951), con utilizar una de las variables de la tarea y es propia
del nivel de desarrollo ITA. Se compara el nimero de porciones numeradas en las dos
ruletas que son favorables al caso pedido o bien el nimero total de porciones de la
ruleta. No usa o al menos no hace referencia a los casos desfavorables, explicitamente, y
funciona en el item 11 (porque el nimero de casos desfavorables es el mismo y todas
las porciones tienen igual area) y en el item 10 (porque las ruletas estan dividas en
partes iguales, con el mismo numero de casos favorables aunque distinto de casos
posibles); pero no en el item 12, pues no se tendria en cuenta la amplitud de cada sector
de la ruleta. Algunos ejemplos son:

E1: Porque tiene menos numeros y el azul no tiene el cuatro (respuesta B, item 10).
E2: Porque en las dos hay tres doses (respuesta C, item 11).
E3: Tiene mas unos (respuesta A, item 12).

2. Comparacion explicita del numero de casos desfavorables. Cuando
explicitamente se cuentan los casos desfavorables y se comparan entre si para justificar

la respuesta, eligiendo la ruleta con menor nimero de casos desfavorables. También
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corresponde a una estrategia de una variable, pero mas avanzada que comparar casos
favorables o posibles, estrategia que da una soluciéon correcta cuando el nimero de
casos favorables es igual en ambas ruletas. Es mas elaborada que la anterior porque se
tiene en cuenta el complementario del suceso pedido, lo que supone comprender la idea
de disyuncion. Algunos ejemplos son:

E4: Porque en el disco azul tienes 2 oportunidades de perder y en el disco rojo tienes 3

(respuesta B, item 10).

E5: Porque en el azul no esta el 4 (respuesta B, item 10).

3. Comparacion explicita del numero de casos favorables y desfavorables. Es
una estrategia de dos variables, segiin Cafiizares y Batanero (1997), donde se utilizan
todos los datos del enunciado. Se comparan los casos favorables y desfavorables en
forma aditiva, como muestra E6, o se realiza comparacion multiplicativa como muestra
E7. Piaget e Inhelder (1951) advierten que estas estrategias no permiten, en general,
resolver cualquier problema (como sucede en el item 12, que lleva a error porque no se
tiene en cuenta el area de cada sector), aunque pueden llevar a éxito dependiendo de los
datos (como ocurre en el item 11).

E6: Porque en la naranja hay mas 1 que 2 (respuesta B, item 12).
E7: Tienen 3 veces 2 y 3 veces 1 (respuesta C, item 11).

4. Comparacion del darea ocupada por el numero pedido. Esta es una estrategia
que so6lo puede aplicarse en un contexto de probabilidad geométrica y puede utilizarse
con éxito en todos los items propuestos. En este trabajo se asigna al item 12, donde la
comparacion de casos favorables o desfavorables no funciona y el estudiante debiera
recurrir a comparar el area total cubierta (amplitud de las superficies), como por
ejemplo:

E8: Porque el 1 tiene mas espacio y es probable que salga el 1 (respuesta B, item 12).
E9: Porque el uno tiene el espacio mas grande (respuesta B, item 12).

5. Compara dreas y numero de casos desfavorables o favorables. Es una
combinacion de las dos estrategias anteriores, lo que supone mayor nivel de
razonamiento, como por ejemplo:

E10: Yo elegi esa respuesta porque hay menos numeros y los espacios son mas grandes
(repuesta B, item 12).

E11; Porque hay menos niimeros, por lo que el 3 tiene un espacio mas grande (repuesta
B, item 10).
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6. Sesgo de equiprobabilidad. Algunos nifios hacen referencia al azar (expresado
también como suerte) para deducir que cualquier suceso es igualmente posible, sin tener
en cuenta el area ocupada ni el numero de casos favorables o posibles. Se muestra en
estas respuestas (E12) un ejemplo del sesgo de equiprobabilidad, descrito por Lecoutre
(1992), consistente en equiparar aleatoriedad y equiprobabilidad, que también aparecio
en Caiizares (1997).

E12: Solo hay diferencia de un numero el 4 pero pueden tener una misma probabilidad
(respuesta C, item 10.)

7. Consideraciones fisicas. Se han encontrado puntualmente otros argumentos
basados en la colocacion de los nameros en el trompo, la fuerza que se da a la aguja o
consideraciones similares. En los ejemplos E13 y E17 se utiliza la creencia subjetiva de
que el orden de colocacion de los nimeros en la ruleta influye en la probabilidad,
incluso cuando las areas correspondientes a los casos favorables y posibles sean la
misma (caso E13). Hay respuestas que revelan una preferencia por el posible resultado,
segun ubicacion (en las esquinas, E14), una dependencia de la posicion inicial de la
aguja (E15) o incluso de la fuerza que se le imprime a la ruleta o trompo (E16, E18).

E13: El amarillo, porque esta mas distribuido (respuesta A, item 11).

E14: Porque seguramente cae en las esquinas (respuesta A, item 11).

E15: Porque en el disco azul la aguja apunta al dos, y el siguiente nimero sera el tres, en
cambio en el disco rojo apunta al uno y el siguiente sera el dos (respuesta B, item
12).

E16: Porque en esto todo depende de la fuerza (respuesta C, item 10).

E17: Porque los dos estan cerca del 1 (respuesta C, item 12)

E18: Si la giras con cuidado si va salir la 3 (respuesta A, item 10)

En la Tabla 3.7.6 se presentan los resultados referentes a los argumentos de los
nifios para cada item, siendo en los dos primeros items correctas las estrategias de
comparacion de casos favorables, desfavorables o posibles (el nimero de casos
favorables es igual) junto a la comparacion de areas, que solo funciona en el tercer item.
Las estrategias correctas se han subrayado.

Tabla 3.7.6. Frecuencia y porcentaje de estrategias en los items 10, 11 y 12
ftem 10 ftem 11 ftem 12

Estrategia 0 % 0 % a0 %

1. Comparar casos favorables o posibles 27 49,1 7 12,7 13 23,6
2. Comparar casos desfavorables 5 91

3. Comparar casos favorables y desfavorables 14 255 1 1,8
4. Comparar areas 6 109 27 493
5. Areas y casos favorables o desfavorables 5 9.1 4 7.3
6. Sesgo de equiprobabilidad 6 109 3 55 2 3,6
7. Consideraciones fisicas 6 10,9 30 545 7 12,7
No sabe 1 1,8 1 1,8
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En el item 10 predomina la comparacion de los casos posibles, que enmascara la
comparacion de casos desfavorables al haber uno solo favorable. Asi, implicitamente se
utiliza la disyuncion y se concibe el espacio muestral como unidn de casos favorables y
desfavorables. Es decir, si el nifio indica que en una ruleta hay mas posibilidad porque
hay menos nimeros, se refiere implicitamente al nimero de casos desfavorables. En la
investigacion de Green (1982) solo el 28% de los nifos de la misma edad que los que
participan en nuestro estudio usaron este argumento y el 30,8% en la de Caiizares
(1997). Por tanto, los resultados en nuestra muestra superan los de dichos estudios.

En el item 11 son correctas tanto la comparacion de casos posibles o favorables,
como la de casos favorables y desfavorables, y entre los dos se acerca al 40%. En el
caso de Green (1982), el 35% utiliza la comparacion de casos favorables y posibles y la
situacion de los casos favorables y desfavorables, y en la investigacion de Cailizares
(1997), alrededor del 25%, por lo que, de nuevo nuestros resultados son mejores. Sin
embargo, en nuestro estudio aparece un porcentaje muy alto de nifios que utilizan
consideraciones fisicas irrelevantes (54,5%), mientras que en el trabajo de Canizares
(1997) supone solo el 21%, siendo en su caso la referencia a la suerte o
equiprobabilidad algo mayor que en nuestro caso.

En el item 12 predomina la comparaciéon de areas, a veces combinada con
comparacion de casos favorables o desfavorables. Nuestra proporcion de argumentos
correctos es mayor que en Green (1982) y en Canizares (1997) con nifios de igual edad
(41% y 41,8% respectivamente), mientras que la comparacion de casos favorables y
desfavorables (estrategia incorrecta) es menor que en estos autores.

De acuerdo con el tipo de escuela (Tabla 3.7.7), en general, los porcentajes
fueron similares excepto en el item 11, donde el 41,4% de los estudiantes de la escuela
privada opt6 por la estrategia 3, frente al 7,7% de los estudiantes de la escuela publica.
Es importante sefialarlo, ya que de acuerdo con Caiiizares y Batanero (1997), esta
estrategia es mas avanzada al considerar dos variables. Este item, en general, fue mas
complejo para los nifos de la escuela publica, donde menos del 27% tuvo argumentos

correctos, y el argumento basado en consideraciones fisicas tiene un indice del 65,4%.
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Tabla 3.7.7. Porcentaje de estrategias en los items 10 a 12 por tipo de escuela

Estratogia item 10 item 11 item 12

Priv. Pab. Priv. Pab. Priv. Pub.

1. Comparar casos favorables o posibles 552 423 10,3 192 17,2 30,8

2. Comparar casos desfavorables 103 7.7

3. Comparar casos favorables y desfavorables 414 1.7 3,4

4. Comparar areas 10,3 11,5 552 46,2

5. Areas y casos favorables o desfavorables 103 7.7 69 3.8

6. Sesgo de equiprobabilidad 6,9 154 3,8 3,4 3,8

7. Consideraciones fisicas 6,9 154 48,3 654 10,3 154

No sabe 3,8 3,4

3.7.4. Conclusiones

El analisis de las respuestas en la comparacion de probabilidades en contextos
geométricos indica mejores resultados en nuestro estudio que los obtenidos con nifios de
la misma edad en investigaciones previas, que fueron realizadas en un periodo en que
no se impartia ningun tipo de ensefianza de la probabilidad elemental en las escuelas.
Estas diferencias se encuentran principalmente en el primer item, que se puede resolver
mediante comparacion de casos favorables y desfavorables, y en el tercero, cuya
solucion se fundamenta en la comparacion de areas. Se atribuye este mejor
razonamiento a la ensefianza recibida por los nifios actualmente, que confirma las
teorias de Fischbein (1975) sobre la importancia de aprovechar la base intuitiva del nifio
con la probabilidad y proporcionarle instruccion al respecto, apoyadas en lo posible en
material manipulativo.

Sin embargo, la ensefianza no parece haber influido en las respuestas al segundo
item, pues se obtienen resultados similares a los trabajos de Green (1982) y Caiizares
(1997), donde la disposicion de los nimeros en el trompo se ha tenido en cuenta como
un elemento subjetivo y distractor en la comparacion de probabilidades. En este sentido,
se debe insistir en que los nifios realicen experimentos con dispositivos fisicos similares
a los mostrados en los enunciados de los items para que poco a poco puedan corregir los

sesgos de razonamiento inadecuados.

3.8. ACTIVIDADES DE CONSTRUCCION DEL ESPACIO MUESTRAL
3.8.1. Introduccion

En esta seccion se analizan los resultados de los dos items en que se pide la
construccion de espacios muestrales en contexto de ruletas y de urnas, items 13 y 14 del
cuestionario, respectivamente, asociados a diferentes tipos de sucesos, lo que implica la

comprension del lenguaje probabilistico.
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Puesto que los estudiantes de la muestra estdn recibiendo instruccién en
probabilidad, es importante considerar el lenguaje que ellos utilizan, pues, en la
Educaciéon Primaria los conceptos matematicos se introducen mostrando ejemplos, a
partir del lenguaje propio de la edad y contexto. Poco a poco, se dota a estos ejemplos y
a las definiciones informales, construidas por los estudiantes, de mayor abstraccion
(Schleppegrell, 2007). El lenguaje tiene también una gran importancia, tanto para la
comunicacion de ideas matemadticas como para la resolucion de problemas, ya que los
objetos matematicos no son ostensivos y necesitan ser representados mediante diferente
lenguaje (Godino et al., 2007). Por otro lado, Vygotsky (2012) considera que el lenguaje
estd unido al pensamiento y que su adquisicidon es una parte central en el aprendizaje,
que es para el autor, un proceso social.

Herndndez-Salmeron et al. (2017) resaltan la importancia de conocer el
vocabulario que los estudiantes asocian a las situaciones aleatorias y a la probabilidad,
ya que algunos términos que utilizamos en matematicas no tienen el mismo significado
en su uso coloquial fuera del aula. Entre los términos asociados a la probabilidad que
tienen esta diferencia se sitlian los investigados en este trabajo, ya que cuando se usa en
una frase la palabra seguro no siempre se quiere decir que el hecho descrito se
producird, mientras que en probabilidad el suceso seguro incluye todos los sucesos
elementales del espacio muestral y, por tanto, ocurre siempre.

Igualmente, en algunas investigaciones que han analizado el lenguaje
probabilistico en los libros de texto, por ejemplo, en Gomez et al., (2013) y Ortiz et al.
(2016), se sugiere que el lenguaje verbal se usa para sugerir un significado especifico de
la probabilidad. Por ejemplo, los términos caso favorable o juego equitativo estdn
ligados al significado clasico, mientras que frecuencia y repeticion estan asociados al
frecuencial. También se reitera que hay palabras del lenguaje ordinario, entre ellas las
usadas en nuestro trabajo, que no tienen un sentido equivalente en matematicas.

Seguidamente, se analizan los items relacionados con la construccion de

espacios muestrales y sus resultados, que resumen los publicados en el siguiente trabajo:

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C., Gea, M. M., y Alvarez—Arroyo, R. (2021b).
Construccion de espacios muestrales asociados a distintos tipos de sucesos: Un estudio
exploratorio con nifios de educacion primaria. Educacion Matematica, 33(1). 181-207.
http://dx.doi.org/10.24844/EM3301.07
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3.8.2. Problemas analizados
En este trabajo se analizan los dos items (13 y 14) que son de creacidon propia y
tratan de la construccion de un espacio muestral y de los conceptos de suceso seguro,

imposible, posible y equiprobable en un contexto de juego de azar.

Item 13: Maria y Esteban juegan con una ruleta. Maria gana un confite si la aguja que gira cae
en el 1 y Esteban gana un confite si cae en el 2. Coloca en las siguientes ruletas los nimeros
que consideres oportunos para que se cumpla:

(C) Maria y Esteban
tienen igual
posibilidad de ganar

(B) Es posible que (D) Es imposible que

A) Mari
(A) Maria gana seguro Maria gane

Maria gane

Item 14: Maria gana cuando saca ficha negra. Pinta en las siguientes urnas tantas fichas negras
y blancas, como consideres oportuno, para que ocurra:

(C) Maria tienen
igual posibilidad de
ganar que de perder

(A) Maria gana (B) Es posible que
seguro Maria gane

(D) Es imposible
que Maria gane

Para resolver la tarea, el estudiante ha de pensar en un experimento aleatorio que
se pueda realizar con el dispositivo dado (ruleta o urna) y donde el suceso pedido tenga
la probabilidad expresada verbalmente. Para ello, debe imaginar un conjunto dicotdémico
de posibilidades divididas en dos subconjuntos (casos favorables y casos desfavorables).

Se utilizaran los contextos de ruletas, divididas en cuatro partes iguales y fichas
de dos colores en urnas. Segun Cafiizares (1997), el contexto de la ruleta favorece las
comparaciones de tipo parte-todo, mientras el contexto de fichas utilizado en el segundo
item, donde se puede aplicar la regla de Laplace, favorece la comparacion entre casos
favorables y casos desfavorables (comparacion parte-parte). Cada uno de los items
presenta cuatro apartados; en el primero se pide generar un espacio muestral donde el
suceso Maria gana sea seguro, en el segundo que sea posible, en el tercero que sea un
suceso equiprobable a su contrario y el cuarto que sea un suceso imposible.

En el item 13 el juego se realiza utilizando la representacion de una ruleta,

donde, si los espacios de division fuesen de diferente amplitud, no se podria aplicar la
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regla de Laplace, sino la probabilidad geométrica, para calcular probabilidades, y esto
excede lo establecido para este nivel educativo, por lo que se ha optado en dividir cada
ruleta en cuatro sectores circulares con igual area. El estudiante puede crear un espacio
muestral de hasta cuatro sucesos diferentes (cuatro numeros distintos), en cuyo caso
todos los sucesos elementales serian equiprobables, ¢ igualmente la probabilidad de
ganar el juego de los nifios imaginarios del enunciado. Pero si alguno de los nimeros se
repite (por ejemplo, construir una ruleta numerada 1, 1, 2, 3), se consigue un espacio
muestral donde el suceso 1 tiene doble probabilidad que los restantes, y por tanto Maria
doble probabilidad de ganar que Esteban. Para conseguir el suceso seguro se debe
repetir cuatro veces el nimero 1 (“Maria gana seguro”) y para lograr el imposible (“Es
imposible que Maria gane”), se debe excluir el nimero 1 de todos los sectores. En
resumen, la resolucion de la tarea requiere la intuicion o el conocimiento del
experimento aleatorio, y suceso, sucesos posibles del experimento, suceso favorable
(gana Maria) y desfavorable (no gana Maria), asi como de la intuicion de seguro,
posible, equiprobable e imposible, segun el apartado.

En el item 14 (contexto de urnas), la inica restriccion es que el espacio muestral
consta de fichas negras y blancas, y Maria gana sacando la ficha negra. Por ello se
puede construir un espacio muestral con cualquier nuimero de fichas, aunque es de
esperar que el estudiante piense en un nimero pequefio de ellas. De nuevo ha de pensar
en el experimento aleatorio y sus posibles resultados, asi como en los casos favorables,
casos desfavorables y los sucesos del tipo dado en el apartado. Para lograr el suceso
seguro, debe rellenar la urna sélo con fichas negras y para el imposible so6lo con fichas
blancas, en cualquier cantidad para los dos tipos de suceso. El suceso equiprobable
constard del mismo numero de fichas blancas y de fichas negras, y el posible cualquier

composicion con al menos una ficha de cada color.

3.8.3. Resultados y discusion

A continuacidn, se describen algunas posibles respuestas correctas e incorrectas
para cada uno de los apartados de los items, presentando algunos ejemplos de respuestas
de los estudiantes que participaron en el estudio.

Espacio muestral que corresponde al suceso seguro. La respuesta al primer
apartado de cada item seria correcta si se construye un espacio muestral formado so6lo
por casos favorables al suceso “gana Maria”, lo que asegura que Maria gane el juego.

En la Figura 3.8.1, presentamos dos ejemplos, uno para cada item. En el primero de
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ellos, se numera todos los sectores de la ruleta con el nimero uno y en el segundo se
llena la urna con cuatro fichas negras. El primer ejemplo es la unica posibilidad correcta
para que el suceso “gana Maria” sea seguro en el primer item, mientras en el segundo

caso, se podria haber utilizado cualquier cantidad de fichas negras.

Correcto, ruletas Correcto, urnas

Figura 3.8.1. Espacios muestrales correctos construidos para un suceso seguro

En los ejemplos incorrectos que se muestran en la Figura 3.8.2, se propone un
espacio muestral con diferentes tipos de sucesos, incluyendo, en consecuencia, casos
favorables y casos desfavorables al suceso “gana Maria”. Por tanto, no puede asegurarse
que Maria ganara.

En el ejemplo incorrecto 1 presentado para el contexto de la ruleta, la
probabilidad de ganar Maria seria %4, igual que la de su compaiiero, quien también tiene
un caso favorable entre cuatro y por tanto no es seguro que Maria gane el juego, sino
que se ha construido el espacio muestral que corresponde a un suceso equiprobable
(tanto Maria como Esteban tienen igual probabilidad de ganar). En el ejemplo
incorrecto 2, el estudiante construye un espacio muestral para el suceso muy probable
que Maria gane, ya que aparecen tres casos favorables de cuatro posibles, por lo que la
probabilidad de que Maria gane es %. En el ejemplo incorrecto 3, se incluyen cinco
casos favorables frente a dos desfavorables, y en el ejemplo 4, se presentan siete casos
favorables y uno desfavorable.

Hay que sefalar, que en los ejemplos incorrectos del 2 al 4 los estudiantes
confunden muy probable con seguro, confusiéon que ya aparecid en las investigaciones
de Caiizares (1997), Green (1982) y Hernandez-Salmerén et al. (2017). Una
explicacion alternativa para estos razonamientos es un sentido de justicia, unido a la
intuicidon que se aproxima al concepto de suceso seguro, ya que se da a Maria una alta
probabilidad de ganar; sin embargo, se dejan la posibilidad de que gane Esteban, pues
quizas no seria natural para el nifio dejarlo sin oportunidades de ganar, ya que participa

en el juego.
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Incorrecto 1, ruletas | Incorrecto 2, ruletas | Incorrecto 3, urnas Incorrecto 4, urnas

Figura 3.8.2. Espacios muestrales incorrectos construidos para un suceso seguro

Espacio muestral que corresponde a un suceso posible. En el segundo apartado
de cada item se pide construir un espacio muestral en el que Maria tiene posibilidad,
pero no seguridad, de ganar el juego. Por tanto, se admite una amplia variedad de
soluciones correctas, pues excluido el caso de imposibilidad y el de seguridad,
considerariamos correctas todas las demas respuestas.

En esta tarea no se encontraron espacios muestrales incorrectos para el suceso
posible, aunque hubo graduacion en el sentido que algunos estudiantes produjeron
espacios muestrales que proporcionaban sucesos muy poco probables, probables,
equiprobables o muy probable, pero no seguros ni imposibles. Mostramos en la Figura
3.8.3 un par de ejemplos que corresponden a espacios muestrales correctos, ya que se
incluyen tanto casos favorables como desfavorables. De hecho, son bastantes los que
producen sucesos equiprobables, esto se ilustra con el ejemplo de urnas mostrado en la
Figura 3.8.3. De nuevo, se conjetura que el sentido de justicia de los estudiantes los
lleva a construir un espacio muestral en que los dos jugadores tengan la misma

probabilidad de ganar.

Correcto, ruletas Correcto, urnas

Figura 3.8.3. Espacios muestrales construidos para un suceso posible

Espacio muestral que corresponde al suceso equiprobable. El tercer apartado
requiere que los estudiantes construyan un espacio muestral en que Maria y Esteban
tengan las mismas posibilidades de ganar. Los estudiantes parecen tener clara la idea de
equiprobabilidad, pues construyen en general ejemplos correctos de espacios muestrales
con el mismo numero de casos favorables y casos desfavorables, como se observa en la
Figura 3.8.4.

En lo ejemplos correctos 1, 2 y 4, los estudiantes usan dos casos favorables para
cada jugador, con la diferencia de disposicion entre ruletas en el 1 y 2, donde en el

primero los casos favorables se alternan y en el segundo se encuentran consecutivos.
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Aunque este aspecto pueda parecer no relevante, algunos estudiantes asocian mayor o
menor probabilidad segin la disposicion u orden se los sectores en una ruleta o
dispositivo continuo (Maury, 1984). En el ejemplo 3, se da una composicion en donde
el nifio considera otros casos desfavorables ademas del 2 (con el que juega Esteban). En
el ejemplo 5, de urnas, cabe destacar la cantidad de casos posibles (22) que present6 el
nifio en la construccion del espacio muestral, siendo la mitad de ellos favorables y la

otra mitad desfavorables al suceso de ganar Maria.

Correcto 1, Correcto 2, Correcto 3, Correcto 4, Correcto 5,
ruletas ruletas ruletas urnas urnas

Figura 3.8.4. Espacios muestrales construidos para un suceso equiprobable

Se han encontrado también algunas respuestas incorrectas en este apartado. Por
ejemplo, algunos estudiantes utilizan un nimero mayor de casos favorables, y por tanto
mostrarian el sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre y Durand, 1988), al considerar
equiprobable cualquier resultado de un experimento aleatorio, independientemente del
nimero de casos favorables y posibles. Se muestran ejemplos en la Figura 3.8.5, el
primero de ellos presenta tres casos favorables y solo uno desfavorable, al igual que el
segundo. Es posible que el estudiante s6lo considere sucesos no elementales, sin tener
en cuenta su probabilidad, es decir, s6lo considere que es equiprobable si hay fichas
blancas y negras, independientemente de la cantidad. Este resultado concuerda con lo
expresado por Francisco y Maher (2005) y Nilsson (2007) quienes sefialan que algunos
estudiantes que pueden listar todos los sucesos de un espacio muestral tienen dificultad

en clasificar los casos en favorables y en desfavorables.

Incorrecto, ruletas Incorrecto, urnas

Figura 3.8.5. Espacios muestrales incorrectos construidos para un suceso equiprobable

Espacio muestral que corresponde a un suceso imposible. Finalmente, la ultima
tarea consiste en determinar un espacio muestral que haga imposible a Maria ganar el

juego. Algunos ejemplos correctos, uno en contexto de ruletas y otro de urnas se
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presentan en la Figura 3.8.6; en los dos ejemplos mostrados el estudiante s6lo incluye

casos desfavorables.

Correcto, ruletas Correcto, urnas

Figura 3.8.6. Espacios muestrales construidos para un suceso imposible

Se presentan en la Figura 3.8.7 ejemplos incorrectos donde se evidencia una
confusion entre muy poco probable e imposible, ya citada por Caiizares (1997), Green
(1982) y Hernandez-Salmeron et al. (2017). Es decir, al considerar el suceso imposible,
los estudiantes incluyen algunos casos favorables; incluso en el ejemplo incorrecto 1 de
ruletas, que se proponen mas casos favorables que desfavorables. Se considera que estos
estudiantes (una minoria) estan atribuyendo a la palabra imposible el sentido de mala
suerte, es decir, aunque se tenga bastante probabilidad, todavia se ve el hecho de ganar
como algo muy dificil de que ocurra. Cafizares (1997) encontr6 este tipo de creencias
en sus entrevistas a estudiantes sobre la idea de juego equitativo. Ademas, en el ejemplo
incorrecto 4 se muestra como el estudiante confunde poco probable con imposible, ya

que mantiene un caso favorable en el espacio muestral.

Incorrectol, ruletas | Incorrecto 2, ruletas | Incorrecto 3, urnas Incorrecto 4, urnas

Figura 3.8.7. Espacios muestrales construidos para un suceso imposible

A continuacidn, se analizan, en primer lugar, las frecuencias de respuestas
correspondientes a espacios muestrales construidos en contexto de ruletas,
seguidamente, en contexto de urna y, finalmente, se comparan los dos contextos. En
cada apartado el analisis se realiza globalmente y comparando los resultados de las dos
escuelas.

Espacios muestrales construidos en contexto de ruletas

Se encuentran diferentes tipos de respuesta en cada apartado del primer item. En
general, las respuestas han sido variadas, puesto que, para cada tipo de suceso pedido, se
han construido espacios muestrales asociados a sucesos seguros, posibles,
equiprobables, etc. Esto indica una diversidad de intuiciones sobre las ideas de espacio

muestral y los tipos de sucesos solicitados. En la Tabla 3.8.1 presentamos la frecuencia
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y porcentaje de estudiantes que construyen varios tipos de espacio muestral en funcién
de lo pedido en cada apartado (seguro, posible, equiprobable e imposible). Se ha
marcado en negrita las frecuencias y porcentajes que corresponden a las respuestas
correctas.

Tabla 3.8.1. Frecuencia y porcentaje de estudiantes en la muestra global, seglin el espacio
muestral construido en cada apartado del item 13 (contexto de ruletas).

Apartado del item y suceso pedido

. . 1.Seguro 2. Posible 3. Equiprobable 4. Imposible
Espacio muestral construido " % o % " % " %
Suceso seguro 19 34,5 1 1,8
Suceso muy probable 23 41,8 20 36,4 10 18,2
Suceso equiprobable 6 11,0 27 49,1 50 90,9 9 16,4
Suceso poco probable 5 9,1 6 10,9 3 5,5 19 34,5
Suceso imposible 14 25,5
No construye 2 3,6 2 3,6 2 3,6 2 3,6

Son muy pocos los estudiantes que no completaron la tarea, lo cual indica el
interés con que colaboraron a nuestro trabajo. Los mejores resultados se obtienen al
construir un espacio muestral donde el suceso “gana Maria”, sea un suceso posible,
correctamente respondida por todos los estudiantes que respondieron este apartado
(96,4%). Esto indica una buena intuicion de la idea de suceso posible, lo que se debe sin
duda a que en este apartado se pueden admitir como correctas muchas respuestas (muy
probable, equiprobable, poco probable). También se obtuvo buen rendimiento al
construir el espacio muestral asociado al suceso equiprobable, cuya construccion fue
correcta para una amplia mayoria.

Se observa la mayor dificultad en el suceso seguro, interpretado con alta
frecuencia como muy probable, y también en el suceso imposible, considerado por una
proporcién importante como poco probable; en estos dos tipos de sucesos aparecen
también otras interpretaciones en porcentajes importantes de estudiantes; en concreto,
incluso se observa confusion entre suceso muy y poco probable.

En la Tabla 3.8.2 se comparan los resultados del item 13 separados por escuela,
donde se repiten en cada grupo los resultados observados en la Tabla 3.8.1, salvo una
pequefia variacion en el numero de no respuestas por escuela. Es decir, en el contexto de
ruletas se aprecian pocas diferencias porcentuales en los espacios muestrales
construidos de acuerdo con el suceso solicitado. Cabe senalar que los estudiantes de la
escuela publica tuvieron todas las respuestas correctas en el suceso equiprobable “Maria
y Esteban tienen igual posibilidad de ganar”; y los estudiantes de la escuela privada
tuvieron un rendimiento levemente mejor (31,0%) respecto a los de la escuela publica

(19,2%) al responder correctamente el suceso imposible.
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Tabla 3.8.2. Porcentaje de respuestas en cada apartado del item 13 (ruletas) por escuela.

Espacio muestral construido Suceso seguro Posible Equiprobable  Imposible

Priv. Pab. Priv. Pab. Priv. Puab. Priv. Pub.
Suceso seguro 34,5 34,6 3,8
Suceso muy probable 41,4 42,3 31,0 42,3 10,3 26,9
Suceso equiprobable 6.9 154 51,7 46,2 828 100,0 13,8 19,2
Suceso poco probable 10,3 7,7 10,3 115 10,3 37,9 30,8
Suceso imposible 31,0 19,2
No construye 6,9 6,9 6,9 6,9

Espacios muestrales construidos en contexto de urnas

En la Tabla 3.8.3 presentamos la frecuencia y porcentaje de estudiantes que
construyen varios tipos de espacio muestral en el item 14, en el contexto de urnas, en
funcién de lo pedido en cada apartado (seguro, posible, equiprobable e imposible). Se
ha marcado en negrita las frecuencias y porcentajes que corresponden a las respuestas

correctas.

Tabla 3.8.3. Frecuencia y porcentaje de estudiantes en la muestra global, seglin el espacio
muestral construido en cada apartado del item 14 (contexto de urnas).
Apartado del item y suceso pedido

Espacio muestral construido  1.Seguro 2.Posible 3.Equiprobable 4.Imposible
n % n % n % n %
Suceso seguro 16 29,1
Suceso muy probable 19 34,6 16 29,1 2 3,6 6 10,9
Suceso equiprobable 1 1,8 7 12,8 39 70,9 2 3,6
Suceso posible 15 273
Suceso poco probable 17 30,9 28 50,9 13 23,7 17 30,9
Suceso imposible 1 1,8 2 3,6 13 23,7
No construye 1 1,8 2 3,6 1 1,8 2 3,6

Aqui también es importante resaltar el interés por parte de todos los estudiantes
de la muestra para completar el cuestionario, ya que son muy pocas las no respuestas.
Al igual que el item de contexto de ruletas, donde hubo mejores resultados fue al
construir el espacio muestral correspondiente al suceso posible, correctamente
respondido por toda la muestra que realiz6 el apartado (96,4%). También hubo buen
rendimiento en el suceso equiprobable, donde 7 de cada 10 estudiantes respondieron
correctamente. Al igual que en el item de contexto de ruletas, observamos la mayor
dificultad en el suceso seguro, interpretado con alta frecuencia como muy o poco
probable; y el suceso imposible, generalmente considerado como poco probable o
posible; en estos dos tipos de sucesos aparecen también otras interpretaciones.

En la Tabla 3.8.4 se comparan los resultados por escuela, en el contexto de
urnas, donde se aprecian pocas diferencias porcentuales en los espacios muestrales

construidos de acuerdo con el suceso solicitado. Los estudiantes de la escuela privada
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tuvieron un rendimiento levemente mejor (27,6%) respecto a los de la escuela publica
(19,2%) en responder correctamente el suceso imposible, y también, un rendimiento
mayor, aproximadamente del 10% de respuestas correctas, en el de suceso equiprobable.

Tabla 3.8.4. Porcentaje de respuestas en cada apartado del item 14 (urnas) por escuela
Tipo de suceso pedido

. . Seguro Posible Equiprobable  Imposible
Espacio muestral construido Priv. Puab. Priv. Pab. Priv. Pab. Priv. Pub.
Suceso seguro 276 30,8
Suceso muy probable 27,6 423 31,0 269 69 6,9 154
Suceso equiprobable 0,0 3,8 69 192 759 654 7,7
Suceso posible 379 23,1 552 462 13,8 346 27,6 269
Suceso poco probable 3,4 3,4 3,8 31,0 30,8
Suceso imposible 27,6 19,2
No construye 3,4 34 3,8 3,4 6,9 3,7

Comparacion de resultados por contexto

En la Tabla 3.8.5 se comparan las respuestas de los estudiantes en porcentajes de
acuerdo con el contexto del item en cada uno de los apartados, sefialando en negrita las
respuestas correctas.

Tabla 3.8.5. Porcentaje espacios muestrales construidos segun suceso pedido por contexto.
Apartado del item y suceso pedido

Espacio muestral 1.Seguro 2. Posible 3. Equiprobable 4.Imposible
construido Ruleta Urna Ruleta Urna  Ruleta Urna Ruleta  Urna
Suceso seguro 34,5 29,1 1,8

Suceso muy probable 41,8 34,6 36,4 29,1 3,6 18,2 10,9
Suceso equiprobable 11,0 1,8 49,1 12,8 90,9 70,9 16,4 3,6
Suceso posible 27,3
Suceso poco probable 9,1 30,9 10,9 50,9 5,5 23,7 34,5 30,9
Imposible 1,8 3,6 25,0 23,7
No construye 3,6 1,8 3,6 3,6 3,6 1,8 3,6 3,6

Globalmente, aunque en diferente grado, se aprecia una menor dificultad en la
construccion de espacios muestrales en el contexto ruletas, siendo la mayor diferencia
en el suceso equiprobable, donde un 20% mas de los estudiantes lograron responder
correctamente este apartado, seguidamente los sucesos seguro € imposible, donde hay
una diferencia del 5,4% y 1,8% respectivamente, en las respuestas correctas. El suceso
posible no presenta diferencias porcentuales; sin embargo, si hay mayor diversidad en
las respuestas en el contexto urnas, debido a que es una tarea que presenta menos
restricciones

En la Tabla 3.8.6, se presenta la distribucion del numero de apartados correctos
en cada uno de los dos contextos, donde el maximo posible serian 4 respuestas

correctas.
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Tabla 3.8.6. Frecuencia y porcentaje de nimero de respuestas correctas en los dos contextos

ftem 13. Ruletas ftem 14. Urnas
Respuestas correctas o Porcentaje o Porcentaje
0 ()

acumulado acumulado
0 3 5,5 5,5 2 3,6 3,6
1 26 472 52,7 23 41,8 454
2 10 18,2 70,9 16 29,1 74,5
3 9 164 87,3 9 164 90,9
4 7 12,7 100,0 5 9,1 100,0

Al comparar el nimero de respuestas correctas en cada item, se observa que
siete estudiantes en el primer item y cinco en el segundo logran responder
correctamente los cuatro apartados de cada item. Por otro lado, se dan porcentajes muy
similares en cada contexto respecto al numero de tareas resueltas correctamente. El
porcentaje de estudiantes que contesta adecuadamente a dos preguntas o menos en
ambos contextos ronda el 70%; sin embargo, hay que sefialar que en el contexto urnas el
54,6% de los estudiantes respondieron 2 o mas apartados correctamente, a diferencia del

contexto de ruletas donde esto ocurrid en el 47,3% de los estudiantes.

Figura 3.8.8. Distribucion del nimero de respuestas correctas en cada contexto segun
tipo de escuela

En la Figura 3.8.8 se comparan el nimero de respuestas correctas en cada
contexto, segin tipo de escuela. En general, los estudiantes de la escuela privada
tuvieron mejores rendimientos en ambos contextos respecto a los de la escuela publica.
En el contexto de ruletas se observa que el 65,4% de los estudiantes de la escuela
publica solo tuvieron un apartado correcto, a diferencia de los de la escuela privada
donde el 58,6% tuvieron mas de uno. Respecto al contexto de urnas, todos los
estudiantes de la escuela privada al menos lograron un apartado correcto, a diferencia de
los de escuela publica. Ademads, mientras ninglin nifio de la escuela publica obtuvo los
cuatro apartados correctos en ninguno de los dos items, en la escuela privada 24,1% de

los estudiantes lo logr6 en contexto de ruletas, y el 17,2% en el de urnas.
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Relacion entre comparacion de probabilidades en ruletas y construccion del espacio
muestral

A continuacion se exponen estos resultados, que son parte de los publicados en:

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C., Gea, M. M., y Alvarez-Arroyo, R. (2021c). Resolucion
de tareas probabilisticas en contexto geométrico por estudiantes de educacion primaria.
Educagao e Realidade, 46(3). https://doi.org/10.1590/2175-6236105401

En la Tabla 3.8.7 se presenta la distribucion conjunta del nimero de respuestas
correctas en las tareas de comparacion de probabilidades en contexto continuo (items 10
a 12) y construccion del espacio muestral en ruletas, segiin diferentes tipos de suceso
(item 13). Todos los porcentajes se calculan respecto al total de la fila, excepto los
porcentajes del total de nifios que obtienen 0, 1, 2, 3 0 4 espacios muestrales correctos,
que se calcula respecto al total de la muestra.

Tabla 3.8.7. Frecuencias y porcentajes del nimero de respuestas correctas en comparacion de
probabilidades en contexto continuo y construccion del espacio muestral en ruletas

N. comparacioén N. de espacios muestrales correctos

probabilidades correctas 0 1 2 3 4 Total % total

0 Frecuencia 2 2 3,6
% por fila 100,0

1 Frecuencia 1 9 3 3 16 29,1
% por fila 6,3 56,3 18,8 18,8

2 Frecuencia 1 1 13 2 3 20 36,4
% por fila 5,0 5,0 65,0 10,0 15,0

3 Frecuencia 1 7 3 6 17 30,9
% por fila 5,9 41,2 17,6 35,3

Total Frecuencia 2 2 31 8 12 55 100,0
% del total 3,6 3,6 56,4 14,5 21,8 100,0 100,0

Unicamente, dos sujetos construyeron incorrectamente los cuatro espacios
muestrales pedidos, siendo lo mas frecuente obtener dos correctos (56,4%) seguido de
cuatro correctos (21,8%) y tres correctos (14,5%); solo dos sujetos respondieron
correctamente a una Unica construccion del espacio muestral solicitado. Por tanto, la
construccion del espacio muestral fue una tarea compleja, pues poco mas de un tercio de
las respuestas tiene al menos tres espacios muestrales correctamente construidos. Se
considera que ello es debido a la confusién general entre sucesos imposible y poco
probable o entre sucesos seguro y muy probable. Por otro lado, solo dos sujetos fallan
en todas las comparaciones de probabilidades, siendo lo mas frecuente responder
correctamente a dos de ellas (36,4%) o a las tres (30,9%).

Notese, también, la relacion entre el numero de respuestas correctas en

comparacion de probabilidades y en la construccion del espacio muestral. Asi, los dos
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sujetos que fallan todas las preguntas de comparacion de probabilidades solo llegan a
completar adecuadamente dos espacios muestrales; y el porcentaje de los que
construyen bien los cuatro espacios muestrales crece hasta el 35,3% de los que

resuelven correctamente todas las tareas de comparacion de probabilidades.

3.8.4. Conclusiones

Como se indico en la introduccion, la habilidad general que se pretende lograr al
final del ciclo educativo de Educacion Primaria en Costa Rica es identificar distintos
sucesos (mas probables, menos probables o igualmente probables) de acuerdo con el
numero de resultados simples de cada uno de estos. Y, en las tareas propuestas, se debe
construir un espacio muestral a partir de ciertas condiciones iniciales, lo que plantea un
desafio para el estudiante al no ser una tarea usual.

Los resultados del estudio muestran una intuicion razonable de la idea de
espacio muestral en la muestra de estudiantes que ha participado, tanto en contexto de
urnas como en contexto de ruletas. Estos han sido capaces, en su mayoria, de construir
un espacio muestral adecuado cuando en el enunciado de las tareas se solicitd un suceso
posible y un suceso equiprobable. Este hecho sefiala que los estudiantes ya han
cimentado un paso importante para avanzar en el estudio de la probabilidad, segun
Bryant y Nunes (2012).

Se ha podido constatar, sin embargo, al igual que en las investigaciones de
Caiiizares (1997), Green (1983) y Hernandez-Salmeron et al. (2017), que algunos
estudiantes confunden el suceso seguro con el suceso muy probable, y el suceso
imposible con el suceso muy poco probable. Pero, ademas, hemos encontrado otras
intuiciones erroneas, como considerar equiprobable un suceso con mas casos favorables
que desfavorables (o viceversa), o considerar seguro un suceso poco probable. De
acuerdo a las indicaciones de Fischbein (1975), hay que prestar atencion a las
intuiciones primarias sobre el significado de los tipos de sucesos que los estudiantes
traen a la clase, pues las intuiciones incorrectas son muy dificiles de cambiar.

El lenguaje influye en el conocimiento informal de probabilidad de los
estudiantes, con el que llegan a la escuela e interpretan las tareas de probabilidad que se
les plantean (Amir y Williams, 1999). Molnar (2018) recuerda que las ambigiiedades
del lenguaje en probabilidad pueden llevar a la formacion de intuiciones erroneas, y que
el profesor debe estar atento al significado que los estudiantes dan a los términos

probabilisticos.
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Igualmente tendra mucha importancia los generadores de sucesos aleatorios,
tanto manipulativos (dados, ruletas, fichas en urnas, etc.) como los representados
graficamente que se hayan utilizado en las situaciones propuestas a los estudiantes, pues
no todos tienen las mismas propiedades (Gandhi, 2018). Aunque aparentemente no ha
habido diferencias notables en el nimero de nifios que ha dado respuesta correcta para
cada apartado en los dos contextos considerados, hemos notado que el nimero total de
respuestas correctas es mayor en el contexto de ruletas, que al haberse dividido sélo en
cuartos ha facilitado la comparacion de probabilidades a los estudiantes.
Recomendamos, por tanto, el uso de una variedad de tareas y dispositivos manipulativos

en la ensefianza de la probabilidad a los estudiantes en este nivel educativo.

3.9. CONCLUSIONES GENERALES DEL ESTUDIO EXPLORATORIO DE

EVALUACION

La relevancia de este estudio se justifica por la falta de investigaciones sobre
razonamiento probabilistico con estudiantes costarricenses; donde, en general, se ha
informado de los resultados obtenidos, de las estrategias empleadas y de la influencia de
factores subjetivos que han incidido en las respuestas de los nifios al resolver diferentes
tareas probabilisticas.

De acuerdo a la exposicion de los resultados del estudio exploratorio, llevado a
cabo con estudiantes de 6° curso de Educacion Primaria en Costa Rica, se finaliza el
capitulo con la discusion de las conclusiones sobre los objetivos e hipdtesis que se

plantearon para dicho estudio.

3.9.1. Conclusiones sobre los objetivos

Se planted, al comienzo del capitulo, el siguiente objetivo general:

O2. Evaluar el razonamiento probabilistico en estudiantes de ultimo ario de la

Educacion Primaria costarricense, a partir de la resolucion de distintos

problemas probabilisticos propuestos en un cuestionario.

Este objetivo se logro al construir un cuestionario, que se ha descrito a lo largo
del capitulo, y analizar las respuestas de un grupo pequeiio de estudiantes de 6° curso al
mismo. Asociado a este objetivo general, se desglosaron los siguientes objetivos

especificos del estudio exploratorio:
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02.1. Analizar la forma en que los estudiantes de sexto ano de Educacion

Primaria costarricense resuelven problemas de comparacion y cuantificacion de

probabilidades simples, establecimiento del espacio muestral y determinacion

del juego equitativo.

Se ha proporcionado un informe detallado de la resolucion de problemas de
probabilidad simple, juego equitativo, comparacion de probabilidades en contextos de

urnas y de ruletas y establecimiento del espacio muestral.

02.2. Comparar los resultados obtenidos en el estudio con lo establecido por Piaget
e Inhelder (1951) para la edad de los estudiantes y con resultados de otras
investigaciones previas.

A partir de los resultados de las investigaciones previas que se han considerado
para este trabajo, se analizaron las diferencias con los resultados obtenidos en la muestra
de este estudio, tanto en porcentajes de respuestas correctas, como en las estrategias
empleadas.

Una de las conclusiones obtenidas fue que muchos de los problemas propuestos
fueron dificiles para los nifios de la muestra, por lo que se decidio repetir el estudio
ampliando el rango de edades, para investigar si las dificultades encontradas persistian
en los estudiantes mayores.

También se observo la relacion de la dificultad de algunas de las tareas con el
nivel de razonamiento proporcional requerido en el item. Por lo cual, se decidié analizar
en el Estudio 2, de forma mas sistematica, esta relacion, variando uniformemente el
nivel de razonamiento proporcional requerido en los items de comparacion de

probabilidades y afiadiendo items del mismo nivel de comparacion de razones.

3.9.2. Conclusiones sobre las hipdtesis
A continuacion, se discuten las hipotesis del estudio exploratorio, donde se
esperaba:
HI. Encontrar diferencias respecto a los resultados obtenidos con estudiantes de la
misma edad en investigaciones previas.
Se presumia obtener mejores resultados en relacion con dichos estudios,
esperando una influencia positiva de la instruccion en las intuiciones de los estudiantes
(Fischbein y Gazit, 1984; Fischbein et al., 1967). Se encontraron algunas diferencias,

aunque no tantas como se esperaba. Los resultados fueron superiores a los de
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investigaciones previas en los correspondientes a comparacion de probabilidades
simples (items 1 y 2). En estos items se encontrd un predominio de la comparacion
unicamente de casos favorables o de casos desfavorables.

Las expectativas no se cumplieron en los items 3 y 4 (determinacién del juego
equitativo), puesto que los porcentajes de respuestas correctas en este estudio fueron
inferiores a los obtenidos en Green (1982) y similares a los de Canizares (1997). Una
explicacion fue que, aunque los estudiantes habian estudiado algo de probabilidad, las
tareas propuestas no eran familiares para ellos. Los estudiantes tuvieron grandes
dificultades al justificar la equiparacion de ganancia (item 4) segin la esperanza de
ganar de cada jugador, lo que es debido a una falta de desarrollo de razonamiento
proporcional, debido que habia que emplear proporcionalidad inversa.

H?2. Encontrar diferencias en los resultados obtenidos en problemas de contexto de
urnas y de contexto de ruletas.

Investigaciones como las de Maury (1984) revelan que algunos nifios modifican
sus estrategias en la comparacion de probabilidades en funcion del contexto, discreto o
continuo; es decir, en problemas que aunque podrian ser equivalentes desde el punto de
vista probabilistico o de razonamiento proporcional, presentan distintos resultados.

En la comparacion de probabilidades en urnas se obtuvieron resultados similares
a los de otros estudios previos con menores de la misma edad. No obstante, se conjetura
que la dificultad de algunos items es debida a que solo parte de la muestra han
alcanzado el correspondiente nivel de razonamiento proporcional en la clasificacion de
Noelting (1980a; 1980b).

Por el contrario, el andlisis de las respuestas en la comparacion de
probabilidades en ruletas y trompos indica mejores resultados en el presente estudio que
los obtenidos con nifios de la misma edad en investigaciones previas. Ademas, en estos
items aparecid una estrategia nueva respecto a la comparaciéon de probabilidades en
urnas, consistente en la comparacion de areas cubiertas por la parte favorable y
desfavorable.

H3. Encontrar ejemplos de argumentos o estrategias en la resolucion de problemas
que han podido ser influenciadas por creencias de tipo subjetivo.

Se esperaba, a priori, que en el item 4 se obtuviera un mayor porcentaje de
argumentos asociados al efecto de recencia positiva o negativa (Fischbein, 1975),
considerando las investigaciones previas; sin embargo, el porcentaje fue bajo. También,

con poca frecuencia, se encontraron en los items ejemplos de razonamiento que estan
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asociados al sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre, 1992), enfoque en el resultado
(Konold, 1989) y sesgo de distribucion (Canizares, 1997; Green, 1982; Maury, 1984).

Ademas, algunos estudiantes asignaron equiprobabilidad en el caso de que
hubiera poca diferencia de casos favorables en la comparacion de dos urnas. En otros
pocos casos se alude a consideraciones fisicas; por ejemplo, la disposicion de las bolas
en una urna para asignar las probabilidades, la fuerza o también la velocidad con que se
hace girar una ruleta, la posicion de la ajuga en las ruletas, etc. Se espera estudiar mas
sistematicamente este tipo de sesgos en el segundo estudio de evaluacion.

En la determinacion del juego equitativo, especificamente en el item 1, se
consideraron argumentos incorrectos los que giraron en torno a lo que planteaba el
distractor, que indicaria un conflicto semio6tico consistente en suponer que hay mas
probabilidad siempre que haya mas casos favorables (Cafiizares et al., 1999). Otros
estudiantes suponen que el juego seria equitativo Unicamente si se juega exactamente
con el mismo numero de bolas de cada color, o indicar que el juego no es equitativo
porque los jugadores no tienen el mismo nimero de casos posibles.

H4. Evidenciar, en los items de construccion de espacios muestrales, mayores
dificultades en los apartados donde se pide un evento imposible.

Investigaciones como la de Cafiizares (1997) evidenciaron que los nifios tenian
mayor dificultad en comprender términos como improbable e imposible, confundiendo
suceso imposible con suceso muy poco probable. Se presumia que esto mismo podria
ocurrir en este estudio.

Los resultados del estudio muestran una intuicion razonable de la idea de
espacio muestral, en los estudiantes que participaron, tanto en contexto de urnas como
en contexto de ruletas. Estos han sido capaces, en su mayoria, de construir un espacio
muestral adecuado cuando en el enunciado de las tareas se solicitd un suceso posible y
un suceso equiprobable. Por tanto, logran un paso importante para avanzar en el estudio
de la probabilidad, segin Bryant y Nunes (2012).

Sin embargo, aparecen las dificultades citadas en Cafizares (1997), Green
(1983) y Hernandez-Salmeron et al. (2017) consistentes en confundir seguro con muy
probable y poco probable con imposible. Sera, entonces, importante dedicar un tiempo a
que los estudiantes refuercen este lenguaje y realizar tareas como las propuestas, en que

ellos mismos deben explicitar el espacio muestral del experimento.
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En resumen, las hipdtesis planteadas se confirman en todo o en parte e indican la
necesidad de investigar con mas detalle cada uno de los puntos planteados, lo que se

lleva a cabo en el Estudio 2 que se describe en los siguientes capitulos.

3.9.3. Implicaciones didacticas

Este estudio exploratorio ha informado, entre otras cosas, de la existencia de
algunos sesgos de razonamiento en la resolucion de tareas probabilisticas por
estudiantes costarricenses de Educacion Primaria. De este modo, se brinda informacion
que puede servir como orientacion didactica para mejorar la comprension de los
conceptos probabilisticos elementales que se habrian de desarrollar en este nivel
educativo, segun el curriculo costarricense actual (MEP, 2012).

Por lo tanto, se considera que este primer estudio es valioso, ya que brinda
conocimiento sobre los significados personales de estudiantes costarricenses acerca de
diferentes conceptos probabilisticos asociados a la diversas tareas propuestas en el
cuestionario aplicado; lo cual siempre es util al profesorado de cara a identificar
diversos conflictos que se presentan en el estudio de los diferentes temas del curriculo
(MEP, 2012). A continuacion, se realizan algunas indicaciones didacticas generales, que
se generan a partir de los resultados obtenidos en este estudio y que se podrian
implementar en las aulas costarricenses:

1. En cuanto a problemas de juego justo o equitativo, se recomienda incorporar en las
clases costarricenses y en los libros de texto utilizados, tareas matematicas donde se
formule y trabaje la equitatividad de un juego, no solo en el caso donde todos los
jugadores tiene la misma probabilidad de ganar y obtengan el mismo premio, sino
también explorar situaciones donde las probabilidades de los jugadores sean
diferentes y se deban equiparar los premios igualando las esperanzas de ganancia.

2. Respecto al desarrollo del lenguaje asociado a situaciones probabilisticas, los
resultados obtenidos sefialan la necesidad de prestar mayor cuidado al lenguaje de
probabilidad que se utiliza en la clase, puesto que los estudiantes no so6lo le asocian
significados del cotidiano que no corresponden al matematico, sino también
significados muy diferentes, tanto a lo cotidiano como a lo matematico. Se concluye
que el lenguaje del azar es sencillo para el nifio, pero a veces no se atiende el hecho
de que detras de cada término hay conceptos asociados cuya intuicion primero y
comprension posterior requiere de tiempo y esfuerzo, si se quiere que el nifio

progrese adecuadamente en su estudio posterior de la probabilidad.
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Asociado al punto anterior, de igual forma es importante dedicar un tiempo a que los
estudiantes refuercen este lenguaje y realizar tareas, como las propuestas en este
estudio, donde ellos mismos deban explicitar el espacio muestral de un experimento
y algunos sucesos especificos. Nunes et al. (2014) indican que es posible apoyar la
idea de espacio muestral a partir de los 10 afios, cuando se comienzan a desarrollar
los esquemas conceptuales de clasificacion, conjuncion y razén, que utilizan en
otros temas matematicos.

Se sugiere el uso de diferentes generadores de sucesos aleatorios, tanto
manipulativos (dados, ruletas, fichas en urnas, etc.) como los representados
graficamente que se hayan utilizado en las situaciones propuestas a los estudiantes,
pues no todos tienen las mismas propiedades (Gandhi, 2018). Se recomienda, por
tanto, el uso de una variedad de tareas y dispositivos manipulativos en la ensefianza
de la probabilidad en Educacion Primaria.

En general, aunque algunos de los problemas planteados en el cuestionario
resultaron ser dificiles para los estudiantes, se recomienda enfrentar a los estudiantes
a este tipo de situaciones, segin el enfoque metodologico de resolucion de
problemas planteado por el curriculo costarricense, donde se dice que: “la filosofia a
seguir en el aula varia a favor de acentuar acciones cognitivas de mayor nivel”
(MEP, 2012, p.32). Asimismo, estos problemas podrian ser empleados como punto
de partida en la accion educativa para generar indagacion y discusion entre los
estudiantes.

Respecto al punto anterior, es importante que se trabaje gradualmente en estrategias
de mayor nivel de razonamiento, lo cual se facilita trabajando con material
manipulativo, donde puedan recrear la situacidon planteada, exponer sus creencias
iniciales y, con ayuda del personal docente, corregirlas con la experiencia. De
acuerdo con Pratt (2000), son muchos los materiales que estan al alcance y que
pueden servir de recursos para apoyar la construccion de intuiciones correctas sobre
el azar. Esta recomendacion sigue el principio de que el conocimiento es construido
activamente por el sujeto y no recibido pasivamente del entorno (Piaget e Inhelder,
1951); de ahi surge la importancia de una ensefianza activa por parte de los nifios,
también en el campo de la probabilidad.

Se coincide con Borovcnik y Peard (1996) en que los conceptos probabilisticos y la
intuicidn estan fuertemente relacionados y esto qued6 mostrado en los ejemplos de

argumentos expuestos en este trabajo, lo que hace ver que una instruccion teérica en
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contenidos probabilisticos y de resolucion de ejercicios a lapiz y papel no es
suficiente para confrontar estas ideas equivocadas que traen los niflos y nifias.
Muchos de estos sesgos o intuiciones incorrectas, pueden corregirse paulatinamente
realizando simulaciones fisicas o computacionales de los experimentos aleatorios

que se plantean en los problemas.

Por otro lado, en diversas investigaciones se sugiere reforzar la formacion del
profesorado, tanto en probabilidad como en su didactica, debido a las dificultades que se
observan en este tema (Azcarate, 1995; Mohamed y Ortiz, 2012; Ortiz et al., 2016). Por
lo que se considera que los argumentos incorrectos mostrados como ejemplos pueden
servir a formadores de profesores para el disefio de procesos de capacitacion docente y
cursos de formacion del profesorado; donde se reflexione colectivamente sobre las
demandas cognitivas de las tareas planteadas a los estudiantes, de sus formas de
razonamiento, posibles conflictos semiodticos y sobre las creencias e intuiciones
primarias que traen los nifios y nifias, y de como estos elementos deben considerarse en
la planificacion educativa.

Lo anterior toma mucha relevancia en el contexto de implementacion curricular
costarricense, donde algunos profesores sienten inseguridad al ensefar la probabilidad a
los estudiantes debido a una débil formacioén conceptual y didactica en el tema (Alpizar
et al., 2012; Alpizar et al., 2015). Ello puede llevarles a reducir u omitir su ensefianza,
alegando razones como la falta de tiempo debido a lo apretado de los programas o su
inseguridad para ensefiarlo; por lo que se plantea la necesidad de una investigacion mas
profunda que considere diferentes actores y variables a la luz de la mediacion
pedagogica que se realiza en el aula en torno al razonamiento probabilistico. Se
considera que dicha formacion podria tener en cuenta las componentes del
conocimiento del profesor establecidas en el modelo CCDM (Godino et al., 2017), asi
como la teoria de idoneidad didéctica, lo cual podria también orientar la elaboracion de
propuestas didacticas de ensefianza y aprendizaje de la probabilidad (Beltran-Pellicer et

al., 2018).
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CAPITULO 4: CONSTRUCCION DE UN INSTRUMENTO DE

EVALUACION

4.1. Introduccion
4.2. Objetivos en la construccion del cuestionario
4.3. Variables consideradas y especificacion del contenido
4.3.1. Tipo de tarea
4.3.2. Nivel de razonamiento en la categorizacion de Noelting
4.3.3. Contexto
4.3.4. Sesgos de razonamiento
4.4. Construccion de un banco de items
4.4.1. Procedimiento de construccion
4.4.2. Tipos de item
4.5. Disefio previsto del cuestionario
4.6. Juicio de expertos y aproximacion a la validez
4.6.1. Seleccidn de expertos
4.6.2. Diseiio del cuestionario para expertos
4.6.3. Resultados del juicio de expertos
4.7. Estudio piloto
4.7.1. Descripcion del cuestionario
4.7.2. Descripcion de la muestra de estudiantes
4.7.3. Resultados del estudio piloto y modificaciones en algunos items
4.8. Informacion complementaria sobre el cuestionario definitivo
4.9. Conclusiones sobre los objetivos en la construccion del cuestionario

4.1. INTRODUCCION

Una vez finalizado el estudio inicial exploratorio descrito en el Capitulo 3, se
consider6 de interés profundizar en sus resultados con una muestra mayor de
estudiantes de un rango mas amplio de edades y utilizando un nuevo cuestionario que
tomase en cuenta las principales variables consideradas y permitiera evaluar su mutua
influencia. Mas concretamente, se pretendia abordar el tercer objetivo general de la

investigacion que tuvo el siguiente enunciado:

03. Estudiar la influencia del razonamiento proporcional en la comparacion de

probabilidades y resolucion de tareas probabilisticas en estudiantes

costarricenses y espanoles al finalizar la Educacion Primaria y a lo largo de la

Educacion Secundaria.

Para conseguir dicho objetivo, se procedi6 a construir un nuevo instrumento de
evaluacion que incluyera diversos tipos de tareas probabilisticas, ademds de otras de

comparacion de razones similares a las utilizadas por Noelting (1980a, 1980b). A la vez,
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se tratd que en su elaboracion se siguiesen las normas metodologicas recomendadas por
la AERA, APA y NCME (2014), que representan el acuerdo profesional sobre los
criterios para juzgar la calidad de las pruebas psicoldgicas y educativas.

Dicho instrumento se orienta a medir el “razonamiento probabilistico y su
relacion con el razonamiento proporcional”, que es un constructo inobservable, por lo
cual debe inferirse a partir de las respuestas de los estudiantes a los items planteados en
un instrumento; estas respuestas serian los indicadores empiricos observables del
constructo (Montero y Ledn, 2012). La finalidad del estudio de evaluaciéon fue aportar
informacion mas amplia que la lograda en el primer estudio, sobre las dificultades
especificas que los estudiantes de 11 a 16 afios presentan en la resolucion de tareas
probabilisticas sencillas, ademas de investigar su relacion con el razonamiento
proporcional. Esta informacion seria la base para una accion diagndstica y correctiva del
profesorado encargado de la ensefianza de la probabilidad y asi ayudar a los estudiantes
a superar dichas dificultades.

Se considera el cuestionario como un instrumento de medicion ya que, por
medio de las preguntas planteadas a los estudiantes de la muestra, se desea estimar sus
conocimientos y capacidades, a los que no podemos acceder mediante observacion
(Martinez et al., 2014). La elaboracion se inicia igualmente siendo conscientes de que
hay diferentes aproximaciones a la medida de rasgos psicoldgicos, por lo que se aceptan
las posibles limitaciones del procedimiento elegido (Martinez et al., 2014). Ademas, la
presente investigacion se sitlia en un dominio curricular (concretamente la educacion
matematica), por lo que se realizd un andlisis sistematico del contenido que se deseaba
evaluar, contemplado sus diferentes matices (Haladyna y Rodriguez, 2013).

En consecuencia, en la elaboracién del cuestionario se seguird un método
riguroso, como se ha indicado, y siguiendo los pasos de Diaz (2007) en su construccién
de un cuestionario sobre probabilidad condicional. Todo esto apoyado por el estudio
previo de antecedentes (resumido en el Capitulo 2) y buscando cumplir con los
requisitos de fiabilidad y validez del instrumento.

En lo que sigue se describen los objetivos perseguidos con el cuestionario y las

fases que se han seguido en la construccion del mismo.
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4.2. OBJETIVOS EN LA CONSTRUCCION DEL CUESTIONARIO

La segunda parte de este trabajo empirico (Estudio 2, descrito en el Capitulo 5)
se orientd a analizar el razonamiento probabilistico de estudiantes al finalizar la
Educacion Primaria y a lo largo de la secundaria, es decir, estudiantes de 11 a 16 afios,
que son las edades del estudio de Green (1982). Como hemos indicado, se decidié que
los estudiantes que compondrian la muestra para este estudio habrian recibido
instruccion en probabilidad en los cursos anteriores o en el que se realizase la
evaluacion, al contrario que en la mayoria de los estudios previos citados en el Capitulo
2. Las directrices curriculares que los estudiantes habian seguido son las que se han
descrito en el Capitulo 1.

Ademas, con los resultados obtenidos se analizaria la relacion del nivel de
razonamiento proporcional con la competencia de los estudiantes para la comparacion
de probabilidades, su comprension del juego equitativo y la construccion que realizan
del espacio muestral, dadas ciertas condiciones, lo que seria una aportacion original
respecto a las investigaciones previas. Se eligieron estos tipos de problemas
probabilisticos por haber sido utilizados en el Estudio 1, en el cual se concluy6 la
necesidad de profundizar en cada uno de estos tipos de tarea.

Seria también novedoso realizar esta evaluacion en Costa Rica (donde no habia
estudios en el tema en el momento de comenzar la investigacion) y llevar a cabo una
comparacion con los resultados obtenidos de estos estudiantes por estudiantes espafioles
utilizando el mismo cuestionario. Esta comparacion se realizé finalmente tan solo para
una parte del Estudio 2, para finalizar la Memoria de Tesis en un tiempo razonable.

Teniendo en cuenta los antecedentes (que se han resumido en el Capitulo 2) y
los resultados obtenidos en el Estudio 1 de evaluacion (Capitulo 3), en la construccion
del nuevo cuestionario se plantearon los siguientes objetivos, que se deducen del

objetivo 3 de esta tesis, discutido anteriormente.

03.1. Estudiar si el nivel de razonamiento proporcional de una muestra de
estudiantes de 11 a 16 afios (de acuerdo al modelo de Noelting, 1980a, 1980b)
requerido para tareas de comparacion de razones se mantiene en tareas de
comparacion de probabilidades.

Es decir, interesa estudiar si los estudiantes que logran resolver problemas de

razonamiento proporcional para un nivel dado, también obtienen éxito en los problemas
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de comparacion de probabilidades del mismo nivel y viceversa. Ello es debido a la
sugerencia de investigadores como Pérez Echeverria et al. (1986) donde indican que la
comparacion de probabilidades es mas dificil que la comparacion de razones. Pero
dichos investigadores realizaron su trabajo en un momento en que el estudio de la
probabilidad se retrasaba hasta los 14 afos. Ademas, sus muestras no consideraron
todos los rangos de edad que se pretenden en este estudio.

Para lograr este objetivo se trata de construir un cuestionario que incluya, para
cada uno de los niveles de razonamiento proporcional de Noelting (1980a, 1980b),
desde TA hasta IIIB, tareas de razonamiento proporcional y de comparacion de
probabilidades, y asi poder relacionar los resultados de los estudiantes en estos dos tipos
de tareas.

Por otro lado, se desea describir no solo los porcentajes de respuestas correctas a
los items, sino las estrategias empleadas por los estudiantes y compararlas con las
descritas por Caiizares (1997) y Green (1982). Ello condicionaria los items, en los que

se pediria una justificacion a los estudiantes.

03.2. Estudiar la posible relacion entre el nivel de razonamiento proporcional

v los resultados en la resolucion de otras tareas probabilisticas, en concreto,

problemas de juego equitativo y tareas de construccion de espacios muestrales

correspondientes a un suceso seguro, imposible y equiprobable.

Con esta finalidad se considerardn en el cuestionario algunas tareas de
determinacion de la apuesta para asegurar un juego equitativo y de construccion del
espacio muestral que corresponde a cada uno de estos tipos de suceso: seguro,
imposible y equiprobable. Se elegirian actividades similares a las empleadas con los
nifios de 6° curso de Educacion Primaria en el Estudio 1. Para dichas tareas solo se
utilizaria un item, para no alagar excesivamente el cuestionario. Los resultados
obtenidos en las tareas indicadas se compararan con los obtenidos en las tareas sobre
razonamiento proporcional; de manera precisa, se comparara el nivel maximo alcanzado
(segun Noelting, 1980a; 1980b) por el estudiante en razonamiento proporcional, con la

dificultad de las tareas de construccion del espacio muestral y de juego equitativo,

03.3. Comparar el nivel de razonamiento alcanzado en la comparacion de

probabilidades en problemas planteados en contextos de urnas y de ruletas.
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Para lograr este objetivo, en el cuestionario se usaran problemas de comparacion
de probabilidades en los dos tipos de contextos (urnas y ruletas) y en cada uno de los
niveles de Noelting (1980a; 1980b), comparando los resultados en cada pareja de items
del mismo nivel de razonamiento proporcional. El interés se debe a que tanto Canizares
(1997) como Maury (1984) indicaron que el contexto de urnas favorece la comparacion
parte-parte, mientras el contexto de ruletas estimula la comparacién parte-todo.
Ademas, en las ruletas los estudiantes disponen de otra nueva estrategia correcta que es

la comparacion de areas, por lo que se favorece la resolucion de estos problemas.

03.4. Estudiar la influencia de sesgos en razonamiento probabilistico en la
resolucion de las tareas de acuerdo al nivel alcanzado en la comparacion de
probabilidades.

Los nifios traen consigo intuiciones o ideas que asumen como verdaderas y que
pueden incidir en sus respuestas, respaldado por los resultados de investigaciones
previas (e. g. Canizares, 1997; Konold, 1989; Lecoutre, 1992) y el Estudio 1 de esta
investigacion (Herndndez et al., 2022) se encontraron ejemplos de respuestas y
argumentos utilizados en la resolucion de problemas que han podido ser influenciados
por sesgos o creencias de tipo subjetivo.

Se parte del hecho de que, aunque los estudiantes hayan tenido instruccion en
contenidos probabilisticos, algunas veces sus respuestas pueden verse afectadas por
sesgos y creencias que logran distorsionar la informacién y provocar errores
sistematicos en la resolucion de problemas probabilisticos. Con la inclusion de algunos
distractores en parte de los items del cuestionario se busca comprobar la extension de
estos sesgos en la nueva muestra, pues la del primer estudio era pequefia y los
estudiantes muy jovenes. Es decir, se incluiran algunos items que evalllan sesgos
comunes descritos en las investigaciones previas, para analizar si hay variacion en la

respuesta al resto de tareas.

03.5. Analizar el efecto del curso escolar y del entorno educativo (espaiiol o

costarricense) en algunas tareas del cuestionario.

Para lograr este objetivo se utilizara una muestra amplia de estudiantes de
diferentes edades y en los dos paises y posteriormente se comparan los resultados

obtenidos en los dos paises por curso y preguntas del cuestionario. Especificamente, la
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diferencia por curso se estudiara para todas las tareas, mientras que la diferencia por
entorno educativo, Unicamente, se hard para la comparacion de razones y para la

comparacion de probabilidades en contexto de urnas.

03.6. Comparar los resultados conseguidos en el estudio de evaluacion con los
obtenidos por Cariizares (1997) y Green (1982) con estudiantes de la misma
edad.

Se emplearan algunos items utilizados en estos estudios previos, y otros
similares en formato y con nivel de razonamiento proporcional equivalente, con
estudiantes entre 11 y 16 afos. Esto permitird comparar los resultados del presente
estudio con los de otros autores que los utilizaron con estudiantes de edades similares,
en particular Green (11-16 afios) y Caiiizares (10-14 afios). Igualmente, dependiendo del
item, se compararan los resultados con los de otros estudios previos analizados en los

antecedentes que se describieron en el Capitulo 2.

43. VARIABLES CONSIDERADAS Y ESPECIFICACION DEL
CONTENIDO

El disefio del cuestionario se inicid por la definiciéon semantica del constructo a
evaluar, que consiste en la especificacion de una serie de comportamientos observables
que se pueden poner en correspondencia con los componentes del contenido a evaluar
(Diaz, 2007).

La definicion semantica de la variable se ha apoyado en la revision bibliogréafica
de antecedentes, descrita en el Capitulo 2, y que nos ha permitido conocer las
principales dificultades de los estudiantes de las edades abordadas en las tareas
seleccionadas. A partir de dicha revision y sintesis bibliografica se han determinado el
tipo de tareas a incluir en el cuestionario y se han recopilado ejemplos de las mismas, de
las cuales se seleccionaran las definitivas mediante juicio de expertos.

La definicion semantica implica la especificacion de las respuestas esperadas en
cada item y el andlisis de su correspondencia con el constructo que se trata de evaluar
(Diaz, 2007). Para lograrlo, se lleva a cabo una descripcion detallada de los contenidos
que seran evaluados en cada uno de los tipos de items incluidos en el cuestionario, que
se describe mas adelante en el Capitulo 5, donde se exponen los resultados obtenidos en

el cuestionario.
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Ademas, se han elegido las variables independientes que se tendran en cuenta para
cumplir los objetivos formulados en la seccion anterior. Todas las variables se describen
a continuacion.

4.3.1. Tipo de tarea

Una primera variable es el tipo de tarea, pues en el disefio del cuestionario se
incluirdn cuatro tipos de tareas diferenciadas, que se resumen a continuacion, y se

describen con mayor detalle en la Secciéon 4.4:

T1. Tareas de comparacion de probabilidades. Se adaptarian las tareas de comparacion
de probabilidades utilizadas en el Estudio 1 y su propdsito seria analizar si el nivel
de razonamiento alcanzado en estos problemas es equivalente al nivel logrado de
razonamiento proporcional.

En estas tareas se presenta un enunciado que plantea una situacion de decision

en un ambiente de incertidumbre, donde el estudiante debe elegir una de dos urnas o

elegir una de dos ruletas; es decir, seleccionar entre dos experimentos aleatorios en un

determinado contexto. Se emplearan problemas que requieren diferente nivel de
razonamiento proporcional de Noelting (1980a; 1980b) para cada uno de los dos
contextos. Lo anterior permitird comparar la dificultad relativa de la comparacion de
probabilidades en contextos de urnas y ruletas. La regla de conducta que corresponde al
dominio de este contenido es el éxito en la resolucion de los problemas propuestos y las
estrategias empleadas por el estudiante (también correctas o incorrectas). Ademas de las
estrategias correspondientes a la comparacion de razones, es de esperar otros tipos de
estrategias, ligadas al contexto (como la comparacion de areas en ruletas) o propias de

la situacion aleatoria.

T2.Tareas de comparacion de razones. En ellas se pedird determinar cual de dos
razones es mayor, utilizando un contexto de mezclas, y adaptando algunos de los
problemas utilizados por Noelting (1980a; 1980b) en su investigacion.

El contenido evaluado por dicha tarea seria el nivel de razonamiento
proporcional del estudiante, que se puede determinar al comprobar hasta qué nivel de
los definidos por Noelting el estudiante logra resolver correctamente en la tarea. La
regla de conducta que se puede poner en correspondencia con el contenido es la
correccion de la respuesta en la tarea, al mismo tiempo que las estrategias utilizadas en

la comparacion de las razones, que pueden ser correctas e incorrectas y de varios tipos.
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T3. Tareas de determinacion de la ganancia en juegos equitativos. Se adaptaria el item
2 utilizado en el Estudio 1 (Anexo 2). En este se pide encontrar el nimero de barras
de chocolate (confites) que deben recibir dos nifios en un juego, de modo que se
equipare la ganancia de los jugadores segun la probabilidad que tienen de ganar.

Aqui no s6lo se evaltia la comprension de los conceptos de juego equitativo y de
esperanza matematica; sino que al ser necesario aplicar la proporcionalidad inversa
entre la probabilidad y la ganancia de cada jugador, se quiere estudiar la posible
relacion entre el nivel de razonamiento proporcional y los resultados que se obtengan en
esta tarea probabilistica.

En nuestro primer estudio se obtuvieron bajos resultados en este item, solo

32,7% de respuestas correctas; inferior al conseguido por Cafiizares (1997) en su primer
estudio (45,1%) y en su segundo estudio (56,8%), y en el trabajo de Green (1982), el
cual fue del 46,0%. Es por esto que se quiere estudiar, si a mayor nivel de razonamiento
proporcional y mayor edad se obtienen mejores resultados y una madurez en la
comprension de juego equitativo, asi como una mayor facilidad para igualar las
esperanzas de ganancia de los jugadores, si las probabilidades de estos son distintas.

La regla de conducta que corresponde al dominio de este contenido es el éxito en
determinar la cantidad de barras de chocolate que equiparian el juego y la justificacion

que establezca el estudiante para esta respuesta, que puede ser correcta o no.

T4. Tareas de construccion de espacios muestrales. Se adaptaran los items 13 (contexto
de ruletas) y 14 (contexto de urnas) utilizados en el Estudio 1 (Anexo 2), donde se
pide construir el espacio muestral compatible con la descripcion de un suceso
especifico (seguro, equiprobable, posible e imposible).

Para este cuestionario no se solicitard construir el espacio muestral para el
evento posible, sino solo para los eventos seguro, equiprobable e imposible. Esta
decision se toma porque en el Estudio 1 esta tarea resultdo demasiado sencilla para los
estudiantes de la muestra (6° ano de Educacion Primaria) y ahora se espera tomar datos
de estudiantes de igual y mayor edad (estudiantes de secundaria). El contenido evaluado
por dichas tareas seria la comprension de conceptos como espacio muestral y los
sucesos seguro, imposible y equiprobable, de acuerdo con el nimero de resultados

simples de cada uno de estos. Se busca con estas tareas, establecer una posible relacion
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entre el nivel de razonamiento proporcional y los resultados que se obtengan en estas;
asi como comparar los resultados obtenidos segun tipo de contexto (urnas y ruletas). La
regla de conducta que se puede poner en correspondencia con el contenido es el éxito o
los errores de los estudiantes al construir un espacio muestral a partir de ciertas

condiciones iniciales.

4.3.2. Nivel de razonamiento en la categorizacion de Noelting

En la Tabla 4.3.1 se reproduce una sintesis de los niveles de razonamiento en la
comparacion de razones propuestos por Noelting (1980a, 1980b), que ya se comentaron
con detalle en el Capitulo 2 y que engloban desde la ausencia total de razonamiento
proporcional hasta un razonamiento completo. Dichos niveles se tendrian en cuenta en
la construccion del cuestionario de evaluacion, tanto en los problemas de comparacion
de razones como en los de comparacion de probabilidades.

Tabla 4.3.1. Niveles de comparacion de razones segiin Noelting (1980a; 1980b)

Etapas Edad (afios, Ejemplo (a;,b;) Caracteristicas
meses) vs (ay,by)
Simbolica 2,0 (3,0) vs (0,3)  Solo se diferencian los elementos.
Intuitiva inferior (IA) 3,6 (1,4) vs (2,4) Se comparan los primeros términos a de las
razones, sin considerar los segundos términos b.
Intuitiva media (IB) 6,4 (1,5)vs(1,3) Cuando los primeros términos son iguales, se

comparan los segundos términos b de las razones,
comprendiendo que b es el reciproco de a.

Intuitiva superior (IC) 7,0 (1,5) vs (5,1)  Se construye la razén como un todo, considerando
sus relaciones internas. En la comparacion de
razones, se observa que la relacion de desigualdad
es distinta en cada fraccion.

Operacional concreta 8,1 (2,2) vs (3,3) Se compara el valor de una fraccion (a/b) con la

inferior (IIA) otra, a partir de una operacion multiplicativa
aplicada a ambas razones. Con ello se introduce la
idea de equivalencia entre las razones para el caso

de la unidad.
Operacional concreta 10,5 (2,1) vs (4,2) Se establece la clase de equivalencia de razones a
superior (IIB) cualquier razon diferente de la unidad.
Operacional formal 12,2 (2,1) vs (4,3) Cuando dos de los cuatro términos a comparar son
inferior (I11A) multiplos se establecen relaciones de su cociente

con los otros dos términos. En el ejemplo, si 4 es

el doble que 2, 3 es mas del doble que 1.
Operacional formal 15,1 (2,3) vs (1,2)  Se logra comparar cualquier tipo de fraccion.
superior (I1IB)

De los anteriores niveles se decidio utilizar los que se muestran en la Tabla
4.3.2, porque permiten describir de forma suficiente el razonamiento proporcional
logrado por los estudiantes de 11 a 16 afios, que son las edades para las cuales esta

previsto el cuestionario. Se descarté el nivel simbolico, pues es de esperar que todos los
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sujetos de la muestra hayan alcanzado alguno de los superiores al mismo. También se
suprimi6 el nivel IC, ya que los niveles IA y IB permiten averiguar si los estudiantes
consideran los casos favorables y desfavorables en los problemas de comparacion de
probabilidades. Ademas, de este modo se utilizan dos niveles para cada una de las
etapas intuitiva, operacional y formal en la teoria de Piaget e Inhelder (1951).

Tabla 4.3.2. Niveles de razonamiento proporcional (Noelting, 1980a, 1980b) que se consideran
en el cuestionario y su equivalencia con el nivel de dificultad (Pérez Echeverria et al., 1986)

Etapa Composicion Nivel de dificultad
(ar,br) vs (az,bs)
IA 3.2) vs (4,2) 1
1B 5,1)vs (5,3) 1
1A (2,2) vs (4,4) 2
11B (3,1) vs (6,2) 2
IIA (2,1) vs (6,2) 3
111B (2,3) vs (1,2) 4

Como se observa en la Tabla 4.3.2, este conjunto de niveles permite considerar
los propuestos en el trabajo de Pérez Echeverria et al. (1986) y determinar la proporcion
de estudiantes de la muestra que alcanza cada uno de estos niveles de dificultad en cada
grupo de edad. Estos autores proponen cuatro niveles de dificultad, segun las estrategias
de resolucion en tareas de comparacion de razones y de comparacion de probabilidades,
cuya descripcion de dichos niveles se resumen en la Tabla 4.3.3 y se describid con
mayor detalle en el Capitulo 2.

Tabla 4.3.3. Niveles de dificultad en tareas de comparacion de razones y de probabilidades,
segun estrategias de resolucion (Pérez Echeverria et al., 1986)
Niveles de Estrategias de resolucion
dificultad
1

®

Comparacion de cantidades absolutas.

b. Comparacion aditiva entre razones. Se establecen correctamente las razones
entre los elementos, pero se busca la solucion comparando los miembros de
estas razones por medio de sumas y restas.

2 c. Correspondencia o construccion propia. Consiste en establecer un criterio de
proporcionalidad en una fraccion y aplicarlo a la otra fraccion.

d. Comparacion multiplicativa entre los miembros de cada fraccion.

Pérez Echeverria et al. (1986) concluyen que, en general, los problemas que
tienen un contexto proporcional presentan menos dificultad que los que tienen un
contexto probabilistico. Los autores conjeturan que si bien es cierto que el nivel de
razonamiento proporcional posiblemente incide en el calculo de probabilidades, también
puede afectar el hecho de que las tareas presentadas en un contexto proporcional
sefalen un acontecimiento seguro, mientras que el resultado de un problema presentado

en un contexto probabilistico indica un grado de incertidumbre; es decir, el aspecto de
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que en una tarea incide el azar y en la otra no, puede significar una mayor dificultad en

su resolucion.

4.3.3. Contexto

Esta variable se considera unicamente en los problemas de comparacion de
probabilidades y en las tareas de construccion de espacios muestrales. En ambos tipos
de tareas se tendrian en cuenta dos tipos de contextos: uno discreto, empleando urnas
que contienen fichas de igual tamafio de dos colores (negro y blanco) y otro continuo,
empleando ruletas con sectores de igual area, coloreados ya sea de blanco o de color
negro. Dichos contextos ya se emplearon en el Estudio 1 y, ademads, en investigaciones
previas; por ejemplo, en Green (1982) se utilizaron diversas tareas de comparacion de
probabilidades en un test de intuiciones probabilisticas encontrando distintas estrategias
segun el tipo contexto.

De las investigaciones mas relevantes en cuanto a la incidencia del contexto en
la resolucion de tareas probabilisticas estd la de Maury (1984), quien mediante una
prueba con tareas en dos modalidades (sacos con bolas de dos colores y ruletas
divididas en sectores iguales de dos colores) encontr6é que, aunque la variable contexto
no influye significativamente sobre los resultados, si lo hace, claramente, sobre los
argumentos (relevantes e irrelevantes) utilizados por estudiantes de quinto afo de
secundaria al resolver problemas de cuantificacion de probabilidades. Asociado a esto,
Pérez Echeverria (1990) y Singer y Resnick (1992) coinciden en que hay evidencia de
que el contexto discreto favorece las comparaciones parte-parte, y que el contexto
continuo favorece las comparaciones de tipo parte-todo.

Maury concluyd que tareas probabilisticamente equivalentes pero con diferente
contexto, no son necesariamente equivalentes cognitivamente; esto sugiere que los
alumnos tienen varios modelos probabilisticos espontaneos, cuya movilizacion depende,
entre otras cosas, del contexto. Por lo que en este estudio se considera relevante tomar
en cuenta al contexto como una de las variables a considerar, ya que al proponer a los
estudiantes problemas que teéricamente podrian ser equivalentes, pero con contexto
distinto, se podria explicar algunos sesgos de razonamiento y las distintas estrategias
que podrian ser evidenciadas en las practicas prototipicas realizadas por los estudiantes

de la muestra.
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Para guardar la equivalencia tedrica de tareas segin contexto, tanto en
comparacion de probabilidades como en construccion de espacios muestrales, las ruletas
deben tener sectores de igual area; ya que si se cambian las urnas con fichas por ruletas
con areas desiguales, la regla de Laplace ya no seria pertinente y se requeria una
intuicion primaria de la probabilidad de acuerdo con otros significados de la misma; por

ejemplo, probabilidad de tipo frecuencial o probabilidad de tipo geométrica.

4.3.4. Sesgos de razonamiento

En el Estudio 1, en items de comparacion de probabilidades en urnas, los cuales
no incluian enunciados o dibujos que pudieran provocar algin sesgo, el porcentaje de
argumentos inducidos por intuiciones incorrectas por item fue muy bajo, siendo los mas
frecuentes el sesgo de equiprobabilidad y la disposicion de las fichas. Sin embargo, el
porcentaje de sesgos fue mayor en actividades con dispositivos continuos;
especificamente sobresale el item 11 (Anexo 2), con un alto porcentaje de argumentos
relacionados a consideraciones fisicas irrelevantes, en particular, el orden de colocacioén
de los numeros (alternabilidad o no de sectores asociados a un mismo evento).
Denominaremos dicha creencia sesgo distribucional, que fue identificado por Cafizares
(1997), Green (1982) y Maury (1984). Se espera que en contexto de urnas aparezcan
algin porcentaje pequeiio de argumentos asociados a las intuiciones incorrectas, sin
necesidad de incluir en los enunciados algiin un distractor que pueda promover sesgos
de razonamiento descritos en la investigacion previa.

Aunque en Cafizares (1997) se utilizaron distractores que vinculan mayor
probabilidad con aspectos irrelevantes como la edad, quien inicia el juego, el color
preferido; se considerd que este tipo de distractores no inducirdn al sesgo a estudiantes
de la muestra, dada su edad y que en el Estudio 1, estos sesgos no aparecieron.

Sin embargo, para el estudio si interesa conocer si se mantiene el porcentaje alto
en el contexto de ruletas, en cuanto al sesgo distribucional. Para analizarlo, se
presentaran items donde apareceran dos ruletas, con sectores de color negro y blanco, y
en una de ellas los colores estardn juntos y en la otra, alternados, para ver si este
distractor incide en los argumentos de los estudiantes. Ademas de este distractor,
también en algunos items se cambiard la posicion de la ajuga giratoria en las dos ruletas,
asi como que aparezca en una ruleta apuntado el color negro y en la otra apuntando el

color blanco.
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4.4. CONSTRUCCION DE UN BANCO DE ITEMS

Una vez fijadas las especificaciones del contenido, se procedié a elaborar un
banco de items, a partir de los cudles, mediante la ayuda de expertos se elegirian los que
finalmente formarian el cuestionario.

4.4.1. Procedimiento de construccion

Siguiendo las recomendaciones de Martinez et al. (2014) se tuvo en cuenta el
tiempo que se dispondria para administrar el cuestionario, asi como los objetivos de la
evaluacion. Igualmente, siguiendo a Mudiz (2010) se hicieron las siguientes
consideraciones:

e Se administraria el cuestionario de forma grupal, aunque cada estudiante lo
completaria en forma escrita individualmente. Por tanto, el cuestionario deberia
tener instrucciones completas y sencillas de comprender por parte de los estudiantes.
Esto se comprobaria en el estudio piloto, evaluando si todos las instrucciones y
enunciados son comprensibles para un grupo de estudiantes de edad menor o igual a
la minima establecida para el estudio.

e (Cada item se elegiria de modo que fuese consistente con el contenido que se deseaba
evaluar con el mismo.

e La respuesta de cada item deberia ser independiente de las anteriores, de modo que
el fallo en uno de los items no aumentase la probabilidad de error en los anteriores o
posteriores (Muiiiz, 2010).

e FElegir un formato que, a la vez, permita la precision en la evaluacion, pero fuese
ajustado a los estudiantes. Por ello se optd por utilizar algunos items de opcidon
multiple, con una Unica respuesta correcta, donde, ademas, se afiadirian en los
distractores, errores previsibles en los estudiantes, que brindaran informacion
respecto a algin sesgo especifico. En este tipo de item es sencillo asignar la
puntuacién a los sujetos y determinar patrones de respuestas, puesto que han sido
usado en trabajos previos.

e Ademads, en estos items se afiadio la justificacion de las respuestas, para asegurarse
que no se completaban al azar y evaluar de modo mas completo las estrategias de
resolucion.

e Finalmente, para algunos items se eligid6 el formato de respuesta abierta;
especificamente en los que se pide determinar la ganancia esperada en un juego

equitativo y en los que se solicita la construccidon del espacio muestral, en que se
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deseaba dar mas libertad de respuesta al estudiante.

Se comenz6 fijando un item modelo, con tres variantes para cada uno de los
tipos de items que se queria incluir en el cuestionario, que se adaptaron del Estudio 1 vy,
a su vez, habian sido utilizados en varias investigaciones previas. Dichos items se
analizaron para ver si los contenidos evaluados concordaban con los pretendidos en el
presente estudio. También se tuvieron en cuenta los razonamientos erroneos descritos en
las mismas. El conjunto inicial de items se modificd progresivamente, mejorando la
redaccion en los items, teniendo en cuenta las siguientes recomendaciones (APA,
AERA y NCME, 2014):

e Se destacaron, en cada item, claramente, la parte inicial, separandola de las posibles
opciones de respuesta.
e Se cuido la precision y claridad del lenguaje empleado para que fuese asequible al

estudiantado, considerando su edad y entorno educativo (espafiol o costarricense).

Mediante diferentes modificaciones y un proceso iterativo, se fijaron los
modelos de item que se describen en la siguiente Seccion 4.4.2. Las variantes de cada
item tenian como objetivo que sirviesen de base al juicio de expertos, para que ayudase

a fijar, finalmente, un item de cada tipo.

4.4.2. Tipos de item
A continuacion, se analizan cada uno de los tipos de items previstos en el

cuestionario, que corresponden a los tipos de tarea descritos en la Seccion 4.3.1.

Item tipo 1. Comparacion de probabilidades en urnas

Para analizar la competencia y estrategias de comparacion de probabilidades en
urnas se utilizarian items similares a los empleados en el primer estudio, conservando el
formato e incluyendo un dibujo de las urnas a comparar. A continuacion se muestran
tres posibles modelos para el item 1 dentro de este grupo, que corresponde al nivel de
razonamiento proporcional IA (Intuitiva inferior) segiin Noelting (1980a;1980b), ya que
la composicion fraccionaria es (3,1) vs (2,1), por lo que basta con comparar los
primeros términos de las razones para obtener la respuesta. Ademas, se clasifica en el
nivel de dificultad 1, segiin Pérez Echeverria et al. (1986), puesto que es suficiente con

comparar cantidades absolutas (nimero de casos favorables en cada urna). Una vez

170



fijado el item concreto a utilizar entre los tres propuestos, que se presentan a
continuacion, se elaborarian cinco mas semejantes, variando las razones utilizadas de

modo que se cubriesen los niveles de Noelting expuestos en la Tabla 4.3.2.

item 1.1. En la caja A se han metido 3 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja B se han metido 2
fichas negras y 1 ficha blanca. (Mira el dibujo)

Si tienes que sacar una ficha negra para ganar un premio, sin mirar dentro de la caja, ;cudl caja
elegirias para hacer la extraccion? Senala la respuesta correcta:

(A) Elijo la caja A, porque da mayores posibilidades de obtener una ficha negra.

(B) Elijjo la caja B, porque da mayores posibilidades de obtener una ficha negra.

(C) Puedo tomar cualquiera, las dos cajas dan la misma posibilidad.

(D) No lo sé.
Explica por qué das esta respuesta: ..........ccoeeiiiniiiiniiiiiiiiiiiaiiiiannes

Item 1.2. La caja A contiene 3 fichas negras y 1 ficha blanca y la caja B contiene 2 fichas negras y 1
ficha blanca.

(En cudl de las dos cajas hay mas posibilidad de sacar una ficha negra? Senala la respuesta correcta:
(A) Hay maés posibilidades con la caja A.
(B) Hay maés posibilidades con la caja B.
(C) Da lo mismo usar cualquiera de las dos cajas.
(D) No lo sé.
Explica por qué das esta reSpUESta: ... ....viuiintiniitiiirtie et aiaeaeaeananns

item 1.3. En la caja A hay 3 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja B hay 2 fichas negras y 1 ficha
blanca.

Se mueven las cajas y se saca una ficha con los ojos cerrados ;en cual es mas probable sacar una ficha
negra? Sefiala la respuesta correcta:

(A) Hay maés probabilidad de sacar una ficha negra de la caja A.

(B) Hay maés probabilidad de sacar una ficha negra de la caja B.

(C) En ambas cajas hay igual probabilidad de sacar una ficha negra.

(D) No lo sé.
Explica por qué das esta reSpuesta: ..........ccooeeiiiniiiiniiiiiiiiiiiianiiiannns

item tipo 2. Comparacion de probabilidades en ruletas

Para este tipo de contexto geométrico, se utilizaria un item donde se
presentaran dos circulos (A y B), que simulan ruletas. Cada circulo estara divido en
sectores de igual area, pintados de color negro o de color blanco. Los items modelos
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que se incluyen a continuacion corresponden a un nivel de razonamiento proporcional
equivalente al item 1 anterior (IA - Intuitiva inferior; Noelting, 1980a y 1980b), ya
que la composicion fraccionaria de los discos A y B son respectivamente (3,1) vs
(2,1), donde los sectores de color negro representan el numerador y los de color
blanco al denominador. También, segin Pérez Echeverria et al. (1986), estos items se
clasifican en el nivel de dificultad 1, ya que basta con comparar la cantidad de sectores

del mismo color para obtener la respuesta.

item 2.1. En la ruleta A hay 3 sectores pintados de negro y 1 sector pintado de blanco y en la ruleta B
hay 2 sectores pintados de negro y 1 de pintado de blanco. Al girar una ruleta obtienes un premio si la
flecha apunta un sector negro (Mira el dibujo).

(Cual ruleta elegirias si quieres ganar el premio? Sefiala la respuesta correcta:
(A) Elijjo la ruleta B, porque da mayores posibilidades de ganar el premio.
(B) No tengo preferencia. Las dos ruletas dan la misma posibilidad de ganar el premio.
(C) Elijjo la ruleta A, porque da mayores posibilidades de ganare el premio.
(D) No lo sé.
Explica por qué das esta respuesta: ..........ccooeviieniiiiniiiiiiiiiiiiaiiaienes

Esta equivalencia entre los items tipo 1 y tipo 2, en cuanto al razonamiento
proporcional (Noelting; 1980a, 1980b) y al de dificultad (Pérez Echeverria et al.,
1986) no es una casualidad, sino que precisamente se quiere establecer una
correspondencia entre los items con urnas y los items con ruletas para poder contrastar
el nivel alcanzado en la comparacion de probabilidades segin contextos. A
continuacion, se exponen tres variantes del posible item tipo 2, para que se elija

finalmente el mas adecuado, segtn los expertos.

172




item 2.2. La ruleta A esta divida en 4 partes de igual area (3 estan pintados de negro y 1 pintado de
blanco) y la ruleta B esta divida en 3 partes de igual area (2 estan pintados de negro y 1 pintado de
blanco).

(Cual ruleta da mas posibilidad de obtener el color negro al girar la aguja? Sefala la respuesta correcta
(A) La ruleta A tiene mayores posibilidades de obtener el color negro.
(B) La ruleta B tiene mayores posibilidades de obtener el color negro.
(C) Las dos ruletas tienen la misma posibilidad de obtener el color negro.
(D) No lo sé.
Explica por qué das esta respuesta: ........ooueeiuiiintiitiieiieiitiieaie i,

item 2.3. En la ruleta A hay 3 sectores de color negro y 1 sector de color blanco y en la ruleta B hay
2 sectores de color negro y 1 de color blanco.

Se gana un juego si al girar la ruleta la flecha apunta a un sector negro, ;cual ruleta elegirias para
jugar? Sefiala la respuesta correcta

(A) La ruleta B.

(B) La ruleta A.

(C) Cualquiera de las dos.

(D) No lo sé.
Explica por qué das esta reSpuesta: ..........ccoeeiiuiiiiniiniiiiiiiiiaiiienns

Item tipo 3. Comparacion de razones

Para poder establecer el nivel de razonamiento proporcional, se emplearan items
similares a los ejemplos que se incluyen a continuacion, que son una adaptacion del
problema empleado por Noelting (1980a; 1980b) en sus investigaciones. Este item pide
comparar el sabor relativo a una sustancia en dos mezclas. Por ejemplo, en el item 3.1,
se quiere comparar el sabor relativo a limén de dos limonadas (la de Maria y la de
Juan), compuestas por “a” cantidad de vasos de zumo de limoén y “b” cantidad de vasos
de agua; por lo que la mezcla de Maria tiene la composicion (a;, bl) y la mezcla de Juan
(a2, b2). Especificamente, en este modelo de item la comparacion seria: (3,1) vs. (2,1);
por lo que tiene un nivel de razonamiento proporcional (Noelting, 1980a; 1980b) y un
nivel de dificultad (Pérez Echeverria et al., 1986) equivalentes a los items de los tipos 1
y 2, descritos anteriormente. En el item 3.2, se compara cudl de las limonadas tiene un

sabor mas dulce, a partir de la cantidad de vasos de zumo de limdn y cucharadas de
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azucar. Por ultimo, en el item 3.3 se compara el sabor a café de una mezcla de tazas de

café con vasos de leche.

item 3.1. Maria y Juan preparan limonada. Maria mezcla 3 vasos de zumo de limén con 1 vaso

de agua. Juan mezcla 2 vasos de zumo de limén con 1 vaso de agua.

Maria Juan
Zumo de limén Agua Zumo de limén Agua
(Cual de las dos limonadas sabe méas a limon?
(A) La de Maria.
(B) La de Juan.
(C) Las dos igual.
(D) No lo sé.
Explica por qué das esta reSpUESTa: ......uuuireirtiiitiiireaeaeeiiiieieananannns
item 3.2. Maria y Juan preparan limonada. (Mira el dibujo)
Maria Juan
Jugo de limén Azlcar Jugo de limén Azlcar

Si Maria mezcla 3 vasos de jugo de limén con 1 cucharada de azlcar y Juan prepara limonada
mezclando 2 vasos de jugo de limon con 1 cucharada de azucar, ;cudl de las dos limonadas

tiene un sabor mas dulce?
(A) La de Juan.
(B) La de Maria.

©) Las dos sabrian igual.

(D) No lo sé.

Explica por qué das esta reSpuesta: ..........ccoeeviiiniiiiniiiiiiiiiiiiiiaiiaiannns

Item 3.3. Maria y Juan preparan café con leche. (Mira el dibujo)

Maria

Juan

Café

Leche

B

Café Leche

w® [

Si Maria mezcla 3 tazas de café con 1 vaso de leche y Juan mezcla 2 tazas de café con 1 vaso

de leche, ¢cudl de las dos mezclas tendria mayor sabor a café?

(A) Las dos igual.
(B) La de Juan.
(C) La de Maria.
(D) No lo sé.

Explica por qué das esta reSpuesta: ..........o.oieiueniieiineiiieaiiiaaneaaenann,




La equivalencia entre estos tres primeros tipos de items estd asociada al
cumplimiento de los objetivos planteados, ya que busca estudiar si el nivel de
razonamiento proporcional segin Noelting (1980a;1980b), requerido para tareas de
comparacion de razones, se mantiene en tareas de comparacion de probabilidades segiin
contexto (urnas y ruletas); asi como estudiar la correlacion entre los niveles de
dificultad de las tareas de comparacion de probabilidades y los de las tareas de
comparacion de razones.

Analogos a los items de estos modelos se prepararian diferentes versiones
cambiando so6lo la composicidon de urnas, ruletas y mezclas: en el modelo de item tipo 1
se cambia el nimero de fichas negras y fichas blancas, en el modelo de item tipo 2 el
numero de sectores negros y de sectores blancos, y en el modelo de item tipo 3; por
ejemplo, si se eligiera el modelo 3.1, se cambiaria el nimero de vasos con zumo de
limén y vasos con agua, en el modelo 3.2 se modificaria el nimero de vasos con zumo
de limén y el namero de cucharas con azucar, y en el 3.3 se cambiaria la cantidad de
tazas de café y la cantidad de vasos de agua.

Mas adelante (en la Tabla 4.5.1) se establece la composicion de los distintos
tipos de items considerando los niveles de razonamiento proporcional de Noelting
(1980a; 1980b) y los niveles de dificultad propuestos por Pérez Echeverria et al. (1986).
Se propondria a los expertos tres pares de razones diferentes para cada uno de los
niveles, para seleccionar finalmente los que se utilizarian en el cuestionario, segiin el

resultado del juicio de expertos.

Item tipo 4. Juego equitativo

Se incluird en el cuestionario un item sobre determinacion de la ganancia en un
juego equitativo, similar al item 2 del cuestionario del primer estudio (Anexo 2), el cual
también fue utilizado por Green (1982) y posteriormente por Cafiizares (1997). En este
se pide encontrar la cantidad que equipare la ganancia de dos jugadores, de acuerdo a la
probabilidad que tienen de ganar. Para esto, el estudiante tiene que darse cuenta que las
ganancias deben ser inversamente proporcionales a la probabilidad de ganar de cada
jugador; es decir, para el item 4.1 Esteban tiene una probabilidad de perder cinco veces
mayor que Maria, si ella gana una barra de chocolate, entonces Esteban deberia obtener
cinco barras de chocolate. En el item 4.2, como Esteban tiene el doble de posibilidades

de perder que Maria, si ella gana una barra de chocolate, Esteban deberia obtener dos
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barras cada vez que gane. Por tultimo, en el caso del item 4.3, como Esteban tiene el
triple de posibilidades de perder que Maria, si ella gana una barra de chocolate, Esteban
deberia obtener tres barras cada vez que gane. De los items 4.1, 4.2 y 4.3 se utilizara

solo uno en el cuestionario, elegido segln criterio de expertos.

item 4.1. Maria y Esteban juegan a lanzar un dado con 6 caras numeradas del 1 al 6. Maria gana
1 barra de chocolate si el dado sale 2 63 64 6 5 6 6. Si resulta un 1, Esteban gana una cierta
cantidad de barras de chocolate. ;Cuantas barras de chocolate debe ganar Esteban cuando sale el
1, para que el juego sea justo o equitativo?

Item 4.2. Maria y Esteban juegan con un dado con 6 caras numeradas del 1 al 6. Maria gana 1
barra de chocolate si en el dado sale un 1 o un 2. Si resulta un numero mayor a 2, gana Esteban.
(Cuantas barras de chocolate debe ganar Esteban para que el juego sea justo o equitativo?

Item 4.3. Maria y Esteban juegan a lanzar dos dados, cada uno con 6 caras numeradas del 1 al
6. Luego de lanzar los dados se calcula el producto de los numeros de las caras que salgan.
Maria gana 1 barra de chocolate si el producto es par y Esteban gana una cierta cantidad de
barras de chocolate si el producto es impar. ;Cuéntas barras de chocolate debe ganar Esteban
para que el juego sea justo o equitativo?

Item tipo 5. Construccion de espacio muestral en ruletas

Para este tipo de tarea se ajusto el item 13 del Estudio 1, que ahora solo propone
la construccion de espacios muestrales asociados a tres sucesos: seguro, equiprobable e
imposible. Esto puesto que, en el primer estudio, el suceso posible fue muy sencillo para
los nifios, ya que permite muchas respuestas.

El item tipo 5.1, modelo utilizado en el primer estudio, presenta tres ruletas
dividas cada una en 4 partes con igual 4rea. En este caso se puede crear un espacio
muestral de hasta 4 sucesos diferentes (4 nimeros distintos), en cuyo caso todos los
sucesos elementales serian equiprobables; pero si alguno de los nimeros se repite, como
por ejemplo construir una ruleta numerada: 1, 1, 2, 3, en este caso se consigue un
espacio muestral donde el suceso “1” tiene doble probabilidad que los restantes sucesos
elementales y, por tanto, Maria tendria el doble de probabilidad de ganar que Esteban.
Para conseguir el suceso seguro se debe repetir cuatro veces el nimero 1 (para que gane
Maria siempre), para lograr el imposible, se debe excluir el nimero 1, y para que Maria
y Esteban tengan igual posibilidad de ganar, tienen que tener el mismo numero de
sucesos elementales a su favor, es decir, en la ruleta debe haber la misma cantidad de

sectores numerados con el 1 que con el 2.
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En el caso de los items 5.2 y 5.3 se presentan tres ruletas dividas cada una en
partes con igual area, para que cada sector (sucesos elementales) sea equiprobable. El
item 5.2 muestra ruletas en cuatro sectores y el 5.3 en seis sectores. En ambos items se
plantea que al girar la ajuga de la ruleta, si cae en un sector de color negro, Maria gana
un premio y si cae en un sector blanco, Esteban gana un premio; por lo que se solicita
colorear sectores en blanco o negro de tal forma que se cumpla con el espacio muestral
solicitado. Para conseguir el suceso seguro se debe pintar todos los sectores de color
negro (para que gane Maria siempre), para lograr el imposible, se deben dejar todos los
sectores sin pintar (de color blanco) y para que Maria y Esteban tengan igual posibilidad
de ganar, tienen que tener el mismo nimero de sucesos elementales a su favor, es decir,
en la ruleta debe haber la misma cantidad de sectores de color negro y de color blanco.

La resoluciéon de la tarea requiere razonar sobre experimento aleatorio y
resultado aleatorio, sucesos posibles del experimento, suceso favorable (a ganar Maria)
y desfavorable (no gana Maria), asi como, segun el apartado, razonar sobre el suceso

seguro, equiprobable e imposible.

Item 5.1. Maria y Esteban juegan con una ruleta. Maria gana un premio si la aguja que gira cae
en el 1 y Esteban gana un premio si cae en el 2. Coloca en las siguientes ruletas los niameros
que consideres oportuno para que se cumpla:

(a) Maria gana seguro (b)Maria y Esteban tienen | (¢) Es imposible que Maria
igual posibilidad de ganar gane

item 5.2. Maria y Esteban juegan con una ruleta dividida en cuatro partes iguales. Maria gana
un premio si la aguja que gira cae en una parte de color negro y Esteban gana si cae en una de
color blanco. Pinta en las siguientes ruletas tantas partes negras y blancas, como consideres
oportuno, para que ocurra:

(a) Maria gana seguro (d)Maria y Esteban tienen | (b) Es imposible que Maria
igual posibilidad de ganar gane
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item 5.3. Maria y Esteban juegan con una ruleta dividida en seis partes iguales. Maria gana un
premio si la aguja que gira cae en una parte de color negro y Esteban gana si cae en una de color
blanco. Pinta en las siguientes ruletas tantas partes negras y blancas, como consideres oportuno,
para que ocurra:

(a) Maria gana seguro (b)Maria y Esteban tienen | (c) Es imposible que Maria
igual posibilidad de ganar gane

Items tipo 6. Construccion de espacio muestral en urnas

En este tipo de items, Maria gana sacando la bola negra, y la tnica restriccion es
que el espacio muestral consta de bolas negras y blancas; por lo que se puede construir
un espacio muestral con cualquier cantidad de bolas, aunque es de esperar que el nifio
piense en un numero pequefio de ellas. De nuevo el nifio ha de razonar sobre el
experimento aleatorio y sus posibles resultados, asi como en los casos posibles,
favorables, desfavorables y los tipos de sucesos, segun apartado. Para lograr el suceso
seguro, debe rellenar la urna (dibujar y pintar) solo con bolas negras y para el imposible
solo con bolas blancas. El suceso equiprobable constarda del mismo nimero de bolas
blancas y negras. Lo inico que cambia en los modelos de items 6.1, 6.2 y 6.3 es la

redaccion de los enunciados.

Item 6.1. Maria gana cuando saca una bola negra. Pinta en las siguientes urnas tantas bolas
negras y blancas, como consideres oportuno, para que ocurra:

(a) Maria gana seguro | (b) Maria y Esteban tienen | (c) Maria nunca gana
igual posibilidad de ganar

item 6.2. Maria y Esteban juegan a sacar, sin mirar, una bola de una caja. Maria gana si saca
una bola negra y Esteban gana si saca una bola blanca. Dibuja en las siguientes cajas tantas
bolas negras y blancas, como consideres oportuno, para que se cumpla:

(a) Maria gana siempre | (b) Hay la misma probabilidad | (¢) Maria no gana nunca
de que ganen Maria o Juan
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Item 6.3. En un juego se saca, sin mirar, una bola de una urna, si esta es de color negro Maria
gana y si es de color blanco Esteban gana. Dibuja y pinta en las siguientes urnas tantas bolas
negras y blancas, como consideres oportuno, para que ocurra:

(a) Es seguro que Maria gana |(b) Es igual de probable que

(c) Es imposible que Maria
ganen Maria o Esteban

gane

45. DISENO PREVISTO DEL CUESTIONARIO

Para evitar el cansancio de los estudiantes al responder a un cuestionario
excesivamente largo, se decidié dividirlo en dos partes equivalentes, que se distribuirian
aleatoriamente en igual numero a los estudiantes de cada curso y pais. Ademas, se quiso
asegurar que en cada cuestionario apareciesen todos los tipos de items descritos, asi
como igual numero de items de cada nivel de razonamiento proporcional de Noelting
(1980a; 1980Db).

Para ello, se disenaron dos cuestionarios de dificultad equivalente, cada uno de
ellos compuesto por 14 items de respuesta abierta, y estructurados de la siguiente forma:
tres items de comparacion de probabilidades en urnas, cinco items de comparacion de
probabilidades en ruletas (dos de ellos con sectores de igual color alternados en una de
las ruletas y en la otra juntos), tres items de comparacion de razones, uno de juego
equitativo y otros dos de construccion de espacio muestral, uno de ellos en contexto de
urnas y el otro en contexto de ruletas.

A continuacion, se describe con mayor detalle los criterios seguidos en la

division de los items en estos dos cuestionarios.

Valores previstos para los términos de las razones

En primer lugar, se eligieron tres pares de razones sencillas cuya comparacion
permite evaluar cada uno de los niveles de razonamiento Noelting que se tendrian en
cuenta en el cuestionario en las tareas tipo T1, T2 y T3, es decir, que se utilizarian para
elaborar 6 items diferentes de cada uno de los problemas de comparacion de razones y
comparacion de probabilidades en ruletas y urnas. Los valores de los antecedentes y

consecuentes de cada una de las posibles razones se presentan en la Tabla 4.5.1.
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Posteriormente, se pediria a los expertos que, para cada uno de los niveles,
valorasen las parejas de razones, respecto a los objetivos del cuestionario, para elegir,
con su ayuda, dos parejas de razones de cada nivel, en las cuales hubiese mayor
consenso.

Tabla 4.5.1. Razones propuestas para cada uno de los niveles de Noelting

Etapa Composicion
Estrategias (ar,b;) vs (ay,by)
Propuesta 1 Propuesta 2 Propuesta 3

1A Comparar numeradores 3,1 vs(2,1) (3,2) vs (5,2) 2,3)vs (1,3)
IB Comparar denominadores 5,1) vs(5,3) 4,1)vs (4,3) 5,1)vs (5,4)
ITA Correspondencia’ (2,2) vs (4,4) (2,2) vs (3,3) 4,4) vs (3,3)
IIB Correspondencia o proporcion” 3,1) vs (6,2) (4,2) vs (2,1) (2,6) vs (1,3)
A Correspondencia o proporcién’ (2,1) vs (6,2) (3,1 vs (4,2) (3,6) vs (1,3)
111B Proporcién* (2,3) vs (1,2) (3,2) vs (4,3) (3,4) vs (4,5)
Notas:

1: Se calcula la razén entre numerador y denominador en la primera fracciéon y se compara con la misma
razon en la segunda. La razén es igual a la unidad.

2: Se calcula la razon entre numerador y denominador en la primera fraccion y se compara con la misma
razdn en la segunda. La razon es distinta a la unidad.

3: Las razones entre numerador y denominador de cada fraccion son numeros enteros pero diferentes
entre si.

4. Solo se puede resolver reduciendo las razones a comtiin denominador y comparando.

Elaboracion de los dos cuestionarios paralelos

Como se ha indicado, se disefiaron dos cuestionarios paralelos (A y B) con 14
items de respuesta abierta cada uno. A partir de la seleccion de las parejas de razones
mostradas en la Tabla 4.5.1 por parte de los expertos, en cada instrumento apareceran
tres items del tipo 1, cinco del tipo de item 2 (tres sin sesgo y dos con sesgo) y tres del
tipo de item 3. Por tanto, para el montaje de los cuestionarios se elaboraron 21 items de
los tipos 1, 2 y 3, de acuerdo a la distribucion establecida en las Tablas 4.5.2 y 4.5.3.

Tabla 4.5.2. Distribucion de items tipo 1, 2 y 3, seglin nivel de razonamiento proporcional
(Noelting, 1980a; 1980b) para el Cuestionario A

Niveles de Sin sesgo Con sesgo
Noelting ftem tipo 1 ftem tipo 2 ftem tipo 3 ftem tipo 2
1A X X
IB X
1A X X
1B X X
1A X X
111B X X
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Tabla 4.5.3. Distribucion de items tipo 1, 2 y 3, seglin nivel de razonamiento proporcional
(Noelting, 1980a; 1980b) para el Cuestionario B

Niveles de Sin sesgo Con sesgo
Noelting ftem tipo 1 ftem tipo 2 Item tipo 3 ftem tipo 2
IA X
IB X X
ITA X X
1B X X
A X X
111B X X

Dicha distribucidon asegura que en cada cuestionario se incluyen tres items de
cada uno de los tipos 1 y 3 (comparacion de probabilidades en urnas y comparacion de
razones) y cinco del tipo 2 (comparacion de probabilidades en ruletas) de nivel diferente
de razonamiento (Noelting, 1980a; 1980b). Ademas, cada cuestionario contiene dos
items de cada uno de los niveles de Noelting fijados. El conjunto de los dos
cuestionarios también contiene un item con sesgo para cada nivel de Noelting de IIA a
I1IB.

Ademads de estos items, cada cuestionario tendrd un item de juego equitativo
(item tipo 4), y 2 items de construccion de espacios muestrales, iguales para ambos
instrumentos, uno en contexto de ruletas (item tipo 5) y otro en contexto de urnas (item
tipo 6).

Por ultimo, los cuestionarios se administraran en forma aleatorizada en cada
uno de los grupos de estudiantes participantes. Ello asegurara la posibilidad de

analizar conjuntamente todas las variables.

4.6. JUICIO DE EXPERTOS Y APROXIMACION A LA VALIDEZ

En términos generales, Hernandez et al. (2014) definen la validez, como el
grado en que un instrumento mide realmente la variable que pretende medir. Asociado
a la validez de un instrumento, Lissitz y Samuelsen (2007) sefialan que es el grado en
que este evaltia lo que pretende evaluar desde una perspectiva de validez interna,
entendida como la medida en el que el disefio de un estudio proporciona control y, por
lo tanto, confianza en la interpretacion de los resultados (Palella y Martins, 2006). Hay
diversos modos de obtener indicadores de la validez de un instrumento, en este caso,
se utilizar4 la validez de contenido (Diaz, 2007).

La validez de contenido es entendida como el grado en que un instrumento

refleja un dominio especifico de contenido de lo que se mide (Hernandez et al., 2014).
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La validez de contenido también se asocia con la calidad y precision de un
instrumento de investigacion y se relaciona con la obtencion de evidencias validas
(Juarez-Hernandez y Tobdn, 2018). Para lograr la validez de contenido de un
instrumento es necesaria una correspondencia entre la muestra de tareas del
instrumento y el dominio que pretende medir; es decir, que este represente a todos o la
mayoria de los componentes del dominio de contenido de las variables que se van a
medir (Martinez et al., 2014).

Para mejorar la validez de contenido y minimizar los errores de medicion en el
presente cuestionario, buscando que el muestreo que este realizaria del universo de
posibles practicas prototipicas de los estudiantes estén acordes con lo que se pretende
medir y cualificar, se establece como estrategia de evaluacion el juicio de expertos, el
cual consiste en solicitar a una serie de personas destacadas la demanda de un criterio
hacia un objeto, un instrumento, un material de ensefianza, o su opinidn respecto a un

aspecto concreto (Cabero y Llorente, 2013), que en este caso es a un cuestionario.

4.6.1. Seleccidn de expertos

En la seleccion de los items mediante juicio de expertos se pidid a algunos
investigadores que evaluasen los siguientes criterios en los items (Diaz, 2007; Wang y
Osterlind, 2013):

e Redaccion correcta, claridad y consistencia. Ademas, se pidi6 a los estudiantes
que han participado en las pruebas piloto que indicaran las posibles dificultades de
comprension.

e Nivel adecuado de dificultad. En el cuestionario se incluy6 una gama de
dificultades, deducidas del Estudio 1 y del nivel de razonamiento proporcional
requerido en los items.

e Adecuacion de cada item a las especificaciones del cuestionario.

Respecto a la definicion de experto, de manera general se indica como aquella
persona especializada o con grandes conocimientos en una materia (DLE, 2023).
Segun Escobar-Pérez y Cuervo-Martinez (2008) un experto es una persona con
trayectoria en un tema particular, cualificada y reconocida en el campo, y que puede
dar informacion, evidencia, juicios y valoraciones en algin contenido especifico.

El problema de investigacion y la propia naturaleza del estudio condicionan
el perfil del experto; por lo que el procedimiento de seleccion de estos pasa
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necesariamente por establecer criterios que se adecuen a la investigacion que se
desea realizar. De acuerdo a esto, se establece para este juicio de expertos los
siguientes criterios de seleccion: a) la experiencia y experticia en el tema de estudio
(McGartland et al., 2003; Skjong y Wentworht, 2000), por lo que se buscaron
investigadores con grado de doctorado y publicaciones en revistas indexadas de
Educacion Matematica, especificamente en Didactica de la Probabilidad; b) la
disponibilidad y motivacion para participar, y c) la imparcialidad en su juicio
(Skjong y Wentworht, 2000).

En cuanto a qué cantidad de expertos es la adecuada para este proceso de
evaluacion, varia entre diferentes visiones de autores y no existe un consenso entre
ellos (Escobar-Pérez y Cuervo-Martinez, 2008). Sin embargo, Hyrkis et al. (2003)
establecen que, para validar un cuestionario, se considera que diez expertos
brindarian una estimacion confiable de la validez de contenido de un instrumento.

En la Tabla 4.6.1 se resume la nacionalidad, institucion en la que labora y
grado académico de cada experto seleccionado. En cuanto al perfil de cada experto
colaborador, segiin el criterio de experiencia y experticia, todos tienen amplia
trayectoria en investigacion en Didactica de la Estadistica y Probabilidad. Hay que
sefialar que también se consideraron para esta seleccion los criterios de
disponibilidad y motivacion, buscando que estos se pudieran contactar de manera
agil mediante correo electronico y tuvieran el interés por ser parte de este proceso;
ademas, se valord6 como caracteristica importante que pudiesen leer la lengua
castellana, puesto que los items estan redactados en dicha lengua. Asimismo, como
la investigacion se llevaréd a cabo con estudiantes de Espafia y Costa Rica, se busco
tanto expertos de nacionalidad espafola como expertos de América Latina.

Tabla 4.6.1. Criterios de seleccion de los expertos colaboradores en
la valoracion del contenido del cuestionario

N° Nacionalidad Institucion Grado académico

1 Argentina Universidad de Santa Fe Doctorado en Didactica de la Matematica
2 Chile Universidad Catolica de Maule Doctorado en Educacion

3 Costa Rica Universidad de Costa Rica Doctorado en Educacion

4 Espafia Universidad de Granada Doctorado en Educacion

5 Espaia Universidad de Granada Doctorado en Educacion

6 Espana Universidad de Granada Doctorado en Educacion

7 Espana Universidad de Zaragoza Doctorado en Educacion

8 Espana Universidad de Jaén Doctorado en Didactica de la Matematica
9 Espana Universidad de Lleida Doctorado en Educacion

10 Meéxico CINVESTAV Doctorado en Matematica Educativa
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4.6.2. Disefo del cuestionario para expertos

Una vez seleccionados los expertos, se disend un instrumento para ser

completado en dicho proceso de validacion del cuestionario. Los objetivos

principales de este proceso fueron:

1.

Seleccionar uno de tres items para cada uno de los tipos de items que se han
descrito en la Seccion 4.4.2, valorando en una escala Likert su adecuacion al
estudio (para cada item) e indicando su preferencia por uno de los tres. Todo
ello considerando aspectos de validez y representatividad en la definicion del
constructo, representatividad del grupo de items, aspectos gramaticales de los
items y claridad de las instrucciones (Koller et al., 2017).

Ordenar de acuerdo a su criterio y elegir dos de tres propuestas de razones
(Tabla 4.5.1) para cada uno de los niveles de Noelting. Estos valores serian
utilizados en la construccion de los items de comparacion de probabilidades
en urnas y en ruletas.

Validar el contenido del cuestionario disefiado (Escobar-Pérez y Cuervo-

Martinez, 2008).

Para evitar contaminaciones por persuasion o prestigio personal, los items

fueron valorados por los expertos con el esquema conocido como “panel ciego”;

de esta forma, cada experto desconocia la identidad de los otros y nunca tuvieron

un encuentro cara a cara (Wang y Osterlind, 2013). El instrumento que utilizaron

a los expertos (Ver Anexo 3) esta estructurado con las siguientes partes (Ver

ejemplo del contenido del instrumento en la Figura 4.6.1):

1.

Seccion introductoria. En la primera pagina se realiza una breve presentacion
donde se indica el objetivo del cuestionario y la importancia que tiene para la
investigacion la contribucion académica del experto; al final de esta seccion
se brinda un agradecimiento por su colaboracion. En una segunda péagina, se
proporcionan instrucciones precisas sobre la forma de completar el
cuestionario.

Calificacion y seleccion de items. En las siguientes paginas del cuestionario
se presentd una tripleta de items segun los 6 tipos establecidos (descritos en la
Seccion 4.4.2), para ser calificados por los expertos segun los criterios

fijados. En general, se solicita al experto:
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- Valorar cada uno de los enunciados propuestos, para cada contenido,
segin su opinidn experta.

- Sugerir mejoras en la redaccion de los items.

- Calificar la pertinencia de cada actividad, segin el proposito pretendido del
item, mediante una escala de Likert de 1 a 5, donde 1 representa “Nada
pertinente” y 5 “Muy pertinente”. Al final se afiade un espacio en el que
poder realizar comentarios para la mejora de los items.

3. Seleccion de razones propuestas para las tareas de comparacion de
probabilidades. Luego de evaluar los items de comparacion de razones y
comparacion de probabilidades, se presenta la Tabla 4.5.1, donde el experto
elegiria dos de tres pares de razones sencillas para cada uno de los niveles de

Noelting (1980a; 1980b).

Items tipo 4. Determinacion de la ganancia en juegos equitativos

item 4.1. Maria y Esteban juegan a lanzar un dado con 6 caras numeradas del 1 al 6. Maria gana 1
barra de chocolate si el dado sale2 63 64 6 5 6 6. Si resulta un 1, Esteban gana una cierta cantidad de
barras de chocolate. ;Cuantas barras de chocolate debe ganar Esteban cuando sale el 1, para que el
juego sea justo o equitativo?

Item 4.2. Maria y Esteban juegan con un dado con 6 caras numeradas del 1 al 6. Maria gana 1 barra
de chocolate si en el dado sale un 1 o un 2. Si resulta un nimero mayor a 2, gana Esteban. ;Cuantas
barras de chocolate debe ganar Esteban para que el juego sea justo o equitativo?

Item 4.3. Maria y Esteban juegan a lanzar dos dados, cada uno con 6 caras numeradas del 1 al 6.
Luego de lanzar los dados se calcula el producto de los nimeros de las caras que salgan. Maria gana 1
barra de chocolate si el producto es par y Esteban gana una cierta cantidad de barras de chocolate si el
producto es impar. ;Cuantas barras de chocolate debe ganar Esteban para que el juego sea justo o
equitativo?

Califique la pertinencia de cada tarea segtin el proposito pretendido del item, mediante una escala de
Likert de 1 a 5, donde 1 representa “Nada pertinente” y 5 “Muy pertinente”. Marque con una “X” en
la casilla que considere segun su criterio.

Marque para cada item una puntuacion: 1 2 3 4 5

El item 4.1 es adecuado para este contenido

El item 4.2 es adecuado para este contenido

El item 4.3 es adecuado para este contenido

Si lo considera necesario, incluya algunas sugerencias para mejorar el enunciado del item elegido en
primer lugar (mas adecuado), sin variar su contenido:

ftem elegido en primer lugar:

Figura 4.6.1. Ejemplo del contenido del cuestionario para expertos
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4.6.3. Resultados del juicio de expertos

Una vez recogidos los cuestionarios enviados a los diez expertos
colaboradores, se tabularon los puntajes asignados a cada item en una hoja de
calculo. Al analizar las puntuaciones asignadas por cada experto al conjunto de
items evaluados, se encontraron dos expertos que establecieron valores atipicos y
poco consistentes con respecto a los demés. Por ello, para evitar una distorsion a la
hora de seleccionar los items para el cuestionario final, se tomd la decision de
eliminar las respuestas de estos dos expertos. En la Tabla 4.6.2 se muestra un
resumen de la puntuacion asignada a cada item y algunas medidas de resumen y
dispersion de dichas puntuaciones que nos ayudaron a tomar las decisiones
correspondientes. Sefalamos en negrita en cada grupo de items el que fue
finalmente elegido para formar parte del cuestionario.

Tabla 4.6.2. Frecuencia de puntuacion (1-5) de los expertos a cada item
Item 1 2 3 4 5 Media Mediana D. Tipica

1.1 1 6 1 4,00 4,00 0,53
1.2 1 6 1 4,00 4,00 0,53
13 1 1 1 5 4,25 5,00 1,16
2.1 3 3 2 3,88 4,00 0,83
2.2 2 2 4 4,25 4,50 0,89
2.3 1 5 2 4,00 4,00 0,93
3.1 1 1 6 4,63 5,00 0,74
32 5 3 4,38 4,00 0,52
33 1 5 2 4,00 4,00 0,93
4.1 1 4 3 4,25 4,00 0,71
42 2 2 4 4,25 4,50 0,89
4.3 1 6 1 4,00 4,00 0,53
5.1 1 4 2 4,00 4,00 1,00
5.2 4 3 4,43 4,00 0,53
5.3 4 3 4,43 4,00 0,53
6.1 2 2 4 3,25 3,50 0,89
6.2 1 1 1 5 4,25 5,00 1,16
6.3 4 4 4,50 4,50 0,53
Notas:

- Un experto no dio puntuacion a los items tipo 5.
- El nimero de item subrayado y en negrita fue el
seleccionado para el cuestionario final.

Para la seleccion de cada modelo de item, segun tipo, se consideraron diferentes
aspectos, no solo estadisticos, como la frecuencia de calificaciones 5, la media, la
mediana y la desviaciéon estdindar de las puntuaciones por item. También se
consideraron elementos cualitativos, como caracteristicas del item y comentarios
realizados por los expertos, cuando habia que tomar una decision entre un item y otro,

con puntuaciones muy similares.
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En el item tipo 1 (comparacion de probabilidades en urnas), se eligio el modelo
1.3, debido a que cinco de los expertos le dieron la calificacion maxima, a pesar de que
era el modelo con mayor dispersion en puntuaciones.

Para el item tipo 2 (comparacién de probabilidades en ruletas), se selecciono el
modelo 2.2 debido a que era el que tenia la mayor media y la mayor mediana; en este
caso, la dispersion entre los puntajes de los tres modelos era similar, por lo que no se
tomo como criterio de seleccion.

Estos mismos criterios se tomaron para elegir el modelo 3.1, en el caso del item
tipo 3 (comparacion de razones).

En el caso de la seleccion del item 4 (determinacion de la apuesta en un juego
equitativo), aunque los modelos 4.1 y 4.2 tenian igual media, e incluso el item 4.2 tenia
una mediana superior a la del modelo 4.1, se eligio el 4.1, principalmente, porque era el
item que se utiliz6 en el primer estudio y en investigaciones previas (Caiiizares, 1997,
Green, 1983); por lo que utilizar este item brinda una validez comprobada, y ademas,
permite la comparacion de resultados entre estudios.

En el item tipo 5 (construccion de espacio muestral), aunque los modelos 5.2 y
5.3 tuvieron las mismas calificaciones, se escogié el modelo 5.3 debido a que la ruleta
estaba dividida en seis sectores en lugar de cuatro, como aparece en el modelo 5.2, lo
que permite mayor flexibilidad en las respuestas y poder identificar algin sesgo. Por
ultimo, para el tipo de item 6 (construccion de espacio muestral en urnas), se selecciono
el modelo 6.3, por tener la mayor media y la menor dispersion de las puntuaciones;
ademas, que ningun experto le dio una puntuacion menor a 4, como si ocurridé con el
item 6.2.

En cada item seleccionado se incorporaron las sugerencias de redaccion
propuestas por los expertos, luego de analizarlas y reconocer que eran pertinentes. Las
principales incorporadas a los items definitivos fueron las siguientes:

e Incluir la frase “observa el dibujo” en algunos items.

e Cambiar la frase “se mueven las cajas”, por “se agitan las cajas” en la
comparacion de probabilidades en urnas.

e Afadir la frase “al girar la flecha”, cuando se pregunta cudl ruleta de dos da
mayor probabilidad.

e Indicar que los vasos tienen la misma capacidad en los items de comparacion
de razones.
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e Cambio de los nombres de los chicos en algunos items.
e Dibujar una flecha en las ruletas en los items de construccion del espacio
muestral.

e Cambiar la palabra posibilidad por probabilidad.

4.7. ESTUDIO PILOTO

Posterior al disefio de los dos cuestionarios (A y B) que se utilizarian para el
Estudio 2, se decidi6 llevar a cabo una prueba piloto con nifios de entre 10 y 12 afios de
edad; es decir, de igual o menor edad que los mas pequeiios de la muestra establecida
para el estudio. Este estudio piloto tenia como objetivos principales:

1. Garantizar que los enunciados y figuras empleadas en las tareas propuestas en el
cuestionario fueran comprensibles para la poblacion de estudio, y poder asi, corregir
o ajustar los elementos que distorsionaran el mensaje de los items o que generasen
alguna duda al estudiantado participante.

2. Validar los items que evaltian el razonamiento probabilistico, comprobando que los
estudiantes identifican que las situaciones propuestas representan experimentos
aleatorios y no deterministas.

3. Garantizar que el lenguaje probabilistico utilizado en los items es conocido por los
estudiantes y no generan confusiones o incomprension de las tareas matematicas
planteadas.

Con esta prueba también se recabaria informacion del tiempo aproximado que se
podria tardar en completar los cuestionarios completos; ademds, se podria recabar
informacion no sélo del manejo del lenguaje probabilistico de los estudiantes, sino
también, indagar si existen diferencias entre el lenguaje coloquial espafiol y el
costarricense, porque aunque ambas poblaciones son de habla espafola, algunos
términos pueden tener distintos significados o no ser comprendidos por alguna
poblacioén; por ejemplo, quedaba la duda de si los estudiantes costarricenses
comprenderian a qué se refiere la palabra “zumo”, ya que no es comun en el vocabulario
costarricense, o también el término “urna”. En lo que sigue se describe el instrumento

para el pilotaje, la muestra y los resultados de la prueba piloto.
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4.7.1. Descripcion del cuestionario

Puesto que todos los items del mismo tipo tenian la misma redaccion y los
mismos objetos graficos que representaban los dispositivos (urnas, ruletas, mezclas)
para los experimentos, para comprobar la legibilidad era suficiente que los nifios
participantes en el estudio piloto completasen unicamente uno de cada tipo; por lo que
se prepard un cuestionario piloto con un item de cada uno de los tipos discutidos en las
secciones anteriores; es decir, el instrumento se compuso en total de seis items. De los
tipos 1, 2 y 3 se eligiod el item correspondiente a nivel mas bajo posible (IA o IB, segin
Noelting, 1980a, 1980b), para que el nifio pudiese resolverlo con facilidad y no se
frustrase; y ademads, que se pudiera concentrar en entender el enunciado y el nivel de
dificultad no incidiera en la recoleccion de la informacion. Especificamente, el
cuestionario se compuso de los siguientes items tomados de los cuestionarios (Ver
Tabla 4.7.1):

Tabla 4.7.1. Descripcion del cuestionario piloto

Numero de item Tipo de item Descripcion
1 Comparar probabilidades en urnas ftem 1, Cuestionario A
2 Comparar probabilidades en ruletas ftem 4, Cuestionario A
3 Comparar razones ftem 10, Cuestionario A
4 Juego equitativo ftem 13, Cuestionarios A y B
5 Construccion espacio muestral en ruletas ftem 14, Cuestionarios A y B
6 Construccion espacio muestral en urnas ftem 15, Cuestionarios A y B

El cuestionario piloto se dio impreso y se completd por escrito, individualmente,
donde se tenia la posibilidad de realizar cualquier consulta del mismo. Posterior a esto,
se realizd una entrevista a cada niflo, donde se formularon individualmente algunas
preguntas asociadas a los objetivos propuestos. En lo que sigue se describe la muestra y

los resultados de la prueba piloto.

4.7.2. Descripcion de la muestra de estudiantes

La muestra para la prueba piloto estuvo compuesta de 4 nifias y 6 nifios de entre
10 y 12 afios de edad, 3 de nacionalidad espafiola y 7 de nacionalidad costarricense. Los
estudiantes costarricenses pertenecian a una escuela publica del canton central de la
provincia de Cartago, y en el caso de los estudiantes espafoles, dos a escuelas publicas
del centro de Granada y uno a un centro publico de Huelva.

A estos 10 estudiantes se les asignaron los codigos: E1, E2, ..., E9 y E10. Estos

cursaban el 5° y 6° curso de Educacion Primaria y realizaron la actividad dentro de sus
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clases, con autorizacion del profesor de aula y del director del centro educativo. Se
seleccionaron estudiantes de rendimiento medio pero que fueran participativos y con
facilidad para comunicarse de forma oral y escrita.

A todos los estudiantes se les explico la importancia de responder
cuidadosamente todas las actividades, y que tuvieran la confianza de preguntar lo que
no comprendieran y de externar cualquier inquietud o sugerencia.

Los nifios mostraron un gran interés por participar y ocuparon entre 20 y 25
minutos en completar los seis items. Ademads, escribieron sus sugerencias al
investigador, por ejemplo, una nifia de 10 afios que resolvid correctamente todos los
items, excepto el de determinacién de la apuesta en el juego equitativo, pidid al
investigador que le “diese los resultados” cuando lo pasase a otros nifios. En su opinion,
el “examen” era demasiado facil y aconsejo al investigador hacerlo mas dificil o “todos

los nifios acertarian el examen”.

4.7.3. Resultados del estudio piloto y modificaciones en algunos items
Luego de la aplicacion de la prueba piloto, se realiz6 un andlisis de contenido en
las respuestas, para categorizarlas en correctas, parcialmente correctas, incorrectas o sin

respuesta, como observamos en la Tabla 4.7.2.

Tabla 4.7.2. Frecuencia de respuesta al cuestionario piloto

ftem Correctas Parcialmentecorrectas Incorrectas Sin respuesta
1 9 0 1
2 10 0 0
3 9 0 1
4 3 5 1
5a 8 0 2
5b 9 0 1
5¢ 9 0 1
6a 7 0 3
6b 9 0 1
6¢c 9 0 1

En los items del 1 al 3, la respuesta se considera correcta Unicamente si
seleccionaron la opcidn correcta y dieron una explicacion valida. Para el item 4, la
respuesta correcta corresponde basicamente a la descrita en el andlisis a priori, mientras
que las parcialmente correctas incluyen pequefios errores, como por ejemplo, cuando el
estudiante se da cuenta de que los nifios del juego tienen distintas probabilidades de

ganar, pero realiza una estimacion incorrecta de barras de chocolate. Los items 5 y 6
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solo admiten dos posibilidades, correcta e incorrecta, sera correcta si se construye el
suceso solicitado e incorrecta en caso contrario.

Los resultados anteriores (Tabla 4.7.2) informan que, en general, los items
propuestos fueron comprensibles para la totalidad de los estudiantes. Esto se garantiza,
primero, porque no hubo items sin responder y, segundo, por el porcentaje de
correccion; ademas, mediante la entrevista a los estudiantes, estos manifestaron que las
tareas planteadas quedaron claras. Sin embargo, se recogieron algunos comentarios
sobre aspectos que no comprendieron o que para ellos generaban confusion; estos nos
permitieron mejorar la redaccion del item. A continuacidon, presentamos estos
resultados:

Respecto a los items 1, 2 y 5, no hubo comentarios en cuanto a la comprension
de los enunciados, fueron claros y precisos para los estudiantes participantes.

En el caso del item 3 (Figura 4.7.1), varios estudiantes preguntaron para qué
servia o como se utilizaba para la resolucion del item el recipiente de mayor tamafio “el
pichel o jarrén” que aparecia en la figura. Esta figura tenia como proposito que el
estudiante imaginara que ahi se mezclaria el contenido de cada vaso; sin embargo, al
parecer para ellos fue un objeto accesorio que no utilizaban y mds bien podria
confundirles, al pensar que debia utilizarse para su resolucion matematica. Por lo tanto,

se decide eliminar esta imagen de los items de este tipo para el cuestionario final.

Elena Juan

Zumo de limon Agua Zumo de limén Agua

Figura 4.7.1. Representaciones graficas del item 3 del cuestionario piloto

En cuanto al item 4, algunos estudiantes no tenian claro el término “juego
equitativo”, por lo que se decidié cambiarlo por “juego justo”; ademas, faltaba dar una
instruccion donde se solicitara de manera directa que el estudiante explicara su
respuesta; ya que al no existir esto, algunos estudiantes s6lo indicaron la cantidad de

chocolates que habian estimado.
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Con respecto al item 6, de construccion de espacios muestrales en urnas, resulto
que para los estudiantes costarricenses, el término “urna” no era familiar, asi que se
decide cambiarlo por “caja”, como aparece en el item 1, el cual no gener6 confusion.

Respecto al segundo objetivo propuesto para este estudio piloto, se encontrd que
las respuestas a los items de comparacion de probabilidades tenian evidencia de que los
estudiantes participantes fueron conscientes de que los experimentos que se
representaban en los items manifestaban una situacion de incertidumbre y que estaban
influenciados por el azar. Se concluye que las indicaciones como “Se agitan las cajas y
se saca una ficha con los ojos cerrados” y el uso de la ruleta como dispositivo aleatorio,
fue bien comprendido por los estudiantes como generadores de experimentos aleatorios
y no deterministas. Esto se puede evidenciar en algunos de los argumentos utilizados,
que se muestran a continuacion, como el de E3 (12 afios) que utiliza el término
“posibilidades”, que se puede interpretar como que el nifio es consciente de que no es un
evento seguro. Por otro lado, E5 (12 afos) no compara la cantidad de sectores en que se
divide cada ruleta, sino el tamafio del area negra; muestra que tiene comprension del
funcionamiento de una ruleta como dispositivo aleatorio.

E3: Porque hay mas posibilidades en la B ya que hay mas fichas negras (item 1, Respuesta
B).

E5: En la ruleta A porque casi la ruleta es negra, aunque tenga la misma cantidad de
espacios que el B (item 2, respuesta A).

Por otro lado, E1 (12 afios) elige la opcion que indica que las cajas tienen igual
probabilidad de sacar una ficha negra, solo por el hecho de que en ambas cajas tienen
mayor cantidad de fichas negras que de blancas; es decir, comprende que en ambas
cajas, el evento sacar una ficha negra es mas probable que el evento sacar una ficha
blanca, pero no compara cantidades en los espacios muestrales de cada caja.

El: En la caja A y B hay mas probabilidades de sacar una bola negra, porque hay mas
bolas negras en las dos (item 1, Respuesta C).

Asimismo, al finalizar el cuestionario se hicieron varias consultas asociadas a la
comprension de los enunciados y figuras de los items, pero también se plantearon las
siguientes preguntas:

A la consulta “;Siempre saldréd la ficha negra?”, la totalidad de los estudiantes
sefialaron que no necesariamente esto iba ocurrir siempre. Algunos ejemplos son los
siguientes:

E1: No casi siempre saldra la bola negra, hay mas posibilidades como 80% pero 20% de
la blanca.
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E2: Hay mas probabilidad porque hay mas bolas negras por ejemplo el conocido “voto
por mayoria”.

E3: No hay tanta posibilidad que siempre salga, pero si puede salir varias veces ya que
hay mas y no hay tantas blancas.

E4: No hay nada que asegure que salga siempre la negra en la caja B, pero hay mas
posibilidades por la cantidad.

E5: La mayoria de veces saldra pero no siempre, porque hay mas bolas negras que
blancas.

También se les consultd si encontraban alguna diferencia entre los items 1 y 2 y
el item 3. Esta pregunta no fue tan comprensible, se centraron en diferencias que fueron
poco claras y no generaron informacion util respecto al propdsito planteado, como por
ejemplo en E1 y E4:

El: Yo creo que son 2 tipos de ejercicios parecidos solo que los primeros son de
porcentajes y este es de logica.

E4: A diferencia de los otros items, en este se usan mas objetos secundarios (el agua)
que los principales (limén).

Sin embargo, algunos estudiantes como E2 y E3 mostraron que intuitivamente
las situaciones planteadas en el item 1 y 2 eran aleatorias y la del item 3 era
determinista:

E2: Para mi la diferencia es que en los items anteriores me daban una posible respuesta
y en esta me estan dando una respuesta mas posible y puede ser mas exacto.

E3: La diferencia es que en las otras dudaba mas y esta la capté facil y me da mas
seguridad de que sea verdadera.

En cuanto al item 4 de juego equitativo, en el cual més de la mitad de la muestra
no contestd correctamente, al entrevistar a algunos estudiantes, sus respuestas revelan
que aunque se dan cuenta que Maria y Esteban tienen distinta probabilidad de ganar, y
por ende, es requerido hacer una equiparacion del premio, pero realizan una estimacion
de la cantidad de chocolates muy intuitiva sin aplicar la proporcionalidad inversa, por lo
que se obtienen resultados incorrectos. La estimacion mas utilizada por los estudiantes
participantes fue “6 chocolates”, como en E4:

E4: Esteban deberia de ganar 6 barras de chocolate ya que Maria tiene 5 veces mas
oportunidades de ganar que Esteban.

Asimismo, a algunos estudiantes que tuvieron errores en los items de
construccion de espacios muestrales, como los que se presentaron en el Estudio 1 (por
ejemplo, construir el suceso “mucha probabilidad” en lugar del suceso seguro, o

también construir el suceso “poca probabilidad” en lugar del suceso “imposible”), se les
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consulté individualmente el porqué de esta construccion. Por ejemplo, el estudiante E4
construy6 todos los espacios muestrales correctamente excepto el de suceso seguro en el

contexto de urnas (Ver Figura 4.7.2).

Figura 4.7.2. Respuesta al item 6a de E4.

Respecto a la consulta de por qué realiz6 esta construccion para este suceso, el
estudiante respondi6: “Puse una en rojo en la (a) porque al haber tantas negras, las
posibilidades de que gane Esteban son casi imposibles porque tiene que competir una
sola contra cientos de bolas diferentes”

Es interesante que E4 construya correctamente el suceso seguro en contexto de
ruletas pero no asi en el contexto de urnas. Esto también le ocurrié a E3 (Ver Figura
4.7.3), que explicod: “Puse mas negras para que Maria tuviera mas posibilidades de ganar

y dos blancas para que Esteban no pudiera ganar”.

Figura 4.7.3. Respuesta al item 6a de E3.

Por otro lado, E3 también tuvo errores para construir el suceso imposible, en
ambos contextos (Ver Figura 4.7.4). Cuando se le consultd por sus construcciones,

contestod: “Seguin yo, asi Maria no tenia posibilidad de ganar™.

Figura 4.7.4. Respuestas de E3 a los items 5c y 6c.
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En el caso de E2, solo construyd incorrectamente el suceso seguro, en ambos
contextos (Ver Figura 4.7.5), a lo que indic6 para el contexto de ruletas “Porque no seria
justo para Esteban y me imagino que es una competencia”; y para el contexto de urnas:
“Lo dejé asi porque tenia seguro que ganara (Maria) pero dejé una en blanco, porque

para que dejaria en una caja bolas iguales, no seria justo para Esteban”.

Figura 4.7.5. Respuestas de E2 a los items 5a y 6a.

Considerando los argumentos de los estudiantes entrevistados, pareciera que hay
cierta confusion respecto a los sucesos seguro e imposible, que puede deberse a que el
estudiante no acepta que un experimento, al ser aleatorio, tenga un suceso cuya
probabilidad sea 100% o sea 0%, por lo que en el suceso seguro dejan una pequefia
probabilidad de que no ocurra y en el suceso imposible cierta probabilidad de que pueda

ocurrir, lo que devela cierto sesgo de la comprension del concepto de probabilidad.

48. INFORMACION COMPLEMENTARIA SOBRE EL CUESTIONARIO
DEFINITIVO
Como informacion complementaria, a continuacion, se incluye el analisis de la
fiabilidad de cada uno de los dos cuestionarios disefiados, que se utilizaron en el Estudio

2 y cuyos resultados se describen en el Capitulo 5.

Fiabilidad de los cuestionarios

Para cada uno de los cuestionarios se llevd a cabo el calculo de su fiabilidad,
utilizando como muestra 292 estudiantes de Costa Rica de los cursos 6° a 10°
(Educacion General Bésica y Educacion Diversificada). La composicion de la muestra
se describe en el Capitulo 5 con mas detalle.

Se calculo, para cada uno de los dos cuestionarios (Anexos 4A y 4B) el
coeficiente de fiabilidad Alfa de Cronbach, incluyendo como variables las respuestas y
argumentos (l=correcto, O=incorrecto) a cada item. En la construccion de espacios

muestrales no se pide argumento y en la determinacion del juego equitativo
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simplemente se valora el argumento. En total, en cada cuestionario se obtuvieron un
total de 29 elementos para el calculo de la fiabilidad, que arroj6 un valor de 0,793 para
el cuestionario A (respondido por 145 estudiantes) y de 0,838 para el cuestionario B
(respondido por 147 estudiantes). Son valores suficientemente altos, teniendo en cuenta

que el cuestionario evalia diferentes conocimientos.

Indices de dificultad

Para cada uno de los cuestionarios y cada item del mismo (asi como argumento
en su caso), se calcularon los indices de dificultad que se presentan en la Tabla 4.8.1
para el Cuestionario A y en la Tabla 4.8.2 para el Cuestionario B. En la Figura 4.8.1 se
representa la distribucion de los valores de estos indices.

Tabla 4.8.1. Indices de dificultad en el cuestionario A
Nivel Noelting ftem Media Desviacién estandar

Urnas IA IR ,88 ,323
I1A ,88 ,331

ITA I2R ,67 472

12A ,64 ,481

IITA I3R ,50 ,502

I3A ,19 ,396

Ruletas IB I4R ,86 ,346
14A ,79 ,406

I1IB I5SR ,57 ,497

I5A ,63 ,483

I11B I6R 32 ,470

16A ,19 ,396

Ruletas sesgado 1IB I8R ,40 ,492
I8A 44 ,498

111B I9R ,40 ,492

19A 33 472

Razones 1A 110R .92 ,266
110A ,83 ,379

1A I11R 72 ,448

I11A ,68 467

IITA I112R 48 ,501

112A 22 416

Juego 113 57 ,497
E. muestral Ruleta: seguro 114a 41 ,494
Ruleta: equiprobable 114b ,88 ,323

Ruleta: imposible I14c 51 ,502

Urna: seguro 115a 38 ,487

Urna: equiprobable  115b ,90 ,306

Urna: imposible I15¢ 51 ,502
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Tabla 4.8.2. indices de dificultad en el cuestionario B

Nivel Noelting ftem Media Desviacion estandar

Urnas 1B IIR ,89 ,313
I1A ,70 ,460

1IB I2R 27 ,443

I2A 22 414

111IB I3R ,37 ,484

I3A ,07 ,253

Ruletas 1A I14R ,76 431
I14A ,82 ,389

IIA ISR ,76 431

I5A ,76 431

II1A I6R ,63 ,486

I6A 45 ,499

Ruletas sesgado 1A IS8R ,50 ,502
I8A ,52 ,501

II1A I9R 44 ,498

I9A ,35 ,480

Razones 1B 110R ,96 ,L199
110A ,85 ,358

1IB I11R ,46 ,500

I11A ,39 ,490

111IB I12R 22 414

112A ,04 ,199

Juego 113 ,56 ,498
E.muestral Ruleta: seguro 114a ,39 ,490
Ruleta: equiprobable 114b ,87 ,337

Ruleta: imposible 114c ,49 ,502

Urna: seguro 115a 37 ,486

Urna: equiprobable 115b ,88 ,329

Urna: imposible I15¢ ,50 ,502

T |

067
) l
027

0,0

T T
Indices_A. Indices_B

Figura 4.8.1. Distribucion de los indices de dificultad en los Cuestionarios A y B.

Se observa una distribucion aproximadamente simétrica con los valores
centrales en torno al 50% (entre 40% y 80% en los valores correspondientes al 50%

de los datos). No se presentan valores atipicos del indice de dificultad en ninguno de
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los cuestionarios y, ademas, hay una gama amplia de dificultad desde 0,19 a 0,92 en
el Cuestionario A, y desde 0,04 a 0,96 en el Cuestionario B.

Hacemos notar que el numero medio de respuestas correctas (incluyendo
respuestas y argumentos) fue 16,73 en el Cuestionario A y 15,47 en el Cuestionario
B, de un méaximo posible de 29; es decir, en torno al valor medio tedrico en un
cuestionario equilibrado.

Consideramos, entonces, que el instrumento es adecuado a los propositos de
evaluacion que se pretenden realizar en el Estudio 2, cuyos resultados se presentan
en el Capitulo 5. A continuacidn, se discute el logro de los objetivos propuestos para

su construccion.

49. CONCLUSIONES SOBRE LOS OBJETIVOS EN LA CONSTRUCCION
DEL CUESTIONARIO

Se finaliza con esta seccion, en la que se discuten las conclusiones sobre los

objetivos que se plantearon para la construccion del cuestionario, en respuesta al tercer

objetivo general de nuestra investigacion:

03. Estudiar la influencia del razonamiento proporcional en la comparacion de
probabilidades y resolucion de tareas probabilisticas en estudiantes
costarricenses y espanoles al finalizar la Educacion Primaria y a lo largo de la
Educacion Secundaria.

Para abordar dicho objetivo, se ha construido un nuevo cuestionario de
evaluacion orientado a “medir el razonamiento probabilistico y su relacion con el
razonamiento proporcional” mediante diversos tipos de tareas, probabilisticas y en
comparacion de razones, similares a las utilizadas por la literatura previa, siguiendo las
normas metodologicas recomendadas por la AERA, APA y NCME (2014), cuyo disefo
y validacion se han descrito a lo largo de este capitulo. A continuacion, se discute el

logro de los objetivos especificos para la construccion del mismo.

03.1. Estudiar si el nivel de razonamiento proporcional de una muestra de
estudiantes de 11 a 16 anos (de acuerdo al modelo de Noelting, 1980a,
1980b) requerido para tareas de comparacion de razones se mantiene en

tareas de comparacion de probabilidades.
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En el disefio del cuestionario se han considerado diversos tipos de tareas
(descritas en la Seccion 4.3), que han sido cuidadosamente disefiadas de acuerdo con la
literatura previa, cuya revision bibliografica se presentd en el Capitulo 2. Por ello, se
incluye para cada uno de los niveles de razonamiento proporcional de Noelting (1980a;
1980b), desde IA hasta IIIB, tareas de razonamiento proporcional y de comparacion de
probabilidades, para asi poder relacionar los resultados de los estudiantes en estos dos
tipos de tareas, que han sido seleccionadas para ser incluidas en el cuestionario
mediante juicio de expertos. En conclusion, consideramos que el instrumento permite
estudiar si los estudiantes que logran resolver problemas de razonamiento proporcional
para un nivel dado, también obtienen éxito en los problemas de comparacion de

probabilidades del mismo nivel y viceversa.

03.2. Estudiar la posible relacion entre el nivel de razonamiento proporcional

v los resultados en la resolucion de otras tareas probabilisticas, en concreto,

problemas de juego equitativo y tareas de construccion de espacios muestrales

correspondientes a un suceso seguro, imposible y equiprobable.

Se cumple con este objetivo, porque se incluyen en el cuestionario tareas en las
que se pide determinar la ganancia para asegurar un juego equitativo, asi como de
construccion del espacio muestral, segun su correspondencia con los tipos de suceso:
seguro, imposible y equiprobable. Se trata de tareas similares a las empleadas con los
estudiantes del Estudio 1, pero con este nuevo cuestionario se permite relacionar, de
manera precisa, resultados obtenidos en las tareas indicadas con los obtenidos en las
tareas sobre razonamiento proporcional, al considerar el nivel maximo alcanzado (segiin

Noelting, 1980a; 1980b) por el estudiante en las tareas de razonamiento proporcional.

03.3. Comparar el nivel de razonamiento alcanzado en la comparacion de

probabilidades en problemas planteados en contextos de urnas y de ruletas.

En el cuestionario se plantean tareas de comparacion de probabilidades en los
dos tipos de contextos (urnas y ruletas), segiin cada uno de los niveles de Noelting
(1980a; 1980b). Por tanto, el cuestionario es un instrumento que permite comparar de
manera precisa los resultados en cada pareja de items del mismo nivel de razonamiento

proporcional.
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03.4. Estudiar la influencia de sesgos en razonamiento probabilistico en la
resolucion de las tareas de acuerdo al nivel alcanzado en la comparacion de
probabilidades.

El cuestionario permite analizar los sesgos ¢ intuiciones de los estudiantes y su
influencia en las respuestas, respaldado por los resultados de investigaciones previas en
que se emplean tareas similares (e. g. Cafiizares, 1997; Konold, 1989; Lecoutre, 1992),
como se evidencid en el Estudio 1 (Herndndez et al., 2022), que se describe en el
Capitulo 3 de esta investigacion. Ademas, se alcanza este objetivo al incluir distractores
en parte de las tareas del cuestionario, con los que comprobar la influencia de dichos

sesgos y analizar su variacion en las respuestas al resto de tareas.

03.5. Analizar el efecto del curso escolar y del entorno educativo (espariol o

costarricense) en algunas tareas del cuestionario.

Este objetivo se garantiza por el estudio piloto realizado en una muestra reducida
de estudiantes en los dos paises, que se describe en la Seccidon 4.7. Los resultados de
este estudio garantizan la comprension de los enunciados y figuras empleadas en las
tareas propuestas del cuestionario, comprobando que los estudiantes diferencian las
situaciones como aleatorias y no deterministas de aquellas que, especificamente,
evalian el razonamiento proporcional. Ademds, se garantiza la comprension del
lenguaje probabilistico utilizado en las tareas propuestas en el cuestionario, por lo que

se garantiza la comparacion de los resultados obtenidos en los dos paises y por curso.

03.6. Comparar los resultados conseguidos en el estudio de evaluacion con los
obtenidos por Caiiizares (1997) y Green (1982) con estudiantes de la misma
edad.

En el disefio del cuestionario se consideran tareas similares a las utilizadas en
estudios previos con estudiantes de edades similares (entre 11 y 16 afios),
especificamente, por Green (1982) y Caifiizares (1997), segiin formato y con nivel de
razonamiento proporcional equivalente. Por tanto, se garantiza la comparacion de los
resultados obtenidos mediante la administracion del cuestionario, dependiendo de la
tarea, segun estudios previos analizados en los antecedentes que se describieron en el
Capitulo 2. Ademas, en el cuestionario se pide al estudiante justificar sus resultados en

algunas tareas, por lo que se podrd comparar no solo los porcentajes de respuestas
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correctas a dichas tareas sino las estrategias que emplean, de acuerdo con los resultados
obtenidos por Canizares (1997) y Green (1982).

En resumen, consideramos que se lograron los objetivos planteados para lograr
disponer de un instrumento que permitiera conocer las dificultades de los estudiantes de
las edades abordadas en las tareas seleccionadas, asi como evaluar la mutua influencia
entre las principales variables consideradas, tal como se indicaba en el tercer objetivo
general de esta investigacion. Este instrumento serd empleado en el Estudio 2, cuyos

resultados se describen en el Capitulo 5.
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CAPITULO 5: RAZONAMIENTO PROPORCIONAL Y
RESOLUCION DE TAREAS PROBABILISTICAS DE ESTUDIANTES
DE EDUCACION PRIMARIA Y SECUNDARIA

Del contenido de este capitulo se derivan los siguientes trabajos:

Batanero, C. y Hernandez-Solis, L. A. (2023). Razonamiento proporcional en comparacion de
razones de estudiantes costarricenses 'y espafioles.  Uniciencia, 37(1), 1-20.
https://doi.org/10.15359/ru.37-1.21

Batanero, C., Hernandez-Solis, L. A. y Gea, M. M. (2023). Analysing Costarican and Spanish
students” proportional reasoning and comparison of probabilities. Statistics Education
Research Journal, 22(3), 1-23. https://doi.org/10.52041/ser].v22i3.659

Gea, M. M., Hernadndez-Solis, L. A., Batanero, C. y Alvarez—Arroyo, R. (2023). Relating
students’ proportional reasoning level and their understanding of fair games. Journal on
Mathematics Education, 14(4), 663-682. https://doi.org/10.22342/jme.v14i14.pp663-682

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C. y Gea, M. M. (2023). Costarican students’ proportional
reasoning and performance in comparing probabilities in spinners. Eurasia Journal of
Mathematics, Science and Technology Education, 9(12), 1-14.
https://doi.org/10.29333/ejmste/13869

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C. y Gea, M. M. (en prensa). Razonamiento proporcional y
construccion de espacios muestrales asociados a distintos tipos de sucesos por estudiantes
costarricenses. Revista de Educacion Estadistica.
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5.8.4. Resultados
5.8.5. Discusién y conclusiones
5.9. Construccion de espacios muestrales y razonamiento proporcional
5.9.1. Introduccion
5.9.2. Estructura de los items
5.9.3. Categorias de analisis de estrategias
5.9.4. Resultados
5.9.5. Discusion y conclusiones
5.10. Conclusiones generales del Estudio 2 de evaluacion
5.10.1. Conclusiones sobre los objetivos
5.10.2. Conclusiones sobre las hipotesis

5.1. INTRODUCCION

En este capitulo se presentan los resultados del segundo estudio de evaluacion,
en el que se analiza la influencia del razonamiento proporcional sobre la resolucion de
tareas probabilisticas en estudiantes costarricenses y espafioles al finalizar la Educacion
Primaria y a lo largo de la Secundaria. La finalidad fue completar el estudio
exploratorio descrito en el Capitulo 3 y analizar si los resultados en las tareas de
probabilidad similares a las utilizadas en dicho estudio se relacionan con el nivel de
razonamiento proporcional (Noelting 1980a, 1980b) de las tareas propuestas.

Aunque son varios los trabajos que analizan la influencia del razonamiento
proporcional en la comparacion de probabilidades (entre otros, Berrocal, 1990;
Caiiizares, 1997; Green, 1982; Pérez Echeverria et al., 1986 y Piaget e Inhelder, 1951)
no se han considerado todas las edades que trataremos en este Estudio 2.

Respecto al Estudio 1, en este segundo estudio se ampli6 el rango de edad de los
estudiantes para considerar el ultimo curso de Educacion Primaria y toda la Ensefianza
Secundaria Obligatoria. Con este fin se construy¢ el cuestionario de evaluacion descrito
en el Capitulo 4 y se pasé a una muestra de estudiantes de estos niveles educativos en
cada uno de estos paises.

En lo que sigue, se presenta en primer lugar los objetivos e hipdtesis de este
segundo estudio, se dan detalles de las muestras de estudiantes que han participado, se
describe la metodologia de andlisis de datos y, por Ultimo, se resumen los resultados a
partir de una serie de articulos publicados en diferentes revistas o en proceso de

publicacion.

5.2. OBJETIVOS E HIPOTESIS DEL ESTUDIO 2 DE EVALUACION
Los objetivos de este segundo estudio de evaluacion desarrollan el tercer

objetivo general de nuestra investigacion, que fue el siguiente:
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03.  Estudiar la influencia del razonamiento proporcional en la comparacion
de probabilidades y resolucion de tareas probabilisticas en estudiantes
costarricenses y espanoles al finalizar la Educacion Primaria y a lo largo de la
Educacion Secundaria.

Dicho objetivo se justifico por la falta de investigaciones especificas que
relacionasen el razonamiento probabilistico y proporcional en estudiantes
costarricenses. Ademas, en una parte de este estudio se compararian los resultados con
los de estudiantes espafoles de las mismas edades, puesto que las investigaciones sobre
el tema en Espafia son escasas y tampoco se encontraron estudios comparativos como el
pretendido. De este objetivo, se deducen los siguientes objetivos especificos:

03.1. Estudiar el razonamiento proporcional de los estudiantes costarricenses

v espanioles al finalizar la Educacion Primaria y a lo largo de la Educacion

Secundaria.

El estudio del razonamiento proporcional ha recibido un gran interés en la
investigacion didéctica, como se recoge en trabajos de sintesis tales como Behr, et al.
(1992), Ben-Chaim et al. (2012), Kieren (2020), Lamon (2007), Singer y Resnick
(1993) o Van Dooren et al. (2018). Sin embargo, no se cuenta con investigaciones
realizadas en Costa Rica, ni estudios comparados de resultados con estudiantes
espafioles. Para completar esta carencia, uno de los objetivos de este segundo estudio de
evaluacion fue realizar un andlisis comparado del razonamiento en comparacion de
razones de estudiantes costarricenses y espafioles de 11 a 16 afios de edad. Ello
permitird a los profesores conocer mejor el razonamiento de estos estudiantes, para
disefar tareas en temas como probabilidad, estadistica 0 magnitudes que requieran de
este razonamiento.

Para alcanzar este objetivo, se incluyeron en el cuestionario de evaluacion
(descrito en el Capitulo 4) una serie de items sobre comparacion de razones, que tienen
en cuenta seis niveles consecutivos de razonamiento proporcional en la clasificacion de
Noelting (1980a, 1980b). Cada estudiante responderia a tres de estos items, con niveles
de dificultad progresivos, lo que permitiria en cada grupo de edad y pais determinar qué
niveles de las tareas son adecuados para los estudiantes de la muestra. Los resultados se

han publicado en el siguiente articulo:

Batanero, C. y Hernandez-Solis, L. A. (2023). Razonamiento proporcional en comparacion de
razones de estudiantes costarricenses y espafioles. Uniciencia, 37(1), 1-20.
https://doi.org/10.15359/ru.37-1.21
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03.2. Estudiar la relacion existente entre el nivel de razonamiento
proporcional de las tareas resueltas por los estudiantes de la muestra en la
comparacion de razones y de probabilidades en urnas.

Para alcanzar este objetivo se incluyeron, en el cuestionario de evaluacion
(descrito en el Capitulo 4), una serie de items sobre comparacion de probabilidades en
contexto de urnas, que estdn asociados a seis niveles consecutivos de razonamiento
proporcional en la clasificacion de Noelting (1980a, 1980b). Cada estudiante
responderia a tres de estos items, con niveles de dificultad progresivos, lo que
permitiria, en cada grupo de edad y pais, determinar el nivel medio de razonamiento
alcanzado en tareas de comparar probabilidades en urnas, asi como los niveles mas
frecuentes de los estudiantes de la muestra. Ademas, se analizarian las posibles
diferencias entre los resultados obtenidos en comparacion de razones y los obtenidos en
comparacion de probabilidades en urnas. Los resultados de este punto estan publicados

cn:

Batanero, C., Hernandez-Solis, L. A. y Gea, M. M. (2023). Analysing Costarican and Spanish
students” proportional reasoning and comparison of probabilities. Statistics Education
Research Journal, 22(3), 1-23. https://doi.org/10.52041/serj.v22i3.659

Los siguientes objetivos se centrardn Unicamente en los estudiantes
costarricenses, con la finalidad de presentar la tesis en un tiempo razonable, aunque en
el futuro se pretende analizar los datos disponibles de los estudiantes espafioles.

03.3. Estudiar la relacion existente, con los estudiantes costarricenses de la

muestra, entre el nivel de razonamiento proporcional en la resolucion de tareas

en comparacion de razones y de probabilidades en ruletas.

Para alcanzar este objetivo se incluyeron, en el cuestionario de evaluacion
(descrito en el Capitulo 4), una serie de items sobre comparacion de probabilidades en
contexto de ruletas, que estan asociados a seis niveles consecutivos de razonamiento
proporcional en la clasificacion de Noelting (1980a, 1980b). Cada estudiante resolveria
tres de estos items, con niveles de dificultad progresivos, lo que permitiria, en cada
grupo de edad y pais, determinar el desempefio alcanzado en las tareas. Ademas, se
analizarian las posibles diferencias entre los resultados obtenidos en comparacion de
razones y los obtenidos en comparacion de probabilidades en ruletas, asi como
comparar los resultados con los de investigaciones previas. Los resultados de este punto

se han publicado en:
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Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C. y Gea, M. M. (2023). Costarican students’ proportional
reasoning and performance in comparing probabilities in spinners. Eurasia Journal of
Mathematics, Science and Technology Education, 9(12), 1-14.
https://doi.org/10.29333/ejmste/13869

03.4. Estudiar si existe relacion entre el éxito en tareas de comparacion de
razones de diferente nivel de razonamiento proporcional de los estudiantes
costarricenses y los resultados obtenidos en la resolucion de una tarea de juego
equitativo.

Para alcanzar este objetivo se incluyd, en el cuestionario de evaluacion (descrito
en el Capitulo 4), un item que plantea una tarea asociada al juego equitativo, la cual
requiere razonamiento en proporcionalidad inversa para su resolucion, puesto que se
trata de determinar la ganancia justa para ajustar un juego y que sea equitativo. Cada
estudiante responderia a este item, lo que permitiria, en cada grupo de edad, determinar
si el éxito en tareas de comparar razones de diverso nivel de razonamiento proporcional
estd asociado a la puntuacion obtenida segun correccion de la estrategia empleada en la
resolucion de la tarea sobre juego equitativo.

Los resultados se han publicado en el siguiente trabajo:

Gea, M. M., Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C. y Alvarez—Arroyo, R. (2023). Relating
students’ proportional reasoning level and their understanding of fair games. Journal on
Mathematics Education, 14(4), 663-682. https://doi.org/10.22342/jme.v14i4.pp663-682

03.5. Estudiar si existe relacion entre el nivel de razonamiento proporcional
de los estudiantes costarricenses y los resultados obtenidos en tareas de
construccion de espacios muestrales.

Para alcanzar este objetivo se incluyeron, en el cuestionario de evaluacion
(descrito en el Capitulo 4), items asociados a tareas de construccion de espacios
muestrales: un item en contexto de urnas y otro en contexto de ruletas. En ellos se pide
a los estudiantes construir un espacio muestral consistente con que un suceso dado sea
equiprobable, seguro o imposible. Cada estudiante responderia a estos dos items, lo que
permitiria, en cada grupo de edad, determinar si el nivel medio de razonamiento
proporcional alcanzado en tareas de comparar razones esta asociado a los porcentajes de
correccion obtenidos en la resolucion de este tipo de tarea. Los resultados han sido

aceptados para publicacion en el siguiente trabajo:

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C. y Gea, M. M. (en prensa). Razonamiento proporcional y
construccion de espacios muestrales asociados a distintos tipos de sucesos por estudiantes
costarricenses. Revista de Educacion Estadistica.
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03.6. Estudiar la posible influencia de creencias de tipo subjetivo en la

resolucion de tareas probabilisticas.

En general para cada una de las tareas probabilisticas del Estudio 2, se analiz6 si
hubo presencia de sesgos y creencias subjetivas, antes documentadas en estudios
previos (e. g. Canizares, 1997; Konold, 1989; Lecoutre, 1992). Especificamente, en los
items de comparacion de probabilidades en ruletas aparecen items donde una ruleta
tiene sectores del mismo color juntos y en la otra ruleta sectores del mismo color
separados por uno o varios sectores de distinto color. Ademas, en este mismo contexto,
aparecen en dos ruletas de un mismo item, una flecha (o aguja) apuntando a un color y
en la otra ruleta apuntando al otro color, con el proposito de evaluar si esta diferencia en
el dibujo de las ruletas incide en las respuestas de los estudiantes. Los resultados

relativos a este objetivo se han recogido en la siguiente publicacion:

Hernandez-Solis, L. A., Batanero, C. y Gea, M. M. (2023). Costarican students’ proportional
reasoning and performance in comparing probabilities in spinners. Eurasia Journal of
Mathematics, Science and Technology Education, 9(12), 1-14.
https://doi.org/10.29333/ejmste/13869

Hipotesis
Seguidamente, se presentan las hipotesis relativas al segundo estudio de

evaluacion, que se irdn discutiendo a lo largo de este capitulo:

HI. Se espera encontrar correlacion entre el éxito en tareas de diferente nivel
de razonamiento proporcional alcanzado por los estudiantes de la muestra y el
curso escolar.

Esta hipdtesis se basa en resultados de estudios previos como los de Noelting
(1980a, 1980b) quien establece etapas en el desarrollo del razonamiento proporcional,
segun diversas edades que incluyen las consideradas en la muestra del presente estudio.
Puesto que los estudiantes de un mismo curso escolar se caracterizan por una edad
homogénea (con diferencia aproximada de un afio), se espera que al avanzar el curso se
alcance un nivel superior en los descritos por Noelting (1980a, 1980b). Sin embargo, se
considera que puede haber un desarrollo mas temprano del asumido por el autor, debido
a la ensefanza recibida.

Ademas, se tiene conciencia de que puede haber diferencias del nivel alcanzado

en grupos de estudiantes del mismo curso, segun nacionalidad, al tener un curriculo de
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matematicas y un sistema educativo distinto.

H?2. Se espera encontrar correlacion entre el éxito de los estudiantes en tareas

de comparacion de probabilidades y tareas de comparacion de razones, segun

la clasificacion de Noelting (1980a, 1980b).

Nos fundamentamos en resultados de estudios previos, como el de Pérez
Echeverria et al. (1986) y Caiiizares (1997), entre otros (descritos en el Capitulo 2 de
esta Memoria), donde se analiza la influencia del razonamiento proporcional y el éxito
en tareas probabilisticas, asi como el modo en que se resuelven dichas tareas. Se espera
encontrar cierta relacion entre las etapas donde se evidencia desarrollo en la capacidad
de comparacion de probabilidades y las correspondientes al desarrollo del razonamiento
proporcional, aunque no se trate de una equivalencia. Pues, como se observo en
Cafiizares (1997), los estudiantes muestran dificultad al emplear razonamiento
proporcional en tareas de comparacion de probabilidades, aunque los estudiantes en su

estudio hubieran estudiado comparacion de razones en cursos previos.

H3. Se sospecha que se encontrardn sesgos de razonamiento probabilistico,

como el de equiprobabilidad y el efecto de distribucion de sectores en los items

de comparacion de probabilidades en ruletas, que afectaran las estrategias y

resultados de los estudiantes en las tareas.

Lo anterior se basa en algunos resultados del primer estudio exploratorio (Ver
Capitulo 3), que han sido publicados en Hernandez-Solis et al. (2021) y Herndndez-
Solis (2023), asi como en algunos resultados de Cafizares (1997) y Maury (1984),
quienes informan de haber encontrado dichos sesgos en sus estudiantes. Para comprobar
esta hipotesis se han incluido en el cuestionario items equivalentes, algunos de ellos

orientados a la deteccion de estos sesgos y otros no orientados.

H4. También se espera encontrar menor dificultad en los problemas planteados
en contextos de ruletas (continuo, que favorece la relacion parte-todo) que de
urnas (discreto, que favorece la relacion parte-parte).

Esto considerando algunos resultados del primer estudio exploratorio (Ver
Capitulo 3) y las sugerencias de Maury (1984). Igualmente, Caiizares (1997) indica que
en las ruletas se favorece la comparacion parte-todo por lo que es mas sencillo aplicar la
regla de Laplace. En la comparacion de probabilidades en urnas, sin embargo, se

favorece la comparacion parte-parte es decir entre casos favorables y desfavorables.
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H5. Igualmente, se espera encontrar una relacion entre el nivel de razonamiento

proporcional alcanzado y el éxito en la construccion de espacios muestrales

(que implica el razonamiento combinatorio) y tareas asociadas al juego

equitativo (que implica la proporcionalidad inversa, al determinar las

esperanzas de ganancia de todos los jugadores cuando las probabilidades de
estos no son iguales).

La hipotesis se apoya en que el razonamiento combinatorio y proporcional son
esquemas que corresponden a la etapa de las operaciones formales y se desarrollan
segun el mismo esquema de etapas en la teoria de Piaget e Inhelder (1951). Por otro
lado, la determinacién de la ganancia en un juego equitativo requiere razonar segun la
proporcionalidad inversa. Por ello se piensa que los dos tipos de tarea se facilitan con la

madurez del estudiantado.

H6. Finalmente, se supone una mejora del razonamiento en todas las tareas

respecto al progreso en un curso escolar superior.

Este supuesto esta de acuerdo con las teorias de Piaget e Inhelder (1951) y
Noelting (1980a, 180b) sobre desarrollo del razonamiento probabilistico y razonamiento
proporcional, respectivamente. Ademas, la ensefianza recibida es mayor segin aumenta
la edad, por lo que es de esperar mayor conocimiento en los estudiantes segun progresan

de curso.

5.3. DESCRIPCION DE LA MUESTRA

La muestra estuvo formada por 704 estudiantes, 292 de Costa Rica y 412
espafioles, de 6° curso de Educacion Primaria en Espafia y curso equivalente (6° de
Educacion General Basica, en adelante: EGB) en Costa Rica y cada uno de los cuatro
cursos de Educacion Secundaria Obligatoria (en adelante: ESO) espafiola y cursos
equivalentes (7° a 9° de EGB y 10° del Ciclo Diversificado, en adelante: CD) en Costa
Rica. La composicion y el nimero de estudiantes que utilizd cada cuestionario se
presenta en la Tabla 5.3.1.

El 45,3% de los estudiantes fueron mujeres, el 50,8% hombres y el resto no
indic6 su género. La finalidad fue elegir al menos 50 estudiantes en cada nivel escolar y
pais, pero al tomar grupos de nivel completos, en algunos casos se ha superado este

numero.
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Se realizdO un muestreo por conveniencia (Otzen y Manterola, 2017),
seleccionando instituciones educativas por su ubicacion geografica y disponibilidad de
colaboracion. En Espafa, participaron cuatro centros educativos publicos, dos de
Educacion Primaria, uno de Almeria y otro de Granada, y dos de secundaria, uno de
Almeria y otro de Sevilla. La muestra de estudiantes costarricenses se tom6 de una
unica institucion privada de la provincia de Cartago.

Tabla 5.3.1. Composicion de la muestra, seglin curso escolar, pais y cuestionario

Curso Cuestionario A Cuestionario B Total
Espana Costa Rica Espana Costa Rica Espafia Costa Rica

6°EGB 39 35 39 33 78 68
1°ESO/7°EGB 43 26 37 26 80 52
2°ESO/8°EGB 32 31 31 33 63 64
3°ESO/9°EGB 50 26 46 26 96 52
4°ESO/10°ED 55 27 40 29 95 56
Total 219 145 193 147 412 292

En cada uno de los grupos participantes (es decir, cada curso escolar de cada
escuela y pais) se distribuyeron en forma aleatoria los cuestionarios A y B (Ver
Capitulo 4) a la mitad del estudiantado; es decir, en un grupo escolar la mitad del
estudiantado completaria el cuestionario A y la otra mitad el cuestionario B. Esta es una
técnica que asegura la equivalencia de las dos muestras completas que pasaron los
cuestionarios A y B, al dividirse la muestra total en forma aleatoria, dentro de cada
grupo. Con ello se puede estimar el porcentaje de respuestas a cada item y categoria en
la muestra total, partiendo de los datos de una de las submuestras y estimando una
proporcion similar en la segunda. Todo ello, debido a que se utilizan dos muestras
equivalentes seleccionadas aleatoriamente de la muestra total y que la proporcion
muestral es el mejor estimador de la proporcion poblacional.

Se recuerda que la muestra se reduce a los estudiantes costarricenses para los

ultimos objetivos de este Estudio 2 en la investigacion.

5.4. METODOLOGIA DE ANALISIS DE LOS DATOS
Con las respuestas al cuestionario se realizo un doble tipo de analisis:

e Por un lado, se estudia la opcién elegida en cada uno de los items de opcion
multiple, para analizar si se trata de la opcion correcta o una incorrecta. Con
estos resultados se determinara el porcentaje de respuestas correctas (opcion
correctamente elegida) en cada uno de estos items por curso y por pais, para
cuando se trate de un estudio comparativo. A este andlisis se le llamara

correccion de respuesta.
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e Con los argumentos del estudiantado de la muestra a cada pregunta de respuesta
abierta incluida en los items del cuestionario se llevard a cabo un analisis de
contenido (Krippendorff, 2013), que permite establecer categorias de modo
objetivo como resultado del andlisis sistematico realizado. Este andlisis se
complementa con informacion numérica que se muestra mediante tablas
indicando, tanto para las estrategias correctas como para las incorrectas, el
porcentaje de estudiantes que las emplea en cada curso escolar y pais (cuando
sea pertinente). Las categorias utilizadas en el andlisis se describen y
ejemplifican en los correspondientes apartados del capitulo.

Para asegurar la fiabilidad de la codificacion, un segundo investigador recodifico
los cuestionarios de 20 estudiantes y se calculd el coeficiente de fiabilidad
Kappa, obteniéndose un valor Kappa = 0,9139 para la codificaciéon de las
opciones elegidas y Kappa = 0,9186 para la codificacion de las estrategias.
Puesto que el valor de Kappa se considera alto si es mayor que 0,8 se deduce

una alta fiabilidad de codificacion.

Ademas de los anteriores analisis, se han calculado para partes del cuestionario
el numero de items correctamente respondidos y estrategias correctas, que se han
correlacionado con el nivel de razonamiento proporcional y el curso, para analizar su
posible asociacion.

En los siguientes apartados se presentan la codificacion de las estrategias,
resultados y conclusiones correspondientes a cada parte del cuestionario. Para cumplir
con los requisitos de una tesis como agrupacion de publicaciones, se reproducen partes
de los articulos correspondientes, sin repetir el marco tedrico y antecedentes que fueron

sistematizados en los dos primeros capitulos de esta Memoria.

55. RAZONAMIENTO PROPORCIONAL DE ESTUDIANTES ESPANOLES

Y COSTARICENSES
5.5.1. Introduccion

El razonamiento proporcional tiene un papel relevante en los curriculos escolares
de Matematica, debido a sus conexiones con temas de geometria, algebra, estadistica y
probabilidad, constituyéndose un componente del pensamiento formal y base del
razonamiento algebraico elemental; ademas de su aplicabilidad en la resolucion de
problemas de la vida real (Lamon, 2007).

El niimero racional se estudia tanto en Espafia (MECD, 2014; 2015; MEFP,
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2022b; 2022c) como en Costa Rica (Ministerio de Educacion Publica, MEP, 2012). En
Educacion Primaria se introduce el concepto de fraccion, su lectura, escritura,
representacion grafica, relacion de orden y operaciones bdsicas, para posteriormente
diferenciar entre las fracciones propias e impropias. También se introducen las
fracciones equivalentes y se emplean porcentajes simples y regla de tres en situaciones
de proporcionalidad directa para resolver problemas de la vida cotidiana. En los dos
primeros afios de Educacion Secundaria, en ambos paises, se siguen utilizando los
numeros fraccionarios y distintas estrategias de calculo para simplificar las operaciones.
En 1°ESO en Espafia y 7°EGB en Costa Rica se estudia la proporcionalidad inversa. En
8°EGB se introduce el concepto de numero racional y sus propiedades; mientras que en
Espaia se incluye en 3°ESO. En los siguientes cursos no aparecen nuevos contenidos
asociados al razonamiento proporcional, pero sigue estando presente, de manera
implicita, en la resolucion de diversos problemas.

El progreso en el razonamiento proporcional supone un largo periodo de tiempo,
y finaliza en la transicion de las operaciones concretas a las operaciones formales
(Lamon, 2007; Post et al., 1988). Aun asi, el sujeto puede tardar algunos afios para
resolver las tareas que corresponden a su desarrollo l6gico (Van Dooren et al., 2018) y
muchos estudiantes encuentran dificultades en el razonamiento proporcional después de
la instruccion.

Por todo ello ha recibido un gran interés en la investigacion didactica, como se
recoge en trabajos de sintesis tales como Behr et al. (1992), Ben-Chaim et al. (2012),
Carpenter et al. (1993), Kieren (2020), Lamon (2007) y Van Dooren et al. (2018). Sin
embargo, no se cuenta con investigaciones realizadas en Costa Rica, ni estudios
comparativos con estudiantes espafioles. Considerando esta carencia, en esta seccion se

aborda el primer objetivo especifico de este segundo estudio de evaluacion:

03.1. Estudiar el nivel de razonamiento proporcional de los estudiantes

costarricenses y espanoles al finalizar la Educacion Primaria y a lo largo de la

Educacion Secundaria.

En lo que sigue se detalla la estructura de los items del cuestionario para abordar
dicho estudio, las estrategias previstas en el analisis a priori y los resultados obtenidos,

que ha sido publicado en:

Batanero, C. y Hernandez-Solis, L.A. (2023). Razonamiento proporcional en comparacion de
razones de estudiantes costarricenses y espafoles. Uniciencia, 37(1), 1-20.
https://doi.org/10.15359/ru.37-1.21
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5.5.2. Estructura de los items

A los estudiantes se les proporcion6 uno de dos cuestionarios A y B, cada uno
con tres problemas de comparacion de razones de complejidad creciente y similares a
los empleados por Boyer y Levine (2015), Noelting (1980a, 1980b), Karplus et al.
(1983), Pérez Echeverria et al. (1986) y Tournaire y Pulos (1985). En conjunto, entre
los dos cuestionarios se obtuvieron seis de los niveles de razonamiento de Noelting
(1980a, 1980b). Cada estudiante solo resolvid la mitad de los items, para evitar un
aprendizaje de la respuesta al avanzar el cuestionario. Cada uno de los cuestionarios se
dio a la mitad de los sujetos de cada curso escolar y pais (Ver Tabla 5.3.1), de modo que
se tuviese aproximadamente igual nimero de estudiantes de las mismas caracteristicas
respondiendo cada item. En la Tabla 5.5.1 se especifican las caracteristicas de cada uno
de los items seglin cuestionario.

Tabla 5.5.1. ftems del cuestionario segtin nivel de razonamiento proporcional (Noelting, 1980a,
1980b) y nivel de dificultad (Pérez Echeverria et al., 1986)

ftem Cuestionario ~ Composicién  Nivel de razonamiento Edad esperada (afios, Nivel de
(a1,b1) vs (a2,b2) proporcional meses) dificultad
1 A 2,3)vs (1,3) IA-Intuitiva inferior (3,6) 1
B 5,1)vs(5,4) IB-Intuitiva media (6,4) 1
3 A (2,2) vs (4,4) ITA-Operacional (8,1) 2
concreta inferior
4 B (3,1) vs (6,2) 1IB-Operacional (10,5) 2
concreta superior
5 A (3,1)vs(4,2) IITA-Operacional (12,2) 3
formal inferior
6 B 3,2) vs (4,3) IIIB-Operacional (15,1) 4

formal superior

En estos items se pide comparar dos razones (ai,b1) y (az,b2), donde el primer
término de cada par es el antecedente o dividendo de la razén (vasos de zumo/vasos de
agua) y el segundo el consecuente o divisor. En la Figura 5.5.1 se presenta el item 1
(cuestionario A) donde se comparan las razones (2,3) vs. (1,3) y es posible resolverlo
comparando solo los antecedentes, siendo iguales los consecuentes. Los otros 5 items

tienen la misma estructura, variando las cantidades de vasos de zumo y vasos de agua.
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Elena y Juan preparan limonada. Elena mezcla 2 vasos de zumo de 1limén con 3 vasos de agua. Juan
mezcla 1 vaso de zumo de limén con 3 vasos de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de
liquido. Observa el dibujo.

Elena Juan
Zumo de limon Agua Zumo de limon Agua

88 B85 § 555

(Cual de las dos limonadas sabe mas a liméon?
() La de Elena. (Opci6n correcta)
() La de Juan.
() Las dos igual.
() No lo sé.
Explica por qué das esta respuesta:
Figura 5.5.1. Enunciado del item 1. Elaboracion propia

5.5.3. Categorias de analisis de estrategias

Con las respuestas al cuestionario se realizO un analisis de contenido
(Krippendorff, 2013), que permite establecer categorias de modo objetivo como
resultado del andlisis sistematico realizado. Este andlisis se complementa con
informacion numérica que se muestra mediante tablas para el porcentaje de respuestas
correctas y de cada estrategia en cada item, asi como de niveles de razonamiento
proporcional por curso.

La clasificacion de las estrategias que pueden utilizar los estudiantes para
resolver las tareas planteadas parte de las identificadas en trabajos previos (Noelting,
1980a, 1980b; Pérez Echeverria et al., 1986; Tournaire y Pulos, 1985) y se fue
completando mediante el andlisis de contenido. A continuacion, se describen las
estrategias previstas, agregando un ejemplo de respuesta de un estudiante en cada una
de ellas, indicando “Ex” para representar al “estudiante nimero x”.

Comparar totales en cada razon. En otras palabras, comparar el total de vasos
(de zumo de limén y de agua) en cada razén; es decir, si ai+b; > a)+by entonces
(a1,b1)>(az2,b2). No es correcta en ningun item del cuestionario, pero podria generar
respuestas correctas en el ftem 1. Un ejemplo fue dado por E29, quien argumenta que
hay mayor cantidad de vasos en la mezcla de Elena y ha seleccionado la respuesta
correcta. La respuesta es correcta debido a que la cantidad de vasos de agua es la misma
en ambas mezclas y la cantidad de zumo de limon es mayor en la mezcla de Elena, sin
embargo, el argumento es incorrecto porque no considera la proporcionalidad de las
mezclas, sino solo la cantidad.

E29: Porque Elena ha mezclado mas limonada que Juan (ftem 1, opcion correcta).
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13

Comparar los primeros términos “a”’ de las razones, sin considerar los
segundos términos “‘b”. Da respuestas correctas solo cuando los segundos términos son
iguales (b1 = b2) y es una estrategia caracteristica del nivel intuitivo inferior (IA) de
Noelting (por ejemplo, E346). El estudiante debe diferenciar los dos términos de la
razon. En el estudio daria respuestas correctas en el item correspondiente al nivel 1A
(ftem 1).

E346: Porque tiene mas zumo (ftem 1, opcién correcta).

Comparar los segundos términos “b” de las razones. Da respuestas correctas si
los primeros términos son iguales (a1 = a2). El estudiante debe comprender que con el
mismo numerador la razon es mayor si el denominador es mas pequefio; lo que requiere
entender que “b” es el reciproco de “a”. Corresponde al nivel intuitivo medio (IB) de
Noelting (1980a, 1980b). Esta estrategia incluye a la anterior, puesto que primero debe
comparar los primeros términos y darse cuenta que son iguales. En el estudio daria
respuestas correctas en el item correspondiente al nivel IB (item 2), por ejemplo:

E29: Porque Elena tiene un vaso de agua y Juan tiene cuatro (item 2, opcién correcta).

Comparar la diferencia entre los términos de cada razon. Considera los cuatro
términos a comparar, pero realiza comparaciones aditivas, analizando la diferencia entre
términos. Segiin Noelting (1980a, 1980b), el estudiante compara los términos de una
fraccion con los de otra (que denominé estrategia “entre””) o compara los términos
dentro de una misma fraccion, para establecer una razon, y luego compara con la otra
razon, mediante la comparacion en los términos de la fraccion restante (que denominéd
estrategia “intro”). En el caso de E39, se realiza una estrategia “intro”, ya que se
comparan las diferencias de los términos dentro de una misma fraccion para establecer
una razon. Esta estrategia corresponde al nivel intuitivo superior (IC) de Noelting, y en
el estudio daria respuestas correctas en los items 1 y 2 del cuestionario.

E39: Porque la de Elena tiene un vaso mas de agua que de zumo y la de Juan tiene dos
vasos mas de agua que de zumo (Item 1, opcion correcta).

Relacion de equivalencia a la unidad. Se compara el valor de una razon (ai,bi)
con el de la otra razén (a2,b2), es decir, se utiliza una operacion multiplicativa aplicada a
los términos de ambas razones, encontrando que hay una equivalencia a la unidad. Esta
estrategia implica la diferenciacion y combinacion, no solo de los términos dentro de
una misma razon (ai,bp), sino también de la razon entre los términos de una fraccién con

los de otra. Se obtienen respuestas correctas solo cuando los términos en cada una de las
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razones son iguales y corresponde al nivel operacional concreto inferior (IIA) de
Noelting. En el estudio daria respuestas correctas al ftem 3, por ejemplo:

E421: Porque ambas limonadas tienen la misma cantidad de zumo y agua en diferentes
litros (Item 3, opcion correcta).

Relacion de equivalencia entre razones. Se compara el valor de una razon (ai,bi)
con el de la otra razéon (a»,b2), encontrando equivalencia entre las razones. Esta
estrategia dard respuestas correctas solo cuando las razones pertenezcan a una misma
clase de equivalencia de fracciones. Corresponde al nivel operacional concreto superior
(IIB) de Noelting y en el estudio da respuestas correctas en el item 4. La comprension de
la correspondencia uno-varios es un paso esencial en dicha comprension, segin
Vanluydt et al. (2022a). El estudiante E317 se da cuenta que ambos términos de la
segunda razon (6,2) son del doble que los de la primera razon (3,1), por lo que establece
la equivalencia entre estas.

E317: Porque la cantidad de limonada de Elena es menor y el agua tambicn, los de Juan
son como si se multiplicara por 2 (Item 4, opcion correcta).

Correspondencia entre términos de las razones. Se establece un criterio de
proporcionalidad entre los términos de una razén (ai,bi), para luego comparar si la
relacion respecto a la otra razon (az,b2) es menor o mayor (por ejemplo, ES06). Este tipo
de estrategias daran respuestas correctas siempre y cuando dos de los cuatro términos a
comparar sean multiplos. Pertenece al nivel operacional formal inferior (IIIA) de
Noelting. En el estudio daria respuestas correctas en el item 5 y los anteriores.

E506: Esta concentrado en menos cantidad de agua. Por cada vaso son 3 de limén por lo
que Juan debia usar 6 vasos de limén par ser igual de acido que Elena (Item 5,
opcion correcta).

Proporcionalidad. Se reducen las razones a fracciones con comin denominador
y se comparan. Con esta estrategia se logra comparar cualquier tipo de razones, por lo
que se pueden obtener respuestas correctas para cualquier tarea de comparacion de
razones. Corresponde al nivel operacional formal superior (IIIB) de Noelting. En el
estudio daria respuestas correctas en todos los items del cuestionario.

E80: Porque el porcentaje de zumo de limén en la limonada de Elena (60%) es mayor que
el de Juan (57%) (Item 6, opcidn correcta).

5.5.4. Resultados
A continuacion, se presenta el porcentaje de respuestas correctas en cada item

segun curso, las estrategias empleadas y el porcentaje de estudiantes que alcanzan cada
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nivel de Noelting (1980a, 1980b) en los diferentes cursos.

Respuestas correctas en cada item

En la Tabla 5.5.2 se presenta el porcentaje de estudiantes en cada curso escolar y
pais que eligi6 la opcion correcta en cada item. Conforme aumenta el nivel de
razonamiento proporcional del item requerido para resolver las tareas (Noelting, 1980a,
1980b), el porcentaje de respuestas correctas disminuye, siendo pequeiio (entre 15,2% y
37,5%, segun curso y pais) en el item 6 (nivel IIIB). Hay que recordar que la edad
promedio esperada para alcanzar el nivel de razonamiento IIIB segin Noelting es de 15
afios y un mes, por lo que la mayor parte de estudiantes del ultimo curso debieran
haberlo alcanzado y resolver correctamente dicho item.

Tabla 5.5.2. Porcentaje de estudiantes que elige la opcidn correcta por item, seglin curso y pais

ftem Nivel. 6°EGB 1°ESO/7°EGB  2°ESO/8°EGB  3°ESO/9°EGB  4°ESO/10°ED
Noelting  Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR
1 1A 89,7 914 884 923 93,8 903 86,0 923 945 96,3
2 IB 872 90,9 919 962 96,8 97,0 957 100,0 92,5 96,6
3 A 64,1 65,7 79,1 69,2 844 80,6 82,0 769 945 704
4 1B 28,2 30,3 40,5 423 71,0 485 71,7 538 775 58,6
5 1A 41,0 40,0 46,5 57,7 594 484 36,0 50,0 582 48,1
6 111B 17,9 152 27,0 23,1 35,5 182 326 269 375 27,6

Casi todos los estudiantes, independientemente del curso y pais, responden
correctamente los ftems 1 y 2, correspondiente a los niveles de razonamiento
proporcional IA y IB de Noelting, respectivamente, obteniendo resultados similares a la
tarea del mismo nivel de dificultad (nivel 1) en Pérez Echeverria et al. (1986), para los
estudiantes de cursos equivalentes. En los demas items, los porcentajes de respuestas
correctas aumentan con el curso, lo que se explica por la mayor edad e instruccion. Sin
embargo, es evidente que no todos los estudiantes alcanzan el nivel de razonamiento
proporcional en la tarea correspondiente, segiin la edad esperada por Noelting (1980a,
1980b).

Al comparar los resultados en los dos paises, los porcentajes de correccion son
similares en los cursos 6°EGB y 1°ESO / 7°EGB. En los demads cursos, a partir del nivel
ITA los porcentajes de correccion en estudiantes costarricenses (excepto en el ftem ITIA
para los estudiantes de 3°ESO / 9°EGB) tienden a ser un poco inferiores al de los
estudiantes espafioles. En el ftem 6, que requeria el nivel IIIB, se obtuvo, a partir de
2°ESO, porcentajes de correccion superiores al 30% en los estudiantes espafioles, siendo
inferiores en todos los cursos los resultados de los estudiantes costarricenses. Para esta

tarea, los promedios de respuestas correctas fueron 33,1% (Espafia) y 22,2% (Costa
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Rica) de la muestra. Este item se categoriza en el mayor nivel de razonamiento
proporcional en Noelting (1980a, 1980b) y mayor nivel de dificultad en Pérez
Echeverria et al. (1986).

Por otro lado, al considerar toda la muestra, los porcentajes de correccion son
muy similares a los obtenidos por Noelting (1980a, 1980b) en items equivalentes, segun
nivel de razonamiento proporcional requerido: TA (91,0% vs. 99,4% en Noelting), 1B
(94,0% vs. 95,6% en Noelting), ITA (77,0% vs. 78,2% en Noelting), 1IB (41,2% vs.
48,6% en Noelting), IITIA (47,3% vs. 43,9% en Noelting), IIIB (26,5% vs. 15,6% en
Noelting). Hay que hacer la salvedad de que la muestra de Noelting es de 6 a 16 afios y
la de este estudio es de 11 a 16 afios; sin embargo, es notable la similitud en cuanto a la

proporcion de respuestas correctas.

Estrategias correctas

En la Tabla 5.5.3 se presenta el porcentaje de estudiantes que usa diferente tipo
de estrategia correcta en cada curso y pais, para cada item. Se considera que una
estrategia es correcta en un item si aporta la solucidon matematicamente valida.

Como se puede apreciar en la Tabla 5.5.3, en los ftems 1 y 2 (niveles IA ¢ IB,
respectivamente) las estrategias mas utilizadas fueron la comparacion del valor absoluto
del primero o segundo término de la razén y la comparacion de diferencias entre los
términos. Entre estas tres estrategias, los porcentajes suman mas de dos terceras partes
del estudiantado en estos items en cada curso y pais.

Tabla 5.5.3. Porcentaje de estrategias correctas por item, segun curso y pais

. , 6° EGB 1°ESO/7°EGB 2°ESO/8°EGB 3°ESO/9°EGB 4°ESO/10°ED
Estrategia Item

Esp. CR  Esp. CR  Esp. CR Esp. CR  Esp. CR

Comparar primeros términos 1(IA) 71,8 543 72,1 69,2 50,0 58,1 40,0 53,8 509 519
Comparar segundos 2(IB) 51,3 455 59,5 769 51,6 60,6 478 53,8 40,0 34,5
términos
Comparar diferencias 1(1A) 10,3 229 93 7,7 18,8 32,3 30,0 11,5 20,0 29,6

2(0IB)y 179 424 27,0 154 419 152 283 269 275 379
Equivalencia a la unidad 3(ITA) 51,3 68,6 69,8 654 62,5 58,1 62,0 57,7 455 593

Equivalencia de razones 411B) 17,9 242 351 30,8 64,5 242 543 23,1 300 414
Correspondencia 1(1A) 3,8 3,7
2(1B) 3,0
3(I1A) 7,0 3,2
4(11B) 5,1 2,7 3,8 6,1 2,2 3,8 2,5
s5amay 7,7 114 163 11,5 438 194 12,0 269 20,0 259
Proporcionalidad 1(1A) 4,0 11,5 18,2 3,7
2(IB)
3(11A) 2,6 2,3 3,8 12,5 32 10,0 11,5 40,0 11,1
4(1IB) 3,0 2,7 3,8 32 9,1 8,7 154 37,5 103
S5(IITA) 2,6 3,8 6,3 10,0 3,8 30,9 11,1
6(111B) 5,4 9,7 3,0 8,7 7,7 30,0 103
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En el item 3 (nivel IIA), mas de la mitad de los estudiantes de cada curso
identifican que en las razones representadas existe una relacién de equivalencia a la
unidad, y excepto en 4°ESO, otras estrategias de mayor nivel de razonamiento
proporcional fueron usadas por menos del 12,5%. En el item 4 (nivel IIB), predomina
utilizar la equivalencia de razones; pero, a excepcion de los cursos 2°y 3° de la ESO y
10° de ED, menos de las dos quintas partes de cada curso utilizaron esta estrategia.
Ademas, a excepcion de 4°ESO, menos de una quinta parte por curso emplearon
estrategias de mayor nivel de razonamiento proporcional.

En el ftem 5 (nivel IIIA), aparecen las estrategias de correspondencia y
proporcionalidad, pero con pequefia frecuencia (a excepcion de 2°ESO), que aumenta en
los cursos superiores. El ftem 6 (nivel IIIB) solo se puede resolver correctamente
utilizando la proporcionalidad, pero a excepcion de 4°ESO, menos del 11% de
estudiantes por curso utilizaron esta estrategia. A partir del ftem 3, entre 30% y 40% de
estudiantes espafioles de 4°ESO emplearon la proporcionalidad. En la investigacion de
Pérez Echeverria et al. (1986) tan sélo el 12,5% de los estudiantes del Gltimo curso de
bachillerato emplearon estrategias proporcionales en la tarea de nivel 4 de dificultad,
siendo superior el porcentaje obtenido (30,0%) en este estudio con estudiantes
espafioles de menor edad (4°ESO).

Para tener una vision mas completa del uso de estrategias correctas, en la Tabla
5.5.4 se presentan los totales de estrategias correctas para cada item en cada curso y
pais. Se puede apreciar, que conforme aumenta el nivel de razonamiento (segin
Noelting) en el item, disminuyen los porcentajes de estrategias correctas utilizadas,
sobre todo del nivel ITA en adelante, lo que es razonable puesto que las estrategias que
son validas en estos items requieren un nivel mayor de razonamiento proporcional. En
los ftems 1 y 2, que se pueden resolver correctamente mediante la comparaciéon del
valor absoluto de los términos de las razones y comparacion de sus diferencias, los
porcentajes de estrategias correctas son similares por curso, con una diferencia
aproximada de 10% entre un item y otro.

Tabla 5.5.4. Total de estrategias correctas por item, segun curso y pais

ftems Nivel 6°EGB 1°ESO/7°EGB ~ 2°ESO/8°EGB  3°ESO/9°EGB  4°ESO/10°ED
Noelting  Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR
1 1A 82,1 77,2 814 80,7 688 904 740 76,8 89,1 88,9
2 IB 69,2 879 86,5 923 935 788 783 884 77,5 793
3 1A 539 68,6 79,1 69,2 750 645 720 69,2 855 704
4 1B 23,0 272 40,5 384 67,7 394 652 4273 70,0 51,7
5 1A 10,3 11,4 16,3 153 50,1 194 220 30,7 509 37,0
6 111B 5,4 9,7 3,0 8,7 7,7 30,0 10,3
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Los porcentajes de estrategias correctas aumentan (o se mantienen similares) con
el curso. Hasta el nivel IIB, mas de la mitad de estudiantes por curso y pais realizan
estrategias correctas; sin embargo, a partir de este nivel hay cursos que no alcanzan el
50% de estrategias correctas. Desde el nivel IIA, los estudiantes espafioles obtienen
porcentajes mayores de estrategias correctas respecto a los estudiantes costarricenses,

excepto en 6°EGB, donde los costarricenses obtienen resultados levemente superiores.

Estrategias incorrectas

Para completar el andlisis de estrategias y comprender mejor los puntos dificiles
en los diferentes items, se presenta la Tabla 5.5.5, con los porcentajes de diferentes
estrategias incorrectas por curso y pais. Una estrategia se considera incorrecta si es
incorrecta en cualquier item o proporciona respuestas incorrectas en items especificos.

Tabla 5.5.5. Porcentaje de estrategias incorrectas por item, seglin curso y pais

6°EGB  1°ESO/7°EGB 2°ESO/8°EGB 3°ESO/9°EGB 4°ESO/10°ED

Estrategia ftems FO T CR Esp. CR_ Esp. CR_ Esp. CR_ Esp. CR

Comparar totales Todos 43 3,8 272 32 2,1 0,5 1,0 1,9 0,6 2.3

Comparar 2a6 20,0 10,0 157 123 45 11,9 97 13,1 62 9,1
primeros terminos

Comparar 13,456 56 29 64 46 38 32 30 46 19 29
segundos términos

Comparar 3a6 250 403 163 250 192 302 17,8 212 154 238
diferencias

Equivalenciaala  h 50 15 10 08 13 21 10 00 13 08 48
unidad

Equivalencia de 5y6 52 74 25 39 64 31 1,1

razones

Confusas Todos 6,4 34 69 2,6 2,1 2,7 5,2 2,5 1,9 0,6
No matematicas Todos 43 1,4 1,4 2,5 2,6 1,7 1,1

No responde Todos 43 34 58 5,8 11,0 7,8 142 11,6 10,9 9,7

La estrategia incorrecta mas utilizada fue la comparacion de las diferencias entre
los dos términos de las razones (que es correcta solo para los ftems 1 y 2). Se ha usado
en los ftems del 3 a 6, que requieren estrategias multiplicativas, por estudiantes que no
alcanzan el nivel de razonamiento proporcional requerido para resolverlas (Tourniaire y
Pulos, 1985). Un ejemplo se muestra a continuacion.

E458: Porque en ambos hay un vaso menos de agua que de zumo de limén (item 6,
opcion incorrecta).

El uso de esta estrategia aumenta a mayor nivel de dificultad del item. Se
interpreta, que al igual que en Pérez Echeverria et al. (1986), algunos estudiantes que
emplearon estrategias multiplicativas en items sencillos volvieron a las aditivas en los

problemas con mayor nivel de dificultad. Puede notarse, también, que esta estrategia es
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mas frecuente en estudiantes costarricenses y se empled mas en el ftem 6, sobre todo
por estudiantes de 6°EGB (46,2% estudiantes espafoles y 72,7% costarricenses). En
Pérez Echeverria et al. (1986), en la tarea de nivel 4 de dificultad, el 65% de los
estudiantes de 8°EGB usaron estrategias aditivas; resultados parecidos se obtuvieron en
este estudio en el ftem 6 (nivel 4), con estudiantes de edad similar (63,6% en 8°EGB y
61,3% en 2°ESO).

Aunque en menor porcentaje, destaca también la comparacion de los primeros
términos de las dos razones, especialmente en el Item 4 (por ejemplo, E57), donde hay
equivalencia entre razones. Fue usada en este item por el 38,5% de los estudiantes
espafioles y el 18,2% de los costarricenses de 6°EGB.

E57: Porque Juan ha mezclado mas limén que Elena (ftem 4, opcion incorrecta).

También aparecen estrategias confusas, en las que no queda claro como se
obtuvo la respuesta; otras que emplean criterios subjetivos (no matematicas), donde no
se utiliza alguna operacion matemadtica; asi como respuestas donde no se argumenta la
opcidn seleccionada. De los ftems 1 al 4 los porcentajes no superaron el 20%; pero
encontramos porcentajes mayores en los ftems 5 y 6, sobresaliendo un mayor niimero
de respuestas en blanco (estudiantes que no justificaron su respuesta), lo cual es normal
debido a que son tareas de mayor dificultad. El total de estrategias incorrectas se
presenta en la Tabla 5.5.6.

Tabla 5.5.6. Porcentaje total de estrategias incorrectas por item, segin curso y pais
Nivel 6°EGB  7°EGB/1°ESO 8°EGB/2°ESO 9°EGB/3°ESO 10°ED/4°ESO

Noelting CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR  Esp.
1 IA 22,8 17,9 19,3 18,6 9,6 31,2 232 26 11,1 10,9
2 1B 12,1 30,8 7,7 13,5 21,2 6,5 11,6 21,7 20,7 22,5
3 IHA 314 46,1 30,8 209 355 25 30,8 28 29,6 14,5
4 11B 728 77 61,6 59,5 60,6 32,3 57,7 348 483 30
5
6

ftems

ITA 88,6 89,7 84,7 83,7 80,6 49,9 69,3 78 63 49,1
111B 100 100 100 94,6 97 90,3 923 91,3 89,7 70

Légicamente el comportamiento global es complementario al de las estrategias
correctas, siendo mds numerosas las incorrectas en los items de nivel superior,
especialmente en 6°EGB. El porcentaje global de estrategias incorrectas disminuye por
curso, aunque es muy alto todavia en el ultimo curso en los ftems 5 y 6 (Niveles IIA y
1B, seglin Noelting).

El desarrollo de estas estrategias tiene bastante coincidencia en los dos paises,

con mas variacion por item, dentro de cada curso en Espafia que en Costa Rica.
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Nivel de razonamiento proporcional

En la Tabla 5.5.7 se presentan los porcentajes de estudiantes en cada nivel de
razonamiento proporcional de Noelting (1980a, 1980b), por curso y pais. Para calcular
el nivel que corresponde al estudiante se considera que haya resuelto correctamente el
item asociado a dicho nivel (es decir, que proporcione en el item respuesta y argumento
correcto). Se afiade un Nivel 0, que corresponde a estudiantes que, habiendo completado
los items, no resolvieron correctamente ninguno de ellos, por fallar en la estrategia o la
respuesta. Se observa que en este nivel se presenta un porcentaje importante (entre
11,3% y 17,5%) en todos los cursos, lo que indica las dificultades que todavia tienen
estos estudiantes al resolver tareas que requieran razonamiento proporcional. Por otro
lado, son muy pocos los estudiantes que alcanzan el nivel superior I1IB, ni siquiera en el
ultimo curso, habiendo coincidencia en los dos paises.

Tabla 5.5.7. Porcentaje de estudiantes segin nivel de razonamiento proporcional alcanzado,
segun curso y pais
6°EGB 1°ESO/7°EGB ~ 2°ESO/8°EGB  3°ESO/9°EGB 4°ESO/10°ED
Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR Esp. CR
Nivel 0 16,7 11,8 11,3 11,5 17,5 14,1 14,6 13,5 11,6 10,7

ftems

1A 179 11,8 625 11,5 00 125 63 5.8 42 10,7
B 269 309 225 269 143 219 104 231 74 179
A 23,1 294 3375 250 143 21,9 292 231 295 19,6
1B 11,5 132 1625 173 27,0 188 281 173 200 214
IIA 3.8 290 875 58 222 94 83 13,5 189 143
1B 125 19 4.8 1,6 3,1 3,8 8,4 5.4

En los cursos de 6°EGB de los dos paises, menos de la mitad de los estudiantes
consigue al menos el nivel IIA (Operacional concreto inferior); en estudiantes espafoles
solo el 38,5% y en costarricenses el 45,5%. Esto implica que la mayoria de estudiantes
se ubica en la etapa intuitiva, donde no llegan a comparar los cuatro términos de las dos
fracciones. Puesto que los estudiantes en este curso tienen 11 o 12 afios, se esperaria que
la mayoria alcanzaran el nivel IIA de Noelting (1980a, 1980b).

En los cursos equivalentes de 1°ESO y 7°EGB (12-13 afios), el 60% y 50% de
los estudiantes en Espafa y Costa Rica, respectivamente, logran al menos un nivel IIA;
sin embargo, se esperaria un nivel IIIA, correspondiente a las operaciones formales.

En los cursos de 2°ESO, 3°ESO y 4°ESO (13 a 16 afios) mas de las dos terceras
partes de los estudiantes espafioles logran al menos un nivel de IIA y entre un 52% y un
61% de los estudiantes de cursos equivalentes en Costa Rica. En estas edades habria que
esperar el nivel de razonamiento proporcional IIIB en el curso superior, segiin Noelting
(1980a, 1980b), que pocos estudiantes alcanzan.

En Noelting (1980a,1980b), los porcentajes de estudiantes con edades similares
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se ubican en niveles de razonamiento proporcional superior: estudiantes de 12 afios
(6°EGB) el 82,4% se ubica entre los niveles IIA y IIIA, de 13 afios (7°EGB/1°ESO) el
83,8% esta entre 1IB y IIIA, de 14 anos (8°EGB/2°ESO) el 80% se ubica entre los
niveles de IIIA y IIIB, de 15 anos (9°EGB/3°ESO) la totalidad y 16 afios
(10°ED/4°ESO) casi la totalidad (94,7%) alcanzan como minimo el nivel IIB.

En resumen, aunque aumenta el porcentaje de los niveles de razonamiento
superior, segun el curso escolar, la edad a la que se alcanzan, al menos para esta muestra
y para el tipo de tareas propuestas en este estudio, es algo superior a lo supuesto por

dicho autor.

5.5.5. Discusion y conclusiones

El anélisis de las respuestas a las tareas planteadas sugiere que los estudiantes de
la muestra realizan sin dificultad los items correspondientes a los primeros niveles de
razonamiento proporcional de Noelting (etapas IA y IB), donde emplean estrategias de
comparacion de los valores absolutos de los primeros o segundos términos de las
razones o bien estrategias aditivas. Esto concuerda con los resultados de Vanluydt et al.
(2022b), donde se concluye que al preferir relaciones aditivas, se tiene mas éxito en
problemas elementales de razonamiento proporcional. Dichas estrategias producen
respuestas correctas en estos items, aunque no son validas para los de nivel superior.

No se evidencio alguna dificultad asociada al uso de unidades discretas y mezcla
continua, como se encontr6 en Boyer y Levine (2015); ya que en los dos primeros items
casi la totalidad de la muestra obtuvo respuestas correctas; utilizdindose las mismas
unidades en todos los items. También, como se aprecia en los resultados obtenidos, se
conserva la dificultad relativa de los problemas propuestos por Pérez Echeverria et al.
(1986), aunque la variedad de estrategias correctas e incorrectas ha sido mayor que las
identificadas por dichos autores.

Al igual que en He et al. (2018), se concluye que un porcentaje considerable de
estudiantes son capaces de reconocer la proporcionalidad cuando las fracciones a
comparar son equivalentes; sin embargo, se encuentra que fue mas sencillo identificar
las que son equivalentes a la unidad, donde més de las dos terceras partes de los
estudiantes, sin importar curso y pais, obtuvieron respuestas correctas, a diferencia de
cuando las fracciones eran equivalentes pero distintas a la unidad (item 4), donde solo
los tres cursos espafioles superiores sobrepasaron la mitad de respuestas correctas. El

analisis de los niveles de razonamiento alcanzados en funcion del curso escolar (que
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corresponde a la diferente edad de los estudiantes) contradice las edades promedio en
que se debieran alcanzar estos niveles en el estudio de Noelting (1980a, 1980b), donde
se espera que el 50% de los estudiantes logren el nivel operacional formal inferior (IITA)
a los 12 afios y 2 meses de edad, y la misma proporcion a los 15 afios y 1 mes, en el
nivel I1IB, niveles que son alcanzados por un tamafio de muestra mucho menor.

Fueron pocos los estudiantes que alcanzaron el nivel IIIB, ni siquiera en los
cursos 4°ESO/10°ED y apenas un 20% el nivel IIIA (unos pocos mas en Espaia);
suponiendo que es porque la proporcion de estudiantes usando estrategias correctas de
correspondencia y proporcionalidad fue pequena, menor en Costa Rica que en Espaiia.
En este sentido, se recomienda a los profesores insistir con los estudiantes, sobre todo
en los cursos 3°ESO/9°ED en que traten de resolver los problemas usando estas
estrategias. Es importante también tener en cuenta en cada pais el nivel de razonamiento
proporcional mas frecuente en cada curso, para adaptar las tareas propuestas a dicho
nivel y ayudar al estudiante a progresar al inmediatamente superior.

Asi en Costa Rica, el 45,5% de estudiantes de 6°EGB y el 50% de 7°EGB
consigue al menos el nivel IIA operacional concreto. Entre un 52% y un 61% de los
estudiantes de 8°EGB a 10°ED alcanza este nivel en Costa Rica. En Espaia, por otra
parte, el 38,5% de los estudiantes de 6°EGB y el 60% en 1°ESO razona al menos al
nivel IIA. En los cursos de 2°ESO, 3°ESO y 4°ESO (13 a 16 afios) mas de las dos
terceras partes de los estudiantes espafioles logran al menos un nivel IIA.

Es importante tener en cuenta estos resultados en la ensefianza, con el propdsito
de mejorar, en lo posible, este razonamiento en el estudiantado, debido a su importancia
en el inicio del razonamiento algebraico elemental y el desarrollo del pensamiento

formal (Burgos y Godino, 2019; Kieren, 2020; Obando et al., 2014).

5.6. COMPARACION DE PROBABILIDADES EN URNAS Y
RAZONAMIENTO PROPORCIONAL
5.6.1. Introduccion
La probabilidad se ensefia actualmente en la Educacion Primaria y Secundaria en
muchos paises, como Costa Rica (MEP, 2012) y Espafia (MECD, 2014; 2015; MEFP,
2022a; 2022b). El objetivo es dotar al estudiantado de una so6lida cultura probabilistica
(Gal, 2005) para comprender los fendémenos aleatorios y tomar decisiones adecuadas en
situaciones de incertidumbre (Alsina et al., 2020). Esta necesidad se hizo evidente en la

pandemia debida al COVID, donde la discusion de modelos probabilisticos para evaluar
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la situacion y los riesgos potenciales asociados a diferentes decisiones politicas fue

predominante en los medios de comunicacion (Gal y Geiger, 2022; Muiiz-Rodriguez et

al., 2020).

El logro del aprendizaje de los estudiantes requiere una evaluacion previa de sus
capacidades para afrontar las tareas que se les proponen en el aula. En esta seccion se
presenta el trabajo centrado en la comparacion de probabilidades, que es un tema de
considerable interés en los primeros estudios sobre razonamiento probabilistico, en un
periodo en el que la mayoria de los participantes en estas investigaciones no habian
recibido educacion formal en probabilidad (Bryant y Nufiez, 2012; Hernandez-Solis,
Gea et al., 2023; Nikiforidou, 2018; Pratt y Kazak, 2018). Estas investigaciones
sugieren una fuerte relacion entre el éxito en la comparacion de probabilidades y el
razonamiento proporcional de los estudiantes. Sin embargo, pocos estudios examinaron
ambas competencias de forma sistematica y simultdnea. Tampoco encontramos
investigaciones sobre el tema en Costa Rica, ni estudios que comparen los resultados en
este pais con los de estudiantes espafioles.

Para llenar este vacio, uno de los objetivos del estudio fue evaluar Ia
competencia para comparar probabilidades y su relacién con el nivel de razonamiento
proporcional, en una muestra de estudiantes costarricenses de 11 a 16 afios y otro grupo
similar de estudiantes espafioles. Mas concretamente, se trata de responder las
siguientes preguntas de investigacion:

1. Para cada nivel escolar y pais, (Cudl es la dificultad relativa de comparar
probabilidades en urnas para problemas de diferente nivel de razonamiento
proporcional segiin Noelting (1980a, 1980b)? ;Coincide esta dificultad con la de
comparacion de razones en problemas del mismo nivel de razonamiento?

2. (Qué estrategias usan los estudiantes en diferentes cursos y ambos paises para
comparar razones y probabilidades? ;Hay estrategias incorrectas especificas de la

comparacion de probabilidades?

Para poder responder a estas preguntas, en el cuestionario de evaluacion se
afiadieron algunos items de este tipo, similares a los utilizados por Green (1982) y
Caiiizares (1997). En lo que sigue se detalla la estructura de estos items, las estrategias
previstas en el andlisis a priori y los resultados, que han dado origen al siguiente articulo
publicado, del cual, en las siguientes secciones se han traducido los resultados y

conclusiones:
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Batanero, C., Hernandez-Solis, L. A. y Gea, M.M. (2023). Analysing Costarican and Spanish
students” proportional reasoning and comparison of probabilities. Statistics Education
Research Journal, 22(3), 1-23. https://doi.org/10.52041/ser].v22i3.659

5.6.2. Estructura de los items

Los items analizados en esta seccion son los seis problemas de comparacion de
razones analizados en la Seccion 5.5.2 y seis problemas de comparacion de
probabilidades en urnas, semejantes a los utilizados por Cafizares et al. (1997) con
niveles crecientes de razonamiento proporcional (Ver Tabla 5.6.1).

En los items deben compararse dos razones o probabilidades (ai,b1) y (a2,b2). El
primer término de cada par es el antecedente o dividendo de la razon (vasos de
zumo/vasos de agua) y el segundo término es su consecuente o divisor, en los items de
comparacion de proporciones; mientras que en los items de comparacion de
probabilidades, estos términos representan el numero de casos favorables y
desfavorables, respectivamente.

En el {tem 1 (Figura 5.5.1) las razones son (2,3) y (1,3), y puede resolverse
comparando so6lo los antecedentes, porque los consecuentes son idénticos. Del mismo
modo, el ftem 7 (Figura 5.6.1) puede resolverse comparando solo los casos favorables.
Ambos items son del mismo nivel de razonamiento proporcional (IA, Intuitivo inferior)
y mismo nivel de dificultad (nivel 1).

Tabla 5.6.1. Niveles de razonamiento proporcional (Noelting 1980a, 1980b) y niveles de
dificultad (Pérez Echeverria et al., 1986) en los items

. . , Composicion Nivel de razonamiento ~ Nivel de  Cuestionario
Item Tipo de item

(a1,b1) vs (az,b2) proporcional dificultad
1 Comparar razones 2,3) vs (1,3) IA. Intuitivo inferior 1 A
Comparar razones 5,1 vs(54) IB. Intuitivo medio 1 B
3 Comparar razones 2,2) vs (44) ITA. Operacional 2 A
concreto inferior
4 Comparar razones (3,1) vs (6,2) IIB. Operacional 2 B
concreto superior
5 Comparar razones (3,1)vs(4,2) IITA. Operacional 3 A
formal inferior
6 Comparar razones (3,2)vs (4,3) IIIB. Operacional 4 B
formal superior
7 Comparar 3,2) vs (5,2) IA. Intuitivo inferior 1 A
probabilidades
3 Comparar “4,1)vs (4,3) IB. Intuitivo medio 1 B
probabilidades
9 Comparar (2,2) vs (3,3) ITA. Operacional 2 A
probabilidades concreto inferior
10 Comparar (2,6) vs (1,3) IIB. Operacional 2 B
probabilidades concreto superior
11 Comparar (3,6) vs (1,3) IITA. Operacional 3 A
probabilidades formal inferior
D Comparar 3,4) vs (4,5 IIIB. Operacional 4 B
probabilidades formal superior
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Item 7. En la caja A hay 3 fichas negras y 2 fichas blancas. En la caja B hay 5 fichas negras y 2
fichas blancas. Observa el dibujo.

Se agitan las cajas y se saca una ficha con los ojos cerrados {En cudl es mas probable sacar una ficha
negra? Sefiala la respuesta correcta:

() Hay mas probabilidad de sacar una ficha negra de la caja A.

() Hay maés probabilidad de sacar una ficha negra de la caja B. (Opcién correcta)

() En ambas cajas hay igual probabilidad de sacar una ficha negra.

() No lo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

Figura 5.6.1. Ejemplo de item de comparacion de probabilidades

5.6.3. Categorias de analisis de estrategias

En primer lugar, se separan las estrategias en correctas e incorrectas, partiendo
de aquellas definidas en investigaciones anteriores como Caiiizares et al. (1997), Green
(1982) y Noelting (1980a, 1980b), para luego completarlas con el andlisis de contenido
(Krippendorft, 2013) de las obtenidas en nuestro estudio.

A continuacidon, se describen las distintas estrategias utilizadas en la
comparacion de probabilidades con ejemplos de respuestas de los estudiantes en cada
categoria. Como se indicod anteriormente, los estudiantes se denotan por “Ex”, donde
“x” es el orden del estudiante en el archivo de datos. Las estrategias usadas en la
comparacion de razones se describieron en la Seccion 5.5.3.

Comparar casos posibles. Comparando el total de fichas en ambas urnas. Esta

estrategia es incorrecta para todos los items y fue descrita por Green (1982).

El: Porque en la caja B hay menos fichas. Por lo tanto, sera mas facil sacar una negra que
en la caja A, porque en la A hay mas fichas (Item 11, opcién B).

Comparar casos favorables. Este procedimiento sélo proporciona resultados
correctos cuando los casos desfavorables son iguales (b; = b2) (por ejemplo, E8). Los
estudiantes que ya se encuentran en el nivel intuitivo inferior (IA) de Noelting pueden
utilizarlo. Se debe diferenciar ambos términos de la proporciéon. En este estudio,
proporciona respuestas correctas a los ftems 1 y 7. Algunos estudiantes aplicaron el
método incorrectamente a otros problemas, como E42.

E8: Porque hay mas bolas negras en B (item 7, opcién B).
E42: Porque en la caja B hay mas bolas negras que en la caja A; por lo tanto, B es mas
probable (Item 9, opcion B).
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Comparar casos desfavorables. Este procedimiento proporciona respuestas
correctas si los primeros términos son idénticos (ai; = az). El estudiante debe comprender
que con el mismo numerador (mismo numero de casos favorables), el cociente es mayor
(la probabilidad es mayor) si el denominador (nimero de casos desfavorables) es
menor. Esta estrategia corresponde al nivel intuitivo intermedio (IB) de Noelting y da
respuestas correctas a los {tems 2 y 8 (por ejemplo, E54), aunque algunos estudiantes la
utilizaron incorrectamente, por ejemplo, E25.

E54: Porque hay mas fichas blancas en la caja B (item 8, opcion A).
E25: Porque hay el mismo niimero de bolas blancas (Item 7, opcion C).

Comparar las diferencias entre los casos favorables y desfavorables.
Considerando los cuatro términos del problema, pero se realizan comparaciones aditivas
analizando la diferencia entre estos términos. Segin Noelting (1980a, 1980b), esta
estrategia indica que el estudiante construye la razon, percibe la diferencia entre los
términos de cada razén y selecciona el de mayor diferencia. La estrategia es correcta en
los ftems 1 y 2, 7 y 8 de los cuestionarios. Algunos estudiantes la utilizaron
incorrectamente (por ejemplo, E655).

El:  Una ficha negra es mas probable en B porque hay mas fichas negras que blancas
(Item 7, opcién B).
E655:  Porque s6lo hay una diferencia de 1 entre las dos cajas (Item 12, opcion C).

Razon de equivalencia a la unidad. El estudiante compara una razon (ai,br) con
la otra (az,b2), es decir, aplica una operacion multiplicativa a los términos de ambas
razones, descubriendo una equivalencia a la unidad (deduciendo la equiprobabilidad en
tareas de comparaciéon de probabilidades). Mientras que las estrategias anteriores
implican comparar los términos de cada cociente o sus diferencias, en este caso se
deben considerar los términos de ambos cocientes. Proporciona respuestas correctas
cuando los términos de cada cociente son idénticos. Esta estrategia corresponde al nivel
operativo concreto inferior (IIA) de Noelting. En el estudio, da respuestas adecuadas a
los ftems 3 y 9.

E446: En ambas urnas hay la misma cantidad de fichas blancas y negras (item 9, opcion
O).

Relacion de equivalencia entre razones. El estudiante compara una razén con la
otra mediante una operacion multiplicativa, encontrando la equivalencia de ambas
razones. Esta estrategia conduce a respuestas correctas so6lo cuando los cocientes

pertenecen a la misma clase de equivalencia de fracciones. El procedimiento
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corresponde al nivel operativo concreto superior de Noelting (IIB) y da respuestas
correctas en los ftems 4 y 10, y se aplico incorrectamente en algunos casos (por
ejemplo, E134).

E14: Porque en la urna A hay el triple de fichas blancas que negras y lo mismo en la urna
B (item 10, opcion C).

E134: Porque en ambas urnas hay la mitad de bolas negras que de blancas (item 11,
opcién C).

Correspondencia entre los términos de cada razon. El estudiante aplica un
criterio de proporcionalidad entre los términos de cada razén para determinar cual de
estas proporciones es menor. Esta estrategia da respuestas correctas si los términos de
las razones a comparar son multiplos. Corresponde al nivel operativo formal inferior
(IITA), resuelve los ftems 5y 11 y casi siempre se utilizo correctamente.

E17: Porque la urna A tiene la mitad de fichas negras que blancas y la urna B tiene un
tercio de fichas negras que blancas (Item 11, opcion A).

Proporcionalidad. Las razones se reducen a fracciones de denominador comun y
se comparan. Con esta estrategia se puede comparar cualquier razon y dar respuestas
correctas para cualquier tarea de comparacion de razones. Corresponde al nivel
operativo formal superior de Noelting (I1IB) y resuelve todos los items del cuestionario.
Nunca se utiliz6 incorrectamente.

E303: La probabilidad de obtener una ficha negra es del 50% en ambas urnas, ya que el
numero de fichas es el mismo para ambos colores (Item 9, opcion C).

Estrategias sesgadas. Algunos estudiantes proporcionaron estrategias que
sugerian la existencia de sesgos probabilisticos. Estos razonamientos incorrectos
incluian el sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre y Durand, 1988), el enfoque del
resultado (Konold, 1989) y juzgar la probabilidad por las propiedades fisicas del
generador aleatorio (descritas en el Capitulo 2). En el siguiente ejemplo, E614 sugiere
equiprobabilidad en ambas urnas en el ftem 7, aunque es consciente de que en una urna
hay mas casos favorables.

E614: En la urna B, obviamente hay mas fichas negras; pero hay posibilidad de negra en
ambas urnas, por lo que la probabilidad es la misma (Item 7, opcion C).

Otros estudiantes no interpretaron el problema de forma probabilistica. En su
lugar, entendieron que debian predecir el resultado del experimento aleatorio. Esta
interpretacion es incorrecta, ya que los sucesos aleatorios son impredecibles, aunque

podamos estimar su probabilidad. Konold (1989) denomin6 a este razonamiento el
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enfoque en el resultado:

E10: Puede haber resultados diferentes porque se elige con los ojos cerrados. Aunque la
urna con mayor nimero sea mas probable, esto no influye en los resultados (Item 9,
opcién C).

Unos pocos estudiantes aludieron a consideraciones fisicas. Por ejemplo, E103
supuso que un pequefio movimiento en las urnas afectaria a los resultados, debido a la
posicion inicial de las fichas:

E103: Porque cuando agitamos la urna, la bola blanca subird a la parte superior de la urna
A, pero aun existe la oportunidad de que salga una bola negra. Cuando agitamos la
urna B, las bolas negras subiran a la parte superior, pero sigue existiendo la
posibilidad de que salga la bola blanca (Item 8, opcion C).

Finalmente, algunas estrategias fueron confusas y otros estudiantes no

explicaron su procedimiento.

5.6.4. Resultados

En esta seccion se presentan los resultados para cada grupo de preguntas
planteadas en la introduccién. A continuacion, se respondera a la primera serie de
preguntas para cada nivel escolar y pais: ;Cual es la dificultad relativa de comparar
probabilidades en urnas para problemas de diferente nivel de razonamiento proporcional
segin Noelting (1980a, 1980b)? ;Coincide esta dificultad con la de comparar

proporciones en problemas del mismo nivel de razonamiento?

Respuestas correctas por item

Para dar una respuesta a los anteriores interrogantes, en la Tabla 5.6.2 se
presentan los porcentajes de respuestas correctas para los items de comparacion de
probabilidades y en la Tabla 5.6.3 para cada item de comparacion de razones.

Tabla 5.6.2. Porcentaje de estudiantes que seleccionan la respuesta correcta en los items de
comparacion de probabilidades por pais y curso escolar
ftem Nivel de 6°EGB 1°ESO/7°EGB  2°ESO/8°EGB  3°ESO/9°EGB 4°ESO/10°ED
Noelting S CR S CR S CR S CR S CR

7 1A 79,5 85,7 86,0 885 844 935 800 885 800 81,5
8 1B 923 939 865 808 903 879 935 846 87,5 96,6
9 A 538 514 72,1 692 969 61,3 840 808 81,8 74,1
10 1B 17,9 182 351 23,1 452 242 370 269 650 414
11 MA 359 457 302 423 594 484 440 61,5 564 51,9
12 B 564 69,7 459 61,5 452 515 435 577 150 552
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Tabla 5.6.3. Porcentaje de estudiantes que seleccionan la respuesta correcta en los items de
comparacion de razones por pais y curso escolar
ftem Noelting 6°EGB 1°ESO/7°EGB  2°ESO/8°EGB  3°ESO/9°EGB  4°ESO/10°ED

level S CR S CR S CR S CR S CR
1 IA 89,7 91,4 884 923 938 90,3 86,0 923 94,5 96,3
2 IB 87,2 90,9 919 962 968 97,0 957 100,0 92,5 96,6
3 ITA 64,1 657 79,1 69,2 844 80,6 82,0 76,9 94,5 704
4 1B 28,2 30,3 40,5 423 71,0 485 71,7 538 77,5 58,6
5 1A 41,0 40,0 46,5 57,7 594 484 36,0 50,0 58,2 48,1
6 111B 17,9 152 27,0 23,1 355 182 32,6 26,9 37,5 27,6

Las tareas clasificadas en los niveles IA y IB (nivel intuitivo inferior y medio en
la clasificacion de Noelting, 1980a, 1980b) resultaron muy faciles para los estudiantes
de la muestra, que las resolvieron correctamente en un alto porcentaje (al menos el 80%
en cualquier pais) en todos los grados, para ambos tipos de items. Estos items se pueden
resolver comparando tnicamente el numerador o el denominador de los cocientes (casos
favorables o desfavorables en la comparacion de probabilidades).

La dificultad aumenta en los problemas de nivel IIA (equivalencia con la clase
unitaria), que es ligeramente superior en la comparacion de los items de probabilidad de
los cursos 6°EGB y 1°ESO/7°EGB. En estos items, los numeradores (casos favorables) y
denominadores (casos desfavorables) son idénticos en cada mezcla (o urna). La
dificultad en cada nivel de la comparacion de razones disminuye, en general, con el
curso, especialmente en Espafia, con un 94,5% de respuestas correctas a los items de
nivel ITA en 4°ESO. No hay un patrén tan claro de éxito en los items de probabilidad,
aunque mejoran con el curso escolar, pues presentan oscilaciones. Sin embargo, el
porcentaje de estudiantes que seleccionan las respuestas correctas es mayor en Espafia
(en comparacion con Costa Rica), principalmente en los items de probabilidad.

El éxito en los problemas de nivel IIB (clase de equivalencia de cualquier razén)
aumenta progresivamente por curso, con mas fuerza en la comparacion de razones y en
Espana (respecto a Costa Rica). El patron no es tan claro con los items de nivel 1A, y
el nivel IIIB es demasiado dificil en todos los cursos y en ambos paises; sin embargo, el
porcentaje de estudiantes espanoles que seleccionan las respuestas correctas es
ligeramente superior en los items de comparacion de razones (en comparacién con
Costa Rica). Ademas, en la comparacion de probabilidades, el ftem 10 (nivel IIB) es
mas dificil que el ftem 11 (IITA) en todos los cursos de Costa Rica y en algunos cursos
de Espana. En general, la dificultad fue ligeramente superior en la comparacion de
probabilidades (ftems 7 a 12) que en la comparacién de razones (items 1 a 6) en ambos

paises.
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Estrategias correctas

Para analizar qué estrategias correctas utilizan los estudiantes de los distintos
cursos y paises en la comparacion de razones y probabilidades, se presentan en las
Tablas 5.6.4 y 5.6.5 el porcentaje de quienes utilizan estrategias correctas en los
distintos items, clasificados por curso y pais.

Destaca la alta frecuencia de comparacion de un solo término en cada razén
(comparando s6lo casos favorables o desfavorables) en los items de nivel 1A y IB de
comparacion de probabilidades, donde estas estrategias son correctas. Se observa que el
porcentaje de estudiantes que utilizan estas estrategias es menor en la comparacion de
probabilidades.

Las comparaciones aditivas (diferencias entre el nimero de casos favorables y
desfavorables en probabilidad o entre el primer y el segundo término de las razones) son
vélidas en items de niveles mas bajos, por ejemplo, en los ftems 1y 2, 7 y 8 de los
cuestionarios. El uso de estas estrategias es algo mayor en los items de probabilidad en
ambos paises. En items de niveles operativos concretos IIA y IIB, los estudiantes
cambiaron a procedimientos de equivalencia a unidad o equivalencia a razon, este
ultimo con menor frecuencia en la comparacion de probabilidad, en particular, en Costa
Rica.

Tabla 5.6.4. Porcentajes de estrategias correctas en la comparacion de probabilidades por item,
seglin curso y pais

Curso

ftem Estrategia 6°EGB  1°ESO/7°EGB 2°ESO/8°EGB 3°ESO/9°EGB 4°ESO/10°ED

S CR S CR S CR S CR S CR

7(IA)  Comparar casos 53,8 48,6 60,5 57,7 28,1 548 440 57,7 309 444

favorables

Comparar 25,6 34,3 349 30,8 344 387 36,0 269 32,7 296

diferencias

Correspondencia 3,1

Proporcionalidad 2,9 3,8 18,8 2,0 3,8 16,4 37
8(IB) Comparar casos 38,5 424 324 30,8 26,7 273 283 34,6 27,5 31,0

desfavorables

Comparar 43,6 39,4 37,8 34,6 533 27,3 41,3 269 22,5 31,0

diferencias

Correspondencia 3,0 2,5

Proporcionalidad 2,6 8,1 9,1 8,7 7,7 17,5 3,4
9(ITA) Equivalenciaala 38,5 48,6 60,5 57,7 688 548 58,0 57,7 56,4 593

unidad

Proporcionalidad 2,6 5,7 11,6 11,5 21,9 9,7 12,0 7,7 27,3 11,1

10(1IB) Equivalenciaala 10,3 6,1 189 11,5 26,7 12,1 239 3,8 350 17,2

razon

Correspondencia 2,6 6,1 3,8 3,4

Proporcionalidad 2,6 3,0 81 7,7 6,7 12,1 8,7 154 275 6,9
11(ITITA) Correspondencia 2,6 14,3 93 37,5 129 12,0 30,8 9,1 7,7

Proporcionalidad 5,7 4,7 21,9 129 4,0 3,8 32,7 7,7
12(IIIB) Proporcionalidad 8,1 6,5 9,1 109 154 17,5 10,3
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Tabla 5.6.5. Porcentajes de estrategias correctas en la comparacion de razones por item, segiin
curso escolar y pais

Curso

ftem Estrategia 6°EGB  1°ESO/7°EGB_2°ESO/8°EGB 3°ESO/9°EGB 4°ESO/10°ED

S CR S CR S CR S CR S CR

1(IA) Comparar los

. o 71,8 543 72,1 694 50,0 58,0 40,0 54,0 509 51,9
primeros términos

Comparar 103 229 93 77 188 323 300 11,5 200 296
diferencias

Correspondencia 3,8 3,0 3,7
Proporcionalidad 4.0 11,5 182 3,7

2(IB) Comparara los

. 51,3 45,5 59,5 769 51,7 60,6 47,8 53,8 40,0 345
segundos términos

Comparar 17,9 424 270 154 419 152 283 269 27,5 379
diferencias

Correspondencia 3,0

Proporcionalidad 2.3 7,8 10 7

3(IIA) Equivalenciaala ¢\ ¢es cog 656 625 581 620 577 455 593

unidad

Correspondencia 7,0 3,2

Proporcionalidad 2,6 2.3 3,8 12,5 3,2 10,0 11,5 40,0 11,1
4(lIB) fa‘;‘glgalem‘a ala 199 943 353 310 645 242 545 232 300 415

Correspondencia 5,1 2,7 3,8 6,1 2,2 3,8 2,5

Proporcionalidad 30 27 3,8 3,2 9,1 8,7 154 375 103
5(IITA) Correspondencia 7,7 11,4 16,3 11,6 43,7 19,3 12,0 269 20,1 259

Proporcionalidad 2,6 3,8 6,3 10,0 3,9 30,9 11,1
6(11IB) Proporcionalidad 5,5 9,7 3,0 8,7 7,7 30,0 10,4

Las estrategias mas avanzadas, como la correspondencia o la proporcionalidad,
aparecieron en menor porcentaje en todos los cursos, lo que indica que los estudiantes
de cursos superiores ain no estaban familiarizados con estos métodos. Sin embargo,
estos procedimientos fueron utilizados, mayormente, en la comparacion de

probabilidades en ambos paises.

Estrategias incorrectas

Para analizar las estrategias incorrectas, en la Tabla 5.6.6 se presenta el
porcentaje de estudiantes que utilizan estrategias incorrectas en los items de
comparacion de probabilidad y en la Tabla 5.6.7 los porcentajes en los items de
comparacion de razones, clasificados por curso y pais.

Aunque el uso de cada estrategia incorrecta fue escaso en todos los items,
sumando todas las estrategias erroneas por item, el porcentaje de estudiantes es notable.
En particular, el porcentaje medio de estudiantes espafioles que no explicaron su
estrategia fue superior al de los estudiantes costarricenses, asi como el porcentaje medio

de las estrategias incorrectas en la comparacion de probabilidades en 3°ESO.
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Tabla 5.6.6. Porcentaje estrategias incorrectas al comparar probabilidades por curso y pais

Curso

ftem Estrategia 6°EGB  1°ESO/7°EGB_2°ESO/8°EGB 3°ESO/9°EGB 4°ESO/10°ED

S CR S CR S CR S CR S CR

7(I1A) Comparar casos 2,7 5,7 273 7,7 3,1 32 2,0 78 55 7,4
posibles
Comparar casos 12,8 5.7 12,5 33 4.0 55
desfavorables
Equivalencia a la 1,8
razon
Estrategias 51 29 8,0 38 54 11,2
sesgadas
Confusas 2.3 4.0 1,8 3,7

8(IB) Comparar casos 2,4 3,0 3,8 33 3,0 4,3 11,5 6,9
posibles
Comparar casos 10,3 6,1 18,9 23,1 6,6 21,2 15,2 7,7 22,5 13,9
favorables
Estrategias 2,6 3,3 6,1 39 75 6,9
sesgadas
Confusas 9,1 28 7,7 6,8 3,0 2,2 7,7 6,9

9(ITA) Comparar casos 7,7 142 24 9,7 4,0 7,3 7.4
posibles
Comparar casos 23,0 20,0 9,3 26,9 12,9 8,0 19.2 1,8 11,1
favorables
Comparar casos 10,3 2,3 3,1 1,8
desfavorables
Comparar 7,7 29 93 39 3,1 32 6,0 3,8 1,8
diferencias
Estrategias 5,1 23 3,1 9,7 6,0 11,6 3,6 7,4
sesgadas
Confusas 51 86 23 6,0 3,7

10(IIB) Comparar casos 17,9 27,2 10,9 155 33,5 151 21,7 424 25 27,6
posibles
Comparar casos 10,3 15,2 16,2 11,5 33 15,1 10,9 7,8 15,0 6,9
favorables
Comparar casos 33,2 18,2 324 269 133 273 152 11,6 10,0 13,8
desfavorables
Comparar 12,8 24,2 8,1 23,1 10,0 6,1 6,5 38 25 20,8
diferencias
Equivalencia a la 3,3 3,8
unidad
Estrategias 7,7 2,7 3,8 33 10,9 38 7,5 34
sesgadas
Confusas 2,6 6,1 2,7 6,1 2,2 3,8

11(ITA) Comparar casos 12,8 20,0 18,5 23,1 6,2 32,3 8,0 7,7 10,9 223
posibles
Comparar casos 25,6 20,0 11,6 26,9 9.4 16,1 24,0 154 14,5 33,3
favorables
Comparar casos 33,3 5,7 30,2 30,8 6,3 12,9 16,0 15,5 12,8 14,2
desfavorables
Comparar 23,1 25,7 14,0 19,2 6,3 32 20,0 11,5 9,1 3,7
diferencias
Equivalencia a la 3,2
unidad
Equivalencia a la 7,0 2,0
razén
Estrategias 26 29 12,4 6,5 10,0 11,5 10,9 7,4
sesgadas
Confusas 57 47 4.0 3,8 3,7

12(I1IB) Comparar casos 17,9 9,1 5,4 3,5 22,6 6,1 8,6 11,5 7,5 34
posibles
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Comparar casos 15,4 30,3 243 139 129 272 13,0 11,5 17,5 13,8
favorables

Comparar casos 7,7 9,1 10,8 10,3 3,2 9,1 6,5 78 25 10,4
desfavorables

Comparar 30,8 454 432 13,8 419 332 174 38,5 12,5 4873
diferencias

Equivalencia a la 3.8

unidad

Equivalencia a la 3,2

razon

Correspondencia 5,1 2,2 5,0
Estrategias 12,8 2,8 37,9 6,5 6,2 21,8 11,5 150 10,4
sesgadas

Confusas 10,3 6,1 5,4 10,3 3,2 9,1 19,6 22,5 3,4

Tabla 5.6.7. Porcentaje de estrategias incorrectas al comparar razones por curso y pais

Curso
ftem Estrategia 6°EGB  1°ESO/7°EGB 2°ESO/8°EGB 3°ESO/9°EGB 4°ESO/10°ED
S CR S CR S CR S CR S CR
1(IA) Comparar totales 77 11,4 2,3 3,8 9.4 4 3,8 1,8
Comparar segundo 2,3 7,7
término
Equivalencia a la 2
unidad
Confusas 10,2 114 14 7,6 18,8 9,7 20 19,2 9 11,1
2(IB) Comparar totales 2,6 6,9
Comparar los 154 3 8,1 3,8 3,2 12,1 6,5 3,8 2,5 10,3
primeros términos
Equivalencia a la 3
unidad
Confusas 128 6,1 54 3,9 3,2 9,1 15,2 7,7 20 34
3(ITA) Comparar totales 77 2,9 2 7,7
Comparar los 154 114 9,3 7,7 6,3 16,1 8 7,7 1,8 7,4
primeros términos
Comparar segundos 2,6 2,3 3,8 3,2 2
términos
Comparara 10,3 5,7 23 3,8 6,5 7,3 3,7
diferencias
Confusas 10,3 11,5 7 153 18,7 97 16 154 54 18,5
4(1IB) Comparar totales 51 3 5,4 6,9
Comparar los 38,5 18,2 243 19,2 6,5 15,2 15,2 23,1 12,5 13,8
primeros términos
Comparar segundos 30 54 3,8 9,1 43 3,8 2,5 6,9
términos
Comparara 23,1 48,5 16,2 23,1 1 24,2 4,3 19,2 5 17,2
diferencias
Confusas 10,3 0 8,1 15,3 6,4 122 108 11,5 10 34
5(IITA) Comparar totales 5,7 3,1 1,8
Comparar los 17,9 14,3 23,3 23,1 6,3 12,9 10 23,1 9,1 3,7

primeros términos
Comparar segundos 20,5 8,6 18,6 154 33 9,7 2 7,7 1,8 7,4

términos

Comparar 20,5 34,3 11,6 30,8 9,4 38,7 32 19,2 21,8 29,6
diferencias

Equivalencia a la 26 57 4,6 3,8 9.4 7,4
unidad

Confusas 282 20 256 11,5 18,7 194 34 192 145 148

6(I11B) Comparar totales 2,6 5,4 15,4 3

Comparar los 12,8 3 13,5 7,7 3 8,7 7,7 5 10,3

primeros términos
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Comparar segundos 7,7 6,1 13,5 7,7 16,1 6,1 13 15,4 7,5 6,9

términos

Comparar 46,2 72,7 35,1 42,3 452 51,5 34,8 46,2 27,5 448
diferencias

Equivalencia a la 129 9,1 2,7 7,7 9,7 9,1 2,2 3,8 2,5 6,9
unidad

Correspondencia 6,1 39 6,6 3 2,2 2,5 6,9
Confusas 18 3 243 153 129 21,3 30,4 19,2 25 13,8

Las estrategias erroneas mas frecuentes fueron la comparacion de un solo
término en los cocientes (s6lo casos favorables o so6lo desfavorables, en probabilidad)
asi como la comparacion de casos posibles o diferencias, aunque esta ultima sélo
resuelve correctamente problemas de los niveles IA y IB en la clasificacion de Noelting
(1980a, 1980b). La comparacion de diferencias o primeros términos (casos favorables)
o la determinacion de la equivalencia a la razéon fueron mas frecuentes en los items de
razén que en los de probabilidad, donde los estudiantes tendieron mas a comparar casos
desfavorables. Las diferencias entre paises fueron mayores en la comparacion de
diferencias.

Pocos estudiantes revelaron sesgos de razonamiento en los items de probabilidad
como la equiprobabilidad (Lecoutre y Durand, 1988), el enfoque del resultado (Konold.
1989) o consideraciones fisicas; se conjetura que la ensefianza de la probabilidad

recibida por estos estudiantes les ayudo a superar dichos razonamientos erroneos.

5.6.5. Discusion y conclusiones

En esta seccion se han presentado los analisis de las respuestas de una muestra
de estudiantes costarricenses y espaioles (de 11 a 16 afos) al comparar razones y
probabilidades en doce items con diferentes niveles de razonamiento proporcional en la
clasificacion de Noelting (1980a, 1980b) y dificultad de Pérez Echeverria et al. (1986).

Se informa de los porcentajes de respuestas correctas en los items, de las
estrategias correctas e incorrectas por curso y pais, asi como de los niveles de
razonamiento alcanzados.

Los porcentajes de respuestas correctas indicaron que la dificultad de ambos
tipos de problemas aumentaba rapidamente para los problemas de nivel IIA en adelante.
En general, un mayor porcentaje de estudiantes de cursos superiores resolvio problemas
de todos los niveles de razonamiento; sin embargo, los items de probabilidad fueron, en
general, mas dificiles que los items de razon, equivalentes en ambos paises. Estos
resultados confirman los obtenidos por Berrocal (1990), aunque ella s6lo utilizé una

tarea, sin considerar todos los posibles niveles de razonamiento de Noelting (1980a,
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1980b). Ademas, en la muestra de este estudio, los estudiantes habian aprendido algo de
probabilidad, lo que no ocurria en el estudio de Berrocal.

También, se observa que los niveles de dificultad en la investigacion de Pérez
Echeverria et al. (1986) se aplican en la comparacion de problemas de razdn, pero no en
la probabilidad para problemas de nivel de dificultad 3 en su clasificacion. La tarea 10
(nivel 2 en la clasificacion de Pérez Echeverria et al.) fue mas dificil que las tareas 11 y
12 (niveles 3 y 4 en dicha clasificacion) en algunos cursos. Se atribuyen estas
diferencias, al menor tamafio de la muestra de Pérez Echeverria et al. (1986). En la
muestra de este estudio, muchos estudiantes compararon totales (casos posibles) para
resolver el ftem 10, que es una estrategia incorrecta.

En comparacion con el estudio exploratorio de evaluacion (Ver Capitulo 3) con
nifios de 6° curso de Educacion Primaria (Herndndez-Solis et al., 2021), los resultados
en este curso mejoraron en el presente estudio. Otra conclusion es que en la muestra del
presente estudio, las edades establecidas por Noelting (1980a, 1980b) para alcanzar
cada uno de los niveles de razonamiento, se retrasé para los niveles IIA y posteriores y,
en consecuencia, los estudiantes de la muestra no alcanzaron los estadios superiores de
desarrollo, asumidos por Piaget e Inhelder (1951) en la comparacion de probabilidades a
la edad esperada.

Al comparar las estrategias de los estudiantes de la muestra del presente estudio
con las de Pérez Echeverria et al. (1986), éstos emplearon 10% de estrategias
multiplicativas en problemas de comparaciéon de probabilidades. Estas estrategias
incluyen la correspondencia y la proporcionalidad que en el presente estudio fueron
escasamente utilizadas. Sin embargo, hay algunas excepciones, principalmente en los
estudiantes espafioles de 2°ESO, 3°ESO y 4°ESO para algunos items. En resumen,
pocos alumnos, incluso en los cursos superiores de ambos paises, utilizan estrategias
multiplicativas. Esta es la razon por la que no resolvieron correctamente los problemas
mas dificiles.

El uso de estrategias incorrectas por item fue escaso en la muestra, aunque, al
sumar todos los items, muchos estudiantes intentaron procedimientos incorrectos para
resolver los problemas mas dificiles y las estrategias incorrectas coincidieron con las
descritas por Caiiizares et al. (1997) y Green (1982). La proporcidon de estudiantes con
sesgos como equiprobabilidad (Lecoutre y Durand, 1988) y el de enfoque en el
resultado (Konold, 1989) fue muy pequeiia.

Caiiizares et al. (1997) informaron de los siguientes porcentajes de estudiantes
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en diferentes niveles de razonamiento probabilistico en toda su muestra, ya que no
clasifico los resultados por curso: Nivel 0, 11,2%; Nivel IA, 21,6%; Nivel IB, 23,9%;
Nivel IIA, 14,9%; Nivel 1IB, 17,9%; Nivel IIIA, 9,0%; y Nivel IIIB, 1,5%. En el
presente estudio, el porcentaje de estudiantes en el Nivel 0 es mayor en ambos paises,
mientras que el porcentaje en los niveles superiores IIIA y IIIB presenta mayor
similitud. Los porcentajes son menores en los niveles IA y IIB y mayores en los niveles
IB y IIA. Més concretamente, el 49,7% de los estudiantes espafioles y el 45,3% de los

costarricenses se situan entre los niveles IB y IIA.

5.7. COMPARACION DE PROBABILIDADES EN RULETAS Y

RAZONAMIENTO PROPORCIONAL
5.7.1. Introduccion

La mayoria de las investigaciones que analizan la comparacion de dos
probabilidades utilizaron la seleccion de bolas de urnas y pocas de ellas consideraron, al
mismo tiempo, el razonamiento proporcional de los participantes. En un trabajo
relacionado (Batanero et al., 2023) se analizaron las respuestas de los mismos 704
estudiantes de 11-16 afios de nuestro Estudio 2, de Costa Rica y Espafia, en la
comparacion de razones y la comparacion de probabilidades en urnas (Ver Seccion 5.6).
Las tareas abarcaban seis niveles diferentes de razonamiento proporcional para cada
tipo de problema y los resultados confirmaron la mayor dificultad en la comparacion de
probabilidades que en la comparacion de razones, y que el nivel de razonamiento
alcanzado en ambas tareas era inferior al sugerido en investigaciones previas. También
se informo de las estrategias correctas e incorrectas de los estudiantes en la comparacion
de probabilidades en urnas.

El trabajo que se presenta en esta seccion complementa dicha investigacion,
evaluando la comparacion de probabilidades en el contexto de ruletas y su relacion con
el nivel de razonamiento proporcional en una muestra de estudiantes costarricenses de
11 a 16 afos. Adicionalmente, se analiza la posible existencia de sesgos de
razonamiento originados por la distribucion de sectores favorables en las ruletas. Se

atiende, asi, al tercer objetivo del Estudio 2, enunciado en la forma siguiente:

03.3. Estudiar la relacion existente, con los estudiantes costarricenses de la
muestra, entre el nivel de razonamiento proporcional en la resolucion de tareas

en comparacion de razones y de probabilidades en ruletas.
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Para lograrlo, en el cuestionario de evaluacion se anadieron algunos items de
este tipo. En lo que sigue se detalla la estructura de dichos items, las estrategias
previstas en el andlisis a priori y, por ultimo, los resultados obtenidos. Especificamente,
planteamos las siguientes preguntas de investigacion:

1. (Qué porcentaje de estudiantes de cada curso compara correctamente
probabilidades en ruletas, en tareas correspondientes a los distintos niveles de
razonamiento de proporcionalidad de Noelting (1980a; 1980b)? ;Coinciden
estos niveles en la comparacion de razones?

2. (Cuadles son las estrategias, correctas e incorrectas, mas comunes al comparar
probabilidades en ruletas por curso y nivel de razonamiento proporcional?
(Cambian algunas estrategias en los items con sesgo?

3. (Qué nivel de razonamiento probabilistico y de proporcionalidad alcanzan los
estudiantes en cada curso? ;Estan relacionados estos niveles?

Las siguientes secciones son una traduccion de partes del siguiente articulo

publicado:

Hernandez-Solis, L.A., Batanero, C. y Gea, M. (2023). Costarican students’ proportional
reasoning and performance in comparing probabilities in spinners. Eurasia Journal of
Mathematics,  Science  and  Technology  Education, 9(12),  em2373.
https://doi.org/10.29333/ejmste/13869

5.7.2. Estructura de los items

En esta seccion se analizan los items de nuestro estudio en comparacién de
razones (descritos en la Secciéon 5.5.2, con la Figura 5.5.1 como ejemplo) y
comparacion de probabilidades en ruletas. Cada cuestionario, A y B, incluia tres
problemas de comparacion de probabilidades en ruletas con sectores del mismo color
adyacentes (Ver Figura 5.7.1) y dos problemas de comparacion de probabilidades en
ruletas con sectores de colores alternados (Ver Figura 5.7.2). En cada cuestionario se
consideraron tres niveles de razonamiento proporcional creciente y, en conjunto
(razones y ruletas), aparecen seis niveles de razonamiento considerando ambos

cuestionarios.
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Tabla 5.7.1. Tipo de item, nivel de razonamiento proporcional (Noelting, 1980a, 1980b) y tipo
de cuestionario

Composicion Nivel de Edad Cuestionario
ftem Tipo (a1,b1) vs (az,b2) Razonamiento (afios,
proporcional meses)
1  Razoén (2,3) vs (1,3) 1A (3,6) A
2 Razén 5,1) vs (5,4) IB (6,4) B
3 Razén (2,2) vs (4,4) A 8,1) A
4 Razén (3,1) vs (6,2) 1B (10,5) B
5 Razén (3,1) vs (4,2) A (12,2) A
6 Razoén (3,2) vs (4,3) 111B (15,1) B
7  Ruletas, insesgado (3,2) vs (5,2) 1A (3,6) B
8  Ruletas, insesgado 4,1) vs (4,3) 1B (6,4) A
9  Ruletas, insesgado (2,2) vs (3,3) 1A 8&,1) B
10 Ruletas, insesgado (2,6) vs (1,3) 1IB (10,5) A
11 Ruletas, insesgado 3,6) vs (1,3) ITA (12,2) B
12 Ruletas, insesgado (3,4)vs (4,5) 111B (15,1) A
13 Ruletas, sesgado (3,3) vs (4,4) ITA (8,1) B
14 Ruletas, sesgado (4,8) vs (2,4) 1IB (10,5) A
15 Ruletas, sesgado (8,4) vs (6,2) IITA (12,2) B
16 Ruletas, sesgado (5,4) vs (4,3) 111B (15,1) A

A modo de ejemplo, se reproducen dos items en las Figuras 5.7.1 y 5.7.2, en los
que deben compararse probabilidades cuyos términos, (ai,bi) y (a2,b2), representan el
numero de casos favorables (a1 y a2) y desfavorables (b1 y b2). En los ftems del 13 a 16
se introdujo, ademads, un distractor; ya que los sectores favorables estan unidos en una
ruleta e intercalados en la otra. El proposito era comprobar si los estudiantes
manifestaban el sesgo de distribucion descrito por Caiizares (1997), Green (1982) y

Maury (1984).

Item 8. La ruleta A esta divida en 5 partes de igual area (4 estan pintadas de negro y 1
pintada de blanco) y la ruleta B est4 divida en 7 partes de igual area (4 estan pintadas de negro
y 3 pintadas de blanco). Observa el dibujo.

Si se gira la flecha, ;Cual de las dos ruletas da mayores probabilidades de que la flecha pare en
el color negro? Senala la respuesta correcta.

() Laruleta A.

() Laruleta B.

() Las dos ruletas tienen la misma probabilidad.
() No lo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

Figura 5.7.1. item 8 (Cuestionario A)
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[tem 14. La ruleta A esta divida en 12 partes de igual area (4 estan pintadas de negroy 8
pintadas de blanco) y la ruleta B esta divida en 6 partes de igual area (2 estan pintadas de
negro y 4 pintadas de blanco). Observa el dibujo.

Si se gira la flecha, ;Cual de las dos ruletas da mayores probabilidades de que la flecha pare en
el color negro? Sefiala la respuesta correcta.

() Laruleta A.

() Laruleta B.

() Las dos ruletas tienen la misma probabilidad.
() No lo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

Figura 5.7.2. ftem 14 (Cuestionario A)

5.7.3. Categorias de analisis de estrategias

Como en apartados anteriores, se clasifican las estrategias de los estudiantes para
resolver las tareas como correctas o incorrectas. A continuacion, se describen dichas
estrategias en la comparacion de probabilidades y se incluyen algunas respuestas de los
estudiantes como ejemplo. Se recuerda que las estrategias en la comparacion de razones
se describieron en la Seccion 5.5.3.

Comparar casos posibles (totales). Se compara el total de sectores en que esta
divida cada ruleta (Ver E136). Esta estrategia es incorrecta para todos los items.

E136: En la ruleta A es més dificil ganar, ya que hay mas divisiones que en la B (item 10,
opcion B).

Comparar los casos favorables. Este procedimiento sélo proporciona resultados
correctos cuando los segundos términos de los cocientes (sectores desfavorables) son
idénticos (b1 = by). Esta estrategia, tipica del nivel intuitivo inferior (IA) de Noelting,
proporciona respuestas correctas a los ftems 1 y 7. Otros estudiantes utilizaron
incorrectamente este método, por ejemplo E50, que no se dio cuenta de que la ruleta A
también contenia mds partes blancas.

E291: Porque hay mas trozos negros’(item 7, opcion B).
ES50: Porque hay mas partes negras (Item 10, opcion A).
Comparar los casos desfavorables. Esta estrategia es valida cuando los primeros

términos son idénticos (a1 = a2) porque “b” es el reciproco de “a”. El procedimiento es
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tipico del nivel intuitivo intermedio (IB) de Noelting y da respuestas correctas a los
ftems 2 y 8 (Ver E57). Sin embargo, E154 asume equiprobabilidad porque no compard
los casos favorables sino los desfavorables, en el ftem 7.
E57: Ambas ruletas incluyen cuatro espacios negros, pero en B hay mas espacios blancos
y entonces A es mas probable (Item 8, opcion A).
E154: Porque ambos tienen la misma cantidad (2 partes) (Item 7, opcion C).

Comparar las diferencias entre casos favorables y desfavorables. Noelting
(1980a, 1980b) senald que esta estrategia implica que el estudiante percibe la razéon
como un todo. Es valida en items de niveles inferiores (IA y IB); por ejemplo, en los
ftems 1y 2, 7 y 8 del cuestionario (Ver E3), aunque es incorrecta en los items de nivel
superior, que requieren una estrategia multiplicativa (Ver E123).

E3: En A hay menos blancos que negros (ftem 8, opciéon A).
E123: Porque en ambas hay un blanco mas que un negro (Item 12, opcion C).

Razon de equivalencia a la unidad. El estudiante compara una razon (ai/bi) con
la otra (az/b2), descubriendo la equiprobabilidad. Mientras que las estrategias anteriores
implican combinar los términos de una misma razén, en este caso deben considerarse
ambas razones. Corresponde al nivel operativo concreto inferior de Noelting (ITA) y da
respuestas adecuadas a los Items 3 y 9 (Ver E275).

E275: Porque tienen la misma cantidad de zonas pintadas y no pintadas (item 9, opcion
Q).

Equivalencia entre razones. El estudiante compara una razon (ai/br) con la otra
(a2/bz) mediante una operacion multiplicativa, comprobando que son equivalentes. Esta
estrategia conduce a respuestas correctas solo cuando los cocientes pertenecen a la
misma clase de equivalencia de fracciones. El procedimiento corresponde al nivel
operativo concreto superior de Noelting (IIB) y resuelve los ftems 4 y 10 (Ver E71).

E71: Aunque A tiene doble espacio en blanco, también tiene doble espacio en negro (item
10, opcion C).

Correspondencia entre los términos de la razon. Los estudiantes construyen un
criterio de proporcionalidad entre los términos de la primera razon (ai/bi) para
determinar si la relacion en la otra (ax/b2) es menor o mayor. Esta estrategia da
respuestas correctas siempre que dos de los cuatro términos a comparar sean multiplos.
Corresponde al nivel operativo formal inferior (IIIA) y resuelve los ftems 5y 11. A
continuacion, se muestra como E224 construye una correspondencia entre los términos
de cada razon, que luego compara. Siempre se utilizo correctamente.

E224: La fraccién simplificada de sus partes es menor (3/6=1/2>1/3) (Item 11, opcién A).
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Proporcionalidad. Las razones se reducen a fracciones con denominador comun
y se comparan. Con esta estrategia se puede comparar cualquier razén, y da respuestas
correctas para cualquier tarea de comparacion de razones. Corresponde al nivel
operativo formal superior de Noelting (IIIB) y resuelve todos los items del cuestionario.

Siempre se utilizd correctamente.

E255: 8/12 y 6/8; luego 2/3<3/4. (item 15, opcion B)

Ademas, se encontraron las siguientes estrategias incorrectas:

Sesgo de equiprobabilidad. Cuando todos los sucesos de un experimento
aleatorio se consideran equiprobables (Lecoutre, 1992). Por ejemplo, E46 y E62 asumen
la equiprobabilidad del blanco y el negro, sin importar el numero de sectores de cada
color.

E46: Creo que la probabilidad es la misma en ambos giros (ft@:m 12, opcion C).
E62: Podria parar en blanco o en negro de la misma manera (Item 8, opcion C).

Enfoque en el resultado. Algunos estudiantes no interpretan el problema de
forma probabilistica, sino determinista, y entienden que deben predecir los resultados
del experimento aleatorio. Konold (1989) describié este razonamiento como el enfoque
en el resultado. Por ejemplo, E174 elige la opcion C al pensar que el resultado depende
del azar, y entonces cualquier resultado es equiprobable, sin importar la composicion de
las ruletas y responde que no se puede predecir el resultado.

E174: Ambos, ya que las ruletas dependen del azar y no podemos predecir en cudl se
detendra (Item 7, opcion C).

Consideraciones fisicas. El estudiante asocia las condiciones fisicas del
experimento con la probabilidad de un suceso dado. Algunos factores son la velocidad a
la que gira la ruleta o la fuerza con la que se hace girar (Ver E112). Ademas, en los
items del 7 a 12, las flechas estan colocadas en posiciones diferentes, y este hecho
influy6 en las respuestas de algunos estudiantes (Ver E208).

E112: Depende, ya que es una ruleta, y podemos tirar de la flecha a diferentes
velocidades. Si se tira lentamente de A, puede pararse en cualquier sitio, lo mismo
en B. Depende de la fuerza y de la velocidad de la flecha (Item 8, opcion C).
E208: Como le faltan dos saltos para llegar al negro. En A, le faltan tres. (Item 12, opcion
B).
Distribucion de los sectores coloreados. En los ftems del 13 a 16, los sectores
blancos y negros se alternan en una ruleta, siendo adyacentes en la otra ruleta, para
evaluar si este hecho influia en las respuestas de los estudiantes. Se encontraron

estudiantes que asignaron una mayor probabilidad a la ruleta en la que los sectores del
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mismo color eran adyacentes entre si (Ver E223); y otros dieron una mayor
probabilidad cuando los sectores se alternaban. Por ejemplo, aunque E224 calculd
3/3=4/4, reconociendo la equivalencia con la unidad del ftem 13, asigné6 mayor
probabilidad a la ruleta B porque los colores estaban “intercalados”.

E223: Como todos los triangulos negros estdn muy juntos, hay mas probabilidad de que
la flecha caiga ahi (item 13, opcion A).

E224: Al estar dividida en mas secciones y también intercaladas, la ruleta B tiene mas
probabilidades de caer en el negro (item 13, opcion B).

5.7.4. Resultados
En esta seccidon se responde a las preguntas de investigacion planteadas en la

Seccion 5.7.1.

Respuestas correctas en la comparacion de probabilidades

En primer lugar, analizamos el porcentaje de estudiantes por curso que
resolvieron correctamente cada item. En la Tabla 5.7.2 presentamos los resultados en la
comparacion de razones y en la Tabla 5.7.3 los resultados en la comparacion de
probabilidades, para facilitar la comparacion de resultados.

Tabla 5.7.2. Porcentaje de estudiantes por curso que seleccionan la respuesta correcta en la
comparacion de razones

; . . Curso

Item Nivel de Noelting I 7 g0 9o 10°
1 IA 77,2 80,7 90,4 76,8 88,9
2 1B 87,9 92,3 78,8 88,4 79,3
3 A 68,6 69,2 64,5 69,2 70,4
4 1B 27,2 38,4 39,4 423 51,7
5 IIA 11,4 15,3 19,4 30,7 37,0
6 111B 3,0 7,7 10,3

Tabla 5.7.3. Porcentaje de estudiantes por curso que seleccionan la respuesta correcta en la
comparacion de probabilidades

Item Nivel de Noelting seIstg:(lisos & 7o Cursogo 0 T0°
7 TA 63,6 76,9 75,8 80,8 82,8
8 1B 82,9 100,0 80,6 80,8 88,9
9 A 66,7 65,4 81,8 885 724
10 1IB 343 61,5 48,4 69,2 704
11 IITA 60,6 53,8 57,6 65,4 58,6
12 111B 31,4 30,8 19,4 34,6 29,6
13 A X 51,5 50,0 545 462 483
14 1IB X 31,4 26,9 41,9 53,8 48,1
15 IIA X 36,4 53,8 39,4 50,0 41,4
16 1IB X 37,1 53,8 35,5 34,6 40,7
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Se observa, por curso, una mejora en las calificaciones de los items de los
niveles TA a IIA, aunque no de forma consistente. Los porcentajes de respuestas
correctas fueron, en general, mas altos en las tareas de probabilidad, porque muchos
estudiantes compararon las areas coloreadas de blanco y negro en las ruletas, en lugar
de las proporciones de casos favorables y desfavorables. Este resultado contradice las
conclusiones de Berrocal (1990) y Batanero et al. (2023), seglin items en comparacion
de probabilidades en urnas. Se supone, entonces, que los estudiantes entienden mejor la
idea de razén como comparacion de parte con todo en la ruleta, que como comparacion
de parte con parte en las urnas, como sugiere Cafiizares (1997).

El porcentaje de respuestas correctas disminuye al aumentar el nivel de
razonamiento proporcional requerido en los items de todos los cursos y mas en la
comparacion de razones. Se destaca el diferente porcentaje de respuestas correctas en
los niveles IIIA y IIIB en ambos tipos de tareas (comparacion de razones y comparacion
de probabilidades). Sin embargo, al comparar los items correspondientes al mismo nivel
de razonamiento probabilistico, con y sin sesgo, el numero de respuestas correctas en
este ultimo (items del 13 al 16) desciende, debido a que algunos estudiantes se ven
influidos por sus creencias erroneas. Esta tendencia no se mantiene en los ftems de nivel
IITA y IIIB sesgados. Por un lado, los estudiantes que utilizaron la proporcionalidad en
estos items y alcanzaron el nivel mas alto de razonamiento proporcional no se dejaron
confundir por creencias erroneas; y por otro lado, muchos estudiantes compararon areas
en lugar de trabajar con fracciones en estos items y pudieron resolver el problema con

un nivel de razonamiento inferior.

Estrategias en la comparacion de probabilidades

En segundo lugar, se analizaron las estrategias en las tareas de comparacion de
probabilidades (Véase la Tabla 5.7.4), donde predomina la comparacion de areas en
todos los items y cursos. Sin embargo, al comparar los items sesgados y no sesgados del
mismo nivel de razonamiento, hay menos proporcion de comparacion de areas en los
items sesgados; probablemente, cuando se intercalan sectores del mismo color, la
cantidad total de area del mismo color no es tan claramente perceptible.

La comparacion de casos favorables solo se aplico en el nivel IA y con menor
frecuencia que la comparacion de areas. Se observd un comportamiento similar en la
comparacion de casos desfavorables, solo utilizada en el nivel IB. Este hecho sugiere

que los estudiantes comprenden mejor la idea de razén como comparacion de parte con
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todo que como comparacion de parte con parte. El analisis de diferencias solo se utilizd
en los items de nivel IA y IB. Las estrategias de correspondencia fueron muy escasas en
todos los items y cursos, mientras que los estudiantes utilizaron la proporcionalidad en
un pequeilo porcentaje, que aumentd con el curso y el nivel del item. Esta estrategia
también fue menos frecuente en los items sesgados.

Tabla 5.7.4. Porcentaje de estrategias correctas al comparar probabilidades por item y curso

. . Curso
Estrategia Item 6 70 g0 90 10°
Comparar casos favorables 7(1A) 30,3 19,2 27,3 11,5 24,1
Comparar casos desfavorables 8(IB) 20,0 23,1 22,6 15,4 11,1
Comparar diferencias T(IA) 3,0 23,1 15,2 11,5 6,9
8(IB) 37,1 11,5 12,9 3,8 18,5
Equivalencia a la unidad 9(11A) 27,3 19,2 36,4 30,8 24,1
13 (ITA) 24,2 15,4 24,2 15,4 13,8
Equivalencia a la razon 10(IIB) 5,7 2.9 12,9 19,2 3,7
14(11B) 8,6 6,5 11,5 3,7
Correspondencia 8(IB) 3,8
10(11IB) 2,9
11(IITA) 3,8 34
14(1IB) 2,9
Proporcionalidad 7(1A) 6,1 7,7 6,9
8(IB) 2,9 11,5 32 3,8 3,7
9(11A) 6,1 7,7 12,1 15,4 13,8
10(11B) 8,6 5,7 16,1 15,4 222
11(IIIA) 6,1 11,5 21,2 19,2 20,7
12(11IB) 5,7 2,9 3,2 15,4 11,1
13 (ITA) 6,1 15,4 9,1 15,4 13,8
14(11B) 5,7 2,9 19,4 11,5 7,4
15(11TA) 3,0 7,7 9,1 7,7 13,8
16(11IB) 5,7 2,9 12,9 7,7
Comparar areas 7(1A) 36,4 50,0 30,3 38,5 31,0
8(IB) 17,1 50,0 22,6 38,5 37,0
9(11A) 45,5 57,7 27,3 23,1 48,3
10(1IB) 37,1 343 25,8 30,8 66,7
11(1IIA) 30,3 46,2 33,3 53,8 31,0
12(111B) 34,3 37,1 32,3 38,5 37,0
13 (ITA) 15,2 23,1 24,2 19,2 24,1
14(11B) 22,9 22,9 12,9 34,6 40,7
15(11TA) 21,2 38,5 30,3 23,1 20,7
16(111B) 25,7 314 22,6 11,5 33,3

Todas las estrategias correctas encontradas en nuestro estudio anterior (Batanero
et al. (2024) aparecen en este caso. Sin embargo, la frecuencia de comparacion de casos
favorables o desfavorables o de equivalencia a la unidad es menor, porque los
estudiantes tienden a utilizar la comparacion de areas, que no puede aplicarse en el caso

de las urnas.
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Estrategias incorrectas

En la Tabla 5.7.5 se presenta el porcentaje promedio de estrategias incorrectas
por item. Se calculan estos porcentajes promedios dividiendo la suma de los porcentajes
de estudiantes que utilizaron cada estrategia en distintos items por el numero de items
en los que aparecia la estrategia. Por ejemplo, el porcentaje 10,6, en la comparacion de
casos favorables en 6° curso, significa que el 10,6% de los estudiantes por término
medio (media) utilizaron incorrectamente esta estrategia en los ftems 8 a 16.

Tabla 5.7.5. Porcentaje promedio de estrategias incorrectas en la comparacion de
probabilidades, por curso

. . Curso
Estrategia Items 6 7o g0 9 10°
Comparar totales 7-16 8,7 5,7 6,0 3,8 4,9
Comparar casos favorables 8-16 10,6 7.9 9.5 6,4 6,0
Comparar casos desfavorables 7,9-16 3,6 3,5 4.6 3,0 1,9
Comparar diferencias 9-16 10,0 4.6 8,6 2,7 4.7
Equivalencia a la unidad 7,8,10-12, 14-16 0,4 0,8 0,5
Equivalencia a la razon 7,8,11,12,15, 16 0,0 1,0 0,8 1,0 0,9
Sesgo de equiprobabilidad 7-16 1,3 1,5 0,3
Enfoque en el resultado 7-16 1,2 0,4 0,4
Consideraciones fisicas 7-16 4,1 1,2 2,2 3,1 2.9
Sesgo distribucional 13-16 23,6 17,7 20,2 23,1 30,4
Argumento confuso 7-16 33 2.4 2,2 1,5 1,4
Sin argumentos 7-16 4.4 1,7 5,6 12,3 6,7

La frecuencia de estrategias incorrectas es muy similar a la encontrada en la
comparacion de urnas (Batanero et al., 2023). La excepcion es el sesgo de distribucion,
que tiene una frecuencia destacada en los items sesgados y no se aplica en la
comparacion de urnas.

La comparacion de totales aparece en todos los items y es siempre una estrategia
erronea. Su frecuencia es baja y se da principalmente en los items de nivel IIB y IIIB
(en torno al 10%). La comparacién incorrecta de casos favorables (que solo es correcta
en el ftem 7) también fue frecuente, especialmente para los estudiantes de 6° curso
(30%) en los items de nivel IIIA (tanto en los sesgados como en los no sesgados). Estos
mismos estudiantes compararon incorrectamente las diferencias entre casos favorables y
posibles con mas frecuencia que en los demés cursos, en los items de nivel IIB y
superiores.

Destacan las respuestas basadas en la disposicion fisica de los sectores
coloreados, utilizadas en los items sesgados en una alta proporcion en todos los cursos.
Sobresale el 10° curso con més del 27% en cada uno de estos items. Aunque los sesgos
de equiprobabilidad, enfoque de resultados y consideraciones fisicas estan presentes en

todos los items, su frecuencia es insignificante.
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Niveles de razonamiento

Por ultimo, al analizar el nivel de razonamiento probabilistico y proporcional de
los estudiantes, en las Tablas 5.7.6 y 5.7.7 se presentan los porcentajes de estudiantes
segun el nivel de razonamiento proporcional y probabilistico alcanzado, por curso. Se
asigna un nivel determinado a un estudiante, cuando ha resuelto correctamente el item
asociado al nivel (respuesta y argumento correctos). El nivel 0 significa que no ha
resuelto correctamente ninguno de ellos, ya sea porque ha fallado en la estrategia o en la
respuesta; y sobresale un porcentaje considerable de estos estudiantes en todos los
cursos, lo que indica las dificultades que aliin tienen estos para resolver los items.

Tabla 5.7.6. Porcentaje de estudiantes en diferentes niveles de razonamiento proporcional en la
comparacion de razones por curso

. Curso
Nivel 6° 7° 8° 9° 10°
0 11.8 11,5 14,1 13.5 10,7
1A 11,8 11,5 12,5 5.8 10,7
B 30,9 26,9 21,9 23,1 17.9
1A 29,4 25,0 21,9 23,1 19,6
1B 13,2 17,3 18.8 17,3 214
1A 2.9 5.8 9.4 13,5 14,3
11IB 1,9 1,6 38 5.4

Tabla 5.7.7. Porcentaje de estudiantes en diferentes niveles de razonamiento proporcional en la
comparacion de probabilidades por curso

. Curso
Nivel 6° 7° 8° 9° 10°
0 19,1 77 18,8 15,4 10,7
1A 5.9 9,6 3,1 5.8 7.1
B 26,5 21,2 14,1 5.8 10,7
A 19.1 17,3 15,6 17,3 17,9
B 7.4 13,5 18,8 26,9 25,0
1A 13,2 17,3 23,4 23,1 19,6
1B 8.8 13,5 6,3 5.8 8,9

El porcentaje es mayor en la comparacion de probabilidades que en comparacion
de razones, en todos los cursos excepto en 7° curso.

El nivel de razonamiento aumenta, como era de esperar, con el curso escolar.
Asi, mientras que la mayoria de los estudiantes se situaba en los niveles IB y IIA en 6°
curso, en 10° curso la mayoria se ubicaba en los niveles IIA a IIIA. Hubo pocos
estudiantes razonando en el nivel superior IIIB, aunque la edad media proyectada por
Noelting (1980a, 1980b) para alcanzar este nivel es de 15 afios y 1 mes y los estudiantes
del 10° curso tienen entre 15 y 16 afios.

Para analizar mejor la relaciébn entre el razonamiento probabilistico y
proporcional con el grado escolar, en la Tabla 5.7.8 se muestra el coeficiente de
correlacion de Pearson entre estas variables.
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Tabla 5.7.8. Correlacion entre razonamiento probabilistico, proporcional y curso
R. proporcional R. probabilistico

Curso Correlacion de Pearson 0,097 0,124"
Valor p 0,196 0,034
Razonamiento proporcional Correlacion de Pearson 0,209
Valor p 0,000

Todas estas correlaciones son estadisticamente significativas, pero de pequena
intensidad, excepto la correlacion entre el curso y el nivel de razonamiento
proporcional. Ademads, existe una correlacion mas fuerte entre el razonamiento
proporcional y el probabilistico que la correspondiente a cualquiera de estas variables y
cursos. En consecuencia, es importante reforzar el razonamiento proporcional de los
estudiantes para ayudarles a tener éxito en la comparacion de probabilidades; puesto que
la correlaciéon es una propiedad simétrica; y a la inversa, mejorar el nivel de
razonamiento probabilistico de los estudiantes les ayudara a desarrollar su razonamiento

proporcional.
En la Tabla 5.7.9 se muestran los coeficientes de correlacion de Pearson entre el

numero de respuestas correctas (opcion correcta y argumentos correctos) en los tres
tipos de items (comparacién de razones y comparacion de probabilidades en ruletas

sesgadas y no sesgadas).

Tabla 5.7.9. Coeficiente de correlacion entre el nimero de respuestas correctas en problemas de
comparacion de razones y de probabilidades (items sesgados y no sesgados) por curso
Numero de respuestas correctas

Mezclas Ruletas Ruletas sesgadas
Curso  Correlacién de Pearson 0,137* 0,126" 0,069
Valor p 0,019 0,031 0,240
Mezclas Correlacion de Pearson 0,207* 0,135*
Valor p 0,000 0,021
Ruletas Correlacion de Pearson 0,249™
Valor p 0,000

Se observa que todas las correlaciones son positivas y estadisticamente
significativas, aunque de poca intensidad, excepto la correlacion entre los items
sesgados y el curso. La mayor correlacion aparece entre la comparacion de ruletas en
items sesgados y no sesgados. Esto significa que a medida que el estudiante resuelve
mas items no sesgados, en la comparacion de probabilidad, también resuelve mas items
sesgados. También existe una correlacion importante entre el nimero de items de
comparacion de razones (mezclas de zumo) resueltos correctamente y el nimero de
items de comparacion de probabilidad no sesgados resueltos correctamente. Por tanto,
resolver problemas proporcionales ayuda a resolver los problemas probabilisticos en

items no sesgados. La relacion es mucho menor con los items de ruletas sesgados, de
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modo que el razonamiento proporcional no necesariamente incide positivamente en la
resolucion de items con este tipo de sesgos, relacionados con la disposicion de los

sectores en las ruletas.

5.7.5. Discusion y conclusiones

En nuestro estudio se evalué conjuntamente el desempefio en la comparacion de
probabilidades en ruletas y el nivel de razonamiento proporcional en una muestra de
estudiantes costarricenses de 6° a 10° curso. Se analizaron las respuestas abiertas de 292
estudiantes a tres tipos de items: comparacion de razones en mezclas y comparacion de
probabilidades en ruletas sesgadas y no sesgadas. Se analizaron los porcentajes de
seleccion correcta a los items, las estrategias en la comparacion de razones y
probabilidades y los niveles de razonamiento proporcional y probabilistico.

En cuanto a la seleccion de la respuesta correcta, los items de los niveles 1A, IB
y IIA resultaron extremadamente faciles para los estudiantes, ya que se obtuvieron altos
porcentajes de respuestas correctas en estos items. La explicacion es que los de nivel [A
y IB se pueden resolver mediante la comparacion de una sola variable y en los de IIA es
claramente visible la identificacion de la equivalencia a la unidad en una ruleta. La
dificultad aument6 en los niveles siguientes, aunque se produjo una mejora general con
el curso en todas las tareas.

Los resultados de este estudio contradicen los hallazgos de Berrocal (1990) y
Batamero et al. (2023), quienes utilizaron la comparacion de probabilidades en urnas, ya
que en estos estudios la comparacion de probabilidades fue maés dificil que la
comparacion de razones. Se supone, entonces, que los estudiantes entienden mejor la
idea de razén como comparacion de parte con todo en la ruleta, que como comparacion
de parte con parte en las urnas, como sugiere Caifiizares (1997). Ademaés, se encontraron
porcentajes mas bajos de respuestas correctas en los items sesgados que en los no
sesgados, para el mismo nivel de razonamiento. Este hecho apunta a la existencia del
sesgo de distribucion sefialado por Cafiizares (1997), Green (1982) y Maury (1984).

En cuanto a las estrategias en la comparacion de probabilidades, no se observa el
sesgo sefialado por Falk et al. (1980) consistente en elegir sistematicamente el conjunto
con casos mas favorables. Aunque esta estrategia se utilizd incorrectamente en muchos
items, el porcentaje de uso sélo fue superior al 10% en el sexto curso y en el ftem 11.
Ademas, en general, la seleccion de la opcidn dependia de las caracteristicas del item y

asi, en los items de nivel IB, los estudiantes optaron por la ruleta con sectores mas
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desfavorables. En los items de nivel IIA decidieron la equiprobabilidad, y adaptaron sus
estrategias en los items restantes. Estas estrategias también fueron sefialadas por
Caiiizares (1997), Green (1982) y Maury (1984).

También coincidimos con Gilirbiiz et al. (2014) en que muchos estudiantes
resolvieron correctamente las tareas comparando las areas de sectores blancos y negros,
una estrategia que es especifica para la comparacion de ruletas y no aparecen en la
comparacion de probabilidades en urnas.

Por tltimo, los resultados sugieren que el nivel de razonamiento proporcional en
la comparacion de probabilidades aumenta con el curso. Sin embargo, la edad a la que
se alcanzan los niveles superiores es posterior a la supuesta por Noelting (1980a,
1980b). También se observa una correlacion entre el razonamiento proporcional y el
probabilistico, que fue mayor que la existente entre cualquiera de estas variables y el
curso escolar. El nimero de respuestas y argumentos correctos a los tres tipos de items
utilizados en el estudio también estdn correlacionados. Sin embargo, la correlacion del
nimero de problemas con el curso y del numero de items sesgados resueltos con el

nimero de problemas proporcionales correctos ha sido muy pequeia.

5.8. COMPRENSION DEL JUEGO EQUITATIVO Y RAZONAMIENTO
PROPORCIONAL

5.8.1. Introduccion

El desarrollo de la inferencia estadistica y el aumento de la informacion
probabilistica en los medios de comunicacidon y en contextos profesionales y cientificos,
junto con su papel en la toma de decisiones, requiere la educacion probabilistica de los
ciudadanos (Jones et al., 2007; Sharma, 2016). La probabilidad tiene fuertes vinculos
con otros contenidos matematicos, como la proporcionalidad, la combinatoria, la 16gica
y el algebra (Van Dooren, 2014). Este protagonismo ha llevado a ensefiar probabilidad
desde la Educacion Primaria en los planes de estudio de matematicas (por ejemplo,
Ministerio de Educacion Publica, MEP, 2012; Ministerio de Educacién y Formacion
Profesional, MEFP, 2022).

En este trabajo, nos centramos en la comprension que tienen los estudiantes de los
juegos equitativos, concretamente, en su competencia para transformar un juego no

equitativo en uno equitativo. Por tanto, abordamos el siguiente objetivo del Estudio 2:
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03.4. Estudiar si existe relacion entre el éxito en tareas de comparacion de
razones de diferente nivel de razonamiento proporcional de los estudiantes
costarricenses y los resultados obtenidos en la resolucion de una tarea de juego
equitativo.

Los juegos de azar originaron las primeras ideas de probabilidad (Batanero et al.,
2005) y desempefian un importante papel en su ensefianza. Son el principal contexto
donde los niflos comienzan a tomar conciencia del azar y a realizar estimaciones
probabilisticas, incluso antes de la instruccion (Batanero et al., 2019). Ademas,
refuerzan algunas ideas fundamentales incluidas por Gal (2005) en su modelo de
alfabetizacion probabilistica, a saber, aleatoriedad, variabilidad, incertidumbre e
independencia. También, requieren estimar o calcular probabilidades y utilizar el
lenguaje probabilistico. Ademas, Pratt (2000) sugiri6 que la comprension de la
equitatividad esta vinculada a la concepcion que tienen los nifios de la aleatoriedad, a la
que atribuyen las propiedades de irregularidad, imprevisibilidad y equitatividad.
También ayudan a desarrollar el razonamiento probabilistico de los estudiantes
(Hernandez-Solis et al., 2021a).

El curriculo costarricense propone el andlisis de probabilidades mediante juegos
de azar y problemas en el contexto del estudiante para la Educacion Primaria. Una
expectativa de aprendizaje es identificar eventos igualmente probables, considerando el
nimero de resultados para cada suceso (MEP, 2012). En el tltimo curso de primaria (6°
curso), los estudiantes deben utilizar las ideas intuitivas adquiridas en cursos anteriores
para calcular la probabilidad, segin la regla de Laplace. Aunque en 7° curso no hay
contenidos sobre probabilidad, en 8° curso se estudian de nuevo todas las ideas sobre
probabilidad introducidas en cursos anteriores, con un aumento de la dificultad de los
problemas y una mayor precision matematica. En 9° curso se introduce la definicion
frecuencial de probabilidad y la ley de los grandes niimeros. En 10° curso, se formalizan
las reglas bésicas de la probabilidad y se utilizan las propiedades de union y
complemento para resolver problemas. Sin embargo, no se hace referencia explicita a
situaciones asociadas a la idea de juego equitativo, ni a establecer un premio en funcion
de la expectativa de ganar de cada jugador.

Aunque existen investigaciones previas, como se ha descrito en el Capitulo 2, no
se ha encontrado ninguna que relacione la comprension de los juegos equitativos, por
parte de los estudiantes, con su nivel de razonamiento proporcional. En un estudio

exploratorio previo (Hernandez-Solis et al., 2021), se inicia una investigacion sobre este
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tema con una muestra reducida de solo estudiantes de 6° curso de Educacion Primaria,
sin tener en cuenta el nivel de razonamiento proporcional de los estudiantes. Para
contribuir a este tema, en la presente seccion se analizara el significado personal que los
estudiantes costarricenses (de 6° a 10° curso) asignan a los juegos equitativos,
relacionandolo con su nivel de razonamiento proporcional. Asimismo, se describen los
principales conflictos semidticos encontrados, comparando los resultados obtenidos,
con los establecidos en investigaciones anteriores.

Los resultados que se describen a continuacion se han traducido de la siguiente

publicacion:

Gea, M. M., Hernandez-Solis, L., Batanero, C. y Alvarez-Arroyo, R. (2023). Relating
students’ proportional reasoning level and their understanding of fair games. Journal on
Mathematics Education, 14(4), 663-682. https://doi.org/10.22342/jme.v14i4.pp663-682

5.8.2. Estructura de los items

En la Seccion 5.5.2 de esta Memoria se describieron los items de comparacion
de razones que conforman el cuestionario A y B de nuestro Estudio 2. Ademas, se
incluy6 en los dos cuestionarios el mismo item (Ver Figura 5.8.1), para evaluar los
significados personales que los estudiantes asignaron a un juego equitativo. La tarea
consta de dos pasos. En primer lugar, el estudiante debe darse cuenta de que Maria lleva
ventaja en el juego (tiene mas probabilidades de ganar que Esteban). En segundo lugar,
el estudiante debe cuantificar el nimero de chocolatinas que Esteban deberia obtener al
ganar, para que el juego sea justo. Para ello, los premios deben ser inversamente

proporcionales a la probabilidad de ganar de cada jugador.

Maria y Esteban juegan a lanzar un dado con 6 caras numeradas del 1 al 6. Maria gana 1 barra
de chocolate si el dado sale263 64 6 5 6 6. Siresulta un 1, Esteban gana una cierta cantidad
de chocolatinas. ;Cuantas chocolatinas debe ganar Esteban cuando sale el 1, para que el juego
sea justo?

Explica por qué das esta respuesta:

Figura 5.8.1. Item 7

5.8.3. Categorias de analisis de estrategias

Se clasifican las estrategias que los estudiantes pueden utilizar para resolver las
tareas, partiendo de las identificadas en trabajos anteriores (Cafiizares et al., 2004;
Hernandez-Solis et al., 2021a), completandolas mediante el andlisis de contenido
empleado como metodologia en nuestra investigacion (Ver Seccion 5.4). A
continuacion, se describen las estrategias en la resolucion del item de juego equitativo,

afiadiendo un ejemplo de respuesta de un estudiante a cada una de ellas. Las estrategias
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en la comparacion de razones se describieron en la Seccion 5.5.3.

Estimacion correcta del premio, calculando la probabilidad para cada jugador
v utilizando la esperanza matematica. Sean “a” los casos favorables del suceso Esteban
gana, “b” los resultados posibles al lanzar un dado, y ki, ko el nimero de chocolatinas
que ganaria cada jugador. El estudiante iguala la esperanza matematica de cada jugador
(Esteban: ki-(a/b) y Maria: ko-( (b-a)/b)) buscando el valor kj tal que ki-(a/b) = ko-((b-
a)/b), donde k;-(1/6) = 1:(5/6), por lo que k; = 5.

E71: Cinco, Maria tiene una probabilidad 5/6 de ganar 1 chocolatina mientras que
Esteban tiene 1/6 de probabilidad: por tanto, solo es justo cuando obtiene 5
chocolatinas.

Estimacion correcta del premio, aplicando la proporcionalidad inversa. Sea “a”
el nimero de casos favorables y “b” el nimero de chocolatinas a ganar en el juego,
entonces (ai,b1)=(5,1) representa que Maria tiene cinco oportunidades de ganar y gana
una chocolatina, y (a2,b2)=(1,x) representa que Esteban tiene un caso favorable para

nen

, . 51 . .
ganar y "x" numero de chocolatinas: x ==—=5. Por consiguiente, los estudiantes

utilizan la proporcionalidad inversa, ya que al comparar las razones ai/bi y ax/bz
encuentran que a; - a2 = by - b; (Ben Chaim et al., 2012).

E218: Cinco chocolatinas. Si Maria gana una chocolatina cada vez que consigue una de
las cinco caras, Esteban deberia ganar cinco chocolatinas cada vez que consigue
una cara."

Estimacion correcta del premio, con un argumento confuso. Se interpreta que el
estudiante resolvid correctamente el problema, pero no tuvo fluidez para explicar el
método seguido.

E233: Cinco, porque Maria tiene mas probabilidad.

En las respuestas parcialmente correctas, el estudiante calcula correctamente la
probabilidad, pero proporciona una estimacion incorrecta del premio o no lo calcula. El
estudiante se da cuenta de la ventaja de Maria, es decir, de que el juego no es justo; pero
no realiza una asignacion correcta de chocolatinas a Esteban. Esta respuesta estd ligada
a estrategias aditivas de intuicién que no implican ningun procedimiento matematico,
sino sOlo una estimacion del valor; pueden aparecer respuestas como 2, 4 y 6
chocolatinas. Las siguientes respuestas se consideran parcialmente correctas:

e FEl estudiante calcula correctamente la probabilidad, pero estima mal el premio,
como E35.

E35: 6 barras, porque su probabilidad es 1/6 y la de Maria es 5/6.
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e El estudiante se da cuenta de que las probabilidades son diferentes, pero no
calcula las probabilidades ni el premio, como E4.

E4: Mas chocolatinas, ya que Maria tiene muchas posibilidades de ganar y Esteban so6lo
una.

Finalmente, en las respuestas incorrectas, tanto el premio como la probabilidad
no se calculan o son incorrectos, como en E13:

E13: Dos, porque Maria tiene mas probabilidad.

Otras respuestas incorrectas se debieron a argumentos no matematicos, como en
el caso de E192, que so6lo sugiere que ambos jugadores deben llegar a un acuerdo para
dividir el premio. Otros estudiantes, como E179 razonan segun el enfoque del resultado
(Konold, 1989) ya que malinterpretan la pregunta y, en lugar de calcular una
probabilidad, pretenden adivinar el resultado del juego.

E192: Maria y Esteban deben llegar a un acuerdo.
E179: No podemos saberlo, ya que se puede ganar muchas veces.

Por ultimo, un estudiante evidencia un conflicto semidtico (Godino, et al. 2007;
2019) cuando asigna a un objeto matematico (por ejemplo “equitatividad del juego”) un
significado diferente al de la institucion docente. Asi, el estudiante E274 sugiere que
cualquier juego de azar es justo, razonamiento también descrito por Canizares et al.
(2004). Este estudiante asigna una chocolatina a Esteban, considerando que ambos
jugadores tienen la misma probabilidad de ganar. Esta estrategia esta relacionada con el
sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre, 1992), donde la persona concibe Ia
equiprobabilidad de todos los sucesos asociados a cualquier experimento aleatorio,
aunque haya casos mas favorables para un suceso que para otro.

E274: Uno, porque si sale un 6, Maria también se lleva una chocolatina y es justo.

5.8.4. Resultados

En esta seccion presentamos los resultados de analizar las respuestas de los
estudiantes costarricenses que formaron parte de nuestro Estudio 2 al resolver una tarea
de juego equitativo, y de su relaciéon con el nivel de razonamiento proporcional
evidenciado al resolver tareas de comparacion de razones. Los resultados sobre el nivel

de razonamiento proporcional se describieron en la Seccion 5.5.4.
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Comprension del juego equitativo

En la Tabla 5.8.1 se presenta el porcentaje de estudiantes que emplearon las
distintas estrategias descritas en la Seccién 3.8.3 para resolver la tarea de juego
equitativo (ftem 7).

La proporcion de soluciones correctas supuso un 45,6%, 42,4%, 51,5%, 75,1%y
53,6% de respuestas en los cursos de 6° a 10°, respectivamente. Canizares et al. (2004)
obtuvieron un 45,1%, 62,1% y 46,6% de soluciones correctas en los cursos de 6° a 8°.
Asi pues, los autores consiguieron una mayor proporcion de soluciones correctas en los
cursos de 7° y 8° en comparacion con la muestra del presente estudio. Esto resultd
contrario a las expectativas planteadas, ya que en el estudio de Caiizares et al. (2004)
los estudiantes no tenian estudios previos de probabilidad.

Tabla 5.8.1. Porcentaje de estudiantes usando cada estrategia en el ftem 7 por curso

Curso

Respuesta 6 7 3 9 10
Estimacion correcta del  Esperanza matematica 2.9 7,7 94 13,5 7,1
premio Proporcionalidad inversa 33,8 30,9 344 50,0 35,8

Estimacion correcta, con argumento

confuso o sin argumento 8,9 3,8 77 11,6 10,7
Célculo correcto de la Estimacion incorrecta del premio y
probabilidad sin estimar  probabilidad correcta 38 63 3,6
el premio Probabilidad correcta sin estimar el

premio 1,9 1,6

No calcula, pero observa probabilidades

diferentes 29 38 3.1 3,6
Respuesta incorrecta Probabilidad y premio incorrectos 27,9 28,9 18,7 11,5 19,6

Argumentos no matematicos 1,6

Enfoque en el resultado 1,6

Sesgo de equiprobabilidad 11,8 173 63 58 7.1

Respuesta incorrecta, confusa o sin

argumento 4.4 1,9 1,6 3,8 1,8
No responde 7,4 7,7 3,8 10,7

En el 9° curso, los estudiantes habian estudiado recientemente la probabilidad al
final del curso anterior, y estaban estudiando el tema cuando se aplico el cuestionario, y
eso explica los mejores resultados en este grupo. Los resultados en 6° curso fueron
mejores que los del estudio exploratorio (Herndndez-Solis et al., 2021), en el que los
estudiantes s6lo obtuvieron un 32,7% de respuestas correctas. En general, hubo un
escaso uso de argumentos no matematicos o de sesgos de razonamiento como la
equiprobabilidad o el enfoque en el resultado. Sin embargo, la proporcion de los que
calcularon probabilidades y premio incorrectos varid entre el 11% y el 28,9% en los
distintos cursos. Esto apoya la conjetura planteada al inicio del estudio, de que la
comprension de la equitatividad estd vinculada al razonamiento proporcional de los

estudiantes. Esta conjetura se estudiara en los siguientes apartados.
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Para visualizar mejor como aumenta la comprension de los estudiantes sobre los
juegos equitativos con el curso, la Tabla 5.8.2 resume las distintas estrategias y se afiade
una puntuacion a cada estudiante, con los siguientes criterios:

0. Cuando el estudiante no responde la pregunta o proporciona una respuesta
incorrecta. Aqui se incluyen los diferentes sesgos de razonamiento, las
estrategias no matematicas y la ausencia de argumento o el argumento confuso.

1. Cuando el estudiante no resuelve el problema, pero percibe las diferentes
probabilidades para los dos jugadores del juego.

2. Cuando se calcula correctamente la probabilidad de cada jugador, aunque no se
estima el premio para obtener un juego justo. Aqui se incluyen los estudiantes
que no calcularon el premio y a los que lo hicieron de forma incorrecta.

3. Cuando se obtiene correctamente la probabilidad de los dos jugadores y se
estima correctamente el premio para que el juego sea equitativo. Sin embargo,
las explicaciones son incorrectas o confusas.

4. Aquellos estudiantes que responden correctamente tanto las probabilidades
como el premio, y ademas, utilizaron un argumento matematico correcto para
justificar su respuesta. Aqui se incluyen los que utilizan la esperanza matematica
y a los que emplean la proporcionalidad inversa.

Tabla 5.8.2. Resumen de estrategias en el ftem 7 por curso

Respuesta Puntuacion 6 7 8 9 10
Estimacion y argumentos correctos 4 36,7 38,5 43,8 63,5 429
Estimacion correcta 3 8,9 3,8 7,7 11,6 10,7
Probabilidad correcta 2 5,8 7,9 3,6
Diferente probabilidad 1 2.9 3,8 3,1 3,6
Otras respuestas 51,5 48,1 37,5 249 39,2

Los resultados de la Tabla 5.8.2 sugieren que menos de la mitad de los alumnos
de cada curso alcanzaron el nivel maximo de comprension del juego equitativo,
proporcionando una estimacion correcta del premio con una argumentacion adecuada.
Ademas, el porcentaje aumenta por curso, con la excepcidon del 9° curso, en el que la
mayoria de los alumnos alcanz6 la puntuacion maxima. Por otra parte, la puntuacion
mas baja (0) de los estudiantes que no contestaron o dieron respuestas incorrectas
mostr6 diferentes conflictos semidticos, que disminuyeron con el curso. La puntuacion
media por curso fue de 1,8 (6° curso), 1,8 (7° curso), 2,2 (8° curso), 2,9 (9° curso) y 2,1

(10° curso).
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Relacion entre la comprension del juego equitativo y el razonamiento proporcional

Para estudiar la relacion entre el nivel de razonamiento proporcional y la
comprension del juego equitativo, en la Tabla 5.8.3 se presentan el porcentaje de
alumnos que emplearon las distintas estrategias descritas para resolver el ftem 7, segtin
cada uno de los distintos niveles de razonamiento en la clasificacion de Noelting
(1980a, 1980b).

Se observa que el uso de las estrategias correctas para determinar el premio en el
juego justo (esperanza matematica y proporcionalidad inversa) aumenta con el nivel de
razonamiento segun Noelting (1980a, 1980b) y mas de la mitad de los alumnos de los
niveles IIIA y IIIB utilizaron estas estrategias. De forma menos sistematica, también
aumenta la proporcion de los que calculan correctamente las probabilidades de ambos
jugadores. La puntuacion media por nivel es de 1,9 (nivel 0), 1,4 (nivel 1A), 1,8 (nivel
IB), 2,2 (nivel IIA), 2,6 (nivel IIB), 2,8 (nivel IIIA) y 3,4 (nivel IIIB). En cambio, la
proporcion de los que tienen estrategias incorrectas o sesgos de razonamiento disminuye
al aumentar el nivel de razonamiento proporcional.

Tabla 5.8.3. Porcentaje de estudiantes segtin la estrategia en el juego equitativo
y razonamiento proporcional

Nivel de razonamiento proporcional

Respuesta Puntaje 0 IA  IB IIA IIB IIIA I1IIB
Estimacion 4 Esperanza matematica 26 65 28 6,0 11,8 23,1 28,6
correcta del 4 Proporcionalidad inversa 25,6 258 394 38,8 45,1 34,6 42,9
premio Estimacién correcta, con 20,5 32 28 11,9 59 11,6 0,0
3 argumento confuso o sin
argumento
Calculo Estimacion incorrecta del premio 5,1 1,5 39 38 28,5
correcto de y probabilidad correcta
la ) Probabilidad correcta sin estimar 1,4 2,0
probabilidad el premio
sin estimar 1 No calcula, pero observa 26 32 42 15 2,0 3.8
el premio probabilidades diferentes
Respuesta Probabilidad y premio incorrectos 10,3 32,3 25,5 29,8 15,6 11,6
Incorrecta 0 Argumentos no matematicos 2,0
0 Enfoque en el resultado 2,6
0 Sesgo de equiprobabilidad 12,8 16,1 11,3 9,0 7.8
0 Respuesta incorrecta, confusa o 64 7,0 7,6
sin argumento
No responde 0 179 6,5 56 1,5 39 7,7

Estas tendencias son mas visibles en la Tabla 5.8.4, donde se resumen las
puntuaciones obtenidas en el {tem 7 (juego equitativo) en cada nivel de razonamiento.
Asi, encontramos tan s6lo un 28,2% de alumnos que alcanzaron 4 puntos en el nivel 0,

mientras que el 71,5% de los alumnos lograron la méxima puntuacion en el nivel I1IB.

259



Por el contrario, mientras que el 43,6% de los alumnos con puntuacion 0 se mantuvo en
el nivel 0 de la clasificacion de Noelting (1980a, 1980b), ningin alumno del nivel I1IB y
solo el 23,1% del nivel IIIA se mantuvo en ese nivel 0.

Tabla 5.8.4. Porcentaje de estudiantes con diferente puntacion en la comprension del juego
equitativo en cada nivel de razonamiento proporcional

Puntuacién 0 1A IB A 1B 1A 1B
4 28,2 32,3 422 44,8 56,9 57,7 71,5
3 20,5 32 2,8 11,9 5,9 11,6
2 5,1 1,4 1,5 5,9 3,8 28,5
1 2,6 32 42 1,5 2,0 3,8
0 43,6 613 49.4 40,3 29,3 23,1

Todos los resultados anteriores se ven confirmados por el estudio de las
correlaciones entre las distintas variables consideradas (Ver Tabla 5.8.5). Se observa
que el coeficiente de correlacion entre el nivel de razonamiento proporcional y las
puntuaciones de comprension del juego equitativo es mayor que entre el nivel de
razonamiento proporcional con el curso escolar, y la que existe entre las puntuaciones
de comprension del juego equitativo y el curso escolar. Estos valores de correlacion son
pequetios, pero estadisticamente significativos; en particular, la correlacion entre la
comprension del juego equitativo y el nivel de razonamiento proporcional es altamente
significativa.

Tabla 5.8.5. Coeficientes de correlacion entre el razonamiento proporcional, puntuacion den la
comprension del juego equitativo y curso

Puntuacion en la comprension ~ Valor p Curso Valor p
del juego equitativo
Nivel de razonamiento 0,210 0,000 0,124 0,034
proporcional
Curso 0,137 0,019

5.8.5. Discusién y conclusiones

Los resultados mostraron un incremento en el nivel de razonamiento
proporcional con el curso, aunque la edad a la que se alcanzan los niveles superiores fue
mayor que la asumida por Noelting (1980a, 1980b). Los niveles de dificultad descritos
por Pérez-Echeverria et al. (1986) fueron similares a la presente investigacion. El
porcentaje de estudiantes que aplicaron estrategias correctas en el problema del juego
equitativo también aumento6 con el curso de forma parecida a los estudiantes del estudio
de Schlottmann y Anderson (1994) para decidir la equitatividad del juego.

Una diferencia con Canizares (1997), es que en su investigacion muchos
estudiantes consideraban que solo eran equitativos los juegos en los que los dos
jugadores tenian la misma probabilidad de ganar. Creencias similares tuvieron nifios y

adultos en la investigacion de Batista et al. (2022). Tampoco se encontrd, en el presente
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estudio, ejemplos de las creencias erroneas descritas por Watson y Collis (1994), como
que los dispositivos aleatorios podian favorecer a un jugador o que las caracteristicas
fisicas pudieran afectar a la equidad del juego, lo que es razonable dadas las edades
superiores de los estudiantes del presente estudio. Ninguno de los estudiantes de la
muestra argumentd que algunos numeros tuvieran mas probabilidades de ocurrir, en
contradiccion con los resultados obtenidos por Vidakovic et al. (1998), lo cual hace
suponer que el estudiantado conocia muy bien las caracteristicas del dado como
dispositivo aleatorio. En consecuencia, en el presente estudio los estudiantes mostraron
un mejor razonamiento proporcional y probabilistico, que se le puede atribuir a la
ensefanza de probabilidad que habian recibido en los cursos anteriores.

Es importante sefialar que se evidencié una relacion entre la comprension de la
equitatividad de un juego y el nivel de razonamiento proporcional. Los participantes en
los niveles mas altos de razonamiento proporcional aplicaron con mas frecuencia
estrategias y argumentos correctos en su estudio de la equitatividad del juego. Este
hecho quedd confirmado por una correlacion significativa entre la puntuacion otorgada
a la correccion en la determinacion de la equitatividad del juego y el nivel de
razonamiento proporcional.

Por ultimo, hay que advertir que el razonamiento proporcional es una de las
principales competencias de los alumnos, porque influye en la comprension de la
probabilidad, el algebra, la medida y otros contenidos matematicos (Burgos y Godino,
2020; Lamon, 2007). Sin embargo, en el presente estudio, pocos estudiantes de 10°
curso alcanzaron el maximo nivel IIIB en la clasificacion de Noelting (1980a, 1980b).
Este hecho puede impedir su progreso en el aprendizaje de otros temas matematicos v,
en consecuencia, es necesario prestar atencion al nivel de razonamiento proporcional de

los alumnos a la hora de organizar la ensefianza.

5.9. CONSTRUCCION DE ESPACIOS MUESTRALES Y RAZONAMIENTO
PROPORCIONAL
5.9.1. Introduccion
El espacio muestral (o conjunto de sucesos posibles de un experimento aleatorio)
es fundamental en el estudio de la probabilidad (Langrall y Mooney, 2005; Lima y
Borba, 2021; Nunes et al., 2014), pues su composicioén se debe identificar para resolver
cualquier problema probabilistico. En Costa Rica, los estudiantes comienzan a

familiarizarse con el espacio muestral en el primer ciclo de Educacién Primaria (1° a 3°
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curso), donde identifican situaciones aleatorias y seguras y clasifican los sucesos en mas
o menos probables. Contintan este estudio el resto de la Educacion Primaria,
clasificando los sucesos en seguros, probables, equiprobables e imposibles; obteniendo
la probabilidad de un suceso en 6° curso. En 8°y 9° (Educacion Secundaria) se retoman
estos conceptos, pero brindando una mayor precision matematica, y en 10° curso se
formalizan las reglas basicas de la probabilidad.

A pesar de su aparente sencillez, varias investigaciones (Chernoff y Zazkis,
2011; Hernédndez-Solis et al., 2021c) informan de las dificultades de los estudiantes.
Parte de estos problemas podrian explicarse por un nivel de razonamiento proporcional
insuficiente, debido a su relaciéon con el pensamiento combinatorio, requerido en la
construccion de un espacio muestral (Zapata-Cardona, 2018).

Como ya se ha repetido en las secciones anteriores, el razonamiento
proporcional ha recibido un gran interés en la investigacion didactica. Sin embargo, no
se encuentran estudios que analicen empiricamente la relacién entre el razonamiento
proporcional y la competencia en la construccion del espacio muestral. Igualmente, son
muy escasas las relacionadas con la construccion del espacio muestral, a excepcion del
trabajo previo (Hernandez-Solis et al., 2021c).

Para completar estas carencias, en esta seccion se describen resultados de
nuestro estudio, en el que se trata de relacionar estos dos conocimientos en estudiantes
costarricenses de 11 a 16 afios de edad. Con ello se aborda el quinto objetivo del

Estudio 2, enunciado en la forma siguiente:

03.5. Estudiar si existe relacion entre el nivel de razonamiento proporcional

de los estudiantes costarricenses y los resultados obtenidos en tareas de

construccion de espacios muestrales.

En las secciones siguientes se describe la estructura de los items, categorias de
analisis de estrategias, los resultados y conclusiones obtenidas en nuestro estudio,

incluidos en la siguiente publicacion aceptada:

Hernandez-Solis, L.A., Batanero, C. y Gea, M.M. (en prensa). Razonamiento proporcional y
construccion de espacios muestrales asociados a distintos tipos de sucesos por estudiantes
costarricenses. Revista de Educacion Estadistica.

5.9.2. Estructura de los items
Los items de comparacion de razones se describieron en la Seccion 5.5.2 y los

dos items que aparecen en la Figura 5.9.1 se afiadieron, tanto al cuestionario A como al
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B, para nuestro estudio sobre la construccidon de espacios muestrales. En ellos se pide al
estudiante construir un espacio muestral para que el suceso “gana Maria” sea,
respectivamente: seguro, equiprobable a su complementario o imposible. Su resolucion
implica la comprension del experimento aleatorio y los sucesos: posible, favorable
(gana Maria) y desfavorable (no gana Maria), seguro, equiprobable a su
complementario e imposible, segiin cada apartado. Los items han sido tomados de
Hernandez-Solis et al. (2021c), modificandose el ftem 7, cuyas ruletas estaban divididas

en 4 partes y se solicitaba escribir un numeral en los sectores, en lugar de colorearlos.

item 7. Maria y Esteban juegan con una ruleta dividida en seis partes iguales. Maria gana un premio si

la aguja que gira cae en una parte pintada de color negro y Esteban gana si cae en una parte pintada de

color blanco. Pinta en las siguientes ruletas tantas partes negras y blancas, como consideres oportuno,
ara que ocurra:

(a) Maria gana seguro (b) Maria y Esteban tienen igual | (c) Es imposible que Maria
probabilidad de ganar gane

item 8. En un juego se saca, sin mirar, una bola de una caja. Si ésta es de color negro Maria gana y si
es de color blanco Esteban gana. Dibuja y colorea en las siguientes cajas tantas bolas negras y blancas,
como consideres oportuno, para que:

(a) Sea seguro que Maria gane | (b) Sea igual de probable que (c) Sea imposible que Maria
gane Maria o Esteban gane

Figura 5.9.1. ftems de construccion de espacios muestrales

En el ftem 7 (ruletas) la probabilidad de los dos sucesos diferentes (blanco y
negro) dependera del nimero de sectores coloreados de cada color. Para que Maria gane
con seguridad, todos los sectores de la ruleta deben colorearse en negro y todos en
blanco para que sea imposible que Maria gane. La equiprobabilidad entre ganar y perder
se logra coloreando la mitad de los sectores de cada color.

En el ftem 8 se debe formar un espacio muestral con cualquier nimero de bolas
blancas y negras. Si todas las bolas son negras, se logra el suceso seguro (Maria gana), y
si todas son blancas, el imposible (Maria pierde). El suceso equiprobable a su
complementario se logra si en la urna se representan el mismo nimero de bolas blancas
y negras.

Se usan los dos contextos porque la ruleta favorece las comparaciones de tipo

parte-todo, mientras las urnas favorecen la comparacion parte-parte (Cafiizares, 1997).
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Ademas, en Hernandez-Solis et al., (2021c) fue levemente mas dificil el contexto de
ruletas y se desea comprobar si el nivel de dificultad se mantiene al cambiar la division
en partes de las ruletas; asimismo, ver si existen diferencias con una muestra de

estudiantes mucho mayor y de mayor amplitud en edad.

5.9.3. Categorias de analisis de estrategias

A continuacion, se describen las categorias usadas para clasificar las respuestas
de los estudiantes en los ftems 7 y 8 sobre construccion de espacios muestrales. Las
correspondientes a la comparacion de razones se describen en la Seccion 5.5.3.

En los items de construccion de espacio muestrales se codificé la respuesta
proporcionada para cada apartado del item como correcta o incorrecta y, entre estas
ultimas, se diferenci6 el tipo de sucesos implicado por el espacio muestral construido,
siguiendo los criterios utilizados en Herndndez-Solis et al. (2021¢):

Espacio muestral que proporciona un suceso seguro. La respuesta seria correcta
si se construye un espacio muestral formado solo por casos favorables al suceso Maria
gana. En la Figura 5.9.2 se muestran algunos ejemplos incorrectos. En el primero
(ruletas), la probabilidad de ganar Maria seria 5/6, es decir, se confunde el suceso
“seguro” con el suceso “muy probable”. En el ejemplo incorrecto para el contexto de
urnas, se construye también un espacio muestral para el suceso “muy probable que
Maria gane”, ya que la probabilidad de que Maria gane es 6/8. La confusion entre muy
probable y seguro aparecid en las investigaciones de Cafiizares (1997), Green (1982) y

Hernandez-Salmeron et al. (2017).

Incorrecto, ruletas Incorrecto, urnas

Figura 5.9.2. Espacios muestrales incorrectos para el suceso seguro.

Espacio muestral que proporciona un suceso equiprobable a su
complementario. El segundo apartado de los ftems 7 y 8 solicita al estudiante construir
un espacio muestral tal que los sucesos ‘“Maria gana” y ‘“Maria pierde” sean
equiprobables. La respuesta correcta consiste en incluir el mismo numero de casos

favorables y desfavorables en el espacio muestral. En la Figura 5.9.3 se presentan
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algunas respuestas incorrectas con dos casos favorables y cuatro desfavorables. En el
primero, se unen sectores blancos adjuntos como un solo suceso elemental; asi, el
estudiante considera que hay dos casos favorables y dos casos desfavorables. En el
segundo se mostraria el sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre, 1992), al considerar
equiprobable cualquier resultado de un experimento aleatorio, independientemente del
numero de casos favorables y posibles. Es factible que el estudiante haya considerado
solo el color de resultado, sin tener en cuenta su probabilidad, pues Chernoff y Zazkis
(2011) y Nilsson (2007) indican que los espacios muestrales supuestos por los

estudiantes no siempre coinciden con los normativos.

Incorrecto, ruletas Incorrecto, urnas

Figura 5.9.3. Espacios muestrales incorrectos para el suceso equiprobable a su complementario

Espacio muestral que corresponde a un suceso imposible. La ultima tarea
consiste en determinar un espacio muestral que haga imposible que Maria gane el juego,
para lo cual, el espacio muestral ha de estar compuesto totalmente por sucesos
desfavorables. Se presentan en la Figura 5.9.4, ejemplos incorrectos que evidencian
confusion entre sucesos probables (ejemplo en ruletas) o muy poco probables (ejemplo
en urnas) e imposibles, citado por Cafizares (1997), Green (1982) y Hernandez-
Salmerén et al. (2017). Al considerar el suceso imposible, los estudiantes incluyen

algunos casos favorables, aunque proponen menos casos favorables que desfavorables.

Incorrecto, ruletas Incorrecto, urnas

Figura 5.9.4. Espacios muestrales construidos para un suceso imposible.

5.9.4. Resultados
A continuacion, se presentan los resultados obtenidos en la construccion de

espacios muestrales en contextos de ruletas y de urnas, para finalmente analizar la
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relacion entre este tipo de tareas y aquellas que evaltan el nivel de razonamiento

proporcional, que se han descrito en la Seccion 5.5.4.

Espacios muestrales construidos en contexto de ruletas

En la Tabla 5.9.1 se presenta el porcentaje de estudiantes que en cada curso
construye un espacio muestral correcto para cada tipo de suceso en contexto de ruletas,
y en la Tabla 5.9.2 se clasifican las respuestas, segin el espacio muestral construido,
resaltando con negrita las correctas.

Tabla 5.9.1. Porcentaje de estudiantes que construyen correctamente el espacio muestral
por curso en el Item 7 (ruletas)
Suceso solicitado

Curso

Seguro Equiprobable a su complementario Imposible
6° 25,0 88,2 36,8
7° 55,8 90,4 65,4
8° 34,4 87,5 48,4
9° 51,9 80,8 57,7
10° 41,1 91,1 46,4

Tabla 5.9.2 Porcentaje de respuestas en cada apartado del ftem 7 (ruletas)

Suceso solicitado

Espacio muestral construido

Seguro Equiprobable a su complementario  Imposible

Suceso seguro 40,4 0,3 1,7
Suceso muy probable 37,7 0,7 1,7
Suceso equiprobable a su 5,1 87,7 1,7
complementario

Suceso posible 7,9 3,4 9,2
Suceso poco probable 2,7 2,1 29,5
Suceso imposible 0,7 0,7 50,0
Construccion confusa 0,3

No responde 5,5 4.8 6,2

Se observa, en la Tabla 5.9.1, que es mucho mas sencillo construir el espacio
muestral que lleva a un suceso equiprobable a su complementario en el juego propuesto,
pues casi el 90% en todos los cursos lo realiza correctamente, creciendo ligeramente el
porcentaje con el curso. Es bastante mas dificil responder a los otros apartados, en
particular para los estudiantes de 6° curso; y no se observa un patron regular de mejora
de las respuestas con el curso escolar. El porcentaje de nifios de 6° curso que resuelven
adecuadamente la pregunta sobre el suceso seguro es algo menor que el obtenido en
Hernandez-Solis et al. (2021c¢) (34,5%) y mayor para el suceso imposible que en aquel
caso (35,5%).

Los principales errores, como se observa en la Tabla 5.9.2, fueron confundir
suceso seguro con suceso muy probable y suceso imposible con suceso poco probable,
coincidiendo con los resultados obtenidos por Canizares (1997), Green (1982), Groth et

al. (2020) y Hernandez-Salmeroén et al. (2017).
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Espacios muestrales construidos en contexto de urnas

En la Tabla 5.9.3 se presenta el porcentaje de estudiantes que construye un
espacio muestral correcto para cada tipo de sucesos (seguro, equiprobable a su
complementario e imposible) en contexto de urnas en cada curso, y en la Tabla 5.9.4 se
clasifican las respuestas por espacio muestral construido, resaltando en negrita la
respuesta correcta.

Tabla 5.9.3. Porcentaje de estudiantes que construyen correctamente el espacio muestral
por curso en el Item 8§ (urnas)
Suceso solicitado

Curso Seguro Suceso equiprobable a su complementario Imposible
6° 22,1 89,7 33,8
7° 50,0 92,3 67,3
8° 35,9 87,5 51,6
9° 442 84,6 55,8
10° 41,1 89,3 48,2

Tabla 5.9.4. Porcentaje de respuestas en cada apartado del ftem 8 (urnas)
Suceso solicitado
Seguro Equiprobable a su complementario  Imposible

Espacio muestral construido

Suceso seguro 37,7 3,1

Suceso muy probable 42,1 0,3 2,1

Suceso equiprobable a su complementario 0,7 88,7 0,3

Suceso posible 7,5 3,4 5,1

Suceso poco probable 2,7 0,7 32,9
Suceso imposible 2,7 0,4 50,3
Construccion confusa 0,4

No responde 6,2 6,5 6,2

Al comparar con los trabajos sobre comprension del lenguaje de probabilidad,
encontramos que Green (1982) obtuvo 40%, 44% y 57% de respuestas correctas para el
significado de “no puede ocurrir” en los cursos 6°, 7°y 8% 18%, 25% y 34% para “igual
posibilidad” y 84%, 84% y 89% para “imposible”. Por su parte, Canizares (1997)
obtuvo 46,2%, 55,2% y 65,8% para “no puede ocurrir”, 42,9%, 52,9% y 58,5% para la
frase “igual posibilidad” y 81%, 83,9% y 78,1% para “imposible”. En ambos estudios,
la mayor dificultad fue comprender la idea de suceso seguro (siempre ocurre) y
equiprobable (igual posibilidad).

Los resultados obtenidos son inferiores en los dos items, pero la tarea es mas
compleja puesto que se pide, ademas de comprender el lenguaje de probabilidad,
construir el espacio muestral. Por otro lado, no se observa tan claramente un progreso en
la tarea con el curso escolar como en las citadas investigaciones. Esto puede deberse a
que este tipo de tareas no es comun en la ensefianza matematica costarricense ni en los

libros de texto que se emplean en el sistema educativo.
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Relacion entre la competencia de construir de espacios muestrales y el nivel de
razonamiento proporcional

En la Tabla 5.9.5 se presenta el porcentaje de estudiantes que construye un
espacio muestral correcto para cada tipo de sucesos (seguro, equiprobable e imposible)
por nivel de razonamiento probabilistico en contexto de ruletas y en la Tabla 5.9.6 en
contextos de urnas.

Tabla 5.9.5. Porcentaje de estudiantes que construyen correctamente el espacio muestral en
contexto de ruletas por nivel de razonamiento proporcional

Nivel razonamiento Suceso solicitado

proporcional Seguro  Equiprobable a su complementario  Imposible
0 38,5 74,4 46,2
1A 19,4 83,9 38,7
IB 19,7 84,5 35,2
A 40,3 92,5 47,8
1B 56,9 94,1 66,7
1A 80,8 96,2 73,1
1IB 85,7 85,7 85,7

Tabla 5.9.6. Porcentaje de estudiantes que construyen correctamente el espacio muestral en
contexto de urnas por nivel de razonamiento proporcional

Nivel razonamiento Suceso solicitado

proporcional Seguro  Equiprobable a su complementario  Imposible
0 15,4 69,2 35,9
IA 25,8 87,1 452
IB 22,5 91,5 36,6
A 38,8 94,0 49,3
1B 58,8 90,2 66,7
1A 69,2 96,2 76,9
111B 85,7 85,7 85,7

Se observa un crecimiento en funcidon del nivel de razonamiento proporcional,
practicamente en los tres tipos de sucesos y los dos contextos, mientras este crecimiento
no era tan visible en relacion al curso (Tablas 5.9.1 y 5.9.3). En particular, mientras el
porcentaje global de construcciones correctas para los sucesos seguro e imposible era
cercano al 40%, supera los 2/3 en los estudiantes que se sitian en los niveles de
razonamiento proporcional superiores.

Para analizar la posible significacion estadistica de estos resultados, en las
Tablas 5.9.7 y 5.9.8 se presentan las correlaciones no paramétricas entre el curso, nivel
de razonamiento proporcional y nimero de respuestas correctas para la construccion de
espacios muestrales en contexto de ruletas y en contexto de urnas, para los sucesos
seguro, equiprobable a su complementario e imposible, segin el niimero total de
espacios muestrales construidos, resaltando en negrita los resultados estadisticamente

significativos.
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Tabla 5.9.7. Correlaciones no paramétricas (Tau de Kendall) entre el nimero de espacios
muestrales correctos, nivel de razonamiento proporcional y curso escolar

Curso p Nivel razonamiento proporcional p

Curso ,097* ,037
Ruletas ,058 238 ,269%* ,000
Urnas ,068 162 ,310%* ,000
Suceso seguro ,097 ,056 ,300%** ,000
Suceso equiprobable a su ,012 ,818 ,185%* ,000
complementario

Suceso imposible ,055 278 J221%* ,000
Total espacios correctos ,065 ,169 ,292%* ,000

Tabla 5.9.8. Correlaciones no paramétricas (Rho de Spearman) entre el nimero de espacios
muestrales correctos, nivel de razonamiento proporcional y curso escolar

Curso p Nivel razonamiento proporcional p

Curso ,122% ,037
Ruletas ,070  ,230 ,324 ,000
Urnas ,079 178 ,360 ,000
Suceso seguro 112 ,055 ,358 ,000
Suceso equiprobable a su -0,14  ,818 212 ,000
complementario

Suceso imposible ,064 275 ,262 ,000
Total espacios correctos 079 175 ,362 ,000

Se observan correlaciones estadisticamente muy significativas entre el nivel de
razonamiento proporcional y cada una de las variables citadas, excepto la variable
curso, que no presenta correlacion con ninguna de las variables. Aunque las
correlaciones tienen un tamafio pequefio o moderado, son de sentido positivo, lo que
muestra una asociacion directa entre el nivel de razonamiento proporcional y la

construccion de espacios muestrales de cada uno de los tipos estudiados en el trabajo.

5.9.5. Discusién y conclusiones

En el estudio sobre la relacion entre el nivel de razonamiento proporcional,
segun la clasificacion de Noelting (1980a, 1980b), y la competencia en construccion de
espacios muestrales asociados a distintos tipos de sucesos, en contextos de urnas y de
ruletas, se ha encontrado asociacion estadistica directa entre estas variables,
confirmando la conjetura expuesta por autores como Zapata-Cardona (2018), no
probada anteriormente de forma empirica. Sin embargo, esta relacion estadistica no se
da con el curso escolar, lo que indica una posible dificultad en la combinatoria.

El refuerzo del razonamiento proporcional, como conclusiéon, mejoraria
igualmente la comprension de las ideas de imposible y seguro, que fueron dificiles para

los estudiantes, en general, al igual que en Cafizares (1997), Green (1982) y Groth et al.
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(2020). Dicha dificultad implica la falta de relacion entre el espacio muestral con la
mayor o menor posibilidad de cada resultado del experimento (Horvath y Lehrer, 1998).
Por otro lado, pudiera deberse a la dificultad en no separar bien los casos favorables y
desfavorables en los experimentos propuestos (Nilsson, 2007).

La dificultad se supera, sin embargo, en los estudiantes que razonan en los
niveles IIA y superiores de la clasificacion de Noelting (1908a, 1980b). Dada la relacion
entre la capacidad de construccion del espacio muestral, el razonamiento combinatorio
(Lockwood et al., 2020) y la resolucion de problemas de probabilidad (Nunes, et al.,
2014; Langrall y Mooney, 2005) la mejora del razonamiento proporcional repercutira en
la del razonamiento probabilistico de los estudiantes.

En las tareas propuestas se debe construir un espacio muestral a partir de ciertas
condiciones iniciales, lo que plantea un desafio para el estudiante al no ser una tarea
habitual para ellos, muchos de los cuales, sin embargo, la han completado
satisfactoriamente.

Aunque en un trabajo previo (Hernandez-Solis et al., 2020), el contexto de ruletas
fue levemente mas complejo que el de urnas (con una muestra mucho menor y
solamente de 6° curso), no se encontr6 mucha diferencia en el presente estudio que
incluye una muestra mayor en estudiantes de mayor edad. Dichas tareas podrian
utilizarse en el aula, para reforzar la articulacion entre combinatoria y probabilidad,
basada en la construccion de espacios muestrales (Lima y Borba, 2021). Al mismo
tiempo podrian contribuir a la mejora del razonamiento proporcional, dado la
importancia del contexto de los problemas proporcionales en su dificultad y las

estrategias con que los abordan los estudiantes (Supply et al., 2023).

5.10. CONCLUSIONES GENERALES DEL ESTUDIO 2 DE EVALUACION
5.10.1. Conclusiones sobre los objetivos

En esta seccion se discuten los resultados para cada uno de los objetivos de este
segundo estudio de evaluacion, los cuales desarrollan el tercer objetivo general de la

investigacion, enunciado del modo siguiente:

03.Estudiar la influencia del razonamiento proporcional en la comparacion de
probabilidades y resolucion de tareas probabilisticas en estudiantes
costarricenses y espanoles al finalizar la Educacion Primaria y a lo largo de la

Educacion Secundaria.
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Dicho objetivo se justifico por la falta de investigaciones especificas que
relacionasen el razonamiento probabilistico y proporcional en estudiantes
costarricenses. Ademas, en una parte de este estudio se compararian los resultados con
los de estudiantes espafoles de las mismas edades, puesto que las investigaciones sobre
el tema en Espafia son escasas y tampoco se han encontrado estudios comparativos

como el pretendido. Seguidamente se desglosaron los siguientes objetivos especificos:

03.1. Estudiar el razonamiento proporcional de los estudiantes costarricenses y
espanoles al finalizar la Educacion Primaria y a lo largo de la Educacion
Secundaria.

En el cuestionario de evaluacion aparecen una serie de items sobre comparacion
de razones que tienen en cuenta seis niveles consecutivos de razonamiento proporcional
en la clasificaciéon de Noelting (1980a, 1980b), lo que permitié analizar y comparar
diferentes variables relacionadas con el razonamiento proporcional de estudiantes
costarricenses y espafoles de los cursos 6° a 10°.

En una muestra de 704 estudiantes se proporcion6 informacion detallada del
porcentaje de respuestas correctas a cada item en los diferentes cursos escolares, asi
como de sus estrategias correctas e incorrectas para resolver las tareas. Dichas
estrategias varian con el nivel de razonamiento de la clasificacion de Noelting
(1980a,1980b) requerido en la tarea.

Se obtuvo un gran porcentaje de éxito en los items de nivel de razonamiento
proporcional IA y IB en todos los cursos, pues los estudiantes utilizaron para resolverlos
estrategias de una variable o aditivas, que eran validas para estos niveles. Fueron mas
dificiles los items de niveles superiores, al igual que ocurri6 en Pérez-Echeverria et al.
(1986), aunque en el presente estudio se obtiene una mayor variedad de estrategias.

Hay que notar que los estudiantes de la muestra parecen razonar a niveles
inferiores que los supuestos en la teoria de Noelting (1980a, 1980b), resultado que
debiera tenerse en cuenta por los profesores, por la importancia del razonamiento
proporcional en el razonamiento algebraico elemental y el desarrollo del pensamiento

formal (Burgos y Godino, 2019; Kieren, 2020; Obando et al., 2014).

03.2. Estudiar la relacion existente entre el nivel de razonamiento proporcional de las
tareas resueltas por los estudiantes de la muestra en la comparacion de razones

v de probabilidades en urnas.
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Para desarrollar este objetivo, se incluyo en el cuestionario una serie de items
que planteaban la comparacion de probabilidades en urnas, que correspondian a los
diferentes niveles de razonamiento proporcional de la clasificacion de Noelting
(1980a,1980b). Estos items fueron similares a los utilizados por Green (1982) y
Caiiizares (1997). Para la misma muestra de 704 estudiantes espafoles y costarricenses
se analizaron cada una de las siguientes variables: a) porcentaje de respuestas correctas
por item, pais y curso escolar; b) porcentaje de estrategias correctas en la comparacion
de probabilidades por curso y pais, comparandolas con las obtenidas en la comparacioén
de razones; c) porcentaje promedio de comparacion de probabilidades y razones por
curso y pais; y d) nivel de razonamiento en los items de comparacion de probabilidades
comparando con el nivel de razonamiento proporcional en la comparacion de razones.

La dificultad de los problemas crecié rapidamente con el nivel de razonamiento
proporcional de los problemas, siendo, en general, mas dificiles los problemas de
probabilidad que los de proporcionalidad, en consonancia con Berrocal (1990). Otro
resultado fue que los niveles de dificultad en la investigacion de Pérez-Echeverria et al.
(1986) no se conservaron en los problemas de comparacion de probabilidades, pero si
en los de razones. Las estrategias multiplicativas encontradas en el 10% de los
estudiantes de Pérez-Echeverria et al. (1986) fueron muy escasas en la muestra de
nuestro estudio.

Por otro lado, fue escasa la existencia de sesgos como el de equiprobabilidad
(Lecoutre y Durand, 1988) o enfoque en el resultado (Konold, 1989), asi como el uso de

estrategias subejtivas.

03.3. Estudiar la relacion existente, con los estudiantes costarricenses de la muestra,
entre el nivel de razonamiento proporcional en la resolucion de tareas en
comparacion de razones y de probabilidades en ruletas.

Este estudio se llevd a cabo unicamente con la muestra de estudiantes
costarricenses (292 estudiantes), para poder finalizar en un tiempo razonable la tesis,
aunque se piensa en el futuro completar el estudio comparado. Igualmente, se ha
procedido para alcanzar el resto de los objetivos que se discuten en lo que sigue.

No obstante, incluso con los estudiantes de un solo pais, se han obtenido
resultados interesantes en el estudio de estos items, uno de los cuales ha sido el cambio
de las estrategias de resolucion de los problemas de comparacion de probabilidades en

urnas, por un uso mayoritario y casi siempre correcto de comparacion de areas.
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Se obtuvo un alto porcentaje de respuesta correcta en los items de los niveles 1A,
IB y IIA, que resultaron muy sencillos, incluso para los estudiantes de 6° curso de
Educacion Primaria. La dificultad aument6 en los niveles siguientes, aunque se produjo
una mejora general con el curso en todas las tareas.

La comparacion de probabilidades en ruletas fue mas sencilla que la de razones
(en los problemas de mezcla), quizés porque el primer contexto favorece la idea de
razén como comparacion de parte con todo y el segundo la comparacion de parte con
parte (vasos de agua vs vasos de zumo ). Ademas, se obtuvo menor nimero de
respuestas correctas en los items sesgados, respecto a los no sesgados, para el mismo
nivel de razonamiento, debido al sesgo de distribucion sefialado por Canizares (1997),
Green (1982) y Maury (1984).

En cuanto a las estrategias en la comparacién de probabilidades, en general, su
seleccion de la opcidon dependia de las caracteristicas del item. Se coincide con Giirbiiz
et al. (2014) en que muchos estudiantes resolvieron correctamente las tareas
comparando las areas de sectores blancos y negros, una estrategia que es especifica para

la comparacion de ruletas.

03.4. Estudiar si existe relacion entre el éxito en tareas de comparacion de razones de
diferente nivel de razonamiento proporcional de los estudiantes costarricenses y
los resultados obtenidos en la resolucion de una tarea de juego equitativo.

Este objetivo se aborda en la Seccidn 5.8, donde se evaluaron conjuntamente la
comprension de los juegos equitativos y el nivel de razonamiento proporcional en una
muestra de estudiantes costarricenses de 6° a 10° curso.

Como se mostrd en las Tablas 5.8.3 y 5.8.4, se observa una relacion entre la
comprension de la equitatividad de un juego y el nivel de razonamiento proporcional.
En estas tablas, claramente aumenta el porcentaje de estrategias correctas en la
resolucion del problema de juego justo con el nivel de razonamiento proporcional de la
clasificacion de Noelting (1980a, 1980b), Por otro lado, el porcentaje de estrategias
incorrectas o sesgos de razonamiento disminuye al aumentar el nivel proporcional.

Esta relacion quedd evidenciada por una correlacion significativa entre la
puntuacion otorgada a la correccion en la determinacion de la equitatividad del juego y

el nivel de razonamiento proporcional que se presenta en la Tabla 5.8.5.
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03.5. Estudiar si existe relacion entre el nivel de razonamiento proporcional de los
estudiantes costarricenses y los resultados obtenidos en tareas de construccion
de espacios muestrales.

Se tratdé de responder a este objetivo en la Seccion 5.9, en que se analiza los
resultados en los items de comparacion de razones y otros dos en construccion de un
espacio muestral asociado a la idea de los siguientes sucesos: seguro, imposible y
equiprobable a su complementario.

Los resultados muestran una relacion estadisticamente significativa entre el nivel
de razonamiento proporcional y el numero de espacios muestrales construidos
correctamente, tanto en contexto de urnas como de ruletas.

Los resultados sugieren, por tanto, la necesidad de prestar atencion a la
comprension del lenguaje de probabilidad por parte de los estudiantes, lo que podria
llevarse a cabo en la ensefianza, teniendo en cuenta las ideas de Groth (2020) sobre
polisemia, interrelacion y multidimensionalidad. Es necesario que los estudiantes
reconozcan el caracter polisémico de las palabras seguro e imposible, la interrelacion
entre diferentes términos asociados al lenguaje de la probabilidad y que vayan
adquiriendo este lenguaje en forma incremental. Para ello sera importante que, ademas
de las estimaciones cuantitativas de la probabilidad, se utilicen expresiones cualitativas,
puesto que en ocasiones estas se comprenden posteriormente a la adquisicion de la
probabilidad numérica, y se descarte de este modo, los significados poco precisos que se

utilizan fuera del aula (Groth, 2020).

03.6. Estudiar la posible influencia de creencias de tipo subjetivo en la resolucion de
tareas probabilisticas.

En general, se encontr6 un bajo porcentaje de creencias de tipo subjetivo en la
resolucion de tareas probabilisticas planteadas en el cuestionario, estando presentes en
todos los items: el sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre, 1992), el enfoque en el
resultado (Konold, 1989) y algunas consideraciones fisicas. Este comportamiento puede
deberse a que los estudiantes de la muestra ya habian recibido ensefianza en
probabilidad en cursos anteriores, a diferencia, por ejemplo, de los estudios de
Caiiizares (1997) y Green (1982).

Por otro lado, en los items de comparacion de probabilidades en ruletas, se
encontraron mejores resultados en los items no sesgados que en los sesgados, aunque

estos tuvieran el mismo nivel de razonamiento proporcional (Noelting, 1980a, 1980b) y
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el mismo nivel de dificultad (Pérez-Echeverria et al., 1986), lo cual evidencia la
existencia moderada del sesgo de distribucion sefalado por Caiizares (1997), Green

(1982) y Maury (1984).

5.10.2. Conclusiones sobre las hipétesis
Seguidamente se presentan las hipdtesis relativas al segundo estudio de

evaluacion, que se iran discutiendo a lo largo de la seccion:

HI. Se espera encontrar correlacion entre el éxito en tareas de diferente nivel de
razonamiento proporcional alcanzado por los estudiantes de la muestra y el
curso escolar.

Esta hipodtesis se apoya especialmente en el estudio de Noelting (1980a, 1980b),
quien establece etapas en el desarrollo del razonamiento proporcional, segiin diversas
edades que incluyen las consideradas en la muestra de nuestro Estudio 2.

En diferentes secciones de este Capitulo, asi como en los correspondientes
articulos publicados, se han obtenido resultados consistentes con esta hipdtesis. Por
ejemplo, la Tabla 5.5.6 muestra que en cada curso escolar hay un mayor porcentaje de
estudiantes en los niveles superiores de razonamiento proporcional, disminuyendo el
correspondiente a los niveles inferiores. Sin embargo, en Noelting (1980a,1980b), los
porcentajes de estudiantes con edades similares a los de la muestra del presente estudio,
se ubican en niveles de razonamiento proporcional superior; es decir, pocos estudiantes
de nuestra muestra llegan al nivel de razonamiento proporcional en la edad proyectada
por Noelting (1980a,1980b).

Ademas, la correlacion entre el curso y el nivel de razonamiento proporcional,
que se calculd para los estudiantes costarricenses (ver Tabla 5.8.5) fue de pequena
intensidad, pero estadisticamente significativo (r = 0,124, p = 0,034). Se obtuvieron,
no obstante, algunas diferencias del nivel alcanzado en promedio entre grupos de
estudiantes del mismo curso espafiol y costarricense que se describen en la Seccion
5.5.4. Estas disparidades son logicas al haber pequenas diferencias en el curriculo de

matematicas y sistema educativo de los dos paises.

H2. Se espera encontrar correlacion entre el éxito de los estudiantes en tareas de
comparacion de probabilidades y tareas de comparacion de razones, segun la

clasificacion de Noelting (1980a, 1980b).
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Esta hipodtesis se confirma, tanto en lo que respecta a la comparacion de
probabilidades en urnas, como a la comparacion de probabilidades en ruletas.

Se encontr6 una correlacion entre el razonamiento proporcional y el
probabilistico, que fue mayor que la existente entre cualquiera de estas variables y el
curso escolar. El nimero de respuestas y argumentos correctos a los tres tipos de items
utilizados en el estudio también estan correlacionados. Sin embargo, la correlacion del
numero de problemas resueltos correctamente con el curso y del numero de items
sesgados resueltos correctamente con el nimero de problemas proporcionales correctos
ha sido muy pequefia.

Con ello, los resultados obtenidos contradicen los hallazgos de Berrocal (1990)
en los que la comparacion de probabilidades fue mas dificil que la comparacion de
razones. Esto fue especialmente notable en la comparacion de probabilidades en ruletas,
posiblemente debido a que los estudiantes entienden mejor la idea de razén como
comparacion de parte con todo (ruleta) que como comparacion de parte con parte

(urnas), como sugiere Caiizares (1997).

H3. Se sospecha que se encontraradn sesgos de razonamiento probabilistico, como el
de equiprobabilidad y el efecto de distribucion de sectores en los items de
comparacion de probabilidades en ruletas, que afectaran las estrategias y
resultados de los estudiantes en las tareas.

Aunque se encontraron sesgos como el de equiprobabilidad (Lecoutre, 1992) y
el enfoque en el resultado (Konold, 1989), fue menor de lo esperado en los estudiantes
de la muestra. Sin embargo, en la comparacion de probabilidades en ruletas, se observo,
aunque en una proporcion no muy alta, el sesgo de distribucion, citado por Cafiizares
(1997), Green (1982) y Maury (1984). Esto puede deberse a la instruccion recibida por

los estudiantes de la muestra.

H4. También se espera encontrar menor dificultad en los problemas planteados en
contextos de ruletas (continuo, que favorece la relacion parte-todo) que de
urnas (discreto, que favorece la relacion parte-parte).

Esta hipodtesis se confirma, ya que los estudiantes utilizaron con frecuencia la
comparacion de areas para resolver los problemas de ruletas, en lugar de recurrir a
estrategias de comparacion de razones. Por ello, utilizaron la idea de fraccion como

relacion parte-todo, mientras que en los problemas de urnas se decantaron por la
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comparacion parte-parte.

Sin embargo, la mayor facilidad no se conserva cuando en el item se incluye el
sesgo de distribucion descrito por Caiizares (1997), Green (1982) y Maury (1984). Es
decir, cuando en una de las ruletas los casos favorables aparecen alternados con los
desfavorables, aumenta la dificultad del problema, pues los estudiantes no logran aplicar
la comparacion de areas para resolverlos o la aplican incorrectamente. De hecho, los
porcentajes de respuestas correctas son menores en los items sesgados que en los no
sesgados, para el mismo nivel de razonamiento proporcional de la clasificacion de
Noelting (1980a, 1980b). Este hecho apunta a la existencia del sesgo de distribucion
sefalado por Canizares (1997), Green (1982) y Maury (1984).

H5. Igualmente se espera encontrar una relacion entre el nivel de razonamiento
proporcional alcanzado y el éxito en la construccion de espacios muestrales
(que implica el razonamiento combinatorio) y tareas asociadas al juego
equitativo (que implica la proporcionalidad inversa, al determinar las
esperanzas de ganancia de todos los jugadores cuando las probabilidades de

estos no son iguales).
Como ya se ha indicado, esta hipotesis se ha confirmado mediante el calculo de
coeficientes de correlacion entre las variables implicadas y el andlisis de los porcentajes
de estudiantes con estrategias correctas e incorrectas, segin los diversos niveles de

razonamiento proporcional.

H6. Finalmente, se supone una mejora del razonamiento en todas las tareas
respecto al progreso en un curso escolar superior.

Esta hipotesis se confirma en todas las tareas analizadas, aunque no con tanta
fuerza como se esperaba a priori, pues incluso en el ultimo curso son pocos los
estudiantes que resuelven los problemas correspondientes a un nivel de razonamiento
probabilistico superior.

El porcentaje de estudiantes que aplicaron estrategias correctas en la
comparacion de razones, comparacion de probabilidades y el problema del juego
equitativo, también aument6 con el curso. Por otro lado, no es claro el progreso con el
curso escolar en la tarea de construccion de espacios muestrales. Esto ultimo de forma
parecida a los estudiantes del estudio de Schlottmann y Anderson (1994) para decidir la

equitatividad del juego.
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CAPITULO 6: CONCLUSIONES

6.1. Introduccion

6.2. Conclusiones sobre los objetivos

6.3. Conclusiones sobre las hipotesis

6.4. Principales aportaciones y limitaciones del trabajo
6.5. Lineas de investigacion futuras

6.6. Implicaciones para la ensefianza

6.1. INTRODUCCION

En esta Memoria se ha presentado un trabajo de investigacion centrado en el
analisis de la influencia que tiene el razonamiento proporcional sobre la forma en que
los estudiantes resuelven diferentes tareas de probabilidad, que consta de dos
componentes diferenciados, el tedrico y el empirico.

El primero de estos componentes, de caracter tedrico, ha consistido en recopilar,
analizar y sintetizar los principales estudios de evaluacion sobre el razonamiento
proporcional y el razonamiento probabilistico de los estudiantes de Educacion Primaria
y Secundaria, asi como sobre otros puntos tratados en el trabajo. Con ello se trat6 de dar
soporte a la primera y segunda parte de la investigacion y situarla en el contexto de
otros trabajos.

En cuanto al componente empirico, la primera parte de la investigacion es un
estudio exploratorio con estudiantes de ultimo curso de Educacion Primaria
costarricense, que busco evaluar el razonamiento probabilistico a partir de la resolucion
de distintos problemas probabilisticos propuestos en un cuestionario; buscando
comparar los resultados obtenidos con los establecidos por Piaget e Inhelder (1951) para
la etapa en que se esperaba que estuviesen los nifios (alcanzando las operaciones
formales) y con otras investigaciones previas, en particular las de Cafiizares (1997) y
Green (1982).

A partir de los resultados de este primer estudio, se disefio el segundo estudio, el
cual tuvo como proposito analizar el razonamiento probabilistico y su relacion con el
nivel de desarrollo del razonamiento proporcional de estudiantes costarricenses y
espafoles, al finalizar la Educacion Primaria y a lo largo de la Educacion Secundaria. Se
justificéd el interés de llevar a cabo esta evaluacion debido a que la probabilidad se
incluye como tema basico en el curriculo de matematicas en toda la Educacion General

Basica en los dos paises. Ademas, son muy pocas las investigaciones realizadas con
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estudiantes en Espafia y ninguna en Costa Rica, sobre el nivel de razonamiento
probabilistico alcanzado por estos, una vez que han tenido educacion en probabilidad.

En particular, este tipo de investigacion cobra un interés especial en Costa Rica,
pues en la aprobacion en 2012 de nuevos programas de estudio de Matematicas para la
Educacion Primaria y Secundaria costarricense, se le dio un relieve mucho mayor al
area de Estadistica y Probabilidad respecto a los anteriores curriculos nacionales.

A continuacién, se exponen los principales logros obtenidos respecto a los
objetivos planteados, las conclusiones obtenidas sobre hipotesis iniciales expuestas en el
Capitulo 1, las principales aportaciones obtenidas y las limitaciones de la investigacion,
asi como algunas sugerencias para continuar con el tema, finalizando con algunas

implicaciones para la ensefianza de la probabilidad.

6.2. CONCLUSIONES SOBRE LOS OBJETIVOS
En esta seccion se discuten los logros alcanzados para cada uno de los objetivos

iniciales de la investigacion, planteados en el Capitulo 1.

Ol.  Realizar una sintesis de los principales trabajos de investigacion
anteriores al realizado en esta tesis, que permita situar los resultados obtenidos,
dentro de una panoramica mas amplia, en el campo de la Educacion
Estadistica.

Este objetivo ha quedado ampliamente cubierto, como se puede comprobar en el
Capitulo 2, en el cual se expone una sintesis metddica de la investigacion sobre la
emergencia del razonamiento probabilistico en los nifios y adolescentes, asi como sobre
los estudios relacionados con la comparacion de probabilidades. Dicha sintesis fue
elaborada a partir de un trabajo sistematico y riguroso de busqueda, clasificacion,
lectura, resumen y comparacion de la bibliografia recogida. Se completaron estos dos
trabajos de sintesis, que dieron origen a sendos articulos publicados en revistas
indexadas en Scopus, con un resumen de investigaciones sobre juego equitativo,
construccion del espacio muestral y algunas investigaciones sobre razonamiento
proporcional, que también han permitido sentar las bases de la investigacion.

Entre otras conclusiones, se observdo un incremento del interés por la
investigacion en la didactica de la probabilidad en los ultimos afos, en especial, la

relacionada con estudiantes de Educacion Primaria y Secundaria, lo que justifica mas
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aun el interés de nuestra investigacion. También se observo la escasez de trabajos que

relacionasen el razonamiento proporcional y probabilistico de los estudiantes; asi como

de estudios en el tema con estudiantes costarricenses.

02.  Evaluar el razonamiento probabilistico en estudiantes de ultimo ario de
la educacion primaria costarricense, a partir de la resolucion de distintos
problemas probabilisticos propuestos en un cuestionario.

Este objetivo se ha alcanzado mediante el Estudio 1 de nuestra investigacion,

que fue una primera etapa para analizar el razonamiento probabilistico en problemas

elementales, utilizados en investigaciones previas con estudiantes sin instruccion en el

tema. En este primer estudio, se disend un cuestionario que fue completado por una

pequeiia muestra de estudiantes costarricenses de sexto curso de Educacion Primaria,

analizando con detalle sus respuestas. Los resultados y conclusiones obtenidos sirvieron

de base para disefar el Estudio 2, ademas de dar como resultado una serie de articulos

de investigacion descritos en el Capitulo 3. Las principales conclusiones obtenidas

fueron las siguientes:

En los items de calculo de probabilidades simples, los porcentajes de respuestas
correctas en dicho estudio fueron superiores o similares a los de estudios previos
con los que se realizo la comparacion. Se presume que estos resultados pudieron
deberse a que este tipo de tareas (experimentos con una sola urna), se aproximan
mas al tipo de problemas que pueden haber estudiado los nifios en los cursos
anteriores, de acuerdo a lo revisado en los libros de texto utilizados y a las
entrevistas con sus docentes.

Algunos de los problemas propuestos de comparacion de probabilidades fueron
dificiles para los ninos de la muestra, lo que nos llevaria en el Estudio 2 a ampliar
el rango de edad de los participantes, para analizar si en cursos superiores
persistian estas dificultades o habia una mejoria en los resultados.

Asimismo, aunque los estudiantes mostraron buena comprension del significado
de un juego justo, se evidenciaron dificultades al justificar la equiparacion de
ganancia segun la esperanza de ganar de cada jugador, lo que es debido a una
falta de desarrollo de razonamiento proporcional. Esto también motivé y orientd
el disefio del Estudio 2, donde se incluyd en el cuestionario un item sobre

determinacion de la ganancia en un juego equitativo, similar al item 2 del
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03.

cuestionario del primer estudio.

Se observo que varias tareas se relacionaban con el razonamiento proporcional,
por lo que se decidio, para el Estudio 2, incluir una serie de items que permitieran
evaluar también el razonamiento proporcional de los estudiantes, para ponerlo en
relacion con su competencia en diversas tareas probabilisticas.

Los estudiantes participantes mostraron un grado razonable de razonamiento
probabilistico en tareas como la construccion de un espacio muestral, paso
importante en el estudio de la probabilidad (Bryant y Nunes, 2012). En esta tarea
influy6 el lenguaje, sin duda, que les permite interpretar las tareas de
probabilidad que se les plantean (Amir y Williams, 1999). Sin embargo, hubo
dificultades al construir los espacios muestrales asociados a los sucesos seguro e
imposible, por lo que se quiso investigar si estas dificultades disminuian o
desaparecian en estudiantes de cursos superiores.

En el estudio aparecieron ejemplos de argumentos que pudieron ser influenciados
por sesgos o creencias de tipo subjetivo. Aunque el porcentaje de sesgos fue
pequefio en los items de contexto discreto, fue mayor en el relacionado con
dispositivos continuos, en particular, el orden de colocacion de los nimeros en
los sectores del trompo. Esto ultimo, motivo el estudiar especificamente la
existencia del sesgo de distribucion senalado por Canizares (1997), Green (1982)

y Maury (1984), en estudiantes de cursos superiores.

Estudiar la influencia del razonamiento proporcional en la comparacion de
probabilidades y resolucion de tareas probabilisticas en estudiantes
costarricenses y espanoles al finalizar la Educacion Primaria y a lo largo de la
Educacion Secundaria.

Para lograr este objetivo se construyd un cuestionario valido y fiable, siguiendo

las normas psicométricas de AERA, APA y NCME (2014), que se describe, junto con el

proceso seguido para su disefo, en el Capitulo 4.

Los items considerados finalmente en las dos partes en que se dividio el

cuestionario incluyen los niveles de razonamiento proporcional de la clasificacion de
Noelting (1980a, 1980b), desde el nivel IA hasta el nivel IIIB (excepto el nivel IC),
tanto en tareas de razonamiento proporcional, como de comparacion de probabilidades

(contextos de urnas y ruletas), para poder relacionar los resultados de los estudiantes en
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estos dos tipos de tareas. También se afiaden al cuestionario algunas tareas asociadas a
la comprension del juego equitativo y a la construccion de espacios muestrales, con el
propodsito de analizar si el nivel de logro en la resolucion de estas tiene alguna
correlacion con el nivel de razonamiento proporcional evidenciado.

Ademas, se incluyeron algunos items que evaluan el sesgo de distribucion,
descritos en las investigaciones previas (Caifizares, 1997; Green, 1982; Maury, 1984).
Para todos los temas considerados se ha proporcionado detalle del porcentaje de
respuestas correctas y se han clasificado las diversas estrategias de resolucion tanto
correctas como incorrectas. Ademas, se han comparado los resultados por curso escolar
y nivel de razonamiento proporcional del item (cuando procede). Las conclusiones
obtenidas del Estudio 2 se han discutido ampliamente en el Capitulo 5 y dieron lugar a
una serie de publicaciones que se describen en dicho capitulo. Las mas importantes de
estas conclusiones fueron las siguientes:

e Se observa que pocos estudiantes, incluso en el 10° curso (Costa Rica) o 4° de la
ESO (Espafa), resuelven correctamente la totalidad de problemas;
especificamente, son muy complicados los items correspondientes a los niveles
de razonamiento proporcional IIIA y IIIB, por lo que, en la muestra del Estudio
2, la edad esperada en que se alcanza dicho razonamiento es mayor que la
supuesta por Noelting (1980a, 1980b).

e Se encontraron correlaciones estadisticamente significativas entre el nivel de
razonamiento proporcional en que se situa un estudiante y sus resultados en el
nivel de razonamiento probabilistico en comparacion de probabilidades en urnas
y en ruletas, construccion del espacio muestral y comprensiéon del juego
equitativo. Aunque estas correlaciones son de intensidad pequefia, este estudio
las muestra, por primera vez, en varios tipos de tarea; y supera a la relacion entre
el nivel de razonamiento proporcional y el curso escolar.

e Hubo un cambio de estrategia en la comparacion de probabilidades en ruletas,
respecto a la comparacion de probabilidades en urnas, sobre todo por el uso de la
comparacion de areas. Esta estrategia facilita la resolucién de los problemas de
nivel de razonamiento probabilistico més alto, aunque menos en los items en que
se evalua el sesgo de distribucion.

e En general, se encontrdé un bajo porcentaje de creencias de tipo subjetivo en la

resolucion de tareas probabilisticas planteadas en el cuestionario, sobresaliendo
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en una mayor aparicion, el sesgo de distribucion (Caiiizares, 1997; Green, 1982 y
Maury,1984) en los items de ruletas con sesgo.
04. Comparar los resultados obtenidos con investigaciones previas a la nuestra.

En el Estudio 2 se realizé un estudio comparado de las respuestas, estrategias y
nivel de razonamiento proporcional segun Noelting (1980a, 1980b) en la comparacion
de razones. Los resultados obtenidos complementan los estudios sobre razonamiento
proporcional en la comparacion de razones, como los de Boyer y Levine (2015),
Karplus et al. (1983), Noelting (1980a, 1980b) y Pérez-Echeverria et al. (1986), donde
pocos resultados se han obtenido en Espafia con muestras de tamafo razonable y,
ademads, no hay estudios comparados con otros paises; es el primer trabajo que estudia
esta problematica en Costa Rica.

En concordancia con trabajos previos como el de Pérez Echeverria et al. (1986),
las dificultades de resolucion de los items de comparacion de razones aparecen o van
aumentando al requerirse estrategias multiplicativas, pues muchos estudiantes recurren
otra vez a estrategias aditivas, que pueden encubrir el sesgo del numero natural (Gémez
y Dartnel, 2019; Gonzélez-Forte et al., 2022)

Por otro lado, en las tareas probabilisticas se han comparado detalladamente los
resultados obtenidos en el cuestionario con los alcanzados en estudios como el de Green
(1982) y el de Canizares (1997), Corral (2014) y Pérez-Echeverria et al. (1986) para
estudiantes de la misma edad. Los resultados obtenidos en estas comparaciones se han

analizado con detalle en los Capitulos 3 y 5.

6.3. CONCLUSIONES SOBRE LAS HIPOTESIS

A partir de los resultados de las investigaciones previas y el estudio exploratorio
realizado en la primera etapa de este trabajo, se presentaron en al Capitulo 1 las
hipotesis de investigacion que ahora pasamos a discutir, con base a los resultados de los

dos estudios empiricos realizados.

HI. Se esperaba encontrar una correlacion moderada entre los indices de
dificultad de las tareas de comparacion de probabilidades en urnas y los de las
tareas de comparacion de razones, con el mismo nivel en la clasificacion de
Noelting (1980a, 1980b).

Ademas, la expectativa era que las tareas de comparacion de probabilidades en
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urnas fuesen mas dificiles que las tareas de comparacion de razones; esto con base en
estudios en el campo de la psicologia como el de Pérez-Echeverria et al. (1986). Para
ello, en el cuestionario utilizado en el Estudio 2, se incluyeron tareas de comparacion de
razones y comparacion de probabilidades en urnas de diferentes niveles de dificultad
segun la clasificacion de Noelting (1980a, 1980b).

En consonancia con esta hipdtesis, en el Estudio 2, descrito en el Capitulo 5, se
encontrd una correlacion entre el razonamiento proporcional y el probabilistico, que fue
mayor que la existente entre cualquiera de estas variables y el curso escolar. Igualmente,
se observa una mayor dificultad de los problemas de probabilidad (sobre todo en urnas)
que en los de comparaciéon de razones en los niveles superiores de razonamiento,
coincidiendo con los hallazgos de Pérez-Echeverria et al. (1986) y los resultados
comunicados por Supply et al. (2020) con estudiantes alemanes en las pruebas PISA.

Otras conclusiones se exponen en el Capitulo 5.

H2. También se esperaba encontrar menor dificultad en los problemas

planteados en contextos de ruletas (continuo, que favorece la relacion

parte/todo) que de urnas (discreto, que favorece la relacion parte/parte).

Investigaciones como las de Maury (1984) revelaron que algunos estudiantes
modifican sus estrategias en la comparacion de probabilidades en funcion del contexto,
discreto o continuo. En problemas que, aunque podrian ser equivalentes desde el punto
de vista probabilistico o de razonamiento proporcional, presentan distintos resultados.
Esto se respalda, también, en algunos resultados de primer estudio exploratorio de esta
investigacion; por lo que se tratd de comprobar la hipotesis incluyendo items de
comparacion de probabilidades en ruletas, de diferente nivel de razonamiento
proporcional, en el segundo cuestionario.

Esta hipdtesis se confirmo en el presente trabajo, ya que, en el Estudio 2, los
estudiantes utilizaron con mucha frecuencia la comparacion de areas en los problemas
relacionados con las ruletas; estrategia también presente en el Estudio 1. Dicha
estrategia, que no se puede utilizar en la comparacion de probabilidades en contexto de
urnas, facilit6 mucho la resolucion de los problemas de nivel de razonamiento
proporcional mas alto en los items sin sesgo. Se supone, entonces, que los estudiantes
entienden mejor la idea de razon como comparacion de parte con todo (ruleta) que como

comparacion de parte con parte (urnas), como sugiere Canizares (1997).
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H3. Igualmente, esperabamos encontrar una relacion entre el nivel de
razonamiento proporcional alcanzado y el éxito en la construccion de espacios
muestrales (que implica el razonamiento combinatorio) y tareas asociadas al
juego equitativo, al determinar las esperanzas de ganancia de todos los
jugadores, si las probabilidades de estos no son iguales (que supone la
proporcionalidad inversa).

La hipotesis se sustenta en que el razonamiento combinatorio y proporcional son
esquemas que corresponden a la etapa de las operaciones formales y, por consiguiente,
los estudiantes debieran alcanzar ambas habilidades conjuntamente. Para comprobarla,
en el cuestionario utilizado en el Estudio 2 se incluyeron algunos items que evaltian la
construccion de espacio muestrales y un item para evaluar los significados personales
que los estudiantes asignan a un juego equitativo, antes utilizado en el Estudio 1, junto
con los ya citados de razonamiento proporcional.

Los resultados del Estudio 2 mostraron un apoyo a esta hipotesis, puesto que se
ha encontrado asociacion estadistica directa entre el nivel de razonamiento proporcional
del estudiante con el nimero de espacios muestrales correctamente construidos, tanto en
contexto de urnas como de ruletas y en total. Igualmente se encontré dicha asociacion
entre el nimero de espacios maestrales construidos para obtener varios tipos de sucesos
en un juego y el razonamiento proporcional. Aunque las asociaciones fueron pequeiias,
fueron mayores que la existente entre el nivel de razonamiento proporcional y el curso
escolar.

Asimismo, se observa que el coeficiente de correlacion entre el nivel de
razonamiento proporcional y las puntuaciones de comprension del juego equitativo es
mayor que la correlacion del nivel de razonamiento proporcional con el curso escolar, y
la que existe entre las puntuaciones de comprension del juego equitativo y el curso

escolar.

H4. Se encontraran sesgos de razonamiento probabilistico que afectaran las

estrategias y resultados de los estudiantes en los problemas.

Se tuvo presente que los estudiantes traen consigo intuiciones o ideas que
asumen como verdaderas y que pueden incidir en sus respuestas; por lo que se penso
que se podrian evidenciar algunos sesgos y creencias subjetivas antes documentadas en

estudios previos (e. g. Cafiizares, 1997; Konold, 1989; Lecoutre,1992). Esto se bas,
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también, en algunos resultados de nuestro primer estudio exploratorio. Asimismo, a
partir de los resultados del Estudio 1, se quiso analizar el sesgo de distribucion que
consiste en asignar diferente probabilidad en contexto de ruletas segun los casos
favorables y desfavorables se encuentren adosados o alternados (Cafiizares, 1997).

Al analizar los resultados del Estudio 2, efectivamente, se identificaron algunos
de estos sesgos, aunque la proporcion de estudiantes que los presentaban era pequefia.
Se conjetura que el bajo porcentaje de ocurrencia se atribuye a que los estudiantes de la
muestra del Estudio 2 tenian instruccion en probabilidad de cursos anteriores. La
proporcion fue mayor en el sesgo de distribucion, citado por por Canizares (1997),
Green (1982) y Maury (1984), que se aplica en los items de comparacién de
probabilidades en ruletas. Este sesgo se muestra, sobre todo, en los items sesgados y
hace que la proporcion de respuestas correctas en los mismos sea menor que la
correspondiente a items no sesgados de comparacion de ruletas del mismo nivel de
razonamiento proporcional (Noelting, 1980a, 1980b) y el mismo nivel de dificultad

(Pérez-Echeverria et al., 1986).

H5. Se preveian mejores resultados en el presente estudio de evaluacion que los
obtenidos por Carnizares (1997) y Green (1982) con estudiantes de la misma
edad.

Puesto que los estudiantes de la muestra han recibido ensefianza en probabilidad
y los de la muestra de Green (1982) y de Cafizares (1997) no tuvieron preparacion
formal en este tema, se considerd posible que hubiese diferencias en los resultados que
se obtuvieran en los items del cuestionario que fueron tomados de estos estudios. Ello se
justifica por la influencia de la instruccion en las intuiciones primarias de los nifios, que
ya ha sido documentada en diferentes estudios (e. g. Fischbein y Gazit, 1984; Fischbein
etal., 1967).

La hipotesis no llega a confirmarse. En problemas de comparacion de
probabilidades en urnas hubo poco uso de estrategias incorrectas, que coincidieron con
las descritas por Cafiizares et al. (1997) y Green (1982). En la muestra del Estudio 2, el
porcentaje de alumnos en el nivel 0 fue mayor que el de Cafiizares, mientras que el
porcentaje de alumnos en los niveles IIIA y IIIB fue similar. Los porcentajes son
menores en los niveles IA y [IB y mayores en los niveles IB y IIA. En los problemas de

comparacion de probabilidades en ruletas, se observo con frecuencia el sesgo de
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distribucion sefialado por Cafizares (1997) y Green (1982).

Respecto a la comprension del juego equitativo, y en contra de las expectativas
planteadas, Canizares (1997) obtuvo una mayor proporcion de soluciones correctas en
los cursos 7° y 8° en comparacion con el Estudio 2. Otra diferencia es, que muchos de
sus estudiantes consideraban que sélo eran equitativos los juegos en los que los dos
jugadores tenian la misma probabilidad de ganar, mientras que no fue esto asi en el
presente estudio, lo cual revela una mejor comprension de la idea de juego equitativo.
Finalmente, en relacién con la construccion de espacios muestrales, se encontrd la
confusion entre muy probable y seguro, que ya aparecid en las investigaciones de

Caiiizares (1997) y Green (1982).

H6. Finalmente, se suponia una mejora, con el curso, del razonamiento en todas

las tareas propuestas en el cuestionario.

Esta hipotesis se sustentd en lo supuesto en la teoria de Piaget e Inhelder (1951)
y Noelting (1980a, 1980b). Para evaluarla, se han comparado todos los resultados en los
diferentes cursos participantes, puesto que cada curso va asociado a una edad
determinada del estudiante. Las comparaciones han incluido tanto los porcentajes de
respuestas correctas e incorrectas, como de las diferentes estrategias de resolucion de
todas las tareas.

Estas comparaciones muestran que, en general, la hipotesis se cumple, puesto
que la dificultad de los problemas es mayor en los cursos inferiores en todas las tareas.
No obstante, todavia en los cursos superiores se observa un porcentaje pequefio de
estudiantes que resuelven las tareas correspondientes a los niveles de razonamiento
proporcional mas avanzado de Noelting (1980a, 1980b) y una similitud de resultados en

las tareas de construccion de espacios muestrales.

6.4. PRINCIPALES APORTACIONES Y LIMITACIONES DEL TRABAJO
Se considera que este trabajo ha aportado nuevo conocimiento referente al
razonamiento proporcional y probabilistico de los estudiantes costarricenses y a su
relacioén en lo referente a la comparacion de probabilidades en urnas y ruletas, juego
equitativo y construccion del espacio muestral. No solamente se informa del porcentaje
de respuestas correctas e incorrectas en las tareas planteadas, sino que, para cada uno de

los tipos de tareas considerados, se realiza un analisis exhaustivo de las estrategias
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empleadas. Igualmente, se aporta la misma informacion para una parte de las variables
consideradas y los estudiantes espafoles. Estas aportaciones se han reflejado en
diferentes trabajos que se han reseflado a lo largo de la Memoria, asi como en las
publicaciones realizadas.

Estos resultados complementan investigaciones anteriores, ya que en Costa Rica
no se disponia de datos relacionados, y las llevadas a cabo en Espafia no incluian las
mismas edades y utilizaban muestras de tamafio moderado. Ademas, no se encontrd
ningun estudio que analizara de forma sistemdtica y conjunta la comparacion de
probabilidades y razones en el mismo rango de edad que el considerado en el presente
estudio.

Una segunda aportacion es el cuestionario empleado en el Estudio 2, construido
segin las normas psicométricas mds rigurosas, que puede ser utilizado en otras
investigaciones. Igualmente, los profesores podrian utilizarlo, de manera completa o
solo una parte, en la evaluacion del aprendizaje de sus estudiantes; considerando a priori
las posibles estrategias de resolucion y sesgos que podrian darse.

Finalmente, el estado de la cuestion realizado actualiza y amplia otros trabajos
previos de tipo survey, con lo que se facilita la continuacion de la investigacion a
investigadores interesados en la evaluacion y desarrollo del razonamiento probabilistico.

No obstante, se reconocen las carencias del trabajo, que, como cualquier otro, es
mejorable. Una primera limitaciéon ha consistido en utilizar una muestra intencional,
aunque el tamafio de la misma haya sido apreciable. Por supuesto, dado que la muestra
de alumnos no fue aleatoria y participaron pocos centros educativos diferentes, se
acepta que ello afecta o restringe las posibles conclusiones de esta investigacion, que
deben tomarse con precaucion.

Otra limitacion ha sido que en los resultados para algunas de las variables
consideradas solo se han considerado los estudiantes costarricenses. Esta decision se
tomo, debido al gran volumen de datos generados tnicamente con estos estudiantes y la
necesidad de poder presentar la tesis en un tiempo razonable. Sin embargo, en un futuro
proximo se piensa seguir analizando la informacion que se recolectd con el cuestionario.

Finalmente, se reconoce que en el cuestionario construido, se han utilizado un
numero restringido de tareas, y hay muchas variantes de las mismas que podrian
analizarse. Por tanto, seria necesario replicar el trabajo variando las tareas para asegurar

que las conclusiones se mantienen con ligeras variaciones del enunciado.
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6.5. LINEAS DE INVESTIGACION FUTURAS

Las limitaciones sefaladas en la seccion anterior indican puntos en los que se
puede continuar el trabajo iniciado con nuevas investigaciones.

En primer lugar, se tiene intencion de finalizar la codificacion de los datos
obtenidos con estudiantes espafioles en las tareas de comparacion de probabilidades en
ruletas, juego equitativo y construccion del espacio muestral. Con ello, se podra
completar el estudio comparado de los nuevos resultados con los de los estudiantes
costarricenses de la misma edad.

Como ya se ha sefialado, se debe ampliar el estudio con nuevas muestras de
estudiantes y variaciones de los items empleados, lo que permitird dotar de mayor
generalizabilidad a los resultados encontrados.

Por otro lado, se abre una linea de investigacion en el disefio de secuencias de
enseflanza que permitan fortalecer las competencias de los estudiantes de final de la
Educacion Primaria y estudiantes de Educacion Secundaria Obligatoria en la
comparacion de razones, comparacion de probabilidades, juego equitativo y
construccion del espacio muestral. El disefio de estos procesos de estudio, su idoneidad
didéctica y la evaluacion del efecto de la ensefianza con grupos de estudiantes es otro
trabajo necesario.

Relacionado a lo anterior, queda pendiente analizar la ensefianza de fracciones
en Educacion Primaria y del nimero racional en Educacion Secundaria, ya que aunque
los estudiantes de la muestra estudiaron técnicas para comparar fracciones y contenidos
como la proporcionalidad directa y la proporcionalidad inversa (MECD, 2014; MEP,
2012), gran porcentaje de la muestra no supo implementar estos conocimientos
matematicos para resolver las tareas propuestas y se apoyaron en la intuicion o en la
comparacion absoluta de términos y en métodos no multiplicativos.

Finalmente, se precisa investigar en los diferentes componentes del
conocimiento del profesor para ensefar los temas abordados en el trabajo y en el disefio

de procesos de ensefianza que permitan ampliar este conocimiento.

6.6. IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA
Las conclusiones discutidas respecto a los objetivos e hipotesis de la
investigacion apuntan a una serie de consecuencias, que deberian ser consideradas por

los profesores, para mejorar su accion didéctica en la ensefianza de la probabilidad. Esta
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informacion puede permitir a los profesores disefiar tareas matematicas que requieran

este tipo de razonamiento, de acuerdo con el nivel alcanzado seglin edad.

Una conclusion directa es el interés de reforzar el razonamiento proporcional de
los estudiantes, teniendo en cuenta sus diversos significados y su articulacion progresiva
(Burgos y Godino, 2020), puesto que el estudio muestra que pocos, incluso en los
cursos superiores, logran el razonamiento proporcional de mayor nivel. Dicho refuerzo
tendria una clara repercusion en la mejora de las competencias en comparacion de
probabilidades, por la relacion mostrada entre el razonamiento probabilistico y
proporcional a lo largo del trabajo. De acuerdo a lo anterior, es importante que el
estudio de fracciones (Educacion Primaria) y numero racional (Educacion Secundaria),
se articule en diferentes dreas matematicas como la Probabilidad, la Estadistica y la
Geometria; ya que aunque los estudiantes de la muestra estudiaron métodos de
comparacion de fracciones, de acuerdo a lo establecido en el curriculo de ambos paises
(MECD, 2014 y MEP, 2012), se sospecha, que estos contenidos no se emplearon para
resolver distintas tareas como la comparacion de probabilidades y por esto no supieron
que podian emplear estas herramientas para responder correctamente a los items de
probabilidades de nivel superior de razonamiento proporcional.

Mas concretamente, en Espafa se debiera ayudar a los estudiantes a comprender
que la comparacion unica del primer o segundo término de la razén sélo es valida en
caso de que el otro término sea igual en las dos razones. En Costa Rica, por otro lado, el
mayor esfuerzo seria tratar de desterrar la comparacion de los totales de las dos razones
o diferencias de sus términos.

El progreso en el razonamiento proporcional implica un gran periodo de tiempo
y se completa en la transicion del desarrollo de operaciones concretas a formales
(Lamon, 2007). Este desarrollo parece ser mas lento en la muestra del presente estudio y
confirma los hallazgos de Van Dooren et al. (2018), dado que muchos estudiantes
seguian teniendo dificultades con el razonamiento proporcional después de la
instruccion.

Los profesores deberian tener en cuenta estos resultados para ayudar a los
estudiantes a alcanzar niveles mas altos de razonamiento proporcional, que no solo es
necesario para resolver problemas de probabilidad, sino también en otras areas, como la
geometria o el algebra (Ben-Chaim et al., 2012). Ademads, aunque el razonamiento

proporcional es sin duda un requisito para resolver problemas de probabilidad, la
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competencia en probabilidad también incide en el desarrollo del razonamiento
proporcional. Por esta razon, los profesores deberian sacar provecho de las diferentes
habilidades implicadas en la comparacion de probabilidades y utilizar tareas
relacionadas con esta investigacion para desarrollar ideas matematicas en sus
estudiantes.

Ademas, los problemas de probabilidad pueden utilizarse como ejemplos de
problemas proporcionales y la practica basada en ejemplos es beneficiosa para los
estudiantes con menos conocimientos previos de proporcionalidad. Estas
consideraciones deberian incluirse en la formacion de los profesores para ensefiar
probabilidad y proporcionalidad.

Igualmente, se deben considerar las conexiones del razonamiento proporcional
con otros temas matematicos, como magnitudes y funciones (Van-Dooren, 2018).
Todos estos temas, donde el principal objetivo de aprendizaje no es el nimero racional
(aunque permiten aplicarlo y reforzar su aprendizaje), pueden introducirse de manera
efectiva si los niveles de razonamiento proporcional de las tareas se controlan teniendo
en cuenta las capacidades de los estudiantes, segun su edad.

Finalmente, se recuerda que la comparacion de razones enfatiza la
proporcionalidad, que es unicamente uno de los posibles significados del niimero
racional (Behr et al., 1983; Burgos y Godino, 2020; Lamon, 2007). Por ello, se sugiere
la necesidad de continuar este trabajo comparando sus resultados con los obtenidos en
otras tareas que involucren otros significados del nlimero racional. Igualmente, seria de
interés analizar la influencia del nivel de razonamiento proporcional de los estudiantes
en el desempeiio de tareas que involucren este razonamiento de forma implicita, por
ejemplo, la comparacion de probabilidades o la semejanza de poligonos y homotecias.

De acuerdo con investigaciones previas (e.g. Caiizares et al., 2004) no fue facil
para todos los estudiantes participantes en la investigacion reconocer la equitatividad de
un juego y estimar el premio en un juego equitativo cuando dos jugadores tienen
diferentes probabilidades. Esta dificultad se debe al razonamiento sobre
proporcionalidad inversa, requerido para resolver la tarea y persiste incluso en los
estudiantes de mas edad. Los profesores deberian reflexionar sobre este hecho y utilizar
problemas relacionados con juegos justos en su ensefianza de la probabilidad, que,
ademads, permitirian reforzar la comprension de la proporcionalidad inversa y mostrar

una aplicacion de la misma.
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ANEXO 1: INDICADORES DE IDONEIDAD EPISTEMICA DE
LLOS CONTENIDOS DE PROBABILIDAD DEL CURRICULO DE

MATEMATICA COSTARRICENSE

El contenido de este capitulo se deriva del siguiente trabajo;

Hernandez-Solis, L. A. y Batanero, C. (2022). Indicadores de idoneidad epistémica de
los contenidos de probabilidad del curriculo de Matemadtica Costarricense.
PadiUAQ, 6(11), 1-18. https://revistas.uaq.mx/index.php/padi/article/view/742/879

Introduccion

El estudio de la probabilidad ha adquirido relevancia en todos los niveles
educativos, debido a la necesidad de proporcionar a los ciudadanos una cultura
probabilistica (Gal, 2005) requerida en distintas 4reas profesionales y cientificas.
Ademas de ser una parte importante de la matematica, que se puede relacionar con
otras, como la aritmética, algebra y funciones, célculo, geometria y medida, la
probabilidad es una herramienta necesaria para la toma de decisiones en condiciones
aleatorias (Batanero, 2005; Borovcnik, 2016). En consecuencia, son muchos los autores
que abogan por la incorporacion de los conocimientos probabilisticos desde la escuela
elemental (Alsina, 2017; Vasquez et al., 2019).

Como consecuencia son muchos los paises que introducen contenidos de
probabilidad desde edades tempranas (e. g. Australian Curriculum, Assessment and
Reporting Authority, 2013; Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, MECD, 2014 y
National Council of Teachers of Mathematics, 2000). Costa Rica no ha sido una
excepcion, por lo que en los recientes Programas de Estudio de Matematica para la
educacion preuniversitaria (MEP, 2012), se ha dado gran relevancia al &area de
Estadistica y Probabilidad, cuyos contenidos y expectativas de aprendizaje se organizan
de manera integrada, desde el primer afio de educacion primaria hasta el ultimo de
educacion secundaria.

La finalidad de este trabajo es analizar la idoneidad epistémica de la propuesta
curricular costarricense para la Educacion General Basica (EGB). En concreto, se sigue
la metodologia sugerida por Godino et al. (2012) para inferir indicadores de idoneidad
epistémica del tema de Probabilidad, a partir del analisis de las directrices curriculares
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en los Planes de Estudio de Matematica del Ministerio del Educacién Publica
costarricense (MEP, 2012). En lo que sigue, se describe el curriculo de matematica
costarricense, se expone el marco tedrico, la metodologia empleada, los resultados y se

discuten las conclusiones.

Curriculo de Matematica Costarricense

El curriculo costarricense de Matematicas para la Educacion General Bésica (en
adelante: EGB) (MEP, 2012) esta organizado en tres de los cuatro ciclos del sistema
educativo de este pais. Los dos primeros corresponden a la Educacion Primaria y los
otros dos a Educacion Secundaria. Los planes de estudio de Matematicas en cada ciclo
son organizados de forma integrada del primero al Ultimo curso en torno a los
conocimientos matematicos y habilidades relacionadas que se espera sean desarrollados.
Se plantean cinco areas: Nimeros, Medidas, Geometria, Relaciones y Algebra y
Estadistica y Probabilidad.

El é4rea de Estadistica y Probabilidad incluye, por un lado, la identificacion,
organizacion y presentacion de la informacion (estadistica descriptiva), y por otro la
probabilidad, donde se centrara este trabajo. Esta area estd presente a lo largo de todos
los ciclos, manteniéndose en Educacion Primaria en la misma proporciéon que
Geometria, Medidas y Relaciones y Algebra y constituyendo en Educaciéon Secundaria

una cuarta parte del Curriculo.

Conocimientos de probabilidad que se desarrollan en la EGB

Como se muestra en las Tablas Al.1 y Al1.2, los conocimientos de probabilidad se
desarrollan de manera paulatina y complejidad creciente, desde el primer afio
(Educacion Primaria) hasta el noveno afio (Educacion Secundaria), que constituyen la
EGB en Costa Rica. En el Primer ciclo se trata de que los nifios identifiquen las
situaciones donde interviene el azar, como aquellas cuyo resultado no se puede predecir,
y las diferencien de las deterministas. Se propone no solo realizar juegos con monedas,
dados, ruletas y otros dispositivos, sino incluir situaciones cotidianas vinculadas a la
incertidumbre, que acerquen al nifio a estas experiencias. Para este ciclo inicamente se
desea generar nociones intuitivas sin estudiar la cuantificacién de las probabilidades,

unicamente se habla de eventos mas o menos probables.
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En Segundo ciclo se sugiere analizar probabilidades de juegos de azar y
problemas del contexto estudiantil. Se aprovecha la intuicion desarrollada en el primer
ciclo para profundizar en conceptos relacionados con eventos y sus representaciones. En
el altimo afio se introduce el célculo de probabilidades segin la Ley de Laplace. En
consecuencia, se da un salto cualitativo en la ensefianza, pues partiendo de ideas
intuitivas se llega a calcular probabilidades como una proporcion de resultados
favorables entre posibles.

En el Tercer ciclo se lleva a cabo una transicion entre la Educacion Primaria y
Secundaria, por lo que en el octavo afio hay una nivelacion y precision de conceptos
probabilisticos estudiados en el ciclo anterior y se incrementa la dificultad de los
problemas planteados. En el ultimo afio se introduce la definicién frecuencial de

probabilidad.

Tabla Al.1. Conocimientos probabilisticos que se desarrollan en la Educacion General
Basica del curriculo de Matematica costarricense MEP (2012). Fuente. Elaboracion propia.

Conocimientos I CICLO I CICLO III CICLO
122 [ 3[4 [ 52|67 89
Situaciones: aleatorias y seguras. X X X X X
Eventos: seguro, probable, imposible, mas y menos
probables. X X X X X
Resultados simples de un experimento aleatorio. X X X X
Representacion de eventos. X X
Definicion clésica o laplaciana de probabilidad. X X
Propiedades de las probabilidades X X
Eventos simples y compuestos X
Muestras aleatorias X
Probabilidad frecuencial X
Introduccion a la ley de los grandes nimeros X

Nota: En séptimo afio no aparecen contenidos de probabilidad, para dar mayor espacio al refuerzo de
contenidos estadisticos estudiados en Educacion Primaria.

Aunque en la Tabla Al.1 hay conocimientos que se repiten en diferentes afios y
ciclos, en la Tabla A1.2 se puede apreciar que el nivel de profundidad de cada contenido
es progresivo por ciclo. Ademas, en Tercer ciclo se formalizan los conceptos y
propiedades mediante mayor precision matematica y uso de lenguaje simbolico. Por
ultimo, en Tercer ciclo, ademds de las habilidades generales presentadas en la Tabla
Al1.2, aparecen otras asociadas a ejes disciplinares transversales del Curriculo que deben
ser logradas por los estudiantes a lo largo de toda la EGB: la resolucion de problemas
como estrategia metodologica principal; la contextualizacion activa como un

componente pedagogico especial; y el uso de la Historia de las Matematicas.
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Tabla A1.2. Habilidades generales asociadas a conocimientos probabilisticos en el curriculo de
Matematica costarricense para EGB. Fuente: Elaboracion propia a partir de MEP (2012).

Conocimientos Habilidades generales
I CICLO 11 CICLO 111 CICLO
Situaciones: - Identificar situaciones
aleatorias y aleatorias y seguras dentro de
seguras. la cotidianidad y eventos
asociados con ellas.
Eventos - Clasificar eventos aleatorios | - Identificar eventos mas - Identificar eventos
aleatorios. en mas o menos probables probables, menos probables o | provenientes de situaciones
para situaciones o igualmente probables de aleatorias particulares y
experimentos particulares. acuerdo con el niimero de determinar probabilidades
- Identificar eventos de resultados simples asociadas a ellos.
acuerdo con los resultados pertenecientes a cada evento.
simples que estan vinculados
con ellos.
Probabilidad - Determinar probabilidades | - Utilizar la definicion
clasica o elementales vinculadas con laplaciana de probabilidad
laplaciana. eventos particulares. para deducir las propiedades
- Plantear y resolver vinculadas con el evento:
problemas vinculados con seguro, probable e imposible.
situaciones aleatorias.
Probabilidad - Utilizar la definicion
frecuencial frecuencial o empirica de
probabilidad para resolver
problemas vinculados con
fendmenos aleatorios.

Marco teorico

Utilizaremos el Enfoque Ontosemiotico (en adelante: EOS) del conocimiento y la
instruccion matematica (Godino y Batanero, 1994, Godino et al., 2007; 2019), que
concuerda epistemoldgicamente con MEP (2012), debido al papel central que el EOS da
a las situaciones problema y las practicas deducidas de ellas y a la importancia dada en
MEP (2012) a la resolucion de problemas como vehiculo de aprendizaje. De este marco
teodrico se utilizara el constructo significado institucional y la clasificacion de tipos de
objetos que permitiran analizar el contenido de las orientaciones curriculares. Ademas,
se empleard la idoneidad didéctica y, en particular, la idoneidad epistémica y sus

indicadores.

Significados institucionales y personales

El EOS parte de una formulacién ontologica de los objetos matematicos, que, a
partir de la situacion-problema define los conceptos de prdctica, objeto (personal e
institucional) y significado del objeto (Godino et al., 2007; 2019). El significado de los
objetos matematicos se origina de las practicas llevadas a cabo por una persona o

institucion al resolver problemas relacionados con dichos objetos. Una practica es “toda
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actuacion o manifestacion (lingiiistica o no) realizada por alguien para resolver
problemas matematicos, comunicar a otros la solucion, validar la solucion y
generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino y Batanero, 1994, p. 334) y
pueden ser personales o institucionales.

Las practicas institucionales estan normadas por los sujetos de una institucion,
grupo que realiza practicas sociales tomando en cuenta sus instrumentos, reglas y
modos de funcionamiento, mientras que las personales corresponden a un sujeto. Se
define el objeto institucional (personal) como un emergente del sistema de practicas
institucionales (personales) asociadas a un campo de problemas y dicho sistema de
practicas se concibe como el significado institucional (personal) del objeto. En Godino
et al. (2007) se clasifican los significados institucionales en Referencial, Pretendido,
Implementado y Evaluado, y los significados personales en Global, Declarado y
Logrado. En este trabajo, nos centraremos en dos tipos de significados institucionales,
que es necesario comparar, segin Godino (2013), para evaluar la idoneidad epistémica
de un proceso de estudio: a) Referencial: sistema de practicas que se usa como
referencia para elaborar el significado pretendido y b) Prefendido: sistema de practicas
incluidas en la planificacion del proceso de estudio.

Para analizar el significado de la probabilidad pretendido en el curriculo es
necesario explicitar el significado de referencia del tema. Batanero (2005) y Batanero y
Diaz (2007) indican que el significado de probabilidad ha sido “polifacético” a lo largo
de la Historia (Batanero et al., 2005) y describen diferentes significados parciales:
intuitivo, clasico, frecuencial, subjetivo, axiomadtico, légico y propension. La
comprension global de la probabilidad requiere la de sus varios significados, que deben
ser relacionados entre si, por lo que dependiendo del contexto en que se utilice puede
ser “la razon de posibilidades a favor y en contra, como evidencia proporcionada por los
datos, como grado de creencia personal y como modelo matematico que ayuda a
comprender la realidad” (p. 260).

Por otro lado, Godino (2013) advierte que “el significado de referencia sera
relativo al nivel educativo en el que tiene lugar el proceso de estudio” (p.119), por lo
que tomaremos como significado de referencia de la probabilidad en la EGB
costarricense (estudiantes de 7 a 15 afios, aproximadamente) el conjunto de tres
enfoques: intuitivo, el clasico o laplaciano y frecuencial, que son los presentados en el

curriculo (MEP, 2012).
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Objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas

Godino et al. (2007) describen diferentes tipos de objetos matematicos o entidades

primarias que se pueden observar en un texto matematico y que emergen de los sistemas

de practicas asociadas a un campo de problemas:

Situaciones — problemas: aplicaciones extra-matematicas o intra-matematicas que
conllevan actividad matematica. Por ejemplo, la cuantificacion de la probabilidad de
un suceso en un experimento aleatorio.

Elementos lingiiisticos: expresiones, notaciones o graficos empleados para enunciar
o resolver problemas que permiten su operacionalizacion. En el caso de la
probabilidad, pueden aparecer representaciones tabulares y graficas, lenguaje
cotidiano (“suerte”, “posibilidad”) o matematico (esperanza matematica,
distribucion de probabilidad) y simbolos algebraicos.

Conceptos - definicion: enunciados que identifican y caracterizan a objetos
matematicos mediante sus definiciones o descripciones. Algunos ejemplos de
conceptos implicados en la probabilidad son los de equiprobabilidad, espacio
muestral o evento seguro, entre otros.

Proposiciones - propiedades: enunciados que involucran relaciones o propiedades
de los conceptos. Por ejemplo, que la probabilidad de un suceso es un valor entre 0
y 1.

Procedimientos: algoritmos, operaciones, técnicas de cdlculo, que se pueden aplicar
en la resolucion de la situacion-problema, como enumerar o contar los casos
favorables de un suceso y casos posibles del experimento aleatorio.

Argumentos: enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y
procedimientos. Un tipo seria realizar una simulacién de un experimento aleatorio
para analizar la convergencia de la frecuencia relativa de un suceso a su

probabilidad tedrica o clésica.

Idoneidad didactica

Como se ha indicado, en este trabajo nos centraremos en la idoneidad didactica

(Godino, 2013), herramienta creada para apoyar el disefio y evaluacion de programas de

estudio y acciones formativas de profesores. Se define como el grado en que un proceso

de instruccion es adecuado para conseguir la adaptacion entre los significados

personales logrados por los estudiantes (aprendizaje) y los significados institucionales
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pretendidos o implementados (ensefanza), teniendo en cuenta las circunstancias y
recursos disponibles (entorno) (Godino et al., 2006; Godino et al., 2016). Se trata de la
articulacion coherente y sistémica de las seis componentes: idoneidad epistémica
(representatividad del significado institucional), idoneidad ecologica (ajuste a la
sociedad y el entorno), idoneidad cognitiva (adecuacion a los estudiantes), idoneidad
afectiva (aspectos emocionales), idoneidad interaccional (permite identificar y resolver
conflictos de significado) e idoneidad mediacional (adecuacion de los recursos
didacticos) (Godino et al., 2007). Para cada una de estas facetas Godino (2013) propone
componentes y criterios de idoneidad. Los criterios de idoneidad se deben de entender
como reglas o indicadores emanados de la comunidad cientifica, orientados a conseguir
un consenso sobre “lo que se puede considerar como mejor” (Godino et al., 2009, p.
60). En este trabajo analizamos la idoneidad epistémica, que “refiere al grado de
representatividad de los significados institucionales implementados (o pretendidos),
respecto de un significado de referencia” (Godino et al., 2007). Es decir, se pretende
analizar en qué medida el significado de la probabilidad pretendido en MEP (2012) es
pertinente desde el punto de vista de la teoria probabilistica aceptada en la comunidad
matematica (significado de referencia). Godino (2013) considera como componentes de
la idoneidad epistémica los objetos primarios considerados en el EOS y sus relaciones
(Tabla A1.3), para cada uno de los cuales propone una serie de indicadores que
consideraremos en nuestro trabajo.

Tabla A1.3. Componentes e indicadores de idoneidad epistémica. Fuente: Godino (2013,

p.119).
Componentes Indicadores
Situaciones- o Se presentg una muestra re.presenta.tiva.y articulada de situacionesde
contextualizacion, ejercitacion y aplicacion.
problemas . . ., L,
e Se proponen situaciones de generacion de problemas(problematizacion)
e Uso de diferentes modos de expresion matematica (verbal, grafica,
. simbdlica, etc.) traducciones y conversiones entre las mismas.
Lenguajes . . i x ..
e Nivel del lenguaje adecuado a los nifios a que se dirige.
e Se proponen situaciones de expresion matematica e interpretacion.
e Las definiciones y procedimientos son claros y correctos, y estan
Reglas adaptados al nivel educativo al que se dirigen.
(definiciones, e Se presentan los enunciados y procedimientos fundamentales deltema
proposiciones, para el nivel educativo dado.
procedimientos) e Se proponen situaciones donde los alumnos tengan que generar o
negociar definiciones, proposiciones o procedimientos.
e Las explicaciones, comprobaciones y demostraciones son adecuadasal
Argumentos nivel educativo al que se dirigen.
e Se promueven situaciones donde el alumno tenga que argumentar.
Relaciones e Los obj.etos matematicos (problemas, definiciones, proposiciones,etc.)
se relacionan y conectan entre si.
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Antecedentes

Nos basamos también en algunos trabajos que han analizado la idoneidad
didactica de la probabilidad en documentos curriculares. Asi, Godino et al. (2012)
proponen una metodologia para la evaluacion de la idoneidad de procesos de instruccion
matematica mediante el analisis de contenido de propuestas curriculares. La ejemplifica
estudiando los contenidos matematicos generales de los Principios y Estandares del
NCTM (2000), centrandose especificamente en los que refieren al andlisis de datos y

probabilidad. En la Tabla Al.4 presentamos los especificamente ligados a la

probabilidad.

Tabla A1.4. Indicadores de idoneidad epistémica en los estandares de NCTM (2000) (contenido de
probabilidad). Fuente: Adaptacion de la tabla mostrada en Godino et al. (2012, p. 349).

Problemas:

e Se plantean problemas — investigaciones (proyectos) con diversas fuentes y tipos de datos teniendo

en cuenta los elementos basicos de la probabilidad.
Lenguajes:

e Se utilizan diferentes representaciones de uso convencional en probabilidad, tales como: nimeros,
simbolos, coordenadas cartesianas, palabras, frecuencias absolutas, frecuencias relativas, tablas,
histogramas y diagramas (de barra, lineal, de sectores, de caja y de puntos). Los graficos incluyen
los titulos y etiquetas que permiten identificar claramente los datos representados.

e Se incluyen situaciones en las que se requiere discriminar entre el uso mas adecuado de una u otra
representacion.

Reglas (conceptos, procedimientos, proposiciones):

e Se describen y evaluan las posibilidades de ocurrencia de un suceso como posible, imposible,
probable o seguro, a partir de experiencias cercanas y de la observacion de regularidades en
experimentos aleatorios simples.

¢ Se introducen la regla de Laplace como un modelo que permite predecir el valor de la probabilidad
de ocurrencia de un evento simple, sin realizar el experimento aleatorio.

Beltran-Pellicer et al. (2018) presentan una guia de valoracion de la idoneidad
didactica de la probabilidad en la educacion secundaria obligatoria (estudiantes de 12 a
16 afios) para dotar al docente de un instrumento que promueva la reflexion en torno a
experiencias de enseflanza-aprendizaje de la probabilidad. Especificamente para nuestro
estudio, utilizaremos la Tabla A1l.5, donde se sintetizan los indicadores de idoneidad

epistémica propuestos por dichos autores.
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Tabla A1.5. Componentes ¢ indicadores de idoneidad epistémica especificos para los
procesos de estudio de la probabilidad. Fuente: Beltran-Pellicer et al (2018, p.536).

Componentes Indicadores
e Se plantean situaciones-problema que muestran y relacionan los diferentes
significados de la probabilidad (informal, subjetiva, frecuencial y clésica).

Situaciones- e Se propone una muestra representativa de experiencias aleatorias, reales o
problema virtuales,distinguiéndolas de experiencias deterministas.
e Se propone una muestra representativa de contextos para ejercitar y aplicar los
contenidos.

e Se proponen situaciones de generacion de problemas sobre fendmenos aleatorios.
e Se emplean diferentes registros y representaciones para describir experiencias

aleatorias
e Se utiliza un nivel lingtiistico adecuado al alumnado.
Lenguajes e Se emplean términos precisos.

e Se proponen situaciones de expresion matematica e interpretacion de fenomenos
aleatorios, en los diferentes registros mencionados.

e Las definiciones y procedimientos se formulan con claridad y correccion,
adaptados al nivel educativo al que se dirigen.

Reglas e Se presentan las definiciones de fendmeno aleatorio, fendmeno determinista,
espacio muestral, suceso, suceso elemental, suceso compuesto y probabilidad.

e Se presentan proposiciones en torno a las definiciones, como la probabilidad del
suceso imposible, del suceso seguro y del complementario; propiedades de las
frecuencias relativas

o Estabilidad de las frecuencias relativas como base para estimar la probabilidad.

e Se presentan los procedimientos de célculo de probabilidades mediante la regla
de Laplace y el empleo de tablas y diagramas de arbol.

e Se proponen situaciones donde los alumnos tengan que generar o negociar
definiciones, proposiciones o procedimientos.

e Las explicaciones, comprobaciones y demostraciones son adecuadas al nivel

Argumentos educativo.

Se usan simulaciones para mostrar la estabilidad de las frecuencias relativas.

Se promueven situaciones donde el alumno tenga que argumentar.

Los objetos matematicos se relacionan y conectan entre si.

Se identifican y articulan los diversos significados de la probabilidad

Relaciones

Metodologia

Esta investigacion tiene un enfoque cualitativo con un alcance descriptivo
(Hernandez et al., 2014), basado en el analisis de contenido (Andréu, 2011). Dicha
técnica se empleard para extraer y sistematizar las normas relacionadas con la faceta
epistémica contenidas en MEP (2012), que se resumiran para deducir de ellas
indicadores de idoneidad epistémica, siguiendo el método expuesto en Godino et al.
(2012).

En una primera fase, el texto es dividido en unidades de analisis, las cuales son
clasificadas segun las facetas y componentes que propone la Teoria de la Idoneidad
Didactica, seleccionando las que se refieren a la faceta epistémica. En una segunda fase,

dichas unidades son comparadas entre si y reducidas con el fin de evitar reiteraciones.
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Posteriormente, se infieren indicadores de idoneidad epistémica, particularizados para la
probabilidad.

Finalmente, se redactan las normas reducidas identificadas en el documento
(MEP, 2012), redactandolas en forma de indicadores y presentando una tabla resumen,
que es comparada con los indicadores de idoneidad epistémica propuestos por Godino
(2013), Godino et al. (2012) y Beltran-Pellicer et al. (2018). La finalidad de la
metodologia descrita es la elaboracion de una sintesis de indicadores de idoneidad de
los contenidos de probabilidad del curriculo costarricense que sirva de guia para el
disefio y evaluacion de la instruccion en el tema y en la formacion de profesores. Al
tiempo que se identifican limitaciones y complementariedades entre los instrumentos

comparados.

Analisis y resultados

En esta seccion se resumiran las normas generales y especificas asociadas a
contenidos probabilisticos establecidas en MEP (2012), que en el marco del EOS son
consideradas como epistémicas, esto es, referidas a caracteristicas de los objetos
matematicos contemplados desde el punto de vista institucional. Igualmente, se
describen las explicaciones y justificaciones de las mismas. Dichas normas se clasifican
segin las componentes de la idoneidad epistémica propuestas por Godino (2013), es
decir, segun se refieren a los diferentes tipos de objetos matemadticos descritos en el
marco tedrico o sus relaciones. Para no ser reiterativos, se entiende que todas las normas
se deben leer comenzando con “se deben”, aunque esta expresion no se repite al

presentar cada una de ellas.

Normas epistémicas sobre las situaciones-problema

Puesto que la estrategia metodologica subyacente en las directrices curriculares es
la resolucion de problemas, existen normas generales al respecto, que orientan la
ensefanza de los diferentes topicos matematicos, incluida la probabilidad. Se han

identificado las siguientes MEP (2012):

o Identificar, formular y resolver problemas en diversos contextos personales,
comunitarios o cientificos, dentro y fuera de las Matematicas (p. 24).

e Determinar entonces las estrategias y métodos mas adecuados al enfrentar un
problema, para valorar la pertinencia y adecuacion de los métodos disponibles y los
resultados matematicos obtenidos originalmente (p. 24).
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Asociada a las anteriores normas, se han podido encontrar las siguientes

explicaciones y justificaciones (MEP, 2012):

Se asume que usar este tipo de problemas es una poderosa fuente para la
construccion de aprendizajes en las Matematicas. Al colocarse en contextos reales,
el planteo y resolucion de problemas conlleva directamente a la identificacion, uso
y construccion de modelos matematicos (p. 13).

La resolucion de problemas estd asociada sustancialmente a la naturaleza de las
Matematicas, sean problemas del entorno o abstractos. Intuir, describir, plantear,
resolver y generalizar problemas matematicos define la actividad de estos
profesionales en contextos sociohistéricos donde existen criterios y métodos de
comunicacion y validacién (p. 28).

Normas especificas de probabilidad

También se han identificado las siguientes directrices sobre el papel de las
situaciones-problemas en el estudio de la probabilidad, algunas de las cuales muestran
una posicién normativa sobre dicha actividad matematica, otras explican como debe
realizarse dicha actividad o aportan razones por las cuales se requiere dicha actividad

(MEP, 2012):

e Dirigir la accion estudiantil hacia el planteo de problemas vinculados con el calculo
de probabilidades (p. 361).

e Formular situaciones u organizar juegos en los cuales se puedan establecer
diferencias claras entre situaciones aleatorias o inciertas y situaciones seguras. (p.
146).

e Motivar el planteamiento de situaciones genéricas como la loteria nacional, los
juegos de dados, el Tico-Bingo, entre otros (p. 361).

e Formular situaciones de aprendizaje (juegos o situaciones de la cotidianidad) que
permitan identificar el numero de resultados a favor de un evento determinado y con
base en ese conocimiento tomar decisiones (p. 257).

e No es recomendable limitarse unicamente a los juegos de azar, se requiere adecuar
situaciones al contexto estudiantil para favorecer una mayor comprension de la
incertidumbre en la vida cotidiana (p. 369).

e Aprovechar las situaciones para precisar el concepto de probabilidad de un evento
como la proporcion de casos a favor del evento o sea la razon de puntos muestrales
a favor del evento entre el total de puntos muestrales (p. 360).

e Proponer problemas del contexto donde el andlisis de probabilidades permita la
toma de decisiones (p. 361).

e Generar situaciones aleatorias en las que el espacio muestral sea indeterminado o
infinito (p. 365).

Las normas anteriores, como otras que contienen ideas similares, pueden ser
sintetizadas en las siguientes, sobre el papel de la resolucion de problemas en el estudio
de la probabilidad:
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e Construir los conocimientos probabilisticos a través de la resolucion de
problemas, juegos y situaciones de incertidumbre cercanas al contexto
estudiantil, en diversos contextos que involucren los diferentes significados
de la probabilidad.

e Resolver problemas que susciten la toma de decisiones del estudiantado en
situaciones de incertidumbre.

e Generar problemas (problematizacion estudiantil), juegos o situaciones
asociadas a fendmenos de incertidumbre o experimentos aleatorios.

e Evaluar y controlar las estrategias de resolucion de problemas

probabilisticos.

De estas normas se infieren los indicadores de idoneidad asociados a la resolucion
de problemas que se incluyen en la seccion de sintesis de resultados (Tabla A1.6).
Asociadas a las anteriores normas, se han podido encontrar explicaciones o
justificaciones como “En todo momento, lo que es apenas natural en esta area, las

tematicas se presentan a través de problemas reales” (MEP, 2012, p. 55) o también:

Se desea subrayar en esta vision la importancia de descubrir, plantear y disefar
problemas (y no sdlo resolverlos), pues en su vida las personas se veran mas
expuestas a circunstancias en las que los problemas no estan formulados o las
Matematicas posibles que pueden intervenir no son visibles o evidentes (p. 28).

Normas epistémicas sobre los elementos linguisticos/representaciones
A partir de los procesos matematicos “Representar” y “Comunicar” se plantean
normas generales que orientan el uso del lenguaje matematico en las diferentes areas

matematicas del curriculo, por ejemplo (MEP, 2012):

e Fomentar el reconocimiento, interpretacion y manipulacion de representaciones
multiples que poseen las nociones matematicas (graficas, numéricas, visuales,
simbodlicas, tabulares) (p. 26).

e Identificar, interpretar y analizar las expresiones matematicas escritas o verbales
realizadas por otras personas” (p. 25).

e Flaborar y usar representaciones matematicas que sirvan en el registro y
organizacion de objetos matematicos, para interpretar y modelar situaciones
propiamente matematicas (p. 26).

e Expresar ideas matematicas y sus aplicaciones usando el lenguaje matematico
(reglas de sintaxis y semantica) de manera escrita y oral a otros estudiantes,
docentes y a la comunidad educativa (p. 25).
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Traducir una representacion en términos de otras, comprendiendo las ventajas o
desventajas (o los alcances) de cada representacion en una situacion determinada (p.
26).

Asociadas a estas normas generales se establecen, en la malla curricular,

indicaciones puntuales por contenido probabilistico como las que se presentan en la

Figura Al.1:

Figura Al.1. Indicaciones puntuales asociadas al componente lingiiistico
Fuente: Elaboracion propia a partir de MEP (2012).

A continuacion, aparecen algunos enunciados clasificados segiin su caracter de

normas asociadas a conocimientos probabilisticos en los MEP (2012).

Normas especificas de probabilidad

Iniciar el analisis de los términos probable, imposible y seguro (MEP, 2012, p. 154).
Incluir diagramas, esquemas, cuadros y graficos con informaciéon que puede ser
interpretada dentro del contexto (MEP, 2012, p. 161).

Enfatizar el papel que juegan las representaciones tabulares y graficas dentro de los
analisis estadisticos y probabilisticos (MEP, 2012, p. 370).

Considerar la presentacion de informacion por medio de cuadros, diagramas y
graficos como una estrategia de gran importancia para comunicar resultados de los
analisis efectuados (MEP, 2012, p. 370).

Estas representaciones contengan suficientes elementos: titulo general, titulos
secundarios, entre otros; de modo que un lector pueda comprender el mensaje que
comunican sin necesidad de recurrir a mas informacion (MEP, 2012, p. 370).
Centrar en el andlisis y la interpretacion proporcionada por los datos (para ofrecer
respuesta a preguntas concretas sobre los problemas) (MEP, 2012, p. 370).

Emplear programas de computadora, por ejemplo, hojas de calculo, editores de
texto, programas graficadores u otras herramientas que pueden ayudar a mejorar la
calidad de la representacion y reducir el tiempo en su construccion (MEP, 2012, p.
370).
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Las normas anteriores, como otras que contienen ideas similares, pueden ser
sintetizadas en las siguientes sobre el uso del lenguaje en probabilidad, a partir de las
cudles se infieren los correspondientes indicadores de idoneidad presentados en la Tabla
Al.6, en la seccion de sintesis de resultados.

e Emplear distintas representaciones (verbal, diagrama de arbol, tablas,
simbolica, etc.) para interpretar, comunicar y modelar situaciones de
incertidumbre y experimentos aleatorios, resaltando su papel en el analisis.

e Precisar paulatinamente el lenguaje probabilistico (experimento aleatorio,
eventos, espacio muestral, puntos muestrales, evento seguro, evento
imposible, etc) partiendo del vocabulario que emplea estudiantado en
situaciones cotidianas.

e Traducir de una representacion a otra, reconociendo sus ventajas y
desventajas (o alcances), segin las caracteristicas de la situaciébn que se
quiere modelar;

e Utilizar diferentes herramientas digitales para la construccion de

representaciones tabulares y gréaficas.

Asociadas a las anteriores normas, se ha podido encontrar explicaciones o
justificaciones, como las que se indican a continuacion (MEP, 2012):

Es muy importante insistir en que la representacion y modelizacion de muchos
fenomenos se hace por medio de datos, y que los diferentes conjuntos de datos se
pueden comparar y asi brindar mas conocimiento de los fenémenos de partida (p.
55).

La representacion y manipulacion de objetos matematicos no deben verse como un
fin en si mismo, debe entenderse que estas representaciones y sus leyes expresan a
la vez acciones mentales y caracteristicas de los objetos matematicos (p. 58).

Las computadoras permiten la representacion de conceptos y procedimientos
matematicos (objetos matematicos que acuden facilmente al mundo de los
sentidos). Estas tecnologias no sélo favorecen la representacion matematica
multiple, sino también recursos extraordinarios en la interaccion estudiante-
conocimiento, permitiendo un involucramiento activo del sujeto en su aprendizaje

(p. 37).

Normas epistémicas sobre las reglas (conceptos, propiedades, procedimientos)
A continuacion, se presentan algunos enunciados clasificados seglin su caracter de
norma, asociada a conceptos, propiedades o procedimientos probabilisticos de acuerdo

con la malla curricular (MEP, 2012):
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Diferenciar entre una situacion aleatoria y una determinista o segura (p. 146).
Identificar eventos seguros o aleatorios, y dentro de las situaciones aleatorias
aquellas que son mas o menos probables de acuerdo con nociones intuitivas (p.
169).

Identificar situaciones mas probables o menos probables dentro del contexto
estudiantil (p. 155).

Inducir que es igualmente probable obtener un escudo (E) o una corona (C) al
lanzar una moneda y por ende que los eventos obtener un escudo y una corona (EC)
y obtener una corona y un escudo (CE) al lanzar dos monedas son igualmente
probables. (p. 167).

Generalizar la idea de que una situacion es mas probable que otra si tiene mas
posibilidad de ocurrir, o sea ocurre con mayor regularidad (p. 154).

Intuir hechos que tienen una mayor probabilidad de ocurrencia y de este modo
favorecer sus decisiones (p. 146).

Definir el concepto de probabilidad como la proporcion de casos favorables de un
evento entre el total de casos. Aqui debe quedar claro que esta definicion es valida
siempre que todos los resultados sean igualmente probables (p. 261).

A partir de la definicion laplaciana o clasica de probabilidad, y de los conceptos de
evento probable, imposible y seguro, es conveniente que la accion estudiantil esté
dirigida hacia la deducciéon de algunas de las propiedades basicas que cumplen las
probabilidades (p. 361).

Generar la ley de los grandes numeros desde un punto de vista intuitivo, en el
sentido que entre mas grande sea la muestra con la que se trabaja, mas se aproxima
la probabilidad frecuencial de un evento a su valor real (p. 368).

Las normas anteriores, como también otras que contienen ideas similares, pueden

ser sintetizadas en las siguientes, asociadas a elementos regulativos, de las que se

infieren los indicadores de idoneidad correspondientes y que se presentan en la seccion

de sintesis de resultados en la Tabla A1.6:

Diferenciar entre fendmenos deterministas y fendmenos aleatorios y entre
sucesos mas o menos probables, para favorecer la toma de decisiones.
Estimar y calcular probabilidades de acuerdo al significado de probabilidad
(intuitivo, clasico o frecuencial) propuesto segiin nivel educativo y las
caracteristicas de la situacion o experimento aleatorio planteado.

Deducir las propiedades de la probabilidad a partir de los conceptos de
evento probable, imposible y seguro y del enfoque clasico.

Emplear la ley de los grandes niimeros desde un punto de vista intuitivo para
aproximar la probabilidad de un evento, relacionando los enfoques cléasico y

frecuencial.
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Igualmente, se encuentran justificaciones para dichas normas:

El concepto clasico de probabilidad se ha venido construyendo paulatinamente en
funcion de la identificacion de los puntos muestrales que estan a favor de un evento
dentro del espacio muestral. No obstante, ante lo limitado de la definicién clésica o
laplaciana se requiere introducir el analisis probabilistico con base en la definicion
frecuencista, por la cual se aproximan las probabilidades mediante una frecuencia
relativa determinada a través de una muestra aleatoria. Este enfoque genera una
aproximacion a las probabilidades, aprovechando la nocion intuitiva de la ley de
los grandes niimeros para identificar la evolucion que esas probabilidades van
experimentando a medida que se incrementa el tamafio de la muestra (MEP, 2012,
p. 379).

Normas epistémicas sobre los argumentos

A partir de los procesos matematicos “Razonar y argumentar” y “Comunicar” se

plantean normas generales que orientan la importancia de la argumentacion en las

diferentes areas matematicas (MEP, 2012):

Plantear una conjetura y buscar los medios para justificarla (en adecuacion a cada
nivel educativo), ya sea por medio de materiales concretos, diagramas, calculadoras
u otros instrumentos (p. 56).

Cultivarse de una manera gradual, primero acudiendo a formas verbales, luego
escritas y mas tarde simbolicas (p. 56).

A continuacion, se presentan algunos enunciados clasificados segun su caracter de

normas sobre la argumentacion, asociadas a conocimientos probabilisticos.

Normas especificas de probabilidad

Comunicar mediante una adecuada argumentacion las respuestas a dichas
interrogantes (MEP, 2012, p. 148).

Realizar un debate donde se discutan los resultados obtenidos, en funcién de los
argumentos empleados para justificar las respuestas (MEP, 2012, p. 360).

Simular otras situaciones que permitan apreciar la ley de los grandes nimeros. Por
ejemplo, utilizando una hoja de calculo es posible generar niimeros aleatorios que
permiten simular fenomenos de distinta naturaleza (MEP, 2012, p. 369).

Las normas anteriores, como otras que contienen ideas similares, pueden ser

sintetizadas en las siguientes sobre la argumentacion en probabilidad.

Emplear de manera gradual diferentes tipos de argumentacion (verbal,
escrita, simbolica) de acuerdo al nivel educativo del estudiantado.

Plantear conjeturas y justificarlas empleando diferentes recursos (materiales
concretos, diagramas, calculadoras, etc.) que apoyen y debatan los

argumentos expuestos.
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e Utilizar simulaciones como apoyo en la argumentacion relacionada con el

significado frecuencial y la ley de los grandes nimeros.

Asociadas a las anteriores normas, se ha podido encontrar explicaciones o
justificaciones, como las siguientes (MEP, 2012):

Se trata de actividades mentales que aparecen transversalmente en todas las areas del
plan de estudios y que desencadenan formas tipicas del pensamiento matematico:
deduccion, induccion, comparacion analitica, generalizacion, justificaciones, pruebas,
uso de ejemplos y contraejemplos (p. 24).

La justificacién y prueba son parte esencial de los quehaceres matematicos y por lo
tanto deben ocupar un lugar especial en la formacion escolar. (p. 56).

Las computadoras permiten la representacion de conceptos y procedimientos
matematicos (objetos matematicos que acuden facilmente al mundo de los sentidos).
Estas tecnologias no solo favorecen la representacion matematica multiple, sino también
recursos extraordinarios en la interaccion estudiante-conocimiento, permitiendo un
involucramiento activo del sujeto en su aprendizaje (p. 37).

Normas epistémicas sobre las relaciones entre componentes
A partir del proceso matematico “Conectar” se plantean normas generales que
orientan la forma en que deben relacionarse los conceptos o las diferentes areas

matematicas del curriculo, por ejemplo (MEP, 2012):

e FEl conocimiento debe visualizarse como una realidad interconectada llena de
enlaces (p. 57).

e Entrenar y desarrollar la capacidad para hacer conexiones puede hacerse en todos
los niveles educativos sin gran dificultad (p. 25).

A continuacion, aparecen algunos enunciados clasificados segin su cardcter de
normas asociadas a relaciones sobre conocimientos probabilisticos de acuerdo con las
directrices curriculares (MEP, 2012). Las dos primeras conectan elementos regulativos
de otras areas matematicas con elementos regulativos probabilisticos, siguen dos que
conectan elementos regulativos estadisticos y probabilisticos. Las dos siguientes
conectan situaciones problemas con estos mismos elementos; sigue otra que conectan la

argumentacion y resolucion de problemas.

Normas especificas de probabilidad

e La probabilidad conecta mucho con Numeros y Geometria, y se debe tratar de
manera informal en los primeros afios para ir avanzando en su abstraccion en la
Secundaria (MEP, 2012, p. 55).
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e Este problema permite conectar los conceptos de Probabilidad con el calculo de
areas en Geometria. Se puede identificar que es mas probable la figura que tiene
mayor area (MEP, 2012, p. 360).

e Establecer vinculos entre los conceptos estadisticos y los probabilisticos (MEP,
2012, p. 163).

e Aunque los problemas con el andlisis de las probabilidades pueden diferir de los
problemas eminentemente estadisticos, los principios basicos que los regulen deben
ser los mismos (MEP, 2012, p. 380).

e Favorecer los procesos de resolucion de problemas vinculados con el analisis de
datos y el manejo de la aleatoriedad dentro del contexto estudiantil (MEP, 2012, p.
360).

e (Centrar en el analisis y la interpretacion proporcionada por los datos (para ofrecer
respuesta a preguntas concretas sobre los problemas) (MEP, 2012, p. 370).

e Realizar un debate donde se discutan los resultados obtenidos, en funcion de los
argumentos empleados para justificar las respuestas (MEP, 2012, p. 360).

Las normas anteriores, como otras que contienen ideas similares, pueden ser
sintetizadas en las siguientes sobre relaciones, que se traducen en indicadores en la

seccion de sintesis de resultados en la Tabla A1.6.

e Conectar la probabilidad con otras areas tematicas, en particular Numeros y
Geometria, usando en lo posible la resolucion de problemas.

e Plantear problemas que relacionen la estadistica y la probabilidad y ayuden a
desarrollar elementos regulativos de probabilidad;

e Emplear diferentes representaciones para la resolucion de problemas de
probabilidad.

e Utilizar la argumentacion para respaldar respuestas planteadas en problemas

de probabilidad.

En relacién con las anteriores normas, se ha podido encontrar explicaciones o

justificaciones, como las siguientes (MEP, 2012):

Aunque las Matematicas han evolucionado en distintas disciplinas o areas, han
llegado a integrarse con el correr del tiempo. Esta integracion es de tal nivel y el flujo de
relaciones de un lado a otro es tan grande que no insistir en esas conexiones y ese
caracter unificado haria perder la comprension adecuada de lo que son las Matematicas

(p. 24).

Observar la aplicabilidad e interconectividad de las Matematicas refuerza su aprecio
y disfrute (p. 57).

Las Matematicas, por su misma naturaleza, poseen las potencialidades para apoyar
los procesos transdisciplinarios que desde los primeros afios escolares se deben cultivar.
El conocimiento debe visualizarse como una realidad interconectada llena de enlaces (p.
57).
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Las conexiones con el entorno y otras materias son faciles de realizar en Estadistica
y Probabilidad en todo momento (p. 59).

Sintesis de indicadores de idoneidad epistémica

En la Tabla A1.6 se muestran los indicadores de idoneidad epistémica

especificos del tema de probabilidad inferidos de la sistematizacion de las normas

extraidas de las directrices curriculares costarricenses (MEP, 2012). Su comparacion con las

Tablas A1.3, A1.4y A1.5 nos lleva a obtener las siguientes conclusiones:

e Los indicadores obtenidos sobre la componente de situaciones-problema

abarcan los propuestos en Godino (2013) y los especificos de probabilidad

planteados en el NCTM (2000) (Godino et al., 2012), puesto que los

problemas tienen en cuenta los elementos bdsicos de la probabilidad vy,

ademas, son planteados empleando diversos contextos. Respecto a los

derivados por Beltran-Pellicer et al. (2018), no se cita en el curriculo el

significado subjetivo de la probabilidad, pero implicitamente se contempla un

primer acercamiento al insistirse en la toma de decisiones. Se afiade en

nuestro caso, el control y evaluacion de las estrategias de resolucion de

problemas probabilisticos, no contemplado por Beltran-Pellicer et al. (2018).

Tabla A1.6. Indicadores de idoneidad epistémica especificos de Probabilidad.

Fuente: Elaboracion propia

Componentes

Indicadores

Situaciones-
problemas

* Se construyen los conocimientos probabilisticos a través de la resolucion de
problemas, juegos y situaciones de incertidumbre cercanas al estudiantado, en
diversos contextos que involucren los diferentes significados de la probabilidad.

* Se resuelven problemas que suscitan la toma de decisiones del estudiantado en
situaciones de incertidumbre.

* Se busca que el estudiantado genere problemas (problematizacion estudiantil), juegos
o situaciones asociadas a fenomenos de incertidumbre o experimentos aleatorios.

* Se busca que el estudiantado evalue y controle las estrategias de resolucion
empleadas en problemas probabilisticos.

Lenguajes

» Se emplean distintas representaciones (verbal, diagrama de arbol, tablas, simbdlica,
etc.) para interpretar, comunicar y modelar situaciones de incertidumbre y
experimentos aleatorios, resaltando su papel en el analisis.

« Se precisa, de manera paulatina, el lenguaje probabilistico (experimento aleatorio,
eventos, espacio muestral, puntos muestrales, evento seguro, evento imposible, etc)
partiendo del vocabulario que emplea estudiantado en situaciones cotidianas.

 Se busca que el estudiantado pase de una representacion a otra, reconociendo las
ventajas y desventajas (o alcances), segun las caracteristicas de la situacion que se
quiere modelar.

* Se utilizan diferentes herramientas digitales para la construccion de representaciones
tabulares y graficas.
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Reglas

(Definiciones, mas o menos probables, para favorecer la toma de decisiones.
[proposiciones, * Se estiman y calculan probabilidades de acuerdo al significado de probabilidad

procedimientos)

de la situacion o experimento aleatorio planteado.

* Se deducen las propiedades de la probabilidad a partir de los conceptos de evento
probable, imposible y seguro y del enfoque clasico.

* Se emplea la ley de los grandes numeros desde el punto de vista intuitivo para
aproximar la probabilidad de un evento, relacionando los enfoques clasico y
frecuencial.

Argumentos » Se emplean, de manera gradual, diferentes tipos de argumentacion (verbal, escrita,

simbdlica) de acuerdo al nivel educativo del estudiantado.
* Se plantean conjeturas y se justifican empleando diferentes recursos (materiales
concretos, diagramas, calculadoras, etc.) que apoyen los argumentos expuestos;
* Se utilizan simulaciones como apoyo en la argumentacion, relacionada con el
significado frecuencial y la ley de los grandes numeros.

Relaciones

* Se conecta la probabilidad con otras areas tematicas, en particular Nimeros y
Geometria, usando en lo posible la resolucion de problemas.

* Se plantean problemas que relacionan la estadistica y la probabilidad y ayudan a
desarrollar elementos regulativos de probabilidad;

* Se emplean diferentes representaciones para la resolucion de problemas de
probabilidad.

* Se utiliza la argumentacion para respaldar respuestas planteadas en problemas de
probabilidad.

Respecto al lenguaje probabilistico, los indicadores inferidos en nuestro
trabajo incluyen los contemplados por Godino (2013), excepto el nivel
adecuado del lenguaje para los nifios a los que va dirigida la ensefanza; sin
embargo, este indicador estd implicito cuando se indica que se debe precisar
paulatinamente el lenguaje probabilistico, partiendo de vocabulario cotidiano
o cercano al estudiante para posteriormente crear conexiones con los términos
formales. La traduccion entre diferentes representaciones supone las
situaciones de expresion e interpretacion matematica. Ademas, en nuestro
caso, se anade el uso de medios digitales para la construccion de
representaciones tabulares y graficas. Los comentarios anteriores implican
que se incluyen los indicadores deducidos del NCTM (2000) por Godino et
al. (2012) y los sugeridos por Beltran-Pellicer et al. (2018).

En relacion a las reglas, los indicadores de Godino (2013) estan
contemplados, en cuanto a que los alumnos han de emplear, deducir y aplicar
definiciones y propiedades de la probabilidad. Todas las reglas citadas por
Godino et al. (2012) y por Beltran-Pellicer et al. (2018), se incluyen en los
indicadores del curriculo costarricense, aunque expresados de forma

diferente. El uso de tablas y diagramas de arbol lo hemos situado dentro de
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los indicadores referidos al lenguaje, ya que en las directrices curriculares
MEP (2012) se consideran herramientas de representacion de objetos
matematicos para la comunicaciéon y resoluciéon de problemas, mas que
contenidos en si mismos.

e [gualmente, se recogen en nuestro conjunto de indicadores los relacionados
con la argumentacion en los obtenidos por Beltran-Pellicer et al. (2018) y, al
igual que en este caso, se aflade la simulacion como un tipo particular de
argumentacion apropiado para el trabajo con la probabilidad. Ademas, en
nuestro caso, se afade el uso de diversos recursos y representaciones que
apoyen los argumentos presentados. En Godino et al. (2012) no se incluye
este componente y en Godino (2013) no se cita la argumentacion.

¢ Finalmente, los indicadores asociados con las relaciones contemplan los de
Godino (2013) y Beltran-Pellicer et al. (2018), y en Godino et al. (2012) no
aparecen. En nuestro caso, el conjunto de indicadores en este componente es
mas rico, puesto que se divide en cuatro diferenciados, que tienen en cuenta
la resolucion de problemas conectada con: elementos regulativos (en areas
probabilisticas y otras); con la argumentaciéon y con el uso de

representaciones.

Conclusiones y comentarios finales

En este trabajo se analizaron los documentos curriculares que regulan la
ensefanza de la matematica en Educacion General Basica en Costa Rica, para inferir
indicadores de idoneidad epistémica de los contenidos de probabilidad, siguiendo el
método sugerido en Godino et al. (2012). Consideramos que este analisis es un primer
acercamiento a la valoracion de la calidad de dichas orientaciones curriculares.

El conjunto de indicadores obtenidos y la comparacion con diferentes modelos
propuestos previamente, sugiere que estos documentos incluyen normas de las cuales se
deducen todos los indicadores propuestos por Beltran-Pellicer et al. (2018), Godino
(2003), Godino et al. (2012), generalmente, con algo mas de especificacion y centrando
como componente modular en las situaciones-problema, que integran y catalizan los
demdas componentes (lenguaje, reglas y argumentos), lo cual es consistente con lo que
plantea el enfoque curricular costarricense (MEP, 2012). Asimismo, se evidencia a nivel

general que se promueve la utilidad de la probabilidad en diversas areas matematicas y
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no matematicas. En consecuencia, se deduce una alta idoneidad epistémica de los
lineamientos curriculares en Costa Rica (MEP, 2012) para la ensefianza de la
probabilidad en la EGB, es decir, un buen acoplamiento del significado institucional
pretendido con el significado institucional de referencia de la probabilidad, dado por la
investigacion didactica previa.

Finalmente, resaltamos la utilidad que la Teoria de idoneidad didactica ha tenido
como instrumento de valoracion de las orientaciones curriculares de Costa Rica,
explicitando de modo objetivo indicadores de la forma en que contemplan en dicho
curriculo los diversos tipos de objetos matematicos propuestos en el EOS y sus
relaciones.

Por supuesto, reconocemos que puede haber una diferencia entre lo propuesto en
el curriculo y lo implementado en el aula, de modo que la idoneidad epistémica final de
la ensefianza en cada curso y situacion dependerd de como se traduzca el curriculo a la
accion de aula. No hay que olvidar, ademas, el resto de las componentes de la idoneidad
didactica, cuyo analisis quedaria pendiente para nuevos trabajos y que dependeria de las
circunstancias y el contexto que rodea la accion didactica.

No obstante, consideramos que este analisis presenta una sintesis que puede
orientar al docente en el disefio, implementaciéon y evaluacion de procesos de ensefianza
de la probabilidad, en el marco de las orientaciones curriculares costarricenses;
constituyéndose un “puente” entre estas y su practica docente (Godino et al., 2012).
Ademas, valoramos que puede servir de insumo para la formacion inicial docente y

como material para procesos de capacitacion en conocimiento did4ctico-matematico.

332



Departamento de Didactica de la Matemética
Universidad de Granada

Nombre y apellido: Fecha de nacimiento: I/

dia/ mes / afio

Institucién educativa:

ftem 1: Eduardo tiene en su caja 10 bolas blancas y 20 negras. Luis tiene en una
caja 30 bolas blancas y 60 negras. Juegan a sacar al mismo tiempo una bola de su
caja (con los ojos cerrados) y el ganador es el nifio que saque una bola blanca. Si
ambos sacan simultdneamente bolas de igual color, devuelven las bolas a sus cajas
y el juego continta. Eduardo afirma que el juego no es justo porque en la caja de
Luis hay mas bolas blancas que en la suya. ¢ Cudl es tu opinion sobre lo que dice
Eduardo?

ftem 2: Maria y Esteban juegan a lanzar un dado.

Maria gana 1 confite si el dado sale 263 64 65 6 6. Si resulta un 1, Esteban gana
una cierta cantidad de confites. ¢ Cuantos confites debe ganar Esteban cuando sale
el 1, para que el juego sea justo o equitativo?
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ftem 3a: Una clase de sexto afio de una escuela tiene 13 nifios y 16 nifias. Cada
nombre de los alumnos se escribe sobre un trozo de papel. Todos los trozos se
ponen en un sombrero. El profesor saca uno sin mirar. Sefiala la frase correcta:

(A) Es mas probable que el nombre sea de un nifio que de una nifia
(B) Es mas probable que el nombre sea de una nifia que de un nifio
(C) Es igual de probable que sea de un nifilo que de una nifia

(D) No lo sé

ftem 3b: ¢Por qué?

ftem 4a: En una bolsa se ponen 4 bolas rojas, 4 azules y 2 verdes, y después se
revuelven. Se sacan tres bolas fuera, resultando 2 rojas y 1 azul. A continuacién
sacamos otra bola sin echar las anteriores a la bolsa. ¢(De qué color es mas
probable que sea?

(A) El rojo tiene mayor probabilidad

(B) El azul tiene mayor probabilidad

(C) El verde tiene mayor probabilidad

(D) Todos los colores tienen la misma probabilidad
(E)No lo sé

ftem 4b: ¢Por qué?
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ftem 5a: En la caja A se han metido 3 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja B
se han metido 2 fichas negras y 1 ficha blanca. (Mira el dibujo)

Si tienes que sacar una ficha negra para ganar un premio, sin mirar dentro de la
caja, ¢cual caja elegirias para hacer la extraccion? Sefala la respuesta correcta:

(A) La caja A da mayores posibilidades de obtener una ficha negra
(B) La caja B da mayores posibilidades de obtener una ficha negra
(C) Las dos cajas dan la misma posibilidad

(D) No lo sé

ftem 5b: ¢Por qué?

ftem 6a: Otras dos cajas tienen en su interior algunas fichas negras y algunas fichas
blancas (Mira el dibujo):

e CajaC:5negrasy 2 blancas
e CajaD: 5 negrasy 3 blancas

¢ Qué caja (la C o la D) da mas posibilidades de sacar una ficha negra? ¢ O, por el
contrario, dan las dos la misma posibilidad?

(A) CajaC

(B) CajaD

(C) La misma posibilidad
(D) No lo sé

ftem 6b: ¢Por qué?
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ftem 7a: Otras dos cajas distintas tienen también fichas negras y blancas (Mira el
dibujo):

e CajaE: 2 negrasy 2 blancas
e CajaF: 4 negrasy 4 blancas

¢, Qué caja da mejor posibilidad de obtener una ficha negra?
(A) Caja E
(B) Caja F
(C) La misma posibilidad
(D) No lo sé

ftem 7b: ¢Por qué?

ftem 8a: Otras dos cajas distintas tienen
fichas negras y blancas (Mira el dibujo):

e Caja G: 12 negrasy 4 blancas
e Caja H: 20 negras y 10 blancas
¢, Qué caja da mejor posibilidad de sacar una ficha negra?

(A) La misma posibilidad
(B) Caja G

(c)Caja H

(D) No lo sé

ftem 8b: ¢Por qué?
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ftem 9a: Otras dos cajas distintas de las anteriores tienen fichas negras y blancas
(Mira el dibujo):

e CajaJ: 3negrasy 1 blanca
e CajaK: 6 negrasy 2 blancas
¢, Qué caja da mejor posibilidad de obtener una ficha negra?

(A) La misma posibilidad
(B) Caja J

(©)Caja K

(D) No lo sé

ftem 9b: ¢Por qué?

ftem 10a: La figura muestra dos discos (ruletas) que tienen agujas que una vez
giradas se detienen y apuntan a un namero (Mira el dibujo):

¢,Con qué disco es mas facil obtener un 3? Sefala la respuesta correcta:

(A) Es mas facil obtener 3 en el disco rojo

(B) Es mas facil obtener 3 en el disco azul

(C) Los dos discos dan la misma posibilidad de obtener 3
(D) Nolo se

ftem 10b: ¢ Por qué eliges esta respuesta?
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ftem 11a: Dos trompos de seis lados estan marcados con unos y doses, como se

indica en el siguiente dibujo representativo:
AMARILLO ROJO

¢, Qué trompo te da mejor oportunidad de
obtener un 2 cuando se lanza? ¢ 0O, dan la /zvz\ /V\
1 1 2 1

misma posibilidad?

(A) El amarillo es mejor para obtener un 2

(8) El rojo es mejor para obtener un 2

(C) Ambos trompos dan la misma
posibilidad

(D) No lo sé

item 11b: ¢Por qué?

ftem 12a: Dos discos (ruletas), uno naranja y otro marrén, estan marcados con
nameros (Mira el dibujo):

Cada disco tiene una aguja que gira. Si se
quiere obtener un 1, ¢ Es uno de los discos
mejor que el otro, o ambos dan la misma
posibilidad?

(A) El marrén es mejor para sacar un 1

(8) El naranja es mejor para sacar un 1
(C) Ambos discos dan la misma posibilidad
(D) No se puede decir

ftem 12b: ¢ Por qué has elegido esta respuesta?
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ftem 13: Maria y Esteban juegan con una ruleta. Maria gana un confite si la aguja
que gira cae en el 1 y Esteban gana un confite si cae en el 2. Coloca en las
siguientes ruletas los nimeros que consideres oportunos para que se cumpla:

(A) Maria gana seguro (B) Es posible que Maria gane

(C)Maria y Esteban tienen igual (D) Es imposible que Maria gane
posibilidad de ganar

ftem 14: Maria gana cuando saca ficha negra. Pinta en las siguientes urnas tantas
fichas negras y blancas, como consideres oportuno, para que ocurra:

-

(A) Maria gana seguro (B) Es posible que Maria gane
(C)Maria tienen igual posibilidad (D) Es imposible que Maria gane

de ganar que de perder
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Dra. Carmen Batanero Bernabeu
Dpto. Didactica de la Matematica
Universidad de Granada
batanero@ugr.es

Estimado(a) Profesor(a)

El cuestionario adjunto es parte de una investigacion sobre la influencia del razonamiento proporcional
en la comparacion de probabilidades y resolucion de tareas probabilisticas, en estudiantes costarricenses
y espafioles, al finalizar la educacion primaria y a lo largo de la secundaria; es decir, estudiantes de 11 a
16 afios.

Usted ha sido seleccionado(a) para participar en esta investigacion como experto(a) en Didactica de la
Estadistica, debido a su experiencia e investigaciones asociadas al tema.

Sus contribuciones seran utilizadas en una de las fases de disefio del instrumento de evaluacion.
Concretamente, sus aportes forman parte de la revision, a partir del juicio de expertos, de aspectos
metodologicos relacionados con el enunciado de los items que serdn considerados para el cuestionario.
De antemano le agradecemos su importante colaboracion, la cual nos permitira conseguir mayor validez
cientifica en los resultados que se obtengan en nuestro trabajo. Estamos dispuestos a proporcionar
informacién complementaria sobre nuestra investigacion y atender a sus preguntas sobre la misma.

Atentamente,

Dra. Carmen Batanero Bernabeu
Directora

MSc. Luis Hernandez Solis
Doctorando
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Cuestionario para Expertos

Considerando evaluar el constructo “razonamiento probabilistico y su relacion con el razonamiento
proporcional”, el presente instrumento se estructura segun contenido de la siguiente manera:

ftems tipo 1: Comparacion de probabilidades en contexto de urnas
ftems tipo 2: Comparacion de probabilidades en contexto de ruletas
ftems tipo 3: Comparacién de fracciones

ftems tipo 4: Determinacion de la ganancia en juegos equitativos

ftems tipo 5: Construccion de espacios muestrales en contexto de ruletas
ftems tipo 6: Construccion de espacios muestrales en contexto de urnas

PRIMERA PARTE:
Para cada contenido se presentan tres posibles items. Requerimos su colaboracion para:

e Valorar cada uno de los enunciados propuestos, para cada contenido, segun su criterio experto.
Sugerir mejoras en la redaccion de los items.

e (alificar la pertinencia de cada tarea segun el proposito pretendido del item, mediante una
escala de Likert de 1 a 5, donde 1 representa “Nada pertinente” y 5 “Muy pertinente”.

SEGUNDA PARTE:

Se presenta la Tabla 1 donde aparecen tres pares de fracciones sencillas asociadas a cada uno de los
niveles de Noelting que se tendrian en cuenta para el disefio de los cuestionarios para los items de tipo
1, 2 y 3; es decir, que se utilizarian para elaborar 18 items diferentes en total, distribuidos de la siguiente
forma: 6 problemas de comparacion de fracciones, 12 problemas de comparacion de probabilidades (6
en contexto de urnas y 6 en contexto de ruletas).

En esta parte, usted debera seleccionar dos de tres propuestas para cada nivel de Noelting, considerando
la estrategia de resolucion que se indica en la Tabla 1.
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PRIMERA PARTE

Items tipo 1. Comparacion de probabilidades en urnas

item 1.1

En la caja A se han metido 3 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja B se han metido 2 fichas
negras y 1 ficha blanca. (Mira el dibujo)

Si tienes que sacar una ficha negra para ganar un premio, sin mirar dentro de la caja, ;cudl caja
elegirias para hacer la extraccion? Sefiala la respuesta correcta:

(A) Elijo la caja A, porque da mayores posibilidades de obtener una ficha negra.
(B) Eljjo la caja B, porque da mayores posibilidades de obtener una ficha negra.
(C) Puedo tomar cualquiera, las dos cajas dan la misma posibilidad.

(D) No lo sé.

Explica por qué das esta reSPUeSta .. ...iuiite ittt ii et eite it eitaairaaneannns

item 1.2

La caja A contiene 3 fichas negras y 1 ficha blanca y la caja B contiene 2 fichas negras y 1 ficha
blanca.

(En cual de las dos cajas hay mas posibilidad de sacar una ficha negra? Sefiala la respuesta correcta:

(A) Hay mas posibilidades con la caja A.

(B) Hay mas posibilidades con la caja B.

(C) Da lo mismo usar cualquiera de las dos cajas.
(D) No lo sé.

Explica por qué das esta reSpUeSta: .. ..uueineeeeit ettt aaiaaanaanas

item 1.3
En la caja A hay 3 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja B hay 2 fichas negras y 1 ficha blanca.

Se mueven las cajas y se saca una ficha con los ojos cerrados ;en cual es mas probable sacar una ficha
negra? Sefiala la respuesta correcta:

(A) Hay mas probabilidad de sacar una ficha negra de la caja A.

(B) Hay mas probabilidad de sacar una ficha negra de la caja B.

(C) En ambas cajas hay igual probabilidad de sacar una ficha negra.
(D) No lo sé.

Explica por qué das esta TeSPUESLA: ... .ouitinit ittt ettieeiaeaeneanenennens
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Califique la pertinencia de cada tarea seglin el propoésito pretendido del item, mediante una escala de
Likert de 1 a 5, donde 1 representa “Nada pertinente” y 5 “Muy pertinente”. Marque con una “X” en la
casilla que considere segun su criterio.

Marque para cada item una puntuacion: 1 2 3 4 5
El item 1.1 es adecuado para este contenido
El item 1.2 es adecuado para este contenido
El item 1.3 es adecuado para este contenido

Si lo considera necesario, incluya algunas sugerencias para mejorar el enunciado del item elegido en
primer lugar (mas adecuado), sin variar su contenido:

ftem elegido en primer lugar:

Modificaciones sugeridas:
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Items tipo 2. Comparacion de probabilidades en ruletas

item 2.1

En la ruleta A hay 3 sectores pintados de negro y 1 sector pintado de blanco y en la ruleta B hay 2
sectores pintados de negro y 1 de pintado de blanco. Al girar una ruleta obtienes un premio si la
flecha apunta un sector negro (Mira el dibujo).

(Cual ruleta elegirias si quieres ganar el premio? Sefiala la respuesta correcta:

(A) Elijjo la ruleta B, porque da mayores posibilidades de ganar el premio.

(B) No tengo preferencia. Las dos ruletas dan la misma posibilidad de ganar el premio.
(C) Elijo la ruleta A, porque da mayores posibilidades de ganare el premio.

(D) No lo sé.

Explica por qué das esta reSPUeSta .. ...uuiete ittt iii et eite i aitaairaaneannns

item 2.2

La ruleta A est4 divida en 4 partes de igual area (3 estan pintados de negro y 1 pintado de blanco) y la
ruleta B est4 divida en 3 partes de igual 4rea (2 estan pintados de negro y 1 pintado de blanco).

(Cual ruleta da mas posibilidad de obtener el color negro al girar la aguja? Sefiala la respuesta correcta

(A) La ruleta A tiene mayores posibilidades de obtener el color negro.
(B) La ruleta B tiene mayores posibilidades de obtener el color negro.

(C) Las dos ruletas tienen la misma posibilidad de obtener el color negro.
(D) No lo sé.

Explica por qué das esta reSpuesta: .. ...eueenie ittt ieeaanen
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item 2.3

En la ruleta A hay 3 sectores de color negro y 1 sector de color blanco y en la ruleta B hay 2 sectores
de color negro y 1 de color blanco.

Se gana un juego si al girar la ruleta si la flecha apunta un sector negro, ;cudl ruleta elegirias para
jugar? Sefiala la respuesta correcta

(A) La ruleta B.

(B) La ruleta A.

(C) Cualquiera de las dos.
(D) No lo sé.

Explica por qué das esta reSpuesta: .. ..ouueer it ittt eiaaneaanen

Califique la pertinencia de cada tarea seglin el propoésito pretendido del item, mediante una escala de
Likert de 1 a 5, donde 1 representa ‘“Nada pertinente” y 5 “Muy pertinente”. Marque con una “X” en la
casilla que considere segun su criterio.

Marque para cada item una puntuacion: 1 2 3 4 5
El item 2.1 es adecuado para este contenido

El item 2.2 es adecuado para este contenido

El item 2.3 es adecuado para este contenido

Si lo considera necesario, incluya algunas sugerencias para mejorar el enunciado del item elegido en
primer lugar (méas adecuado), sin variar su contenido:

ftem elegido en primer lugar:

Modificaciones sugeridas:
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Items tipo 3. Comparacion de fracciones

item 3.1

Maria y Juan preparan limonada. Maria mezcla 3 vasos de zumo de limoén con 1 vaso de agua. Juan
mezcla 2 vasos de zumo de limén con 1 vaso de agua.

Maria Juan
Zumo de limon Agua Zumo de limon Agua

(Cual de las dos limonadas sabe més a limén?

(A) La de Maria
(B) La de Juan
(C) Las dos igual
(D) No lo sé.

Explica por qué das esta reSpuesta: .. ..ouueeriieiniii it aaneaaaen

ftem 3.2
Maria y Juan preparan limonada. (Mira el dibujo)
Maria Juan
Jugo de limén Azucar Jugo de limén Azucar

Si Maria mezcla 3 vasos de jugo de limon con 1 cucharada de azucar y Juan prepara limonada
mezclando 2 vasos de jugo de limoén con 1 cucharada de azucar, ;cual de las dos limonadas tiene un
sabor mas dulce?

(A) La de Juan

(B) La de Maria

(C) Las dos sabrian igual
(D) No lo sé.

Explica por qué das esta reSpuesta: .. ...oueeeeiie it aeneaaaen

347




item 3.3

Maria y Juan preparan café con leche. (Mira el dibujo)

Maria Juan
Café Leche Café Leche

Si Maria mezcla 3 tazas de café con 1 vaso de leche y Juan mezcla 2 tazas de café con 1 vaso
de leche, ;cudl de las dos mezclas tendria mayor sabor a café?

(A) Las dos igual.
(B) La de Juan.
(C) La de Maria.
(D) No lo sé.

Explica por qué das eSta reSPUeSta .. ...uuiete it itiit ettt eiteaitaaaaaneannns

Califique la pertinencia de cada tarea seglin el propodsito pretendido del item, mediante una escala de
Likert de 1 a 5, donde 1 representa ‘“Nada pertinente” y 5 “Muy pertinente”. Marque con una “X” en la
casilla que considere segun su criterio.

Marque para cada item una puntuacion: 1 2 3 4 5
El item 3.1 es adecuado para este contenido
El item 3.2 es adecuado para este contenido
El item 3.3 es adecuado para este contenido

Si lo considera necesario, incluya algunas sugerencias para mejorar el enunciado del item elegido en
primer lugar (méas adecuado), sin variar su contenido:

ftem elegido en primer lugar:

Modificaciones sugeridas:
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Items tipo 4. Determinacion de la ganancia en juegos equitativos

item 4.1

Maria y Esteban juegan a lanzar un dado con 6 caras numeradas del 1 al 6. Maria gana 1 barra de
chocolate si el dado sale2 63 64 6 5 6 6. Siresulta un 1, Esteban gana una cierta cantidad de barras de
chocolate. ;Cuantas barras de chocolate debe ganar Esteban cuando sale el 1, para que el juego sea
justo o equitativo?

item 4.2

Maria y Esteban juegan con un dado con 6 caras numeradas del 1 al 6. Maria gana 1 barra de chocolate
si en el dado sale un 1 o un 2. Si resulta un nimero mayor a 2, gana Esteban. ;Cuéantas barras de
chocolate debe ganar Esteban para que el juego sea justo o equitativo?

item 4.3

Maria y Esteban juegan a lanzar dos dados, cada uno con 6 caras numeradas del 1 al 6. Luego de lanzar
los dados se calcula el producto de los nimeros de las caras que salgan. Maria gana 1 barra de
chocolate si el producto es par y Esteban gana una cierta cantidad de barras de chocolate si el producto
es impar. ;Cuantas barras de chocolate debe ganar Esteban para que el juego sea justo o equitativo?

Califique la pertinencia de cada tarea seglin el propodsito pretendido del item, mediante una escala de
Likert de 1 a 5, donde 1 representa “Nada pertinente” y 5 “Muy pertinente”. Marque con una “X” en la
casilla que considere segun su criterio.

Marque para cada item una puntuacion: 1 2 3 4 5
El item 4.1 es adecuado para este contenido
El item 4.2 es adecuado para este contenido
El item 4.3 es adecuado para este contenido

Si lo considera necesario, incluya algunas sugerencias para mejorar el enunciado del item elegido en
primer lugar (mas adecuado), sin variar su contenido:

ftem elegido en primer lugar:

Modificaciones sugeridas:
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Items tipo 5. Construccion de espacio muestral en ruletas

item 5.1

Maria y Esteban juegan con una ruleta. Maria gana un premio si la aguja que gira cae en el 1 y Esteban
gana un premio si cae en el 2. Coloca en las siguientes ruletas los nimeros que consideres oportuno

para que se cumpla:

(a) Maria gana seguro (b)Maria y Esteban tienen (¢) Es imposible que Maria
igual posibilidad de ganar gane

item 5.2

Maria y Esteban juegan con una ruleta dividida en cuatro partes iguales. Maria gana un premio si la
aguja que gira cae en una parte de color negro y Esteban gana si cae en una de color blanco. Pinta en
las siguientes ruletas tantas partes negras y blancas, como consideres oportuno, para que ocurra:

(a) Maria gana seguro (b)Maria y Esteban tienen (c) Es imposible que Maria
igual posibilidad de ganar gane

item 5.3

Maria y Esteban juegan con una ruleta dividida en seis partes iguales. Maria gana un premio si la aguja
que gira cae en una parte de color negro y Esteban gana si cae en una de color blanco. Pinta en las
siguientes ruletas tantas partes negras y blancas, como consideres oportuno, para que ocurra:

(a) Maria gana seguro (b)Maria y Esteban tienen (c) Es imposible que Maria
igual posibilidad de ganar gane
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Califique la pertinencia de cada tarea seglin el propoésito pretendido del item, mediante una escala de
Likert de 1 a 5, donde 1 representa “Nada pertinente” y 5 “Muy pertinente”. Marque con una “X” en la
casilla que considere segun su criterio.

Marque para cada item una puntuacion: 1 2 3 4 5
El item 5.1 es adecuado para este contenido
El item 5.2 es adecuado para este contenido
El item 5.3 es adecuado para este contenido

Si lo considera necesario, incluya algunas sugerencias para mejorar el enunciado del item elegido en
primer lugar (mas adecuado), sin variar su contenido:

ftem elegido en primer lugar:

Modificaciones sugeridas:
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Items tipo 6. Construccion de espacio muestral en urnas

item 6.1
Maria gana cuando saca una bola negra. Pinta en las siguientes urnas tantas bolas negras y blancas,

como consideres oportuno, para que ocurra:

(a) Maria gana seguro (b) Maria y Es‘;e.ban tienen (¢) Maria nunca gana
igual posibilidad de ganar

item 6.2

Maria y Esteban juegan a sacar, sin mirar, una bola de una caja. Maria gana si saca una bola negra y
Esteban gana si saca una bola blanca. Dibuja en las siguientes cajas tantas bolas negras y blancas, como

consideres oportuno, para que se cumpla:

(2) Maria gana (b) Hay la misma (c) Maria no gana nunca
siempre probabilidad de
que ganen Maria o
Juan

item 6.3
En un juego se saca, sin mirar, una bola de una urna, si esta es de color negro Maria gana y si es de
color blanco Esteban gana. Dibuja y pinta en las siguientes urnas tantas bolas negras y blancas, como

consideres oportuno, para que ocurra:

() Es seguro que Maria | (b) Es igual de probable que | (o) Eg imposible que Maria
gana ganen Maria o Esteban gane
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Califique la pertinencia de cada tarea seglin el propoésito pretendido del item, mediante una escala de
Likert de 1 a 5, donde 1 representa “Nada pertinente” y 5 “Muy pertinente”. Marque con una “X” en la
casilla que considere segun su criterio.

Marque para cada item una puntuacion: 1 2 3 4 5
El item 6.1 es adecuado para este contenido
El item 6.2 es adecuado para este contenido
El item 6.3 es adecuado para este contenido

Si lo considera necesario, incluya algunas sugerencias para mejorar el enunciado del item elegido en
primer lugar (mas adecuado), sin variar su contenido:

ftem elegido en primer lugar:

Modificaciones sugeridas:
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SEGUNDA PARTE
A continuacion, se le presenta la Tabla 1 donde aparecen tres pares de fracciones sencillas para cada
uno de los niveles de Noelting que se tendrian en cuenta para el disefio de los dos cuestionarios en los

items de tipo 1,2y 3.

De acuerdo a la tabla 1 seleccione dos de las tres propuestas que se plantean para cada nivel de
Noelting, considerando la estrategia de resolucion que se indica.

Tabla 1. Fracciones propuestas para cada uno de los niveles de Noelting

Etapa Composicion
Estrategias (a1,b1) vs (az,by)

Propuestal  Propuesta2  Propuesta 3
1A Comparar numeradores 3,DHvs(2,1) (3,2)vs(5,2) (2,3)vs(1,3)
1B Comparar denominadores 5,Dvs(5,3) “&1Dvs4,3) (51)vs(54)
ITA Correspondencia’ 22)vs44) (22)vs(3,3) (44)vs(3.,3)
11B Correspondencia o proporcion®  (3,1) vs (6,2) (4,2) vs (2,1) (2,6) vs (1,3)
IIIA | Correspondencia o proporcion®  (2,1) vs (6,2) (3,1) vs (4,2) (3,6) vs (1,3)
111B Proporcion* 2,3)vs(1,2) (3,2)vs(4,3) (3,4) vs (4,5)

1: Se calcula la razon entre numerador y denominador en la primera fraccion y se compara con la
misma razén en la segunda. La razén es igual a la unidad.

2: Se calcula la razéon entre numerador y denominador en la primera fraccion y se compara con la
misma razén en la segunda. La razén es distinta a la unidad.

3: Las razones entre numerador y denominador de cada fraccion son ntimeros enteros pero diferentes
entre si.

4. Solo se puede resolver reduciendo las fracciones a comun denominador y comparando.

Complete el siguiente cuadro marcando con una (X) en el espacio correspondiente las tres propuestas de
fracciones que considere mas pertinentes para cada nivel de Noelting.

Etapa Propuesta 1 Propuesta2 Propuesta 3
1A

IB

ITA

11B

IIIA

11IB

Si lo considera necesario, incluya algunas sugerencias:
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Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

5Nombre y apellido: Fecha de nacimiento:  / /
Institucion educativa: dia /mes / afio
Nivel educativo: afio Sexo: Hombre _ Mujer

I PARTE. Seleccion unica. Lea cuidadosamente cada uno de los siguientes items y marque con X
(equis) dentro de los paréntesis ( ) que estan a la par de la respuesta que usted considera correcta.
Luego explique porqué seleccion6 esa respuesta.

item 1
En la caja A hay 3 fichas negras y 2 fichas blancas. En la caja B hay 5 fichas negras y 2 fichas blancas.
Observa el dibujo.

Se agitan las cajas y se saca una ficha con los ojos cerrados ;/En cual es mas probable sacar una ficha negra?
Sefiala la respuesta correcta:

( ) Hay més probabilidad de sacar una ficha negra de la caja A.

( ) Hay més probabilidad de sacar una ficha negra de la caja B.
( ) En ambas cajas hay igual probabilidad de sacar una ficha negra.
( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

item 2
En la caja A hay 2 fichas negras y 2 fichas blancas. En la caja B hay 3 fichas negras y 3 fichas blancas.
Observa el dibujo.

Se agitan las cajas y se saca una ficha con los ojos cerrados ;/En cual es mas probable sacar una ficha negra?
Sefiala la respuesta correcta:

( ) Hay maés probabilidad de sacar una ficha negra de la caja A.

( ) Hay mas probabilidad de sacar una ficha negra de la caja B.

( ) En ambas cajas hay igual probabilidad de sacar una ficha negra.
( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:
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Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

item 3
En la caja A hay 3 fichas negras y 6 fichas blancas. En la caja B hay 1 ficha negra y 3 fichas blancas.

Observa el dibujo.

Se agitan las cajas y se saca una ficha con los ojos cerrados ;En cual es mas probable sacar una ficha negra?
Senala la respuesta correcta:

( ) Hay maés probabilidad de sacar una ficha negra de la caja A.
( ) Hay maés probabilidad de sacar una ficha negra de la caja B.
() En ambas cajas hay igual probabilidad de sacar una ficha negra.

( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

item 4
La ruleta A esté4 divida en 5 partes de igual area (4 estan pintadas de negro y 1 pintada de blanco) y la

ruleta B esta divida en 7 partes de igual area (4 estan pintadas de negro y 3 pintadas de blanco). Observa el
dibujo.

Si se gira la flecha, ;Cudl de las dos ruletas da mayores probabilidades de que la flecha pare en el color
negro? Sefiala la respuesta correcta.

() Laruleta A.

( ) Laruleta B.

() Las dos ruletas tienen la misma probabilidad.
( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:
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Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

item 5
La ruleta A esta divida en 8 partes de igual area (2 estan pintadas de negro y 6 pintadas de blanco) y la

ruleta B est4 divida en 4 partes de igual area (1 esta pintada de negro y 3 pintadas de blanco). Observa el

dibujo.

Si se gira la flecha, ;Cudl de las dos ruletas da mayores probabilidades de que la flecha pare en el color
negro? Seala la respuesta correcta.

) La ruleta A.

(

() Laruleta B.

( ) Las dos ruletas tienen la misma probabilidad.
(

) No lo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

item 6
La ruleta A esta divida en 7 partes de igual area (3 estan pintadas de negro y 4 pintadas de blanco) y la

ruleta B esta divida en 9 partes de igual area (4 estan pintadas de negro y 5 pintadas de blanco). Observa el

dibujo.

Si se gira la flecha, ;Cudl de las dos ruletas da mayores probabilidades de que la flecha pare en el color

negro? Sefiala la respuesta correcta.

( ) Laruleta A.

( ) Laruleta B.

() Las dos ruletas tienen la misma probabilidad.
(

) No lo sé.

Explica por qué das esta respuesta:
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Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

item 7
La ruleta A esta divida en 12 partes de igual area (4 estan pintadas de negro y 8 pintadas de blanco) y la

ruleta B est4 divida en 6 partes de igual area (2 estan pintadas de negro y 4 pintadas de blanco). Observa el

dibujo.

Si se gira la flecha, ;Cual de las dos ruletas da mayores probabilidades de que la flecha pare en el color

negro? Sefala la respuesta correcta.

) La ruleta A.

(

() Laruleta B.

( ) Las dos ruletas tienen la misma probabilidad.
(

) No lo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

item 8
La ruleta A esta divida en 9 partes de igual area (5 estan pintadas de negro y 4 pintadas de blanco) y la
ruleta B esta divida en 7 partes de igual area (4 estan pintadas de negro y 3 pintadas de blanco). Observa el

dibujo.

Si se gira la flecha, ;Cual de las dos ruletas da mayores probabilidades de que la flecha pare en el color

negro? Sefiala la respuesta correcta.

( ) Laruleta A.

( ) Laruleta B.

() Las dos ruletas tienen la misma probabilidad.
( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

358




Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

item 9
Elena y Juan preparan limonada. Elena mezcla 2 vasos de zumo de limoén con 3 vasos de agua. Juan mezcla 1
vaso de zumo de limén con 3 vasos de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de liquido.

Observa el dibujo.

Elena Juan
Zumo de limon Agua Zumo de limoén Agua

555 556

(Cual de las dos limonadas sabe mas a limon?

( ) La de Elena.
( ) La de Juan.
() Las dos igual.
( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

item 10
Elena mezcla 2 vasos de zumo de limén con 2 vasos de agua. Juan mezcla 4 vasos de zumo de limén con 4
vasos de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de liquido. Observa el dibujo.

Elena Juan
Zumo de limoén Agua Zumo de limoén Agua

55 Slsisls

(Cual de las dos limonadas sabe mas a limon?

( ) La de Elena.

( ) Lade Juan.
() Las dos igual.
( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:
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Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

item 11
Elena mezcla 3 vasos de zumo de limon con 1 vaso de agua. Juan mezcla 4 vasos de zumo de limén con 2
vasos de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de liquido. Observa el dibujo.

Elena Juan
Zumo de limén Agua Zumo de limon Agua

5 55

(Cual de las dos limonadas sabe mas a limon?

( ) La de Elena.
( ) La de Juan.

( ) Las dos igual.
( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:
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Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

Il PARTE. Respuesta abierta. Lea cuidadosamente cada uno de los siguientes items y responda lo

que se pide.

item 12
Maria y Esteban juegan a lanzar un dado con 6 caras numeradas del 1 al 6. Maria gana 1 barra de chocolate

siel dadosale263 64656 6. Siresulta un 1, Esteban gana una cierta cantidad de barras de chocolate.
(Cuantas barras de chocolate debe ganar Esteban cuando sale el 1, para que el juego sea justo?

Explica por qué das esta respuesta:

item 13
Maria y Esteban juegan con una ruleta dividida en seis partes iguales. Maria gana un premio si la aguja que

gira cae en una parte pintada de color negro y Esteban gana si cae en una parte pintada de color blanco.
Pinta en las siguientes ruletas tantas partes negras y blancas, como consideres oportuno, para que ocurra:

(a) Maria gana seguro (b)Maria y Esteban tienen (¢) Es imposible que Maria
igual de ganar gane

Item 14
En un juego se saca, sin mirar, una bola de una caja. Si ésta es de color negro Maria gana y si es de color

blanco Esteban gana. Dibuja y colorea en las siguientes cajas tantas bolas negras y blancas, como consideres

oportuno, para que:

(a) Sea seguro que (b) Sea igual de probable que | (c) Sea imposible que Maria
Maria gane gane Maria o Esteban gane
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Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

Nombre y apellido: Fecha de nacimiento:  / /
Institucion educativa: dia /mes / afio
Nivel educativo: afio Sexo: Hombre _ Mujer

I PARTE. Seleccion unica. Lea cuidadosamente cada uno de los siguientes items y marque con X
(equis) dentro de los paréntesis ( ) que estan a la par de la respuesta que usted considera correcta.
Luego explique porqué seleccion6 esa respuesta.

item 1
En la caja A hay 4 fichas negras y 1 ficha blanca. En la caja B hay 4 fichas negras y 3 fichas blancas.
Observa el dibujo.

Se agitan las cajas y se saca una ficha con los ojos cerrados ;/En cual es mas probable sacar una ficha negra?
Sefiala la respuesta correcta:

( ) Hay més probabilidad de sacar una ficha negra de la caja A.
( ) Hay maés probabilidad de sacar una ficha negra de la caja B.

( ) En ambas cajas hay igual probabilidad de sacar una ficha negra.
( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

item 2
En la caja A hay 2 fichas negras y 6 fichas blancas. En la caja B hay 1 ficha negra y 3 fichas blancas.
Observa el dibujo.

Se agitan las cajas y se saca una ficha con los ojos cerrados ;En cual es mas probable sacar una ficha negra?
Sefiala la respuesta correcta:

() Hay mas probabilidad de sacar una ficha negra de la caja A.

() Hay mas probabilidad de sacar una ficha negra de la caja B.

( ) En ambas cajas hay igual probabilidad de sacar una ficha negra.
( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:
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Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

item 3
En la caja A hay 3 fichas negras y 4 fichas blancas. En la caja B hay 4 fichas negras y 5 fichas blancas.

Observa el dibujo.

Se agitan las cajas y se saca una ficha con los ojos cerrados ;En cual es mas probable sacar una ficha negra?
Sefiala la respuesta correcta:

( ) Hay mas probabilidad de sacar una ficha negra de la caja A.
( ) Hay més probabilidad de sacar una ficha negra de la caja B.
() En ambas cajas hay igual probabilidad de sacar una ficha negra.

( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

item 4
La ruleta A esta divida en 5 partes de igual area (3 estan pintadas de negro y 2 pintadas de blanco) y la

ruleta B esta divida en 7 partes de igual area (5 estan pintadas de negro y 2 pintadas de blanco). Observa el
dibujo.

Si se gira la flecha, ;Cudl de las dos ruletas da mayores probabilidades de que la flecha pare en el color
negro? Seala la respuesta correcta.

( ) Laruleta A.

() Laruleta B.

() Las dos ruletas tienen la misma probabilidad.
( ) No lo se.

Explica por qué das esta respuesta:
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Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

item 5
La ruleta A esta divida en 4 partes de igual area (2 estan pintadas de negro y 2 pintadas de blanco) y la

ruleta B esté4 divida en 6 partes de igual area (3 estan pintadas de negro y 3 pintadas de blanco). Observa el

dibujo.

Si se gira la flecha, ;Cudl de las dos ruletas da mayores probabilidades de que la flecha pare en el color
negro? Seala la respuesta correcta.

) La ruleta A.

(

() Laruleta B.

( ) Las dos ruletas tienen la misma probabilidad.
(

) No lo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

item 6
La ruleta A esta divida en 9 partes de igual area (3 estan pintadas de negro y 6 pintadas de blanco) y la

ruleta B esta divida en 4 partes de igual area (1 esta pintada de negro y 3 pintadas de blanco). Observa el

dibujo.

Si se gira la flecha, ;Cudl de las dos ruletas da mayores probabilidades de que la flecha pare en el color
negro? Sefala la respuesta correcta.

() Laruleta A.

( ) Laruleta B.

() Las dos ruletas tienen la misma probabilidad.

( ) No lo se.

Explica por qué das esta respuesta:
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Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

item 7
La ruleta A esta divida en 6 partes de igual area (3 estan pintadas de negro y 3 pintadas de blanco) y la

ruleta B est4 divida en 8 partes de igual area (4 estan pintadas de negro y 4 pintadas de blanco). Observa el

dibujo.

Si se gira la flecha, ;Cudl de las dos ruletas da mayores probabilidades de que la flecha pare en el color

negro? Sefala la respuesta correcta.

) La ruleta A.

(

() Laruleta B.

( ) Las dos ruletas tienen la misma probabilidad.
(

) No lo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

item 8
Laruleta A esta divida en 12 partes de igual area (8 estan pintadas de negro y 4 pintadas de blanco) y la
ruleta B esta divida en 8 partes de igual area (6 estan pintadas de negro y 2 pintadas de blanco). Observa el

dibujo.

Si se gira la flecha, ;Cual de las dos ruletas da mayores probabilidades de que la flecha pare en el color
negro? Sefiala la respuesta correcta.

() Laruleta A.

( ) Laruleta B.

() Las dos ruletas tienen la misma probabilidad.

( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:
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Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

item 9
Elena y Juan preparan limonada. Elena mezcla 5 vasos de zumo de limén con 1 vaso de agua. Juan mezcla 5
vasos de zumo de limén con 4 vasos de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de liquido.

Observa el dibujo.

Juan

Elena
Zumo de limoén Agua

Zumo de limon Agua

(Cual de las dos limonadas sabe mas a limon?
( ) Lade Elena.
( ) La de Juan.
( ) Las dos igual.
( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

item 10
Elena mezcla 3 vasos de zumo de limén con 1 vaso de agua. Juan mezcla 6 vasos de zumo de limén con 2
vasos de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de liquido. Observa el dibujo.

Juan

Elena
Agua Zumo de limoén

Zumo de limon

Agua

(Cual de las dos limonadas sabe mas a limon?

( ) La de Elena.

( ) La de Juan.

( ) Las dos igual.
( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:
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Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

item 11
Elena mezcla 3 vasos de zumo de limon con 2 vasos de agua. Juan mezcla 4 vasos de zumo de limén con 3

vasos de agua. Todos los vasos contienen la misma cantidad de liquido. Observa el dibujo.

Elena Juan
Zumo de limon Agua Zumo de limoén Agua

(Cual de las dos limonadas sabe mas a limon?
( ) Lade Elena.
( ) La de Juan.
() Las dos igual.
( ) Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:
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Cuestionario en probabilidad y razonamiento proporcional

Il PARTE. Respuesta abierta. Lea cuidadosamente cada uno de los siguientes items y responda lo

que se pide.

item 12
Maria y Esteban juegan a lanzar un dado con 6 caras numeradas del 1 al 6. Maria gana 1 barra de chocolate

siel dadosale263 64656 6. Siresulta un 1, Esteban gana una cierta cantidad de barras de chocolate.
(Cuantas barras de chocolate debe ganar Esteban cuando sale el 1, para que el juego sea justo?

Explica por qué das esta respuesta:

item 13
Maria y Esteban juegan con una ruleta dividida en seis partes iguales. Maria gana un premio si la aguja que

gira cae en una parte pintada de color negro y Esteban gana si cae en una parte pintada de color blanco.
Pinta en las siguientes ruletas tantas partes negras y blancas, como consideres oportuno, para que ocurra:

(c) Es imposible que Maria
gane

(b)Maria y Esteban tienen
igual de ganar

(a) Maria gana seguro

Item 14
En un juego se saca, sin mirar, una bola de una caja. Si ésta es de color negro Maria gana y si es de color

blanco Esteban gana. Dibuja y colorea en las siguientes cajas tantas bolas negras y blancas, como consideres
oportuno, para que:

(a) Sea seguro que
Maria gane

(b) Sea igual de probable que
gane Maria o Esteban

(c) Sea imposible que Maria
gane
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