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“Cuando decimos que amar educa, lo que decimos es que el amar como
espacio que acogemos al otro, que lo dejamos aparecer, en el que
escuchamos lo que dice sin negarlo desde un prejuicio, supuesto, o teoria,
se va a transformar en la educacion que nosotros queremos. Como una
persona que reflexiona, pregunta, que es autonoma, que decide por si

misma.

Amar educa. Si creamos un espacio que acoge, que escucha, en el cual
decimos la verdad y contestamos las preguntas y nos damos tiempo para
estar alli con el nifio o nifia, ese nifio se transformara en una persona
reflexiva, seria, responsable que va a escoger desde si. EI poder escoger
lo que se hace, el poder escoger si uno quiere lo que escogio o0 no,
¢quiero hacer lo que digo que quiero hacer?, ¢ me gusta estar donde

estoy?”, son algunas de las preguntas que aparecen.

Para que el amar eduque hay que amar y tener ternura. El amar es dejar
aparecer. Darle espacio al otro para que tengan presencia nuestros

nifios, amigos y nuestros mayores’ .

Humberto Maturana, 2017.




AGRADECIMIENTOS

Quiero expresar mi profundo agradecimiento a mi directora de Tesis, Maria C. Cafiadas,
cuya guia y apoyo constante fueron fundamentales en mi proceso doctoral. Gracias
Maria por tu paciencia, confianza y carifio, porque no dudaste en ensefiarme y
prepararme de la mejor forma para enfrentar este desafio. Gracias porque siempre me

apoyaste en mis ideas y entendiste mi hiperactividad.

Agradezco a todos los integrantes de los proyectos EDU2016-75771-P y P1D2020-
113601GB-100, “PENFU”. La participacién de cada uno ha sido fundamental en el
desarrollo de esta tesis. En particular, quiero agradecer a mis compafieras Sandra,
Maricarmen, Lourdes, Estefania y Maria Eugenia, muchas gracias por la amistad y

afecto que me han entregado durante este tiempo.

Quiero agradecer a Béarbara Brizuela por permitirme realizar mi estancia internacional
en la Universidad de Tufts. Durante el tiempo compartido pude conocer y compartir con
una gran persona, quien no dudé en ensefiarme y compartir su conocimiento. Fue una

experiencia sumamente enriquecedora, que aporté mucho a mi formacién académica.

Agradezco a Natividad Adamuz por participar en uno de los estudios realizados en esta
tesis doctoral. Gracias por compartir tu tiempo y conocimiento conmigo.

A Mariloli, por acompafiarme durante mi estancia doctoral. Gracias por tu constante

apoyo Yy carifio durante todo este tiempo.

A Luz por ser una gran amiga, quien me ha acompafiado durante muchos afios en esta

aventura. A Maria José por su gran carifio y amistad.

Finalmente agradezco a Francisco y Trinidad, mi familia, el motor de mi vida. Les
agradezco infinitamente por ser mi fuente de inspiracion y apoyo incondicional. A mis
padres, quienes me ensefiaron a perseverar en la busqueda de mis metas, brindandome
amor constante. A mis hermanas, que, a pesar de la distancia, siempre han estado
pendiente de mi felicidad. A mis sobrinos y cufiado, por su carifio inmenso. A Dios,

porque siempre me ha sorprendido, ddndome oportunidades que nunca imaginé vivir.







INDICE

RESUMEN 1
EXTENDED SUMMARY 4
PRESENTACION 14
Estructura de la Tesis Doctoral 15
Contexto de la Investigacion 16
Estudios que conforman la Tesis Doctoral 19
Formacion de la Investigadora 20

CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE INVESTIGACION

24

1.1. Problema de Investigacion 24
1.2. Justificacion 26
1.2.1. Justificacién Personal 26
1.2.2. Justificacion Curricular 27
1.2.3. Justificacion Investigadora 29
1.3. Preguntas y Objetivo General de Investigacion 31
CAPITULO 2. MARCO CONCEPTUAL 33
2.1. Pensamiento Algebraico 33
2.2. Practicas Algebraicas 36
2.2.1. Generalizacion 36
2.2.2. Justificacion 40
2.2.3. Razonamiento 46
2.2.4. Representacion 52

2.3. Aproximaciones al Pensamiento Algebraico 56




2.4. Pensamiento Funcional 60
2.5. Mediacion 64
CAPITULO 3. ANTECEDENTES 69

3.1. ESTUDIO 1: Analisis Bibliométrico sobre Pensamiento Algebraico en

Educacion Infantil y Primaria en Scopus 70
Resumen 70
Introduccion 70
Marco conceptual 73
Método 75
Resultados 80
Discusion y conclusiones 91
Agradecimientos 94
Referencias 94
3.2. Antecedentes Relacionados con la Tesis Doctoral 100
3.2.1. Pensamiento Algebraico 100
3.2.2. Pensamiento Funcional 105
3.2.3. Generalizacion 106
3.2.4. Justificaciones en un Contexto Funcional 110
3.2.5. Fases de Razonamiento en el Proceso de Generalizacion 111
3.2.6. Mediaciones Realizadas en un Contexto Funcional 112
3.3. Objetivos Especificos de Investigacion 114
CAPITULO 4. METODOLOGIA 118
4.1. Disefio de Investigacién 118

4.1.1. Investigacion de Disefio 119




4.1.2. Experimento de Ensefianza 120

4.2. Participantes 123
4.3. Procedimiento de Recoleccion de Informacion 124
4.4. Instrumentos de Recoleccion de Informacion 141
4.4.1. Cuestionarios 141
4.4.2. Entrevistas 150

4.5. Anélisis de Datos 154
CAPITULO 5. RESULTADOS 157

5.1. Estudio de Investigacion 2: Mediaciones Realizadas a Estudiantes de

Segundo de Primaria en una Tarea de Generalizacion 158
Resumen 158
Introduccion 159
Pensamiento Algebraico y Pensamiento Funcional 160
Generalizacion 162
Mediaciones 162
Metodologia 163
Anadlisis de Datos y Resultados 168
Conclusiones 181
Agradecimientos 183
Referencias 183

5.2. Estudio de Investigacion 3: Justifications and Mediations in the

Generalization Process among Fourth Grade Students 189
Abstract 189
Introduction 190

Theoretical Framework 191




Method 194

Data Analysis 198
Results 201
Discussion 212
Conclusion 214
References 215

5.3. Estudio de Investigacion 4: De lo Concreto a lo Abstracto: Un analisis del

Proceso de Generalizacion 220
Resumen 220
Introduccion 220
Marco Conceptual 223
Metodologia 227
Analisis de datos 229
Resultados 231
Sesion grupal de trabajo 231
Fase de Abduccion 232
Fase de Induccion 233
Fase de Generalizacion 234
Entrevistas individuales 235
Entrevista realizada a E1 235
Entrevista realizada a E2 236
Entrevista realizada a E3 237
Entrevista realizada a E4 237

Entrevista realizada a E5 239




Entrevista realizada a E6
Discusion y Conclusion
Referencias
CAPITULO 6. CONCLUSIONES
6.1. Respuestas a los objetivos de Investigacion
6.2. Aportes de la Investigacion
6.3. Implicaciones para la Docencia
6.4. Limitaciones de la Investigacion y Lineas Abiertas
CHAPTER 7. CONCLUSIONS
7.1. Research Objectives
7.2. Research Contributions
7.3. Implications for Teaching
7.4. Research Limitations and Open Lines
REFERENCIAS
ANEXOS
Anexo A: Cuestionario segundo de primaria, sesion 0.
Anexo B: Protocolo de entrevista inicial para segundo de primaria
Anexo C: Cuestionario cuarto de primaria, sesién 1
Anexo D: Protocolo de entrevista final para cuarto de primaria

Anexo E: Cuestionario cuarto de primaria, sesion 3

240

241

244

248

248

254

255

256

257

257

262

263

264

266

289

290

293

297

299

306







INICE DE FIGURAS

Figura 2-1. Ejemplo de Generalizacién como Proceso y Producto
Figura 2-2. Ejemplo de Justificacion

Figura 2-3. Ejemplo de Justificacion por Validacion

Figura 2-4. Ejemplo de Justificacién Experimental

Figura 2-5. Ejemplo de Justificacién por Elaboracion

Figura 2-6. Ejemplo de Respuesta en Fase Abductiva

Figura 2-7. Ejemplo de Respuesta en Fase Inductiva

Figura 2-8. Respuesta de Estudiante para el caso Z Paradas

Figura 2-9. Relacion entre las Fases de Abduccion, Induccién y
Generalizacion

Figura 2-10. Fases consideradas en el Proceso de Generalizacion
Figura 2-11. Ejemplo de Representacion Numeérica

Figura 2-12. Ejemplo de Representacion Simbolica o Notacion
Algebraica

Figura 2-13. Ejemplo de Uso de Representacion Tabular
Figura 2-14. Ejemplo de Uso de Representacion Grafica
Figura 2-15. Ejemplo de Uso de Representacion Pictorica

Figura 2-16. Ejemplo de Uso de Representacion Verbal (de forma
escrita)

Figura 2-17. Ejemplo de representaciones multiples
Figura 2-18. Componentes y Practicas del Pensamiento Algebraico
Figura 2-19. Elementos que promueven el Pensamiento Funcional

Figura 2-20. Problemas de las Baldosas

38

42

44

45

45

47

48

49

50

51

53

53

54

54

55

55

55

60

62

63




Figura 2-21. Retos del Docente desde la Mediacion Pedagdgica
Figura 3-1. Componentes del Pensamiento Algebraico

Figura 3-2. Proceso de Elaboracion del Listado de Descriptores
Figura 3-3. Identificacion de la Muestra de Estudio

Figura 3-4. Produccion Diacronica

Figura 3-5. Red de Colaboracién entre Autores con 3 trabajos 0 mas
Figura 3-6. Red principal de Co-autoria

Figura 3-7. Red principal de Co-Citacién

Figura 3-8. Produccion por Instituciones

Figura 3-9. Red de Co-ocurrencia de Términos Claves

Figura 3-10. Tendencia Tematica

Figura 4-1. Estructura General de una Investigacion de Disefio

Figura 4-2. Acciones a Realizar en cada una de las Fases de un

Experimento de Ensefianza.

Figura 4-3. Sistema de Actividad que articulan la Ensefianza de las

Matematicas como una Préctica

Figura 4-4. Distribucion habitual de la Clase de Cuarto de Primaria
Figura 4-5. Estructura de las Sesiones de Clases

Figura 4-6. Ejemplos de Casos Presentados

Figura 4-7. Entrevista realizada a Estudiante de Segundo de Primaria
Figura 4-8. Pregunta de Cuestionario de Cuarto de Primaria

Figura 4-9. Puesta en Comun de Cuarto de Primaria

Figura 4-10. Presentacion de la Tarea

66

75

77

80

81

86

87

88

89

89

90

120

122

123

125

126

136

137

138

139

139




Figura 4-11. Extracto de la Sesién y Tabla que completaron los
Estudiantes

Figura 4-12. Ejemplo de Pregunta Abierta sobre un Caso Particular
Cercano

Figura 4-13. Ejemplo de Pregunta Abierta sobre un Caso
Indeterminado

Figura 4-14. Ejemplo de Preguntas Cerradas (Verdadero o Falso)
Figura 4-15. Ejemplo de Pregunta sobre un Caso Particular Cercano
Figura 4-16. Ejemplo de Pregunta sobre un Caso Particular Lejano
Figura 4-17. Entrevista realizada a Estudiante de Segundo de Primaria
Figura 4-18. Representacion Pictorica del Caso con 3 Invitados
Figura 4-19. Protocolo de Entrevista

Figura 5-1. Representacion Pictérica de la Maquina

Figura 5-2. Respuestas de E5 en P1y P2 del Cuestionario Inicial
Figura 5-3. Respuesta de E5 en P6 del Cuestionario Inicial

Figura 5-4. Realizacion de Mediacion Guiar/Apoyar a E5

Figura 5-5. Realizacion de Mediacion Desafiar con E5

Figure 5-6. Picture of the Proposed Task

Figure 5-7. Example of Generalization with Specific Cases in a
Student’s Response

Figure 5-8. Example of Generalization with Indeterminate Case in a
Student’s Response

Figure 5-9. Example of Justification in a Student’s Response
Figure 5-10. Levels of Generalization Exhibited by Students

Figure 5-11. Example of E17 Response

140

147

148

148

149

149

151

152

153

165

177

177

178

180

197

199

199

200

202

203




Figure 5-12.

Figure 5-13.

Figure 5-14. Number of Justifications Made for the Different Levels

Example of E13 Response

Example of E8 Response

of Generalization

Figure 5-15. Answer of E1

Figure 5-16. Number of Mediations Made for the Different levels of

Generalization

Figure 5-17. Mediation Carried out by the Teacher-Researcher to

Guide Students

Figura 5-18.
Figura 5-19.
Figura 5-20.
Figura 5-21.
Figura 5-22.
Figura 5-23.
Figura 5-24.
Figura 5-25.

Figura 5-27.

Proceso de Generalizacion

Modelo de Proceso de Generalizacion

Materiales utilizados con los Estudiantes
Explicacién de E2 para el Caso de dos Viajes
Respuesta de E4 para caso Indeterminado Z Viajes
Respuesta de E1 para Caso con 6 Invitados
Recursos de Apoyo utilizados por E4

Respuesta de E4 para el Caso de Muchos Invitados

Estructuras Evidenciadas por E5

204

205

206

207

208

210

225

226

229

232

235

236

238

239

240




INICE DE TABLAS

Tabla 0. Participacion en Actividades Cientificas
Tabla 3-1. Términos Sugeridos por Expertos

Tabla 3-2. Listado de Documentos por Autor

Tabla 3-3. Documentos mas Citados de Forma Global
Tabla 3-4. Documentos més Citados a Nivel Local

Tabla 3-5. Relacion entre los Objetivos Especificos de Investigacion y
los Estudios Realizados

Tabla 4-1. Sesiones y Entrevistas realizadas para Segundo de Primaria
Tabla 4-2. Sesiones y Entrevistas realizadas para Cuarto de Primaria

Tabla 4-3. Principales Caracteristicas de los Cuestionarios utilizados
en las Sesiones de Trabajo para Segundo de Primaria

Tabla 4-4. Principales Caracteristicas de los Cuestionarios utilizados
en las Sesiones de trabajo para Cuarto de Primaria

Tabla 5-1. Tareas Propuestas a los Estudiantes
Tabla 5-2. Preguntas Presentadas en el Cuestionario Inicial

Tabla 5-3. Comparacion del Proceso de Generalizacion Antes y
Después de la Mediacion

Tabla 5-4. Mediaciones Realizadas por el Investigador-Docente

Table 5-5. Functional Tasks for each Lesson

21

78

82

83

84

115

128

132

143

145

164

166

169

173

195










RESUMEN

Este documento constituye la Tesis Doctoral de la autora, con el objetivo de obtener el
grado de Doctora con Mencion Internacional en el Programa de Ciencias de la
Educacién de la Universidad de Granada, curso 2023/2024. Esta investigacion se inicio
durante el curso 2020/2021 tras finalizar el Master en Didactica de la Matematica y se
enmarca en dos proyectos de investigacion I+D, financiados por la Agencia Estatal de

Investigacion de Espafa.

En este trabajo abordamos el pensamiento algebraico, que ha sido un tema relevante de
investigacion para la Didactica de la Matematica en las Ultimas décadas.
Especificamente nos enfocamos en el pensamiento funcional, componente clave del

pensamiento algebraico.

El pensamiento funcional es considerado una opcion apropiada para abordar el
pensamiento algebraico debido a su relevancia en la aplicacion de practicas
fundamentales del ambito algebraico (Blanton et al., 2015). EI pensamiento funcional
se centra en la relacién entre dos variables, siendo fundamental el estudio de
regularidades y, en particular, la generalizacién (Blanton, 2008). Sin embargo, trabajar
con este componente algebraico puede ser desafiante, especialmente cuando los
estudiantes no han trabajado previamente la generalizacion. La mediacién del docente
o0 investigador-docente ha demostrado ser una estrategia efectiva para abordar estas
dificultades y facilitar el proceso de generalizacion.

El objetivo general de investigacion de esta Tesis Doctoral es analizar y describir el
proceso de generalizacion en estudiantes de educacion primaria y examinar las
mediaciones empleadas durante su trabajo en este contexto. Para dar cumplimiento a
este objetivo, planteamos cuatro objetivos especificos: (a) caracterizar el proceso de
generalizacion de estudiantes de los primeros cursos de educacion primaria; (b) describir
las relaciones entre las generalizaciones de los estudiantes y las mediaciones realizadas
por un investigador-docente; (c) caracterizar las justificaciones de los estudiantes al
resolver una tarea de generalizacion y (d) describir el razonamiento de los estudiantes

al resolver una tarea de generalizacion.




Nuestra Tesis Doctoral se compone de cuatro estudios de investigacién. EI primero de
ellos es una revision bibliométrica sobre pensamiento algebraico, permitiéndonos
caracterizar la produccion cientifica sobre este tema. Los otros tres estudios se enfocaron
en dar respuesta a los objetivos especificos de investigacion, utilizando datos obtenidos
de un experimento de ensefianza en un colegio de Granada, con estudiantes de segundo

y cuarto de educacioén primaria.

Los resultados obtenidos en relacidn con nuestros objetivos especificos fueron
significativos. En el primer objetivo especifico, al caracterizar el proceso de
generalizacion, observamos que independientemente del nivel, los estudiantes
mostraban generalizaban para cantidades indeterminadas y casos generales, incluso sin
conocimientos previos de simbologia algebraica o conceptos de indeterminacion
(infinito, muchos, etc.). Este hallazgo destaca la capacidad innata de los estudiantes para
establecer relaciones entre cantidades y descubrir patrones mas alla de casos concretos,
ampliando nuestra comprension de sus capacidades de generalizacion. En el segundo
objetivo, identificamos mediaciones especificas que resultaron efectivas para apoyar
este proceso. Evidenciando cémo la interaccion investigador-profesor influy6 en la
calidad de las generalizaciones. Respecto al tercer objetivo, exploramos las
justificaciones de los estudiantes durante la generalizacion, destacando su importancia
en la formulacion de argumentos y la relacidn entre las justificaciones de los estudiantes
y el proceso de generalizacion. Por ultimo, en el cuarto objetivo, al describir el
razonamiento de los estudiantes en tareas de generalizacion, centrandonos en las fases
de abduccion, induccion y generalizacion, identificamos la importancia de las respuestas
colectivas en la formulacion y confirmacién de la estructura de la tarea, facilitando el
proceso de generalizacion. Ademas de patrones comunes en el razonamiento de los
estudiantes, en particular la formulacién y el mantenimiento de conjeturas iniciales

durante la abduccion y el posterior refinamiento mediante la induccion.

En nuestras conclusiones, destacamos la capacidad de generalizacién de los estudiantes
de primaria, donde la mediacién del investigador-docente tuvo un rol destacable dentro

del proceso de generalizacion. Ademas, resaltamos la importancia de las justificaciones




en el pensamiento funcional, asi como la relevancia de las fases de abduccion, induccion

y generalizacion en el proceso de generalizacion.




EXTENDED SUMMARY

This document constitutes the author's Doctoral Thesis, with the aim of obtaining the
Doctoral degree with international mention in the Program of Educational Sciences at
the University of Granada, academic year 2023/2024. This research was initiated during
the 2020/2021 academic year after completing the master’s degree in mathematics

education.

The focus of this Doctoral Thesis is to explore the functional thinking of early primary
education students when solving tasks that involve generalization as an approach to
algebraic thinking and its practices. This topic is of great relevance in the educational
field as it provides evidence on how to develop fundamental mathematical skills in its
early learning stages. The general objective of this thesis was to analyze and describe
the generalization of students in the early years of primary education and the mediations

used during their work.

Various investigations have shown the challenges faced by students when they
encounter algebraic concepts at higher grade levels. To address this, the early algebra
proposal emerged, focusing on integrating algebraic thinking into primary education.
Rather than directly teaching advanced algebraic content, it emphasizes introducing
algebraic components and tasks to develop essential mathematical skills. Functional
thinking, a component of algebraic thinking, has been explored to enhance mathematical
skills among early primary students. However, teaching functional thinking can be
challenging, especially when students lack prior instruction in its practices. The active
role of teachers, or research-teachers, in guiding students through the generalization
process has been recognized as valuable in overcoming these challenges. Research has
shown that teacher mediation through various strategies can significantly aid students
in grasping algebraic concepts.

Research Objectives

For our Doctoral Thesis we have considered the following general objective, which is

to analyze and describe the generalization of students in the first years of primary




education in a functional context of algebraic thinking and the mediations that are used.

The specific objectives we set ourselves are the following:

e 0.E.1. To characterize the generalization process of students in the first years of
primary education.

e 0.E.2. To describe the relationships between students' generalizations and the
mediations carried out by a researcher-teacher.

e 0.E.3. Characterize students' justifications when solving a generalization task.

e 0.E.4. Describe students' reasoning when solving a generalization task.
Algebraic Thinking

Defining algebraic thinking is not straightforward, with no consensus on the usage and
meaning of different terms and the nature and significance of early algebra (Cafadas et
al., 2012; Kaput, 2008). Various authors have proposed different definitions of this type
of mathematical thinking. Blanton and Kaput (2004) define algebraic thinking as "a
mental habit that permeates all of mathematics and involves students' ability to build,
justify, and express conjectures about mathematical structure and relationships™ (p.
142). Additionally, algebraic thinking is defined as "a process in which students
generalize mathematical ideas from a set of particular cases, establish these
generalizations through argumentation discourse, and express them in increasingly
formal and age-appropriate ways" (Blanton & Kaput, 2005, p. 99). Finally, algebraic
thinking is understood as A perspective on quantitative scenarios that underscores
elements of general relationships using expressions that may not be strictly tied to
algebraic symbolism (Kieran, 1996). Algebraic thinking, as expressed by Kieran (2004),
encompasses the development of cognitive skills applicable in a variety of contexts. This
enables students to analyze relationships between quantities, identify underlying
mathematical structures, address changes in quantitative situations, generalize based on
patterns and regularities, solve mathematical problems, model real-world situations,
support arguments with strong justifications, demonstrate mathematical concepts, and,

anticipate future results.




Algebraic Practices

Mathematical practices are often considered modes of thinking that extend beyond

specific subjects and educational stages (Brizuela, 2023). Blanton et al. (2019) assert

that these practices are socially mediated processes that refine the scope of

generalization. In relation to algebraic thinking, four essential practices are identified:

(@) generalizing; (b) representing; (c) justifying; and (d) reasoning with mathematical
structures and relationships (Blanton et al., 2011; 2018; 2019; Kaput, 2008). These four
practices are embedded in various approaches to algebraic thinking.

a)

b)

Generalization involves moving from the observation of particular cases to the
formulation of conjectures that cover a broad class of cases. It requires
connecting situations with prior knowledge and formulating conclusions in the
form of generalized statements. It is the movement from the particular to the
general and the perception of the general in the, focusing on patterns, structures,
and relationships between them (Mason et al., 2010; Brizuela, 2023; Mason,
1996; Kaput, 1999).

Representations in mathematics encompass tools that make mathematical
concepts and procedures tangible, being essential for the understanding of
mathematical knowledge (Rico, 2009). In this thesis, we refer specifically to
external representations, defined as symbolic or graphic notations specific to
each mathematical notion (Castro & Castro, 1997). These representations are
fundamental in algebraic thinking and are not limited only to algebraic
symbology, which influences the sophistication of the expression of
generalization (Brizuela & Blanton, 2014; Pinto et al., 2023).

Justification in mathematics involves constructing arguments that support the
validity of a statement, using accepted forms of mathematical reasoning (Staples
et al., 2012). It is a social process that clarifies, authenticates, and systematizes
mathematical knowledge (Ayala-Altamirano & Molina, 2021a). It stands out as
a fundamental practice in mathematical learning, since it not only helps to
improve understanding, but also fosters the application and advancement of

knowledge (Staples et al., 2012). Its practice is not only crucial in mathematics,




but also enhances reasoning and discussion in the classroom (Thanheiser &
Sugimoto, 2022). Thus, justification not only improves mathematical skills, but
also strengthens reasoning progressively as students actively engage in this
practice.

d) Reasoning in mathematics involves organizing ideas to reach conclusions, being
an integral aspect of algebraic thinking (Cafiadas & Castro, 2005; Cafadas,
2007; Salgado & Salinas, 2012). It is fundamental to understand and apply
generalizations in different mathematical contexts (Blanton et al., 2018). This
practice stands out as possibly the most complex in algebraic thinking, since it
involves manipulating and reasoning with generalizations as autonomous
entities (Brizuela, 2023).

Functional Thinking

In the context of our Doctoral Thesis, we center our attention on a pivotal facet of
algebraic thinking: functional thinking. This section meticulously delves into the
intricacies of this component, underscoring its significance and indispensable attributes
in students' mathematical development. Functional thinking, as articulated by Pinto
(2019), involves a form of cognition centered on generalizing relationships that covary,
whether generalizable or not, and expressing these relationships through diverse
representations. Essentially, it's a cognitive process encompassing the construction,
description, and reasoning about functions, with a specific focus on relationships
between two or more variables, extending from specific relationships to broader
generalizations (Kaput, 2008). Cafiadas and Molina (2016) define it as an integral
element of algebraic thinking, concentrating on the construction, description, and
reasoning about functions and their constituent elements. Similarly, Cafiadas et al.
(2016) characterize functional thinking as "a cognitive activity initiated and developed
through working on relationships between quantities, specifically when particular

concepts are operationalized to address specific questions” (p. 418).

According to Blanton (2008), functional thinking, within the realm of early algebra,
revolves around the relationship between two variables, with the exploration of

regularities and, notably, their generalization being paramount (p. 30). Blanton and




Kaput (2011) elucidate that functional thinking encompasses the construction and
generalization of patterns and relationships utilizing various representations,
considering generalized relationships or functions as outcomes of valuable
mathematical objects. Smith (2008) also underscores relationships between two or more
variables, spanning from specific to general relationships. We conceptualize functional
thinking as "thinking in terms of relationships” (Rico 2007, p. 56). This component of
algebraic thinking encapsulates the ability to generalize relationships between covariant
quantities, express these relationships in diverse forms such as words, symbols, tables,
or graphs, and employ multiple representations to analyze the behavior of the function,
as posited by Blanton et al. (2011).

Mediation

Educational mediation emerges as a fundamental element in the pedagogical process of
teaching and learning. According to Escobar (2011) mediation is characterized as a
pedagogical interaction-social, dialogical, playful, conscious, intentional, and
systematic-aimed at fostering positive learning experiences (p. 60). This dynamic and
evaluative process involves a teacher guiding students through various instructional
supports, including information, materials, verbal instructions, and questions. These
resources function as tools, both cognitive and physical, facilitating student problem-

solving and contributing to the realization of educational objectives (Alzate et al., 2005).

Learning mediation is a deliberate and systematic pedagogical process marked by social
and dialogical interactions, not merely for knowledge transmission but also for the
cultivation of human capacities and the transmission of values and norms. It involves
collaborative efforts among teachers, peers, and adults, all with the conscious intent of
generating enriching learning experiences. This process considers factors such as prior
knowledge, learning styles, educational objectives, and the learning context (Escobar,
2011). Ferreiro and Calderdn (2001) conceptualize mediation as a pedagogical process
wherein a mediator, whether a person or an instructional resource, facilitates the learning
of a subject initially in a state of ignorance, incapacity, or uncertainty. The mediator
stimulates the development of the subject's capabilities, corrects cognitive deficiencies,

and guides them toward a qualitatively superior state of knowledge, skills, and personal




development. This active and interactive process involves direct engagement between
the subjects participating in a specific task. In essence, mediation serves to propel
learning, unleash potentialities, and propel individuals towards more advanced states of

knowledge and skills.
Methodology

This study employs a mixed-methods approach, encompassing processes for collecting,
analyzing, and integrating both quantitative and qualitative data within the same
research framework (Hernandez-Sampieri et al., 2014). The thesis is part of a broader
research focused on algebraic thinking. The overarching goals of this project are
twofold: (a) to delineate the components of algebraic thinking exhibited by kindergarten
and elementary school students, and (b) to create materials, tasks, and strategies
fostering the development of algebraic thinking while addressing challenges students
encounter with algebra in later grades. The research adopts a descriptive, exploratory,
and explanatory scope to comprehensively investigate the nuances of algebraic thinking

in the targeted student population.

To conduct this research, we worked with two primary school classes from a charter
school situated in the northern region of Granada. This educational institution is
distinguished by its socio-economic and cultural profile, falling within the low-middle
category. Furthermore, the school adheres to the learning community’s approach. The
sample selection was deliberate, considering the center's availability and the cooperation
of the teachers. One of the groups involved in this Doctoral Thesis comprised second-
grade students (7-8 years old), totaling 24 students. The second group consisted of

fourth-grade students (9-10 years old), totaling 25 students.

Studies carried out in the Doctoral Thesis

The Doctoral Thesis comprises four studies. One of these is a bibliometric analysis study
with the aim of characterizing scientific production related to algebraic thinking,
providing essential background knowledge for the development of this thesis. The
remaining three studies result from analyses conducted during the teaching experiment
at the second and fourth-grade levels. Below is a description of each study, including

the title and the names of the authors involved:




e Study 1: Narvéez, R., Adamuz-Povedano, N., & Cafiadas, M. C. (under review).
Analisis Bibliométrico de la produccion cientifica sobre pensamiento algebraico
en educacion infantil y educacion primaria en Scopus.

e Study 2: Narvéez, R., & Cafiadas, M. C. (2023). Mediaciones realizadas a
estudiantes de segundo de primaria en un contexto de generalizacion. PNA 17(3),
239-264. https://doi.org/10.30827/pna.v17i3.24153

o Indication of quality: SJIR (2022), Q3.

e Study 3: Narvaez, R., Brizuela, B. M., & Cafiadas, M. C. (under review).
Justifications and mediations in the generalization process among fourth grade

students.

® Study 4: Narvéez, R., Cafadas, M. C., & Torres, M.D. (under development).

From the concrete to the abstract: analysis of the generalization process.

Results

As for the results obtained in our research, we highlight the following. When addressing
the first specific objective (S.0.1), we characterized the process of generalization. This
analysis was conducted across studies 2, 3, and 4 of our Doctoral Thesis. Analyzing and
characterizing the generalization process in second and fourth grades, we noticed that
regardless of the level, students exhibited the ability to generalize for indeterminate
quantities and general cases, even without prior knowledge of algebraic symbolism or
concepts of indeterminacy (infinity, many, etc.). These finding underscores students’
innate ability to establish relationships between quantities and discover patterns beyond
specific cases, expanding our understanding of their generalization capacities.
Considering generalization as both a process and a product (Ellis, 2007) allowed for a
deeper understanding of the students' generalizations, providing a more comprehensive
analysis of their progress.

In relation to S.0.2. we have identified specific mediations that have proven effective
in helping the generalization process in students. Among these mediations were the
posing of reflective questions and the presentation of specific mathematical challenges
(inviting and challenging mediations). Our research highlighted how researcher-teacher

interaction with the students have a direct influence on the quality and nature of students'
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generalizations. These findings evidenced specific links between teacher actions and
student responses, demonstrating how mediations directly impact student strategies and

responses.

With respect to the third specific objective (S.0.3), focused on understanding how
students justify their reasoning during generalization tasks, recognizing the fundamental
role of justifications in mathematical thinking. Our thesis highlighted the crucial link
between students’ justifications and the generalization process, emphasizing that
justifications provide the basis for robust deductive arguments essential in formulating

generalizations across various mathematical scenarios.

Objective 4 (S.0.4) aimed to describe students' reasoning in generalization tasks,
emphasizing the phases of abduction, induction, and generalization. This analysis
outlined the crucial role of collective responses in shaping and confirming the task
structure, facilitating the generalization process. Individual interviews revealed
common patterns in students' reasoning, particularly the formulation and maintenance
of initial conjectures during abduction and the subsequent refinement through induction.
Despite challenges in expressing generalization using algebraic symbols, students

showcased an innate ability to identify regularities, providing answers to various cases.
Conclusions

In our Doctoral Thesis we have analyzed and described how elementary school students
carry out the generalization process in a functional context of algebraic thinking,
considering the mediations used and actions such as justification and reasoning. In this
analysis, we evaluate the strategies and difficulties students face when approaching tasks
that require the application of functional thinking and generalization ability. In addition,
we examine how researcher-teacher mediations influence this process, identifying how
pedagogical guidance impacts how students’ approach and understand these

generalization tasks.

In conclusion, this study made it possible to visualize the progression in the development
of algebraic thinking in the first years of elementary education. The identification of
levels of sophistication, based on the work of Blanton et al. (2015), offered a clear
perspective on students' generalization ability, highlighting their innate ability to
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establish relationships between quantities beyond specific cases. Highlighting the
crucial role of mediation in the development of these skills and observing how students
extend their conjectures as they explore more instances evidenced a dynamic
progression in their ability to cope with the indeterminate through interaction and

reasoning.

The significant influence of mediations on generalization tasks was a central point in
our study. We highlighted the key role of intentional mediator-student interactions,
underscoring their impact on the generalization process. Specifically, mediating actions,
such as posing reflective questions and presenting mathematical challenges, were
revealed to be effective in guiding students in this process. In addition, we evidenced
how teacher interventions directly influence the quality and nature of student
generalizations, demonstrating the close relationship between teacher actions and
student responses. Likewise, we identified the adaptability of mediations to students'
individual needs and their direct connection with students' confidence and attitude
towards generalization tasks, highlighting the relevance of the relationship between
mediation and mathematical self-efficacy in our study. Regarding justifications, they
were crucial to identify and distinguish between simple and complex generalizations,
being essential to validate students' conjectures and answers. In addition, we highlight
the impact of the researcher-teacher mediation in the improvement of these
justifications, promoting clarity and substantiation. Both justifications and mediations
are positioned as key pedagogical tools for the development of functional thinking,
guiding students toward a deeper understanding of mathematical regularities and
fostering the creation of sophisticated generalizations. Students' reasoning vis-a-vis
generalization tasks, considering the phases of abduction, induction, and generalization.
This analysis revealed the strategies employed by the students, highlighting the
importance of these phases in the generalizing process, supported by previous research.
Despite difficulties with algebraic symbolism, students identified regularities and
provided answers, demonstrating their ability to generalize. This detailed analysis
provides a comprehensive view of the cognitive process of generalization, highlighting
the importance of the reasoning phases and their contribution to the development of

students' generalizing skills.
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This study contributes to the educational field and Didactics of Mathematics by delving
into generalization in elementary students, offering a detailed vision applicable in
classrooms on how students develop this cognitive process. It highlights the relevance
of integrating functional thinking in teaching, focusing on strategies such as mediations,
justifications and active discussions that promote the evidence of proposed
generalizations. The research underlines the importance of activities based on students'
close experiences, facilitating understanding and application. It reveals the value of a
collaborative environment where the constant explanation of reasoning among peers
stimulates the generalization process. In addition, it points out the need to improve
teacher training in algebraic thinking, connecting classroom experiences with the
continuous mathematical development of students. In summary, this work offers
concrete pedagogical strategies, allowing to understand and effectively promote
mathematical generalization in elementary school students, being a valuable tool for
educators.
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PRESENTACION

¢ Que significa "pensar algebraicamente"? ¢ Puede desarrollarse esta habilidad en
nifios demasiado pequefios para el algebra formal? Si es asi, ¢l0s nifios que pueden
generalizar y percibir la estructura matematica estaran mejor preparados para las

exigencias del algebra en la escuela secundaria?
(Pinnock, 2021, p. 1)

La presente memoria constituye la Tesis Doctoral de la autora, con el propdsito de
obtener el grado de Doctora con mencion internacional en el Programa de Doctorado de
Ciencias de la Educacion de la Universidad de Granada, en el curso académico
2023/2024. Esta investigacion se inicio durante el curso 2020/2021, después de realizar

el Master en Didactica de la Matematica.

El propdsito de esta memoria de investigacion es indagar en el pensamiento funcional
de estudiantes de educacion primaria al abordar tareas de generalizacion como una
aproximacion al pensamiento algebraico. Nuestro objetivo es analizar y describir la
generalizacion de estudiantes de los primeros cursos de educacion primaria en un
contexto funcional del pensamiento algebraico y las mediaciones que se emplean. La
relevancia de este trabajo se fundamenta en distintos focos. En primer lugar, queremos
explorar cdmo los estudiantes® de educacion primaria abordan la generalizacion a través
del pensamiento funcional considerando la justificacion, la generalizacion y el
razonamiento como practicas algebraicas. En segundo lugar, analizaremos como las
mediaciones del investigador-docente influyen en el proceso de generalizacion de los

estudiantes. Por dltimo, entregaremos informacién que ayudara a disefiar estrategias

! Utilizaremos en el escrito de esta Tesis Doctoral los términos “los estudiantes”, “los
investigadores o investigadores-docentes”, “los docentes” para expresar tanto a hombres como
mujeres.
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para el trabajo con pensamiento funcional en el aula, desde tareas hasta acciones

docentes que pueden implementarse en la préctica pedagdgica.

Esta Tesis Doctoral esta conformada por cuatro estudios. Uno de los cuatro estudios esta
publicado en la Revista PNA (https://doi.org/10.30827/pna.v17i3.24153) articulo que

cumple con los requisitos solicitados por la Escuela Internacional de Posgrado de la

Universidad de Granada? Los otros estudios se encuentran en proceso de revision en
distintas revistas de impacto, incluidas en Scopus y/o JCR y uno de ellos se encuentra

en la etapa final de elaboracion.
Estructura de la Tesis Doctoral

La presente Tesis Doctoral esta organiza en siete capitulos, seguidos por las secciones
de referencias y anexos. Con el fin de cumplir con los requisitos para optar a la Mencion
Internacional de la Universidad de Granada, hemos redactado un resumen extenso y las
conclusiones de esta tesis en inglés, como se indica en las directrices correspondientes

(https://escuelaposgrado.ugr.es/pages/internacional/mencioninternacional/mencion). A

continuacion, proporcionamos una descripcion detallada de cada uno de los capitulos:

En el primer capitulo abordamos el problema de investigacion donde exponemos las
razones que motivaron esta investigacion, incluyendo justificaciones de carécter
curricular, investigador y personal. También presentamos las preguntas de
investigacion, de donde emerge esta investigacion, asi como el objetivo general que

perseguimos.

El segundo capitulo contiene el marco conceptual que hemos adoptado para sustentar
nuestro trabajo de investigacién. Los apartados abordados incluyen elementos

destacados para el pensamiento algebraico, entre los que se encuentran el pensamiento

2 Publicacion original de la que sea autor el doctorando y que incluya parte de los resultados de
las tesis en una revista indexada en Scopus y con indice de impacto en SCImago Journal Rank
(SJR). Ver en https://doctorados.ugr.es/cienciaseducacion/pages/normativa
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funcional, las practicas algebraicas, el proceso de generalizacion y, por ultimo, las
mediaciones que intervienen en el proceso de aprendizaje. En estos elementos se centra

este trabajo.

En el tercer capitulo, presentamos los antecedentes mas relevantes relacionados con
nuestro tema de investigacion. Este capitulo también incluye una revision bibliométrica
que contribuye a la revision de literatura realizada. Por dltimo, detallamos los objetivos

especificos de investigacion.

El cuarto capitulo se centra en la metodologia empleada en esta investigacion.
Describimos la investigacion de disefio y los experimentos de ensefianza realizados en
los proyectos de investigacion en los que se enmarca este trabajo. Presentamos
informacidn sobre los participantes, asi como los procedimientos de recoleccion de
datos, incluyendo una explicacion de las sesiones realizadas y los instrumentos
utilizados. Ademas, describimos la metodologia de andlisis de datos para los estudios 2,
3yA.

En el quinto capitulo recogemos los resultados obtenidos a lo largo de nuestra Tesis
Doctoral, ofreciendo una descripcion de los estudios 2, 3 y 4, los cuales abordan

directamente nuestros objetivos de investigacion.

Para finalizar, en los capitulos 6 y 7 presentamos las conclusiones de este trabajo. El
capitulo 6 contiene las conclusiones en espafiol, mientras que el capitulo 7 las
presentamos en inglés. En estos capitulos, detallamos las principales conclusiones
derivadas de los estudios realizados, resaltando las contribuciones de nuestra tesis y las
implicaciones para la ensefianza. Por ultimo, caracterizamos las limitaciones de nuestro

trabajo, sefialando posibles lineas abiertas para futuras investigaciones.
Contexto de la Investigacion

En Andalucia existe un grupo de investigacion consolidado desde 1988, llamado

“Didéactica de la Matematica: Pensamiento Numérico” (https://fgm193.ugr.es/), en el

marco del Plan Andaluz de Investigacion y Desarrollo. En este grupo se inicia una linea
de investigacion centrada en patrones y generalizacion en 1995. Esta linea se ha
continuado hasta nuestros dias a través de diferentes investigadores y liderada desde el
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afio 2014 por las doctoras Maria C. Cafiadas y Marta Molina. Desde ese afio, se han
adjudicado tres proyectos sobre pensamiento algebraico (Cafiadas, 2023) 1+D
(EDU2013-41632-P; EDU201675771-P; PID2020-113601GB-100) financiados por
MCIN/AEI/10.13039/501100011033, Agencia Estatal de Investigacion (AEI) de
Espafia y el Fondo Europeo de Desarrollo Regional (FEDER). Estos proyectos se
enmarcan en la propuesta early algebra para educacién infantil y educacion primaria.
La investigadora principal de estos proyectos es Maria C. Cafiadas Santiago, quien
ademas es la directora de esta Tesis Doctoral. Esta linea cuenta con una pagina web

(https://pensamientoalgebraico.es/es/) donde se pueden encontrar las contribuciones

realizadas como articulos, comunicaciones y, ademas, las tareas utilizadas en nuestras
investigaciones. Esta pagina web proporciona una valiosa fuente de informacion y
recursos relacionados con resultados de investigacion y con la integracion del

pensamiento algebraico en la educacion infantil y primaria.

Esta Tesis Doctoral se ha desarrollado en el seno de dos de los proyectos de
investigacion mencionados. El primer proyecto con referencia EDU201675771-P
titulado “Pensamiento funcional en educacion primaria: relaciones funcionales,

representaciones y generalizacion” tenia como objetivos:

e 0.G.1. Profundizar en la descripciéon del pensamiento funcional que pone de

manifiesto estudiantes de educacién primaria en Espafa.

e 0.G.2. Desarrollar materiales, tareas y estrategias que favorezcan el desarrollo
del pensamiento funcional y la superacién de los obstaculos que lo limitan.

Ademas, consideraba los siguientes objetivos especificos:

e O.E.1. Describir el pensamiento funcional que ponen de manifiesto estudiantes

espafoles de los diferentes cursos de educacion primaria.

e 0O.E.2. Establecer comparaciones entre el pensamiento funcional de estudiantes

espafoles de distintos cursos de educacion primaria.

e 0.E.3. Establecer comparaciones entre el pensamiento funcional de estudiantes

espafioles de distintos centros educativos.

17




e O.E.4. Diseflar materiales didacticos y tareas utiles para la introduccion y

desarrollo del pensamiento funcional en educacion primaria.

e O.E.5. Identificar dificultades que encuentran estudiantes espafioles de
educacion primaria de diferentes niveles en el proceso de pensamiento funcional

y formas para ayudarlos a superarlas.

Posteriormente, en el segundo proyecto de investigacion, titulado “Pensamiento
algebraico en educacion infantil y educacion primaria” (PID2020-113601GB-100), se
amplio el rango de investigacion a educacion infantil (desde 3 a 5 afios). Ademas,
considero diversos componentes del pensamiento algebraico (aritmética generalizada,

ecuaciones, pensamiento funcional y patrones). Sus objetivos de investigacion son:

e 0.G.1. Describir los componentes del pensamiento algebraico evidenciados por

los estudiantes de infantil y primaria.

e 0.G.2. Generar materiales, tareas y estrategias que favorezcan el desarrollo del
pensamiento algebraico y que contribuyan a eliminar los obstaculos que lo

limitan.
Los objetivos especificos para este proyecto son:

e O.E.1. Describir la generalizacion expresada por los estudiantes a través de
diferentes aproximaciones al &lgebra escolar.

e O.E.2. Analizar las estructuras identificadas por los estudiantes a través de
diferentes aproximaciones al &lgebra escolar.

e O.E.3. Describir las representaciones utilizadas por los estudiantes cuando
trabajan con tareas de generalizacion a través de diferentes aproximaciones

algebra escolar.

e O.E.4. Identificar errores y dificultades que encuentran los estudiantes cuando

trabajan tareas relacionadas con diferentes aproximaciones del algebra escolar.

e O.E.5. Describir practicas que pueden ayudar a los estudiantes a corregir sus
errores y superar dificultades cuando trabajan tareas relativas a diferentes

aproximaciones del algebra escolar.
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e O.E.6. Presentar materiales y tareas que favorezcan el desarrollo de nociones

relacionas con el pensamiento algebraico

Con parte de la informacion obtenida en el marco de estos proyectos, hemos realizado
los cuatro estudios que conforman este trabajo. Estos proyectos se centraron en el
pensamiento algebraico y en el pensamiento funcional. Actualmente estos temas son de
gran importancia puesto que el sentido algebraico forma parte del curriculo espafiol de
educacion primaria en la actualidad (Ministerio de Educacion y Formacion Profesional,
2022). Asimismo, con esta Tesis Doctoral buscamos aportar nueva informacion sobre

estos temas de investigacion.
Estudios que conforman la Tesis Doctoral

La Tesis Doctoral que presentamos se compone de cuatro estudios. Uno de ellos es un
analisis bibliométrico cuyo objetivo fue caracterizar la produccién cientifica sobre
pensamiento algebraico. Este estudio ofrece informacion relevante para la elaboracion
de esta tesis dado que sienta las bases de nuestros principales antecedentes. Los otros
tres estudios son el resultado de los andlisis realizados a partir del experimento de
ensefianza llevado a cabo en segundo y cuarto de primaria. A continuacion, presentamos
una descripcion general de estos estudios, incluyendo las referencias y los indicios de
calidad de las revistas en que se han publicado o estan en proceso de revision.

e Estudio 1. Narvaez, R., Adamuz-Povedano, N. y Cafiadas, M. C. (en revision).
Analisis bibliométrico de la produccidn cientifica sobre pensamiento algebraico

en educacion infantil y primaria en Scopus.
o Indicio de calidad: SJR (2022), Q3.

Estudio 2. Narvéez, R. y Cafiadas, M. C. (2023). Mediaciones realizadas a
estudiantes de segundo de primaria en un contexto de generalizacion. PNA 17(3),
239-264. https://doi.org/10.30827/pna.v17i3.24153

o Indicio de calidad: SJR (2022), Q3.

e Estudio 3. Narvaez, R., Brizuela, B. M. y Cafiadas, M. C (en revision).
Justifications and mediations in the generalization process among fourth grade
students.
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o Indicio de calidad: JCR (2022) Q3; SJR (2022) Q1

e Estudio 4. Narvéez, R., Cafiadas, M. C. y Torres, M. D. (en elaboracion). De lo

concreto a lo abstracto: analisis del proceso de generalizacion.
o Indicio de calidad: JCR (2022) Q4; SJR (2022), Q2.

El orden de los estudios realizados sigue una progresion que va desde la revision de la
literatura al analisis de los datos obtenidos en las sesiones realizadas. El primer estudio
sobre el andlisis bibliométrico, lo presentamos en el capitulo 3, "Antecedentes"”. En este
estudio entregamos una vision general de la produccién cientifica en el campo del
pensamiento algebraico en educacion infantil y primaria. Los estudios 2, 3 y 4 los
detallamos en el quinto capitulo, "Resultados”. En el estudio 2, titulado "Mediaciones
realizadas a estudiantes de segundo de primaria en una tarea de generalizacion", nos
enfocamos en la interaccion pedagdgica entre estudiantes y el investigador-docente y su
impacto en la generalizacion de los estudiantes de segundo de primaria. En el estudio 3
“Justifications and mediations in the generalization process among fourth-Grade
students”, nos centramos en las justificaciones y mediaciones realizadas en el proceso
de generalizacion de estudiantes de cuarto de primaria. Por Gltimo, en el estudio 4,
titulado "De lo concreto a lo abstracto: analisis del proceso de generalizacion”,
realizamos un analisis mas profundo del proceso de generalizacion, considerando las

distintas fases de razonamiento involucradas (abduccion, induccion y generalizacion).
Formacion de la Investigadora

En esta memoria describimos el trabajo de investigacion desarrollado durante tres afios.
En este periodo, paralelamente a la realizacion de la Tesis Doctoral, participamos en
distintos eventos destacados a nivel nacional e internacional en Didactica de la
Matematica. Ademas de la redaccion de esta memoria de investigacion, la doctoranda
ha realizado dos estancias en centros de reconocido prestigio internacionales: en Tufts
University (Estados Unidos) y en el Centro de Modelamiento Matematico (Chile). Con
estas actividades dimos visibilidad y divulgacion a la investigacion realizada. A
continuacion, en la Tabla 0 detallamos lo relacionado con estas actividades y las

contribuciones obtenidas de ellas:
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Tabla0

Participacion en Actividades Cientificas

Curso

Actividad cientifica

Estudio

2020/2021

2021/2022

Presentacion de comunicacion y publicacion en las actas del XXIV Simposio de la Sociedad Espafiola

de Investigacién en Educacion Matematica (SEIEM), Valencia, Espafa.

Narvaez, R y Cafiadas, M.C. (2021). Mediaciones utilizadas con estudiantes de segundo y cuarto
de primaria al realizar una tarea de generalizacion. En P. D. Diago, D. F. Yéfez, M. T. Gonzélez-
Astudillo y D. Carrillo (Eds.), Investigacion en Educacion Matematica XXIV (pp.465-472).
Valencia: SEIEM. http://funes.uniandes.edu.co/23864/

Estancia internacional de investigacion para optar a la mencion internacional del doctorado.
Estancia realizada en la Universidad de Tufts, Massachusetts, Boston, EE. UU. (3 meses), desde
el 1 de febrero hasta el 30 de abril.
Presentacion de comunicacion y publicacion en las actas del XXV Simposio de la Sociedad Espafiola de
Investigacion en Educacién Matematica (SEIEM), Santiago de Compostela, Espaiia.
Narvéez, R., Brizuela, B. M., Torres, M. D. y Cafadas, M. C. (2022). Niveles de generalizacion

entre estudiantes de cuarto de primaria durante una sesion de clases. En T. F. Blanco, C. Nufiez-

ly?2
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Curso

Actividad cientifica Estudio

2022/2023

Garcia, M. C. Cafiadas y J. A. Gonzéalez-Calero (Eds.), Investigacion en Educacién Matemaética
XXV (pp. 411-419). SEIEM. http://funes.uniandes.edu.co/31568/

Seminario de Investigacion en Pensamiento Numeérico y Algebraico (PNA), de la Sociedad Espafiola de
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CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA DE INVESTIGACION

How early is too early for thinking algebraically?
(Mason, 2018, p. 329)

En este capitulo, presentamos los fundamentos de nuestra Tesis Doctoral, abordando
desde el problema de investigacion, justificaciones, preguntas y objetivo general. En un
primer momento describimos el problema de investigacion, detallando como surge el
interés por el tema y el vacio que nos gustaria abordar desde esta investigacion. Luego
caracterizamos la justificacion a través de tres perspectivas: (a) investigadora, (b)
curricular y (c) personal. Finalmente, detallamos las preguntas de investigacion y el

objetivo general que guian nuestro trabajo.
1.1. Problema de Investigacion

A lo largo de la historia, diversas investigaciones han mostrado las dificultades que los
estudiantes encuentran al abordar conceptos algebraicos en secundaria (Ursini y
Triguero, 2006; Usiskin, 1998). Como respuesta a este desafio, emergio la propuesta
early algebra, una corriente curricular y un area de investigacion que persigue la
integracion del pensamiento algebraico en el curriculo de educacion primaria, definido
por Kaput (2000) como una "algebrizacién del curriculo”. Molina (2009) expresé que
“esta propuesta persigue fomentar un aprendizaje con comprension de las matematicas
y, en especial, facilitar el aprendizaje del algebra” (p. 136). Esta integracion del
pensamiento algebraico en el curriculo implica la introduccién de enfoques algebraicos
que abarcan desde la aritmética generalizada, el pensamiento funcional hasta el trabajo
con patrones y ecuaciones (Kaput, 2000). Estos componentes del pensamiento
algebraico ofrecen a los estudiantes una base sélida para abordar conceptos relacionados
con el algebra a lo largo de su formacidn académica, dandoles la posibilidad de tener
éxito en sus experiencias matematicas posteriores (Blanton et al., 2011). Esto no implica

introducir de manera directa el contenido algebraico de la misma manera que en cursos
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superiores, sino utilizarlos como herramientas que ayuden a promover el pensamiento

algebraico (Cafiadas y Molina, 2016).

El pensamiento algebraico ha ocupado un lugar destacado en la investigacion en
Didactica de la Matematica en las Ultimas décadas (Narvaez et al., 2023) generando un
valioso conocimiento sobre su integracion en el entorno educativo. Distintos trabajos
han mostrado que integrar el contenido y las précticas algebraicas en primaria es
beneficioso para los estudiantes (Blanton et al., 2015; Brizuela et al., 2013; Torres et al.,
2021a). Ademas, las investigaciones realizadas han evidenciado que los estudiantes de
los primeros cursos de educacion primaria pueden abordar tareas que involucran
funciones y llegar a generalizar (e.g., Ayala-Altamirano y Molina, 2021b; Pinto y
Cafadas, 2021). La generalizacion, una de las préacticas esenciales del pensamiento
algebraico, se considera crucial en el contexto de las matematicas y, en particular, en el
pensamiento algebraico. Se trata de un proceso matematico fundamental que permite
identificar patrones y regularidades en una situacion y aplicarlos en nuevas situaciones
(Canadas et al., 2012; Mason, 1999). La generalizacion, definida como un medio ideal
para observar y expresar una afirmacion general (Mason et al., 1985) involucra la
identificacion de elementos comunes, la expansion del razonamiento mas alla de casos
particulares y la aplicacion de lo aprendido en nuevas situaciones (Ellis, 2007; Kaput,
1999).

Sin embargo, sabemos que trabajar con pensamiento algebraico, especificamente con
generalizaciones puede resultar desafiante, especialmente cuando los estudiantes
carecen de instruccion previa sobre este tema matematico (Narvéez y Cafadas, 2023).
Como lo expresaron Chrysostomou y Christou (2019) aprender algebra y trabajar el
pensamiento algebraico es una tarea muy compleja. Aun cuando en curriculos de
diferentes paises se ha incluido el pensamiento algebraico, siguen existiendo desafios
sobre como introducir este tipo de pensamiento en las aulas de educacion primaria
(Ayala-Altamirano et al., 2022b). De hecho, algunas investigaciones han evidenciado
las dificultades que encuentran los estudiantes al abordar tareas relacionadas con el
pensamiento funcional, particularmente en los primeros cursos de educacion primaria
cuando trabajan tareas de generalizacion (e.g., Hidalgo-Moncada y Cafadas, 2020).
Para abordar estos desafios, se propone la intervencion activa del docente a través de
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procesos de mediaciéon (Urefia et al., 2019). La importancia de la mediacion se ha
evidenciado en investigaciones previas, resaltando el papel crucial del docente o
investigador-docente en guiar a los estudiantes hacia la generalizacion (Blanton et al.,
2015; Hidalgo-Moncada, 2020; Narvaez y Cafadas, 2023; Urefa et al., 2019).

Consideramos que, a pesar de los avances logrados en la comprensién de como los
estudiantes de educacion primaria generalizan, se requiere una mayor profundizacion
en el andlisis de este proceso, analizando el papel que tiene la mediacion de los
investigadores-docentes. Por este motivo, nuestra Tesis Doctoral se centra en analizar
el proceso de generalizacion, considerando las fases de razonamiento involucradas, las
justificaciones que se realizan al abordar tareas de generalizacion y el impacto que

tienen las mediaciones en este proceso.
1.2. Justificacion

Los alumnos suelen tener dificultades con algunos aspectos del pensamiento
algebraico, no porque sean incapaces de hacerlo, sino porque necesitan experiencias

frecuentes y tiempo para desarrollar importantes destrezas de pensamiento
(Blanton et al., 2011, p. 1)

En este apartado, presentamos una justificacion que abarca tanto aspectos personales
como curriculares, respaldados por la investigacion existente en el campo. Con esta
descripcion buscamos establecer por qué la investigacion que proponemos es necesaria

y como contribuira al conocimiento existente en el area de estudio.

1.2.1. Justificacion Personal

Mi motivacion para llevar a cabo esta Tesis Doctoral proviene de mi experiencia como
Profesora de Educacion General Bésica en Chile. Durante seis afios, ensefié matematicas
a estudiantes de primero hasta sexto basico (6-12 afios). Durante este periodo, trabajé
con el eje de patrones y algebra, lo que me entreg6 una visién sobre las fortalezas y

dificultades que mis estudiantes enfrentaban en esta area de aprendizaje.

Mi primer encuentro con el pensamiento algebraico se produjo mientras realizaba el

Maéster en Didactica de la Matematica en la Universidad de Granada. Especificamente,
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en la asignatura Pensamiento Numérico y Algebraico Il donde tuve la oportunidad de
conocer a las docentes Maria Cafiadas (mi actual directora) y a Marta Molina. Durante
este periodo, adquiri algunos conocimientos sobre el early algebra y pude observar el
potencial de los estudiantes de primaria al trabajar con el pensamiento algebraico,
incluso cuando no habian recibido instruccion formal sobre €él. Observar como los
estudiantes podian abordar conceptos destinados a cursos superiores me impulso a

profundizar en esta area de investigacion.

Mi Trabajo Fin de Master (Narvaez, 2020) se centrd en la generalizacion de estudiantes
de segundo de primaria y las mediaciones realizadas por un investigador-docente que
interactud con ellos. Este trabajo increment6 mi interés por profundizar en este aspecto,
siendo un punto de partida para mi Tesis Doctoral. Creo que seguir investigando y
ahondar en el proceso de generalizacion en estudiantes de primaria tiene un potencial
significativo para enriquecer la ensefianza de las matematicas. Este trabajo puede servir
como base para guiar el proceso de aprendizaje, especialmente en un momento en el que

el sentido algebraico es un componente clave en los planes de estudio de distintos paises.

1.2.2. Justificacion Curricular

En la actualidad, diversos paises han experimentado cambios significativos en sus
curriculos educativos con el fin de promover el desarrollo del pensamiento algebraico
desde las primeras etapas de educacién, abarcando la educacion infantil y/o la educacion
primaria. Esta tendencia se ha reflejado en paises como Australia, Chile, Estados Unidos
(Merino, et al., 2013; Ministerio de Educacion de Chile, 2012; Pincheira y Alsina,
2021). Mas recientemente, en Espafia, también se ha incorporado, a través del sentido

algebraico (Ministerio de Educacion y Formacion Profesional, 2022).

La evolucion de los curriculos en estos paises se ha caracterizado por una introduccién
progresiva de contenidos de naturaleza algebraica en los programas de estudio durante
las dltimas dos décadas (Pincheira y Alsina, 2021). Este cambio curricular responde a
la creciente consideracion de la importancia del pensamiento algebraico como

fundamento para el éxito en matematicas en niveles superiores (Blanton et al. 2011).
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Como referente internacional, Estados Unidos realizd la integracion del pensamiento
algebraico en su curriculo desde la educacion infantil en adelante (National Council of
Teachers of Mathematics [NCTM], 2000). Este documento destaco la necesidad de
construir una base sélida de aprendizaje en el pensamiento algebraico desde edades
tempranas, como preparacion para el estudio del &lgebra en niveles educativos
superiores. Chile, pais de origen de la investigadora, adoptdé un enfoque similar al
incorporar el eje de patrones y algebra en su curriculo educativo a partir del afio 2012,
un enfoque que se inicia desde la educacién parvularia (4-6 afos). Esta implementacion
se fundamenta en las Bases Curriculares para la Educacién Basica (6 a 12 afios)
(MINEDUC, 2012). El eje de patrones y algebra pretende que los estudiantes expliquen
y describan relaciones de diversas naturalezas, ya sea entre nimeros, formas, objetos o
conceptos. Este enfoque se desarrolla a lo largo del curriculo escolar en Chile,
representando un 30.8% de los contenidos (Pincheira y Alsina, 2021). En cuanto a
Espafia, pais en el que se desarrolla esta investigacion, el curriculo de educacion
primaria incluyo el sentido algebraico, incorporando contenidos relacionados con el
“reconocimiento de patrones y las relaciones entre variables, la expresion de
regularidades o la modelizacién de situaciones con expresiones simbdlicas” (Ministerio
de Educacion y Formacién Profesional, 2022, p. 116). Este reconocimiento marca un
hito, ya que hasta el afio 2022 no existia una mencién explicita a la introduccién de

elementos algebraicos antes de la educacion secundaria en el curriculo espafiol.

Los cambios curriculares han respondido a la creciente consideracion de la importancia
del pensamiento algebraico como fundamento para la mejora de la ensefianza de las
matematicas. Por ello, esta Tesis Doctoral se centra en indagar y describir las acciones
y respuestas de estudiantes de educacion primaria ante tareas relacionadas con el
pensamiento funcional. Especificamente, nos centraremos en estudiantes de segundo y
cuarto de primaria. Buscamos aportar contribuciones significativas a la investigacion
actual sobre pensamiento algebraico y su ensefianza en educacion primaria, aportando
conocimientos que puedan apoyar a los educadores en esta transicion curricular,

entregandoles herramientas que puedan implementar en sus aulas.
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1.2.3. Justificacion Investigadora

El interés en investigar sobre el pensamiento algebraico en educacién primaria ha
experimentado un notable aumento en las Gltimas décadas, especialmente en relacion
con temas sobre pensamiento funcional (Cafiadas et al. 2019; Chrysostomou y Christou,
2019; Narvéaez et al., 2023). En particular, las investigaciones que se centran en la
generalizacion han ganado relevancia. Esto se refleja en los recientes trabajos que se
han realizado sobre generalizacion en un contexto funcional con estudiantes de primaria
(e.g., Ayala-Altamirano y Molina, 2021b; Morales et al. 2018; Narvéaez y Cafiadas,
2023; Pinto y Cafadas, 2021; Strachota, 2020; Torres et al., 2021b). Estos trabajos han
proporcionado una vision detallada de como y en qué medida los estudiantes de distintos
cursos de primaria generalizan en diferentes niveles de sofisticacidn a través de tareas

con contextos funcionales.

La generalizacion es esencial para el pensamiento algebraico (e.g., Cooper y Warren,
2011; Kieran et al., 2016) siendo un proceso matematico fundamental que permite
identificar patrones y regularidades en una situacion y aplicarlos a nuevas situaciones
(Cafadas et al., 2012a; Mason, 1999). Esta practica algebraica es definida por Kaput
(1999) como “elevar y comunicar el razonamiento a un nivel en el que el foco ya no esta
en un caso particular, sino mas bien en los patrones y relaciones de esos casos

particulares” (p. 137).

Se han realizado distintas investigaciones sobre la generalizacion de estudiantes de
primaria, algunas de las cuales han planteado interrogantes y lineas abiertas que
consideramos pertinentes explorar en nuestra investigacion. Un ejemplo es lo planteado
por Chrysostomou y Christou (2019) quienes resaltaron la importancia de analizar el
impacto que las intervenciones de algebra temprana pueden tener en los estudiantes de
diferentes niveles educativos, asi como los tipos de intervenciones méas adecuadas para
trabajar con estudiantes de niveles inferiores. Urefia et al. (2019) sugirieron la necesidad
de investigar como los estudiantes de primaria generalizan y progresan en la
formulacion de representaciones de generalizaciones en el contexto de una clase, lo que
contribuiria a mejorar la comprension de la relacion entre la mediacion y la

generalizacion. Por su parte Hidalgo-Moncada y Cafiadas (2020) al observar la
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intervencion del entrevistador en el proceso de generalizacién de los estudiantes,
considerando que una investigacién futura podria incluir preguntas relacionadas tanto
con la forma directa como inversa de la funcion, lo cual permitiria una comparacion de
resultados en términos de errores y estrategias de intervencion. Strachota (2020) formul6
la pregunta sobre cémo los estudiantes pueden promover la generalizacion entre ellos.
Ademas, sugirio que los investigadores podrian investigar sobre las estrategias que los
profesores emplean al formular preguntas y guiar a los estudiantes en actividades que
fortalezcan y fomenten la participacion en las tareas de generalizacion. En el trabajo
realizado por Chimoni et al. (2021) sefialaron la necesidad de investigar con mayor
profundidad el papel de los docentes en la implementacion de tareas que involucraban
funciones y las caracteristicas cualitativas del comportamiento de los estudiantes
durante su participacion en este tipo de intervenciones. Finalmente, Torres et al. (2021b)
expresaron que seria valioso analizar las diferentes fases de razonamiento (abduccion,
induccion y generalizacion) en estudiantes de distintos cursos de educacion primaria en

un contexto de generalizacion.

Estos antecedentes nos han llevado a considerar la importancia de la mediacion docente,
el impacto de las intervenciones de algebra temprana en estudiantes de distintos niveles
educativos Yy la relacion entre las distintas fases de razonamiento, como la abduccién,
induccion y generalizacion, en el proceso de generalizacion. Por lo tanto, nuestro interés
desde la investigacion se centra en describir lo que ocurre con estudiantes de primaria
que no han tenido experiencia previa con tareas de generalizacion. Queremos ofrecer
una mirada social del proceso de generalizacion, destacando la influencia de la
mediacion y justificacion en el desarrollo del pensamiento funcional. Por dltimo, una de
las motivaciones fundamentales que impulsan nuestra investigacion se origin6 a partir
de una de las lineas de investigacion abiertas en la Tesis Doctoral de Urefia (2021). En
dicha tesis, se planteaba la necesidad de ampliar la investigacién sobre la mediacién
docente en contextos funcionales, cuestionando como las mediaciones identificadas
pueden transformarse en acciones docentes para situaciones reales de ensefianza y

cuéles podrian ser sus implicaciones en el proceso de generalizacion.
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1.3. Preguntas y Objetivo General de Investigacion

Como hemos descrito en los apartados anteriores, existe un creciente interés en la
investigacion sobre el pensamiento algebraico en educacién primaria, especialmente en
lo que respecta al pensamiento funcional. Sin embargo, este interés ha dejado una serie
de interrogantes y lineas de investigacion abiertas que merecen una atencion mas
detallada. Nos enfrentamos a cuestionamientos sobre el impacto de las intervenciones
en algebra temprana con estudiantes de diferentes niveles educativos, la evolucién de
las fases de razonamiento durante tareas de generalizacion, el papel de los docentes en
la implementacion de tareas funcionales y la influencia de la interaccién en el proceso
de generalizacion. Estas inquietudes nos impulsan a plantear preguntas de investigacion,
gue nos permitiran explorar y comprender en profundidad el proceso de generalizacion
en estudiantes de educacion primaria y las mediaciones que pueden influir en dicho

proceso.

e ;De qué manera los estudiantes de los primeros cursos® de educacion primaria
llevan a cabo el proceso de generalizacion al abordar tareas relacionadas con el

pensamiento funcional?

e Qué mediaciones por parte del investigador-docente ayudan en el proceso de

generalizacion?

e ;Cudl es la relacion entre las mediaciones del investigador-docente y la

generalizacion de los estudiantes?

e .Los estudiantes justifican al resolver tareas de generalizacién en un contexto
funcional? En tal caso, ¢cdémo se relacionan estas justificaciones con su proceso

de generalizacion?

8 Cuando hablamos de los primeros cursos de educacién primaria, nos referimos a los dos
primeros ciclos (desde primero a cuarto de primaria).
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e ;Por qué fases de razonamiento (abduccidn, induccion y generalizacidn) pasan
los estudiantes de primaria al trabajar con tareas de generalizacion que

involucran funciones?

e Como influyen las intervenciones sobre pensamiento algebraico en estudiantes

de educacion primaria en su capacidad de generalizacion?

Por lo expuesto, para esta Tesis Doctoral planteamos el siguiente objetivo general de
investigacion “Analizar y describir la generalizacion de estudiantes de los primeros
cursos de educacion primaria en un contexto funcional del pensamiento algebraico y las

mediaciones que se emplean”.
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CAPITULO 2. MARCO CONCEPTUAL

En este capitulo, exploramos los fundamentos tedricos que sustentan este trabajo.
Iniciamos con una descripcion sobre el pensamiento algebraico, incluyendo sus practicas
y componentes. Posteriormente, describimos lo relacionado con pensamiento funcional,
componente del pensamiento algebraico en el que centramos nuestra investigacion. Por
ultimo, caracterizamos la nocion de mediacion como un elemento esencial en nuestra

investigacion.
2.1. Pensamiento Algebraico

En el trabajo realizado por Carraher y Schliemann (2019) plantearon la interrogante ¢por
qué integrar el algebra en el curriculum de educacion primaria? A primera vista, esta
inclusion puede sorprender, dado que los estudiantes a menudo se encuentran con
dificultades al abordar conceptos algebraicos en cursos superiores. Sin embargo, esta
cuestion ha sido objeto de debate durante décadas, llegando un consenso en la
incorporacion temprana del algebra, a través de la propuesta conocida como early
algebra. Esta propuesta promueve la introduccion de modos de pensamiento algebraico
en las etapas iniciales de la educacion. Esto se conoce como la “algebrizacion del
curriculo” a través de la reestructuracion curricular, cambios en la préctica y evaluacién
en el aula y cambios en la formacion docente (Kaput, 2000; 2008). El objetivo de esta
propuesta es fomentar un mayor nivel de abstraccion en el pensamiento de los estudiantes
y una comprension mas profunda de las matematicas en etapas posteriores de su
educacion. Este enfoque se alinea con la idea de integrar el pensamiento algebraico de
manera continua a lo largo de la escolaridad, lo que facilitaria una comprension mas sélida
de las matematicas en general (Cai y Knuth, 2011; Kaput, 2000, 2008; Molina, 2008).

Definir pensamiento algebraico no es sencillo, es mas, no existen acuerdos sobre el uso y
significado de diferentes términos y la naturaleza e importancia del early algebra
(Canadas et al., 2012b; Kaput, 2008). Algunos autores han propuesto distintas
definiciones de este tipo de pensamiento matematico. Blanton y Kaput (2004) definieron
el pensamiento algebraico como “un héabito mental que impregna todas las matematicas

y que implica la capacidad de los estudiantes para construir, justificar y expresar
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conjeturas sobre la estructura y las relaciones matematicas” (p. 142). Blanton y Kaput
(2005) lo han definido como “un proceso en el que los estudiantes generalizan ideas
matematicas a partir de un conjunto de casos particulares establece esas generalizaciones
a través del discurso de la argumentacion y las expresan de maneras cada vez mas
formales y apropiadas para su edad” (p. 99). Por su parte, Kieran (1996) expresé que el
pensamiento se entiende como “una aproximacion a situaciones cuantitativas que enfatiza
los aspectos de la relacion general con expresiones que no son necesariamente propias

del simbolismo algebraico” (p. 275).

El pensamiento algebraico, tal como lo expres6 Kieran (2004) engloba el desarrollo de
habilidades cognitivas aplicables en una variedad de contextos, permitiendo a los
estudiantes analizar relaciones entre cantidades, identificar estructuras matematicas
subyacentes, abordar cambios en situaciones cuantitativas, realizar generalizaciones
basadas en patrones y regularidades, resolver problemas matematicos, modelar
situaciones del mundo real, respaldar argumentos con justificaciones solidas, demostrar
conceptos matematicos y prever resultados futuros. Carraher y Schliemann (2019)
expresaron que el pensamiento algebraico también suele implicar la reflexién sobre
variables, posiblemente de forma implicita. Para Radford (2011) “el pensamiento
algebraico temprano se basa en las posibilidades del alumnado de comprender patrones
en formas co-variantes desarrolladas culturalmente y utilizarlos para tratar cuestiones de
términos remotos y no especificos” (p. 23). Ademas, este autor expresd que “el
pensamiento algebraico no se trata de usar 0 no notaciones, sino de razonar de ciertas
maneras. Lo que caracteriza al pensamiento como algebraico es que se ocupa de
cantidades indeterminadas concebidas de forma analitica” (p. 310). Con base en lo
anterior, consideramos que el pensamiento algebraico se fundamenta en la capacidad de
analizar relaciones entre cantidades, identificar estructuras, estudiar cambios, generalizar,
resolver problemas, justificar, demostrar y predecir en una variedad de contextos
matematicos. Los estudiantes pueden trabajar con cantidades desconocidas como si estas
fueran conocidas, lo que les permite explorar y comprender conceptos matematicos en
profundidad. Es importante destacar que el uso de simbolismo algebraico no es un
requisito esencial para hablar de pensamiento algebraico, ya que este proceso puede
manifestarse sin notacion algebraica (Kieran 2006).
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Kaput (2008) describidé que los estudiantes identifican y expresan generalizaciones
usando medios propios, aunque luego son guiados al uso de representaciones
convencionales (por ejemplo, tablas, graficos, lenguaje natural, etc.). Por lo mismo, como
lo expresaron Pinto et al. (2023) “la expresion de la generalizacion tendra distintos grados
de sofisticacion segun las representaciones empleadas” (p. 151). Cafiadas (2016) sostuvo
que el pensamiento algebraico abarca las formas de actuar, razonar y comunicar
conceptos relacionados con el algebra, lo que facilita el desarrollo de diversas habilidades
en los estudiantes, lo que, a su vez, mejora su comprension de los componentes

algebraicos.

Kaput (2008) destacd que el corazon del pensamiento algebraico se basa en procesos de
simbolizacion complejos que son esenciales para llevar a cabo la generalizacion y el
razonamiento basado en generalizaciones. Este autor expresd que existen dos aspectos
centrales del pensamiento algebraico: (a) hacer y expresar generalizaciones en sistemas
de simbolos cada vez mas formales y convencionales, y (b) razonar con formas
simbolicas. Asi mismo, este autor indicé que estos aspectos abarcan al algebra como el
estudio de estructuras y sistemas extraidos de calculos y relaciones; como estudio de
funciones, relaciones y variacion articular; y como la aplicacién de un grupo de lenguajes
para expresar y el razonamiento sobre situaciones que estan siendo modeladas. Segun
Radford (2014) existen tres condiciones bésicas que caracterizan el pensamiento
algebraico: (a) la indeterminacion, que implica trabajar con cantidades desconocidas; (b)
la denotacion, que significa que las cantidades desconocidas no se limitan Unicamente a
simbolos alfanuméricos; y (c) la analiticidad, que conlleva la realizacion de operaciones
aritméticas basicas (suma, resta, multiplicacion, divisién) con cantidades desconocidas
como si fueran conocidas. Estas condiciones fundamentales contribuyen a la esencia del
pensamiento algebraico. Por ello consideramos que el pensamiento algebraico implica
identificar patrones o reglas matematicas mas amplias a partir de casos especificos y
razonar sobre estas generalizaciones, lo que permite comprender y aplicar estas reglas en

diversas situaciones matematicas.
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2.2. Practicas Algebraicas

Las practicas matematicas suelen considerarse como modos de pensamiento que van mas
alla de las materias especificas y las etapas educativas (Brizuela, 2023). Blanton et al.
(2019) expresaron que estas practicas son procesos mediados socialmente que refinan el
alcance de la generalizacion. En relacion con el pensamiento algebraico se identifican
cuatro practicas esenciales (a) generalizar; (b) representar; (c) justificar y (d) razonar con
estructuras y relaciones matematicas (Blanton et al., 2011; 2018; 2019; Kaput, 2008).
Estas cuatro practicas estan incorporadas en los diferentes componentes del pensamiento

algebraico.

2.2.1. Generalizacion

“La generalizacion es el corazon de las matematicas y aparece de muchas formas. Si
los profesores no son conscientes de su presencia y no tienen la costumbre de hacer
que los estudiantes trabajen para expresar sus propias generalizaciones, entonces el

pensamiento matematico no esta teniendo lugar (Mason, 1996, p. 65)

La generalizacion desempefia un papel esencial en el pensamiento algebraico. Se
considera una habilidad cognitiva fundamental desde las edades méas tempranas (Kaput,
2008; Mason, 2008, 2018; Pdlya, 1945; Torres et al., 2021b). Es el corazon del
razonamiento algebraico (Cooper y Warren, 2011; Kaput, 2008) y el nacleo mismo de la
actividad matematica (Mason, 1996).

La generalizacion es un proceso mediante el cual se transita desde la observacion de casos
particulares hacia la formulacion de conjeturas que abarcan una amplia clase de casos. En
otras palabras, la generalizacién implica reconocer patrones subyacentes, incluso si no se
pueden expresar verbalmente de inmediato (Mason et al., 2010). “Es una forma critica de
razonamiento y sentido debido a que requiere que los estudiantes comprendan una
situacién, la conecten con su conocimiento existente y saquen conclusiones en forma de
afirmaciones generalizadas” (Brizuela, 2023, p. 44). Es pasar de lo particular a lo general

y ver lo general en lo particular (Mason, 1996).

Kaput (1999) describio la generalizacion como “elevar el razonamiento o la

comunicacion a un nivel en el que el foco ya no estd en los casos o situaciones en si
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mismos, sino en los patrones, procedimientos, estructuras y las relaciones a través y entre
ellos” (p. 137). Ureiia et al. (2023) describieron que generalizar consiste en reconocer y
representar regularidades y generar nuevos casos particulares. “La generalizacion implica
la extension, a otros casos, de la regularidad reconocida en una tarea que implica el
establecimiento de una relacion entre cantidades, integrando la representacion externa de
esa regularidad a través de una regla general” (p. 3). Generalizar no se limita a una mera
identificacion de patrones, sino que también involucra la capacidad de reconocer qué
aspectos de una situacion matematica pueden variar y cuales permanecen constantes
(Mason, 2017).

La generalizacion implica distintos aspectos fundamentales, como identificar similitudes
entre casos especificos, extender el razonamiento mas alla del conjunto inicial y realizar
conclusiones méas amplias a partir de situaciones particulares (Kaput, 1999; Stephens et
al., 2017). Para Cafiadas y Castro (2007) la generalizacion se produce cuando se expresan
conjeturas que abarcan todos los casos de una clase especifica, implicando asi el
razonamiento mas alla de situaciones particulares para alcanzar conclusiones mas amplias
y generales. En el contexto del pensamiento funcional y algebraico, la generalizacion se
convierte en una herramienta poderosa que permitir a los estudiantes trascender las
particularidades asociadas a calculos aritméticos y enfocarse en identificar la estructura y

las relaciones matematicas subyacentes en diversas situaciones (Blanton et al., 2011).

Consideramos la generalizacién como proceso y como producto (Ellis, 2007). Mason et
al. (2010) describio que el proceso de generalizacion en el pensamiento matematico es
una habilidad esencial que involucra varios pasos fundamentales. Cafiadas y Castro
(2007) describieron que el proceso de generalizacién comienza con la observaciéon de
maultiples ejemplos particulares y la busqueda de caracteristicas comunes entre ellos. En
este punto, se trata de articular la sensacion de un patron subyacente, es decir, se intenta
detectar una regularidad en los datos observados. Esta deteccion del patron lleva a la
formulacién de una conjetura, que representa lo que parece probable que sea cierto en
funcién de las observaciones realizadas. Respecto al producto de la generalizacion, es
entendida como la forma en que se expresa la generalidad, es decir, es el resultado del
proceso de generalizacion (Ellis, 2007). A continuacion, presentamos un ejemplo que
ilustra tanto el proceso como el producto de la generalizacion. En la Figura 2-1 mostramos
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las respuestas de un estudiante durante una entrevista individual donde la tarea abordaba
la funcion y=3x+1. En esta instancia, observamos el avance del estudiante al responder a
diferentes casos (proceso), culminando en una respuesta general para la tarea planteada
(producto). Para confirmar esta generalizacion, la investigadora-docente le pregunto al
estudiante cémo podria determinar la cantidad necesaria para el caso de infinitos
invitados, a lo que el estudiante respondi6 “pues multiplicando por tres infinitos por tres

es igual a infinito...entonces infinito globos, mas uno, infinitos globos uno”.

Figura 2-1
Ejemplo de Generalizacion como Proceso y Producto

Numero de invitados Numero de globos

= " Proceso

S

=) Producto

La generalizacion no se limita a identificar una conjetura; también implica comprender
por qué esta conjetura es probable que sea cierta. Esto se logra al justificar la conjetura,
es decir, al proporcionar razones o argumentos que respalden la idea de que el patron
observado realmente existe y se aplica de manera consistente en una variedad de
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situaciones. La justificacidn es un paso crucial para validar la generalizacion y demostrar
su fiabilidad y aplicabilidad. Ademas de la conjetura y la justificacion, la generalizacion
también conlleva la exploracion de donde es probable que la conjetura sea cierta. Esto
significa que, a medida que se generaliza, surgen nuevas preguntas y se buscan
configuraciones méas generales en las que la conjetura pueda aplicarse. En este sentido, la
generalizacion conduce a la formulacién de otras preguntas matematicas que permiten
extender el alcance de la conjetura y explorar sus limites. Cuando hablamos de conjetura
nos referimos a “una afirmacion que parece razonable, pero cuya verdad no ha sido
establecida” (Mason et al., 2010). En otras palabras, una conjetura es una proposicion que
se formula basada en observaciones o razonamientos, pero que aun no ha sido respaldada
de manera convincente ni se ha demostrado de manera definitiva. Aunque no se puede
afirmar con certeza que una conjetura sea verdadera, tampoco se ha encontrado evidencia
que la refute o contradiga mediante ejemplos especificos o consecuencias falsas. Por lo
tanto, una conjetura representa una suposicion inicial que requiere una mayor
investigacion, andlisis o pruebas para determinar su validez. Sin embargo, “las conjeturas
a pequenia escala son el ndcleo del pensamiento matematico” (Mason et al., 2010, p. 59).
Las generalizaciones matematicas resultan de actividades constructivas que apuntan a
pasar una relacion matematica de un conjunto dado a un nuevo conjunto del cual el
conjunto original es un subconjunto, quizas ajustando la relacién para acomodar el

conjunto mas grande (Yao, 2022).

En la literatura existente se han distinguido distintos tipos de generalizacién. Dorfler
(1991) describié la generalizacion empirica, que implica identificar cualidades o
propiedades comunes entre objetos y verificar su presencia en dichos objetos. Mason
(1996) propuso la nocidn de generalizacién en acto, que se evidencia cuando se percibe
una regularidad, pero no se logra expresar. Radford (2010) propuso dos tipos de
generalizaciones; la generalizacion algebraica y la generalizacion aritmética. La
generalizacion aritmética se relaciona con la representacion numeérica, donde el patron
identificado proporciona respuestas a casos particulares, pero no se extiende a lo
indeterminado. La generalizacion algebraica consiste en obtener una expresion que se
aplique a cualquier caso, permitiendo la construccion de expresiones que abarquen lo

indeterminado e identifiquen los términos de una secuencia. Ademas caracterizo tres
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niveles en la generalizacion algebraica: el nivel factual, que implica generalizar las
acciones numéricas mediante un esquema numerico y deducir lo indeterminado a partir
de las acciones de los estudiantes; el nivel contextual, que generaliza tanto las acciones
numéricas como los objetos de las acciones, explicando la regularidad para cualquier
término dentro de la secuencia; y el nivel simbolico, que trasciende los objetos o0 numeros
especificos en un contexto dado y se expresa en términos generales (alfanuméricos),
abarcando todos los elementos de la secuencia o patron. Ademas, Mason et al. (2010)
distinguieron dos tipos de generalizacion: la empirica y la estructural. La generalizacion
empirica se materializa al analizar multiples casos o instancias y buscar similitudes entre
ellos, lo que conduce a una conjetura sobre una propiedad general. Sin embargo, esta
conjetura requiere una justificacion posterior en funcion de la estructura subyacente. Por
otro lado, la generalizacion estructural se origina al reconocer relaciones en uno o muy
poCos casos Y tratar estas relaciones como propiedades generales, lo que también resulta
en una conjetura que necesita ser respaldada por la estructura subyacente. La
generalizacion empirica guarda similitudes con la induccion cientifica, pero en
matematicas, la generalizacién estructural va mas allad y permite la justificacion de
conjeturas mediante razonamiento l6gico basado en propiedades acordadas. Por ultimo,
Pinto y Cafadas (2017) distinguieron entre la generalizacion espontanea e inducida. La
generalizacion espontanea se refiere a la capacidad de los estudiantes para hacer
inferencias generales o encontrar patrones sin una instruccion explicita para hacerlo y
suelen darse cuando se plantean casos particulares. Por otro lado, la generalizacién
inducida ocurre cuando se solicita especificamente a los estudiantes que realicen

generalizaciones.

2.2.2. Justificacion

Los términos argumentacion y justificacion son utilizados en muchas ocasiones de forma
similar. La argumentacién matematica es el proceso de hacer afirmaciones matematicas
y proporcionar evidencia que las respalde (Bieda et al., 2022). La justificacién
matematica es un proceso mas especifico dentro de la argumentacion, en el cual se
respaldan las afirmaciones y elecciones matematicas al resolver problemas o explicar por

qué una afirmacidn o respuesta tiene sentido. En este sentido, la justificaciébn matematica

40




se relaciona con buscar y explicar el porqué de un fenémeno o una afirmacién. Cuando
se justifica una afirmacion matematica, se busca identificar las razones subyacentes que
respaldan la veracidad de las conjeturas realizadas (Bieda et al., 2022; Mason et al. 2010).
En nuestra Tesis Doctoral utilizamos el concepto de justificacion, puesto que los
argumentos forman parte del proceso de justificacién (Pinto et al., 2023). Ademas, la
justificacion es una practica algebraica y una componente del razonamiento matematico
(Blanton et al., 2011; Thanheiser y Sugimoto, 2022).

La justificacion se define como “un argumento que demuestra (o refuta) la verdad de una
afirmacion que utiliza declaraciones aceptadas y formas matematicas de razonamiento”
(Staples et al., 2012, p. 448). Para Ayala-Altamirano y Molina (2021a) la justificacion es
“un proceso social en el que se explica, verificay sistematiza el conocimiento matematico
a partir de ideas, definiciones y propiedades matematicas” (p. 361). La justificacion en el
contexto matematico es un proceso fundamental que involucra respaldar y explicar las
afirmaciones y elecciones matematicas realizadas durante la resolucion de problemas o
la formulacion de conjeturas (Bieda y Staples, 2020; Staples et al., 2012). La justificacion
es una practica fundamental en las matematicas que desempefia un papel esencial en el
aprendizaje y la competencia de los estudiantes en esta disciplina (Staples et al., 2012).
Se trata de un medio mediante el cual los estudiantes no solo mejoran su comprension de
las matematicas, sino también su capacidad para aplicar y desarrollar conocimientos
matematicos, convirtiéndose en una herramienta clave tanto para el aprendizaje como

para la practica de las matematicas.

La justificacion no solo es una practica matematica esencial, sino que también tiene
numerosos beneficios en el desarrollo de habilidades matematicas. Thanheiser y
Sugimoto (2022) destacaron que la justificacién permite a los estudiantes explicar su
razonamiento de manera publica, lo que fomenta el analisis y la discusion en el aula. A
medida que los estudiantes practican la justificacion, mejoran sus habilidades de
razonamiento matematico con el tiempo. Ademas, la justificacion contribuye a una mayor
comprension conceptual y procedimental de los estudiantes, lo que enriquece su
comprension global de las matematicas. “Un enfoque en la justificacion puede ayudar a
los estudiantes no solo a establecer una mejor conviccion en sus generalizaciones, sino
también a desarrollar generalizaciones posteriores mas poderosas” (Ellis, 2007, p. 149).
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Por esta razon, la justificacion se considera tanto un proceso cognitivo como social (Chua,
2017). Determinar la verdad a través de la justificacion se presenta como un proceso
cognitivo, mientras que persuadir a otros acerca de esa verdad se configura como un

proceso social.

Justificar en el contexto del pensamiento algebraico implica un proceso de interaccion
social en el aula que facilita el desarrollo de la comprension y el conocimiento de los
contenidos matematicos por parte de los nifios. Ademas, constituye una herramienta
fundamental para acceder a diversas formas de razonamiento matematico (Thanheiser y
Sugimoto, 2022), lo que permite una mejor comprension del problema, las estructura y
las relaciones (Pinto et al., 2023). En otras palabras, cuando se trata de justificar
generalizaciones, los estudiantes deben analizar y explicar la veracidad de una conjetura
o afirmacion matematica. Esta actividad no solo les ayuda a profundizar en su
comprension, sino que también promueve un razonamiento mas sélido y una mayor
capacidad para respaldar sus argumentos de manera logica y coherente. En la Figura 2-2
presentamos un ejemplo de justificacion en el que el estudiante, al abordar una tarea
funcional (y=2x+2), no solo determina la cantidad de invitados para el caso de cuatro

mesas, sino que también justifica que "en cada mesa hay el doble de personas mas dos".

Figura 2-3

Ejemplo de Justificacion

Nota. Figura extraida de Pinto et al. (2023, p. 164)
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Como lo expresd Lannin (2005) “la justificacion se convierte en un componente critico
del proceso de generalizaciéon” (p. 232). Las justificaciones de los estudiantes brindan una
ventana para ver el grado en que ven la naturaleza amplia de sus generalizaciones y su
vision de lo que consideran. considerarse una justificacion socialmente aceptada (Lins,
2001). Staples (2014) abordd la justificacion desde una doble perspectiva: como un
proceso y como un producto. En este sentido, la justificacion se entiende como el proceso
de construir un argumento respaldado por herramientas disciplinarias que demuestran la
validez o falsedad de una afirmacion. Este proceso se entiende como esencial para el
pensamiento matematico y estd vinculado a la generalizacion (Lannin, 2005). La
justificacion abarca la necesidad de probar o refutar y, lo que es mas importante, explicar
“por qué” una afirmacion o respuesta es valida en el contexto matematico. De acuerdo
con Bieda y Staples (2020) la justificacion matematica se puede definir como “el proceso
de respaldar sus afirmaciones y elecciones matematicas al resolver problemas o explicar
por qué su afirmacion o respuesta tiene sentido” (p. 103). Esto implica no solo respaldar
respuestas correctas, sino también explicar de manera coherente las decisiones tomadas
en la resolucion de los problemas matematicos. “La generalizacion no puede separarse de
la justificacion” (Lannin, 2005, p. 235).

La justificacion es un vehiculo para mejorar la comprension de los conceptos matematicos
por parte de los estudiantes y para apoyarlos a explorar por qué las cosas funcionan en
matematicas y explicar sus desacuerdos de manera significativa Al justificar un modelo
algebraico, un argumento se considera aceptable cuando conecta la generalizacion con

una relacion general que existe en el contexto del problema (Hanna, 2000; Lennin, 2005).

Lannin (2005) describio distintos niveles de justificacion que pueden ser observados y

analizados de las respuestas que entregan los estudiantes:

¢ Nivel 0: Sin justificacién Las respuestas no abordan la justificacion.

e Nivel 1: Apelacién a una autoridad externa Se hace referencia a la exactitud
declarada por algun otro individuo o material de referencia.

e Nivel 2: Evidencia empirica La justificacion se proporciona a través de la

exactitud de ejemplos particulares.
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e Nivel 3: Ejemplo genérico La justificacion deductiva se expresa en un caso
particular.
e Nivel 4: Justificacion deductiva La validez se da a través de un argumento

deductivo que es independiente de casos particulares.
Por su parte, Thanheiser y Sugimoto (2022) describieron tres tipos de justificacion:

e Justificaciones de validacion: Estas justificaciones se emplean cuando se solicita
a los estudiantes que proporcionen evidencia que respalde o refute una afirmacion
especifica. En la Figura 2-3, presentamos un ejemplo en el que un estudiante, al
abordar una tarea relacionada con un contexto relacionado a un parque de
atracciones (y=x+3), justificd su respuesta expresando que al sumar los valores

del carnet de socio y los viajes obtenia el total a pagar.

Figura 2-3

Ejemplo de Justificacion por Validacion

{Cuanto pagas por el carnet y 17 viajes?

Explicame como lo haces
( > / .
B o umant b ot il ? A

e Justificaciones experimentales: Las justificaciones experienciales a menudo se
utilizan para explicar afirmaciones matematicas mediante el uso de ejemplos
concretos o elementos visuales especificos. En la Figura 2-4, presentamos un
ejemplo que caracteriza esta forma de justificacion. En este caso un estudiante
debia responder sobre la cantidad de globos necesarios para cinco invitados
(y=3x+1). Para justificar su respuesta, utilizo dibujos de los invitados y la puerta,
asignando a cada uno la cantidad de globos correspondiente. Ademas, detall6 la

operacion matematica empleada para obtener el total.

44




Figura 2-4
Ejemplo de Justificacion Experimental

~
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Nota. Figura extraida de Ayala-Altamirano y Molina (2021b, p. 15)

Justificaciones de elaboracién: En el caso de las justificaciones de elaboracion,
los estudiantes explican de manera clara la estrategia 0 método que han empleado
al construir una afirmacion matematica. Este enfoque se centra en el proceso de
construccién de la afirmacion y cdmo los estudiantes llegaron a su respuesta. En
la figura 2-5 detallamos una justificacion realizada por un estudiante, donde al
trabajar con una tarea que abordaba la funcion y=2x, expres6 que para saber la
cantidad de cajas que se necesitaba podia sumar de dos en dos o multiplicar, o

poner el doble.

Figura 2-5
Ejemplo de Justificacion por Elaboracion

¢Como sabes cuantas cajas hay cuando conoces la cantidad de mesas?

L X
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2.2.3. Razonamiento

El razonamiento se refiere a la accion de ordenar y relacionar ideas para llegar a una
conclusion (Real Academia Esparfiola, 2023, definicion 2). En el contexto matematico,
implica dar razones para explicar un hecho o fendmeno matematico, lo que constituye
una parte fundamental del pensamiento algebraico (Cafiadas, 2007; Salgado y Salinas,
2012). El razonamiento es intrinseco al pensamiento humano, se manifiesta a travées de
procesos de inferencia explicita, asi como en actos de exploracion y descubrimiento
(Canadas y Castro, 2004).

En el pensamiento algebraico, razonar significa abordar las generalizaciones como
objetos independientes y aplicarlas en diversas situaciones matematicas (Blanton et al.,
2018). Este proceso no solo implica comprender la I6gica detrds de una generalizacion,
sino también ser capaz de transferir ese conocimiento y aplicarlo de manera efectiva en
situaciones diversas. Esta practica del pensamiento algebraico quizas es la mas compleja
de las cuatro précticas, la cual implica actuar sobre, o razonar con generalizaciones como

objetos en si mismos (Brizuela, 2023).

El razonamiento como préctica algebraica es esencial para la resolucion de problemas y
la toma de decisiones basadas en relaciones y estructuras matematicas, lo que lo convierte
en una habilidad fundamental en matematica. A medida que los estudiantes avanzan en
su educacion matematica, desarrollan gradualmente el razonamiento algebraico,
abordando generalizaciones como objetos matematicos en nuevas situaciones vy
demostrando su capacidad de razonar inductivamente (Blanton et al., 2019; Gaita y
Wilhelmi, 2019). Este proceso se considera un camino de acceso al conocimiento

matematico (Castro et al., 2010).

2.2.3.1. Fases de Razonamiento

Las fases de razonamiento (abductivo, inductivo y deductivo) desempefian un papel
fundamental en la investigacion de patrones y en la resolucién de problemas (Ellis, 2007;
Mata-Pereira y Da Ponte, 2017). Estos enfoques de razonamiento contribuyen a la
comprension de las regularidades y estructuras matematicas subyacentes en una variedad

de contextos algebraicos. En relacién con el concepto de estructura, podemos decir que
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se relaciona con la organizacion de los valores de las variables involucradas y la expresion
de laregularidad (Pinto y Cafiadas, 2017). Para Molina (2010) la estructura es el conjunto
de términos que componen la expresion, los signos que la componen y las relaciones que

existen entre ellos.

El razonamiento abductivo, segun Peirce (1958), desempefia un papel fundamental en la
formulacién de hipdétesis y en la explicacion de observaciones iniciales. Esta etapa de
abduccion involucra tanto la creacién como la seleccion de hipotesis plausibles, como
sefiala Aliseda (2000). En este proceso, se exploran reglas y explicaciones posibles que
pueden arrojar luz sobre los fendmenos observados (Rivera, 2010). En esta fase
abductiva, previa a la generalizacion, se van descubriendo las primeras regularidades,
tomando como valida una estructura, que debera validarse (Torres, 2022). En el siguiente
ejemplo (ver Figura 2-6) observamos como un estudiante al trabajar con los primeros
casos particulares de la tarea (y=2x), expresdé una conjetura para el caso de cuatro
personas, expresando que hay que sumar cuatro veces dos, “porque hay dos platos por

cada nifio”.

Figura 2-6

Ejemplo de Respuesta en Fase Abductiva

B.-S1i hay 4 personas, ¢cudntos platos hay que comprar para
la fiesta? ?

Explicame cédmo lo haces.

LGy AL 4uT)
| &

T
-
NS

Nota. Figura extraida de Torres et al. (2019, p. 579).

La induccion se enfoca en confirmar la validez de estas reglas y extender los patrones
establecidos para comprender lo desconocido. Cuando hablamos de induccion, nos
referimos a un proceso de prueba de hipdtesis que se basa en la seleccion de pruebas
adecuadas y la comprobacion de predicciones para evaluar la validez de una hipotesis

(Peirce, 1958). El razonamiento inductivo se caracteriza por la produccion de
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generalizaciones a partir de casos iniciales (Cafiadas et al.,, 2009). Ademaés, el
razonamiento inductivo fomenta la generacion de nuevas hipétesis, lo que ayuda a la
verificacion de hipotesis (Rivera y Becker, 2007). La induccion se considera una
herramienta poderosa para la construccion de conocimiento, y su potencial radica en la
presencia de la generalizacibon como uno de sus componentes. Esta forma de
razonamiento se introduce tempranamente en la educacion para ayudar a los nifios a
adquirir conocimientos (Torres et al., 2021b). En la Figura 2-7 detallamos un ejemplo
donde un estudiante da una respuesta a un caso lejano (1.000.000 de viajes) para la tarea
funcional (y=x+3). El estudiante expreso que “porque siempre tengo que sumar 3 mas un
naimero” (Torres et al. 2019, p. 579). En este ejemplo observamos que el estudiante validd

y confirmo su conjetura, dando respuesta al caso planteado.

Figura 2-7
Ejemplo de Respuesta en Fase Inductiva

¢Cuanto tienes que pagar por hacerte socio del p

millén de viajes? - 00¢ (

que y comprar un

~
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,Como lo sabes?
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Nota. Figura extraida de Torres et al. (2019, p. 579).

En el proceso de generalizacion, el razonamiento inductivo desempefia un papel crucial
al comenzar a trabajar con casos particulares y derivar generalizaciones a partir de ellos
(Canadas y Castro, 2007). Pdlya (1967) describié cuatro etapas de un proceso de
razonamiento inductivo: (a) observacion de casos particulares, (b) formulacion de
conjeturas basadas en casos particulares anteriores, (c) generalizacion y (d) verificacion

de conjeturas con nuevos casos particulares. Por su parte, Cafiadas y Castro (2007)
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basandose en la idea de Poélya, identificaron siete pasos que permitieron describir, de
forma detallada, el razonamiento inductivo de los estudiantes: (a) Trabajo sobre casos
particulares, (b) organizacion de casos particulares, (c) basqueda y prediccion de patron,
(d) formulacion de la conjetura, (e) justificacion (validacion de la conjetura basada en
casos particulares), (f) generalizacion y (g) demostracion, a través de la justificacion de
la generalizacion (prueba formal). En un trabajo realizado posteriormente por Pinto y
Cafadas (2018a) hicieron una adaptacion de los pasos anteriores al contexto del
pensamiento funcional en educacion primaria, modificando la nocion de patron, la cual
esta més asociada a la recurrencia, por la nocién de estructura que permite resaltar el rol
que tiene la relacion entre las variables del problema. Estos autores Ilevaron a cabo un
estudio de caso que describio el proceso de generalizacion de una estudiante. Esta
estudiante siguio una secuencia que involucro la organizacion de casos particulares, la
identificacion de estructuras, la validacion de conjeturas y finalmente la generalizacion.
En la Figura 2-8 mostramos un extracto de lo expresado por la estudiante, para el caso

indeterminado de Z paradas, evidenciando su generalizacion.

Figura 2-8

Respuesta de Estudiante para el caso Z Paradas

E: (...) Si Z es cualquier nimero de paradas. ;Como podrias explicar ti, en general, como
calcular el nimero de personas?

Pues multiplicaria ese 3 por este Z'y le sumaria siempre 1.
E: Vale. ;Y sabrias escribir eso que me acabas de decir?

S: Creo que si [la estudiante escribe las expresiones de la Figura §].

ZEET b, 35T
Nota. Figura extraida de Pinto y Cafiadas (2018, p. 464).

2.2.3.2. Fases de Razonamiento en el Proceso de Generalizacion

El razonamiento algebraico involucra diversas fases, como la abduccién, la induccién y
la generalizacion, todas fundamentales en la resolucién de problemas y la comprensién
matematica (Torres et al., 2022). Durante el proceso de generalizacion, las conjeturas

juegan un papel crucial, ya que representan afirmaciones razonables que ain no han sido
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plenamente justificadas o refutadas (Mason et al., 2010). A medida que los estudiantes
trabajan con casos particulares cercanos, desarrollan hipotesis de manera inductiva, las
cuales se confirman al trabajar con casos mas distantes, culminando en una generalizacién
(Torres et al., 2022). Esta generalizacion es una afirmacion respaldada por evidencia
matematica sélida y vélida para una amplia gama de situaciones (Mason et al., 2010).
Rivera y Becker (2007) explicaron la relacion entre las fases de razonamiento
consideradas en el proceso de generalizacion (ver Figura 2-9). Estos autores describieron
que en la fase de abduccion se realiza el descubrimiento y desarrollo de las primeras
regularidades, donde los individuos formulan sus primeras conjeturas. Posteriormente, en
la induccidn se confirman estas conjeturas. Es tras esta confirmacion que se acepta la
regularidad, permitiendo al sujeto llevar a cabo la generalizacion. Asi, la generalizacion

se concibe como el resultado de un proceso que integra abduccion e induccion.

Figura 2-9
Relacion entre las Fases de Abduccidn, Induccion y Generalizacion

=

Abduction Induction Generalization

'
Discovery and Development Repeated Testing and . (‘onc!usion
L} '
' ' ]

of a Regglarity R ('onﬁm‘lling of R (Acceptance of /)
' ' '
v v v

Plausible Regularity R Probable General Form R Deductive Outcome

Is R the best form (under current assumptions)?

Nota. Figura extraida de Rivera y Becker (2007), p. 153.

Estos dos tipos de razonamiento desempefian un papel fundamental en la identificacion
de patrones, la obtencion de generalizaciones y el avance en la resolucion de problemas
algebraicos, como lo destacd Ellis (2007). Tanto la abduccién como la induccion
persiguen el objetivo de inferir hipbtesis a partir de observaciones especificas (Lachiche,
2000).
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En el estudio realizado por Torres et al. (2021b) propusieron un modelo de tres fases para
el proceso de generalizacion, que implicaba trabajar con diversos tipos de casos. En la
fase de abduccion, los estudiantes comienzan con casos particulares cercanos para generar
hipdtesis sobre la relacion entre variables, aunque estas hipotesis no se confirman de
inmediato. En la fase de induccion, los estudiantes trabajan con casos particulares lejanos
identificando relaciones entre las variables y confirmando las conjeturas previamente
generadas en la fase de abduccion. Una conjetura se considera confirmada cuando se
observa la misma estructura en méas de dos ocasiones al trabajar con casos particulares
lejanos. Finalmente, en la fase de generalizacion, la conjetura confirmada se reafirma
mediante casos indeterminados o el caso general, lo que evidencia una comprension de la
regularidad subyacente y la estructura en las relaciones entre variables. Estas fases
implican trabajar con casos particulares cercanos, formular y validar conjeturas, y

generalizar a casos indeterminados o generales. (ver Figura 2-10).

Figura 2-10

Fases consideradas en el Proceso de Generalizacién

Phase 1, abduction

Working with near Formulating Representing Accepting a
particular cases conjectures structures structure

Phase 2, induction

. . Reformulating and . —
Working with far validating Representing Confirming a

particular cases . structures structure
conjectures

Phase 3, generalization

Working with a
general or
indeterminate case

Reaffirming Representing Generalizing
conjectures structures structure

Nota. Figura extraida de Torres et al., 2021b, p. 15
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2.2.4. Representacion

Las representaciones son signos o configuraciones de signos, caracteres o elementos con
la capacidad de simbolizar o codificar algo distinto de si mismas (Goldin y Shteingold,
2001). Es la accion de sustituir, de hacer visible algo que no esta presente, confirmandola
como una herramienta esencial en el analisis de los procesos de aprendizaje y
comprension de las matematicas (Rico, 2006, 2009). Selling (2016) plante6 que la
representacion es una relacion abstracta entre dos cantidades, pero puede representarse

mediante palabras, simbolos algebraicos, tablas o gréficos.

Las representaciones desempefian “un papel crucial en la gestion y comunicacion del
conocimiento, especialmente en contextos matematicos” (Castro et al., 2021, p. 594). En
el &mbito de las matematicas, las representaciones abarcan todas las herramientas, ya sean
signos o gréaficos, que hacen que los conceptos y procedimientos matematicos estén
presentes, permitiendo a las personas abordar y relacionarse con el conocimiento
matematico (Rico, 2009). Trabajar con representaciones permite a las personas asignar
significados y comprender las estructuras matematicas. Los nifios emplean multiples
medios, desde gestos hasta el lenguaje hablado, para expresar sus ideas matematicas
generales (Radford, 2018). Utilizamos diferentes representaciones para comunicar ideas
y como herramientas para el razonamiento. Debido a su importancia en matematicas, los
estudiantes deben tener oportunidades para aprender a participar en ella. Una de las
principales responsabilidades de los docentes es crear un entorno de aprendizaje que el
que fomente el uso de mdaltiples representaciones por parte de los estudiantes (NCTM,
2000). Ademas, segun Brizuela y Earnest (2008) pasar por distintas representaciones al

resolver una tarea algebraica genera un pensamiento mas flexible en los estudiantes.

En esta Tesis Doctoral nos referiremos a las representaciones externas, las cuales
distinguimos como aquellas realizadas con lapiz y papel o habladas, las cuales son
intencionales (Pinto, 2019) ademas de los gestos. Estas representaciones externas se
“manifiestan como notaciones simbdlicas o gréficas especificas para cada nocion
matematica, a traves de las cuales se expresan los conceptos, procedimientos y
propiedades mas relevantes en el contexto de las matematicas™ (Castro y Castro, 1997, p.
96).
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Existen diversas formas de representacion matematica. Para Scheuer et al. (2000) la
representacion numérica (ver Figura 2-11) implica la creacion de una expresion utilizando
un conjunto limitado de formas (numerales del 1 al 9). Por su caracter simbolico, surgen

simbolos aritméticos (+, -, X, +) que pueden representar acciones (Pinto, 2019).

Figura 2-11
Ejemplo de Representacion Numérica

La representacion simbdlica o notacién algebraica, segun Molina (2014) se define como
un sistema de representacién que utiliza elementos como ndmeros, letras y signos
caracteristicos de la aritmética y el dlgebra, como los signos operacionales o el signo igual
(ver Figura 2-12).

Figura 2-12

Ejemplo de Representacion Simbdlica o Notacion Algebraica

‘ y ) y = X ANS T
2 ) t |
\
H Vv §- ) ]+ 4+ 4
|

Nota. Figura extraida de Ayala-Altamirano et al. (2022a, p. 1388)

Las representaciones tabulares implican el uso de tablas para estructurar la informacion.
Estas tablas se emplean para registrar y organizar los pares de valores que se investigan
en relacion con una funcion especifica (ver Figura 2-13). Ademas, desempefian un papel
fundamental en respaldar la exploracién de la funcion que subyace a todos estos pares de
valores (Blanton y Brizuela, 2014; Marti, 2009).
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Figura 2-13
Ejemplo de Uso de Representacion Tabular

Numero de invitados 1 Numero de globos
) 4\S,
S— '

- |

Las representaciones gréaficas "estan formadas por un conjunto de puntos en el plano a

través de ejes cartesianos” (Pinto, 2019, p. 82). En la figura 2-14 detallamos un ejemplo

de este tipo de representacion.

Figura 2-14
Ejemplo de Uso de Representacion Gréfica
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Bolas que entran

Las representaciones pictdricas son imagenes de los elementos representados (Palmer y

Bommel, 2016). Detallamos un ejemplo en la Figura 2-15
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Figura 2-15
Ejemplo de Uso de Representacion Pictérica

] @@@ Ff@r @W>

Nota. Figura extraida de Fuentes y Cafiadas (2022, p. 273)

Las representaciones verbales segiin Molina (2014) “se refieren al lenguaje cotidiano, ya
sea en forma oral o escrita, incluyendo terminologia especifica tal como la propia del
lenguaje matematico académico (ej. Poliedro, ecuacion)” (p. 561). En la figura 2-16

detallamos un ejemplo.
Figura 2-16
Ejemplo de Uso de Representacion Verbal (de forma escrita)
1. ¢Cuénto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar | viaje?

(Como lo sabes?

¢} Al ;L\t/ = VUV t&:ﬂ-‘i\' ! AL — Ao

[} N o) 29 (4 Dl i3 2. O g 2 {

Por ultimo, estan las representaciones multiples, donde se utilizan mas de dos tipos de
representaciones (Brizuela y Earnest, 2008; Carraher y Schliemann, 2007). En la Figura
2-17 detallamos un ejemplo de este tipo de representacion, donde el estudiante utiliza la

representacion pictorica y numérica para organizar los datos obtenidos,

Figura 2-17
Ejemplo de Uso de Representacion Multiple

Nota. Figura extraida de Ayala-Altamirano y Molina (2021b, p. 229)
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En cuanto a la representacién como una practica del pensamiento algebraico, no se puede
concebir como complementaria o independiente del pensamiento algebraico (Brizuela y
Blanton, 2014). Este aspecto adquiere gran relevancia en la resolucion de problemas de
funciones lineales. Los estudiantes de primaria utilizan diversos tipos de
representaciones, como palabras, tablas, imagenes o gréaficos, para expresar y razonar con
generalizaciones matematicas, siendo estas representaciones fundamentales para
comprender conceptos matematicos (Blanton et al., 2011). Los distintos tipos de
representaciones en el algebra escolar facilita la visualizacion de objetos matematicos
abstractos para los estudiantes (Ramirez et al., 2021). En la resolucion de problemas con
funciones lineales, los estudiantes de primaria emplean diversas representaciones, como
las verbales, pictdricas, numéricas, algebraicas, tabulares y graficas (Carraher et al.,
2008). La representacion no solo constituye una actividad, sino también una practica
esencial que los estudiantes deben realizar en su proceso de aprendizaje y al abordar tareas
matematicas, especialmente en el ambito del pensamiento algebraico y en las matematicas
en general. Su relevancia se evidencia al observar como los estudiantes aplican el
pensamiento algebraico al representar generalizaciones matematicas a través de diversas
formas. Brizuela (2023) expresa que “estas representaciones no solo demuestran las
generalizaciones en problemas matematicos, sino que también influyen en cémo
desarrollan su razonamiento”. (p. 45). Dentro del ambito del pensamiento algebraico, se
emplean diversos tipos de representaciones que contribuyen a concretar los objetos
matematicos abstractos (Molina, 2014). Las representaciones “mas utilizadas en la
ensefianza y el aprendizaje del algebra incluyen el lenguaje (oral y escrito), las tablas, los
graficos de coordenadas cartesianos y las letras” (Brizuela y Blanton, 2014, p. 42). Es
importante destacar que las generalizaciones pueden manifestarse sin la necesidad de
recurrir al simbolismo algebraico; por lo tanto, la expresion de la generalizacién puede

variar en su sofisticacion segln las representaciones utilizadas (Pinto et al., 2023).
2.3. Aproximaciones al Pensamiento Algebraico

El pensamiento algebraico esta conformado por distintos componentes que son relevantes

dentro del aprendizaje de la matematica. Kaput (2008, p. 11) considero las siguientes
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caracteristicas del pensamiento algebraico que dan lugar a los distintos componentes que

lo conforman:

(a) Algebra como estudio de estructuras y sistemas extraidos de calculos y relaciones,
incluidos los que surgen en aritmética (algebra como aritmética generalizada) y

en razonamiento cuantitativo.
(b) Algebra como estudio de funciones, relaciones y variacion conjunta.

(c) El algebra como aplicacion de un conjunto de lenguajes de modelizacion tanto

dentro como fuera de las matematicas.

Blanton et al. (2018) organizo los contenidos centrales del pensamiento algebraico en
torno a tres areas: (a) aritmética generalizada; (b) equivalencia, expresiones, ecuaciones
y desigualdades; y (c) pensamiento funcional. Chimoni et al. (2018) entregaron una
perspectiva integral del pensamiento algebraico que abarca cuatro dimensiones
fundamentales (a) el pensamiento algebraico centrado en el estudio de la estructura y las
relaciones en tres areas clave del algebra, que incluyen la aritmética generalizada, el
pensamiento funcional y el modelado, segun la conceptualizacion de Kaput (2008); (b) la
comprension de conceptos algebraicos fundamentales, como igualdad, ecuaciones,
propiedades de los numeros, propiedades de las operaciones, variables, cantidades
desconocidas, simbolos, covariacion y correspondencia; (c) la aplicacién de procesos
orientados a la bdsqueda de similitudes y diferencias, asi como la validacion de
estructuras y relaciones, que abarcan actividades como notar, conjeturar, representar,
generalizar, justificar y validar y (d) el uso de diversas formas de razonamiento, como el
razonamiento abductivo, inductivo y deductivo, que guian el proceso de extraccion de
conclusiones en el pensamiento algebraico. Por Gltimo, Brizuela (2023) continuando con
la idea de Kaput (2008) y Blanton et al. (2011) describié que los componentes del
pensamiento algebraico son: (a) la aritmética generalizada; (b) la equivalencia, las
expresiones, las ecuaciones y las desigualdades (o simplemente las ecuaciones); (c) el

razonamiento cuantitativo y (d) el pensamiento funcional.

A partir de lo expuesto, distinguimos los distintos componentes del pensamiento

algebraico:
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Aritmética generalizada. Este componente se centra en la generalizacion de las relaciones
aritméticas, incluyendo propiedades numéricas y operaciones, y en el razonamiento
explicito basado en estas generalizaciones (Brizuela, 2023). Para Chimoni et al. (2018) la
aritmética generalizada se refiere a la identificacion de “relaciones entre nimeros, la
manipulacion de operaciones y sus propiedades, y la transformacion y solucion de
ecuaciones” (p. 59). La aritmética generalizada involucra los conceptos de ndmeros,
operaciones, signo igual, expresiones y variables. Ademas, permite construir
generalizaciones sobre propiedades y relaciones numeéricas especificas, lo que lleva a la
idea fundamental de que se pueden reemplazar expresiones por equivalentes (Kaput,
2008).

Patrones. El razonamiento cuantitativo involucra la descripcién de relaciones entre
cantidades generalizadas, que pueden o no ser equivalentes. Un patrén “es lo comun, lo
repetido con regularidad en diferentes hechos o situaciones y que se prevé que puede
volver a repetirse” (Castro et al., 2010, p. 57). Para Morales et al. (2017) la idea de patron
incluye términos como secuencia, serie, orden, predecible, regularidad o estructura, entre
otras (p. 4). Por ultimo, un patrén matematico se refiere a una regularidad predecible que
tipicamente involucra nimeros o el espacio, y en el cual los elementos se disponen de
manera sistematica. La organizacién de un patron se conoce como su estructura, que
puede manifestarse en términos numéricos o espaciales. la abstraccion de patrones se
considera fundamental, ya que implica identificar regularidades predecibles en nimero,
forma y medida, constituyendo la base del conocimiento estructural (Mulligan et al.,
2008; 2020).

Pensamiento funcional. Este componente se enfoca en la construccién, descripcion y
razonamiento sobre funciones. Implica la generalizacién de relaciones entre cantidades
covariantes y la representacion de estas relaciones de maultiples maneras, utilizando
lenguaje natural, notacion algebraica, tablas y graficos. Ademas, de razonar con estas
representaciones para interpretar y predecir el comportamiento de la funcién (Brizuela,
2023; Chimoni et al., 2018). Los conceptos de variable, expresion y ecuacién son
centrales en este dominio, aunque con interpretaciones distintas a las de la aritmética
generalizada. También se incorporan conceptos como covarianza, correspondencia y
cambio en el pensamiento funcional (Chimoni et al., 2018).
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Ecuaciones. En este componente del pensamiento algebraico, se exploran conceptos
relacionados con las ecuaciones. Esto implica comprender la igualdad de manera
relacional, permitiendo interpretar las ecuaciones como expresiones matematicas que
indican la equivalencia entre dos cantidades o expresiones. Ademas, involucra la
representacion y el razonamiento con expresiones y ecuaciones en su forma simbolica
(Brizuela, 2023). Para Otten et al. (2019) “la principal caracteristica de una ecuacion es
que las expresiones a ambos lados del signo representan el mismo valor. En este sentido,
ambos lados de la ecuacion son equivalentes, aunque pueden parecer distintos” (p. 638).
En otras palabras, una ecuacion es una expresion matematica que establece una igualdad
entre dos cantidades o expresiones, donde una o ambas de estas cantidades pueden
contener una o mas incognitas. Su funcion principal es describir una relaciéon entre
cantidades desconocidas que deben satisfacer ciertas condiciones para que la igualdad sea

verdadera.

Como hemos mencionado, Blanton et al., (2011) identificaron cuatro précticas claves del
pensamiento algebraico (ver apartado 2.2). La propuesta es que estas practicas se aborden
en el tratamiento de los diferentes componentes. En la Figura 2-18 resumimos los

componentes y practicas que hacen parte del pensamiento algebraico.
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Figura 2-18
Componentes y Practicas del Pensamiento Algebraico

Generalizar

Aritmética Pensamiento
generalizada funcional

Razonar Representar

Patrones Ecuaciones

2.4. Pensamiento Funcional

En nuestra Tesis Doctoral, nos centramos en el pensamiento funcional. A lo largo de este
apartado, exploraremos en detalle este componente del pensamiento algebraico,
resaltando su importancia y sus atributos esenciales en la formacion matematica de los

estudiantes.

Para Blanton (2008) “el pensamiento funcional, en el contexto del early algebra, se centra
en la relacion entre dos variables, siendo fundamental el estudio de regularidades y, en
particular, su generalizacion” (p. 30). Blanton y Kaput (2011) expresaron que el
pensamiento funcional implica la construccion y generalizacion de patrones y relaciones,
utilizando diversas representaciones y considerando las relaciones generalizadas o
funciones como resultados de objetos matematicos utiles. Por su parte Smith (2008)
expres6 que el pensamiento funcional se centra en las relaciones entre dos 0 mas
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variables, abarcando desde relaciones especificas hasta generales. Es por ello que
entendemos el pensamiento funcional como “pensar en términos de relaciones” (Rico
2007, p. 56). Este componente del pensamiento algebraico comprende la capacidad de
generalizar relaciones entre cantidades covariantes, expresar estas relaciones en
diferentes formas, como palabras, simbolos, tablas o gréficos, y razonar utilizando estas
multiples representaciones para analizar el comportamiento de la funcion (Blanton et al.,
2011). En esencia, se trata de un proceso cognitivo que implica la construccion,
descripcion y razonamiento acerca de las funciones, centrandose en las relaciones entre
dos 0 mas variables, abarcando desde relaciones especificas hasta generalizaciones mas
amplias (Kaput, 2008). Las autoras Cafiadas y Molina (2016) definieron el pensamiento
funcional como un componente del pensamiento algebraico que se enfoca en la
construccidn, descripcion y razonamiento con respecto a las funciones y sus elementos
constituyentes. Asi también Cafadas et al. (2016) caracterizaron el pensamiento funcional
como “una actividad cognitiva que se inicia y desarrolla al trabajar sobre las relaciones
entre cantidades, especificamente cuando se ponen en funcionamiento conceptos

determinados para responder a cuestiones especificas” (p. 418).

El pensamiento funcional es una opcién apropiada para abordar el pensamiento
algebraico debido a su relevancia en la aplicacion de préacticas fundamentales en el &ambito
algebraico. Por tanto, resulta importante ensefiar a los estudiantes a desarrollar el
pensamiento funcional desde las etapas tempranas de la educacion primaria (Blanton et
al., 2015; Pang y Sunwoo, 2022). Para desarrollar el pensamiento funcional es esencial
que los nifios observen de manera detallada la estructura presente en los patrones,
prestando atencion tanto a los aspectos figurativos como a las cantidades numéricas que
componen estos patrones (Twohill, 2018). Cuando se considera la generalizacion en una
situacion con una relacion funcional subyacente entre dos conjuntos de valores, implica
identificar y representar la regla que relaciona ambas cantidades desde lo particular a
casos méas generales (Urefia et al., 2019). En este contexto, Pang y Sunwoo (2022)
detallaron elementos instructivos clave que pueden ser utilizados para promover el

pensamiento funcional de manera efectiva en el aula (ver Figura 2-19).
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Figura 2-19

Elementos que promueven el Pensamiento Funcional

Relaciones de correspondencia en
contextos reales

Diversas tareas de patrones

Usar distintas tareas de patrones,
incluyendo patrones numeéricos y
geomeétricos, asi como relaciones
aditivas y multiplicativas

Tratar las relaciones de
correspondencia en contextos
reales

Elementos
claves de la
instruccion Uso de simbolos para
representar la relacion de

correspondencia

Exploraciones para una
relacion de correspondencia

Permitir a los estudiantes explorar
la relacion por correspondencia
enfatizando en el cambio entre
dos cantidades

Motivar a los estudiantes a
representar la correspondencia con
simbolos

Nota. Figura extraida y traducida de Pang y Sunwoo (2022, p. 1317).

El pensamiento funcional involucra tres modos diferentes de explorar la relacién entre
dos cantidades (Smith, 2003; 2008; Stephens et al., 2017). El primero de estos modos es
la relacion recursiva, que se centra en describir la variacion observada en una Unica
secuencia de valores (una variable de las implicadas en la relacion). El segundo modo, es
a través de la relacion de correspondencia. Esta relacidn se construye mediante pares de
valores, uno para la variable independiente y otro para la variable dependiente. Esto ayuda
a predecir como cambia una variable en funcion de la otra, sin necesidad de conocer todos
los valores posibles de la funcién. A partir de un valor de la variable independiente, se
puede determinar un valor especifico de la variable dependiente. El tercer modo es
mediante la relacion por covariacion, que se refiere a la capacidad de percibir que los
valores de dos cantidades varian simultdneamente y a la descripcion de como una cantidad

cambia en relacion con la otra.

El concepto de funcidén desempefia un papel fundamental en el pensamiento funcional,
como destacan Carraher y Schliemann (2019). Las funciones, segin Brizuela y Blanton
(2014) son “una relacion matematica especial entre dos conjuntos, donde cada elemento
de un conjunto, que llamamos el dominio, esta relacionado de manera Unica con un
elemento del segundo conjunto, que llamamos codominio” (p. 39). Una funcion se define

como una relacién entre dos variables donde a cada valor de la variable independiente le
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corresponde un unico valor de la variable dependiente, siendo la variable un elemento

fundamental en esta relacion (Brizuela y Blanton, 2014; Larson y Hostetler, 2008).

Una forma para trabajar con pensamiento funcional es a través de tareas contextualizadas
centradas en funciones lineales (Cafadas, 2016; Torres et al., 2021a). Un ejemplo es el

problema de las baldosas (ver Figura 2-20) que abordaba la funcién y=2x+6.

Figura 2-20

Problemas de las Baldosas

Un colegio quiere repavimentar sus pasillos porque estan en mal estado. El colegio decade
utilizar una combinacidon de baldosas blancas v grises, todas cuadradas v del mismo

tamafio. Se colocan como en el dibujo.

El colegio contrata a una empresa para que repavimente los pasillos de las tres plantas.
Queremos que ayvudes a los trabajadores a responder algunas preguntas antes de que
empiecen.

1. ;Cuantas baldosas grises necesitaran para un pasillo con 5 baldosas blancas?

2. Algunos pasillos son mas largos que otros. Asi que los trabajadores necesitaran
un numero diferente de baldosas para cada pasillo.
i Cuantas baldosas grises necesitaran para un pasillo con 8 baldosas blancas?
;Cuantas baldosas grises necesitaran para un pasillo con 10 baldosas blancas?

;Cuantas baldosas grises necesitaran para un pasillo con 100 baldosas blancas?

[ L O N &

Los trabajadores siempre colocan primero las baldosas blancas v después las

grises. [Como pueden saber cuantas baldosas grises necesitan si va han colocado

las blancas?

Nota. Figura extraida y traducida de Pinto y Cafiadas (2018, p. 177).

En este caso, las baldosas blancas son la variable independiente y las baldosas grises son
la variable dependiente. Al trabajar con una tarea de pensamiento funcional, los

estudiantes tienen diferentes maneras de interpretar y construir como las variables
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dependientes e independientes se relacionan entre si (recurrencia, correspondencia y

covariacion).
2.5. Mediacién

La mediacion pedagogica es un componente esencial en el proceso de ensefianza y
aprendizaje. Escobar (2011) definid la mediacion como “un proceso de interaccion
pedagdgica; social, dialdgica, ladica, consciente, intencional, sistematica, destinada a
generar experiencias de buen aprendizaje” (p. 60). El proceso de mediacién se da en la
interaccion “cara a cara” de dos o mds sujetos interesados en una tarea que hay que llevar
a cabo (Ferreiro y Calderon, 2005, p. 112). La mediacion se conceptualiza como un
proceso dinamico y valorativo en el cual un docente guia a los estudiantes mediante
diversos apoyos instruccionales. Estos apoyos, que pueden incluir informacion,
materiales, textos escolares, instrucciones verbales y preguntas, sirven como recursos que
facilitan la resolucién de problemas por parte del estudiante. En este contexto, la
mediacion se entiende como un conjunto integral de herramientas, tanto cognitivas como
fisicas e instrumentales, que posibilitan el desarrollo de la actividad cognitiva y la

consecucion de las metas educativas propuestas (Alzate et al., 2005).

La mediacion es un proceso pedagogico que implica interacciones sociales y dialogicas
intencionadas y sistematicas. Su objetivo es transmitir conocimientos y permitir el
desarrollo de las capacidades humanas y la transmisién de valores y normas. Involucra la
accion conjunta de docentes, compafieros y adultos, y es consciente y destinada a generar
experiencias de "buen aprendizaje”. Este proceso considera factores como los
conocimientos previos, los estilos de aprendizaje, los objetivos educativos y el contexto
del aprendizaje. (Escobar, 2011). Para Ferreiro y Calderon (2001) la mediacién es un
proceso pedagogico en el cual el mediador, facilita el aprendizaje de un sujeto que
inicialmente se encuentra en un estado de no saber, poder o ser. El mediador estimula el
desarrollo de las capacidades del sujeto, corrige deficiencias cognitivas y lo guia hacia un
estado cualitativamente superior de conocimiento, habilidades y desarrollo personal. Este
proceso implica la participacion activa del sujeto que aprende y se lleva a cabo a través

de interacciones directas entre los sujetos interesados en una tarea especifica. En resumen,
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la mediacion promueve el aprendizaje, el desarrollo de potencialidades y el avance hacia
estados de conocimiento y habilidades méas avanzados.

La mediacion es un “verdadero accionar didactico que coloque en el centro de las
reflexiones docente-aprendizaje-estudiantes el acto comunicativo como principal
proposito en el ejercicio de la formacion” (Alzate-Ortiz y Castafieda-Patifio, 2020, p. 3).
El rol del docente, entonces, “se puede ver como una intervencion, no para transmitir
conocimientos, ya que se trata de motivar y orientar al estudiantado a que lidere su propio
proceso de aprendizaje” (Obando-Arias, 2021, p. 8). A través de esta mediacion, los
docentes pueden ayudar a los estudiantes a representar, interpretar, razonar y evaluar,
guiandolos hacia respuestas correctas, desafiandolos a ir mas alla de su conocimiento
previo y fomentando su desarrollo cognitivo y habilidades de pensamiento (Mata-Pereira
y Da Ponte, 2017; Urefia, Ramirez y Molina, 2019). “El objetivo docente es orientar al
estudiantado para que construya su conocimiento” (Obando-Arias, 2021, p. 5). Los
docentes desempefian un papel crucial al crear espacios de debate y fomentar el
intercambio de ideas. Esto que es fundamental para la adquisicion del conocimiento
matematico y para involucrar activamente a todos los nifios en el proceso de aprendizaje
(Pinto et al., 2023). La mediacion, como proceso intencionado y reciproco(docente-
estudiantes) implica que los docentes exploren y fomenten las potencialidades de los
estudiantes en diversas areas de desarrollo, negocien el aprendizaje significativo y
brinden apoyo en situaciones de dificultad. Ademas, los docentes deben permitir la
libertad responsable y comprometida en el proceso de aprendizaje, alentar la
autorregulacion y respetar los diferentes estilos y ritmos de aprendizaje (Ferreiro y
Calderdn, 2005). El docente debe asumir un papel integral que trascienda la ensefianza
centrada en el contenido (ver Figura 2-21). Se espera que posea un dominio de la
disciplina, habilidades para crear y aplicar estrategias pertinentes, disposicion para
democratizar los procesos educativos, capacidad para valorar y utilizar las experiencias
de los estudiantes, fomentar la metacognicion, y estimular la autogestion, autorregulacion

y autoevaluacion (Alzate-Ortiz y Castafieda-Patifio, 2020).
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Figura 2-21

Retos del Docente desde la Mediacion Pedagdgica

Desde la
MEDIACION PEDAGOGICA

Que se reta y desafia al estudiantado

Que promueve la autonomia

Valora los saberes previos

SER UN NUEVO
EDUCADOR

Con visién eco-planetaria

Capaz de Trabajar en red

Que motiva, emociona, disfruta

Educacion, sociedad y cultura

Poliglota de lenguajes pedagogicos

uoidedNpa e| ap Jeuldidsipsueiy £ 133Ul UOISIA

Otras ESTETICAS
Nuevas formas de EDUCAR-NOS

Nota. Figura extraida de Alzate-Ortiz y Castafieda-Patifio (2019, p. 6)

En relacion con la mediacion en el pensamiento algebraico, distintas investigaciones han
resaltado el papel fundamental del docente o investigador-docente en el proceso de ayudar
a los estudiantes desde la deteccion de patrones hacia la generalizacion (Blanton et al.,
2018; Hunter y Miller, 2022; Twohill, 2018). La mediacidn es fundamental en el proceso
de ensefianza y aprendizaje. A través de estas acciones de apoyo y orientacion, los
docentes desempefian un papel activo en la formacion de una base sélida de conocimiento
matematico en los estudiantes (Hidalgo-Moncada y Cafiadas, 2020; Sarduy, 2008).
Dentro de un contexto del pensamiento algebraico, los autores Hunter y Miller (2022)
expresaron que los profesores pueden ayudar a los estudiantes a explorar relaciones en
patrones mediante el uso de preguntas para posicionarlos de manera que puedan participar
en observaciones multifacéticas de la estructura. Por lo mismo se destaca que las
mediaciones ayudan a los estudiantes a generalizar (Narvaez y Cafadas, 2023; Urefia et
al., 2019).
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Sabemos que mediar no es un proceso facil de realizar. EI docente debe saber como

ayudar a los estudiantes y como guiarlos hacia el aprendizaje. Mata-Pereira y Da Ponte

(2017) sefialan que no se deben facilitar las respuestas a los estudiantes inmediatamente

ya que esto impediria que los estudiantes trabajen a través del descubrimiento guiado, el

cual dard lugar a un aprendizaje més significativo. En cambio, el docente no debe dar

demasiadas indicaciones y sugerencias; o si no, la tarea se simplificaria y resolverla se

convertiria en un ejercicio simple, que no requiere mucho razonamiento. Asi mismo, si el

maestro no presta atencion a las acciones de sus estudiantes, estos pueden equivocarse 0

formular mal un concepto matemaético. Estos autores establecieron las acciones que el

maestro puede realizar en el proceso de mediacion:

Monitorear a los estudiantes mientras resuelven la tarea, con el objetivo de no
reducir su nivel de desafio.

Pedir a los estudiantes que expliquen “por qué” y presentar justificaciones
alternativas.

Pedir a los estudiantes que identifiquen valido e invalido algunas
justificaciones, destacando lo que puede validarlas.

Fomentar el intercambio de ideas.

Aceptar 'y valorar las contribuciones incorrectas o0 parciales
deconstruyéndolas, complementandolas o clarificandolas.

Apoyar o informar a los estudiantes para resaltar procesos de razonamiento
tales como generalizar y justificar.

Desafiar a los estudiantes a ir més alld de la tarea formulando nuevas

preguntas, generalizando o justificando.

Ferreiro y Calderon (2001) describieron ideas para llevar a cabo una mediacién

efectiva:

Brindar ayuda cuando se detecten dificultades evidentes, sin adelantarse a
suponer las necesidades de los estudiantes y proporcionando la asistencia
necesaria en el momento adecuado.

Ensefiar a los estudiantes a procesar la informacién, ofreciendo las

herramientas necesarias para comprender y utilizar el contenido de ensefianza.
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e Permitiry utilizar los errores como oportunidades de aprendizaje, fomentando
la correccion, aclaracion para completar el conocimiento.

e Respetar los estilos y ritmos de aprendizaje individuales de cada estudiante,
reconociendo que cada uno tiene una forma tnica de aprender.

e Estimular la expresion a través de diversas vias, permitiendo a los estudiantes

comunicar y demostrar su comprension de multiples maneras.

Por ultimo, Da Ponte, et al. (2017) describieron distintas acciones que puede realizar el

docente para facilitar el aprendizaje de los estudiantes:

e Invitar, accion dirigida a iniciar una discusion.

e Apoyar / guiar, acciones destinadas a guiar a los estudiantes a resolver una
tarea a traves de preguntas u observaciones, de manera explicita o implicita.

e Informar / sugerir, acciones en las que el maestro introduce informacion, da
sugerencias, presenta argumentos o valida las respuestas de los estudiantes.

e Desafiar, accion en las que el docente busca que los estudiantes asuman el
papel de producir nuevas representaciones, interpreten una declaracion,

establezcan conexiones o formulen un razonamiento o una evaluacion.
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CAPITULO 3. ANTECEDENTES

Diversos estudios en el &ambito del pensamiento algebraico han evidenciado la capacidad
de los estudiantes de educacion primaria en relacion con conceptos algebraicos. Estas
investigaciones han destacado la importancia de trabajar el pensamiento algebraico en
educacion primaria, sugiriendo que los estudiantes pueden participar en sesiones y
actividades que fomenten el pensamiento algebraico en diversas areas de contenido de

forma exitosa.

En este capitulo presentamos los principales antecedentes de esta Tesis Doctoral. En la
primera parte de este capitulo mostramos una revision bibliométrica que hemos realizado
sobre pensamiento algebraico en educacion infantil y primaria. Este trabajo nos llevo a
hacer un primer estudio, donde caracterizamos la produccion global existente hasta el afio
2022 sobre este tema. En la segunda parte, describimos algunos estudios relevantes que
han abordado el pensamiento algebraico, destacando trabajos que reflejan los avances y
lineas abiertas de este tema, especificamente de trabajos que han abordado el pensamiento
funcional en la educacién primaria. Este conjunto de antecedentes proporciona una base

para comprender la evolucion y el estado actual de la investigacion en este campo.
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3.1. ESTUDIO 1: Analisis Bibliométrico sobre Pensamiento Algebraico

en Educacion Infantil y Primaria en Scopus

Narvéez, R., Adamuz-Povedano, N. y Cafiadas, M. C. (en revision). Analisis

bibliométrico sobre pensamiento algebraico en educacién infantil y primaria en Scopus.

Resumen

En este trabajo presentamos un andlisis bibliométrico cuyo objetivo es cuantificar y
describir la produccion cientifica sobre pensamiento algebraico en educacion infantil y
primaria. Desarrollamos este analisis dentro de la base de datos Scopus, por ser una de
las de mayor cobertura a nivel de revistas y volumen de citacion en el ambito
internacional. Los resultados muestran un creciente interés de la comunidad investigadora
en la Didactica de la Matemaética por el pensamiento algebraico en estos niveles
educativos. Identificamos autores que han producido una gran cantidad de
investigaciones en este tema, como a grupos de autores que han colaborado en distintos
trabajos. Ademas de los términos clave como early algebra, pensamiento funcional y

generalizacion que destacan como temas prominentes en esta area de estudio.

Palabras clave: Bibliometria; matematicas; pensamiento algebraico; produccion

cientifica; revision de literatura.

Introduccion

El pensamiento algebraico es un tema de interés en la investigacion de Didactica de la
Matematica, tanto a nivel nacional como internacional. Esto tiene que ver, por un lado,
con las dificultades que evidencian los estudiantes de secundaria con el algebra; y, por
otro lado, con los beneficios que se le asocian tanto para matematicas como para otras
areas en diferentes niveles educativos. Ejemplos del interés por este tema son dos
monograficos en revistas como Journal for the Study of Education and
Development/Infancia y Aprendizaje del afio 2019 (volumen 42, nimero 3) y ZDM—
Mathematics Education de 2022 (volumen 54, nimero 6). Como referente nacional, en
los ultimos simposios organizados por la Sociedad Espafiola de Investigacion en

Educacién Matemaética (SEIEM), simposio esparfiol de referencia para los investigadores
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del area, el pensamiento algebraico ha sido un tema que ha estado presente, tanto en los
seminarios como en las comunicaciones publicadas en las actas (e.g., Burgos et al., 2018;
Carfiadas, 2023; Molina, 2007; Torres et al., 2019).

En la actualidad, distintos paises han realizado cambios en sus curriculos para promover
el pensamiento algebraico en educacion infantil y primaria. Entre ellos estan Australia,
Chile y Estados Unidos (Merino, et al., 2013; MINEDUC, 2012). Como referente
internacional, Estados Unidos elabor6 el primer documento curricular que incluyo el
trabajo con pensamiento algebraico en el curriculo desde educacion infantil en adelante
(National Council of Teachers of Matematics [NCTM], 2000). Este documento reconoce
la importancia de construir una base sélida de aprendizaje y experiencia como
preparacion para el algebra de los cursos superiores. En el caso de Chile, el Ministerio de
Educacién (MINEDUC) incorpord en su curriculo, desde el afio 2012, el eje de patrones
y é&lgebra desde la educacion parvularia (4-6 afios). Actualmente, el curriculo espafiol de
educacién primaria recoge la importancia del sentido algebraico considerando los saberes
relacionados con el reconocimiento de patrones y las relaciones entre variables, la
expresion de regularidades o la modelizacién de situaciones con expresiones simbolicas

(Ministerio de Educacion y Formacion Profesional, 2022, p. 116).

Los estudios realizados sobre pensamiento algebraico han abordado diferentes aspectos.
Algunos investigadores han descrito las caracteristicas y componentes del pensamiento
algebraico (e.g., Blanton y Kaput, 2004; Blanton et al., 2015; Cafiadas, 2016; Kieran,
1996). Otros autores han evidenciado las capacidades de los estudiantes de diferentes
edades al trabajar con tareas relacionadas con el pensamiento algebraico (e.g., Blanton et
al., 2015; Callejo et al., 2016; Kaput 2008; Kieran 2004), las dificultades a las que se
enfrentan en su proceso de aprendizaje (e.g., Castro 2012; Hidalgo-Moncada y Cafadas,
2020) o las ayudas del docente para fomentar el pensamiento algebraico (Narvéez y
Cafiadas, 2023).

Por otro lado, desde los afios noventa, se viene prestando atencion al analisis de la
produccién cientifica en Educacion Matematica a nivel internacional (Bracho-Lopez et
al., 2014). Estas revisiones han tenido como objetivo caracterizar la disciplina y

evidenciar las producciones cientificas que se han hecho a lo largo de los afios, poniendo
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el foco en distintos aspectos como: (a) programas de doctorado (Reys y Kilpatrick, 2001),
(b) tesis doctorales (Vallejo-Ruiz, 2005), (c) programas de grado (Donoghue, 2001) o (d)
articulos publicados en bases de datos (Jiménez-Fanjul et al., 2011). Centrandonos en el
pensamiento algebraico, se han desarrollado algunas revisiones sistematicas. Un ejemplo
es el trabajo de Andini y Prabawanto (2021) quienes realizaron una revision sistematica
sobre el pensamiento relacional en el aprendizaje temprano del algebra. Analizaron 26
articulos publicados en 20 revistas. Destacaron distintos disefios de sesiones que
pretendian desarrollar el pensamiento relacional, contribuyendo a solventar diversas
dificultades asociadas al aprendizaje temprano del algebra. Sibgatullin et al. (2022)
realizaron una revisién sistemética donde analizaron distintas investigaciones empiricas
sobre el pensamiento algebraico. En su revision incluyeron 36 estudios. Estas
investigaciones sistematicas han abordado un nimero limitado de estudios sobre
pensamiento algebraico, centrandose en responder preguntas especificas, considerando
un rango especifico de afios por considerar. Por ello, orientamos este estudio hacia un
analisis cuantitativo de la produccién cientifica sobre el pensamiento algebraico. Esta
revision bibliométrica tiene como objetivo llenar ese vacio y ofrecer una vision mas
completa y detallada del panorama de investigacion en este campo, un método de analisis
atil para guiar a la comunidad investigadora hacia los trabajos mas influyentes en el

campo de la investigacion en cuestion, sin sesgos subjetivos (Zupic y Cater, 2015).

Nuestro objetivo general de investigacion es analizar las métricas basicas descriptivas de
la produccién cientifica sobre pensamiento algebraico en Scopus centrada en las etapas
de educacion infantil y educacion primaria. Abordamos este objetivo a través de los

siguientes objetivos especificos:

1. Caracterizar la evolucion temporal de la produccion cientifica sobre pensamiento
algebraico en Scopus, cuantificando el nimero de publicaciones por afio.

2. Cuantificar la produccion cientifica relacionada con el pensamiento algebraico
segun tipos de publicacion (articulos, conferencias, revisiones, etc.) y areas
tematicas especificas abordadas en la educacion infantil y primaria.

3. Identificar y analizar la red de colaboracion entre autores, co-autores e
instituciones que han contribuido a la investigacion en pensamiento algebraico.

4. Identificar los documentos mas citados centrados en el pensamiento algebraico.
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5. ldentificar los principales conceptos abordados en los estudios relacionados con
el pensamiento algebraico.

Marco conceptual

Distintos autores han realizado diversas aproximaciones para definir el pensamiento
algebraico. Kieran (1996) lo definié como “una aproximacion a situaciones cuantitativas
que enfatiza los aspectos de la relacion general con expresiones que no son
necesariamente propias del simbolismo algebraico” (p. 275). Para Blanton y Kaput (2004)
el pensamiento algebraico lo definieron como “un habito mental que impregna todas las
matematicas y que implica la capacidad de los estudiantes para construir, justificar y
expresar conjeturas sobre la estructura y las relaciones matematicas” (p. 142). Este tipo
de pensamiento matematico se evidencia cuando se hacen y expresan relaciones y se
realizan generalizaciones entre cantidades o simbolos (Carraher y Schliemann, 2018;
Kaput, 2008). EI pensamiento algebraico se observa cuando los estudiantes identifican
relaciones o estructuras, generalizan, resuelven problemas, modelan, justifican,

demuestran y predicen (Cai y Knuth, 2011; Stephens et al., 2015).

El pensamiento algebraico se caracteriza por “considera las formas de hacer, de pensar y
de hablar sobre el algebra y, en particular, el algebra escolar” (Canadas, 2016, p. 8). Esto
permite que los estudiantes trabajen con cantidades indeterminadas. “El corazon del
pensamiento algebraico estd compuesto de un proceso de simbolizacion complejo que
tiene como proposito la generalizacion y el razonamiento con dichas generalizaciones”
(Kaput, 2008, p. 9). Este autor destac6 dos aspectos centrales del pensamiento algebraico:
(@) hacer y expresar generalizaciones en sistemas de simbolos cada vez mas formales y

convencionales y (b) razonar con formas simbdlicas.

La introduccién del pensamiento algebraico en los primeros cursos de escolarizacion no
significa impartir un curso especifico de algebra, sino mas bien “capacitar a los
estudiantes mediante el fomento de un mayor grado de generalidad en su pensamiento y
una mayor capacidad de comunicar dicha generalidad” (Lins y Kaput, 2004, p. 58). La
finalidad es desarrollar en los estudiantes modos de pensamiento que les permitan
alcanzar una comprension internalizada de las matematicas escolares, de modo que los
estudiantes puedan realizar analisis de las relaciones entre cantidades, identificar
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estructuras, estudiar el cambio, la generalizacion, la resolucion de problemas, el
modelado, la justificacion, el ensayo y error y la prediccion (Kieran, 2004; Pincheira 'y
Alsina, 2021). En particular, unas matematicas elementales “algebrizadas” ayudaran a los
alumnos, promoviendo un mayor grado de generalidad en su pensamiento, aumentando
su capacidad de expresar generalidad (Molina, 2007). Esto ayudara a dotar a los
estudiantes con las habilidades de pensamiento critico y asi tener experiencias exitosas
en algebra (Kriegler, 2007).

El trabajo del pensamiento algebraico con estudiantes de primaria ayuda a promover un
pensamiento analitico, donde las cantidades indeterminadas, incdgnitas o variables se
tratan junto con las cantidades conocidas (Ventura et al., 2021). El principal objetivo de
trabajar el pensamiento algebraico es hacer que “los nifios piensen, describan y justifiquen
lo que sucede en general con respecto a alguna situacién matematica. Es decir, queremos
que los nifios desarrollen una generalizacion, una afirmacion que describa una verdad
matematica general sobre algun conjunto de datos” (Blanton, 2008, p. 105). Respecto al
trabajo en educacion infantil con pensamiento algebraico, este permite explorar las
nociones intuitivas que tienen sobre este tema, asi como la observacion de patrones,
regularidades y la argumentacion de los hallazgos. Todo esto se sugiere hacerlo a través
del juego y de la ensefianza globalizada de los contenidos (Fuentes y Cafadas, 2022).

Blanton et al. (2018) organizaron las areas centrales del pensamiento algebraico en (a)
aritmética generalizada; (b) equivalencia y expresiones matematicas, incluyendo
ecuaciones e inecuaciones; y (c¢) pensamiento funcional. Por su parte Chimoni et al.
(2018) detallaron cuatro dimensiones esenciales del pensamiento algebraico (a) la
exploracion de estructuras y relaciones en areas claves como aritmética generalizada,
pensamiento funcional y modelado (Kaput, 2008); (b) la comprension de conceptos
algebraicos fundamentales; (c) la aplicacion de procesos de busqueda de similitudes,
diferencias y validacion de estructuras y relaciones; y (d) el uso de formas de
razonamiento, incluyendo lo abductivo, inductivo y deductivo para extraer conclusiones
en contextos algebraicos. Con los antecedentes expuestos, identificamos distintos

elementos que componen el pensamiento algebraico (ver figura 3-1).
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Figura 3-1

Componentes del Pensamiento Algebraico

Aritmética i .
Contenidos . Pensamiento Patrones Ecuaciones
Generalizada TFuncional
Igualdad/Equivalencias, Propiedades de los numeros, Propiedades de las operaciones,
Conceptos Cantidades desconocidas, Ecuaciones, Inecuaciones, Simbolos, Variables,
Co-variacion, Correspondencia
Procesos - . . . -
Identificar, Conjeturar, Representar, Justificar, Generalizar, Validar
Formas de

azonamientos Abductivo, Inductivo y Razonamiento Deductivo

Nota. Figura adaptada de Chimoni et al. (2018)

Estos componentes son nuestra primera linea de busqueda para identificar los elementos
claves necesarios para realizar una busqueda de la produccion cientifica relacionada al

pensamiento algebraico.

Meétodo

Realizamos un estudio bibliométrico que permite evaluar y analizar el resultado sobre un
tema de investigacion académica, brindando informacién importante sobre la produccion
cientifica (Becerra, 2014).

El flujo de trabajo de Zupic y Cater (2015) nos llevé a organizar nuestro trabajo a través

de cinco pasos:

1. Definicién de la(s) pregunta(s) de investigacion y eleccion de los métodos
bibliométricos apropiados que puedan responder esta(s) pregunta(s).

2. Seleccién de la base de datos que contienen datos bibliométricos, filtrado del
conjunto de documentos basicos y exportacion de los datos de la base de datos
seleccionada.

3. Uso del software bibliométrico para el analisis.

4. Decision sobre el método de visualizacion que se utilizara en los resultados del
tercer paso y uso del software adecuado para preparar la visualizacion.

5. Interpretacion y descripcién de resultados.

75




En este estudio hemos contemplado la produccidn cientifica relacionada con pensamiento
algebraico publicada hasta diciembre 2022. Para la busqueda de la documentacion,
utilizamos la base de datos Scopus. La eleccién de Scopus en nuestra revision
bibliométrica se sustenta en varias razones. En primer lugar, Scopus es ampliamente
reconocida por su extensa cobertura de revistas cientificas a nivel mundial, lo que nos
permite tener acceso a una amplia variedad de publicaciones. El prestigio de Scopus en
la comunidad académica queda respaldado por investigaciones recientes que destacan su
calidad y relevancia en el ambito de la Didactica de la Matematica (Falagas et al., 2008;
Martin-Martin et al., 2021; Singh et al., 2021). En comparacion con otras bases de datos,
Falagas et al. (2008) expresaron que “para el analisis de citas, Scopus ofrece
aproximadamente un 20% mas de cobertura que Web of Science, mientras que Google

Scholar ofrece resultados de precision inconsistente” (p. 338).

Con base en el marco teorico de este trabajo, realizamos una primera busqueda con una
férmula que incluia los elementos clave sobre pensamiento algebraico recogidos en la
figura 1. Utilizamos términos en inglés, por ser considerado el idioma universal en la
literatura de investigacion. Ademas, los requisitos de indexacion en Scopus requieren que
el titulo, resumen y palabras clave estén en inglés. Los términos de nuestra primera

bdsqueda fueron los siguientes:

"Algebraic thinking" OR "functional thinking” OR "early algebra™ OR "generalized

arithmetic" OR "pattern generalization™ OR "algebraic reasoning".

Para la obtencion y validacién de los conceptos descriptores utilizados para nuestra
bdsqueda, seguimos los pasos establecidos en el trabajo de Adamuz-Povedano et al.

(2013) los cuales detallamos en la figura 3-2.
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Figura 3-2
Proceso de Elaboracion del Listado de Descriptores

Consulta inicial #1
v -
Encuesta a expertos EMA

Y

sobre la consulta inicial ‘ verificamos nuevo

descriptor a la consulta #1 ‘

Si =
Obtencion de nuevos arcamos el descriptor
descriptores como valido.

No
Modificamos la consulta #

Si

Nota. Figura extraida de Adamuz-Povedano et al. (2013).

hemos
terminado?

No

Realizamos una primera busqueda utilizando los términos iniciales, seguida por un

proceso de consulta a expertos en pensamiento algebraico, quienes aportaron conceptos

adicionales relevantes. Tras la evaluacion colectiva de estos conceptos, llevamos a cabo

una simulacion de basqueda para verificar su pertinencia. Algunos términos generaron

una gran cantidad de documentos no pertinentes, como fue el caso de los términos

“variables” o “ecuaciones”. En la tabla 3-1 detallamos los términos clave sugeridos por

los expertos, asi como aquellos descartados con explicaciones sobre las decisiones

tomadas.
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Tabla 3-1

Términos Sugeridos por Expertos

Experto  Términos sugeridos Términos Comentario
descartados

1 Arithmetic Analytic Descartamos el término
thinking; analytic; "analytic" debido a que su

inclusion  incrementaba la
muestra a mas de 400.000
documentos.

2 Algebraic Variable Descartamos el término
representations; "variable” debido a que su
variables; variable inclusion  incrementaba la
notation; symbolic muestra a mas de 2.000.000
notation; algebraic documentos.

notation.

3 School algebra; - Los dos términos sugeridos

Algebraic structure fueron incluidos en nuestra
sense; busqueda debido a que su
integracion no alteraba la
muestra ni la cantidad de

documentos obtenidos.

4 Pre-algebra; - Los cuatro términos sugeridos
Algebraic skills; fueron incluidos en nuestra
Algebraic problem basqueda debido a que su
solving; algebraic integracion no alteraba la

achievement muestra ni la cantidad de
documentos obtenidos.

5 Algebra; equations; Algebra; Descartamos  los  términos
variable; algebraic  equations; variable “algebra”; “equations”;

symbolism; y function. “variable” y “function " debido

algebraic language;

a que su inclusion incrementaba
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Experto Términos sugeridos Términos Comentario
descartados

function; arithmetic la muestra a mas de 7.000.000
structure. documentos.

Tras considerar la revision de expertos y llevar a cabo un analisis adicional, hemos

refinado nuestra férmula de busqueda inicial, lo que ha dado como resultado la siguiente:

"Algebraic thinking™" OR "functional thinking™ OR "early algebra" OR "generalized
arithmetic” OR "pattern generalization™ OR "algebraic reasoning™ OR "Arithmetic
thinking™ OR "algebraic representations” OR "variable notation™ OR "symbolic
notation™ OR "algebraic notation™ OR "School algebra” OR "Algebraic structure
sense™ OR "pre-algebra OR "Algebraic skills OR "Algebraic problem solving” OR
"Algebraic achievement” OR "Algebraic symbolism" OR "Algebraic language™ OR

"arithmetic structure"

Para hacer la busqueda de documentos en Scopus establecimos los criterios de inclusion

que presentamos a continuacion:

a) Ao de publicacion inicial abierto y final hasta diciembre de 2022.
b) Areas tematicas: Matematicas, Ciencias Sociales y Psicologia.
c) Tipos de documentos: articulos, capitulos de libros y libros.

d) ldiomas: inglés y espafiol.

En la figura 3-3 presentamos el diagrama de flujo realizado para llegar a nuestra muestra
final, descargada el 21 de abril de 2023.
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Figura 3-3
Identificacion de la Muestra de Estudio

[ Identificacion de estudios a través de bases de datos
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=
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@
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Tipo de documentos: n=59
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determinar su admisibilidad —— | manualmente por no ser de las
n=1114 etapas educativas de Infantil y
Primaria:
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Para analizar los datos se han utilizado las herramientas que ofrecen Scopus y

Bibliometrix (Aria y Cuccurullo, 2017).

Resultados
Como hemos mostrado en el apartado anterior, la muestra definitiva la componen 374
documentos centrados en el pensamiento algebraico en educacion infantil y/o educacién
primaria. Resumimos a continuacion los datos obtenidos de nuestra busqueda:
a) Existen 656 autores que han publicado sobre pensamiento algebraico, de los
cuales 84 han realizado algun trabajo de forma individual.
b) El promedio de documentos por afio hasta diciembre de 2022 es de 7.9.

¢) La media de citaciones por documento es de 16.85 aproximadamente.
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d) Existen 115 fuentes donde se han publicado los distintos trabajos.

e) Latasa de crecimiento anual de publicacion es del 11.38%.
Mostramos la evolucion diacrénica en la figura 3-4. EI aumento interanual de las
publicaciones indica la naturaleza creciente del campo de analisis. Se observa que la
primera publicacion indexada data de 1984. Hasta el afio 1996 la produccidn oscila entre
0 y 1 publicaciones al afio. Esto indica que en la década de los 90 el pensamiento
algebraico en los niveles educativos considerados no era una tematica en la que la
comunidad investigadora en Educacién Matematica estuviera especialmente interesada.
A partir del afio 2005 se manifiesta un crecimiento de las publicaciones, llegando al
maximo en 2022, con 60 documentos.
Figura 3-4

Produccion Diacrénica
70
60
50
40

30

Documents

20
10
0

1984 1987 1990 1993 1996 1999 2002 2005 2008 2011 2014 2017 2020 2023

Year

Nota. Figura extraida de Scopus

En lo que respecta a la tipologia de documentos publicados en esos afios el 85,29%
corresponde a articulos, el 11,50% se refiere a capitulos de libros y el 3,21% restante son
libros. Los documentos se distribuyen en las tres areas seleccionadas: 51.9% en Ciencias

Sociales, 36.5% en Matemaéticas y 11.5% en Psicologia.

En la tabla 3-2, presentamos el listado de autores mas prolificos en pensamiento

algebraico en educacion infantil y primaria, considerando aquellos que cuentan con hasta
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siete trabajos relacionados. Esta seleccion se justifica no solo por la limitacién de espacio
en el documento, sino también por la intencion de resaltar a los autores més relevantes
dentro de este rango de publicaciones. Ademas, al limitar la seleccién a diez autores, hubo
un empate en el numero de citas entre dos de ellos, lo que resultd con once autores en la
lista final. Observamos que la autora mas productiva es Maria Blanton con 25 documentos
en los afios en los que hemos centrado el analisis, seguida de Bérbara Brizuela con 15y
Angela Gardiner con 14. En este listado global, pertenecientes a universidades espariolas,
se encuentran Maria C. Cafadas (Universidad de Granada) con 13 publicaciones; y Marta

Molina (Universidad de Salamanca) con ocho documentos.

Tabla 3-2
Listado de Documentos por Autor
Autor NUmero de documentos
Blanton, Maria 25
Brizuela, Béarbara M. 15
Gardiner, Angela M. 14
Cafiadas, Maria 13
Knuth, Eric 11
Stephens, Anne 10

Kaput, James J.
Molina, Marta
Radford, Luis
Stroud, Rena
Wilkie, Karina J.

~N N 0 0 oo

Existen dos formas de analizar los documentos méas citados. Los mas citados a nivel
global son los documentos que se han citado en areas mas amplias como lo es la Didactica
de la Matematica. Al hablar de documentos citados de forma local nos referimos a
aquellos documentos que han recibido un alto nimero de citas dentro de un contexto o

ambito particular, en este caso en pensamiento algebraico.

En relacion con los documentos mas citados globalmente, el trabajo realizado por Jacobs

et al. (2007) es el mas citado con un total de 185 citaciones. Le siguen los trabajos de
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Mulligan y Mitchelmore (2009) con 150 citas y el trabajo de Kaput (2008) con 145
citaciones. En la tabla 3-3 recogemos los diez trabajos mas citados, ordenados de mayor

a menor nimero de citaciones.

Tabla 3-3

Documentos mas Citados de Forma Global

Total citas Autor Afo Titulo

185 Jacobs et al. 2007  Professional development focused on
children's  algebraic ~ reasoning in
elementary school

150 Mulligan y 2009  Awareness of pattern and structure in early
Mitchelmore mathematical development
145 Kaput 2008 What is algebra? What is algebraic
reasoning?
135 Mason y Pimm 1984  Generic examples: Seeing the general in

the particular

133 Vukovicy 2013 The language of mathematics:
Lesaux. Investigating the ways language counts for
children's mathematical

130 Radford 2000  Signs and meanings in students' emergent

algebraic thinking: A semiotic analysis

114 Carraher et al. 2008 Early algebra and  mathematical

generalization

112 Papic et al. 2011  Assessing the development of

preschoolers' mathematical patterning
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Total citas Autor Afio Titulo

111 Blanton y Kaput 2005 Characterizing a classroom practice that
promotes algebraic reasoning

105 Lee etal. 2009  The contributions of working memory and

executive  functioning to  problem
representation and solution generation in

algebraic word problems

En relaciéon con los documentos mas citados de forma local, obtenemos la siguiente

informacion (ver tabla 3-4):

Tabla 3-4

Documentos mas Citados a Nivel Local

Total citas Autor Afio Titulo

41 Carraher et al. 2008  Early algebra and mathematical
generalization

33 Blanton y Kaput 2005 Characterizing a classroom practice that
promotes algebraic reasoning

27 Radford 2008  Iconicity and contraction: a semiotic
investigation of forms of algebraic
generalizations of patterns in different
contexts

24 Jacobs et al. 2007  Professional development focused on
children's algebraic reasoning in elementary
school

23 Brizuela et al. 2015  Children’s Use of Variables and Variable

Notation to Represent Their Algebraic Ideas
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Total citas Autor Afio Titulo

22 Radford 2014  The Progressive Development of Early
Embodied Algebraic Thinking

20 Blanton et al. 2015 A Learning Trajectory in 6-Year-Olds'
Thinking About Generalizing Functional
Relationships

19 Warren y Cooper 2008  Generalising the pattern rule for visual
growth patterns: Actions that support 8-year
olds’ thinking

19 Blanton et al. 2017 A progression in first-grade children’s
thinking about variable and variable notation
in functional relationships

17 Mulligan y 2009  Awareness of pattern and structure in early

Mitchelmore mathematical development

En el analisis de los documentos maés citados en las investigaciones sobre pensamiento
algebraico, destacan los trabajos de Carraher et al. (2008) y de Blanton y Kaput (2005).
Sin embargo, los trabajos de Jacobs et al. (2007) y Mulligan y Mitchelmore (2009)
también figuran entre los més citados de forma local, aunque no se encuentran en las

primeras posiciones.

Desde la perspectiva de la autoria de documentos, un enfoque muy interesante es el
analisis de las redes de colaboracion entre los autores en una muestra. Una red de
colaboracién cientifica se representa como un conjunto de conexiones donde los
participantes son los investigadores y los vinculos entre ellos representan sus
colaboraciones como coautores. Este método de estudio se considera uno de los méas
solidos en la investigacion de colaboracion cientifica (Glanzel y Schubert, 2004). Para
graficar esta red, usamos el disefio Kamada-Kawai, teniendo en cuenta 50 nodos, con una

fuerza de repulsion de 0,1 y un minimo de 3 vértices (figura 3-5).
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Figura 3-5
Red de Colaboracion entre Autores con 3 trabajos 0 mas
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brizuela bm

gardiner am

Nota. Figura extraida del programa Bibliometrix

En la figura 3-5 observamos que la autora que mas destaca es Maria Blanton, seguida por
Angela Gardiner, Barbara Brizuela y Anne Stephens. Los clusters en la tabla representan
grupos de autores que han colaborado en multiples trabajos, lo que refleja una
colaboracidn sélida entre estos investigadores. Por ejemplo, el cluster 8 incluye autores
como Blanton, Brizuela, Gardiner, Cafiadas y otros, indicando que estos autores tienen

un vinculo de colaboracion muy fuerte.

Focalizando nuestra atencién en la red central, por ser el conjunto méas grande de autores
conectados, observamos en la figura 3-6 que en ella estan relacionados 29 autores,
repartidos en nueve cllsteres, siendo Maria Blanton el nodo principal de la red con una
fuerza de enlace de 26,87. Entendiendo por fuerza de enlace como un valor “proporcional
a la relacion entre, por un lado, el nimero observado de co-ocurrencias de los objetos i y
j Y, por otro, el nmero esperado de co-ocurrencias de los objetos i y j bajo el supuesto de
que las ocurrencias de iy j son estadisticamente independientes” (Eck y Waltman, 2009,
p. 1637). El hecho de que esta autora sea el nodo central de la red implica que es la que
mas conexiones tiene con los otros autores en la red, en consecuencia, es una de las

autoras mas activas en términos de colaboracion.
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Figura 3-6
Red principal de Co-autoria
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4n'
stephens a

A continuacion, analizamos la estructura intelectual de la muestra de estudio a través de

la red de co-citacion, en la que los nodos representan los documentos cientificos, y los

enlaces entre los nodos indican la co-citacion de esos documentos. Esto implica que si

dos documentos son co-citados con frecuencia en la literatura cientifica, sus nodos estaran

mas cerca en la red. Asi, en la figura 3-7 vemos que Blanton, Kieran, Kaput y Carraher

son autores co-citados frecuentemente. Por otro lado, vemos que Radford y Mason

también son autores bastante co-citados. Esta proximidad en la red refleja la interconexién

de sus investigaciones y la influencia mutua que ejercen en sus respectivos campos de

estudio. Sus contribuciones han sido fundamentales en el campo de investigacion sobre

el pensamiento algebraico en la educacion primaria.

87




Figura 3-7
Red principal de Co-Citacion
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Nota. Figura extraida del programa Bibliometrix

Respecto a los paises que mas producciones han realizado sobre el tema en Scopus,
destaca Estados Unidos con 158 documentos incluidos en Scopus. Le siguen Esparia, con
43 documentos y Australia con 31. Independientemente del nimero de investigadores en
el area en cada pais, si centramos el analisis de la produccién en las instituciones a las
que pertenecen los autores firmantes de las publicaciones, en la figura 3-8 observamos
que la Universidad de Granada (Espafia) es la més prolifera en la publicacién de trabajos
relacionados con el pensamiento algebraico en las etapas de infantil y primaria (27). En

Estados Unidos sobresale la Universidad de Wisconsin-Madison con 22 documentos.
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Figura 3-8
Produccidn por Instituciones
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Nota. Figura extraida de Scopus

En la figura 3-9 mostramos el grafo realizado a partir de las palabras clave dadas por los
autores de los trabajos de la muestra analizada. Se ha generado una red de 50 nodos con
una fuerza de repulsién de 0,1. En ella se observa que los términos early algebra,
pensamiento algebraico y algebra son los que se han utilizado con mayor frecuencia
dentro de los trabajos publicados sobre pensamiento algebraico en Scopus. Ademas,
destacan los términos pensamiento funcional, generalizacion, patrones y generalizacion,

que coinciden con las distintas aproximaciones para abordar el pensamiento algebraico.

Figura 3-9
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Nota. Figura extraida del programa Bibliometrix
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En la figura 3-10, presentamos el andlisis de tendencias tematicas (trend topics)
relacionadas con los términos clave utilizados en diversas investigaciones sobre el
pensamiento algebraico.

Figura 3-10

Tendencias Tematicas
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Nota. Figura extraida del programa Bibliometrix

En esta figura, observamos como ciertos temas 0 conceptos experimentan un aumento
significativo durante un periodo de tiempo especifico. Esto se refleja en el incremento de
la cantidad de publicaciones, citas y otras métricas bibliométricas asociadas con temas
particulares. Destacan algunas palabras clave, como early algebra, algebraic thinking y
algebra, que muestran un aumento gradual en su frecuencia a lo largo de los afos,
sefialando un creciente interés en este campo de investigacion. Destacamos que entre
2019 al 2022 el interés se ha enfocado en estudios sobre pensamiento funcional, patrones

y equivalencias, componentes del pensamiento algebraico. Ademas de investigaciones
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sobre generalizacion y representacion, dos de las practicas algebraicas. También se ha

evidenciado un aumento en las investigaciones relacionadas a estrategias.

En relacion con términos que no se encuentran en las tendencias tematicas observadas,
destacamos el término justificaciones que es parte de las practicas algebraicas. El hecho
de que no se esté abordando ampliamente este tema en los estudios mencionados podria

representar una oportunidad interesante para profundizar en futuras investigaciones.

Discusion y conclusiones

Este trabajo analiza la produccion cientifica sobre pensamiento algebraico en educacion
infantil y primaria en Scopus, abarcando desde 1984 hasta diciembre de 2022.
Identificamos autores relevantes, fuentes de publicacién predominantes, paises lideres en

produccién cientifica y las palabras clave mas empleadas en esta area.

Al cuantificar la produccion cientifica observamos que los documentos obtenidos son un
tercio del total de los documentos filtrados. Obtuvimos 374 documentos sobre
pensamiento algebraico en educacion infantil y primaria. Observamos un crecimiento en
la investigacion desde el afio 2000, con un aumento significativo a partir de 2016,
publicandose méas de 20 estudios anuales. Esto demuestra un creciente interés en la
comunidad investigadora en Didactica de la Matematica. Molina (2009) destaco que este

interés es por el potencial temprano de los nifios en el pensamiento algebraico.

La diversidad en las areas de publicacion resalta la amplitud del aprendizaje matematico.
Aunque la mayoria de los estudios se localizan en revistas especializadas, es relevante
sefialar que mas del 50 % de las investigaciones en pensamiento algebraico se publican
en el &mbito de las Ciencias sociales. Esta distribucion destaca la multidimensionalidad

del aprendizaje matematico y su significativa aplicacién en el contexto social.

Estados Unidos se destaca por su notable cantidad de publicaciones sobre pensamiento
algebraico en Scopus. Espafia, como el segundo pais méas productivo en este tema,
muestra a la Universidad de Granada como un referente internacional en la produccion

de trabajos relacionados con este ambito.

Las colaboraciones en el ambito de la investigacion son pilares fundamentales para el

desarrollo y la amplitud del conocimiento. El analisis realizado para las investigaciones
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sobre pensamiento algebraico en este trabajo da una vision global sobre la situacion
estudiada, ademas destaca la importancia de la colaboracidn entre investigadores. En ese
sentido, destacamos a Maria Blanton y Barbara M. Brizuela, quienes, ademas de ser de
las autoras que mayor produccion tienen en esta tematica, son las que tienen un mayor
trabajo colaborativo con otros autores, como ha podido verse en las redes de colaboracion
mostradas en los resultados. Las investigaciones de autores destacados en el campo del
pensamiento algebraico, como Maria Blanton y las colaboraciones con Carolyn Kieran,
James J. Kaput, y David W. Carraher han tenido un impacto significativo en Educacién
Matematica y, mas especificamente, en el estudio del early algebra. Esta forma de trabajo
colaborativo ha enriquecido este campo de investigacion, fomentando avances relevantes

y contribuyendo al progreso de esta area de estudio.

Estas investigaciones han proporcionado valiosas contribuciones a la comprension y
promocion del pensamiento algebraico en estudiantes de educacion primaria e infantil.
Sus trabajos se han centrado en la identificacion de conceptos clave y préacticas
pedagdgicas efectivas que fomentan la adquisicion temprana de habilidades algebraicas,
destacando la importancia de introducir elementos algebraicos desde edades tempranas
para mejorar la comprension y el rendimiento matematico de los estudiantes. Asimismo,
han promovido enfoques pedagdgicos innovadores para trabajar el pensamiento
algebraico en contextos de educacion infantil y primaria, lo que ha influido en la

modificacion de programas curriculares de distintos paises.

En relacion con el objetivo de identificar los principales conceptos abordados en los
estudios relacionados con el pensamiento algebraico, observamos que algebra, early
algebra y pensamiento algebraico, son los mas usados y han sido consistentemente
utilizados a lo largo de los afios en la literatura académica sobre pensamiento algebraico.
Este hecho refleja la importancia de estos conceptos como pilares fundamentales de la
investigacion en el campo. También observamos que los términos pensamiento funcional
y generalizacion se utilizan con frecuencia desde el afio 2016 en adelante. Esto lo
relacionamos con el gran interés por saber y ayudar a los estudiantes a desarrollar las
herramientas necesarias para afrontar con mayor éxito el algebra en cursos superiores.
Estudios como los de Gofi-Cervera et al. (2022) examinaron estrategias y
generalizaciones en estudiantes con TEA, sefialando la relacion entre el pensamiento
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funcional y el espectro autista. Kieran (2022) contextualizé la evolucién histdrica y
tedrica del pensamiento algebraico temprano, resaltando su multidimensionalidad.
Mientras tanto, Pinto et al. (2022) exploraron cdmo estudiantes de tercero de primaria
abordaban problemas de pensamiento funcional, evidenciando diferentes niveles de
capacidad para generalizar entre ellos. Estos trabajos destacan la importancia de
desarrollar habilidades algebraicas desde edades tempranas.

El término profesional development es un tema que ha dejado de usarse. Hemos
observado que este tema en un comienzo se centraba en la mejora de habilidades
especificas de los docentes, evolucionado a un cambio més especifico, como el desarrollo
del razonamiento algebraico en los estudiantes de primaria. Actualmente no solo de
investiga en mejorar las habilidades y practicas de los profesores, sino de como esas
mejoras se traducen en el aprendizaje de los estudiantes. La ausencia del término
justificacion en las tendencias tematicas observadas revela la necesidad de una mayor
atencion investigativa hacia esta practica algebraica. Estas justificaciones no solo validan
el proceso algebraico para resolver problemas, sino que también contribuyen a una
comprension mas profunda de los conceptos matematicos. Esta carencia en los estudios
mencionados sefiala una oportunidad interesante para futuras investigaciones, ya que
explorar este aspecto podria enriquecer significativamente nuestra comprension del

pensamiento algebraico y su aplicacion en entornos educativos y practicos.

Por ultimo, nuestros datos revelan que, ademas de los conceptos como pensamiento
funcional, patrones, equivalencias, y otros elementos relacionados con el pensamiento
algebraico estan ganando importancia en la literatura actual. Esto refleja una expansion

en las areas de estudio y la diversificacion de enfoques en la investigacion.

Con los resultados obtenidos, concluimos que las investigaciones sobre pensamiento
algebraico son un tema de interés en Educacion Matematica. Esto ha sido un motivo para
que distintos paises hayan realizado cambios en sus curriculos, identificando los
beneficios que otorga para el aprendizaje de los estudiantes. La importancia de este tipo
de estudio nos ayuda a comprender la actual situacion en la produccién de pensamiento
algebraico, un tema de gran relevancia presente en los ajustes curriculares de diversas

naciones. Como sefialan Maz et al. (2009) este enfoque proporciona elementos objetivos
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para identificar las figuras clave en la Educacion Matematica, delineando los centros de
investigacion y el grado de actualidad y colaboracién en este campo.
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3.2. Antecedentes Relacionados con la Tesis Doctoral

En este segundo apartado de antecedentes, describiremos distintas investigaciones
relacionadas con nuestro tema de investigacion. Estos trabajos no solo han sido
fundamentales para nuestros estudios, sino que también nos han permitido contextualizar

y comprender los avances en este campo.

Hemos identificado distintos trabajos que abordaron temas como la generalizacion,
representacion de relaciones funcionales, la utilizacion de diversas estrategias en
contextos algebraicos, etc. Un hallazgo destacado es la participacion activa del
investigador-docente en este proceso matematico. Dado que nuestro objetivo de
investigacion es analizar la generalizacion en estudiantes de los primeros cursos de
educacion primaria en un contexto funcional del pensamiento algebraico y las
mediaciones empleadas, es crucial comprender como se han abordado estos temas en

investigaciones previas.

3.2.1. Pensamiento Algebraico

En el Gltimo tiempo se han realizado diversas investigaciones sobre pensamiento
algebraico que han analizado distintos temas relacionados con esta tematica. Algunos
trabajos nos ofrecen una mirada sobre el desarrollo del pensamiento algebraico en
estudiantes de primaria, destacando la capacidad que tienen para abordar tareas
relacionadas a este tipo de pensamiento matemaético. Carraher y Schliemann (2019)
realizaron una investigacién sobre el pensamiento algebraico temprano y los estandares
matematicos en educacion primaria (6-12 afios) en Estados Unidos. Los autores
destacaron el prometedor potencial de los estudiantes de educacion primaria para
desarrollar habilidades de pensamiento algebraico. También resaltaron los desafios
relacionados con la implementacion de actividades de pensamiento algebraico en el aula
y la formacion del profesorado como areas clave a abordar. En el estudio realizado por
Otten et al. (2019) quienes trabajaron con estudiantes de quinto curso, investigaron como
las experiencias motoras y sensoriales de los estudiantes con la balanza influyo6 en el
desarrollo de su razonamiento relacionado con la resolucion de ecuaciones lineales. En

los resultados obtenidos, destacaron un avance en el nivel de razonamiento algebraico de
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los estudiantes. Durante su trabajo con la balanza, los estudiantes aplicaron estrategias
algebraicas como reestructuracion, aislamiento y sustitucion, y luego las utilizaron para
resolver ecuaciones lineales en contextos nuevos. Afonso et al. (2019) trabajaron con
estudiantes de tercer curso de dos escuelas primarias de Sudafrica. Analizaron el impacto
del trabajo con patrones en el desarrollo del pensamiento algebraico de los nifios. En sus
resultados indicaron que los estudiantes tienen el potencial para desarrollar pensamiento
algebraico, especialmente en términos de pensamiento recursivo y funcional al abordar
problemas de patrones. Chimoni et al. (2022) trabajaron con estudiantes de quinto curso,
donde investigaron el papel de las aplicaciones en linea (applets) en lecciones de algebra
temprana, comparando el efecto de dos tipos diferentes de modulos de intervencion en el
desarrollo de las habilidades de pensamiento algebraico temprano de los estudiantes. El
primer modulo de intervencion utilizé applets abiertos en contextos de la vida real,
mientras que el segundo modulo de intervencion utiliz6 applets cerrados en contextos de
matematicas puras. Sus resultados mostraron que los estudiantes que participaron en el
modulo “abierto/real” experimentaron una mejora estadisticamente significativa en el
pensamiento funcional en comparacién con los estudiantes que participaron en el modulo
“cerrado/puro”. Sus hallazgos sugieren implicaciones pedagdgicas importantes para el
disefio de lecciones de algebra temprana que aprovechen la tecnologia educativa
disponible, destacando la eficacia de los applets abiertos en contextos de la vida real para
mejorar el pensamiento funcional de los estudiantes. Strachota et al. (2023) realizaron un
estudio con estudiantes de educacién infantil, primero y segundo curso (5-8 afios). Su
trabajo se centr6 en investigar como las herramientas (cubos, tarjetas y los dedos de los
estudiantes) ayudaron a los estudiantes a razonar sobre los nimeros pares e impares. Los
participantes formaron parte de una intervencién de algebra que dur6 un afio y se les pidio
generalizar, representar, justificar y razonar con estructuras y relaciones matematicas,
especificamente relacionadas con la paridad de nimeros. En sus resultados destacaron las
posibilidades y limitaciones en el uso de estas herramientas en el razonamiento sobre las
propiedades de los nimeros pares e impares. Ademas, esta investigacion proporciond
evidencia de que los estudiantes son capaces de realizar tareas sobre pensamiento

algebraico.

101




Existen estudios que han descrito cémo la labor del docente fue relevante para trabajar
con el pensamiento algebraico. Blanton y Kaput (2005) presentaron los resultados de un
estudio de caso donde exploraron de qué manera y en qué medida un docente pudo
construir un aula que apoyara el desarrollo de las habilidades de pensamiento algebraico
de los estudiantes. Los resultados indicaron que el docente pudo integrar el pensamiento
algebraico en la instruccién de manera planificada y espontanea, lo que condujo a
cambios positivos en las habilidades de razonamiento algebraico de los estudiantes.
Jacobs et al. (2007) realizaron una investigacion con 19 centros de educacion primaria en
California, enfocandose en el pensamiento algebraico y el estudio de relaciones. Los
profesores participantes desarrollaron mas estrategias matematicas, especialmente
aquellas relacionadas con el pensamiento relacional, en comparacion con los no
participantes. Los estudiantes de las clases participantes demostraron una comprension
mayor del signo igual y emplearon més estrategias relacionadas con el pensamiento
relacional durante las entrevistas en comparacién con los estudiantes de clases no

participantes.

Finalmente, se han desarrollado investigaciones que han considerado la planificacion y
ejecucion de diversas sesiones, con el proposito de analizar el pensamiento algebraico
para contrastar acontecimientos a lo largo de un periodo de tiempo, diferentes cursos o
contextos culturales. En el estudio realizado por Chrysostomou y Christou (2019) quienes
trabajaron con estudiantes entre los 10 y 13 afios, analizaron el desarrollo del pensamiento
algebraico de los estudiantes. Los autores destacaron que el pensamiento algebraico es
una habilidad multifacética que consta de tres aspectos principales: (a) razonamiento
sobre la covariacion, (b) generalizacion de propiedades aritméticas y (c) capacidades
relacionadas con la sintaxis algebraica. Estos aspectos involucraban habilidades
especificas como la formulacion de relaciones utilizando simbolos algebraicos. Los
autores identificaron cuatro grupos de estudiantes con diferentes perfiles de pensamiento
algebraico: pensamiento pre-algebraico, pensamiento protoalgebraico-procedimental,
pensamiento algebraico simbolico-relacional y pensamiento algebraico global-
estructural. En sus resultados también revelaron una tendencia constante en el nivel de
dificultad en todas las capacidades de pensamiento algebraico, indicando un desarrollo

especifico desde una perspectiva mas procedimental hacia una mas estructural en el
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pensamiento algebraico. Chimoni et al. (2021) trabajaron con estudiantes de quinto curso,
para los que disefiaron dos tipos de cursos instructivos con el objetivo de respaldar el
desarrollo del pensamiento algebraico temprano en estudiantes de primaria. Ambos
cursos abordaron tres areas fundamentales del algebra: aritmética generalizada,
pensamiento funcional y lenguajes de modelizacion La diferencia clave entre los cursos
radicO en las tareas utilizadas. El primer curso se basd en investigaciones guiadas
matematicamente puras, poniendo énfasis en el andamiaje de pasos en contextos
puramente matematicos. Por otro lado, el segundo curso se centrd en exploraciones
abiertas aplicadas, destacando preguntas mas abiertas en contextos cotidianos aplicados.
En sus resultados indicaron que el segundo curso tuvo mejores resultados de aprendizaje
que el primero. La contribucion méas importante fue la validacién del impacto de los
diferentes tipos de tareas matematicas en el desarrollo del pensamiento algebraico de los
estudiantes basado en datos empiricos. Ventura et al. (2021) realizaron un trabajo con el
objetivo de comprender cémo los estudiantes de educacion infantil y primer curso
entendian y utilizaban las variables y el simbolismo algebraico en el contexto de las
expresiones algebraicas. En sus resultados revelaron cambios cualitativos en el
pensamiento sobre cantidades indeterminadas en la mayoria de los estudiantes
participantes. A medida que avanzaban en el experimento de ensefianza, pasaron de un
nivel de pensamiento pre-variable, donde los estudiantes no percibian una cantidad
variable en un contexto matematico, ni utilizan simbolo para representar dicha cantidad,
a un nivel donde podian representar cantidades indeterminadas como operaciones
explicitas con cantidades indeterminadas. Destacaron que estas trayectorias de
aprendizaje ofrecieron valiosas perspectivas para el disefio de intervenciones que
respalden el desarrollo del pensamiento algebraico en nifios pequefios. Hunter y Miller
(2022) trabajaron con estudiantes de segundo curso. Este trabajo se enfoc6 en cémo
estudiantes culturalmente diversos identificaban estructuras matematicas en patrones de
crecimiento contextuales y las estrategias de ensefianza que los ayudaban en este proceso.
Revelaron que las tareas contextuales llevaron a los estudiantes a reconocer diversas
estructuras matematicas. Se utilizaron estrategias pedagdgicas especificas, como el uso
de diferentes representaciones (pictéricas, numéricas, tabulares y de lenguaje natural),

discusiones en el aula, respuesta al pensamiento de los estudiantes y fomento de la
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identificacion de patrones distantes. En los resultados obtenidos, destacaron que la
incorporacion de patrones indigenas y acciones pedagdgicas basadas en valores culturales
lograron involucrar a los estudiantes en el razonamiento algebraico temprano. Esto
demuestra la importancia de la inclusion de la cultura en la ensefianza de las matematicas
para promover la comprension y el rendimiento de los estudiantes diversos. En la
investigacion realizada por Schifter y Russell (2022) trabajaron con datos recopilados de
cinco proyectos realizados entre 1993 y 2022. Indagaron como los estudiantes generaron
representaciones que respaldan su pensamiento algebraico temprano en el contexto de la
aritmética generalizada. Entre sus hallazgos destacaron que las representaciones en forma
de imégenes, diagramas, disposiciones de objetos manipulables o contextos de historias
pueden ayudar a los estudiantes a distinguir entre diferentes operaciones. Estos
estudiantes pudieron utilizar estas representaciones para ilustrar relaciones en casos
especificos y extenderlas a clases de numeros, lo que les permite probar afirmaciones
generales. Por Gltimo, Chimoni et al. (2023) trabajaron con estudiantes de cuarto, quinto,
sexto y séptimo curso (9-12 afios). Investigaron sobre la relacion entre el pensamiento
algebraico y las habilidades cognitivas de dominio general. Se evaluaron las habilidades
de los estudiantes en pensamiento algebraico a través de tres categorias de tareas:
aritmética generalizada, pensamiento funcional y lenguajes de modelado. Ademas, se
evaluaron sus habilidades cognitivas generales, incluyendo razonamiento analdgico,
serial, espacial y deductivo. En sus resultados indicaron que el razonamiento anal6gico y
serial estaban relacionados con las habilidades en aritmética generalizada, mientras que
el razonamiento espacial se asociaba con el pensamiento funcional y los lenguajes de
modelado. El razonamiento deductivo se correlacion6 con las tres categorias de tareas.

También se analizaron las diferencias entre estudiantes de diferentes cursos.

Estos antecedentes en general nos entregan una comprension integral del desarrollo y las
influencias del pensamiento algebraico en estudiantes de primaria, destacando la
diversidad de componentes y estrategias que pueden impactar positivamente en este

proceso cognitivo.
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3.2.2. Pensamiento Funcional

En nuestra Tesis Doctoral nos enfocamos en el pensamiento funcional, uno de los
componentes del pensamiento algebraico. Sobre este tema se han realizado diversas
investigaciones que han estudiado y abordado distintas aproximaciones. Algunos estudios
han evidenciado las capacidades que tienen los estudiantes de primaria para trabajar con
pensamiento funcional. Es el caso de Blanton y Kaput (2004) quienes realizaron un
trabajo donde mostraron como los estudiantes de cursos elementales desarrollaron y
expresaron funciones. Los datos se analizaron segun las representaciones que utilizaron
los estudiantes, la progresion en su lenguaje matematico y las operaciones que emplearon,
y cdmo prestaron atencion a una 0 mas cantidades variables. Los autores destacaron en
sus resultados que los estudiantes son capaces de desarrollar un pensamiento funcional
en cursos mas tempranos de lo que tal vez se pensaba. En particular, los datos sugieren
que los estudiantes pueden avanzar en el pensamiento covariacional, desde educacion
infantil y son capaces de describir como se corresponden las cantidades desde el primer

Curso.

Existen otros antecedentes que muestran las estrategias que utilizan los estudiantes al
resolver tareas sobre pensamiento funcional. Es el caso del trabajo realizado por Morales
et al. (2018) quienes trabajaron con estudiantes de primero de educacién primaria (6
afios). Se centraron en las relaciones funcionales y las estrategias que empleaban estos
estudiantes en la resolucion de problemas que involucran funciones. Encontraron que la
relacion funcional mas frecuentemente identificada fue la correspondencia. Algunos
también identificaron la relacion de covariacion. Ademas, evidenciaron un vinculo entre
ambas relaciones funcionales y las estrategias de operatoria y/o conteo al resolver tareas
de generalizacion que involucraban funciones. Ramirez et al. (2022) trabajaron con
estudiantes de cuarto de primaria (9-10 afios) donde su objetivo principal fue examinar
como las caracteristicas de los problemas de palabras se relacionan con el pensamiento
funcional de los estudiantes y su capacidad para generalizar funciones. Los estudiantes
mostraron potencial para el pensamiento funcional antes de aprender sobre variables,
evidenciandose de mejor forma cuando trabajaron con problemas que involucran una

funcién aditiva. Cuando generalizaban relaciones funcionales, tendian a hacerlo
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verbalmente o con ejemplos genéricos en lugar de representaciones simbolicas. En el
trabajo realizado por Pinto et al. (2022) trabajaron con estudiantes de tercero de primaria
(8-9 afos) analizando como un grupo de estudiantes abordaron un problema de
pensamiento funcional, centrandose en como relacionaron y representaron las relaciones
entre variables. A pesar de no estar acostumbrados a este tipo de problemas, once
estudiantes lograron ir més all& de los calculos aritméticos, encontrando relaciones entre
las variables. Ademas, tres estudiantes lograron generalizar utilizando el lenguaje natural
como herramienta efectiva. Sin embargo, algunos estudiantes identificaron regularidades
para diferentes valores especificos, pero no representaron la generalizacion de manera
clara. Estos hallazgos destacan la capacidad de los estudiantes para comprender y aplicar
conceptos funcionales, incluso si no estdn familiarizados con ellos previamente.
Finalmente, Torres et al. (2022a) realizaron un estudio con estudiantes de segundo de
primaria (7-8 afios) analizando cémo los estudiantes trabajaron con tablas al abordar
funciones. Los resultados mostraron que los estudiantes organizaron los valores de las
variables en columnas y etiquetaron los titulos para identificar las variables involucradas.
Ademas, se observaron estructuras o patrones que los estudiantes identificaron como
regularidades entre las variables en las funciones. Posteriormente en otro trabajo realizado
por Torres et al. (2022b) trabajaron con estudiantes de segundo de primaria (7-8 afios)
identificando las estructuras (regularidades identificadas) y las representaciones que
aparecian cuando los estudiantes trabajaron con tareas de generalizacion. Los resultados
mostraron que tanto el nimero de estructuras identificadas como la forma en que se
realizaban la generalizacidn dependia de las tareas planteadas y de la funcién involucrada
en cada caso. Los estudiantes expresaron generalizaciones mediante representaciones

verbales y numéricas.

3.2.3. Generalizacion

La generalizacion, como proceso cognitivo central en el campo de las matemaéticas, ha
sido objeto de exploracidn y andlisis en numerosas investigaciones. Mason y Pimm
(1984) exploraron algunas de las ambiguedades inherentes a las nociones de generalidad
y genericidad, estableciendo paralelismos entre el lenguaje natural y las matematicas y,

por lo tanto, atacando indirectamente la vision arraigada de que las matematicas no son
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ambiguas. Radford (2000) investigo sobre el uso y significado de los signos en estudiantes
al enfrentarse a la generalizacion algebraica de patrones, con un enfoque en el
pensamiento algebraico emergente, utilizando un marco tedrico semiético-cultural. Ellis
(2007) presentd un sistema de categorizacion que diferencia los tipos de generalizaciones
que los estudiantes construyen cuando razonan matematicamente. Analiz6 cémo
generalizan, o acciones de generalizacion, y las declaraciones finales de generalizacion
de los estudiantes, o generalizaciones de reflexion. Las tres principales categorias de
acciones generalizadoras que surgieron del analisis son (a) la relacion, en la que se forma
una asociacion entre dos 0 mas problemas u objetos, (b) busqueda, en la que se repite una
accion para localizar un elemento similar, y (c) la ampliacion, en la que se expande un

patrén o relacién a una estructura mas general.

Dentro de las investigaciones realizadas sobre generalizacion, algunas han estudiado
sobre las capacidades, estrategias y dificultades de los estudiantes. En relacién con el
analisis de la capacidad de generalizacion de estudiantes de distintas edades, los autores
Pinto y Cafladas (2018b) analizaron la capacidad de generalizacion de 24 estudiantes de
quinto de primaria (10-11 afios) al resolver un problema que involucra una funcion lineal.
En sus resultados indicaron que algunos estudiantes generalizaron de manera mas efectiva
que otros al enfrentar problemas de funciones lineales, y que la forma en que se plantearon
las preguntas y se presentaron las representaciones desempefié un papel importante en la
capacidad de los estudiantes para generalizar. Blanton et al. (2019) trabajaron con
estudiantes de tercero y quinto curso. En este estudio cuasiexperimental evaluaron el
crecimiento en las practicas de pensamiento algebraico, especificamente en la
generalizacion y representacion de generalizaciones utilizando notacién variable, como
resultado de una secuencia de instruccion temprana de algebra. Estos estudiantes
superaron significativamente a los estudiantes del grupo de control en las evaluaciones
posteriores de los cursos de tercero a quinto. A medida que avanzaron en los cursos, los
estudiantes del grupo experimental demostraron una mejora constante en su capacidad
para generalizar y representar generalizaciones. Los estudiantes del grupo experimental
mostraron una mayor flexibilidad en la interpretacion de variables en diferentes roles y
pudieron utilizar de manera més efectiva la notacion de variables para representar

propiedades aritméticas, expresiones, ecuaciones y relaciones funcionales. Sus resultados
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sugieren que la introduccidn temprana de conceptos y practicas algebraicas es beneficiosa
para los estudiantes, ya que les permite desarrollar habilidades de pensamiento algebraico

desde una edad temprana.

Existen estudios que han analizado como generalizan los estudiantes. Un ejemplo es la
investigacion realizada por Callejo et al. (2019) quienes trabajaron con estudiantes de 5°
y 6° curso (10-12 afios). El objetivo fue identificar las formas de aprehension cognitiva®.
Los resultados mostraron que los estudiantes emplearon diferentes enfoques cognitivos
al abordar los problemas, y estos enfoques variaron segun la disposicion de las figuras en
la secuencia. Strachota (2020) trabajé con trece aulas diferentes de tercer curso. Su
objetivo fue comprender las interacciones que ocurren durante la ensefianza que fomentan
la generalizacion por parte de los estudiantes. Tras analizar las clases donde se
implementd una intervencion algebraica temprana, se identificaron actividades
relacionadas con la generalizacion y las actividades de generalizacion de los estudiantes.
Ademas, se explord como estas actividades interactian entre si. Los resultados de esta
investigacion proporcionaron nuevas perspectivas sobre el disefio de la ensefianza para
fomentar la generalizacion y contribuir al debate actual sobre el aprendizaje de las

matematicas por parte de los estudiantes.

Respecto con las dificultades, en un estudio realizado por Carraher et al. (2008)
examinaron las dificultades que tienen los estudiantes cuando expresan generalizaciones
sobre figuras geométricas a medida que se les presentan las funciones lineales. Su
objetivo fue comprender el papel que juega la generalizacion empirica y las conjeturas en
el pensamiento de los estudiantes. Se centraron en los conceptos de patrones, funcion y

generalizacion de 15 estudiantes de tercer curso (9 afios) analizando como llegaron a

4 Callejo et al. (2019) describen que la aprehension cognitiva es el resultado de una transferencia
que realiza el sujeto entre el dibujo y el objeto mental creado (un enunciado matematico, una
representacion, etc.), como respuesta a un estimulo visual, utilizadas por los estudiantes para
responder a preguntas de generalizacion lejana en dos problemas de generalizacion de patrones
visuales.
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producir y representar generalizaciones durante la implementacion de dos lecciones de
un estudio longitudinal de &lgebra temprana. En sus conclusiones expresaron que los
estudiantes estaban mas inclinados a pensar en funciones lineales de forma recursiva (a
veces incluso como secuencias recursivas). Por ello, estos autores destacaron que es
importante fomentar una transicion desde generalizaciones empiricas, basadas en
conjeturas sobre casos concretos, a generalizaciones tedricas que se derivan de

operaciones sobre enunciados explicitos sobre relaciones matematicas.

Por ultimo, existen investigaciones que han estudiado las estrategias que utilizan los
estudiantes al trabajar con tareas sobre generalizacion. Ayala-Altamirano et al. (2022a)
[levaron a cabo una investigacion con un grupo de estudiantes de 9 a 10 afios, explorando
su razonamiento al resolver problemas de palabras centrados en relaciones funcionales.
Su objetivo fue determinar cémo los estudiantes generalizaban a través de preguntas
formuladas, utilizando lenguaje natural, dibujos, figuras o la palabra clave 'muchos. Los
resultados indicaron que formular preguntas sobre el caso general en diferentes
modalidades de ensefianza alentd a los estudiantes a utilizar convenciones algebraicas
mas efectivamente. Ademas, se observo que representar cantidades indeterminadas con
la palabra clave "muchos™ llevé a una generalizacién mas exitosa que hacerlo mediante
letras, ya que el uso de letras llevaba a los estudiantes a buscar significados
convencionales o desconocidos para ellas. Urefa et al. (2022) trabajaron con estudiantes
de sexto afio de escuela primaria, analizando la capacidad de generalizacion y las
estrategias utilizadas por estudiantes de sexto de primaria sin formacion algebraica previa
en tareas que involucraban una relacion funcional. Los principales resultados fueron que
los estudiantes utilizaron estrategias diferentes dependiendo de si estaban trabajando con
casos especificos o generales. Para responder a preguntas sobre casos especificos,
recurrieron a estrategias de conteo u operaciones aditivas. A medida que los valores
aumentaban o se trataba de cantidades indeterminadas, las estrategias diversificaban. La
estrategia de correspondencia fue la mas utilizada. Los estudiantes fueron capaces de
generalizar tanto verbalmente como simbdlicamente y variaron sus estrategias de manera
flexible al cambiar de casos especificos a generales, mostrando una clara preferencia por
un enfoque funcional en este Gltimo caso. Goni-Cervera et al. (2022) trabajaron con 26
nifios de 6 a 12 afios (edad media: 9,08 afios) con diagnostico de TEA. Este trabajo se
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centrd en identificar y describir las estrategias y representaciones observadas en 26
estudiantes al realizar una tarea que involucraba una funcién lineal, asi como describir las
generalizaciones que realizaron. Las estrategias identificadas incluyeron responder de
manera directa, modelar con manipulativos, dibujar, contar y operar. La estrategia mas
observada fue la operacion, representada verbal o simbdlicamente, seguida del dibujo.
Solo tres estudiantes generalizaron, pero no alcanzaron el nivel més alto de pensamiento
funcional, es decir, funciones como objetos. En el estudio realizado por Cetina-Vazquez
y Cabafias-Sanchez (2022) quienes trabajaron con estudiantes de quinto de primaria,
analizaron las estrategias utilizadas por nifios de quinto de primaria, junto con las
diferentes formas de uso en la resolucion de tres problemas de generalizacién de patrones
lineales. Los resultados resaltaron que las estrategias de contar y recursivas fueron Utiles
para los estudiantes al utilizar estrategias como diferencia, objeto-entero, fragmentacion,
funcional y otras. Finalmente, en un estudio realizado por Urefia et al. (2023) trabajaron
con estudiantes de sexto a octavo curso. Analizaron las respuestas a un problema escrito
con diagramas que requeria generalizacion en un contexto algebraico funcional. Los
objetivos principales fueron determinar las estrategias que utilizaron los estudiantes para
generalizar y los tipos de representacion que emplearon para expresar Sus
generalizaciones. Se analiz6 como las regularidades se producian, se manifestaban en las
estructuras y se representaban por parte de los estudiantes. Uno de los hallazgos
destacados fue que la mayoria de los estudiantes que generalizaron utilizaron la estrategia
funcional y expresaron sus generalizaciones de diversas maneras, ya sea verbalmente,
mediante simbolos o en mudltiples representaciones. Ademas, se observo que los
estudiantes de séptimo y octavo fueron capaces de representar relaciones mas variadas y
estructuralmente complejas, aunque no se encontraron diferencias significativas en las
estrategias de generalizacién entre estudiantes de diferentes edades, independientemente

de su formacion algebraica previa.

3.2.4. Justificaciones en un Contexto Funcional

El analisis de las justificaciones en el contexto funcional ha sido abordado en distintos
estudios, revelando la importancia de la validacion en el proceso de generalizacion.

Lannin (2005) describid las justificaciones realizadas por estudiantes de sexto curso
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mientras realizaban una tarea de creacion de patrones en las que se les pedia que
desarrollaran y justificaran generalizaciones. La autora destacé que los estudiantes
generalmente proporcionaban generalizaciones apropiadas y realizaban justificaciones
utilizando ejemplos genéricos. Los estudiantes que utilizaron esquemas geométricos
tuvieron mas éxito al proporcionar argumentos generales y justificaciones vélidas. Sin
embargo, durante las discusiones en grupos pequerios, los estudiantes rara vez justificaron
sus generalizaciones, y algunos estudiantes se centraron mas en valores particulares que
en relaciones generales. Ayala-Altamirano y Molina (2021a) trabajaron con estudiantes
de cuarto de primaria (9-10 afios). Su objetivo fue investigar sus justificaciones en tareas
relacionadas con una relacion funcional. Ademas, buscaron relacionar esas justificaciones
escritas con las caracteristicas de la tarea, que involucran multiples representaciones
(verbal, numérico y algebraico) evaluando el impacto de la discusion en clase en la
expresion de la relacion funcional en términos mas sofisticados. Los resultados mostraron
que las justificaciones escritas de los estudiantes variaban segun la representacién usada
en la tarea. La discusion oral ayudd a generalizar en términos mas sofisticados que en sus
justificaciones escritas, en las que omitian informacién o utilizaban un lenguaje menos
preciso. Por ultimo, Pinto et al. (2023) trabajaron con estudiantes de cuarto de primaria
(9-10 afios). El objetivo de su trabajo fue describir una propuesta de ensefianza que
promovia el pensamiento algebraico a través de la expresion y justificacion de ideas
matematicas al resolver tareas relacionadas con tres componentes distintos del
pensamiento algebraico. Los estudiantes, progresivamente, comunicaron y respaldaron
ideas algebraicas de mayor complejidad, lo que implic6 que, gradualmente, adoptaron un

lenguaje matematico mas preciso y abstracto.

3.2.5. Fases de Razonamiento en el Proceso de Generalizacion

Las fases de razonamiento han sido objeto de analisis en diversos estudios, destacando su
importancia en el proceso de generalizacion. En el estudio realizado por Cafiadas y Castro
(2007) presentaron un analisis del razonamiento inductivo de doce estudiantes de
educacion secundaria en un contexto de resolucién de problemas matematicos. Mostraron
una categorizacion de siete pasos para describir el proceso de razonamiento inductivo. En

sus resultados destacaron que este tipo de razonamiento aparecié de forma implicita o

111




explicita en el trabajo de todos los estudiantes entrevistados. Ademas, los estudiantes
recurrian a los casos particulares cuando intentaban obtener un patrén general. En el
trabajo realizado por Rivera y Becker (2007) investigaron sobre el razonamiento
abductivo-inductivo de 42 estudiantes universitarios inscritos en un curso introductorio
para profesores de matematicas de primaria. En su trabajo describieron como los
estudiantes desarrollaban generalizaciones sobre clases de objetos abstractos; cdmo
exhibian procesos abductivos que apoyaban su induccion y conducian a una
generalizacion; las formas en que justificaban sus generalizaciones en la etapa abductiva,
y; los efectos de las sefiales figurativas y numéricas en la forma en que construian una
generalizacion abductiva plausible. En sus conclusiones realizaron una propuesta de

proceso de razonamiento abductivo-inductivo para secuencias de patrones.

Pinto y Cafadas (2018a) describieron como una estudiante de cuarto de primaria (9 afios)
siguid los pasos de un modelo de razonamiento inductivo, al trabajar con un problema de
generalizacion que involucra una funcion lineal. La estudiante organiz6 los casos
particulares dados y establecid una conjetura con base en ellos. Luego, al aumentar el
tamanio de los casos particulares, modifico sus conjeturas las que luego valido con nuevos
casos particulares, para finalmente generalizar. Torres et al. (2021b) describieron la
generalizacion entre estudiantes de segundo de primaria (8 afios) prestando atencion a las
estructuras reconocidas y al tipo de generalizacion expresada por estos estudiantes
mientras razonaban. Para ello observaron tres fases de razonamiento (abductivo,
inductivo y generalizacion). En sus resultados destacaron la importancia de la
identificacion de estructuras para generalizar. Ademas, destacaron que la abduccion, la

induccion y la generalizacion son fases que forman parte del proceso de generalizacion.

3.2.6. Mediaciones Realizadas en un Contexto Funcional

Existen investigaciones que han mostrado el papel fundamental que tienen las
mediaciones docentes en el proceso de generalizacion de estudiantes de diferentes niveles
educativos. Estos estudios han analizado su impacto en el desarrollo del pensamiento
algebraico, explorando como estas mediaciones influyen en los estudiantes para
generalizar y representar relaciones funcionales. Warren (2006) investigo sobre la forma

en que un grupo de estudiantes (10 afios) expresaban generalizaciones, identificando,
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ademas, las acciones docentes realizadas. En sus resultados la autora describio que estas
acciones ayudaron a los estudiantes a identificar la generalizacion. Mata-Pereira y Da
Ponte (2017) realizaron un estudio donde analizaron cémo las acciones de los docentes
pueden promover el razonamiento matematico de los estudiantes de una clase de séptimo
curso. ldentificaron que las acciones de los docentes (invitar, informar/sugerir,
apoyar/orientar y desafiar) pueden identificarse en discusiones con toda la clase. En sus
conclusiones destacaron que las acciones docentes ayudaron a los estudiantes a
generalizar y justificar. Ademas, que las generalizaciones pueden surgir de una accién
desafiante central o de varias acciones orientadoras. Posteriormente Mata-Pereira y Da
Ponte (2019) analizaron como las acciones del docente conducian a la generalizacion de
los estudiantes. En este estudio se centraron en una generalizacién abductiva hecha por
un estudiante de séptimo curso. En sus resultados mostraron un recorrido de actuacién
docente, con una accién central desafiante, que permitié una generalizacion abductiva
ampliada, y también una generalizacion deductiva posterior. En el estudio realizado por
Urefia et al. (2019) trabajaron con estudiantes de cuarto de primaria. Analizaron la
capacidad de generalizar y de representar generalizaciones exhibida por los estudiantes.
Ademaés, se centraron en el papel del mediador, destacando como las acciones del
entrevistador mejoraron la capacidad de los estudiantes para reconocer y representar
relaciones funcionales. En sus resultados destacaron la importancia de la mediacion para
ayudar a los estudiantes a mejorar su capacidad para reconocer, representar y generalizar
relaciones funcionales. Por ultimo, el trabajo realizado por Hidalgo-Moncada y Cafiadas
(2020) con estudiantes de sexto de educacion primaria, describieron las intervenciones de
un entrevistador ante los errores en los que incurrian los estudiantes durante el trabajo
con una tarea de generalizacién que involucra las formas directa e inversa de una funcién
afin. Entre sus resultados, presentaron diferentes tipos de errores en los que incurrian los
estudiantes y las intervenciones del entrevistador ante dichos errores. El error mas
frecuente se produjo en el patron expresado. La intervencion mas frecuente del

entrevistador fue proponer al estudiante volver a un caso particular.
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3.3. Objetivos Especificos de Investigacion

A partir de los fundamentos tedricos y conceptuales expuestos, asi como los antecedentes
descritos, es que surgen nuestros objetivos especificos, los cuales buscan responder a
nuestro objetivo general de investigacion (ver apartado 1.3). Los objetivos especificos

gue nos planteamos son los siguientes:

O.E.1. Caracterizar el proceso de generalizacion de estudiantes de los primeros

cursos de educacion primaria.

O.E.2. Describir las relaciones entre las generalizaciones de los estudiantes y las

mediaciones realizadas por un investigador-docente.

O.E.3. Caracterizar las justificaciones de los estudiantes al resolver una tarea de

generalizacion.

O.E.4. Describir el razonamiento de los estudiantes al resolver una tarea de

generalizacion.

En la Tabla 3-5 presentamos los estudios que realizamos en nuestra Tesis Doctoral que

dan respuesta a los diferentes objetivos de investigacion presentados.
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Tabla 3-5

Relacion entre los Objetivos Especificos de Investigacion y los Estudios Realizados

Estudio

Titulo

Obijetivos del estudio

Relacion con objetivos Tesis

Anadlisis bibliométrico sobre
pensamiento algebraico en
educacion infantil y primaria

en Scopus

Mediaciones realizadas a
estudiantes de segundo de
primaria en una tarea de

generalizacion

1. Analizar las meétricas béasicas descriptivas de la

produccion cientifica sobre pensamiento algebraico
en Scopus centrada en las etapas de educacion infantil

y primaria

Caracterizar la generalizacion de los estudiantes antes

y después de la mediacion.

Describir las mediaciones realizadas por un

investigador-docente a seis estudiantes de 3segundo

de primaria dentro de un contexto de generalizacién.

Estado del arte sobre pensamiento
algebraico
O.E.1. Caracterizar el proceso de
generalizacion de estudiantes de los
primeros cursos de educacion
primaria.

O.E.2. Describir las relaciones entre las
generalizaciones de los estudiantes y las
realizadas

mediaciones por un

investigador-docente.
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Estudio Titulo Obijetivos del estudio Relacién con objetivos Tesis
3 Justifications and mediationsin 1. Identificar y caracterizar los niveles de generalizacion O.E.1. Caracterizar el proceso de
the generalization process utilizados por los estudiantes de 4° curso. generalizacion de estudiantes de los
among fourth grade students 2. ldentificar y caracterizar las justificaciones utilizadas Primeros cursos de educacion
por estos estudiantes al generalizar. primaria.
3. Identificar y caracterizar las mediaciones realizadas O.E.2. Describir las relaciones entre las
durante una clase generalizaciones de los estudiantes y las
_ _ _ _ mediaciones  realizadas por un
4. Analizar las posibles relaciones entre niveles de . .
S o investigador-docente.
generalizacion, justificaciones y mediaciones durante
el proceso de generalizacion. O.E.3. Caracterizar las justificaciones de
los estudiantes al resolver una tarea de
generalizacion.
4 De lo concreto a lo abstracto: 1. Identificar y describir las fases de razonamiento O.E.1. Caracterizar el proceso de

del

generalizacion

analisis

proceso

de

(abduccion, induccion y generalizacion) en el trabajo
de estudiantes de cuarto de educacion primaria en

tareas de generalizacion que involucran funciones.

generalizacion de estudiantes de los
primeros cursos de educacion

primaria.
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Estudio

Titulo

Objetivos del estudio

Relacién con objetivos Tesis

2.

Identificar y caracterizar las acciones realizadas

dentro del proceso de generalizacion.

O.E.4. Describir el razonamiento de los
estudiantes al resolver una tarea de

generalizacion.
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CAPITULO 4. METODOLOGIA

En este capitulo, presentamos el marco metodoldégico que ha guiado nuestra
investigacion. A lo largo de este capitulo, entregamos una descripcion global de nuestro
trabajo y como se llevaron a cabo todas las etapas del proceso de investigacion.

En primer lugar, describimos nuestro paradigma de investigacion, siguiendo la
investigacion de disefio (e.g., Molina et al., 2011) y, mas concretamente, los experimentos
de ensefianza. En segundo lugar, presentamos las caracteristicas de los participantes de
esta Tesis Doctoral. Posteriormente, describimos el procedimiento de recoleccion de
informacién, detallando las sesiones realizadas en el marco del experimento de
ensefianza. Proporcionamos también, una descripcion completa de los instrumentos
utilizados para recopilar la informacion necesaria. Finalmente, exponemos como
Ilevamos a cabo el andlisis de datos, presentando las categorias de analisis empleadas en
nuestros estudios. Estas categorias son esenciales para estructurar y evaluar la

informacién recopilada.
4.1. Disefio de Investigacion

Esta investigacion tiene un enfoque mixto el cual implica un conjunto de procesos de
recoleccion, andlisis y vinculacion de datos cuantitativos y cualitativos en un mismo

trabajo (Hernandez-Sampieri et al., 2014).

Nuestra investigacion es de caracter descriptivo, exploratorio y explicativo. Como lo
expresaron Hernandez-Sampieri et al. (2014) los trabajos descriptivos por lo general
fundamentan las investigaciones correlacionales, las cuales a su vez proporcionan
informacion para llevar a cabo estudios explicativos que generan un sentido de
entendimiento. Esto permite evaluar la relacion que existe entre dos 0 mas conceptos,
categorias o variables. En nuestro caso, relacionar y analizar la generalizacion, mediacién
y las préacticas algebraicas. Esta metodologia se centra en la exploracién profunda de
conceptos, contextos o situaciones, y en la interpretacion de significados y patrones

emergentes.
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Para llevar a cabo esta Tesis Doctoral, adoptamos un enfoque de investigacion de disefio,
centrandonos en los experimentos de ensefianza. Nuestro objetivo principal fue explorar
las habilidades de los estudiantes en el contexto del pensamiento algebraico,
especificamente en tareas relacionadas con el pensamiento funcional. Ademas de esto,
aplicamos técnicas complementarias que incluyeron la observacion participante,
entrevistas semiestructuradas y cuestionarios. Este enfoque metodologico requirio la
utilizacion de una variedad de instrumentos de recopilacién de datos, como grabaciones
en video de las sesiones en el aula y en las entrevistas, documentos de trabajo de los

estudiantes y registros de las observaciones detalladas de las sesiones y las entrevistas.

4.1.1. Investigacion de Disefio

La investigacion de disefio se destaca por su enfoque en la comprension y mejora de la
realidad educativa a través de la consideracion de contextos naturales, al mismo tiempo
que involucra el desarrollo y analisis de un disefio instruccional especifico. Este enfoque
se centra en la resolucion de problemas y desafios educativos a través de un enfoque
practico, orientado hacia la accién, principalmente de naturaleza cualitativa. Su proposito
principal es analizar el aprendizaje en contextos reales mediante la planificacion y el
estudio sistematico de enfoques de aprendizaje particulares, estrategias de ensefianza y
herramientas, teniendo en cuenta la interconexion intrinseca entre el proceso de

aprendizaje, la ensefianza y la evaluacion (Molina et al., 2011).

La investigacion de disefio es un paradigma metodoldgico altamente eficaz en el &ambito
de la investigacion sobre los procesos de ensefianza-aprendizaje. Segun Swan (2020) esto
se realiza a través de ciclos de disefio, implementacion, observacion, analisis y, si es
necesario, el redisefio. Confrey (2006) expresé que a través de la investigacion de disefio
se busca documentar los recursos y conocimiento de los estudiantes, ademas de sus
interacciones, concepciones, recursos y ensefianza a través de observaciones y
evaluaciones. Sus objetivos consisten en proporcionar un conocimiento sistematico y
fiable sobre el proceso de aprendizaje, ofreciendo una vision que facilite la toma de
decisiones para su mejora (Cobb, 2000; Sawn, 2020). Molina et al. (2011) propusieron
una estructura general para la investigacion de disefio (ver Figura 4-1), donde

consideraron distintas fases, desde la preparacion, considerando la situacién de
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ensefanza/aprendizaje, como los objetivos de investigacion, el disefio para la recogida de
datos, su posterior puesta en practica y, por ultimo, un analisis de lo realizado.
Figura 4-1

Estructura General de una Investigacion de Disefio

. . L, CICLOS ITERATIVOS
Situacién de Problema y objetivos de investigacién —
fanzalapredizai Variables en estudio y variables del entorno Anilisis de datos
ensenanzajapredizaje Participantes (Re)Formulacidn de hipdtesis y conjeturas
+ Puesta en prictica
Principios tedricos Disefio one] del disiﬁo /
(bisqueda bibliografica) isefio instruccio : "\
Espc::riencia prefia del Trayectoria hipotética de aprendizaje Recogida de datos
equipo investieador Hipétesis/conjeturas de mvestigacion L .
anp ¢ Disefio de la recogida de datos (Re)])meno msh’uc_.monal
(Re)Disefio de la recogida de datos

Maodelo tedrico sobre

el fendmeno de aprendizaje \ l
Andlisis

Resultados tedricos {”_"'f—-’-—;. restrospectivo

sobre disefio instruceional

Nota. Figura extraida de Molina et al. (2011, p.76).

La investigacion de disefio permite acercar la practica educativa y los analisis tedricos
(Molina et al., 2011). Para nuestra investigacion esto es fundamental, permitiéndonos
explorar y obtener resultados actuales y reales de lo que sucede con los estudiantes al
trabajar con tareas que aborden el pensamiento funcional. Ademas, este tipo de
metodologia ofrece a los docentes conocer las secuencias de ensefianza realizadas,
dandoles la posibilidad de aplicarlas, adaptarlas, y modificarlas, segln sea su realidad

educativa y necesidades.

4.1.2. Experimento de Ensefianza

Los experimentos de ensefianza se enmarcan en la investigacién de disefio (Molina et al.
2011). Steffe y Thompson (2000) expresaron que un experimento de ensefianza es una
secuencia de sesiones en los que los participantes son normalmente uno 0 mas
investigadores-docentes, con uno o varios estudiantes. “Este tipo de investigaciones
destacan por su potencial para desarrollar teorias sobre el proceso de
ensefanza/aprendizaje, de contenidos especificos, de una forma sensible a la complejidad
y naturaleza sistémica de dicho proceso” (Molina et al., 2011, p. 34). Los experimentos

de ensefianza ayudan a comprender como, cuando y porqué las innovaciones educativas
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pueden funcionar en el aula (Ayala-Altamirano, 2021). Uno de los propositos de utilizar
los experimentos de ensefianza, es que los investigadores experimenten, de primera mano,
las experiencias de los estudiantes (Steffe y Thompson, 2000). Tal como indicaron
Engelhardt et al. (2004) el nucleo esencial del experimento de ensefianza se centra en la
modelacién de las respuestas de los estudiantes para forjar una comprensién continua de
su progreso a lo largo del tiempo. El propdsito principal es construir un modelo del
proceso de aprendizaje y desarrollo de los estudiantes, en relacion con un contenido
especifico. Se considera que este aprendizaje es el resultado de las estrategias y
situaciones disefiadas e implementadas por el investigador-docente, como expresaron
Molina et al. (2011).

Es importante destacar el rol del investigador o investigadores al llevar a cabo el
experimento de ensefianza. El investigador asume dos roles fundamentales: el de docente
y el de entrevistador. El entrevistador recopila las ideas y perspectivas de los estudiantes
en relacién con los objetivos de investigacion, en su rol como entrevistador (Engelhardt
et al., 2004). El rol de investigador-docente consiste en crear situaciones y establecer
formas de interaccién con los estudiantes que los motiven a modificar su pensamiento
actual (Steffe y Thompson, 2000). Esto permite que puedan experimentar en primera

persona lo que va sucediendo en el aula.

El experimento de ensefianza también esta relacionado con el ciclo de aprendizaje. Un
ciclo de aprendizaje tipico consta de tres fases: exploracién, introduccion de conceptos y
aplicacion de conceptos (Engelhardt et al., 2004). Cobb y Gravemeijer (2008) expresaron
que para realizar un experimento de ensefianza se deben realizar tres fases: la preparacion
del experimento de ensefianza, la experimentacién y por Gltimo el andlisis retrospectivo

de los datos obtenidos.

Molina et al. (2011) describieron las acciones a realizar en cada una de las fases de un
experimento de ensefianza. En la figura 4-2 detallamos algunas de estas acciones a

considerar:
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Figura 4-2

Acciones a Realizar en cada una de las Fases de un Experimento de Ensefianza

[Preparacién del experiemento

« Definir el problema y objetivos de investigacion.
« Evaluar conocimiento inicial de alumnos.

+ Seleccionar metodologias de ensefianza adecuadas.

+ Disefar secuencia de intervenciones en el aula y temporalizacion.

+ Disefiar la recogida de datos.

[Experimentacién (antes, durante y después)

* Obtener informacion sobre trabajo previo en el aula.
« Ultimar el disefio de la intervencion.

» Modificar el disefio de la intervencion si es necesario.
* Recoger datos de lo que ocurre en el aula.

+ Analizar los datos recogidos en la intervencion.

* Revisar y reformular hipétesis/conjeturas de investigacion.

[Anélisis retrospectivo de los datos

* Recopilar y organizar la informacion recogida.

 Analizar los datos para comprender la situacion de ensefianza y aprendizaje en

su totalidad.

Nota. Figura modificada que resume la informacion de tabla 1 de Molina et al. (2011, p. 80).

Para llevar a cabo los experimentos de ensefianza, podemos considerar las ideas

planteadas por Llinares (2014) quien enfatizd sobre la relevancia de elegir, disefiar y

secuenciar actividades matematicamente significativas que contribuyan al proceso de

aprendizaje de los estudiantes (ver Figura 4-3).
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Figura 4-3
Sistema de Actividad que Articulan la Ensefianza de las Mateméticas como una Préctica

Seleccionar y disefiar
tareas matematicas
adecuadas

Interpretar y analizar
el pensamiento
matematico de los
estudiantes

La ensefianza de
las matematicas
como una practica

\/

Iniciar y guiar el
discurso matematico
y gestionar las
interacciones
matematicas en
el aula

Nota. Figura extraida de Llinares et al. (2008, p. 62).

4.2. Participantes

Para llevar a cabo esta investigacion, trabajamos con dos cursos de primaria
pertenecientes a un colegio concertado de Granada. Este centro educativo se caracterizaba
por su perfil socioeconémico y cultural, de categoria bajo-medio. Ademas, este colegio
opera bajo el enfoque de comunidades de aprendizaje. La seleccién de la muestra se

realizé de manera intencional, considerando la disponibilidad del centro y los docentes.

Uno de los cursos involucrado en esta Tesis Doctoral corresponde a un grupo de
estudiantes de segundo de primaria (7-8 afios). Este grupo estaba compuesto por 24
estudiantes. En relacion con sus conocimientos previos, estaban familiarizados con
nameros en el rango de 0 a 399, asi como la comparacion de numeros, valor posicional y
habian trabajado la suma y la resta. Ademas, este curso no habia tenido experiencia previa

con problemas que involucraran funciones lineales o generalizacion.

El otro curso estaba conformado por un grupo de estudiantes de cuarto de primaria (9-10
afios) de 25 estudiantes. En cuanto a sus conocimientos previos, habian abordado las
cuatro operaciones aritmeticas fundamentales (suma, resta, multiplicacion y division). No
obstante, al igual que el grupo anterior, no tenian experiencia con tareas que implicaran

funciones lineales o generalizacion.

123




Hemos elegido trabajar con dos cursos diferentes para nuestra Tesis Doctoral con el
objetivo de explorar el pensamiento funcional en estudiantes de distintas edades,
considerando que tienen diferentes niveles de conocimiento y diferentes formas de
abordar el trabajo con el pensamiento funcional. En la etapa inicial de la investigacion,
optamos por utilizar cuestionarios individuales. Por esta razon, seleccionamos a segundo
de educaciéon primaria, donde los estudiantes ya tienen un nivel de lectoescritura
aceptable. A esta edad, los nifios estan desarrollando habilidades matematicas
fundamentales. Por otro lado, los estudiantes de cuarto curso han avanzado en su
aprendizaje matematico, lo que nos permite abordar actividades mas complejas, tanto en
términos de operaciones presentadas como en el rango numérico. Esta diversidad entre
los dos cursos nos brindé la oportunidad de analizar como se manifiesta el pensamiento

funcional en distintas etapas del proceso educativo.

En nuestra investigacion, otorgamos importancia al papel desempefiado por los
investigadores-docentes (Narvaez y Cafiadas, 2023), quienes forman parte del proyecto
de investigacion. En ambos grupos de estudiantes contamos con la presencia de
investigadores-docentes que dirigian las sesiones, encargandose estos de la introduccion
de las tareas, asi como de fomentar la participacion activa de todos los estudiantes.
Ademas, en las sesiones se contd con el apoyo de otros integrantes del proyecto que
contribuyeron tanto en la grabacién de las sesiones como en su desarrollo. En cada sesién
participaron entre 2 o 3 miembros del proyecto en el aula. Las docentes a cargo de los
cursos estuvieron presentes, aunque no intervinieron directamente, limitandose

Unicamente a acciones relacionadas con la gestion del aula.
4.3. Procedimiento de Recoleccion de Informacién

Los datos que analizamos en esta Tesis Doctoral provienen de los experimentos de
ensefianza realizados en el proyecto de investigacion en el que esté inserta este trabajo.
En este trabajo nos centramos en los desarrollados durante el curso 2017/2018 en un
colegio concertado de la ciudad de Granada. Destacamos que, para la realizacién de las
sesiones correspondientes contamos con los permisos pertinentes, tanto de los tutores

legales de los estudiantes, como del centro educativo con el que colaboramos.
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En cada curso realizamos una sesion diagnostica (sesién 0), donde aplicamos un
cuestionario inicial. Posteriormente implementamos tres sesiones en segundo y cuatro
sesiones en cuarto de primaria. En estas sesiones trabajaron tareas de generalizacion
contextualizados que involucraban funciones lineales. Cada sesion tuvo una duracion de
60 minutos aproximadamente y se desarrollaron en sus aulas de clases habituales. Los
estudiantes de ambos cursos se ubicaban habitualmente en grupos en el aula. Mantuvimos
esta organizacion durante la recogida de informacion para no modificar su préactica en el
centro. La participacion fue activa y constante en ambos cursos. En la figura 4-4
mostramos una imagen donde se ve la distribucion de uno de los cursos en su aula
habitual.

Figura 4-4

Distribucién habitual de la Clase de Cuarto de Primaria

‘ ‘\\ . /
iy GBS

Las sesiones fueron videograbadas, ubicando una camara al final del aula. Esto no

interfirié en la organizacion y distribucion de los espacios de trabajo de los estudiantes.
Ademas, contamos con una camara movil con la que los investigadores registramos el

trabajo individual de los estudiantes.

Las sesiones del experimento de ensefianza fueron planificadas considerando tres

momentos: inicio, desarrollo y cierre. Lo mostramos en la Figura 4-5.
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Figura 4-5

Estructura de las Sesiones de Clases

Inicio: Desarrollo: Cierre:
Presentacion de la Presentacion y Revision de las
tarea funcional, entrega de la hoja de actividades
utilizando distintas trabajo. Las realizadas, puesta en
representaciones realizaban de forma comun y discusiones
(tablas, imagenes, individual o en de las respuestas.
etc.). Ademas de la pequefios grupos. En
realizacion de ocasiones se
distintas preguntas realizada una
sobre casos revision de lo hecho
relacionados a la y se continuaba con
tarea. otra actividad.

- AN N\ J

El proposito de las sesiones fue investigar las relaciones que los estudiantes establecian
entre las variables presentes en las tareas y las generalizaciones que manifestaban.
Ademas, examinamos el impacto de las mediaciones llevadas a cabo por los
investigadores-docentes y evaluamos las justificaciones proporcionadas por los

estudiantes.

En la planificacion de las sesiones, tuvimos en cuenta distintos elementos: (a) los
objetivos de investigacion, (b) las funciones involucradas, (c) el contexto en el que se
enmarca la tarea, asegurando que fuese relevante y motivador para los estudiantes, (d) las
preguntas que se les plantearian, considerando un lenguaje claro, y (e) los casos
particulares de las funciones (parejas de valores) que se les presentarian, considerando
gue no fuesen consecutivos, pero que fueran de menor a mayor complejidad. Si

notabamos que el grupo no avanzaba en las tareas, podiamos considerar retroceder a casos
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con cantidades implicadas menores. Ademas, para una planificacién efectiva, nos
basamos en el modelo de razonamiento inductivo propuesto por Cafadas y Castro (2007)
quienes describieron el proceso inductivo, trabajando desde casos particulares hasta llegar

a la generalizacion.

En nuestra investigacion destacamos la importancia del discurso y la accion mediada en
la realizacion de las sesiones y su posterior analisis (Ayala-Altamirano, 2021). Es por ello
que, durante las sesiones motivamos constantemente la participacion de todos los
estudiantes. Ademas, las justificaciones tuvieron un rol importante en el desarrollo de las
sesiones, considerandolas como un conjunto de respuestas que los estudiantes ofrecian
cuando se les solicitaba proporcionar evidencia matematica para respaldar un resultado
(Simon y Blume,1996).

Adicionalmente a las sesiones realizadas, aplicamos en distintos momentos del
experimento de ensefianza entrevistas individuales. En el caso de segundo de primaria se
realizaron tres entrevistas, una posterior a la sesion 0, las otras dos al finalizar el
experimento de ensefianza. En cuarto de primaria se aplicaron dos entrevistas. La primera
fue posterior a la sesion 0 y la otra al finalizar las sesiones de trabajo. En ambos cursos
realizamos entrevistas individuales a seis estudiantes de distintos rendimientos
académicos. Esta diversidad nos permitié observar a estudiantes que presentaban
dificultades en matematicas, como aquellos que tenian méas habilidades. Esta seleccién
ademas consider6 que los estudiantes fuesen participativos, 1o que nos ayudo para que
expresaran sus respuestas. En el apartado 4.4 de esta tesis detallaremos méas sobre este

instrumento.

Las tareas cumplieron un rol central al momento de trabajar en las sesiones y las
entrevistas realizadas. Estas fueron presentadas, considerando distintos contextos
cercanos a los estudiantes (cumpleafios, super héroes, etc.). Algunas tareas fueron
replicadas de trabajos previos y otras fueron elaboradas por el grupo de investigacion. A
continuacion, en las tablas 4-1 y 4-2 presentamos el detalle de las sesiones realizadas,
incluyendo las fechas de aplicacion, contextos de la tarea planteada y funciones

implicadas en segundo y cuarto de primaria
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Tabla 4-1

Sesiones y Entrevistas realizadas para Segundo de Primaria

Curso Sesion Entrevista Fecha Tarea Enunciado de la tarea Funcion Variables Estructura
0 04/12/2017 Maquinas de Enunamaquina de bolas entra y=x+3 Bolas que Aditiva
bolas una cantidad de bolas y salen entran y
tres bolas mas. total de
bolas que
20 salen
Primaria Inicial/individual 15/12/2017 Maquinas de Enuna méquinade bolas entra y=x+3 Bolas que Aditiva
bolas una cantidad de bolas y salen entran y
(revision de  tres bolas mas. total de
cuestionario) bolas que
salen
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Curso Sesion Entrevista Fecha Tarea Enunciado de la tarea Funcion Variables Estructura
1 19/01/2018 Parquede Un nuevo parque de y=x+3 NUmero de Aditiva
atracciones atracciones ha llegado a viajes y
1 Granada. Para entrar, te sacas cantidad de
un carnet de socio que vale 3 euros
euros y puedes entrar siempre gastados
que quieras. En el parque hay
diferentes atracciones. Cada
viaje vale 1 euro.
2 02/02/2018  Parquede A Pulianasllegaunparquede oy 11 Ngmerode Multiplicativa
atracciones atracciones. La primera vez viajes y y aditiva
2 que entras, te sacas un carnet cantidad de
de socio que va!e 1 euro y eUrOS
puedes entrar siempre que gastados

quieras. En el parque hay
diferentes atracciones. Cada
viaje en una atraccion vale 2
euros.
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Curso

Sesion Entrevista Fecha Tarea

Enunciado de la tarea

3 23/02/2018 Cumplearios

Final/grupal 04/05/2018  Paradas de
tren

Lucia cumple afios y sus
padres quieren invitar a sus
amigos a la fiesta. Hay que
poner bocadillos y tartas, asi
que cada persona tendrd dos
platos.

Un tren va recogiendo a los
amigos de Elsa para que vaya
a su cumpleafios. En cada
parada de tren se montan
siempre el mismo nimero de
personas. Queremos saber
cuantas personas tendra el
tren cuando haya pasado por
muchas paradas. ¢COmo
puedes saber cuantas personas
puede llevar el tren si en cada
parada suben 2 personas?

Funcion Variables Estructura
y=2X NUmero de  Multiplicativa
invitados y 0 aditiva
numero de
platos
y=2X NUmero de  Multiplicativa
paradas y 0 aditiva
ndmero
total de
personas
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Curso Sesion Entrevista Fecha Tarea Enunciado de la tarea Funcion Variables Estructura

Final/individual 18/08/2018 Superhéroes Dos superhéroes, Iron Man y y=x+4 Edad de Aditiva
Capitan Ameérica cumplen Iron Many
afios el mismo dia. Cuando edad de
Iron Man cumplié 5 afios, el Capitan
Capitan América cumpli6 9. América

Nota. Estan sombreadas las sesiones que hemos analizado en esta Tesis Doctoral.
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Tabla 4-2
Sesiones y Entrevistas realizadas para Cuarto de Primaria

Curso  Sesion Entrevista Fecha Tarea Enunciado de la tarea Funcion Variables Estructura
0 24/11/2017 Méaquinade Hoy os planteamos un juego.  y=2x+1 Bolas que  Multiplicativa
bolas Os presentamos una maquina entran y y aditiva
que transforma  numeros. total de
Vuestro trabajo es averiguar bolas que
4° como funciona. salen
Primaria Inicial/individual 15/12/2017 Maquinas de Hoy os planteamos un juego.  y=2x+1 Bolas que  Multiplicativa
bolas Os presentamos una maquina entran y y aditiva
(revisibnde que transforma  nUmeros. total de
cuestionario) Vuestro trabajo es averiguar bolas que
cémo funciona. salen
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Curso  Sesion Entrevista Fecha Tarea Enunciado de la tarea Funcion Variables Estructura
1 19/01/2018 Parquede Un nuevo parque de  y=2x+1 Numero de Multiplicativa
atracciones atracciones ha llegado a viajes y y aditiva
1 Granada. Para entrar, te sacas cantidad de
un carnet de socio que vale 1 euros
euro y puedes entrar siempre gastados
que quieras. En el parque hay
diferentes atracciones. Cada
viaje vale 2 euros.
2 02/02/2018  Parque de A Pulianas llega un parque de y=x+3 Numero de  Multiplicativa
atracciones  atracciones. La primera vez viajes y y aditiva
2 que entras, te sacas un carnet cantidad de
de socio que cuesta 3 euros y euros
puedes entrar siempre que gastados

quieras. En el parque hay
diferentes atracciones. Cada
Viaje en una atraccion vale 1
euro.
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Curso  Sesion Entrevista Fecha Tarea Enunciado de la tarea Funcion Variables Estructura
3y4 23/02/2018 Cumpleafios Isabel estad preparando su y=2X Numero de Multiplicativa
06/04/2018 fiesta. de c.umpleaﬁos. mesas y o aditiva
Comienza organizando las numero de
mesas Y las cajas de sorpresas cajas
para sus invitados. Ella junta
algunas mesas formando una
fila y coloca una caja a cada
lado de la mesa, tal como se
muestra en la imagen.

Final/individual 04/05/2018 Cumpleafios En el cumpleafios de Isabel le  y=3x+1 Numero de  Multiplicativa
regalaran la misma cantidad invitados y y aditiva
de globos a cada invitado y nimero de
colocardn un globo en la globos

puerta para avisar que es la
casa del cumplearios.

Nota. Estan sombreadas las sesiones que hemos analizado en esta Tesis Doctoral.
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Para esta Tesis Doctoral, analizamos algunas de las sesiones que formaban parte del
experimento de ensefianza para segundo y cuarto de primaria. A continuacion,

describimos cada una de ellas.

4.3.1. Sesiones de Segundo de Primaria

En esta Tesis Doctoral nos centramos en la sesion 0 y la entrevista inicial realizadas en
segundo de educacion primaria para evaluar la capacidad de generalizacion de los
estudiantes sin la influencia de las sesiones posteriores. Ademas, la comparacién con las
entrevistas iniciales, realizadas posteriormente a esta sesion, nos dio informacién sobre
el impacto de las mediaciones en la generalizacion de los estudiantes. A continuacion,

describimos cada una de las sesiones.

4.3.1.1. Sesion Maquina de Bolas (Sesion 0)

Durante esta sesion, presentamos una tarea de generalizacion basada en la funcion y=x+
3. La variable independiente se asociaba con la cantidad de bolas introducidas en una
maquina, mientras que la variable dependiente hacia referencia al nimero de bolas que
salian de la méquina. Consideramos este contexto como punto de partida, ya que
investigaciones previas han explorado el pensamiento funcional en educacion primaria,
introduciéndolo a través del estudio de maquinas funcionales. Esta tarea se centra en la
relacion entre las entradas y las salidas, asi como en la regla que respalda un conjunto
especifico de entradas y salidas (Pittalis et al., 2020).

Esta sesion tuvo una duracion de 50 minutos y contd con la participacion de 21

estudiantes. La disposicion en el aula consistia en grupos de 4 o 5 estudiantes.

La sesion comenzd con la presentacion de la tarea, donde el investigador-docente les
presentd el contexto (ver Tabla 4-1). Con ayuda de representaciones pictoricas, les
presentd distintos ejemplos con casos particulares (ver Figura 4-6). Es importante

destacar que en ningin momento el entrevistador revel6 la relacion funcional.
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Figura 4-6

Ejemplos de Casos Presentados

Posteriormente a la explicacion e interaccién con los estudiantes del curso, les
entregamos un cuestionario individual (ver Anexo A). En el apartado 4.4.1.

describiremos en mayor profundidad este instrumento de recogida de informacion.

Esta sesion para el grupo de investigacion fue relevante, puesto que nos permitio
seleccionar a los seis estudiantes que realizaron la entrevista. Esta seleccion se basé en
los resultados obtenidos de las respuestas del cuestionario, atendiendo si habian o no

generalizado.

4.3.1.2. Entrevista Inicial

La entrevista se realiz6 dos semanas después de la primera sesién y tuvo una duracion
aproximada de 20 minutos maximo, no siendo el tiempo una limitacién para el trabajo
en latarea. El espacio fisico donde se realizaron las entrevistas fue en un aula del mismo

colegio, distinta a la sala de clases habitual de los estudiantes (ver Figura 4-7).
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Figura 4-7

Entrevista realizada a Estudiante de Segundo de Primaria

Durante la entrevista revisamos el cuestionario realizado la sesion anterior. En esta
oportunidad, preguntamos a los estudiantes el porqué de sus respuestas, ademas de dar
la posibilidad de corregir algunas respuestas donde observamos errores.
Adicionalmente, se les realizd distintas preguntas del cuestionario, que podia ir desde
casos cercanos, lejanos o indeterminados, que ayudaron a los estudiantes a comprender

latarea. La entrevista dio oportunidad para que los estudiantes explicaran la regularidad.

4.3.2. Sesiones de Cuarto de Primaria

En cuarto de primaria nos centramos en la sesion 1, sesion 3 y entrevista final (ver Tabla
4-2). La eleccion de analizar la primera sesion fue con la intencion de examinar el
proceso de generalizacién desde un punto inicial, evaluando las fases de razonamiento
involucradas, permitiéndonos comprender como los estudiantes abordaban los
problemas relacionados con la generalizacion, realizando un analisis comparativo con
la entrevista final. Por otro lado, la eleccién de la tercera sesién buscd explorar las
generalizaciones realizadas, poniendo énfasis en la justificacion de las respuestas. Esta
sesion, se destacé por la gran cantidad de justificaciones realizadas por los estudiantes.

A continuacién, describimos cada una de ellas:

4.3.2.1. Sesion Parque de Atracciones (Sesion 1)

En esta sesion, presentamos una tarea de generalizacion que implicaba la funcion

y=2x+1. Pedimos que imaginaran que ellos estaban en el parque y que compartieran
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cuales atracciones les gustaria montar. Después de eso, la investigadora-docente

presentd diferentes casos a los estudiantes.
= Cuanto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar 2 viajes?,
¢como lo sabes?
= ;Cuanto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar 10 viajes?,
¢como lo sabes?

= Cuanto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar 5 viajes?,

¢como lo sabes?

A continuacion, se les entregé un cuestionario individual a los estudiantes, el cual
resolvieron de forma individual. En la Figura 4-8 presentamos un ejemplo de preguntas

realizadas en el cuestionario.

Figura 4-8

Pregunta de Cuestionario de Cuarto de Primaria

3. ¢Cuanto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar 20 viajes?

¢Coémo lo sabes?

Posteriormente, llevamos a cabo una revision en la que los animamos a exponer sus
respuestas y a salir a la pizarra para mostrar como habian llegado a sus resultados. Es
relevante subrayar que promovimos activamente la participacion de todos los
estudiantes durante toda la sesion. En la puesta en comun salian a la pizarra dos

estudiantes por cada pregunta, donde explicaban sus respuestas (ver Figura 4-9).
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Figura 4-9

Puesta en Comun de Cuarto de Primaria

4.3.2.2. Sesion Cumpleafios (Sesion 3)

En esta sesidn, presentamos una tarea de generalizacion que implicaba la funcion y= 2x.

El contexto era sobre las mesas y cajas de chucherias que usarian para la fiesta de

cumpleafios. La presentacion de la tarea se acompafio de la representacion concreta y

manipulativa (ver Figura 4-10). Esto ayudd a los estudiantes a observar como se

organizaban las mesas y cajas. La investigadora-docente les mostrd lo que sucedia

cuando tenian una mesa, dos mesas y tres mesas.

Figura 4-10
Presentacion de la Tarea
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Después de la introduccion, entregamos a cada estudiante una hoja que incluia una tabla,
la cual completaron en conjunto con la investigadora-docente (ver Figura 4-11).

Figura 4-11

Extracto de la Sesion y Tabla que completaron los Estudiantes

Isabel estd preparando su fiesta de cumpleaiios. Comienza org do las mesas y las cajas de
para sus invitados. Ella junta algunas mesas formando una fila y coloca una caja a cada
lado de la mesa, tal como se muestra en la imagen.

alals]

Nimero de mesas

Los casos que les presentamos en esta parte inicial de la sesién fueron casos particulares
no consecutivos (3 mesas, 8 mesas, 2 mesas y 6 mesas). Después les entregamos el
cuestionario, que debian resolver de forma individual (ver Anexo C). Debian completar
una tabla que incluia algunos valores. En algunos casos se les entreg6 la cantidad de
mesas (relacién directa) y en otros se les entregd la cantidad de cajas (relacién inversa).
Esta tabla la debian completar con la cantidad correspondiente para cada caso y, ademas,
debian explicar como habian llegado a ese resultado (ver Anexo E). El cuestionario

ademas incluia dos preguntas con cantidades indeterminadas:

= ,COmo sabes cuantas mesas hay cuando conoces la cantidad de cajas?

= ;CoOmo sabes cuantas cajas hay cuando conoces la cantidad de mesas?

Para terminar la sesion, realizamos una puesta en comun, donde revisaron los resultados
para cada caso presentados el cuestionario. La investigadora-docente complet6 en la
pizarra la tabla con las respuestas que entregaban los estudiantes.

4.3.2.3. Entrevista Final

La entrevista final se realiz0 cuatro semanas después de la Ultima sesion y tuvo una
duracion aproximada de 20 minutos maximo, no siendo el tiempo una limitacion para

el trabajo en la tarea. El espacio fisico donde se realizaron las entrevistas fue un aula del
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mismo colegio, distinta a la sala de clases habitual de los estudiantes. En la entrevista
se presentd una nueva tarea sobre generalizacién. En el apartado 4.4.2 describimos esta

entrevista.
4.4. Instrumentos de Recoleccion de Informacion

Los instrumentos de recogida de informacion utilizados en esta Tesis Doctoral fueron
cuestionarios individuales cumplimentados por los estudiantes y las entrevistas
semiestructuradas individuales. El cuestionario y la entrevista semiestructurada
utilizada fueron validadas a través de la triangulacion de expertos. Tanto el cuestionario
como el protocolo de entrevista fueron disefiados y validados por miembros del
Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada,

pertenecientes al proyecto de investigacion.

4.4.1. Cuestionarios

Un cuestionario es un “instrumento o formulario impreso, destinado a obtener
respuestas sobre el problema en estudio y que el investigado o consultado llena por si
mismo (Canales et al., 1994, p. 132). Como lo expresaron Hernandez-Sampieri et al.
(2014) “un cuestionario consiste en un conjunto de preguntas respecto a una o mas

variables a medir” (p. 315).

Para la elaboracion de los cuestionarios utilizados, nos basamos en el modelo de
razonamiento inductivo de Cafadas y Castro (2007). Estos cuestionarios se entregaban
a los estudiantes después de haberles presentado la tarea y de haber trabajado con los
primeros casos particulares. Para garantizar su efectividad, redactamos las preguntas de
manera clara y precisa considerando el nivel de los estudiantes. Ademas, para
disefiarlos, tuvimos en cuenta el orden de las preguntas, desde casos particulares
(cercanos y lejanos) hasta casos generales e indeterminados. Esto permitia que los
estudiantes identificaran la regularidad de la tarea. La mayoria de las preguntas fueron
abiertas, permitiéndoles una respuesta escrita libre y no delimitada. También habia
algunas preguntas cerradas donde les proporcionabamos opciones de respuesta

predefinidas y delimitadas (Hernandez-Sampieri et al., 2014). La extension de cada
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cuestionario consideré el tiempo de trabajo que tendrian los estudiantes para resolverlo

en el aula.

A continuacion, presentamos las principales caracteristicas de los cuestionarios

utilizados para segundo y cuarto de primaria (ver Tablas 4-3 y Tabla 4-4):
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Tabla 4-3

Principales Caracteristicas de los Cuestionarios Utilizados en las Sesiones de Trabajo para Segundo de Primaria

Ejemplos de preguntas por tipo de casos

Cercanos

Lejanos

Indeterminados

Sesion Contexto y funcion

0 Maquina de bolas
(Y= x+3)

1 Parque de atracciones
(y=x+3)

2 Parque de atracciones
(y=x+1)

3 Cumpleafios
(y=2x)

;Cuantas bolas saldran de la
maquina si metemos 8 bolas?

¢Cuanto tienes que pagar por
hacerte socio del parque y
comprar 7 viajes ?, ;Como lo
sabes?

¢Cuanto pagas por el carnet y
10 viajes?, Explicame cémo lo
haces

Si hay dos personas en el
cumpleafios, ¢Cuantos platos
hay que comprar para la fiesta?

Pon el nimero de bolas que ta
quieras al principio de la maquina.
¢Cuantas bolas salen?

¢Cuanto tienes que pagar por
hacerte socio del parque vy
comprar 100 Viajes?, ¢(Cémo lo
sabes?

¢Cuanto pagas por el carnet y un
millon viajes?, Explicame como
lo haces.

Si van 120 personas a la fiesta,
¢cuantos platos hay que comprar?

Ahora vamos a hacer un juego en el
que gana quien averigie como
funciona la maquina. ;Como puedes
saber cuantas bolas salen de la
maquina?

Un nifio de la clase ha dicho que se
hizo socio y las veces que viaja en
las atracciones. Explicale como
puede calcular cuanto se ha gastado

Isabel paga por el carnet y muchos
viajes. Explica como sabe cuanto

paga

Los padres de Lucia han recibido
una carta de su amigo extraterrestre.
Marsian les ha dicho (en su idioma)
gue van a ir Q extraterrestres a la
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Sesion

Contexto y funcién

Ejemplos de preguntas por tipo de casos

Cercanos

Lejanos

Indeterminados

fiesta. Puedes escribir los platos que
se necesitan.
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Tabla 4-4

Principales Caracteristicas de los Cuestionarios utilizados en las Sesiones de trabajo para Cuarto de Primaria

Sesion  Contexto y funcién Ejemplos de preguntas por tipo de casos
Cercanos Lejanos Indeterminados
0 Maquina de bolas  (Qué numero saldrda si Mete el nimero que tl quierasenla 6. Si ? es un numero que no
(y= 2x+1) metemos el nimero 20? maquina. ;Qué numero saldra? conocemos, ¢coémo indicarias el
namero que sale de la maquina?

1 Parque de ¢Cuénto tienes que pagar por ¢Cuanto tienes que pagar por hacerte Un nifio de la clase ha dicho que se
atracciones hacerte socio del parque y socio del parque y comprar 100 hizo socio y las veces que viaja en
(y= 2x+1) comprar 4 viajes?, ;Como lo Viajes?, ;Como lo sabes? las atracciones. Explicale cémo
sabes? puede calcular cuanto se ha gastado
2 Parque de ¢Cuanto pagas por el carnet y ¢Cuanto pagas por el carnet y un Encarna paga por el carnety ’
atracciones ﬁ? viajes? Explicame como lo hmlllon viajes?, Explicame cémo lo viajes. Explica como sabe cuénto

(y= x+3) aces aces. paga.
3 Cumpleafios Numero de Numeros Numero de Numeros ¢COmo sabes cuantas mesas hay
Mesas de cajas mesas de cajas cuando conoces la cantidad de cajas?
(y=2%) 6 2000 jas’

Explica como lo sabes

Explica como lo sabes
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Sesién  Contexto y funcion Ejemplos de preguntas por tipo de casos
Cercanos Lejanos Indeterminados
4 Cumpleafios Cuando Isabel utiliza 11 mesas | 'Vumero de NUme_ros Cuando Isabel utiliza Z mesas
(y=2%) necesita 21 cajas. Verdadero(V) mesas de cajas necesita Z+Z cajas. Verdadero(V) o
o falso (F). 1000 El doble de falso (F).
1000

Verdadero (V) o falso (F). Explica

como lo sabes.
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A continuacion, describimos los cuestionarios correspondientes para cada una de las

sesiones analizadas por curso.

4.4.1.1. Cuestionario de Segundo de Primaria

Para la sesion “maquina de bolas” utilizamos un cuestionario (ver Anexo A) que incluia
siete preguntas. Estas preguntas estaban divididas en preguntas abiertas y otras de doble
opcidn (verdadero o falso) que abordaban casos particulares (cercanos y lejanos) y casos

generales e indeterminados.

Las primeras cuatro preguntas eran abiertas. Con estas preguntas abordamos casos
particulares (cercanos y lejanos). En la figura 4-12 presentamos un ejemplo este tipo de

pregunta.

Figura 4-12

Ejemplo de Pregunta Abierta sobre un Caso Particular Cercano

2. ;Cuantas bolas saldran de la maquina si metemos 10 bolas? bolas.

Q000
o000

Las dos preguntas siguientes eran abiertas y abordaban la generalizacion (ver Figura 4-
13):
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Figura 4-13
Ejemplo de Pregunta Abierta sobre un Caso Indeterminado

5. Pon el namero de bolas que crees que saldran de la maquina en la
siguiente situacion. bolas.

"~

La pregunta 7 (verdadero o falso), estaba dividida en dos grupos. Este apartado contenia
tres preguntas sobre casos particulares (7.a, 7.b 'y 7¢) y cuatro sobre generalizacion (7.d,

7.e, 7.fy 79). En la Figura 4-14 mostramos un ejemplo de este tipo de pregunta.

Figura 4-14
Ejemplo de Preguntas Cerradas (Verdadero o Falso)

(¢) En la méaquina siempre salen tres bolas mas que las bolas que has
metido.

Verdadera Falsa

(d)En la maquina siempre sale el doble del numero de bolas que de
bolas que has metido.

Verdadera Falsa

Para su aplicacion, el investigador-docente les explicd que en las preguntas abiertas
podian responder como quisieran (para dar oportunidad al uso de diferentes
representaciones como dibujos o palabras). Para las preguntas de verdadero y falso

debian rodear la opcion que ellos consideraran correcta.

4.4.1.2. Cuestionarios de Cuarto de Primaria

Describiremos los dos cuestionarios utilizados para cuarto de primaria, uno para cada

sesion analizada. En la sesion 1 “parque de atracciones” utilizamos un cuestionario de
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ocho preguntas abiertas (ver Anexo C). Las preguntas las organizamos desde casos

particulares cercanos, lejanos, hasta llegar a los casos generales e indeterminados.

Las primeras cinco preguntas estaban destinadas a casos particulares cercanos. A

continuacion, en la Figura 4-15 presentamos un ejemplo:

Figura 4-15
Ejemplo de Pregunta sobre un Caso Particular Cercano

2. (Cuanto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar 4 viajes?

(Como lo sabes?

Las preguntas 6 y 7 del cuestionario eran sobre casos particulares lejanos (ver Figura 4-
16):

Figura 4-16

Ejemplo de Pregunta sobre un Caso Particular Lejano

7. (Cuanto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar un millon de viajes?

(Como lo sabes?

La ultima pregunta, era sobre la generalizacion de la tarea. En ella les pediamos que

explicaran a un amigo lo que gastaria en el parque.

Respecto a la sesion 3 “cumpleafios”, utilizamos un cuestionario el cudl incluia un tabla
que debian completar con los valores faltantes (Ver Anexo E). Los valores no eran
correlativos y estaban organizados desde casos cercanos y lejanos. Ademas, por cada
una de las filas, debian explicar como habian obtenido el resultado. Esta tabla
consideraba la relacion directa e inversa. Este cuestionario incluia ademas dos preguntas

finales donde les solicitamos generalizar para la relacion directa e inversa de la tarea
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trabajada. Las preguntas eran: “;COomo sabes cuantas mesas hay cuando conoces la
cantidad de cajas?” y “,Como sabes cuantas cajas hay cuando conoces la cantidad de

mesas?”.

4.4.2. Entrevistas

Para Cortés y Leon (2004) “la entrevista es un instrumento fundamental en las
investigaciones sociales, pues a través de ella se puede recoger informacion de muy
diversos ambitos relacionados con un problema que se investiga” (p. 37). “Es la
comunicacion interpersonal establecida entre el investigador y el sujeto de estudio a fin
de obtener respuestas verbales a las interrogantes planteadas sobre el problema
propuesto” (Canales et al., 1994, p. 129). Para Hernandez-Sampieri et al. (2014, p. 403)
la entrevista “se define como una reunién para conversar e intercambiar informacion

entre una persona (el entrevistador) y otra (el entrevistado) u otras(entrevistados)”.

La entrevista es un instrumento flexible para obtener informacién que permite explorar
cdmo un sujeto o vario sujetos establecen conexiones e ideas sobre un tema (Cohen et
al., 2018). Es decir, la entrevista es un método versatil y valioso para recopilar
informacion, ya que permite explorar a fondo la experiencia, las opiniones y las
perspectivas de las personas. Para nuestra investigacion, las entrevistas cumplieron un
papel fundamental para la recopilacién de datos cualitativos, lo que nos permitio
profundizar en el andlisis del proceso de generalizacion de los estudiantes. En el caso
de segundo de primaria, la entrevista inicial tenia como objetivo corroborar la
generalizacion de los estudiantes, ademas de analizar las mediaciones realizadas por el
investigador-docente. En el caso de cuarto de primaria, el objetivo de las entrevistas
estaba centrado en comparar el proceso de generalizacion de los estudiantes en relacion
con la primera sesion. Para ambos cursos, las entrevistas nos ayudaron a analizar en
profundidad como los estudiantes generalizan, ofreciendo una vision su progreso y

desarrollo conceptual.

Disefiamos las entrevistas considerando los objetivos de investigacion planteados. La
intencion de las entrevistas fue profundizar en el proceso de generalizacion de los
estudiantes. Estas entrevistas eran semiestructuradas, consideradas como “una guia de
asuntos o preguntas y el entrevistador tiene la libertad de introducir preguntas

150




adicionales para precisar conceptos u obtener mayor informacion” (Herndndez et al.
2014, p. 403). Este tipo de entrevista, en comparacion a una estructurada, es mas abierta
y flexible (Canales et al., 1994) lo que permitié que el entrevistador modificara las
preguntas o el orden en el que las presentaba. Las entrevistas realizadas fueron

videograbadas y transcritas para su posterior analisis.

Del grupo de segundo de primaria, en el que participaron 24 estudiantes, seleccionamos
a seis para realizar las entrevistas individuales. Los criterios de seleccion de los
estudiantes fueron sus resultados en el cuestionario inicial, su rendimiento académico y
su disposicidn a participar. Realizamos la entrevista en un aula de su centro educativo,
distinta a su sala habitual. En esa aula estaba el estudiante entrevistado y un investigador

del proyecto.

En la entrevista revisamos las respuestas escritas de los estudiantes en sus cuestionarios

iniciales (ver Figura 4-17)

Figura 4-17

Entrevista Realizada a Estudiante de Segundo de Primaria

Para el desarrollo de la entrevista, el entrevistador utiliz6 un guion de preguntas
predefinidas como punto de partida. “;Recuerdas como funcionaba esta maquina?; ;me
darias dos ejemplos?; por ejemplo, si entran 4 bolas) ¢qué hiciste para obtener esa

respuesta?”’
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En cada entrevista, partimos del trabajo previo de cada estudiante para identificar en qué
podiamos profundizar segun nuestros objetivos de investigacion. En las entrevistas les
preguntamos sobre distintos casos particulares, partiendo por casos cercanos. Segun
como avanzaba cada estudiante, se iba aumentando el tamarfio de los numeros, hasta
proponer casos con valores indeterminados. Utilizamos un protocolo de entrevista que

ayudaba a guiar el trabajo con los estudiantes (ver Anexo B).

Respecto a los 25 estudiantes que conformaban el grupo de cuarto de primaria,
entrevistamos a 6. La eleccidon de estos estudiantes se basé en criterios especificos,

habian realizado la entrevista inicial y su disposicion para participar activamente.

Durante la entrevista trabajamos con una tarea funcional cuyo contexto era una fiesta de
cumplearios (y=3x+1). El objetivo de la tarea planteada era descubrir la regularidad a
partir de casos particulares, generalizar relacion funcional y aplicar relacion funcional en
casos en los que la cantidad fuera indeterminada. La entrevista comenzaba con el caso
“Cuando hay 3 invitados, se necesitan 10 globos” (ver Figura 4-18). Posteriormente se
presentaban los casos “cuando hay 6 invitados, se necesitan 19 globos; cuando hay 2
invitados, se necesitan 7 globos”. Los estudiantes contaban con imagenes y material

concreto (globos de papel) para resolver los casos, si lo consideraban necesario.

Figura 4-18

Representacion Pictdrica del Caso con 3 Invitados

Luego de presentarles los casos, les proponiamos la situacion “cuando hay 5 invitados,
¢cuantos globos necesita?”. En este caso no se le indicaba la cantidad de globos total.

Durante la entrevista se realizaban tantos casos particulares fuesen necesarios antes de
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pasar a las preguntas relacionadas con cantidades indeterminadas: “si invita a “muchos”
invitados, ¢cuéntos globos necesita?”; “si invita a “infinitos” invitados, ;cuantos globos

necesita?”.

El protocolo de la entrevista para segundo y cuarto de primaria (ver Anexos B y D)

estaba constituido por los pasos que detallamos en la Figura 4-19

Figura 4-19

Protocolo de Entrevista

—[ Recordar el problema presentado ]—

+ ¢Recuerdas como funcionaba esta maquina?

« Si la respuesta era positiva se preguntaba: ;Me darias dos ejemplos?,
¢queé hiciste para obtener la respuesta?

» Si la respuesta era negativa se procedia a recordar y mostrar los
ejemplos y se preguntaba: ¢;Qué relacion existen entre las bolas que
entran y salen? Posteriormente se preguntaba por ejemplos concretos
que habian aparecido.

—[ Aplicar la regularidad en casos particulares

+ Casos particulares dados
« Casos particulares del estudiante
« Casos particulares de un tercero

ILJ

—[ Identificar las ideas de los estudiantes sobre las letras y su uso

* Interpretacion de lo indeterminado. Se les preguntaba: ;qué podemos
usar al principio de la maquina para indicar que entra un nimero de
bolas?

* Generalizacion: ¢como puedes saber como funciona la maquina?

—[ Uso de letras: ]—

« ¢(Para qué crees que se usan las letras? ;queé puede significar A bolas?
« ¢ Si meto A bolas en la maquina salen A bolas?

« ¢Si meto A bolas en la maquina salen A+1 bolas?

¢Si meto A bolas en la maquina salen A+3 bolas?

Si entran a bolas ;cuantas bolas salen?

L]

Ademas, establecimos para ambos cursos acciones que guiaran a los estudiantes en el
desarrollo de la entrevista como: (a) repeticion de la pregunta, la cual podia ser igual,

variando o destacando algunos elementos; (b) repeticion de la respuesta 0 una sintesis
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de la ultima respuesta; (c) estimulo con expresiones de interés, ya sea de forma verbal o
gestual; (d) pausas; (e) solicitar profundizar y (f) aclaraciones de lenguaje (Hidalgo-
Moncada, 2018).

4.5. Analisis de Datos

Para llevar a cabo el analisis de los datos recopilados en nuestra tesis y cumplir con los
objetivos de investigacion, empleamos diversas estrategias y herramientas. Primero,
escaneamos Yy revisamos las respuestas proporcionadas por los estudiantes en sus
cuestionarios. Complementabamos la informacion obtenida con las imagenes de los
videos cuando resultaba pertinente, para clarificar respuestas o acciones. Ademas,
realizamos las transcripciones de las sesiones, 1o que nos permitié tener un registro real

de todo lo acontecido.

Para cada uno de los estudios realizados, disefiamos un sistema de categorias especificas
con base en los antecedentes sobre generalizacion y mediaciones. Cada andlisis fue
sometido a una revision exhaustiva y discusion por parte de los autores de la

investigacion.

Sobre las transcripciones, utilizamos hojas de Excel, donde identificamos a los hablantes
y registrabamos sus expresiones orales, linea por linea. El uso de Excel también facilit6

la codificacion de datos de acuerdo con las categorias predefinidas en cada estudio.

En lo que respecta a los cuestionarios, ingresamos las respuestas de los estudiantes en
hojas de Excel, categorizando si eran respuestas correctas, parcialmente correctas o
incorrectas. Ademas, analizamos las respuestas escritas abiertas, donde los estudiantes
expresaban sus reflexiones sobre la generalizacién. Esta metodologia nos permitid
identificar patrones de generalizacion, las mediaciones que se llevaron a cabo, las
justificaciones proporcionadas por los estudiantes y las acciones que fomentaron la

generalizacion.

Sobre el analisis, llevamos a cabo un andlisis mixto para los estudios 1y 2, realizando
la integracién de andlisis de datos cuantitativos y cualitativos en una misma
investigacion para abordar nuestras preguntas de investigacion (Hernandez-Sampieri et

al., 2014). Para los estudios 3 y 4, optamos por un analisis cualitativo, que involucré una
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sistematizacion de la seleccion, categorizacion, comparacion, sintesis e interpretacion
de datos, lo que nos permitié profundizar en el fenémeno de interés (McMillan y
Schumacher, 2005).

En todos los estudios, aplicamos el analisis de discurso como enfoque metodolégico.
Esto no solo implicd el analisis del discurso en si, sino también un enfoque ético que
nos llevo a estudiar a los sujetos y sus practicas. El anlisis de discurso nos proporcion6
una comprension mas profunda de las practicas discursivas que se dan en diversas
esferas de la vida social, considerando la produccion, distribucion e interpretacion de
los discursos en un contexto procesual. Este enfoque metodoldgico nos brind6
herramientas tedricas y précticas para desentrafiar el significado y el impacto de los

discursos en nuestra investigacion (Haidar, 2003; Karam, 2005).

Para realizar el andlisis de los datos, inicialmente nos basamos en las categorias
establecidas en investigaciones previas relacionadas con el tema que estdbamos
investigando. Sin embargo, también incorporamos categorias adicionales que se

adaptaron a nuestro contexto de estudio y a los objetivos de investigacion especificos.

En particular, para identificar la generalizacion, nos centramos en las expresiones y
respuestas verbales o escritas. En nuestro estudio, consideramos que un estudiante
generalizaba cuando respondia correctamente las preguntas relacionadas con la
generalizacion y/o expresaba la regularidad de la tarea planteada en mas de dos
ocasiones. Un ejemplo de esta situacion lo observamos en la sesion de Cumpleafios de

cuarto de primaria:

I ES.

E5:  Multiplicando.

I: ¢Por cuanto?

E5 Por dos.

I ¢ Qué cosa?

E5 Pues 500 millones por dos serian 100 millones.

I Entonces cuando sabes el nimero de mesas para saber el nimero de
cajas, ¢qué haces?

E5 Se multiplica, pues multiplicar.
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K ¢ Cuando sabes el numero de mesas para saber el nimero de cajas que
dices?

E5:  Multiplico por dos que son las cajas que hay en cada mesa.

Dentro de la categoria de generalizacion, identificamos la subcategoria de “generalizar
incorrectamente o generalizar de forma incompleta”. Esta situacion se presentaba
cuando el estudiante reconocia parte de la regularidad en la tarea planteada, aunque no
era la correcta. Por ejemplo, en el caso de la maquina de bolas, los estudiantes podian
indicar que la cantidad de bolas que salian de la méaquina era mayor, pero no
especificaban la cantidad adecuada. En otras palabras, aunque sus respuestas fueran
incorrectas, demostraban la capacidad de identificar un patrén o pauta en la situacion.

La regularidad, en este contexto, se entendia como un patron o pauta que se repetia con
cierta regularidad en diferentes hechos o situaciones y que se preveia que podia volver

a repetirse (Cafadas y Castro, 2007).

Este sistema de categorias nos permitid clasificar y analizar de manera precisa las
respuestas de los estudiantes en relacidn con la generalizacion, identificando no solo las
respuestas correctas, sino también aquellas en las que se evidenciaba un intento de
comprender y aplicar la regularidad, incluso si este no era completamente preciso. Esta
metodologia enriquecié nuestra comprension del proceso de generalizacion en el

contexto de nuestro estudio.
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CAPITULO 5. RESULTADOS

En este capitulo detallamos los resultados obtenidos en esta Tesis Doctoral los cuales
estan organizados en cuatro estudios. Los estudios se centran en dar respuesta a nuestros
objetivos de estudio. El estudio 1 se encuentra en el apartado 3.1. de este documento.
Los otros tres estudios estan en este capitulo. A continuacién, detallamos el orden de

cada uno de ellos.

e Estudio 1: Narvéez, R., Adamuz-Povedano, N. y Cafiadas, M. C. (en revision).
Analisis Bibliométrico de la produccion cientifica sobre pensamiento algebraico

en educacion infantil y educacién primaria en Scopus.

e Estudio 2: Narvaez, R. y Cafadas, M. C. (2023). Mediaciones realizadas a
estudiantes de segundo de primaria en un contexto de generalizacion. PNA 17(3),
239-264. https://doi.org/10.30827/pna.v17i3.24153

e Estudio 3: Narvédez, R., Brizuela, B. M. y Cafadas, M. C. (en revision).
Justifications and mediations in the generalization process among fourth grade

students.

e Estudio 4: Narvéez, R., Cafadas, M. C. y Torres, M. D. (en elaboracion). De lo

concreto a lo abstracto: Analisis del proceso de generalizacion.
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5.1. Estudio de Investigacion 2: Mediaciones Realizadas a Estudiantes
de Segundo de Primaria en una Tarea de Generalizacion
Narvaez, R. y Cafiadas, M. C. (2023). Mediaciones realizadas a estudiantes de

segundo de primaria en un contexto de generalizacion. PNA 17(3), 239-264.
https://doi.org/10.30827/pna.v17i3.24153

Resumen

Este estudio se desarrolla dentro del ambito del pensamiento algebraico en educacién
primaria. Durante la realizacion de entrevistas individuales, en las que propusimos a seis
estudiantes de segundo de educacién primaria (7- 8 afios) una tarea de generalizacion,
centrandonos en las mediaciones del investigador-docente, quien guié dichas
entrevistas. El objetivo de investigacion es describir la generalizacion de los estudiantes
antes y después de las mediaciones realizadas. Entre los resultados, destacamos que, al
finalizar las entrevistas, los seis estudiantes generalizaron, algunos de forma correcta y
otros de forma incompleta. Identificamos, ademas, que las mediaciones tuvieron un rol
fundamental para la identificacion de la regularidad de la tarea planteada, permitiendo

a los estudiantes corregir errores y justificar, lo que les ayudoé a generalizar.

Palabras claves. Educacion primaria; generalizacion; mediacion; pensamiento

algebraico; pensamiento funcional.
Mediations carried out with second graders in a generalization context.

Abstract

This study is developed within the field of algebraic thinking in elementary school.
During individual interviews, in which we proposed to six students in the second year
of elementary school (7-8 years old) a generalization task, focusing on the mediations
of the researcher-teacher, who guided these interviews. The research objective is to
describe the generalization of the students before and after the mediations. Among the
results, we highlight that, at the end of the interviews, all six students generalized, some
of them correctly and others incompletely. We also identified that the mediations played
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a fundamental role in identifying the regularity of the task, allowing the students to
correct errors and justify, what helped them to generalize.

Keywords. Algebraic thinking; elementary education; functional thinking;

generalization; mediation.

Mediacdes realizadas com estudantes do segundo ano num contexto de

generalizacéo
Resumoc

Este estudo é desenvolvido no campo do pensamento algébrico no ensino primario.
Durante entrevistas individuais, nas quais propusemos uma tarefa de generalizacéo a
seis estudantes no segundo ano do ensino primario (7-8 anos de idade), centrando-se nas
mediacdes do investigador-professor, que orientou as entrevistas. O objectivo da
investigacdo € describir a generalizacdo dos estudantes antes e depois das mediacdes
realizadas. Entre os resultados, salientamos que, no final das entrevistas, 0s seis
estudantes generalizaram, alguns correctamente e outros de forma incompleta.
IdentificAmos também que as mediacGes desempenharam um papel fundamental na
identificacdo da regularidade da tarefa, permitindo aos estudantes corrigir erros e

justificar, o que os ajudou a generalizar.

Palavras-chave. Ensino primario; generalizacdo; mediacdo; pensamento algébrico;

pensamento funcional.

Introduccion

Investigaciones relacionadas con el early algebra han descrito que los estudiantes de los
primeros cursos pueden desarrollar tareas que aborden funciones y que mas de los
estudiantes esperados generalizan (e.g., Carraher et al., 2008; Pinto y Cafiadas, 2021).
Trabajar con pensamiento funcional puede ayudar a los nifios a desarrollar distintas
habilidades matematicas que le permitiran aprender y comprender el algebra de mejor
forma. La percepcion y generalizacidén de patrones y relaciones son algunas de esas
habilidades que facilitan herramientas para alcanzar el conocimiento matematico.
(Castro et al., 2010; Kaput, 2008; Molina y Cafadas, 2018).
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En el trabajo con el enfoque funcional, el estudiante puede utilizar “diversas
herramientas linguisticas y de representacion, tratando relaciones o funciones
generalizadas que resultan como objetos matematicos Utiles por derecho propio”
(Blanton y Kaput, 2004, p. 35). Una forma de abordar la generalizacion con estudiantes
de primaria es a través de actividades o situaciones que involucren una funcion lineal
(Canadas, 2016; Torres et al., 2021). Pero, para trabajar el pensamiento funcional con
los primeros cursos, es necesario adaptarlo al nivel educativo donde se trabajard,
planteando actividades que incentiven el razonamiento matematico (Cafiadas y Molina,
2016).

Trabajar el pensamiento funcional no es una tarea sencilla. Debemos considerar las
distintas actuaciones que ayuden a los estudiantes a resolver dudas, corregir errores y
motivarlos a lograr el objetivo matematico. Una forma de apoyar a los estudiantes en
este proceso es la mediacion, considerada un proceso de interaccion social, donde se
trabaja de forma conjunta para producir conocimiento (Rodriguez et al., 2008).

Existen investigaciones que han analizado la generalizacion y las mediaciones o
acciones, por parte de un docente o investigador-docente, con estudiantes de los ultimos
cursos de educacion primaria y de secundaria (Hidalgo-Moncada y Cafiadas, 2020;
Mata-Pereiray Da Ponte, 2017; Urefia et al., 2019). En estos estudios han mostrado que
las acciones de interaccion o mediaciones han favorecido el avance de los estudiantes

hacia la generalizacion.

Para este estudio describimos las mediaciones realizadas por parte de un investigador-
docente durante el desarrollo de entrevistas semiestructuradas a seis estudiantes de
segundo de primaria, identificando los tipos de mediaciones y cuél fue el resultado de
las mismas. Para ello, describimos la generalizacion de los estudiantes antes y después
de las mediaciones realizadas por el investigador docente, caracterizando a la vez las

mediaciones utilizadas por parte del investigador-docente.

Pensamiento Algebraico y Pensamiento Funcional

“El pensamiento algebraico considera las formas de hacer, pensar y hablar sobre el

algebra” (Canadas, 2016, p. 8). Esto permite desarrollar habilidades que ayudan a los
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estudiantes a comprender de mejor forma los componentes que lo conforman, como las
relaciones funcionales y la generalizacion, trabajando a su vez con cantidades
indeterminadas, a traves del analisis de las situaciones presentadas (Butto y Rojano,
2010; Radford, 2011)

El trabajo con pensamiento algebraico en educacion primaria ayuda a desarrollar
concepciones matematicas mas profundas y complejas (Blanton y Kaput, 2005). Este
tipo de pensamiento matematico ocurre cuando los estudiantes identifican relaciones en
operaciones aritméticas, expresiones, ecuaciones o datos de funciones que pueden
generalizar mas all4 de los casos dados. Su uso en cursos educacion primaria puede
mejorar las dificultades que los estudiantes de cursos superiores han enfrentado por

mucho tiempo (Stephens et al., 2015).

En este trabajo nos centramos en el pensamiento funcional, uno de los componentes del
pensamiento algebraico, a través del cual se puede trabajar la generalidad (Blanton y
Kaput, 2011; Brizuela y Blanton, 2014). Este tipo de pensamiento estd “basado en la
construccidn, descripcion, representacion y razonamiento con y sobre las funciones y

los elementos que la constituyen” (Cafiadas y Molina, 2016, p. 210).

Distintos autores han caracterizado el pensamiento funcional, indicando que se basa en
la forma de pensar en términos de y acerca de relaciones, siendo una actividad cognitiva
de las personas que se centra en la relacion entre dos o mas cantidades que covarian
(Rico, 2007; Smith 2008).

El pensamiento funcional permite que los estudiantes se familiaricen con conceptos y
procedimientos como la representacion y generalizacion de relaciones entre cantidades,
razonar con fluidez con estas representaciones para interpretar y predecir el
comportamiento de la funcién (Stephens et al., 2017). Abordar el pensamiento funcional
implica (a) generalizar las relaciones entre cantidades covariables; (b) representar y
justificar estas relaciones de multiples maneras utilizando lenguaje natural, notacion
variable, tablas, y graficas; y (c) razonar con fluidez con estas representaciones
generalizadas para comprender y predecir el comportamiento funcional (Blanton et al.,
2015). Por ello, autoras como Cafiadas y Fuentes (2015) indican que se puede identificar

el pensamiento funcional cuando “el nifio hace explicita la relacion entre las variables o
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entre los conjuntos, y con esa relacion puede abstraer el razonamiento hacia una regla

general o generalizacion” (p. 213).

Generalizacion

La generalizacion se considera el ndcleo central del &lgebra, en el conocimiento
matematico y en el conocimiento en general (Mason, 1996). La generalizacion, como
proceso, permite analizar las particularidades de una situacion matematica y sacar una
conclusion de ellas. Como describen Cafiadas y Castro (2007), la generalizacion se
produce cuando “una conjetura se expresa de tal manera que se refiere a todos los casos
de una clase determinada” (p. 57). Es un proceso que involucra reconocer distintos tipos
de patrones, relaciones de variables entre diferentes términos y la forma breve de
expresarlo (Villa, 2006). Para Radford (2010) la generalizacion se basa en captar una
caracteristica comun sobre algunos elementos de la secuencia y que este elemento en
comun aplique para todos los casos. Este autor expresa que esta caracteristica comun
identificada, sirve para construir expresiones de elementos de la secuencia que quedan

mas alla del campo perceptivo.

La generalizacion nos permite analizar relaciones entre cantidades y extraer una
regularidad ante una situacion dada, donde se identifican propiedades que van mas alla
de una instancia particular (Kaput, 2008; Mata-Pereira y Da Ponte, 2019). Como lo
expresa Kaput (1999) la generalizacion implica llevar el razonamiento a un nivel en el
que la atencién ya no se centra en los casos en si mismos, sino en los patrones,

procedimientos, estructuras y relaciones existentes entre ellos.

Dentro de un contexto funcional, la generalizaciéon implica identificar y representar la
regla que relaciona ambas cantidades desde lo particular a casos mas generales,
permitiendo que los estudiantes identifiquen y expresen la regularidad que existe entre
variables (Urefia, et al., 2019).

Mediaciones

Dentro del enfoque sociocultural, la mediacion es una interaccion educativa

significativa y trascendente. Su intencidn es acompanar y ayudar, llevando al sujeto que
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aprende a su zona de desarrollo potencial, considerada como zona de construccién social

del conocimiento (Ferreiro y Calderon, 2005).

Esta interaccion en el proceso de aprendizaje estimula y activa distintos procesos
mentales que surgen de la relacion con otras personas (Carrera y Mazzarella, 2001). El
sentido de la mediacion es promover una interaccion dialdgica y ludica que ayude a
tener un conocimiento, considerando los distintos estilos de aprendizaje (Escobar,
2011). En este sentido, el docente o persona que ejerce como mediador juega un rol
importante en el proceso de aprendizaje, siendo el que orienta al estudiante en la
conformacién del andamiaje. Desde esta perspectiva social, Ferreiro y Calderén (2005)
describen que:

El mediador es la persona que, al relacionarse con otra u otras, propicia el paso  del
sujeto que aprende de un estado inicial de no saber, poder o ser, a otro
cualitativamente superior de saber, saber hacer y lo que es mas importante, ser. (p.
112)

El mediador ayuda para que la persona que esta en un estado inicial de aprendizaje pueda
pasar a un estado potencial, es decir, que haya aprendido. Esto se consigue con la
utilizacion de distintas estrategias, considerando el estilo de aprendizaje. Por tanto, el
mediador favorece, estimula y corrige (Ferreiro y Calderdn, 2005). EI mediador puede
explorar los desacuerdos o errores a través del apoyo y guia, incentivando a los

estudiantes a justificar sus respuestas (Da Ponte et al., 2017).
Los objetivos de investigacion que planteamos en este trabajo son:

1. Caracterizar la generalizacién de los estudiantes antes y después de la
mediacion.
2. Describir las mediaciones realizadas por un investigador-docente a seis

estudiantes de segundo de primaria dentro de un contexto de generalizacion.

Metodologia

En este trabajo seguimos un enfoque mixto, realizando un analisis de datos que combina
lo cualitativo y lo cuantitativo, teniendo, ademas, un caracter exploratorio y descriptivo

(Hernandez-Sampieri et al., 2014). Este estudio es parte de una investigacion mas
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amplia, donde disefiamos e implementamos experimentos de ensefianza con sesiones de
trabajo (Molina et al., 2011).

El experimento de ensefianza, realizado con los estudiantes de segundo de primaria,
incluyé dos entrevistas y cinco sesiones de trabajo, donde propusimos a los estudiantes
distintas tareas que involucraban funciones. En la Tabla 5-1 detallamos las funciones

trabajadas en cada una de las sesiones.

Tabla 5-1

Tareas Propuestas a los Estudiantes
Sesion Contexto Funcion
1 Cuestionario inicial “maquina funcional” y=x+3
2 Parque de atracciones y=x+3
3 Parque de atracciones y = 2x+1
4 Cumplearios y=2x/x+X
5 Paradas de Tren y=2x/x+X

En este estudio analizamos la informacion recogida a través del cuestionario inicial y de
las entrevistas iniciales individuales realizadas a los estudiantes. Ademas, realizamos un
estudio de casos, definido como “la descripcion y el examen o andlisis en profundidad
de una o varias unidades y su contexto de manera sistémica y holistica” (Hernandez et
al, 2014, p. 2).

Este trabajo lo realizamos con seis estudiantes de segundo de primaria (7-8 afios)
pertenecientes a un colegio concertado de Granada (Esparia). Los seis estudiantes fueron
seleccionados por la maestra de la clase, quien consider6 que ese grupo de estudiantes
tuviesen buena disposicion para trabajar y expresar sus respuestas. Ademas, considerd
que estos seis estudiantes fueran de distintos niveles académicos (bajo, intermedio y

alto), segln era su rendimiento en matematicas.

Respecto a los conocimientos previos de los estudiantes, tuvimos en cuenta el curriculo
vigente para los numeros involucrados en las tareas (Ministerio de Educacién, Cultura

y Deporte, 2014). Ademas, no habian trabajado con tareas sobre generalizacion.
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El investigador-docente es un integrante del proyecto en el que se encuentra inmerso
este trabajo. Participd en la sesion del cuestionario inicial y posteriormente en la
realizacion de las entrevistas individuales. Su funcién, como investigador-docente, fue
mediar cuando los estudiantes presentaban dificultades, cuando incurrian en un error al

responder o no sabian seguir en el desarrollo de la tarea.

En la recoleccion de informacidn, usamos la observacion participante, entrevistas
semiestructuradas y cuestionarios individuales de los estudiantes. Grabamos las

entrevistas y escaneamos las producciones escritas de los cuestionarios.

Respecto al cuestionario y las entrevistas, fueron elaboradas considerando el modelo de
razonamiento inductivo de Cafiadas y Castro (2007). Utilizamos la idea de function
machines (e.g., Torres et al., 2018) para presentar la tarea de generalizacion, siendo
adaptada a una situacion mas familiar para ellos. Los dos instrumentos fueron validados

por miembros del proyecto, mediante una triangulacion de expertos

En la sesion del cuestionario inicial, presentamos una tarea de generalizacion que
involucra la funcion f(x)= x+3. Trabajamos con esta funcion porgue en trabajos previos
se observa que nifios de estas edades pueden abordarlas, pero a la vez supone un rato

para ellos en la generalizacion (e.g., Cafiadas, 2016).

El contexto empleado para la tarea fue una maquina donde la variable independiente era
el nimero de bolas que entraba en la maquina y la variable dependiente, el nimero de
bolas que salen En el enunciado se empled un dibujo de la maquina y las bolas que

entraban y salian (ver Figura 5-1).

Figura 5-1

Representacion Pictdrica de la Maquina
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Una vez introducida la tarea, les planteamos distintos casos particulares a los
estudiantes, los que resolvimos conjuntamente. Posterior a esto, trabajaron
individualmente el cuestionario. Este instrumento tenia como objetivo indagar la
situacion inicial de los estudiantes respecto a la generalizacion. El cuestionario tenia 13
preguntas, sobre casos particulares y sobre la generalizacion. Seis de ellas eran abiertas
y las otras siete de verdadero y falso. En la Tabla 5-2 presentamos las preguntas

realizadas en el cuestionario.

Tabla 5-2

Preguntas Presentadas en el Cuestionario Inicial
Pregunta Descripcion Tipo de

pregunta

P.1 ¢Cuéntas bolas saldran de la maquina si metemos 8 bolas? Abierta
P.2 ¢Cuéntas bolas saldran de la maquina si metemos 10 bolas? Abierta
P.3 ¢Cuéntas bolas saldran de la maquina si metemos 7 bolas? Abierta
P.4 Pon el numero de bolas que ta quieras al principio de lamaquina Abierta

jcuantas bolas salen?

P.5 Pon el nimero de bolas que crees que saldran de la maquinaen Abierta
la siguiente situacion

P.6 Ahora vamos a hacer un juego en el que gana quién averiglie Abierta
coémo funciona la maquina. ;Como puedes saber cuantas bolas

salen de la maquina?

P.7a Si en la maquina metes 4 bolas, salen 7 bolas. VIF

P.7b En la maquina siempre salen 2 bolas mas que las bolas que has  V/F
metido.

P.7c En la méaquina siempre salen 3 bolas méas que las bolas que has V/F
metido.

P.7d En la maquina siempre sale el doble del namero de bolas que V/F
has metido.

P.7e Si meto A bolas en la maquina, salen A bolas. VIF

P.7f Si meto A bolas en la maquina, salen A+ 1 bolas. VIF
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Pregunta Descripcion Tipo de

pregunta

P.79 Si meto A bolas en la maquina, salen A+ 3 bolas. VIF

Nota. V/F = verdadero o falso.

En la siguiente sesion realizamos una entrevista semiestructurada individual a seis
estudiantes. Cada entrevista tuvo una duracion de 20 a 25 minutos. EIl objetivo fue
revisar el cuestionario al que ellos mismos habian respondido. Todos los estudiantes

tuvieron el tiempo necesario para responder.

Disefiamos la entrevista con base en las preguntas del cuestionario y los objetivos
planteados, produciendo en primer lugar un protocolo de entrevista. El propdsito de este
instrumento fue obtener informacion sobre el proceso de generalizacion de los
estudiantes y las mediaciones realizadas con ellos. Al ser una entrevista
semiestructurada, nos permitia tener “la libertad de introducir preguntas adicionales”

(Hernéndez et al., 2014, p. 403).

Durante la realizacion de las entrevistas, los estudiantes tenian a su disposicion los
cuestionarios iniciales, con el fin de revisar sus respuestas. Esto daba la libertar de guiar

las entrevistas segun las necesidades de cada estudiante.

Para analizar los datos obtenidos, detallamos a continuacion las categorias referentes a
las mediaciones y a la generalizacion. Estas categorias fueron elaboradas con base en
nuestros antecedentes y la realizacién de una triangulacién de expertos en el tema.

Describimos a continuacién cada una de ellas:

e Generalizacién: consideramos que los estudiantes generalizaban de forma correcta,
cuando respondian adecuadamente las preguntas del cuestionario, expresando a su
vez la regularidad de la tarea planteada. A su vez, identificamos un tipo de
generalizacion incompleta. Esta se producia cuando los estudiantes reconocian una
regularidad (que la cantidad de bolas que salia era mayor o que aumentaba) pero no
aludian a la cantidad concreta.

e Mediacion: utilizamos las categorias Mata-Pereira y Da Ponte (2017), Da Ponte et
al., (2013; 2017) y Urefa et al., (2019). En estos estudios se detallan las siguientes
mediaciones:
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e Invitar, donde el mediador anima a los estudiantes expresar sus
respuestas a traves de la justificacion o el intercambio de idea.

e Apoyar/guiar, mediacion donde se le proporcionaban diversas ayudas y
orientaciones para que los estudiantes realizaran con éxito la tarea. No
se les entregaba la informacion directamente. Para ello, se les repetian
informaciones o datos que podian ser de ayudar para que el estudiante
contextualizara la tarea o aclarara dudas.

e Informar/sugerir, mediacién donde se le sugerian procedimientos para
ordenar la informacién o datos de la tarea. EI mediador de forma
explicita le sugeria un proceso para resolver la tarea. Ademas, validaba
las respuestas de los estudiantes.

e Desafiar, mediacion donde se buscaba alentar a los estudiantes a ir mas
alla de los ejercicios propuestos, aumentando la dificultad de los
ejercicios planteados.

e Cuestionar, mediacion donde se cuestionaban las respuestas erréneas de

los estudiantes con el fin de que identificaran y analizaran el error.

Analisis de Datos y Resultados

A continuacion, presentamos el analisis de datos y los resultados. Recogimos la
informacidn de manera general para los seis estudiantes, mostrando ejemplos de algunas
respuestas, tanto del cuestionario como de las entrevistas. Para resguardar la identidad
de los estudiantes que participaron en esta investigacion, nos referimos a ellos con una
codificacion alfanumérica formada por una E y un nimero del uno al seis (E1, E2, E3,
etc.). Para referirnos al investigador-docente, utilizamos la letra I, quien ademas toma

el rol de mediador en el desarrollo de las sesiones.

Comparacion del Proceso de Generalizacion de los Estudiantes sin y

con Mediacion

En la Tabla 5-3 resumimos las respuestas de los estudiantes al responder el cuestionario

inicial, antes y después de la realizacion de las mediaciones.
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Para cada estudiante y cada pregunta del cuestionario, identificamos si respondian

correctamente, incorrectamente o de forma incompleta. Al referirnos a una respuesta

incompleta, hemos consideramos a aquellas en donde el estudiante presentaba un error

de célculo, pero identificaba parte de la regularidad (identificaba que la cantidad de

bolas que salian de la méaquina era mayor pero la cantidad era incorrecta).

Tabla 5-3

Comparacion del Proceso de Generalizacion Antes y Después de la Mediacion

Casos particulares

Generalizacion

S
C

P1 P2
1* 1*
1 1

1 1*
1 1*
1* 1*
1 1

1 1%
1* 1*
1* 1*
1 1

1 1%
1 1%

P3 P4 P7a P7b PTc

1*
1*

1*

1*
1*

1*

1
1

1*
1

1*
1*

1*

1*

1*

1
1

1
1

1
1

El

E6
1
1

PS

1*
1

1*

1
1

P6 P7d P7e
1 1 0
1 1 0
1* 0 0
1* 0 0
0 O 1
1 0 0
1* 1 1
1* 0 0
1* 0 1
1 1 0
1* 1 0
1 1 0

P7f P7g
1 1
1 1
0 0
1 1
1 0
0 O
0 0
0 0
0 O
0o 1
1 1
0 0

Nota. S = sin mediacion; C = con mediacién; 0 = respuesta incorrecta; 1 = respuesta correcta;
1* = respuesta incompleta; S= sin mediacion; C= con mediacion.

En la Tabla 5-3 se observa gque todos los estudiantes respondieron a todas las preguntas

del cuestionario.
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Sin Mediacion

Antes de las mediaciones, podemos ver que los estudiantes respondieron de manera
variada. En la mayoria de las preguntas sobre casos particulares, lo hicieron de forma
correcta 0 incompleta, identificando que existe un aumento en la cantidad de bolas que
salen de la maquina. Un ejemplo es el caso de E2, quien respondié una pregunta
correcta, cuatro respuestas incompletas y dos de forma incorrecta. Este estudiante
identifico el aumento de bolas, pero lo hace de forma incorrecta, sumando uno a la

cantidad de bolas que salen de la maquina.

Los estudiantes respondieron a la mayoria de las preguntas sobre generalizacion de
forma incorrecta. En P6, pregunta referida a la generalizacion, los estudiantes debian
explicar el funcionamiento de la maquina, indicando como podian saber el nimero de
bolas que salian de ella. Hubo un estudiante que respondi6 correctamente (E1), cuatro
que respondieron de forma incompleta (E2, E4, E5 y E6) y uno que respondi6 de forma

incorrecta (E3). Presentamos algunos ejemplos a continuacion.

e Respuesta correcta: E1 explico que “en el primero y una bola nos salen
cuatro. En la segunda hay dos bolas salen cinco. En la tercera hay tres bolas
salen seis. En la cuarta hay cuatro bolas salen siete”. Este estudiante no
expresé la regularidad y utilizd ejemplos de casos particulares para
explicarlo.

e Respuesta incompleta: E4 escribié que “es porque se tiene gque sumar”.
Identific6 que aumentan las bolas que salen de la maquina, sumando, pero
no indico en que cantidad.

e Respuesta incorrecta: E3 expres6 “que parten la mitad”. El estudiante
respondi6 de forma incorrecta e incompleta, indicando que la cantidad que

sale es menor.

Al analizar las respuestas de los estudiantes del cuestionario individual, identificamos
que E6 generalizé en el cuestionario inicial. Los otros cinco estudiantes (E1, E2, E3, E4

y E5) generalizaron de forma incompleta.
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Con Mediacion

En relacion con la generalizacion de los estudiantes después de las mediaciones,
analizamos que en la mayoria de las preguntas existe una mejora en sus respuestas.
Cuatro de los seis estudiantes corrigieron sus errores, pasando de respuestas incompletas

a correctas o de respuestas incorrectas a respuestas incompletas o correctas.

En las preguntas sobre casos particulares E1, E3, E5 y E6 respondieron correctamente
a estas preguntas. Los estudiantes E2 y E4 continuaron respondiendo de forma
incompleta. En sus respuestas expresaban que aumentaba la cantidad de bolas que salian
de la maquina, pero presentaban errores en determinar la regularidad. Un ejemplo es
cuando E2 explica: “creo que algunos nimeros son los que se suman dos y otros los que

se les suma mas de dos”.

En cuanto a las preguntas P5 y P6, relacionadas a la generalizacion, existe un cambio

positivo en sus respuestas, generalizando.

En el caso de E1, E3, E5 y E6 generalizaron correctamente y E2 y E4 generalizaron de
forma incompleta. Al preguntar a los estudiantes sobre el funcionamiento de la maquina,
E1, E3, E5y E6 expresaron que la maquina funcionaba sumandole tres bolas. Los otros
dos estudiantes (E2 y E4), expresaron que se sumaba, pero no determinaron la constante

que se correspondia con el nimero de bolas que ingresaban a la maquina.

En las preguntas sobre generalizacion con simbolismo algebraico (P7d, P7e, P7fy P7q)
del cuestionario, los seis estudiantes presentaron mayor cantidad de respuestas
incorrectas. En el siguiente fragmento evidenciamos como E1 evidencia no reconocer

las letras en matematicas.

I ¢ Qué representara esa A?
El: No tengo nada.
I: No tienes ni idea, ¢Alguna vez habias visto letras en matematicas?
El: No.
Otros estudiantes, como E2, atribuy6 un numero a la letra, segun el orden alfabético de

la letra en el abecedario.
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E2:

E2:

E2:

E2:

E2:

E2:

E2:

E2:

Y después dice: si meto A bolas en la maquina sale A bolas y tu pusiste
verdadero ¢ Sigues pensando qué es verdadero?

Si.

¢Y qué significa esa A, si meto A bolas?

Yo creo que significa algin namero.

¢Y esa A queé representara? ¢A de “algun nimero ”?

A de... como el abecedario, que esto te da una pista. Yo creo que la A
significa uno.

¢Por qué uno, y no dos ponte ti?

Porque dos seria el A, B... EI B.

O sea, tu me dices que la letra A significa uno.

Si como que el A es una parte del abecedario y haciendo ABCDEF G
pues ya vas sabiendo.

¢Entonces por ejemplo A?

A es el uno porgue va primero, segundo B

¢El nimero tres?

La C.

¢El nimero cuatro?

La D.

Después de la mediacion, E1, E3, E5 y E6 generalizaron. Dos de ellos (E2 y E4)

generalizaron de forma incompleta.

Mediaciones

En la Tabla 5-4 resumimos los resultados relacionados a las mediaciones realizadas por

el investigador-docente durante las entrevistas. Mostramos el tipo de mediacion

realizada con cada estudiante y la frecuencia con la que se hizo. Posteriormente

describimos en que momentos se utilizaban y el efecto que produjo cada una de ellas.
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Tabla 5-4
Mediaciones Realizadas por el Investigador-Docente

Estudiante Invitar ~ Apoyar Informar Desafiar Cuestionar  Total
[/guiar /sugerir
El 6 2 1 6 3 18
E2 7 1 1 4 3 16
E3 6 2 0 5 5 18
E4 6 2 4 2 2 16
E5 5 2 0 6 1 14
E6 6 4 1 3 3 17
Total 36 13 7 26 17 99

Identificamos cinco mediaciones, (a) invitar, (b) apoyar/guiar, (c) informar/sugerir, (d)
desafiar y (e) cuestionar. La frecuencia de mediaciones utilizadas por estudiante fue
similar y constante. La mediacion informar/sugerir no se utilizo con todos, a diferencia
de las otras cuatro mediaciones, que se usaron durante las entrevistas.

La mediacion invitar permitio a los estudiantes justificar sus respuestas, dandoles el
espacio para que describieran la forma y método utilizado para llegar a ella. Esta
mediacion ayudo a los estudiantes a generalizar. En las entrevistas, el investigador-
docente les pidi6 a los estudiantes que explicaran su razonamiento sobre la tarea. Un

ejemplo lo mostramos a través del siguiente fragmento de entrevista con E1.

I: ¢Me podrias volver a contar como lo encontraste?

El: Pues si hay uno nos salen cuatro. Le tenemos que sumar tres mas.

En este ejemplo observamos cdmo el investigador-docente invitd al estudiante a

justificar su respuesta y este asi lo hizo.

Otro ejemplo de la mediacion invitar lo encontramos en el siguiente fragmento de

entrevista con E2.

l: ¢ Seis? ¢Si? ¢ Por qué?

E2: Porque como en esta son cinco pues sumando uno serian seis.

I: Veamos, 0 sea si entran tres, td te preocupaste de la cantidad anterior
E2: Si.

I: ¢Y qué hiciste aqui para saber ésta? ¢ Cuantas salian aqui?
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E2: Seis.
I: ¢Le agregaste uno o le restaste uno?

E2: Le sumé uno.

La mediacion desafiar promovio a los estudiantes a ir mas alla de sus conocimientos.
Se les planteaban situaciones mas complejas, donde los estudiantes requerian de un
mayor esfuerzo para responderlas. Para verificar si comprendian la regularidad con
cualquier caso particular planteado, el investigador-docente les planteé preguntas con
nimeros mas elevados o situaciones donde debian dar su opinion respecto a una

expresion. A continuacion, detallamos algunos ejemplos:

En la primera situacion, el investigador-docente aumentd la complejidad de la tarea

planteada, indicando ejemplos con nimeros mayores a los usados en el cuestionario:

I: Vale, eso estd muy bien. ¢Si metieras...? Venga, dime un niUmero mas

grande.
E5: 20.
I: Vale.
E5: Nos saldrian 23.
I: Vale, vamos bien. ¢ Otro nimero mas grande todavia?
E5: $527?
I: Bueno, tl veras.
E5: Nos saldria 55.

I: Vale, vale, vale. Ahora me voy a inventar uno mas grande, ¢vale? EI 100.
E5: Nos saldria 103.

En el ejemplo anterior observamos que el estudiante respondié correctamente a casos
con cantidades mayores.
Otro ejemplo es la situacion que se refleja en la entrevista con E3, donde el investigador-

docente le planteo una situacion y el estudiante debia evaluarla y justificarla.

I: Te quiero contar que un nifio de la clase, no te voy a decir quién, me dijo
que si entraban 25 bolas en la maquina debieran salir 27. ¢Estas de
acuerdo con éI?

E3: No, porque tienen que salir tres mas no dos.
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K ¢Y cuanto deberia salir entonces?
E3: 28.

La mediacion cuestionar permitio a los estudiantes identificar errores en sus respuestas.
En la mayoria de las situaciones, al realizar esta mediacion, los estudiantes evidenciaban
en qué se habian equivocado y modificaban su respuesta. Detallamos a continuacion
parte de la entrevista con E4, donde se observa esta mediacion.

K Y ¢aqui cuantas bolas estas metiendo en la maquina?

E4: Cinco.
K Cinco. ¢Y cuantas salen?
E4. Ocho.

K ¢ Cuantas estas sumando entonces?
E4: Cinco y cinco.

I: ¢Cinco y cinco son ocho?

E4. No.

K Piénsalo bien, no me respondas rapido, piénsalo que no tenemos prisa.

En la mediacion guiar/apoyar, el investigador-docente reiter6 informacion a los
estudiantes, ayudandoles a recordar datos que se habian presentado. Esto permitié que
ellos contextualizaran la tarea o recordardn algin dato que les permitia entender la
situacion planteada. En el siguiente extracto de la entrevista con E3 detallamos un

ejemplo sobre el uso de esta mediacion:

I: Veamos estos ejemplos para recordarlo. Era una maquina en la cual
entraban y salian bolas. Este fue el primer ejemplo que 0s mostré: si
entraba una bola salia esa cantidad de bolas. Si quieres puedes ir
registrando o rayando en tu hoja que no hay problema. Si entraban esa
cantidad de bolas salia esa cantidad de bolas. Ahora bien, tenemos mas
ejemplos. Fijate ahora entra otra cantidad de bolas y sale esa cantidad
de bolas. ¢ Cuantas entraron aqui?

E3: Pues ahi son cinco.

I ¢Y cuantas salieron?

E3: Ocho.
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La mediacion informar/sugerir se utilizd cuando el investigador-docente a traves de
sugerencia, ayudaba al estudiante a buscar una forma para obtener la respuesta. Esto lo
hacia a través de sugerencia cOmo organizar datos a traves de una tabla de datos. Un

ejemplo es lo evidenciado en la entrevista con E2.

I: ¢Y tu quieres un boli para anotar el numerito para que no se te olvide?

E2: Vale si. Ahora aqui seis, ¢no?

K No sé. Por lo que ti me dijiste eran seis.

E2: Ocho. Aqui no lo sé, voy a contarlas: uno, dos tres... nueve.

I Nueve. ¢Y salen?

E2: Yo creo que 12.

K Pero cuéntalas, puedes ir marcando las bolas que ya contaste.

E2: Yo creo que 12, uno, dos, tres ... 12.

I: 12, vale. Registralo ahi.

E2: 12 (apunta el nimero)

K Entonces ¢t ves que hay una relacion entre, por ejemplo, aqui la
cantidad de bolas que entran y la cantidad de bolas que salen? ¢habra
alguna relacion?

E2: Yo creo que no tanto porque en verdad esto es un tres y esto es mas de
un tres.

K O sea, salen mas de las que entran.

E2: Si.

Estudio de Caso

A continuacién, presentamos un estudio de caso de E5, caracterizando la generalizacion
antes y después de las mediaciones. Ademas, describimos los tipos de mediaciones
utilizadas y el efecto que tuvo cada una de ellas en el desarrollo de su trabajo, dando
respuesta a los objetivos planteados para esta investigacién. Nos hemos centrado en este
estudiante porgue paso de generalizar de forma incompleta a generalizar correctamente

después de las mediaciones.

Al revisar las respuestas de E5 en su cuestionario inicial, observamos que el estudiante
identificd un aumento en la cantidad de bolas que salen de la maquina, pero no una
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cantidad concreta. En la Figura 5-2 mostramos parte de sus respuestas, donde
apreciamos que en el primer caso dibujé 10 bolas méas de las que habia en la cantidad

inicial. En el segundo caso, dibujo el doble.

Figura 5-2

Respuestas de E5 en P1 y P2 del Cuestionario Inicial

1. ;{Cuantas bolas saldran de la maquina si metemos 8 bolas? bolas.
)
0Q00O
000
180D 0N
B‘\‘mooo 0007000
2. {Cuéntas bolas saldrin de la maquina si metemos 10 bolas? bolas.
ole;
ejejele
o000
' "" '; d !: O
FGOO Uy

En P6 debia escribir el funcionamiento de la maquina y asi saber cuantas bolas salen de
ella. En este caso E5 escribe “sumando el doble” (ver Figura 5-3).
Figura 5-3

Respuesta de E5 en P6 del Cuestionario Inicial

6. Ahora vamos a hacer un juego en el que gana quien averigiie cémo
funciona la maquina. (,Como pucdes saber cudntas bolas salen de la

méquina? AMnounds - 21 064 De

En este caso el estudiante responde de forma incompleta, identificando que la cantidad

de bolas que salen de la maquina es mayor, pero se equivoca al indicar en qué cantidad.

Al analizar las respuestas del estudiante E5, identificamos que en este primer momento

generalizo de forma incompleta.

Durante la entrevista con E5, utilizamos las mediaciones guiar/apoyar, cuestionar,

invitar y desafiar. Con este estudiante no se utilizd la mediacion informar/sugerir. Las
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mediaciones mas utilizadas en su entrevista fueron invitar y desafiar. Cada mediacién
fue clave en su proceso de generalizacion, desde el inicio hasta el final de la entrevista.
Cada una de ellas se realizo en distintos momentos, cumpliendo el rol de ayudar al

estudiante cuando presentaba errores 0 no sabia como continuar.

La mediacion guiar/apoyar fue utilizada con E5 para recordar informacion y aclarar
preguntas. Para el estudiante fue clave recordar lo trabajado en la sesion inicial para

comprender la tarea planteada (ver Figura 5-4).

Figura 5-4

Realizacion de Mediacion Guiar/Apoyar a E5

A continuacion, detallamos parte de la entrevista donde sucede esta situacion:

I: ¢ Te acuerdas de que llevamos a la clase unos posters grandes de una
maquina? La maquina siempre funciona de la misma manera, entonces
os decia: ¢si metes 1 bola cuantas salen?

E5: Cuatro, triplete.

I: Eso es. ¢ Si metes dos?

E5: Cinco, ¢no?

En relacion con la mediacion cuestionar, permitié al estudiante corregir errores de
célculo, a través de los cuestionamientos realizados por el investigador-docente. En el

ejemplo que detallamos a continuacion, E5 presenta un error:

I: Vale. ;Si metes...? ;Cuadntas hay aqui?
E5: Cinco.

I: Vale. ¢ Cuantas salen?
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E5:

E5:

E5:

Siete.

¢Seguro?

No, ocho, ocho.
No sé.

Ocho.

La mediacion invitar ayudo a E5 a explicar sus resultados. Ademas, a traves de esta

mediacion, el estudiante describié el funcionamiento de la maquina, como se observa

en el siguiente fragmento de su entrevista.

E5:

E5:

E5:

¢ T4 me sabrias decir como funciona la maquina?

Pues que metes una bola y te sale un triplete, te salen cuatro.
Pero ¢triplete que significa?

Pues tres mas.

Ah, entonces, ¢si yo metiera por ejemplo 10 bolas?

Pues 13 tendrias.

Finalmente, desafiar, que es la mediacion donde se le plantearon preguntas con nimeros

mayores y simbolos, fue de gran ayuda para que el estudiante expresara que siempre se

cumplia la misma regularidad, sumar tres. Como se observa a continuacion, el

investigador-docente utiliz6 cantidades indeterminadas para desafiar al estudiante,

utilizando N y alfa.

E5:

E5:

E5:

Mira ¢sabes lo que ha pasado? Que un nifio de otra clase nos ha dicho
que si metemos N bolas pues que luego saldrian (escribe) a N le sumamos
3. ¢t qué opinas de eso? ¢ estas de acuerdo o no, o no lo sabes? Piénsalo
un poco a ver.

Uf, yo creo que estaria un poquillo de acuerdo, no sé.

Piénsalo a ver.

No, no estaria de acuerdo, bueno si, si, si estaria.

No tengas prisa, si no tenemos prisa. Tu piénsalo y luego me dices si
estarias de acuerdo o no.

Porque seria nada de nimero, pero mas tres.

Porque a la N le estas diciendo nada ¢no?
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E5:

Si.

En este caso expresa que N es “nada de nimeros”, pero identificé que siempre saldrian

mas tres bolas. Lo mismo sucede cuando se le presenta el caso con alfa (ver Figura 5-

5):

Figura 5-5

Realizacion de Mediacién Desafiar con E5

Nota. En la imagen se ve el desafio planteado y E5 explicando la regularidad.

A continuacion, detallamos parte de la entrevista donde sucede esta situacion:

E5:

E5:

E5:

E5:

Vale, o sea que parece que si podria ser, ¢no? Y ahora ¢si en vez de la
N, tuviéramos este simbolo? (Escribe) Esto es alfa, es una letra del
alfabeto griego. ¢ Lo has visto alguna vez?

No.

Pues es la alfa pero da igual, es un simbolo. Si metiéramos eso, ese
numero de bolas en la maquina... hay otro nifio que nos ha dicho esto: a
alfa, ese numero, le sumamos tres, ¢ TU que crees?

Yo...

¢ Se te ocurre algo? Es que es muy dificil E5, yo lo sé. Esta pregunta es
de los nifios mayores, pero como lo has hecho muy bien en el resto
queria, ver como hacias este.

Uf, esto pues le metemos esto, un simbolo, te saldria tres bolas més.

Si.

¢,Si?
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K Si.
E5: jTomal!
l: Entonces ¢podria ser esto: a alfa le sumamos tres? ¢ Estas de acuerdo?
A alfa le sumamos tres bolas (escribe) ¢Con esto estarias de acuerdo?
E5: Si.
Después de analizar la entrevista realizada a E5, identificamos que el estudiante
generaliza correctamente, identificando y expresando la regularidad, como se detalla en

el siguiente fragmento de la entrevista:

I: Vale. ¢ Lo estas haciendo todo el rato es igual no?
E5: Yo si, yo pienso mas tres.

Conclusiones

Con este estudio hacemos una descripcién de la generalizacién de estudiantes de
primero de educacion primaria en Espafa al resolver una tarea que involucra una
funcién lineal a través de nameros naturales. Observamos que en un momento inicial
los estudiantes presentaron dificultades para trabajar esta, evidenciando en sus
respuestas que no identificaron la regularidad. Estas dificultades corroboran lo
observado en cursos superiores (e.g., Castro, 2012; Doorman y Drijvers, 2011), donde
se evidencia que los estudiantes tienen dificultades para trabajar con nociones

algebraicas.

Una vez se llevaron a cabo mediaciones con los estudiantes que presentaron dificultades,
identificamos que los estudiantes trabajaron de mejor forma con la tarea propuesta,
Ilegando a generalizar. Las mediaciones invitar, cuestionar, informar/sugerir, desafiar y
apoyar/guiar ayudaron a los estudiantes a recordar informacidn, corregir errores y
justificar respuestas, permitiéndoles generalizar. Por tanto, coincidimos con las ideas de
Urefia et al. (2019), al destacar los beneficios que tiene la mediacion al abordar la
generalizacion. Esta herramienta pedagogica, donde el mediador ayuda en el proceso de
resolucion al estudiante, permite que se alcance su objetivo de aprendizaje,

permitiéndole analizar cada situacion, hasta generalizar.
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A través de la mediacion invitar, podemos dar espacios a la justificacion, donde los
estudiantes expresen su forma de pensar y razonar sobre la tarea propuesta y respuestas
entregadas. Preguntas como ¢por qué?, ;como lo pensaste?, ;me puedes explicar cémo
lo hiciste?, son una guia para que los estudiantes tengan el espacio para expresar la
regularidad, justificandola. Es por ello que destacamos a la justificacion como un

proceso necesario para la generalizacion.

En relacion con la mediacion desafiar, esta tuvo un papel clave durante el desarrollo de
las entrevistas. Fue un puente de confirmacion sobre la regularidad que expresaban los
estudiantes, permitiéndoles ver que esa regularidad, servia para cualquier caso (nimeros
“grandes” o letras). Empatizamos con lo expuesto por Da Ponte et al. (2017) quienes
expresan que el desafio presentado a los estudiantes debe ser armonioso (ni facil o ni
dificil). Por lo mismo creemos que al utilizar la mediacion desafiar, debemos tener claro
que serd un medio para apoyar el aprendizaje de los estudiantes. El desafio planteado al
momento de desarrollar una actividad o tarea matematica no debe generar estrés o
desmotivacion a los estudiantes. Por ello es importante que el docente sea consciente de

las capacidades de sus estudiantes y trabaje entorno a ello.

Respecto al estudio de caso presentado, este nos ha permitido profundizar en nuestro
analisis, ejemplificando lo sucedido con este estudiante. Observamos un ejemplo en el
que, después de las mediaciones, el estudiante pasa de generalizar de forma incompleta

a generalizar correctamente.

Si comparamos la cantidad de mediaciones realizadas con el estudiante con el que
hicimos el estudio de caso y los demas estudiantes, observamos que es el estudiante que
menos mediaciones se le realizaron. Con esto planteamos que la cantidad de
mediaciones no es un factor para que el estudiante generalice. La cantidad y el tipo de
mediaciones se realizan segun las necesidades de cada estudiante, por ello son tan

diversas para cada uno.

Preguntas claves como: “¢;Tu me sabrias decir como funciona la maquina?”, “;Ta me
puedes explicar como lo estas haciendo?” o “¢TU qué opinas de eso?”, ayudaron al
estudiante a explicar la regularidad. Entendemos que, por su nivel educativo, las

justificaciones utilizadas no son muy sofisticadas, desde el punto de vista matematico.
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Sin embargo, al expresar que es siempre “mas tres”, como en el ejemplo detallado en el
estudio de caso con N, nos muestra que ha asumido que, independiente al nimero de

bolas que metan en la maquina, siempre sera mas tres.

En conclusion, destacamos que una sola mediacién o un unico tipo de mediacion no es
suficiente para guiar a un estudiante a la generalizacion si presenta dificultades. Las
mediaciones motivan a los estudiantes a responder, justificar, corregir un errory superar
una dificultad en el contexto de tareas de generalizacion en el ambito del pensamiento
funcional (Urefia et al., 2019; Hidalgo-Moncada y Cafiadas, 2020). Estas mediaciones
deben dar respuesta a las necesidades de los estudiantes para que avancen en su camino
hacia la generalizacion. Por ello, sugerimos contar con acciones que ayuden a los
estudiantes a generalizar, mas adn, si no han tenido una instruccién previa sobre este
proceso matematico. La oportunidad de experiencias pedagdgicas permite que
abordemos las distintas formas y logros de aprendizaje que presentan los estudiantes.
Es por ello que, a través de esta investigacion, motivamos a los docentes a dar espacios
en el aula para mediar con los estudiantes a través de preguntas, desafios o intercambio
de ideas. Esto ayudara a los estudiantes a ser participes de su proceso de aprendizaje v,

en particular, a alcanzar la generalizacion.
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5.2. Estudio de Investigacion 3: Justifications and Mediations in the

Generalization Process among Fourth Grade Students

Narvéez, R., Brizuela, B. M. y Cafiadas, M. C. (en revision). Justifications and

mediations in the generalization process among fourth grade students.

Abstract

Research related to generalizations in primary education is a topic of interest in the area
of mathematics education. In this paper we address the following research questions:
How do fourth graders generalize the functional relation y = 2x? What associations exist
between generalizations, justifications and mediations that occur during a lesson? In this
study we analyze the generalization process among 22 4th grade students (9-10 years
old) when working with a functional relation. To do so, we identified and characterized
the generalizations and justifications made by the students. In addition, we identify and
describe the mediations carried out by the teacher-researcher during the class. Finally,
we analyze the possible relationships that may exist between the levels of generalization,
justifications, and mediations during the generalization process. Among our results, we
found that students generalized with different levels of sophistication throughout the
session. Moreover, these generalizations were accompanied by both justifications and
mediations. The role of the justifications was to validate and explain the generalizations
evidenced by the students. The mediations, on the other hand, were constant throughout
the lesson, accompanying the expression of the generalizations, but also helping the
students to constantly participate in the task presented during the session. We conclude
that justification and mediation are part of the generalization process, which is an active
and social process. We insist on the idea of encouraging discussion and active
participation of the students, motivating them to explain their conjectures with their

peers.

Keywords: Algebraic thinking, functional thinking, generalizations, justifications,

mediations.
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Introduction

The introduction of algebraic thinking in elementary education is endorsed by various
countries, such as Chile, Spain, and the United States (e.g., Merino et al., 2013;
Ministerio de Educacion de Chile, 2012; National Council of Teachers of Mathematics
[NCTM], 2000). At present, the Spanish elementary education curriculum includes both
algebraic and functional thinking (Ministerio de Educacion y Formacion Profesional,
2022). The importance of generalization in learning has long been recognised (Zazkis
etal., 2008). In addition, different studies have provided evidence regarding the benefits
of working on algebraic thinking and functional thinking in elementary education (e.g.
Ayala-Altamirano & Molina, 2019; El Mouhayar, 2022; Pinto et al., 2022).

Working on algebraic thinking with elementary students helps promote their analytical
thinking, where indeterminate, unknown, or variable quantities are addressed along with
known quantities (Ventura et al., 2021). The main objective of working with algebraic
thinking is making “children think, describe, and justify what is happening in general
regarding a mathematical situation. That is, we want children to develop a
generalization, a statement that describes a general mathematical truth about a set of
data” (Blanton, 2008, p. 105). Furthermore, it allows students to successfully participate
in a variety of algebraic contents that are often reserved for secondary education
(Stephens et al., 2015).

We understand generalization as a process developed jointly by students and teachers,
where students may be supported to explore their answers through questions or actions
that help them to justify. One way of doing this is through mediation, considered as a
set of interventions carried out with students and that contribute to their generalization

process (Urefia et al., 2019).

A precedent to this study is the work of Narvaez y Cafiadas (2023) that deals with
mediation and generalization with six 2nd grade students. Among their results, they
highlighted that, after mediations, all six students in their study generalized. These
authors expressed that those mediations played a fundamental role in supporting
students’ identification of the regularity of the task posed, allowing students to correct

errors and justify, which helped them to generalize.
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Despite previous research on generalizations and mediation, we found that possible
relationships among these two processes and justification had not been previously
studied. Therefore, our study aims to meet this gap by describing and detailing what
happens in and across each one of these processes when a group of 4" grade students
works with functions. This study analyzes the generalization process among 4th grade
students, with the following specific objectives:

e Toidentify and characterize the generalization levels used by 4th grade students.

e Identify and characterize the justifications used by these pupils when
generalizing.

e To identify and characterize the mediations carried out during a lesson.

e To analyze possible relationships among levels of generalization, justifications,
and mediations during the generalization process.

Theoretical Framework

Generalization and Generalization Process

Generalization is considered a key element of algebra, which allows establishing of
relationships between quantities and inferring regularities in each situation. It involves
going from the particular to the general and seeing the general in the particular (Kaput,
2008; Mason, 1996). This mathematical process plays an important role in mathematics
performance and learning (Amit & Neira, 2008). Kaput (1999) defines generalization

as.

“Generalization involves deliberately extending the range of reasoning or
communication beyond the case or cases considered, explicitly identifying and exposing
commonality across cases, or lifting the reasoning or communication to a level where
the focus is no longer on the cases or situations themselves but rather on the patterns,

procedures, structures, and the relations across and among them” (p. 136).
Carraher et al. (2008) expressed that mathematical generalization “involves a claim that
some property or technique holds for a large set of mathematical objects or conditions”

(p. 4). Generalization plays a crucial role in mathematics, as it allows us to recognize

patterns and regularities within a given situation and apply them to new situations. It is
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considered an optimal way to observe and express a general statement (Cafiadas and
Castro (2007); Mason et al., 1985; Mason, 1999). For Radford (2008), the algebraic
generalization of a pattern is based on the ability to identify a common element observed
in a series of concrete details and then extend this property to the set of subsequent
terms. That is, generalizing allows us to provide an expression that gives an answer for
any term of the sequence, identifying the relationship established between the elements

and their position in the sequence.

Different authors have described the generalization process. The study developed by
Cafadas y Castro (2007) described the generalization process through inductive
reasoning. This process is constituted by steps that go from particular cases to the
general case and its demonstration. The first part of the process begins with observation
and organization of particular cases. This is followed by a search and prediction of
patterns, leading to the formulation of conjectures, which are validated by new particular
cases. Starting from a conjecture that is true for particular cases and having validated
this conjecture for new cases, students can hypothesize that their conjecture is true in
general. But this is not enough to justify a generalization. A formal proof can provide a
justification to demonstrate the truth of the conjecture. These steps were adapted by
Pinto et al. (2018) for the functional approach to algebraic thinking. In the study
developed by Blanton (2008) she stated that the development of generalization by
students takes place when they are presented with a mathematical situation that they can
explore. They then formulate a conjecture, which can be correct or incorrect. If the
conjecture is incorrect, they can formulate a new one. If the conjecture is correct and
confirmed, it becomes a generalization. Another study related to generalization was
developed by Radford (2008), who described that generalizations of algebraic patterns
are not characterized by the use of notations, but by the way in which the general is
treated. In his work he stated that in order to generalize, a common element of the
sequence must be identified, then this common element must be expanded to all the
terms of the sequence and, finally, a rule or scheme must be formulated to determine
any term of the sequence. Ellis (2011) distinguished the following actions reflected in
the generalization process: (a) identify points in common among the cases, (b) extend
the reasoning of one of them beyond the range where it originated, and (c) derive broader
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results in specific cases. This author emphasized that generalization is a dynamic
process that can evolve through interaction. Lastly, the study by Authors distinguished
abduction, induction, and generalization as part of the generalization process. These
authors described that abduction (initial phase) allowed students, by work with near
particular cases, to formulate initial conjectures. Then, in the induction phase, students
considered conjectures they would validate, and they generalized when the confirmed

conjecture was reaffirmed for indeterminate or general cases.

Justification

Justification is the “support for more productive generalization which, in turn, can
promote development of appropriate deductive arguments” (Ellis, 2011, p. 7). It is
described as a set of arguments which help show whether a conjecture is true. If the
conjecture is true, it can be called generalization (Blanton, 2008). For Staples et al.
(2012) justification is “an argument that proves (or refutes) the truth of an assertion that
uses accepted statements and mathematical forms of reasoning” (p. 448). Mathematical
justification is the “process to support affirmations and mathematical choices when
solving problems or explaining why an affirmation or answer makes sense” (Bieda &

Staples, 2020, p. 103); that is, justification is a process based on sense making.

Staples et al. (2012) characterized justification as a learning practice in the sense that “it
promotes understanding among those participating in the justification, both the
individual providing justification and the audience receiving it” (p. 449). Justification is
an action which is present in mathematical practice. It is used to validate assertions, give
an idea about results, and systematize knowledge, among others. It is a way that helps
students improve their understanding of mathematics and their mathematical
competencies; it is a way to learn and do mathematics (Staples et al., 2012). It is a
practice used to obtain, develop, and evaluate students’ understandings of mathematical
concepts and learning. Students do not only develop understandings, they also show
their current understandings, which gives an idea of what they have learned (Lesseig &
Lepak, 2022).
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Regarding justification in the context of generalization, we consider Radford’s (2008)
idea that the fundamental key to explaining generalization lies in understanding how we

perceive similarities and differences in a situation.

Mediation

According to Da Ponte and Quaresma (2016) helping and motivating students to
mobilize their knowledge, to explain and justify their solutions, thus developing their
communicative and argumentative skills, depends on the interventions or mediations
made by teachers. Mediations are a bridge that favors working with generalizations,
encouraging students to achieve their learning objectives, motivating them to answer,
having a considerable impact on students’ ability to generalize (Urena et al., 2019).
Mediations can be defined as “a process of pedagogical, social, dialogic, ludic,
conscious, intentional, systematic interaction, aimed at generating good learning
experiences” (Escobar, 2011, p. 60). From a sociocultural perspective, mediation is
considered an education interaction which is deliberate, conscious, significant, and
transcendent. It is an action among people within a learning context and where one of
them (mediator) accompanies and helps the learner go from the initial status of not
knowing, being able to, or being, to another qualitatively higher one of knowing,
knowing how to, and, more importantly, being (Ferreiro & Calderon, 2005). This
pedagogical tool, in which the mediator helps the student in their learning process,
allows them to reach their learning objective, allowing them to analyze each situation
until they are able to generalize (Narvéez y Cafiadas, 2023).

Method

This study is part of a research project aimed at exploring student skills in the first grades
of elementary education with tasks that address algebraic thinking, specifically,
functional thinking. We used design research to design and implement a teaching
experiment consisting of five lessons (Steffe &Thompson, 2000) carried out with 4th

grade students (aged 9-10).
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Participants

The study focused on a lesson carried out with 22 4th grade students in a charter school
of low socioeconomic context in Spain. The selection of the school and grade was based
on school and teacher availability. Students were familiar with writing numbers up to
one million, as well as basic operations (addition, subtraction, multiplication, and
division). Students had received no prior instruction on generalization or functions. To
identify each of the 22 participating students, we coded them with alphanumeric
symbols, using the letter E and a number (E1, E2...E22). To conduct this study, we had
informed consent from the parents/legal guardians of the participating children. The
teacher-researcher who carried out the lessons is a member of the research team. Her
role was to introduce the task and guide the unfolding of the lessons. We use the letter

“I” to identify the teacher-researcher.

Data Collection

The teaching experiment conducted with 4th grade students included an initial
questionnaire that was used to identify the students’ prior knowledge and two individual
interviews, one at the beginning and one at the end of the teaching experiment. After the
initial interview, we implemented four lessons that included various functional tasks.
Each lesson lasted about one hour. During the lessons, we presented different tasks
involving linear functions in contexts that were familiar and interesting to students.

Table 5-5 details the functions included in each lesson.

Table 5-5
Functional Tasks for each Lesson
Lesson  Context Function
1 Amusement Park y=2x+1
2 Amusement Park y = x+3
3 Birthday: tables and boxes of candy y=2x/x+Xx
4 Birthday: tables and boxes of candy y=2x/Xx+X

During the four lessons, questions were posed in different formats: open-ended

questions, true-false questions, and the construction or completion of function tables.
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The questions asked in the lessons were designed following the inductive reasoning
model described by Cafadas and Castro (2007), which includes questions that promote

generalization starting from particular cases.

We used the same function in the questionnaire and in the interview so that there would
be continuity and the functional relationship would not be an added difficulty. When
introducing the function y= x+3 in lesson 2, we noticed that some students had
difficulties. To address this situation, we decided to use a less complex function (i.e. y
= 2x) in the next two sessions. This allowed us to provide a more accessible and less
intimidating learning environment for those students who had difficulties with previous
questions. Therefore, for this study, we focused specifically on lesson 3, where the task
involved the function y = 2x. We chose this lesson because we observed generalization
more frequent than in other lessons and students’ participation was usual. In addition,
we found this function interesting because students could express their generalizations
using different verbal expressions, such as doubling the number or adding the same

number twice.

During the lesson we worked on various particular cases. Stacey (1989) classified
generalizations into (a) near, used to describe a question that can be solved with a
drawing or counting step by step; and (b) far, which describes a question that goes
beyond the reasonable practical limits of said step by step. The study by Torres et al.
(2021) was based on these categories and introduced a third category of indeterminate
or specific cases in which the answer depends on recognizing a relationship. In our
study, using students’ prior knowledge, we defined the cases as follows: (a) near or
when a number lower than 50 was used; (b) far or when a number 50 or higher was
used, up to 500,000,000; and (c) indeterminate or cases where phrases such as “any

number” were used.

The Teaching Experiment

Each lesson was divided into three moments. At the beginning of the lesson, which
lasted approximately 15 minutes, the teacher-researcher introduced the context of the
task: “Isabel is preparing her birthday party. She has started organizing the tables and

boxes of party gifts for her guests” (see Figure 5-6).
196




Figure 5-6
Picture of the Proposed Task

& 1 é
e e @

The teacher-researcher presented the context with pictures of the tables and the boxes,

which she placed on the board. She then presented different cases that were included in

a table. The following cases were introduced through different questions:

e How many gift boxes are needed for 3, 8, 2, and 5 tables?

¢ How many tables are needed for 14, 8, and 12 gift boxes?

During the central moment of the lesson, which lasted about 25 minutes, individual
worksheets were given to each student. The worksheet had a section in which the
students had to fill in a function table with the missing information. Also, students had
to explain how they knew what the missing quantity was. Finally, they had to answer
two questions: “How do you know how many tables there are when you know the
quantity of boxes?”” And: “How do you know how many boxes there are when you know

the quantity of tables?”

In the final part of the lesson, which lasted approximately 17 minutes, a group review
of the worksheets was carried out. They were asked “How many gift boxes are needed
for 6, 20, 9, and 2,000 tables?” And “How many tables are needed for 2, 44, 30, and
10.000 gift boxes?” The students then were proposed to pose a “large” quantity of tables
and boxes. Finally, they were asked about any number of tables (undetermined

quantity).

The lesson was video recorded with a fixed camera placed at the end of the classroom,
to capture all students’ participation. We later transcribed the lesson recording for

analysis using the software Ingscribe (Version 2.2.5).
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Data Analysis

In order to meet our research objectives, our units of analysis were the speaking turns
of both students and the teacher-researcher. These speaking turns were identified during
transcription, identifying each speaker and what they said. We then carried out a line-
by-line coding. This allowed us to identify generalizations, justifications, and
mediations. By using emergent categories, we coded each speaking turn when
generalizations, justifications, and mediations were identified. We also took into
account the students written responses on their individual worksheets. We scanned these

worksheets for analysis.

Initial coding was carried out by the first author of the article. To ensure the reliability
of the analysis, we carried out a subsequent discussion and consensus process among

the three authors until we agreed on the coding presented.

Generalization Categories

To analyze students' generalizations, we have regrouped the levels of generalization
sophistication provided by Blanton et al. (2015) into five categories. We describe each

of them as follows:

e Does not generalize: Students do not describe or implicitly use any type of
mathematical relationship when talking about the problem data.

e Recursive generalization: Students conceptualize a recursive pattern as a
sequence of particular instances or conceptualize a recursive pattern as a
generalized rule between successive arbitrary values with no reference to

particular instances. For example:

I: How many boxes did we have here?

E6:  Six.

I: Six, and here | have 10 more to complete the 16.
E6:  There are eight tables.

I: You say there are eight, why?

E6:  Because you count those three more, until you reach 16.
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Generalization with specific cases: Students conceptualize a functional
relationship as a set of particular relationships between specific corresponding
values (see Figure 5-7).

Figure 5-7

Example of Generalization with Specific Cases in a Student’s Response
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Note. Translation. Question: Explain how you know. Answer: because 2x6=12 then 12.

Generalization with indeterminate cases: Students conceptualize a general
relationship between two quantities through a set of cases, with primitive
representations and an incomplete representation of the relationship (see Figure
5-8).

Figure 5-8

Example of Generalization with Indeterminate Case in a Student’s Response
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Note. Translation. Question: How do you know how many boxes there are when you
know the number of tables? Answer: | add 2 by 2 or multiply or double it.

Generalization with algebraic symbolism, students conceptualize functions as a
generalized relationship between two arbitrary, explicitly referenced quantities,

using algebraic symbolism to express regularity.

We renamed Blanton et al. (2015) pre-structural level as does not generalize. Blanton et

al. (2015) levels recursive particular and recursive general were reclassified as recursive

generalization. Blanton et al. (2015) level particular functional was reclassified as
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generalization with specific cases. Blanton et al. (2015) levels primitive functional
general and emergent functional general was reclassified as generalization with
indeterminate cases. Finally, Blanton et al. (2015) levels condensed functional general

and function as an object were reclassified as generalization with algebraic symbolism.

Justification

Justification is the explanation given by the student orally or in writing. In this
explanation, they describe their assertion or strategy used through verbal or written
expressions, concrete examples, images, or various representations. Through this
justification, we can understand how students’ reason about a specific assertion (see

Figure 5-9). In our analysis, we only tracked whether a student justified or not.

Figure 5-9
Example of Justification in a Student’s Response
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Note. Translation. Question: How do you know how many boxes there are when you know the
number of tables? Answer: Adding or multiplying, for example number of tables 20, number of
boxes 40.

Mediation

By mediations we understand the actions carried out by the teacher-researcher, such as
questions, corrections, challenges, and orientations, aimed at helping and guiding
students' learning. For example, in this mediation, the teacher-researcher, through

questions, helps students to explain their answers and correct their wrong answers:

I: How would I know how many tables I had if | had two boxes? E21
E21: One
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E21:

I:
ES:
I:
ES8:
I:
ES:

Results

Why? (mediation)

Because twice as many as two is one

Twice two is one? (mediation)

No

What do you mean no E8, how come? (mediation)
Because she said double, right? and it would be four?
And how would it be then? (mediation)

It would be, it would be half of two.

Generalization

Throughout the lesson implemented, we observed different levels of generalization.

Students who generalized did so at the level’s Recursive generalization, Generalization

with specific cases, and Generalization with indeterminate cases. The levels Does not

generalize and Generalization with algebraic symbolism were not observed during this

lesson. Examples of each level of generalization observed are shown below. In the

Figure 5-10, we show the order in which students used each of the levels of

generalization during the lesson. Below, these levels are described with examples.
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Figure 5-10
Levels of Generalization Exhibited by Students
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Out of the 22 students, 19 provided evidence of generalization, while three did not (E1,
E14, and E22). The total number of generalizations displayed by students throughout
the lesson was 38. The most frequently level of generalization employed was the
generalization with specific cases. Twelve students exclusively utilized a single type of
generalization throughout the entire lesson (recursive generalization and generalization

with specific cases).

E6, E9, and E10 began using the recursive generalization level, switching to the
generalization level with specific cases or the generalization level with indeterminate
cases. E2 and E5 began by generalizing with specific cases level and gradually
transitioned to the generalization with indeterminate cases level. Moreover, we observed
that students E8 and E15 exhibited a decrease in generalization sophistication over time.
E8 commenced at a higher level (generalization with indeterminate cases) and later
employed a less sophisticated form of generalization, namely the generalization with
specific cases. E15 started by generalizing at the generalization with indeterminate level,
then shifted to the generalization with specific cases level, and eventually returned to
generalizing at the indeterminate cases level. The following are examples of the levels

of generalization:
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In the recursive generalization level, the students identified a regularity between

successive values. The following excerpt illustrates this level of generalization.

I If now I have... Listen, I want you to think this out by yourselves... gifts,
12 gifts, 12 boxes, how many tables do | have?

E18: I wrote eight.

I Why?

E18: Because | added the boxes.

In this case, to identify the quantity of tables, E18 added the quantity of boxes for each
case until they reached the total of 12.

In the generalization with specific cases level, the students identified a relationship with
specific particular cases. For example, the following excerpt illustrates this level of
generalization. In Figure 5-11 we see the student’s response on his worksheet. We then

detail the answer he gives during the lesson.

Figure 5-11
Example of E17 Response
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Note. Translation. Question: Explain how you know. Answer: because | multiplied it.

I: If now, I have... Listen again, 12 gifts, 12 boxes, how many tables do |
have?

E17: Teacher, | have a multiplication answer.

I: So, how would that be?

E17: Because | have multiplied the two tables by six.

I: The two boxes?

E17: Yes.

In E17’s case, he identified that the regularity for this particular case was multiplying
two by six to obtain the result of 12. Even when they identified a regularity, they did it
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incompletely; that is, they did not express that they needed to multiply the quantity of

tables by two boxes to know the total.

Another example where we observed this level of generalization is when students
explained on their worksheets how they knew the amount to write in the table. In Figure

5-12, E5 responded as follows:

Figure 5-12
Example of E13 Response
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Note. Translation. Question: Explain how you know. Answer: because it is twice as much and |

have multiplied it by 2.
The students that generalized with indeterminate case identified a general relationship
between two quantities through various data. Here is an example of this level of

generalization for EG6.

I: If now | have 12 gifts, 12 boxes, how many tables do I have?

E6: 1t’s twice as much, twice as much.

I: You say it is twice as much, how is that? Explain it to your classmates.
E6:  That if you have 12 boxes.

I: How many tables do | have?

E6:  Six.

I: And how much is twice as much?

E6: Two times Six.

In this case, E6 identified that the numbers of boxes are double the number of tables,

saying there are 6 tables.

In other cases, the students identified the regularity using more sophisticated
expressions. Below is an excerpt from the lesson where we identified this level of

generalization.
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I: So, when you know the number of tables, what do you do to know the
number of boxes?

E5:  You multiply, so multiply.

K When you know the number of tables to know the number of boxes, what
do you say?

E5:  Oh, I multiply by two which are the boxes on each table.

Another example was seen in the answer sheets, when we asked, “How do you know
how many boxes there are when you know the number of tables?” This question, that
included an indeterminate quantity, allowed us to observe this level of generalization.

An example is given by E8 (see Figure 5-13).

Figure 5-13

Example of E8 Response
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Note. Translation. Question: How do you know how many boxes there are when you know the

number of tables? Answer: doubling each number.

During the lesson, the teacher-researcher presented various cases, with different
quantities (near, far, and indeterminate). We found that depending on the case presented,
various types and numbers of generalizations were displayed. When working with close
quantities, there was a greater variety of levels of generalization, with case-specific
generalization being the most used. In addition, recursive levels of generalizations,
generalization with specific and indeterminate cases were used in this case. As for the
work with distant and indeterminate cases, there were no cases of recursive
generalizations. We did find generalizations with specific and indeterminate cases. The

number of generalizations was smaller, but they were more sophisticated.
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Justifications Made During the Lesson.

During the lesson, the students justified along with the generalizations. These
justifications were made with the support of mediations by the teacher-researcher. Of
the 38 generalizations evidenced, 37 were accompanied by a justification. During the
lesson, one student did not justify when she generalized. As shown in the following
example, E15 stated that the reason he did not justify was because he did not know how

to explain his answer.

I: And when they were 30 years old? (Write in the number column in the
box).

E15: 15.

K Why?

E15: Because I subtracted.

I: What do you mean, subtracted?

E15: Outof 30, I... I don't know how to explain it.

Below, we detail the number of justifications made for each level of generalization

evidenced during the session (see Figure 5-14).

Figure 5-14

Number of Justifications Made for the Different Levels of Generalization
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15
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Does not generalize Recursive Generalization with Generalization with Generalization with
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[63]

M Justifications M Does not justify

When expressing generalizations, students justified to validate their answers. Some

students explained their answers precisely and clearly, justifying at different times
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during the lesson. In the following excerpt, E5 indicated precisely that to calculate the
number of tables he needed to calculate half the number of boxes.

K But if you are told the number of boxes, what do you quickly think, what
do you do to figure out the number of tables?
ES:  Well... half, you figure out half the number of boxes (justification).

This way of justifying is observed in the worksheets, where the students simply
explained how they had obtained the answer. They used expressions such as “you must

29 <¢

multiply by two”, “add twice”, etc.

Another form of justification was through gestures to explain their answer. E9 counted
on his fingers, in twos, to show their classmates and the teacher-researcher the validity
of their answer. The following example details a part of the lesson where E9 used this

justification.

I: Now in this other one, 44 boxes.

E9:  That one is mine, teacher.

K E9 so that one is yours, you tell me.

E9:  Idid two, four, six, eight, ten (counting on fingers) until 1 got to 44 and

| counted and it was 22 (justification).

Another student (E1) drew pictures of the tables and boxes to justify his answer (see
Figure 5-15).

Figure 5-15

Answer of E1

-—swmes =
s

-
-

Note. Translation of the figure. Question: Explain how you know, answer: because | made the

boxes.
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Some students, when justifying, gave more details when explaining their answers. These
details were related to the description of how they had arrived at the given result. Below

is an excerpt from the lesson in which this form of justification can be seen.

K If I have 12 boxes, how many tables are there?

E8:  Teacher, | added the tables and boxes.

I: E8.

E8:  Well, six times two, six from six tables, and two from two boxes, and

there on each table it is six times two are twelve (justification).

Mediations Carried out During the Lesson

Mediations were actions that guided and motivated learners to generalize. These actions
were carried out to help students correct mistakes when they did not know how to
continue with the task or when they had to justify their answers. Throughout the lesson
we identified different moments when the teacher-researcher carried out mediations,
which were continuous and diverse. A total of 104 mediations were used during the
lesson. Of the 104 mediations carried out, 46 accompanied the generalization, helping
the students to express it. Below is a breakdown of the number of mediations carried out
by level of generalization (see Figure 5-16).

Figure 5-16

Number of Mediations Made for the Different levels of Generalization
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During the lesson the teacher-researcher used several questions to encourage students

to participate during the lesson in order to express generalizations and justifications. The
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main ones were: "Why?", "What did you think?", "Can you explain it?", etc. In the
following extract we note that the teacher-researcher asked one student to explain his
answer, but also invited other students to start a discussion to indicate whether they

agreed or disagreed with their classmate's answer.

E9:  Ifwe have six here and it starts from the beginning, you get eight...

l: Why? (mediation)

E9:  Two, four, six, eight, ten, twelve, fourteen, and sixteen (counting on their
fingers to show their classmates), you get eight.

I: Do you agree with E9’s explanation? (mediation)

Other mediation the teacher-researcher increased the difficulty of the exercises with far
or indeterminate quantities. As detailed in the following example, she asked students to
indicate a very large quantity “500 million tables... and when we had 500 million tables,
how many boxes did we need?”. Moreover, when students had mistaken in their
answers, the teacher-researcher made mediations that allowed the students to correct
their answers. We emphasize that the teacher-researcher did not tell them where they
had made a mistake, but she did ask a question such as “Are you sure?” or “Does the
result of this operation give this result?”. This allowed the students to check their
answers and correct their errors. The following is an illustrative instance of this

mediations:

K How would I know how many tables I had if I had two boxes? E21
E21: One.

l: Why? (mediation)

E21: Because twice as many as two is one.

K Twice two is one? (mediation)

E8: No.

I: What do you mean no E8, how come? (mediation)

E8:  Because she said double, right? and it would be four?

I And how would it be then? (mediation)

E8: It would be, it would be half of two.
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In the example above, we observe that the teacher-researcher performs two mediations.
The first is a question to explain the student's answer. The next mediation consists of
questioning the student's incorrect answer. This motivates another student to indicate

the correct answer and to justify it.

Another mediation by the teacher-researcher was carried out when students were unsure
how to proceed with the task or showed confusion with the information. For example,
in the development of the lesson, he indicated how they should complete a functional

table, where they could record the cases presented (see Figure 5-17).

Figure 5-17
Mediation Carried out by the Teacher-Researcher to Guide Students

Relationships between Generalization, Justification, and Mediation

In this section, we describe the relationships between the levels of generalization, the

justifications and the mediations used.

During the lesson, justifications were used together with generalizations. The
justifications were constant, co-occurring with the different levels of generalization. The
justifications played a very important role during the lesson, as they allowed us to check
whether the students generalized, i.e., without justification it was impossible to know
whether they identified the regularity of the task. In this sense, we agree with Amit and
Neira (2008) who stated that no generalization is definitive without a solid mathematical
proof. For our study, we did not need a proof or demonstration of the reason for the
students’ answers, but if this answer was accompanied by a justification, it gave us an

understanding that the student understood the situation.
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We emphasize that this link between justifications and generalizations was produced
thanks to the mediations carried out by the researcher-teacher. Mediations were used
throughout the lesson. Some of them were used while the students were expressing
generalizations and justifications and others helped to maintain the active participation
of the whole group throughout the lesson. We assume that, due to the age of the students,
justifying automatically after giving an answer is a bit more difficult for them. But this
situation was overcome with the help of mediations. As the Narvaez y Cafadas (2023)
express, key questions like: "Can you explain to me how you do it?" or "What do you

think?" help the pupils to explain the regularity.

By analyzing the three elements described —generalization, justification, and
mediation—, we found a relationship among them, which supports the generalization
process. There is no specific relationship between the levels of generalization and the
number of justifications and mediations that can be made. But we highlight that these
actions accompany and complement the students' expression of generalization. In order
for students to generalize, we found it is necessary to carry out mediations, motivating
them to justify their answers. As proof of the relationship between the three components,
below is part of the transcript of the session analyzed, where we observe this
relationship.

K If I give you any number of tables, what would you do to find the number
of boxes... E5? (mediation)

E5:  Multiplying.

I: How much? (mediation)

E5:  Bytwo.

K What? (mediation)

E5:  Well 500 million by two would be 100 million.

I: So, when you know the number of tables, what do you do to know the
number of boxes? (mediation)

E5:  You multiply, so multiply.

I When you know the number of tables, what do you do to know the
number of boxes? (mediation)

E5:  Oh, I multiply by two which is the boxes on each table. (justification)
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As learning is a social act, the constant participation of all participants is necessary for
its development. In this case, the generalization process takes place together with the
learners' justifications and mediations made during this process. We understand that,
due to their educational level, the justifications used are not very sophisticated from a
mathematical point of view, but that with the help of mediations they can give a better

argumentation about their generalization.

Discussion

The general objective of this study was to analyze the generalization process among 4th
grade students. To this end, we analyzed the generalization levels used by students
during a lesson. We found that the generalization levels were not used in a growing or
linear order. Some students progressed in their generalization sophistication levels while
others regressed. These results coincide with those of Blanton et al. (2015) who
described the case of a student whose thinking switched bidirectionally between levels
(at times regressing to a previous level). We also found that most students generalized
with specific cases level. This could be because during most of the lesson, students
worked on particular cases, avoiding consecutive cases to avoid recursive
generalization. This could explain why recursive generalization level were not seen
much during the lesson. Therefore, in this group of students the level of generalization
was more specific cases than recursive, coinciding with what was shown in Authors,
who pointed out in their results that children could avoid recursive thinking and reason
about functional relationships. Regarding higher generalization level (generalization
with algebraic symbolism), these were not seen during the lesson. This might be because
the students had no prior experiences with algebraic lessons, generalizations, and
symbolism and, therefore, had limited resources to express generalizations in a more
sophisticated manner. Thus, aside from corroborating some of the results from Blanton
et al. (2015) study, we have contributed by providing evidence that these generalization

levels were seen among students of different ages, in our case, 4th grade students.

It appeared easier for students to generalize based on questions about near cases, where
we identified a greater number of generalization levels. Yet, in turn, working with far

and indeterminate cases allowed student’s generalization levels to be more
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sophisticated. Torres et al. (2021) stated that students would generalize when the
confirmed conjecture was reaffirmed for indeterminate or general cases. We believe
students can generalize with near cases, but with a lower level of sophistication than
when working with indeterminate cases, where students are allowed to advance in their

expression and sophistication of generalization.

Regarding the justifications used by students, they played an important role during the
lesson, as they accompanied generalizations. This result is confirmed by Bieda and
Staples (2020) study, who highlighted that justifications create opportunities to access
significant mathematical ideas. This is noteworthy as we position justifications as
supports for students to express generalizations. In the work by Ellis (2011)
justifications are also characterized as supports for more productive generalization.
Providing the opportunity for students to explain the reasoning for their answers helps
understand the mathematical process. Therefore, it is important for students to be able
to justify which generalizations are valid and which are not (Mata Pereira & Da Ponte,
2017).

With regard to justifications used during the lesson, Thanheiser and Sugimoto (2022)
described that teachers encouraged students to mostly justify a certain way, excluding
other types of reasoning, thus limiting students. This is why we highlight the importance
of providing spaces for students to have the freedom to justify how they deem best. This
allows students to consider justification as an algebraic practice (Lesseig & Lepak,
2022).

Finally, during the lesson, mediations were used and played a key role in the students'
learning. Urefa et al. (2019) argued that mediations favor working with generalizations.
In our study, we observed this same feature. We provide evidence that the mediations
used supported students' generalizations. Therefore, we highlight the importance of
fostering students' participation and encouraging them to share their answers through
justifications. In our study, mediation proved to be a key element in helping students to
justify their reasoning, also helping to ensure that student participation was constant

throughout the lesson.
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We also highlighted the relevance of working with distant and indeterminate cases, as
this helped students to reach more sophisticated levels of generalization. Da Ponte et al.
(2017) stated that intertwining challenging and guiding actions seems fundamental to
develop exploratory environments. In our research, mediations played the role of
providing guidance and motivation to students, which helped them to express their

generalizations effectively.

Conclusion

After analyzing our results, we express that it is evident that generalization is a dynamic
and collaborative process that engages all key stakeholders in education, including
teachers and students, present in the class. The active interaction among these
individuals, through questioning and responding, facilitates a continuous flow of the
learning process. This interactive approach offers diverse opportunities for every student
to actively participate in the learning experience. Social and cooperative work in the
classroom, through mediations and justifications, supports students with algebraic
thinking. Discussion supports construction of more and more sophisticated
generalization levels. Therefore, it is necessary to provide spaces in the class for all
students to come up with various conjectures, allowing them to justify their reasoning,
in order to generalize. Working with near cases initially helps students to be introduced
to the task and identify regularities. However, we consider it is relevant to work and
present students with far and indeterminate cases as a driver to reach more sophisticated
levels of generalization. That is, activities should be gradual, considering they must

facilitate learning.

We would recommend that to help students generalize, it is important for teachers to
ask questions such as: “Can you explain the reason for your answer?”, “How did you
think about this?”, “Why?”, etc., to help students think algebraically. This will foster
discussion and allow students to listen to justifications, leading to deeper understanding
of the task. In addition to providing opportunities for students to create their own

conjectures, they can help to also develop their algebraic thinking further.
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5.3. Estudio de Investigacion 4: De lo Concreto a lo Abstracto: Un

analisis del Proceso de Generalizacion

Narvéez, R., Cafiadas, M. C. y Torres, M. D. (en elaboracion). De lo concreto a lo

abstracto: Un analisis del proceso de generalizacion.

Resumen

Analizamos el proceso de generalizacion de estudiantes de cuarto de primaria (9-10
afios) al trabajar con tareas que involucran funciones lineales. Caracterizamos las fases
de razonamiento (abduccion, induccion y generalizacion) y las acciones para
generalizar. Disefiamos una sesién que contemplaba una tarea de generalizacién seguida
de entrevistas individuales. Los resultados revelaron que en la abduccién los estudiantes
formularon conjeturas, en la induccion validaron dichas conjeturas con casos
particulares, y en la generalizacion tuvieron dificultades con casos indeterminados, pero
mostraron regularidades en sus respuestas. Las acciones de exploracion, organizacion,
identificacion de estructuras y justificacion ayudaron a generalizar. Sugerimos
planificar sesiones considerando estas fases de razonamiento, proporcionado espacios

para realizar distintas acciones que ayuden a generalizar.

Palabras clave: Abduccidn, induccién, generalizacion, pensamiento funcional, proceso

de generalizacion.

Introduccion

La investigacion sobre el pensamiento algebraico y sus componentes es un tema de gran
interés a nivel internacional, como lo evidencian monograficos especificos sobre
revistas de investigacion especializadas reconocidas en el area (Cafiadas et al., 2019;
Kieran, 2022). Como resultado de los esfuerzos realizados desde la investigacion y de
los beneficios observados con la inclusion del pensamiento algebraico desde los
primeros cursos, distintos paises, incluido Espafia, han realizado ajustes curriculares
para incorporar el pensamiento algebraico desde etapas tempranas de la escolaridad
(Ministerio de Educacion y Formacién Profesional, 2022; Pincheira y Alsina, 2021). En

Espafia, se introdujo el sentido algebraico en el curriculo descrito como la capacidad de
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reconocer patrones y relaciones de dependencia entre variables, expresando estas
regularidades mediante diferentes representaciones (Moreno y S&nchez-Matamoros,
2022). Este sentido se describe como «los saberes relacionados con el reconocimiento
de patrones y las relaciones entre variables, la expresion de regularidades o la
modelizacion de situaciones con expresiones algebraicas» (Ministerio de Educacion,
Cultura 'y Deporte, 2022, p. 93). En el caso concreto de Espafia, actualmente, y debido
a la llegada del sentido algebraico al curriculum, tanto investigadores, maestros como
educadores matematicos, se han visto inmersos en la necesidad de disefiar tareas y
formular problemas que favorezcan el pensamiento algebraico desde la educacion
primaria. De esta manera la investigacion y las instrucciones sobre qué hacer para
favorecer el sentido matematico han sido tema de interés en el tltimo tiempo (Torres et
al., 2023).

El pensamiento algebraico se centra en expandir el lenguaje matematico mas all& de los
nameros, permitiendo la inclusion de términos no numéricos para expresar relaciones.
Esta practica no solo generaliza resultados especificos, sino que también ofrece
herramientas para representar conexiones entre magnitudes, siendo fundamental en la
educacion matematica. Facilita el desarrollo del razonamiento légico, la resolucion de
problemas y el pensamiento critico, habilidades esenciales para el éxito académico y
personal en cualquier campo. Desde la educacion primaria, cultivar el razonamiento
algebraico fomenta la capacidad de generalizacién (Ruiz-Hidalgo y Flores, 2022). Esta
perspectiva implica una vision integral de la ensefianza de las matematicas desde edades
tempranas, fomentando el desarrollo de habilidades algebraicas fundamentales en los
estudiantes. En el contexto de nuestra investigacion, nos centramos en explorar uno de
los componentes del pensamiento algebraico: el pensamiento funcional. Segun Blanton
et al. (2011), el pensamiento funcional involucra generalizaciones relacionadas con las
cantidades que varian juntas, asi como la representacion de estas relaciones y la

aplicacion del razonamiento para predecir el comportamiento funcional.

La generalizacién, una de las practicas del pensamiento algebraico, es considerada clave
en matematicas y, en particular, en el pensamiento algebraico temprano y, por ende, en
el funcional. Se trata de un proceso matematico fundamental que permite identificar
patrones y regularidades en una situacion y aplicarlos a nuevas situaciones (Cafadas et
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al., 2012; Mason, 1999). La generalizacion como producto se refiere a la forma en que
se expresa la generalidad resultante de este proceso cognitivo (Ellis, 2007; Stephens et
al., 2017). Diversas investigaciones han resaltado el uso de diferentes acciones como
explorar, formular conjeturas y validarlas, que se realizan durante el proceso de
generalizacion a lo largo de distintas etapas, como la abduccién y la induccion (e.g.,
Ayala-Altamirano y Molina, 2021; Ellis, 2007; Rivera y Rossi, 2007; Torres et al.,
2021a).

A pesar de la existencia de investigaciones previas que se centran en el proceso de
generalizacion, ain persisten interrogantes en como se realiza este proceso en la sala de
clases y qué acciones realizadas por los estudiantes ayudan a generalizar. Consideramos
que realizar este analisis del proceso de generalizacién, considerando las fases de
razonamiento involucradas en dicho proceso y las acciones realizadas durante este
proceso, contribuird significativamente a nuestra comprension de como apoyar mejor a
los estudiantes en su capacidad para generar sentido algebraico y generalizar. Ademas,
en este trabajo buscamos complementar el estudio de Torres et al. (2021a) quienes, al
haber realizado su investigacion con estudiantes de segundo de primaria, expresaron su
interés en profundizar en la comprension de como las fases de razonamiento varian en
funcién de los diferentes niveles educativos o cursos. Con base en los antecedentes
mencionados, el objetivo de esta investigacion es analizar el proceso de generalizacion
en estudiantes de cuarto de primaria al trabajar con una tarea funcional. Para lograr este

objetivo, nos planteamos los siguientes objetivos especificos:

e Identificar y describir las fases de razonamiento (abduccién, induccién y
generalizacion) en el trabajo de estudiantes de cuarto de educacién primaria en
tareas de generalizacion que involucran funciones.

e ldentificar y caracterizar las acciones realizadas dentro del proceso de

generalizacion
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Marco Conceptual

En este apartado describiremos los elementos conceptuales centrales de nuestro trabajo
de investigacion, considerando la generalizacion, el proceso de generalizacion y las

fases de razonamiento, y las acciones para generalizar.

Generalizacion

Existen distintas investigaciones que han abordado la generalizacién desde una dualidad
de significado, describiéndola como producto y como proceso (Ellis, 2007; Harel y Tall,
1991; Stephens et al., 2017). La generalizacion como proceso implica identificar
elementos comunes, ampliar el razonamiento mas alla de los casos particulares y aplicar
lo aprendido a nuevas situaciones (Ellis, 2007; Kaput, 1999). La generalizacién dentro
del pensamiento algebraico es considerada el nucleo de la actividad matematica
(Dorfler, 1991; Kaput, 2008; Mason, 1999). El proceso béasico de generalizacién
consiste en identificar cualidades o propiedades comunes entre varios objetos o
situaciones y registrarlas como caracteristicas generales (Dorfler, 1991). La
generalizacion se produce cuando se identifica y expone la regularidad entre casos
particulares, extendiendo y validando esa regularidad a los casos generales (Kaput,
1999; Pdlya, 1966). Generalizar implica ampliar intencionadamente el alcance del
razonamiento o la comunicacion mas alld de casos especificos, destacando
explicitamente las similitudes entre ellos, y elevar el enfoque hacia patrones y relaciones
entre situaciones en lugar de centrarse Unicamente en casos individuales (Kaput, 2000).
Para Harel y Tall (1991) la generalizacion es el proceso de aplicar un argumento a una
situacion mas amplia y general. Blanton et al. (2011) describieron que generalizar se
produce cuando identificamos una estructura y la relacionamos a esa situacion
matematica, por ejemplo “el nimero de patas de una silla es cuatro veces el numero de
sillas” (p. 9). Establecer esta relacion, més alld de una situacion particular, es
generalizar. Segun Cafiadas et al. (2012) los estudiantes logran generalizar cuando son
capaces de identificar un patron comun que se observa en algunos casos particulares y
aplicar esta caracteristica comun a otros casos particulares. Para lograr generalizar, es
necesario identificar las regularidades en el comportamiento de una tarea funcional

(Torres etal., 2021a). Desde una perspectiva funcional, la generalizacién es la capacidad
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de percibir y expresar como una cantidad varia en relacion con otra en general (Blanton,
2008). Como sefalaron Torres et al. (2023), para obtener una expresion general dentro
de un contexto funcional, es necesario identificar dos variables que también pueden
detectarse a través de casos particulares. En este sentido, la comprension de relaciones
y patrones entre variables en un contexto funcional facilita la generalizacion a partir de

casos especificos.

Proceso de Generalizacion y Fases de Razonamiento

El proceso de generalizacion ha sido descrito por diversos autores, quienes han
analizado los pasos y fases involucrados en este proceso (e.g., Blanton, 2008; Cafadas
y Castro, 2007; Narvaez y Carfiadas, 2023; Pinto y Cafadas, 2018; Torres et al., 2021a).
El proceso de generalizacion implica relacionar variables a través de la estructura
identificada lo que ayuda a comprender como perciben, organizan y relacionan
regularidades. El proceso de generalizacion implica establecer la estructura general

existente entre cantidades que covarian (Torres et al. 2022).

Existen investigaciones que han abordado el proceso de generalizacion considerando
distintos elementos. En el estudio realizado por Cafadas y Castro (2007) propusieron
un proceso de generalizacion basado en el razonamiento inductivo, que consideraba
siete pasos. Estos pasos incluian trabajar con casos particulares, organizar los datos,
identificar patrones, formular conjeturas, justificarlas, generalizar y demostrar. Sin
embargo, sefialaron que no todos estos pasos son necesarios en todos los casos,
destacando la importancia del paso de generalizacion como generador de conocimiento.
En un trabajo realizado posteriormente por Pinto y Cafiadas (2018) realizaron una
adaptacion de los pasos anteriores al contexto del pensamiento funcional en educacion
primaria, modificando la nocidn de patron, la cual esta mas asociada a la recurrencia,
por la nocion de estructura que permite resaltar el rol que tiene la relacion entre las
variables del problema. Por su parte, Blanton (2008) describio el proceso de
generalizacion, destacando que la construccién de la generalizacion se llevaba a cabo
cuando los estudiantes exploraban una situacion matematica, formulaban conjeturas y
las ponian a prueba a traves de la justificacion. Si la conjetura era valida, se convertia

en una generalizacion. Rivera y Becker (2007) describieron que la abduccion e
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induccidn son cruciales para generalizar a partir de una clase limitada de instancias
particulares (ver Figura 5-18).
Figura 5-18

Proceso de Generalizacion
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Is R the best form (under current assumptions)?
Nota. Figura extraida de Rivera y Becker, 2007, p. 153.

Para Rivera (2010) el proceso de generalizacion considera las fases de abduccion-
induccioén y la accién simbdlica. Describid que la abduccion involucraba explorar reglas
plausibles, mientras que la induccion confirmaba la validez de esas reglas. La abduccidn
es vista como la primera etapa en la construccion del conocimiento, y la induccion se
refiere a extender un patron para crear algo desconocido. Por su parte la accion
simbdlica implicaba traducir las acciones realizadas en las fases anteriores para realizar
una generalizacion algebraica. Por altimo, Torres et al. (2021a) propusieron un modelo
de tres fases para analizar el proceso de generalizacién, el cual involucraba trabajar con
diferentes tipos de casos. En la fase de abduccion, los estudiantes, trabajan con casos
particulares cercanos, generando las primeras hip6tesis sobre la relacion entre variables.
La fase de induccion se produce cuando trabajan con casos particulares lejanos. Los
estudiantes identificaban una relacién entre variables, pudiendo confirmar las conjeturas
generadas en la fase de abduccion. Finalmente, en la fase de generalizacion, la conjetura
confirmada se reafirmaba mediante casos indeterminados o el caso general, lo que
evidenciaba una comprension de la regularidad subyacente y la estructura en las
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relaciones entre variables. En sus fases incluyen trabajar con casos particulares
cercanos, formular y validar conjeturas, y generalizar a casos indeterminados o

generales (ver Figura 5-19).

Figura 5-19
Modelo de Proceso de Generalizacién
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Nota. Figura extraida de Torres et al. (2021, p. 15).

En el proceso de generalizacion, las nociones de estructura y generalizacion estan
intrinsecamente relacionadas (Torres et al. 2022). Esto se debe a que, en dicho proceso,
la estructura puede identificarse a partir de casos particulares. La estructura se define
como la forma en que se organiza la regularidad entre valores especificos de las
variables involucradas o la manera en que se expresa la generalizacion (Torres et al.,
2021a).

Acciones para Generalizar

En distintas investigaciones se han identificado diferentes acciones y pasos que se
realizan durante el proceso de generalizacion (e.g., Ayala-Altamirano y Molina, 2021,
Canadas y Castro, 2007); Ellis, 2007; Torres et al., 2021a). En el caso de Cafiadas et al.
(2008) hablaron de pasos al referirse a los diferentes elementos individuales que se
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podian diferenciar en todo el proceso de razonamiento inductivo (Cafiadas et al., 2008).
Ellis (2007) describio que las acciones generalizadoras son los actos mentales que los
estudiantes realizan. Estos se pueden inferir a traves de su actividad y habla. Estas
acciones implican observar como los estudiantes resuelven problemas, su enfoque en
una materia, las estrategias que utilizan y a qué prestan atencion. No son las conductas
en si mismas, sino las acciones mentales detras de esas conductas. Estas acciones se
dividen en tres categorias principales: relacionar, buscar y ampliar, y son una manera de
entender los procesos mentales que podrian llevar a comportamientos especificos. Estas
acciones pueden incluir el establecimiento de relaciones entre problemas u objetos, la
basqueda de similitudes y la extension de patrones o relaciones a estructuras mas
generales. A medida que los estudiantes desarrollan habilidades de generalizacion, sus

generalizaciones se vuelven mas sofisticadas.

En un estudio de Ayala-Altamirano y Molina (2021), las autoras identificaron diversas
acciones en el proceso de generalizacion, que abarcaban la exploracion, la organizacion
de datos, la identificacion de estructuras, la conjetura, la validacion, la extension de la
accion/generalizacion y la revision de la accion/conjetura. Las acciones para generalizar
ayudaban a los estudiantes a desarrollar su proceso de generalizacién y a avanzar en su
comprension de conceptos matematicos, promoviendo el razonamiento critico y la
reflexion. Como lo expresaron Ayala-Altamirano y Molina (2021) “estas acciones
podrian llevar a los estudiantes a plantear conclusiones por medio de razonamientos de

abduccion, induccion o deduccion” (p. 214).

Metodologia

Este trabajo se enmarca en un proyecto de investigacién que tiene como objetivo
analizar el pensamiento algebraico de un grupo de estudiantes de cuarto de primaria,
especificamente el pensamiento funcional. La investigacion es descriptiva, exploratoria
y explicativa (Hernandez-Sampieri et al., 2004) lo que permite analizar la relacion entre
las fases de razonamiento, el proceso de generalizacion y las acciones realizadas para

generalizar.

Este estudio lo llevamos a cabo en un colegio de nivel socioeconémico y cultural bajos
en la ciudad de Granada, Espafia, con la participacion de 25 estudiantes de cuarto de
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primaria (9-10 afios). Los estudiantes tenian conocimientos previos en numeracion hasta
el millon y operaciones basicas, pero no habian trabajado la generalizacion. El trabajo
se realizo con el permiso de los padres o tutores legales de los estudiantes y conto con
investigadores-docentes que guiaron el desarrollo de las sesiones y las entrevistas

individuales.

Recogida de Informacion

Diseflamos e implementamos una sesién centrada en una tarea de generalizacion
abordando la funcidn f(n)=2n+1. Contextualizamos la tarea en un parque de atracciones
de Granada, donde los visitantes adquirian un carnet de socio por 1 euro. Cada viaje a las

distintas atracciones tenia un costo de 2 euros.

En el primer momento de la sesion describimos a los estudiantes la tarea, explicando el
funcionamiento del parque. Luego, introdujimos distintos casos a los estudiantes
“;Cuanto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar 2 viajes?”’; ““; Cuanto
tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar 10 viajes?”, etc. Para nuestro
estudio, hemos definido los casos presentados considerando la numeracion trabajada con
los estudiantes en sus clases de matematicas: (a) cercano, aquellos en los que utilizabamos
una numeracion inferior a 50; (b) lejano, aquellos en los que utilizabamos una numeracion
entre 100 y 1.000.000 de viajes; y (c) general o indeterminado, casos en los que
utilizabamos conceptos como "cualquier nimero de viajes" o usando letras como B viajes

y Z viajes.

Durante el desarrollo de la sesion, entregamos a los estudiantes un cuestionario individual
de ocho preguntas abiertas. Cinco preguntas eran sobre casos cercanos (1 viaje, 2 viajes
20 viajes, 11 viajes y 35 viajes); dos sobre casos lejanos (100 viajes y 1.000.000 de viajes)
y, por ultimo, una pregunta de caso general. En la Ultima pregunta se les pedia que

explicaran a un amigo como saber cuénto pagar en el parque.

Llevamos a cabo una puesta en comdn donde los estudiantes compartieron sus respuestas
y explicaron sus procedimientos. Fomentamos la participacion activa de toda la clase
durante el desarrollo de toda la sesion. Videograbamos lo sucedido con una camara fija

en el aula, utilizando la observacion participante como método cualitativo descriptivo que
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nos permitié obtener una comprension méas profunda del desarrollo de la sesion (Bernard,
2006).

Posteriormente pasada algunas semanas de la ejecucion de la sesion descrita, realizamos
entrevistas individuales semiestructuradas a seis estudiantes del grupo participante,
seleccionados por su disposicion para participar segun la maestra. Realizamos las
entrevistas en las semanas siguientes posterior a la sesion descrita. Las llevamos a cabo
en un aula diferente al aula habitual de los estudiantes. En estas entrevistas, trabajamos
con una tarea distinta a la trabajada en la sesién que considerada un contexto de
cumpleafios (f(n)=3n+1). La tarea trataba sobre un cumpleafios donde Isabel les regalaria
la misma cantidad de globos a cada invitado, colocando, ademas, un globo en su puerta
para sefialar su casa. En la figura 5-20 detallamos el material utilizado con los estudiantes

para presentarles la tarea.

Figura 5-20
Materiales utilizados con los Estudiantes

Analisis de datos

Nuestra unidad de analisis se centr6 en las expresiones (verbales y escritas) de los s
estudiantes e investigadores-docentes. Identificamos sus expresiones y dialogos a partir
de la grabacién de la sesion, registrando quién hablaba y lo que expresaban. La
transcripcion la realizamos frase por frase, asignando cddigos a cada participante.
Utilizamos el software Ingscribe (Version 2.2.5) para detallar los interlocutores, sus
tiempos de habla y sus expresiones. Identificamos a los 25 estudiantes con simbolos

alfanumeéricos (E1, E2... E25) y a los investigadores-docentes como 11 e 12.
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En este trabajo asumimos que la abduccion, induccién y generalizacion son procesos

fundamentales del pensamiento algebraico y son parte del proceso de generalizacion
(Canadas y Castro, 2007; Rivera 'y Becker, 2007; Rivera, 2010 y Torres et al. 2021a). A

continuacion, describimos lo que definimos por cada una de ellas para analizar nuestros

datos:

Abduccion: En esta fase, los estudiantes exploraban casos particulares cercanos
y formulando las primeras conjeturas basadas en datos empiricos. Se buscaba
una explicacién plausible para los patrones y relaciones en una secuencia de
numeros (Rivera 'y Becker, 2007; Torres et al. 2021a).

Induccién: Durante la fase de induccién, se validaba una suposicion y se
reconocia la posibilidad de extender un patrén para construir algo desconocido
(Rivera, 2010). Los estudiantes trabajaron con casos que podian variar en
proximidad o similitud, desarrollando generalizaciones, a menudo de naturaleza
aritmética, a partir de situaciones especificas. El razonamiento inductivo se
destac6 como un componente esencial en el camino hacia la generalizacion.
Ademas, facilito la confirmacién de una hipotesis mediante el analisis de casos
especificos (Polya, 1945). Para nuestro trabajo, una conjetura se consideraba
confirmada cuando observabamos la misma estructura en mas de dos ocasiones
durante el trabajo con casos particulares lejanos.

Generalizaciéon: La generalizacion implicé expresar una conjetura que se
aplicaba a todos los casos de una clase especifica. En esta fase, se extendio el
razonamiento mas alla de los casos particulares, estableciendo una regla o patron
que abarcara una clase mas amplia de situaciones (Cafiadas y Castro, 2007). En
el algebra, esto se utilizaba para establecer reglas que permitian calcular
cualquier término de una secuencia o para extender férmulas a un conjunto mas

amplio de numeros.

En relacion con las acciones para generalizar, las hemos definido considerando las ideas

de los trabajos de Ayala-Altamirano y Molina (2021); Blanton (2008); Cafiadas y Castro
(2007), Ellis (2007) y Urefia et al. (2019).

1.

Explorar: los estudiantes buscaban posibles soluciones a los casos presentados.
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Organizar datos: a través de distintos usos de representaciones (tablas, dibujos,
etc.) los estudiantes organizaban la informacion que iban obteniendo a medida que
trabajaban con la tarea.

Conjeturar: Afirmacion que entregaban los estudiantes y daba respuesta a todos
los casos, la cual debia ser validada. Para Blanton (2008) la conjetura es una
afirmacion matematica general que puede ser verdadera o falsa en un dominio
determinado (Blanton, 2008).

Identificar una estructura: a través de la regularidad observada, definida por las
relaciones existentes entre las variables de la funcién (Torres et al., 2021b)
expresandola de forma oral o escrita. Para Molina (2009) una estructura es un
conjunto de términos que componen la expresion, los signos que la componen y
las relaciones que existen entre ellos.

Justificar: respuesta entregada por los estudiantes para validar su conjetura. La
justificacion es definida como un argumento que valida o refuta la verdad de una
afirmacion utilizando declaraciones aceptadas y formas matematicas de
razonamiento (Staples et al., 2012). Para Thanheiser y Sugimoto (2022) la
justificacion permite a los estudiantes explicar su razonamiento de manera

publica, lo que fomenta el anélisis y la discusion en el aula.

Resultados

En este apartado presentamos los resultados de esta investigacion, los cuales dan respuesta

a los objetivos establecidos. Describiremos lo observado en relacion con las fases de

razonamiento y acciones identificadas en el proceso de generalizacion de los estudiantes,

durante la sesion grupal y en las entrevistas individuales.

Sesion grupal de trabajo

Durante la sesion de trabajo, observamos las tres fases del razonamiento: abduccion,

induccién y generalizacion, en las cuales los estudiantes participaron activamente,

contribuyendo con sus respuestas y justificaciones.
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Fase de Abduccidén

Al inicio de la sesion comenzamos presentando y trabajando con casos cercanos. En esta
fase, los estudiantes plantearon diferentes conjeturas e identificaron diversas estructuras.
Por ejemplo, al calcular el costo de hacerse socio del parque y comprar dos viajes, algunos
estudiantes expresaron que debian pagar 4 euros, mientras que otros argumentaron que
eran 5 euros. Estas respuestas reflejaron la identificacion de estructuras diferentes (2n;
2n+1). Como lo expresaron Torres et al. (2021a) en la fase de abduccion, los estudiantes
descubren las primeras estructuras a partir de casos especificos. Trabajar con cantidades
cercanas en esta fase permitio a los estudiantes a establecer relaciones iniciales y calcular
el total a pagar para situaciones concretas. Como sefial6 Rivera y Becker (2007) la

abduccion es primaria en el proceso constructivo.

En la Figura 5-21, observamos estas primeras aproximaciones a la regularidad, donde E2
explicd a sus compafieros, utilizando el conteo con sus dedos, por qué se debian pagar 5
euros por 2 viajes en este parque de atracciones.

Figura 5-21

Explicacion de E2 para el Caso de dos Viajes

1 wali

En esta primera fase, los estudiantes realizaron acciones de exploracion, identificacion de
estructuras y justificacion. Durante la exploracién, los estudiantes buscaron soluciones a
preguntas sobre los casos cercanos (1, 2, 10 y 5 viajes). Algunas de estas soluciones
fueron correctas, mientras que otras no. Paralelamente a la accion de explorar, los
estudiantes llevaron a cabo la identificacion de estructuras. Fue en esta etapa donde se
evidenciaron distintas estructuras en sus respuestas (2n; 2n+1). En la sesién, los
estudiantes no expresaron la regularidad utilizando simbolismo algebraico. En su lugar,
observamos estas regularidades y estructuras a través de sus respuestas y expresiones. Las
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justificaciones proporcionadas se relacionaron con la explicacion de sus procedimientos,
“porque para hacerte socio tienes que pagar un euro y para los viajes tienes que pagar dos
euros y le sumas eso; porque si compras dos atracciones son cuatro mas el carnet de
socio ”. Esta fase abductiva observamos que es anterior a la induccion (Rivera y Becker,
2007) caracterizada por acciones que llevan a la prediccién, seguimiento y confirmacién
de conjeturas.

Fase de Induccion

Los estudiantes pasaron a la fase de induccion cuando trabajaron con casos lejanos, lo
que les permitio validar y confirmar la regularidad de la tarea. Por ejemplo, E10 respondio
al caso de 100 viajes expresando que son 201 euros “porque 100 por 2 son 200 y por el
socio, 1”. En el caso de E9 respondi6 para el caso un millon que “multipliqué un millon
por dos y me salid dos millones y sumé el uno del socio”. En la fase de induccion se
fomenta la generacion de nuevas hipétesis, lo que ayuda a la verificacion de hip6tesis
(Rivera y Becker, 2007). Durante esta etapa, los estudiantes validaron y confirmaron la

regularidad previamente identificada por el grupo curso.

En esta fase se realizaron diversas acciones: exploracion, organizacion de datos,
identificacion de estructuras, la formulacion de conjeturas y justificacion. Los estudiantes
abordaron una amplia variedad de casos, que considerd hasta 1.000.000 viajes. En la
busqueda de soluciones, registraron sus procedimientos, que mayormente implicaban
sumar las cantidades correspondientes. Durante la discusién en clase, un grupo de

estudiantes presentaron sus resultados en la pizarra, describiendo sus procedimientos.

Algunas de las expresiones que nos permitieron observar que habian validado y
confirmado su conjetura fueron “si te haces socio te vale un euro y si se quiere montar en
una atraccion que vale dos, pues tiene que sumarlo; si tl quieres hacerte socio deber pagar
un euro y los viajes te cuestan dos euros y calculando el socio y los viajes; sumé y

multipliqué un millon por dos y me salié dos millones y sumé el uno del socio”.
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Fase de Generalizacion

En la Ultima fase los estudiantes trabajaron con casos indeterminados, extendiendo las

conjeturas realizadas de tal forma que daban respuesta a casos generales e

indeterminados. Les preguntamos “;Qué se les ocurre si yo les digo que 12 fue a ese

parque y se subid a B atracciones y se hizo socio?”. Detallamos parte de este extracto de

la sesion:
E7:

11:

E10:

E10:

E9:

11:

E9:

Veinte atracciones

¢ Cuanto dinero va a pagar 12? ;Cémo podemos saber cuanto dinero
se gasta 12?

Que 12 tiene que multiplicar.

¢ Qué va a multiplicar si se subi6 a B atracciones y se hizo socio?
Multiplicar.

B por B.

¢E9 cual es tu idea?

Hay que multiplicar B por B.

Luego les presentamos el caso con Z viajes. En esta situacion E4 escribe Z por A=B

donde expreso que “la Z no puede otra vez, no puede empezar por atrés, tiene que empezar

otra vez” (ver Figura 5-22).
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Figura 5-22

Respuesta de E4 para caso Indeterminado Z Viajes

En relacién con las acciones para generalizar, observamos que los estudiantes exploraron
distintas respuestas con los casos de B viajes y Z viajes. Para la organizacion de datos,
escribieron sus procedimientos y resultados en la pizarra. La estructura evidenciada con
los casos indeterminados fue 2n'y 2n+1. Al justificar expresaron “debe multiplicar o hay
que multiplicar B por B” y “la B como es la segunda en el orden alfabético son dos viajes

y la A es uno o el carnet y te sale mucho”.

Entrevistas individuales

Al analizar las entrevistas individuales de los seis estudiantes, observamos que, de los
seis estudiantes entrevistados, inicamente E1 no completd la fase de generalizacion. En
cambio, los otros cinco estudiantes avanzaron a través de las tres fases. Un estudiante
(E6) mantuvo la misma estructura a lo largo de las tres fases de razonamiento, mientras
que los demés experimentaron con estructuras diversas. Cabe destacar que los cinco

estudiantes que lograron generalizar lo hicieron de manera correcta.

Entrevista realizada a E1

E1 pas6 por las fases de abduccién e induccion trabajando solo con casos cercanos. En
estas fases logré identificar la regularidad de la tarea para los casos particulares.

Durante la fase de abduccion, E1 formul6 una conjetura basada en la observacién de la
cantidad de globos que se le daba a los invitados y el globo de la puerta. Identificd una
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estructura que implicaba dar tres globos a cada invitado y agregar uno en la puerta. Esta
estructura fue validada en la fase de induccion, al trabajar con diferentes casos.

Para resolver los casos que se le presentaron, utilizo los globos e imagenes de nifios,
ademas de dibujar los invitados para contar cuantos globos necesitaba. E1 llegé a la
conclusidon de que debia entregar 3 globos a cada invitado y agregar un globo adicional,
el cual representaba el de la puerta. En la fase de induccion aceptd y valido la estructura
correcta expresando “tenia que darle tres, tres, tres, tres, tres y tres a sus compaieros.
La misma cantidad a cada nifio, le sobraba uno, pero se lo pusimos en la puerta” (ver
Figura 7).

Figura 5-23

Respuesta de E1 para Caso con 6 Invitados

E1 no trabajoé con casos indeterminados, no obstante, evidencio que identificaba la

regularidad de la tarea al mantener una estructura consistente en su razonamiento.

Entrevista realizada a E2

E2 realiz6 paso por las fases de abduccion, induccion y generalizacion, trabajando con
casos cercanos, lejanos e indeterminados. En la fase de abduccidn, explord diversas
conjeturas, ajustando la cantidad de globos segun el caso presentado. Sin embargo, en
algunos casos, cometio el error de calcular solo la cantidad de globos por nifio,
olvidando agregar el globo de la puerta. Tras trabajar con varios casos, finalmente

acepto la estructura 3x+1 avanzando a la fase de induccion.

En la fase de induccion trabajo con casos cercanos y lejanos, permitiéndole confirmar
la estructura correcta en mas de dos ocasiones. Después de esta confirmacion, la

estudiante trabajo con los casos generales e indeterminados. Con el caso "muchos”
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invitados, E2 le asign6 un valor especifico expresando que “si, por ejemplo, hay mil, los
tendriamos que multiplicar por tres... y luego sumarle uno”. Finalmente, con los casos
indeterminados que utilizaban letras, logré generalizar la regularidad correspondiente,
aunque continu6 asignando un valor a la letra, en este caso cero. La estudiante expreso
“porque si yo invito a cero invitados y esta cero por tres que son cero, mas uno, da un

globo”.

Durante la entrevista, la estudiante utilizo el material concreto y los recursos pictoricos
para ayudarse en su proceso de generalizacion, ademas organiz6 la informacion en una
tabla. Ademas, explor6 con los distintos casos, realiz6 conjeturas, identifico estructuras

y justifico.
Entrevista realizada a E3

E3 paso por las tres fases de razonamiento. En la fase de abduccion, trabajé con distintos
casos cercanos, aceptando una conjetura. En la fase de induccion, al trabajar con nuevos
casos E3 gener6 una nueva conjetura expresando que le daria “cinco, pues uno en la
puerta y tres... uno para cada uno”. Al intentar validar esta nueva, corrige su respuesta

volviendo y reafirmando la conjetura original.

En la fase de generalizacion, expreso la regularidad para casos indeterminados, aunque

para justificar su respuesta, proporciond ejemplos con cantidades.
K Explicame, qué pasaba cuando invitaba a B invitados.

E3:  Puescomo la B es la segunda letra, pues sumaria dos veces tres, porque
tres mas tres, son seis, entonces el nimero que habria pensado son seis,

le sumo uno, que el uno es de la puerta. Son siete.

Durante todo el proceso, utilizé material concreto para responder preguntas relacionadas
con casos particulares, y para los demas casos, realiz6 calculos correspondientes. E3,

ademas realizo las acciones de explorar, identificar estructuras y justificar.

Entrevista realizada a E4

E4 paso por las tres fases de razonamiento. Durante la primera fase, formuld y acepto
una conjetura (ver Figura 5-24), explorando otras conjeturas antes de llegar a la correcta
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(4x, 2x, y 3x+1). Durante esta fase, al preguntarle por el caso con seis invitados y 19
globos, inicialmente intentd asignar cuatro globos a cada uno. Luego comprobé esa
conjetura y se dio cuenta que esto no sumaba 19 globos. Posteriormente, prob6 con dos
globos por invitado, resultdndole una cantidad insuficiente de globos. A través de una
serie de intentos y ajustes, finalmente lleg6é a la conjetura correcta de 3x+1 para
representar la relacion entre el nimero de invitados y la cantidad de globos.

Figura 5-24

Recursos de Apoyo utilizados por E4

i
i SRR

Note. Imagen 1 muestra la estructura 4x; imagen 2 muestra la estructura 2x e imagen 3 muestra la

estructura 3x+1.

Durante la fase de induccidn, validd su conjetura para varios casos diferentes, lo que
reflejaba un proceso de confirmacion y refinamiento de su comprensién. Sin embargo,
en la fase de generalizacion, aunque confirmé la conjetura, expresé dificultades al
enfrentar casos indeterminados con letras. E4 expresé que no se podian calcular estos
casos por ser letras. Para los casos generales (muchos invitados) E4 asign6 una cantidad
a la palabra muchos (100 invitados) expresando que “porque tres por cero, cero, tres por
cero, cero, tres por una, tres. Trescientos globos. (escribe suma) son trescientos uno”

(ver Figura 5-25).
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Figura 5-25

Respuesta de E4 para el Caso de Muchos Invitados
_ e

En el caso de infinitos invitados, E4 propone 60.000 globos expresando que se
necesitaban “sesenta mil uno”. E4 en la fase de generalizacion reflejé su comprension
con la regularidad de la tarea, aplicAndola a situaciones mas complejas. Para realizar
algunos célculos E4 se ayudo al contar con sus dedos, ademss realizé representaciones
pictoricas y tabulares para organizar la informacion de la tarea. En general, su proceso
de generalizacion mostrd la evolucion de la formulacion de conjeturas iniciales hacia

una comprension mas sélida.

Entrevista realizada a E5

E5 pasé por las tres fases de razonamiento, trabajando con casos cercanos e
indeterminados. En la fase de abduccion, E5 inicialmente formulé una conjetura
indicando que cada invitado recibia tres globos, agregando uno para la puerta. En la fase
de induccién, E5 confirmd su conjetura anterior trabajar con mas casos, calculando la
cantidad de globos necesarios en funcion de su estructura de 3x+1. Sin embargo, cuando
le presentamos el caso con cinco invitados, donde él debia indicar la cantidad de globos
que se necesitaban, E5 cambid su conjetura explorando otras posibilidades (5x; x+1).
Posteriormente, y luego de comprobar que las conjeturas que estaba proponiendo eran

incorrectas, retomo la conjetura inicial, confirmandola (ver Figura 5-26).
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Figura 5-26
Estructuras Evidenciadas por E5

Nota. Imagen 1 muestra la estructura 5x; imagen 2 muestra la estructura x+1 e imagen 3 muestra

la estructura 3x+1.

En la fase de generalizacién, E5 evidencié la estructura 3x+1 para situaciones
indeterminadas. Para muchos invitados, E5 propuso multiplicar este muchos por tres y
luego agregar uno para la puerta. Para infinitos invitados, E5 también respondié que en
esta situacion se necesitarian infinitos globos debido a la naturaleza sin fin de los
invitados. Luego, menciona que para calcularlo deberia multiplicar infinito por tres, lo
que resultaria “infinito ademas si, la puerta también vale, entonces infinito globos, mas

uno, infinitos globos uno”.

Para llevar a cabo su razonamiento, E5 organiz6 los datos obtenidos a traves de
representaciones pictoricas y tablas para visualizar y resolver los problemas. Ademas
del uso del material concreto (globos). Ademas, realiz6 las acciones de conjeturar,

identificar la estructura de la terea y justificar.

Entrevista realizada a E6

Por ultimo, E6 pasé por las tres fases de razonamiento, mostrando su capacidad para
trabajar tanto con casos cercanos como indeterminados. En la fase de abduccion E6
identifico una regularidad al trabajar con casos concretos y formul6 una conjetura de la
estructura 3x+1, donde expresaba que daba tres globos a cada invitado y uno a la puerta.
En la fase de induccién el estudiante confirmé y validoé su conjetura a medida que
trabajaba con casos adicionales. E6 demostro6 su capacidad para contar los globos de tres
en tres y considerar el globo de la puerta en cada caso, lo que indicé una comprension
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més profunda de la estructura. Por Gltimo, en la fase de generalizacion, cuando se
presento la palabra mucho, E6 respondi6 que la cantidad de globos necesarios se obtiene
“repartiendo de tres en tres y sumandole uno de la puerta”. Es importante destacar que
E6 no utilizd materiales concretos para resolver los problemas, y en su lugar, la

investigadora-docente intervino para guiarlo y avanzar en sus respuestas.

Discusion y Conclusién

Dado el tamafio de la muestra, destacamos que nuestra intencion no es generalizar los
resultados. Nuestro objetivo principal fue analizar el proceso de generalizacion en
estudiantes de cuarto de primaria, identificando y caracterizando las fases de
razonamiento y las acciones para generalizar tanto de forma grupal (sesion de trabajo)
como individual (entrevistas). A pesar de esta limitacién, hemos obtenido valiosos
hallazgos que ofrecen una comprension méas profunda del proceso de generalizacion en

estudiantes de esta etapa.

En relacion con el proceso de generalizacion analizado en la sesion, el cual fue
construido y desarrollado por todos los estudiantes presentes, observamos como las
respuestas de los pares fueron fundamental para identificar, validar y confirmar la
estructura correcta de la tarea. En esta situacion los estudiantes a través de sus respuestas
y justificaciones avanzaban en el proceso de generalizacion. Por su parte, al analizar las
entrevistas individuales identificamos patrones comunes en el proceso de razonamiento
de los estudiantes. En general, cinco de los seis estudiantes pasaron por las fases de
abduccion, induccién y generalizacién. Todos ellos formularon una conjetura en la fase
de abduccion, que implicaba dar tres globos a cada invitado y uno a la puerta. Esta
conjetura se mantuvo constante a lo largo del proceso. Por lo mismo, destacamos que la
abduccion, induccién y generalizacion son fases esenciales en el proceso de
generalizacién, tal como se ha descrito en investigaciones previas (Cafiadas y Castro,
2007; Rivera, 2010; Rivera y Becker, 2007; Torres et al. 2021).

Tanto en el analisis de la sesidn y de las entrevistas individuales pudimos observar que,
la abduccion permitid a los estudiantes realizar las primeras aproximaciones con la tarea,
explorando y descubriendo las primeras conjeturas que daban respuesta a los casos
presentados, siendo fundamental para el proceso de generalizacion. En esta primera fase
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los estudiantes realizaron las primeras aproximaciones en la tarea, a través de la
exploracidn, identificando estructuras que daban respuesta a los primeros casos. Como
describieron Rivera y Becker (2007) esta fase es vista como primaria en el proceso,
donde se comienzan a construir y establecer generalizaciones. En relacion con la fase
de induccidn, esta permitio que los estudiantes identificaran y validaran la regularidad
de la tarea para cualquier caso particular (cercanos y lejanos), ajustando sus conjeturas
al comprobarlas con otros casos especificos. Al igual a como lo expresaron Torres et al.
(2021) la induccion implico la confirmacion de las conjeturas iniciales. Por ultimo, en
la fase de generalizacion, observamos que, aun cuando presentaron dificultades para
expresar la generalizacion de la situacion, debido al desconocimiento del trabajo con
letras como variables, identificaron la regularidad, dando respuestas a los casos. El
proceso de generalizacion se convirtio en un proceso dinamico, que les permitio avanzar
y retroceder en estas fases a medida que desarrollaban sus conjeturas. Al igual que
Torres et al. (2021) destacamos que el proceso de generalizacién es dinamico,
permitiendo a los estudiantes avanzar y retroceder en las diferentes fases a medida que
desarrollan sus conjeturas y estructuras de pensamiento. Durante la generalizacion, los
estudiantes utilizaron esta estructura para abordar los casos indeterminados. Algunos
expresaron la regularidad en términos generales, mientras que otros asignaron valores

especificos a lo indeterminado para explicar sus respuestas.

Abordar la generalizacion como proceso y como producto nos permitié analizarlo con
mayor profundidad. Pinto y Cafiadas (2018) lo expresaron en sus resultados, la ventaja
de considerar la generalizacion de este modo ayuda a comprender cdmo los estudiantes
generalizan. La generalizacion como proceso permitio entender lo que realizaba los
estudiantes para generalizar (producto). Cuando generalizaban, era capaces de
comprobar que su conjetura daba respuesta a cualquier situacion. Ademas, observamos
que este proceso fue dinamico y permitié que los estudiantes pudieran ir y volver por
las distintas fases para generalizar. Sobre este punto, Blanton (2008) expreso que, si una
conjetura no resultaba verdadera, se planteaba una nueva. En nuestro estudio,
observamos un resultado similar, distintos estudiantes conjeturaban, pero al observar

que esta conjetura no daba respuesta a todos los casos, volvian a plantearse una nueva.
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Asi mismo, destacamos el uso del simbolismo algebraico por parte de los estudiantes.
Al no tener instruccion en este contenido y en coémo abordado los casos indeterminados
y generales, es una evidencia de las capacidades que tienen los estudiantes de primaria
para generalizar. Al expresar que se debe “multiplicar B por B” nos da un indicio de
generalizacion algebraica. Ademaés, observamos que abordar casos indeterminados
presenta variaciones en la forma en que los estudiantes trabajan con ellos. Algunos
asignan valores especificos, mientras que otros las trabajan como una cantidad abstracta.
Esta variabilidad refleja la diversidad de enfoques y estrategias que los estudiantes

pueden aplicar en situaciones de generalizacion.

En relacion con las acciones generalizadoras, no necesariamente se realizaron todas y
en el orden establecido, al igual que lo detallaron en su estudio Cafiadas y Castro (2007).
Observamos que para nuestro estudio la exploracion, organizacién de datos,
identificacion de estructuras y justificaciones se realizaron de forma conjunta, lo que
permitio que los estudiantes conjeturaran y posteriormente generalizaran. Estas acciones
les ayudaron a formular, validar y corregir sus conjeturas, lo que destaca la importancia
de incorporar estos elementos en la ensefianza del pensamiento algebraico. La mayoria
de las acciones identificadas se realizaron en todas las fases. Por lo mismo,
consideramos relevante destacar que la manera en que aparecieron las acciones
generalizadoras en nuestro estudio tuvo que ver con las caracteristicas de la tarea, es

decir, creemos que distintos contextos o funciones podrian mostrar otros resultados.

En el ambito pedagdgico, estos hallazgos sugieren la importancia de planificar las
sesiones de trabajo considerando las fases de razonamiento, entendiendo que el proceso
de generalizacion es gradual. Proponemos trabajar con casos cercanos para que los
estudiantes comprendan la tarea y posteriormente puedan conjeturar, validar,
extendiendo asi la regularidad encontrada para generalizar. Ademas de dar espacios
dentro de las sesiones donde los estudiantes puedan realizar las acciones generalizadoras
necesarias que los ayude a generalizar. También destacamos las acciones de organizar
datos y justificar como elementos clave para ayudar a los estudiantes a validar sus
conjeturas o corregirlas. Los educadores pueden utilizar estos hallazgos para adaptar su
enfoque pedagogico y promover de manera méas efectiva las habilidades de
generalizacion en sus estudiantes. Este estudio proporciona evidencia concreta del
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proceso de generalizacion llevado a cabo por estudiantes de cuarto de primaria,
ofreciendo una descripcion detallada tanto de su realizacion en una sesion grupal de
trabajo como de su desarrollo de manera individual. Estos hallazgos subrayan la
importancia de fomentar el razonamiento matematico y la generalizacion en la

educacion matematica.

En nuestro estudio, la falta de instruccion previa en simbolismo algebraico resulté un
desafio para los estudiantes. Para futuras investigaciones, se podria plantear la
posibilidad de explorar mas a fondo el proceso de generalizacion con estudiantes que
reciban una instruccion especifica sobre cantidades indeterminadas, centrdndose
especialmente en el uso del simbolismo algebraico o cantidades indeterminadas.
Ademas, basandonos en nuestras investigaciones anteriores, subrayamos la importancia
de considerar que el proceso matematico se desarrolla de manera social (Narvaez y
Cafiadas, 2023). Por lo tanto, recomendamos un analisis mas detenido del papel de las
mediaciones proporcionadas por investigadores-docentes en este tipo de intervenciones.

Al caracterizar las distintas fases del proceso de generalizacidon y las acciones que
contribuyen a su desarrollo, este estudio ofrece informacion valiosa para el disefio de

estrategias para la ensefianza del pensamiento algebraico.
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES

En este apartado describimos las conclusiones obtenidas en este trabajo de
investigacion, respondiendo a los objetivos de investigacion previamente establecidos.
En primer lugar, presentamos como y en qué medida hemos dado respuesta a los
objetivos de investigacion a lo largo de los estudios descritos en la seccidn anterior. Las
conclusiones de esta tesis doctoral ofrecen un analisis y descripcion del proceso de
generalizacion en estudiantes de educacion primaria, especificamente en el contexto
funcional del pensamiento algebraico.

En segundo lugar, detallaremos las principales contribuciones de nuestra investigacion
doctoral, describiendo, ademas, las implicancias en la docencia. Finalmente,
abordaremos las limitaciones inherentes a nuestro estudio y delinearemos posibles
lineas de investigacion futuras que se desprenden de nuestro trabajo.

6.1. Respuestas a los objetivos de Investigacion

En nuestra Tesis Doctoral hemos analizado y descrito como los estudiantes de educacion
primaria llevan a cabo el proceso de generalizacion en un contexto funcional del
pensamiento algebraico, considerando las mediaciones realizadas por un investigador-
docente. En este andlisis, evaluamos las estrategias y dificultades que los estudiantes
enfrentan al abordar tareas que requieren la aplicacion del pensamiento funcional y la
capacidad de generalizacién. Ademaés, examinamos cémo las mediaciones del
investigador-docente influyen en este proceso, identificando cémo la guia pedagdgica
impacta en la forma en que los estudiantes abordan y comprenden estas tareas de

generalizacion.

Nuestro objetivo general de investigacion lo hemos abordado en los cuatros estudios
realizados para esta memoria. En el primero de ellos realizamos un analisis
bibliométrico, en el que hacemos una revision del estado del arte de nuestro tema de
investigacion. En los tres estudios posteriores analizamos el proceso de generalizacion.
En los estudios tuvimos la oportunidad de analizar este proceso de generalizacion desde
distintas miradas. En el estudio 2 analizamos y describimos la generalizacion de los

estudiantes antes y después de las mediaciones realizadas por el investigador-docente,
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caracterizando a la vez las mediaciones utilizadas. En el estudio 3 analizamos el proceso
de generalizacion identificando y caracterizando los niveles de generalizacion
evidenciados por los estudiantes, las mediaciones realizadas durante una sesion, las
justificaciones y las posibles relaciones entre niveles de generalizacion, justificaciones
y mediaciones realizadas durante el proceso de generalizacion. Finalmente, en el estudio
4 analizamos el proceso de generalizacion al desarrollar una tarea relacionada con el
pensamiento funcional, identificando y describiendo las fases de razonamiento
(@bduccion, inducciéon y generalizacion), asi como las acciones especificas que

conducen a los estudiantes hacia la generalizacion.

A continuacion, presentamos las principales conclusiones para los objetivos especificos

establecidos en esta memoria de investigacion.

Objetivo especifico 1: Caracterizar el proceso de generalizacion de

estudiantes de los primeros cursos de educacion primaria

Al abordar el primer objetivo especifico (O.E.1) hemos caracterizado cémo los
estudiantes llevan a cabo el proceso de generalizacion, destacando desafios y estrategias
utilizadas en diversas situaciones matematicas. Este analisis lo hemos realizado a través

de los estudios 2, 3y 4 de nuestra Tesis Doctoral.

Esta investigacion permitié analizar el pensamiento algebraico en los primeros cursos
de educacion primaria. Identificamos los niveles de sofisticacion, los cuales fueron
reorganizados del trabajo realizado por Blanton et al. (2015). Esto nos entregd una
vision de la capacidad de generalizacién de los estudiantes, lo que contribuye a
comprender como evoluciona esta habilidad a lo largo de estos primeros afios
educativos. Al analizar y caracterizar el proceso de generalizacion en segundo y cuarto
curso, observamos que, independientemente del nivel, los estudiantes tienen la habilidad
de generalizar para cantidades indeterminadas, incluso sin tener conocimiento previo
del simbolismo algebraico o conceptos de lo indeterminado (infinito, muchos, etc.). Este
hallazgo subraya la habilidad innata de los estudiantes para establecer relaciones entre
cantidades y descubrir patrones méas alla de casos especificos, lo que amplia nuestra

comprension sobre sus capacidades de generalizacion.
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Considerar la generalizacion como un proceso y un producto (Ellis, 2007) permiti6 tener
una mayor comprension de las generalizaciones realizadas por los estudiantes, teniendo
asi un analisis mas completo de su progreso. Esta construccion de generalizaciones se
apoyO en la exploracién de los estudiantes, quienes formulaban y validaban sus
conjeturas mediante la justificacion de sus observaciones y razonamientos. Esta
caracterizacion permitio, ademas, identificar errores comunes y areas de apoyo como el
incentivar a la explicacion de sus respuestas, acciones necesarias para el desarrollo de
habilidades de generalizacion en contextos funcionales, resaltando asi la relevancia de

la mediacidn en este proceso.

Este analisis del proceso de generalizacion ayudo a observar que los estudiantes cuando
trabajaban con casos cercanos podian establecer sus primeras conjeturas que van
validando y extendiendo a medida que exploran mas instancias, tal como describe Ellis
(2011). Este proceso dindmico evoluciona a través de la interaccion y el razonamiento,

permitiéndoles enfrentar lo indeterminado de manera progresiva y sélida.

Objetivo especifico 2: Describir las relaciones entre las generalizaciones
de los estudiantes y las mediaciones realizadas por un investigador-

docente.

En relacion con el segundo objetivo especifico (O.E.2), donde debiamos describir la
relacion entre las generalizaciones y las mediaciones, observamos la influencia
significativa de las mediaciones y la forma en que los estudiantes abordaban las tareas
de generalizacion, destacando la importancia de una guia pedagdgica efectiva en este
proceso. Consideramos la mediacién como una interaccion educativa consciente y
significativa que busca facilitar el desarrollo cognitivo y afectivo del estudiante
(Ferreiro y Calderon, 2005). Esta interaccion intencionada entre el mediador y el

estudiante influyd en el proceso de generalizacion.

Las mediaciones desempefiaron un rol fundamental en el estimulo y correccion de los
estudiantes frente a las tareas de generalizacion en el ambito del pensamiento funcional
(Hidalgo-Moncada y Cafadas, 2020; Urefa et al., 2019). Ayudar a los estudiantes a

movilizar sus conocimientos y explicar sus soluciones dependio en gran medida de las
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intervenciones o mediaciones realizadas por los docentes (Da Ponte y Quaresma, 2016).
Hemos destacado que esas acciones mediadoras son un puente que favorece el trabajo
con generalizaciones y tienen un impacto considerable en la capacidad de generalizacion
de los estudiantes (Urefia et al., 2019).

Hemos identificado mediaciones especificas que han resultado efectivas para ayudar en
el proceso de generalizacion en los estudiantes. Entre estas mediaciones se encuentran
el planteamiento de preguntas reflexivas y la presentacion de desafios matematicos
especificos (mediaciones invitar y desafiar). Nuestra investigacion destaca como las
instrucciones y las intervenciones del investigador-docente tienen una influencia directa
en la calidad y naturaleza de las generalizaciones de los estudiantes. Estos hallazgos
evidenciaron vinculos especificos entre las acciones del docente y las respuestas de los
estudiantes, demostrando como las mediaciones impactan directamente en las

estrategias y respuestas de los estudiantes.

Observamos la adaptabilidad que tienen las mediaciones con las necesidades
individuales de los estudiantes, ajustandose a las respuestas y el nivel de comprensién
de cada estudiante. Ademas, ciertas formas de mediacion se relacionaron directamente
con la confianza y la actitud de los estudiantes hacia las tareas de generalizacion. La
relacion entre la mediacion y la autoeficacia matematica fue un aspecto relevante

detectado en nuestra investigacion.

Objetivo especifico 3: Caracterizar las justificaciones de los estudiantes

al resolver una tarea de generalizacion.

Con respecto al tercer objetivo especifico (O.E.3), hemos hecho una caracterizacion de
las justificaciones realizadas por los estudiantes al enfrentarse a tareas de
generalizacion. Nos centramos en generalizaciones y justificaciones porque estas
practicas son fundamentales para el pensamiento matematico (Dorfler, 2008; Kaput,
1999). Este analisis proporciond una vision de como los estudiantes fundamentan sus
respuestas. En el desarrollo de nuestro trabajo observamos esta relacion existente entre
las justificaciones de los estudiantes con el proceso de generalizacion. Esta idea la
relacionamos con lo expresado por (Carraher et al., 2008) quien expresd que la

generalizacion implica afirmar que alguna propiedad o técnica se mantiene para un gran
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conjunto de objetos o condiciones matematicas La justificacion actia como soporte para
una generalizacion mas productiva que, a su vez, promueve el desarrollo de argumentos
deductivos apropiados (Blanton, 2008; Ellis, 2011). Es el conjunto de argumentos que
validan una conjetura y es crucial para la formulacion de generalizaciones (Staples et
al., 2012).

Identificamos similitudes en las justificaciones de los estudiantes, que abarcaban desde
la mera reproduccién de reglas o conjeturas hasta la presentacion de argumentos mas
elaborados en torno a las relaciones descubiertas. Observamos una variacion en la
sofisticacion de estas justificaciones, desde aquellas basadas en ejemplos con casos
especificos hasta aquellas que expresaban regularidades aplicables a cualquier caso, es

decir, justificaciones que sustentaban las generalizaciones.

Observamos una conexion entre la calidad de las justificaciones y la comprension
conceptual, observando que las justificaciones solidas se vinculan con un mejor
entendimiento. Las justificaciones para nuestra Tesis Doctoral representaron un papel
fundamental en el proceso de generalizacion de los estudiantes. Sin ellas, nos hubiese
resultado complicado identificar y comprender las generalizaciones que emergian al
resolver las tareas que les presentabamos. Este aspecto se convirtié en un componente
clave que no solo validaba las conjeturas y respuestas de los estudiantes, sino que

también permitid distinguir entre las generalizaciones simples y otras mas complejas.

En este objetivo, ademas, destacamos el impacto de la mediacién del investigador-
docente en las justificaciones, promoviendo mayor claridad y fundamentacién. Las
mediaciones realizadas por los docentes o investigadores, en combinacién con estas
justificaciones, desempefiaron un papel esencial en el desarrollo y la comprension del

pensamiento funcional.

Estas herramientas pedagogicas, tanto las justificaciones como las mediaciones, trabajan
de la mano para guiar a los estudiantes hacia un entendimiento mas profundo de las
regularidades matematicas, lo que les permitira avanzar hacia generalizaciones

sofisticadas.
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Objetivo especifico 4: Describir el razonamiento de los estudiantes al

resolver una tarea de generalizacion

En relacion con el cuarto objetivo especifico (O.E.4), hemos logrado ofrecer una
descripcion del razonamiento de los estudiantes al enfrentar tareas de generalizacion,
considerando las fases de razonamiento (abduccion, induccion y generalizacion). A
través de este analisis hemos descrito las estrategias empleadas por los estudiantes,
proporcionando una visién sobre cémo desarrollan y aplican el proceso de

generalizacion.

Durante este proceso, identificamos y caracterizamos las fases de razonamiento y las
acciones generalizadoras llevadas a cabo por los estudiantes, tanto en sesiones grupales
como en entrevistas individuales. Destacamos que la abduccién, induccion y
generalizacion son fases esenciales en el proceso de generalizacion, tal como se ha
descrito en investigaciones previas (Cafiadas y Castro, 2007; Rivera, 2010; Rivera y
Becker, 2007; Torres et al. 2021).

Observamos cémo las respuestas colectivas se convirtieron en un factor fundamental
para identificar, validar y confirmar la estructura correcta de la tarea, avanzando asi en
el proceso de generalizacién. Asimismo, al examinar las entrevistas individuales,
notamos patrones comunes en el razonamiento de los estudiantes: la formulacion de una
conjetura inicial en la fase de abduccion, seguida de su mantenimiento a lo largo del
proceso de generalizacion. Ademas, evidenciamos que la abduccion fue crucial en este
proceso, permitiendo a los estudiantes explorar y descubrir primeras estructuras que
respondian a los casos presentados. La fase de induccion les brind6 la oportunidad de
identificar la regularidad de la tarea y ajustar sus conjeturas a través de la comprobacion
con otros casos especificos. Por dltimo, aunque enfrentaron dificultades para expresar
la generalizacion debido a la falta de familiaridad con el simbolismo algebraico,
lograron identificar la regularidad, dando respuestas a los casos, lo que sugiere sus

capacidades para generalizar.
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6.2. Aportes de la Investigacion

El propdsito de nuestra investigacion era contribuir al entendimiento sobre el desarrollo
del pensamiento funcional en educacion primaria. Al explorar como diferentes
situaciones matematicas influyen en la generalizacién, hemos intentado dar una mirada
mas social, que incluye la interaccion, la mediacion y las justificaciones, en el proceso
de generalizacion y de como poder integrar una progresion de ensefianza sobre
pensamiento funcional en el aula. Ademas, consideramos que nuestra investigacion
ofrece valiosos aportes para disefiar tareas y actividades que promuevan una

comprension més significativa de la generalizacion en este contexto especifico.

Nuestros hallazgos resaltan el papel crucial de las mediaciones y las justificaciones en
el proceso de generalizacion, evidenciando su impacto en la construccion del
pensamiento funcional en estudiantes de educacion primaria. Las mediaciones
identificadas, como invitar y desafiar, proveen herramientas practicas para los docentes,
permitiéndoles guiar de manera efectiva la intervencion pedagdgica. Ademas, hemos
evidenciado que la mediacion puede ser esencial para que estudiantes sin experiencia
previa en generalizacion desarrollen habilidades de justificacion y razonamiento
matematico. Destacamos a la medicacion en el proceso de generalizacion como una
accion social intrinseca en el aprendizaje matematico, que fortalece la comprensién de

la interaccidn entre estudiantes y docentes, facilitando una comunicacion efectiva.

Asimismo, nuestra investigacion confirma la relevancia de las fases de razonamiento
durante el proceso de generalizacién estudiado en otros antecedentes (Cafiadas y Castro,
2007; Rivera y Becker, 2010; Torre et al., 2021), ofreciendo una vision de como se va
generando la generalizacion en los estudiantes. Estas fases permiten una secuenciacion
efectiva de tareas matematicas, progresando desde actividades menos complejas hacia
desafios més profundos. Estos hallazgos, en la misma linea que investigaciones
anteriores, subrayan la importancia de considerar la generalizacion como una
construccidn social que se nutre de la mediacion, las justificaciones y el razonamiento
progresivo para facilitar el desarrollo del pensamiento algebraico en los estudiantes de

educacion primaria.
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6.3. Implicaciones para la Docencia

El estudio desarrollado en esta memoria de investigacion ofrece una contribucién al
admbito educativo y la Didactica de la Matematicas, al profundizar en el proceso de
generalizacion en estudiantes de educacion primaria. Este aporte es significativo en la
medida en que brinda una vision detallada y aplicable en las aulas, abordando cémo los

estudiantes desarrollan este proceso cognitivo.

Una de las implicaciones directas para la ensefianza es la oportunidad de ofrecer a los
docentes una vision clara sobre como integrar el pensamiento funcional en sus practicas
pedagogicas. Esto se puede logra al enfatizar metodologias como las mediaciones,
acciones que puedan fomentar la justificacion y la realizacion de discusiones activas,
instancias que ayudardn a evidenciar las generalizaciones propuestas. Ademas de
otorgar espacios durante las sesiones, donde los estudiantes puedan explorar y compartir
conjeturas. Asi mismo, consideramos esencial que se planifiquen actividades basadas
en casos cercanos a los estudiantes, ya que esto les permite no solo explorar, sino
también generalizar desde sus propias experiencias, facilitando asi el proceso de
comprension y aplicacion. Pero, ademas, llevarlos a casos con cantidades que les
permita extender la regularidad que han identificado. Integrar las précticas algebraicas
en el desarrollo de las sesiones relacionadas al pensamiento algebraico, otorgara

beneficios en el proceso de ensefianza y aprendizaje de los estudiantes.

La investigacion revela que la construccion social del aprendizaje es clave en el
desarrollo del pensamiento algebraico en etapas tempranas. Nuestros hallazgos apuntan
a la necesidad de que los estudiantes constantemente expliquen sus razonamientos a sus
compafieros, promoviendo asi un entorno colaborativo donde la justificacion y el

intercambio de ideas son fundamentales para el proceso de generalizacion.

Los estudios previos, citados en este informe de investigacion, resaltan las carencias en
la formacion de los docentes en cuanto al pensamiento algebraico y la desconexién entre
las experiencias en el aula sobre patrones y el desarrollo matematico continuo de los
estudiantes. Por lo tanto, este trabajo doctoral ofrece un puente esencial entre la teoria y
la préctica, proporcionando a los educadores herramientas concretas para abordar estas

deficiencias. En resumen, nuestro trabajo representa una ayuda en el entendimiento del
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proceso de generalizacion en estudiantes de primaria y, sobre todo, brinda un conjunto
de estrategias y enfoques pedagdgicos aplicables directamente en el aula (Kaput, 2005;
Smith, 2003). Los resultados de nuestra investigacion permiten a los docentes no solo
comprender mejor el desarrollo del pensamiento funcional en sus estudiantes, sino
también implementar practicas mas efectivas y enriquecedoras para fomentar la

generalizacion matematica desde edades tempranas.
6.4. Limitaciones de la Investigacion y Lineas Abiertas

Al realizar el analisis de los datos de nuestra investigacion, observamos que teniamos
algunas limitaciones. Si bien los resultados presentados suponen un aporte al campo de
la investigacion en Didactica de la Matematica, las limitaciones en cuanto a la cantidad
de participantes y el enfoque exploratorio sugieren precaucion al generalizar los

resultados.

Otra limitante fue no considerar en nuestro analisis la representacion. La generalizacion
y la representacion estan intrinsecamente ligadas en el pensamiento algebraico, como
mencionan Cooper y Warren (2011). En nuestros estudios observamos como el uso de
representaciones en diferentes enunciados podia influir de alguna manera en la
generalizacion de los estudiantes. Este aspecto destaca la importancia de considerar las
representaciones como una herramienta clave en el desarrollo del pensamiento
algebraico en edades tempranas. Una de nuestras aspiraciones futuras es examinar mas
a fondo el pensamiento funcional integrando las cuatro practicas algebraicas
(justificacion, representacion, razonamiento y generalizacion) lo que puede ampliar ain
mas nuestra comprensién sobre como los estudiantes desarrollan su capacidad de

generalizacion.

En este trabajo nos hemos centrado en la medicacién como proceso entre el estudiante
y el investigador-docente. Para una futura investigacion, nos interesaria indagar en la
mediacion entre comparfieros en el proceso de generalizacion y cdémo esta interaccién
entre estudiantes impacta en la resolucion de ciertas tareas de generalizacion. También,
nos planteamos la investigacion sobre como aspectos afectivos como la confianza, la
motivacion y los antecedentes socioculturales de los estudiantes pueden influir en la

capacidad de generalizacion.
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CHAPTER 7. CONCLUSIONS

In this section we describe the conclusions obtained in this research work, responding
to the previously established research objectives. First, we present how and to what
extent we have responded to the research objectives throughout the studies described in
the previous section. The conclusions of this doctoral thesis offer an analysis and
description of the generalization process in elementary school students, specifically in

the functional context of algebraic thinking.

Secondly, we will detail the main contributions of our doctoral research, describing, in
addition, the implications for teaching. Finally, we will address the limitations inherent

to our study and outline possible lines of future research arising from our work.
7.1. Research Objectives

In our Doctoral Thesis we have analyzed and described how elementary school students
carry out the generalization process in a functional context of algebraic thinking,
considering the mediations performed by a researcher-teacher. In this analysis, we
evaluated the strategies and difficulties that students face when approaching tasks that
require the application of functional thinking and generalization ability. In addition, we
examine how the researcher-teacher mediations influence this process, identifying how
pedagogical guide impacts how students’ approach and understand these generalization

tasks.

Our overall research objective has been addressed in the four studies conducted for this
report. In the first of these, we conducted a bibliometric analysis, in which we reviewed
the state of the art of our research topic. In the three subsequent studies we analyzed the
generalization process. In the studies we had the opportunity to analyze this
generalization process from different perspectives. In study 2 we analyzed and described
the generalization of the students before and after the mediations carried out by the
researcher-teacher, characterizing at the same time the mediations used. In study 3 we
analyze the generalization process by identifying and characterizing the levels of
generalization evidenced by the students, the mediations performed during a session,

the justifications, and the possible relationships between levels of generalization,
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justifications and mediations performed during the generalization process. Finally, in
study 4 we analyze the generalization process when developing a task related to
functional thinking, identifying, and describing the reasoning phases (abduction,
induction, and generalization), as well as the specific actions that lead students towards

generalization.

In the following, we present the main findings for the specific objectives established in

this research report.

Specific Objective 1: To characterize the generalization process

of students in the first years of primary education.

In addressing the first specific objective (S.0.1) we have characterized how students
carry out the generalization process, highlighting challenges and strategies used in
various mathematical situations. This analysis was carried out through studies 2, 3 and

4 of our Doctoral Thesis.

This research allowed us to analyze algebraic thinking in the first grades of elementary
school. We identified the levels of sophistication, which were reorganized from the work
done by Blanton et al. (2015). This gave us insight into students' generalization ability,
which contributes to understanding how this skill evolves throughout these early
educational years. By analyzing and characterizing the generalization process in second
and fourth grade, we observed that, regardless of the level, students have the ability to
generalize for indeterminate quantities, even without prior knowledge of algebraic
symbolism or concepts of the indeterminate (infinity, many, etc.). These finding
underscores students’ innate ability to establish relationships between quantities and
discover patterns beyond specific cases, which broadens our understanding of their
generalization abilities.

Considering generalization as a process and a product (Ellis, 2007) allowed us to have
a greater understanding of the generalizations made by the students, thus having a more
complete analysis of their progress. This construction of generalizations was supported
by the exploration of the students, who formulated and validated their conjectures
through the justification of their observations and reasoning. This characterization also
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made it possible to identify common errors and areas of support such as encouraging
them to explain their answers, actions necessary for the development of generalization

skills in functional contexts, thus highlighting the relevance of mediation in this process.

This analysis of the generalization process helped to observe that students when working
with close cases could establish their first conjectures that they validate and extend as
they explore more instances, as described by Ellis (2011). This dynamic process evolves
through interaction and reasoning, allowing them to confront the indeterminate in a

progressive and robust manner.

Specific Objective 2: To describe the relationships between
students' generalizations and the mediations performed by a

researcher-teacher.

In relation to the second specific objective (S.0.2), where we had to describe the
relationship between generalizations and mediations, we observed the significant
influence of mediations and the way students approached generalization tasks,
highlighting the importance of effective pedagogical guidance in this process. We
consider mediation as a conscious and meaningful educational interaction that seeks to
facilitate the cognitive and affective development of the student (Ferreiro & Calderon,
2005). This intentional interaction between the mediator and the student influenced the

generalization process.

Mediations played a fundamental role in stimulating and correcting students in front of
generalization tasks in the domain of functional thinking (Hidalgo-Moncada & Cariadas,
2020; Urefia et al., 2019). Helping students to mobilize their knowledge and explain
their solutions depended largely on the interventions or mediations performed by
teachers (Da Ponte & Quaresma, 2016). We have highlighted that these mediating
actions are a bridge that favors working with generalizations and have a considerable
impact on students' generalization ability (Urefia et al., 2019).

We have identified specific mediations that have proven effective in aiding the
generalization process in students. Among these mediations are the posing of reflective

questions and the presentation of specific mathematical challenges (inviting and
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challenging mediations) are some mediations. Our research highlights how researcher-
teacher instructions and interventions have a direct influence on the quality and nature
of students' generalizations. These findings evidenced specific links between teacher
actions and student responses, demonstrating how mediations directly impact student

strategies and responses.

We observed the adaptability that mediations have with individual student needs,
adjusting to each student's responses and level of understanding. In addition, certain
forms of mediation were directly related to students' confidence and attitude toward
generalization tasks. The relationship between mediation and mathematical self-efficacy
was a relevant aspect detected in our research.

Specific Objective 3: To characterize students' justifications

when solving a generalization task.

With respect to the third specific objective (S.0.3), we have made a characterization of
the justifications made by students when facing generalization tasks. We focused on
generalizations and justifications because these practices are fundamental to
mathematical thinking (Dorfler, 2008; Kaput, 1999). This analysis provided insight into
how students ground their answers. In the development of our work, we observed this
existing relationship between students' justifications with the generalization process. We
relate this idea to what was expressed by (Carraher et al., 2008) who expressed that
generalization involves asserting that some property or technique holds for a large set
of mathematical objects or conditions justification acts as a support for more productive
generalization which, in turn, promotes the development of appropriate deductive
arguments (Blanton, 2008; Ellis, 2011). It is the set of arguments that validate a
conjecture and is crucial for the formulation of generalizations (Staples et al., 2012).

We identified similarities in the students' justifications, which ranged from the mere
reproduction of rules or conjectures to the presentation of more elaborate arguments
around the discovered relationships. We observed a variation in the sophistication of

these justifications, from those based on examples with specific cases to those that
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expressed regularities applicable to any case, i.e., justifications that supported

generalizations.

We observed a connection between the quality of justifications and conceptual
understanding, noting that strong justifications are linked to better understanding.
Justifications for our dissertation played a critical role in the students' generalization
process. Without them, it would have been difficult for us to identify and understand the
generalizations that emerged when solving the tasks, we presented to them. This aspect
became a key component that not only validated the students' conjectures and answers,
but also allowed us to distinguish between simple generalizations and more complex

ones.

In this objective, moreover, we highlighted the impact of the researcher-teacher
mediation on the justifications, promoting greater clarity and substantiation. The
mediations performed by teachers or researchers, in combination with these
justifications, played an essential role in the development and understanding of

functional thinking.

These pedagogical tools, both justifications and mediations, work hand in hand to guide
students toward a deeper understanding of mathematical regularities, which will allow
them to move toward sophisticated generalizations.

Specific Objective 4: To describe students' reasoning when

solving a generalization task.

In relation to the fourth specific objective (S.0.4), we have managed to provide a
description of students' reasoning when facing generalization tasks, considering the
phases of reasoning (abduction, induction, and generalization). Through this analysis
we have described the strategies employed by students, providing insight into how they

develop and apply the generalization process.

During this process, we identified and characterized the reasoning phases and
generalizing actions carried out by the students, both in group sessions and in individual

interviews. We highlight that abduction, induction and generalization are essential
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phases in the generalization process, as described in previous research (Cafladas &
Castro, 2007; Rivera, 2010; Rivera & Becker, 2007; Torres et al. 2021).

We observed how collective responses became a fundamental factor in identifying,
validating, and confirming the correct structure of the task, thus advancing the
generalization process. Likewise, when examining the individual interviews, we noticed
common patterns in the students' reasoning: the formulation of an initial conjecture in
the abduction phase, followed by its maintenance throughout the generalization process.
Furthermore, we evidenced that abduction was crucial in this process, allowing students
to explore and discover first structures that responded to the cases presented. The
induction phase provided them with the opportunity to identify the regularity of the task
and adjust their conjectures through testing with other specific cases. Finally, although
they faced difficulties in expressing generalization due to unfamiliarity with algebraic
symbolism, they managed to identify the regularity, giving answers to the cases,
suggesting their abilities to generalize.

7.2. Research Contributions

The purpose of our research was to contribute to the understanding of the development
of functional thinking in elementary education. By exploring how different
mathematical situations influence generalization, we have attempted to provide a more
social view, including interaction, mediation, and justifications, on the process of
generalization and how to integrate a teaching progression on functional thinking in the
classroom. In addition, we believe that our research provides valuable input for
designing tasks and activities that promote a more meaningful understanding of

generalization in this specific context.

Our findings highlight the crucial role of mediations and justifications in the
generalization process, evidencing their impact on the construction of functional
thinking in elementary school students. The identified mediations, such as inviting and
challenging, provide practical tools for teachers, allowing them to effectively guide the
pedagogical intervention. In addition, we have shown that mediation can be essential
for students with no previous experience in generalization to develop justification and

mathematical reasoning skills. We emphasize mediation in the generalization process
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as an intrinsic social action in mathematical learning, which strengthens the
understanding of the interaction between students and teachers, facilitating effective

communication.

Likewise, our research confirms the relevance of the phases of reasoning during the
generalization process studied in other antecedents (Cafiadas & Castro, 2007; Rivera
and Becker, 2010; Torre et al., 2021), offering a vision of how generalization is
generated in students. These phases allow an effective sequencing of mathematical
tasks, progressing from less complex activities to deeper challenges. These findings, in
the same line as previous research, underline the importance of considering
generalization as a social construction that is nurtured by mediation, justifications and
progressive reasoning to facilitate the development of algebraic thinking in elementary

school students.
7.3. Implications for Teaching

The study developed in this research report offers a contribution to the educational field
and the Didactics of Mathematics, by delving into the process of generalization in
elementary school students. This contribution is significant to the extent that it provides
a detailed and applicable vision in the classroom, addressing how students develop this

cognitive process.

One of the direct implications for teaching is the opportunity to provide teachers with a
clear vision on how to integrate functional thinking into their pedagogical practices.
This can be achieved by emphasizing methodologies such as mediations, actions that
can encourage justification and active discussions, instances that will help to evidence
the proposed generalizations. In addition to providing spaces during the sessions where
students can explore and share conjectures. Likewise, we consider it essential to plan
activities based on cases close to the students, since this allows them not only to explore,
but also to generalize from their own experiences, thus facilitating the process of
understanding and application. But, in addition, to take them to cases with quantities
that allow them to extend the regularity they have identified. Integrating algebraic
practices in the development of sessions related to algebraic thinking will benefit the

teaching and learning process of students.
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The research reveals that the social construction of learning is key in the development
of algebraic thinking in early stages. Our findings point to the need for students to
constantly explain their reasoning to their peers, thus promoting a collaborative
environment where justification and exchange of ideas are fundamental to the

generalization process.

Previous studies, cited in this research report, highlight the gaps in teacher training in
algebraic thinking and the disconnect between classroom experiences on patterns and
students' ongoing mathematical development. Therefore, this doctoral work offers an
essential bridge between theory and practice, providing educators with concrete tools to
address these deficiencies.

In summary, our work represents an aid in understanding the generalization process in
elementary students and, above all, provides a set of pedagogical strategies and
approaches directly applicable in the classroom (Kaput, 2005; Smith, 2003). The results
of our research allow teachers not only to better understand the development of
functional thinking in their students, but also to implement more effective and enriching

practices to foster mathematical generalization from an early age.
7.4. Research Limitations and Open Lines

When analyzing the data from our research, we observed that we had some limitations.
Although the results presented represent a contribution to the field of research in
Didactics of Mathematics, the limitations in terms of the number of participants and the

exploratory approach suggest caution when generalizing the results.

Another limitation was not considering representation in our analysis. Generalization
and representation are intrinsically linked in algebraic thinking, as mentioned by Cooper
and Warren (2011). In our studies we observed how the use of representations in
different statements could somehow influence students' generalization. This aspect
highlights the importance of considering representations as a key tool in the
development of algebraic thinking at early ages. One of our future aspirations is to
further examine functional thinking by integrating the four algebraic practices
(justification, representation, reasoning, and generalization) which may further extend
our understanding of how students develop their generalization ability.
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In this paper we have focused on medication as a process between the student and the
researcher-teacher. For future research, we would be interested in investigating peer
mediation in the generalization process and how this interaction between students
impacts the resolution of certain generalization tasks. Also, we consider investigating
how affective aspects such as confidence, motivation, and students' sociocultural

background may influence generalization ability.
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Anexo A: Cuestionario segundo de primaria, sesion 0.

CUESTIONARIO INICIAL - 2°

Nombre y apellidos:

PARTE 1

1. ¢ Cuantas bolas saldran de la maquina si metemos 8 bolas?

0000

0090

2. ¢Cuantas bolas saldran de la maquina si metemos 10 bolas?

o0
0000
o000

3. ¢Cuantas bolas saldran de la maquina si metemos 7 bolas?

00
o0
o0

bolas.

bolas.

bolas.
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CUESTIONARIO INICIAL - 2°

Nombre y apellidos:

4. Pon el numero de bolas que ta quieras al principio de la méaquina.

¢ Cuantas bolas salen?

5. Pon el numero de bolas que crees que saldran de la maquina en la

siguiente situacion. bolas.

6. Ahora vamos a hacer un juego en el que gana quien averigiie cdmo
funciona la maquina. ;Como puedes saber cuantas bolas salen de la

maquina?
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CUESTIONARIO INICIAL - 2°

Nombre y apellidos:

PARTE 2
7. Rodea con lapiz si las siguientes frases son verdaderas o falsas.

(a) Si en la maquina metes cuatro bolas, salen 7 bolas.
Verdadera Falsa

(b) En la maquina siempre salen dos bolas mas que las bolas que has
metido.

Verdadera Falsa

(c) En la maquina siempre salen tres bolas mas que las bolas que has
metido.

Verdadera Falsa

(d) En la maquina siempre sale el doble del nimero de bolas que de
bolas que has metido.

Verdadera Falsa

(e) Si meto A bolas en la maquina, salen A bolas.
Verdadera Falsa

(f) Si meto A bolas en la maquina, salen A+1 bolas.
Verdadera Falsa

(g) Si meto A bolas en la maquina, salen A+3 bolas.
Verdadera Falsa
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Anexo B:

Protocolo de entrevista inicial para segundo de primaria

Protocolo entrevista — 2° de primaria

1. Identificacion

Nombre del entrevistado: Clase:

Nombre del entrevistador:

Hora de inicio: Hora de finalizacion:

Justificacion del estudiante seleccionado:

Fecha:

I1. Focos de entrevista
A partir de las respuestas al cuestionario escrito, marcar con una X qué elementos se sugiere profundizar.

Funcion directa (Preguntas 1-4, parte 1)

Interpretacion de lo indeterminado (Pregunta 5, parte 1)
Proceso de generalizacion (Pregunta 6, parte 1)

Funcion inversa (preguntas b, ¢, y d, parte 2)

Uso de letras (Preguntas e, 'y g, parte 2)

IIL. Protocolo y registro.
Mencione lo siguiente “[nombre del estudiante] A continuacion, te realizaré algunas preguntas que

tienen relacién con las respuestas que nos entregaste al problema de las bolas y la miquina que
trabajamos hace unos dias. Las preguntas que te realizaré son solo para conocer tu pensamiento y
comprender qué realizaste en cada pregunta. Si tienes alguna pregunta, puedes hacerla cuando
quieras. Al finalizar, te pediremos que no las compartas con tus compaiieros para gque todos puedan
responder segiin sus propias ideas.

Acciones “sin ayuda™

Repeticion de la pregunta.

= [gual

=  Variando

= Destacando algunos
elementos

Repeticion de la respuesta o

una sintesis de la Gltima

respuesta.

= Accidn eco.

= Resumen.

Estimulo con expresiones

de interés.

=  Verbal

=  Gestos

Pausa

Solicitar profundizar

Aclaracion de lenguaje
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Funcion directa

1. INTRODUCCION

Objetivo: Recordar la regla funcional del problema presentado.

Guidn Observaciones Acciones para ayudar
sobre la
pregunta
Presentar la maquina. ; Recuerdas cémo
funcionaba esta miguina.
a. Si ;me darias dos ejemplos? (por Ejemplos
gjemplo, si entran 4 bolas). correctos: ir a
;qué hiciste para obtener esa 2.b; 2.a; 2.c.
respuesta? Explicame tu _
pensamiento. Ejemplo
ncorrecto: 1r a
l.b
b. No Recordar y mostrar los ejemplos Si lo hace Reformular la pregunta.
(C.P. 1,2, 3v4). bien: ir a 2a; ;Qué operaciones realizas
;qué relacidn existe entre las bolas 2b; 2¢) para conocer la cantidad

gue entran y salen?

Preguntar. Si entran 4 bolas, ; cudntas
saldrian?

i Qué hiciste para obtener esa
respuesta? Explicame tu pensamiento

Incorrecto: fin

de bolas que salen?

Organizar los datos en una
tabla de T. ;Qué relacion
observas entre las cantidades?

2. REGLA FUNCIONAL EN CASOS PARTICULARES

Acciones “sin aynda™

Repeticion de la pregunta.

= [gual

=  Variando

= Destacando algunos
elementos

Repeticion de la respuesta o
una sintesis de la Gltima

respuesta.
=  Accidn eco.
=  Resumen.

Estimulo con expresiones
de interés.

=  Verbal
= (Gestos
Pausa

Solicitar profundizar

Aclaracion de lenguaje
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Ohjetiva: Aplicar regla funcional en casos particulares diferentes.

pensamiento.

Caso particular de un tercero.

Otro nino de la clase dice
“si entran XX bolitas,
debieran salir YY", ; Estis
de acuerdo con é17

;Qué hiciste para obtener
esa respuesta? Explicame
fu pensamiento.

A quir
Propon
er
RAMETT
sl

{Agui
proponer
RuUMeros)

(Agui proponer mimeros)

Guidn Observacio Acciones para
nes sobre la ayudar
pregunta
Men | Entre Mayor 100
or 20 | 20y 100 Corroborar Cambiar el
Casos particulares dados. que dimbito numérico
- Sientran ( Jbolas, fAqui | (Aqui (g propener ndmerss) responda Cambiar la
Jcuintas debieran salir?/ e L:,:’:TJT‘Z bien forma de
Sientran (), jqué mer? p_lemteaudo preguntas por
nimero sale? gjemplo de caso particular
- {Qué hiciste para obtener los tres (nimero dado,
esa respuesta? Explicame rangos pregunta de
tu pensamiento. NUMEricos. evaluacion,
Casos particulares del estudiante. nimero
Dime un nimero ( ). 51 colocas ese nimero de bolas, ;cudntas iﬂ‘f'ﬂ?llltﬂdﬂ por el
bolas debieran salir? ;Qué nlimero deberia salir? Explicame tu estudiante).

Observaciones generales

Acciones “sin ayuda™

Repeticion de la pregunta.

*  [gual

»  Variando

* Destacando algunos
elementos

Repeticion de la respuesta
una sintesis de la Gltima

respuesta.
=  Accidn eco.
= Resumen.

Estimulo con expresiones
de interés,

=  Verbal
=  (Gestos
Pausa

Solicitar profundizar

Aclaraciéon de lenguaje
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3. LO INDETERMINADO Y USO DE LA LETRA — Funcidn directa
Objetivo: Identificar las ideas de los estudiantes sobre las letras v su uso en contextos funcionales.

Guidon

Observaciones sobre la
pregunta

Acciones para ayudar

a. Cantidades indeterminadas
(Volver a plantear pregunta 5
cuestionario 2%) -

3. Pon el ndmero de bolas que crees que saldnin de la mig
siguiente sitaacion, bolas,

?

s

Ver preguntas =

Sino se le ocurre nada =
fin.

- Si el nino no sabe usar el signo de ;7
preguntar:

- .qué podemos usar al principio de la
maguina para indicar que entra un
nimero de bolas?

- .qué podemos usar al final para indicar
que lo que sale?

- Sies solo verbal = incitarlo al uso de una
representacion recordar preguntas de
cuestionario.

b. Generalizacion -
(Volver a plantear pregunta 6
cuestionario 2”)

6. Ahora vamos a hacer un juego en el que pan-
funciona la maquina. [ Como puedes saber cudr
maquina?

Tanteo libre = si llega al
simbolismo, OK.

Sino se le ocurre nada =
fin.

- Si es solo verbal = incitarlo al uso de una
representacion recordar preguntas de
cuestionario.

INDAGAR EN PREGUNTAS A PARTE

OPCIONAL (VERDADEROS Y FALSOS)

Otras preguntas:

(Habias visto o usado las letras antes en
matematicas?

(Para qué crees que se usan las letras?

Acciones “sin ayuda™

Repeticion de la pregunta.
= Jgual
= Variando

®»  Destacando algunos
elementos

Repeticion de la respuesta o

una sintesis de la Gltima

respuesta.
= Accidn eco.
»  Resumen.

Estimulo con expresiones
de interés.

=  Verbal
»  (estos
Pausa

Solicitar profundizar

Aclaracion de lenguaje
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Anexo C: Cuestionario cuarto de primaria, sesiéon 1

Nombre y apellidos:

Un nuevo parque de atracciones ha llegado a Granada. Para entrar, te sacas un carnet

de socio que vale 1 euro y puedes entrar siempre que quieras.

En el parque hay diferentes atracciones. Cada viaje vale 2 euros.

1. ¢Cuénto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar 1 viaje?

¢Como lo sabes?

2. ¢Cuanto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar 4 viajes?

¢Como lo sabes?

3. ¢Cuanto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar 20 viajes?

¢ Como lo sabes?

4. ¢Cuéanto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar 11 viajes?

¢ Como lo sabes?
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5. ¢Cuénto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar 35 viajes?

¢Cbémo lo sabes?

6. ¢Cuéanto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar 100 viajes?

¢Como lo sabes?

7. ¢Cuanto tienes que pagar por hacerte socio del parque y comprar un millon de
viajes?

¢Como lo sabes?

8. Un nifio de la clase ha dicho que se hizo socio y las veces que viaja en las
atracciones. Explicale como puede calcular cuanto se ha gastado.
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Anexo D: Protocolo de entrevista final para cuarto de primaria

Protocolo de entrevista final

1. Identificacion
Nombre del entrevistado: Clase: Fecha:

Nombre del entrevistador:

Hora de inicio: Hora de finalizacion:

Justificacion del estudiante seleccionado:

Acciones “sin ayuda”

II. Focos de entrevista

Si en los cuestionarios anteriores no ha quedo alguna respuesta clara, marcar con una X qué elementos profundizar. © -RE};ehl;llén de la pregunta.
Funcién directa: Exploracion de casos particulares = \}g;riando
o Identificar relacion funcional. = Destacando algunos
o Aplicar regla funcional en casos particulares diferentes. elementos
o Casos particulares dados. o Repeticion de la respuesta o
o Casos particulares propuestos por estudiante. una sintesis de la altima
Funcién directa: Proceso de generalizacion respuesta.
o Expresar la generalizacion = Accion eco.
o Razonar con la generalizacion' =  Resumen.
Funcion directa: Cantidades indeterminadas o Estimulo con expresiones de
o Expresar ideas sobre casos que incluyen cantidades indeterminadas. interés.
o Interpretar casos en los que se utilizan letras. =  Verbal
o Letras propuestas por los estudiantes. =  Gestos
o Letras propuestas por el entrevistador. o Pausa
Organizar informacion en una tabla o Solicitar profundizar
o Aclaracion de lenguaje

! Basado en el trabajo (Blanton, Brizuela, Gardiner, Sawrey, & Newman-Owens, 2017) . Ellos proponen “Explore how students reason with the generalization” Sample
qguestions: If your friend said he had 5 dogs and counted 6 dog noses, do you think he counted correctly? How do you know?
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Funcion inversa: Exploracion de casos particulares
o Identificar relacion funcional.
o Aplicar regla funcional en casos particulares diferentes.
o Casos particulares dados.
o Casos particulares propuestos por estudiante.
Organizar informacién en una tabla

I11. Protocolo y registro.

Mencione lo siguiente “[nombre del estudiante] A continuacion, te realizaré algunas preguntas que tienen relacion con el cumpleafios de Isabel.
¢Recuerdas que estuvimos hablando de ella las semanas anteriores? Las preguntas que te realizaré son solo para conocer tu pensamiento y
comprender qué realizaste. Si tienes alguna pregunta, puedes hacerla cuando quieras. Al finalizar, te pediremos que no las compartas con tus
comparieros para que todos puedan responder segiin sus propias ideas.

NOTA: A continuacion se presentan dos situaciones, la primera trabaja la funcion 3x + 1 y la segunda 3x. En caso de notar dificultades en los
estudiantes para comprender la primera funcion, proseguir la entrevista con la segunda.
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Opcion 1: Tipo de funcion: aditiva y multiplicativa (3x + 1)

En el cumpleafios de Isabel le regalaran la misma cantidad de globos a cada invitado y colocaran un globo en la puerta para

avisar que es la casa del cumpleafios.

Opcion 2: Tipo de funcion: multiplicativa (3x)

En el cumpleafios de Isabel solo usaran los globos para regalarselos a los invitados. Le regalaran la misma cantidad de

globos a cada invitado.

1. Explorar casos particulares y descubrir relacién funcional

Guion

Acciones para ayudar

Cuando hay 3 invitados, se necesitan 10 globos.
Cuando hay 6 invitados, se necesitan 19 globos.
Cuando hay 2 invitados, se necesitan 7 globos.

Luego de presentar los casos, proponer el siguiente caso. En caso de
que aun no capte la relacion entre cantidad de invitados y globos,

volver a los casos anteriores y llevar a cabo alguna accion de ayuda.

Cuando hay 5 invitados, ;cudntos globos necesita?

En caso que tengan problemas para comprender la situacion:

1° Replantear los casos mostrando las imagenes (Anexo 1).
Decir: En la imagen estan los tres invitados y la puerta.
También tenemos los 10 globos (material manipulativo).
¢Como repartio6 los globos Isabel?
[Repetir esto con otros casos y preguntar qué tienen en comin
cada situacion]

2° 81 aun tienen problemas para comprender la situacion, plantear la
situacion alternativa (3x).

Observaciones generales

301




2. Aplicar relacién funcional

Mostrar tabla de dos columnas en blanco (Anexo 2), organizar los ejemplos anteriores en la tabla. El objetivo no es que los estudiantes organicen
la informacion, si sucede, bien. Pero el objetivo del uso de la tabla es organizar los casos que se presentan a los estudiantes.

Guion

Acciones para ayudar

Proponer otros casos para completar la tabla y pedirle que ellos
también escriban algunos ejemplos. El entrevistador es quien los
escribe en la tabla.

e Sihay (__ ) invitados, jcuantos globos se necesitan?
Proponer algunos de los niimeros que a continuacion se
sugieren, pues estan pensados para que las adiciones no tengan
llevadas. Los que sean necesarios segin cada entrevista.
Recordar proponerlos sin seguir un orden ascendente o
descendente.

o Numeros menores a 20 =
1,4,5,7, 8,9, 10 [se puede contar con los dedos]
11, 12
o Mayores a 20 y menores a 100 =2
20, 21, 22, 23, 30, 31, 32, 33.
Multiplos de 10 puede ser facil en algunos caso.
o Mayoresa 100 =
Numero formados con digitos del 0 al 3.

¢ Dime un nimero de invitados ( ). Si Isabel invita a esas

personas, jcuantos globos necesita? Explicame como lo has

pensado.

En caso que tengan problemas de calculo, sefialar que pueden dejar
expresada la operacion sin escribir la respuesta. Esto no es necesario

escribirlo.

Observaciones generales
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Proceso de generalizacion

Estos casos no registrarlos en la tabla. Considerar el uso de un folio nuevo.

Guion

Acciones para ayudar

Expresar la generalizacion

Siinvita a “muchos” invitados, ;cudntos globos necesita?
Siinvita a “infinitos” invitados, ;cuantos globos necesita?

0

(Como le explicarias a XXXX qué debe hacer para conocer la
cantidad de globos que se necesitan en el cumpleafios?

(Siempre se calcula asi?, ;como lo sabes?

Proponer otros casos generales y que sefiale si son correctos o no,
justificando su respuesta. “Si alguien te dice que calcula la cantidad

de globos ... ;tu le dirias que es correcto o incorrecto?”

e}

e}
Q
O

e}

Sumando tres veces la cantidad de invitados.

Multiplicando por tres la cantidad de invitados.

Calcular el triple de invitados.

Sumando tres veces la cantidad de invitados y sumar un globo
que se utiliza en la puerta.

Multiplicando por tres la cantidad de invitados y sumar un
globo que se utiliza en la puerta.

Calcular el triple de invitados y sumarle uno.

Relacionar lo que digan de manera verbal con expresiones numéricas,
para corroborar que lo que verbalizan corresponde con los calculos

que harian.

Razonar con la generalizacion
Otro nifio de la clase dice que “Hay XX invitados, por lo que
necesitaran YY globos. ;Estas de acuerdo con €17

Pedir que realicen representaciones de la situacion con dibujos, para

que comprueben sus respuestas.

Esta preguntar realizar solo en caso que el estudiante entrevistado
logra generalizar la relacion antes propuesta.

Si en la puerta pusieran dos globos, ;qué harias para saber la cantidad
de globos que necesitan?

Observaciones generales
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Cantidades indeterminadas

Guion

Acciones para ayudar

Interpretar casos en los que se utilizan letras.
o Letras propuestas por los estudiantes. Preguntar una vez y luego
pasara Vy F.
Escoge una letra para representar una cantidad cualquiera de
invitados. ;Cuantos globos necesitaras? ;Como podemos saber
cuantos globos necesitara?

Si un compaiiero escoge una lefra distinta a la tuya, ;la cantidad
de globos que se necesita es la misma?

o Letras propuestas por el entrevistador.
S1 hay R invitados, jcudntos globos se necesitan?
S1 hay B invitados, ;cudntos globos se necesitan?
S1 hay Y invitados, jcuantos globos se necesitan?

(Son correctas estas afirmaciones?, ;por qué?
o Cuando hay Z invitados, se necesitan Z + Z + Z globos.
o Cuando hay Z invitados, se necesitan W globos.
o Cuando hay Z invitados, se necesitan 3xZ + 1 globos.
o Cuando hay Z invitados, se necesitan Z globos.

Observaciones generales
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Funcion inversa

Presentar al final de la entrevista, solo si queda tiempo. No es necesario que lo registren en la tabla.

Guion

Acciones para ayudar

Pedirles que registren la informacion en la tabla.

Cuando usan XXX globos, ;cuantos invitados hay en el cumpleafios?
e (Casos faciles.
e Nameros pequefios
e Numeros grandes.

(Como explicarias como calcular la cantidad de invitados su conoces
la cantidad de globos que utilizaron?

Observaciones generales
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Anexo E: Cuestionario cuarto de primaria, sesion 3

Completa la tabla con la informacion que falta.

-——
—q—.___-_-.
i .
—

I
Nimero Hamera ' Explica c6mo lo sabes —-_———
de mesas de cajas | A
I
>
e " I
. I
- — I
=20 Il !
== e
e e e e e e e e e e e S,
_ﬁ Explica como lo sabes -%P
|
= ] I ||
I II
Il |
. = N )
w m— "
- —— - - 1
f==" Explica c6mo 10 Sahes g
( 1 aa
| |
- . — ———
1 4 30 s ———— ‘
- — ——
- e -—
Vo= = T Explica como lo sabes l
—-F—.‘___Ll=_-=_
e — =2 000
—
" Explica cémo lo sabes e o ——— —— —
I 10 oOoO ~——
S, !, Escribe aqui un namero muy
-ﬁ—-ﬁ-‘_‘;_ o
—— -ﬁ-ﬁ-—;-i-a—J grahde para fi
Eoeribe aqui un narmero muy
grande parafi
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