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x1 = αx2 + ε, �=�

�
��� ��
���
��� �� /0� �� α̂ = (x′
2x2)

−1x′
2x1 �� 

�
 �
 �� ��	�1�� 

�
 α̂ = ρ� �
��� �� ��� ���



�
 x1 = ρx2 + e1 ��

 e1⊥x2 �
�	� e1 �� 

� 	������� ��
����� �	�� 	��	������ �=�� �
��� 

�
	���� ���
�	 �� ��1��� ��

x̃1 = x1 + λe1. �E�

�
� 	���� ��

�� ���� �� ��
����� �� ����
�
�
��� ���
�	 x1 ��	 

� 	���� ���
�	 x̃1 �� 

� �����
�!�� �
�
 ��� 

� 	���� ��

�� ���� �� 

� /0� 	��	������ ��

 

� ���
�	� x̃1 ��� x2 ���
��� �� x1

��� x2� )	�� )���	� #� �
 �� ������
 

�
 

� ����� ��
���� x̃1 ��� x2� θ2� ���� �� �����	 

�� 

�
����� θ1� �
��� 

� ��		���
��� ��
���� ��

 ���
�	� ���� �� ������	 ��� 

� ��		���
��� �	�����
���� �������
� �
� 
��
�	 

� ��	���
�	 λ �	������ ���
�	� 

� �	��
�	 

� ����� ��
���� 

� ���
�	�
��� 

� ����	 

� ��		���
��� ���� �� �� ���� ���� 

� ��	����� ��(�
�	 ���
�	� ��	� � �
 �� �!"#6��
�	������ � �	�
�	��� 
� �����
 

� 	���� ��	���
�	 λ ����� �� �����
 

� ����� �� λ 

�
 �	������


� �����
 ���� ����	� �		�	� ����������� 
� 

� ��

�� �	������ 
� �����
 k �� 	���� 	��	�������
�
��� 

� ����� 
� ��
���
� ���� �� ����� ��J

y = β1(λ)x̃1 + β2(λ)x2 +w, �6�

�
�	� 

� ��
���
�� ��	���
�	� ��������� �� λ ���� �� ������ 	���� ��
���
�	� ��� ����
�� ��
β̂1(λ) ��� β̂2(λ)�
&
 �� �������� 
� ��
��� 

� 	���� ��
���
�	� 
����� ��
� ������
 

�
 x̃1 = x1 + λe1 = x1 + λ(x1 −
ρx2) = (1+λ)x1−λρx2� �
��� 

� 	���� ��
	�% X̃ �� ��1��� �� X̃ = [(1 + λ)x1 − λρx2, x2]� I�
�


�
 

� ���������� �� X �	� ����
����� �� 
������ �� ��		���
� ����� ���� M����� ��� +���	�$�
!"#"� ��� ������ 

� 	���� ��
���
��� �
�	� �
 ���	������
A� ����� /0� ��
���
��� �� ����� �6� �� ��� ��
��� 

� 	���� ��
���
�	�J

β̂(λ) =
(
X̃′X̃

)−1
X̃′y =

(
γ1−ργ2

(1+λ)(1−ρ2)
(1+λ)γ2−ργ1−ρ2γ2λ

(1+λ)(1−ρ2)

)
=

(
β̂1(λ)

β̂2(λ)

)
. �7�

���� ����	
��
 �
�	��
�	��
��� �	�J

# &� γ1−ργ2 > 0� 

�� β̂1(λ) ���� ������ �� ����
��� ��� ���	������ �� λ� &� ρ = γ1

γ2
� 

�� β̂1(λ) = 0

��	 ��� ����� �� λ�



��� ����� ������� ��! �������� "# �"$���"%� �"& '� '������ *

# β̂2(λ) ���� �� ������ ����
��� �� 

� ����	�
�	 �� ���� �����
���� �
��
 �� ���������
 
� ������ 

�


γ2 >
ργ1

1 + λ(1− ρ2)
� ����� 

� ������ �����	 �� 

�� �����
��� �� ���	������ �� λ� 

� �����
���

���� �� ��	�1�� �� γ2 > ργ1� �	 ���������
��� �� γ2 − ργ1 > 0�
# β̂2(λ) �� ���	������ �� ρ ��� γ1 − ργ2 
��� 

� ���� ����� &� 

�� 
��� ����	��
 ������ �
 ���� ��

���	�������
# 2
�� λ 
���� 
� ��1��
�� �� ��
��� 

�
 lim

λ→+∞
β̂1(λ) = 0� ������	 
� 	���� ��
���
���� 9�����	�

lim
λ→+∞

β̂2(λ) = γ2 

�
 ��������� ��

 

� /0� ��
���
��� �
�� ρ = 0�

/�� �� 

� ����	
��
 �
�	��
�	��
��� �� 

��� ��
���
�	� �� 

�
 

�� �	� ��
����� �� /0�
��

������� ��� 

�	���	�� �� 

� ��������� ������
���� �	� ��	�1��� 

��� ��
���
�	� ���� ����
���
��� 

� �	���	
��� �� 

� /0� ��
���
�	 ��� 

� ������ �
�
��
���� 
��
� ���� �� �����������

=�# +���
��� ��
���� +���� ��� /0� ��
���
�	�

D� ���
����� ������ 

� 	���� ��
���
�	� �	� ��
����� �� �������� 

� /0� ��

�� 
� 

� �����
�6�� 9�����	� 

�� �	� ��
 ����
���� 
� 

� /0� ��
���
�	� ������� 

� ����	��
��� ��
	�% 
��
�
������
����� 

�
 X̃ = X ·M �
�	�

M =

(
1 + λ 0
−λρ 1

)
,

�
 �� ����	 

�


β̂(λ) = M−1 · β̂ =

(
β̂1

1+λ

β̂2 +
λρ
1+λ β̂1

)
, �4�

�
�	� β̂1 ��� β̂2 �	� /0� ��
���
�	� �� 

� ����� �!�� I�
� 

�
 �� �� ��� � ���� 	������ ���
�	
(λ = 0) �� �%�	������ �4� �� ��
��� 

�
 	���� ��� /0� ��
���
�	� �	� ������
�
� ����	���� ��
���� 

� /0� ��
���
�	 ��� 

� 	���� ��
���
�	 ��� �� ��
����� ��J

β̂1(λ)− β̂1 =
(ργ2 − γ1)λ

(1 + λ)(1− ρ2)
, �5�

β̂2(λ)− β̂2 =
λρ(γ1 − ργ2)

(1 + λ)(1− ρ2)
. �3�

)	�� �%�	������� �5� ��� �3� �
 �� ������
 

�
 lim
λ→+∞

β̂1(λ) − β̂1 = −β̂1 ��� lim
λ→+∞

β̂2(λ) − β̂2 =

ρ(γ1−ργ2)
1−ρ2 �

$ ��%������ �� ���
� ���� 

�
� 	���� ��
���
�	� �7� 
��� ���� ��
����� �� �������� /0� 
� 

� 	���� ����� �6� ���� ��� 
�


�� ���
� �
 �� �������� 
� ������� 

� ����	���� �� 

� 	���� ��
���
�	� �	�� 

� ����.����� /0�
��

�������� &� 

�� ���
��� �� �	����
 

� ��
���
��� 	������� ��� 
�
�� ��� �� ����	�� �8���
+�� ��� ��� 	�����
������� 

� ���'����
 �� ��
�	����
���� 

� ���1����� ��
�	��� ��� 

� ������
��� ���������� �����1����� 
��
� D *��
���	�� ������
��� �� �	����
�� 
� �����	
 

� 

��	�
����
	����
��



+

E�# 8��� +��� ��� ��� ���'����
 �� ��
�	����
���

����� ��� ��	������ �� 

� 	���� ����� �6� �	� ���
�	�� 8��(λ) = β̂(λ)′X̃′y� A� ���	�
��� �
 ��
�������� 
� �	��� 

�
 8��(λ) ���� �� ����� 
� 8��J

8��(λ) = β̂(λ)′X̃′y =
γ2
1 + γ2

2 − 2ργ1γ2
1− ρ2

= β̂1γ1 + β̂2γ2 = β̂
′
X′y = 8��.

8�����
��� 

� �%������� ��	����� �� 

� 	���� ����� �6� ���� ���� �������� ��

 

� ��� �� ����� �!�
��
���
�� �� /0�� �
 �� 
� ��� ��� = ���(λ) = 1� �
�	���	�� 

� +�� �� ��

 ������ ���� ���� ��
�����J

+��(λ) = +�� = ��� − 8�� =
1− ρ2 − γ2

1 − γ2
2 + 2ργ1γ2

1− ρ2
.

&� ������������ 

� ���'����
 �� ��
�	����
��� ��� 

� ��
���
�� ��	������ ���� ���� �� ������	J

R2(λ) =
8��(λ)
���(λ)

=
γ2
1 + γ2

2 − 2ργ1γ2
1− ρ2

=
8��
���

= R2, �#"�

σ̂2(λ) =
+��(λ)
n− 2

=
+��
n− 2

= σ̂2. �##�

I�
� 

�
 

� 	���� ��
���
�	 ����
���� 

� ����� �� 

� ��
�	����
��� ���'����
� R2� 	���	����� ��


� ����� �� 

� 	������ ��	���
�	� λ� I�
� 

�
 

�� �� ���
	�	� 
� �
�
 
������ �� 	���� 	��	������
��
�	� �
 ���	������ ��� *�<������ !"#"� ��� �
 ���� �� �� ����	
��
 �
�	��
�	��
�� �� 

� 	����
��
���
�	�

E�! -��1����� ��
�	����

����� 

� 	���� ��
���
�	� 
��� ���� ��
����� �� /0�� �� ��� ��
��� 

� ���1����� ��
�	���� ��	


� 	���� ��
���
�	� �	�� 

�� ���� ����� ��

�������� �
��� �� ��� �
�
� 

�
 D̂(β̂i(λ)) =

√
σ̂2aii

�
�	� aii �� 

� ������
 (i, i) �� 

� ��
	�% (X̃′X̃)−1� K���� 

� ���1����� ��
�	��� ������
� �� ���
��� 

�
 

� ��	���
�	 βi(λ) ���� ��� ��

 � (1− ε)100% �� ���1������ �� 

� ���1����� ��
�	���

β̂i(λ)± t1− ε
2
D̂(β̂i(λ)).

)�	 i = 1

β1(λ) ∈ γ1 − ργ2
(1 + λ)(1− ρ2)

± t1− ε
2

1

1 + λ

√
σ̂2

1− ρ2
=

1

1 + λ
[β̂1 ± t1− ε

2
D̂(β̂1)]. �#!�

I�
� 

�
 ���1����� ��
�	���� 
��� ���� �������
�� ��	 

� 1	�
 ���'����
 ������ �!� ��� �6� ��


�
 

� 1	�
 
�� ���� 	������ �� �������� �
 �� (1 + λ)� �
� ��	��	 

� ��	���
�	 λ� 

� ������	


� ���1����� ��
�	���� �
��
 ������� $�	� �
�� λ 
���� 
� ��1��
�� D����������� ��	 i = 2

β2(λ) ∈
(
γ2 − ργ1
1− ρ2

+
λρ(γ1 − ργ2)

(1 + λ)(1− ρ2)

)
± t1− ε

2

√
σ̂2

(1 + λ)2 − ρ2(2λ+ λ2)

(1 + λ)2(1− ρ2)
. �#=�

&� 

�� ������ ��	���
�	 

� ��
�	��� 
�� ���� ���� 
	�����	��� �� ������ β̂2� 

� ���� �� 

�
	���� ��
���
�	� 
� 

� ���
�	 �� 

� ��
�	���� �
� 	���� �� 

� ��
�	��� �� ������	 

�� 

� 	����
��		��������� 
� 

� /0� ��
���
�	� ����� 

� ��
�	��� ��	 

� /0� ��
���
�	 ���� ��J

β̂2 ± t1− ε
2

√
σ̂2

1

1− ρ2
, �#E�

��� �� �����	��� 

� 	���� �� ��

 ��
�	����� �%�	������� �#=� ��� �#E�� �� ��� �
�
� 

�
J

(1 + λ2)− ρ2(2λ+ λ2)

(1 + λ)2(1− ρ2)
≤ 1

1− ρ2
.
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D� �
��� �� ������
��� E�# 

� ���� �� ����	�� �	� ����
��
 �� 	���� 	��	������� )�	 

�� 	������


� �%��	����
�� F ���� �� ���� ������	 �� /0� ��� 	���� ������J

Fexp(λ) =
8��
���

n−2

= (n− 2)
γ2
1 + γ2

2 − 2ργ1γ2
1− ρ2 − γ2

1 − γ2
2 + 2ργ1γ2

= Fexp. �#6�

�
�	���	�� �� ��� ��� 

�
 

� ������ �����1����� 
��
� �� 

� �	������ ������ �%�	������ �!�� ���


� 	���� ������ �%�	������ �6�� �	� ����
�����
2� �
���� 	������	 

�
 ��� �� 

� ����
��� �� ���
���������	�
� �� � �������� �����1���
 �����
��
 ��

 ������������ �������1���
 ��	���
�	�� �
�� ��
��
��� ����� �� ��		��
�� ��
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������ � 	��
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�	� λ� �
�� 

� 	���� ��
���
�	 ������ �� 
� ��
�
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 ��

 

� ���������� �����1����� 
��
 �� �
������ � ��
�	����� 	������
��	���
�	� 9����� �
 ����� �� ��	� ��
�	��
��� 
� �������� 

� ��
����	 �� 

� ���������� �����1�����

��
 ��	 	���� ��
���
�	�� �
��
 ��� �� ��
����� ��J

texp(βi(λ)) =
β̂i(λ)√
σ̂2aii

. �#7�

&� 

�� ��
��
��� �� ��
���J
texp(β1(λ)) =

γ1 − ργ2√
σ̂2(1− ρ2)

, �#4�

texp(β2(λ)) =
(1 + λ)γ2 − ργ1 − ρ2γ2λ√

σ̂2(1− ρ2)[(1 + λ)2 − ρ2(2λ+ λ2)]
. �#5�

2� ��� ��� 

�
 texp ��		��������� 
� 

� 	���� ��	������ texp(β1(λ))� ���� ��
 ������ �� λ� �
���
�
 	������ ����
��
 ��
�	 

� ���������� 	������� �
��� texp(β2(λ))� ������� �� λ ��� �
 ���� ��	�
�
�� λ ���	������ D���J

lim
λ→+∞

texp(β2(λ)) =
γ2
σ̂

=
γ2
√

(1− ρ2)(n− 2)√
1− ρ2 − γ2

1 − γ2
2 + 2ργ1γ2

.
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�
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���
�� ��	���
�	 �� 

� 	����� ��	������ 9�����	� 

� ���������� �����1����� �� 

�
��
 	����� ��	����� ���� ������ �� 

� ��	���
�	 λ 
����� ��
� ������
 

� �%�	������ �#5�� �
��
���
��� �����$��� 
	���
 � *��
���	�� ������
���� 

� �����
���� 	����	�� 
� ��
��� �� ������������
�����1���
 ��
���
�� ��	���
�	 �� 

� ��
 	����� ��	������ �
 �� 
� ��� |texp (β2(λ)) | > tn−k

(
1− α

2

)
.

�
� ������
��� �� ��	��	��� ����	 

� ��������� �������	�
����J

# k = 2 ��� α = 0.05�
# ρ ∈ {±0.95,±0.96,±0.97,±0.98,±0.99}� 

�� �
 �� ��	�1�� 

�
 ,&) > 10�
# λ ∈ [0, 10] ��

 �� ��
�	��� �� "�#�
# )�	 γ1 ��� γ2 �
 �� �������� 
� ���
������
 

	�� �����J

# -��� DJ γ1, γ2 ∈ {0,±0.1,±0.2,±0.3,±0.4,±0.5,±0.6,±0.7,±0.8,±0.9,±1}�
# -��� AJ γ1, γ2 ∈ {±0.6,±0.7,±0.8,±0.9,±1}�
# -��� -J γ1, γ2 ∈ {0,±0.1,±0.2,±0.3,±0.4}�

# n = 20, 35, 40, 60, 160��

� ��-��� ��	� ������	 	��	# -������ 	�� 
��	 �� ������ ����	��	# .��� n ���
����� σ̂2 ���
�����# 	��� texp (β2(λ))
.��� ���
����! ����# 	�� 	������/ 	� 
�0��	 	�� ���� �/��	����� .��� �� �
��	�
 �� 	�� ��1��
 �� ����
��	����
���
�����!



2

)	�� 

��� �������	�
����� �
 �� �����$�� 
�� ���� 
���� �
 �� ��	�1�� 

�
 |texp (β2(λ)) | >
tn−k

(
1− α

2

)
� ����� # 	������ 

� 	����
� �� 

� ������
��� ��	 λ = 10�

n tn−k

(
1− α

2

)
%��� � %��� 3 %��� %

�4 �!545 *)!4)6 7,!756 �2!,46
(* �!4(* +)!4,6 5446 )(!4+6
)4 �!4�) +2!*�6 5446 )2!+56
+4 � ,)!+*6 5446 *+!(*6
5+4 5!7,* 2)!+,6 5446 ,)!4(6

����� #J +����
� �� 

� *��
���	�� ������
��� �λ = 10�

I�
� 

�
J

# D� �%���
��� 

� ��	���
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��� 
���� ��	�1�	�
 β̂(k)# �� ����� ��
 k ≥ 0 �/�

β̂(k) =
(
X′X+ kI

)−1
X′y = [(1 + k)2 − ρ2]−1

(
(1 + k)γ1 − ργ2
(1 + k)γ2 − ργ1

)

=

⎛
⎝ (1+k)γ1−ργ2

(1+k)2−ρ2

(1+k)γ2−ργ1
(1+k)2−ρ2

⎞
⎠ =

(
β̂1(k)

β̂2(k)

)
. ����

���
� ��� >����
� �57,4�#�� ���.�� 	��	 	�� 
���� ���  ?� ��	�1�	�
� �
� 
���	�� �/ 	�� �����.��� �=�
�������

β̂(k) = Z−1β̂, ��(�

.��
� Z = I+ k (X′X)−1! ����# 	�-��� ��	� ������	 �,� .� ��	��� 	��	�

β̂(λ) = Hβ̂(k), ��)�
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H = M−1 + k
(
X′XM

)−1

=
1

1 + λ(1− ρ)− ρ2

⎛
⎝ 1+λ(1−ρ)−ρ2+k(1+λ)

1+λ
−kρ

λρ(1+λ(1−ρ)−ρ2)−kρ(1+λ)
1+λ

(1 + λ(1 − ρ))(k + 1)− ρ2

⎞
⎠ .
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����� 1�	
�= �� ���� ���

��
(β̂(k)) = σ2[X′X+ kI]−1X′X[X′X+ kI]−1, ��*�
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������� �������� �� 	�� 1�	
�= [X′X+ kI]−1X′X[X′X+
kI]−1# �	 �� 	� ��/ 	�� A�$�# .��� ���

A�$(k) =
(1 + k)2 − 2(1 + k)ρ2 + ρ2

[(1 + k)2 − ρ2]2
. ��+�
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i, j = 1, 2 ��� i �= j# �/�

texp(βi(k)) =
β̂i(k)√
σ̂2A�$(k)

=
(1 + k)γi − ργj

σ̂
√

(1 + k)2 − 2(1 + k)ρ2 + ρ2
. ��,�

����# ��
 i = 1, 2�

lim
k→+∞

texp(βi(k)) =
γi

σ̂
.

"�	� 	��	 ��
 i = 2�

lim
k→+∞

texp(β2(k)) = lim
λ→+∞

texp(β2(λ)).
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σ̂2(k) =
���(k)

n− 2
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.��
� ���(k) = (y−Xβ̂(k))′(y−Xβ̂(k)) �� 	�� 
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���(k) = ���+ k2β̂(k)′
(
X′X

)−1
β̂(k).
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R2(k) =
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β̂(k)′X′Xβ̂(k) + kβ̂(k)′β̂(k)
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