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Introduccion

Motivacion

Los modelos graficos probabilisticos (MPGs) [115, 123, 153, 187] han demostrado ser una
potente herramienta para la gestion de la incertidumbre; pese a que en los comienzos de la
Inteligencia Artificial no se consideraron cémo una opcién ttil [122]. Su aplicacién ha sido
imprescindible en multitud de campos relacionados con la informatica [70, 110]; y otros que
a priori no se encuentran directamente relacionados, como: medicina, agricultura, economia,
meteorologia... [1, 3, 5, 73, 133, 177]. Esta memoria se centra en un subconjunto de MGPs, las
llamadas redes Bayesianas (RBs) [87, 103, 120, 149, 150, 156]; cuya peculiaridad es que el grafo
que representa el modelo es del tipo dirigido aciclico. Sobre las RBs se busca resolver dos tipos
de problemas: los centrados en encontrar la estructura de grafo y los pardmetros de probabilidad
relativos al problema (i.e. aprendizaje), y los relacionados con toma de decisiones o resolucién
de consultas (i.e. inferencia). Encontrar algoritmos que resuelvan estos problemas de un modo
mds efectivo, en el menor tiempo posible y que puedan ser aplicados a redes de mayor tamafio,

supone un reto para la comunidad cientifica y es objeto de investigacion continua.

Toda RB se encuentra formada por dos partes: una cualitativa (representada por el grafo) y otra
cuantitativa (que son parametros numéricos). La parte cuantitativa de las RBs, mide a través
de pardmetros numéricos, la dependencia o no entre las variables del problema. Almacenar
estos pardmetros de un modo compacto y facilmente accesible supone una gran ventaja para
posteriores tareas, como la inferencia. Tradicionalmente esta informacién se ha representado
mediante tablas de probabilidad (condicionadas o marginales). La gran limitacion de las tablas
de probabilidad es ser exhaustivas, es decir, se necesita especificar cada valor para que queden
totalmente definidas. A medida que el nimero de variables y/o estados incrementa, aumenta
exponencialmente la complejidad y tamafio de la red; y con ella, su representacion. Esto implica
que elegir la alternativa de representacion que genere una estructura mas compacta y que ocupe
el menor espacio posible, sea clave para que los algoritmos de inferencia requieran menos tiempo
de computo. Por esta razon, en la literatura se han desarrollado otros modos alternativos como:
drboles de probabilidad (PT - probability tree) y arboles de probabilidad binarios (BPT - binary
probability tree) [29, 30, 38, 42, 82, 170], entre otros. Resaltamos dos ventajas principales de los




PTs y BPTs: (1) son capaces de sacar partido de las denominadas independencias especificas del
contexto [26, 115]; y (2) permiten ser aproximados mediante operaciones de poda. Al tratar con
bases de datos reales, los valores de probabilidad que representan cuantitativamente el problema
presentan una gran repeticion de valores, especialmente teniendo en cuenta que lo mds comin
es considerar un pequefio niimero de cifras decimales (0.9, 0.75, 0.34...). Pero lo cierto es que
los PTs y BPTs son capaces de sacar partido de la repeticién de valores en situaciones muy
concretas, por lo que las estructuras siguen almacenando valores repetidos atin en sus versiones
mds compactas. Con esta idea en mente, presentamos en parte de esta memoria unas estructuras
alternativas, que llamamos potenciales basados en valor (VBPs - value-based potentials). Los
VBPs buscan sacar partido de la repeticién de valores, sin importar en qué orden se encuentren. La
experimentacion con estas nuevas representaciones muestra que, en general, consiguen expresar
el conocimiento cuantitativo de un modo mds compacto que las anteriores opciones. Al igual que

ocurre con PTs y BPTs, también permiten ser aproximadas; presentaremos el modo de hacerlo.

El aprendizaje estructural consiste en aprender la parte cualitativa de RBs, es decir, el grafo.
Este proceso puede ser llevado a cabo por un experto en la materia (opcidon generalmente menos
deseable por requerir un gran conocimiento en el tema y porque en muchas ocasiones no se
dispone de experto), o utilizando algiin método automdtico que detecte las dependencias e
independencias entre las variables partiendo de los datos. Diversos algoritmos se han centrado en
este tipo de aprendizaje [92, 143, 185]. A menudo, estos métodos buscan el grafo que maximiza
una determinada métrica. Otra posible perspectiva se centra en calcular la probabilidad marginal
a posteriori de las aristas. Dentro de esta otra perspectiva podemos encontrar dos vertientes:
(1) métodos de cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC) [67, 74, 86, 131] y (2) métodos
estocasticos de busqueda [89, 107, 135]. Estos métodos presentan la limitacién de no poder
utilizarse en redes de tamafio considerable, por esta razén, proponemos en esta memoria un

algoritmo aproximado de aprendizaje de conjuntos de redes bajo una perspectiva variacional.

Clasicamente, los MGPs se han estudiado desde un punto de vista preciso, en el que las proba-
bilidades asociadas son valores exactos. Por otra parte, habra problemas que pudiendo deberse
a diversos factores (informacion insuficiente, presencia de varios expertos que proporcionen
valores dispares, informacion vaga...) no puedan ser tratados siguiendo esta perspectiva. Un
ejemplo tipico de ello se ve a menudo en medicina, donde el resultado de padecer una enfermedad
viene dado en términos de intervalos de probabilidad. La teoria de probabilidades imprecisas se
ocupa de este tipo de problemas. Las RBs simples (precisas) de tamafio considerable presentan
limitaciones a la hora de hacer inferencia sobre ellas, ya que con el incremento de tamafio, la
complejidad aumenta exponencialmente y los cdlculos asociados sobrepasan potencialmente

los recursos computacionales. Las redes Bayesianas con probabilidades imprecisas (i.e. redes
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credales) pueden verse como un conjunto de RBs, por lo que el desarrollo de algoritmos de
inferencia mas potentes, que sean capaces de trabajar con ellas, es aiin mas necesario que para el
caso preciso. Este problema puede afrontarse de diversos modos, uno de ellos es el de utilizar
algoritmos aproximados, que proporcionen una respuesta muy similar a la exacta, produciendo
una pequefia pérdida de informacion aceptada, pero lo hagan en una fraccién del tiempo. Por
otro lado, la paralelizacién de procesos ha demostrado ser efectiva en las tareas de inferencia
con RBs [174, 132], ya que permite separar las tareas para que sean realizadas simultdneamente
y utilizar asi los recursos computacionales de un modo inteligente. En esta memoria vamos a
introducir una aproximacion a un método paralelo para realizar inferencia exacta sobre redes
credales (i.e. RBs con probabilidades imprecisas). Mds concretamente, vamos a generalizar un

método branch-and-bound ofreciendo la parelizacién del mismo.

Organizacion de la tesis

Esta memoria se distribuye en siete capitulos. El primero de ellos (Capitulo 1) supone una
revision bibliogréfica de las dos grandes bases sobre las que se asienta la teoria de modelos
gréficos probabilisticos: la teoria de grafos (Seccién 1.1) y la teoria de la probabilidad (Seccién
1.2). Los dos siguientes capitulos hablan sobre los MGPs, en primer lugar (Capitulo 2) desde un
punto de vista preciso, y mas tarde (Capitulo 3), impreciso. En el Capitulo 2 se definen los MGPs
y sus tipos (Seccidén 2.1); para a continuacién prestar especial atencion a las redes Bayesianas,
caso particular de MGP en el que el grafo es dirigido aciclico. Sobre las RBs se presenta
su concepto y caracteristicas principales, se introduce un criterio bdsico que permite detectar
dependencias e independencias observando el grafo y sin necesidad de calculo probabilistico
(criterio de d-separacion) (Seccién 2.2), y se habla de los dos problemas principales a resolver con
RBs: aprendizaje (Seccidn 2.3) e inferencia (Seccién 2.4). Puesto que la inferencia con MGPs
necesita del concepto de potencial y la definicién de operaciones sobre ellos, la Seccién 2.4
contendra esta informacién. A lo largo del capitulo, los conceptos se ilustraran con un conocido
ejemplo, la RB asia. El Capitulo 3 comienza hablando sobre probabilidades imprecisas, sus
conceptos principales, las diferentes aproximaciones que se han estudiado en Ia literatura (Seccién
3.1). El resto del capitulo se desarrolla desde la perspectiva de convexos de probabilidad, por
ser una alternativa sobre la que pueden realizarse las operaciones necesarias para el desarrollo
de inferencia con probabilidades imprecisas. También se introducirdn los llamados conjuntos
credales y redes credales (i.e. redes Bayesianas con probabilidades imprecisas) y se expondra
como realizar inferencia sobre redes credales valiéndose de drboles de probabilidad (Seccién
3.2).
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La parte principal de esta memoria puede encontrarse en los tres capitulos sucesivos (Capitulos
4,5y 6). El Capitulo 4 habla sobre la representacion de informacién cuantitativa. Al comienzo
de este capitulo nos centraremos en comentar otros aspectos relevantes sobre potenciales y sus
representaciones (Seccién 4.1). El valor principal de este capitulo se trata de la introduccién de
una nueva propuesta de representacion de potenciales, los potenciales basados en valor (VBPs),
que buscan aprovechar al maximo la repeticion de valores. Sobre VBPs, se podrd encontrar en la
Seccién 4.2 la definicién de las cuatro alternativas propuestas, la descripcion del método para
acceder a un indice concreto en la propia estructura y el espacio de memoria que cada estructura
ocupa. Ademds se evaluard empiricamente distintos aspectos de estas estructuras, utilizando
dos conjuntos de redes Bayesianas (bnlearn [174, 175] y competiciones UAI [196, 197]). Las
tareas para la evaluacién empirica llevadas a cabo han sido: comparacién de tamafios de memoria,
tiempo de acceso al valor correspondiente a un indice dado y tiempo de célculo de distribuciones
a posteriori utilizando el algoritmo de eliminacién de variables (VE). La Seccién 4.3 introduce
un algoritmo para aproximar estas nuevas estructuras. En concreto, se define para la alternativa
VDI, por simplicidad, pero podria estudiarse de manera andloga para cualquiera de las otras. En
la dltima parte del capitulo (Seccidn 4.4) podemos encontrar algunas conclusiones y comentarios

sobre las estructuras VBPs y su aproximacion.

El Capitulo 5 trata el aprendizaje estructural desde un punto de vista variacional. Para ello, se
comienza con una seccion de prerrequisitos (Seccion 5.1), en los que se definen las distintas
métricas Bayesianas disponibles y se introducen el aprendizaje estructural Bayesiano y el analisis
variacional, sus caracteristicas y funcionamiento. A continuacién se presenta una primera
aproximacion a lo que supondria un algoritmo automatico de aprendizaje estructural variacional
(Seccidn 5.2), que parte de los datos para valerse del andlisis variacional y generar una estructura
que represente las relaciones efectivas entre las variables. Para ello definiremos cada uno de los
pasos del andlisis variacional para nuestro caso concreto. Podremos ver en detalle los pasos que
el algoritmo realiza mediante los pseudocédigos correspondientes (Seccion 5.3). Realizaremos
también una experimentacion con algunas RBs Bayesianas (Seccién 5.4), que dardn una idea de
los beneficios que el método presenta y las cualidades de las redes sobre las que su aplicacién
serd mds util. En la dltima Seccién 5.5 pueden encontrarse posibles mejoras a realizar sobre el

algoritmo, asi como otros comentarios.

En el Capitulo 6 se establece un método paralelo, generalizacién del algoritmo de inferencia
branch-and-bound sobre redes credales presentado en el trabajo de Cano et al. [36]. Necesitare-
mos primero entender los dos algoritmos presentes en el mismo trabajo de Cano et al. [36]
(Seccioén 6.1) por ser la base del algoritmo paralelo. En la Seccién 6.2 se introduce el algoritmo

branch-and-bound paralelo sobre redes credales. En la tltima parte del capitulo (Seccién 6.2.1)
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se lleva a cabo una pequefa experimentacion que da una idea inicial sobre el rendimiento del
algoritmo. Esto se hace aplicandolo sobre dos redes credales que comparten grafo, pero difieren
en el nimero de estados de cada variable.

Contribuciones de la tesis

Los aportes que esta memoria ofrece se engloban en tres aspectos de las redes Bayesianas:
representacion de la informacién cuantitativa, aprendizaje estructural e inferencia en redes

credales.

Representacion de la informacion cuantitativa

Como hemos comentado, tradicionalmente la informacién cuantitativa se ha expresado por medio
de tablas de probabilidad (marginales o condicionales), aunque a lo largo de la bibliografia se
han definido estructuras alternativas que se comportan mejor en ciertos aspectos como permitir
sacar beneficio de los patrones de repeticién de valores o la posibilidad de llevar a cabo tareas de
aproximacion sobre ellas, como es el caso de las otras dos representaciones que consideramos:
arboles simples y podados de probabilidad. En esta memoria (Capitulo 4) proponemos unas
nuevas estructuras, las que denominamos potenciales dirigidos por valor (VBPs). El objetivo
de las VBPs es el de representar la informaciéon del modo mds compacto posible. Esto se
consigue almacenando cada valor de probabilidad de una vez y relacionando de algin modo los
indices asociados a cada valor. Presentamos cuatro alternativas de representacion: Los VBPs han
demostrado su gran potencial sobre redes Bayesianas reales. Ademds, y al igual que los arboles
de probabilidad, permiten ser aproximados, haciendo que las estructuras VBPs resultantes sean

aln mds compactas, asumiendo una pérdida de informacién aceptada.

Aprendizaje estructural

Sabemos que en el estudio de RBs se busca resolver dos problemas fundamentales: (1) apren-
dizaje (2) inferencia. Los problemas de aprendizaje se centran en definir tanto la estructura
de grafo (aprendizaje estructural), como los pardmetros de probabilidad asociados (aprendizaje
paramétrico). Diversos algoritmos de aprendizaje estructural se han desarrollado en la bibli-

ografia, considerando distintos enfoques. Muchos de ellos tienen la gran limitacién de no poder
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ser aplicados a redes de gran tamafio, ya que necesitan de unos célculos complejos que, a menudo,
exceden las capacidades computacionales. En esta tesis, se propone un método de aprendizaje
estructural para RBs (aprendizaje del grafo asociado a los datos), desde un punto de vista varia-
cional. Para ello utiliza inferencia variacional que busca resolver la probabilidad Bayesiana a
posteriori sobre las diferentes estructuras de grafo, condicionada al conjunto de datos. Pese a
que el algoritmo supone una primera aproximacién y aun tiene ciertas limitaciones que podran
intentar ser resueltas en préximos trabajos, una experimentacion inicial sugiere que se trata de una
buena opcién para ser utilizado sobre redes de tamafio considerable, con las que otros algoritmos

no son capaces de trabajar.

Inferencia con redes credales

Realizar consultas probabilisticas sobre RBs es una tarea imprescindible para aumentar el
conocimiento sobre un determinado problema; de esto se encarga la inferencia. El funcionamiento
consiste en partir de una informacion (i.e. evidencia) dada sobre alguna de las variables, para
propagarla al resto de variables y ver cdmo se ven afectadas. En esta memoria vamos a estudiar el
problema de inferencia sobre redes credales (i.e. redes Bayesianas con probabilidades imprecisas).
Para ello se ha desarrollado un algoritmo de inferencia branch-and-bound paralelo que comienza
con una solucién aproximada inicial obtenida mediante hill-climbing, para a continuacion realizar
busqueda en profundidad fijando las distintas variables transparentes. Esto permite estimar la
mejor de las soluciones en cada ramificacién y optar por seguir estudiando esa rama (si la mejor
solucién que se puede obtener siguiente esa rama es mejor que la encontrada hasta el momento)
0 no (en caso contrario). Como decimos, el algoritmo es paralelo, y es que utilizard un pool
de hebras donde a cada hebra se le asignard la tarea de explorar una ramificacion. Aunque es
Unicamente una aproximacion al método y seria conveniente llevar a cabo una experimentacién
maés extensa, la aplicacion a dos redes credales muestra que las redes de mds tamafio pueden

potencialmente beneficiarse del algoritmo.
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1.1

1.1.1

Fundamentos

Las redes Bayesianas (RBs) atinan dos grandes teorfas matemadticas, la de grafos y la de probabi-
lidad. En esta seccién asentaremos los principios basicos de ambos pilares. En primer lugar, en la
Sec. 1.1 podemos ver aspectos basicos relacionados con grafos: cdmo surgieron, definiciones
relevantes y notacién a utilizar. A continuacién, la Seccién 1.2 nos adentra en la teoria de la
probabilidad, donde veremos los conceptos més bdsicos del trabajo con sucesos aleatorios y su

extension a variables aleatorias.

Teoria de grafos

Puesto que nuestro estudio se centra en las RBs, y como veremos mds adelante, estas se represen-
tan de manera grafica mediante un grafo, necesitaremos introducir algunos conceptos basicos
sobre ellos. La teoria de grafos es la rama de la Matemadtica que estudia sistemas cuyos elementos
se encuentran conectados. La gran ventaja de los grafos, es su poder de representacién de un
modo sencillo e intuitivo, en la que las relaciones entre los elementos que lo componen se
perciben facilmente. Veremos en esta seccion los inicios de esta teorfa, asi como las definiciones

y notacién bdsica que nos serdn utiles para comprender mds tarde conceptos mas complejos.

Los primeros grafos

El concepto de grafo fue introducido por primera vez en 1736, cuando el gran mateméatico Euler
resolvié el conocido como "Problema de los puentes de Konigsberg". Este problema habla sobre
los 7 puentes que conectan las orillas del rio Pregolya en la ciudad de Konigsberg, conocida ahora
como Kaliningrado. Y es que la poblacion de entonces se preguntaba si era posible recorrer todos
los puentes pasando una sola vez por cada uno de ellos. Euler transformé el problema en una serie
de puntos unidos por lineas, y asi es como dibujé el primer grafo de la historia. En la siguiente
Imagen 1.1 podemos ver, el mapa actual de Kaliningrado en la parte izquierda (resaltados en color

marrén tenemos los 5 puentes que atin se encuentran en pie, y en amarillo donde se encontraban




los dos restantes); y en la parte de la derecha el grafo correspondiente al problema, cuatro zonas

(lo que ahora conocemos como nodos) unidas por los siete puentes (arcos):

Problema de los puentes de Konigsberg. En la izquierda encontramos el mapa actual y en la
derecha una representacion del problema en forma de grafo.

1.1.2 Leéxico, notacion y definiciones relevantes

Definicion 1.1.1 (Grafo) Un grafo (también denominado grafo simple) queda definido por un
par de conjuntos G := {X, E}, donde X es un conjunto de nodos (o vértices), { X1, Xa, ..., Xn}, ¥
E un conjunto de pares de nodos de X (no necesariamente distinto del ()), {{ X1, Xo2}, {X1, X3}, ...},

indicando que existe un enlace (arco, o arista) entre ellos.

En un grafo G, el nimero total de nodos, o cardinal de X, |X|, se denomina orden y el nimero
E

total de aristas, o cardinal de E, |E|, se denomina tamario.

Una arista que une los nodos X7, X5 se notard por simplicidad como X X5. La existencia de
la arista X7 X5 convierte a los nodos X1, X5 en extremos de ella y hace que los nodos pasen
a denominarse vecinos (o adyacentes). Dado un nodo X y una arista e, diremos que X; es
incidente con e si 3X; € Xtal que e = X1 X;.

Cuando en el grafo encontramos un nodo con el que ninguno de los vértices es adyacente, decimos
que se trata de un nodo aislado. Para un vértice, definimos su grado como el nimero de aristas
incidentes con él. El entorno (o vecindad) de un nodo X; € X es el conjunto de todos los nodos

vecinos a €l y se nota por N (X7 ), de manera rigurosa:

N(Xl) = {Xz € X|E|X1XZ' € E}
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En lo referente a la representacion de un grafo, los nodos se verdn como puntos, uno por cada

) 2 @

donde encontraremos que dos nodos se unen mediante una linea si y solo si entre ellos hay una

uno de los nodos:

arista:

Ejemplo 1 Consideramos un sencillo ejemplo, el grafo G = {X,E} de tan sdlo cuatro nodos,

con algunas conexiones entre ellos:

X = {XlaX27X37X4}
E = {X1Xo, X1 X3, X3X4}

Por lo tanto, el orden del grafo serd 4 y su tamaiio 3. Los entornos de cada uno de los nodos

N(X1) ={X2, X3}, N(X2)={X1}, N(X3)={X1,X4}, N(Xy)={Xs}

Ninguno de los nodos del ejemplo es aislado. Y la representacion de G podria ser de la forma:

HOWO

Representacion de grafo simple.

Dependiendo de la naturaleza de los conjuntos X y E, podemos definir los siguientes tipos de

grafos:
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* Cuando las aristas son pares de nodos ordenados, se las denomina aristas dirigidas y el
grafo resultante recibe el nombre de grafo dirigido. En caso contrario, la arista sera no
dirigida y el grafo serd no dirigido. Si encontramos aristas dirigidas y no dirigidas, el grafo
se denomina parcialmente dirigido (o mixto). En la representacién gréfica, utilizaremos
una flecha, en lugar de una linea, para indicar que la arista es dirigida; en este caso, si la

arista comienza en el nodo X; y apunta hacia X, diremos que va de X; a Xo.

* Si se permite mds de una arista uniendo el mismo par de nodos, el grafo se denominara

multigrafo.

* En el caso particular de multigrafo, en el que existe una o varias aristas que unen un nodo

consigo mismo, diremos que se presentan lazos y al grafo se le conocerd como pseudografo.

» Si las aristas conectan subconjuntos de nodos (en lugar de sélo dos), el grafo se llamara

hipergrafo.

Ejemplo 2 Modificando las aristas del ejemplo considerado en la Fig. 1.2, podriamos visualizar

en la Figura 1.3 estos nuevos ejemplos de grafos:

Grafo no dirigido Grafo dirigido Grafo parcialmente dirigido

Multigrafo no dirido Pseudografo no dirigido

Tipos de grafos
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En el caso de encontrarnos con un grafo dirigido, dado un nodo X; € X, el conjunto de
padres de X se compone de los nodos cuyas aristas van de ellos a X y se nota por pa(X7).
Equivalentemente, el conjunto de hijos de X se compondré de los nodos con aristas existentes
hacia ellos desde X, y notaremos por ch(X7) (por diminutivo de la palabra children, que en

inglés significa "hijos").

Ejemplo 3 Para ilustrar esta parte introducimos el siguiente grafo

Ejemplo de multigrafo dirigido.

Entonces, X = {X1, Xa, X3, X4, X5, X6} yE = {X1 X1, X1 X0, X1 X, X1 X3, X4 X3, X5 X5},
con orden |X| = 6 y tamaiio |E| = 6. La arista X1 X5 incide con los nodos X1 y Xa, convirtién-
dolos en vecinos, y la arista X1 X se trata de un lazo.

Ademds:  pa(X1) = {X1,Xa}, pa(X2) ={X1}, pa(Xs) = {X35, Xu}, pa(Xy) =0,
pa(Xs) =0, pa(Xe) = {X5}

y: ch(Xy) = {X1,X2, X3}, ch(Xa) = {X1}, ch(X3) =0, ch(Xy) = {X3},
ch(Xs5) ={X¢}, ch(Xg) =0.

Un camino entre dos nodos de un grafo X, X,, € X es una sucesién de nodos (no necesariamente
distintos) que empieza en uno de ellos y acaba en el otro, donde cada nodo es adyacente con el
nodo inmediatamente anterior y el posterior, Xg, X1, ..., X,—1, X, Ademds establecemos que
el camino es dirigido si todas las aristas son dirigidas, y no dirigido si al menos una de las aristas
no es dirigida. La longitud de un camino es el nimero de aristas que lo componen (contando
también las aristas que se repiten). En la Fig. 1.4, el camino X1, X1, X5 es dirigido, mientras que
X4, X3, X1, es no dirigido; ambos caminos tienen longitud 2. La distancia entre dos nodos de un
grafo es la longitud del camino mds corto que los une. Asi, X; y X4 se encuentran a distancia
2.
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Si desde el nodo X existe un camino dirigido hacia X, diremos que X es ascendiente de Xy,
y en este mismo caso, X}, se denominard descendiente de X;. Asi mismo, los nodos pueden
adquirir nombres dependiendo de si existen arcos desde y hacia ellos. Diremos entonces que si un
nodo no tiene padres, se denominard nodo raiz y si no tiene hijos recibird el nombre de nodo hoja.

En el Ejemplo 3, decimos que X5 es descendiente de X1; X5 es nodo raiz y Xg, nodo hoja.

Si dado un camino los vértices inicial y final coinciden, entonces el camino se denomina cerrado.
Si en el camino no aparecen aristas repetidas se llama recorrido. Si en un recorrido no hay
vértices repetidos, se llamard camino simple. Si el recorrido es también camino cerrado, recibe el
nombre de circuito. Y un circuito que es a su vez camino simple, se trata de un ciclo. Cuando el
grafo no presenta ningun ciclo, recibe el nombre de grafo aciclico, en otro caso serd un grafo

ciclico. En la Fig. 1.4, tenemos que { X1, X2, X1} es un ciclo, asi que nuestro grafo es ciclico.

Si para todo par de nodos del grafo X;, X; € X existe un camino que los conecta, diremos que
es un grafo conexo. En caso contrario, serd un grafo disconexo y las partes del grafo que si se
encuentran conectadas se denominaran componentes del grafo. Definimos un drbol como un
grafo conexo aciclico. Por lo tanto, el ejemplo tratado en la Fig. 1.4 serfa un grafo disconexo de
dos componentes, que podemos reconocer en la siguiente Fig. 1.5:

(15 ©
@@@ ©

Componente 1 Componente 2

Componentes del multigrafo pseudodirigido considerado, Fig. 1.4.

Teoria de probabilidad

En la naturaleza, podemos encontrar fenémenos deterministicos y aleatorios. Los fendmenos
deterministicos son los que, bajo las mismas circunstancias, dardn el mismo resultado. Asi,
sabemos que si soltamos un objeto nunca ird hacia arriba, siempre caerd. Por otro lado, tenemos

los fenémenos aleatorios, que suponen algin grado de incertidumbre. Se podria decir que el
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azar y la incertidumbre han estado siempre presentes en la mente humana. Asi lo demuestran
numerosos hallazgos en diversas civilizaciones, como los sumerios y asirios, que utilizaron lo que
pareceria el primer dado de la historia hecho de huesos de animales. Cémo medir la incertidumbre
para conseguir tomar las mejores decisiones podria tratarse sencillamente desde un punto de vista
l6gico, pero tal y como se ha demostrado en multitud de ocasiones nos llevard a error. Asi se
demuestra en el trabajo de Tversky et al. [195], en el que se presentan varios problemas a un
grupo de estudiantes y se estudian las razones por las que, en la mayoria de los casos, eligieron
la opcién incorrecta. Esto pone de manifiesto la necesidad de una ciencia que cuantifique esa
incertidumbre, estableciendo una serie de reglas que eviten los errores sistemadticos; de lo que se

encarga la teoria de la probabilidad.

En el siglo XVII se establecen los principios de teoria de probabilidad. En concreto, se fecha
cuando Pascal, Fermat y el caballero de Méré [183] se enviaban correspondencia para intentar

resolver un problema propuesto en 1654 por el dltimo de ellos. El problema dice asi:

"Dos jugadores, que han depositado una apuesta inicial, lanzan repetidamente una moneda, el
primero gana si sale cara y el segundo si sale cruz. Han decidido que el primero que gane seis
veces (consecutivas o no) se llevard el total de la apuesta. En un momento dado han salido
(en cualquier orden) cinco caras y tres cruces y el juego debe ser interrumpido. ; Como deben

repartirse la apuesta?"

Probabilidad sobre sucesos aleatorios

En estadistica y probabilidad, cuando hablamos de experimento aleatorio nos referimos a
cualquier proceso del que conocemos el conjunto de los posibles resultados, pero al repetirlo bajo
las mismas condiciones iniciales podemos obtener distintos resultados. Cada uno de esos posibles
resultados se denomina suceso elemental y al conjunto de todos los posibles sucesos elementales
se le denomina espacio muestral y se nota por €. Cuando el experimento aleatorio puede tomar

un ndmero infinito de resultados, lo denominamos infinito, y en caso contrario, serd finito.

Segtn el tipo y nimero de sucesos elementales, podemos encontrar espacios aleatorios de dos

tipos:

» Cuantitativos, donde los sucesos elementales son cantidades. Dentro de los espacios

aleatorios cuantitativos encontramos una subdivision:
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— Continuos - cuando el nimero de elementos es infinito no numerable. Este tipo de

espacio se da especialmente cuando tenemos magnitudes fisicas, como el peso, la

altura, etc., por tratarse de medidas continuas.

— Discretos - si el espacio es numerable. El lanzamiento de un dado es un ejemplo de

este tipo, con sucesos elementales {1,2,3,4,5,6}.

* Cualitativos, donde los sucesos elementales son cualidades. Como puede ser la extraccion

de bolas de una urna, donde los sucesos elementales serian los distintos colores de las

bolas: rojo, amarillo, verde, azul.

Un suceso aleatorio (también denominado suceso compuesto, evento, o simplemente suceso) es

cualquier subconjunto del espacio muestral que cumple una determinada propiedad. Diremos

que dos sucesos son iguales si tienen los mismos sucesos elementales. Un suceso se dice seguro

cuando se compone de todos los posibles resultados, es decir, el propio espacio muestral €2; e

imposible si es igual al vacio, (). Puesto que los sucesos son subconjuntos del espacio aleatorio,

podemos utilizar el dlgebra de conjuntos y representarlos mediantes diagramas de Venn.

Ejemplo 4 Un ejemplo sencillo seria el es-
tudio del resultado que se obtiene al lanzar
un dado, donde el espacio muestral seria
como comentamos ) = {1,2,3,4,5,6},
compuesto por 6 sucesos elementales (cada
uno de los valores). Un suceso aleatorio
podria ser obtener un resultado par; un
suceso seguro es que el niimero resultante
serd menor que 8y un suceso imposible es

que el resultado sea 7.

Espacio muestral

1 2
oot 3 irniy
5 6

Suceso seguro

ceso
mposible

Diagrama de Venn de posibles
sucesos al lanzar un dado.

0

Considerando dos sucesos aleatorios, S1, S2 € 2, podemos aplicar sobre ellos las tipicas opera-

ciones de teoria de conjuntos:

* Contenido: Diremos que S; se encuentra contenido en So (S1 C S2), si siempre que ocurre

S1 también ocurre Ss.

* Igualdad: Se dice que dos sucesos son iguales (57 = S2), si siempre que ocurre S ocurre

Ss y viceversa. Equivalentemente S1 C So y S5 C 5.
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* Diferencia: El suceso diferencia S; — Sy (0 S1/52), se compone de todos los sucesos

elementales que se encuentran en .S7 y no en Ss.

e Union: La unién de los sucesos, S1 U Sz, contiene todos los sucesos elementales que

pertenecen al menos a uno de ellos.

e Interseccion: La interseccidon de los sucesos, S N So, estd formada por los sucesos

elementales que se encuentran contenidos en ambos sucesos aleatorios.
e Incompatibilidad: Dos sucesos son incompatibles si su interseccion es vacia, S1 N Sy = (.

» Complementariedad: El suceso contrario (o complementario) a uno dado (.S7), es el que
tiene todos los sucesos elementales que no se encuentran en el primero. Se verificard
entonces que S1US; =Qy S1NS; =0

Ejemplo 5 [lustremos estos conceptos con nuestro ejemplo del lanzamiento del dado. Conside-
remos los sucesos aleatorios Sy = {"resultado par"} = {2, 4,6},

Sy = {"resultado menor o igual que 4"} = {1,2,3,4} y

S3 = {"resultado impar 'y menor que 4"} = {1, 3}. Entonces:

f Espacio muestral ) * S5C 5
a 2 * S — 5 ={6}
s: 3 4 -Sg e S1USy ={1,2,3,4,6}
5‘5 "6 . S1N 8, = {2,4)
| ) * Sy y S3 son incompatibles.

S1={1,3,5}

Diagrama de Venn de tres sucesos al
lanzar un dado y operaciones con ellos.

A lo largo de la historia, el concepto de probabilidad se ha definido basdndose en diferentes

perspectivas:

1. Definicion clasica de probabilidad o Regla de Laplace. Fue definida por Laplace [121]

y considera un experimento aleatorio en el que cualquiera de los sucesos es igualmente
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posible de convertirse en resultado. Dado uno de los sucesos S; € S que se presenta m

veces en el nimero total de los sucesos 7, entonces se define la probabilidad de S; como:

3

P(S1) =~ (L.D)

. Definicion frecuentista. Puesto que la definicién clasica sélo considera dominios finitos

de sucesos equiprobables, se establece en 1928 [201] una nueva definicién que elimina

esas restricciones.

Digamos que al repetir un experimento aleatorio n veces, el suceso S; ocurre ng,, la
frecuencia relativa de Sy es f,,(S1) = n% Considerando que el experimento se repite
indefinidamente, aumentando el niimero de repeticiones, obtendremos distintas frecuencias
relativas fy,, fn+1, ... Definimos la probabilidad de que ocurra el suceso S; € S como el

limite de dichas frecuencias relativas:

P(51) = lim fn(S1) (1.2)

. Definicion axiomatica de Kolmogorov. Quizas la definiciéon mas aceptada y perfecta desde

un punto de vista matemaético es la efectuada por Kolmogorov en 1933 [159], generada a
partir de tres axiomas que toda funcién que quiera considerarse probabilidad necesitara

verificar y que se basa en el concepto de o-algebra:

Definicion 1.2.1 (o-dlgebra) Sea un conjunto de sucesos medibles S € p(§2) ! del espacio

aleatorio de probabilidad ) que cumple las siguientes propiedades:
* Para todo suceso S; € S, su complementario también pertenece a S, S; € S.

* Dada una serie infinita numerable de sucesos finitos {S1, Sa, ..., Sp} € S, su union
también pertenece a S, {S1 U S2 U...U S, } € S.

Diremos entonces que S es una o-dlgebra.

Definicién 1.2.2 (Probabilidad axiomdtica de Kolmogorov) Siendo S una o-dlgebra,
denominaremos funcion de probabilidad o simplemente probabilidad a la funcion P :
S — R que asigna a cada suceso S; € S un valor que cuantifica su ocurrencia. P cumple

necesariamente los siguientes axiomas, llamados axiomas de Kolmogorov:

* Axioma 1: (No negatividad) P es definida positiva 0 < P(S;) para todo S; € S

'0(Q) se denomina partes de 'y se compone de todos los subconjuntos del espacio aleatorio
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* Axioma 2: (Suceso seguro) La probabilidad del suceso seguro es 1, P(Q2) = 1

* Axioma 3: (o-aditividad) Dada la coleccion numerable de sucesos {S;}icn =
{51, 52, ..., Sn} disjuntos dos a dos (i.e. la interseccion de cada dos sucesos es vacia),
la probabilidad de la union de todos ellos es igual a la suma de las probabilidades

de cada uno, es decir:

P P(8i) = 3_ P(S)) (1.3)

Por lo tanto, diremos que P(S;) representa la probabilidad del suceso S;.

Intuitivamente, el primero de los axiomas fuerza a que ninguna probabilidad sea negativa;
el segundo nos indica que dado el espacio aleatorio algo debe suceder; y el tercero establece
que para cualquier coleccién de sucesos mutuamente excluyentes, la probabilidad de su

unidén siempre verificara ser la suma de las probabilidades de los sucesos.

Como consecuencia de la definicién axiomatica de probabilidad obtenemos las siguientes

propiedades:

* La probabilidad del suceso complementario a uno dado Sy cumple: P(S;) =1 — P(S).

L]

L]

El suceso imposible tiene probabilidad nula: P(()

0.

(Monotonia) Para cualesquiera dos sucesos S;, S; con S; C S; se cumplird: P(S;) <
P(S;).

Para todo suceso S1, 0 <= P(S51) <= 1.

La probabilidad de la diferencia de dos sucesos S1, So con S1 C So verifica: P(S1—53) =
P(S1) — P(S2).

* (Regla de la adicién) Dados dos sucesos, S y Sy cualesquiera, tendremos que: P(S7 U

SQ) = P(Sl) + P(SQ) — P(Sl N 52)

La generalizacion de la Regla de la adicion se conoce como Principio de inclusién-exclusion

y se expresa mediante la siguiente formula:

P(Uie1 i) = 2ica P(Si) — 2ie; P(Sin Sj) + Xicjar P(Si NS N Sk) + o+
(_1)(n+1) Z?<j<k“. P(Sz N Sj NS N )
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Definicion 1.2.3 (Espacio de probabilidad) A la terna que se forma con el espacio muestral
Q, la o-dlgebra Sy la probabilidad P, (2, S, P), la denominamos espacio de probabilidad (o
espacio probabilistico).

Dentro de la Probabilidad encontramos un concepto que nos serd indispensable, la dependencia o
independencia de sucesos; nos dice si la probabilidad de un suceso se ve modificada (o no) al
darse el otro y viceversa. Para comprender este concepto, primero deberemos introducir otro,
el de probabilidad condicionada. La probabilidad condicionada nos indica cémo de posible
es que ocurra un determinado suceso considerando que conocemos informacién sobre otro (u
otros) de los sucesos del espacio muestral. Esto supone que podamos calcular, por ejemplo, la
probabilidad de que llueva un determinado fin de semana, conociendo la estacién del afio en la

que se encuentra, lo que probablemente influird en el resultado obtenido.

Definicion 1.2.4 (Probabilidad condicionada) Dado un espacio probabilistico (2, S, P) y dos
sucesos S1,S9 € S. Definimos entonces la probabilidad de S, dado (o condicionada a ) So,
P(51|52), como sigue:

P(Sl’SQ) _ P(SlmSQ)

—_— 14
P(52) (14

Donde obviamente el concepto solo tiene sentido si P(S2) # 0, lo que es logico, ya que el caso

contrario implicaria que So = () y no tendria sentido condicionar a él.

La probabilidad que acabamos de ver en la anterior Ecuacién (1.4), P(S; N S2) , se denomina
probabilidad conjunta (o compuesta) de dos sucesos aleatorios S1, .52 € Sy se denota como
P(S1,S5) por simplicidad. Su férmula puede facilmente deducirse de esta misma ecuacién

despejando el término:
P(Sl N 52) = P(SﬂSz)P(Sg) 0 P(Sl N Sz) = P(SQ|S]_)P(S]_) (1.5)

Y puede extenderse a mas de dos sucesos utilizando el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1 (Teorema de la probabilidad compuesta) Dado el espacio probabilistico (X2, S, P)
y sean S1,S9,...,S,_1 € S verificando que P(ﬂ?;llSi) > 0. Entonces para cualquier otro

suceso S,, € S, se verifica:

P(N,S;) = P(S1)P(S2]S1)P(S3]S1 N S) - - - P(Sn| NI Sy) (1.6)

Dada una serie de sucesos 51, 5o, ..., S, € S, verificando que la unidn de ellos resulta ser el

espacio muestral, U}, .S; = (2, entonces ese conjunto de sucesos se denomina sistema exhaustivo
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de sucesos. Si ademds son mutuamente excluyentes (o disjuntos), entonces constituyen una

particion de 2.

Teorema 1.2.2 (Teorema de la probabilidad total) Dado el espacio probabilistico (2, S, P) y
sean S1,S52,...,5, € S con P(S;) > 0Yi = 1,2,...,n, particion de ). Entonces, dado otro

suceso R € S, se verifica que:

n
P(R) =) P(R|S))P(S)) (1.7)
i=1
Teorema 1.2.3 (Teorema de Bayes) Dado el espacio probabilistico (2, S, P) y sean Sy, Sa, ..., Sy, €
S con P(S;) > 0Vi = 1,2,...,n, una particion de Q. Entonces, dado otro suceso R € S, se

verifica que:
P(R|S;)P(S;)

PR = S b R1s) p(sy)

(1.8)

El Teorema de Bayes es entonces una herramienta para conocer la denominada probabilidad
a posteriori (o probabilidad condicional inversa), que cuantifica como de posible es que el
suceso S1 haya hecho que ocurra S5, sabiendo que S5 ya ha ocurrido. Esto se puede realizar, si
conocemos la probabilidad a priori de la causa, P(S1), y la verosimilitud de que S, haya sido
causado por Sy, P(S2|S1).

Cuando un suceso S no se ve afectado cuando sucede S5, diremos que S; es independiente
de S5, en caso contrario se denominari dependiente. Asi, si lanzamos un dado equilibrado dos
veces, el hecho de que en la primera tirada salga 2 no afectard en el resultado que obtengamos en

la segunda tirada. Esto se traduce en:

¢ Si 57 y S2 son sucesos independientes, entonces

P(S1]82) = P(S1) y P(S2]S1) = P(S2) (1.9)

¢ Si 57 y S2 son sucesos dependientes, entonces
P(5152) # P(51) y P(52[51) # P(S2) (1.10)

Teorema 1.2.4 (Caracterizacion de independencia) Dados dos sucesos S1, Sa € S, con P(S2) >

0, diremos que S es independiente de S sii se verifica:

P(51N52) = P(51)P(52) (1.11)
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Este teorema puede ademds extenderse a cudntos sucesos aleatorios se desee, resultando:

n n

P((S:) =[] P(Si) conS;eS (1.12)

Extensidon a variables aleatorias

En muchas ocasiones, podrd interesarnos no el suceso resultante del experimento aleatorio per
se, sino alguna cualidad del mismo. Asi, en el lanzamiento de un dado podriamos no necesitar
el nimero obtenido, sino la paridad del resultado; o en un partido, podriamos desear saber qué
equipo ha ganado. Surge entonces el concepto de variable aleatoria, término que fue usado por

primera vez por Borel-Cantelli.

Una variable aleatoria es una funcion X : 2 — R que asigna un nimero a cada posible resultado
del experimento aleatorio. Usaremos la notacién usual para las variables aleatorias, las dltimas
letras romanas mayusculas X, Y, ... y por sus respectivas mintdsculas a sus valores (0 estados)
x,, ... El dominio de la variable X se notara )x, y al igual que en el estudio con sucesos,
contendra todos los posibles resultados del experimento aleatorio. El conjunto de todas las
variables aleatorias del problema se notard como X = { X1, X2, ..., Xn' }, el dominio de X serd
Ox = {Qx, x Qx, x ... x Qx,}ycadauno de los elementos del dominio se conocera

como configuracion.

Ejemplo 6 Consideremos el experimento aleatorio en el que se lanza un dado equilibrado y la
variable aleatoria X tomard el valor 1 si el resultado obtenido es impary 2 si es par. El dominio

de X serd entonces {1,2,3,4,5,6} y la variable tendrd la forma:

X(2) 1 size{l,3,5}
xTr) =
2 size{24,6}

Las variables aleatorias se pueden clasificar en:

* Discretas, cuando a los sucesos elementales se le asignan nimeros aislados, o lo que es lo
mismo, cuando el conjunto de posibles valores es finito o infinito numerable. Es el caso

del Ejemplo 6, en el que lanzamos un dado y anotamos si el resultado es par o impar.
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 Continuas, si el conjunto de posibles valores es todo R, o todo un intervalo contenido en R.

Una variable que estudia la altura de una determinada poblacién perteneceria a esta clase.

En esta memoria consideraremos, por simplicidad, inicamente variables aleatorias discretas
y cuyos estados serdn mutuamente excluyentes, o lo que es lo mismo, no podrin darse dos

simultaneamente.

Para cualquier variable aleatoria X existe una probabilidad inducida por ella P que conocemos
como distribucion de probabilidad. En todo caso, esta probabilidad necesariamente tendrd que

cumplir que 3°, o P(X = ;) = 1. Veamos la definicién formal:

Definicion 1.2.5 (Distribucion de probabilidad discreta) Dado un espacio probabilistico definido
sobre una variable aleatoria X que toma los valores {1, x2, ..., Ty}, definimos su distribucion

de probabilidad como la funcion:

P:QX—>[0,1]
T — Di

donde p; = P(X = x;) denota las probabilidades asociadas a cada valor x; y verifican

ipi=1

Entonces, para cada x; obtenemos lo que se conoce como su distribucion marginal, P(X = x;),
o simplemente P(z;) si es evidente por el contexto, esto nos permite expresar la distribucién de

probabilidad como el vector de las distribuciones marginales:

PX)=| " (1.13)

Ejemplo 7 En la variable aleatoria X que definimos en el Ejemplo 6 y si el dado estd equilibrado,
es decir, la probabilidad de que salga cada cara es la misma para todas las caras, obtenemos la

siguiente distribucion de probabilidad P:
P:{p,i} - R

{1} =05
{2} > 0.5
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En la gran mayoria de los casos, necesitaremos trabajar no con una variable aleatoria, sino con
lo que se denomina vector aleatorio, que no es mas que un conjunto de variables aleatorias
(X1, X2,..., Xn). Estas variables tomaran el nombre de componentes del vector aleatorio.
Diremos que el vector aleatorio es discreto si las variables que lo componen lo son, y continuo
si son continuas. La distribuciéon de probabilidad que se obtiene al considerar méds de una
variable aleatoria es la denominada distribucion conjunta de probabilidad, P(X1, Xs, ..., Xn) =
P(X; = x1,X2 = x9,..., Xy = zn). El caso de dos variables X, Y, el vector aleatorio se

puede expresar también como una matriz del siguiente modo:

P(ﬂfl,yl) P(xl)yQ) P(xluym)
P P ... P m

PIX.Y) = (CU?,yl) (37?,?12) ‘ (962‘,:1/ ) (014
P(zn,y1) P(zn,y2) ... P(Tn,Ym)

Ejemplo 8 Dado un experimento aleatorio en el que lanzamos un dado. Consideremos la
variable aleatoria X definida anteriormente en el Ejemplo 6 y otra variable Y que asigna el

valor 3 si el resultado al lanzar el dado es miiltiplo de 3 y 0 en caso contrario, es decir:

0 siye{l,2,4,5
Y(y) = . ¢ )
3 siye {3,6}

con distribucion de probabilidad de Y :

P:{0,3} >R
{0} - 0.6
{3} 503

Considerando entonces el vector aleatorio que estas dos variables definen X = {X,Y'}, con do-
minio Qx = Qx x Qy = {(1,0),(2,0),(1,3), (2,3)} y la distribucién conjunta de probabilidad

tendrd la forma:
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P:Qx >R P(X,Y) = [P(x1,1) P($1,y2)1
{(1,0)} - 0.3 |P(z2,51) P(x2,12)
{(2,0)} - 0.3 _[P(1,0) P(1,3)
{(1,3)} = 0.16 ~ |P(2,0) P(2,3)1
{(2,3)} = 0.16 03 018

E] 0.161

De manera andloga a como se indicé con sucesos, el Teorema de la probabilidad total se cumple

en el caso de variables aleatorias.

Proposicion 1.2.1 (Regla de la probabilidad total) Dado un espacio probabilistico (2, X, P),
donde X = (X,Y) es el vector aleatorio, P(X,Y) su distribucion conjunta de probabilidad y
Qx, Qy representan los dominios disjuntos de estados mutuamente excluyentes de las variables

aleatorias. Se verifica entonces que:

Ve € Qx = P(z)=P(z,y1) + P(x,y2) + ... + P(z,Ym)
= > P(z,y)

yeQy

VyeQy = P(y)=P(x1,y)+ Plz2,y) + ... + P(zn,y)
= j{: IDCx,y)

FISI95%

Las férmulas que acabamos de ver definen respectivamente las distribuciones marginales de
X e Y. En el caso de representar el vector aleatorio como lo hicimos en (Ec. 1.14), para
calcular la distribucién marginal de la variable aleatoria X bastard con sumar los valores de la

fila correspondiente y para la de Y, los valores de la columna.

Ejemplo 9 Suponiendo las variables aleatorias de nuestro Ejemplo 8, tendremos que las dis-

tribuciones marginales serdn:
P(X =1)=0.3+0.16 = 0.49

P(X =2)=0.3+0.16 = 0.49
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P(Y =0)=03+03=056

P(Y =3)=0.1640.16 = 0.3

O

En el caso de variables aleatorias, al igual que con sucesos, podemos preguntarnos cémo se
comporta la probabilidad de un subconjunto de ellas en el caso de que otro subconjunto ocurra, lo
que conocemos como probabilidad condicionada. Veamos este concepto para el caso de vectores

aleatorios de dimension dos, el mas sencillo.

Definicion 1.2.6 (Distribucion condicionada de vector discreto) Dado un vector aleatorio
discreto de dimension dos, X = {X,Y'}, en un experimento aleatorio en el que conocemos el
resultado de la variable X, con P(X) # 0, la probabilidad de Y condicionada a X puede
calcularse como: P(X.Y)

PY|X)=——7— 1.15

donde se verifica Yy P(Y|X) = 1.

Esta definicion puede ser facilmente extendida a una dimensién mayor, donde se condiciona un
subconjunto de variables X 4 C X, que reciben el nombre de variables condicionadas, a otro

Xp C X, que serdn las variables condicionantes:

P(Xa,Xp)

1.1
P(Xp) (1.16)

P(XalXp) =

donde, por supuesto, P(Xp) #0y > P(X4|Xp)=1.

T A EQXA
Ejemplo 10 Considerando de nuevo nuestro Ejemplo 8, supongamos que sabemos que el resul-
tado es par, es decir, X = 2, ;cudl es la probabilidad de que el resultado no sea miiltiplo de tres,

o lo que es lo mismo, Y = 0? ;y de que si lo sea, o Y = 3? Podremos calcularlas gracias a la
Jormula (1.15):

P(X=2Y=0) 03 ~
PY=0[X=2)= (P(Y’:O) )206:0‘49

P(X=2Y=3) 016

P(Y =3|X =2) = PV =3) _0§:0.4§
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Independencia entre variables aleatorias

Ya definimos anteriormente ese concepto tan esencial en el cdlculo de probabilidades, la inde-
pendencia de dos sucesos aleatorios cualquiera del espacio aleatorio y vimos que de un modo
intuitivo, dos sucesos eran independientes si la ocurrencia de uno no afectaba al otro. Por ex-
tension, dos variables aleatorias serdn independientes [128] si lo son los eventos que generan.
Procedamos a estudiar la independencia entre subconjuntos de variables aleatorias de X de un

modo mds riguroso.

Definicion 1.2.7 (Independencia de variables aleatorias discretas) Sea X un vector aleatorio
discreto cuyas variables aleatorias estdn definidas sobre el mismo espacio de probabilidad.
Diremos que el subconjunto de variables aleatorias X 4 C X es independiente (o marginalmente

independiente, o mutuamente independiente) del subconjunto Xpg C X si se cumple que:
P(Xa|Xp) = P(Xa) (1.17)

o equivalentemente:

P(XB|Xa) = P(XB) (1.18)

Notaremos entonces I(X 4 L Xp). En caso de no cumplirse, concluiremos que las variables son

dependientes.

Teorema 1.2.5 (Caracterizacion de independencia de variables aleatorias discretas) En las

mismas condiciones que en la definicion 1.2.7, decimos que:
X4, Xp independientes < P(X 4, Xp) = P(X4)P(Xp) (1.19)

Ejemplo 11 Volvamos una vez mds a nuestro vector aleatorio definido en el Ejemplo 8, ;serdn

las variables aleatorias X e 'Y independientes? Comprobémoslo:

1.2 Teoria de probabilidad 25




26

P(X=2Y=3) = P(X=2)-P(Y =3)?
0.16 = 0.49-0.3
0.16 = 0.16

Podemos por tanto asegurar que X y'Y son variables independientes.

O

Definicion 1.2.8 (Independencia dos a dos de variables aleatorias discretas) Sea X = { X1, Xo, ..., Xy}

un vector aleatorio discreto cuyas variables aleatorias estdn definidas sobre el mismo espacio de
probabilidad. Decimos que estas variables son independientes dos a dos siVi,j =1,2,.... N
coni # j, X; y X; son independientes.

Proposicion 1.2.2 Dadas las mismas condiciones que en la Definicion 1.2.7, si las variables son
independientes —> las variables son independientes dos a dos. En general, el contrario no es

cierto.

Para el desarrollo de esta memoria necesitaremos introducir el concepto de otro tipo de indepen-

dencia, la llamada independencia condicional de dos subconjuntos de variables dado otro.

Definicion 1.2.9 (Independencia condicional de variables aleatorias discretas) Sea X un
vector aleatorio discreto cuyas variables aleatorias estdn definidas sobre el mismo espacio de
probabilidad. Diremos que el subconjunto de variables aleatorias X 4 C X es independiente
condicionalmente del subconjunto Xp C X dado el subconjunto C C X si P(Xp,C) # 0y se
cumple que:

P(X4|XpB,C)=P(Xa,C) (1.20)

o equivalentemente si P(X 4,C) # 0y
P(Xp|Xa,C) = P(X5,C)

Notaremos entonces I( X4 L Xp,C).
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Es claro, que en el caso en que C' = (), se darfa independencia marginal entre los subconjuntos de

variables.

Teorema 1.2.6 (Caracterizacion de independencia condicional de variables aleatorias discre-

tas) En las mismas condiciones que en la definicion 1.2.9, decimos que:

X4, Xp son independientes dado X¢ < P(Xa, Xp|Xc) = P(Xa|Xc)P(XB|Xc)
(1.21)

Los tres tipos de independencia que acabamos de estudiar implican que la independencia de
las variables se cumple sea cual sea el valor dado de las variables aleatorias, pero hay tipos de
independencia mds generales. El primero que vamos a tratar, la independencia especifica del
contexto [26, 115] (CSI, por sus siglas en inglés - context-specific indenpendence), considera que
subconjuntos de variables aleatorias pueden ser independientes para un s6lo valor de la variable
dada.

Definicion 1.2.10 (Independencia especifica del contexto) Sea X un vector aleatorio discreto
cuyas variables aleatorias estdn definidas sobre el mismo espacio de probabilidad. Dados los sub-
conjuntos de variables aleatorias X 5, Xp, X¢, C. Diremos que X 4 y X p son independientes

especificos dado X ¢ y el contexto C' = c, si se cumple que:
P(Xa|Xp, Xc,c) = P(Xa|lXc, c) (1.22)
siempre y cuando P(Xp, Xc, ¢) # 0. Notaremos entonces [( X4 L Xp, Xc,c).

Dos subconjuntos de variables serdn parcialmente independientes si lo son para un subconjunto

de valores del dominio de uno de los subconjuntos de variables.

Definicion 1.2.11 (Independencia parcial) Sea X un vector aleatorio discreto cuyas variables
aleatorias estdn definidas sobre el mismo espacio de probabilidad. Dados los subconjuntos
disjuntos de variables aleatorias X 4, X g, diremos que se trata de subconjuntos parcialmente

independientes si se cumple que:
P(Xa|Xp =12p) = P(X4) (1.23)
conxp € Qxe, donde Qxx CQxpy P(Xp=2ap) #0

Dado el caso en el que los subconjuntos de variables aleatorias X 4 y Xp son parcialmente
independientes dado el contexto, entonces se dice que son parcialmente independientes especificas

del contexto (PCI, por sus siglas en inglés - parcial conditional independence) [129, 155].

1.2 Teoria de probabilidad 27







2.1

Modelos graficos probabilisticos

Puesto que en el anterior Capitulo 1 quedaron asentadas las bases de la teoria de grafos (ver
Sec. 1.1) y probabilidad (ver Sec. 1.2), podemos adentrarnos en los conocimientos mas especi-
ficos a nuestra memoria. En este capitulo veremos la teoria de los llamados modelos graficos
probabilisticos (MGPs) en general (Sec. 2.1) y mds particularmente de un subconjunto de ellos,
las redes Bayesianas (RBs). Sobre las RBs veremos su concepto (ver Sec. 2.2), para después
tratar los principales problemas a resolver con ellas: aprendizaje (ver Sec. 2.3) e inferencia (ver
Sec. 2.4). Ademas, ilustraremos los nuevos conceptos con un conocido ejemplo de red Bayesiana,
la red Asia [124].

Introduccion a los modelos graficos probabilisticos

Los modelos graficos probabilisticos (MGPs) [115, 123, 153, 187] permiten modelizar eficiente-
mente problemas que presentan incertidumbre. La idea bésica es que los MGPs sélo considerardn
las relaciones de dependencia relevantes en un determinado problema y esas seran las que se
incluirdn en el modelo probabilistico, lo que supone reducir complejidad y permite que los

célculos probabilisticos necesiten menos recursos computacionales.
Todo MGP queda definido por sus dos componentes:

* Componente cualitativa: representada por un grafo. Estos grafos representan visualmente
las variables aleatorias (en forma de nodos) y las relaciones (condicionales) de dependencia
e independencia existentes entre ellas (por medio de aristas que unen los nodos, o la

ausencia de aristas).

* Componente cuantitativa: formada por una serie de pardmetros numéricos que cuantifican
el grado de dependencia e independencia entre las variables aleatorias del problema que se

observaba en el grafo.

De un modo mds riguroso, definimos un MGP como una terna, (X, P,G), donde X nota el

conjunto de variables aleatorias involucradas en el problema, y P y G son respectivamente la
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distribucion de probabilidad y el grafo asociados a ese mismo problema. Py G estan relacionados,
ya que cada relacién de dependencia que quede definida en G, necesariamente se correspondera

con una distribucién condicional en P, y viceversa.
Podemos clasificar los MGPs atendiendo a si el grafo que lo representa es:

* Dirigido, donde se define una relacién de dependencia padre-hijo entre las variables. El
MGP mas utilizado y conocido en esta categoria son las redes Bayesianas [87, 103, 120,
149, 150, 156]; aunque también se encuentran otros como los diagramas de influencia [31,
98, 112, 147, 178, 200] o las cadenas de Markov [4, 145].

* No dirigido, donde las relaciones entre las variables se entenderdn simétricas. Esto quiere
decir que se sabe que ambas variables se encuentran relacionadas, pero no que una de ellas
sea padre y la otra hijo. Las redes de Markov son MGPs no dirigidos [15, 20, 168, 188].

Redes Bayesianas

Las redes Bayesianas (RBs) [87, 149, 150, 156], también conocidas como redes de creencia,
son un tipo de modelo gréifico probabilistico, cuya peculiaridad es que el grafo que describe el
problema es un grafo dirigido aciclico (DAG, por sus siglas en inglés - directed acyclic graph).
Asi, si encontramos un arco que va dirigido de la variable X ala Y, sabremos que X causa o
influye sobre Y. Esto sugiere cdmo las variables se relacionan entre ellas, ya sea de manera
directa o indirecta (mediante otra u otras variables). Podremos ver que cada variable del problema
tendrd asociada una tabla condicional de probabilidad (CPT, por sus siglas en inglés - conditional
probability table), que representa la distribucidn de probabilidad condicional de la variable para
cada combinacién de valores de sus padres en el grafo. En el caso de que la variable aleatoria
no presente padres, esa tabla de probabilidad serd simplemente la probabilidad marginal de la

variable.

Para una mejor ilustracién y comprension de los conocimientos que en esta seccidn trataremos,
introducimos un clésico ejemplo de red Bayesiana. Este ejemplo fue descrito por primera vez por
Lauritzen y Spiegelhalter en 1988 [124] y se encuentra en el repositorio de bnlearn [10], donde

definen el problema como sigue:

Ejemplo 12 (Red Bayesiana Asia) La dificultad para respirar (disnea) puede deberse a tubercu-
losis, cdncer de pulmon o bronquitis, o a ninguna de ellas, o a mds de una. Una visita reciente

a Asia aumenta las posibilidades de tuberculosis, mientras que se sabe que fumar es un factor
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de riesgo tanto para el cancer de pulmon como para la bronquitis. Los resultados de una sola
radiografia de torax no discriminan entre cdncer de pulmon y tuberculosis, como tampoco la

presencia o ausencia de disnea.

Tenemos entonces 8 variables involucradas en el problema, todas discretas y binarias, cuyos
posibles estados son, para todas ellas, Si o No; indicando la ocurrencia o no. Entre paréntesis
podemos ver la letra con la que denotaremos cada variable: Disnea (D), Tuberculosis (T),
Cdncer de pulmon (L), Bronquitis (B), Visita a Asia (A), Fumador (S), Radiografia de torax (X),

Tuberculosis o cdncer de pulmon (E).

En la siguiente Fig. 2.1, podemos observar el grafo. Junto a cada una de las variables del
problema, encontramos su tabla de probabilidad (condicionada o marginal) asociada. Queda,

por tanto, completamente especificada la red Bayesiana Asia.

A | g(4) S | 4(8)
Si | 0.01 St 0.5
No | 0.99 No | 0.5

OO, OO

E B D |¢DIEB)

StSt st 0.9
St Si No 0.1
Si No i 0.7
Si No No 0.3
No Si s 0.8
No Si No 0.2
No No S 0.1
No No No 0.9
Red Bayesiana Asia.
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Como ya sabemos, toda red Bayesiana queda graficamente representada por un DAG y analitica-
mente expresada por sus tablas de probabilidad marginales o condicionales. En la Seccién 1.2,
que dedicamos a asentar las bases sobre probabilidad, vimos cémo estudiar las dependencias
entre variables de manera analitica y nos queda fijar como serd posible estudiar esas mismas
independencias s6lo observando el DAG. En el estudio de RBs, serd indispensable conocer el
Ilamado criterio de d-separacion, que permite estudiar relaciones de dependencia-independencia

entre variables basandose en el DAG y sin recurrir a ningin célculo probabilistico.

En general, establecemos que en un momento dado, cada una de las variables aleatorias toma uno
solo de sus estados. El conocimiento del estado de una o varias variables es lo que se conoce
como evidencia. La evidencia se denomina fuerte si las variables toman valores exactos y suave
en caso contrario. Cuando tenemos evidencia sobre una variable, decimos que se encuentra
inicializada (u observada o instanciada). Para establecer relaciones entre variables donde un
cambio en una de ellas afecta a las que se encuentran relacionadas, utilizaremos el criterio grafico
de separacion directa [78, 153], abreviado como d-separacion, por ser el mas extendido y por
ser capaz de detectar todas las independencias entre nodos sin llevar a cabo ningin cédlculo de
probabilidades. Antes de introducir dicho criterio y puesto que estamos centrados en grafos
dirigidos, veamos todas las posibles formas en que dos nodos cualesquiera del grafo X,Y € X

pueden estar conectados a través de un tercero Z € X:

O—0—0 O OO

En serie Convergente Divergente

Posibles conexiones entre tres nodos de un grafo.

Consideremos que queremos saber si dos nodos X, Y estdn d-separados. Para ello necesitaremos
comprobar si todos los caminos no dirigidos que los unen estan bloqueados, o lo que es lo mismo,
necesitaremos verificar si alguna de las conexiones del camino se encuentran bloqueadas. Dadas

los tres tipos de uniones comentados en Fig. 2.2:

¢ Conexion en serie / conexion cabeza - cola: si Z no se encuentra observado, X e Y se
influirdn mutuamente, la informacién puede fluir y la conexién no se encuentra bloqueada.

El caso contrario ocurre cuando si hay evidencia sobre Z, el camino se bloquea.

» Conexién divergente / conexion cola - cola: nos encontramos en este caso con un padre
(Z) y dos hijos (X e Y). De igual modo que con la conexion en serie, si no hay evidencia

sobre Z la conexién no se bloquea, pero si lo hace en caso de haber evidencia sobre Z.
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» Conexién convergente / conexion cabeza - cabeza: ocurre lo contrario que en los dos casos
anteriores, la informacion sé6lo fluye cuando Z o alguno de sus descendientes se encuentran
observados.

Definicion 2.2.1 (D-separacion) Dados los conjuntos de nodos X,Y, 7 C X disjuntos dos a
dos, diremos que X e Y se encuentran d-separados dado Z sii en cada camino indirecto que los

unen existe un nodo A € X que verifica una de las siguientes opciones:
1. La conexion es en serie o divergente y A € Z.
2. La conexion es convergente y A ni ninguno de sus descendientes pertenecen a Z.

En el caso opuesto, diremos que X,Y son d-conexos dado Z.

Ejemplo 13 Visualicemos el criterio de d-separacion, acudiendo al grafo de la red Asia prop-
uesto en el Ejemplo 12. Recordemos el grafo correspondiente, que puede observarse en la
Figura 2.3. Y centrémonos en dos subconjuntos de variables, los de las Figuras 2.4(a) y 2.4(b)

que recogen las relaciones entre las variables S, B, D y T, L, ! respectivamente.

Grafo correspondiente a la red Bayesiana Asia.
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Subconjuntos de variables de la red Asia.

Puesto que en la figura de la izquierda Fig. 2.4(a) observamos que se trata de una conexion
en serie, si tenemos conocimiento de que el paciente presenta bronquitis, el hecho de ser o no
fumador no afectard a la presencia de disnea. Mientras que en la figura de la derecha Fig. 2.4(b),
si la variable E se encuentra observada, es decir, el conocimiento de que el paciente tiene cdncer

de pulmoén o tuberculosis, sabremos que modificard ambas variables T y L.

Los problemas que se tratan desde un punto de vista probabilistico se centran en el calculo
y uso de la distribucidon conjunta de probabilidad. Por desgracia, el nimero de pardmetros
necesarios para especificarla crece exponencialmente con el nimero de variables. De hecho,
en un problema en el que tenemos N variables binarias, necesitariamos 2~ paridmetros para
representar la distribucién conjunta de las variables. Por suerte, en el trabajo con RBs se utiliza la
regla de la cadena [101], que simplifica los cédlculos atendiendo a las relaciones de dependencia

que se producen entre las variables.

Teorema 2.2.1 (Regla de la cadena para RBs) Dada una RB definida sobre las variables aleato-
rias X = {X1, Xo, ..., Xn}. Esa RB determina entonces de manera univoca una distribucion
conjunta de probabilidad de las variables, P(X), dada como producto de todas las tablas de
probabilidad condicional de la RB:

N

P(X) = [[ P(Xilpa(X;)) 2.1)
=1
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Esta ecuacioén reduce considerablemente el nimero de pardmetros necesarios para generar la
distribucién conjunta de probabilidad de las variables. Veamos como aprovechariamos la regla de
la cadena en la red Bayesiana Asia definida en Ejemplo 12.

Ejemplo 14 Puesto que la red Asia se compone de 8 variables bivariadas, para calcular su
distribucion conjunta de probabilidad en teoria necesitariamos 28 es decir, 256 valores. Por
el contrario, una vez definidas las distribuciones de probabilidad condicionadas, veamos que
calculando el niimero de pardmetros necesarios para especificar cada una de esas distribuciones

condicionadas y aplicando la regla de la cadena, el niimero de pardmetros disminuye.

1. Para especificar el tamaiio de la distribucion conjunta de probabilidad necesitaremos
calcular el niimero de pardmetros de las distribuciones de probabilidad marginales P(A)
y P(S) (por tratarse de variables sin padres) y de las distribuciones de probabilidad de las
variables condicionadas a sus padres: P(T|A), P(L|S), P(B|S), P(E|T,L),P(X|E)y
P(D|X).

2. La regla de la cadena (Ecuacion (2.1)) se veria como sigue, donde encima de cada
probabilidad podemos observar el niimero de pardmetros correspondientes a cada una de

las distribuciones marginales y condicionadas:

P({A,S,T,L,B,E,X,D}) = P(A)-P(S)-P(T|A)-P(L|S) - P(B|S)-
.P(E|T,L)- P(X|E)- P(D|E, B)

3. Asi que es posible calcular la distribucion conjunta de probabilidad especificando tinica-
mente 36 pardmetros, en lugar de los 256 que

la especificacion completa requeriria.

2.3 Aprendizaje de redes Bayesianas

En este punto nos centraremos en estudiar cémo construir una RB, asi como algunos de los
métodos mds conocidos para ello. De manera general, para especificar una RB deberédn seguirse

los siguientes tres pasos:
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* Definicién de las variables aleatorias y sus estados: serd necesario establecer todas las
variables que van a formar parte de la red (que seran los nodos del DAG) y conocer los

estados que pueden tomar.

* Definicién de la estructura: el segundo paso serd establecer qué relaciones de dependencia

se producen entre esas variables (o lo que es lo mismo, fijar los arcos del DAG).

* Definicién de los pardmetros: una vez el grafo estd definido, se procede a detallar to-
dos los valores de probabilidad de cada una de las tablas de probabilidad (marginales o
condicionadas) que tienen sentido atendiendo a las relaciones entre las variables que se

definieron en el paso anterior.

El proceso que acabamos de describir puede realizarse completamente a mano por un experto en
la materia, pero lo cierto es que a menudo esto es muy costoso o0 no es posible, ya que el proceso
es bastante largo y tedioso. Incluso en los casos de RBs de tamafio moderado, disponer de un
experto puede resultar costoso o su conocimiento puede ser insuficiente. Es por eso, que suele ser
maés habitual aprender la RB inducida por los datos, en ocasiones con ayuda de conocimiento

experto.

Las técnicas de aprendizaje automatico disponibles para representar una RB partiendo de los
datos se centran en aprender la estructura (aprendizaje estructural) y los pardmetros (aprendizaje

paramétrico) de la RB.

Aprendizaje estructural de RBs

Como hemos comentado en la introduccién de esta seccion, el aprendizaje estructural de una
RB consiste en generar la estructura (i.e. el grafo) relativo al problema en cuestiéon. Generar
métodos que partan de los datos y aprendan autométicamente la estructura grafica que mejor los
representa ha sido y es objeto de investigacion [92, 143, 185]; especialmente para el caso de redes
que crecen en tamafio. Conceptualmente, cualquier algoritmo comprendido en el aprendizaje

estructural de RBs a partir de los datos pertenece a alguna de estas dos categorias:

* Métodos basados en restricciones - La caracteristica principal de estos métodos es
que realizan pruebas de independencia condicional repetidamente para establecer las
relaciones entre las variables del problema. En general, comienzan con el grafo completo,
es decir, consideran que todas las variables estdn relacionadas, para a continuacién ir
eliminando sucesivamente las aristas del DAG que no tienen sentido al realizar los test de

independencias. Un conocido método basado en restricciones es el algoritmo PC [185],
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que parte del grafo completo y en primer lugar comprueba las dependencias de nivel 0, es
decir, las independencias marginales entre pares de variables, a continuacién considera las
de nivel 1, donde se estudia la independencia entre pares de variables dada una tercera y

proceder sucesivamente aumentando complejidad.

* Métodos basados en puntuaciones - Estos métodos se basan en funciones, como por
ejemplo la log-likelihood, que miden el grado de ajuste del grafo a los datos. Asi, el método
busca los posibles DAGs para quedarse con el que maximiza la funcién elegida. Algunas
de las funciones mds usadas incluyen métricas Bayesianas de Dirichlet [50, 92], criterio de
informacién Bayesiano [137], longitud minima de descripcion [25, 119] y entropia [49].
Uno de los algoritmos basados en puntuacién cldsico mds conocido es el de ascensién de
colinas (HC, por sus siglas en inglés - hill-climbing) [169]. El algoritmo K2 [49], se trataria
de otra popular opcién. Y también los métodos Monte Carlo [69, 144].

En los dltimos afios, se han propuesto métodos hibridos, que combinan las dos aproximaciones
anteriores. En primer lugar, se utilizan métodos basados en restriccion para acotar el espacio de
posibles soluciones; para después aprender la estructura del DAG que mds se asemeja mediante
métodos basados en puntuaciones. Por ejemplo, los trabajos de Abelldn et al. [2] y Gdmez et
al. [76] utilizan scores Bayesianos para llevar a cabo los test estadisticos en un algoritmo tipo
PC. Otro ejemplo pueden ser los trabajos de Cano et al. [37] y Tsamardinos et al., [193]; cuyas
versiones del algoritmo PC utilizan un procedimiento codicioso para definir las aristas, similar a
K2 y para después realizar tests de independencia tinicamente para las aristas creadas. Un potente

método de este tipo es el max-min hill climbing [75, 158, 194].

Aprendizaje paramétrico de RBs

Cuando las variables del problema asi como las relaciones entre ellas ya se han definido, ya
sea a través de un experto o aprendiendo de los datos con algiin método de los anteriormente
comentados, es el momento de llevar a cabo el aprendizaje paramétrico, es decir, establecer las
probabilidades a priori para los nodos raiz y las condicionales para el resto de nodos. Tal y
como ocurre con el aprendizaje estructural, el paramétrico puede también realizarse por expertos,
siendo esta tarea mucho mds compleja que la anterior y resultando imposible para el caso de

redes complejas.

El aprendizaje de los pardmetros de la red se enfoca desde dos alternativas dependidendo de la

completitud de los datos:
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* Datos completos. En el caso de tener suficientes datos y tratarse de datos completos (i.e.
sin datos perdidos), el método a seguir es bastante directo. Las tablas de probabilidades
condicionadas tendrdn los valores de los pardmetros que maximizan la funcion de verosimil-
itud; es por eso que a este algoritmo se le conoce como estimador de mdxima verosimilitud
o por sus siglas MLE (en inglés mdximum likelihood estimate). Supongamos, por ejemplo,
que queremos calcular la CPT de la variable X, cuyos padres son Y y Z, entonces las
probabilidades siguen la férmula:

P(xlyj, 21) ~ Mgk /T k

donde n; ;. es el nimero de veces en que X; = x;,Y; = y; y Z = 2y nj es el

niimero de casos para los que Y; = y; y Zy = z.

Cuando los pardmetros se estiman a través de los datos, podemos encontrarnos casos en los
que uno de los estados de alguna variable no se da para ninguna de las instancias; y como
resultado, la probabilidad para este caso quedaria definida como cero. En muchas ocasiones
esto sucede no porque sea un suceso realmente imposible, sino porque el nimero de datos es
insuficiente para estimar correctamente los parametros; por lo que es recomendable utilizar
una técnica que contemple esta casuistica. Esto se puede llevar a cabo aplicando alguna
técnica de suavizado, que elimine probabilidades nulas. Aunque existen diferentes técnicas,
la mds comun y conocida es la correccién de Laplace. En el suavizado de Laplace se
comienza asumiendo que las probabilidades se distribuyen segtin una distribucién uniforme;
o lo que es lo mismo, si se tiene que la variable X; toma k; estados, entonces P(z;) = 1/k

para todo x; € X;. Después, se actualizan los valores de probabilidad a:

1+m

Pl =2

(2.2)

donde m es el nimero de veces que x; ocurre y M el nimero total de instancias.
* Datos incompletos. Esta situacién puede darse por dos razones:

1. Presencia de datos perdidos, es decir, en algunas de las instancias no conocemos
el estado que toma alguna (o algunas) de las variables. Existen distintas formas de
paliar este problema: (1) eliminar las instancias con valores perdidos; (2) asignar
un nuevo (el mismo) estado a todas esas instancias de la variable de las que no hay
registro; (3) sustituir por la moda de esa variable en concreto; (4) estimar esos valores
perdidos por algtiin método basado en los datos. Se debe escoger la alternativa que
mejor resultado vaya a dar considerando las caracteristicas de los datos. En el caso de

que la cantidad de datos no sea grande, (1) y (2) estarian suponiendo una importante
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pérdida de informacién. Y (3) es una aproximacion bastante "bruta", ya que no tiene
en cuenta los estados que las instancias toman para el resto de variables. En general,
la mejor opcidn suele ser optar por completar los datos aprendiendo de los datos; para
ello existen muchos métodos ya definidos [12, 90, 154].

2. Nodos ocultos, que se traduce en que una o mas variables no contienen ningtin dato.
El procedimiento para tratar estos nodos ocultos se basa en el algoritmo esperanza-
maximizacion (EM - por sus siglas en inglés expectation-maximization). El algoritmo
comienza dando valores aleatorios a los datos perdidos, para a continuacién repetir
dos fases de manera iterativa: paso (E), en el que los valores perdidos se estiman
basdndose en los pardmetros actuales; paso (M), donde los pardmetros se actualizan
basdndose en los datos estimados. El procedimiento EM para calcular los pardmetros

de la red seguird los siguientes pasos:

a) Usando el estimador de médxima verosimilitud, se asignan los pardmetros de las

variables para las que ni ellas ni sus padres contienen valores perdidos.
b) Se asignan valores aleatorios a los pardmetros desconocidos.

¢) Usando inferencia y los pardmetros aleatorios, se calculan los valores de los

nodos ocultos basdndose en las variables conocidas.
d) Se actualizan los pardmetros que acaban de estimarse.

e) Se vuelven a estimar los parametros de los nodos ocultos partiendo de los

obtenidos hasta ahora.

f) Se repite este procedimiento hasta que se produzca convergencia; es decir, hasta

que no ocurran cambios significativos de una iteracion a otra.

2.4 Inferencia sobre redes Bayesianas

En el estudio de RBs, muy a menudo, se plantearan cuestiones similares a estas que planteamos
sobre la red Asia: sabiendo que un paciente tiene disnea, (1) ;qué probabilidad hay de que se
deba a una bronquitis?, o, (2) ;cémo de posible es que sea causado por un cancer de pulmén?
Asi, las anteriores cuestiones se corresponderian con calcular: (1) P(B|D), (2) P(L|D). Esto

es lo que se conoce como hacer inferencia, y consiste entonces en propagar una informacion
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conocida a través de la red y estudiar qué efectos produce sobre otras variables (o lo que es lo

mismo, calcular probabilidades a posteriori de una o varias variables conocida la evidencia).

Los algoritmos de inferencia [111, 124, 153, 178] se utilizan para calcular probabilidades a
posteriori. Estos algoritmos buscan valerse de las independencias entre las variables para obtener
una factorizacién de la distribucién conjunta de probabilidad. Asumiremos en esta memoria
la aproximacién de Shafer y Shenoy [180, 182] quienes hablan de los algoritmos desde un
punto de vista de valuaciones. Por valuaciones entenderemos a cualquier representacioén de
una informacion, que podrian ser distribuciones de probabilidad, convexos de probabilidad, etc.
Podemos decir entonces que lo que Shafer y Shenoy llaman valuaciones es lo que en esta memoria

nombramos como potenciales.

Potenciales probabilisticos y operaciones con ellos

Los potenciales probabilisticos son funciones reales ligadas a las distribuciones de probabilidad,
pero que, al contrario que estas, no se encuentran necesariamente normalizadas, es decir, el
conjunto de sus valores no necesitardn sumar 1. De manera rigurosa, definimos un potencial

como:

Definicion 2.4.1 (Potencial) Un potencial es una funcion definida sobre un conjunto de variables
finitas X de la forma:
¢:Qx = RS

donde, como venimos considerando en esta memoria, {x representa el dominio de la variable X.

Diremos que si X= {X;, X9, ..., Xx} es un conjunto de variables que toma valores en 2x =
{Qx, xQx, x...xQx, }, entonces paracada I C {1,2,..., N} existe un conjunto de potenciales

¢1 definidos sobre Q2x,, donde X es un subconjunto de las variables { X1, X», ..., Xn }.

Decimos que el tamaiio del potencial es el nimero de pardmetros necesarios para que quede
totalmente definido. Este nlimero corresponde con el producto del nimero de estados de cada
variable. Es decir, en el caso en el que el potencial represente a las variables X7, X, X3 donde
Qx| = 2,|Q2x,

potencial es 12).

= 3y |Qx,| = 2, necesitaremos 2 - 3 - 2 = 12 valores (i.e. el tamafio del

Clasicamente, los potenciales se representan mediante tablas de probabilidad o tablas de probabi-
lidad condicionadas. Notaremos como 7'?(X 4) a la tabla de probabilidad que representa al
potencial ¢(X 4).
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Ejemplo 15 Consideremos un conjunto de variables aleatorias X = { X1, X2, X3, X4}, tomando
2, 3, 2y 2 estados respectivamente. Y supongamos un potencial definido sobre las tres primeras
variables { X1, X2, X3}, ¢1(X1, X2, X3), que toma los valores que se muestran en la tabla de
probabilidad de Fig. 2.5.

indice | 11 xo x3 | ¢1(w1, 22, 23)
0 0 0 0 0.1
1 0 0 1 0.9
2 0 1 0 0.5
3 0 1 1 0.5
4 0 2 0 0.0
5) 0o 2 1 1
6 1 0 0 0.8
7 1 0 1 0.2
8 1 1 0 0.2
9 1 1 1 0.8
10 1 2 0 0.9
11 1 2 1 0.1

Representacion del potencial ¢ (X1, X2, X3) como funcién que asigna un nimero a cada
posible configuracién de valores de las variables { X7, X5, X3}.

En la Fig. 2.5, la columna de la izquierda indica lo que denominaremos como el indice de la
configuracion y que definiremos a continuacion; las tres columnas centrales presentan todas
las posibles combinaciones de estados de las tres variables X1, X2, X3, y en la columna de la

derecha obtenemos el valor del potencial asociado a cada una de esas configuraciones.

Hemos visto en la tabla de Fig. 2.5 del Ejemplo 15 un nuevo concepto, el indice de la configu-
racion, que aparece en la columna situada en la izquierda. Este no es mas que un identificador
numérico tnico que representa a cada una de las posibles configuraciones del dominio. Con-
sideraremos que los indices empezardn en 0 y acabardn en |Q2x — 1|. En este caso, el indice
0 se corresponde con la configuracién {0, 0,0}, el indice 1 corresponde con {0,0,1}, y asi

sucesivamente hasta la tltima de las configuraciones {1, 2,1} a la que se adjudica el indice 11.
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Es posible establecer una conexion entre los indices y las configuraciones basada en el concepto

de peso.

Definicion 2.4.2 (Peso de variable) Supuesto un conjunto de variables X := {X1, Xo, . ..

7XN}

Cada variable X; tiene un peso w; que puede computarse de forma recursiva de la siguiente

manera.

1 st i=N
w; =
|Qx,,,| - wit1 enotro caso

(2.3)

Para el potencial considerado en Ejemplo 15, los valores de los pesos serdn: ws = 1,ws =

2, w1 = 6. Podemos visualizar en la Tabla 2.1 un resumen de las cardinalidades y pesos de las
variables X1, X9, X3 del Ejemplo 15.

Variable X1 Xo X3
Carnalidad | 2 3 2
Peso 6 2 1

Tabla resumen de la cardinalidad y peso de las variables del Ejemplo 15

Conocidos los pesos, podemos deducir el indice de una configuracién x := {x1,x9, ..

aplicando la férmula:

N
indice(x) = H i Wy
i=1

'axN}

2.4)

Ejemplo 16 Considerado el potencial ¢1(X1, X2, X3) dado en Ejemplo 15, y los pesos de las

variables wy = 6, we = 2, y w3 = 1. Podemos calcular los indices para las configuraciones

utilizando la ecuacion (2.4):
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indice({0,0,0}) =0-6+0-2+0-1=0
indice({0,0,1}) =0-6+0-2+1-1=1
indice({0,1,0}) =0-6+1-2+0-1=2

indice({1,2,1}) =1-6+2-241-1=11

Dado un indice k, su configuracién asociada se denota por x*) y satisface indice(x(k)) = k. Si

tenemos un indice k, el valor asignado a cada variable X; puede computarse como:

x; = (k//wl) % |QX1| (2.5

donde // denota la division entera y % el médulo de la division. Esta operacion serd necesaria

para permitir una conversion rapida entre configuraciones e indices.

Notamos que la asociacidn entre indices y configuraciones necesita que las variables se encuentren
ordenadas. Cualquier orden es valido, pero en esta memoria consideraremos por defecto el orden
en el que las variables se encuentren escritas en el potencial (es decir, para un potencial ¢(X, Y, Z),
la primera variable serd X y la dltima Z). Ademads, asumiremos que la primera variable serd la

que tenga el mayor peso, aunque considerar el opuesto serfa igualmente valido.

Shafer y Shenoy consideran en sus trabajos las dos operaciones bésicas (marginalizacién y
combinacién) sobre potenciales e hicieron una gran aportacidn, definiendo unos axiomas que se
debian cumplir para poder usar los algoritmos de propagacion sobre estructuras graficas. Veamos

como se llevarian a cabo ambas operaciones sobre tablas de probabilidad.

Ejemplo 17 Siguiendo con el potencial del anterior Ejemplo 15, podemos marginalizar sobre
cualquiera de las variables X1, X2 0 X3, cabiendo también la posibilidad de hacerlo simultdnea-
mente para un par de variables. Podemos ver en la Tabla 2.2 dos tablas, la de la izquierda
representa el potencial ¢, original y en la segunda se observa como seria en este caso la

marginalizacion de ese mismo potencial ¢1 sobre la variable X .
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indice | 1 xo x3 | ¢1(x1, 22, 73) = indice | z» 3 ﬁxl (9, x3)
0 0O 0 O 0.1 0 0 O 0.9
1 0 O 1 0.9 / 1 0 1 1.1
2 0 1 0 0.5 / 2 1 0 0.7
3 0 1 1 0.5 / 3 1 1 1.3
4 0o 2 0 0.0 / 4 2 0 0.9
5 0o 2 1 1 / 5 2 1 1.1
6 1 0 O 0.8
7 1 0 1 0.2
8 1 1 0 0.2
9 1 1 1 0.8
10 1 2 0 0.9
11 1 2 1 0.1

Tabla de probabilidad correspondiente al potencial ¢, de las variables { X7, X2, X3} definido
en el Ejemplo 15, marginalizado sobre la variable X;.

Los valores de probabilidad de la segunda tabla se han generado sumando los valores de la tabla
inicial, para los que las variables Xo y X3 tienen los mismos valores de configuracion. Esto
quiere decir que el valor correspondiente al indice 0 de la tabla del potencial marginalizado
(0.9) es suma de los valores de los indices 0y 6 de la tabla inicial; el siguiente, indice 1, es suma
de los indices 1y 7; y asi sucesivamente. Las flechas rojas indican qué dos elementos de la tabla

original se combinan para formar el de la tabla marginalizada.

g

Ejemplo 18 Consideremos el mismo conjunto de variables que definimos en Ejemplo 15, y
definamos sobre las variables { X1, X4}, un nuevo potencial p2(X1, X4), que podemos visualizar
como la tabla que se encuentra en el centro de la Tabla 2.3. Podemos combinar este potencial
Jjunto con el de las variables { X1, X2, X3}, ¢1(X1, X2, X3), obteniendo entonces el potencial
correspondiente a las variables {X1, X2, X3, X4}. Esta combinacion de potenciales puede

observarse en la tabla de la derecha de la figura de la Tabla 2.3:
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La tabla del potencial combinado ¢c(x1, 2,3, 24) se genera de la siguiente manera: puesto
que ambos potenciales ¢1 y ¢po comparten la variable X1, el conjunto de configuraciones de
la nueva tabla se forma combinando las configuraciones de ambas tablas cuyo valor para la
variable X coincide; los valores de probabilidad se calculardn como la multiplicacion de los
valores de las configuraciones de las dos tablas. Asi, la combinacion de ambos indices 0 de
las tablas de ¢1 y @2 genera el indice 0 de la tabla de la derecha; indice 0 e indice 1, relativos

respectivamente a ¢1 y ¢o combinan para dar lugar a indice 1 en ¢c; y asi sucesivamente.

Ademas de las operaciones basicas de combinacion y marginalizacion necesarias para realizar
inferencia, procedemos a definir otras funciones igualmente importantes y que necesitaremos
usar en el desarrollo de la memoria. Dado un potencial definido sobre un conjunto de variables,
podemos restringirlo a una configuracién quedandonos con los valores del potencial que sean

consistentes con ella.

Ejemplo 19 Consideremos una vez mds el potencial ¢1 de las variables { X1, X2, X3} disponible
en Ejemplo 15. Podriamos, por ejemplo, restringirlo a que la variable X tome uno de sus
estados. Veamos el potencial resultante al restringir Xo = 2 en la tabla posicionada en la
derecha de Tab. 2.4:

indice | 1 x2 w3 | ¢1(v1, 20, 03) = indice | 11 3 ¢§(X2:2)(ZE1,132,{L‘3)
0 0O 0 O 0.1 0 0O O 0.0
1 0 O 1 0.9 1 0 1 1
2 0 1 0 0.5 2 1 0 0.9
3 0 1 1 0.5 3 1 1 0.1
4 0O 2 0 0.0 «

5 0o 2 1 1 «

6 1 0 O 0.8

7 1 0 1 0.2

8 1 1 0 0.2

9 1 1 1 0.8

10 1 2 0 09 «+

11 1 2 1 0.1 «+

Tabla de probabilidad correspondiente al potencial que se genera al restringir el potencial
¢1(X1, X2, X3) del Ejemplo 15 a que Xy = 2.
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En la tabla del potencial original ¢, presentado en la parte derecha de la Figura 2.4, las flechas

rojas sefializan las configuraciones que formardn parte del potencial restringido a Xo = 2.

0

Todo potencial puede ser convertido en una distribucién de probabilidad operando para que sus
valores sumen 1, es el proceso que se conoce como normalizacion. Simplemente, se sumaran

todos los valores del potencial y se dividird cada uno de los valores por esa suma.

Ejemplo 20 Para el caso del potencial ¢1 definido sobre las variables X1, X2, X3 que podemos

observar en la tabla de la derecha de Fig. 2.5, normalizariamos siguiendo el procedimiento:

sum(¢r (X1, X2, X3)) = 0.1+ 0.9+ 0.5+0.5+0.0+1+0.8+0.2+0.2+ 0.8+ 0.9 +0.1
=6

Dividiendo entonces cada valor por sum/($1(X1, Xo, X3)), tenemos la distribucion conjunta de
probabilidad para las variables { X1, X2, X3}, que podemos observar en la tabla de la derecha
de la Tabla 2.5:

indice | x1 w2 x3 | ¢1(x1, 22, 3) —> indice | x1 w2 x3 | on (21,22, 23)
0 0 0 0 0.1 0 0 0 0 01/6=0.016
1 0 0 1 0.9 1 0 0 1| 09/6=0.15
2 0 1 0 0.5 2 0 1 0 05/6=0.083
3 0 1 1 0.5 3 0 1 1]05/6=0.083
4 0 2 0 0.0 4 0 2 0| 00/6=00
5 0 2 1 1 5 0 2 1 1/6=0.16
6 1 0 0 0.8 6 1 0 0] 08/6=0.13
7 1 0 1 0.2 7 1 0 1| 02/6=003
8 1 1 0 0.2 8 1 1 0] 02/6=0.03
9 1 1 1 0.8 9 1 1 1| 08/6=0.13
0 |1 2 0 0.9 100 |1 2 0/ 09/6=0.15
11 1 2 1 0.1 11 1 2 1]01/6=0.016

Tabla de probabilidad correspondiente a la normalizacién del potencial ¢ (X1, Xa, X3, X4) del
Ejemplo 15.

Donde podemos fdacilmente comprobar que el total de los valores del nuevo potencial normalizado

suman 1.
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sum(¢n (X1, Xa, X3)) = 0.016 4 0.15 4 0.083 + 0.083 + 0.0 + 0.16 + 0.13 + 0.03 + 0.03+
+0.13+ 0.15 + 0.016
=1

Lo cierto es que en el trabajo con modelos grdficos probabilisticos, el potencial que represente una
tabla de probabilidad condicionada de una variable dados los padres necesitard que los valores
sumen uno para cada configuracion de los padres, como ocurre en la tabla correspondiente al
potencial ¢1(X1, Xa, X3), que ya comentamos que representa la distribucion P(X3| X1, X2).

Podemos observar este hecho en la Tabla 2.6, donde se agrupan los valores que deben sumar 1:

indice | x1 x2 w3 | ¢1(x1,22,23)
0 0O 0 0 0.1
1 0 0 1 0.9
2 0O 1 0 0.5
3 0 1 1 0.5
4 0o 2 0 0.0
5 0o 2 1 1
6 1 0 O 0.8
7 1 0 1 0.2
8 1 1 0 0.2
9 1 1 1 0.8
10 1 2 0 0.9
11 1 2 1 0.1

Tabla de probabilidad condicionada de la variable X5 dados su padres { X7, X} del
Ejemplo 15, donde podemos observar como los valores para cada configuracién de los padres
{X1, X5} suman 1.

O

Ya comentamos que para definir por completo un potencial que representa las variables { X1, Xs, ..., X,, }
se necesitan |Qx, |- |Qx,]| ... - |Q2x,, | valores. Esto implicard que la representacién de potenciales
de gran tamafio se complique, ya que a medida que el tamafio crece, la complejidad aumenta

exponencialmente. Esto puede facilitarse reduciendo el tamafio de los potenciales. Una forma
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de realizar esta reduccion se consigue mediante la factorizacion, permitiendo definir grandes
potenciales mediante factorizaciéon multiplicativa de potenciales de tamafio menor. En caso de
que el potencial pueda factorizarse en dos més pequeiios, obtendremos que el tamafo serd la

suma de los tamafios de los potenciales.

Definicion 2.4.3 (Factorizacion de potenciales) Un potencial ¢(X) se dice factorizable en los
factores ¢1(Xa) y ¢2(Xp) si

Ve e X = ¢(X) = ¢1(X4) - p2(XB)

donde X = X4 U Xp.

En el caso particular, en el que X 4 N Xp = 0, decimos que ¢(X) se descompone en los factores

$1(Xa)y ¢p2(Xp).

Problemas de inferencia y algoritmos

El problema de inferencia puede presentarse en tres variantes:

* Actualizacion de creencia: se trata de la actualizacién de la informacién sobre una
determinada variable a la luz de alguna informacién nueva (evidencia: informacién no
disponible al modelizar el problema). Llevado a probabilidades, esto se traduce en calcular
la probabilidad a posteriori de una variable X (o varias variables), cuando un subconjunto
de variables X toma valores conocidos, es decir, P(X|Xg). En el ejemplo de la red
Asia, podriamos estar interesados en calcular cudl es la probabilidad de que un paciente
sea fumador a la vista de que padece disnea. En definitiva, se trata de ver la forma en que
tener informacion sobre la ocurrencia de disnea modifica mi creencia en la condicién de

fumador de un paciente.

¢ Busqueda de maxima distribucion a posteriori (MAP - en inglés maximum a posteriori
probability) dada una cierta evidencia. Se trata de encontrar la configuracién de valores de
las variables no observadas (no incluidas en la evidencia) que maximizan la probabilidad
de ocurrencia. En nuestro ejemplo, imaginemos que se observa en un cierto paciente que
ha visitado Asia y padece disnea. El objetivo es ahora buscar qué valor han de tomar el

resto de variables para maximizar la ocurrencia de dicho evento.

* Busqueda de la explicacion mas probable (MPE - en inglés most probable explanation).

Caso particular de MAP en el que se buscan los valores que deben tomar algunas variables
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no evidenciales (en lugar de todas las variables que no forman parte de la evidencia, como

en MAP) que maximizan la probabilidad de ocurrencia del evento correspondiente.

Cuando la informacién disponible sobre una variable se actualiza, esta pasa a los nodos vecinos y
actualiza su informacidn, y a su vez estos pasan la informacién nueva y anterior a sus vecinos
no modificados para ser también actualizados. Tratar de estudiar este paso de mensajes a
"fuerza bruta", consistiria en obtener la distribucién conjunta de probabilidad para posteriormente
marginalizar sobre la variable o variables en cuestién. Este es un problema realmente arduo y
que gana complejidad exponencialmente, a medida que crece el nimero de variables. Es por
esta razon que el estudio de nuevos métodos de inferencia computacionalmente mas eficientes
se encuentra en continuo desarrollo y ha dado lugar a grandes avances en los dltimos afios.
Conceptualmente, podemos dividir los algoritmos en: (1) exactos [52, 53, 59]; y aproximados[38,
42,57, 142], que dan una respuesta muy similar a la exacta a excepcion de un error aceptado, y la

dan idealmente en un menor tiempo y utilizando menos recursos computacionales.

Algoritmos exactos

Los algoritmos de inferencia exactos son aquellos que tras aplicarse dan el valor exacto de
probabilidad, es decir, en las probabilidades calculadas no existe error. De manera general,

podemos clasificar los algoritmos en [96, 187]:

* Algoritmo de Pearl - También conocido como propagacion de creencias [152], este
algoritmo supone la base para otros muchos algoritmos de inferencia definidos con pos-
terioridad. Presenta la desventaja de poder aplicarse inicamente para el caso de grafos
individualmente conexos ! (drboles y polidrboles 2). La idea principal de este algoritmo es
que parte de una evidencia dada, para propagarla sobre el resto de nodos de la red y ver

como esta afecta al resto de variables.

* Eliminacién de variables [179, 182, 210, 211] - El algoritmo parte de la distribucién
conjunta de probabilidad y va sacando provecho de las independencias entre variables,
para realizar operaciones e ir eliminando variables, de manera que la probabilidad que se
busca pueda seguir siendo calculada; y ademads se calcule de un modo mucho mds simple y
eficiente. Los diferentes métodos basados en eliminacidn de variables se diferencian por

cémo definen la secuencia de eliminacién [127].

'Grafos en los que cada par de nodos se encuentra conectado, como méximo, por un camino simple.
2Grafo individualmente conexo para el que algunos nodos presentan mas de un padre.
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* Métodos basados en condicionamiento [153] - Transforman el grafo en un poliarbol para
posteriormente poder aplicar el algoritmo de Pearl. Esto se consigue buscando las variables
que d-separan las dependencias que no permiten aplicar propagacién de creencias, para

entonces inicializarlas.

¢ Métodos basados en arboles de cliques [102, 104, 124] - Generan un nuevo grafo dirigido
aciclico donde las variables se agrupan convenientemente formando "supernodos”, de

manera que pueda aplicarse sobre esta nueva red en el algoritmo de Pearl.

Algoritmos aproximados

Como comentamos, resolver problemas de inferencia exacta se complica exponencialmente a
medida que el tamafio y niimero de variables crece; de hecho, en general, se trata de un problema
NP-completo [48]. Por esta razén, surge la necesidad de crear algoritmos aproximados que
den una respuesta casi tan buena como la que darian algoritmos exactos, pero obtenida en un
menor tiempo y utilizando menores recursos computacionales. En contraposicion, la respuesta
aproximada implicard un error aceptado en el cdlculo de probabilidades. En los casos en los que
la red sea demasiado compleja, la inferencia aproximada ser4 la tinica opcién disponible, ya que
al usar métodos exactos se excederdn los recursos computacionales. El problema de inferencia
aproximada cuando se requiere una precision determinada también es un problema NP-completo
[58], pero permiten poder ser utilizados sobre un mayor nimero de redes, incluyendo algunas

sobre los que la inferencia exacta no es posible.

Existen muchos algoritmos cuyo objetivo es el de realizar inferencia de un modo aproximado [23,
24,38,42,47, 83, 105, 100, 130, 151, 171, 198]. Un grupo de estos algoritmos son los conocidos
como deterministicos, que buscan simplificar el problema de alguna forma para después aplicar
algoritmos exactos. Un tipo de simplificacion seria el de recurrir a estructuras alternativas [24, 38,
42, 83, 171] que representen un conocimiento muy similar al original, asumiendo una pequena
pérdida de informacién. La operacion de poda de arboles perteneceria a este conjunto. En
ese proceso se parte de un arbol de probabilidad para combinar varios valores (o conjuntos de
valores) de probabilidad en uno solo, produciendo un 4rbol de menor tamafio. Otro ejemplo
seria el que presentamos en esta memoria (Capitulo 4), unas estructuras alternativas [24, 83]
para representacion de potenciales que utilizan la repeticion de valores de probabilidad para
ahorrar espacio; ademds, presentamos también un método para aproximar dichas estructuras,
convirtiéndolas en una opcién incluso mas compacta. Existen otros tipos de simplificacién, como
eliminacion de arcos [23, 47, 198] que buscan la manera de quitar de la RB arcos que de algtin

modo son "poco relevantes" o "débiles" atendiendo a la particular consulta que se quiere resolver;
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y aproximacion de tablas de probabilidad condicionada [105, 130]. Por otro lado, se encuentran
los que se conocen como métodos Monte Carlo y se basan en simulacién, como los basados en el
muestreo de Gibbs [100, 151] o en muestreo por importancia [57, 95, 141, 170, 179]. Para el
desarrollo de nuestra memoria, serd importante que conozcamos en qué consiste la inferencia
variacional [21, 108, 202], hablaremos sobre ello en el Capitulo 5.
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3.1

Modelos graficos con
probabilidades imprecisas

En el anterior Capitulo 2 introdujimos los modelos gréficos probabilisticos y mds en detalle las
redes Bayesianas. En general, estos modelos se expresan en términos de probabilidades precisas,
tal y como vimos en el anterior capitulo. En este capitulo vamos a estudiar una generalizacién a
los MGPs, los modelos gréficos probabilisticos con probabilidades imprecisas. Primeramente, en
la Seccién 3.1 podremos ver una introduccién a las probabilidades imprecisas, poniendo hincapié
en una de las aproximaciones disponibles: los conjuntos convexos de probabilidad. En Sec. 3.2
trataremos con conjuntos credales y la generalizacion de redes Bayesianas con probabilidades
imprecisas, llamadas redes credales. En esta seccién nos detendremos para comentar como se

lleva a cabo la inferencia con este tipo de modelos.

Teoria de probabilidades imprecisas

Como hemos comentado, cldsicamente, la probabilidad se ha tratado desde un punto de vista
preciso, en el que para cada evento S se asigna un valor dnico de probabilidad P(.S), que normal-
mente satisface los axiomas de Kolmogorov (1.2.2). Podrfamos encontrarnos, por contra, con
problemas para los que la cantidad de informacion es limitada, poco especifica o contradictoria.
Supongamos que se nos presenta una urna y se nos asegura que en su interior hay un total de 10
bolas de dos colores, azul y rojo, pero se desconoce la proporcion de cada color. Asignar valores
de probabilidad a los distintos sucesos de este problema seria complicado y se incurriria muy
probablemente en errores. Podriamos también pensar en casi cualquier problema médico [18,
94, 160], donde es muy comtin expresar la probabilidad de padecer una determinada enfermedad
conocidos los sintomas mediante un intervalo de probabilidad, digamos entre el 2% y el 4%, en
lugar de que sea el 2.67%. Estos ejemplos y muchos otros son la prueba de que en ocasiones
resulta mds sencillo y natural recurrir a una teoria de probabilidad que contemple valores no

precisos.
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La teoria de probabilidades imprecisas [139] es entonces una generalizacion de la teoria de
probabilidad ’clasica’ (precisa) y una muy ttil herramienta para resolver, entre otros, el tipo de
problemas que acaban de comentarse. Hay varias razones por las que considerar probabilidades

no precisas es buena idea [43, 176]:

* Permiten modelizar problemas para los que no existe la suficiente informacién o esta no es

lo suficientemente especifica [64, 113].

* Son capaces de representar un problema en el que varios expertos definan simultdneamente
los parametros del modelo y se produzca discordancia entre sus opiniones [125]. Un
modelo clésico preciso no podrd englobar estas opiniones y se deberd optar por algin
tipo de restriccién, como considerar s6lo uno de ellos, o quedarse con el punto medio del

intervalo de probabilidades, con la pérdida de informacién que ello genera.

 Lateoria de probabilidades imprecisa tiene una sdlida base axiomadtica. Asi queda presente,
por ejemplo, en el trabajo de Girdn et al. [81] con su teoria de modelos Quasi-Bayesianos

o en el de Walley [205] con la teoria de las previsiones inferiores coherentes.

* Posibilitan representar desconocimiento sobre la distribucién a priori en problemas de
robustez estadistica [17, 66].

Las probabilidades imprecisas no son un concepto novedoso, y de hecho llevan siendo estudiadas
mads de 100 afios (ver [88] para una revision histérica). Aunque los conceptos eran por entonces
algo difusos, de hecho, existian términos distintos que se utilizaban para denominar el mismo

problema o se notaba con el mismo nombre a problemas diferentes.

En la literatura encontramos distintas aproximaciones para tratar con valores imprecisos; en
el trabajo de Cano et al. [40] podemos encontrar una recopilacion de ellas. Algunas de estas
aproximaciones son [205]: capacidades de orden-2 [46, 99], intervalos de probabilidad [60,
208], medidas difusas [84, 206]... El caso de intervalos de probabilidad es realmente intuitivo
y ha sido ampliamente utilizado en la literatura. Aunque en esta memoria nos centramos en la
representacion desde el punto de vista de conjuntos convexos de probabilidades [33, 34, 39, 61, 65,
126, 199], por resultar ser una opcién méds genérica y por ser posible realizar operaciones bésicas

de combinacién y restriccion con ellos, también hablaremos de intervalos de probabilidad.
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3.1.1 Conjuntos convexos de probabilidad: notacion y definiciones
basicas

Tal y como venimos considerando, X = { X, Xo, ..., Xy} serd el conjunto de todas variables
aleatorias, donde cada X toma valores en §2x. Recordamos, que una distribucion de probabilidad

es una funcién del tipo p : Qx — [0, 1] que verifica 3, p(u) = 1.

Definicion 3.1.1 (Conjunto convexo de probabilidad) Dado un conjunto de distribuciones de

probabilidad H, diremos que este es convexo si Vp1,p2 € H y V) € [0, 1] se verifica:

)\p1+(1—>\)P2 €eH

Los conjuntos convexos de probabilidad pueden ser representados alternativamente como: (1)
restricciones lineales [199, 205] (siendo los intervalos de probabilidad [27, 72, 118] un caso

particular de esta representacion); y (2) por medio de sus puntos extremos (i.e. vértices).

La teoria de intervalos de probabilidad [27, 72, 118], se basa en un sistema de apuestas en el
que se define la cantidad maxima que estds dispuesto a perder en caso de que el evento no se
cumpla (definiendo la probabilidad inferior, P) y la ganancia minima a cobrar en caso de que el
evento ocurra (definiendo la probabilidad superior, P). De este modo, para cada evento queda
definido un intervalo de probabilidad [P, P]. Para una variable X queda entonces definido un par
de funciones:

P,P:2% 5 [0,1]
donde P(S) < P(S), VS C Q.

Ejemplo 21 Supongamos un partido de fiitbol entre nuestro equipo y un equipo visitante. Los
posibles resultados son: ganamos (G), perdemos (P) o empatamos (E). Supongamos que

inicialmente disponemos de los siguientes intervalos:

P@) =0 P(0)=0 P({G}) =03 PG} =07
P({P})=0.1 P({P})=0.8 P({E}) =01 P({E}) =07
P({G,P}) =03 P({G,P}) =09 P({G,E}) =05 P{G,E}) =1
P({P,E})=0.1 P({P,E}) =08 P{G,P,E})=0.1 PH{G,PE}) =1

Se observa que ambas probabilidades superior e inferior se definen para algunos de los subcon-

Jjuntos del espacio, dando como resultado un intervalo de probabilidad por cada subconjunto.

O
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Un convexo puede ser también expresado por medio de un nimero finito de puntos extremos. A
partir de este momento, dado un conjunto convexo de distribuciones de probabilidad H, notaremos
como Fxt(H) al conjunto de puntos extremos que lo representa. Partiendo de los intervalos de
probabilidad, podemos deducir las distribuciones extremas. En el trabajo de Verdegay [199] se

realiz6 una revision de los distintos algoritmos que permiten realizar esta tarea.

Ejemplo 22 De los intervalos de probabilidades del anterior Ejemplo 21 pueden deducirse
las siguientes distribuciones de probabilidad que forman un conjunto convexo mediante puntos
extremos. En el trabajo de De Campos et al. [60] puede hallarse mds informacion sobre un

procedimiento eficiente que permite calcular estas distribuciones.

pi(G) =07 pi(P)=02 = pi(E) =01
p2(G) =07, p(P)=0.1 pa(E) =02
p3(G) =04,  p3(P)=05  p3(E)=01
pa(G) =03,  pa(P) =0.5 pa(E) =0.2
ps(G) =03, ps(P)=0.1 ps(E)=06

Comprobamos que las 5 funciones p; tienen tres componentes, una por cada suceso elemental
del espacio, y que los valores de ellas suman 1; como debe ser por tratarse de distribuciones de
probabilidad.

Otra forma de expresar esta misma informacion seria en forma de tabla:

¢ P E

m |07 02 o1
P2 | 07 0.1 02
ps | 04 05 0.1
pi| 03 05 02
ps | 03 0.1 0.6

0

De un modo gréfico e ilustrativo, cualquier conjunto convexo de probabilidad puede representarse
dentro un equilatero de lado 1; donde las distribuciones de probabilidad de un convexo correspon-
derian con las esquinas de un conjunto convexo. De este modo, cada lado se corresponde con
un elemento de € y la distribucién de probabilidad da informacién sobre la distancia al lado en

cuestion. Esto quiere decir, que en el ejemplo del partido de fiitbol que venimos considerando,

Capitulo 3




puesto que p1(G) = 0.7, p1(P)=0.2, p1(F) = 0.1, tendremos que el punto p; se sitda a una
distancia de 0.7 de G,a 0.2 de Py a0.1 E. Asi, podemos observar el convexo de probabilidad

como en la Figura 3.1 que presentamos a continuacion.

Representacion del convexo de probabilidad dentro de un rectangulo equildtero de lado 1
referente al ejemplo del partido de fitbol.

Operaciones con convexos

En general, podemos decir que toda operacién probabilistica podria extenderse al calculo con
convexos simplemente repitiendo la operacién sobre las distintas probabilidades, pero esta

suposicion es bastante simplista. Veamos la definicion de las operaciones basicas:

* Marginalizacién: Sea H un conjunto convexo de distribuciones de probabilidad definidas
sobre un conjunto de variables aleatorias X, con dominio en {17, y cuyos puntos extremos
son Ext(H) = {hi,he,...,ht}. Sea J < I, entonces la marginalizacién de H a las
variables X ; se obtiene marginalizando cada una de las funciones de H a las variables X j;

lo que se corresponde con el convexo dado por:

HY = CH{n hy’, . 0y 3.1

donde C'H representa el operador de cldusula convexa .

"En geometria, entendemos que la clausula convexa (i.e. envolvente convexa o envoltura convexa) es el menor
convexo que contiene el objeto, en nuestro caso, el conjunto de distribuciones de probabilidad.
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Ademis, se cumple que Ext(HV) C {hf], h%‘], v hi‘]}, y en general el reciproco no es

cierto.

* Interseccion: Dados dos conjuntos convexos H y H' definidos en Q2x, y {1x, respectiva-

mente. Decimos entonces que la interseccion de ambos convexos sigue la forma:
HNH ={pePiy:p' eHp" cH} (3.2)

Puesto que H y H' son cerrados y convexos definidos por un nimero finito de puntos
extremos, su interseccién también serd un cerrado y convexo definido por un nimero finito

de puntos extremos.

+ Combinacion: Dados dos conjuntos convexos H y H' definidos en Qx, y Qx, re-
spectivamente; y cuyos conjuntos de puntos extremos son Exzt(H) = {hy, ha,...,h;}
y Ext(H') = {h}, h, ..., h;}. Definimos entonces la combinacién de ambos conjuntos

convexos como:
H@H =CH{hy b, ..;hy R, by - By oo - B} (3.3)

donde es necesario recurrir a la operacion de cldusula convexa para asegurar que el resultado

€S un convexo.

De igual modo que en el caso de la marginalizacién, Ext(H ® H') C {h1-h},...,hl -
(RN YRR VIR YRR T3 S

Informacién marginal y condicional

Una parte de nuestro estudio se centra en la inferencia de redes Bayesianas con probabilidades
imprecisas. Y como pudimos estudiar en la Seccién 2.2, las redes Bayesianas se valen de
distribuciones marginales y condicionales para expresar las distribuciones de probabilidad de
las variables aleatorias. En la Seccién 1.2 definimos estos conceptos tan indispensables para
el caso de probabilidades precisas, pasemos ahora a generalizar para el caso de probabilidades

imprecisas.
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Definicion 3.1.2 (Informacion condicional para conjuntos convexos) Dadas las variables
aleatorias X e 'Y, la informacion condicional de Y dado X serd un conjunto convexo, H Y|X , de

funciones h : Qx x Qy — [0, 1] que verifican:

> hlwx,wy) =1, Ywx € Qx (3.4)

wy EQy

Pese a que podria resultar 16gico que la informacién condicional de Y dado X no fuese mds que
la definicién de un conjunto convexo de probabilidades para cada posible valor de X, la definicion
anterior es mas general. En Cano et al. [146] puede observarse un ejemplo que corrobora esta

afirmacion.

Recordamos, que en probabilidades precisas, si disponemos de la distribucién marginal de una
variable X y de la distribucidon condicionada de Y a X, podemos calcular la distribucién conjunta
de probabilidad de ambas variables mediante el Teorema de Bayes. En el caso de probabilidades
imprecisas, podemos calcular la informacion conjunta para dos variables si disponemos de las
informaciones marginal de una y condicionada de la otra respecto de esta, y se hara del siguiente

modo:

Proposicién 3.1.1 Sea una informacion marginal, HX, sobre la variable X cuyos puntos ex-
tremos son {py,pa, ..., pi } y otra condicionada, HY' X, cuyos puntos extremos son {h1, ha, ..., h;}.
Podemos entonces definir una informacion global sobre el par de variables (X,Y), como el

convexo, H*Y , de distribuciones de probabilidad p sobre Qx ,Qy generado por los puntos:

HXY = CH{p1 - h1,.sp1 - hiy ooy p2 - By oy D2 - Bty ooy DR - Bty ooy PR - T} (3.5)

Sobre la anterior proposicién podemos comentar:

* De manera general, s6lo algunos de los puntos de la forma p; - h; resultardn ser puntos
extremos del convexo HYX. Existen varios algoritmos, como los que se estudian en
Preparata ef al. [161] y en Edelsbrunner [68] que permiten calcular la representacion

minima del conjunto de puntos extremos, Ext(HYX).

s HYX £ {p-h:pe HX h € HY|X}. De hecho, este segundo conjunto es en general no

convexo. Pero HYX si se corresponde con la cldusula convexa de {p-h:peH X he
HY XY,

Sea de un conjunto convexo de distribuciones de probabilidad sobre Qx x Qy, HYX, donde

las variables X e Y, toman respectivamente valores sobre los conjuntos Qx y Qy y sea
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Ext(HYX) = {hy,...,h,}. Podemos marginalizar este conjunto convexo por medio de la
Ecuacion (3.1) para obtener asi cualquiera de los convexos H X o HYIX Asi, HX = HOx y
serd generado por los puntos p; : Qx — [0,1],coni = 1,...,n y donde:

pi(y) = > hi(y,x)

yeQy

De igual manera, el convexo marginalizado HX sera:

HYX = CH{p™ . n¥?x} (3.6)

De un modo similar podriamos marginalizar el convexo H para obtener H” X Por el contrario,
teniendo los conjuntos convexos de probabilidad HX y HY ¥ no podremos, en general, recuperar
H como combinacién de ellos. Sea H' = HY @ HYX, entonces H C H'.

Independencia con conjuntos convexos de probabilidad

El concepto de independencia es clave para el desarrollo de algoritmos de inferencia, ya que
permite descomponer un problema complejo en varios subproblemas mads sencillos, de manera
que estos nos permitan construir mds facilmente el modelo global. Ya estudiamos varios tipos
de independencia para el caso de probabilidad cldsica (precisa) en la Seccion 1.2.2, pero para
conjuntos convexos de probabilidad este concepto no esta nada establecido. En los trabajos de
De Campos et al. [61] y Walley [205] se pueden encontrar varias definiciones distintas y no
equivalentes para la independencia en conjuntos convexos de probabilidad. El trabajo de Couso
et al. [51] muestra y ejemplifica la necesidad de uso de diferentes definiciones de independencia

por poder ser aplicadas a distintos tipos de problemas.

Definicion 3.1.3 (Independencia marginal condicionada de convexos) Dado un conjunto con-
vexo de probabilidad definido sobre tres variables aleatorias {X,Y, Z} y sabiendo que estas
toman valores respectivamente sobre los dominios {Qx,Qy,Qz}. Decimos que hay indepen-

dencia marginal condicionada de X e Y dada Z si se verifica:
H — HX,Z m HY,Z — {p . p\LQngZ E HX,Z’p\Lgy,QZ G HY,Z} (37)

donde HX? y HY son respectivamente los conjuntos marginales de H en Qx x Qz y Qy x Q.
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El concepto de independencia marginal se conoce también como interaccién desconocida y se
trata de un tipo de independencia bastante débil, ya que sélo implica que conocido el valor de
probabilidad de Z los valores de probabilidad de X e Y no se influyen mutuamente.

A continuacién vamos a presentar el concepto de independencia fuerte [140]. Este tipo de
independencia es una generalizacién de la independencia probabilistica y serd el mds apropiado
para utilizar en los algoritmos de propagacion, ya que descompone el convexo.

Definicion 3.1.4 (Independencia fuerte) Dado un convexo de probabilidades H sobre las vari-
ables { X, Y} y que estas variables aleatorias toman valores respectivamente sobre los dominios
Qx v Qy. Decimos que X eY son fuertemente independientes si existen dos convexos HX HY
que verifican:

H=HY@HY =CH{py -po:p1 € H  ,po € H'} (3.8)

donde HX e HY surgen de marginalizar el convexo H a Qx y Qy, respectivamente.

Definicion 3.1.5 (Independencia condicional fuerte) Sea un convexo de probabilidad H definido
sobre tres variables aleatorias {X,Y, Z} y que estas toman valores respectivamente sobre los
dominios Qx, Qy y Qz. Decimos que hay independencia condicional fuerte de X e Y dada Z
si se verifica:

H=H, ® Hy 3.9

donde H1 y Ho son conjuntos convexos definidos respectivamente sobre 0x X Q7 y Qy X Q.

Notamos que H1 y Hs no tienen que ser marginalizaciones de H.

Conjuntos credales y redes credales

Definicion 3.2.1 (Conjunto credal) Un conjunto credal para una variable X es un conjunto

convexo y cerrado (i.e. que contiene a su frontera) de distribuciones de probabilidad, HX .

Como venimos asumiendo, todo convexo serd finito, en este caso generado por un nimero finito

de puntos extremos.

Una red credal [54] es un modelo gréafico probabilistico (en concreto una generalizacion de red
Bayesiana) que trata con probabilidades imprecisas. A cada variable se le asociard un conjunto
credal condicional (en lugar de una dnica distribucién de probabilidad, como ocurria en el

caso preciso), H Xilpa(Xi). donde, como ya vimos en teoria de grafos (Sec. 1.1), pa(X;) serd el
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conjunto de variables padres de X;. En el caso de que la variable sea nodo raiz, se le asignard un
conjunto credal marginal. Si cada red Bayesiana definia una distribucién conjunta de probabilidad,
una red credal definird un conjunto credal conjunto. Asumiremos una hipétesis bastante comun
que fue establecida por Rocha et al. [163], l1a de conjuntos credales especificados por separado.
Esto significa que para dos configuraciones de las variables padres de una variable dada, las
probabilidades no guardan relacién. Esto implica que para cada configuracion de los padres
Yj € Qpa(x;) se dard un conjunto credal local H Xilpa(Xi)=v; De un conjunto credal especificado

por separado podemos obtener un conjunto credal condicional extenso.

Ejemplo 23 Proponemos un sencillo ejemplo de red credal. En él tenemos tinicamente dos

variables X e Y con dos estados cada una.

H | yi

ry | 01 09

ry | 0.2 0.8

HX‘Y:yl ‘ xr1 o HX|Y:y2 ‘ 1 Zo
P 0.2 0.8 q 04 0.6
P2 0.3 0.7 q2 06 04

Ejemplo sencillo de red credal de dos variables bivariadas.

Vemos en la Figura 3.2 como la variable Y tiene asignada una tabla de probabilidad marginal
que representa el conjunto credal asociado. Por otro lado, puesto que X depende de Y, a X
le corresponden dos conjuntos credales especificados por separado, uno por cada estado de la
variable padre Y = {y1,y2}. En la Tabla 3.1 que presentamos a continuacion puede observarse

como seria el conjunto credal condicional extenso relativo a X.

HXY Ly mo,y1 21,92 @2,
p1,q1 | 0.2 0.8 0.4 0.6
p1,q2 | 0.2 0.8 0.6 04
p2,q1 | 0.3 0.7 04 0.6
p2,q2 | 0.3 0.7 0.6 04

Conjunto credal condicional extenso asociado a la variable X obtenido de los conjuntos
credales especificados por separado HX1Y=v1 y gXIY=y2
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Tal y como ocurre con las redes Bayesianas, mediante el DAG de la red credal pueden estudiarse
relaciones de independencia y dependencia entre variables mediante el criterio de d-separacion.
Por otra parte, en la anterior Seccién 3.1.1 estudiamos las distintas definiciones de independencia
con convexos de probabilidad desde un punto de vista de la componente cuantitativa de la
red, lo que serd indispensable, ya que la definicion de la red credal dependera de la nocién de
independencia elegida. En el caso de independencia fuerte, que como comentamos serd el mas
propio y el que consideraremos en esta memoria, al conjunto credal conjunto se le conocerd
como extension fuerte. La extension fuerte de una red credal es el conjunto credal conjunto que
contiene todas las combinaciones posibles de vértices para todos los conjuntos credales en la red
[56]; es decir, cada vértice de una extension fuerte se factoriza de la siguiente manera:

p(X1, X, .., Xi) = [ [ p(Xilpa(X5)) (3.10)

Inferencia sobre redes credales

En el capitulo anterior, Seccién 2.4 podemos ver la base de los algoritmos de inferencia con
probabilidades precisas. Recordamos que partimos de cierta evidencia dada y la idea es la de
calcular probabilidades a posteriori, sacando partido de las independencias presentes entre las
variables, de manera que el problema se resuelva sin tener que recurrir al calculo de la distribucién
conjunta de probabilidad de todas las variables, para a continuacién marginalizar sobre las
variables pertinentes. Para Los potenciales que se dardn en redes credales serdn potenciales
condicionales; que son conjuntos convexos de distribuciones de probabilidad condicionales
(i.e. conjuntos credales condicionales extensos). Las redes credales dadas por intervalos de
probabilidad, pueden ser interpretadas como un conjunto infinito de redes Bayesianas, donde
todas ellas comparten el mismo grafo y como valores tienen los distintos valores contenidos en
esos intervalos. De esta manera, realizar inferencia sobre la red credal equivaldria a ejecutar
cualquier algoritmo de inferencia sobre cada una de las redes Bayesianas del conjunto infinito.
Esta manera de afrontar el problema es, como era de esperar, tremendamente ineficiente. En
esta memoria, consideraremos que calcular inferencia sobre una red credal supondrd calcular las
probabilidades superior e inferior para cada estado de la variable sobre la que se hace la consulta,

dada evidencia.

Puesto que, como hemos visto y definido, es posible llevar a cabo operaciones de marginalizacion

y combinacion sobre conjuntos convexos de probabilidad; podremos llevar a cabo los mismos
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algoritmos de inferencia existentes para probabilidades precisas. En la literatura, diferentes
algoritmos para inferencia con redes credales han sido desarrollados [9, 32, 163], aunque encontrar
métodos que trabajen de un modo eficiente atn es un desafio, sobre todo para el caso de redes
credales complejas. Y es que a medida que el ndmero de variables y de estados de las variables
incrementa, el tamafio de las distribuciones conjuntas de probabilidad aumenta exponencialmente.
Asi se muestra en el ejemplo propuesto por Rocha ef al. [163]. En €l se introduce una red credal
formada por sélo tres nodos (X, Y, X) de cuatro estados cada una y donde cada conjunto credal
tiene cuatro vértices. El DAG de esta red sigue la forma X — Y <— Z. En este caso, hay
418 (= 68.719.476.736) vértices potenciales para la extension fuerte; o lo que es lo mismo, 4%
distribuciones conjuntas distintas que factorizan (ver Ecuacién 3.10). En este mismo trabajo de
Rocha er al. [163] se propone el uso de algoritmos de inferencia branch-and-bound, por ser

capaces de trabajar con este tipo de problemas.

Como método para representar potenciales vamos a considerar, en este caso, drboles de probabili-
dad (PTs), que introduciremos a continuacién y cuya definicion sera también imprescindible en
el siguiente Capitulo 4. Los elegimos por tratarse de una representacién mas compacta que el
caso de tablas de probabilidad y ademds permitir llevar a cabo sobre ellos operaciones bdsicas de

restriccién, marginalizacién y combinacion.

Arboles de probabilidad

En el anterior Capitulo 2 quedo definido el concepto de potencial de probabilidad, asi como las
operaciones bdsicas sobre ellos para realizar inferencia. Recordamos que de manera clésica, los
potenciales se han representado por medio de tablas de probabilidad, aunque dependiendo del
problema, puede ser mas recomendable el uso de representaciones alternativas. Una conocida
alternativa son los drboles de probabilidad (PT, por sus siglas en inglés - probability tree), también
conocidos como drboles numéricos. Los PTs a menudo se utilizan para almacenar potenciales y

operar con ellos de manera exacta y aproximada [38, 42, 170].

Definicién 3.2.2 (Arbol de probabilidad) Un drbol de probabilidad que almacena un potencial
&, Ty, es un drbol dirigido con dos tipos de nodos: (1) nodos internos que representan variables
v (2) nodos hojas que serdn valores reales no negativos y que representan valores del potencial.

De los nodos internos salen arcos (uno por cada estado del potencial).

Notaremos como 7 a un arbol de probabilidad sobre un conjunto de variables X. El tamaiio de

un drbol de probabilidad 7, size(T ), se define como el nimero de nodos que contiene.

Capitulo 3




Ejemplo 24 Un ejemplo sencillo puede verse en la siguiente Figura 3.3

/ \
X X2
2N PN
X3 X3 X3 X3 X3 X3
ARV A VYAV A VRVAVRVAY
0.1 0.9 0.5 0.5 0.0 1.0 0.8 0.2 0.2 0.8 0.9 0.1

index 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Ejemplo de drbol de probabilidad.

Los PTs pueden ser restringidos a una o varias de sus variables. La restriccién de 7 a un
subconjunto de variables X 4 serd notado como 7 /(*4) y consistird en la pare del 4rbol que sea
consistente con los valores de las configuraciones z 4.

Ejemplo 25 En la siguiente Figura 3.4 podemos ver un ejemplo de PT (parte izquierda) y el

correspondiente PT restringido a que la variable X, tome el estado x1.

X

Xz Xo
. &T:
X X
! ! X, X, 02 0.7
0.2 0.8 0.7 0.3

0.2 0.7

Ejemplo de 4rbol de probabilidad (PT) 3.4(a) y su restriccién a X; = x} 3.4(b).

Es posible realizar tareas de inferencia utilizando drboles de probabilidad porque las operaciones
bésicas de combinacién y marginalizacién pueden llevarse a cabo con ellos. Para obtener més

informacidn al respecto puede acudirse a [42].
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Ejemplo 26 Vemos a continuacion mediante un ejemplo de como se llevaria a cabo la com-
binacion de dos PTs. En la parte superior izquierda de la Figura 3.5 tenemos dos drboles de
probabilidad, el situado mds a la izquierda es un nuevo drbol definido tinicamente sobre la
variable X1 (llamémoslo T1) y el de la derecha es el mismo drbol que vimos en el anterior
Ejemplo 25 (llamémoslo T3). En la figura superior derecha vemos como el drbol ha cambiado,
ahora el nodo raiz es la variable X1 (aunque podria haberse presentado de manera andloga con
la raiz X»); el paso importante aqui es que los valores de probabilidad de T1 se multiplican a las
variables Xo. En las dos figuras de la parte inferior simplemente se multiplican los valores de un

modo logico y se calculan los valores resultantes.

X1 Xo
X,
T a7
0.7 0.3 X

1 Xy ( (
x/ \.v% 17/ \tf J,%/ \,’,3 ,ﬁ/ \Jjg
0.2 0.8 0.7 0.3 0.2 0.8 0.7 0.3

X
1 2 X
i a3 .
X- X
2 2 X, X,
).24 1

0.3x0.2  0.3x0.8 0.7x0.7 0.7x0.3 0.06 ( 0.49 0.2

Ejemplo de combinacién de dos drboles de probabilidad (PTs).

Ejemplo 27 Consideremos un PT definido sobre tres variables X1, X, X3, todas bivariadas,
tal y como podemos observar en la parte superior izquierda de la Figura 3.6. Y supongamos
que queremos marginalizar dicho PT para la variable X3. El proceso a efectuar puede verse en
las partes restantes de la misma Figura 3.6, en las que vemos como desaparece la variable X3

dejando dos subdrboles cuyos valores se suman convenientemente.
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X1 Xo
X X
YA A I oy
X X2 0.6 03 X Xo 0.6 0.3
S o
04 07 04 06 04 07 04 06
X X1
7\ /'
X, X, X, X,

0.4+0.6 0.74+0.3 0.4+0.6 0.64+0.3 1.0 1.0 1.0 0.9

Ejemplo de marginalizacién de un 4rbol de probabilidad (PT) a una de sus variables X.

Existen varios algoritmos para a llevar a cabo inferencia sobre redes credales con arboles de
probabilidad [35, 41]. Sabemos que para cada una de las variables X; del problema tendremos
m conjuntos credales locales de la forma {H XY=y H XilY=ym 1. por ser m el nimero
de configuraciones de Y. Para permitir que un drbol de probabilidad pueda representar el
problema completo, estos algoritmos se ayudan de la creacién de nuevas variables, una para
cada y; € Qy, llamadas variables transparentes y notadas como 7),,. Al conjunto de todas
las variables transparentes lo notaremos como T. Una variable transparente 7;; tendra tantos
estados como vértices tenga el conjunto credal local XilY=y; Y un vértice del conjunto credal
condicional extenso HXi!Y" podra obtenerse fijando todas las variables transparentes a uno de sus

valores.

Ejemplo 28 En este ejemplo vamos a ver como un drbol de probabilidad puede representar
un conjunto credal global HXY asociado a los dos conjuntos credales HXY=v1 y gXIY=v2.
definidos sobre las variables X e Y, ambas bivariadas. Supongamos los conjuntos credales

locales del Ejemplo 23:
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HXIY=u1 ‘ 1z HXIY=y> ‘ £, o
|02 038 o |04 06
s |03 07 w06 04

Ejemplo de conjuntos credales locales.

Como sabemos, el conjunto credal condicional extenso en forma de tabla se ve como mostramos

en la Figura 3.2:

qXY T1,Y1 T2,Y1 T1,Y2 T2, Y2
) | 0.2 0.8 0.4 0.6
p1,q2) | 0.2 0.8 0.6 0.4
)
)

po.ql) |03 07 04 06
po,g2) |03 07 06 04

<
w

I
~ ~

Conjunto credal condicional extenso asociado a la variable X obtenido de los conjuntos
credales especificados por separado HXY=v1 y gXIY=y2

Ahora bien, podemos expresar el conocimiento de este conjunto credal condicional extenso
mediante un PT, recurriendo al uso de las variables transparentes Ty, y T,,,. Mostramos como

quedaria el drbol de probabilidad en la Figura 3.7:

N
S oy

My Al

Ejemplo conjunto credal condicional extenso asociado a los dos conjuntos credales
especificados por separado HX!Y=v1 y FXIY=v2 representado por su 4rbol de probabilidad.
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Los puntos extremos pueden ser obtenidos al fijar las variables transparentes a uno de sus

2

o obtenemos el

. . . _ 1 _
estados. En nuestro caso, por ejemplo, si consideramos Ty, =t yT,, =1

punto extremo rs.

O

Los arboles de probabilidad tienen una gran ventaja frente a la representacion de tabla, pueden ser
reducidos en tamafio mediante la conocida operacién de poda. Esta poda puede llevarse a cabo
partiendo del PT original, de manera que la nueva representacion saca provecho de la repeticién
de valores. Otra manera de obtener un PT podado més compacto es mediante algoritmos de
aproximacion. Estos PT aproximados dan como resultado un drbol con una pequeiia pérdida de

informacién aceptada, pero mejoran tiempos de computo y espacio en memoria.

Un sencillo algoritmo aproximado para la inferencia de conjuntos credales con arboles de
probabilidad se basa en el algoritmo de eliminacién de variables (VE) [62, 182, 211] (Sec. 4.2.6).
En este algoritmo se eliminan, en primer lugar, las variables no imprescindibles, que son las
relacionadas con la consulta y las transparentes. El algoritmo aplica poda para reducir el tamafio
de PTs que representan las distribuciones condicionales iniciales y los potenciales resultado de
operaciones de combinacién y marginalizacidn tras realizar propagacion. Esa poda se realiza
seleccionando iterativamente un arbol terminal y reemplazdndolo por el valor promedio de los
nodos hoja. El criterio para seleccionar un 4rbol terminal y aplicar poda sobre él, es que la
distancia de Kullback-Leibler [117] entre el potencial inicial y el que se genera tras la poda no sea
mayor que un umbral establecido ¢. Este procedimiento se aplicara hasta que no exista ningin

arbol terminal que cumpla el criterio anterior.
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Representacion de informacion
cuantitativa en modelos graficos
probabilisticos

Tal y como vimos en el Capitulo 2, los modelos graficos probabilisticos se componen de una
parte cualitativa y otra cuantitativa. En esta parte de la memoria vamos a centrar nuestro estudio
en la representacion de la parte cuantitativa. En este caso, la informacidn cuantitativa son poten-
ciales. Recordamos que los potenciales probabilisticos son funciones reales no necesariamente
normalizadas, ligadas a las distribuciones de probabilidad. Su representacion se ha llevado a
cabo tradicionalmente mediante tablas de probabilidad o tablas de probabilidad condicionadas
(ver Seccién 2.4.1 para mas informacion). Este tipo de representacion serd la base con la que
compararemos todas las demds. En el Capitulo 3, Seccién 3.2.1 introdujimos los drboles de
probabilidad, representacidn alternativa a las tablas de probabilidad ampliamente utilizada. En la
Seccién 4.1 vamos a hablar sobre las estructuras alternativas para representar potenciales. En
la Seccién 4.2 expondremos una de las aportaciones de esta memoria, unas nuevas estructuras
(cuatro variantes) que nombramos potenciales basados en valor (VBPs - por sus siglas en inglés
value-based potentials) y que representan potenciales de un modo compacto, sacando partido de
la repeticion de valores. Ademds, de manera similar a como se hace con arboles de probabilidad,
definiremos un algoritmo para aproximar estas representaciones VBPs, dando asi una herramienta

para convertirlas en estructuras ain mds compactas (ver Seccién 4.3).

Representaciones alternativas previas para
potenciales: arboles de probabilidad

Decimos que la representacién de potenciales probabilisticos mediante tablas es exhaustiva,
ya que es necesario especificar el valor correspondiente para cada configuracion del potencial

para que la representacién se considere completa. Esto significa que el tamario de una tabla de
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probabilidad se corresponde con el tamafo del potencial y podra calcularse como el producto del

nimero de elementos de los dominios de todas las variables del potencial, es decir:

size(T¢(XA)): H Qx|
XieXA

A medida que el potencial a representar crece, el tamafo de la tabla aumenta exponencialmente.
Por esta razon, trabajar y operar con dichos potenciales puede ser una tarea realmente tediosa
y en muchas ocasiones computacionalmente imposible. Ademads, este tipo de representaciones
no saca partido de la aparicién de las llamadas independencias especificas del contexto [26],
cuyo concepto ya estudiamos en la Seccién 1.2.2, y que se traduce en valores repetidos en las
tablas de probabilidad y el consecuente uso de espacio de memoria que podria evitarse. Es por
eso que en la literatura se han desarrollado formas alternativas de representacion tales como los
arboles de probabilidad, drboles binarios, etc. [29, 30, 38, 42, 82, 170]. Pese a los inconvenientes
que hemos presentado, en nuestro estudio consideraremos la representacién de tabla como base
para compararla con las estructuras alternativas, de manera que podamos observar la mejora que

suponen.

Puesto que, en esencia, un potencial es un objeto multidimensional con una dimensién dada para
cada variable, una manera comun de almacenarlo en la memoria del ordenador es mediante un

vector unidimensional (1DA - por sus siglas en inglés one dimensional array) [115].

Definicion 4.1.1 (Vector unidimensional) Dado un potencial ¢ definido sobre un conjunto de
N variables, X1, Xo, ..., X, puede representarse como un vector unidimensional (1DA) A,

como sigue:

Ay = [qb(O,O,...,O),¢(0,0,...,1),...,qﬁ(\QXl\ L] 1, Qx| - D] @D

La ventaja principal de la representacién de potenciales mediante 1DAs consiste en que la posicion
en la que se almacena cada valor coincide con el indice correspondiente de la configuracién, por
lo que el acceso mediante indices es muy eficiente. Estos indices de la configuracién coinciden
con los de la representacién en forma de tabla. El tamafio de un 1DA, size(Ag), es el nimero
de entradas, que serd igual al nimero de configuraciones en el potencial y que coincide con el

tamafio de la representacién de tabla.

Ejemplo 29 Dado el potencial ¢1(X1, Xo, X3) que definimos en el Ejemplo 15, podemos ob-
servar en la Figura 4.1 su representacion como IDA de tamariio 12. Los niimeros de la parte
superior corresponden con los indices de las configuraciones y los inferiores los valores del

potencial asociados.
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0 1 2 3 4 5 [§ 7 8 9 10 11

0109|0505 |00(101|08]02]02]08]09]01

Potencial ¢ (X7, X2, X3) en su representacion del tipo 1DA

Como introdujimos en el anterior capitulo 3, los drboles de probabilidad (PT), son estructuras
alternativas que se utilizan para almacenar potenciales y operar con ellos de manera exacta y
aproximada [38, 42, 170].

Ejemplo 30 El mismo potencial que consideramos en el Ejemplo 15 se ve como drbol de

probabilidad tal y como mostramos en la Figura 4.2. Este PT tiene un tamariio de 21 nodos (9

N N
A I A Y

0.5

nodos internos 'y 12 hojas).

index 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Potencial ¢1 (X7, X2, X3) en su representacién como PT

La representacion de ese drbol de probabilidad comienza por la variable raiz X1, que ramifica
en dos arcos, una por cada estado de la variable (0, 1); a continuacion se procede del mismo
modo con la siguiente variable Xs, que tiene 3 estados (0, 1, 2); para terminar con Xs, con 2
estados (0, 1). Los nodos hoja son los valores de probabilidad para cada configuracion de los

valores de la variable. En la parte inferior se observan los indices de las configuraciones.

g

Al trabajar con PTs, el modo maés eficiente de acceder es mediante configuraciones, recorriendo
el drbol de raiz a hojas y seleccionando la rama correspondiente para cada variable hasta llegar al

valor del nodo hoja.
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Una gran ventaja de los PTs es que pueden beneficiarse de independencias especificas del contexto
[26], permitiendo que valores iguales sean agrupados en uno solo. Esta operacion se denomina
poda y supone un ahorro en espacio de memoria, en ocasiones, muy considerable. Un drbol al que
se le ha aplicado poda recibe el nombre de drbol de probabilidad podado, que denominaremos

PPT (por sus siglas en inglés - pruned probability tree).

Ejemplo 31 El potencial ¢1 que definimos en el Ejemplo 15y hemos considerado en los ejemplos
anteriores presenta independencias especificas del contexto, ya que para X1 = 0, Xs = 1 el
valor del potencial es 0.5, sea cual sea el valor de X3. En la Figura 4.3 presentamos el PPT

correspondiente al potencial citado.

o T
/\ /\
S A A A A

0.2

index 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Potencial ¢ (X1, Xo, X3) representado como PPT

Ademais, los PTs permiten ser aproximados, utilizando la misma operacién de poda. Esto se
realiza uniendo un nimero de nodos hoja asociados a la misma configuracion de los padres en
uno, de manera que este contenga el valor medio de ambos. En general, y con el objetivo de
perder el minimo de informacién posible, se suelen agrupar los valores que se encuentran mas
proximos. En la siguiente Figura 4.4 pueden observarse dos drboles, el de la izquierda seria
el PT original y el de la derecha el aproximado. En este arbol podado, los valores 0.24 y 0.26
(que aparecian en el arbol original en los indices 3 y 4) se encuentran bastante préximos y se ha
decidido unirlos en un sélo valor (0.25).

Por desgracia, los PTs no pueden beneficiarse del ahorro de espacio en memoria que supondria
agrupar otros tipos de repeticion de valores. Asi, si observamos el PT definido en la Figura 4.2,
podremos ver que los valores para los indices 7 y 8 son ambos 0.2, y ademds son consecutivos,
pero realizar poda no serd posible, ya que corresponden a configuraciones en que X9 y X3

varian.
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0.1 .6 03024 026 05 04 02 04005 03 065 X .3 .25 05 04 02 04005 03 065

Ejemplo de arbol de probabilidad (PT) y su arbol aproximado resultado de unir los valores 0.24
y 0.26 de los indices 3 y 4.

Otra variante de los PT son los arboles de probabilidad binarios [29, 30, 38] (abreviado como
BPT por sus siglas en inglés - binary probability trees). Los BPTs son capaces de dividir el
dominio de cada variable en dos subconjuntos de estados. Asi, en el PT que presentamos a la
izquierda de la Figura 4.5, los valores 0.4 en la configuracién c (a la izquierda) no puede ser
podado. Por el contrario, con BPs podemos agrupar los estados 0 y 2 de X, para representar el
valor 0.4 como un tnico nodo hoja (tal y como se aprecia en la parte de la derecha de Fig. 4.5).
Esto permite que se reduzca el espacio de memoria para el contexto ¢, pero requerird mas nodos
para representar el fragmento de arbol del lado derecho (contexto ¢’). Por esta razén, en esta

memoria los BPTs no tomaran parte en nuestra comparacion de estructuras.
N
/ N / \ : 1/ \
0.4
/ l\ / l\ J \
0.4

Ejemplo de arbol de probabilidad binario (BPT)

4.2 Potenciales basados en valor

Hemos visto que la representacidn cldsica en forma de tabla de probabilidad es exhaustiva, es decir,

necesitamos especificar cada valor para que quede totalmente representada. Esta caracteristica

4.2 Potenciales basados en valor 75




4.2.1

76

de disefio de las CPTs hace que no puedan beneficiarse de las denominadas independencias
especificas del contexto [26], cuyo concepto vimos en la Sec. 1.2; ademas, las CPTs crecen
exponencialmente en tamafio cuando el nimero de variables se incrementa, lo que supone un
gran problema para la representacion de potenciales de gran volumen. En la literatura se ha
tratado de lidiar con esta desventaja definiendo nuevas estructuras, como comentados arboles
de probabilidad (PTs) y arboles de probabilidad binarios (BPTs) [29, 30, 38, 42, 82, 170].
Estas estructuras alternativas, por el contrario, si pueden ahorrar espacio evitando la repeticién
de valores. Para el caso de PTs y BPTs es también posible realizar tareas de aproximacién
mediante la operacién de poda, lo que conlleva mds ahorro de espacio a cambio de una pérdida
de informacién; y permite el tratamiento de potenciales ain mas grandes. Por otro lado, s6lo
pueden beneficiarse de las independencias especificas del contexto en casos concretos, lo que atn

podria mejorarse.

VBPs: definicion

En este capitulo trataremos una de las aportaciones de esta memoria, una representacion alternativa
para potenciales que se beneficia de la repeticion de valores independientemente del orden en
el que aparezcan. Hemos denominado a estas representaciones potenciales basados en valor y
abreviado como VBPs por sus siglas en inglés Value-Based Potentials. De manera similar a la
operacion de poda para PTs, los VBPs podrén también aproximarse. Las principales ventajas de

los VBP sobre otras estructuras de datos relacionadas son las siguientes:

* En primer lugar, los requerimientos de memoria se reducen notablemente para algunas
redes (como veremos en el estudio empirico, para muchas de ellas) debido a una mejor
capacidad de explotar patrones de regularidad de valores. Veremos que en ocasiones, los
resultados son incluso mejores que los obtenidos para la cldsica 1DA, que es bastante

eficiente.

* En segundo lugar, un VBP representa un solo potencial, independientemente de los otros
parametros del modelo. Esto permite adaptar facilmente muchos algoritmos de inferencia
para trabajar con VBP, simplemente ajustando las operaciones bdsicas sobre potenciales

(por ejemplo, combinacién y marginacion).

* Ademds, la aproximacion de VBPs es posible, permitiendo el trabajo con potenciales mds

complejos asumiendo una pérdida de informacion estimada a priori.
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Los VBP, por otro lado, no incluyen ninguna informacion sobre dependencias de variables y
se basan tnicamente en los valores, por lo que no se pueden usar para representar modelos

completos.

Uno de los objetivos principales serd el de comparar estas nuevas estructuras VBPs con las
estructuras mdas conocidas (1DA, PT, PPT), prestando especial interés al ahorro de espacio
en memoria que suponen. Para ello y como prerrequisito, necesitaremos asentar las bases y
conceptos para hacer dicha comparacion. Esto se llevara a cabo en la Seccién 4.2.1. Pasaremos
entonces a introducir las cuatro alternativas de VPB que proponemos en la Sec. 4.2.1, donde
especificaremos no sélo su definicién y caracteristicas, sino también algoritmos que permiten el
acceso a un indice requerido y ecuaciones que indican el espacio que cada estructura requiere para
ser almacenada. La Seccidn 4.2.3 de este capitulo nos proporciona los algoritmos para realizar
operaciones bdsicas con potenciales dirigidos por valor (VBPs). En la Sec. 4.2.3 podremos
ver el comportamiento de RBs reales donde los potenciales se expresan en cada una de las
formas consideradas. En la Seccién 4.3 determinamos cémo se realiza la aproximacién de VBP,
presentando asi un mecanismo mas para obtener potenciales mas compactos. En la Sec. 4.3.5

evaluaremos empiricamente este algoritmo de aproximacion.

Analisis de requisitos de memoria

El tamaiio de la representacion de un potencial ya nos da una idea aproximada de cémo de
complejo es. Pero para llevar a cabo una comparacién de complejidad exhaustiva y real entre las
distintas estructuras, necesitaremos ejecutar un andlisis mas preciso de los requisitos de memoria.
Cualquier representacion de la informacién cuantitativa de un modelo necesitard de elementos
adicionales (e.g. punteros, meta-informacidn, etc.) para ser especificada y usard diferentes tipos
de datos.

Consideramos un potencial ¢ definido sobre un conjunto de NV variables aleatorias X = { X, Xo, ..

Definiremos los siguientes conceptos y notacion relacionados con los distintos tamafios de memo-

ria:
* sy es la memoria requerida para almacenar un valor flotante.

* s; es la memoria requerida para almacenar el indice correspondiente a una configuracién

especifica del dominio €2. Asumimos que se trata de un entero largo.

* s, denota el tamafo de referencia de un objeto.
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* s, representa el espacio de memoria necesario para almacenar informacién sobre una
variable: nombre, cardinalidad y nombres de sus estados. Puesto que depende de los
nombres de las variables y sus estados, vamos a asumir un valor fijo para todas las variables
(igualmente, este espacio de memoria es realmente pequefio al comparar con el que se usa
para guardar un potencial, por lo que no serd relevante). Incluso podemos definir una forma
estandar de codificar variables con identificadores numéricos y seguir la misma estrategia

para sus estados.

* s¢ denota el espacio de memoria de la estructura de datos utilizada para guardar informacion:
vector, lista, conjunto o diccionario, donde cada tipo se notard como Supr, Sists Sset Y Sdict

respectivamente.

Vista la notacién, pasemos a estudiar el espacio de memoria que ocupa cada tipo de representacion.
Como ya hemos comentado, la representacion como 1DA tiene una gran ventaja, ya que los
valores de la configuracion se almacenan consecutivamente. Es decir, el valor en la posicién & se
corresponde con la k-ésima configuracién. Por lo tanto, no necesitaremos almacenar informacién
sobre los indices. La codificacion de la representacion asume una cantidad de memoria dada por
el nimero de valores a almacenar, el tamafio de la estructura de datos del vector y la memoria

requerida para sus variables.
Proposicion 4.2.1 (Espacio de memoria de un vector que representa un potencial)

Sea Ay el vector unidimensional, 1DA, que representa al potencial ¢(X), donde |X| = N. La

cantidad de memoria requerida viene dada por la siguiente expresion:

memory(Ag) = N - s, +m - sf+ s, (4.2)

donde m = |Qx| es el niimero de elementos del vector.

Ejemplo 32 Si consideramos entonces el potencial ¢1(X1, X2, X3) expresado en forma de

vector que vimos en el Ejemplo 29, el tamario de memoria estimado seria:

memory(Ag,) = 3s, + 1254 + 54

La representacién de drbol (PT y PPT) suele ser menos eficiente en términos de requisitos de

memoria, ya que la estructura completa del arbol necesitard ser guardada. Ademas, la cantidad de
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memoria depende del nimero de nodos internos, ny, y del nimero de hojas ny. Notamos que
ny+nr, = size(T). Los nodos internos almacenan enlaces (o referencias) a subarboles (uno por
cada estado de la variable aleatoria correspondiente). Estos enlaces se almacenan en un vector.
Es entonces relevante considerar el nimero de arcos salientes. Denotamos como ngj ) al niimero

total de nodos internos para variables con j estados.

Proposicion 4.2.2 (Espacio de memoria de un drbol de probabilidad que representa un po-
tencial) Sea Ty el drbol de probabilidad, PT, que representa al potencial $(X), con |X| = N.

Entonces, la cantidad de espacio en memoria necesario se estima mediante la siguiente ecuacion:

K
memory(Ty) = N - s, +nr - 55+ anj) (Sy+Ss+7-Sr) 4.3)
j=2

donde K = max{|Qx,| : X; € X} es la mdxima cardinalidad de entre las variables del

potencial.

En el caso de arboles no podados, el nimero de nodos hojas coincidird con el nimero de
configuraciones en el potencial. Por lo tanto, los dos primeros términos en la Ecuacién 4.3 serdn
iguales. Asi, los principales factores que determinan el tamafio de un drbol son la estructura
de datos empleada para almacenar enlaces a subarboles y la informacion sobre repeticién de

variables.

Ejemplo 33 Sea Ty, el PT del Ejemplo 30 (Fig. 4.2) que contiene 7 nodos internos de variables
binarias, 2 nodos internos para variables de tres estados, y 12 nodos hoja. De un modo similar,
sea 7;!1 el PPT del Ejemplo 31 (Fig. 4.3) con 6 nodos internos para variables binarias, 2 nodos
internos de tres estados, y 11 nodos hoja. Para computar su coste de memoria, usaremos la

siguiente expresion:

memory(Ty,) = 35y + 1255 + T(sy + 55 + 25,) + 2(sy + 55 + 35,)

memory(’ﬁél) =35, + 11sy + 6(sy + 55 + 25;) + 2(5, + 55 + 35;)

Notemos que tras realizar la operacion de poda, el niimero de nodos internos y nodos hoja ha
disminuido. Por otro lado, el coste en ambos casos es mayor que el tamario de la representacion
de tabla. En la prdctica, para que se ahorre espacio con la representacion de drbol podado,
serd necesario que el niimero de valores repetidos en posiciones susceptibles de ser podados sea

considerablemente grande.
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Para cuantificar el andlisis, supongamos los siguientes tamafios de tipos de datos (en realidad
los tamafios pueden variar segin la arquitectura de la maquina utilizada). Por otro lado, los
tamafios reales no son relevantes siempre y cuando se utilicen los mismos tamafios para todas las

comparaciones):

* entero: 4 bytes (para indices).
* flotante: 8 bytes (para valores reales).
* puntero o referencia: 8 bytes (direcciones de memoria).

* variable: 50 bytes (incluyendo el espacio para almacenar nombre, nombres de estados,

etc.). Lo que se traduce en s,, = 50.
* el valor de s; dependerd de la estructura de datos elegida:
— vector y lista (Sqrr Y S5t T€Spectivamente): 16 bytes.
— conjunto (Sset): 32 bytes.

— diccionario (sg;.t): 64 bytes.

Para estos tamaios, el coste estimado de memoria de las representaciones A¢1, ’7;1 y 721 es 262,

1000 y 910 respectivamente.

Motivacion

Llegados a este punto, estd claro que existe una necesidad de definir mecanismos eficientes
capaces de manejar informacion cuantitativa para las tareas de representacion, inferencia y
aprendizaje de MGPs. Ya hemos visto que los PT permiten capturar algunos patrones de
repeticién en situaciones muy concretas. La estructura que definimos en esta memoria, los
potenciales basados en valor ,VBPs (Value-Based Potentials), surge con la idea de dejar que
los valores guien el proceso de representacion y ahorrar tanto espacio de repeticiones como sea

posible. Por lo tanto, los VBPs se disefiaron con los siguientes objetivos en mente:

 Ser capaces de sacar partido de los patrones de repeticién de valores, independientemente

del orden en que aparezcan.
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» Permitir un acceso eficiente a los valores y proveer de las operaciones necesarias para
realizar tareas de inferencia. En esta memoria se proporcionan también implementaciones
bésicas para las operaciones de combinacién y marginalizacién para dar una estimacién

inicial de cémo serd el comportamiento de VBPs en tareas de inferencia.

* Facilitar métodos de aproximacién de las estructuras de VBPs.

Idea intuitiva

Una manera realmente simple de visualizar el conjunto de valores podria ser mediante algo
similar a un diagrama de Venn; tendriamos un circulo exterior representando el dominio y en
el que observamos cada uno de los valores del potencial dispuestos convenientemente (es decir,
cada valor se almacena cerca de sus indices correspondientes). Asi, el ejemplo que venimos
considerando podria verse como se presenta en la siguiente Fig. 4.6. Observamos que el indice
4, relacionado con el valor 0.0 (valor predeterminado por defecto), no se almacena. Esto seria

similar a almacenar los valores usando una estructura 1DA.

valor por defecto = 0.0

Fig. 4.6: Idea visual del potencial ¢, (X1, X2, X3) representado la relacién entre valores e indices.

Sin embargo, el objetivo de nuestro estudio es el de evitar almacenar valores duplicados. Vemos
como los valores 0.1,0.9,0.5,0.8 y 0.2 aparecen asociados a distintos indices; por ejemplo,
0.1 se asocia con los indices 0 y 11. Las estructuras VBPs, buscan representar cada valor de

probabilidad una sola vez, de manera que los indices en los que ese valor aparece se encuentren
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vinculados con él. En la Fig. 4.7 se pueden observar las agrupaciones que se llevarian a cabo.
Destacamos que en este caso s6lo 6 valores se almacenan, frente a los 11 que se almacenarian
en la representacion presente en la Figura 4.6. Asi, el propdsito de los VBPs es hacer tantos
grupos como valores diferentes de probabilidad, para evitar asi el almacenamiento innecesario de

repeticiones y asociar los indices de configuraciones relacionados.

valor por defecto = 0.0

Fig. 4.7: Idea visual del potencial ¢ (X7, X2, X3) agrupando valores de probabilidad.

Proponemos cuatro representaciones VBPs alternativas, que pueden ser clasificadas en dos grupos

dependiendo de cémo se hacen las consultas:

» Enfoques dirigidos por los valores, basados en el uso de diccionarios en los que las claves
serdn los valores. En este grupo encontramos dos de las representaciones: potenciales
dirigidos por valor con granos (Value-Driven with Grains, VDG) y potenciales dirigidos
por valor con indices (Value-Driven with Indices, VDI).

* Enfoques dirigidos por indices, donde las claves son los indices. En este grupo encontramos
las alternativas: potenciales dirigidos por indices con indices (Index-Driven with Indices,
IDP) y potenciales dirigidos por indices con mapas (Index-Driven with Map, IDM).
Ambas utilizan un vector de valores, V. IDP utiliza también otro vector, L, que almacena
los indices y la informacién requerida para vincular indices y valores. IDM utiliza un mapa,

M, con los indices como claves y la informacién para enlazar con V' como valores.
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Presentaremos en detalle estas cuatro alternativas, pero antes queremos poner de manifiesto
que las cuatro comparten una caracteristica comun, y es que para manejar la informacién sera
necesario ejecutar una busqueda. En esta buisqueda, lo que se requiere es obtener el valor de
probabilidad correspondiente a un indice conocido de la configuraciéon. Cémo realizar este
procedimiento para cada VBP serd descrito en forma de algoritmos de acceso en cada apartado
correspondiente a la estructura. Con el objetivo de reducir espacio en memoria ain mas, podemos
aprovechar esa bisqueda definiendo un valor por defecto, de manera que si la biisqueda falla
sabremos que el valor es el que definimos por defecto. En esta memoria consideraremos que ese
valor es 0, aunque podria considerarse igualmente cualquier otro; siendo la opcién mds interesante

desde el punto de ahorro de espacio de memoria la de elegir el valor que més se repita.

Para cada una de las cuatro estructuras VBPs (VDG, VDI, IDP, IDM), veremos su definicién de
manera rigurosa, el algoritmo de acceso a un indice dado y la ecuacién que determina el espacio
en memoria que esa representacion requiere para un potencial. Ilustraremos todos estos conceptos

usando nuestro ejemplo de potencial, ¢1, que definimos en el Ejemplo 15.

Potenciales dirigidos por valores con granos

En los potenciales, a menudo aparecen valores idénticos en configuraciones con indices consecu-
tivos. Si observamos el potencial dado en el Ejemplo 29, el valor 0.5 aparece en las posiciones
2 y 3. De manera similar ocurre con el valor 0.2 en las posiciones 7 y 8. Los conjuntos de
configuraciones asociados a un mismo valor se pueden definir de forma compacta mediante el

uso de intervalos (i.e. granos). Formalmente, un grano se puede definir de la siguiente manera:

Definicion 4.2.1 (Grano) Sea X un conjunto de variables y sean i y j indices de configuraciones
vdlidas de Qx, con i < j. Un grano (i, j) define una secuencia de indices consecutivos que

comienza entyacabaen j, i,i+1,...7.

Para simplificar, notaremos al grano ¢(7, j) como se hace normalmente con intervalos, (i, 7).
Utilizaremos granos para representar secuencias de valores repetidos en VBP, siendo su uso espe-
cialmente ventajoso en potenciales de buen tamafio que presenten el mismo valor de probabilidad
en un gran nimero de indices consecutivos. En un VDG que representa un potencial, cada valor
distinto de cero (nuestro valor por defecto) se asociard con un grano, definiendo todos los indices
para los que el potencial tiene este valor. Notaremos que en el caso en el que el grano sea de

la forma (7, ), entenderemos que ese valor de probabilidad aparece en el indice ¢, pero no en
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el consecutivo 7 4+ 1. Definimos de manera rigurosa un potencial en su expresion dirigida por

valores con granos (VDG) como:

Definicion 4.2.2 (Potencial dirigido por valores con granos) Sea ¢ un potencial definido sobre
X. Entonces, un potencial dirigido por valores con granos para ¢, VDG, es un diccionario
D cuyas entradas se definen como < v, L, >, donde v € ¢ (clave) es un valor distinto del
seleccionado por defecto y L, es una lista de granos que almacenan los indices asociados a ese
valor v. Por lo tanto, para cada grano g(i,j) € L, todos los indices se corresponden con v (es

decir, paratodo k =i,i+ 1,...,J entonces ¢(xi) = v).

Ejemplo 34 El potencial ¢1(X1, X2, X3) que hemos usado en los ejemplos anteriores y que se

definio en el Ejemplo 15 se representard como VDG como mostramos en la Fig. 4.8.

valor por defecto: 0.0

11 11|

(0,0) — (11, 11)

)

(6,6) = (9,9) I

(1,1) = (10,10)
)

1 10,10 I
(5,5 I

Potencial ¢ (X1, X2, X3) representado como VDG.

EOP00D

El rectdngulo situado en el exterior con las esquinas redondeadas representa el diccionario. Los
nodos circulares representan cada una de las claves y las listas de granos asociadas a cada clave
se encuentran en la parte derecha. Podemos observar que cada lista de indices consecutivos

viene representada como un grano 'y la separacion entre granos es una flecha.

En la Fig. 4.8 observamos que cada valor de probabilidad se almacena iinicamente una vez.
Algunos de los valores de ¢1 aparecen solo una vez en todo el potencial, como es el caso de 1.0,
cuyos extremos inicial y final del grano coinciden y son 5. El resto de los valores si se encuentran

repetidos, 0.1, por ejemplo, es el valor correspondiente a los indices 0 y 11. Puesto que estos
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indices no son consecutivos, necesitardn ser almacenados en dos granos distintos. Por otro lado,
los valores 0.2 y 0.5 si aparecen en indices consecutivos y sus granos correspondientes hacen

visibles las secuencias de repeticiones.

Algoritmo 1 (Acceso a un indice en VDG) Dado un potencial ¢ expresado en su version VDG
(VDGy), el algoritmo para acceder al valor correspondiente a un indice | se describe en el

siguiente Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Acceso al indice [ en VDG

funcion acceso
resultado = 0.0 > define el valor por defecto como "result"
para cada v (clave) en el conjunto de claves D hacer: > bucle sobre las entradas del diccionario

L, < D(v) > lista de granos para v

1:

2

3

4

5: para cada g (grano) en L, hacer:

6 sil € g entonces: > [ se incluye en g
7 resultado = v y terminar iteracién
8 fin condicion

9 fin bucle

10: fin bucle

11: devolver resultado

12: fin funcion

Asumamos que el indice que buscamos en nuestro potencial ¢; es el 6. El proceso de busqueda
entre las entradas del diccionario continia hasta encontrar la clave 0.8. El bucle interno (linea 5)
itera sobre los granos para este valor. Como el primer grano que contiene el indice 6 es el valor
0.8, entonces la busqueda finaliza y el resultado de la busqueda es 0.8. Si la busqueda falla y no
se encuentra ningtn indice, sabremos que 0.0 (el valor por defecto) sera el que se devuelva, como

ocurriria para el indice 4.

Proposicion 4.2.3 (Espacio de memoria para un VDG que representa un potencial) Sea VDG,
la representacion de ¢(X), con |X| = N y d el niimero de valores diferentes en el potencial (sin
contar el valor por defecto). El niimero de granos para cada valor se denota como g1, g2, . - . , 94

Por tanto, la cantidad de memoria estimada sigue la siguiente ecuacion:
d

memory(VDGy) = N - sy + S¢ + Sdict + d - (5§ + Spist) + Z 2-gj-s; 4.4)
j=1
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Los términos de la Ecuacion 4.4 consideran los tamafios de: variables, almacenamiento del valor
por defecto, diccionario, valores, listas y granos con dos entradas para cada grano. El nimero
de granos para cada valor dependerdn de las secuencias de repeticion, que serdn mds largas si
las secuencias son mayores. Por lo tanto, el punto critico de esta representacién es el ndmero de

granos necesarios, que viene dado por Z;lzl gj-

Ejemplo 35 Considerando el potencial ¢1(X1, X2, X3) del Ejemplo 15 dado por su expresion
en VDG, VDGy,. Puesto que contiene 6 valores diferentes a almacenar en el diccionario y su
valor por defecto es 0.0, el diccionario tendrd 6 entradas. Dada la secuencia de repeticion,
serdn necesarios 9 granos. El coste de memoria puede entonces calcularse mediante la siguiente

expresion:

memory(VDGgy, ) = 35, + S5 + Saict + 6 - (5S¢ + s13st) +9 -2 8;

Utilizando los tamaiios de memoria que describimos en la Seccion 4.2.1, la cantidad de memoria
total es 438 bytes. Recordamos que los tamarios de memoria para las representaciones 1DA, PT
y PPT son 262, 1000 y 910 bytes respectivamente.

Potenciales dirigidos por valor con indices

Si bien la estructura anterior con granos es una representacion compacta para potenciales, podria
codificar informacién innecesaria cuando los valores repetidos no estdn en posiciones consecutivas.
Este es el caso de 0.1 en la Fig. 4.8, cuya entrada incluye 2 granos de longitud 1: (0,0) y (11,11).
Esta repeticion puede evitarse, por ejemplo, asociando valores a la lista completa de indices en
los que aparecen. Con esta idea en mente se define la alternativa VDI, en la que sustituiremos los
granos por listas. En nuestro ejemplo, el valor 0.1 estard relacionado con la lista (0 — 11). Esta
alternativa serd especialmente ventajosa si se produce repeticién de valores, pero la secuencia de

valores no contiene grandes series de repeticiones.

Definicion 4.2.3 (Potencial dirigido por valores con indices) Sea ¢ un potencial definido sobre
el conjunto de variables aleatorias X. Un potencial dirigido por valores con indices para ¢,
VDI, es un diccionario D en el que cada entrada < v, L,, > contiene un valor v (como clave) y

una lista de indices L,, tal que ¢(x;) = v para todo | € L.
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Ejemplo 36 EIl potencial ¢1(X1, Xo, X3) usado anteriormente y descrito en el Ejemplo 15 se

representard en su forma VDI como se observa en la Fig. 4.9.

valor por defecto: 0.0
p

N\

0—11

-3
[oe}

—

6—9

-
a \L
-
(==}

. J

Potencial ¢ (X1, X2, X3) representado como VDL

El rectdngulo exterior representa el diccionario, donde las claves de las entradas son los valores
de probabilidad y se dibujan como circulos. Las claves dan acceso a listas de indices, que vienen
representados como los rectdngulos con esquinas redondas que podemos localizar en el interior

del diccionario. Todos los indices aparecen y se separan mediante una flecha.

0

Algoritmo 2 (Acceso a indice en VDI) Dado un VDI, el algoritmo para acceder al valor cor-

respondiente a un indice dado | se describe en el siguiente Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Acceso al indice [ en VDI

1: funcion acceso
2 resultado = 0.0 > define el valor por defecto como "resultado”
3 para cada v (clave) en el conjunto de claves D hacer: > bucle sobre las entradas del diccionario
4 L, < D(v) > lista de indices para v
5 para cada p en Ly hacer: > bucle sobre la lista de indices
6 si p == [ entonces: > [ se incluye en L,
7 resultado = vy parar iteracion
8 fin condicion
9 fin bucle

10: fin bucle

11: devolver resultado

12: fin funcion
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Asumamos que 6 es el indice de ¢; buscado. El proceso de busqueda a través de las entradas
del diccionario continuara hasta encontrar la clave 0.8. El bucle interno (linea 5) itera sobre la
lista. Como se encuentra el indice 6, el resultado serd 0.8. En el caso de que la bisqueda falle,

sabremos que el valor por defecto 0.0 serd el resultado, como en el caso del indice 4.

Proposicion 4.2.4 (Espacio de memoria para un VDI que representa un potencial) Sea VDI,
la representacion dirigida por valor con valores del potencial ¢(X), donde |X| = N. Asumamos
que d representa el niimero de valores diferentes en el potencial (sin contar con el valor por
defecto). El niimero de indices para cada valor se denota como 11,19, ...,14. Entonces, la

memoria necesaria estimada se puede calcular mediante la Ecuacion 4.5:

d
memory(VDIy) = N - s, + ¢ + Saiet +d - (5§ + S1i5) + Z ij - S 4.5)
j=1

Los términos de la Ecuacion 4.5 consideran tamafos para: variables, el valor por defecto,
diccionario, valores, listas e indices. En VDI, el recurso de ahorro de memoria mayor se produce
al evitar el almacenamiento de valores repetidos, ya que todos los indices en los que los valores

distintos del valor por defecto aparecen deberdn almacenarse de manera explicita.

Ejemplo 37 Sea VDI, el potencial VDI del Ejemplo 36, con 6 valores diferentes que almacenar
en el diccionario y sea 0.0 el valor por defecto. Entonces, el diccionario almacena 6 pares y 6

listas con 11 indices. El coste de memoria puede calcularse usando la siguiente expresion:

memory(VDIy, ) = 35, + S§ + Sdict + 6 - (5§ + Stist) + 11+ s;

Usando los tamaiios de memoria que describimos en la Seccion 4.2.1, la cantidad de memoria
completa serd 410 bytes, algo menor a la alternativa VDG. Recordamos que los tamaiios de
memoria para las representaciones I1DA, PT, PPT y VDG son 262, 1000, 910 y 438 bytes

respectivamente.

Potenciales dirigidos por indices con pares

El problema para acceder a las estructuras dirigidas por valor es la necesidad de realizar una

iteracion doble. El proceso de buscar un indice objetivo, [, requiere iterar sobre la lista de entradas
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y sobre las listas asociadas (de granos o indices). Para evitar esta doble iteracién y hacer la
biisqueda més eficiente, se introducen nuevas estructuras cuya biisqueda se basa en los propios
indices. Este es el caso de las alternativas IDP e IDM.

Definicion 4.2.4 (Potencial dirigido por indices con pares) Sea ¢ un potencial definido sobre el
conjunto de variables aleatorias X. Un potencial dirigido por indices con pares para ¢, IDP,
es un par de vectores: V'y L. Los valores no repetidos en ¢ (excluyendo el valor por defecto 0.0)
se almacenan en V := {vg,v1,...,v4-1}. Sea ndy la representacion del conjunto de indices

que almacenan valores distintos al definido por defecto. El vector L se define como sigue:

L:={(i,75): ¢(x;) =vj, i €ndy} (4.6)

Por lo tanto, IDP se basa en dos componentes. En primer lugar, un vector que almacena los
valores (excluyendo el valor por defecto). Y en segundo lugar, un vector de pares (indice en el
potencial - indice en el vector de valores), donde el segundo indice del par es el que relaciona

cada indice con su valor.

Ejemplo 38 La representacion como IDP del potencial ¢1(X1, Xo, X3) definido en la Fig. 2.5

se muestra en la Figura 4.10.

valor por defecto: 0.0

0 1 2 3 4 5

V: 0102|05]081]09] 10

L: (0,0)](1,4)](2,2) [ (3,2) | (5,5) | (6,3) | (7,1)|(8,1)|(9,3)|(10,4) | (11,0)

Potencial ¢ (X1, X2, X3) representado como IDP.

Como hemos explicado, IDP utiliza dos vectores: V almacena los valores no repetidos (a
excepcion del definido por defecto, que en nuestro caso es 0.0); y L, que contiene los pares de
indices. Fijémonos, por ejemplo, en el valor 0.5 en ¢1(X1, Xo, X3), presente en los indices 2
y 3. Entonces, el vector de pares, L (parte inferior de Fig. 4.10), requiere dos pares para esta
relacion: (2,2) y (3,2). Ambos indican que los indices del potencial 2 y 3 almacenan el valor
disponible en V (2).
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Algoritmo 3 (Acceso a indice en IDP) Dado un potencial IDP, el algoritmo para acceder al

valor correspondiente a un indice dado | se describe en el siguiente Algoritmo 3.

Algoritmo 3 Acceso a indice [ en IDP

1: funcion acceso

resultado = 0.0 > define el valor por defecto como "resultado”
para cada par ¢ = (iy,iy) en L hacer: > bucle sobre el vector de pares L
si iy == [ entonces: > [ es encontrado; se almacena el valor en V (iy)

2
3
4
5: resultado = V (iy) y parar iteraciéon
6: fin condicion

7 fin bucle

8 devolver resultado

9

. fin funcion

Asumamos que 6 es el indice de ¢; que buscamos. Se busca el valor en L hasta llegar a la
posicion sexta (par (6, 3)). El valor a devolver se guarda en V'(3) y es 0.8. Si se busca el indice 4,

se devuelve 0.0 (por no encontrarse el indice).

Proposicion 4.2.5 (Espacio de memoria para un IDP que representa un potencial) Sea IDP
la representacion dirigida por indices con pares del potencial ¢(X), con |X| = N. Asumamos
que d representa el niimero de valores diferentes en el potencial (sin tener en cuenta el fijado por
defecto). El niimero de indices correspondientes con un valor distinto al de por defecto es p. La

cantidad de memoria necesaria para almacenarla sigue la siguiente expresion:

memory(IDPy) = N - s, + 8¢ +2 - Sqpr +d-5p+2-5;-D 4.7)

Los términos en la Ecuacién 4.7 consideran los tamafios de: variables, valor por defecto, ambos
vectores, valores y pares de indices. Esta representacion intenta usar estructuras simples y

favorece la bisqueda directa sobre indices mds que de valores.

Ejemplo 39 Sea IDP, el potencial IDP del Ejemplo 38 con 6 valores diferentes que almacenar
y con 0.0 como valor por defecto. Entonces, V almacena 6 valores y L 11 pares. El coste de

memoria puede computarse utilizando la siguiente expresion:

memory(IDPgy) = 3sy +5f +2- Sqrp +6-57 +11-2- 55
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Utilizando los tamaiios de memoria descritos en la Seccion 4.2.1, la cantidad de memoria total
serd de 326 bytes. Recordamos que los tamaiios de memoria para las representaciones 1DA, PT,
PPT, VDG y VDI son 262, 1000, 910, 438 y 410 bytes respectivamente.

Potenciales dirigidos por indices con mapas

Esta estructura pretende dar un paso mas para facilitar el acceso a la misma y lo hace utilizando

un diccionario cuyas claves son los indices.

Definicion 4.2.5 (Potencial dirigido por indices con mapas) Sea ¢ un potencial definido sobre X.
Entonces, un potencial dirigido por indices con mapas para ¢, IDM 4, consiste en un diccionario
D y un vector V. Los valores sin repetir de ¢ se almacenan en'V := {vg,v1,...,v4_1}. Las
entradas de D, < 1, j >, estdn formadas por indices de ¢ (claves) y los indices de V. Sea nd
la representacion del conjunto de indices que almacenan valores distintos del seleccionado por

defecto. Dada una entrada < i, j >, entonces: ¢(x;) = vjyi € ndy.

Ejemplo 40 En la Figura 4.11 podemos observar la representacion como IDM del potencial
¢1(X1, Xo, X3) definido en el Ejemplo 15.

valor por defecto: 0.0

o

0.1 0

0.2 1

0.5 2

3

0.8 3

0.9 4

Potencial ¢,

—~

X1, X5, X3) como IDM.
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El diccionario D se representa en la parte de la izquierda de Fig. 4.11 y el vector de valores V
se encuentra en la parte de la derecha. Las claves en D se dibujan como circulos y dan acceso a

los indices de V' (cajas asociadas a las claves).

O

Algoritmo 4 (Acceso a indice en IDM) Dado un potencial IDM, el algoritmo para acceder

al valor correspondiente a un indice dado | se describe en el siguiente Algoritmo 4.

Algoritmo 4 Acceso a indice [ en IDM

1: funcion acceso

2 resultado = 0.0 > defince el valor por defecto como "resultado"
3 entrada(< 1,5 >) < D(I) > busca [ en el diccionario
4 si entrada != nulo entonces: > el diccionario contiene [ como clave
5: resultado < V (j)

6 fin condicion

7 devolver resultado

8

. fin funcion

Asumamos que el indice que buscamos en ¢; es el 6, puesto que es una clave vélida, la entrada
< 6,3 > serd la que se recupere. El valor a devolver se almacena en V'(3) = 0.8. Si se busca el

indice 4, entonces se devolvera 0.0 (ya que es el indice que no estd presente en D).

Proposicion 4.2.6 (Espacio de memoria para un IDM que representa un potencial) Sea IDM
la representacion dirigida por indices con mapas del potencial ¢(X),con|X| = N. Asumamos
que d representa el niimero de valores diferentes en el potencial (sin contar el valor seleccionado
por defecto) y p es el niimero de indices que almacenan valores distintos del seleccionado por

defecto. La cantidad de memoria requerida puede estimarse mediante la siguiente ecuacion:

memory(IDM¢) =N-s,+ Sf + Sdict + Sarr + d- sf+ 2:p-s; (4.8)
Los términos de la Ecuacién 4.8 representan tamafios de: variables, valor por defecto, diccionario,
vector de valores, valores distintos e indices en las entradas del diccionario.

Ejemplo 41 Sea IDM, el potencial IDM del Ejemplo 40 con 6 valores distintos que almacenar
v 0.0 de valor por defecto. Por tanto, el vector de valores contiene 6 elementos y el diccionario

contiene 11 entradas. El costo computacional puede calcularse como:
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memory(IDMy) = 38, + 5§ + Sdgict + Sarr +6-5p+2-11-5;

Considerando los tamarios especificos detallados en la Seccion 4.2.1, el tamaiio de memoria total
es de 374 bytes. Recordamos que los tamarios de memoria para las representaciones 1DA, PT,
PPT, VDG, VDI e IDP son 262, 1000, 910, 438, 410 y 326 bytes respectivamente.

Experimentacion sobre ahorro de espacio
Ejemplo de caso extremo

Consideremos un ejemplo de uso de las estructuras que representan un potencial con caracteris-
ticas extremas, ya que sélo contiene tres valores de probabilidad distintos (0.0, 0.5, y 1.0) y
muchas repeticiones de uno de esos valores (0.0, el elegido por defecto con una ocurrencia del
70%). Este potencial tiene 1024 valores posibles, con 5 variables aleatorias en su dominio de 4
estados cada una. Los valores se generan aleatoriamente. Hemos considerado 10 potenciales
aleatorios con estas caracteristicas para obtener una idea mds fiable del comportamiento de
las representaciones. Compararemos los espacios de memoria para las tres representaciones
alternativas de potenciales 1DA, PT y PPT; y para las cuatro que acabamos de definir en esta
memoria: VDG, VDI, IDP e IDM. Las representaciones 1D Ay PT son independientes de los
valores especificos y necesitan tamafios de memoria de 8574 y 53816 respectivamente. Los
resultados obtenidos para el resto de representaciones se muestran en la Tabla 4.1; pese a que
los tamafios de 1DA y PT se mantienen constantes, hemos decidido afiadirlos para facilitar la
comparacién visual. El valor de la representacién menor para cada potencial (que resulta ser el

de VDI en todos los casos) se podrd observar en color rojo.

En todos los potenciales aleatorios, el nimero de valores distintos del cero (el fijado por defecto)
varfan de 156 a 222 (observable en la tltima fila de la Tabla 4.1) y la mayor secuencia de valores
repetidos es de 2. Pese a que podrian obtenerse mejores resultados en los casos en los que
la secuencia de repeticién fuese mayor (al menos con la representacion VDG), los resultados
muestran grandes ahorros de espacio en memoria en comparacion con las representaciones PT
y PPT, para los que la opcién VDI supone un ahorro de entre 96% y 98%. Como dijimos, la
representaciéon 1DA es bastante eficiente, atn asi, todas las estructuras VBPs requieren un menor

espacio en memoria, proporcionando ahorros de entre 84% y 87% con respecto a 1DA.
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iteracion 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1DA 8574 | 8574 | 8574 | 8574 | 8574 | 8574 | 8574 | 8574 | 8574 | 8574

PT 53816 | 53816 | 53816 | 53816 | 53816 | 53816 | 53816 | 53816 | 53816 | 53816

PPT 39090 | 38332 | 37658 | 38396 | 40946 | 38910 | 42610 | 38120 | 42706 | 38544

VDG 1822 1814 1670 1774 1934 1854 1990 1734 | 2030 1694

VDI 1206 1210 1110 1190 1310 1218 1346 1166 1374 1194

IPD 1862 1870 1670 1830 | 2070 1886 | 2142 1782 | 2198 1838

IDM 1910 1918 1718 1878 | 2118 1934 | 2190 1830 | 2246 1886

valores 180 166 156 176 206 183 215 170 222 177

Tamafios de memoria para 10 representaciones de potenciales aleatorios con valores extremos.

Operaciones con VBPs

Ya vimos en la introduccién a potenciales (Sec. 2.4.1) las definiciones de las operaciones de

marginalizacién y combinacién. Recordemos ambos conceptos.

Si ¢ es un potencial definido sobre un conjunto de variables aleatorias X; y dado Z C X, entones

la marginalizacién de ¢ a Z se computa mediante la siguiente férmula:

PPx)= ) ¢(z), VzeQg (4.9)

xtZ=z
donde x*% denota la proyeccién de configuraciones x sobre Z.

Dados dos potenciales ¢1(X) y ¢2(Y), la combinacién de ambos es el potencial denotado como

1 ® @2, que queda definido sobre Z = X U Y y se calcula mediante la ecuacion:

b1 ® ¢a(z) = ¢1(2"X) - 2(2"Y), VZeEXUY (4.10)

Seria ideal disponer de operaciones que saquen provecho de las ventajas que las nuevas repre-
sentaciones VBPs ofrecen, ya que el objetivo de parte de nuestro estudio consiste no sélo en
definir estructuras mas compactas, sino investigar cémo se comportan en las tareas de inferencia
con RBs. Procedemos a introducir una primera aproximacion de cémo podrian realizarse las
operaciones bdsicas de marginalizacién y combinacién sobre las estructuras VBPs que acabamos
de definir. Hemos desarrollado algoritmos simples y directos para ambas operaciones (marginal-

izacién Alg. 5 y combinacién Alg. 6). Estos algoritmos se basan en el acceso a los valores de los
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potenciales (operaciones definidas en los Algoritmos 1, 2, 3 y 4), por lo que la operacion de acceso
es extremadamente importante. Puesto que la correspondencia entre indices y configuraciones es
uno a uno, podemos referirnos indiferentemente a ellos (e.g., el indice [ en Z corresponde con la

configuracion z;).

Algoritmo 5 (Marginalizacion en VBPs) Sea V BP,(X), un potencial expresado en su alter-
nativa VBP definido sobre el conjunto de variables X, y sea’Y € X. El método a seguir para
marginalizar' Y de V B Py se describe en el Algoritmo 5. Notamos que el mismo algoritmo puede

usarse para todas las alternativas VBP.

Algoritmo 5 Marginalizacion de Y de V BP;(X)

1: funcion marginalizar

2 Z=X\Y > crea el dominio del resultado
3 crea VBPy, (Z) > crea potencial resultante vacio
4 paracadal ={0...k}, k = |Qz| — 1 hacer: > bucle sobre los indices V BPy(Z)
5 para cada y € ()y hacer:

6: Xpy leY:y > obtenemos configuracion x;,, compatible con z;
7 Vi < VBPy(xyy) > valor en V BP,(X) para x;,,
8 fin bucle

9 VBP, (1) « Yyeq, Viy

10: fin bucle
11 devolver VBP,, (Z)
12: fin funcion

El Algoritmo 5 elimina la variable Y del potencial V' B P4(X). En las lineas 2 y 3, el dominio del
potencial final Z = X'\ Y se usa para crear el potencial final, que serd inicialmente vacio. La
linea 4 itera sobre los indices V B Py, (Z). Asumamos que [ se corresponde con una configuracién
especifica de variables en Z (denotada por z;). Los indices compatibles x; se refieren a las
configuraciones producidas al completar z; con los valores posibles de Y. Esta operacién es la
que vemos en la descripcién del Algoritmo 5 como ZZTY. El bucle interno (lineas 5 a 8) iteran

sobre los valores de Y. La suma de vy, valores se asigna al potencial resultante (Iinea 9).

Algoritmo 6 (Combinacion de VBPs) Dados dos potenciales definidos sobre los conjuntos de
variables X e Y respectivamente, expresados en sus alternativas VBP, V BP,, (X) y V BPy,(Y),
el método para combinar ambos potenciales se presenta en el Algoritmo 6. De la misma manera
que ocurre con el Algoritmo 5, el método que definimos a continuacion puede aplicarse para

cualquier alternativa VBP.
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Algoritmo 6 Combinacién de VBP; (X)y VBP;,(Y)

1: funcion combinar

2: 7Z=XUY > crea el dominio del resultado

3: crear VBPy, (Z) > crea potencial resultante vacio

4: paracadal ={0...k}, k = |Qz| — 1 hacer: > bucle sobre los indices V BP;(Z)

5: v; < 0.0

6: X] zl¢X > proyeccién del indice z; sobre X

7: v1 < VBPy, (x) > valor en V BPy, (X) para x;

8: si v1 # 0.0 (valor por defecto) entonces:

9: y; — sz > proyeccion del indice z; sobre Y
10: vg <= VBPy,(y;) > valor en V BPy,(Y) paray,
11: si vy # 0.0 entonces:

12: v =102
13: fin condicion
14: fin condicion

15: VBP(j)T (Zl) — U
16: fin bucle

17: devolver VBP,, (Z)
18: fin funcion

El Algoritmo 6 combina dos potenciales, V BPy, (X)y V BPy,(Y). Lalinea 2 genera el dominio
Z como Z = XU Y. Este es el dominio del potencial V BPy, (Z) que deberd ser devuelto.
La linea 4 itera sobre los indices V BPy, (Z). Sea [ el indice a considerar (que se corresponde
con una configuracion dada z;). El valor que se asignard a [ se inicializa a 0.0 (linea 5). La
configuracién z; necesitard ser proyectada en V BP,, (X) (linea 6) y V BP,,(Y) (linea 9). Estas
operaciones se notan por zfx y zliY, y comprenden borrar de z; aquellos valores de las variables
que no pertenecen a X e Y respectivamente. El indice de la configuracion x; se usa para obtener
v1 (linea 7). Si vy es 0.0, entonces es seguro que v; = 0.0, por tanto, no se necesitan mas
operaciones. En otro caso, serd también necesario acceder a V B Py, (y;) (linea 10). Finalmente,

vy se asigna a V BPy (Z) en la linea 15.

Evaluaciéon empirica

Para evaluar las capacidades de las representaciones VBPs en comparacién con las anteriores

alternativas de representacion de potenciales (1DA, PT y PPT), hemos utilizado dos conjuntos de
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4.2.4

redes Bayesianas. El primero de los conjuntos es parte del repositorio de bnlearn [174, 175] y el
segundo de las competiciones UAI ([196, 197]). Los experimentos se organizan en tres bloques
diferentes: comparacién de tamafios de memoria (Sec. 4.2.4), tiempo de acceso (Sec. 4.2.5) y
tiempo de cédlculo de distribuciones posteriores utilizando el algoritmo de eliminacién de variables
(VE) [62, 182, 211] (Sec. 4.2.6).

Las representaciones que se han comparado en los experimentos son:

* 1DA, PT, PPT, VDG, VDI, IDP e IDM para tamafios de memoria y comparaciones en
tiempo de acceso sobre las redes de ambos recursos bnlearn y UAIL

* 1DA, PT, VDI e IDM para célculos a posteriori con las redes de UAL

Estudio de las caracteristicas de las redes Bayesianas

En las siguientes Tabla 4.2 y Tabla 4.3 hemos recopilado alguna informacién basica sobre las redes
Bayesianas usadas en la experimentacion, provenientes de bnlearn y de UAI respectivamente,
comprendiendo: nombre de la red, nimero de nodos, nimero de arcos, nimeros minimo, medio
y maximo de estados de las variables, y nimero completo de pardmetros para cuantificar la
incertidumbre en las redes. Las redes se han ordenado en cada tabla de manera ascendente
por nimero de pardmetros. Podemos observar que las redes del conjunto UAI requieren mas

pardmetros que las de bnlearn.

Comparacion de tamanos de memoria

Vamos a proceder a comparar los tamafios de memoria necesarios para representar las RBs que
acabamos de introducir. Para ello, convertimos los potenciales de las RBs a las representaciones
alternativas VDG, VDI, IDP e IDM, y hacemos la comparacién de espacio con respecto a 1DA,
PT y PPT. El tamafio de memoria que utiliza 1DA se toma como referencia y no aparece en la
tabla. Dada una determinada red, sea mjp 4 el espacio de memoria para la representaciéon 1DA y
Myep €l tamafio de memoria para una representacion diferente. El valor s incluido en las celdas

de la tabla y que representa el porcentaje de ganancia (o pérdida) de rep es calculado como:

100
s=Tre* 0 00 4.11)
mibpA
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red nodos | arcos | min. est. | med. est. | max. est. | pardmetros
cancer 5 4 2 2 2 10
asia 8 8 2 2 2 18
survey 6 6 2 2.33 3 21
sachs 11 17 3 3 3 178
child 20 25 2 3 6 230
alarm 37 46 2 2.83 4 509
win95pts 76 112 2 2 2 574
insurance 27 52 2 3.29 5 1008
andes 223 338 2 2 2 1157
hepar2 70 123 2 2.31 4 1453
hailfinder 56 66 2 3.98 11 2656
pigs 441 592 3 3 3 5618
water 32 66 3 3.625 4 10083
link 724 1125 2 2.53 4 14211
muninl 186 273 2 5.33 21 15622
munin2 1003 | 1244 2 5.36 21 69431
munin3 1041 | 1306 2 5.38 21 71059
pathfinder | 109 195 2 4.11 63 72079
munin4 1038 | 1388 2 5.44 21 80352
munin 1041 | 1397 2 543 21 80592
barley 48 84 2 8.77 67 114005
diabetes 413 602 3 11.34 21 429409
mildew 35 46 3 17.6 100 540150

Caracteristicas de las redes Bayesianas estudiadas del repositorio bnlearn
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red nodos | arcos | min. est. | med. est. | max. est. | pardmetros
BN_76 | 2155 | 3686 2 7.01 36 627298
BN_87 422 867 2 2 2 933776
BN_29 24 30 10 10 10 1132080
BN_125 50 375 2 2 2 2117680
BN_115 50 375 2 2 2 2285616
BN_119 50 375 2 2 2 2410544
BN_121 50 375 2 2 2 2564144
BN_123 50 375 2 2 2 3249200
BN_27 | 3025 | 7040 3 6 10 3698565
BN_117 50 375 2 2 2 4003888
BN_22 | 2425 | 4239 2 18.743 91 4073904
BN_111 50 375 2 2 2 4238512
BN_109 50 375 2 2 2 4581936
BN_113 50 375 2 2 2 4669488
BN_20 | 2483 | 5272 2 18.92 91 5009364
BN_107 50 375 2 2 2 5154864
BN_105 50 375 2 2 2 6431792

Caracteristicas de las redes Bayesianas estudiadas de las competiciones UAI.

Esto quiere decir que un valor negativo para s indica que rep requiere menos espacio de memoria

que 1DA. Por el contrario, los valores positivos indican un mayor consumo de memoria.

Tamafios de memoria para las redes Bayesianas de bnlearn

Los resultados para este conjunto de redes se presentan en la Fig. 4.12.

Sobre los resultados podemos comentar:

* Las representaciones PTs y PPTs siempre van a requerir un mayor espacio de memoria
que su respectiva 1DA. Ambas representaciones ocupan tamafios de memoria similares,
a excepcion de la red win95pts. Esta red en concreto presenta muchos potenciales con
valores repetidos para los que la operacién de poda reduce el nimero de nodos hojas de

manera substancial, y como consecuencia el espacio de memoria necesario disminuye.

» Para la mayoria de las redes, la representacion mds competitiva es IDP. Para el caso de
redes con un nimero de pardmetros menor a 8427 (desde la red cancer hasta la hailfinder),
IDP necesita mds espacio de memoria que 1DA, pero para el resto de casos, IDP ofrece

un rango de ahorro de memoria entre el —6.31% y el —90.25%. La red barley es una
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149.35 149.35 98.70 88.31 36.36 67.53 |cancer 400
161.31 154.61 76.79 67.86 27.38 55.95 |asia 300
184.01 184.01 112.50 98.90 40.44 66.91 survey
291.77 283.59 129.22 108.44 38.07 51.65 |sachs 200
242.25 239.06 83.37 63.31 30.77 47.78  |child 100
272.07 266.47 40.74 29.85 20.23 35.88 |alam
412.49 24547 21.32 21.89 9.40 26.76  |winssps  °
329.88 327.65 51.07 27.94 9.45 17.47  |insurance
343.07 342.14 171.08 143.23 58.86 70.45  |hepar2
312.66 303.61 49.52 33.63 18.27 38.20 |andes
340.31 337.86 45.20 14.13 9.86 16.96 |hailfinder
264.54 264.54 11.32 3.79 -6.31 9.58 |pigs
390.78 390.58 27.39 4,57 -23.36 -22.01 |water
263.39 261.70 10.99 -5.66 -27.12 2223 |munini
322.50 317.04 -19.18 -26.98 -30.53 -18.11  |link
241.63 240.63 25.95 8.53 -20.87 -14.97  |munin2
238.27 237.85 28.34 10.80 -20.04 -14.06  [munin3
429.55 370.87 -48.60 -63.05 -40.49 -39.84 [pathfinder
252.88 251.91 18.81 1.55 -24.04 -18.72  |munin4
254.53 250.29 17.31 0.34 -24.25 -18.95 |munin
230.45 228.87 59.95 35.08 28.25 28.47 |barley
167.13 167.13 -63.48 -74.85 -71.08 -70.56 |diabetes
112.44 112.43 -84.86 -88.29 -90.25 -90.21 |mildew

PT PPT VDG VDI IDP IDM

Tamafos de memoria para las redes de bnlearn.

excepcion, ya que los potenciales en esta red tienen secuencia de repeticién de pocos
indices. Por ejemplo, el potencial de la variable jordn tiene 4752 valores posibles, pero
sélo 4 son diferentes, por lo que podria parecer 16gico que se produjera ahorro de energia.
Sin embargo, las secuencias se producen de manera que PPT no puede sacar provecho. Por
esta razén, VDG necesitard un gran nimero de granos para quedar determinada. Ademas,
los potenciales tienen pocos ceros, por lo que hay muchos indices que almacenar. En
estos casos, seria apropiado modificar el valor por defecto para que fuese el mas repetido,
en lugar de considerar 0.0 sistemdticamente, pero esto complicaria las operaciones de

combinacién y marginalizacion.

Los ahorros mds importantes se producen en las redes diabetes y mildew. En el caso
de estas dos redes hay muchos potenciales con alto indice de repeticion de valores. En
diabetes hay 25 potenciales con 7056 parametros, pero sélo 44 valores distintos. Ocurre de
manera similar en mildew, donde por ejemplo encontramos un potencial con 39040 valores
de probabilidad con 1756 de ellos distintos; y otro potencial con 201300 parametros y
4508 valores distintos. Para estos potenciales, los valores repetidos no pueden unirse en las

representaciones PPTs.
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* VDI es la mejor representacion para pathfinder y diabetes. Esto puede explicarse por

el bajo nimero de valores distintos en comparaciéon con el nimero de parametros. En

pathfinder, un potencial con 8064 parametros necesita sélo 29 valores distintos.

Tamaios de memoria para las redes Bayesianas de las competiciones UA/

Los resultados para este conjunto de redes se presentan en la Fig. 4.13.

210.44 210.38 -80.23 -84.52 -82.66 -80.73
227 -46.94 0.42 0.69

88.54 38.56 29.51 29.53
299.32 249.39 99.78 99.79

299 21 24927 99.74 99.75

299.23 249.29 99.74 99.76

299.17 249.23 99.73 99.74

298.86 248.90 99.62 99.63

94.03 -45.88 1.10 1.58
298.86 248.90 99.62 99.63

-68.22 -72.50 -80.49 -80.14
30.29 6.10 -12.55 -12.54

30.43 6.21 -12.50 -12.49

30.38 6.18 -12.51 -12.50

-65.97 -70.43 -79.32 -78.99
30.34 6.12 -12.53 -12.53

30.36 6.14 -12.53 -12.52

PT PPT VDG VDI IDP IDM

Fig. 4.13: Tamanos de memoria para las redes UAL

Sobre los resultados podemos comentar:

BN_76
BN_87

BN_29

BN_125
BN_115
BN_119
BN_121
BN_123
BN_27

BN_117
BN_22

BN_111
BN_109
BN_113
BN_20

BN_107
BN_105

1000
800
600
400
200

» Los porcentajes para las representaciones alternativas PTs y PPTs estdn siempre por encima

del 200%, a excepcién de BN_27. Esta red presenta una diferencia importante entre
PT (488%) y PPT (—95.55%). De hecho, PPT es la representacion que mejor resultado
produce, pero VDG ofrece un ahorro de memoria similar. Esta red tiene 1005 potenciales

con 3645 pardmetros, pero sélo un valor (de hecho, PPTs s6lo tiene un nodo hoja).

* IDP es la mejor representacion para la mayoria de las redes, con ahorros significativos
para BN_76, BN_22, y BN_20; y ahorros moderados para BN_111, BN_109, BN_113,

BN_107, y BN_106. Para el resto de redes, se presentan como la mejor alternativa, tras

1DA.

* Todas las representaciones que hemos presentado ofrecen ser una alternativa competitiva

frente a PTs y PPTs. En general, los ahorros més significativos se producen cuando el
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nimero de pardmetros es alto, donde las representaciones eficientes son primordiales para

aplicar algoritmos de inferencia.

Tiempo de acceso

Al tratar con modelos complejos, se asume que los modelos alternativos implicardn un mayor
tiempo de coémputo (en compensacién por el ahorro de memoria). Puesto que las representaciones
que necesitan largos tiempos de cdmputo son poco préicticas, la eficiencia de acceso a los valores
de los potenciales es un requisito indispensable. Por esta razén, hemos basamos parte de nuestra
experimentacioén en probar qué tal se comportan las alternativas VBP en este aspecto. Hemos
seleccionado de manera aleatoria 10000 pares (potencial, indice), utilizando el mismo conjunto
para todas las representaciones de cada red. En las Tablas 4.14 y 4.15 se muestran los resultados
con tiempos en milisegundos. Al final de cada columna podemos ver con qué representacion
(1DA, PT, ...) se corresponde.

Para hacer una estimacion fiable de los tiempos de acceso, hemos utilizado la biblioteca Scalame-
ter [172]. Esta herramienta permite configurar los experimentos de medida de tiempo asegurando
que la maquina alcance un estado estacionario (después de una fase de calentamiento); después de

€s0, repite varias veces el procedimiento de interés y finalmente informa del tiempo promedio.

Tiempos de acceso en las redes de bnlearn

En la siguiente Fig. 4.14 presentamos los tiempos de acceso obtenidos para las redes pertenecientes
al repositorio bnlearn. Estos resultados muestran que la alternativa IDM es la mds competitiva,
con tiempos similares a IDA. Los tiempos de acceso para el resto de representaciones son en la
mayoria de los casos menores que los requeridos para las representaciones PT y PPT, a excepcion
de barley y mildew. Para estas redes, el ahorro de espacio de memoria implica una estructura

mads compleja que requiere tiempos de acceso mds prolongados.

Tiempos de acceso en las redes de UA/

En la Fig. 4.15 podremos observar los tiempos de acceso obtenidos para las redes UAI. En este
conjunto, IDM vuelve a ser la representaciéon mds ventajosa, de nuevo con tiempos similares

a 1DA. En estas redes complejas, para las que VBPs ofrecen reducciones significativas en el
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80.23 185.30 191.69 103.27 81.59 81.37 80.33
80.14 191.56 193.11 120.11 81.57 81.40 80.51
80.11 191.88 192.26 139.74 82.32 81.58 80.34
84.31 201.43 200.16 88.12 152.50 86.64 84.85
84.37 203.67 202.61 158.12 86.86 87.05 85.05
82.32 201.85 207.13 135.98 87.07 87.56 85.49
81.43 202.33 203.20 125.04 87.89 88.22 86.46
84.67 210.76 205.57 90.00 143.92 88.90 85.29
81.26 205.67 211.07 93.00 186.39 149.86 86.32
86.01 208.47 206.46 128.51 92.35 92.79 91.23
80.98 200.34 208.40 144.50 138.83 195.80 85.97
93.17 200.01 201.96 100.76 99.86 100.47 98.79
80.64 196.65 203.51 218.65 159.43 166.19 85.47
86.19 194.50 192.43 102.61 177.59 127.41 90.29
102.17 217.49 208.57 110.02 108.04 109.95 107.76
111.52 198.04 184.45 172.79 153.92 169.81 117.50
112.97 201.51 196.53 177.70 169.53 169.66 118.90
83.46 163.16 162.41 128.73 145.64 213.23 88.15
114.93 212.08 216.38 166.33 144.81 174.60 118.59
112.82 221.60 214.37 173.61 152.52 173.87 119.05
80.60 169.13 152.91 341.94 366.37 86.18
92.42 145.48 149.97 184.06 180.03 168.23 98.21
82.15 132.21 122.57 376.68 318.27 298.26 85.47
1DA PT PPT VDG VDI IDP IDM

Tiempos de acceso para las redes de bnlearn.

cancer
asia
survey
sachs
child
alarm
win95pts
insurance
hepar2
andes
hailfinder
pigs
water
munini
link
munin2
munin3
pathfinder
munin4
munin
barley
diabetes
mildew

w400
350
300
250
200
150
100

espacio de memoria, las estructuras V DG, V DI e I D P necesitan un tiempo de acceso mayor.

Este hecho es especialmente relevante para las alternativas cuya bisqueda es dirigida por valor

(VDG y VDI).

Tiempo de calculo de distribuciones a posteriori utilizando el

algoritmo VE

A continuacién, estudiaremos los tiempos de computo requeridos para obtener la distribucion a

posteriori de 10 variables seleccionadas aleatoriamente (usando el algoritmo de eliminacién de

variables (VE)) de cada red bnlearn, y utilizando los algoritmos de marginacién y combinacién

descritos anteriormente. Los experimentos se han limitado a las redes bnlearn porque para la

mayoria de las redes UAI, los cdlculos con 1DA, PT y PPT exceden la capacidad de memoria de

la computadora utilizada para este trabajo experimental.

En cualquier caso, es importante destacar que el objetivo de estos experimentos es tener una idea

global del comportamiento de las estructuras VBP. Una linea de trabajo futura serd la realizacién

de implementaciones de las operaciones de marginacién y combinacidn, teniendo en cuenta las

propiedades especiales de cada representacion.
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154.14 191.86 192.61 209.16 175.00 188.44 174.74 |BN_76
95.77 144.29 133.81 243.29 206.96 485.75 89.49 BN_87 15000
84.88 106.60 116.61 4981.93 4068.71 5569.48 85.42 BN_29
85.41 223.65 227.75 9843.88 9354.15 4515.37 115.40 |BN_125 = 10000
85.45 183.66 168.31 10921.45 10550.74 5028.24 86.39 BN_115
85.33 144.45 138.25 10440.35 9222.65 4640.05 86.14 BN_119 5000
85.46 144.02 141.79 12378.30 10439.09 5782.90 86.45 BN_121
85.32 148.88 161.15 13518.58 12811.29 6856.87 86.31 BN_123
198.96 213.17 249.33 257.38 187.09 362.90 137.23  |BN_27
85.28 180.07 187.33 18970.51 15463.65 8602.86 86.08 BN_117
187.97 141.40 144.54 194.30 246.33 189.03 122.83 |BN_22
85.39 222.55 225.89 9683.49 8955.63 5577.46 85.79 BN_111
85.33 142.11 149.75 9743.39 9087.85 5757.92 132.04 |BN_109
85.39 144.49 152.26 12387.95 8895.18 6372.12 105.94  |BN_113
211.16 154.88 156.08 167.42 185.23 239.19 128.23 |BN_20
85.41 185.18 173.14 12255.72 10530.21 6452.88 85.91 BN_107
85.40 142.99 160.58 13998.57 13033.97 8379.92 86.35 BN_105
1DA PT PPT VDG VDI IDP IDM

Tiempos de acceso para las redes de UAL

Hemos seleccionado una alternativa para cada categoria: VDI para la aproximacién basada en
valores e IDM para el enfoque basado en indices. Estas dos representaciones muestran la mejor
compensacién entre el uso de la memoria y los tiempos de acceso dentro de su categoria. Se
comparan con 1DA y PT (cuando se usan arboles, no hay mucha diferencia entre PT y PPT
en general). Hemos utilizado la biblioteca Scalameter para medir los tiempos de cédlculo. Los
resultados de esta seccion se presentan en la Fig. 4.16, donde en la dltima fila de cada columna

observamos el tipo de representacién a la que se asocian los resultados.

A la vista de estos resultados, se observa que la inferencia con PT muestra la mayor eficiencia.
Esto se debe a las implementaciones especificas de las operaciones de marginacién y combinacién
en PTs [170], y el hecho de que se trata de una implementacién recursiva. Cabe sefialar que
para algunas de las redes UAI, la ejecucion del algoritmo produce un error de desbordamiento de
pila al generar PTs con muchas variables. En estos casos, la evaluacién con 1DA también falla

produciendo errores de falta de memoria.

También se observa que, en la mayoria de los casos, los tiempos para IDM son similares a
los de 1DA. Esto es notable y sugiere que implementaciones mas refinadas de las operaciones
de marginacién y combinacion, ajustadas a su estructura, mejorardn los tiempos de cdlculo
actuales. Las implementaciones mds eficientes de estas operaciones deberian tratar de evitar iterar
sobre todos los indices del potencial resultante, utilizando en su lugar s6lo aquellos que estdn

almacenados. Para algunas redes, esto puede ofrecer reducciones de tiempo significativas.
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12000

1.60 0.47 0.97 1.29  |cancer
1.84 219 1.60 151  |asia 10000
1.57 0.52 1.42 1.27 survey 8000
5.74 1.22 5.34 417 |sachs 6000
3.58 1.58 4.36 4.07 |chid 4000
10.91 4.87 15.45 13.29 |alarm

4.60 3.29 5.09 485 |wingspls 2000
21.68 5.01 30.78 17.83 |insurance

14.54 8.31 12.53 16.39 |hepar2

46.87 24.87 36.04 3425 |andes

21.87 7.55 50.47 20.77 |hallfinder

49.85 42.20 41.73 46.55 |pigs
3965.73 | 249.52 | 5932.28 | 1120.53 |water

54.75 17.79 | 104.08 | 60.12 |munint

139.74 | 121.00 | 141.60 | 144.76 |ink

183.35 | 192.84 | 208.69 | 202.05 |munin2

21449 | 194.18 | 195.84 | 216.74 |munin3

18.24 5.31 36.65 13.92 |pathfinder
34258 | 206.08 | 646.60 | 380.25 |munind

231.36 | 20552 | 257.04 | 22519 |munin

1237.16 | 58.86 | 9599.25 | 2435.81 |barley
2067.32 | 615.03 | 12116.15| 3647.13 |diabetes

66.68 7.35 363.57 | 54.98 |mildew

1DA PT VDI IDM

Tiempos de EV para las redes de bnlearn
4.3 Aproximacion de VBPs

Una vez definidas las estructuras VBPs y a la vista de la evaluacién empirica realizada, nos
preguntamos cémo seria posible modificar estas estructuras de manera que permitan evaluar
modelos més complejos. En esta seccidon presentamos el siguiente paso, el de la aproximacion
de las mismas. Ya vimos en la Seccién 4.1, cémo se realizaba la operacién de poda (pruning)
en drboles de probabilidad (PTs), dando lugar a los llamados drboles de probabilidad podados
(PPT); asi como las ventajas que esta operacion ofrecia en cuanto a ahorro de espacio de memoria.
Por otro lado, la operacién de aproximacion de PTs es computacionalmente muy costosa, ya
que es necesario determinar el grado de informacidn de cada variable para asegurar que las mas
informativas aparezcan lo més cerca posible de la raiz. Esto asegura que los valores almacenados
en las hojas del arbol sean los mas similares y, por lo tanto, la pérdida de informacién sea menor

cuando se reemplazan varios valores por su valor promedio.

En esta seccion vamos a definir un procedimiento muy sencillo para aproximar VBPs, junto
con su justificacién tedrica. De las cuatro alternativas VBPs que hemos presentado (VDG, VDI,
IDP e IDM), en esta parte de la memoria nos centraremos en potenciales dirigidos por valores
con indices (value-driven with indices - VDI) y definiremos el algoritmo sobre ellos, aunque

de manera anéloga podria definirse sobre cualquiera de las otras tres alternativas. Ademads de
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la definicion del algoritmo, posteriormente procederemos a aplicarlo a un conjunto de redes
Bayesianas, para estimar asi el comportamiento del mismo y dar una idea mediante ejemplos
reales de cdmo otros podrian beneficiarse de las VBPs de manera similar.

Idea intuitiva

Recordamos, que intuitivamente podemos visualizar el conjunto de valores como algo similar a
un conjunto de Venn, en el que los valores de probabilidad aparecen convenientemente ordenados
y situados junto con los indices relacionados con dicho valor, tal y como ya presentamos en la
Fig. 4.7. De este modo, al aproximar las estructuras VBPs, uniremos esos valores de probabilidad

para conseguir una estructura de menor tamafio.

El proceso de aproximacion serd iterativo, donde en cada iteracion se unirdn los dos valores que
supongan la menor pérdida de informacién posible. Asi, en cada paso, obtendremos un nuevo
VBP aproximado que no contendra los dos valores de probabilidad a aproximar y en su lugar
aparecerd un unico valor "unién". Este nodo aproximado contendra como valor de probabilidad a
la media ponderada de los dos iniciales; y como indices asociados, a la unién de los dos conjuntos.
Mostramos en la siguiente Fig. 4.17 cdmo sucederia con la primera iteracién para el ejemplo
de potencial VBP que venimos estudiando. En la figura de la izquierda tenemos el diagrama
que corresponderia al potencial original y en la parte derecha podemos ver cémo se combinan

los valores 0.9 y 1.0 para dar lugar a uno nuevo 0.93 (resultado de la media ponderada de los

0.9%2+1.0x1
2+1

El resto de la estructura permanece como se encontraba al inicio de la iteracion.

anteriores 0.93 = ), al que se le asignan los indices de los dos nodos unidos (1, 5, 10).

valor por defecto = 0.0 valor por defecto = 0.0

ar x> Bl <> <>
Coo .10 K10

Fig. 4.17: Idea visual del potencial ¢ (X1, X2, X3) agrupando valores de probabilidad, junto con lo que
resultaria en la primera de las iteraciones al aplicar el algoritmo de aproximacién sobre el
mismo potencial.
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4.3.2 Algoritmo

El método para aproximar un potencial dado ¢ : Qx — Rg va a ser explicado considerando
potenciales representados como VDI, por ser una estructura més simple, pero la aplicacion practica
seguiria la misma idea para cualquier otra alternativa (como IDP, por ejemplo). Denotamos el
potencial en su forma VBP para ser aproximado como V. Supongamos que almacena n valores
diferentes, indicados como vy, v, ..., v, en orden creciente de valor. Como mencionamos
en nuestra descripcion de VBPs, cada valor diferente v; sélo se almacena una vez, pero la
informacién sobre el conjunto de indices (o configuraciones) correspondientes a cada v; queda
almacenada. Notamos como S; al conjunto de indices de v;, con n; = [S;| (lo que significa que

n; es el nimero de configuraciones en S;).

Definicion 4.3.1 (Operacion de reduccion) El sistema bdsico de aproximacion consiste en
reducir el niimero de valores aplicando una operacion de reduccion. Esta operacion reemplaza
dos valores consecutivos, v; y vi+1, por su media ponderada. La reduccion generalmente se

puede describir usando la siguiente notacion:

* v, y vy serdn los valores a reducir, donde S, y Sy son respectivamente los conjuntos de

indices asociados. Notamos ademds ng, = |Sq| y np = |Sp|-

* v, es el nuevo valor que reemplaza a v, y vy, con Sy = Sq U Sy y n, = |S,|. Este valor

uede computarse como:
p P Ng * Vg + Np - Vp

Vp =
Ng + Ny

» Es importante observar que esta operacion no modifica la suma total de los valores de los
potenciales. De hecho, si ¢ es el potencial original y V es el resultado de las reducciones

repetitivas, entonces sum(¢) = sum(V).

Como consecuencia, al final de esta operacion, se reduce el nimero de valores. El algoritmo

completo empleado para aproximar Vs se puede describir intuitivamente de la siguiente manera:

1 Hay varias alternativas de aproximacién diferentes, lo que se traduce en estructuras can-
didatas de las que una se convertird en la elegida. Como hay n valores diferentes, habra
n — 1 estructuras candidatas, que se generan al reducir cada par de valores consecutivos.

Iterandodesdet = 1la7 =n — 1:

1.1 Consideramos dos valores sucesivos: v; y v;41. Se obtiene la estructura candidata
reduciendo ambos valores como se explicé anteriormente en la Definicién 4.3.1. El

resultado de esta operacion serd V.
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1.2 Calculamos la distancia de Kullback—Leibler entre el potencial original V'y V;. Este
valor se denota por D(V, V).

2 Se selecciona la estructura candidata V;,, = arg min D(V, V) .
j=l..n—1

3 Se repiten los pasos anteriores hasta que se cumple el criterio de parada seleccionado.

Antes de presentar una descripcién detallada del algoritmo, queremos incluir una serie de

consideraciones:

* Es evidente que no es necesario construir las estructuras candidatas, sino sélo evaluar la

pérdida de informacién de las operaciones de reduccion correspondientes.

 La distancia de Kullback-Leibler entre una estructura candidata V; y la original se pueden
calcular teniendo en cuenta s6lo aquellos valores e indices involucrados en la reduccion, y
la medida a calcular es de hecho la pérdida de informacién producida por esta operacion.

La forma de calcular esta medida se explicara a continuacion.

» Un posible criterio de parada (este es el utilizado en el trabajo experimental, aunque se
podrian considerar otros) consiste en establecer un umbral de pérdida de informacién
global, ;. Por tanto, el procedimiento de reduccién de valores consecutivos continuard

mientras la suma de pérdidas de informacién no alcance el umbral ¢;.

Marco tedrico

Sea ¢(X) un potencial dado donde V' (X) representa su versién VBP. El grado de aproximacion en-
tre ambas representaciones se medird mediante la distancia de Kullback—Leibler [117] calculada

sobre los potenciales normalizados correspondientes (¢ y V):

D6, V)= 3 (xmzogég.

XEQx

(4.12)

La distancia es un nimero real no negativo que sélo seria igual a cero si V' proporciona una
representacion exacta de ¢. Como explicamos anteriormente, la operacion clave para aproximar

¢ representado como V' es la de reduccion, que se describi6 en la Definicién 4.3.1.
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Algoritmo 7 Aproximacién de un potencial ¢ representado como V' (VBP).

1: funcion aproximar > ¢;: umbral global de pérdida
2 perdida < 0

3 mientras perdida < t; hacer: > no se alcanza el umbral de pérdida
4 n < nuimero de valores en ¢

5 parai € {1,...,n — 1} hacer:

6: considerar la reduccién de v; y viy1

7 // computar la pérdida de informacién V' causada por la reduccién

8 computar I(V,S;,S;11)

9 fin bucle
10: elegir V,,, que minimiza I(V,S;,S;11),i=1...n—1
11: perdida < perdida + I(V, S, Spmt1)
12: V+—Vpy > si es posible, se sigue reduciendo V'
13: fin bucle
14: devolver V/ > devolver V' cuando se llegue al limite de pérdida

15: fin funcion

Definicion 4.3.2 (Pérdida de informacion) Denotemos como V; la estructura VBP aproximada
J D

que se obtiene en la iteracion numero j del algoritmo, y supongamos que nos encontramos

en la iteracion j + 1. La nueva reduccion a considerar se describird como hemos definido

anteriormente. Entonces, la pérdida de informacion producida en esta reduccion se define como:
I(‘/j,sa,Sb> :D(qﬁ,V}) _D<¢7 V}-‘rl)- (413)

La seleccién del par de valores que minimizan la pérdida de informacién llevardn como con-
secuencia al minimo valor de la distancia de Kullback—Leibler entre el potencial original y el

aproximado.

Proposicion 4.3.1 La pérdida de informacion que se obtiene al reducir v, y vp en V puede

computarse como:

I(V,S4,8) = log(v,)sum(V¥S™) — log(ve)sum(V¥5e) — log(vy)sum(V¥Se) | .

1
sum(V)
4.14)
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donde sum(V') denota la suma de cada valor de V' y VS representa el potencial V restringido
a las configuraciones incluidas en S y todas las demds se descartan. Si consideramos que ¢ es el
potencial original y V' su representacion como VBP (quizds, tras aplicar operaciones de reduccion

repetidamente), entonces sum(¢) = sum(V') y la ecuacion anterior puede reescribirse como:

1
I(V,80,85) = ———

m(¢) log(vy) sum(¢*>") — log(va) sum(¢*>*) — log(vy)sum(¢*>) | .

(3.15)

Demostracion - Dado ¢ un potencial representado por V (como VBP) 'y sea V; el potencial
que se obtiene como resultado de aplicar el algoritmo de aproximacion sobre V' en la iteracion

nimero j. De acuerdo con la Definicion 4.3.2:

I(‘/j7 Sa, Sb) = D((ZS, V]) - D(¢7 ‘/j-i-l)‘

Esta diferencia puede ser calculada separando las configuraciones definidas en X en tres subcon-
Jjuntos distintos: Qx = {Qx \ Sy} US, U Sp:

I(‘/Y]'asa>sb) = D(d)v‘/}) - D((lsa V}-‘—l) =

H(x)lo 9(x) — o(x)lo $(x)
xe{sz:\Sf} [é( ! g(vﬂ'(x)) o6 g(vjﬂ(x)) "
o(x)lo ﬂ_fx 0 ﬂ
Py [¢( 109G Teum(@) ~ 209G ) |+
7X o ﬂ—ix 1o) ﬂ
x%;b [¢( ) g(vb/sum(¢)) p(x)l g(vr/sum(qb))l

Notamos que la primera parte de la suma es igual a 0, ya que los valores de las configuraciones
que no intervienen en la reduccion (x € Qyx\s, ) son idénticos en V;j y Vji1. Ademds, al tener en

cuenta las propiedades de los logaritmos, la ecuacion anterior puede expresarse como:
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xgs; B(x [log ))—log(sum(¢))—log(¢(X))+log(sum(¢)> +
Ub - Uy .
xgs;b(b [log x) — log(sum(¢))—log(qb(X))Hog(Sum((b))] =
Z d(x) log )+ Z d(x log
XES, XESy

Puesto que ¢(x) = qf)(X(ls) y si eliminamos el logaritmo de la suma, ya que no depende de las
m

configuraciones, la anterior ecuacion puede reescribirse como:

ZOQ(%T)Z qb?sz;)—klog(w)z 9(x) =

su v S, sum(¢)

@ x€S,
Suﬂi(gb) [log(vr)sum(qbisa) — log(ve)sum(p*S*) + log(v,)sum(p*S?) — log(vb)sum(¢¢sb)] _
_1 log(vr)sum(qSJ'Sr) — log(va)sum(¢¢8a) _ log(vb)sum(qbisb) '
sum/(¢)
]
43.4 Ejemplo

Para mostrar el funcionamiento del algoritmo de aproximacién de VBPs vamos a proceder
a aplicarlo sobre el ejemplo que hemos venido utilizando hasta ahora, el que fue definido
en el Ejemplo 2.5. Podemos visualizar su representaciéon como VDI en la Fig. 4.18. En la
implementacién practica del algoritmo se busca simplificar el computo el mdximo posible. La
suma total de los valores del potencial en la Ecuacién 4.14 puede obviarse, ya que no es necesaria

para determinar la estructura candidata que produce la pérdida de informacién minima.

Puesto que el potencial almacena 6 valores de probabilidad diferentes, la iteracién inicial debera
considerar 5 estructuras candidatas, o lo que es lo mismo, 5 operaciones de reduccion diferentes.
Después se calculardn las respectivas pérdidas de informacién. Esta informacion puede observarse

en la Tabla 4.4. Cada fila considera los valores a reducir (v, y v,) y el nuevo valor ponderado (v..),
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ademads de sus correspondientes conjuntos de indices (S,, Sp y S;). La alternativa que presenta

la menos pérdida de informacién aparece sefialada en negrita.

valor por defecto: 0.0
' B

0—11

j

—

= =N o -~
= © w o

!

(D
J

Potencial a aproximar.

.

- S’r‘ I(V7 Sa7Sb)

<

Vg — Sq vp — Sp v

01-{0,11} 02-{7,8%  0.15—{0,7,8,11}  0.014757
02—{7,8 05-{2,3}  0.35—{2,3,7,8} 0.057686
05—{2,3} 08—1{6,9}  0.65—{2,3,6,9} 0.030339
08—{6,9} 09-{1,10} 0.85—{1,6,9,10}  0.002556
09—{1,10} 1—{5}  0.93333—{1,5,10} 0.001533

Estructuras candidatas para la primera iteracion. En negrita encontramos la estructura candidata
a elegir en esta iteracion.

Diremos entonces que la estructura candidata elegida serd la que une los tdltimos dos valores
de probabilidad (0.9 y 1.0), la que se corresponde con la tltima de las filas de la Tabla 4.4. La
estructura VDI aproximada correspondiente puede verse en la Fig. 4.19 y la pérdida total es
0.001533.

Para la segunda iteracién hay 4 estructuras candidatas a considerar, como se muestra en la

Tabla 4.5.
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valor por defecto: 0.0

L J

Aproximacion de ¢ obtenida en la primera iteracion.

Vg — Sa Vp — Sb Uy — ST I(‘/; Sa; Sb)
0.1 —{0,11} 0.2 — {7,8} 0.15 — {0,7,8,11} 0.014757
0.2 {7,8} 0.5 —{2,3} 0.35 — {2,3,7,8} 0.057686
0.5 — {2,3} 0.8 — {6,9} 0.65 — {2,3,6,9} 0.030339

0.8—{6,9} 0.93333—{1,5,10} 0.88—{1,5,6,9,10} 0.005323

Estructuras candidatas para la segunda iteracién. En negrita se observa el mejor resultado de la
reduccion.

Si combinamos los valores 0.1 y 0.2, obtendremos la nueva estructura aproximada del potencial,
visible en la Fig. 4.20.

valor por defecto: 0.0

0—>7—>8—>11]

2—3

O

0.88 1%5%6%9%10]

\ J

Aproximacion final de ¢ obtenida en la tercera iteracion.
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La pérdida de informacién en comparacion con el potencial original es ahora 0.021613 (corre-
spondiente a la pérdida acumulada de las iteraciones anteriores). La siguiente iteracién debera
seleccionar de entre dos reducciones, como vemos en la Tabla 4.6.

Vg — Sa Up — Sb Uy — S'I‘ I(‘/v Sav Sb)
0.15 — {0,7,8,11} 0.5 —{2,3} 0.5333 — {0,2,3,7,8,11}  0.123074
0.5—-1{2,3} 0.88 — {1,5,6,9,10} 0.65 —{2,3,6,9} 0.063298

Estructuras candidatas para la cuarta iteracion.

Si el limite de pérdida de informacién fijado es 0.05, entonces no se llevardn a cabo mas

reducciones y el proceso termina con el potencial aproximado que aparece en la Fig. 4.20.

Como tltimo comentario sobre el funcionamiento del algoritmo, diremos que a la vista de las
tablas, es evidente que los valores de pérdida de informacién para cada reduccién permanecen
constantes, independientemente de los otros valores. Esto facilita la consideracion de estructuras

alternativas almacenando los valores de pérdida ya calculados, evitando asi cdlculos repetidos.

Evaluacion empirica del algoritmo de aproximacion

La aplicacidn del algoritmo de aproximacién se evaluard considerando varias BNs, todas desarro-
Iladas para modelar problemas médicos. Todas ellas estdn incluidas en el repositorio de bnlearn
(ver [174, 175]) y est4n categorizadas segtin su tamafio como grandes (hepar2) o muy grandes

(diabetes, munin,y pathfinder). Veamos las principales caracteristicas de estas redes:

* Lared hepar2 se defini6 por A. Onisko en su tesis doctoral [148] como parte del proyecto
HEPAR II. Este proyecto fue inspirado por el sistema HEPAR [22], cuyo objetivo es el de
dar soporte a la diagnosis de trastornos hepéticos y del tracto biliar.

* pathfinder ([93]) es un sistema que usado en combinacién con conocimiento experto de
patélogos quirtdrgicos, puede ayudar en el diagndstico de enfermedades de los ganglios

linfaticos. Como resultado de este estudio, se defini6 la red discreta pathfinder.
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* Lared munin se defini6 al crear el sistema experto identificado por el mismo acrénimo
MUNIN (MUscle and Nerve Inference Network) [8]. El objetivo de este sistema era ayudar
a la electromiografia (EMC), que estd disefiada para localizar y caracterizar lesiones del
sistema neuromuscular, desde un enfoque fisiopatolégico combinado con conocimiento

experto.

* La BN diabetes [7] representa un modelo que trata de ajustar la terapia de insulina para
personas que sufren de diabetes. El modelo considera el estado de los pacientes midiendo la
glucosa en sangre, insulina biolégicamente activa y cantidad de carbohidratos no digeridos
en un lapso de una hora, ademads de otras variables conocidas involucradas en el proceso

del metabolismo de la glucosa.

La siguiente Tabla 4.7 presenta un resumen de la informacién de cada red: ntimero de nodos,
nimero de arcos, nimero de parametros (np), tamafio promedio del manto de Markov (M.B.),
grado promedio y grado maximo de entrada. Las redes estdn ordenadas segin el nimero de

parametros porque esta es la caracteristica mas relevante en términos del trabajo experimental.

Red Nodos Arcos np Tam. medio M.B. Grado med. Grado max. entr.
hepar2 70 123 2139 4.51 3.51 6
pathfinder 223 338 97,851 5.61 3.03 6
munin 1041 1397 98,423 3.54 2.68 3
diabetes 413 606 461,069 3.97 2.92 2

Caracteristicas de las RBs.

Esta seccion experimental se organiza del siguiente modo:

1. Anélisis del espacio de memoria necesario para almacenar las redes completas utilizando
las diferentes alternativas con el objetivo de compararlo con la representaciéon 1DA, que
consideramos la base (ver la Seccién 4.3.5).

2. Andlisis de las principales caracteristicas de los potenciales especificos de algunas variables

que luego se utilizardn para realizar la inferencia, asi como el espacio de memoria necesario

para su representacién con las diferentes estructuras consideradas (ver Seccion 4.3.5).
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3. Examen del espacio de memoria necesario para almacenar cada red tras el proceso de
aproximacion (ver Seccion 4.3.5). Se determina la relacién con el espacio de memoria
que requiere la representacién base, asi como la reduccién que se produce en lo que se
refiere a las representaciones alternativas pero sin aproximacion alguna. En este caso, los
resultados se presentan mediante una tabla especifica para cada red con el fin de recoger la

informacién sobre los valores umbral considerados.

4. Errores de propagacién producidos por la aproximacion, tanto locales (sélo se aproxima
el potencial de la variable objetivo) como globales (se aproximan todos los potenciales)
(ver Seccidn 4.3.5). Se presenta una tabla para cada red que recoge los resultados para las
variables seleccionadas y para el conjunto de umbrales utilizados.

5. Para obtener mds informacidn sobre el efecto de la aproximacion, también se incluyen
algunos graficos que muestran cémo la aproximacion afecta al orden de las probabilidades
de las distribuciones marginales obtenidas como resultado de la propagacién. Si estas
distribuciones se utilizan para tomar decisiones, es importante que las alternativas se
mantengan en el mismo orden (seguin su valor de probabilidad) en el que aparecen en el

resultado exacto, sin aproximacion (ver Seccién 4.3.5)

Analisis del tamafio de memoria global

Esta seccidn analiza las redes para determinar el tamafio de memoria necesario para almacenar
cada forma de representacion considerada: 1DA, PT, PPT, VDI e IPD. Esta parte dard informacién
sobre la conveniencia de utilizar representaciones alternativas de tipo VBP en redes que modelan
problemas médicos del mundo real. De esta forma, se dispone de un tamafio de memoria base
que permitird comprobar posteriormente el efecto de la aproximacién sobre los espacios de
memoria necesarios para las representaciones de tipo VBP. La Tabla 4.8 incluye la siguiente

informacion:

* Red: nombre de la BN;
* IDA: espacio de memoria indispensable para almacenar el conjunto de potenciales 1DA;

* PT: espacio de memoria indispensable para almacenar la representaciéon PT y si se ahorra
o incrementa en referencia a la version 1DA. Este segundo valor se muestra en la segunda

linea y se calcula como: as * 100

— 100, (4.16)
bs
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donde as se refiere al espacio de memoria de la representacion alternativa; y bs al de la

representacion 1DA;

* PPT, VDI e IDP: equivalentemente, se repite el punto anterior para las representaciones
PPT, VDI e IDP.

En la Tabla 4.8, los resultados que ahorran el mayor espacio se muestran en negrita. A la vista
de estos resultados diremos que las estructuras VBP se comportan mejor que los PT y PPT para
cada BN, aunque en algunas no se produce ahorro de espacio al comparar con 1DA. Podemos

también comentar que:

* En hepar2, PPT ofrece una pequefia mejoria en comparacion con PT, lo que indica que en
realidad hay pocos valores repetidos que pueden beneficiarse de la operacién de poda. La
estructura VDI aporta un ahorro de aproximadamente el 44% comparado con PT; mientras
que IDP aporta un 62%.

* En el caso de pathfinder, se producen notables ahorros de espacio en memoria en com-
paracion con 1DA y muy importantes si comparamos con PT y PPT. El mayor ahorro se

produce al aplicar la estructura VDI

* Sobre la red munin, VDI necesita casi el mismo espacio de memoria que 1DA y se ahorra
cerca del 23% con IDP (de hecho, se ven ahorros significativos frente a PT y PPT).

* Por dltimo, para diabetes, ambas estructuras VBP reducen bastante el espacio de memoria,

siendo VDI algo mejor en este aspecto.

En definitiva, y a la vista de estos datos; estas estructuras presentan gran capacidad para ofrecer
mecanismos eficientes de representacion de informacién cuantitativa y, como se verd a contin-
uacion, permiten el uso de la operacion de aproximacién con la posibilidad de lograr un ahorro

adicional de memoria.

Analisis del tamaino de memoria local

Este experimento recoge informacién sobre variables seleccionadas de cada BN, con el objetivo
de determinar sus caracteristicas y verificar la relacion representacion - espacio de memoria.
Estas variables serdn las utilizadas mds tarde como variables objetivo al utilizar el algoritmo
VE ([62, 182, 211]) para calcular sus distribuciones marginales. Las columnas incluidas en la
Tabla 4.9 son:
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Red 1DA PT PPT VDI IDP

132,026 131,756 74,070 49,602
305.8592 305.0292 127.6975 52.4808

4,249,768 3,779,470 301,602 482,438
426.6249 368.3463 —62.6259 —40.2170

3,393,878 3,353,900 997,864 766,072
241.2057 237.1865 0.3209 —22.9825

10,044,948 10,044,810 964,380 1,105,728
166.2183 166.2146  —74.4413 —70.6952

hepar2 32,530

pathfinder 806,982

munin 994,672

diabetes 3,773,200

Andlisis del espacio de memoria global. En negrita se observan las estructuras que arrojan los
mejores resultados (o con el menor incremento en el porcentaje.)

¢ Red: nombre de la BN;
* variable: nombre de la variable a examinar;
* np: ndmero global de pardmetros del potencial de la variable objetivo;

* nd: nimero de valores diferentes en el potencial (que serdn los nimeros realmente almace-

nados en la estructura);
* [DA: espacio de memoria para la representacion 1DA;

* PT: espacio de memoria para la representacion PT y ahorro o pérdida en funcién de 1DA.
Este segundo valor se incluye en la segunda linea y calculado como anteriormente hemos

hecho;

* PPT, VDI, e IDP: tal y como hemos especificado en el caso de PT, para las estructuras PPT,
VDI e IDP.

En este experimento, hemos seleccionado las variables con el mayor nimero de pardmetros:
hepar2 (ggtp, ast, alt, y bilirubin); pathfinder (F39, F74, y F40); munin
(v1 (L_LNLPC5_DELT_MUSIZE), V2 (L_LNLE_ADM_MUSIZE), Y V3 (L_LMED_ALLCV_EW)); y diabetes (cho_0,
cho_1,y cho_2). Los mejores valores de ahorro se muestran en negrita. A la vista de los resultados

mostrados en la Tabla 4.9, podemos comentar:
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* En las variables de hepar2, el nimero de valores de probabilidad diferentes es algo menor
que el nimero de parametros. Esto justifica el hecho de que el espacio de memoria
requerido no se reduce comparado con 1DA, aunque ofrecen ahorros significativos con
respecto a PT y PPT.

* Las variables seleccionadas de la red pathfinder presentan un alto indice de repeticién, de
modo que el nimero de valores distintos es bastante menor que el nimero de pardmetros.
Esto produce que los ahorros de memoria en comparacién con 1DA sean muy significativos,

que son mayores con la alternativa VDI.

* Para las dos primeras variables consideradas de la BN munin, encontramos s6lo 12 valores
distintos pero 600 pardmetros. Esto justifica el ahorro de espacio en memoria que se
produce para las estructuras VBPs. En el caso de la tercera variable, encontramos maés
valores distintos (133), pero también supone un gran grado de repeticién si comparamos

con los 600 parametros.

¢ Las variables de Diabetes tienen caracteristicas similares: solamente 45 valores diferentes
(y 7056 valores posibles). Como consecuencia, el ahorro de espacio de memoria es muy

notable y mejor en el caso de VDL

Tamafio de memoria global con aproximaciones

Este experimento considera el efecto de aproximar cada potencial de las BNs desde el punto de
vista del espacio en memoria necesario para almacenar las nuevas estructuras aproximadas, tras
aproximar eligiendo distintos criterios de parada. Esto determina el grado en que la aproximacion
permite una reduccidn en el tamafio de memoria para almacenar las redes. Los resultados de
esta seccidn se dividen en varias tablas, una para cada red (Tablas 4.10-4.13), y todas tienen una

estructura similar.

* La primera columna contiene los distintos valores del criterio de parada.

» Lasegunda presenta datos relativos a la estructura VDI: tamafio de memoria tras aproximar,

ahorro frente a 1DA y ahorro frente a la estructura VDI exacta.

* La tercera columna es idéntica a la segunda pero considerando los datos de la estructura
IDP.
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Andlisis de tamaifio de memoria local. Los niimeros en negrita representan los mejores
porcentajes de ahorro (o con el menor porcentaje de incremento)

Red  Variable np nd 1DA PT PPT VDI IDP
gep 384 334 3454 42?41%1 43?411%1 1899?29;)99 7:?,1)55(314
hepar2 ast 288 231 2636 41???222 43??222 16;(.);3205 7?,?)(;867
288 9 2636 000 000 a0 76798
bilirubin 288 244 2636 4(1);;%23 4(1);;%23 18?)?597666 7:.215221
B9 8064 30 6479 e NS s sros
PUBINET P74 7560 111 60712 328933.’8713867 115502.;1087120 —ég’.6776672 —51?%30287
F40 4032 45 32488 215176.’2087868 21512%’7508887 —8526.2‘)7.97 —7912.2256
vi 600 12 5032 2213(9)5?)27 zégégé —7171.;)%)14 —71(?.3362
TR 600 1208 i e _77.e0ns 700060
V60 133498 N rmas 1sas 481734
cho_0 7056 45 56,630 1141369.5;‘;61 114369.;1514761 —89;;‘(1)57 —17%.%179%0
DS cho 1 7056 45 56630 114369.;?761 114369.;1514761 —89::3?)57 —17%.8179%0
cho2 7056 45 56,630 114369.;15 14761 114369.;1514761 —8?3‘%?;(1)57 —17%.8179860
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Red hepar2

hepar2—Andlisis del tamafio de memoria global tras la aproximacidn.

Crit. parada

VDI

IDP

0.00001

63,846 (96.2681/—13.8032)

46,194 (42.0043/—6.8707)

0.00005

58,062 (78.4875/—-21.6120)

44,266 (36.0775/—10.7576)

0.00010

55,302 (70.0031/—25.3382)

43,346 (33.2493/—12.6124)

0.00050

48,558 (49.2714/—-34.4431)

41,098 (26.3388/—17.1445)

0.00100

45,678 (40.4181/—38.3313)

40,138 (23.3876/—19.0799)

0.00500

39,798 (22.3425/—-46.2697)

38,178 (17.3624/—23.0313)

0.01000

37,518 (15.3335/—49.3479)

37,418 (15.0261/-24.5635)

0.05000

33,798 (3.8979/—54.3702)

36,178 (11.2143/-27.0634)

0.10000

32,550 (0.0615/—56.0551)

35,762 (9.9354/—27.9021)

Podemos hacer algunos comentarios sobre la Tabla 4.10:

» Para VDI, es evidente que hay un aumento muy notable en el ahorro de espacio de memoria

a medida que el umbral utilizado para la aproximacién se hace mayor, alcanzando tamafios

muy similares a los de /DA para el umbral 0.1. Para cada umbral, hay una reduccién en

relacion con la estructura VDI exacta (sin el uso de aproximacioén).

* Con la estructura IDP el comportamiento es similar, aunque las reducciones no son tan

notables como con VDI.

Red pathfinder

Esta red contiene 97,851 pardmetros, y los tamafios de memoria para 1DA; PT y PPT son

806,982, 4,249,768 y 3,779,470 respectivamente. Los tamafios de memoria para varios grados

de aproximacion se presentan en la Tabla 4.11.
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pathfinder—Analisis del tamafio de memoria global tras la aproximacion.

Crit. parada

VDI

IDP

0.00001 293,178 (—63.6698/—2.7931) 479,630 (—40.5650/—0.5820)
0.00005 290,682 (—63.9791/-3.6207) 478,798 (—40.6681/—0.7545)
0.00010 289,266 (—64.1546/—4.0902) 478,326 (—40.7266/—0.8523)
0.00050 285,450 (—64.6275/—-5.3554) 477,054 (—40.8842/—1.1160)
0.00100 283,170 (—64.9100/—6.1114) 476,294 (—40.9784/—1.2735)
0.00500 277,002 (—65.6743/—8.1564) 474,238 (—41.2331/—1.6997)
0.01000 274,050 (—66.0401/—9.1352) 473,254 (—41.3551/—1.9037)
0.05000 267,090 (—66.9026/—11.4429) 470,934 (—41.6426/—2.3846)
0.10000 264,450 (—67.2298/—12.3182) 470,054 (—41.7516/—2.5670)

Merece la pena recordar, que para esta red la alternativa VDI sin aproximacién ya presentaba un
ahorro de en torno al 62.7% con respecto a 1DA, que crece cuando el criterio de parada se hace
mayor. Para el mayor limite de pérdida de informacidn, el ahorro es de 12.3% al compararlo con
la estructura VDI exacta. Con la estructura IDP se ven resultados similares.

Red munin

Esta red necesita 994, 672 pardmetros para almacenar la informacién cuantitativa y el espacio de
memoria que se requiere para representaciones alternativas con la operacién de aproximacion son
994,672, 3,393,878 y 3,353,900 para 1DA, PT y PPT respectivamente. El efecto de aproximar
puede observarse en la Tabla 4.12.

En esta red, el ahorro de espacio es realmente notable con respecto a 1DA y las representaciones

exactas de VDI e IDP, aunque la opciéon VDI da mejores resultados.

Red diabetes

En la red diabetes, el nimero de pardmetros es 461,069 y el espacio de memoria para las
representaciones 1DA, PT y PPT son 3, 773,200, 10,044,948 y 10, 044, 810 respectivamente.

El efecto de aproximar en cuanto al espacio de memoria puede observarse en la Tabla 4.13. Al
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munin—Analisis del tamafio de memoria global tras la aproximacién.

Crit. parada

VDI

IDP

0.00001

880,744 (—11.4538/—11.7371)

727,032 (—26.9074/—5.0961)

0.00005

829,096 (—16.6463/—16.9129)

709,816 (—28.6382/—7.3434)

0.00010

800,584 (—19.5128/—19.7702)

700,312 (—29.5937/—8.5840)

0.00050

725,440 (—27.0674/—27.3007)

675,264 (—32.1119/—11.8537)

0.00100

692,296 (—30.3996/—30.6222)

664,216 (—33.2226/—13.2959)

0.00500

615,976 (—38.0725/—38.2705)

638,776 (—35.7802/—16.6167)

0.01000

587,848 (—40.9003/—41.0894)

629,400 (—36.7229/—17.8406)

0.05000

533,728 (—46.3413/—46.5130)

611,360 (—38.5365/—20.1955)

0.10000

518,272 (—47.8952/—48.0619)

606,208 (—39.0545/—20.8680)

diabetes—Andlisis del tamafio de memoria global tras la aproximacion.

Crit. parada

VDI

IDP

0.00001

843,180 (—77.6535/—12.5677)

1,065,328 (—71.7659/—3.6537)

0.00005

799,932 (—78.7996/—17.0522)

1,050,912 (—72.1480/—4.9575)

0.00010

776,868 (—79.4109/—19.4438)

1,043,224 (—72.3517/—5.6527)

0.00050

719,148 (—80.9406/—25.4290)

1,023,984 (—72.8617/—7.3928)

0.00100

694,908 (—81.5831/—27.9425)

1,015,904 (—73.0758/—8.1235)

0.00500

644,076 (—82.9302/—33.2135)

998,960 (—73.5249/—9.6559)

0.01000

626,172 (—83.4047/—35.0700)

992,992 (—73.6830/—10.1956)

0.05000

594,324 (—84.2488/—38.3724)

982,376 (—73.9644/—11.1557)

0.10000

585,636 (—84.4791/—39.2733)

979,480 (—74.0411/—11.4176)
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igual que con la red munin, se producen importantes reducciones de espacio de memoria, siendo

mads relevantes para VDI

Propagacion de errores en la aproximacion

El objetivo de esta parte es comprobar el efecto de la aproximacién sobre los errores de propa-
gacion utilizando el algoritmo VE sobre el conjunto de variables seleccionadas. Para cada variable
objetivo, se presentan dos valores diferentes: el error cuando la aproximacién se limita al poten-
cial de la variable objetivo y cuando la aproximacién se aplica a todo el conjunto de potenciales.
Como las aproximaciones de VDI e IDP producirdn los mismos potenciales, este experimento
se realizard exclusivamente en la representacion de VDI. Los pasos seguidos para producir los

resultados son:

1. Realizacién de una propagacion de VE en cada variable objetivo para almacenar el resultado

marginal obtenido como el resultado fundamental V.

2. Modificacion de la red aproximando el potencial de la variable objetivo, los restantes

potenciales se mantienen como se definieron en la especificacion de la red.

3. Realizacién de una segunda propagacién de VE en la red modificada configurando la

variable objetivo seleccionada. El resultado se denomina V},,.
4. Aplicacién de la aproximacién sobre todo el conjunto de potenciales.
5. Cdlculo de una tercera propagacion para la variable seleccionada, produciendo V.

6. Cdlculo de las distancias entre el resultado base (exacto) y los aproximados: D(Vy, Vi,) y
D(Vy, Vga).

Con el objetivo de introducir los resultados que se han obtenido, se presentan las Tablas 4.14-4.17,
que se organizan como sigue: en la primera columna se observan los valores limites de pérdida de
informacidn; para cada variable, las columnas "local” contienen los errores de propagacion con
aproximacion en las variables objetivo (D(Vy, Vi,)) y las columnas "global” muestran los errores
de propagacién cuando la aproximacién se aplica a todos los potenciales (D(V;, V,,)). Notamos
que los valores que presentamos se han redondeado para incluir tinicamente tres decimales. El

valor de la distancia d; = 0.001 se denominara valor limite.
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Red hepar2

Al observar la Tabla 4.14 es evidente que si el valor del limite de pérdida de informacién estd por
debajo de 0.005, los errores permanecen por debajo de d;. Los errores por encima de este valor
de pérdida de informacién s6lo aparecen para los dltimos tres valores de umbral, e incluso para
estos valores hay variables en las que tanto la aproximacién global como la local permanecen por
debajo de d;. El valor de error mds grande es 0.005 (bastante pequefio) para la variable ggzp en el

caso de aproximacion global con un valor umbral de 0.1

hepar2—Analisis local y global de la propagacion del error de aproximacion.

. ggtp ast alt bilirubin
Crit. parada
Local Global Local Global Local Global Local Global

0.00001 0.000  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

0.00005 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

0.00010 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

0.00050 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

0.00100 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

0.00500 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

0.01000 0.000 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001

0.05000 0.002 0.004 0.001 0.001 0.000 0.000 0.000 0.001

0.10000 0.002 0.005 0.003 0.004 0.001 0.002 0.001 0.001

Red pathfinder

Los resultados de esta red son similares a los obtenidos para hepar2 y pueden observarse en la
Tabla 4.15. Todos los errores se encuentran por debajo de d; para valores limites de pérdida de
informacién de entre 0.00001 y 0.01. Incluso por encima de esos valores, los errores producidos
por la aproximacion local son menores que d; en cada variable. El mayor error ocurre para el

criterio de parada 0.1 y aproximacion global para la variable F40.
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pathfinder—Analisis local y global de la propagacién del error de aproximacion.

Crit. parada K39 K7 K40
Local Global Local Global Local Global
0.00001 0.000  0.000  0.000 0.000 0.000 0.000
0.00005 0.000  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.00010 0.000  0.000  0.000 0.000 0.000 0.000
0.00050 0.000  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.00100 0.000  0.000  0.000 0.000 0.000 0.000
0.00500 0.000  0.000  0.000 0.000 0.000 0.000
0.01000 0.000  0.000  0.000 0.000 0.000 0.000
0.05000 0.000 0.004 0.000 0.000 0.000 0.005
0.10000 0.000  0.005 0.000 0.001 0.000 0.006

Red munin

Para la red munin sélo hay errores significativos para la aproximacién global con criterios de

parada altos (0.0096 para un maximo de pérdida de informacién de 0.05 y 0.093 para 0.1 y

variable v3), tal y como se muestra en la Tabla 4.16. La aproximacion local produce errores

menores que d;.

Red diabetes

Podemos ver en la Tabla 4.17 que para la red diabetes, la variable cho_0 ofrece los peores

resultados, con errores iguales a d; en el caso de aproximaciones locales y valores limites de

pérdida de informacién de méas de 0.0005. En cualquier caso, todos los valores de error son muy

pequeiios, incluso para la aproximacién global y altos valores como criterio de parada.
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munin—Analisis local y global de la propagacién del error de aproximacion.

Crit. parada vl v2 v3
Local Global Local Global Local Global
0.00001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.00005 0.000  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.00010 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.00050 0.000  0.000 0.000 0.000 0.000 0.001
0.00100 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001
0.00500 0.000 0.001 0.000 0.001 0.000 0.005
0.01000 0.000 0.001 0.000 0.001 0.000 0.006
0.05000 0.000 0.002 0.000 0.003 0.000 0.096
0.10000 0.000 0.002 0.000 0.003 0.000 0.093

diabetes—Andlisis local y global de la propagacién del error de aproximacion.

Crit. parada cho_0 cho_1 cho_2
Local Global Local Global Local Global
0.00001 0.000  0.000  0.000 0.000 0.000 0.000
0.00005 0.000  0.000  0.000 0.000 0.000 0.000
0.00010 0.000  0.000  0.000 0.000 0.000 0.000
0.00050 0.001  0.001 0.000 0.001 0.000 0.000
0.00100 0.001  0.001 0.000 0.001 0.000 0.000
0.00500 0.001  0.001  0.000 0.000 0.000 0.000
0.01000 0.001  0.001  0.000 0.000 0.000 0.000
0.05000 0.000  0.000  0.000 0.001 0.000 0.000
0.10000 0.001  0.001 0.001 0.002 0.000 0.002
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Orden de preferencias

Como se indic6 anteriormente, los resultados de la propagacion se pueden utilizar para ayudar en
un proceso de toma de decisiones. Por lo tanto, es importante que los errores se mantengan bajos
(como lo demuestran los experimentos anteriores), pero que también se mantenga el orden entre
los valores de probabilidad de los estados de las variables sobre las que se realiza la propagacion.
En los graficos incluidos en esta experimentacion (ver las Tablas 4.18-4.22), los posibles estados
de las variables se denotan como s¢. Imaginemos una variable con los tres estados: s1, s2, s3.
Supongamos también que la propagacion exacta indica que el orden de los estados segun su
probabilidad, de mayor a menor, es s2, s1, s3. Este serd, por tanto, el orden de preferencias que
se deberd mantener para que la decisién no cambie como consecuencia de los errores producidos
por la aproximacién. De esta forma, la situacion ideal serda aquella en la que el orden de las
preferencias no se altere a pesar de la aproximacidn que se haga, ya sea global o local. Los colores
de las tablas también representan las diferencias entre los valores de probabilidad obtenidos para
cada alternativa (con respecto a los valores de probabilidad obtenidos en la propagacién exacta),
con colores que van desde el verde para las diferencias mas bajas hasta el rojo para los valores

mads altos y donde los intermedios se encuentran en diferentes tonos de amarillo.

Red hepar2

Para esta red, el orden de preferencias es:
* 53,83, 52, sl para ggtp y bilirubin;
* ys3,s4,s2,s] paraasty alt.

Este orden se mantiene para ambas aproximaciones local y global, ademds de para todos los
valores limite. De manera similar, puede verse que las diferencias entre probabilidades se
mantienen bajas, con valores maximos de 0.04 para el caso de las variables ggtp y ast. (Resultados
observables en la Tabla 4.18.)

Red pathfinder

Para las tres variables consideradas en esta red, se observa el mismo comportamiento que en la
red anterior: se mantienen los érdenes de preferencia para cada valor limite y ambas formas de

aproximacion. La mayor diferencia de probabilidad es 0.06 para la variable F'40, que ocurre
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Tab. 4.18: Preferencias para las variables de la red hepar2.

.. st 004 se0uig) .. s2 st 004 5e0uig) 83 . s2 . 002 56-04(g .. s2 st 002
0.03 0 0.03 0015 0.015

oooto) 54 5] [821 511 0:02 o010 [8] [s4] 2 0:02 ooot0) |53 5] [s2 [EH u:m 0.001(1

ggtp ast alt bilirubin
g | [ ] g | [ ] ] g | [ ] ] oo |68 1581 621
1e0s0) 54 581 [52] [51] 1e0s0) [58) [54] [52] 51 1e0s0) |58 [54) [82] [s1 100 o4 581 [82] [s1]
1eosio) [54] [53] [52] [511 1e0s0) [53] 541 521 510 1e0s0) (53] 541 521 |51 1eosio) [S4] [53] [52] [511
seos0) 5] [sa] [82] [51] seos0) 58] [54] [52] 51 seos0) [88] [84] [§8] |1 seos0) 5 [s8] [s2] [s1]
se0sio) [s4] 531 521 [11 se0s(0) 53] 541 52! 511 se0s(o) 53] 541 521 |51 se0sio) [S4] 531 521 [511
1e040 4] 531 B8] 510 1e040) [531 54 [52] 510 1e040) [53] 54 [52] [s1 1e040) [S4] 881 (52 [
1e0u0) [54] [83] [52] |51 1e04) [53] [54] |52 BT 1e-04(g) . s4 (52 st 1e049) [34][s3] [s2 st
EeOA(I).... diff 5e4)4u).. s2 st gitr 5e-04() s4 s2 . diff. 5e-04(l).. s2 st it
5e:04() |84 )
) )
0001(6) [341 53 52 51 oot 0001@ 88 [s4][s2 [si] o1 oootg) 53 [s4s2 [B1] | ggos  0001(0) 54 (58] s2 s 0,005
ooos) 541 [sa [s2 [Bl] =0 000s0) 881 54| s2 st o 000s0) 53 8] s2 st o o.00s() [41 53 [82] [81 =<0
0.005(g) s4 88 s2 si 0.005(g) s8 s4 s2 si 0.005(g) s3 s4 s2 si 0.005(g) s4 s3 s2 si
0.01() s4 s3 s2 st 0.01() s3 . s2 st 0.01() s3 s4 s2 si 0.01() s4 s3 s2 si
0.01(g) s4 s3 s2 si 0.01(g) 88 . s2 st 0.01(g) s3 s4 s2 si 0.01(g) s4 s38 .-
0.05() s4 s3 s2 . 0.05() s3 s4 s2 si 0.05() s3 s4 s2 si 0.05() s4 s3 s2 si
0.05(9). s3 s2 . 0.05(g) s3 s4 s2 si 0.05(g) s3 s4 . s1 0.05(g) s4 . s2 .
010 [s4] sa sz [1] 010 53 s4 [B8] st 0.10) s2 [5i] 0.10) 's4 [s3 s2 st
0.1(6) [34] 53 's2 . 0.1(g) s3 [s4 .. 01(9).. s2 . 010 4 'ss [32][51
pt p2 p3 p4 pl p2 p3 p4 pl p2 p3 p4 pt p2 p3 p4

en la aproximacién global con los mayores valores limite. (Resultados observables en la Tabla
4.19.)

Red munin

Para esta red, hay cambios en el orden de preferencias, aunque estos no afectan las alternativas mas
probables. Para las tres variables, los cambios aparecen con valores limites comenzando en 0.0005
y siempre en aproximacion global. Los mayores valores de diferencias de probabilidad ocurren
para la tercera variable, alcanzando 0.15 con limites altos y aproximacion global. (Resultados
observables en la Tabla 4.20.)

Red diabetes

Los resultados para este caso se han dividido en dos tablas, ya que el nimero de estados de las

variables consideradas es alto (21 en total).

Para las variables de la primera tabla (resultados observables en la Tabla 4.21), hay cambios en

los 6rdenes de preferencias para valores limite desde 0.005 para ambos tipos de aproximacion.
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Tab. 4.19:

Preferencias para las variables de la red pathfinder.

F39

F40

o EEIEE
1e-05(1) ....
1e-05(g) ....
5e-05(1) ....
5e-05(g) ..-.

1e-04() ....
1e-04(g) ....
se040) [S1] [530 521 B8] i
5e-04(g) . . . . z'z:
0.001() .... 0:02
0.001(g) st . s2 . 0.01
o.oosa)..-. =0
0.005(g) . s3 . s4

0.01() ....

0.01(g) s1 s3 s2 s4

0.05() -...

0.05(g) ... s4

o0 il 61 62

56-05(1)
5e-05(g)
1e-04()
1e-04(g)
56-04()
5-04(g)
0.001() 0.01

0.001(g)

0.005() 4 .- s1 a0

0.01(0)
0.01(g)
0.05(1)
0.05(g)

0.1()

s 53 [s2 o
0.1(g) .. s1

pt p2 p3 p4

o [0 (2 5 [ (061 8 A
HEE - -«

0.001(g)
0.005()
0.005(9)
0.01()
0.01(g)
0.05()

A [ BN
0A1(g).. s3 s4 s7 -E.

pt p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8
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4.4

Tab. 4.20: Preferencias para las variables de la red munin.

L_LNLPC5_DELT_MUSIZE L_LNLE_ADM_MUSIZE L_MED_ALLCV_EW

g ] o 50 56 6 1 81 R 06l ST 53 52 54 85 810 56 57 8 8
1e0s0) |58 reoso) [58] 54 51 [€2] 551 &6l 100501 ST 83 52 s4 5 s10 86 7 B 9
t005) B8] reoso [ N IS 621 580 60 reoso [ 65 65N )5S0 6 0 0 1
se05() [§8] seos0) [§8) seosu) (5] 58] 521 541 [551 Bl 561 571 sl sl
se05(0) [58) seos) [58] 540 |50 521 561 5e050) 51 s3 sz s4 (38 510 86 [s7 58 (89
1e040) |58 1e040) |58 1o0) 1 53 [s2 54 s6 810 86 |57 s8 [s9.
1e04) [88] 55 56 1e04(0) [S8] 10040) 81 53 2 54 [81 810 56 [57 (58] 59
se-o4) (530 5 [521 540 81 58] i seo4) (530 541 [571 521 381 58] i seoun) [ 880 (521 [54) [551 56 561 570 1581 81 o
se0s0) [SBI BTl 52 s+ s [EA o‘zz: secuo) [ Bl s2 s¢ s (s RO seouq) [s1 53 s2 [54] 70l [55] |51 57 s8] <o i °"°
ooot0) |53 |51 521 54 581 58 0:002 ocoro) 551 |54 |51 [E2] 551 [58) lo,oos ocoto) [ 581 [82] (541 881 57 861 571 581 &) - ©
ooot(o) [SBI B 52 s« ss B8] o0 o001 [BBI[BHl s2 s4 55 (s 0001(g) [s1 58] s2 541 570 |58 [S6] B7 B8] s» o5
oos) |31 51 [521 54 581 58] o ooos) [E3] [4) 1) [E2) s8I 8] o ocosn) st (881 (<2 [54] [581 6 561 571 58] [88] o
000s(o) 881 B (52 s 54 s 0.00s(0) |58 88] 54 0005(g) 51 s3 s2 s4 51055 6 8 |57 s9
oor |53 571 521 B4 581 58 oo 551 B4 (<1 521 &S] 8] oo i) B8 .-......
oo [BBIBH[52] ss [s4 s 001 58] |88 /54 001(g) s1 3 s2 s4 51058 [s6 s8 57 s9
ooso) [53] 511 B8] s+ s 8 ooso) [53] 54 51 52 55 [EE 0.050) st s2 .......
oosi) [58 ss [ =6 0.0s(0) [53] 551 [l =1 52 <6 oos(g). s3 $10 s5 s8 s9 s7 s6
o0 |58 BT B8] s« [ss 58] o0 [S3 B8 (1 [s2) 5 56 ot [Bl 58 -.......
0-1(9)--. s5 . s6 0.119)... s1 . s6 01(9). s3 s4 . s10 s5 s8 s9 s7 s6

pl p2 p3 p4 p5 pé

pl p2 p3 p4 p5 pé

pl p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 pl0

Debemos notar que las diferencias entre valores de probabilidad son muy pequefias (como

maéximo 0.02) y que los cambios no afectan las primeras preferencias (3 primeras para el caso de

cho_0'y 6 primeras para cho_lI).

Para esta dltima variable, no hay cambios en el orden de preferencia y la diferencia entre los

valores de probabilidad es muy pequeiia, incluso en el caso de valores limite altos y aproximacién
global (el valor maximo es 0.02). (Resultados observables en la Tabla 4.22).

Comentarios y conclusiones sobre VBPs

Sobre las estructuras de representacion de la informacion cuantitativa VBPs, su aproximacién y

experimentos realizados podemos hacer los siguientes comentarios:

* En cuanto al uso del espacio de memoria que presentan las cuatro alternativas, se observa
que todas ellas ofrecen resultados competitivos frente a 1DA, PT y PPT. Para la mayoria de
las redes, se destacan las alternativas VDI e IDP. En cuanto a tiempos de acceso, la mejor

alternativa es IDM. Por ello, se selecciond esta representacion como alternativa para las

pruebas de VE.
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Tab. 4.21: Preferencias para las variables cho_0y cho_I de la red diabetes.

0.03
0.02
0.01

-0

I e o (o9 410 07 11 otz a13 o145 ot or7 [ »
oose <21 28 NI 6 1 6 6 A -
0.1() s21 s20 s19 si1 s18 s8 s9 s10 s7 si11 s12 s13 s14 s15 s16 s17 s6 s5

0.1(g) s21 s20 s19 s1 s18 s8 s9 s10 s7 si11 s12 s13 s14 s15 s16 s17 s6 s5

: [ 577 518 o15 510 512 574 57 10 [571 (581 s8]
0.005(g) s21 ... .. s15.s14.s11 s10 s7 s .. s5 s2 . s3
oot 526 B8] 678 10 o1 B 678 15 st 12 57 5 s1o 57 58] [381 881 o= 58] o+
0.01(g) s21 s20 ... s17 516 s15 ... 511 s10 57 [s6/[s9 58 55 2 s4 3

005() 521 520 519 518 51 517 516 515 513 512 514 511 510 57 6 $9 8 5
0.05(g) s21 . s19 . s1 s17 s15 s16 . s13 s12 s11 s10 s6 s7 s9 s8 s5

0.1() 521 520 519 518 51 517 516 515 513 512 514 511 510 57 6 s9 8 5
0.1(g) s21 . s19 . s1 . s12 s14 s17 s15 s11 s16 s10 s6 s7 s9 s8 s5

pl p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 pi0 pi1 pi2 pi3 pi4 pi5 pi6 p17 pi8 p19 p20 p21
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Tab. 4.22: Preferencias para la variable cho_2 de la red diabetes

( iff.

0.02
st st 20 58 10 88 51 10 1 B 50 s 1

0.015
" i 50 7 3
oo B 4 5 2 "
osoe x5z B 1o 3 B 6 K s
oos) B 8 o 1o 551 1 8 4 4 12 1 5 510 55 -

0.01(g).s20.s18 s1 s17 s16 ..313 .. s6 s10 s7 .

0.05(I).s20.s18 s1 s17 s16 s15 s14 s13 s12 s11 s6 s10 s7 s9 s8
0.05(g) s21 s20.s18 s1 s17 s16 15 s14 s13 s12 s11 s6 s10 s7 9

oo ezt 25 [ -« S I R EE -

0.1(g) s21 s20.s18 s1 s17 s16 .. s13.s11 6 s10 s7 | s9 .
pl p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8 p9 pi10 pi1 p12 p13 pl14 pi15 p16 pi17 p18 p19 p20 p21
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» Las versiones bésicas de marginacién y combinacion permiten observar que VDI e IDM

también ofrecen tiempos de ejecucion razonables, similares a los necesarios para 1DA. En
nuestra opinion, estos resultados son prometedores. También pensamos que implementa-
ciones mds eficientes producirdn mejores resultados. Esta tarea podrd ser abordada en

futuros trabajos.

Puesto que los indices en las cuatro versiones VBPs se encuentran ordenados, utilizar
busqueda binaria podria suponer una mejora en cuanto al acceso a un indice determinado
se refiere. La idea detras de la bisqueda binaria de un valor (notemos v en un conjunto se
basa en comparar el valor con el valor que ocupe la posicién de en medio (notemos v,,),

pueden encontrarse tres situaciones:
- Si v = v,,, entonces la bisqueda termina.
- Siv < v, se descarta la mitad superior de los valores.
— En el caso contrario al anterior (v > v,,), se descarta la mitad inferior.

El proceso se repite recursivamente, reduciendo en cada paso a la mitad de los valores

posibles.

En cuanto al trabajo realizado relacionado con la aproximacién de las estructuras VBP,
para el que seleccionamos un subconjunto de BNs que modelan problemas médicos reales,
se observa que las distribuciones de probabilidad que cuantifican la incertidumbre de
los problemas tienen varias caracteristicas comunes, entre ellas el hecho de que existen
muchos eventos imposibles y que algunos valores de probabilidad tienden a aparecer varias
veces. Por ejemplo, al analizar la red pathfinder (ver Tabla 4.9), se puede ver que aunque
la distribucién de probabilidad para la variable F39 tiene 8064 parametros, solo hay 30
diferentes valores para estos. Sin embargo, estas repeticiones no siempre aparecen de
manera que puedan ser utilizadas por estructuras en forma de drbol como PPT o BPT. Esto
justifica el uso de las estructuras VBP consideradas, que en algunos casos permiten un
ahorro considerable de espacio de memoria en relacién con otras posibles estructuras de

representacion.

La necesidad de lidiar con problemas cada vez mds complejos puede conducir posteri-
ormente a situaciones en las que los modelos no pueden evaluarse mediante algoritmos
de inferencia exactos, como el algoritmo VE. En tales casos, nuestro trabajo considera la
posibilidad de aproximar las estructuras de VBP, lo que supone un ahorro adicional de
espacio a costa de perder una cantidad de informacién previamente aceptada. El sencillo

método para aproximar VBPs demuestra experimentalmente que los errores que induce

Capitulo 4



en los resultados de los algoritmos de inferencia son pequefios y que en muchos casos no
alteran los 6rdenes de preferencia entre alternativas variables. De esta forma, el proceso de
toma de decisiones basado en los resultados aproximados coincidiria con el realizado si se

pudiera calcular la propagacion exacta.

El software utilizado en este documento se implementé en Scala. El c6digo esta disponible
enhttps://github.com/mgomez—olmedo/VBPots y los materiales también in-
cluyen la informacién necesaria para reproducir los experimentos. El paradigma de
programacion funcional combinado con la orientacin a objetos que ofrece Scala se puede
usar para paralelizar operaciones bien definidas en CPU multinicleo cuando sea posible.

Algunos de estos beneficios fueron estudiados en [134].
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Aprendizaje de conjuntos de
redes Bayesianas con
aproximacion variacional

Con anterioridad (Seccién 2.3.1), pudimos ver las distintas etapas del problema de aprendizaje
sobre redes Bayesianas. En esta parte de la memoria nos centraremos en el aprendizaje estructural,
que como ya vimos, trata de aprender el grafo de la RB que mejor se ajusta a los datos. Este
proceso puede llevarse a cabo por expertos en la materia, aunque a medida que el tamafio de la
red crece, se convierte en un problema exponencialmente mds complejo. Por esta razén, aprender
el grafo a partir del conjunto de datos y utilizando algin método automatico, suele ser una
mejor opcién. Vimos también que los algoritmos pertenecen a una de tres categorias: basados
en restricciones, basados en puntuaciones o hibridos. Hay otro modo de realizar aprendizaje
estructural que en lugar de buscar el grafo que maximiza una determinada métrica, se centra en
calcular la probabilidad marginal a posteriori de las aristas. Existen dos vertientes: (1) métodos
de cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC) [67, 74, 86, 131], cuyo objetivo es el de muestrear
diferentes estructuras del grafo, de acuerdo con la distribucién estacionaria de la cadena de
Markov definida; y (2) métodos estocdsticos de bisqueda [89, 107, 135] que no buscan converger
a la distribucién estacionaria (como MCMC), sino puntuar los modelos cuya métrica haya sido
mayor en el proceso de biisqueda. La limitacién de estos modelos es no poder ser aplicadas
a grandes RBs, lo que puede solucionarse acudiendo a modelos que produzcan una respuesta
aproximada. Este es el caso del nuevo método de aprendizaje estructural que proponemos en esta

memoria, basado en analisis variacional.

En la Seccién 5.1 establecemos los prerrequisitos y notacidn necesarios para comprender el
método, incluyendo una introduccion a lo que se conoce como andlisis variacional. A contin-
uacion, en la Sec.5.2 podremos ver la notacién y formulacion utilizadas. En la Sec. 5.3 nos
adentramos en el método de aprendizaje estructural variacional, comprendiendo la explicacién
y los algoritmos propuestos. Por dltimo, presentamos en la Sec. 5.4 los resultados de aplicar el

algoritmo a cuatro redes Bayesianas del repositorio bnlearn [174, 175].
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Prerrequisitos

Supongamos que buscamos aprender una red Bayesiana dada por un conjunto de datos D que
estd formado por IV variables. Estas variables serdn notadas como hemos venido haciendo en
el resto de la memoria, X = {X1, Xy, ..., Xy }; donde cada X; toma valores en un dominio
Qx,. Supongamos ademds que G representa el grafo correspondiente a la RB, que determina las
relaciones de dependencia existentes entre las variables. Este grafo G se especificard por medio
de un vector de conjuntos de padres, G := (pa(X1), pa(X2), ...,pa(Xn)), donde cada pa(X;)
se corresponderd con el conjunto de padres del nodo X;. Recordamos que un nodo pertenece al
conjunto de padres del nodo X, pa(X), cuando existe una arista dirigida que va de ese nodo a X

(ver Sec 1.1 para mas informacién).

Sabemos y vimos en el Capitulo 2.2 destinado a MGPs, que una RB quedara completamente
definido al especificar el grafo y el conjunto de distribuciones de probabilidad. En este sen-
tido, el vector 6 contendra los parametros de las distribuciones de probabilidad marginales o
condicionadas, donde 6;; serd el vector de dimensién |{x,| asociado a P(X;|pa(X;) = j)y

pa(X;) = j es laj-ésima asignacién de valores de las variables en pa(X;).

Métrica Bayesiana

El problema del aprendizaje estructural en redes Bayesianas consiste, como hemos comentado,
en encontrar el grafo dirigido aciclico que mejor representa al conjunto de datos D. Para cada
conjunto de datos podremos encontrar varias RBs que los representen; es por eso que necesitamos
establecer algiin modo de cuantificar el ajuste red-datos, que permita seleccionar el mejor grafo.
De esto se encargan las métricas Bayesianas. Existen diversas métricas Bayesianas cuyo uso
estd bastante extendido: BD (Bayesian Dirichlet) [92], K2 [50], BDe (Bayesian Dirichlet + "e"
- verosimilitud equivalente) [92] y Bdeu (Bayesian Dirichlet verosimilitud equivalente + "u" -
distribucién conjunta uniforme) [28]. En este trabajo utilizaremos la dltima de estas métricas,
BDeu. En el trabajo de Heckerman et al. [92], donde se define la métrica BD (base para BDe y
BDeu), se establecen las cuatro suposiciones usadas para calcular la probabilidad marginal de los

datos dada la estructura del grafo,

p(DIG) = / P(D|G,8)P(6]G) - 4 5.1)

Antes de presentar las suposiciones, fijaremos la siguiente notacién:
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O = {Hi}i:17,__,n nota los pardmetros de una RB, B, cuyo grafo correspondiente es G.
* 0; = {0ij}j=1,. q notalos pardmetros relacionados s6lo con la variable X; € X en B.

* 0;j = {0ijk }k=1,...r, nota los pardmetros de la variable X; € X en B, dado que sus padres

toman la configuracion j-ésima.
Las suposiciones son las siguientes:

* Suposicion 1 (Muestra multinomial) - considerado el conjunto de datos D = {y;,¥a, .-, Yas }»

para cualquier instancia y; € D se cumple:
P(yg = ikl Yapa(x,) = Wij> Da) = P(Xi = zix|pa(X;) = wij) = Oyjy, (5.2)

donde Dg = {yy, .-, ¥q_1}-

* Suposicion 2 (Dirichlet) - dado el grafo aciclico G tal que P(G > 0), entonces para cada

pardmetro 0;; € 6g queda definida una distribucién de Dirichlet a priori de pardmetro cy;;.

* Suposicion 3 (Independencia de parametros -) dado el grafo aciclico G tal que P(G > 0),

entonces:
— Independencia de parametros global - score(0g|G) = []i—; score(6;|G)

— Independencia de parametros local - score(0;|G) = [];—; gi®core(0;;|G) para
todoi=1,...,n.

donde score nota a la métrica.

* Suposiciéon 4 (Modularidad de parametros) - dados dos grafos dirigidos aciclicos, G y
G',talque P(G > 0) y P(G' > 0), si X; tiene los mismos padres en ambos grafos Gy G,
entonces:

score(0;;1G) = score(0;;|G") (5.3)

paratodo j =1, ..., ¢q;.

Estas suposiciones de independencia nos permiten descomponer la probabilidad marginal de los

datos dada la estructura del grafo como el siguiente producto de probabilidades:

P(D|G) =[] P(Di| Dpax.)) (54)
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donde por D; y Dp,(x,) entenderemos respectivamente como los conjuntos de observaciones
de X; y de sus padres en G. Los términos del producto que acabamos de definir en 5.4 pueden

descomponerse como:

[, | Qx|
1 (i) - D(aijr + Nijr)
P(D1|DaXZ): J . J J
pa(Xy) ]1_[1 I'(a;j + Nij) l<;1;[1 INGTS

(5.5

donde NV;jj, es el nimero de instancias de D que tienen sentido para la asignacion j-€ésima de
pa(X;)ycon X; = k; Nijj =374 Niji y Qijie = Do Qg

Para el caso que nos compete, la métrica BDeu, tenemos que:

1

_ (5.6)
|Qpa(xi)[1€2x;]

Qijk =

La métrica BDe introducida por Heckerman et al. [92] afiade una nueva suposicion:

* Suposicion 5 (Verosimilitud equivalente) - dados dos grafos dirigidos aciclicos Gy G,
tal que P(G > 0) y P(G’ > 0), si G y G’ son equivalentes (o lo que es lo mismo, ofrecen

las mismas independencias condicionales) entonces:

score(0p|G) = score(0p|G') (5.7)

La métrica BDeu se tratard de un caso particular de la métrica BDe, por lo que partird también de
las cuatro suposiciones de BD y de la quinta suposiciéon de BDeu; y ademds considerard que cada
estado del espacio conjunto, condicionado a la estructura de grafo, es igualmente probable Esto

se traduce en: )

P(X; = wi, pa(X;) = wij|G) = o
147

(5.8)

Con la definicién de una distribucién a priori de las estructuras de grafos, P(G), especificamos
completamente la métrica Bayesiana de una estructura de grafo: score(G|D) = InP(D|G) +
InP(G). De hecho, si la distribucién a priori puede descomponerse localmente (P(G) =

[1; P(pa(X;)), entonces la métrica puede también descomponerse localmente:

score(G|D) = Z score(X;, pa(X;)|D) (5.9

donde score(X;, pa(X;)|D) = InP(D;|Dpqx,)) + InP(pa(X;)).
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Una manera sencilla de generar la distribucion a priori sobre un grafo, P(G) es considerar que se
trata de una distribucion uniforme. Diversos trabajos [16, 44, 173] han llegado a la conclusion
de que no se trata del modo mas 6ptimo de actuar, especialmente porque no tiene en cuenta el
problema de correccién de multiplicidad. Este problema dice que si el nimero de candidatos a
ser padre de una variable X; crece, debe decrecerse la probabilidad de inclusién de arcos, para

controlar el nimero de arcos falsos positivos. Se utiliza entonces, en lugar de la distribucion
. ; -1
uniforme: P(G) x []; (|pa(7:Xi)|)

Aprendizaje estructural Bayesiano de redes Bayesianas

El aprendizaje estructural Bayesiano de RBs se encarga de inferir una distribucién sobre la
estructura del gréfico aciclico dirigido (DAG) de las redes, a partir de los datos [63]. Muchos
algoritmos de aprendizaje estructural devuelven un s6lo DAG, lo que en ciertos casos puede llevar
a predicciones no demasiado buenas [131], especialmente cuando el conjunto de datos no es muy
grande. Pero en otros casos, los algoritmos devuelven un conjunto de soluciones. Las opciones
son entonces: (1) seleccionar un tnico modelo, o (2) combinar las soluciones y utilizar as{i el
modelo Bayesiano completo. En esta memoria, optaremos por la segunda de las opciones. Para
llevar a cabo este proceso, en primer lugar necesitaremos calcular la probabilidad Bayesiana a

posteriori sobre las diferentes estructuras de grafo, condicionada al conjunto de datos, es decir:

P(D|G)P(G)
p(G|D) = S P(DIG)P(T) (5.10)

Una vez se tiene la probabilidad Bayesiana a posteriori, es posible comprobar si existe un arco

dirigido, f, entre dos variables X; y X;. Puede hacerse calculando la probabilidad a posteriori

como:
E[f|D] = Zf P(G|D) (5.11)
donde:
1 si G contiene un arco que une X; y X;
f(G) = (5.12)
0 en otro caso
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También, conocer la probabilidad P(G|D) permite calcular lo que se conoce como la distribucién
predictiva a posteriori de una variable latente X condicionada a los datos observados. La férmula
correspondiente es:
P(X|D) =3 p(X|G)P(G|D) (5.13)
g

esto hace posible calcular la incertidumbre que hay cuando mas de un DAG se ajustan de manera

similar a los datos.

El problema surge cuando el tamafio de variables crece, ya que estos calculos de los sumatorios
que acabamos de presentar en las Férmulas 5.11 y 5.13 superardn muy probablemente la capacidad
de la maquina. Tal y como pasa en otros procesos, puede optarse por la obtencién de una solucién
aproximada que exprese el problema casi como la solucién exacta, asumiendo una pequefia
pérdida de informacién. Para poder resolver estos cdlculos de manera aproximada, a menudo
se han optado por algoritmos MCMC [74, 86, 131]; pero estos algoritmos tampoco pueden ser
aplicados sobre conjuntos de datos de tamafio considerable. Mds recientemente, se ha recurrido
a métodos que utilizan analisis variacional y que si son capaces de operar con redes de mayor

tamafio; hablaremos de ello a continuacién, en la siguiente Seccién 5.1.3.

Analisis variacional

En la bibliograffa, hablar de anélisis variacional en el contexto de las redes Bayesianas, se refiere
fundamentalmente a la inferencia variacional (VI) [21, 108, 202]. Se trata de un método para
aproximar distribuciones de probabilidad, ampliamente usado en especial para la aproximacién de
distribuciones a posteriori. La inferencia variacional es una alternativa més rdpida y escalable que
las cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC) (opcién ampliamente utilizada), aunque produce
una pequeiia pérdida de informacién. En el trabajo de Blei et al. [21] se puede encontrar un buen
resumen sobre la inferencia variacional, ademds de una guifa para conocer sobre qué casos es mas

conveniente utilizar MCMC y en cudles inferencia variacional.

Supongamos que nos encontramos ante un tipico problema de inferencia, queremos calcular
la probabilidad a posteriori. Sabemos y estudiamos en 1.2.6 que la férmula para calcular la
distribucién condicionada de un conjunto de variables latentes Z = {Z1, Zs, ...Z, } a otro de
variables observadas X = { X1, Xo, ..., X, }, (P(Z, X)), es:

p(Z,X)

p(Z|X) = ) (5.14)
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donde el denominador de la fraccién P(X) es la distribucién marginal de las observaciones, y
puede calcularse marginalizando las variables latentes de la distribucién conjunta de probabili-
dad.

p(X) = / p(X,Z) dz (5.15)

En muchos casos la marginalizacién no es posible, lo que complica las tareas de inferencia. Es
por eso, que obtener una aproximacién se presenta como una gran opcidn; y una manera de

conseguirlo es mediante V1.

La idea bésica detras de la VI es la de generar una familia de funciones de distribucién aproxi-
madas sobre las variables latentes, que se nota como Q; para posteriormente encontrar el miembro
de esa familia que minimiza la distancia de Kullback-Leibler a la distribucién a posteriori
exacta,

q*(Z) = argminq(Z)EQKL(q(Z),p(Z]X)) (5.16)

donde KL es la distancia de Kullback-Leibler [117]. Asi, aproximamos la probabilidad a

posteriori mediante la optimizacién del miembro de la familia elegido ¢*.

Pese a que nos hemos centrado en la optimizacién utilizando la distancia de Kullback-Leibler
(inferencia variacional Kullback—Leibler [13]); Wainwright et al. [202] indican que puede
utilizarse equivalentemente cualquier otro método que optimice para calcular la aproximacién de
una densidad, como podrian ser propagacién de creencias [209] y propagacion de expectativas
[138], entre otros.

La distancia de Kullback—Leibler es una medida que sirve para comparar cémo de proximas se
encuentran dos densidades. La distancia KL serd 0 cuando ambas densidades sean idénticas, por

lo que el objetivo serd que esa distancia sea lo mas pequefia posible. Su férmula es la siguiente:
KL(q(Z),p(Z|X)) = Ellog ¢(Z)] — Ellog p(Z[X)] (5.17)
Por lo que, expandiendo la probabilidad condicional en la anterior Férmula 5.17 quedaria:
K L(q(Z), p(Z|X)) = Ellog ¢(Z)] — E[log(Z, X)] + log p(X) (5.18)

Esto quiere decir que la distancia de Kullback-Leibler depende de log p(X), lo que lo hace

dificil de computar. Es por eso que se recurre a optimizar una férmula equivalente salvo por una
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constante; lo que se concoe como la funcion limite inferior de la evidencia (ELBO - por sus siglas

en inglés evidence lower bound). Esta queda expresada como:
ELBO(q) = Ellog p(Z,X)] — E[log q(Z)] (5.19)

Buscamos entonces maximizar la funciéon ELBO, lo que es equivalente a minimizar la distancia
de KL.

Otra propiedad de la funcién ELBO es que para todo ¢(Z) se cumple que: log p(X) > ELBO(q).
Esto es consecuencia directa de las Férmula 5.18 y 5.19; y del hecho de que la distancia de
Kullback-Leibler siempre es positiva [117]:

log p(X) = K L(q(Z), p(ZX) + ELBO(q)) (5.20)

Ya que acabamos de definir la funcién objetivo para el proceso de optimizacién (ELBO 5.19).
Pasamos a especificar la familia variacional Q. La aproximacion mads utilizada para aplicar VI
es usando la conocida como aproximacion de campo medio (i.e. familia variacional de campo
medio), donde las variables latentes son mutuamente independientes. Cada miembro de la familia

sigue la forma:

¢"(2) = ][ a(Z) (5.21)

Uno de los métodos mds usados para resolver el problema de optimizacion, partiendo de la
funcién ELBO y la familia variacional de campo medio, se conoce como inferencia variacional

de actualizacion de coordenadas [19].

Dada una variable latente Z; € Z, su condicional completa es su densidad condicional dadas
el resto de variables latentes y las observadas, p(Z;|Z;<;,X). La inferencia variacional de
actualizacion de coordenadas se basa en optimizar iterativamente cada factor de la familia

variacional de campo medio, manteniendo los otros fijos. Esto permite que podamos reescribir:

7z eEiSj [ZOQ p(D7Z)]
oz)= T

donde C' es la constante de normalizacién y F;<; nota la esperanza de las variables Z =

(5.22)
{Z1, ..., Z,} tal que j < i, que utiliza la distribucién definida por H;SZ q(Z;).

Puesto que se asume que las variables latentes son independientes, las esperanzas de la parte

derecha de la Férmula 5.22 no involucran al factor variacional j-ésimo, por lo que se trata de
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una actualizacion de coordenadas valida. Estas ecuaciones de actualizacion de coordenadas 5.22
garantizan que la funcién ELBO crece de manera monétona con cada iteracion; y llega, en algtin

momento, a un 6ptimo local.

Introduccion al problema de aprendizaje estructural
variacional

Familia variacional de campo medio

Para nuestro problema de aprendizaje estructural variacional, presentamos el grafo sobre el

conjunto de variables aleatorias X = { X7, ..., Xy} como una lista de la forma:
§={X; S Xj, donde i,j=1,....,n con i< j}

donde cada elemento X; = X nos da informacién sobre los arcos entre las variables X; e X;.

Esta estructura de la red G podra ser representada como una matriz de dimensién N x N, donde
cada elemento G;; (donde 7 se asocia con el niimero de fila y j con el de columna) representa la
relacién entre las variables X; y X ;. Cada uno de estos elementos G;; podrd tomar uno de los

siguientes valores:
* G;; = +1: si existe un arco que vade X; a X; (X; — X);

* G;; = —1: siel arco lleva el sentido contrario al anterior caso, es decir, que va de X; a X;
(X; — Xy);

* G;; = 0: si las variables son independientes, o lo que es lo mismo, si no existe arco que
une a X; y X; (X; L Xj).

De este modo podemos generar una matriz con la particularidad de ser antisimétrica y cuya
diagonal principal estard compuesta por ceros. Por esta razdn, estaremos interesados tinicamente

en los valores que se encuentren por encima de la diagonal principal.

Ejemplo 42 A modo ilustrativo, veamos la matriz que quedaria generada con un ejemplo.
Consideraremos en esta seccion una de las RBs que utilizamos en la parte de evaluacion empirica
del trabajo con potenciales basados en valor (Capitulo 4). Se trata de la red cancer, que puede

encontrarse en el repositorio bnlearn y se definio por primera vez en el trabajo de Korb et al.

5.2 Introduccion al problema de aprendizaje estructural variacional 145




[116]. Las variables involucradas en el problema son: Pollution (P), Smoker (S), Cancer (C),

Xray (X) y Dyspnoea (D). Recordamos que sus caracteristicas principales son las siguientes:
e Nimero de nodos: 5.
e Niimero de arcos: 4.
* Niimero minimo de estados: 2.
e Niimero medio de estados: 2.
* Niimero mdximo de estados: 2
e Nimero de pardmetros: 10.

El grafo correspondiente a esta RB se define en el mismo trabajo de Korb et al. [116] como puede
apreciarse en la Figura 5.1. Presentamos a continuacion la matriz que representa la estructura
de la red:

N P S ¢ X D
\ o~ 0 0 1 0 0\ r
N, 0O o0 1 0 0] s
G= |-1 -1 0 1 1| ¢
0O 0 -1 0 0] x
Grafo de la red Bayesiana 0O 0 -1 0 0/ b

cancer.

0

En rojo, podemos observar en el grafo el arco que va de la variable Smoker a Cancer y los dos

elementos de la matriz que se corresponden con esta relacion.

g

Ademads, para utilizar inferencia variacional sobre nuestro problema de aprendizaje estructural
aproximando P(G|D), necesitaremos definir la familia variacional Q. Esta familia Q se basa,
como hemos comentado, en el método mds comun, la aproximacién de campo medio y serd la de
presencia/ausencia de arcos entre las distintas variables aleatorias, es decir:
i<j
q(GIN) = [ a(Xs S X;|A) (5.23)

1,J
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donde ¢(X; < Xj|A;;) se trata de una variable aleatoria multinomial que puede tomar tres

posibles estados y que quedard parametrizada por el vector \;;:

* X; L Xj - queindica la no existencia de arco entre las variables X; y X, con probabilidad

* X; — X; - indicando que existe arco que va de X; a X, con probabilidad A;;_, .
* X; + X - indicando que existe arco que va de X; a X, con probabilidad A;;_ ;.

Alternativamente, podemos expresar la Férmula 5.23 de la familia variacional como:
a(G1N) = [T a(pa(X3)X) (5.24)
i

donde q(pa(X;)|A;) es la distribucién variacional para los padres del nodo X;.; A; denotard la
coleccion de pardmetros \;; para los que 7 > j. La distribucion variacional de padres de X; puede
también expresarse como el producto de probabilidades de los arcos que definen el conjunto de

padres:

alpa(X)IN) = [ a(Xi< X5a) [ 1 —a(Xi < Xplhi)) (5.25)
Xjepa(X;) X ¢pa(X;)

Este conocimiento sobre la probabilidad del grafo G dado el conjunto de datos D quedara
plasmado en otra matriz, P(G|D); donde cada elemento serd una lista de dimensién 3 que
contendra esos tres valores de probabilidad (\;;,,, Aij,, Aij_,). Esta matriz tendrd la misma
dimensién que la anterior (N x N) y serd notada como Q(G|A). En esta segunda matriz,
igualmente sélo estaremos interesados en los valores que se encuentren por encima de la diagonal
principal; ya que los que se encuentren en la posicién simétrica dardn la misma informacion.

Suponiendo un problema de dos variables X7, X», la matriz seguiria el siguiente patrén:

X4 X2
(P(Q11[-1)), P(Q1,110)), P(Q1,141))) (P(Q1,2[—1])aP(Ql,Q[O])vp(Ql,Z[-i-l]))) X

G|\ =
QEN <(P(Q2,1[—1]),P(Q2,1[0])7P(Q2,1[+1])) (P(Q2,21-11), P(Q2.20)), P(Q22141])) ] X2

Ejemplo 43 Suponiendo la misma red cancer del Ejemplo 42. La matriz de probabilidades

generada tras ejecutar el algoritmo variacional para esta red cancer, tiene la siguiente forma:

P S C X D

(0.16,0.66,0.4)  (0.38,0.11,0.51) (0.16,0.68,0.16)  (0.4,0.65,0.17) \, P

(0.51,0.07,0.42)  (0.03,0.9,0.07)  (0.25,0.49,0.26) \ s

Q = (0.57,0.14,0.29)  (0.29,0.08,0.63) |cC
(0.1,0.85,0.05) |x

D
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true network bnlearn hc network

@

vsl network

0.58

052 0.38

052 0.39

0.47
@

Grafo de la red Bayesiana cancer.

En negrita podremos observar destacado el mayor valor de probabilidad de los tres presentes en
cada elemento de la matriz. Solo presentaremos los valores que se encuentren por encima de
la diagonal principal, ya que, como comentamos, los valores de posiciones simétricas dardn la

misma informacion.

Partiendo de estos valores de probabilidad ofrecidos por el algoritmo de aprendizaje estructural
variacional, serd posible definir el grafo cuyas relaciones pueden deducirse de dichos valores.
En la siguiente Figura5.2 podemos observar tres grafos, por un lado, el que se encuentra en la
esquina superior izquierda, corresponde con el grafo original presente en el trabajo de Korb et al.
[116] y que ya pudimos ver en el Ejemplo 42; el de la esquina superior derecha se corresponde
con el que se aprende utilizando el método propuesto en bnlearn; y el de la parte inferior es
el que se obtendria siguiendo la aproximacion variacional que proponemos en esta memoria.
Para este iiltimo grafo, mostramos también los valores de probabilidad (sin contar con el de
independencia entre las dos variables, por ser de los arcos entre nodos, considerando solo los
valores por encima de 0.2. A la vista de los resultados numéricos presentes en la matriz de
probabilidades, podemos comentar que las relaciones de dependencia e independencia entre
las variables se encuentran claras y corresponden con las del grafo original. Por otro lado, el
sentido de los arcos varia en funcion del método de aprendizaje usado y presenta discordancia

con el original, lo que pone de manifiesto que los datos permiten y sugieren grafos diferentes.

O
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5.2.3

Ecuaciones variacionales de actualizacion de coordenadas

En la anterior Sec 5.2.1 hemos visto como seria la familia variacional de aproximacién ). Y
tal y como explicamos en 5.1, el objetivo es el de determinar el conjunto de parametros A que

minimiza la Ecuacién 5.16, que recordamos que tiene la forma:
argminyK L(q(G|A), P(G| D))

Y este problema puede resolverse, como comentamos, mediante un conjunto de ecuaciones de
actualizacién de coordenadas observables en Ec.5.22 y que en nuestro caso se expresaran, por

resultar mas conveniente, en término de logaritmos, resultando la Ecuacién—:
lnq(Xi = Xj = kj) = ngq(g\{Xi:Xj})[lnp(Dv gu {Xz = Xj = k‘})] —InC (5.26)

donde C' es la constante de normalizacion, k € —1,0,1, ¢(G \ {X; = X,}) se refiere a la
distribucién variacional sobre todos los arcos a excepcion del que hay entre las variables X;
y X,y GU{X; = X, = k} nota un grafo para el que el arco entre X; y X; se define

deterministicamente por k.

La férmula que acabamos de presentar (Ecuacién 5.26) define un conjunto de ecuaciones de
actualizacion, una por cada par de nodos del grafo, donde cada una tendrd que calcularse de
manera iterativa hasta lograr convergencia. EL mayor problema de la anterior férmula es realizar
los calculos asociados a la esperanza, ya que el cdlculo exacto es inviable. La alternativa es
usar métodos Monte Carlo para aproximar las ecuaciones de actualizacién por muestreo de las
distribuciones variacionales. Este método tiene el problema, y es que ¢(G) define una distribucién
multinomial sobre un niimero de estados mas que exponencial. Por lo que para obtener una
estimacién Monte Carlo razonable, serdn necesarias un gran nimero de muestras Monte Carlo.
La manera de obtener un conjunto manejable de ecuaciones de actualizacién serd mediante la

factorizacion proporcionada por la regla de la cadena, que pudimos ver en la Ecuacién 5.4.

Limite inferior de la evidencia

Como comentamos, una de las ventajas que presenta la inferencia variacional frente a los métodos
Monte Carlo, es que optimizan una funcidn, llamada funcion limite inferior de la evidencia

(ELBO 5.19), cuyo valor puede usarse para evaluar la convergencia del método.
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En nuestro caso, la funcién ELBO puede obtenerse mediante la Férmula 5.27:

ELBO(q) = Z Epa(x)~a(pa(Xi) ) [SCore(Xs, pa(X;)|D)] + H(q(G[N)) (5.27)

donde el primer término de la suma se computa utilizando muestras Monte Carlo de g(pa(X;)|\;)
y el segundo nota la entropia de la distribucidn variacional, que es la suma de la entropia de las

distribuciones multinomiales individuales que definen la presencia o ausencia de arcos.

Finalmente, notaremos como ¢(G|\*) a la distribucién variacional obtenida por las ecuaciones de

actualizacion, una vez que se haya llegado a convergencia de acuerdo con la funcién ELBO.

Algoritmos de aprendizaje estructural variacional

El problema serd, como venimos comentando, el de aprender el grafo a partir de los datos y lo
enfocaremos desde un punto de vista variacional. El objetivo serd entonces el de encontrar el

conjunto de pardmetros A que verifican la expresion:

argminy K L(Q(GIN)|P(G|D)) (5.28)
donde K L es la distancia de Kullback-Leibler [117] que definimos en el Capitulo 4.
Estamos entonces ante un problema de optimizacion que se resolverd mediante la estimacion de

gradientes de Monte Carlo y ascenso de coordenadas. El procedimiento general puede definirse

como expresamos en el Algoritmo 8:

Algoritmo 8 Aprendizaje estructural variacional

1: funcion aprender(D) > donde D es el conjunto de datos a aprender
2 inicializar Q(G|\) > Algoritmo 9
3: mientras no se cumpla criterio parada hacer:

4: actualizar Q(Q(G|\)) > Algoritmo 10
5 evaluar criterio parada

6 fin bucle

7: fin funcion
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5.3.2

Inicializacidn

La matriz que representa (G| D) puede ser inicializada de distintas formas, como considerando
que los valores se distribuyen siguiendo una distribuciéon uniforme o mediante otro algoritmo
previo. En este estudio serd inicializada de manera aleatoria tal y como describimos en el

Algoritmo 9:

Algoritmo 9 Inicializacién de la matriz Q(G|D)

1: funcion inicializar(Q(G|\)) > Donde @ es una matriz N x N
para i = 0 hasta N hacer:
para j = ¢ + 1 hasta N hacer:

generar un valor aleatorio U (0, 1) para G4 1)

2
3
4
5: generar un valor aleatorio U (0, 1) para G|
6 generar un valor aleatorio U (0, 1) para G|_q
7 normalizar valores de probabilidad

8 fin bucle

9: fin bucle

10: fin funcion

Optimizacion

El procedimiento para actualizar los valores ();; es el descrito en el Algoritmo 10.

Algoritmo 10 Actualizacién de matriz Q(G|\)

1: funcion actualizar(Q(G|\)) > Donde ) es una matriz N x N; y m el nimero de muestras
para ¢ = 0 hasta N hacer:
paraj =i+ 1to N hacer:
/I generar el conjunto de padres para actualizar Q;;: pa(X;), pa(X;)
df pax,=generarConjuntoPadres (i, m, Q(G|\))

2
3
4
5
6: df pa x;=generarConjuntoPadres(j, m, Q(G|\))
7 / actualizar valores de probabilidad

8 actualizarQDistribucion(dfpax,, df pax;, i, j,m, Q(G|\))
9 fin bucle

10 fin bucle

11: fin funcion
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La actualizacién de (Q;; requiere muestrear conjuntos de padres para X; y X y calcular la
puntuacion para cada situacién posible: X; — X;, X; < X; y X; L Xj. El procedimiento para
el muestreo de padres se describe en el Algoritmo 11. Al muestrear los padres de X; es necesario
considerar la distribucién @;; para cada par (X;, X;),7 > iy (X;, X;), j < i. Las distribuciones
para ();j,7 > 7 producirdn j como padre si el nimero aleatorio generado conduce al estado
Qiji—1) (en este caso la arista serd X; < X;). Las distribuciones para (i, j < ¢ afiadirdn j
como padre si el nimero aleatorio conduce a la seleccion del estado Q)51 1) (la arista va de X a
Xit Xj — X)),

Algoritmo 11 Generacién de conjuntos de padres para X;

1: funcion generarConjuntos(i, m, Q(G|\))
2: crear una estructura de datos (df pax,) con m filas (nimero de muestras a obtener) y N
columnas (X1,... Xy)
para s = 1 hasta m hacer:
para j = ¢ + 1 hasta NV hacer:
generar un nimero aleatorio r = U(0, 1)
seleccionar X; como padre si r se corresponde con Qyj_1, df pax; (s, j) = 1
fin bucle
para j = 1 hasta: — 1 hacer:
generar un nimero aleatorio r = U(0, 1)
10: seleccionar X; como padre si r se corresponde con @ j;(4.1), df pax;,(s,j) =1
11: fin bucle
12: fin bucle
13: devolver dfpax,
14: fin funcion

D AR

Las estructuras de datos dfpax; y dfpax; se usan para actualizar la distribucion @);;. Este paso
se describe en el Algoritmo 12. Cuando este procedimiento termina, habrd nuevas estimaciones
para las probabilidades que describen los estados para la arista entre X; y X;. el método auxiliar

llamado actualizarProb se introduce por conveniencia (ver Algoritmo 13).

La actualizacién de cada valor de probabilidad se explica en el Algoritmo 13 y requiere el cdlculo

de los parametros.
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Algoritmo 12 Actualizacién de la distribucion Q);;

1:
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:

funcion actualizarDistribucionQ(dfpax;, df pax;, i, j, m, Q(G|\))

/I completa conjunto de padres para calcular pardmetros
S;1 = dfani (Xj = 1)

/I actualiza el valor de probabilidad para Qij[_u
Qij[—1) = actualizar Prob(m, s, sj0)

/I actualiza el valor de probabilidad para (11
Qijl+1) = actualizar Prob(m, s, s;1)

Il actualiza el valor de probabilidad para Qo)
Qijjo) = actualizar Prob(m, sio, sj0)

16: fin funcion

Algoritmo 13 Actualizacion de Q;;i4]

1: funcion actualizarProb(m, s;, s;)

2
3
4
5
6:
7
8
9

10:
11:

sum=0
para k = 1 hasta m hacer:
conjuntos pax, = X;, donde s;(k,l) =1
sum=sum+calcularScore(X;, pa(X;))
fin bucle
para k = 1 hasta m hacer:
conjuntos pax; = X, donde s;(k,l) =1
sum=sum+calcularScore(X;, pa(X;))
fin bucle

devolver sum/n

12: fin funcion

> 54, sj: los conjuntos de padres para X; y X;

La dltima operacion a llevar a cabo es el cdlculo de la puntuacién de una variable, X;, dado un

cierto conjunto de padres, pa(X;). Esta operacion se describe en el Algoritmo 14.
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Algoritmo 14 Célculo de puntuacién

1: funcion calcularScore(X;, pa(X;))

2: g = Ha:j epa(X;) Tj» (rj: numero de estados de X ;)
3: n; = 0, para todos los estados k de X;
4: s = 1, (tamafio de muestra equivalente)
5: para j=1 hasta ¢; = hacer: > obtiene estadisticos del conjunto de datos
6: Njj = 0
7: para k=1 hasta r; (nimero de estados de X;) hacer:
8: nij,: nimero de instancias con X; = k, pa(X;) = ¢;
9: Ngj = Nij + Nyjk
10 fin bucle
11: fin bucle
12: sum=0 > calcula puntuacion
13: para j=1 hasta ¢; = hacer:
14: vall=log (F(S/QZ)>
[(nij + 5/qi)
15: val2=0
16: para k=1 hasta r; hacer:
17: val2=val2+log (P(mjk + S/riqi))
I'(s/rigq;)
18: fin bucle
19: sum=sum-+vall+val2
20: fin bucle
21 penalizacion=[n( (\rj}i |)) > |II;|: ndmero de padres de X;
22: devolver sum — penalizacion

23: fin funcion

Evolucion del algoritmo

La evolucién del algoritmo puede analizarse calculando el limite inferior de la probabilidad

conjunta representada por Q:

Z calcularScore(X;|11x) (5.29)
I ~Q(pa(Xi))

L@ =3

N o
=1

El procedimiento para obtener este limite se describe en el Algoritmo 15.
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Algoritmo 15 Calculo de limite inferior
1: funcion calculoLimiteInferior(Q(G|\))

2 sumaGlobal=0

3 parai=1 hasta N hacer:

4 dfpax, = generarConjuntoPadres(i,m, Q(G|\)
5 sum=0

6: para k = 1 hasta m hacer:

7 pa(X;) = dfpax,(k, X; =1) > selecciona X en fila k con dfpax,(i,j) =1
8 sum=sum+calcularScore(X;, pa(X;))

9 fin bucle
10: sumaGlobal=sumaGlobal+(sum/m)

11: fin bucle

12: devolver global Sum

13: fin funcion

Experimentacion con el algoritmo

Para evaluar cémo se comporta el procedimiento de aprendizaje variacional que acabamos
de introducir hemos considerado el estudio sobre un total de 4 RBs, todas disponibles en el
repositorio bnlearn [174, 175]: alarm, asia, hepar2, win95ps. Algunos detalles sobre estas redes
se dieron en el anterior Capitulo 4 (ver Sec. 4.2.4). Veamos un poco de informacién sobre estas

cuatro RBs:

* Lared alarm se define en el trabajo de Beinlich et al. [14], donde buscan avisar a pacientes
de diagndsticos peligrosos. La red se compone de 8 nodos relativos a diagndsticos, 16

recomendaciones y 13 variables intermedias.

* asia [124] es la red que hemos venido considerando como ejemplo en varias secciones
de la memoria y que podemos ver en 2.2. Se compone de 8 variables, cada una con dos

posibles estados.

* Ya comentamos en 4.3.5 que la RB hepar2 se definié por A. Onisko en su tesis doctoral
[148] como parte del proyecto HEPAR II. Este proyecto fue inspirado por el sistema
HEPAR [22], cuyo objetivo es el de dar soporte a la diagnosis de trastornos hepdticos y del

tracto biliar.
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* win95ps, definida en el trabajo de Heckerman et al. [91], representa el conocimiento para

solucionar problemas de impresoras en Windows 95.

Procedemos a especificar en la Tabla 5.1 los relevantes para este estudio. En esta tabla podemos

encontrar las siguientes columnas:
* red- que contiene en cada fila el nombre de la red a la que se refiere.
* nodos- nimero de variables del grafo.
* arcos- nimero de conexiones entre los nodos.

* grado med.- grado medio de los nodos. Recordamos que el grado un nodo es el nimero de
arcos que salen de €él; por tanto, el grado medio sera la media de los grados de todos los

nodos.
* grado max.- grado maximo de los nodos de la red.

e tam. train- serd el nimero elegido de instancias que formaran parte del conjunto de

entrenamiento.
 tam. test- de manera andloga al anterior, sera el tamafio del conjunto de test.
* iter- se refiere al nimero de iteraciones que el algoritmo realizard antes de parar el proceso.

* np- serdn los cuatro tamafios del conjunto de padres, elegidos teniendo en cuenta la
naturaleza de las RBs para probar el algoritmo. Dardn una idea aproximada o rango del

nimero de padres que debe tener el grafo a aprender.

Los experimentos se realizaron 5 veces para cada RB, donde para cada una de esas repeticiones
se utilizaban un conjunto de test y otro aleatorio de entrenamiento, manteniendo el tamafio y

nudmero de iteraciones.

red nodos arcos pardmetros gradomed. grado mdx. tam. train tam. test iter np
alarm 37 46 509 2.49 4 3500 10000 3500 {30, 50, 70,90}
asia 8 8 18 2 2 100 10000 105 {10, 20, 30,40}
hepar2 70 123 1453 3.51 6 3000 10000 10350  {25,50, 75,100}
win95pts 76 112 574 2.95 7 2500 10000 14250  {25,50, 75,100}

Caracteristicas de las redes Bayesianas estudiadas del repositorio bnlearn para evaluar el
algoritmo de aprendizaje variacional de redes.
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Los resultados obtenidos mediante la experimentacién se presentan mediante una tabla resumen
para cada RB. Esta tabla tendra 5 filas, en la primera podemos observar el valor de referencia
de la métrica BDeu para test y train proporcionado por bnlearn, y el resto de filas serdn las
distintas métricas obtenidas al aplicar el algoritmo de aprendizaje estructural variacional; y 6
columnas, donde las 5 dltimas presentan los resultados de cada repeticion. Ademds, después
de cada tabla podremos ver varias graficas que evaldan el score del modelo a medida que el
nimero de iteraciones aumenta. Para cada repeticion del experimento con distintos conjuntos de
train y test tendremos 4 graficas, una por cada tamaifio del conjunto de padres. En cada gréfica

encontraremos:

* Linea en color verde: indicando el resultado del modelo variacional sobre el conjunto de

test.

Linea discontinua en color rojo: indicando el resultado dado por bnlearn sobre el conjunto

de entrenamiento.

Linea de puntos en color rojo: resultado dado por bnlearn sobre el conjunto de test.

* Linea continua en color rojo: muestra la evolucién del score variacional.

5.4.1 Red alarm

Sobre los resultados que se presentan en la Tabla 5.2 y las graficas presentes en las Figuras 5.3,
5.4,5.5,5.6 y 5.7, referentes a la red alarm, podemos comentar que en todos los casos se mejora
utilizando el algoritmo de aprendizaje variacional propuesto, con respecto del valor de bnlearn.
Siempre se produce convergencia entre las 600-700 iteraciones, independientemente del nimero
de padres seleccionado. Puesto que al observar las graficas con distinto nimero de padres no se
produce gran mejora, podremos concluir que el tamafio de padres adecuado podria ser cercano a
30.
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\"2! V2 V3 V4 V5
train test train test train test train test train test
bnlearn -6900 -6577 | -7042 -6738 | -7026 -6712 | -7080 -6730 | -7188 -6651
np =30 -5685 -5265 | -5882 -5345 | -5759 -5220 | -5783 -5192 | -5918 -5284
np =50 -5693 5251 | -5977 -5394 | -5732 -5229 | -5867 -5301 | -6017 -5359
np =70 -5713  -5251 | -5870 -5317 | -5769 -5286 | -5843 -5239 | -5933 -5311
np =90 -5697  -5257 | -5950 -5364 | -5727 -5247 | -5878 -5287 | -6000 -5367

Tabla resumen de los resultados obtenidos para la red alarm sobre las 5 distintas repeticiones
del algoritmo de aprendizaje variacional, considerando distintos tamafios del conjunto de

Tamafio del conjunto de padres = 30.
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Iterations
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3000
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Tamaiio del conjunto de padres = 70.

padres.

1000

2000
lterations

3000

Tamafio del conjunto de padres = 50.

8000~

1000

3000

2000
lterations

Tamaiio del conjunto de padres = 90.

Gréficas de evolucién de la métrica segtin el nimero de iteraciones, primer experimento red
alarm (V1).
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Gréficas de evolucion de la métrica segin el niimero de iteraciones, segundo experimento red

alarm (V2).
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Grificas de evolucidn de la métrica segtin el nimero de iteraciones, tercer experimento red
alarm (V3).
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Gréficas de evolucion de la métrica segtin el nimero de iteraciones, cuarto experimento red

alarm (V4).
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Grificas de evolucion de la métrica segun el nimero de iteraciones, quinto experimento red

Red asia

alarm (V5).

A la vista de la Tabla 5.3 y Figuras 5.8, 5.9, 5.10, 5.11 y 5.12 sobre la red asia, podemos decir que

los resultados mejoran. En este caso también se produce convergencia, aunque a priori parezca

que se fluctda, lo cierto es que se debe a que el rango del eje y es menor que el de las gréificas de

la RB alarm y por eso se aprecian visualmente los cambios de valor aunque sean pequefios.
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A\l V2 V3 V4 V5
train test train test train test train test train test
bnlearn -269.3  -233.3 | -247.5 -234.0 | -240.7 -2293 | 2749 -232.0 | -271.5 -229.2
np =10 -246.9  -199.0 | -229.8 -202.9 | -220.7 -1989 | -239.1 -197.2 | -246.9 -199.0
np =20 -239.1  -192.2 | 2264 -2009 | -216.3 -195.5 | -237.5 -1954 | -239.1 -192.2
np = 30 -2447  -200.5 | -226.0 -200.9 | -216.7 -198.7 | -240.5 -195.0 | -244.7 -200.5
np =40 -238.1 -199.8 | -226.6 -200.8 | -214.7 -198.1 | -235.9 -198.0 | -238.1 -199.8

Scores

Scores

£
Iterations

Tamaiio del conjunto de padres = 10.

Tamafio del conjunto de padres = 30.

Tabla resumen de los resultados obtenidos para la red asia sobre las 5 distintas repeticiones del
algoritmo de aprendizaje variacional, considerando distintos tamafios del conjunto de padres.

Tamaiio del conjunto de padres = 20.

lterations

Tamafio del conjunto de padres = 40.

asia (V1).

Gréficas de evolucién de la métrica seguin el nimero de iteraciones, primer experimento red
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Grificas de evolucién de la métrica segiin el nimero de iteraciones, segundo experimento red
asia (V2).
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Gréficas de evolucion de la métrica seguin el nimero de iteraciones, tercer experimento red
asia (V3).
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Grificas de evolucion de la métrica segtin el nimero de iteraciones, cuarto experimento red
asia (V4).
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Scores

~240-

Tamafio del conjunto de padres = 10. Tamafio del conjunto de padres = 20.
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Tamafio del conjunto de padres = 30. Tamafio del conjunto de padres = 40.

Gréficas de evolucion de la métrica segtin el nimero de iteraciones, quinto experimento red
asia (V5).

5.4.3 Red hepar2

Sobre el comportamiento de la red hepar2 al aplicar el algoritmo, que podemos observar en la
Tabla 5.4 y las Figuras 5.13, 5.14, 5.15, 5.16 y 5.17, podemos comentar que al igual que para el
caso de alarm, se observa una rapida convergencia en pocas iteraciones y todos los resultados
mejoran. Ademads, no se observa diferencia significativa entre las grificas segin el nimero de

padres, por lo que podra optarse por elegir el nlimero menor.
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V3 V4
train test train test train test train test train test
bnlearn -97973  -98139 | -98361 -98190 | -98506 -98115 | -98079 -98117 | -98614 -98113
np =25 -97650 -97692 | -97968 -97727 | -98232 -97793 | -97607 -97648 | -98258 -97864
np =50 -97705  -97800 | -98054 -97794 | -98097 -97704 | -97839 -97858 | -98276 -97697
np =175 -97662 -97718 | -97998 -97741 | -98177 -97776 | -97715 -97720 | -98319 -97764
np = 100 -97723  -97789 | -98046 -97775 | -98199 -97815 | -97652 -97657 | -98233 -97790
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7500

Tamafio del conjunto de padres = 25.
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Tamafio del conjunto de padres = 75.

padres.
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Tamafio del conjunto de padres = 50.
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o
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7500

10000

Tamafio del conjunto de padres = 100.

Tabla resumen de los resultados obtenidos para la red hepar2 sobre las 5 distintas repeticiones
del algoritmo de aprendizaje variacional, considerando distintos tamafios del conjunto de

Gréficas de evolucién de la métrica segiin el nimero de iteraciones, primer experimento red

hepar2 (V1).
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Gréficas de evolucién de la métrica segtin el nimero de iteraciones, segundo experimento red

hepar2 (V2).
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Gréficas de evolucion de la métrica segtin el nimero de iteraciones, tercer experimento red
hepar2 (V3).
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Bayesian scores

Bayesian scores
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Grificas de evolucion de la métrica segtin el nimero de iteraciones, cuarto experimento red

hepar2 (V4).
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-100000 -100000

-110000

Bayesian scores
Bayesian scores

-120000 120000

130000 130000

2500 000 7500 10000 o 2500 5000 7500 at0c
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Tamafio del conjunto de padres = 25. Tamafio del conjunto de padres = 50.

-100000 100000

-110000
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120000

130000 130000

7500 10000 o 2500

5000 5000
Iterations. Iterations

Tamafio del conjunto de padres = 75. Tamafio del conjunto de padres = 100.

Gréficas de evolucion de la métrica segtin el nimero de iteraciones, quinto experimento red
hepar2 (V5).

Red win95pts

De manera similar a como se observa para las redes alarm y hepar2, en la Tabla 5.5 y Figuras
5.18, 5.19, 5.20, 5.21 y 5.22, que muestran los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo de
aprendizaje estructural variacional propuesto, obtenemos convergencia en pocas iteraciones y
mejores resultados al aplicar el algoritmo de aprendizaje variacional. Y el cambio de nimero de

padres no parece afectar, por lo que se podra seleccionar el menor.
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\%! V2 V3 V4 V5
train test train test train test train test train test
bnlearn -23322  -23398 | -23413  -23240 | -23371 -23498 | -23570 -23390 | -23506 -23570
np =25 -16501 -16125 | -16470 -15197 | -16276 -15889 | -16493 -16047 | -16489 -15994
np =50 -16366  -15950 | -16472 -15970 | -16421 -16038 | -16491 -15926 | -16497 -16006
np=75 -16309 -16008 | -16481 -15921 | -16317 -15963 | -16437 -15802 | -16519 -16006
np =100 -16310 -16004 | -16433 -15852 | -16363 -16023 | -16733 -16152 | -16516 -16051

Tabla resumen de los resultados obtenidos para la red win95pts sobre las 5 distintas
repeticiones del algoritmo de aprendizaje variacional, considerando distintos tamafios del
conjunto de padres.

15000

,,,,,,,

35000

Iterations.

Tamafio del conjunto de padres = 25.

terations.

Tamafio del conjunto de padres = 75.

Iterations

Tamafio del conjunto de padres = 50.

Iterations

Tamafio del conjunto de padres = 100.

Gréficas de evolucion de la métrica segtin el niimero de iteraciones, primer experimento red

win95pts

(V1).
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Scores
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Tamafio del conjunto de padres = 75. Tamafio del conjunto de padres = 100.

Gréficas de evolucién de la métrica segtin el nimero de iteraciones, segundo experimento red
win95pts (V2).
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Gréficas de evolucion de la métrica seguin el nimero de iteraciones, tercer experimento red

win95pts (V3).
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Scores
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20000~
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5000 0600
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lterations

Tamafio del conjunto de padres = 25. Tamafio del conjunto de padres = 50.
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5000 10000 0
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5000 10600
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Tamafio del conjunto de padres = 75. Tamafio del conjunto de padres = 100.

Grificas de evolucion de la métrica segtin el nimero de iteraciones, cuarto experimento red
win95pts (V4).
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s0 a0 % s

(a) Tamaio del conjunto de padres = 25. (b) Tamaiio del conjunto de padres = 50.

6 500 1000 o 5000 10000
Iterations terations

(c) Tamano del conjunto de padres = 75. (d) Tamafio del conjunto de padres = 100.

Fig. 5.22: Grificas de evolucidon de la métrica segtin el niimero de iteraciones, quinto experimento red
win95pts (V5).

5.5 Conclusiones y comentarios sobre el algoritmo de
aprendizaje variacional de RBs

* El método de aprendizaje variacional que hemos presentado supone, de momento, una
aproximacion. Para llegar a un resultado satisfactorio y que el algoritmo sea capaz de
detectar las relaciones condicionales existentes, serd necesario que el tamafio del conjunto

de datos de entrenamiento sea lo suficientemente grande. En caso de qué asf sea, existird
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un grafo dirigido aciclico G* que se trate de un éptimo local para la funcién ELBO 5.27 y

una vez que las ecuaciones de actualizacién alcancen G* se quedaran estéticas.

* En cuanto a la experimentacion, comentamos que para las cuatro redes Bayesianas estudi-

adas los resultados han mejorado con respecto a los ofrecidos por bnlearn.

* Ademads, el algoritmo esta programado para sacar ventaja de diferentes tareas de par-

alelizacién. Las opciones disponibles de paralelizacion pueden aplicarse a las operaciones

indicadas a continuacion:

8.

0.

. Generacion de los conjuntos de padres.
. Célculo de métrica para todas las variables.

. Célculo de entropfa.

Calculo de métrica para una variable.

. Generacién de los conjuntos de padres + cédlculo de entropia.

Calculo de métrica para todas las variables + calculo de entropia.

Generacion de los conjuntos de padres + célculo de entropia + célculo de métrica

para una variable.
Generacion de los conjuntos de padres + cdlculo de métrica para una variable.

Célculo de entropia + célculo de métrica para una variable.

Dentro de estas 9 alternativas de paralelizacién, la que mejor resultados dio en un estudio

inicial fue la (4) Cdlculo de métrica para una variable, por lo que fue la que se utilizé para

todos los experimentos de todas las redes.
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6.1

Algoritmos para inferencia en
MGPs con probabilidades
Imprecisas

En los anteriores Capitulos 2 y 3 se pudo encontrar una introduccion a la inferencia con MGPs
precisos e imprecisos. Como comentamos, las tareas de inferencia son fundamentales en el trabajo
de MGPs en general, y RBs en particular. Con ello, pueden resolverse consultas sobre una o varias
variables del problema, a la vista de una evidencia. En este capitulo de la memoria queremos
centrarnos en la inferencia sobre redes credales (i.e. redes Bayesianas con probabilidades
imprecisas), cuya definicién podemos ver en la Seccién 3.2. En concreto, esta parte de la
memoria se basa en el trabajo realizado por Cano et al. [36] en el que se introdujeron dos
algoritmos para realizar inferencia exacta y aproximada sobre redes credales. Nuestra aportacion
en esta memoria consistird en la elaboracién de un algoritmo branch-and-bound paralelo para

realizar inferencia, extension del descrito en [36].

La distribucién del capitulo se distribuye como sigue: la Seccion 6.1 explica los dos algoritmos
de inferencia aproximada y exacta que se introdujeron en el trabajo de Cano ef al. [36]. De esta
manera se deja asentada la base para el desarrollo del algoritmo branch-and-bound paralelo, cuya

introduccioén se lleva a cabo en la Seccién 6.2.

Algoritmos de partida: hill-climbing y
branch-and-bound

El trabajo de Cano et al. [36] considera como paradigma de representacion de probabilidades
imprecisas los conjuntos convexos de probabilidad, que estudiamos en el Capitulo 3, Seccién
3.1.1. Asume, ademds, una tipica hipdtesis, la de conjuntos credales separadamente especificados.
Esto implica que para cada configuracién de los padres, existird un conjunto credal diferente [55].
En el mismo Capitulo 3 sobre MGPs con probabilidades imprecisas, se recoge informacién sobre

la inferencia con probabilidades imprecisas. Algunos de los algoritmos de inferencia operan
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directamente sobre las redes credales [6, 71, 189, 190], aunque los intervalos resultantes son,
en general, mayores que los que se obtendrian al realizar cdlculos globales con los conjuntos
convexos asociados. Por otra parte, realizar cdlculos para obtener limites exactos con los conjuntos
convexos puede ser bastante ineficiente, ya que equivaldria a propagar todas las probabilidades
conjuntas que se obtendrian eligiendo una probabilidad condicional exacta en cada conjunto

convexo.

Algoritmo de propagacion de Shenoy y Shafer

Puesto que el algoritmo hill-climbing de Cano et al. [36] se basa en la arquitectura de propagacion
de algoritmos para redes Bayesianas propuesta por Shenoy y Shafer [182], vamos a proceder a
introducirlo. Este algoritmo propaga sobre los denominados drboles de cliques. Los arboles de
cliques son arboles de probabilidad que modifican el grafo original de manera que los nodos se
agrupan en supernodos (o cliques), manteniendo las relaciones de dependencia entre las variables.
En la parte derecha de la siguiente Figura 6.1 podemos ver un posible arbol de cliques que
representa el grafo de la parte izquierda.

Ejemplo de grafo dirigido aciclico 6.1(a) y una de sus posibles conversiones en drbol de cliques
6.1(b).

Aunque existen varios algoritmos que inferencia sobre arboles de cliques [114, 124, 181, 182],
en la propuesta de Shenoy y Shafer [182] a cada clique C; se le asigna un potencial, ¥¢,, que
inicialmente es la funcién identidad. Para cada par de cliques adyacentes C;, C; existirdn dos
mensajes: (1) Mci_@j: que sera el mensaje que el nodo C; manda al Cj; y (2) Mcj_@i: con la
direccion opuesta. Las distribuciones condicionadas de probabilidad p; y las observaciones d;,
serdn asignadas al nodo que contiene todas las variables relacionadas. Y cada nodo contendrd un
conjunto de distribuciones condicionadas de probabilidad (pudiendo ser vacio) y de funciones de

Dirac (asociadas a las observaciones), que deberdn ser combinadas en el potencial ¥¢,.
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6.1.2

El algoritmo se lleva a cabo recorriendo el drbol de cliques en dos direcciones (de nodos hojas a
nodos raiz y viceversa). En el proceso los mensajes se irdn actualizando siguiendo la Ecuacion

6.1
1C;:NC;

Mc, e, = | Yo, - II Mo (6.1)
CkEAdy(Ci,Cj)
donde Ady(C;, C;) representa el conjunto de nodos adyacentes a C; distintos de Cj y ¥, es la

combinacién de todos los potenciales asociados a Cj;.

Cuando la propagacion se haya efectuado, puede procederse a calcular una probabilidad a
posteriori deseada. Supongamos que buscamos calcular p(X,|zg), donde zg son los valores
observados de las variables evidencia X . Entonces, para calcular la probabilidad habra que

buscar un clique C; que contenga a la variable X, y normalizar la expresion:

X

p(Xq,2E) = | Y, - I Mee (6.2)
CeAdy(Cy)

donde por Ady(C;) entendemos el conjunto de nodos adyacentes a C;. El factor de normalizacién
es la probabilidad de la evidencia dada y puede ser calculada de la evaluacion de la Ecuacién (6.2)

usando:
p(zp) =Y pz},zp) (6.3)
§

De hecho, podemos calcular la probabilidad de la evidencia, p(xg), eligiendo cualquier clique C;
y combinando todos los mensajes que vayan hacia C; con el potencial V¢, y sumando todas las
variables en C;.

Algoritmo hill-climbing

En general, los algoritmos hill-climbing (i.e. de escalada simple, o ascenso de colinas) son
técnicas de optimizacién matematica de la familia de algoritmos de busqueda local. Suponen
un proceso iterativo donde se parte de una solucién inicial, para a continuacién modificar los
elementos uno a uno y comprobar si la solucién al problema mejora todas las que se encontraron
hasta el momento. El proceso se repite hasta que se cumple el criterio de parada (que no puedan

encontrarse mejoras, ejecutar un nimero de veces, limite en el tiempo de computo, etc.).

El objetivo del algoritmo hill-climbing de Cano et al. [36] es el de calcular las probabilidades

inferior o superior a posteriori para el estado de una variable, supongamos z, de la variable
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Xy, dada una evidencia. Esto puede resolverse seleccionando la configuracion de las variables
transparentes que produzca los valores menor o mayor para p(xfl\x £). Notando como p;, ala
distribucién de probabilidad global determinada por la configuracién de variables transparentes
ts, el problema se traduce en encontrar maxy,pr, (Xq = xf1|:1:E) o ming py (X = xf1|1:E) Y el
g
la extensién fuerte de una red credal. Encontrar un limite interior implica que si buscamos el

resultado de ejecutar el método serd el limite interior (superior o inferior) para P(X, = z}) en
limite superior, el valor resultado serd menor que el valor real, y mayor en el caso de buscar el

inferior.

En primer lugar, serd necesario transformar el DAG en un arbol de cliques, al igual que en el
algoritmo de inferencia de Shafer y Shenoy [182] que describimos en el apartado anterior (Sec.
6.1.1) y como el que se puede observar en la Figura 6.1. Se necesitard un sistema de paso de
mensajes doble. De manera que para cada par nodos conectados, C; y C, tendremos dos mensajes
que irdn de C; a C; (que notamos como Ma NG? Ma ch) y otros dos en la direccién opuesta

notados como M} M?2 . Estos mensajes se calcularan de la siguiente manera:
( Cj —C; y Cj—>0i) J g
. Méj ¢, se calcularan segun se indica en la Formula 6.1.

2 . , T 2 . g
. MC], ¢, se calculardn segun se indica en la Formula 6.1, pero asumiendo que X, = z se

aflade a la evidencia zg.

Una vez obtenido el 4rbol de cliques, cada conjunto credal i XilY (representado como un drbol

de probabilidad similar al que vimos en el ejemplo 28) se asigna a un clique.

Dada una observacién X; = z, su potencial ¢x, se combina con el potencial ¥, que contiene
a X;. Puede obtenerse el mismo resultado al restringir ¢, a X; = :cf si X; € C;. Entonces, el
potencial ¥, para cada C; se obtiene como combinacién de todos los potenciales asignados a

C; para, a continuacion, restringir esta combinacién a X .

El 4rbol que representa la red credal contendrd un conjunto de variables transparentes, de manera
similar a como puede observarse en la Figura 3.7. Es decir, que cada conjunto H~iY usa
un conjunto de variables transparentes (una para cada configuracion de Y'). De esta forma, el
algoritmo hill-climbing busca seleccionar la configuracién de variables transparentes de la red
credal, tal que esa configuracién hace que se maximice o minimice P;(X, = acf]|:z £). Suponemos
que en un momento concreto del proceso de inferencia por ascension de colinas, las variables
transparentes se encuentran en una configuracion ¢. Esta configuracién ¢ se ird modificando en el
paso hill-climbing para optimizar p; (X, = xf]|m E). Se selecciona una configuracién aleatoria
inicial £y para el conjunto de variables transparentes 7. Esta configuracion inicial de T' se agrega

al conjunto de evidencia X . Cada drbol de probabilidad ¥, se restringe por tanto de acuerdo
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al nuevo conjunto de observaciones. Por ejemplo, en 3.7, si la configuracioén inicial de T' contiene
Ty, = tzl/ YTy, = tzz, entonces el potencial ¥, que contiene H XilY ge restringird, dando como
resultado el arbol que podemos observar en la figura 6.2:

X X
0.2 0.8 0.6 0.4
Arbol restringido para HX!Y" dado que T, = 753111 yTy, = ti.

Con esto se consigue que el potencial ¥, no contenga ninguna variable transparente, todas se
encontrardn observadas y desaparecerdn de los drboles de probabilidad al restringir a los valores

observados.

El algoritmo hace una propagacion inicial usando el sistema de mensajes doble y enviando
mensajes de los nodos hojas al nodo raiz. Los mensajes se calculan como comentamos anterior-

mente.

Tras la propagacion inicial, comenzamos el paso hill-climbing. Se recorre el arbol de cliques
de los nodos hojas al nodo raiz y viceversa. Este paso terminard tras ejecutar un nimero de
repeticiones o hasta que el algoritmo no mejore la mejor solucién que ya se haya encontrado.
Cada vez que pasamos por un nodo C;, maximizamos localmente p(X, = xfl |zf) seleccionando
un estado para una de las variables transparentes en C;. Las variables transparentes se mejoran
una a una. El proceso termina con ese nodo cuando no hay més variables transparentes que

mejorar.

Veamos el pseudocddigo del algoritmo:
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Algoritmo 16 Hill-climbing sobre redes credales.
Entrada Una red credal N
Salida El valor de p = mazp(zl|r k)

: Representar cada conjunto credal condicional H*#!Y" utilizando un drbol de probabilidad 7.
: Construir un drbol de cliques que represente la red credal.
: Asociar cada conjunto credal condicional HX#!¥" (un 4rbol de probabilidad) con un nodo C; del 4rbol de cliques.
para cada drbol de probabilidad 7~ disponible hacer:
Incorporar la evidencia z ; usando la operacién de restriccion sobre 7 : T7(@5),
: fin bucle
: para cada C; en el drbol de cliques hacer:
Calcular ¥ ¢, combinando todos los drboles de probabilidad asociados al nodo C;.
fin bucle

: Elegir una configuracion inicial aleatoria ¢o para el conjunto de variables transparentes 7'

— S 0V % N LA W

—_ —

: Incorporar la evidencia ¢o a todos los drboles de probabilidad en el arbol de cliques usando la restriccién de
operacion.

—_
N

: Llevar a cabo una propagacion inicial en el drbol de cliques utilizando un sistema de mensajes doble:

* Mensajes Mél o, se utilizan para propagar la evidencia dada xg y la configuracién actual para 7T
permitiendo calcular p(z g).

* Mensajes M%@ —c; Propagan zm, la configuracion actual para 7'y X, = xé: permiten calcular p(mé, TE).
13: para cada paso de 1 a m hacer:
14: Recorrer el drbol de cliques de raiz a hojas y viceversa.
15: para cada nodo visitado C; y variable transparente 7; en W ¢, hacer:

* Calcular p(zg) y p(z}, 2) para cada t; € Qr,.

1. Descartar la observacion actual para 7T};.

2. Calcular valores para p(z ) y p(x}, z) para cada t; € Qr;:

1T
p(.TE,Tj) = \I’ci : H Méjﬁci
C;€Ady(Cy)
1T
p(ZUZ,ZUE,Tj) = \I/Ci, . H Méj-)Ci
CjEAdy(C'i)

* De los vectores p(zg, T;) y p(zl, x5, T;) calcular un nuevo vector:

p(xé,l‘E,T})

pxix JT5) =
( q| E ]) p(l‘E,T’j)

* Elegir el caso t} € Qr, que maximice p(z}|zm, ).
e T; = t; es afiadido a la configuracion de variables transparentes 7.

16: fin bucle
17: fin bucle

18: Devolver p como el mayor p(z |z, T;) encontrado en los m pasos.
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6.1.3 Algoritmo branch-and-bound

El algoritmo branch-and-bound busca resolver problemas de optimizacién. A grandes rasgos,
este algoritmo se puede visualizar como un arbol de bisqueda en el que en cada nodo hoja
representa una posible solucién al problema. El método siempre parte de una solucidn inicial. Al
acceder a una nueva rama se realiza una estimacion de la mejor solucién que puede obtenerse por

ese camino, entonces se pueden producir dos situaciones posibles:

* Si la estimacién no es mejor que la mejor solucién encontrada hasta el momento, se poda la
rama y el conjunto de soluciones que alli se encuentren no se consideraran como solucién

definitiva. Esto provoca que no sea necesario explorar el drbol de bisqueda completo.

* En caso contrario, se continia explorando esta rama. De manera que en la siguiente

ramificacién se vuelve a estimar la mejor solucién y se desecha o elige una de las ramas.

Recorrer una rama por completo significara que esa solucién es la mejor que se ha encontrado
hasta ese punto del algoritmo, por lo que la variable que almacena el mejor valor serd actualizada
y se continuaré con el resto de ramas no exploradas hasta que se hayan estudiado todas. La

solucidn al algoritmo serd, por tanto, la dltima.

En el trabajo de Rocha y Cozman [55], se introduce un algoritmo para realizar inferencia exacta
sobre polidrboles; el algoritmo branch-and-bound de Cano et al. [36] serd similar a este, pero
puede ser utilizado para todo tipo de grafos. Este algoritmo parte de una solucién inicial que se
halla mediante el método hill-climbing que acabamos de describir (Sec. 6.1.2), lo que reduce el

tiempo de computo.

Al igual que en el método hill-climbing que acabamos de explicar (Sec. 6.1.2), al ejecutar este
algoritmo hallaremos las probabilidades inferior o superior a posteriori para el estado ;vf] de la
variable X; pero esta vez la solucion generada no es aproximada, sino exacta. Este algoritmo
parte de una red credal Ny que se obtiene eliminando las variables de N que no se usaran para
la inferencia. El algoritmo branch-and-bound requiere establecer una cota r para la solucion.
De este modo, si buscamos obtener p(mf]|x E), entonces 7 debe producir una estimacion tal que
r(N) > maxz(p(a}|xg)). Para ello, Rocha et al. [55] utilizan el algoritmo A/R de Tessem [189],

aplicable a polidrboles. Los pasos basicos del algoritmo son los expresados en el Algoritmo 17.
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Algoritmo 17 Branch-and-bound sobre redes credales representadas por polidarboles.
Entrada Una red credal N
Salida El valor de p = maz p(z|zg)

: Inicializar p con —oo.
: silared credal Ay contiene un solo vértice entonces:
. ~ i . i ~
Actualizar p con p(zy|zg) sip(zq|re) > P.
sino

AN

Usando las k posibilidades de uno de los conjuntos credales Ny, obtener una lista de k redes credales
./\/()1 i "'7N0k de N().
6 para cada N, hacer:
7: si r(No,) > P entonces:
8 Llamar de manera recursiva primero profundidad sobre A, .
9: fin condicion
10: fin bucle
11: fin condicion
12: Establecer el tltimo p como p.

Al igual que el algoritmo hill-climbing, este algoritmo usa variables transparentes en cada conjunto
credal condicionado H¥i!Y; y usa de nuevo una variable transparente por cada configuracién de
las variables Y. El algoritmo branch-and-bound llevard, por tanto, la biisqueda de la configuracién

de transparentes ¢ que maximiza o minimiza P(x,|zg).

El 4rbol de bisqueda relativo tendria como nodos raiz e interiores las distintas variables transpar-
entes; donde de cada una de ellas saldrdn tantos arcos como estados tenga la variable. Cada nodo
hoja define una RB que se obtiene al fijar cada una de las variables transparentes a uno de sus
estados.

Ejemplo 44 Supongamos que la red credal necesita tres variables transparentes (11,15 y T3), y
que cada una de ellas puede tomar dos estados. Entonces el drbol de biisqueda seria algo como

lo que presentamos en la siguiente Figura 6.3.
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t 2t} t2 t 2t t3

RBy RB; RB3 RBy RBs RBs RB; RBg

Arbol de bisqueda.

En rojo, podemos ver por ejemplo que si fijamos Ty = t1, Ty = t% yT3 = té, obtenemos entonces

una de las redes Bayesianas que hemos notado como RB3.

Una vez que se tiene el drbol de buisqueda, se hace una bisqueda en profundidad, de manera que
se explora la mejor soluciéon que puede obtenerse para las ramificaciones y se podan aquellas
ramas cuya solucién no va a mejorar a la que hay definida hasta el momento. Para realizar
esta poda se calcula una cota (N, ) mediante algiin método aproximado que genere soluciones
répidas. El algoritmo de Rocha et al. [55] realiza inferencia utilizando el método de A/R de

Tessem [189] sobre la RB que se obtiene al fijar las variables transparentes.

Cano et al. [36] presentan un algoritmo branch-and-bound muy similar al que acabamos de

introducir pero con algunas diferencias:

* La inicializacién de p se hace mediante el algoritmo hill-climbing que se introduce en el
mismo trabajo de Cano et al. [36]. Esto produce un ahorro en tiempo, ya que la solucién

inicial se acerca mas a la real.

* Utiliza el algoritmo de eliminacién de variables para hacer la inferencia sobre nodos hoja,

en su version para arboles de probabilidad [41].
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* Utiliza también una version (la explicada en la Seccién 3.2.1) sobre drboles de probabilidad
del algoritmo de eliminacién de variables para calcular las cotas aproximadas r(Ny) en
nodos internos. Este método también se usa sobre las operaciones de marginalizacién y
combinacién para hacer que los drboles de probabilidad se mantenga en un tamafio que

permita trabajar con ellos.

6.2 Algoritmo branch-and-bound paralelo

Una vez que hemos explicado el algoritmo branch-and-bound que se defini6 en el trabajo de
Cano et al. [36], procedemos a partir de él para afadir una mejora. En esta parte de la memoria
pretendemos presentar una introduccién a cdmo se realizarfa este mismo algoritmo de un modo
paralelo, de manera que los recursos computacionales se utilicen de un modo mads efectivo y esto
suponga un ahorro en tiempo de computo para las tareas de inferencia sobre redes credales. Para
ello se recurre a un pool de hebras, donde cada hebra se ocupara de explorar parte del arbol de
busqueda.

El pool de hebras recibe un conjunto de tareas en paralelo de la aplicacién y es capaz de organizar
las distintas hebras; primero en la cola de tareas, para después asignar una nueva tarea cuando
una de las hebras haya terminado con la anterior. En un momento concreto, cada hebra del pool
se encuentra ejecutando una tarea pendiente. Cuando una tarea finaliza su ejecucion, la hebra que
la ejecuta queda libre para ejecutar otra de las que se encontraban pendientes. En la Figura 6.4

esquematizamos el funcionamiento del pool de hebras. Notamos a las hebras como h;.

Pool de hebras

Aplicacion Conjunto

de hebras

Cola de tareas o
-+ i

DO
|

0100000

Funcionamiento de pool de hebras.
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En este algoritmo branch-and-bound paralelo buscamos, al igual que en los algoritmos hill-
climbing y branch-and-bound no paralelo, calcular una cota superior o inferior para P(X, =
:cf] |xg). Usaremos un pool de hebras con un determinado nimero de hebras k, lo que permite
ejecutar hasta k tareas en paralelo. Supongamos el mismo arbol de bisqueda que tenemos en
Fig. 6.3. Cada hebra (tarea) explorard una parte del arbol de busqueda. Las hebras se distribuirian

de manera similar a como podemos ver en la Figura 6.5.

T
7 Y
TQ T2
T3 13 T3

T

3
hi ha hs \f’l:a hz/ hr he hsg

RB, RB, RBs; RBy RBs RBs RB; RDBs
Arbol de bisqueda con las distintas hebras.

Ejemplo 45 Hemos supuesto que hay suficientes hebras (8 en este caso) y cada una puede
ocuparse de realizar las tareas de inferencia sobre una RB. En el caso de haber menos, las
hebras se distribuirdn del mismo modo que en Fig. 6.5 y cuando se alcance el niimero mdximo, el

proceso se quedard esperando hasta que una hebra se encuentre disponible para seguir por ella.

Se comenzara utilizando una de las hebras (h;), que parte de una de las variables transparentes
(11, por simplicidad). Esta misma hebra continuara trabajando fijando 77 a su primer estado.
La siguiente hebra (h9) partird de fijar 77 en su segundo estado. A continuacion, la hebra hy
considerard el estado ¢} para T} y t3 para T», mientras que h3 considerard que T} se fija en el
segundo de sus estados. Se sigue este proceso sucesivamente hasta que no haya mas hebras
disponibles o hasta que todas ellas hayan fijado cada variable transparente y, por tanto, determinen
una red Bayesiana. Las hebras trabajardn en paralelo y compartirdn una variable comin (p), que
al comienzo del algoritmo serd la solucidn inicial dada por hill-climbing y guardard la mejor

solucioén encontrada hasta el momento. Al comienzo de la tarea, la hebra calculara la mejor
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solucidn que puede obtenerse en esa ramificacién mediante el mismo algoritmo de eliminacién
de variables que en la version no paralela de Cano et al. [36]. Cuando una hebra termine de
ejecutarse comprobard si la mejor solucidn obtenida es mayor que P, en este caso actualizard p a
esa solucién. A continuacién presentamos este método branch-and-bound paralelo de inferencia
exacta sobre redes credales. Tres algoritmos formar parte del método que definiremos mediante
refinamiento progresivo, de manera que se introduce primero la funcién mas general (propagate)
que utiliza la siguiente, para continuar por la segunda (branchAndBound) que requiere de la

tercera (branchAndBoundRecur.

Algoritmo 18 Propagacion de evidencia sobre red credal

. funcion propagar(/N) > Donde N es la red credal.
Calcular valor aproximado para P (~Tc11 |z ) mediante hill-climbing.
3: Inicializar p con el valor dado por hill-climbing. > Donde p es la variable comin que
almacena la mejor solucién encontrada hasta el momento.

4: Llamar a branchAndBound(/\;) > Donde N es la red credal que se obtiene eliminando
de N las variables no relacionadas.

El valor calculado para P(xé |z ) serd el dltimo valor que tenga la variable compartida p.
6: fin funcion

[N I

bl

Algoritmo 19 Branch-and-bound
1: funcion branchAndBound(\)

2: Crear una tarea fask que ejecutard el método branch-and-bound sobre N al enviarla al
pool de hebras.

3: Crear pool de hebras y ejecutar fask.

4: Esperar a que acaben todas las hebras del pool de hebras.

5. fin funcion

Experimentacion branch-and-bound paralelo

Con el objetivo de cuantificar la utilidad del método branch-and-bound en su versién paralela
que acabamos de definir en el anterior apartado Sec.6.2, vamos a aplicar el algoritmo a dos redes
credales (cozman2s.elv27 'y cozmanConvex3st2ex0.3.elv). Estas dos redes se introdujeron en el
trabajo de Cozman ef al. [55] y se utilizaron para evaluar el algoritmo branch-and-bound que
quedo definido en el mismo trabajo. Ambas redes comparten el mismo grafo, que presentamos

con anterioridad en la Fig. 6.1(a) y que recordamos en Fig. 6.6.
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Algoritmo 20 Branch-and-bound paralelo

1: funcion branchAndBoundRecur(Ny)
2: Calcular solucién r(Ny) con el algoritmo de eliminacién con arboles de probabilidad
con cotas (min y méix) para redes credales.
si 7(No,) > D entonces:
si entonces: N tiene mas de un vértice

Usando las k posibilidades de uno de los conjuntos credales Ny, obtener una lista
de k redes credales Ny, ..., Ny, de Np.

para cada Ay, (h > 1) hacer:
7: Ejecutar branch-and-bound sobre Ny, en paralelo en otra hebra disponible

del pool de hebras.

fin bucle
Ejecutar de manera recursiva branchAndBound (N, ) en la hebra actual.
10 sino

(98]

AN

o o

11 ctualizar p con 7(Nj.
12: fin condicion
13: fin condicion

14: fin funcion

Grafo de las redes credales utilizadas para la experimentacion del algoritmo branch-and-bound
paralelo.

Se ha realizado inferencia sobre la variable F sin considerar evidencia alguna. Y se ha hecho
variar el nimero de hebras de 2 a 8, con el objetivo de estudiar si aumentar el niimero de hebras
produce una reduccién en el tiempo de computo. La diferencia entre las redes credales se
da en el nimero de estados de cada variable, una tiene dos y la otra tres. Todas las pruebas
se realizan utilizando dos vértices (puntos extremos) para cada conjunto credal condicional
HX:IY=y; Eso hace que las redes credales necesiten respectivamente 2048 (cozman2s.elv27) y
2097152 (cozmanConvex3st2ex0.3.elv) propagaciones con un algoritmo de inferencia en redes

bayesianas para obtener el resultado exacto.
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0.130-

0.125-

Numero de hebras

Resultados de tiempos de cémputo al aplicar el algoritmo de branch-and-bound paralelo sobre
la red credal cozman2s.elv27, variando el nimero de hebras entre 2 y 8.

Los resultados de los experimentos pueden observarse en las Figuras 6.7 y 6.8. En ellas, el eje x
representa los distintos nimeros de hebras y el tiempo de cémputo de cada nimero de hebras.
En color granate se representa la distribucion de los valores medios de los tiempos de computo
(de cada estado y cada limite inferior o superior) del algoritmo branch-and-bound paralelo; y en
verde el valor, también medio (de cada estado y cada limite inferior o superior) del algoritmo en

su version no paralela.

A la vista de estos experimentos, podemos comentar que para la red cozmanZ2s.elv27 el uso del
algoritmo paralelo no parece presentar mejoria en cuanto a tiempo de computo. Por otro lado, el
gréfico si muestra que en el caso de la red cozmanConvex3st2ex0.3.elv el tiempo de cdmputo se
ha reducido en algo mds de un 77% del tiempo con la utilizacién del algoritmo branch-and-bound
paralelo. Ademads, en este caso, el aumento del nimero de hebras reduce el tiempo de computo,

aunque se estabiliza con 6 hebras.

Este algoritmo propuesto en la memoria supone una primera aproximacién y muy posiblemente
pueda ser mejorado en trabajos futuros. Los experimentos realizados para probar el rendimiento
de dicho algoritmo han sido limitados, pero hacen intuir que el método pueda posiblemente
aportar mejoras en tiempo de computo en el caso de redes mds complejas. Como trabajo futuro,

serd necesario aplicar el método a un mayor conjunto de redes credales.
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ser bastante ineficiente
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Tiempo de computo (segundos)

NUmero de hebras

Resultados de tiempos de cémputo al aplicar el algoritmo de branch-and-bound paralelo sobre
la red credal cozmanConvex3st2ex0.3.elv, variando el nimero de hebras entre 2 y 8.

La computadora que ha realizado los experimentos tiene 8 cores (Intel(R) Core(TM) i7-7700
CPU @ 3.60GH con Linux Fedora 32). Posiblemente, en un ordenador con un mayor nimero de
cores, el tiempo de computo disminuird hasta utilizar un nimero de hebras cercano al nimero de

cores.
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Conclusiones y trabajo futuro

6.3 Conclusiones

* El trabajo de investigacién continuo en MGP permite que los avances proporcionados
pueden aplicarse al tratamiento de modelos mas complejos. Estos avances pueden estar
enmarcados en distintas tareas. En esta memoria se han ofrecido tres opciones: estructuras
que permiten representar el conocimiento cuantitativo de un modo compacto, sacando
provecho de la repeticién de valores, independientemente del orden en que aparezcan; (2)
algoritmo aproximado de aprendizaje estructural desde una perspectiva variacional, que
puede ser utilizado sobre redes mas complejas;(3) algoritmo exacto branch-and-bound
paralelo de inferencia con redes credales, que permite utilizar los recursos computacionales

maés eficientemente valiéndose de un pool de hebras.

* La aportacion sobre tratamiento de informacién cuantitativa indica que en los problemas
reales aparecen patrones y repeticiones en los valores numéricos que cuantifican proba-
bilidades (y pensamos que también ocurrird lo mismo con las utilidades en los problemas
de toma de decisiones). El aprovechamiento de estos patrones permite reducir el espacio
de memoria necesario para almacenar y operar con los potenciales de probabilidad y, por
tanto, brinda la posibilidad de abordar problemas mas complejos.

* Ademds, en las estructuras propuestas, se permite aplicar una operacién de aproximacion
muy efectiva y de escaso coste computacional. Esta operacién puede ser usada en modelos

en que la evaluacion exacta no es factible.

» La aproximacidn sobre el aprendizaje variacional ha permitido investigar las posibilidades
de esta técnica de optimizacién al problema de aprendizaje de redes. En este método, la
relacién entre las variables se trata como una distribucién y en él, se generan conjuntos
de redes que potencialmente representan efectivamente a los datos, en lugar de un tnico
modelo; permite entonces combinar las soluciones y utilizar asi el modelo Bayesiano

completo.
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* La inferencia con probabilidades imprecisas también ofrece muchas posibilidades de

mejora. En esta tesis se ha abordado la paralelizacién de un algoritmo branch-and-bound
ya existente. Las posibilidades de los procesadores actuales permiten que muchas tareas
puedan ser ejecutadas de forma concurrente de un modo sencillo, por lo que utilizar este

hecho para poder tratar modelos en tiempo razonable, es muy beneficioso.

Trabajo futuro

En este trabajo se introdujo una primera aproximacion a cdmo se realizarian operaciones de
combinacién y marginalizacién sobre las estructuras de representacién de la informacién
que hemos presentado, pero disponer de operaciones especificas que saquen provecho de
las ventajas que los potenciales basados en valor ofrecen, seria un futuro trabajo a realizar
muy importante. Pensamos que esto implicaria una mejora el tiempo de realizacién de

estas operaciones de forma sustancial, y por extension, en las tareas de inferencia.

La implementacién del algoritmo de aprendizaje puede ser mejorada, de forma que sea
mds rapido y permita tratar conjuntos de datos con mds variables. La versién actual
estd implementada en R y también permite paralelizar varias tareas. Estd pendiente la
realizacién de una experimentacién mds extensa con las alternativas de paralelizacién para

aprovechar al médximo las capacidades del procesador usado.

Ademads, el método presenta también limitaciones: (1) por un lado, no podemos asegurar
que la distribucién a posteriori que se define en las Ecuaciones 5.24 y 5.25 sea capaz de
caracterizar que el grafo no puede contener ciclos. En caso de que G fuese ciclico, entonces
q(G|\*) deberia ser nulo. (2) Por otro lado, la aproximacién variacional no es capaz de

detectar dependencias entre los arcos.

Por otro lado, pensamos mejorar el paquete R implementado para esta tarea, de forma
que pueda presentarse a la comunidad cientifica y optar a su inclusién en el repositorio de

paquetes oficiales de R.

En cuanto al algoritmo de propagacién con probabilidades imprecisas, también existe
la posibilidad de pensar en otros algoritmos de bisqueda que permitan paralelizacion.
También pensamos investigar la posibilidad de paralizar algunas tareas basicas, lo que

agregaria un nivel de paralizacién de mds bajo nivel.
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