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Preliminares Objetivo, utilidad, limitaciones y requisitos previos

Objetivo y utilidad

@ El objetivo del analisis de componentes principales (ACP) es condensar la infor-
macion aportada por miultiples variables en unas pocas de ellas o en unas pocas
combinaciones lineales de ellas (con maxima variabilidad).

@ Su utilidad principal es como analisis preliminar antes de aplicar otras técnicas
estadisticas previas como regresion, clustering, etc.

Limitaciones e inconvenientes

@ El principal inconveniente que presentan este tipo de métodos es la dificultad para
validar los resultados.

@ Es un método muy sensible a valores extremos o atipicos (outliers).
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Preliminares Objetivo, utilidad, limitaciones y requisitos previos

Requisitos previos

@ Variables correladas.

@ Ausencia de outliers.
Los datos extremos o atipicos (outliers) en alguna de las variables requieren de un
analisis pormenorizado dado que influyen en el resultado final de la reduccién de la
dimensién.

@ Datos estandarizados (media 0 y desviacién estandar 1).
Asi se evita que aquellas variables cuya escala sea mayor dominen al resto.
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Preliminares Componentes principales

i Qué es una componente principal?
@ Las componentes principales son combinaciones lineales de las variables originales
con maxima varianza y perpendiculares entre si.

@ En la seccion siguiente se probara que los coeficientes de estas combinaciones lineales
son los vectores propios de la matriz de covarianzas y que sus varianzas seran los
valores propios asociados a estos vectores propios.

@ Es decir el ACP identifica las direcciones en las que la varianza es mayor.
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Preliminares Componentes principales

Calculo practico de componentes principales

@ Para obtener la primera componente principal se resuelve un problema de opti-
mizacién para encontrar el valor de los pesos (loadings) con los que se maximiza la
varianza.

@ Una vez calculada la primera componente se calcula la segunda repitiendo el mismo
proceso, pero afiadiendo la condicién de que la combinacién lineal no puede estar
correlacionada con la primera componente. Esto equivale a decir que tienen que ser
perpendiculares. El proceso se repite de forma iterativa hasta calcular todas las
posibles componentes o hasta que se decida detener el proceso.

@ En la siguiente seccién se justificard que una forma de resolver este problema de
optimizacién es mediante el calculo de vectores y valores propios de la matriz de
covarianzas.

@ El orden de importancia de las componentes vendra dado por la magnitud del valor
propio asociado a cada vector propio.
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Preliminares Componentes principales

Interpretacién de las componentes principales

@ El vector que define la primera componente principal sigue la direccién en la que
las observaciones varian mas.

@ La segunda componente sigue la direccién en la que los datos muestran mayor
varianza y no esta correlacionada con la primera (son direcciones perpendiculares),
y asi sucesivamente con la tercera y sucesivas componentes principales.

Proporcién de varianza explicada

@ ;Qué cantidad de informacién original se pierde al proyectar las observaciones en un
espacio de dimensién inferior?, es decir, jqué cantidad de informacién es capaz de
capturar cada una de las componentes principales obtenidas?

Esta informacién viene dada por la proporcién de varianza explicada, asi como la
proporcion de varianza explicada acumulada.

@ Estas cantidades son muy importantes a la hora de decidir el nimero adecuado de
componentes principales.
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Preliminares Componentes principales

Namero adecuado de componentes principales

No hay un criterio o método dnico que permita identificar el nimero 6ptimo de compo-
nentes principales a utilizar. Distintas formas de proceder pueden ser:

@ Evaluar la proporcién de varianza explicada acumulada y seleccionar el nimero de
componentes minimo a partir del cual el incremento deja de ser sustancial.

@ Obtener el promedio de las varianzas explicadas por cada componente principal
y quedarnos tantas componentes principales como niimero de varianzas superen
este promedio.

@ etc.
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Aspectos MBI Planteamiento del problema

Planteamiento del problema

En esta seccién se justifica de manera formal como las las componentes principales
se identifican con los vectores propios de la matriz de covarianzas asi como que sus
varianzas se identifican con el valor propio asociado a dicho vector.

Sean Xi, X2,...,Xp un conjunto de p variables aleatorias correladas. Denotemos por
X = (X1, Xa,...,Xp)" al vector aleatorio que forman. Asumimos que X es centrado,
E[X] = 0y denotamos por R = E[XX!] su matriz de covarianzas.

Consideramos (no mas de p) variables de la forma: U; = afX,..., Uy = agX. El
objetivo que se persigue es obtener los ay, ..., a5 € RP, g < p, adecuados.

Requerimientos previos:
- U =akX,. . Ug = af,X deben ser incorreladas. De esta forma se eliminara
informacién redundante.

- La varianza de cada U;,i € {1,...,q} es maxima. De esta forma las nuevas
variables proporcionaran informacién significativa.
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Aspectos {JAUEIEM Planteamiento del problema

Enunciado del problema

En las condiciones anteriores, el objetivo es encontrar U; = aiX, o Ug = agX, mutu-
amente incorreladas, teniendo cada U; maxima varianza entre todas las combinaciones
lineales de X incorreladas con Uy = ai X, ..., Uji_1 = al_; X.

- Las variables Uy = aiX, ..., Uq = af?X solucién del problema anterior reciben el
nombre de componentes principales.
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Aol tei oM I NEI Sl Resolucion del problema

Resolucién del problema
Tal y como se ha indicado anteriormente, la resolucién de este problema es secuencial:
- En primer lugar se obtiene U; imponiendo que tiene maxima varianza.

- A continuacién se obtiene U, imponiendo que es la de mayor varianza entre todas
las combinaciones lineales incorreladas (perpendiculares) a Uj.

- Se procede del mismo modo para obtener Us imponiendo ahora que es la de mayor
varianza entre todas las combinaciones lineales perpendiculares a Uy y Us.

- Para el resto de componentes principales hasta U, se procede del mismo modo.

A continuacién se va a justificar como los coeficientes de las componentes principales
son los vectores propios de la matriz de covarianzas, asociados a los valores propios de
mayor médulo en cada paso.
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Asp tos formales [MTEMEELRS problema

Resolucién del problema - Paso 1

En este primer paso se obtiene la primera componente principal, Uy, maximizando su varianza. Para garantizar la
existencia de este maximo han de imponerse condiciones de acotacién sobre el vector de pesos, en este caso que ay
es un vector unitario.

max Var[Uq]
sallar||=afar =1
Teniendo en cuenta que X es un vector aleatorio centrado, E[X] =0, se tiene que E[al X] = 0, lo que implica que:
Var[Uy] = E[U2] = E[a} Xal X] = E[al XXtay] = af E[XX%]ay = a} Raz,
y por tanto el problema queda como sigue,
max a§ Ray
a1
sa. alag =1

Finalmente, aplicando el Teorema de los multiplicadores de Lagrange para la obtencién de extremos condicionados,
el problema se reduce a,

rr;ax{aiRal —A(alay — 1)}
1
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VA oLl Xe M ITA IS  Resolucisn del problema

Resolucién del problema - Paso 1 (Continuacién)

Derivando la expresién anterior respecto ay (matricialmente y teniendo en cuenta que R es simétrica) e igualando a

9(at Rag —A(alag -1
a3 Rar—Ma321-3) _ 5 oo ohtiene,

cero, 9o
2Ra; —2Aa; =0 (1)

Observacién:

. . 9(xtAx) ¢ n
- La derivada de una forma cuadrética es: o (A+ At)x tal que x € R", A € Mp(R).

Es facil darse cuenta que aj es vector propio asociado a A, valor propio de R, ya que la expresién anterior se escribe

como,
(R—Al)ay =0,

que determina el subespacio propio asociado a A. Finalmente, es facil deducir que A es la varianza de Uy ya que,
Var[Uy] = a{ Ray = Aalay = A,

multiplicando (1) a la izquierda por a; y porque aj es unitario.

En conclusién, la primera componente principal es U; = aiX con a; el vector propio asociado al valor propio de R con
mayor médulo.

v
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VA oLl Xe M ITA IS  Resolucisn del problema

Resolucién del problema - Paso 2

En este segundo paso se obtiene la segunda componente principal, Uz, incorrelada con la primera componente principal
calculada anteriormente, maximizando su varianza.

Para garantizar la existencia de este maximo también han de imponerse condiciones de acotacién sobre el vector de
pesos, en este caso que az es también un vector unitario.

max Var|Uz]
s.a|az|| = abaz =1
cov(Ug, U2) =0

Teniendo en cuenta que X es un vector aleatorio centrado, E[X] = 0, se tiene que E[aéX] =0, lo implica que, como
antes, Var[Uz2] = abRaz.

Del mismo modo cov(Uy, Uz) = E[af Xa5 X] = E[a§ XXtaz] = a§ E[XX!]az = a} Raz y por tanto el problema queda como
sigue,

max atz Raz
a2

s.a. aéaz =1

alRaz =0
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VA oLl Xe M ITA IS  Resolucisn del problema

Resolucién del problema - Paso 2 (Continuacién)

Finalmente, aplicando el Teorema de los multiplicadores de Lagrange para la obtencién de extremos condicionados,
el problema se reduce a,

n;ax{aéRaz — Mabaz —1) — pal Raz}
2

Derivando la expresién anterior respecto a az (matricialmente y teniendo en cuenta que R es simétrica) e igualando
a cero se obtiene,

2Raz —2Aaz — pRa; =0

Observacién:

. . 9(ax) n
- La derivada de una forma lineal es: ——* = a tal que a,x € R".

ox

Si multiplicamos esta expresién a la izquierda por a; se obtiene,
2a§_ Ras — 2/\a§_ az — }lai Rai =0

Teniendo en cuenta que aj Raz = 0 (es la segunda restriccién del problema), que ala> = 0 (son perpendiculares) y
que al Ray # 0, la expresién queda como yaj Ray = 0, de donde se deduce que y = 0.

v
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VA oLl Xe M ITA IS  Resolucisn del problema

Resolucién del problema - Paso 2 (Continuacién)

Asi que la ecuacién a resolver es
2Raz —2)az =0 — (R— Al)az =0, (2)

de donde nuevamente se deduce que az es el vector propio asociado al valor propio A de la matriz R.

De la misma forma, Var[Uz] = abRaz = Aabaz = A, multiplicando la ecuacién anterior a la izquierda por a$ y teniendo
en cuenta que az es unitario.

En conclusién, la segunda componente principal es Us = aéX, siendo ax el vector propio asociado al segundo valor propio
de mayor médulo de la matriz R.

v
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VA oLl Xe M ITA IS  Resolucisn del problema

Resolucién del problema - Paso 3 y sucesivos

En este tercer paso se obtiene la tercera componente principal, Us, incorrelada con la primera y segunda componentes
principales calculadas anteriormente, maximizando su varianza.

Para garantizar la existencia de este maximo también han de imponerse condiciones de acotacién sobre el vector de
pesos, en este caso que a3z es también un vector unitario.

max Var[Us]
s.a.|az|| = afaz =1
cov(Ug,Us) =0
cov(U2,U3) =0

Tarea voluntaria: justificar que a3 es el vector propio asociado al tercer valor propio de
mayor médulo de la matriz R.
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Practicas con Lenguaje R SN W-Xel

Practica 1.1 de ACP

En esta practica se realiza un primer ejemplo de reduccién de la dimensién en un
conjunto de datos. Para la realizacion de la misma hay que descargar y ejecutar el
archivo Practica_1.1 _ACP.R disponible en la plataforma PRADO.

Aspectos tratados:

- Realizar un analisis exploratorio previo de los datos para identificar posibles datos
perdidos y valores extremos.

- Tomar decisiones y tratar datos perdidos y valores extremos.

- Realizar un ACP.

- Primeros métodos para la eleccién del namero 6ptimo de componentes principales.
- Interpretacién de distintas salidas graficas de interés para este método.

- Lenguaje R: carga de datos desde un paquete de R, objeto data.frame, tratamiento
grafico de datos y construccién de procedimientos o funciones.
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Practicas con Lenguaje R SRR W-Xel

Practica 1.2 de ACP

En esta practica se realiza un segundo ejemplo de reduccién de la dimensién en un
conjunto de datos. Para la realizacion de la misma hay que descargar y ejecutar el
archivo Practica_1.2 ACP.R disponible en la plataforma PRADO.

Se incidira en:
@ Realizar un anélisis exploratorio previo de los datos para identificar posibles datos
perdidos y valores extremos.

Tomar decisiones y tratar datos perdidos y valores extremos.
Realizar un ACP.
Eleccion del nimero 6ptimo de componentes principales.

Interpretacion de distintas salidas graficas de interés para este método.

Lenguaje R: notebook RMarkdown, carga de ficheros de datos externos, métodos
apply, tapply, width, by, etc. para la depuracién de funciones.

@ Hacia el informe final.
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