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Resumen

A través de un enfoque cualitativo, identificamos y caracterizamos las estrategias y representaciones que realizan
estudiantes de Educacion Secundaria durante la resolucion de una tarea de modelizacion, atendiendo a los estilos
de pensamiento de los participantes. Encontramos el empleo del pensamiento analitico en estrategias como el uso
de célculos numéricos, correspondencias y patrones. Las representaciones asociadas a las dos primeras estrategias
corresponden a la representacion simbolica-numérica. Para la tercera estrategia, uso de patrones, se utilizd el
sistema de representacién tabular. Solo un grupo utiliz6 formas de pensamiento visual y analitico en sus estrategias
y representaciones. Concluimos que la falta de uso de distintos sistemas de representacion en las estrategias de
resolucién podria deberse a que la formacion de los participantes pudo estar focalizada en el uso especifico de
representaciones simbdlico-numéricas y lenguaje natural, incidiendo directamente en el tipo de estilo de
pensamiento analitico al resolver la tarea de modelizacion. Destacamos la relevancia de la incorporacion de
herramientas més adecuadas en la ensefianza, que incidan en el uso de estrategias y representaciones que estimulen
un estilo de pensamiento integrado y el empleo flexible de estos elementos para lograr un equilibrio entre la
realidad y las matematicas.

Palabras clave: Estrategias. Representaciones. Modelizacién matematica. Estilos de pensamiento. Educacion
Secundaria.

Abstract

Through a qualitative approach, we identify and characterize the strategies and representations carried out by High
School students during the resolution of a modeling task, considering the participants’ thinking styles. We found
the use of analytical thinking in strategies such as the use of numerical calculations, correspondences, and patterns.
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The representations associated with the first two strategies correspond to the symbolic-numerical representation.
For the third strategy, use of patterns, we used the tabular representation system. Only one group used forms of
visual and analytical thinking in their strategies and representations. We conclude that the lack of use of different
representation systems in resolution strategies could be due to the training of the participants could be focused on
the specific use of symbolic-numerical representations and natural language, directly influencing the type of
thinking style analysis when solving the modeling task. We emphasize the importance of incorporating more
appropriate tools in teaching, which affect the use of strategies and representations that stimulate an integrated
thinking style and the flexible use of these elements to achieve a balance between reality and mathematics.

Keywords: Strategies. Representations. Mathematical modelling. Thinking styles. Secondary education.

1 Introduccion

La modelizacion matematica ha incrementado su atencién en la comunidad de
educadores e investigadores en las tltimas décadas (STENDER, 2018). Muestra de ello, son
los nimeros especiales dedicados a este topico en revistas como ZDM (véase v. 38, n. 2-3; v.
50,n. 1-2) o AIEM (véase n. 17), o la celebracion del congreso International Conference on the
Teaching of Mathematical Modelling and Applications (ICTMA). Ademads, se han generado
grupos de trabajo en congresos como el International Congress on Mathematical Education
(ICME) y el Congress of the European Society for Research in Mathematics Education
(CERME). En ellos, han surgido diversas teorias sobre “el significado y papel de la
modelizacion matematica en el campo de la educacion matemética” (ARLEBACK; DOERR,
2020, p. 5), que convergen en la concepcion de la modelizacién como una transicion entre la
realidad y la matematica, al resolver un problema de contexto real (LEDEZMA; FONT; SALA,
2022).

La relevancia de la modelizaciéon no ha pasado desapercibida por los curriculos de
diversos paises como en Costa Rica, donde en el afio 2012, el Ministerio de Educacion Publica
(MEP) realiz6 cambios trascendentales en el curriculo de matematica. En este documento se
brinda especial relevancia a la resolucion de problemas con entornos reales, fisicos, sociales y
culturales en el aula, siendo transcendental el uso de la modelizacion. Ademas, se sigue la
nocién de que las personas aprenden a resolver problemas a través de la creacion de la
matematica, es decir al construir modelos matematicos, y externalizar sus soluciones a través
de diversas representaciones (LESH; ZAWOJEWSKI, 2007). Aqui, se destaca la importancia
de estudiar el estilo de pensamiento del resolutor, que involucra dos elementos relevantes, las
estrategias de resolucion de la tarea y las representaciones utilizadas para comunicar
externamente los procesos matematicos involucrados en ellas. Por ello, este trabajo pretende
identificar y caracterizar ambos elementos al resolver una tarea de modelizaciéon matematica

atendiendo al estilo de pensamiento de estudiantes de primer curso de educacion secundaria.
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2 Antecedentes de investigacion

En relacion con los estudios centrados en el uso de representaciones en la resolucion de
tareas de modelizacion la investigacion es limitada. Algunos trabajos sefalan las dificultades
que presentan los estudiantes (GUERRERO; ORTIZ, 2012) y un desempefio bajo en su
competencia al resolver tareas (GUERRERO; ORTIZ, 2012; RELLENSMANN;
SCHUKAJLOW; LEOPOLD, 2017).

Guerrero y Ortiz (2012) implementaron una tarea de modelizacion con estudiantes de
primer afio de educacion secundaria, cuya edad se encontraba entre doce y catorce anos,
encontrando que los sistemas de representacion mas usados son el lenguaje natural y el
numérico, aunque para este nivel idealmente deberian haber utilizado el sistema algebraico.
Ademas, los estudiantes no poseian todas las competencias para llevar a cabo un proceso de
modelizacion de manera independiente (proceso intuitivo), presentando mayor dificultad en la
etapa de construccion del modelo matematico. Los autores concluyen que las competencias de
modelizacion podrian adquirirse con el tiempo y la practica de aula.

Otras investigaciones se centran en las representaciones manifestadas durante la
resolucion de problemas matematicos (e.g., BROWN; BOSSE; CHANDLER, 2016; SINGH,
2000). Por ejemplo, algunas destacan dificultades en el uso de sistemas de representacion como
el verbal y simbolico (GONZALEZ; CASTRO-RODRIGUEZ; CASTRO, 2016) o conexiones
entre el conocimiento previo y el nuevo (ROORDA; VOS; GOEDHART, 2015), lo que puede
entorpecer el uso de las estrategias y su expresion a través de representaciones en la resolucion
de problemas (GONZALEZ; CASTRO-RODRIGUEZ; CASTRO, 2016).

En particular, algunos trabajos sobre resolucion de problemas de tareas de
proporcionalidad revelan que los estudiantes utilizan el sistema de representacion numérico en
la construccion del concepto de unidad, de la estructura multiplicativa y de los esquemas de
iteracion o patrones (SINGH, 2000), y que usan técnicas centradas en brindar una respuesta
mecanica, a través de célculos, en lugar de reflexionar sobre como resolver el problema con
sentido como se pretende en ambientes de modelizacion (ARLEBACK; DOERR, 2020; VAN
DOOREN et al., 2006). Asimismo, diversas investigaciones en primaria (AVCU; AVCU, 2010;
SANCHEZ, 2013) y secundaria (TJOE; DE LA TORRE, 2014) proponen olvidar el uso de
algoritmos mecénicos al resolver problemas de proporciones y estimular la reflexioén en el uso
de diversas estrategias de ensefianza, como la utilizacion de distintas representaciones con el

fin de mejorar el aprendizaje de los contenidos matematicos (MORGAN; KYNIGOS, 2014;
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OREY; ROSA, 2018), siendo esto tltimo concordante con el objetivo de resolver problemas de
modelizacion.

Con respecto a la investigacion sobre el uso de estrategias en tareas de modelizacion,
Rellensmann, Schukajlow y Leopoldo (2017) pidieron a 61 estudiantes que crearan un dibujo
de la situacion (dibujo situacional) y un dibujo del modelo matematico (dibujo matematico)
antes de resolver una situacion-problema de modelizacion. Los autores encontraron que el
conocimiento sobre estrategias de resolucion al usar el dibujo como medio de expresion, se
relaciond positivamente con el desempeno al modelizar. Es decir, los estudiantes con mejores
modos de proceder construyeron dibujos matematicos de mayor precision y resolvieron mejor
los problemas de modelizacion. Dado que, al generar un dibujo situacional, el estudiante tiene
que seleccionar y organizar los objetos y relaciones relevantes descritos en el problema, este
profundiza en la comprension de la situacion del problema y lo ayuda a manejar la transicion

de la realidad a las matematicas (RELLENSMANN; SCHUKAJLOW; LEOPOLD, 2017).

3 Marco tedrico

En este apartado se presenta, en primer lugar, una sintesis de la perspectiva teorica de
modelizacion propuesta por Lesh y Doerr (2003). En segundo lugar, se expone la teoria relativa
a representaciones. En tercer y tltimo lugar, se describe el referente tedrico de estrategias de

resolucion segun el estilo de pensamiento de los estudiantes.

3.1 Modelizacién Matematica

Los modelos matematicos son considerados como sistemas conceptuales que se
expresan usando sistemas de notacion externos, y que se utilizan para construir, describir o
explicar los comportamientos de otro(s) sistema(s) (LESH; DOERR, 2003; GALLART et. al.,
2017). O sea, un modelo matematico es descrito como un proceso complejo que construye y
representa una analogia entre un sistema desconocido o abstracto y un sistema previamente
conocido o familiar (GALLART et al., 2017). En efecto, Montejo-Géamez, Ferndndez-Ahumada
y Adamuz-Povedano (2021) sefialan que, para caracterizar un modelo matematico en un &mbito
escolar, se debe contemplar la unidn de tres elementos que le dan forma, como el sistema real
a modelar, su matematizacion y las representaciones utilizadas para expresar ambos.

Atendiendo a Lesh y Doerr (2003), durante el proceso de modelizacion, se llevan a cabo

cuatro etapas: descripcion, manipulacion, prediccion y validacion (ver Figura 1), en las que es
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necesario un manejo flexible y espontaneo de representaciones de los contenidos matematicos
involucrados. En la primera etapa se identifica la situacion-problema, se comprende y
sistematiza la informacion importante, con el fin de elaborar una representacion interna de esta.
En la segunda etapa, se realiza la traduccion de informacion relevante a lenguaje matematico,
obteniéndose un modelo del problema (representacion externa), con el fin de buscar la solucion
del modelo matematico. La tercera etapa, prediccion, corresponde a la interpretacion y analisis
de los resultados en virtud de los conocimientos iniciales de la situacion-problema. Por ultimo,
en la cuarta etapa, se evaluan los resultados obtenidos del modelo matematico, retroalimentando

y juzgando la utilidad de la solucién del problema matematico.

Description

Real World

€ Verification | ,%
- W

"

<5 Manipulation

Prediction

Figura 1 — Ciclo de modelizacion de la perspectiva Modelos y Modelizacion
Fuente: Lesh y Doerr (2003, p. 17)

En la perspectiva de modelos y modelizacion de Lesh y Doerr (2003) se enfatiza el uso
de tareas matematicas donde el resolutor crea, refina o adapta interpretaciones matematicas, o
formas de pensar y procedimientos, visualizados en sus estrategias al resolverla. Asimismo, es
necesario que existan espacios de reflexion y andlisis; incentivando, al mismo tiempo,
habilidades de gran potencial como la imaginacion, la creatividad o la invencion en el estudiante
(PORRAS; CASTRO-RODRIGUEZ, 2021), es decir, tareas realmente problematicas. Por
tanto, el uso dado a las tareas matematicas es distinto al que se realiza en un enfoque tradicional,
donde se entrena al estudiante para dominar un concepto matematico previamente estudiado y,
posteriormente, se aplica tareas disefiadas para requerir el uso de dicho concepto (LESH;
ZAWOJEWSKI, 2007).

Este estudio considera tareas generadoras de modelos (MEAs por sus siglas en inglés,
Model-Eliciting Activities), propuestas por Lesh et al. (2003). Estos se diferencian de los
problemas tradicionales porque deben contemplar seis principios en su disefo: (1) significado
personal, (2) construccion del modelo, (3) autoevaluacion, (4) documentacion, (5) prototipo
simple, y (6) generalizacion del modelo. La actividad debe poseer un contexto de la vida real
del estudiante, donde se construye, modifica y refina un modelo matematico con el fin de

resolver el problema. Asimismo, poseen pautas para evaluar las conjeturas preliminares y

Bolema, Rio Claro (SP), v. 37, n. 76, p. 555-576, ago. 2023 559



ISSN 1980-4415
E DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v37n76a09

permiten plasmar explicitamente las representaciones internas obtenidas por el estudiante
durante la resolucion del problema. Ademas, se motiva al estudiante a formular situaciones
similares, donde la solucion propuesta del problema sirva, también, para resolverlas y se desafia
al estudiante a ir mas alld de producir una tnica solucién, sino que sea capaz de producir otras
maneras de pensar reutilizables. Es decir, el estudiante se enfrenta a un problema con una
situacion cercana, donde los sistemas conceptuales y estrategias no son condicionados a ningiin
método, son totalmente libres y dependientes de los conocimientos previos del estudiante.

En estas tareas, los tipos de representaciones desempefian un papel crucial, pues
permiten identificar y explorar diversas conexiones entre los conceptos y procedimientos
matematicos presentes en las estrategias de solucion (SANTOS-TRIGO, 2002), generando
formas significativas de aprendizaje de mas profundidad que los obtenidos por una forma
tradicional de ensefianza (LESH; DOERR, 2003).

3.2 Representaciones

En la resoluciéon de tareas matematicas, las descripciones, explicaciones y
construcciones proporcionadas por los estudiantes son expresadas a través de distintas
representaciones, por lo que constituyen un elemento central en el desarrollo de estrategias de
resolucion (MORGAN; KYNIGOS, 2014). Durante el proceso de modelizacion, las
representaciones no solo se usan para producir una solucion, sino que constituyen las
componentes mas importantes, donde se muestra el proceso de andlisis y reflexion del
estudiante (LESH; DOERR, 2003; MORGAN; KYNIGOS, 2014).

En educacion matematica, el término representacion ha adquirido distintos significados
y connotaciones (RICO, 2009). Entre las distintas causas, se encuentra su doble naturaleza
referida tanto al proceso de capturar un concepto o relacion matematica, como al producto de
la forma misma (NCTM, 2000) — asi como la dualidad entre representacion externa e interna —
en forma de lenguaje hablado, simbolos escritos, imagenes u objetos fisicos o ideas con las que
la mente opera (HIEBERT; CARPENTER, 1992). En este trabajo, consideramos las
representaciones como signos o graficos especificos que permiten comunicar los conceptos y
procesos matematicos (LESH; DOERR, 2003). Estos signos y graficos no pueden entenderse
de forma aislada, sino dentro de un sistema de representacion que satisface un conjunto de
reglas con el que se puede identificar o crear representaciones, operar sobre y con ellas, y
determinar relaciones (GOLDIN, 2002; KAPUT, 1991).
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Dentro de los modos convencionales de representacion de las estructuras numéricas,
Castro y Castro (1997), Goldin (2002) y Kaput (1991) distinguen entre sistemas de
representacion los siguientes tipos:
1. Simbolico-numérico: formado por simbolos alfanuméricos con los cuales podemos relacionar
y hacer operaciones con cantidades numéricas.
2. Tabular: tablas de valores, arreglos de filas y columnas es decir en forma matricial.
3. Representacion iconica-grdfica: iconos, diagramas visuales, representaciones pictoricas,
graficos, figuras geométricas, graficas, entre otros; que permiten la visualizacion de las ideas
matematicas.
4. Representacion lenguaje verbal (oral o escrito): consiste en expresar enunciados verbales

orales o escritos en lenguaje tradicional.

3.3 Estilos de pensamiento y estrategias de resolucion

Sobre los diferentes ciclos de modelizacion existentes en la educacion matematica, hay
consenso en que el proceso tiene caracteristicas ciclicas y no-lineales (CZOCHER, 2017), pero
debido a la complejidad del pensamiento de los individuos, dichas caracteristicas pueden no
cumplirse (ARLEBACK; DOERR, 2020). Por ello, es necesario adoptar una visiéon cognitiva
para profundizarse en dicho proceso, especialmente en lo que denomina Borromeo Ferri (2018)
como las rutas individuales visibles de modelizacion.

Las rutas de modelizacion se consideran como el proceso individual (interno o externo)
que realiza el sujeto segun su preferencia al modelizar (BORROMEO FERRI, 2018). Es decir,
en la modelizacion “el individuo inicia este proceso durante una determinada fase, segin sus
preferencias, y luego pasa por diferentes fases varias veces o solo una, enfocandose en ciertas
fases y/o ignorando otras” (BORROMEQ FERRI, 2007, p. 265). Ademas, se habla de rutas de
modelizacion visibles, dado que el sujeto puede usar representaciones externas para expresar
los pensamientos matematicos generados durante el recorrido de las fases del proceso de
modelizacion (BORROMEO FERRI, 2007). Asi, se debe tomar en cuenta el estilo de
pensamiento matematico de los estudiantes, entendiendo este como “la forma en que un
individuo prefiere presentar, comprender y pensar detenidamente, hechos matematicos y
conexiones, mediante ciertos pensamientos internos y/o representaciones externas”
(BORROMEDO FERRI, 2010, p. 34).

Segun sea el estilo de pensamiento del estudiante, seran los modos de proceder que

selecciona y aplica el estudiante para abordar una tarea de modelizacion, es decir las estrategias
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o caminos de resolucion. Estos elementos, se entienden como el plan de acciones o guia en el
camino de resolucion que planifica y reflexiona para obtener una soluciéon con sentido
(ARLEBACK; DOERR, 2020; STENDER, 2018), a la vez que desarrolla estructuras
conceptuales matematicas que ayudan a tomar decisiones para encontrar una solucion
(SCHOENFELD, 1985). En este estudio, consideramos las estrategias definidas por Borromeo
Ferri (2018) en la modelizacién matematica basadas en el estilo de pensamiento del resolutor.
1. Estrategias de pensadores analiticos: realizan la transicion del modelo real al modelo
matematico y viceversa. Trabajan principalmente de manera formalista, es decir prefieren el
uso de las representaciones externas utilizando el formalismo matematico y son mejores para
percibir los aspectos matematicos de una situacion real dada. Son capaces de comprender
hechos matematicos idealmente a través de representaciones simbolicas o verbales existentes y
prefieren proceder en una secuencia de pasos.
2. Estrategias de pensadores visuales: prefieren las caracteristicas internas distintivas,
imaginaciones y representaciones pictoricas externalizadas, asi como una comprension de
hechos matemadticos y conexiones a través de representaciones holisticas. En su mayoria,
representan mentalmente la situacion en imagenes. Su razonamiento durante el proceso de
modelizacion suele ser muy vivido, incluso mientras estdn trabajando dentro del modelo
matematico. A menudo, siguen el ciclo de la modelizacion dado. Las imaginaciones internas se
ven afectadas, principalmente, por fuertes asociaciones con situaciones que han experimentado.
3. Estrategias de pensadores integrados: combinan formas de pensamiento visual y analitico.
Son capaces de cambiar en forma flexible entre las diferentes representaciones o formas de
proceder. Muestran un equilibrio entre la realidad y las matematicas.

Por tanto, el estilo de pensamiento matematico del individuo se basa en dos
componentes relevantes: representaciones internas y externas, y un listado de estrategias o

formas de proceder.

4 Objetivo de investigacion

Dada la relevancia del uso de estrategias y representaciones adecuadas para expresar las
ideas matematicas al resolver una tarea de modelizacion (LESH; DOERR, 2003), y al limitado
estudio centrado en el tema, se considera necesario realizar investigacion que atienda a ambos
elementos (ARLEBACK; DOERR, 2020; OREY; ROSA, 2018). Por ello, en este trabajo nos
planteamos la pregunta de investigacion: ;cudles son las estrategias y representaciones que

utilizan los estudiantes al resolver una tarea de modelizacion seglin su estilo de pensamiento?
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Para dar respuesta, proponemos como objetivo de investigacion identificar y caracterizar las
estrategias y representaciones al resolver una tarea de modelizacion matematica, atendiendo al

estilo de pensamiento de estudiantes de primer curso de educacion secundaria.

5 Método

El enfoque de investigacion fue el cualitativo, pues la finalidad es comprender y analizar
situaciones profundizando en su significado (HERNANDEZ-SAMPIERI; FERNANDEZ;
BAPTISTA, 2014). En el estudio participé una clase de 24 estudiantes de la provincia de San
José, en Costa Rica, pertenecientes a un mismo grupo de primer curso’ de Educacion
Secundaria, cuya edad promedio fue de trece afios y con un estatus socioeconémico medio-
bajo. Segun el curriculo oficial, a lo largo de la educacion primaria, los estudiantes han de haber
sido instruidos en ambientes de modelizacion y sobre sus fases: descripcion, manipulacion,

prediccion y validacion (LESH; DOERR, 2003).

5.1 Tarea

La tarea de modelizacion matematica proporcionada a los participantes, Cocinando con
mi mamad (Figura 2), ha sido utilizada en investigaciones previas (PORRAS, 2013). Se
construy6 segun los lineamientos del curriculo de Costa Rica, y siguiendo los principios
propuestos por Lesh et al. (2003) para las tareas de modelizacion. Es decir, la actividad posee
un contexto familiar del estudiante, pero el método de resolucion es desconocido para este. La
actividad trata sobre la realizacion de una receta de cocina, donde idealmente se espera que los
estudiantes utilicen el objeto matematico de las proporciones en el incremento las cantidades
de los ingredientes dados, cuya unica solucion correcta corresponde a 5,5 tazas de leche y 110

panecillos.

L El séptimo curso es la numeracion referente a la Educacion General Basica de Costa Rica equivale al primer
curso de Educacion Secundaria (7° grado en K11 en colegios académicos o K12 en colegios técnicos).
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A la mama de Carlos le encanta cocinar para su familia. Un dia Asi, jcuantas tazas de leche deberia usar?
decidio hacer pan casero. La receta especifica que necesita 3 e Y Ademas, ;cuantos panecillos pudo preparar
tazas de harina y una taza de leche, ademas de otros mi madre con la con la cantidad de
ingredientes para preparar 20 panecillos. Como su familia se ingredientes que uso?

deleita mucho con el pan casero, ella decide usar toda la harina Redacte un informe donde se describe el
con la que cuenta y cuando la mide descubre que tiene 16,5 método de solucion utilizado y sus
tazas de harina. Ahora, el problema para ella es determinar la | conclusiones para cada una de las preguntas
cantidad de leche y el resto de los ingredientes de manera | . anteriores. Ademas, contesta e la siguientes
exacta para cumplir con la receta. Como sabe que a Carlos le pregunta, jen qué otras situaciones similares
gusta realizar calculos matematicos, le pide ayuda para ! se podria aplicar el razonamiento a este
determinar las cantidades exactas que necesita. problema?

Figura 2 - Tarea planteada a los grupos participantes
Fuente: PORRAS (2013, p. 56)

5.2 Implementacion de la tarea

La tarea (Figura 2) se implement6 durante dos sesiones de 40 minutos cada una. Se llevo
a cabo en el horario habitual de la asignatura de matematicas. Se les pidid a los estudiantes
distribuirse en grupos. Los 24 participantes se dividieron en grupos de dos a tres estudiantes,
esta configuracion fue realizada por los mismos estudiantes como es habitual en su trabajo de
aula, obteniendo nueve grupos en total. A continuacion, se solicitod la escritura de todas las
respuestas y soluciones en un informe detallado. Algunos, realizaron borradores de los procesos
en los cuadernos, los cuales también fueron solicitados.

Una de las investigadoras ejerci6 el papel de guia en la aplicacion de la tarea, pues la
finalidad principal era que los estudiantes resolvieran las actividades de forma autonoma. El
profesor oficial de la clase proporciono datos de los sujetos del estudio y ayudo en la aplicacion
de la tarea. Los participantes debian estar capacitados en ambientes de modelizacion, dado que
el curriculo del Costa Rica contempla la modelizacion matematica como un elemento esencial
de la contextualizacion activa en el aprendizaje de los estudiantes (MEP, 2012), implicando la
resolucion de problemas, donde se incluye el uso estrategias de resolucion y representaciones
como medios de expresion de estructuras conceptuales como los modelos matematicos de una

situacion real (LESH; DOERR, 2003), lo que proporcion6 los datos para esta investigacion.

5.3 Andlisis

Los datos obtenidos fueron sometidos a un anélisis de contenido (COHEN; MANION;
MORRISON, 2007) que se llevd a cabo en dos etapas. La primera etapa consistido en la
categorizacion de los datos realizada por la primera autora, en donde se analiz6 las rutas de

modelizacion generadas por los estudiantes, buscando la identificacion de las estrategias segiin
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el estilo de pensamiento del resolutor: analitico, visual e integrado, utilizando las categorias
propuestas por Borromeo Ferri (2018). Para categorizar una estrategia correspondiente al
pensamiento analitico, se tomo6 en cuenta aspectos relacionados al uso de representaciones
simbolico-numéricas, a través de los simbolos numéricos, los simbolos de las operaciones y
flechas, entre otros (ver Figura 3(a)). En el caso del pensamiento visual, representaciones
pictoricas, dibujos, entre otros (ver Figura 3(b)). Ambos tipos de estrategias fueron

acompanadas con representaciones verbales escritas mostradas en frases o explicaciones.
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(a) Estrategia de pensamiento analitico (b) Estrategia de pensamiento visual

Figura 3 — Ejemplos de categorizacion de estrategias y representaciones
Fuente: elaboracion propia

Posteriormente se analizaron las representaciones utilizadas en las estrategias, usando
las categorias de sistemas de representacion: simbolico-numérico, tabular, iconica-grafica, y
verbal-escrita, propuestas por Castro y Castro (1997), Goldin (2002) y Kaput (1991)
presentadas en el marco tedrico. Por ejemplo, en la Figura 3(a), observamos una estrategia que
fue categorizada como de pensamiento analitico, por el uso representacion del tipo simbolico-
numeérico, donde se muestra el uso del sistema de numeracién arabigo, simbolos de operaciones
como la division, multiplicacion y la igualdad, entre otros. Para la Figura 3(b), se categorizd
como una estrategia de pensamiento visual, dado que se usa el sistema de representacion
iconica-grafica al dibujar cajas para representar las tazas de leche (en Costa Rica es tradicional
vender la leche liquida en cajas) y circunferencias que representan las tasas de harina.

En una segunda etapa y para validar lo hecho, la segunda autora volvié a analizar los

datos y discutieron entre ambas investigadoras los resultados hasta que no hubo discrepancias.

6 Resultados

En este apartado presentamos, en primer lugar, los resultados obtenidos sobre las rutas
de modelizacién de preferencia. En segundo lugar, exponemos los resultados de las estrategias
y representaciones segun el estilo de pensamiento de los estudiantes al resolver la situacion-

problema propuesta. Por ultimo, mostramos los resultados de los ejemplos que proporcionaron
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los participantes sobre situaciones similares donde podrian aplicar el mismo razonamiento

matematico de la actividad resuelta.

6.1 Rutas de modelizacion

Cada grupo de estudiantes planted una respuesta a la tarea, por lo que se obtuvo un total
de nueve respuestas de las que solo dos (G1 y G9) llegaron a una solucién final correcta con
distintas estrategias. La Figura 4 presenta las distintas rutas de modelizacion de preferencia
segun el estilo de pensamiento matemaético de los grupos participantes al resolver la tarea

propuesta.

Descripciéon

m G1, G5, G6, G7, G8
G2

m G4

m G99

mG3

Mundo real O

Verificacién O« Manipulacién

Prediccion

Figura 4 - Rutas de pensamiento al resolver la tarea de modelizacion
Fuente: elaboracion propia

En la Figura 4 observamos que se obtuvieron cinco rutas distintas de modelizaciéon.
Donde cinco de los grupos involucrados (G1, G5, G6, G7, G8), coincidieron en una misma ruta,
es decir realizaron las mismas etapas del ciclo de modelizacion, especificamente: Descripcion-
Modelo-Manipulacion-Prediccion. El resto de los grupos realizaron rutas distintas a la anterior,
usando mas o menos etapas del ciclo en comparacién a la primera ruta mencionada. Cabe
destacar que en las rutas de modelizacion de los grupos G9 y G3, la Gltima etapa fue realizada
de forma incompleta, por ello aparece en la Figura 4 como flechas con linea discontinua.

Asimismo, se observa que ninguno de los grupos realiz6 todas las fases del ciclo de
modelizacion, ni tampoco realizaron dicho ciclo varias veces, es decir que las soluciones no

fueron mejoradas y ni retroalimentadas al recorrer varias veces las fases del ciclo (Cuadro 1).

Estrategias seglin pensamiento RSN RT RIG RVE
Analitico Célculos numéricos G1, G3, G4, G5, G1, G3, G4, G5,
G6, G7, G9 G6, G7, G9
Correspondencias G2, G8 G2, G8
Patrones G9 G9 G9

Visual Diagramas Gl Gl Gl
Nota: RSN=Representacion simbdlica-numérica, RT=Representacion Tabular, RIG=Representacion iconica-
grafica, RVE=Representacion verbal-escrita. Los Gi para i=1, ..., 9 corresponde a la codificacion de cada
uno de los grupos de estudiantes.

Cuadro 1 - Estrategias y representaciones realizadas por los grupos de estudiantes
Fuente: elaboracién propia
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En cada una de estas rutas, los participantes plasmaron diversas estrategias expresadas
por medio de representaciones. EI Cuadro 1 presenta las estrategias y representaciones
presentes en las respuestas de cada grupo. Concretamente, se presentan los estilos de
pensamiento analitico y visual, estilos usados de manera mayoritaria por los participantes. El
grupo resaltado (G1) fue el unico que utilizd un estilo de pensamiento integrado (mezcla de

estilo visual y analitico), por lo que se ha ubicado en ambas filas.
6.2 Estrategias de pensadores analiticos

Uso de calculos numéricos

El primer tipo de estrategia detectada de los resolutores de estilo de pensamiento
analitico fue el uso de operaciones basicas aritméticas a través de calculos numéricos para
expresar procesos. Esta estrategia fue la mas usada por los grupos al resolver la tarea,
especificamente, estuvo presente en las respuestas de siete de los nueve grupos y se presento al
realizar operaciones basicas como suma, resta, multiplicacion y division, entre otros. La Figura

5 muestra ejemplos de respuestas pertenecientes a esta categoria.
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(a) Estrategia del grupo 7 (b) Estrategia del grupo 1 (c) Estrategia del grupo 6

Figura 5 - Ejemplos de la estrategia uso de operaciones aritméticas basicas
Fuente: elaboracién propia

En la Figura 5(a) evidencia el uso de operaciones de division y multiplicacion al buscar
la cantidad de veces que crece la cantidad de harina, es decir la constante de proporcionalidad,
obteniendo el resultado de 5,5. Los estudiantes de este grupo (grupo 7) la usaron para
determinar la cantidad de tazas de leche. En la Figura 5(b), el grupo 1 usa la cantidad de tazas
de leche correcta (5,5 tazas), realizan el producto de la cantidad de veinte panecillos por la
cantidad entera de tazas de leche. A los resultados anteriores le suman la mitad de una taza de
leche que hace falta y, la mitad de los panecillos a la cantidad anterior (diez panecillos),
obteniendo como solucion correcta los 110 panecillos. Por tltimo, en la Figura 5(c) se muestra
la respuesta del grupo 6, donde se utiliza la estrategia de calculos numéricos, pero esta solucion

se mostr6 desordenada, no verifica las condiciones del problema y presenta errores
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conceptuales. Ademas, no se aplicd la etapa de validacion del proceso de modelizacion
matematica.

En las respuestas correspondientes a esta estrategia de pensamiento analitico realizada
por siete de los nueve grupos participantes, se observa una preferencia del uso de
representaciones simbolica-numérica, a través de los simbolos numéricos, los simbolos de las

operaciones y flechas. En menor medida se detectan representaciones verbales escritas.

Uso de correspondencias matematicas
El segundo tipo de estrategia detectada en pensadores analiticos presenta una relacién
binaria entre dos conjuntos de elementos distintos. Esta estrategia se manifesté en dos de los

nueve grupos participantes. Ambas soluciones se presentan en la Figura 6.
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(a) Estrategia del grupo 2 (b) Estrategia del grupo 8
Figura 6 - Ejemplos de la estrategia uso de correspondencias
Fuente: elaboracién propia

Un ejemplo del uso de esta estrategia se manifiesta en la Figura 6(a), donde se presenta
la solucion del grupo 2 que contiene la frase: 5 tazas de leche y un cuarto de leche. De ella
inferimos que el grupo de estudiantes considera la correspondencia de que cada tres tazas de
harina equivalen a una taza de leche. Sin embargo, se presentan algunos errores cuando indican
que 1,5 es la mitad de las tres tazas de harina, asumiendo, incorrectamente, que ese 1,5
corresponde a un cuarto de leche. Para encontrar la cantidad de panecillos, el grupo asume la
correspondencia de que cada tres tazas de harina equivalen a veinte panecillos, pero de igual
manera se equivocan en la cantidad de panecillos correspondientes a la mitad de las tres tazas
de harina.

En la Figura 6(b), se observa que el grupo 8 asume la correspondencia incorrecta 3=1,
en vez de la equivalencia correcta 3:1 que significa que por cada tres tazas de harina tenemos
una taza de leche. En este caso, los elementos del primer conjunto corresponden a las cantidades
de las tazas de harina, y los elementos del segundo serian las cantidades de tazas de leche. La
solucion de la imagen es incorrecta, debido a que aparece cuatro veces la correspondencia 3=1.

Al sumar los miembros izquierdos y derechos de las igualdades, respectivamente, se obtiene
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una correspondencia de que quince tazas de harina es igual a 4,5 tazas de leche. Ademas, la
correspondencia 3=0,5 es erronea, pues en la parte derecha de la igualdad dividen por el nimero
dos, obteniendo la mitad de uno, pero la parte izquierda se muestra invariante.

Las soluciones de los grupos que se presentan en la Figura 6 y que usaron este tipo de
estrategia, prefirieron representaciones del tipo simbolico-numérico. Pero, a diferencia de las
respuestas de la estrategia uso de calculos numéricos donde el simbolo de igualdad se usa dentro
de un calculo, en la Figura 6(b) se usa el mismo simbolo para indicar una relaciéon de
proporcionalidad, utilizando una notacion incorrecta al usar igualdades para representar

proporcionalidad. Ademas, se detecté en menor medida el uso del lenguaje verbal-escrito.

Uso de patrones

El tercer tipo de estrategia detectada fue el uso de patrones donde se establece una serie
0 comportamiento recurrente entre valores numéricos que se repiten de una manera predecible
(Figura 7).
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Figura 7 - Ejemplo de la estrategia de uso de patrones del grupo 9
Fuente: elaboracién propia

Solamente uno de los nueve grupos participantes, especificamente el grupo 9, uso esta
estrategia (Figura 7). En esta respuesta se presenta unatabla, en la cual la primera fila se observa
la cantidad inicial de una taza de leche, que equivale a veinte panecillos. Luego, los estudiantes
utilizaron una iteracion o patrén al ir aumentando en una unidad las tazas de leche, y en el caso
de la cantidad de los panecillos, duplica la cantidad anterior. Este comportamiento se mantuvo
hasta el quinto caso, es decir hasta las cinco tazas de leche. En la siguiente fila el patrén utilizado
cambia, pues a las tazas de leche se les realizo un aumento de 0,5 obteniendo como resultado
final 5,5 tazas de leche. Esto mismo lo realizan con la cantidad de panecillos, aumentando la
mitad de la cantidad que iba creciendo, es decir diez panecillos, obteniendo 110 panecillos,
logrando una solucion correcta de la tarea de modelizacion.

En la estrategia del grupo 9 (Figura 7), se observa un pensamiento mas analitico al
escoger una representacion tabular utilizando la exploracion de patrones y formulacion de
conjeturas en su solucion, sin aplicar mecanismos de memorizacion o formulas para determinar

la cantidad de tazas de leche y de panecillos correctas. Ademas, en la representacion tabular se
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utilizé una representacion simbolica-numérica y verbal-escrita para explicar los procesos

matematicos, por lo que este grupo utilizo tres sistemas de representacion distintos.
6.3 Estrategias de pensadores visuales

Uso de diagramas

El dltimo tipo de estrategia detectada en los grupos participantes es la realizacion de un
diagrama, especificamente en el grupo 1. Lo que constituye el Unico grupo que uso un estilo de
pensamiento visual en la resolucion del problema propuesto (Figura 8).
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Figura 8 - Ejemplo de la estrategia de uso de diagramas
Fuente: elaboracion propia

En la solucion del grupo 1 (Figura 8) hay las tazas de harina representadas graficamente
como bolas y las tazas de leche como cajas. Ademas, se establece la relacion grafica de una
taza de leche equivale a tres tazas de harina, deduciendo graficamente que cinco tazas de leche
equivalen a quince tazas de harina. También, los estudiantes expresaron la mitad de la taza de
leche en lenguaje verbal-escrito media leche, pero realizaron graficamente una y media
circunferencia para representar esta situacion. La respuesta final fue brindada en lenguaje
verbal-escrito: se necesitan 5 tazas y media de leche para 16,5 tazas de harina. Por lo que, este
grupo utilizd un sistema de representacion icénico junto con un sistema numeérico y verbal-

escrito.

6.4 Estrategias de pensadores integrados

El mismo grupo anterior, el grupo 1, que usé la estrategia de pensamiento visual, utiliz6
una estrategia de pensamiento analitico para determinar la cantidad de panecillos. Es decir, este
grupo uso estrategias de pensamiento integrado, dado que combind formas del pensamiento
visual y analitico en su resolucion del problema. La estrategia de pensamiento analitico utilizada
fue el uso de calculos numéricos (ver Figura 5(b)), donde se utilizé el tipo de representacién

simbdlico-numérico, logrando una solucion correcta. Ademas, en ambas estrategias se presento
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en menor medida una representacion verbal-escrita para fundamentar sus procesos
matematicos, por lo que este grupo, ademas de utilizar varias estrategias, utilizo tres sistemas

de representacion: simbdélico-numeérico, icénico-grafico y verbal-escrito.

6.5 Ejemplos de situaciones similares

Al final de la tarea, se pidio a los estudiantes brindar ejemplos de situaciones similares,
donde aplicaran el mismo razonamiento matematico de la actividad. Se obtuvo que solo tres
grupos brindaron respuestas a través de representacion verbal en lenguaje tradicional,
visualizando claramente la utilidad de la matemaética en situaciones de contexto laboral y
cotidiano. Por ejemplo, el primer grupo (G2) propuso un contexto de construccion de edificios,
donde se da el uso de un razonamiento similar, al calcular la cantidad de cemento, piedra, arena,
agua, entre otros materiales al realizar edificaciones. El segundo grupo (G3) genero la situacion
de pintar las paredes de un departamento, donde se usa el mismo razonamiento para realizar el
calculo de la division de la pintura por cada pared, o también en el pago de los pintores al dividir

el dinero. El ejemplo del tercer grupo (G7) fue muy similar a los dos anteriores.

7 Discusion

Los resultados mostraron el empleo de un estilo de pensamiento analitico mediante
estrategias como el uso de calculos numéricos, correspondencias y el uso de esquemas de
iteracion o patrones como en el estudio de Singh (2000). En particular, la estrategia mas usada
evidencia el predominio del uso de calculos numéricos. Detectamos que solo uno de los grupos
empled un tipo de razonamiento integrado, al combinar formas de pensamiento visual y
analitico, infiriéndose por el empleo de las estrategias uso de diagramas y uso de célculos
numeéricos. Esto indica que solo un grupo usé estrategias estructuras conceptuales mas
complejas para resolver los problemas de modelizacion, mostrando el equilibrio entre la
realidad y las matematicas (RELLENSMANN; SCHUKAJLOW:; LEOPOLD, 2017).

Las representaciones asociadas a las dos primeras estrategias — uso de calculos
numericos y correspondencias matematicas — corresponden al sistema de representacion
simbolico-numérico junto con el lenguaje natural (como apoyo al explicar sus procesos
matematicos), coincidiendo con los resultados de Guerrero y Ortiz (2012). Para la tercera
estrategia, uso de patrones, se empled el sistema de representacion tabular. En la cuarta

estrategia, uso de diagramas, ocurre lo mismo que en la segunda, pero ademas se uso el sistema

Bolema, Rio Claro (SP), v. 37, n. 76, p. 555-576, ago. 2023 571



ISSN 1980-4415
E DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v37n76a09

de representacion icénico. Dos de los grupos (G1 y G9) mostraron un uso mayor de distintos
sistemas de representacion en sus estrategias, en comparacion con el resto de grupos que solo
usaron el sistema simbolico-numérico y lenguaje verbal-escrito, lo que sugiere un pensamiento
mas reflexivo y analitico, como se pretende idealmente en ambientes de modelizacion
(MORGAN; KYNIGOS, 2014; TJOE; DE LA TORRE, 2014; VAN DOOREN et al., 2006).

Los resultados anteriores no concuerdan con lo que propone el documento curricular de
Costa Rica. En particular, con el limitado uso de estrategias y representaciones ideales al
resolver situaciones-problema de modelizacion, pues al momento del estudio los participantes
debian de haber sido instruidos en ambientes de modelizacion y debian contar con un amplio
repertorio de estrategias de resolucién y un manejo flexible de sistemas de representacion para
expresar sus pensamientos matematicos. Unido a esto, se obtuvieron razonamientos
desordenados y con errores que pudieron haberse detectado y evitado a través de acciones
metacognitivas en todas las etapas del proceso de modelizacion, en especial en la fase de
validacion que no realizaron.

Por ultimo, coincidiendo con los trabajos de Guerrero y Ortiz (2012) y Roorda, Vos y
Goedhart (2015), los grupos no manifestaron en sus respuestas el uso del razonamiento
proporcional, pues no incluyeron procesos o conceptos relativos a este topico (como la regla de
tres o el uso de porcentajes), conocimientos previos que los participantes debian manejar en el
momento del estudio. Por lo que, no se obtuvieron evidencias del modelo matematico ideal que

se esperaba que los estudiantes pudieran construir, segun lo que se propone en el curriculo.

8 Conclusiones

En este trabajo, identificamos y caracterizamos las estrategias y representaciones al
resolver una tarea de modelizacion matematica, atendiendo al estilo de pensamiento de un grupo
de estudiantes de primer curso de educacion secundaria. Un aporte de este estudio radica en la
necesidad de comprender la influencia de los estilos de pensamiento de los estudiantes al
trabajar la modelizacion. Los resultados mostraron que la falta de uso de distintos sistemas de
representacion en las estrategias de resolucion podria deberse a la formacion de los estudiantes
participantes. Concretamente, esta pudo estar focalizada en el uso especifico de
representaciones simbolico-numéricas y representaciones de lenguaje natural, incidiendo
directamente en el tipo de estilo de pensamiento analitico al resolver la tarea de modelizacion.
Ademés, son los sistemas de representacion que en la educacion escolar tradicional suelen

considerarse como correctos y mas comunes (SMITH, 2003).
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Tras los hallazgos obtenidos, consideramos que es crucial generar oportunidades de
aprendizaje que incidan en el uso de estrategias y representaciones en ambientes de
modelizacion. Siendo, asi, necesario incentivar el uso de estos elementos segun un estilo de
pensamiento integrado, apostando por el empleo flexible de ellos, lo que podria propiciar un
equilibrio entre la realidad y las matematicas. Ademas, el usar una diversidad de sistemas de
representacion en la ensefianza podria ayudar a fomentar el uso de un pensamiento mas
reflexivo y analitico, incidiendo directamente en las estrategias y las representaciones

involucradas al resolver tareas de modelizacion.
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