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Resumen

Esta tesis doctoral se centra en el uso de métodos estadisticos para eva-
luar la fiabilidad de un sistema a partir del estado de sus componentes en
contexto estatico y dindmico. En el contexto estdtico, analiza la fiabilidad
para sistemas de moderada y alta dimension en un instante fijo de tiempo,
con funcion de estructura desconocida. En el contexto dindamico se intro-
duce el factor tiempo para estudiar la evolucién temporal del sistema que
se modeliza mediante procesos de Markov.

En concreto, se propone una nueva metodologia basada en Estadistica no
paramétrica, que supone una hipdtesis mas realista puesto que no descansa
en premisas paramétricas que pueden llevar a conclusiones erréoneas cuando
no son correctas. La finalidad de este estudio es proponer estimadores de
la funcion de fiabilidad, detectar regiones de fallo y seguridad, y clasificar
las componentes del sistema segiin el efecto que producen sobre el funcio-
namiento de éste. Ademas, describir de un modo adecuado, basandonos en
modelos markovianos, la relacién de dependencia entre las variables que
representan los sucesivos estados del sistema o su entorno a lo largo del
tiempo. Para una mayor comprension de esta nueva metodologia se reali-
zan ejemplos ilustrativos a partir de diferentes estudios de simulacion asi
como de datos reales.

La memoria esta estructurada en cuatro capitulos que se resumen como
sigue.

En el Capitulo 1 se presentan los conceptos basicos de la Teoria de Fiabi-
lidad, necesarios para el desarrollo de este trabajo. Entre ellos destaca la
funcién de estructura, la funcion de fiabilidad y las medidas de importancia
en el sentido de Birnbaum. Ademaés se presenta el proceso de generalizacion
de una formulaciéon binaria para el estado del sistema a una formulacion
continua, que tendran los sistemas considerados en los capitulos posterio-
res. A modo de introduccién también se consideran los modelos de Markov
cuyo enfoque sera fundamental para cumplir con los objetivos marcados



en este trabajo. Finalmente, este capitulo concluye con los objetivos que
se realizan a lo largo de esta tesis doctoral.

En el Capitulo 2 se presenta un modelo de regresion logistica local isoté-
nico que permite estimar la fiabilidad de sistemas de moderada dimension
a partir de una muestra de sistemas para los que se registra en un mo-
mento fijo en el tiempo el estado del sistema asi como los estados de sus
componentes. En nuestra formulacién se tiene en cuenta que puede ha-
ber incertidumbre que afecte al comportamiento del sistema. El modelo es
sometido a un extenso estudio de simulacion para su validacién.

En este capitulo se construye un modelo de regresion de respuesta binaria
sin asumir ninguna forma particular para la funcién enlace, de modo que
se usan técnicas de estadistica no paramétrica, en particular métodos de
regresion con funciones ntcleo, para el ajuste del modelo. Para estimar
el parametro de ancho de banda involucrado en el modelo se consideran
técnicas de validacion cruzada. La funcién de estructura se representa a
través de una funcion logit, para la que solamente se asume que es suave en
términos de derivabilidad y que tiene que ser no decreciente en todos sus
argumentos. Esto ultimo encaja con la condicién de sistema coherente que
es una hipdtesis habitual en el contexto de Fiabilidad de Sistemas en Inge-
nierfa. Se construye un algoritmo que consta de dos etapas. En la primera
etapa se isotoniza la variable de respuesta y en la segunda etapa se cons-
truye un modelo de regresiéon logistica local que considera como variables
de entrada los estados de las componentes, que se asumen como varia-
bles aleatorias que varian en un intervalo. En cambio, para el sistema sélo
distinguimos un estado de funcionamiento o de fallo. Entre los resultados
obtenidos, por un lado, considerando el contexto de fiabilidad estructural,
se construye una funcién de estado-limite que permite dividir el espacio de
estados de componentes en regiones de fallo y regiones seguras. A partir de
aqui, se clasifican las componentes del sistema de acuerdo con su efecto en
el rendimiento del sistema cuando no se tiene ningin conocimiento previo
del diseno del sistema. Con esto se construye un ranking de componen-
tes, donde éstas aparecen en orden de importancia lo que proporciona un
método eficiente de identificar puntos débiles en la estructura, que resulta
decisivo para minimizar el dano causado por un accidente impredecible.
Se obtienen las propiedades asintéticas de este estimador y se evalia el
comportamiento a través de un extenso estudio de simulaciéon que muestra
que la metodologia propuesta ofrece resultados mas favorables frente a una
propuesta parameétrica.
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El trabajo desarrollado en este capitulo ha sido publicado en el articulo:
Gamiz, M. L., Navas-Gémez, F., y Raya-Miranda, R. (2021). A machi-
ne learning algorithm for reliability analysis. IEEE Transactions on Re-
liability, vol. 70, no. 2, pp. 535546, doi: 10.1109/TR.2020.3011653. Los
resultados obtenidos en este capitulo han sido presentados en el XXXIX
Congreso Nacional de Estadistica e Investigacion Operativa (SEIO) cele-
brado en Granada, Espana.

En el Capitulo 3 se presenta una extension natural del capitulo anterior
basada en un modelo de regresion logistica local isoténico capaz de resol-
ver el problema de estimacién de la fiabilidad para sistemas complejos,
es decir con un gran numero de componentes. Aunque, generalmente en
este tipo de problemas se asume que las unidades del sistema son esta-
disticamente independientes, es probable que esta hipotesis no se sostenga
cuando el tamano del sistema es grande, de modo que existan relaciones
de dependencia entre determinados bloques de componentes dentro del
sistema.

En este capitulo se consideran por tanto, sistemas de alta dimension que
se pueden descomponer en bloques cuyas componentes presentan correla-
cién entre si. Se construye un algoritmo que consta de tres etapas. En la
primera etapa se considera una reduccion de la dimensionalidad mediante
la técnica de componentes principales y analisis factorial. Se identifican
los bloques de unidades del sistema que estan altamente correlacionadas
dentro del bloque y presentan baja correlaciéon con el resto de bloques. Pos-
teriormente se procede a ajustar un modelo logistico local sobre un espacio
de factores y, finalmente, se procede con una etapa de isotonizacion. Asi-
mismo, se obtienen las propiedades asintoticas del estimador, consistencia
y distribucion asintotica Normal. Para terminar, se presenta un procedi-
miento para estimar la importancia de las componentes en el sistema que
tiene en cuenta la estructura de correlacion entre las componentes del sis-
tema. Se evalta la viabilidad del algoritmo propuesto mediante un extenso
estudio de simulacién asi como mediante un caso real.

Finalmente en este capitulo, se presentan una serie de técnicas de Ma-
chine Learning que son aplicadas al caso real. Las técnicas de Machine
Learning utilizadas son redes neuronales, regresion Partial Least Square y
Random Forest que ofrecen una alternativa viable a los métodos clasicos.
Este trabajo aun estd en vias de desarrollo.
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El trabajo desarrollado en este capitulo ha sido publicado en el articulo:
Géamiz, M.L., Navas-Goémez, F., Nozal-Canadas, R., y Raya-Miranda, R.
(2023). Unsupervised and supervised learning for the reliability analysis of
complex systems. Quality and Reliability Engineering International. http:
//dx.doi.org/10.1002/qre.3311.

En el dltimo capitulo de la tesis introducimos el factor tiempo, de modo
que estamos interesados en estudiar la evolucion en el tiempo de siste-
mas de fiabilidad que pueden ser modelizados mediante proceso de Mar-
kov. Ademas supondremos que en este caso no tenemos acceso a toda la
informacién sobre los estados de las componentes y/o sistema, sino que
ésta informacion puede ser registrada solo de modo parcial o incompleto.
Los procesos del mundo real generalmente producen resultados o salidas
observables que se pueden caracterizar como senales, que pueden ser de
naturaleza discreta o continua, estacionarias o no estacionarias y pueden
registrarse puras o bien “corrompidas” por otras senales (ruido). Es por es-
to que en el Capitulo 4 el problema de interés es encontrar una descripcion
tedrica del proceso que emite la senal con el fin de eliminar la distorsién o
el ruido e identificar la senal pura, es decir, el verdadero estado del sistema
que produce dichas senales. El uso de modelos de Markov ocultos permi-
ten aprender y reproducir mediante simulaciones el fenémeno que produce
las senales sin tener que disponer de la fuente. Este aspecto es muy im-
portante especialmente cuando el coste que supone obtener las senales de
la fuente real es elevado. Se construye un modelo estocastico a partir de
procesos ocultos de Markov para describir la evolucién en el tiempo de
un sistema y estimar algunas medidas relevantes sobre el rendimiento del
sistema, en estas condiciones de observacion a través de indicadores o se-
nales indirectas del estado del sistema. En su version mas simple se supone
que las observaciones son independientes y su distribucién solo esta condi-
cionada al verdadero estado del sistema que esta oculto. En este capitulo
proponemos un modelo mas general en el que las observaciones dependen
no solo del estado oculto del sistema sino también de observaciones pa-
sadas. En concreto suponemos que tanto la cadena oculta que modeliza
el estado del sistema como el proceso observable son ambas cadenas de
Markov. Formulamos el modelo en tiempo continuo y en tiempo discreto.
Obtenemos por maxima verosimilitud estimadores de los parametros del
modelo en ambos casos (tiempo discreto y tiempo continuo) y estudiamos
las propiedades tedricas de dichos estimadores. Por ltimo en este capitulo
se presenta una discusion sobre las politicas de mantenimiento del sistema
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cuando el sistema se observa de modo indirecto. Se propone un analisis de
sensibilidad del modelo a partir de los conceptos de falso positivo y falso
negativo. Ademas se introduce el concepto de signal-runs que resulta de
gran utilidad para disenar politicas de mantenimiento en este contexto de
modelos HMM. Este enfoque se valida mediante un estudio de simulacion
y un caso real sobre un sistema que es evaluado a partir de las medidas
que proporciona una red de sensores que monitorean el equipo durante un
determinado periodo de tiempo.

Los resultados presentados en este capitulo se encuentran recogidos en el
trabajo en revisién: Gamiz, M.L., Navas-Gémez, F., Raya-Miranda, R. y
Segovia-Garcia, M.C. (2023). Dynamic reliability and sensitivity analysis
based on HMM models with Markovian signal process. Reliability Enginee-
ring and System Safety. En revision.
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1 Preliminares

1.1. Antecedentes histdricos

En un mundo donde la tecnologia avanza a pasos agigantados y donde
nuestra vida cotidiana depende en gran medida y, dia a dia més, del buen
funcionamiento de mecanismos que se encargan de realizar determinadas
operaciones imprescindibles para nuestro bienestar, resulta fundamental
un conocimiento previo de la “fiabilidad” de tales mecanismos. Este hecho
hace que paralelo al desarrollo tecnolégico se produzca el desarrollo de una
ciencia que se encarga de cuantificar los efectos que tendra en el futuro la
incertidumbre en cuanto al éxito del funcionamiento de un mecanismo
o, en general, del desarrollo de una operacién. Asi, se va creando una
base tedrica sobre fundamentos probabilisticos y estadisticos a la que nos
referimos como Teoria de Fiabilidad.

Los inicios del concepto de Fiabilidad se desarrollan después de la IT Guerra
Mundial. Es al principio de la era industrial cuando se empieza a investigar
problemas relacionados con este tema. El concepto de un equipo disenado
teniendo en cuenta un tiempo de funcionamiento dado data de no mas de
principios del siglo XX.

Originalmente los problemas relacionados con fiabilidad se limitaban a sis-
temas mecanicos. No fue hasta el desarrollo aéreo cuando la estadistica
empez6 a ganar importancia en la fiabilidad de sistemas mediante la reco-
leccién de datos relativos a la razon de fallo de diversas componentes de los
aviones, especialmente el motor. En los anos 30 estos informes estadisticos
se extendieron a los accidentes aéreos y surgian los primeros conceptos
probabilisticos concernientes a la seguridad y fiabilidad de equipos, aun-
que los aspectos cualitativos de las técnicas de fiabilidad y seguridad eran
subjetivos, basados en la experiencia de los ingenieros que disenaban los
equipos que consideraban que las partes criticas debian de ser amplia-
mente reforzadas, es decir, suponian que una cadena no podia ser mas
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fuerte que su eslabén més débil. Robert Peirce (1926) introdujo la prime-
ra teoria con implicaciones matematicas que inspiré a los cientificos de la
época a introducir la fiabilidad en diversos campos, por ejemplo, balistica,
computadoras electrénicas, aeronautica, energia nuclear, etc., con el fin de
conocer la fiabilidad de los mecanismos que utilizaban, y se fue desarro-
llando la base tedrica para utilizar métodos estadisticos en el analisis de
riesgo y problemas de fiabilidad.

La fiabilidad como una rama de la Ingenieria, en particular, de la Electré-
nica, nace en Estados Unidos en los anos 50. A la creciente complejidad
de sistemas electrénicos, especialmente en equipamiento militar, se debian
razones de fallo que llevaban consigo una disponibilidad significativamente
reducida de los equipos y un coste elevado. En 1952, el Departamento de
Defensa y todas las industrias electrénicas decidieron crear el grupo Ad-
visory Group on Reliability of Electronic Equipment (AGREE). Debido a
la revolucién electrénica y la miniaturizacién de los circuitos eléctricos, la
calidad de los equipos usados para fabricar componentes electronicas era
considerada de suma importancia. También a principios de los anos 50, se
llevan a cabo estudios con el fin de entender y prevenir errores humanos
que contribuyen al fallo del sistema.

En los anos 60 el andlisis predictivo de fallos, basado en el método del
diagrama de fiabilidad en bloques, jugaba un papel importante en las in-
dustrias aeronduticas y aeroespaciales en particular. A principios de los
anos 60 se introdujo el concepto de arbol de fallo como un método para
evaluar la seguridad del sistema y el método de anélisis de efectos y modos
de fallo. Estos métodos tenian problemas cuando se aplicaban a sistemas
complejos, entonces comienzan a desarrollarse otras técnicas como el méto-
do de combinacién de fallos acumulados. A mediados de los 60 se comienza
a integrar un programa sobre fiabilidad y seguridad en las actividades de
diseno, desarrollo y manufactura que debia detectar y eliminar problemas
de fiabilidad potenciales en las primeras fases del desarrollo. En los anos
sucesivos, se demostrd que todos estos esfuerzos reducian significativamen-
te los costes de reparacién y mantenimiento, confirmando asi los méritos
de tales programas de fiabilidad. Los aspectos probabilisticos se integra-
ron cada vez mas en el diseno durante esta década. Las primeras bases
de datos se remontan a finales de esta década, que también se caracteriza
por un aumento significativo de las publicaciones y libros sobre el tema.
Uno de los primeros libros, publicado en 1961 fue Reliability Theory and
Practice, de Igor Bazovsky, fue el primer estudio exhaustivo sobre teoria
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de fiabilidad y sus aplicaciones. También naci6 la primera revista sobre
la tematica, IEEE Transactions on Reliability creada por el Instituto de
Ingenieros Eléctricos y Electronicos. En esta década, notables matemati-
cos como Birnbaum, Barlow, Proschan, Esary y Weibull contribuyeron al
desarrollo de la parte matematica de la Teoria de Fiabilidad.

Durante la década de los 70 y los 80 crecieron el niimero de estudios pa-
ra evaluar el riesgo en plantas nucleares. Ademés, en 1983 se publicé una
Guia para el desarrollo de estudios de riesgo probabilistico para plantas nu-
cleares con el objetivo de proveer a las organizaciones que deseaban llevar
a cabo tales andlisis unas directrices para proceder de manera adecuada.
Por otro lado, se hicieron esfuerzos considerables para llevar a cabo un
estudio cuantitativo y cualitativo sobre factores humanos en la evaluacion
del riesgo, destacando el trabajo de Swain y Guttman (1983) Handbook of
Human Reliability Analysis with Emphasis on Nuclear Power Plant Ap-
plications en el que se presentan métodos para evaluar la probabilidad de
un error humano en un proceso. Estas décadas también estuvieron marca-
das por introducir la fiabilidad en otras industrias como la petroquimica,
automovilistica, abastecimiento de aguas, entre otras.

La fiabilidad llega a nuestros dias con cambios drésticos en la industria y
la sociedad. Han surgido nuevos conceptos de operaciéon que requieren un
andlisis de fiabilidad. Como consecuencia surge una nueva interpretacion
de la disciplina de la fiabilidad y el papel del ingeniero de fiabilidad en el
desarrollo de productos y sistemas tecnolégicos. El desafio que se plantea
es cuantificar la fiabilidad utilizando métodos empiricos y fuentes de da-
tos auxiliares, como el conocimiento experto, la memoria corporativa y la
simulacion y modelizaciéon matematica. Entre las nuevas tendencias cabe
destacar en la era de las comunicaciones digitales una de las teorias que
se desarrolla con més rapidez denominada fiabilidad de redes (Network
Reliability) que se ocupa de evaluar la capacidad de una red para llevar
a cabo una operacion deseada. Para una revisiéon mas detallada ver, por
ejemplo, Pham (2022).

A continuacion introducimos la notacion y conceptos basicos para entender
el resto del trabajo.
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1.2. La funcidon de estructura

La Fiabilidad se entiende como la ciencia de predecir, estimar y optimizar
la probabilidad de supervivencia, la vida media, o, en general, la distribu-
cion del tiempo de vida de un sistema.

Para nuestros propésitos, entenderemos por sistema o estructura una con-
figuracién de elementos ordenados destinada a cumplir una determinada
mision, es decir, una serie de bloques interconectados de tal forma que de-
sempenan un conjunto de funciones requeridas. A estos elementos les de-
nominaremos componentes. Nuestro objetivo consiste, entonces, en indicar
como derivar modelos analiticos sobre el rendimiento de un sistema.

Para describir la fiabilidad de un sistema dado es necesario especificar el
proceso de fallo del equipo, describir como los bloques estan conectados,
proveer de sus reglas de operacion e identificar los estados en los que el
sistema es clasificado como no operativo.

Bajo un enfoque binario, el estado de la i-ésima componente es una variable
aleatoria X; de la siguiente manera

1, sila componente i funciona,
X, =
0, sila componentes i falla,

para i =1,2,...,m; siendo m el orden del sistema, es decir, el niimero de
componentes que conforman el sistema. El vector formado por las variables
estado de todas las componentes, X = (X1,X3,...,X;n), se llama vector
estado del sistema y toma valores en {0,1}"

Por otro lado, podemos definir la variable ¢ para indicar el estado de
funcionamiento o fallo del sistema, esto es

1, si el sistema funciona,

0, si el sistema falla.

Es evidente que el estado del sistema depende del estado que tengan las
componentes que lo forman, por tanto, la variable ¢ es una funciéon que
depende del vector estado, ¢ = ¢(X). Dicha funcién es la que se conoce
como funcién de estructura del sistema.
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Algunas estructuras béasicas se presentan a continuacién.

Sea X = (X1,X3,...,Xp) el vector estado de un sistema de orden m

Definicion 1. Se dice que el sistema estd dispuesto en serie si el funcio-
namiento o fallo del sistema depende del funcionamiento o fallo de todas
las componentes que lo forman, es decir, el sistema funciona siempre que
las m componentes que lo forman funcionen. Entonces, se verifica que la
funcion de estructura se puede expresar como sigue

0(X)=min{X;;i=1,2,...,m}.

Cuando el estado de las componentes sea binario la funcion de estructura
de un sistema en serie se puede expresar de la siguiente manera

Definicion 2. Se dice que el sistema estd dispuesto en paralelo si el funcio-
namiento del sistema depende del funcionamiento de alguna de las compo-
nentes que lo conforman, es decir, el sistema funciona siempre que funcio-
ne al menos una de las componentes que forman dicho sistema. Entonces,
se verifica que la funcion de estructura se puede expresar de una de las
stguientes maneras:

0(X) =max{X;;i=1,2,...,m}.

Cuando el estado de las componentes sea binario la funcion de estructura
de un sistema en paralelo se puede expresar de la siguiente manera

m

¢(X)=1-TJ(1-X;).

i=1

Definicion 3. Se dice que el sistema estd dispuesto como k-out-of-m st
el funcionamiento del sistema depende del funcionamiento de k de las m
componentes que lo forman, es decir, el sistema funciona siempre que fun-
cionen al menos k componentes de las m posibles que forman el sistema.
Entonces, se verifica que la funcion de estructura se puede expresar como
sigue

0, st X-1<k,

¢(X) =
I, si X-1>k,
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donde 1 = (1,1,...,1)" € R™. Como casos particulares de estos sistemas
tenemos, por un lado, el sistema en serie cuando se trata de un sistema
m-out-of-m y, por otro lado, si el sistema se trata de un 1out-of-m estamos
ante un sistema en paralelo.

Continuaremos nuestro desarrollo introduciendo el concepto de sistema
coherente que es de gran relevancia en el contexto que estamos tratando.

Definicion 4. Se dice que el sistema es coherente si cumple lo siguiente:

» La funcion de estructura ¢ es no decreciente en cada argumento X;,
i=1,2,....m.

» Cada componentes es relevante, es decir, existe al menos un vector X
tal que ¢(1;,X) =1y ¢(0;,X) =0, donde

(Oi7X) = (X17X27" . 7Xi71707Xi+17' . '7Xm)7
(1i7X) = (X17X27" 5 Xio1, 17Xi+17' . 7Xm)

- 0(0)=0yo(1)=1.

Para sistemas coherentes, cuando X XY, entonces ¢(X) < ¢(Y), don-
de X XY significa X; <Y;, Vi=1,2,....m, y puede que X; <Y para
algun j=1,2,...,m.

1.3. La funcidén de fiabilidad

A lo largo de esta seccién se definird la expresion de la fiabilidad para
algunos modelos concretos. Para el estudio de la fiabilidad es de gran im-
portancia introducir la incertidumbre en el sistema de modo que el estado
de cada componente es una variable aleatoria binaria.

Sea la variable X; que se define como el estado de la i-ésima componente
del sistema. Seguimos en un enfoque binario, por tanto, solo puede tomar
el valor 0 cuando la componente falla y el valor 1 cuando la componente
funciona. Con esta definicién se tiene que X; ~ B(p;)

0, con probabilidad 1— p;,
Xi =
1, con probabilidad p;,
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donde p; es la denominada fiabilidad de la componente i-ésima.

A partir de aqui definimos la fiabilidad del sistema como una funcién de
las fiabilidades de sus componentes.

Definicién 5. Consideramos un sistema con vector estado X = (X1,X2,...,Xm)
y sea ¢(X) la funcidn de estructura asociada, definimos la fiabilidad del
sistema, y la denotamos por R, a la probabilidad de que el sistema funcione
correctamente, es decir,

R=Plp(X) =1] = E[¢p(X)].
Notemos que ¢(X) también es una variable aleatoria, Y = ¢ (X) ~ B(R).

Si las componentes del sistema son independientes, la fiabilidad del sistema
unicamente depende de las fiabilidades de las componentes, entonces

R=R(p),

donde p = (p1,p2,-..,pm) €s un vector que contiene la fiabilidad de cada
una de las componentes del sistema.

Seguiremos con la presentacion del célculo de la fiabilidad para los sistemas
basicos que hemos visto anteriormente.

Ejemplo 1. Sistema en serie. Aplicando la Definicion 5 para un sistema
en serie con m componentes, se obtiene lo siquiente

m m m

~T1EX] =] (11)

i=1 i=1

R(p)=E

i=1
Con R < p; ya que p; < 1 para todo i tenemos que la fiabilidad del sistema

en serie siempre es menor que la fiabilidad que tienen las componentes que
lo conforman.

Ejemplo 2. Sistema en paralelo. Procediendo de manera andloga al
Ejemplo 1, pero considerando esta vez un sistema en paralelo obtenemos

m

I—H(l—Xi)

1=

m

=1-TJE[1-X]]=1 —ﬂ(l —pi).  (1.2)

i=1 i

R(p)=E

Como R = p; ya que p; < 1 para todo i tenemos que la fiabilidad del sistema
en paralelo siempre es mayor que la fiabilidad que tienen las componentes
que lo conforman.
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Ejemplo 3. Sistema k-out-of-m. Para este sistema vamos a considerar
que las componentes son idénticas, por tanto, las fiabilidades de las com-
ponentes son todas iquales a p. Entonces la funcion de fiabilidad de este
sistema viene dada por la siguiente expresion

mo /i B
R(p1,p2,....pm) =R(p) =Y, <r>p’(1 —p)""
r=k
Esto indica que a mayor fiabilidad de las componentes de un sistema mo-
notono mayor es la fiabilidad del sistema.

1.3.1. Tiempo medio hasta el fallo del sistema (MTTF)

Mas especificamente, la fiabilidad es la probabilidad de que un sistema
funcione correctamente durante un periodo de tiempo especifico (vida til
del sistema) en las condiciones para las que ha sido disenado. En otras
palabras, la fiabilidad se puede usar como una medida del éxito del sistema
para desempenar su funcién correctamente.

Sea T una variable aleatoria que denota el tiempo de fallo del sistema.
Entonces, la fiabilidad puede expresarse como una funcién del tiempo, o
sea, R(t) puede definirse como la probabilidad de que un sistema no falle
durante un intervalo de tiempo (0,7) en condiciones de operacién y entorno
dados. La funcién de fiabilidad se puede escribir como

R(t)=P(T >t), t>0.

También se conoce como la funcién de supervivencia. En otras palabras,
la fiabilidad es la probabilidad de que el sistema esté aun funcionando en
el instante . La variable aleatoria T que mide el tiempo hasta el fallo tiene
una funcién de densidad f(z), entonces

R0 = [ fls)ds,

0, equivalentemente,

fly = -BO.

A partir de aqui, podemos definir el tiempo medio de fallo del sistema
(MTTF) como

MTTF = /Oootf(t)dt,
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y podemos comprobar que

MTTF:/ R(t)dr.
0

1.4. Medidas de importancia de una
componente

A lo largo de esta seccion se dispondran distintas maneras de medir la
importancia de una componente, ver Birnbaum (1969). Esto depende fun-
damentalmente de la ubicacion de la componente en el sistema y del valor
de la fiabilidad de la componente.

Sea un sistema con m componentes, sea p; la fiabilidad de la componen-
te i-ésima con i = 1,2,...,m, y sea R(p) = R(p1,p2,---,pm) la funcién de
fiabilidad del sistema. Bajo estos supuestos hay medidas que nos aportan
informacion relativa a la importancia de las componentes, es el caso de la
medida de importancia de Birnbaum y la medida de capacidad de mejora,
ambas son muy ttiles si tratamos de localizar a una componente que debe-
ria ser mejorada. También es el caso de la medida de importancia critica,
utilizada para encontrar la componente con mayor probabilidad de causar
el fallo del sistema.

El estudio lo centraremos en la medida de importancia de Birnbaum ya
que tiene una interpretacion mas sencilla que las otras dos medidas. Birn-
baum estudié la importancia que tiene las componentes que contribuyen
al funcionamiento del sistema, es por esto que surgen dos nuevos puntos
de vista que son:

» Medida de importancia estructural. Es la importancia relativa de va-
rias componentes en el caso de que se conozca la funcién de estructura
del sistema y sea desconocida la fiabilidad de las componentes.

Definicion 6. Sea un sistema de m componentes con funcion de es-
tructura ¢(X), se define la importancia estructural de la componente
con estado X; para el sistema como sigue

179) =170, +17(0.0) =27 ¥ [9(1:X) (0, X))

XeE,
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donde E,, representa el conjunto de estados. En particular, si el sis-
tema es binario E, = {0,1}™.

La expresion dada en la Definiciéon 6 estd compuesta de dos suman-
dos. El primer sumando nos indica la importancia estructural de la
componente con estado X; para el funcionamiento del sistema, cuya
expresion es

189, 1)=2"Y (1-X)[6(1,X) - 6(0;,X)].

XeE,

El segundo sumando nos indica lo mismo pero, en este caso, para el
fallo del sistema, su expresién es la siguiente

179,00 =27 ¥ Xi[¢(1:,X) — 9(0;,X)].

X€E,

Continuaremos con el Teorema de Birnbaum, que nos indica que para
los sistemas coherentes no hay diferencia entre importancia estructu-
ral para el funcionamiento y el fallo del sistema.

Teorema 1. Para cualquier sistema coherente se cumple lo siguiente

1
17(0.1) =17(9,0) = 517(9).

Medida de importancia sobre la fiabilidad. Se trata de la importancia
de las componentes en el caso de que, ademas de conocer la funcion de
estructura, también se conocen las fiabilidades de las componentes.

Definicion 7. Sea un sistema de m componentes con funcion de es-
tructura @(X) y sea p; la fiabilidad de la componente i-ésima, con
i=1,2,...,m. Definimos la importancia de la componente i sobre la
fiabilidad del sistema como sigue

RI(9.p) = RIP (0.1, p) +RI”) (9,0, p).

Como para el caso de la medida de importancia estructural, esta
medida de importancia también esta formada por dos sumandos. El
primero indica la importancia sobre la fiabilidad de la componente X;

10
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para el funcionamiento del sistema, la expresién de esta importancia
es la siguiente

RIP(9,1,p) = Po(X) = 1[X; = 1] - P[p(X) = 1].

Mientras que el segundo sumando nos indica la importancia sobre la
fiabilidad de la componente x; para el fallo del sistema y su expresion
es la siguente

RI®)(9,0,p) = P[p(X) = 0]X; = 0] — P[$(X) = 0].

La interpretacion de la Definiciéon 7 nos indica que a mayor valor de
importancia de la fiabilidad de una componente, mayor peso tiene la
componente en el sistema. En el capitulo siguiente introducimos una
medida que combina las dos anteriores.

Continuaremos con dos resultados que facilitan el calculo de las me-
didas de importancia de la fiabilidad. También se daran dos ejemplos
del célculo concreto.

Corolario 1. Para cualquier funcion de estructura se verifica lo si-
guiente

Cov[Xi, ¢(X)] = pigiE[9(1:,X) — ¢(0;,X)].

Corolario 2. Las siguientes igualdades son siempre ciertas

d
R (6,1, ) = giE[9(1,X) — (0,X)] = g; 51(91‘))’
d
RIP (9,0, p) = piE[(1:,X) — 6(0;,X)] = p; ;()y),
d
RIP (9. p) = E[9 (1, X) — (01, X)] = gﬁf)

Veamos como se aplica este 1ltimo resultado para el caso de sistemas en
serie y en paralelo.

Ejemplo 4. Sistema en serie. Supongamos que disponemos de un siste-
ma en serie, por tanto, sabemos que la funcion de fiabilidad de este tipo

11
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de sistemas viene dada por la expresion (1.1). Entonces la medida de im-
portancia sobre la fiabilidad viene dada por

JdR i
RIP (9, p) = —aﬁf) = II P
P k=1 kA

Observamos que se obtiene que la componente con menor fiabilidad es la
que mayor importancia tiene.

Ejemplo 5. Sistema en paralelo. Andlogo al ejemplo anterior, utilizando
esta vez la expresion (1.2), tenemos que la medida de importancia sobre la
fiabilidad viene dada como sigue

JdR i
l k=1,k#i

En este caso se observa que la componente con mazrima fiabilidad es la que
tiene asociada la mayor importancia.

1.5. Del modelo binario al modelo continuo

La mayoria de las investigaciones en modelos de fiabilidad se han centra-
do tradicionalmente en una formulacién binaria del comportamiento de
los sistemas, es decir, modelos que permiten solo dos estados posibles de
funcionamiento para el sistema y sus componentes: funcionamiento o fallo
perfecto. Sin embargo, en la practica, muchos sistemas pueden experimen-
tar una degradacién continua, por lo que pueden mostrar diferentes niveles
de rendimiento entre los dos casos extremos que se han mencionado. Un
ejemplo tipico es un sistema sujeto a desgaste, que se degrada continua-
mente con el tiempo, por lo que sus propiedades de rendimiento disminuyen
progresivamente y, en consecuencia, es necesario considerar una especifi-
cacion mas amplia del espacio de estados para tener una descripcion mas
precisa y adecuada del comportamiento del sistema en cada momento.

Aven (1993) justifica la introducciéon de modelos multiestado en algunas
areas de aplicacion en ingenieria, como los sistemas de produccion y trans-
porte de gas/petréleo, donde un enfoque binario daria una representacién
pobre del mundo real (ver, por ejemplo, Cai et al. (2018) y Si et al. (2019)).

12
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Este autor investiga el problema de calcular ciertas medidas del rendi-
miento de un sistema monoétono con miultiples estados y presenta estudios
comparativos sobre la precision de sus calculos mediante un estudio de
simulacién de Monte Carlo.

Baxter (1984) fue el primero en introducir modelos continuos para la fia-
bilidad de sistemas y, desde entonces, se han definido y calculado una gran
variedad de medidas de rendimiento para que sean validas para sistemas
continuos, binarios y multiestado, ver Brunelle y Kapur (1998). En par-
ticular, la funcion de estructura del sistema, que representa la funcion de
enlace entre el estado del sistema y sus componentes, ha sido un tema de
interés en el campo de la ingenieria de fiabilidad. Dado que la evaluacion
de la fiabilidad puede ser un problema dificil en la préactica, incluso pa-
ra sistemas relativamente simples, ver Lisnianski y Levitin (2001), parece
razonable desarrollar un procedimiento que permita modelizar la relacion
entre el estado del sistema y sus componentes, ya que esto puede ayudar de
manera eficiente en la evaluaciéon de la fiabilidad de sistemas complejos.

En el caso de sistemas continuos, se necesitan métodos de aproximacion si
la funcién de estructura no se puede determinar a partir de caracteristi-
cas cualitativas (por ejemplo, estructuras en serie o en paralelo) o anédlisis
de puntos limite. A tal efecto, se han llevado a cabo varios tratamien-
tos del problema. Levitin y Lisnianski (2001) investiga un enfoque basado
en la técnica de la funcion generadora universal. El método consiste en
una aproximacion discreta del rendimiento del sistema de estado conti-
nuo utilizando un sistema multiestado finito y el propdsito es construir
limites superiores e inferiores para las medidas de fiabilidad del sistema
continuo.

Dada la gran dificultad en la evaluacion analitica del rendimiento de un sis-
tema continuo, recientemente se ha introducido un nuevo enfoque basado
en métodos empiricos. Brunelle y Kapur (1998) propusieron un procedi-
miento de interpolaciéon multivariante mediante el cual se construye una
funcién de estructura para un sistema continuo a partir de un diagrama
de dispersién que representa los valores del estado del sistema en algunos
valores de los estados de las componentes. Bajo esta perspectiva empirica,
Géamiz y Martinez-Miranda (2010) proponen una nueva técnica que asu-
me un modelo de regresiéon para la funciéon de estructura de un sistema
continuo.

13
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1.5.1. Funcidén de estructura para el modelo continuo

Sea Y la variable aleatoria que denota el estado del sistema de orden
m, siendo las componentes mutuamente independientes. Como ya hemos
dicho, el estado de la componente i es una variable aleatoria X;, para
cualquier i = 1,2,...,m. La funcién de estructura ¢ capta la relacion entre
las componentes de un sistema y el propio sistema, de tal manera que
el estado del sistema es conocido a partir del estado de sus componentes
mediante la funcién de estructura. Igual que en el caso binario tenemos lo
siguiente.

Definicién 8. Sea X = (X1,X2,...,X;m) €l vector estado de un sistema de
orden m. Sea X = (X1,X2,...,Xn) un valor particular de X. La funcion de
estructura del sistema se define como una funcion ¢ que expresa el es-
tado del sistema en términos del estado de sus componentes, es decir,
O(X1,X2,...,Xpm) =Y, donde y es un valor particular de la variable aleato-
ria Y, definida anteriormente.

Para el caso de sistemas continuos también vamos a definir el concepto de
sistema coherente, que implica que se deben imponer algunas restricciones
a la funcion ¢. En otras palabras, por un lado el sistema es mondétono,
lo que quiere decir que la mejora de cualquier componente no empeora
el estado del sistema. Ademads, cuando todas las componentes presentan
el estado minimal (maximal), el sistema ocupa su estado minimal (maxi-
mal). Finalmente, se considera que no hay componentes irrelevantes en el
sistema. Estas afirmaciones deben ser expresadas en la siguiente definicion,
donde por conveniencia y sin pérdida de generalidad, podemos asignar pa-
ra cada componente asi como para el sistema el estado minimal igual a 0
y el estado maximal igual a 1.

Definicion 9. Un sistema se dice que es coherente si se satisfacen las si-
gquientes condiciones:

s Monotonia: Para valores fijados X1, ..., Xi—1,Xit1y---Xm,
. . < . I 5.
(p(xla'"7X1717Z7Xl+17-"7xm) _¢(X17"'7X1717Z7Xl+l7-"7xm)7

para cualquier z < 7'.
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» Propiedad extrema:

$(0,0,...,0)=0y ¢(1,1,...,1) = 1.

= Componente irrelevante:
sup{9 (x| 1;) — 9(x[0;);x € S} >0,
para todo i =1,2,...,m. Donde se usa la notacion
(X]2i) = (X1y ooy Xim 1, Zy it 1y -« s Xim) s

para z € [0, 1].

En general, las funciones de estructura se pueden clasificar principalmente

e1n

tres grupos en funcion del estado de las componentes y el sistema.

» Estructuras binarias.

Bajo este enfoque, el comportamiento del sistema se modela asumien-
do que el sistema y las componentes solamente tienen dos posibles
estados. Esto es, el estado de funcionamiento, suele ser representado
por el valor 1, y el estado de fallo representado por 0. Por tanto, X; e
Y, para cadai=1,2,...,m, se consideran variables aleatorias binarias
con valores {0,1}. En este caso, la funcién de estructura del sistema
es una aplicacién ¢ : {0,1}" — {0,1}, que es no decreciente en cada
argumento.

» Estructuras discretas.
Este tipo de estructuras expanden la dicotomia del enfoque binario
para permitir distinguir entre varios niveles de funcionamiento o fallo.
En la descripcién maés general, nos limitamos a considerar que una
cantidad finita de nimeros no negativos son suficientes para carac-
terizar el comportamiento estocastico de las componentes y el siste-
ma. Entonces, para una componente particular asumimos que para
cualquier i = 1,2,...,m, X; € {Xj0,Xi1,...,Xj, }, mientras que para el
sistema se asume que Y € {yo,y1,...,Yx}. Para cada componente, los
estados estan ordenados de tal manera que van desde el peor (xj)
al mejor (xj,) estado de rendimiento. El mismo argumento es valido
para el sistema, donde se consideran k+ 1 niveles distintos de rendi-
miento que oscilan entre fallo completo (yg) y funcionamiento perfecto
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(yx)- Entonces k;+ 1 es el niimero méximo de estados permitidos para
la componente i, mientras que k+ 1 es el nimero maximo de estados
que pueden describir el comportamiento del sistema. En este caso, la
funcién de estructura del sistema es una aplicacién

(P : {X107X12a- . . 7Xlk1} XX {Xm();XmZa- . . 7kam} = {YO7YZ7"'7yk}7

donde x denota el producto cartesiano. En la literatura, a esta clase
de modelos se le conoce como modelos multiestado.

= Estructuras continuas.

En este caso, tomamos variables X;,Xo,...,X,,, e Y que toman cual-
quier valor en el intervalo [0,1]. Como se mencioné antes, no hay
pérdida de generalidad si asumimos el valor O como el peor estado
para el sistema asi como para cualquier componente (fallo completo),
y 1 como el mejor estado (funcionamiento perfecto). Los valores de
estado entre 0 y 1 estan ordenados de acuerdo al rendimiento, don-
de el mayor valor implica mejor rendimiento. Si ¢ es la funcién de
estructura, entonces nuevamente Y = ¢(Xy,Xo,...,X,,), y también se
supone que Y € [0,1]. Entonces, la funcién de estructura de un sis-
tema continuo es una aplicacién definida desde el hipercubo unidad
S =1[0,1]™ al intervalo [0, 1].

1.56.2. Diagramas de bloques de fiabilidad

En muchas situaciones reales podemos asumir que la estructura del sistema
se puede representar por medio de un diagrama de bloques. Los sistemas
estaticos o dinamicos formados por multiples componentes que se pueden
dividir en distintos bloques surgen en muchas areas cientificas, Ahmed et
al. (2016) y Xiao et al. (2016), por ejemplo. Recientemente, en Catelani
et al. (2019) los autores introducen un nuevo enfoque para evaluar la pre-
diccién de la fiabilidad del sistema en presencia de una arquitectura de
redundancia pasiva, para hacerlo desarrollan una herramienta de software
basada en diagramas de bloques, RBDesigner, un proyecto para que los
ingenieros puedan lograr una prediccién de la fiabilidad de sistemas muy
complejos en las primeras etapas del desarrollo del producto.

Un diagrama de bloques de fiabilidad (RBD) es un modelo jerarquico des-
tinado a modelar las relaciones de fallo de sistemas complejos y sus sub-
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sistemas (o bloques) y se usa ampliamente para el andlisis de fiabilidad,
disponibilidad y mantenimiento del sistema, Ahmed et al. (2016).

Un RBD no es un diagrama de diseno fisico sino un diagrama logico que
ilustra lo que se requiere para que el sistema funcione. EI RBD tiene un
solo punto de inicio y un solo punto de finalizacién, y esta formado por
bloques funcionales conectados por lineas.

En la construccién de un RBD se pueden seguir cualquiera de los patrones
basicos de conexiones de componentes en serie o en paralelo. Para siste-
mas binarios, es decir, cuando solo se consideran dos niveles de rendimien-
to para describir el estado del sistema y los estados de las componentes,
funcionamiento perfecto (1) y fallo (0), en la conexién en serie, todos las
componentes deben estar operativas para que el sistema funcione. Por el
contrario, en una estructura en paralelo, al menos una de las componen-
tes debe estar funcionando para que el sistema funcione correctamente.
En este capitulo, consideramos que el estado de cada componente es una
variable aleatoria que varia en el intervalo [0, 1], donde, por simplicidad,
asumimos que 0 representa el estado de fallo y 1 el estado de funciona-
miento completo.

Usando este enfoque, ampliamos la concepcién binaria de los RBD de la
siguiente manera. Para una estructura con componentes conectadas en
serie, la funcién de estructura ¢ devuelve el valor minimo de los estados
de sus componentes, y para una estructura en paralelo, devuelve el valor
maximo de los estados de las componentes.

En muchos casos, los sistemas del mundo real involucran subsistemas o
bloques, que a su vez forman una configuracién RBD anidada.

Por ejemplo, si un sistema y sus componentes se modelan mediante los
RBD serie-paralelo, entonces el sistema completo se puede modelar me-
diante el uso de configuraciones anidadas de RBD serie-paralelo. Esto con-
vierte a los RBD en una herramienta poderosa que permite construir fa-
cilmente modelos de fiabilidad de muchos sistemas del mundo real y, en
particular, estructuras de ingenieria altamente complejas, ver Ahmed et al.
(2016) y Xiao et al. (2016). Algunos ejemplos de RBD de distinto grado
de complejidad pueden verse en los capitulos 2 y 3.
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1.5.3. Andlisis de regresion monétona para la funcién
de estructura

Como ya hemos mencionado este modelo fue introducido en Gamiz y
Martinez-Miranda (2010), ver también Gamiz et al. (2011). En teoria de la
fiabilidad, el estado del sistema, Y, se expresa como una cierta funcién del
estado de sus componentes, X = (X, X»,...,X,), es decir, la funcién de es-
tructura, Y = ¢(X). En la literatura habitual esta relacién suele considerar-
se determinista. Sin embargo, y cada vez mas por el aumento en la comple-
jidad de los sistemas, seria mas apropiado asumir que el comportamiento
de todas las componentes del sistema puede no estar bajo control y especi-
ficado por el vector X. Por tanto, seria conveniente tener en cuenta alguna
perturbacion aleatoria en la especificacion de la funcion de estructura. Por
tanto, para datos observados dados, {(X;;Y;) € E;, x [0,1];i =1,2,...,n},
con E,, =[0,1]", podemos considerar los datos como generados a partir
del modelo Y = ¢(X) + €, es decir, el estado del sistema es una funcién
de X, més un término de error o ruido, €, llamado residuo. El problema
entonces es ajustar una superficie m-dimensional a los datos observados
que estime @(x) = E[Y | X = x] para cada estado dado x. El error se asume
con E[€] =0 y varianza 62, y X y € se asumen que son variables aleatorias
independientes.

Una propuesta es usar técnicas de regresion multivariante no paramétrica
para estimar la funcién de estructura, ¢(x). El problema de estimacion se
formula como sigue.

Dado un conjunto de n observaciones {(X;;Y;) € E,, x [0,1];i =1,2,...,n},
el objetivo es representar la relacion estructural entre la variable respuesta
Y y el vector predictor X mediante una funcién, ¢ (X) que ajusta los datos
preservando el orden parcial. Esto es, dados dos vectores con X;; = Xp»
entonces @(X;;) < ¢(Xp2). El simbolo < denota el orden parcial habitual

definido en X, es decir, x; X X <= x1; < Xp; para todo j=1,2,...,m.

Esta formulacion del problema conduce a algunos aspectos muy importan-
tes a tener en cuenta. Por un lado, nos preocupa la regresién mondtona
en mas de una variable explicativa. De modo que, estamos tratando con
un problema de minimizacion bajo restricciones de monotonia inducidas
por un conjunto parcialmente ordenado de observaciones. Por otro lado,
para obtener mas flexibilidad, buscamos una funcién que se ajuste a nues-
tro conjunto de datos sin asumir ningin modelo paramétrico. La tnica
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suposicién que hacemos aqui es la suavidad de la funcién objetivo (en el
sentido de diferenciabilidad). En resumen, queremos una funcién multi-
variante que sea monotona en cada argumento y que modele de manera
apropiada la relacion entre X e Y. El problema se puede considerar como
sigue:

= Primero, obtener un estimador de regresion multivariante no paramé-
trico, @(x), para el valor esperado de Y.

= Después, encontrar la funcién monétona, @(x), més cercana a ¢ (x).

1.5.4. Regresion logistica monétona (RLM)

Como ya hemos explicado previamente, la funcién de fiabilidad es la proba-
bilidad de que una determinada estructura funcione adecuadamente bajo
determinadas condiciones de servicio durante un periodo de tiempo dado.
Para estimar tal probabilidad consideramos el siguiente procedimiento.

Sea Y una variable aleatoria observable que toma el valor 1, si el siste-
ma esta operativo y 0, en otro caso. Sea m el tamano del sistema y sea
X = (X1,X2,...,Xp)" un vector aleatorio m-dimensional que toma valores
en el espacio [0,1]" y que especifica los estados de las componentes del
sistema. Como ya hemos explicado consideramos para el sistema una des-
cripcién cualitativa de su estado: funcionamiento-fallo, mientras que para
las componentes consideramos un rango de valores dentro del intervalo
[0, 1] para describir su estado.

El modelo logistico nos lleva a definir la fiabilidad del sistema a partir del
vector estado X, de la siguiente manera

ePotBiXi++BmXm

T 1+ ePot BiXit B X

R(X) =E[Y|(X1, X2, ..., Xm)] (1.3)

El objetivo se centra en estimar el vector de pardmetros de regresién B =

(Bo,Bi,---,Bm) a partir de una muestra dada.

Para un conjunto de datos {(X;;Y;) € [0,1]" x [0,1];i = 1,2,...,n}, estima-
mos B por méxima verosimilitud y obtenemos un estimador de la funcién
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de fiabilidad dada en la expresién (1.3). De forma alternativa, podemos
expresar el modelo como
R(x)

1_—R<X):B0+/5'1X1+'“+Bmxm,

g(x) =In
para X una configuracion particular del vector estado. El método de ma-

xima verosimilitud conduce al siguiente problema de optimizacién:

B i=1
donde hemos definido Ri = R(Xi) = R(Xil 3 Xi2; ce ;Xim)-

3 = arg;néx{ln L(B)} = arg méx{iYilnRH—(l —Y;)In(1 R,-)} :

Para que la solucién sea consistente con las condiciones de coherencia
del sistema, necesitamos que la fiabilidad estimada sea una funciéon no
decreciente en cada uno de sus argumentos. Esto puede comprobarse a
JR(x)
8xj
1,2,...,m. El signo de la j-ésima derivada parcial viene determinado, por
tanto, por el signo del j-ésimo coeficiente B;, para todo j=1,2,...,m,

JR(x)

puesto que 7x; = BiR(x)(1 —R(x)).

través de la derivada de modo que es necesario que > 0, para j =

Para que el sistema esté bien definido en términos de coherencia también
deben cumplirse las condiciones de extremos propios, lo que significa que
R(0,0,...,0) =0y R(1,1,...,1)=1.

Recordemos que el rango de estados de una componente es el intervalo
[0,1], de modo que interpretamos como “peor” estado el 0 y el “6ptimo”
esta representado por el valor 1. Con esta representacion, las condiciones

de extremos propios no son compatibles con el modelo de regresion lo-
eﬁ()

gistica puesto que R(0,0,...,0) y por otro lado R(1,1,...,1) =

ePot+Bit+Bm
17 eBotBir—rBn ¥ 108
respectivamente. Para satisfacer estas dos condiciones, consideramos una
interpretacién més flexible de acuerdo con el siguiente razonamiento. Dado
que una fiabilidad cercana a 0 indica un sistema fallido, y cuando se apro-
xima a 1 el sistema esta operativo, imponemos las siguientes restricciones
a nuestro modelo:

B 1 +ePo

extremos O y 1 sélo se alcanzan en —oo y oo
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1. R(0.0.....0 et 0.5
. R(0,0,...,0) = <0.5.
( ) 1 +ePo
eBO""ﬁl‘i‘...-‘rﬁm
2. R(1,1,...,1) 0.5.

) S T Pt Bir B

La condicién 1 se verifica si y s6lo si By < 0, mientras que la condicion 2
se cumple si y sélo si Bo+ B1+ -+ Bm > 0.

En resumen, en el contexto de estimaciéon por maxima verosimilitud de
la funcién de fiabilidad de un sistema coherente, tenemos que plantear el
siguiente problema.

Obtener: R
B =arg méx{In L(B)},
B
sujeto a
1. Bj>0(j=1,2,...,m),
2. Bo <O,

3. Bo+Bi+---+Bn>0.

donde las dos ultimas condiciones son equivalentes a las condiciones de
extremos propios de la funcién de fiabilidad.

1.5.5. Ranking de componentes bajo el modelo logistico

Una interpretacion interesante del modelo logistico para la funcién de es-
tructura puede verse en términos de la medida de importancia de Birn-
baum modificada que adelantamos aqui, pero definimos formalmente en
el siguiente capitulo. Si tenemos un sistema coherente formado por m

componentes y tenemos la funcién de fiabilidad, R(xy,X2,...,X,) = P[Y =
1|(x1,X2,...,Xp)], denominamos medida de importancia de la componente
J-ésima a

]B _ aR(Xl,Xz,...,Xm)'

J

an

De esta medida se puede obtener una estimacién mediante la estimacion
de la funcién de fiabilidad. Llegados a este punto, utilizamos el modelo
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de regresion que acabamos de definir para determinar la estimacién de la
medida de importancia, obteniendo lo siguiente

7 aﬁ(xl,xz,...,xm) B ePx B\
! xj (1+ ebx)2 g
Como la variable Y tiene distribucién B(R(X1,X2,...,Xn)), la expresiéon an-

terior se puede escribir como sigue
/B N~ A~
7 = BiR(x)(1 - R(x)).

Esto nos indica que las componentes del sistema pueden ordenarse segun
el valor de B, o segun el valor de su respectiva odds-ratio, OR; = ebi.

1.6. Sistemas markovianos en Fiabilidad

En esta seccién recordamos algunas nociones sobre procesos de Markov
que usaremos posteriormente para describir el comportamiento de ciertos
sistemas de fiabilidad. Ahora pensamos en el estado del sistema como
un concepto dinamico, es decir que puede cambiar con el paso del tiempo,
desde estados de funcionamiento éptimo hasta estados de fallo del sistema.
Para describir el funcionamiento del sistema a lo largo del tiempo resulta
adecuado un proceso estocastico, que en esta secciéon denotarmos como
X ={X(t);t > 0}, cuya estructura vendrd determinada por la forma en
que se produzcan las transiciones (cambios) entre los estados del sistema.
Supondremos que las razones de transicién entre estados son funciones
constantes en el tiempo. Esto equivale a suponer que, una vez bien definidos
los estados del sistema, el tiempo de permanencia ininterrumpida en cada

uno de ellos tiene distribuciéon exponencial por lo tanto X es un proceso
de Markov.

Describimos tinicamente algunos aspectos basicos del proceso con pardme-
tro continuo. Para un estudio detallado de los procesos de Markov remiti-
mos a los textos clasicos, por ejemplo Chung (1960).

1.6.1. Algunos conceptos basicos

Para empezar explicamos los elementos basicos de un proceso de Markov.
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. Se denomina espacio de estados E, al conjunto de todos los posibles

valores que pueden tomar las variables aleatorias. En nuestro trabajo
consideramos E = {1,2,3,...,d}.

. Distribucion exponencial.

Una variable aleatoria T tiene una distribucién exponencial de para-
metro a si su funcién de densidad es de la forma fr(t) =ae ™, € RT.
Entre otras cosas, esta distribucién verifica la denominada propiedad
de no memoria, es decir, P(T >t+s|T >s)=P(T >1t),Vs,t > 0.

. Propiedad de Markov.

Un proceso estocastico {X(¢);t > 0} con espacio de estados E, se dice
que verifica la propiedad de Markov si para cada t,s > 0, y para todo
i, j estados

. Homogeneidad.

Un proceso estocéstico {X(r);t > 0} con espacio de estados E, es ho-
mogéneo si verifica que

P{X(t+s)=j|X(s)=i>s}=P{X(t)=j| X(0) =i}.

. Otros elementos de una CM.

Sea {X(t),t > 0} una cadena de Markov con espacio de estados F.

a) La probabilidad de transicién del estado i al estado j en el inter-
valo (0,t) se define como

piit)=P{X(t)=j|X(0)=i}, t>0;i,j€E.

b) Denotamos P(t) a la matriz de transicién en [0,¢] cuyos elementos
son p;i(t); i,j € E.

c¢) El vector de probabilidades p(0), de componentes
pi(0) =P{X(0) =i}, i € E, es lo que llamaremos distribucién ini-
cial de la cadena.
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d) En general, para cada ¢t > 0 puede definirse el vector de proba-
bilidad p(¢), cuyas componentes son p;(t) = P{X(t)=i}, i € E.
Este es el vector de probabilidades de ocupaciéon de la cadena en
el tiempo .

Teorema 2. Una cadena de Markov (CM) homogénea {X(t);t > 0}, estd
completamente determinada a partir de la distribucion inicial y familia de
matrices de probabilidades de transicion.

1.6.2. Propiedades de la matriz de transicion

Sea {X(t);t > 0} una CM con espacio de estados E ={1,2,--- ,r} y matriz
de transicién P(z), entonces, se verifica que

L. pij(t) > 0,Vi,j€e Eyt>0;

2. P(1)1=1,Vr > 0; donde 1 es un vector columna de unos de dimensién
adecuada.

3. Ecuacién de Chapman-Kolmogorov
P(t+s)=P(t)-P(s) = P(s)- P(t), Vt,s > 0.
4. La matriz de transicién es estandar, esto es, lim,,oP(¢) =1, siendo I
la matriz identidad.
5. La matriz de transiciéon es una matriz estocastica, es decir:
(i) pij»=0 Vi, j.
(i) X9, pij=1, Vi=1,...4d
Asociada al proceso en tiempo continuo X = {X(¢);¢ > 0}, es posible definir
una cadena en tiempo discreto Z = {Z,;n > 0} llamada cadena de salto y

donde Z, representa el estado visitado por la cadena X tras el n-ésimo
cambio.
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1.6.3. Continuidad y derivabilidad de P(t)

Como consecuencia deducimos dos importantes resultados.

1. P(¢) es continua en t = 0.

2. P(t) es continua en todo ¢t > 0.

Ademsds a partir de P(¢), matriz de transicion de una CM, tenemos que
los siguientes limites existen

NP ii(h)—pii(0 . ii(h)—1 :
(i) limy_y 202l — jipy, o 2L — g — g, i€ E,

.. , ii(h)—p;ii(0 . i(h .o
(11) llth0M = llmhﬁopT() =dqij, L] eE.

Llamamos generador infinitesimal de la cadena a la matriz Q cuyos elemen-
tos son g;;. Expresadas en forma matricial, tenemos se tienen las siguientes
propiedades:

1. Q=P (0"), es decir:

Q= 1fm 2T

h—0t

2. El generador es una matriz conservativa, lo que se deduce de la pro-
piedad de la matriz de transicion de ser estocéstica. Esto significa que
para h > 0,

1—pii(h) =Y pij(h),
J#
si dividimos por & y tomamos limites en O,

qdii = ZCIU-

i

Ya hemos visto que la matriz de transicién es derivable en 0 y que su deri-
vada es Q. El teorema siguiente establece la derivabilidad de la matriz de
transicién en todo punto z.
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Teorema 3. Sea P(t) la matriz de transicion de una CM y Q la g-matriz.
Entonces P(t) es diferenciable y satisface la ecuacion

Nos referimos a las ecuaciones anteriores como ecuaciones adelantadas de
Kolmogorov. Se llaman asi porque para calcular la probabilidad p;;(t +h),
se tienen en cuenta todas la posibilidades para el iltimo salto. Si considera-
mos todas las posibilidades para el primer salto, se obtienen las ecuaciones
atrasadas de Kolmogorov, que se expresan como P’(r) = Q- P(r).

1.6.4. Ecuaciones de estado de un sistema markoviano

Una vez definido el espacio de estados E = {1,2,...,d}, el modelo que
describe el estado del sistema en el tiempo ¢ es {X(¢);¢ > 0}, una CM.

Una CM puede representarse graficamente mediante lo que llamamos dia-
grama de razones de transicion, que consiste en un grafo dirigido en el que
cada estado es representado como un nodo. Para cada g;; >0, se representa
un arco que va del nodo i al nodo j.

El conocimiento del funcionamiento del sistema pasa por la obtencion de
las probabilidades de ocupacién de estados p;(t), para cada i € E y cada
t >0. Estas probabilidades vienen dadas segun la ecuacion

p(t) :po'P(Z),

siendo py = p(0). Este vector de probabilidades explica el comportamiento
transitorio del sistema.

La evolucién del sistema se puede describir completamente a través del
comportamiento de las funciones de transicion en intervalos de amplitud
infinitesimal

pii(h) = P{X(h) = i| X(0) = i} = 1+ qii(h) +o(h),

pij(h) = P{X(h) = j | X(0) = i} = (k) +o(h).
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Generalizando la expresion anterior en cualquier intervalo (¢,7+ h] con
h > 0 pequeno, podemos escribir estas ecuaciones en su forma matricial, es
decir, P'(t) = Q-P(t) que ya hemos mencionado antes, y a partir de aquf
podemos obtener el valor de p(¢) para todo t.

1.6.5. Comportamiento asintético

En muchos casos practicos, unicamente se estd interesado en el estado
del sistema a largo plazo, por lo tanto en las probabilidades p;(¢) cuando
t — oo. Recordamos que, dado que hemos fijado el estado de partida i € E,
denotamos a las probabilidades p;;(t) = p;(t).

Teorema 4 (Teorema Ergddico). Sea X una cadena de Markov irreducible
sobre un espacio de estados finito, E. Para cada j € E, tenemos

| 1
lim — [ Iy _pds=—— =
,_1>Toot/0 {X,=j345 q;m; Tij,

con I(-) la funcion indicadora, donde m = (wj,j € E) es la distribucion
limite, es decir wj = limy_, 1 Pr{X; = j}.

También © es la unica distribucion invariante con respecto a Q, es decir
que verifica que - Q = 0. Ademds, m; es el tiempo esperado de retorno al
estado j, para todo j € E.

Si consideramos que la cadena es irreducible (0 < ¢; < oo, para todo i, j),
por ser finita, todos los estados deben ser recurrentes positivos, esto sig-
nifica que m; es finito, de modo que puede asegurarse la existencia de la
distribucién estacionaria de la cadena que, por otro lado es independiente
del estado inicial y ademés coincide con la distribucién limite. En otras
palabras

nj = lim p;(r) = lim pi; (1),

para todo i,j € E.
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1.7. Objetivos

El objetivo principal que se persigue con la elaboracion de esta tesis es la
construccién de un modelo estadistico capaz de predecir la fiabilidad de un
sistema basandonos en el conocimiento de los estados de las componentes.
En un contexto estatico, pretendemos analizar la fiabilidad para sistemas
de moderada y alta dimensién, con una funcion de estructura desconoci-
da. Ademas se pretende introducir en nuestros sistemas el factor tiempo
para observarlos desde la perspectiva de sistemas dindmicos con una evo-
lucién temporal. Por estas razones el problema de analisis de estructuras
de fiabilidad se aborda desde dos perspectivas.

Analisis de estructuras de fiabilidad

Encontrar una representaciéon matematica de la légica de un sistema es
uno de los principales objetivos perseguidos en el analisis de fiabilidad.
Dado que la evaluaciéon del rendimiento del sistema puede ser un pro-
blema complejo en la préctica, incluso para estructuras simples, parece
razonable desarrollar un procedimiento 1util que modele la relacion entre
el estado del sistema y sus componentes para ayudar de manera eficiente
en los problemas de clasificacién de sistemas complejos. Asi, la funcién de
estructura del sistema, es decir, la funcién de enlace entre el estado del
sistema y todas sus componentes, se plantea como un tema importante en
el campo de la fiabilidad de sistemas, siendo para nosotros el objetivo final
y mas importante obtener una expresiéon de la fiabilidad del sistema, para
lo cual contaremos con un conjunto de observaciones del funcionamiento
del sistema y/o de sus partes.

En esta tesis resolvemos el problema de estimacién de fiabilidad en un
contexto de moderada dimensién teniendo en cuenta que puede haber in-
certidumbre que afecte al comportamiento del sistema. Es decir, no se
considera el enfoque clasico en el que la funcién de estructura es una re-
lacion deterministica entre los estados de las componentes el estado del
sistema. Asumimos que el nivel de rendimiento del sistema se mide con
incertidumbre que es de naturaleza aleatoria, y construimos la funcion de
estructura utilizando como variables de entrada los estados de las com-
ponentes que se modelizan como variables aleatorias que toman valores
un intervalo. Se agrega un término adicional de error aleatorio al modelo.

28



1.7. OBJETIVOS

Usamos técnicas de regresion para evaluar la probabilidad de que el siste-
ma funcione a partir del estado de las componentes. Es decir para calcular
la fiabilidad del sistema.

Es importante mencionar también que el concepto binario de sistema en
el que solo se consideran dos estados (funcionamiento o fallo) sera exten-
dido al caso en el que se distinguen niveles de rendimiento tanto para las
unidades como para el sistema. Por un lado, considerando el contexto de
la fiabilidad estructural, construiremos una funciéon de estado-limite que
nos permita dividir el espacio de estados de las componentes en regiones
de fallo y de seguridad. Para ello, proponemos el uso de técnicas de clasifi-
cacién basadas en regresion logistica (RL) no paramétrica. Por otro lado,
clasificamos las componentes del sistema segiin su efecto sobre el rendi-
miento del sistema cuando no se tiene conocimiento del diseno que éste
tiene. Es decir, la tnica informacion requerida es el estado actual de cada
componente, asi como el estado del sistema mismo, pero no se necesita
informacién sobre el diseno del sistema.

En la practica, y cada vez mas, se evidencia una creciente complejidad de
los sistemas en Ingenieria. En esta tesis proponemos una nueva estrategia
para tratar con sistemas complejos en el contexto de la fiabilidad estruc-
tural. Igual que antes, nuestro objetivo principal es construir una funcion
que permita predecir el fallo cuando se trata con un gran niimero de unida-
des en el sistema. Con este fin, proponemos el uso de técnicas estadisticas
para la reduccion de la dimensionalidad. En concreto, se propone la com-
binacién de técnicas de aprendizaje no supervisado para la reduccién de
la dimensién (anédlisis factorial), y crear un espacio de caracteristicas la-
tentes sobre el que se apliquen técnicas de aprendizaje supervisado, en
particular técnicas de clasificacién basadas en estadistica no paramétrica,
en particular regresion isoténica y regresion logistica local, para obtener
una estimacion adecuada de la funcion de fiabilidad del sistema.

Conviene hacer notar que cuando el niimero de unidades en el sistema es
alto, se espera que exista cierta estructura de correlacién subyacente en el
espacio de estados. Esta no es una cuestién menor y asi, en la literatura,
la independencia de las componentes es una hipotesis habitual. Trabajar
con sistemas con una estructura de dependencia subyacente es otro de los
objetivos que nos proponemos en este trabajo

El objetivo principal en esta primera parte del trabajo es predecir la pro-
babilidad de que el sistema proporcione un nivel aceptable de rendimiento
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en un intervalo de tiempo dado, asi como evaluar el efecto de cada una de
las componentes en el comportamiento del sistema. Para ello, proponemos
un procedimiento de aprendizaje automatico basado en técnicas de reduc-
ciéon de dimension, regresiéon isotonica y regresién logistica local usando
validacién cruzada.

Analisis dinamico de sistemas

En el objetivo anterior nos centrabamos en analizar la fiabilidad para siste-
mas estaticos, es decir, observamos los sistemas en un instante de tiempo
concreto. Con este objetivo consideramos una hipotesis mas realista, ya
que observamos la evolucién temporal que tienen dichos sistemas. Para
poder alcanzar nuestro objetivo nos ayudamos de los procesos de Markov
que nos permiten describir la relacién de dependencia entre las variables
que representan los sucesivos estados del sistema o su entorno a lo largo
del tiempo.

Para la construccion de la funcién de estructura a partir de un conjunto de
datos contamos con observaciones del estado del sistema y del estado de las
componentes. En algunas ocasiones nos encontramos que las componentes
que forman parte de la estructura interna del sistema no son facilmente ac-
cesibles u observables. Mas bien al contrario, en sistemas complejos reales,
durante su evolucion temporal, se tiene acceso a algunos parametros o in-
dicadores, por ejemplo, temperatura, presion, etc., a través de un sistema
de control, que indican el estado del sistema en cada momento aunque en
la mayoria de los casos el estado de las unidades que forman el sistema,
asi como el propio sistema, no es observable directamente. El verdadero
problema es determinar el estado del sistema al conocer los indicadores
anteriormente citados. Si el proceso X describe el estado del sistema (no
observable) e Y es el proceso de indicador observado, tenemos que estimar
la ley de (X,Y) basado en una trayectoria observada del proceso Y. Esto es
un modelo de Markov oculto (HMM). Es decir, representamos la situacién
a analizar mediante un modelo de Markov oculto (HMM). El objetivo es
por tanto, usar los modelos HMM para proporcionar informacién sobre la
componente que causa el fallo del sistema, asi como la fiabilidad y otras
medidas relacionadas.

El problema mas dificil en el contexto de HMM es el problema de apren-
dizaje que consiste en estimar los parametros del modelo a partir de los
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datos. Nos encontramos en un contexto de datos faltantes, por lo que ha-
remos uso del algoritmo EM. En el contexto del anélisis de fiabilidad, los
otros dos problemas tipicos relacionados con HMM, que plantearemos y
trataremos de resolver, se pueden establecer de la siguiente manera:

= Problema de evaluacién: Con una estimacion de los parametros del
modelo determinar las medidas de rendimiento del sistema mas rele-
vantes.

= Problema de decodificacion: Encontrar la disposiciéon més probable
en la que el sistema falla.

Observando la evolucion temporal de los sistemas y con ayuda de los
HMMs queremos construir modelos de prediccién de fallos del sistema que
nos permitan a partir de otros indicadores estimar el nivel de degradacion
del mismo, definir estimadores de las medidas de rendimiento de un sis-
tema y estudiar sus propiedades tedricas, ademas de construir algoritmos
eficientes que las implementen.
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2 Un modelo de regresion logistica
local isotonico para la fiabilidad

2.1. Introduccién

En este capitulo resolvemos el problema de estimacion de fiabilidad en
un contexto de moderada dimension teniendo en cuenta que puede haber
incertidumbre que afecte al comportamiento del sistema.

La mayoria de los modelos de fiabilidad se han centrado tradicionalmente
en una formulaciéon binaria del comportamiento del sistema, es decir, los
modelos permiten solo dos niveles de rendimiento para un sistema y sus
componentes: funcionamiento (1) y fallo (0). Se han desarrollado varios
procedimientos para generalizar el concepto de estructura coherente bina-
ria a una configuraciéon multiestado, de modo que la funcién de estructura
se ha especificado por medio de un conjunto finito de puntos limite (ver,
por ejemplo, Natvig (2011) y referencias dentro). Aven (1993) justifica la
introduccién de modelos multiestado en algunas areas de aplicacion en in-
genierfa, como los sistemas de produccién y transporte de gas/petroleo,
donde un enfoque binario daria una pobre representacién del mundo real.
Este autor investiga el problema de calcular ciertas medidas del rendi-
miento de un sistema monoétono con multiples estados y presenta estudios
comparativos sobre la precisiéon de sus calculos mediante un estudio de
simulacién de Monte Carlo.

Baxter (1984) introdujo los modelos continuos para la fiabilidad del sis-
tema y, desde entonces, se ha definido y calculado una amplia variedad
de medidas de rendimiento para que sean validas para sistemas binarios,
multiestado y continuos (ver por ejemplo Brunelle y Kapur (1998) para
obtener un resumen detallado). Para sistemas continuos, si la funcién de
estructura no puede determinarse en funcion de caracteristicas cualitati-
vas (por ejemplo, estructuras en serie y/o paralelo) o mediante analisis de
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puntos limite, se requieren métodos de aproximacion. Para ello, Lisnians-
ki y Levitin (2001) exploran una aproximacién basada en la técnica de
la funcién generadora universal. El método consiste en una aproximacion
discreta del rendimiento del sistema con un conjunto continuo de estados
usando un sistema multiestado finito y el propdsito es construir limites
superior e inferior para las medidas de fiabilidad del sistema continuo. En
vista de la gran dificultad inherente a la evaluacién analitica del rendi-
miento (atin mds para los sistemas continuos), en las tltimas dos décadas
han surgido nuevos enfoques esta vez basados en datos. Brunelle y Kapur
(1998) propusieron un método de interpolacién multivariante mediante el
cual, a partir de un conjunto de datos, pueden construir la funcién de
estructura del sistema continuo para representar el valor del estado del
sistema dados los estados de sus componentes.

Otro enfoque se presenta en Gamiz y Martinez-Miranda (2010) y Gamiz
et al. (2011) donde se propone una nueva metodologia que incluye técnicas
de regresién para aproximar la funcion de estructura de un sistema basado
en informacién empirica sobre los estados de una muestra de sistemas y
los estados de sus componentes. La idea principal es el uso de técnicas de
regresion monotona no paramétrica, dado que la naturaleza del problema
requiere que la funcion de regresion sea monodtona en cada variable expli-
cativa. El método de ajuste se desarrolla teniendo en cuenta dos pasos,
el primero implica el uso de técnicas de regresion local para construir la
superficie que mejor se ajuste a los datos, y luego se considera un método
numeérico de isotonizacion de la variable respuesta. El algoritmo pool adja-
cent violators, PAV, que se introdujo para resolver el caso unidimensional
y, posteriormente, se ha generalizado para problemas de mayor dimension
(ver Burdakov et al. (2004)).

En este contexto de uso de datos expertos para construir la funciéon de
estructura de un sistema multiestado, el articulo publicado recientemen-
te por Zaitseva y Levashenko (2016) proponen el uso de fuzzy decision
trees. Estos autores tienen en cuenta que los datos recogidos del mundo
real son inciertos. Esta incertidumbre puede deberse a imprecisién o error
en las mediciones o, en un sentido més general, a algunos factores aleato-
rios que son inherentes al comportamiento fisico del sistema pero que no
estan controlados por el analista. En su enfoque, Zaitseva y Levashenko
(2016) consideran que la incertidumbre en los datos no es de naturaleza
aleatoria y por tanto no puede ser indicada en forma cuantitativa por la
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teoria de probabilidad y proponen logica fuzzy para definir la funcion de
estructura.

Motivados por el hecho de que puede haber incertidumbre afectando al
comportamiento del sistema, entendiendo por esto, por ejemplo, falta de
conocimiento o tiempo limitado que no permita un analisis detallado, Co-
olen y Coolen-Maturi (2016) proponen la generalizacién del concepto de-
terminista tradicional de la funciéon de estructura a una formulaciéon més
flexible del concepto como una probabilidad predictiva (imprecisa).

En este capitulo, extendemos el trabajo iniciado en Gamiz y Martinez-
Miranda (2010) y Gamiz et al. (2011) y retomamos la idea de estimar
usando técnicas no paramétricas la funcién de fiabilidad, un logro impor-
tante aqui esta en la evaluacién de las unidades del sistema en términos
del efecto que tiene un cambio en su estado sobre la probabilidad de fun-
cionamiento del sistema.

Sin pérdida de generalidad, representamos el estado de la i-ésima com-
ponente del sistema mediante una variable aleatoria X; (i = 1,2,...,p),
siendo p el orden del sistema', que es directamente observable y que toma
valores en el intervalo [0, 1]. Dada una configuracién particular de las com-
ponentes, el estado del sistema Y* es una variable aleatoria que se ajusta
al siguiente modelo

Y* = W(Xl,Xz,...,Xp)+U,
donde Y es una funcién que generalmente se asume lineal, es decir,

v(X1,X2,...,X,) = Po+ BiXi +BoXo+ -+ BuX,

y U es una variable aleatoria para la que asumimos que E[U] = 0. Notamos
que la funcién ¥ no es la funcién de estructura del sistema como se entiende

en la literatura habitual. Este modelo fue propuesto en Gamiz y Martinez-
Miranda (2010).

En nuestro caso, no nos interesa cuantificar el nivel de rendimiento del
sistema Y*. Mads bien, nuestro objetivo es predecir la probabilidad de que el
sistema proporcione un nivel de rendimiento aceptable y, ademés evaluar el
efecto de cada componente individual en el comportamiento del sistema.

'En el capitulo anterior el orden del sistema era m y en este capitulo se denomina
p-
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Usamos un procedimiento de aprendizaje automatico para construir el
modelo capaz de predecir la fiabilidad del sistema en base a un conjunto de
datos. El modelo final estd determinado por un parametro de ajuste que se
selecciona mediante una técnica de validacion. Hemos utilizado validacion
cruzada leave-one-out, donde el algoritmo de aprendizaje se aplica una vez
para cada elemento de la muestra, utilizando el resto de la muestra como
un conjunto de entrenamiento y utilizando el elemento seleccionado como
un conjunto de prueba de un solo elemento.

El resto de este capitulo se organiza como sigue. La Seccién 2.2 propone un
modelo logistico para estimar la fiabilidad del sistema. En la Secciéon 2.3,
se resuelve el problema utilizando técnicas estadisticas no paramétricas.
En la Seccién 2.4 se evalia el modelo mediante andlisis de sensibilidad.
En la Seccién 2.5, se introduce una version de la medida de importancia
de Birnbaum. La Seccién 2.6 estd dedicada a las aplicaciones numéricas.
En la Seccién 2.7 se presenta una breve discusion sobre algunos aspectos
de la complejidad del sistema. Finalmente, la Seccién 2.8 concluye este
capitulo.

2.2. RL monétona para el ajuste de la
fiabilidad

Nuestro primer interés es estimar la probabilidad de que una estructura
funcione bajo condiciones de servicio especificas. Para estimar esta proba-
bilidad proponemos el procedimiento que describimos a continuacion.

2.2.1. Modelo RL basado en una variable latente

Sea X = (X1,X2,...,X,)" el vector formado por los estados de todas las
componentes. El nivel de rendimiento del sistema esta determinado por la
funcién

Y =y(X)+U,

donde U es una variable aleatoria con E[U] =0y Var(U) = 62. Sea yp un
valor umbral tal que cuando Y* > yj el sistema esté realizando su funcion
satisfactoriamente; de lo contrario, es decir, cuando Y* <y, el sistema falla
y no realice su funcion. En esta situacion, definimos Y = 1 cuando Y* > yy,
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e Y =0 para Y* <yp. Cuando solo se registra informacién relacionada con
la variable Y mientras que Y* no es directamente observable, Y* puede
interpretarse como una variable latente.

La probabilidad de que una determinada configuracién X = x conduzca a
un buen funcionamiento del sistema, es decir, Y = 1, se puede expresar
como

PY=1|X=x)=P(Y" >y | X=x)
P(y(X)+U >yo | X=Xx)
P(U >yo—y(x))
1 —F(yo—y(x)),

donde F es la funcién de distribucién de U.

Como primera aproximacion, tomamos Y como una funcién lineal de las
variables de entrada, es decir,

POEﬂ|X:@:P<%>XI%ﬂQ)

=1—Fo(Bo+ Pixi + -+ Bpxp)
=1-Fy(Bx"),

donde denotamos B = (Bo,Bi,---,Bp), vy Fo es la funcién de distribucién de

la variable aleatoria estandarizada U, que se supone simétrica alrededor
el/i

de 0. Quizés la opcién més popular es Fo(u) = Fiogis(u) = ——, con u € R,

1+e
la funcién de distribucién logistica estandar. Hay que tener en cuenta que

tenemos un problema de identificacion ya que los pardmetros yg, y ¢ no
se pueden estimar separadamente del vector B.

2.2.2. Modelo RL bajo restricciones de coherencia

Sea Y la variable aleatoria observable que toma el valor 1, si el sistema
estd operativo y 0, si el sistema esta fuera de servicio; X = (X1, Xa,...,X,)
es un vector aleatorio p-dimensional, donde p es el tamano del sistema y
X;€10,1] para todoi=1,2,...,p
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La fiabilidad del sistema es la probabilidad de que el sistema esté operativo.
Siguiendo la Seccion 1.5.4 consideramos la fiabilidad del sistema como una
funcién del vector estado, es decir,

eﬁ0+BIX1+"'+ﬁpo

- 1+ ePotBiXi++BpXp”

R(X1,Xa,...,X,) = E[Y | (X1,X2,...,X,)] (2.1)

El objetivo es estimar el vector de pardmetros de regresién B = (Bo, B, - - -, Bp)
a partir de informacién muestral sobre el sistema y sus componentes y si-
guiendo las especificaciones de coherencia explicada en la Seccién 1.5.4.

2.3. Ajuste usando RL local isotonica

Por lo general, los modelos de regresion paramétricos implican suposiciones
funcionales que pueden ser restrictivas en aplicaciones empiricas. En la
Seccion 2.2, asumimos que la transformacién logit de R es una funcion
lineal que depende de X. Sin embargo, en muchas ocasiones practicas,
esta relacién funcional puede no ser la adecuada dando lugar a decisiones
erréneas, siendo entonces mas conveniente no especular con ningiin modelo
paramétrico en particular para ajustar los datos.

Los modelos de regresiéon no paramétricos permiten una mayor flexibilidad,
aunque rara vez se utilizan para la estimacién con aplicaciones de respuesta
binaria. Uno de los principales problemas de la regresiéon no paramétrica
en dimensiones superiores es la llamada “maldicion de la dimensionalidad”
que se refiere a la existencia de escasez de datos alrededor de un punto de
estimaciéon. Una de las consecuencias de este problema es la alta varianza
de los estimadores. En el caso de la regresion de respuesta binaria, la
maldicién de la dimensionalidad no desaparece; sin embargo, los problemas
de varianza mejoran debido a la acotacién de la respuesta; ver, por ejemplo,
Frolich (2006).

En nuestro contexto de sistemas de fiabilidad, hay una cuestion adicio-
nal a tener en cuenta, es decir, el modelo ajustado debe cumplir con las
restricciones de orden de coherencia. La regresion no paramétrica produ-
ce estimadores con buenas propiedades asintdticas, como consistencia y
distribucién Normal, que se alcanzan con una tasa de convergencia razo-
nable. Sin embargo, estos estimadores no son necesariamente mondétonos.
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Para obtener la monotonia del estimador final, proponemos un procedi-
miento secuencial de dos etapas: primero isotonizar los datos en {X,Y}
y luego suavizar la respuesta isotonica resultante usando un método de
cuasi-verosimilitud local basado en un modelo logit.

2.3.1. Primera etapa: Isotonizacion

Existen razones para isotonizar primero y luego suavizar en lugar de pro-
ceder en el orden contrario. Se explican en el trabajo de Mukerjee (1988).
Por un lado, como explica el autor, con frecuencia la regresion isotonica
produce demasiados “puntos planos”, lo que es un argumento en contra de
tener una buena estimacién de la pendiente de la respuesta, un objetivo
que se persigue en este capitulo para estimar las medidas de importancia
definidas en la Seccién 2.5. Por otro lado, las funciones ntcleo habitua-
les utilizadas en el paso de suavizado conduciran a funciones de regresion
suave no decrecientes, ademas, la tasa de convergencia de los estimado-
res isotonicos se puede mejorar de acuerdo con el estudio en Mukerjee

(1988).

Como se explica en Meyer (2010), el problema de isotonizacién puede verse
como un problema de programacién cuadratica. El interés esta en ajustar
un diagrama de dispersién del modelo Y; = f(X;)+ €&, i=1,2,...,n, donde
no se asume forma paramétrica para f aunque se sabe que es no decre-
ciente. Definiendo z; = f(X;), el problema es encontrar z € R" minimizando
|y —z|| sujeto a Az > 0, para la matriz A de dimensién (n—1) xn y con
elementos A(i,i) = —1, A(i,i+ 1) =1, y A(i,j) =0, para j #i,i+ 1. El con-
junto € = {z € R" : Az > 0} es un cono poliédrico convexo en R". Este
problema se resolvid primero utilizando el algoritmo pool adjacent vio-
lators, PAV, propuesto por Brunk (1955). En este capitulo se utiliza el
algoritmo hinge presentado en Meyer (2010) y Meyer (2013), que es un
algoritmo para proyecciéon de conos, simple e intuitivo y méas rapido que el
algoritmo PAV presentado en Meyer (2013). El resultado es un nuevo con-
junto de datos {(X;,Y:)}, que satisface la restriccién de orden requerida:
X <X, = i- < ?j, para todo i,j € {1,2,...,n}, donde < denota el orden
parcial habitual en el espacio p-dimensional R?. Tomamos este conjunto
de datos como entrada para el algoritmo de suavizado local.
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2.3.2. Segunda etapa: Cuasi-verosimilitud logistica local

La variable aleatoria Y|X = x sigue una distribucién binomial B(1,R(x)).
Desde un punto de vista no paramétrico, asumimos lo siguiente

log ) = 6(x), (2.2)

1 —R(x

donde X' = (X1,X2,--+,Xp) y con g una funcién suave en términos de de-
rivabilidad. Podemos usar el desarrollo de Taylor de primer orden de g
alrededor de un punto Xq, y escribir

g(x) = g(x0) + (x —x0)"¢'(x0) + o(|[x — x|,

donde o(-) es una funcién que satisface que o(h)/h — 0, cuando h —
0. La aproximacién anterior es vélida para x en un entorno de X con-
venientemente elegido, es decir, para todo x tal que ||x —xg|| < &, con
|- || la norma Euclidea y & > 0 suficientemente pequeno. Notamos por

) (8g dg dg

t
g = ) el vector gradiente de g. Notando By = g(xo), v

Ix; dxy’ 9%,
d
B = ga(Xo), j=1,2,...,p, la funcion logit se puede escribir como
Xj
8(x) & o+ Pi(x1 —xo1) + -+ Bp(xp — Xop)- (2.3)

Con (2.2) y (2.3), podemos ver el modelo no paramétrico como un modelo
log-lineal local, y los parametros pueden estimarse localmente mediante
técnicas de méaxima verosimilitud.

En esta segunda etapa, no trabajamos con los datos originales, sino que
tenemos el siguiente conjunto de datos {(X;,Y;);i=1,2,...,n}, donde
{?1,?2, . ,?n} son las respuestas isotonizadas con el procedimiento del
apartado anterior, y que se obtienen promediando convenientemente algu-
nos de los datos originales adyacentes a Y;. Entonces, Y|X =X no es una
variable aleatoria binaria y no se puede aplicar el método de verosimilitud
como se ha indicado anteriormente.

Sin embargo, podemos suponer que E[Y|X =x] ~ E[Y|X =x] y Var[Y|X =
x| = cVar[Y|X =x] = ¢V (R(x)), siendo V una funcién conocida. En nuestro
caso V(u) =u- (1 —u). Entonces, aunque no podemos especificar una fun-
cion de verosimilitud completa basada en los datos isotonizados, podemos
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especificar la relacién entre la media y la varianza y podemos resolver el
problema de estimacién considerando un enfoque de cuasi-verosimilitud,
Fan et al. (1995). La funcién de cuasi-verosimilitud satisface

0(u,y) y—u

ou  c-Vu)

La ecuacion score anterior satisface propiedades similares a las de una
ecuaciéon de verosimilitud que son las siguientes

) e[22) o
.
» £ | %Eﬁ’w] - cvl(u)'

En este contexto, queremos encontrar el valor de B que maximiza la funcién
local de cuasi-verosimilitud

Ih(B)= iWhp(Xi)Q <R0<Xi)7?i) ,

eﬁt(Xi_XO) p
: p = (po, p1,-.-, v iwno(Xi), 1,2,...,n
determina los pesos de las observaciones alrededor del punto de estimacion
xg. Con esto aseguramos que la aproximacion lineal de g dada en (2.3) se
considere solo en un intervalo vélido. Definimos

donde Ry(X;) =

wio(Xi) = Kn(]1Xi —x0]]),

con Kj,(-) = (1/h)K(-/h), siendo h el parametro ancho de banda que con-
trola la cantidad de suavizado, es decir, determina el tamano de la ventana
alrededor del punto xg donde la aproximacion lineal local es valida. Por
lo general, K es una funciéon de densidad con un soporte compacto. La
solucién de cuasi-verosimilitud para B proviene de resolver las ecuaciones
score, para j=0,1,...,p

Mo(B) _ ¢ <i~Ro x») IR (X;)

ap, — &) Yirex)) ) o8

=0.
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El vector gradiente con elementos dados por , para j=1,2,...,p, se

9l
JB;

escribe como
608) = (7 L onolX) (Y= RoX)) (% =), 2

Resolviendo este problema de ecuaciones no lineales, obtenemos una es-
timacién local de la funcién g, es decir, el valor estimado de By propor-
ciona una estimacién de g(xg) y también obtenemos las estimaciones de
las derivadas parciales correspondientes. Las propiedades asintéticas del
estimador local se estudian en el siguiente apartado.

2.3.3. Propiedades asintéticas del estimador local

Siguiendo argumentos similares a los de Fan et al. (1998) para aproximar
el sesgo y la varianza del estimador del logit y sus derivadas parciales,

denotemos por B el vector de las estimaciones de g y sus primeras derivadas

parciales evaluadas en xg. Dado que el méximo de [y es B, aplicando de
forma conveniente el desarrollo de Taylor, obtenemos

0=10(B)=1(B)+5(B)(B—B) (2.5)
donde denotamos por [ a la matriz Hessiana, cuyo elemento (j,k) es

9*ly(B)
dB;9 Pk

B = ()" éwh,()(xi)zeo(xi)(l — Ro(X1))(Xi — x0)(X; — x0)".

, para j,k=0,1,...,p, es decir,

Por conveniencia, consideramos ahora la siguiente notacion: X, es la matriz
de diseno con dimensién nx (p+1)

I x11—x01 -+ X1p—Xop

1 x21—x01 -+ X2p—Xop
X = . . . . 5

I xp1 —x01 -+ Xnp — X0p

sea Y el vector de respuestas transformadas

?0 = (?1 —Ro(Xl),. .. 7§n _RO(Xn))ta
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la matriz diagonal W, cuyo i-ésimo elemento es W, (i,i) = wy, o(X;), para
i=1,2,...,n; y la matriz diagonal V, cuyo i-ésimo elemento es V,(i,i) =
Ro(Xi)(1—Ro(X;)), parai=1,2,...,n. Las ecuaciones anteriores se pueden
escribir en forma matricial como

Ih(B) = X'W,Y,,

Ys
10(B) =X'W,V,X.

A partir de (2.5) tenemos
B—B=—(5B) " 15(B). (2.6)

Usando esta expresién podemos aproximar el sesgo y la varianza del esti-
mador.

Sesgo

De acuerdo con (2.4) y (2.6), para aproximar una expresion para el sesgo
tenemos en cuenta lo siguiente:

e8(Xi) oB' (Xi—x0)

B 1 + esXi) N 1 + B’ (Xi—x0)’

E[Yo] = E[Yi] — Ro(X;)

como ||X; —Xo|| < h, entonces g(X) = B'(X; —xq) + o(h). Haciendo el desa-
X

rrollo de Taylor para la funcién f(x) = obteniendo que

e
1+ eX
eﬁt(xifx())

EIYi] = Ro(X0) = s olh) = V(i) o).

donde o(h)/h — 0, cuando h — 0. Finalmente, se obtiene el sesgo del esti-
mador dado por la siguiente expresion

Sesgo(B) = —(X'W,V,.X) "' X'W,,V,1,0(h), (2.7)

con 1, =(1,1,...,1).
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Varianza

De nuevo usando la expresién (2.5) se obtiene

Var(B) = (1§ (B)) ' Varlty(B)] (I (B)) ™",
de donde
Var[ly(B)] = (W, X)'Var(Yo)W,X = X'W,V,W,X.
Por tanto, de esta forma se obtiene la varianza del estimador como sigue

Var(B) = (X'W,V,X)'X'W,V,W,X(X'W,V,X)"". (28

2.4. Analisis de sensibilidad: Curva ROC

Hasta ahora hemos construido un modelo que estima la probabilidad de
que el sistema falle. Queremos predecir el estado del sistema, entonces el
siguiente paso es definir una regla de clasificacion que aplique las probabili-
dades obtenidas mediante RL en el conjunto {0,1}. Con este fin, utilizamos
el drea bajo la curva ROC (AUC) para ajustar el pardametro del umbral
de clasificacién. La curva ROC es una evaluacion gréafica del rendimiento
del modelo como clasificador.

En nuestro contexto, el valor del AUC puede verse como una estimacion
de la probabilidad de que la fiabilidad estimada de un sistema en estado
de fallo no sea mayor que la fiabilidad estimada para un sistema que esta
operativo. Para aproximar esta probabilidad procedemos de la siguiente
manera. Primero, dividimos la muestra en dos conjuntos. Por un lado,
tomamos un conjunto formado por los sistemas fallidos (Y; =0) y, por
otro lado, consideramos otro conjunto formado por los sistemas operativos
(Y;=1). De esta forma definimos los dos conjuntos de indices %y ={i: Y;=
0} e %1 ={Y; =1}, con tamaios ng y np, respectivamente (no+n; =n). El
modelo de regresiéon logistica también clasifica los sistemas de la muestra
en una de las dos clases 0 y 1 segin el valor estimado de la fiabilidad del
sistema R (x). Este clasificador funciona razonablemente bien si la fiabilidad
estimada es mayor para cualquier sistema que pertenezca al conjunto %
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que para los sistemas pertenecientes al conjunto %. Entonces, definimos
el siguiente estadistico

AUC= — Z Y I(R(x;) < R(x;)), (2.9)
oy €% jeh

donde I(+) es la funcién cardcteristica que toma el valor 1 cuando se cumple
la condicién y el valor 0, en otro caso.

Es obvio que AUC es un estimador de la probabilidad de que un elemento
elegido al azar que pertenece al conjunto %, sea clasificado por el modelo
de regresion con un valor menor que un elemento elegido al azar pertene-
ciente al conjunto .

Por lo tanto, el valor de AUC puede usarse como una medida para evaluar
el poder discriminatorio de este clasificador (capaz de separar de la mejor
manera posible dos clases). Obviamente, un clasificador perfecto conduciria
a AUC = 1, lo que indica que existe un valor capaz de separar ambas clases
sin error. Un clasificador poco inforrizﬂvo que no sea capaz de diferenciar
mejor que el azar nos conduciria a AUC = 0.5.

2.5. Maedidas de importancia de las
componentes

El objetivo principal de las medidas de importancia en el andlisis de fia-
bilidad es clasificar las componentes del sistema para detectar aquellas
componentes que debido a su ubicacién u otras caracteristicas particulares
tienen una mayor probabilidad de causar fallos en el sistema. Se han in-
troducido una serie de medidas considerando la importancia que tiene una
componente para el comportamiento del sistema segin diferentes puntos
de vista, Aven y Nockland (2010).

2.5.1. Maedidas de importancia de Birnbaum

Birnbaum en 1969 fue el primero en introducir el concepto de medidas de
importancia. En Birnbaum (1969), Kuo y Zhu (2012) y Amrutkar y Ka-
malja (2017), las medidas de importancia se clasifican en tres tipos segin
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el concepto usado para determinarlas. Estas tres clases son: medidas de
importancia de estructura, medidas de importancia de fiabilidad y medidas
de importancia de tiempo de vida.

Birnbaum (1969) define la importancia de la j-ésima componente en tér-
minos de la probabilidad de que el sistema se encuentre en un estado en
el que el funcionamiento de la j-ésima componente sea critico, es decir, el
sistema funciona si la j-ésima componente funciona y falla en caso contra-
rio. Esta medida es probablemente el indice de referencia utilizado por los
profesionales para evaluar la importancia relativa de las componentes en
sistemas complejos y, en este sentido, se utiliza continuamente en aplicacio-
nes practicas donde se revisa y refina, Si et al. (2019). Sear = (ry,r2,...,7p)
el vector cuyo i-ésimo elemento es la fiabilidad de la i-ésima componente
del sistema. En el caso de componentes independientes, esta medida es la
derivada parcial de la funcién de fiabilidad del sistema R, y en la literatura
es comun referirse a la medida de Birnbaum por esta derivada, Rausand
y Hoyland (2004) y Aven y Jensen (2013). Por lo tanto, la medida de
importancia de Birnbaum 1% estd dada por

IR(r1,r2,...,1p)
al"j '

I’(R) =

Hay que tener en cuenta que esta cantidad mide el cambio en la fiabilidad
del sistema en términos de fiabilidad de las componentes. Sin embargo,
hay situaciones en las que solo se conoce el diseno de un sistema, pero no
hay informacién disponible sobre las fiabilidades de las componentes. En
esta situacién, Birnbaum (1969) define lo que se denomina “importancia
estructural”. Para un sistema binario,

I7(9) =Y {o(1;:x)—0(0;:x)}.

Este indice cuantifica el efecto que tiene el cambio de estado de una com-
ponente sobre el estado del sistema. Como se argumenta en Birnbaum
(1969), si no se sabe nada acerca de las fiabilidades de las componentes,
y por falta de un conocimiento mayor, se asume que todos los vectores
x € {0, 1}” son igualmente probables, luego la importancia de la fiabilidad
se reduce a la importancia estructural en el sentido de que

IP(R) = E[9(1;3%) — 9(0;:%)] = I} (9).
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2.5.2. Medida de Birnbaum modificada

En este capitulo, consideramos la fiabilidad del sistema como una fun-
cion de los estados de las componentes en lugar de una funcién de las
fiabilidades de las componentes. Entonces, si denotamos R(x | x; = a) la
probabilidad de que el sistema funcione para una configuracién de compo-
nentes donde el estado de la j-ésima componente es a, podemos interpretar
el siguiente indice R(x | x; =1) —R(x | x; = 0) en el siguiente sentido. Con
un enfoque binario, a € {0, 1}, este indice mide el efecto que tiene el evento
“fallo de la j-ésima componente” sobre la fiabilidad del sistema. En un sis-
tema continuo, el estado de la j-ésima componente es x; =a € [0, 1], para
j=1,2,....,py R(x) = P(Y = 1] x) es la probabilidad de que el sistema esté
operativo cuando el vector estado toma el valor X = (x1,X2,...,X,) € [0, 1]7.
De modo que R(x | x; =a+A) —R(x | Xx; = a), cuantifica el cambio en el
rendimiento del sistema causado por un incremento de magnitud A en el
estado de la componente j. Entonces, nos centramos, por un lado, en la
fiabilidad del sistema, y los estados de las componentes, por el otro, para
definir lo siguiente.

Definicién 10. Nueva version de la medida de Birnbaum If(R,X).
Sea S un sistema coherente de tamano p y denotemos R(X1,X2,...,Xp) =
P(Y =1](x1,X2,...,Xp)). La medida de importancia de Birnbaum local de
la j-éstima componente se define como

JR(x)
an .

I’(R,x) = (2.10)

Esta medida nos permite clasificar las componentes del sistema de acuerdo
con la magnitud del efecto que tiene un cambio gradual en el estado de las
componentes sobre la fiabilidad del sistema.

2.5.3. Estimacién local de I7(R,x)

Usando el modelo RL que acabamos de definir se estima la fiabilidad del
sistema y luego, en consecuencia, se obtiene una estimaciéon de la medida de
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importancia anterior dada en (2.10) en consecuencia. Primero, obtenemos
a partir de (2.2)

IRx) P - R
ox; (1+el§x)zﬁf—R(X>(1—R(X))ﬂj,

con X = (X1,X2,...,Xp). Como Y es una variable aleatoria con distribucién
binomial B(1,R(x)), podemos escribir

DRy = 58 -V,

Usando el modelo RL, para una x dada, las componentes del sistema pue-
den clasificarse de acuerdo con el valor del coeficiente B correspondiente o,
de manera equivalente, de acuerdo con el valor de la odds-ratio, es decir,

OR; = ebi. Tengamos en cuenta que en nuestro contexto, OR siempre es
mayor que 1.

La relacion P(Y =1 | x)/P(Y =0 | x) mide las odds (ventaja) de que el
sistema esté operativo frente a que falle para una configuracién x. Cuan-
to mayor sea el indice odds, mejor estaran configuradas las componentes
para el comportamiento del sistema. Si nos centramos en la componente
J, cuyo estado estd en el nivel Xx; y, controlando el resto de componentes,
consideremos ahora que el estado mejora al valor x;+ A, entonces se espera

que el indice odds aumente de acuerdo con un factor efi2. Por lo tanto, la
componente mas relevante para la funcién del sistema, serd aquella para
la cual una cantidad fija de mejora en su nivel de estado produce el mayor
incremento en el indice de fiabilidad. En otras palabras, la componente j
es mas relevante para el rendimiento del sistema que la componente k si

ﬁ]>Bk7 pa’ra’ j?k:1727"'7p'

2.5.4. Inferencia sobre If

La conclusién de la Seccién 2.5.3 es que la importancia de una compo-
nente con respecto al buen rendimiento del sistema se puede establecer de
acuerdo a la magnitud de la correspondiente derivada parcial de la funcién
logit. Entonces la clasificacién de las componentes se hace simplemente por
el orden decreciente de los coeficientes fB;, para j=1,2,...,p. En el caso
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paramétrico de (2.1), los coeficientes B son constantes, y entonces la cla-
sificacion es valida para todo el rango de x. Basado en el modelo logistico,
es interesante realizar test de hipotesis para decidir estadisticamente si dos
componentes tienen el mismo efecto para el rendimiento del sistema o no.
En otras palabras, sea j # k, podemos usar los datos y el modelo RL para
decidir entre Ho : B; = P, frente a H : B; # Bi. Para resolver este problema
se pueden utilizar el test de Wald, la prueba de score o el test de razén de
verosimilitudes.

En el caso de un modelo logit local, ajustamos la curva localmente y luego,
las pendientes locales, es decir, los coeficientes B; para j > 1, se definen
para que dependan del punto de estimacién. Asi, la importancia de una
componente en particular se estima localmente. Queremos probar la hipo-
tesis nula

Ho : Bj(x) = Br(x),

para una configuracion particular del sistema x = (x1,X2,...,X,). Las es-
timaciones de verosimilitud local tienen una distribucion asintéticamente
Normal segun Fan y Gijbels (1996). Para resolver el problema, conside-

ramos el siguiente estadistico Tj = Ejk,B, con Ej; un vector de ceros,
excepto para las posiciones j y k, que son, respectivamente, 1 y -1. Po-
demos usar los resultados de la Seccion 2.3.3 para obtener la distribucion
del estadistico Tj;. Para h — 0, podemos suponer que el sesgo es lo sufi-
cientemente pequeno como para ignorarlo, y la varianza del estadistico es

Var(Tjk) = EjkVar(B)E’jk.

2.6. Aplicaciones numéricas

En esta seccion, resumimos los pasos del algoritmo y presentamos algunos

resultados numéricos. Consideremos un conjunto de datos {(X;,Y;); i =
1,2,...,n}.

2.6.1. Algoritmo

Paso 1: Isotonizacién (Seccién 2.3.1). Isotonizar la matriz de datos de acuerdo
con el orden parcial de los estados de las componentes. Esta rutina
implementa el algoritmo hinge como se explica en la Seccién 2.3.1.
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Paso 2:

Paso 3:

Paso 4:

En particular, usamos parte de las rutinas coneproj y sparsebasis
disponible en Meyer (2012).

Suavizado (Seccién 2.3.2). Construir un modelo logistico local pa-
ra ajustar el conjunto de datos isotonizados obtenidos en el Paso 1.
Construimos una rutina para llevar a cabo un procedimiento de es-
timacion de cuasi-verosimilitud. Para resolver las ecuaciones de esti-
macion no lineales usamos las funciones implementadas en el paquete
de R nlegslv. Como resultado, para un nivel dado de rendimiento de
las componentes, estimamos la fiabilidad del sistema asi como las
derivadas parciales en la ubicacién dada.

Seleccion de modelo. El modelo final esta determinado por un para-
metro de ajuste (el parametro de ancho de banda) que se selecciona
mediante una técnica de validacién. Usamos la validacion cruzada
leave-one-out (LOOCV). Dejamos que el modelo aprenda de los da~
tos de la siguiente manera: Seleccionamos un elemento de la muestra
y aplicamos el algoritmo de estimacién considerando el resto de la
muestra como el conjunto de entrenamiento, el elemento seleccionado
se trata como un conjunto de prueba de una sola unidad. Mas espe-
P

ik
. I +e™n0
donde B}Ei]o — g!1(X;) se obtiene como se ha explicado en la Seccién
2.3.2 para un ancho de banda h, donde & varia en un intervalo definido
apropiadamente, y utilizando todos los datos excepto X;. Definimos
la puntuacién de validacién cruzada como

cificamente, para cada i € {1,2,...,n}, definimos Rl[i]h(Xi) =

0 =Y (i R0

asi, el ancho de banda éptimo se define como hey = argminQ(h).

h
Evaluacién del modelo y funcién de estado-limite (Seccién 2.4). Para
evaluar el modelo desarrollamos un analisis de sensibilidad basado en
la curva ROC. Una medida de la bondad de ajuste viene dada por el
area bajo la curva que se aproxima mediante la expresién (2.9).

Para definir la funcion de estado-limite primero encontramos el valor
po de probabilidad (pg € (0,1)) que proporciona el punto de la curva
ROC maés cercano al punto de coordenadas (0, 1), es decir, estimamos
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Paso b5:

el valor 6ptimo de la probabilidad de corte para la clasificacion co-
rrecta. Para un x € [0,1]” dado, definimos la funcién de estado-limite
como f(x) =I[R(x) > po.

Ranking de componentes (Seccién 2.5). Desarrollamos una serie de
test de hipotesis destinados a comparar localmente las medidas de
importancia de Birnbaum para cada par de componentes de los sis-
temas. En resumen, para un vector estado dado xg € [0, 1]7, estamos
interesados en probar la siguiente hipdtesis:

H() . Ij-vB(X()) = []ICVB(X()),

para todo 1 < j < k < p. Esta pregunta puede formularse de manera
equivalente en términos de los coeficientes del modelo, es decir, B(xo).
Se puede desarrollar una prueba de comparacién para los parametros
del modelo de acuerdo con la Seccién 2.5.4. Obtenemos la distribucion
del estadistico de prueba a partir de la distribucién asintotica Normal
detallada en la Seccién 2.3.3. Para una ubicacién dada, es decir, un
nivel particular de valores de estado de las componentes, desarrolla-
mos el estimador del modelo y evaluamos su precisiéon en términos de
sesgo y varianza como se explica en la Seccién 2.3.3. La clasificacion
de las componentes se establece localmente de la siguiente manera.

1. Definir una rejilla de puntos en el intervalo [0, 1]. Construir una
matriz Mx de dimensiéon M X p, cuya j-ésima columna es el vector
(X0,X1,---,Xp)", y denotar con x;. su i-ésima fila. Se tiene en cuen-
ta que la i-ésima fila de la matriz Mx tiene todos sus elementos
iguales, lo que indica que queremos evaluar en una configuracién
del sistema donde todas las componentes estan en el mismo nivel
de rendimiento.

2. Para cadai=1,2,...,M, se ajusta el modelo logit local siguiendo

las etapas explicadas anteriormente. Denotemos B(x;.), el estima-
dor correspondiente en un vector estado dado x;. = (x;,X;, .. .,X;).

3. Elegir dos componentes en el sistema. En otras palabras, ele-

gir dos elementos diferentes del conjunto {1,2,...,p}. Denote-
mos j y k, con j# k. Se define el estadistico Tj(x;.) = B;(x;.) —

Tjk(Xi) — Bji(xi.)
Zj(xi.)

Bk(xi.). El estadistico normalizado Zj(x;.) =
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donde B ik(Xi.) es el sesgo y ) jk(xi.) es la varianza, sigue una dis-
tribucién Normal con media 8;(x;.) — Bx(X;.), donde consideramos
(2.7) y (2.8) para obtener estimaciones de sesgo y varianza.

4. Para cada i =1,2,...,M, consideramos el siguiente contraste de
hipdtesis
Ho : Bj(xi.) = Br(xi.)
H; Iﬁj(X,’.) > ﬁk(X,)

5. Bajo la hipétesis nula, Zj(x;.), sigue una distribucién Normal
estandar. Se rechaza la hipétesis nula en favor de la alternativa
cuando el valor del estadistico sea un valor positivo grande.

2.6.2. Resultados de simulacion

Se consideran los siguientes ejemplos practicos.

Sistema serie-paralelo de tamaiio 3

El primer ejemplo considera un sistema de combinacion serie-paralelo de
p = 3 componentes, como se muestra en la Figura 2.1. La componente 1
esta en serie con un subsistema formado por las componentes 2 y 3, que
se colocan en paralelo. En estas condiciones, la funcién de estructura del
sistema es W(X1,X2,X3) = min(X;,mix(X5,X3)), donde X;, que se supo-
nen con distribucién U(0, 1), denota el estado de la componente j-ésima,
j =1,2,3. Simulamos una muestra de n = 100 sistemas de este tipo, de
modo que los datos consisten en una matriz con p+ 1 columnas. Las 3
primeras columnas contienen los estados de las componentes procedentes
de variables aleatorias independientes con distribuciéon U(0,1). Se simula
el estado del sistema considerando una variable latente no observable di-
rectamente que se supone Y* ~ N(y(xy,X2,X3),0), para una configuracién
particular del vector estado (xi,x2,x3). Fijamos 6 = 0.2 y finalmente se si-
mula la informacion sobre el estado del sistema a partir de una distribucion
Binomial con probabilidad de éxito dada por m(x;,X2,x3) = P(Y* > yg), con
Yo = 0.5.

Se realizan M = 1000 repeticiones del experimento. La Tabla 2.1 muestra
los resultados del ajuste del modelo considerando dos métodos: enfoque
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Figura 2.1: Sistema serie-paralelo.

paramétrico y no paramétrico (logistico local). Los valores presentados
en la tabla son el promedio a lo largo de las M muestras de los indices
correspondientes en el encabezado de la tabla. En concreto, consideramos
lo siguiente:

» Proporcién de verdaderos positivos (PVP): Los sistemas clasificados
correctamente como operativos (es decir, sensibilidad).

= Proporcién de verdaderos negativos (PVN): Los sistemas clasificados
correctamente como no operativos (es decir, especificidad).

» Capacidad predictiva del modelo (CPM): Los sistemas clasificados
correctamente.

= AUC: Area bajo la curva ROC.

En la Tabla 2.1, vemos que los dos enfoques (modelo no paramétrico local
y paramétrico) se ajustan a los datos con una precision aceptable, ya que
el AUC estd muy por encima del 80%. El modelo local proporciona pre-
dicciones mas fiables ya que el CPM aumenta hasta en un 3 % para todos
los casos (Y=0eY=1).

Modelo | PVP | PVN | CPM | AUC
Ajuste logistico local | 0.84 | 0.83 | 0.83 | 0.90
Ajuste paramétrico | 0.81 | 0.79 | 0.80 | 0.86

Tabla 2.1: Sistema serie-paralelo.

La Tabla 2.2 proporciona el promedio y la desviacion estandar de los co-
eficientes B estimados obtenidos a lo largo de las M = 1000 muestras.
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Denotamos ”
Av;=(1/M) Y. B},
m=1
y
I ! /2
Sdj = {(1/M> Y (B —av) } ,
m=1
para j=1,2,3, y siendo B J(m), el coeficiente estimado para la j-ésima com-
ponente basado en la m-ésima muestra, para j=1,2,3ym=1,2,....M.

Los resultados proporcionados por el modelo paramétrico y presentados
en la Tabla 2.2 sugieren que la componente 1 tiene un mayor efecto so-
bre el comportamiento del sistema que las componentes 2 y 3, que son
similares.

Componente 1 2 3
Av; | 5.809 | 2.035 | 2.019
Sdj | 1.224 | 1.035 | 0.981

Tabla 2.2: Resumen estadistico de M = 1000 muestras simuladas del siste-
ma serie-paralelo.

Sistema puente

En este caso, consideramos la estructura representada en la Figura 2.2.
El tamano del sistema es p =5. La funcion de estructura del sistema se
representa mediante la siguiente funcién

W(Xl, - ,X5) =
= max(min(X;, X4), min(Xz, Xs), min(X1, X3, Xs), min(Xz, X3, X4)),

donde X; denota el estado de la j-ésima componente, j=1,2,3,4,5. Simu-
lamos una muestra de n = 100 de tales sistemas, de manera que los datos
consisten en una matriz con p+ 1 =6 columnas. Las 5 primeras colum-
nas contienen los estados de las componentes como el valor de variables
aleatorias independientes con distribucién U (0, 1). El estado del sistema se
simula considerando una variable latente que no se observa directamente y
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se supone que es Y ~ N(0.5,0.2). Finalmente, lo que observamos a nivel de
sistema es el valor de una distribuciéon Binomial similar al caso anterior.

- ©

Figura 2.2: Sistema puente.

Se simularon un total de M = 1000 muestras. La Tabla 2.3 contiene los
resultados del ajuste del modelo considerando ambos métodos: enfoque
paramétrico y logistico local. Los valores presentados en la tabla son el
promedio a lo largo de las M muestras de los indices que se indican en la
primera fila de la tabla.

En este caso, notamos que los resultados del ajuste paramétrico no son
tan buenos como en el modelo anterior. Si bien la medida de la bondad
de ajuste dada por el indice AUC es aceptable, la capacidad de prediccion
disminuye para todos los casos (Y =0e Y =1) al 75%. El enfoque local
también proporciona resultados ligeramente peores en comparacién con el
ejemplo anterior, sin embargo, se obtiene un buen poder de prediccion en
este caso.

Modelo | PVP | PVN | CPM | AUC
Ajuste logistico local | 0.83 | 0.83 | 0.83 | 0.89
Ajuste paramétrico | 0.75 | 0.75 | 0.75 | 0.80

Tabla 2.3: Sistema puente.

Al igual que en el ejemplo anterior, la Tabla 2.4 proporciona el promedio
y la desviacién estandar de la estimacién de los coeficientes 8 obtenidos a

lo largo de las M = 1000 muestras. Denotamos Av; y Sd;, y B;m), similar
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al ejemplo anterior, para la j-ésima componente basado en la m-ésima
muestra, para j=1,2,....5y m=1,2,... ;M.

Los resultados proporcionados por el modelo paramétrico y presentados
en la Tabla 2.4 sugieren que la componente 3 es la menos importante
para el rendimiento del sistema, segtin el criterio de Birnbaum. Usando el
modelo [ogit local, hemos considerado el siguiente contraste de hipdtesis
en particular:

Ho: 1" (x) = 3% (x)
Hy: [0 (x) # 57 (x),

para X = x-1 y tomando diferentes niveles de estados de las componentes,
concretamente tomamos x = 0.6;0.7;0.8;0.9. Para cada muestra, hemos
calculado el valor del estadistico de contraste Z;j3 como se explico ante-
riormente. Hemos calculado el p-valor asociado para cada caso, por lo que
tenemos un total de M = 1000 p-valores. Esta cantidad se calcula como
p-valor™ = 2P(Z > |Z,3|), para m = 1,2,...,M. Rechazamos la hipdtesis
nula cuando el p—valor(m) < 0.05. La Figura 2.3 presenta los diagramas de
caja obtenidos a partir de los p-valores en comparaciéon con el valor umbral
0.05. La conclusién es que no podemos rechazar que las componentes 1 y
3 son igualmente importantes para el rendimiento del sistema al nivel de
significacion de a = 0.05.

Componente 1 2 3 4 5
Av; | 2.361 | 2.333 | 0.829 | 2.347 | 2.331
Sdj 1 0.931]0.926 | 0.744 | 0.961 | 0.915

Tabla 2.4: Resumen estadistico de M = 1000 muestras simuladas del siste-
ma puente.

Sistema de Koren-Krisna (2007)

El tercer caso de estudio se centra en un ejemplo tomado del libro Koren
y Krisna (2007) donde se usa para ilustrar un algoritmo para calcular la
fiabilidad de sistemas Koren-Krisna (2007). El sistema se representa en la
Figura 2.4 donde se consideran seis médulos y cinco nodos. Las componen-
tes del sistema son los seis médulos denominados A,B,C,D,E.F, ya que
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Figura 2.3: Test de comparacién para las componentes 1 y 3 en 4 niveles
de rendimiento en el sistema puente.

se considera que el sistema funciona correctamente una vez establecida la
comunicacion del nodo 1 al nodo 5.

Figura 2.4: Sistema Koren-Krisna (2007).

Consideremos que todas las componentes del sistema estan funcionando
al mismo nivel. En otras palabras, nos centramos en un vector estado con
todos sus elementos iguales a xg € [0,1]. Denotamos Xy como el vector
p-dimensional cuyos elementos son todos iguales a Xg, con p = 6. Centran-
donos, por ejemplo, en las componentes C y F, planteamos el siguiente
contraste de hipotesis:

H() . I;:VB(X()) = IévB(Xo)

Hy : IY3(x0) > IYB(xo).

La Tabla 2.5 presenta un resumen de los valores obtenidos para el esta-
distico de contraste Zgc a lo largo de un estudio de simulacion basado en
un total de M = 1000 repeticiones del experimento. El tamano de muestra
considerado ha sido n = 200.
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A un nivel de significacién de o = 0.05, tenemos que comparar el valor del
estadistico Zpc con el valor limite 1.65. La Figura 2.5 ofrece un resumen
grafico del estudio de simulacién donde se destaca con la linea roja el limite
inferior de la region de aceptacion. Observe que hay mas evidencia en favor
de la hipotesis alternativa a medida que aumenta el nivel de rendimiento.
Esto significa que la unidad F es menos relevante para el comportamiento
del sistema en los niveles més bajos.

Level=0.2 Level=0.3

Figura 2.5: Test de comparacién para la importancia de las componentes
en un sistema Koren-Krisna (2007).

2.7. Analisis de sistemas complejos

La complejidad de los sistemas que se encuentran en el mundo real sue-
le ser mayor que los modelos considerados en este capitulo, en el sentido
de la cantidad de componentes individuales en el sistema. En esta sec-
cion, primero presentamos un breve estudio de simulacién para evaluar la
viabilidad del algoritmo cuando aumenta la complejidad del sistema. A
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x| 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
min | -0.135 | 0.521 | 0.989 | 1.048 | 0.953 | 0.594 | 0.223
Ps | 2.426 | 2.766 | 2.938 | 2.932 | 2.817 | 2.554 | 2.238
Mediana | 3.056 | 3.347 | 3.526 | 3.485 | 3.338 | 3.106 | 2.817
Media | 2.987 | 3.273 | 3.437 | 3.448 | 3.316 | 3.079 | 2.794
Prs | 3.583 | 3.843 | 3.977 | 3.983 | 3.869 | 3.629 | 3.386
mdix | 5.484 | 5.688 | 5.756 | 5.696 | 5.598 | 5.470 | 5.289

Tabla 2.5: Estadisticos para el contraste de comparacién de componentes
en el sistema Koren-Krisna (2007).

continuacion, esbozamos algunas propuestas a abordar en el caso de siste-
mas de alta dimensiéon. En el proximo capitulo presentaremos un desarrollo
completo de este enfoque.

2.7.1. Estudio de escalabilidad

Para comprobar la escalabilidad del algoritmo con la creciente compleji-
dad del sistema, hemos realizado un breve estudio de simulacion desti-
nado a medir el coste computacional involucrado a medida que aumenta
el nimero de unidades en el sistema. Hemos considerado dos escenarios.
En el primer caso (Caso 1), comenzamos con el sistema serie-paralelo de
la Figura 2.1, es decir, p = 3. Nos centramos en el problema de prue-
ba Hy : IV8(0.5) = 1}'5(0.5) frente a H; : I}'3(0.5) # I3(0.5). Para extraer
muestras tomamos las mismas especificaciones que en el Ejemplo 1 (Sec-
cién 2.6.2), excepto para n =250 y M = 100. Para cada muestra, obtenemos
el p-valor asociado a la hipodtesis alternativa. Estamos interesados en parti-
cular, en el tiempo de ejecucién de una sola repeticién. Obtenemos un total
de M = 100 tiempos de ejecucién y consideramos el valor medio. Luego,
construimos un sistema agregando una sola unidad dispuesta en serie con
el sistema serie-paralelo de tres componentes. Consideramos el sistema au-
mentado, p =4, y formulamos exactamente el mismo problema de prueba.
Realizamos el mismo estudio de simulacion y obtenemos el mismo resumen
de tiempos de ejecucion. Luego, se agrega un nuevo componente en serie
al conjunto para construir un sistema de tamano p =5. Repetimos todo el
proceso hasta p = 10. Los tiempos de ejecucion promedio se muestran en
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pl 3 4 ) 6 7 8 9 10
Caso 1 |0.67 | 0.87]1.09|1.35|1.65|2.10 | 2.41 | 2.82
Caso 2 | 1.21 | 1.56 | 2.00 | 2.34 | 2.63 | 2.86 | 3.26 | 3.67

Tabla 2.6: Complejidad computacional del algoritmo medida como el tiem-
po de ejecucion promedio a lo largo de R = 100 ejecuciones del
algoritmo en funcion del tamano del sistema, p.

la Tabla 2.6. Las simulaciones se han realizado utilizando un procesador
Intel Core 15-8600 K de 3,60 GHz.

En el segundo escenario (Caso 2), también partimos del sistema serie-
paralelo pero las unidades adicionales se ubican secuencialmente (una cada
vez) en paralelo con el subsistema formado por las unidades 2 y 3 de la
Figura 2.1. El problema de prueba es igual que en el Caso 1. Los resultados
obtenidos utilizando un procesador Intel Core 13-6006 U de 2,00 GHz
se presentan en la segunda fila de la Tabla 2.6. Se puede notar que el
tiempo de ejecucién aumenta linealmente con el nimero de componentes
adicionales.

2.7.2. Conocimiento experto

En algunos casos, se dispone de cierta informacién sobre el diseno del
sistema, que permite considerar el enfoque de descomposicién modular. Se
puede formar una nueva estructura coherente donde los subsistemas del
sistema original se tratan como unidades individuales y la fiabilidad del
sistema se calcula como una funcién (a estimar) del rendimiento de estas
macrounidades, que a su vez se derivan de la informacion sobre las unidades
que los forman tratando cada mddulo por separado. Mas especificamente,
con la tunica informacién sobre el estado de un médulo (0 = fallo y 1 =
operativo) asi como el estado de las unidades dentro del médulo, usamos
el algoritmo propuesto para estimar (por separado) la fiabilidad de cada
modulo a partir de el estado de sus componentes. Para cada j=1,2,...,J,
obtenemos ﬁj(xﬂ,xﬂ, -+ +»Xjp;), CON p1+pa+---+ py = p, el tamatio total
del sistema, donde J es el nimero total de subsistemas considerados.

Ahora, podemos escribir la fiabilidad del sistema como la siguiente funcién
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< —| M Casol
@ Caso 2

Tiempo de ejecucion
2
!

Nimero de componentes

Figura 2.6: Tiempo de ejecucién promedio a lo largo de R = 100 ejecuciones
del algoritmo en funcion del tamano del sistema, p.

Rs(R1,R,,...,Ry), y usar el algoritmo anterior para estimarla. Entonces,
para la componente i en el subsistema j, la medida de importancia como
NB _ JdRs R i

J aRj 8x,~

se define en la Seccidén 2.5.2 se calcula como

Para ilustrar, en esta seccidon, analizamos la estructura del sistema de in-
formacién en la cabina de un avién. Este caso particular se presenté por
primera vez en un informe de la NASA (Pettit y Turnbull (2001)). La
instrumentacién de la cabina de mando es la instrumentacion minima re-
querida para las aeronaves de aviacién general que vuelan bajo las reglas
de vuelo por instrumentos segun se define en Federal Aviation. En Lenz y
Rhodin (2011) se muestra un diagrama de bloques de fiabilidad del sistema
de informacion de la cabina. Para simplificar, representamos en la Figura
2.7 en un diagrama sin etiquetar especificamente las diferentes unidades
en el sistema. Para una descripcion detallada del sistema, ver Pettit y
Turnbull (2001) o Lenz y Rhodin (2011). La tnica informacién requerida
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es el estado de las unidades individuales, el estado del sistema (0 6 1) y el
estado de cada macrocomponente (0 6 1).

El nimero de unidades en el sistema es p = 30, pero el algoritmo se ejecuta
para J =4 subsistemas diferentes de tamanos iguales a p; =4, p» =9, p3 =
6 v ps = 10. Es necesario mencionar que la configuracién de los modulos
no es necesaria en el procedimiento propuesto.

M, M, M; M,

Figura 2.7: Sistema de la cabina de un avién.

2.7.3. Analisis de sistemas sin informacion a priori

A no ser que la experiencia demuestre un diseno razonable del sistema
que permita utilizar algunas estrategias para ajustar el modelo como se
explicé en la seccién anterior, el problema de estimacion tiene demasiadas
caracteristicas a tratar haciendo que las dimensiones del espacio crezcan
exponencialmente y los datos disponibles se vuelven escasos. Esta es la
llamada “maldicion de la dimensionalidad”.

En este caso asumimos que la unica informacién son los estados de las
componentes y del propio sistema. Aunque podemos considerar nuestro
modelo usando todas las funciones disponibles, el resultado tendré tantos
términos que sera dificil de interpretar, por no hablar del elevado coste
computacional que supondra. Se sugiere la reduccién de dimensiones, pero
puede ser dificil decidir qué caracteristicas realmente vale la pena man-
tener en nuestro modelo. Necesitamos un algoritmo capaz de transformar
el gran conjunto de entradas en un conjunto ideal de entradas. Cuando el
numero de caracteristicas es muy alto, es razonable suponer que pueden
surgir algunas correlaciones entre las unidades del sistema en la estructura
latente subyacente a los datos y entonces el andlisis de componentes prin-
cipales (ACP) o las redes neuronales (NN) podrian ser unas herramientas
adecuadas. Como resultado de ACP, nuevas entradas independientes (o
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variables) de una combinacién lineal de variables existentes. A groso mo-
do, estamos agregando un nuevo paso al algoritmo, que en principio podria
quedar como sigue:

1. Isotonizar la respuesta para obtener {X,{(}nX e

2. Aplicar ACP para transformar los datos de entrada a un conjunto
reducido {Z,Y},y,s, con p' < p, y Z =XT, siendo I" la matriz de
coeficientes del ACP de dimensién p x p'.

3. Ajustar un modelo logistico local basado en el conjunto de datos
reducido. Sea b el vector estimado de coeficientes.

La estimacién de la fiabilidad del sistema, en un xo dado, serd

~ eB (X_XO)

Ro=————
1+ eﬁ(X—Xo)

con B —br. Esta propuesta se discute en detalle en el siguiente capitulo.

2.8. Conclusiones

En este capitulo, construimos un modelo estadistico capaz de predecir la
fiabilidad del sistema basado en un conjunto de datos. Usamos un algo-
ritmo de aprendizaje supervisado basado en regresiéon logistica local y el
modelo es entrenado considerando técnicas de validacion cruzada. El mé-
todo esta totalmente basado en datos y no se basa en ninguna hipdtesis
paramétrica. Una vez validado el modelo mediante andlisis de sensibilidad,
se define una funcion que clasifica el sistema en una de dos categorias,
operativo o fallo, con base en el conocimiento de los estados de las com-
ponentes. Ademds, presentamos una test estadistico para decidir el orden
de importancia de las componentes en términos del efecto que cada una
tiene sobre el rendimiento del sistema. Mas concretamente, la importancia
de una componente se define por el efecto que tiene un incremento en el
estado de la componente sobre la fiabilidad del sistema. Para ilustrar el
método, llevamos a cabo un extenso estudio de simulacién. Consideramos
tres escenarios practicos con diferente complejidad, es decir, el tamano
de los sistemas considerados es, respectivamente, p = 3,5 y 6. Para la es-
tructura mas simple (la combinacién serie-paralelo con p = 3), el enfoque
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paramétrico da una soluciéon satisfactoria, como puede deducirse de los re-
sultados proporcionados por el analisis de sensibilidad. Sin embargo, para
el sistema puente (p =5), vemos que la precisién proporcionada por el
modelo paramétrico no es tan buena y, por lo tanto, las conclusiones del
modelo pueden ser enganosas.

Como se indica en Kuo y Zhu (2012), las medidas de importancia se uti-
lizaron en varios campos para evaluar la importancia relativa de varios
objetos, como las componentes de un sistema. Los valores absolutos de
las medidas de importancia pueden no ser tan importantes como sus cla-
sificaciones relativas. En su libro, los autores destacaron la necesidad de
abordar la clasificacién de importancia de las componentes para propor-
cionar la forma mas eficiente de identificar las debilidades en la estructura
del sistema, lo que puede ser decisivo para minimizar el dano causado por
un accidente impredecible. Esto puede ser de primordial importancia para
algunas industrias como las plantas de energia, las plantas nucleares o la
industria de la energia eléctrica, ver por ejemplo Espiritu et al. (2007),
Kuo y Zhu (2012) o Bisanovic et al. (2016).

El contenido de este capitulo se ha publicado en el articulo: Gamiz, M.
L., Navas-Gémez, F., y Raya-Miranda, R. (2021). A machine learning al-
gorithm for reliability analysis. IEEE Transactions on Reliability, vol. 70,
no. 2, pp. 535-546, doi: 10.1109/TR.2020.3011653.
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3 Analisis de fiabilidad de sistemas
complejos

3.1. Introduccion

En este capitulo proponemos una nueva estrategia para tratar con sistemas
mas complejos en el contexto de la fiabilidad estructural.

En el mantenimiento de sistemas industriales, para la toma de decisio-
nes, es clave dominar técnicas para clasificar el estado de rendimiento de
una maquina en base a conjuntos de datos con un gran numero de carac-
teristicas. Recientemente, varias técnicas basadas en soft computing han
demostrado ser una alternativa util para analizar la fiabilidad de sistemas
complejos. En Hong et al. (2018), los autores discuten y revisan los desafios
en big data y el analisis de fiabilidad tradicional. Los autores se centran
en cémo usar datos con estructuras complicadas para hacer andlisis de
fiabilidad. Como se indica en Hong et al. (2018), la creciente motivacién
para automatizar las tareas de clasificaciéon conduce a una reduccién del
coste y del tiempo en todo el proceso de mantenimiento del sistema que
podria derivarse de una clasificacién errénea. Esa es una de las razones del
uso de algoritmos de inteligencia artificial en la ingenieria de fiabilidad. En
Soltanali et al. (2021) se utilizan técnicas estadisticas y de soft computing
para proporcionar una estructura comparativa para predecir la fiabilidad
operativa en la industria de fabricaciéon automotriz. Sin embargo, a pesar
de la gran contribucion que las técnicas de soft computing han aportado a
la solucién de este problema, todavia quedan algunos inconvenientes por
superar.

El andlisis de fiabilidad centrado en estructuras de alta dimensién sigue
siendo un gran desafio ya que la mayoria de los métodos existentes su-
fren el problema conocido como maldicién de la dimensionalidad. En este
sentido, Li y Wang (2020) presentan un novedoso método conocido como
high-dimensional data abstraction (HDDA) para la reduccién de dimensién
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en el analisis de fiabilidad. En su enfoque, los autores primero formulan una
estrategia para reducir la dimensionalidad del espacio de entrada creando
asi un espacio latente de baja dimensién que le permita obtener la funcién
de estado-limite para la prediccién de fallos. Centrados en la fiabilidad
estructural en Yiy Du (2022), se presenta una nueva estrategia de reduc-
cién de dimensién basada en first-order reliability method (FORM) para
que las contribuciones de las variables de entrada sin importancia también
se ajusten después de la reduccién de dimension.

Siguiendo estas ideas, en Gamiz et al. (2021) se propone un algoritmo
de aprendizaje supervisado que, entre otras cosas, permite cuantificar el
efecto que tiene cada componente sobre el rendimiento del sistema. Para
ello, se generaliza el concepto de la medida de importancia de Birnbaum y
se define una nueva version de esta medida que se utiliza para clasificar las
componentes del sistema en términos de importancia. Cabe destacar que la
nueva medida tiene un caracter local en el sentido de que ofrece informacion
sobre el impacto que un cambio unitario en el estado de las componentes
produce en el rendimiento del sistema para diferentes regiones del dominio
del vector estado.

Las medidas de importancia de las componentes son relevantes para mejo-
rar el diseno del sistema y desarrollar politicas de reemplazo 6ptimas, ver,
por ejemplo Si et al. (2019) y Miziula y Navarro (2019). Una de las medi-
das mas populares es la medida de importancia de Birnbaum. De hecho,
como se senald en Si et al. (2019) las medidas de importancia tradicionales
pueden no ser efectivas para evaluar la contribucién de una componen-
te individual si su valor de fiabilidad se mide de tal manera que no cae
en el rango completo entre 0 y 1. Ademas, si las componentes son (esto-
césticamente) independientes, la medida de importancia de Birnbaum se
puede definir utilizando varias expresiones equivalentes. Sin embargo, re-
sulta que en el caso de componentes dependientes, diferentes definiciones
de medidas de importancia de Birnbaum conducen a diferentes conceptos.
En Miziula y Navarro (2019) los autores extienden esta medida al caso de
componentes dependientes en funcién de la contribucién de la componente
a la fiabilidad del sistema.

El aprendizaje automatico ha demostrado recientemente un enorme po-
tencial para el andlisis de fiabilidad en la industria Alsina et al. (2018)
y Afshari et al. (2022). La regresién logistica es un modelo probabilistico
considerado como uno de los algoritmos de aprendizaje supervisado mas
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exitosos para problemas de clasificacion Chen et al. (2011) y Phillips et
al. (2015). En Phillips et al. (2015) se destaca que los enfoques tipicos
de “caja negra”, como las técnicas de artificial neural networks (ANN) y
support vector machines (SVM) pueden ser dificiles de interpretar. Por el
contrario, los autores en Phillips et al. (2015) argumentan que la regresién
logistica ofrece una facil interpretacién, proporcionando informacion so-
bre el proceso de clasificacién y evitando posibles errores de clasificacion.
Phillips et al. (2015) proporciona un estudio comparativo basado en el ren-
dimiento predictivo de la regresién logistica, ANN y SVM a través de un
conjunto de datos reales de motores en camiones mineros, y muestran que
la regresiéon logistica supera los enfoques ANN y SVM en la prediccién del
estado real de los motores. Los arboles de decision y su generalizacion co-
mo Random Forest (RF) también son intuitivos y faciles de implementar,
pero no ofrecen una probabilidad para la salida como resultado directo.
Sin embargo, cuando se necesitan mas inferencia sobre el modelo, como es
el caso de este capitulo, la regresion logistica es el método recomendado,
Hong et al. (2018) y Lins et al. (2011).

Este capitulo supone una extension natural del capitulo anterior para sis-
temas mas complejos y de gran dimension en el sentido del nimero de
componentes, que se ordenan en bloques (posiblemente) de unidades co-
rreladas. De nuevo, nuestro objetivo principal es construir un modelo esta-
distico capaz de predecir la fiabilidad del sistema a partir de los datos. La
contribucion de este capitulo se puede resumir de la siguiente manera.

1. El modelo de fiabilidad se construye bajo el supuesto de dependencia
de las componentes. Este es un tema muy importante. Sin embargo,
por simplicidad, una suposicién muy comun es que las unidades del
sistema son estadisticamente independientes, lo que podria no ser
realista en muchas situaciones practicas. En este capitulo, asumimos
que las unidades en el sistema si pueden estar relacionadas.

2. Proponemos un nuevo algoritmo en el que introducimos un paso pre-
vio para reducir la dimension y crear un espacio de estados convenien-
te (espacio latente) para el ajuste del modelo. Una de las dificultades
que aqui se presentan tiene que ver con la seleccion del modelo, es
decir, nuestro procedimiento requiere seleccionar el nimero adecuado
de caracteristicas del espacio latente. Discutimos este punto en las
simulaciones.
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3. A diferencia del procedimiento explicado en el capitulo anterior, el
modelo logistico local se construye sobre un espacio latente en lugar
de tomar los estados de las componentes del sistema como variables de
entrada. Una de las consecuencias es que el problema de la coherencia
del sistema debe abordarse de manera muy diferente.

4. Se obtienen las propiedades asintoticas del nuevo estimador, en par-
ticular se presenta una expresion de la varianza del estimador.

5. La medida de importancia obtenida en este capitulo tiene en cuenta
la estructura de correlacion entre las componentes del sistema.

La estructura del capitulo es la siguiente. En la Seccion 3.2, se presentan
las diferentes herramientas estadisticas que se requieren en nuestro algo-
ritmo en un contexto general. En particular, se recuerdan brevemente los
conceptos basicos sobre el andlisis factorial y la regresiéon no paramétrica.
En la Seccion 3.3, se describe en detalle todos los pasos del nuevo algoritmo
destinado a construir la funcién de fiabilidad de un sistema complejo con
una gran cantidad de componentes que no se supone que sean estadisti-
camente independientes. En la Seccién 3.4, se presenta un extenso estudio
de simulacién para evaluar el rendimiento del método. En la Seccién 3.5
se aplica a un conjunto de datos reales. En la Seccién 3.6 se presentan di-
ferentes soluciones del problema planteado mediante técnicas de Machine
Learning. Finalmente, la Seccién 3.7 concluye este capitulo.

3.2. Metodologia

Seguimos el enfoque del capitulo anterior y ampliando los desarrollos del
mismo para analizar el caso de sistemas multicomponentes complejos, con
un gran numero de unidades que no se asumen como estadisticamente
independientes, lo cual es un supuesto mas realista especialmente cuando
el nimero de componentes en el sistema es alto.
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3.2.1. Un procedimiento de reducciéon de
dimensionalidad

Teniendo en cuenta la gran cantidad de informaciéon que manejamos ac-
tualmente, es muy comun que los conjuntos de datos tengan una gran
cantidad de caracteristicas. En nuestro contexto de analisis de fiabilidad,
significa que podemos tratar con sistemas complejos de multiples compo-
nentes, es decir, con una gran cantidad de unidades. No es factible ejecutar
el algoritmo para ajustar la funcion de estructura desarrollada en el ca-
pitulo anterior, ya que reducira el rendimiento del algoritmo y en general
no es facil visualizar muchas funciones en cualquier tipo de grafico. Una
solucion es reducir el nimero de caracteristicas en el conjunto de datos
utilizando, por ejemplo, un algoritmo de andlisis factorial (AF) que crea
factores a partir de las variables observadas.

El método que usaremos para el andlisis factorial se basa en el analisis de
componentes principales desarrollado por H. Hotelling (1933) y lo resumi-
mos a continuacion.

El andlisis de componentes principales (ACP) es un método de proyec-
cion lineal que proporciona como resultado una secuencia de subespacios
lineales anidados, que se adaptan a los datos disponibles. Es un método
de preprocesamiento ampliamente utilizado que ofrece diversas aplicacio-
nes, que van desde la reduccién de la dimensionalidad hasta la eliminacion
de ruido, Cui et al. (2020). El método realiza una descomposicién en va-
lores propios de la matriz de covarianzas empirica y considera el espacio
generado por los vectores propios correspondientes a los valores propios
principales.

Recordamos brevemente una soluciéon para ACP usando &algebra lineal,
ver Jolliffe (2002), Jackson (2003) y Jolliffe y Cadima (2016). Sea X una
matriz de datos de dimensién n X p, donde p es el nimero de caracteristicas
(covariables) y n es el nimero de individuos.

Los datos deben estar centrados con media 0 y desviacién estandar 1. El
objetivo es encontrar alguna matriz ortonormal I, es decir I'T" =1, tal que
se logre la siguiente representacion lineal

anpo — anprpxpo + E,
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donde la matriz Z,xp, se llama matriz de puntuaciones y contiene toda
la informacién de la muestra. La matriz I' se llama matriz de cargas y
aporta una medida de la fuerza de la relacion entre cada variable X y Z.
Las columnas de I' son las componentes principales de los datos. Dado que
en el modelo se mantiene un niimero menor de componentes principales
(po) que de variables (p), es decir, pg < p, hay un término de error que se
acumula en la matriz €.

Como ya se ha mencionado, ACP se basa en la descomposicién en vectores
propios y valores propios de la matriz de covarianzas de los datos X =

X'X. Entonces, podemos escribir ZI'; = AT, Z?‘)llj =1, donde A;

n_
denota el valor propio relacionado con el vector propio I';. Finalmente,
Z;=XTj, para j=1,2,...,po.

Esta ecuacion se interpreta de la siguiente manera: Z; son las proyecciones
de X en el espacio de autovectores {I';, j =1,2,...,po}, con los autovalo-
res A; midiendo la cantidad de varianza explicada, es decir, la informacién
que guarda cada uno de las componentes principales, que se ordenan de
forma descendente de acuerdo con esta cantidad de informacién captura-
da. En Jackson (2003) se puede obtener mas detalle sobre el andlisis de
componentes principales.

3.2.2. El modelo de fiabilidad transformado

El estado de la j-ésima componente del sistema es una variable aleatoria
X; (j=1,2,...,p), que es directamente observable y que toma valores en el
intervalo [0, 1]. Sea X = (Xi,Xa,...,X,) €l vector de variables que describe
el desarrollo interno del sistema. Como en el capitulo anterior, el vector X
da los estados de todas las componentes del sistema y la variable Y toma
el valor 1 cuando el sistema esta operativo y 0, en caso contrario.

El objetivo principal es construir un modelo capaz de predecir la probabili-
dad de que el sistema funcione conocido el vector de niveles de rendimiento
de sus componentes. Cuando el nimero de variables en el modelo de re-
gresion es muy grande, pueden surgir ciertos problemas, como sobreajuste
y un aumento del error de prediccién, James et al. (2013). En este capitu-
lo, proponemos reducir la cantidad de caracteristicas antes de construir el
modelo de regresion.
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Después de ejecutar el algoritmo de Anadlisis Factorial (AF), obtenemos
un conjunto (reducido) de variables Z,2,,...,Z,,, que estan linealmente
relacionadas con las originales. Cada variable Z; podria identificarse con
un bloque (latente) construido a partir de variables correlacionadas del
espacio de estados original.

Podemos escribir la fiabilidad del sistema siguiendo el razonamiento si-
guiente. Como la fiabilidad del sistema se define

Rx)=P(Y=1|X=x),
usando Z = XTI, puede escribirse

R(z)=P(Y=1|Z=2),
donde denotamos z = xI'.

En otras palabras, dado Z = z, la variable aleatoria Y sigue una distribu-
cién binomial con pardmetro R(z). Observemos que R(-) no es la funcién
de fiabilidad del sistema, ya que la funcion de fiabilidad R da la proba-
bilidad de que el sistema esté operativo en funcion de los estados de sus
componentes, es decir, dado X = x. Entonces, para estimar la funcién de
fiabilidad, proponemos lo siguiente. Primero, ajustar el modelo logistico
local basado en las caracteristicas latentes (Zi,2s,...,Z,,), es decir, ob-
tener un estimador de la funcién ﬁ(z) Segundo, definir R = Ro p, donde
p :R? — RP0 | es una funcién lineal que transforma las variables originales
al espacio de caracteristicas latentes proporcionado por el algoritmo AF.

3.2.3. Regresion logistica-local en el espacio de factores

Ajustamos un modelo logistico local en el espacio de los factores (Z1,2s,...,Zy,)
como explicamos brevemente a continuacion, (ver Capitulo 2 para més de-
talle). Definimos

R(z)
8(z) =log —="—,
1 —R(z)
donde 7' = (z1,22,..-,2p,) ¥ & €s una funcién suave en términos de deriva-

bilidad.
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Definimos by = g(z¢), y bj = %(ZO)’ j=1,2,...,po. Se puede escribir
Zj

para z proximo a zy convenientemente elegido, esto es para todo z tal que
|z—zo|| < h, con ||-|| la norma Euclidea y h > 0 suficientemente pequeno.

De este modo, podemos aproximar la funcion R mediante

e(lv(Z_ZO)I)b

RO(Z) = 1+ e(1,(z—20)")b” (32)

para todo z tal que ||z —zp|| < &, y h > 0 suficientemente pequena, y b =
(bo,b1, ... by, ).

El vector de parametros b puede ser estimado localmente por maxima
verosimilitud. En otras palabras, si nos basaramos en un conjunto de da-
tos {(z1,Y1),(22,Y2),...,(2,,Yy,)}, €l valor de b maximiza la funcién de
verosimilitud local dada por

Ip(b) = éWh,o(Zi) (Yi(zi —20)'b) —log (14 exp((z; —20)'b)) ,

donde {wj0(z;),i = 1,2,...,n} determina los pesos de las observaciones
alrededor del punto de estimacién zy. Esto es para asegurar que la aproxi-
macion lineal de g dada en (3.1) se considera solo en la ventana donde es
valida. Definimos

wi0(2i) = Ku(||zi —20l]),

con Kj(-) = (1/h)K(-/h), siendo h el parametro ancho de banda que con-
trola la cantidad de suavizado.

Resolviendo el problema de las ecuaciones no lineales dado por [j(b) =0
con [, el vector gradiente de Iy, podemos obtener una estimacién local de
la funcion g, luego, el valor estimado de by proporciona una estimacion
de g(xp) y también obtenemos las estimaciones de las derivadas parciales
correspondientes.

Dada la relacién entre Z y X proporcionada por FA| el modelo dado en (3.2)
implica un modelo logistico local en el espacio de las variables originales.
Este punto se detallara en la Seccién 3.3 donde se explica al completo el
algoritmo.
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3.2.4. Isotonizacion

El modelo de regresién local no se basa directamente en los datos originales,
sino que utiliza la matriz de puntuaciones proporcionada por el algoritmo
AF. Como se menciond en el capitulo anterior, la regresion no paramétrica
produce estimadores con buenas propiedades asintoticas, como consisten-
cia y normalidad, que se alcanzan con una tasa de convergencia razonable.
Sin embargo, estos estimadores no son necesariamente monétonos.

En este contexto de sistemas coherentes, la variable de respuesta del mo-
delo de regresién (el estado del sistema) tiene que ser mondtona en cada
variable original (estado de la componente). En principio y en general, las
caracteristicas que utilizamos como entrada del modelo logistico local no
tienen una interpretacion clara en nuestro problema, por lo que no pode-
mos asumir que la respuesta es mondtona en funcién de ellas. Por lo tanto,
proponemos que el paso de isotonizacion se implemente una vez que se
complete el proceso de transformacién hacia atras y el modelo se exprese
en términos de las variables originales.

El procedimiento de isotonizacion que usamos en este capitulo es el algo-
ritmo hinge presentado en Meyer (2010) que es simple, répido e intuitivo
(Meyer (2010)). Como se mencioné anteriormente, aplicaremos este algo-
ritmo una vez que se haya ajustado el modelo logistico local a los datos, es
decir, ejecutamos el algoritmo de isotonizacién con {ﬁf}, parai=1,2,...,n,
siendo éste el valor estimado de Rf = P(Y =1 | x;) por el modelo logistico
local expresado en términos de las variables originales después de ejecutar
la transformacion inversa correspondiente desde el espacio de factores co-
mo se explica en la Seccién 3.2.3. Obtenemos R;, para i =1,2,...,n, una
estimacion de la fiabilidad del sistema en la configuracién de componen-
tes determinado por X; que cumple con las condiciones de coherencia del
sistema.

3.3. Analisis de fiabilidad de sistemas
complejos

Sean {X,Y} los datos observados donde X es una matriz de dimensién
n x p. Cada entrada de la matriz para i = 1,2,...,n, es una configuracion
de los estados de las componentes de un sistema de dimensién p. El estado
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del sistema viene dado por una variable aleatoria que se supone que toma
valores en el intervalo [0, 1]. Las componentes del sistema no son necesaria-
mente independientes. Y es un vector de dimensién n. Para i =1,2,...,n,
Y; =1 si el sistema estd operativo y 0, en caso contrario.

3.3.1. El algoritmo FA-RL-IS

El algoritmo se divide en los siguientes pasos:

Paso 1. Centrar las columnas de la matriz X, esto es para cada j=1,2,...,p,

. 1 1
definir U= (X; — ;) /0j, con pj =~ Y- Xij y 0= \/; Y (Xij — 1),
para j=1,2,...,p. Sea Xy una matriz diagonal con el j-ésimo elemen-
to 0j, y M=1,(u1, a,...,H1p), con 1, un vector columna unitario de

tamafio p. Denotamos U = (X —M)Z; ", luego U es una matriz de
dimension n X p.

Paso 2. Aplicar un algoritmo AF al conjunto de datos escalados U y transfor-
mar los datos a un conjunto reducido denotado como {Z,Y },xp,, con
po < p, v Z=1UTr, siendo I' la matriz de coeficientes proporcionados
por el algoritmo AF de dimension p x po (ver Seccién 3.2.1).

Paso 3. Ajustar un modelo logistico local basado en el conjunto de datos re-
ducidos {Z,Y} (ver Seccién 3.2.3) usando el siguiente criterio de va-
lidacién cruzada leave-one-out (LOOCYV) para la seleccién del ancho
de banda.

3.1 Sea h un ancho de banda variando en una rejilla {hy,hy,... Ay}

3.2 Construir el modelo logistico local basado en el conjunto de datos
reducido {Z,Y} y estimar Rj(z;) para todo i=1,2,...,n.

3.3 Para i =1,2,...,n, sea el conjunto de datos leave-one-out (loo)

{Z,Y}=9 el conjunto de datos sin la i-ésima entrada. Sea ﬁé_i) (z)
el modelo ajustado usando el conjunto de datos loo y estimar
R,S_l)(zi), para todo i=1,2,...,n.

3.4 Definir la puntuacion de la validacién cruzada como

O(h) = éﬁh(ziﬁ —22Yi§,§">(z).
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Paso 4.

Paso 5.

Paso 6.

3.5 Definir hey = argmin, Q(h).

Sea Xy una configuracion particular de los estados de las componen-

tes del sistema. Sea zg = (xo — (U1, U2, - - - ,,up))):.gll", y construimos un

modelo logistico local como hemos mencionado anteriormente. Enton-

ces, para z tal que ||z —zo|| < hcy, el modelo ajustado viene dado por
o(1,(z=20)")b

RCV(Z) = 1+e(1,(z—z0)t)i)\’

con b = (30,31,...,31,0)’ el vector de coeficientes obtenidos usando
hey.

Sea x tal que ||(x—%0)Zy 'T'|| < hey, entonces el modelo logistico local
en el estado x de las componentes se estima por

e(lr(X_XO)t)B

REy(x) = =,
cv(®) |+ e(Lix—x0))B

donde el vector de coeficientes estimados B es

Po = bo, (3.3)
[)’j:Gj_ll-‘j.i)\,o, j=12,....p; (3.4)

donde denotamos I'j. como la j-ésima fila de la matriz I, y B_o =
(b1,b2,...,bp,)". Nétese que B; depende de Xq.

bo

~ e

Tomar xo = X; y definir RS, (x;) = —, para i = 1,2,...,n. Usar
1 + ebo

el algoritmo descrito en la Seccién 3.2.4 para isotonizar estos valores

estimados y luego obtener la fiabilidad estimada de la i-ésima configu-

racion de estados de las componentes, esto es Rey (x;), i =1,2,...,n.

En la Figura 3.1 se presenta una descripcion grafica del algoritmo que he-
mos implementado para ejecutar las simulaciones mostradas en la Seccion

3.4.
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/Data {(Xq, Y1 )}/
(Xm Lp)

NormallzeX
U= (% - uj)/apf'lr e

/Data {(Ul, Yl) (Un, Y03 /
Uip)

__________________________________________________

-

2. FACTOR ANALYSIS
Find | Z = UT| with

Z,: = (Zilt ---'Zipo)'Po < P
I xp, loadings-matrix

3. CROSS-VALIDATE LOCAL-LOGISTIC MODEL

Define Q(h) = ¥, Rp(z)? — 23 YR( D(2)2 with
_ e(l,(z—zo) )b
Ro(@) = e

solve h¢y = arg m}}n Q(h)

4. BACK-TRANSFORM _~ y T e eeeees

Let BO = BOI E] = 0—]'_111]‘Ab_0,j=1,...,p

e(lr(x_xo)t )E
Tt (xR

Figura 3.1: Algoritmo AF-RL-IS.
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3.3.2. Medida de importancia de las componentes

Para j=1,2,...,p, pretendemos medir el efecto que tiene la componente
J-ésima sobre el rendimiento del sistema desde el punto de vista de la
medida de importancia de Birnbaum definida en el capitulo anterior, que
recordamos para mayor claridad.

Sea ¢(X1,X2,...,X,) la funcién de estructura de un sistema coherente de
tamafio p. Asumimos que Y = ¢(X;,Xp,...,X,) + €, el estado del siste-
ma, donde € representa ruido. Sea R(X1,X2,...,Xp) =E[Y | X =x1,Xp =
X2,...,Xp = Xp|, la probabilidad de que el sistema esté operativo cuando
X1 =x1,X3 =X2,...,X, =Xx,. Para cada j=1,2,...,p, la importancia de
la j-ésima componente en el sentido de Birnbaum se define como

JdR(X1,X2,...,Xp)
an ’

1°(j) =

Siguiendo las conclusiones del capitulo anterior, la importancia de una
componente con respecto al buen rendimiento del sistema se puede es-
tablecer segin la magnitud de la correspondiente derivada parcial de la
funcién logit, es decir, el valor del correspondiente coeficiente . Dado que
en la expresion

@ = (Rev(x))(1 — Rev (%)) B (x3).

X

el factor V(Y;) = R(x;)(1 —R(x;)) es un factor comin, para todo j, luego
IAB(]) =B, para j=1,2,...,p. La importancia de una componente parti-
cular es estimada localmente, es decir, I2(j,x;) = ﬁ] (x;), Vi, J.

3.3.3. Inferencia sobre el modelo

En esta seccion abordamos dos cuestiones importantes. Por un lado, nues-
tro objetivo es cuantificar la precisién del modelo ajustado. En este sen-
tido proponemos construir intervalos de confianza puntuales en torno a
la funcién de fiabilidad. Para hacerlo, primero obtenemos la distribucion
asintotica del estimador local que hemos obtenido en las secciones ante-
riores. Por otro lado, podemos evaluar y comparar diferentes unidades en
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el sistema en términos del impacto que tienen en el rendimiento del sis-
tema. Para ello proponemos formular el test correspondiente y resolverlo
utilizando el método de Montecarlo.

Intervalo de confianza asintético para la funcion de
fiabilidad

Para construir intervalos de confianza, primero obtenemos las distribucion
asintética de B.
Las estimaciones de verosimilitud local tienen una distribucion Normal

asintética, ver por ejemplo, Fan y Gijbels (1996). Entonces, tenemos que
b~ N(0,%}), con varianza

¥, = Var(b) = (Z'WVZ) ' ZWVWZ(Z'WVZ) ",

donde Xy, es la varianza del estimador b. Recordamos que b es el estimador
local en el espacio de factores. Donde W es una matriz diagonal cuyo i-
ésimo elemento es W (i,i) = Kj,(||z; — zo||), para i=1,2,...,ny, V es una
matriz diagonal cuyo i-ésimo elemento es V (i,i) = Ro(z;)(1 — Ro(z;)), para
i=1,2,...,n.

De modo que E ~ N(0,Xg), con varianza
Tp =X, TLI'E) ", (3.5)

donde X, ! y I' se han definido previamente en este capitulo.

Con esto podemos construir intervalos de confianza alrededor de R(Xg).
Sea xg € R? una configuracion particular y fijada de estados de las compo-
nentes del sistema. Usando las propiedades tedricas de los estimadores de
verosimilitud local definidos en la Seccién 3.2.3 y dado que By = Eo como se
ha deducido en la ecuacion (3.3), para un nivel de confianza (1 —o)100 %,
para la funcion de fiabilidad en la configuracién de componentes Xy se
obtiene el intervalo de confianza para By, es decir

Bo(%0) + g2 5, (%o), (3.6)

con O, la raiz cuadrada del elemento (1,1) de la matriz f‘.ﬁ donde sus-
tituimos los parametros por sus estimaciones, y q¢ denota el cuantil de
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orden 1 — % de la distribucién Normal estdandar. Entonces, el intervalo de
confianza para R(xg) se obtiene aplicando la transformacién logit inversa
flu)=1/(1+e") a los extremos del intervalo (3.6).

Test de hipodtesis para la comparacion de componentes

Consideramos el siguiente contraste

Hy :3;(x0) = Br(x0)
Hy :Bj(x0) # Pr(X0),

para un vector particular de estados de las componentes, dado por la ex-
., )
presion Xo = (Xo1,X02,---,Xop)"-

Para resolver el problema anterior, consideramos el estadistico Tjx = E B,
con Ej; un vector cuyos elementos son cero, excepto para las posiciones
J v k, que son, respectivamente, 1 y —1. De la ecuacién (3.5), obtenemos

que la varianza de estos estimadores es Var(Tj;) = E Var(B)E;.

3.4. Simulaciones

Para ilustrar nuestra metodologia, utilizamos en esta seccion sistemas si-
mulados que, entre otras cosas, nos permitiran evaluar la bondad de ajuste
de los estimadores propuestos en las secciones anteriores.

3.4.1. Verificacion de las propiedades del estimador con
muestras finitas

Como ya se menciond, para evaluar nuestro procedimiento, realizamos un
estudio de simulacion donde los sistemas considerados se basan en dife-
rentes configuraciones de RBD introducidas en la Seccion 1.5.2. La Figura
3.2 muestra una representacion grafica de las RBD correspondientes a los
tres casos analizados en esta seccion.

Los datos para cada caso se generaron de la siguiente manera. Hemos si-
mulado muestras de tamanos n = 50, 100,500. Sea p el tamano del sistema,
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System 1

Figura 3.2: RBD para los sistemas simulados.

en este caso, p =9,10, 15, respectivamente, en nuestros ejemplos. Los da-
tos consisten en una matriz con p+ 1 columnas. Las primeras p columnas
muestran el estado de las componentes Xi,X»,...,X,, mientras que la co-
lumna p+1 se refiere al estado del sistema Y, que toma los valores 1, si
el sistema esta funcionando y 0, en caso contrario. Cualquier par de com-
ponentes en el mismo bloque tienen una correlacion de 0.9, mientras que
las componentes en diferentes bloques son independientes, en la Figura 3.2
los bloques de componentes dependientes se han resaltado mediante lineas
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discontinuas.

El estado del sistema se ha simulado considerando una variable latente
que no es directamente observable y se supone que Y ~ N(¢(X), o), siendo
X = (Xj,Xs,...,X,) una configuracion del vector estado. Fijamos o =0.2
y finalmente se simula la informacion sobre el estado del sistema Y a partir
de una distribucién Binomial con probabilidad de éxito dada por R(x) =
P(Y > yp), con yo = 0.5.

Para cada modelo y tamano de muestra, hemos simulado M = 500 repe-
ticiones del experimento. Las tablas 3.1 a 3.4 muestran los resultados del
ajuste del modelo. En la Tabla 3.5 también se presenta una discusion so-
bre el nimero apropiado de factores (componentes principales o bloques)
a extraer.

La funciéon de estructura para cada modelo es la siguiente:

= Sistema 1. Consideramos un sistema en serie-paralelo con p =9 com-
ponentes, como se muestra en la Figura 3.2 (primer grafico). El sis-
tema estd compuesto por tres bloques conectados en serie. Los dos
primeros bloques estan dispuestos en paralelo y tienen tres y cuatro
componentes, respectivamente. El tercer bloque consta de dos compo-
nentes en serie. En este contexto, la funcién de estructura del sistema
esta dada por la siguiente expresion

¢(x) =

min(max(x, min(xz,X3)), max(min(x4, Xs), min(xg,Xx7)), min(xg, Xg) ),

donde x; denota el estado de la j-ésima componente, j=1,2,...,9.

= Sistema 2. Consideramos un sistema serie-paralelo con p = 10 com-
ponentes, como se muestra en la Figura 3.2 (segundo gréfico). El
sistema esta compuesto por cuatro bloques en paralelo conectados en
serie. Los dos primeros bloques tienen dos componentes cada uno y
los otros dos bloques tienen tres componentes cada uno. En este ca-
so, la funcion de estructura del sistema viene dada por la siguiente
expresion

¢ (x) = min(max(xp, X3), max(xs, X4 ), max(Xs, X¢, X7 ), max(xg, X9, X10)),

donde x; denota el estado de la j-ésima componente, j=1,2,...,10.
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= Sistema 3. Consideramos un sistema puente con p = 15 componentes,
como se muestra en la Figura 3.2 (tercer gréfico). Se ha modificado
la estructura puente simple introduciendo redundancia Sahoo et al.
(2014). Es decir, cada componente se ha reemplazado por un bloque
que consta de tres unidades conectadas en paralelo. La funcién de
estructura del sistema viene dada por la siguiente expresion

¢ (x) = max(min(xp,X4), min(x;,X3,Xs), min(xy,X3,X4), min(xz,Xs)),

donde X; = max(X3x—2,X3k—1,X3k), para k=1,2,...,5, y x; denota el
estado de la j-ésima componente, j =1,2,...,8.

En la Tabla 3.1 se presentan los resultados de bondad de ajuste del modelo
obtenido ejecutando el algoritmo AF-RL-IS. El parametro ancho de banda
ha sido seleccionado usando técnicas de validacién cruzada como se explica
en la Seccion 3.3.1. Para evaluar las propiedades del método, hemos com-
parado el modelo no paramétrico con los resultados obtenidos utilizando
un modelo logistico paramétrico para estimar la funcion de fiabilidad con
los mismos datos. Se proporcionan los detalles del modelo paramétrico en
Géamiz et al. (2021). Para comprobar la bondad de ajuste del estimador,
hemos calculado el area bajo la curva ROC (AUC) siguiendo las pautas
del Capitulo 2. Los resultados que se muestran en la Tabla 3.1 se calcu-
laron utilizando las fiabilidades estimadas para cada sistema (S = 1,2,3),
el tamano de muestra (n = 50,100,500) y el numero de factores latentes,
que toma valores pg = 3 para el Sistema 1, pg = 4 para el Sistema 2 y
po = 5 para el Sistema 3, dependiendo del modelo particular que se esté
analizando.

En nuestro contexto, el AUC se calcula como la probabilidad de que la
fiabilidad estimada por el modelo ajustado para un sistema operativo sea
mayor que la fiabilidad estimada para un sistema en estado de fallo.

Como puede verse en los resultados de la Tabla 3.1, el ajuste no para-
métrico supera al ajuste paramétrico para todos los sistemas y todos los
tamanos de muestra.

Las tablas 3.2-3.4 muestran los resultados de la precision del estimador
proporcionado por el algoritmo AF-RL-IS. A modo de comparacion, pro-
porcionamos tres tablas con los resultados obtenidos por diferentes méto-
dos. Los resultados de la tabla muestran el error de estimacion calculado
de la siguiente manera: para cada sistema (S) y tamafno de muestra (n),
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Algoritmo AF-RL-IS | Modelo logistico paramétrico
Tamano de muestra, n Tamano de muestra, n
Sistema | 50 100 500 50 100 500
1 0.909 | 0.903 | 0.896 | 0.838 | 0.831 0.822
2 0.912 | 0.903 | 0.901 | 0.813 | 0.799 0.785
3 0.895 | 0.906 NA 0.788 | 0.817 NA

Tabla 3.1: Area bajo la curva ROC (AUC).

fijamos el nimero de factores que queremos extraer (pg) y construimos el
modelo de regresion logistica local en el espacio de factores que representan
bloques de componentes en el disenio del sistema. Obtenemos los valores
estimados {I?,-, i=1,2,...,n}. Luego transformamos el modelo sobre el es-
pacio de las variables originales, por lo que obtenemos la estimacion sin
restricciones de la fiabilidad para cada punto como se explica en el Paso
5 del algoritmo en la Seccién 3.3.1, es decir {I?j‘ i=1,2,...,n} (Tabla 3.2).

Finalmente, obtenemos las respuestas isotonizadas {R},i=1,2,...,n} co-

mo en el Paso 6 del algoritmo (Seccién 3.3.1), que es la estimacién final
de la fiabilidad en cada elemento del conjunto de datos (Tabla 3.3). Ade-
mas, también obtenemos una estimacién de la fiabilidad para cada punto
usando el modelo logistico paramétrico (Capitulo 2). Repetimos este pro-
cedimiento para M muestras como se muestra en la Figura 3.1.

Para cada sistema, dada una muestra particular {(X",Y;);i=1,2,...,n},
con m=1,2,...,M, el error cuadratico medio MSE,, se puede calcular
como

. _I¢ 2
MSES,, =Y (RS)' —Rs(X1))
i=1

donde Rg(X?") denota la verdadera funcién de fiabilidad obtenida para el
sistema §; y I@;::” denota la estimacion de la fiabilidad correspondiente
usando el estimador no paramétrico no restringido, I?;Z" = I/?\j;T, el estima-
dor de fiabilidad no paramétrico isotonizado ﬁg’;n = k\?,z o la estimacién de

fiabilidad paramétrica, I?;’;" = I/Q\f’m.
Las tablas 3.2-3.4 contienen los valores promedio de MSEg,, a lo largo de

las M repeticiones del experimento, es decir AMSE® = MZ%I:lMSEg’m.
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COMPLEJOS

S=1|n 50 100 500
po | 1]0.0302 | 0.0304 | 0.0298
3 | 0.0183 | 0.0134 | 0.0076

4 10.0208 | 0.0148 | 0.0081
S=2|n 50 100 500
po | 2] 0.0289 | 0.0272 | 0.0241
41 0.0243 | 0.0189 | 0.0118

5 | 0.0246 | 0.0191 | 0.0121
S=31|n 50 100 500
po | 410.0418 | 0.0372 | NA
51 0.0378 | 0.0293 | NA

Tabla 3.2: Promedio del error cuadratico medio (AMSE) del modelo logis-
tico local sin isotonizacion, para los tres sistemas, tamano de
muestra n y diferente niimero de bloques, py.

Finalmente, en la Tabla 3.5, proporcionamos informacién relevante sobre
el proceso de construccién del modelo. En particular, en la etapa de eje-
cucién del algoritmo AF, debemos decidir la cantidad éptima de factores
(bloques) que necesitamos extraer para obtener un modelo que reduzca
convenientemente la dimensién del problema sin una pérdida significativa
de informacion. Hemos considerado el test de hipétesis implementado por
la funcion factanal del software R. Para cada valor de pg indicado en la
Tabla 3.5, la hipdtesis nula evalia que el nimero de bloques igual a pg
es adecuado para explicar la variabilidad de los datos. Como era de es-
perar, el p-valor (PVAL) aumenta con el valor de pg. Para el Sistema 1,
el procedimiento sugiere que un modelo con dos bloques es adecuado, lo
que concuerda con el diseno del sistema como se puede ver en la Figura
3.2, donde las unidades estan dispuestas en dos bloques independientes de
variables correladas. Para el Sistema 2, se deduce que dos bloques no son
suficientes para explicar la variabilidad de los datos. Necesitamos al menos
po =3 6 po =4. Siguiendo el principio de parsimonia del modelo, mante-
nemos po = 3, que nuevamente esta de acuerdo con el diseno del sistema.
Ademas, aunque los resultados no se muestran aqui, hemos comprobado
que el algoritmo AF asocia correctamente las componentes a los bloques
de acuerdo con el diseno dado en la Figura 3.2. Las mismas conclusiones
se han obtenido para el Sistema 3.

Observacion. En el andlisis del sistema S3 no se ha considerado el caso
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S=1|n 50 100 500

po | 2] 0.0291 | 0.0290 | 0.0283

3 1 0.0182 | 0.0133 | 0.0074

4 10.0204 | 0.0146 | 0.0079
S=21|n 50 100 500

po | 3 10.0284 | 0.0266 | 0.0234

4 | 0.0240 | 0.0188 | 0.0117

5 | 0.0243 | 0.0190 | 0.0120
S=31|n 50 100 500
po | 410.0417 | 0.0371 | NA
50.0377 | 0.0292 | NA

Tabla 3.3: Promedio del error cuadratico medio (AMSE) del estimador
logistico local con isotonizacion, para los tres sistemas, tamano
de muestra n y diferente niimero de bloques py.

n = 500 debido al alto coste computacional asociado a esta simulacion.
Aunque después de examinar algunas réplicas del experimento, hemos ob-
servado que, como era de esperar, los resultados obtenidos con el modelo no
paramétrico superan al modelo paramétrico, como se muestra en la Tabla
3.1 para los sistemas S y S3. También se observa una tendencia decrecien-
te de la precision de la estimacién con el tamano de muestra. Dado que
nos interesa la alta dimensionalidad con respecto al tamano del sistema
mas que al tamano de muestra, no nos parece tan ilustrativo para nues-
tros propésitos considerar este ultimo ejemplo con tamanos de muestra tan
grandes.

3.4.2. Algunos problemas de inferencia

En esta seccién, nos centramos en el Sistema 1 pero, de manera similar, se
podrian usar los sistemas 2 y 3 para la discusion.

1. Intervalo de confianza para la fiabilidad dado un vector estado fijo.

Para un nivel fijo de estados de las componentes, primero estamos
interesados en construir intervalos de confianza para el indice de fia-
bilidad. En particular, tomamos Xy como un vector con elementos
x; =0.5, parai=1,2,...,9. Usando los resultados de la Seccion 3.3.3,
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S=1|n 50 100 500
po | 2| 0.0961 | 0.0967 | 0.0952
3| 0.0476 | 0.0469 | 0.0467

41 0.0250 | 0.0203 | 0.0166
S=2|n 50 100 500
po | 3] 0.0625 | 0.0605 | 0.0592
4 1 0.0384 | 0.0357 | 0.0346

5 | 0.0317 | 0.0266 | 0.0229
S=31|n 50 100 500
po | 4] 0.0681 | 0.0656 | NA
51 0.0631 | 0.0584 | NA

Tabla 3.4: Promedio del error cuadratico medio (AMSE) del modelo logis-
tico paramétrico, para los tres sistemas, tamano de muestra n
y diferente ntimero de bloques py.

podemos deducir la distribucién asintética del estimador Eo(xo). En
este caso, hemos simulado muestras de tamano n = 200 y para cada
una hemos construido un intervalo de confianza con un nivel de con-
fianza del 95%, es decir, By(xp) :tqQ_QZSC?ﬁO (xp). A partir de aqui, se
puede calcular facilmente un intervalo de confianza para la fiabilidad
del sistema en x( aplicando la transformacién logit inversa.

Realizamos M = 100 repeticiones de este experimento, por lo que
tenemos 100 intervalos de confianza para la fiabilidad en xg. Los re-
sultados se muestran en la Figura 3.3, donde hemos representado los
100 intervalos de confianza para la fiabilidad en xg. Hemos obtenido
que el tamano medio de los intervalos es 0.2628, lo cual es razonable
dado que el rango de R es (0,1). Para esta configuracién de compo-
nentes y bajo las condiciones especificadas en la Seccién 3.4.1 para el
modelo a partir del cual simulamos los datos, la verdadera fiabilidad
es R(xg) = 0.5. En la Figura 3.3, se agrega una linea discontinua en
el valor de fiabilidad real. Finalmente, tenemos que en este caso, la
cobertura empirica que se ha obtenido ha sido un 88 %.

2. Importancia de las componentes.

Usando el AF-RL-IS, hemos considerado el siguiente test de hipé-
tesis. Consideramos en las unidades 7 y 8. En cuanto al diseno del
sistema, se espera que un cambio de cierta magnitud en el estado de la
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S=1[n 50 100 500
po | 2] 8.135-1077 | 3.878-10717 | 7.045-10~ 138

3| 0.4660 0.4603 0.4559

41 0.6372 0.6567 0.6829

S=2|n 50 100 500
po | 3] 1.26-107° [ 1.225-10717 | 3.815.10~ 133

4| 0.4525 0.4463 0.4580

5| 0.5430 0.5815 0.5944

S=3|n 50 100 500

po | 4] 4311077 | 5.76-10~° NA

5 0.499 0.490 NA

Tabla 3.5: ACP: Pruebas del niimero de factores en el modelo.

100 confidence intervals
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Figura 3.3: Intervalos de confianza para R(Xo).

componente 8 tenga un mayor impacto en el rendimiento del sistema
que un cambio de la misma magnitud en el estado de la componente
7. En otras palabras, consideramos el siguiente contraste de hipotesis:

Hy :I; (XQ) = 18<X0)
H; :I7(Xo) < 18(X0)7

para X como se ha definido anteriormente.

87



CAPITULO 3. ANALISIS DE FIABILIDAD DE SISTEMAS
COMPLEJOS

Para resolver este problema, hemos construido un intervalo de con-
fianza basado en el método de Montecarlo. Especificamente, hemos
simulado M = 1000 muestras de tamano n = 200 del Sistema 2. Para
cada muestra, hemos utilizado el algoritmo AF-RL-IS para ajustar el
modelo no paramétrico y obtener una estimacion del vector de para-

metros ﬁm/(x()), para m = 1,2,...,M. Entonces, para cada muestra,
podemos obtener una estimacién de la diferencia 7 — Bg. Como re-
sultado, obtenemos una secuencia de 1000 estimaciones de f; — fBs.
Finalmente, usamos los cuantiles empiricos de orden 0.025 y 0.975,
respectivamente, basados en la secuencia estimada para construir un
intervalo de confianza para la diferencia de parametros 7 — fBs. Recha-
zamos la hipotesis nula si el intervalo resultante es negativo. Hemos
obtenido que el intervalo de confianza al 95% es menor que —0.1234.
La conclusion es que la componente 7 tiene un impacto menor en el
rendimiento del sistema que la componente 8 con un nivel de signifi-
cacion de o = 0.05 cuando el sistema se ejecuta en un configuracion
de componentes dado por Xg.

Consideremos una situacion diferente. En concreto, nos centramos en
las unidades 1 y 4

Hy :I1(x0) = 14(Xo)
Hi 1, (Xo) #* 14(X0)7

para Xg como en el contraste anterior. Hemos realizado el mismo pro-
cedimiento que el explicado en el caso anterior y se ha obtenido el
correspondiente intervalo de confianza de Montecarlo para la diferen-
cia B — Ba (—0.6871423,0.8941527). La conclusién es que no podemos
rechazar que la componente 1 sea tan importante como la 4 para el
rendimiento del sistema al nivel de significacién de o = 0.05.

3.4.3. Analisis de escalabilidad

Para analizar como la complejidad de los sistemas afecta al rendimiento
de nuestro método, hemos medido el tiempo de ejecucién a medida que
aumenta el nimero de componentes en el sistema. Hemos considerado los
tres casos representados en la Figura 3.2. Para cada sistema, hemos simu-
lado muestras de tamano 50, 100 y 500, respectivamente. Se ha registrado
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el tiempo de ejecucion para una sola simulacion para cada caso y se pre-
senta en la Tabla 3.6, para todos los sistemas y tamanos de muestra. Las
simulaciones se han realizado utilizando un procesador Intel Core i5-8600

K de 3.60 GHz.

S=1 50 100 500
po | 2 4.1751 segs | 10.9941 segs | 3.2526 mins
3 7.0606 segs | 18.6147 segs | 5.1491 mins
4 12.9206 segs | 34.0204 segs | 8.9630 mins

S=2 50 100 500
po |3 6.8160 segs | 18.4671 segs | 4.9339 mins
4 11.2588 segs | 29.5362 segs | 7.8049 mins
5) 13.5407 segs | 37.5550 segs | 9.6279 mins

S=3 50 100 500
po | 4 11.2356 segs | 29.7303 segs | 7.4008 mins
5 13.4553 segs | 37.1375 segs | 9.4367 mins

Tabla 3.6: Tiempo de ejecucion del algoritmo en términos de la compleji-
dad del sistema p, tamano de muestra n y ntumero de bloques

Po-

La figura 3.4 muestra el tiempo de ejecucién para cada caso en funcién del
tamano de muestra n y solo para el caso del niimero éptimo de bloques. En
el grafico podemos ver que el tiempo de ejecucion crece exponencialmente
a medida que aumenta el tamano de la muestra. Ademds, se puede ver en
el grafico que cuanto mayor es la complejidad del sistema, mayor tiempo
de ejecucion se registra.

3.5. Estudio de un caso real: Datos sobre

sensores de una bomba de agua

Analizamos un conjunto de datos relacionado con el funcionamiento de
una bomba de agua de un area geografica pequena. Los datos proceden de
la plataforma de datos www.kaggle.com/ y un analisis més detallado se
presenta en Alagarsamy (2021).
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Figura 3.4: Tiempo de ejecucién para los tres sistemas, para tamano de
muestra n y numero de bloques 6ptimo py.

En la pagina web hay muy pocos detalles técnicos sobre el sistema. La
informacion existente consiste en determinadas mediciones registradas por
51 sensores y el estado de la maquina cada minuto desde el 1 de abril de
2018 hasta el 31 de agosto de 2018. En total, hay 220320 registros y 54
variables. En este ejemplo, no observamos directamente el estado de cada
parte del sistema. En cambio, tenemos alguna medida registrada por el
sensor correspondiente que ofrece cierta informacion sobre el estado de la
parte correspondiente que esta controlando dicho sensor. Los sensores se
utilizan para registrar la temperatura, la presion, la vibracion, la capacidad
de carga, el volumen, la densidad del flujo, etc. Aunque somos conscientes
de que en este caso no observamos directamente el estado de las com-
ponentes del sistema, vamos a suponer en este ejemplo que cada sensor
identifica una componente concreta del sistema y que el valor registrado
en cada momento es una observacion del estado de esa componente.

En nuestro contexto, suponemos que observamos una muestra de compo-
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nentes independientes. En este caso, tenemos un seguimiento longitudinal
con un solo sistema con observaciones tomadas en un lapso de tiempo de
solo 1 minuto entre dos mediciones consecutivas, de modo que puede ha-
ber correlacién en la muestra. Para evitar este inconveniente, no tomamos
todos los registros de la muestra sino que consideramos mas distancia en
el tiempo entre los datos analizados. Tenemos una muestra de tamano
n = 153 que consta de todos los registros tomados a las 00 : 00 todos los
dias. Con esto aplicamos nuestro modelo con el objetivo de determinar
cuales son los sensores que dan informacién mas relevante sobre el com-
portamiento del sistema en el sentido considerado en este capitulo. Los
pasos que se han seguido son los siguientes:

1. Normalizar los datos. Los valores medidos por cada sensor estan rela-
cionados con diferentes magnitudes y, por lo tanto, dados en diferentes
escalas, por lo que es necesario normalizar los datos para tener valores
en la misma escala que posibiliten la comparacion.

2. Examinar las posibles correlaciones. En la Figura 3.5 se representa
la matriz de correlaciones de todas las variables (es decir, medidas
de los sensores). Como se puede observar, se pueden detectar algunos
grupos de variables con alta correlacion entre las variables del grupo.
Como hemos mencionado anteriormente, no se proporciona una des-
cripcion fisica del sistema en el sitio web que proporciona los datos;
sin embargo, algunos expertos en la materia han contribuido a tra-
vés de los foros de discusién habituales disponibles en la plataforma
tratando de encontrar la relacion entre cada sensor y la parte corres-
pondiente de la bomba de agua que este sensor estd monitoreando.
Segun la opinién de uno de los expertos, los primeros 14 sensores es-
tan monitoreando ciertos aspectos, todos relacionados con el motor.
El grupo medio de sensores esta monitoreando el rendimiento de dos
impulsores. Esto puede explicar en parte la estructura de correlacion
que se muestra en la Figura 3.5. Esto parece sugerir cierta estructura
modular (por bloques) en el sistema.

3. Hemos utilizado el paquete psych del software R, para realizar el
analisis factorial con estos datos. En primer lugar, determinamos el
nimero apropiado de factores a extraer por medio de un gréafico de
sedimentacion que se muestra en la Figura 3.6.

4. Analisis factorial. Usamos la funcién fa incluida en el paquete psych
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Figura 3.5: Matriz de correlacion.

para realizar un andlisis factorial exploratorio de variables latentes
basado en maxima verosimilitud. Luego, la matriz de correlaciones se
descompone en funcién de los valores propios y el vector propio. Las
comunalidades para cada variable son estimadas por los primeros cin-
co factores. Se obtienen las cargas y las correlaciones interfactoriales.
A continuacion damos la matriz de carga que ha sido estimada por
este procedimiento.

Como puede verse en los resultados presentados en la Tabla 3.7, la
estructura es muy clara para casi todos los sensores. Solo tres casos,
en concreto, el 40, el 43 y el 45, parecen no presentar una contribucion
clara a un tunico factor.

. Estimacion logistica local. El siguiente paso es ajustar un modelo
logistico local en el espacio de pg = 5 factores y luego hacemos una
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Figura 3.6: Grafico de sedimentacién. El andlisis paralelo sugiere que el

numero de factores es 5.

transformacion inversa de los resultados para escribir el modelo en
el espacio de caracteristicas originales de dimensién p = 51. El pa-
rametro ancho de banda se ha seleccionado usando un método de
validacién cruzada.

Con estos datos, no consideramos el paso de isotonizacion. En este
caso, los regresores considerados no corresponden directamente a los
estados de las unidades dentro de un sistema. Mas bien, las observa-
ciones que tenemos dan informacién parcial sobre los estados de las
componentes. De manera que, la propiedad de coherencia no se puede
considerar aqui y la isotonizacion de las respuestas estimadas no tiene
sentido en este estudio de datos reales y no se realizara. Tenemos un
modelo que predice la probabilidad de que la maquina esté funcio-
nando (funcién de fiabilidad) en funcién de los valores que muestra
cada uno de los 51 sensores instalados.

6. Medidas de importancia. Con el modelo logistico local ajustado po-
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Tabla 3.7: Matriz de cargas para el caso real considerado.

COMPLEJOS
Sensor Factor 1 | Factor 2 | Factor 4 | Factor 3 | Factor 5
Sensor00 0.786 0.214 0.388
Sensor01 0.730 0.120
Sensor(02 -0.111 0.859 0.254
Sensor03 -0.106 0.708 0.228 0.287
Sensor(04 0.940 0.113
Sensor05 0.457 -0.111 -0.211 -0.349
Sensor06 0.861 0.285
Sensor(Q7 0.927 0.150 0.108 -0.308
Sensor08 0.911 0.149 0.126 -0.356
Sensor09 0.828 0.101 -0.198
Sensor10 0.880 0.208
Sensorl1 0.856 0.313 0.129
Sensor12 0.804 0.231 0.141
Sensorl3 0.213 0.257 0.580
Sensorl4 0.969 0.115
Sensorl6 0.977 0.100
Sensorl7 0.917
Sensorl8 0.921
Sensor19 0.992 0.106
Sensor20 0.991
Sensor21 0.991
Sensor22 0.973 0.201
Sensor23 0.960 0.261
Sensor24 0.977
Sensor25 0.972 0.109
Sensor26 0.941 0.163
Sensor27 0.485 0.101
Sensor28 0.857 -0.107 -0.203
Sensor29 0.746 -0.360 0.168
Sensor30 0.860 0.145
Sensor31 0.825
Sensor32 0.836
Sensor33 0.871
Sensor34 0.499 0.389 -0.102
Sensor35 0.604 -0.130 0.507 -0.169
Sensor36 0.534 0.483 -0.153
Sensor37 -0.833 0.128 0.179
Sensor38 0.274 0.809
Sensor39 0.968
Sensor40 0.432 0.480
Sensor41 0.983
Sensor42 0.987
Sensor43 0.227 0.317 0.253
Sensor44 0.261 0.423
Sensor45 0.101 0.318 0.344 0.174
Sensor46 0.262 0.552 0.124
Sensor47 0.244 0.348 0.131
Sensor48 0.149 0.373 0.630 0.181
Sensor49 0.285 0.403 0.208
Sensor51 -0.177 -0.121 -0.429
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demos obtener estimaciones de las primeras derivadas de la funcién
de fiabilidad con respecto a todos sus argumentos. Hemos evaluado
estas derivadas en todos los puntos de estimaciéon que son los pun-
tos de tiempo de observacion (a las 00 : 00 todos los dias). Por lo
tanto, podemos evaluar cudl es el cambio en la fiabilidad causado
por un cambio de unidad en una ubicacién del sensor en particu-
lar. Asi podemos construir un rango de componentes (sensores) en
términos del efecto que tiene un incremento de una unidad en la co-
rrespondiente componente sobre la fiabilidad del sistema. Para cada
dato i =1,2,...,153, hemos calculado el vector cuyas entradas son
las correspondientes derivadas parciales para todos las componentes,
j=1,2,...,51, que estan dadas por

dR;; = BijRi(1 - R;),

donde B, j es el (j+ 1)-ésimo elemento del vector de coeficientes es-
timados B en el punto de estimacién i-ésimo, y R; es la estimacién
de la fiabilidad en el punto de estimacion i-ésimo. Como medida de
resumen, consideramos el promedio a lo largo de todos los puntos de
estimacion. Es decir, definimos

. 1 153
dR, = — R;;. .

Los resultados se presentan en la Figura 3.7. A partir de la gréfica,
podemos apreciar el efecto diferente que cada componente tiene sobre
el comportamiento del sistema. Considerando el valor absoluto que
ofrece la dR ;i definido en la ecuacién (3.7), dR j, es posible establecer
un rango de componentes detectando aquellas con mayor impacto en
el rendimiento del sistema, en el sentido de medida de importancia de
Birnbaum definida en el Capitulo 2. En este caso, las unidades moni-
toreadas por sensores con los niimeros 4, 3, 12, 50 y 13 se identifican
como las mas importantes, por lo tanto, para fines de mantenimiento,
se recomienda inspeccionar estos elementos con mas cuidado.
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X3 X4

0.006
x
s

X1 X13
X5 7 .
% x48

0.002 0.004
x
s

0.000

x27 X34 xhex37

X29x30 X35 X38

-0.002

. e e e 5oXD3 ., XD5X26
. . x22%23 .
X15x16x17X18x19X20X21 X24 R ]

X32

X28

-0.004

-0.006

Sensors

Figura 3.7: Promedio de las derivadas parciales estimadas de la funcion de
fiabilidad, d_Rj, para j=1,...,51.

3.6. Soluciones con Machine Learning
(Trabajo en desarrollo)

La creacién de sistemas cada vez més complejos requiere de nuevas herra-
mientas para modelar el andlisis de fiabilidad Zio (2009). En este capitulo
se presenta una método combinado de métodos de aprendizaje supervisado
y no supervisado que permita predecir el fallo del sistema y a su vez poder
elaborar un ranking de importancia entre las componentes de un sistema
con alta dimensién, que encuentra los puntos débiles del sistema para que
sean tenidos en cuenta para el mantenimiento. A continuacién revisamos
brevemente otros métodos existentes de Machine Learning (ML) que seran
aplicados a continuacién al ejemplo de datos reales.

» Redes neuronales: Las redes neuronaless constituyen una nueva for-
ma de analizar la informacién con una diferencia fundamental con res-
pecto a las técnicas tradicionales: son capaces de detectar y aprender
complejos patrones y caracteristicas dentro de los datos. Se compor-
tan de forma parecida a nuestro cerebro aprendiendo de la experiencia
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y del pasado, y aplicando tal conocimiento a la resolucién de proble-
mas nuevos. Una vez adiestradas las redes neuronales pueden hacer
previsiones, clasificaciones y segmentacion.

Las redes neuronales se construyen estructurando en una serie de ni-
veles o capas, al menos tres: entrada, procesamiento u oculta y salida;
compuestas por nodos o “neuronas”. Cuando un nodo recibe las en-
tradas o “estimulos” de otras, los procesa para producir una salida
que transmite a la siguiente capa de neuronas. La senal de salida ten-
dra una intensidad fruto de la combinacién de la intensidad de las
senales de entrada y de los pesos que las transmiten. Los pesos tienen
un valor distinto para cada par de neuronas que conectan pudiendo
asi fortalecer o debilitar la conexiéon o comunicacién entre neuronas
particulares. Los pesos son modificados durante el proceso de entre-
namiento.

El diseno de la red de neuronas consistira, entre otras cosas, en la
definicién del nimero de neuronas de las tres capas de la red. Las
neuronas de la capa de entrada y las de la capa de salida vienen
dadas por el problema a resolver, dependiendo de la codificaciéon de
la informacién. En cuanto al niimero de neuronas ocultas (y/o niimero
de capas ocultas) se determinara por el método de prueba y error.

Partial Least Squares (PLS): La regresién de minimos cuadrados
parciales, (PLS), introducida por Wold (1975) es un método estadis-
tico que tiene relacién con la regresion de componentes principales;
en lugar de encontrar hiperplanos de maxima varianza entre la va-
riable de respuesta y las variables independientes, se encuentra una
regresion lineal mediante la proyeccion de las variables de prediccion
y las variables observables a un nuevo espacio. Esta técnica es una
extension del analisis de regresion multiple en el que se analizan los
efectos de combinaciones lineales de varios predictores sobre una va-
riable de respuesta. Se establecen asociaciones con factores latentes
extraidos de variables predictoras que maximizan la varianza expli-
cada en las variables dependientes. Estos factores latentes se definen
como combinaciones lineales construidas entre variables predictoras
y de respuesta, de manera que la multidimensionalidad original se
reduce a un numero menor de factores ortogonales para detectar la
estructura en las relaciones entre variables predictoras y entre estos
factores latentes y las variables de respuesta. Los factores extraidos
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explican proporciones cada vez mas bajas de la varianza original. Ade-
méas, Partial least squares discriminant analysis, (PLS-DA) es una
variante que se utiliza cuando la variable Y es binaria.

= Random Forest: Es una combinacién de arboles predictivos el cual
trabaja con una coleccién de arboles incorrelados y los promedia (Has-
tie et al. (2001)). Se construye un arbol con un subconjunto aleatorio
de la muestra, se repite este proceso un nimero grande de veces y
el resultado de la prediccién se calcula promediando los resultados
de todos los arboles. El nimero de arboles es un parametro que por
lo general, se ajusta mediante validacion cruzada. Cada uno de los
arboles da una solucién posible y finalmente se combinan todos los
resultados de los modelos, lo que da un resultado final. Los célcu-
los internos se utilizan, asimismo, para medir la importancia de cada
variable.

Este método tiene la ventaja de ser un clasificador que funciona tanto
para variables continuas como para variables discretas. Es un modelo
robusto que soporta bien los datos con ruido y tiene una gran fiabi-
lidad. Se distingue principalmente del resto de métodos en que tiene
la mejor solucion al problema de calculo de importancia de variables.
Como inconveniente, aunque Random Forest es mucho mejor que un
arbol de decision, tiende también al sobreajuste, es dificil de inter-
pretar dado que no sélo hay que interpretar un arbol de decisién sino
varios a la vez; y tiene un alto coste computacional.

3.6.1. Aplicacion de los métodos de ML en el caso real

A continuacién, describimos los resultados obtenidos al aplicar los dife-
rentes métodos de aprendizaje descritos al problema de datos reales del
apartado 3.5. En este caso se ha procedido a realizar el siguiente trata-
miento de los datos antes de aplicar los métodos:

= Preprocesado del fichero: Eliminacién de aquellos que contienen algin
valor NA y normalizacion de los datos.

= Balanceo de datos. Existe una desproporcion considerable de Y =1
con respecto a Y = 0. Si se entrena el modelo en estas condiciones,
se crea un modelo que decide Y = 1 siempre, lo cual tendria una
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Figura 3.8: Red neuronal.

proporcion de verdaderos positivos muy alta simplemente al azar y
no porque el modelo sea correcto. Asi que se ha procedido a realizar
el banlanceo de los mismos, de modo que se conservan del fichero
original todos los registros con Y =0, y se eligen de forma aleatoria
igual nimero de filas de Y = 1.

= Datos de entrenamiento y test. Se dividen los datos de forma aleatoria
en una proporcién 80/20 que seran los datos de entrenamiento y los
datos para la validacién del modelo propuesto.

» Aplicacion de los diferentes métodos de aprendizaje.

Una vez realizado este procedimiento se ha procedido a implementar los
métodos de aprendizaje descritos 100 veces cada uno y asi obtener ciertas
medidas de validacion de los métodos que permitiran la comparacion entre
los resultados obtenidos.

Modelos con redes neuronales

Se han probado 3 modelos distintos de redes neuronales:

» Modelo A: Una red de 2 capas intermedias de 10 neuronas cada una,
como la de la Figura 3.8.
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= Modelo B: Una red sin capas intermedias.
= Modelo C: Una red de 1 capa intermedia con 4 neuronas.

Se han entrenado los tres modelos de red neuronal usando para ello una
serie de parametros. A saber:

- Red secuencial densa. Esto significa que cada neurona de cada capa
estd conectada a todas las neuronas de la capa siguiente.

- Activacion ReLu para capas intermedias.
- Activacién sigmoide para la capa final de salida.

- Algoritmo de optimizacion. ADAM, que es una combinacion de Adap-
tive Gradient Algorithm (AdaGrad) con Root Mean Square Propaga-
tion (RMSProp). Este algoritmo es el mejor algoritmo bésico y se
adapta muy bien a toda clase de problemas.

- Funcion de pérdida: entropia cruzada binaria, mas adecuada que el
MSE cuando la variable de respuesta es binaria.

Tras la finalizacién del entrenamiento de los modelos se obtienen que los
tres convergen rapido a una tasa de error proxima a cero, pero que el
B, que es el mas simple, es el peor de los 3 modelos. El siguiente paso
seria la validacion del modelo, para ello se han obtenido las proporciones
PFP (proporcion de falsos positivos) y PVP (proporcion de verdaderos
positivos) que se encuentran en la Tabla 3.8, dénde podemos observar que
los modelos A y C son parecidos y el B es el que presenta una mayor
proporcion de falsos positivos.

Modelo | PFP | PVP

A 0.0308 | 0.9928
B 0.0943 | 0.9910
C 0.0394 | 0.9945

Tabla 3.8: Validacion de los modelos de redes neuronales.

Por 1ltimo, para el modelo A presentamos en la Figura 3.9 un grafico
donde se muestra la importancia para ese modelo que cada sensor tiene en
el resultado final. Por orden, los sensores que resultan mas relevantes en
la deteccién del fallo del sistema son el 4, 5, 10, 11 y 28.
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Regresion PLS

En este caso se ha utilizado el algoritmo PLS-DA, que es un clasificador
para variables discretas ya que la variable Y toma los valores 0 6 1.

En primer lugar hay que decidir ctal es el nimero de componentes (com-
binaciones de variables) que hace minimo el error cuadratico medio de las
predicciones. En la Figura 3.10 se ha representado para cada nimero de
componentes el MSE obtenido. Se observa que el niimero de componentes
que hace minimo el error serian 8, aunque a partir de 5 componentes la
diferencia en el MSE obtenido es pequena, por lo que por el criterio de
parsimonia podemos decidir que se consideren 5 componentes. Una vez
seleccionado el nimero de componentes se valida el modelo y se obtiene
una tasa de acierto del 98.8 %.

Es posible obtener una vez finalizado el proceso la estimacion de los coefi-
cientes de cada sensor y la normalizacién de estos coeficientes permite la
identificacion de la importancia de cada sensor. Los coeficientes normali-
zados se presentan en la Tabla 3.9. Segin este método los sensores 28, 36,
4,23 y 31 se identifican como las mas importantes.

Random Forest

Se ha repetido el procedimiento del algoritmo como en los casos anteriores
y se ha obtenido una probabilidad de acierto del 99.43%. En este caso
los coeficientes estimados que proporciona directamente el método corres-
ponden con la importancia que cada sensor tiene en el resultado final. En
la Figura 3.11 se muestran los coefientes obtenidos, en la que podemos
observar que los sensores mas importantes serian 4, 0, 11, 12 y 5.

3.6.2. Resumen resultados

Los tres métodos de aprendizaje obtienen resultados bastante parecidos
en cuando a la tasa de prediccion, sin embargo, la interpretacién es muy
diferente y también lo es la clasificacién de los sensores en cada uno de
ellos. Sélo el sensor 4 aparece en el ranking entre los primeros en todos los
Casos.
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Sensor

Coeficiente normalizado

Sensor00
Sensor01
Sensor(02
Sensor03
Sensor04
Sensor05
Sensor06
SensorQ7
Sensor08
Sensor09
Sensor10
Sensorl1
Sensor12
Sensorl3
Sensor14
Sensorl6
Sensorl7
Sensorl8
Sensor19
Sensor20
Sensor21
Sensor22
Sensor23
Sensor24
Sensor25
Sensor26
Sensor27
Sensor28
Sensor29
Sensor30
Sensor31
Sensor32
Sensor33
Sensor34
Sensor35
Sensor36
Sensor37
Sensor38
Sensor39
Sensor40
Sensor41
Sensor4?2
Sensor43
Sensor44
Sensor4b
Sensor46
Sensor47
Sensor48
Sensor49
Sensorb1

1.4432
23.1506
49.8279

9.0896

54686.3446
1404.1684
30.2049
39.3384
37.4363
37.5713
486.4422
527.1688
263.8018
39.8323
7164.1337
9089.8283
9707.5952
0.3354
21933.6621
5625.4228
28006.1267
13779.6546
47703.8569
19524.8687
27320.5867
33787.6449
16687.3508
69164.6624
34990.6576
20726.4488
45972.3629
38273.2556
12731.3976
5446.9292
14039.6209
67951.8551
923.2331
1318.4663
1332.5707
1316.1345
780.9541
438.2133
484.6410
399.5580
295.9302
315.8884
308.0706
7971.7202
893.2390
7871.9074

Tabla 3.9: Coeficientes PLS normalizados.
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Algoritmo | Componentes por orden de importancia
AF-RL-IS 02-03-11-49-00
RN 04-05-10-11-28
PLS 28-36-04-23-31
RF 04-00-11-12-05

Tabla 3.10: Tabla comparativa.

La Tabla 3.10 muestra las componentes mas importantes por orden en
funcién del algoritmo utilizado. Los resultados obtenidos no son compara-
bles porque, por ejemplo, los métodos de ML usan balanceo, por tanto no
trabaja los mismos datos que el algoritmo AF-RL-IS.

3.7. Conclusiones

En este capitulo se ha propuesto una estrategia para tratar con sistemas de
fiabilidad de alta dimensién. A no ser que la experiencia muestre un diseno
razonable del sistema que permita utilizar algunas estrategias para el ajus-
te del modelo, el problema de estimacion tiene demasiadas caracteristicas
a tratar haciendo que las dimensiones del espacio crezcan exponencial-
mente mientras los datos disponibles se vuelven escasos. Hemos sugerido
llevar a cabo un procedimiento para la reducciéon de la dimensién, para
lo que hemos implementado un algoritmo capaz de transformar un gran
conjunto de variables en un conjunto de dimensién reducida. A tener en
cuenta cuando el nimero de caracteristicas es muy grande es que pueden
surgir ciertas correlaciones entre las unidades del sistema en la estructura
latente subyacente a los datos y entonces el anélisis factorial desarrollado
usando una metodologia de componentes principales sugerida aqui es una
herramienta apropiada.

Para ilustrar el método, hemos llevado a cabo un extenso estudio de si-
mulacion. Hemos considerado tres sistemas con diferente complejidad, en
términos del tamano de los sistemas (nimero de unidades) y la configu-
racion representada por diferentes RBD. En todos los casos, el algoritmo
AF-RL-IS proporciona buenos resultados, en cuanto al reconocimiento de
bloques y precisiéon del modelo. Ademas, para probar la importancia de
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las componentes, hemos construido intervalos de confianza basados en el
método de Montecarlo, lo que permite detectar debilidades en la confi-
guracién del sistema. También se ha considerado un conjunto de datos
real con fines ilustrativos y se ha comprobado el buen funcionamiento del
modelo.

Los métodos de Machine Learning proporcionan buenos resultados en la
predicciones, aunque no todos permiten una interpretacién sencilla del
resultado final, ni hay un control total de los calculos que se van realizando.
En esta linea se pretende seguir investigando en el comportamiento de estos
procedimientos y como poder adaptarlos a la situacion de cada problema
particular.

El contenido de este capitulo, excepto el ultimo apartado que corres-
ponde a un trabajo en desarrollo, se ha publicado en el articulo: Ga-
miz, M.L., Navas-Gémez, F., Nozal-Canadas, R., y Raya-Miranda, R.
(2023). Unsupervised and supervised learning for the reliability analysis
of complex systems. Quality and Reliability Engineering International.
http://dx.doi.org/10.1002/qre.3311.
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Figura 3.9: Importancia de los sensores segin la red neuronal del modelo
A.
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Figura 3.10: Nimero de componentes 6ptimo para PLS.
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Figura 3.11: Importancia de los sensores segun el algoritmo Random Fo-
rest.
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4 Modelos dinamicos basados en
procesos de Markov ocultos (HMM)

4.1. Introduccion

Los modelos de Markov ocultos (HMM) constituyen uno de los métodos
de modelizacion estadistica mas exitosos que han surgido en los tltimos
50 anos. El uso de estados ocultos (o inobservables) proporciona a estos
modelos un caracter genérico ideal para analizar gran variedad de comple-
jas series de tiempo reales, y esto unido a una estructura subyacente de
dependencia a priori simple (markoviana) ha facilitado la creacién de una
base tedrica sélida (propiedades asintéticas de los estimadores de maxima
verosimilitud, por ejemplo) asi como una potente implementacién algorit-
mica (basada en métodos de optimizacién y simulacién) con numerosas
aplicaciones en la préctica llegando a constituirse en una materia que es
auténoma desde un punto de vista tedrico y auto—suficiente desde un punto
de vista metodolégico (Cappé et al. 2005).

Los procesos del mundo real generalmente producen resultados o salidas
observables que se pueden caracterizar como senales, que pueden ser de
naturaleza discreta o continua, estacionarias o no estacionarias y pueden
registrarse puras o bien “corrompidas” por otras senales (ruido).

El problema de interés es entonces encontrar una descripciéon tedrica del
proceso que emite la senal con el fin de eliminar la distorsion o el ruido e
identificar la senal pura. Ademas estos modelos nos permitiran aprender y
reproducir mediante simulaciones el fenémeno que produce las senales sin
tener que disponer de la fuente. Este aspecto es muy importante especial-
mente cuando el coste que supone obtener las senales de la fuente real es
elevado.

A grandes rasgos, un HMM es una cadena de Markov, {X;;k > 0}, obser-
vada con ruido. En este trabajo asumimos que esta cadena toma valores
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en un conjunto finito. La cadena estd oculta, es decir no es observable. Lo
que si estd disponible al observador es otro proceso estocéstico, {¥x;k > 0},
relacionado con la cadena de Markov en el sentido de que X; gobierna la
distribucién correspondiente a Y;. Por ejemplo si ¥ tiene distribucién Nor-
mal, la correspondiente media y varianza estan determinadas por Xj;. La
cadena de Markov se denomina habitualmente el régimen o el estado mien-
tras que las observaciones de Y son referidas como senales o simbolos. Toda
la inferencia estadistica, incluso sobre la propia cadena, tiene que hacerse
en términos de {¥;} solamente, puesto que no hay informacién muestral
sobre {X;}.

En este capitulo, una de las finalidades es construir modelos de prediccion
de fallos del sistema suponiendo que no disponemos de medidas directas
de la degradacion del sistema que vendrian dadas por la observaciéon del
proceso {X;}. Més bien al contrario, el objetivo es construir un modelo (de
la familia. HMM) que nos permita a partir de las observaciones de otras
senales estimar el nivel de degradacion del sistema.

En su version mas sencilla, una hipdtesis importante que se asume es que
Xy es la tnica variable de la cadena que afecta a la distribucién de Y. Mas
especificamente, {(Xy,Yx),k > 0},es un proceso estocastico bivariante en el
que {X;} es una cadena de Markov y, condicionada a {X;}, {¥x} es una
secuencia de variables aleatorias independientes tales que la distribucion
condicional de ¥ s6lo depende de Xj (Baum y Petrie (1966), Rabiner (1989)
y Bickel et al. (1998)).

Para entender mejor esta dependencia se suele usar un grafo dirigido co-
mo el de la Figura 4.1. Los nodos (circulos) de la figura corresponden a
variables aleatorias, y las aristas y su direccion representan la estructura
subyacente. En resumen, la distribucién de la variable X, condicionada
a la historia del proceso, Xo,X1,...,X, esta determinada por el valor que
toma el nodo precedente X; (propiedad de Markov), y por otro lado, la
distribucién de Y, condicionada a las observaciones pasadas, Yy, Y1,...,Yi—1
y los valores pasados de los estados, Xo,Xi,...,X, estd determinada ni-
camente por Xj. Este tipo de dependencia es a lo que nos referimos como
estructura tipo M1-MO, donde M1 representa el grado de dependencia en-
tre las variables de la cadena oculta y MO en el proceso observado.

En este trabajo consideramos un modelo ligeramente mas general que el
presentado en la Figura 4.1. En concreto relajamos la hipotesis de inde-
pendencia condicional entre las variables del proceso {Y;} para asumir que
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Hidden states
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Figura 4.1: Modelo de Markov Oculto.

este proceso es también una cadena de Markov de primer orden donde,
en cada instante k, la matriz de transicién del proceso viene determinada
por el estado ocupado por la cadena oculta, es decir el valor de X;. Deno-
tamos este tipo de dependencia M1 — M1, ver Berchtold (1999). En otras
palabras, usaremos un modelo de la familia HMM donde la observacién en
un momento determinado depende no solo del estado oculto actual sino
también de observaciones previas.

En la Tabla 4.1 se proporciona una revision de este tipo de modelos.

En un contexto HMM el problema mas dificil de resolver es estimar de
forma éptima los parametros del modelo a partir de un conjunto de datos
(training). Una vez que el modelo se ha construido y validado, es necesario
evaluarlo, lo que implica el calculo de algunas probabilidades asociadas a
los parametros estimados del modelo (evaluation). Por tltimo, en muchas
situaciones resultara de gran utilidad determinar la secuencia 6ptima de
estados ocultos por los que ha pasado el sistema y que han dado lugar a
la salida registrada en la secuencia de observaciones (decoding). En el caso
particular de aplicaciones en fiabilidad, resolver las dos primeras cuestio-
nes nos permitira estimar las medidas de dependencia mas importantes
en un sistema: fiabilidad, disponibilidad, tiempos medios, etc. Resolver la
tercera cuestién informara sobre el proceso de degradacién que ha sufrido
el sistema hasta el estado ultimo observado.

En resumen, el principal objetivo de este capitulo es, por tanto, construir
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modelos estocasticos para describir la evolucion en el tiempo de un sistema
y estimar sus caracteristicas usando un modelo HMM con dependencia de
tipo M1-M1. Un importante campo de aplicaciones surge con el despliegue
de redes de sensores que observan y controlan equipos industriales y cuyo
uso se ha convertido en algo habitual hoy en dia. El estado real del equipo
es evaluado a partir de las informaciones proporcionadas por los sensores.

Definiremos algunas medidas de fiabilidad en este contexto y llevaremos a
cabo un andlisis de sensibilidad con el objetivo de controlar senales de fal-
sos positivos (negativos) que podrian inducir a creer erréneamente que el
sistema real esta en estado de fallo (funcionamiento) cuando en realidad no
es asi. También introduciremos algunos aspectos que tienen que ver con el
mantenimiento del sistema basados en el modelo considerado. Introducire-
mos el concepto de signal-runs que se usaran en el calculo condicionado del
estado del sistema. Finalizaremos este capitulo presentando una aplicacion
con datos reales procedentes de un sistema que representa una bomba de
agua que abastece a una pequena localidad y que es monitoreada por un
sistema de sensores instalado en el sistema y que regularmente informan
sobre determinados aspectos del rendimiento del sistema (mismo conjunto
de datos del capitulo anterior).

4.2. Modelo M1M1-HMM en tiempo discreto

En esta seccién estamos interesados en los estados consecutivos ocupados
por el sistema en una rejilla de tiempos equiespaciados y, por consiguiente,
consideramos un proceso estocastico en tiempo discreto para representar
el comportamiento del sistema.

4.2.1. Descripcion del modelo HMM con dependencia
de tipo M1M1

Sea {(Xy,Y,),n > 0} un proceso estocastico bidimensional tal que X, es
una cadena de Markov en tiempo discreto (DTMC) que toma valores en
el conjunto E = {1,2,...,d} (a los que llamaremos estados), e ¥, es una
DTMC con valores en % = {y;,y2,...,ys} (alos que llamaremos sefiales).
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Denotamos por P = (P;j; i, j € E) a la matriz de transicién de la MC {X,}.
Para un i € E fijado, las transiciones de la MC {Y, } ocurren de acuerdo a
la matriz Q;, que es,

Qiyi,yn) =PYu=yn | Yuo1 = y1,. X0 =),

para todo y;, y, € #. En general, tenemos que {Q;,Q,,...,Q;} son las
posibles matrices de transicién para la DTMC {Y,}.

Puede comprobarse que {(X,,Y,),n > 0} es una cadena de Markov bidl—

mensional en tiempo discreto con matriz de transicién denotada como P
y cuyos elementos son

P((i,y1), (J,yn) = P((Xn, Yu) = (G, 30) | Xn—1,Yn—1) = (i,31)) =
= P;jQ;i(yi,Yn), (4.1)

para todo (i,y;),(j,yn) € E. Esta matriz, se puede escribir de forma com-
pacta como sigue: Primero, para todo i € E, definimos el subconjunto de
pares cuyas primera componente es i, esto es, | = {(i,y1),---,(i,y5)}. En-
tonces podemos dividir el espacio de estados como sigue E=1U2U...ud
y finalmente la matriz de transiciéon del proceso bidimensional se puede
escribir por bloques como

Pi1Qq | P2Qy | ... | PLaQy

- P P .| P

5_ 21'Q1 2292 . 2dQu | (4.2)
PnQy | PpQy | ... | PiaQy

donde, para i,j € E, la submatriz P;;Q; da las transiciones de la clase de
estados i a j.

Asumimos que la primera componente del proceso bidimensional, es decir
X,,, no es directamente observable mientras que la tnica informacién que
se registra a lo largo del tiempo estd dada por la segunda componente, es
decir Y;,, como se describe en la Figura 4.2.

De este modo, {(X,,Y,),n >0} es lo que vamos a denominar un proceso de
Markov oculto en tiempo discreto con estructura de dependencia M1-M1,
puesto que tanto el proceso oculto {X,} como el proceso observable {Y,}
son respectivamente una MC de orden 1. A continuacién denotaremos este
proceso como DT-M1MI1-HMM.
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Flidden states

[ P P P
O ..
p
Y, Y, Yo [ — Yy
Q Q, Qu

Observed signals

Figura 4.2: El modelo HMM en tiempo discreto con estructura de depen-
dencia M1-M1.

4.2.2. Estimacién por maxima verosimilitud

En esta seccion describimos el procedimiento de estimacion que vamos a
considerar en este contexto de modelos de tipo HMM. Para facilitar la
lectura empezamos representando la notacién y parte de la terminologia
que se usara en el resto del capitulo.

Notacion:
" YR = Y Yt Y
. X,fll”Q = {Xp, s Xa 15> Xey 1ky )
= O es el conjunto de posibles parametros del modelo.
» 0 es el vector de pardmetros desconocido: 8 = (60, 6,).
= 0 es el verdadero vector de parametros.

» 6, = P* donde, P* es la matriz P sin la d-ésima columna. El ntimero
de pardmetros distintos en 6y es: d-(d —1).

» 0, =(Q7,Q3,...,Q)) con Q; la matriz Q; sin la s-ésima columna. El
nimero total de pardmetros a estimar en 6, es: d-(s—1)-s. Entonces,
el tamatio del vector @ esd-(d—1)+d-s-(s—1).

= Condiciones iniciales: Xo = 1, Yo = y1, luego a = (1,0,...,0)(1xq),
B=(1,0,...,0)(1s)-
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4.2.3. Estimaciéon por maxima verosimilitud del
DT-M1M1-HMM. Analisis de consistencia y
normalidad asintética

Supongamos que observamos una muestra, es decir YIN ={",Y,...,Yn},
que consiste en un conjunto de observaciones del proceso {Y, }. A partir de
aqui podriamos construir la funcién de verosimilitud como sigue

L(8)=pe(Y{')= ), Po(Xi'.Y"), (4.3)

XNeEN

entonces el objetivo es encontrar @ que maximiza la funcién de log verosi-
militud, esto es

~

0 = argmax ¢(0), (4.4)
6

con £(0) =1ogL(0).
Se asumen las siguientes condiciones (Barbu y Limnios 2008):

A1l. La cadena de Markov X es ergddica, es decir, irreducible y aperiodica,
y estacionaria;

A2. La cadena de Markov Y es ergddica, es decir, irreducible y aperiédica,
y estacionaria;

A3. Existe un entero n € N tal que la matriz de informacién de Fisher
d*logpe(¥}")

1,(80) = —E ,
LJ

es no singular, donde log pg (Yév ) es la funcién de log verosimilitud
definida de la ecuacién (4.3).

Basado en Baum y Petrie (1966), Bickel et al. (1998), Barbu y Limnios
(2008) y Gamiz et al. (2023a) los siguientes resultados son directos.

Teorema 5. Bajo los supuestos Al - A3, dada una muestra de observacio-
nes {YN}, el estimador mdzimo verosimil Oy = (61,6:)y de 8 = (6,,6,)
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es fuertemente consistente cuando N tiende a infinito. Ademds, el vector
aleatorio

VN (By—80) =

—((PY(i, f)1<i<a1<j<a)s (@) isyn)1<i<an<i<si<h<s))]

es asintoticamente Normal, cuando N — oo, con media 0 y matriz de
covarianza la inversa de la matriz de informacion de Fisher asintotica

1(69).
La matriz de informacién de Fisher asintética viene dada por
8210gIP9(Y0|Y_1,Y_2, .. )

100) = e, ( 96,06, eeo>- .
l?]

ver Baum y Petrie (1966), y en Douc (2005) se muestra que 1(0p) es no
singular bajo el supuesto A2.

A partir del Teorema 5, deducimos las propiedades de consistencia y nor-
malidad asintotica del estimador de la matriz P, tal como presentamos a
continuacion.

Consistencia

Proposicion 1. Bajo los supuestos A1-A3, dada una muestra de observacio-

nes {YN}, el estimador mdzimo verosimil de (lg((i,yl), (j,yh))> -,
(iayl)a(j7Yh)€E

denotado por (P((i,yl), (j,yh))> _, es fuertemente consistente cuan-

- . . (i:yl):(jayh)eE
do N tiende a infinito.

~

Demostracion: Las probabilidades de transicién para el proceso bidimen-
sional (X,Y) se obtienen como P((i,y;),(j,yn)) = P(i, j)Q;(y1,yx) para todo
i,jEEey,y, €%. Del vector de parametros 0 definimos la funcién

o - [O, 1]d-(d71)+d-s~(sfl) N [O, 1]d2-52’

tal que @ = (D ;1 p3i,j=1,2,...,d;[,h=1,....5) €0, l]dz's2 de la siguiente
manera:
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1<i,j<d, j#d; 1 <I,h<s, h#s,

D; i11(0)=P;0;(vi,yn); (4.5)

1<i,j<d, j#d; 1<I<s, h=s5,
s—1
D;j15(0)=Pj| 1= Qi(yi,yn) | ; (4.6)
h=1
w 1<i<d, j=d; 1 <,h<s, h+#s,

d—1
D 411(0) = (1 - Z Pij) Qa(y1,yn)s (4.7)

J=1

w 1<i<d, j=d; 1< ,h<s, h=s,
d—1 s—1
Digs(0)=(1-Y P | 1= Qi) |: (4.8)
j=1 h=1

Esta funcién devuelve un vector cuyas componentes son los elementos de
la matriz P convenientemente ordenados. Entonces, usando la consistencia
del estimador @y, que se expresa en el Teorema 5, y por la continuidad de
la funcién ® definida arriba, obtenemos el resultado deseado. O

Normalidad asintética

Proposicion 2. Bajo los supuestos A1-A3, dada una muestra de observa-
ctones {YIN}, el vector aleatorio Fy = (F(Ll),(j,h);i,jEE;l,heg/) tal que

~

Figy,(jn) = VN l(P((i’yl)’ (j’yh»)i,jeE;Lhe@/ N <P((i’y1)’ (j’yh)))i,jeE;l,%@]

es asintoticamente Normal, cuando N — +oo con media 0 y matriz de
covarianzas Yp = D Yo D", donde Lo es la matriz de covarianzas del

vector aleatorio Oy y D es la funcion definida en (4.5)-(4.8) cuya matriz
de derivadas parciales es denotada por @'.
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4.2.4. El algoritmo EM para el DT-M1M1-HMM

En lugar de resolver directamente el problema de optimizacién (4.4), con-
sideramos una versién del algoritmo EM que hemos adaptado para nuestro
contexto de MIM1-HMM, que se resume como sigue.

Definimos la siguiente funcién
v(6.6"") = Ego [logP(X}", 7| 6,7")], (4.9)
con 0,6(0) € ®. Para 8 dado, el objetivo es obtener, 0 tal que

o) = argm;ix v(0]6©).

i N
l//(e | 9(0)> :EO(O) log <HP6(Xk17Xk | YIN)PQ(X]C,Y]{,“Y]( | YIN)>]

N N
= Ee(o) Z logPO(Xk—th | YIN) + Z IOgPB(Xk,Yk_l,Yk | YlN)]
| k=1 k=1

N
= Z ]Ee(()) [lOgPG(Xk—ka | YIN):|

N
+ Z E 50 [long(Xk,Yk—hYk | YIN)}

k=1
N
=Y Y Y logPPyo) [Xio1 =i Xe=j| Y]]
k=1i€E jEE
N
Z ) 1og Qi(Ye—1,Yi)Pgio) (X =i | V})
k cFE

=wlzef”|e“)+w(e§>|e ),

En definitiva, podemos maximizar por separado la funcién ¥ para obtener,

respectivamente, 91(1) y 02(]), y finalmente definir o) — (91(1),92(1)).

A continuacién detallamos los dos pasos del algoritmo, es decir, paso de
maximizacién (M) y de calculo de valores esperados (E).
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Paso M

Para la iteracion m+ 1 del algoritmo tenemos una estimacién del vector

desconocido 8 dado por 0" = (efm),ez(m)). Entonces, tenemos que ma-

ximizar Y (0 | O(m)) y obtener 81,

Primero, consideramos y; (91 | O(m)), esto es,
(m+1) Al N
91 = argméx Z Z (IOgPij)]Pe(m) [Xk—l = i,Xk = ] | Yl } y
O «=1ijek

sujeto a Y jcp Pij = 1.

Usando el método de los multiplicadores de Lagrange obtenemos

N . .

pmt1) _ Zim1 g (X1 =i, X =j| )
T B Py (X =i 1Y)
k=11 gm) \(Ak—1 = 1| Iy

Segundo, consideramos v, (92 | o(" ))

N
7 (92 | e(m)> =Y Y 1020i(Yi—1,Yi)P yim) (Xi =i | YY)
k=1li€E

N
- Z Z Z log Qi(y,yl)1{Yk71:y7Yk:y’}Pe(m) Xe=i|Y]).
k=li€eEyye%

Nuevamente usamos los multiplicadores de Lagrange, y conseguimos

Q(m“)(y V) = Z:;cvzl P (Xk =i YlN) Ly ==
: , ZZ:1P9(m) (Xk =i YIN) I{Yk71=y}

donde 17y toma el valor 1 si la condicién {-} se cumple y 0, en otro caso.

)

Paso E

Para la iteracion m del algoritmo tenemos que calcular las siguientes pro-

babilidades:
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s Py (Xk1 =0, X =j | YY) Vi,j€E,Vk=1,...,N.
s Pooy (Xe=i|Y)Y);VieE,Vk=1,...,N.

Para hacerlo definimos lo que se conoce como familia de probabilidades
hacia atras y hacia adelante:

1. Probabilidades hacia adelante
Sea k=0,1,...,n,i € E, definimos

F™ (i) = By (Yg‘,xk - i) .

Entonces tenemos {Fk(m)(i), icE; k=0,1,... ,N}, que satisface la si-

guiente ecuacion de recurrencia

=Y F" ()P 0N (Y1, Y)Wk =1,...,N, Vi € E.
JjeEE

Para k = 0 llegamos a Fo(m)(i) =a(i)Bi(Yo).
2. Probabilidades hacia atras
Para k=0,1,...,N—1, i € E, definimos
B (i) = P (Y1 | Xe =i Yi)
Entonces tenemos una familia de probabilidades

{B,(Cm)(i), I€E, k=0,... ,N}, satisfaciendo

= ¥ P (1, Y1) B ()
JjeE

parak=0,...,N—1 yBj(\,m)(i)zl Vie E.

También tenemos que Py (YY) = Licp B(m)( )F, (m)(i), para cualquier
k=0,...,N,y, en partlcular Powm (Y} N =¥ . cpFn(i).

Finalmente, para k=1,...,N,

Py (Xe=i|Y]) =
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E" (0RO (Y1, Y B ()
Yper B (WE™ ()

Py (Xe1=1,Xc=J | YY) =

4.3. Modelo M1M1-HMM en tiempo
continuo

En esta seccién describimos el modelo en tiempo continuo.

4.3.1. Descripcion del modelo

Suponemos que en cualquier instante de tiempo ¢ > 0 podemos registrar
una senal ¥; que informa de alguna manera sobre el estado del sistema X;, el
cual no podemos observar (estado oculto). En este caso, {X;,t > 0} es una
cadena de Markov en tiempo continuo (CTMC) con matriz generadora A
y matriz de funciones de transicién P. Por otro lado, {¥;,# > 0} es también
una CTMC cuya distribucion depende del estado del sistema. Es decir, si
X () =1, las transiciones de la cadena Y ocurren segiin la matriz generadora
B;, es decir, denotamos la razon de transicién de y a y’, cuando el estado
oculto es i, mediante el correspondiente elemento de la matriz B;, es decir,
By, parai€ E, y paray, y' € % . La matriz de funciones de transicién en
la cadena Y cuando el estado oculto X; =i, es donotada por Q;.

En general, {(X;,Y;);t > 0} es una cadena de Markov bidimensional en
tiempo continuo con espacio de estados E = E x % y matriz de transiciéon
P con elementos

P((i,y"),(J,3)) = (1) Qs (1),
parai,jEEey,ye ¥ y Bi(t)=PX,=j|Xo=1)y Qjy,(t) =P, =y|
X;=jYo=)Y)parai,jeEey,ye¥.

La matriz generadora es A cuyos elementos denotamos por A((i,y), (j,yn))
para (i,y;), (i,yn) € E, se obtiene mediante el estudio de los siguientes limi-
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tes

1 : :
lim {PX; = j.Y: =yn | Xo = i,Yo = y1) — 8Oy, }

= lim

IP)(XI :] | X() = l)]P( =Yn | YO —YI,Xt - .] l]6ylyh

t—0 t

— lim Pij(t)Qjyyy (1) — 8ij 6Ylyh

t—0 t

para diferentes valores de i,j € E e y;,y, € %, y donde 6. es la funcién

delta de Kronecker.
Consideramos 4 casos:

» i £ jy [ +# h, entonces

Aliy1), (o)) = tim 220 ()

t—0 t

=0,

usando que, para i # j, P;j(t) = 0,7y, paral #k, Qj.yy, (t)/t = Bjyy, <

+o0, cuando t — 0.

m [ = jyl+#h, entonces

~ . . Bi(t)Qjiyyy, ()
A((layl)a (layh)) = lim Lt = Bj;)’l)’h’

t—0 t

usando que, P(t) = 1,y Qjiyy, (t)/t = Bjy,y,, cuando t — 0.

» (£ jey =y,=y, entonces

N ()ijy()

A((7y), (j,y) = lim

-0 Al]7

usando que, Qj.y(t) = 1,y Bij(t)/t —>A,-j, cuando t — 0.

» [ =jey =y,=y, entonces

A(iy), (iy)) = lim PO =Ly

t—0 t

donde escribimos

Pii(t)Qj;yy(t)_l

(Pii(t) - 1)Qj;yy(t) +Qj;yy(t) -

lim = lim
t—0 t t—0 t
P;(t)—1 oy ( 1
— lim ll( ) +11/m Q],y)’( ) ’
t—0 t t—0 1

usando que 1im; 0 Qj.yy(¢) = 1, para cualquier y € %'
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4.3.2. Estimacion del CT-M1M1-HMM a partir de una
estrategia de discretizacion

Para estimar las caracteristicas del modelo descrito en la Seccién 4.3 con-
sideramos un procedimiento que usa las observaciones de los estados del
sistema registradas en una rejilla de tiempos pre-especificada, es decir,
fh<t1 <...<ty,cont,—t,_1 =h, paratodon=1,...,N, y con h >0 pe-
quena. Consideramos el enfoque presentado en Gamiz et al. (2023b) donde
se analiza un HMM en tiempo continuo con estructura de dependencia M1-
MO.

Generalmente, entre otros, por motivos econémicos, no es posible realizar
un seguimiento continuo del sistema, sino que se registran observaciones de
forma regular en el tiempo. En otras palabras, asumimos que el sistema se
observa en los instantes t, =n h, con h > 0 alguna constante y n =20,1,....
Entonces podemos considerar una versién discreta del proceso bidimen-
sional, que es {(X,,¥,),n=0,1,...}, donde X, es la configuracién interna
del sistema en el instante t,, esto es X, = Xy Y, = Y; es el indicador
observado del rendimiento del sistema en el instante , (senal).

Dado que la matriz generadora de la cadena oculta es A = lim,_,o(P(z) —
I)/t, con I la matriz identidad, podemos definir, para un i > 0, suficiente-
mente pequeno

P(h) = Ah+1,

e, igualmente, tenemos

para todo i € E.

Mas especificamente, P;j(h) es el elemento (i, j) de la matriz P(h) definida
anteriormente, esto es P;j(h) =A;jh+ 6;j, para i, j € E; y, de manera similar,
para y',y € ¥, Qiyy(h) = Biyyh+ 8y, para i € E.

Basado en las observaciones {1711\' } obtenemos los estimadores f’(h) como

hemos explicado en la Seccién 4.2.2 y Q;(h), para todo i € E, y entonces se
definen los siguientes estimadores de los parametros del modelo en tiempo
continuo

~ P(h)-I
A=—"—
h )
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~  Q(h) -1
Bi:—Ql(h) , iEE,

para h suficientemente pequena. Las propiedades asintoticas de estos esti-
madores se pueden deducir usando unos argumentos similares a los dados
en Gamiz et al. (2023b).

4.3.3. Un sistema con dos unidades en redundancia
activa

Consideramos una estructura que consta de 2 unidades que funcionan con
redundancia activa de la siguiente manera. Cada unidad puede estar en
uno de dos posibles estados (operativo y fallo). Cuando la unidad i estd
en estado operativo, cambia al estado de fallo con una tasa A;, y cuando
cambia del estado de fallo a estado operativo lo hace con una tasa y;, para
i =1,2. Las unidades operan independientemente y el estado real de cada
unidad no estd visible para el observador. En otras palabras, los estados
de las unidades son ocultos.

La tnica informacion sobre el rendimiento del sistema se da mediante una
variable indicadora ¥; que toma el valor 0, cuando el rendimiento es bueno
y 1, en otro caso.

El espacio de estados de la estructura (es decir, el sistema de dos unidades)
se puede representar mediante el conjunto E = {1,2,3,4}, descrito en la
Tabla 4.2.

Si denotamos por X; al estado ocupado por la estructura no observada en
el instante ¢, entonces {X;,t > 0} es una CTMC que toma valores en E,
con matriz generadora dada por

—(2,1 —|-/lg) Ao M 0
1% —(+ A1) 0 M
A= 4.10
i 0 —(m4hk) A (4.10)
0 I U — (1 + o)

Para t > 0, P(t) = ¢ es la matriz de probabilidades de transicién.

Asumimos que {¥;,7 > 0} es una CTMC que toma valores en % = {0, 1} con
matriz generadora condicionada a la verdadera configuracion interna de la
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estructura como sigue. Si X; =i, entonces las intensidades de transicion del
proceso Y se dan mediante la matriz B;, parai=1,2,3,4,y Q;(t) = P es la
correspondiente matriz de probabilidades de transicion, esto es, la matriz
cuyas entradas son Qp01(t) =P(Y(t) =1|X, =i,Y(0)=0) =1—Qi00(t), ¥
Qi;lO(Z) = P(Y(l‘) =0 | X; = i,Y(O) = 1) =1 _Qi;ll(t)> paraic E.

Una descripcion completa del comportamiento del sistema se obtiene me-
diante el proceso bidimensional (X;,Y;), cuyo espacio de estados es el con-
junto E =E x % . Nuestro principal proposito es derivar las caracteristicas
de la distribucion de este proceso bidimensional.

En este caso, la matriz generadora de la estructura interna (no observable)
se da en (4.10). Entonces, para el proceso bidimensional (X;,Y;), el espacio
de estados E=E X%, con E ={1,2,3,4} e & ={0,1}, se puede escribir
como

E = {(170)7 (17 1)7 (270)’ (27 ]‘)7 (370)’ (37 1)7 (470)7 (47 ]‘)}7

y su correspondiente matriz generadora A es

A1+ Biy00 Bio1 Ap 0 Az 0 Ay 0

B0 A +Brn 0 Ay 0 Ay 0 Alg
Az 0 A2 + B0 By Ax 0 A 0

K _ 0 Az Ba:10 Axn + By 0 Az 0 Aoy
Az 0 Az 0 A3z + B30 Bs01 Azq 0

0 Az 0 Az Bs;10 A3z + B3 0 Azg

Ag 0 Agp 0 Ags 0 A4s+Bao Buo1

0 Ay 0 Ag 0 Ay By10 Ass+ By

Notacion matricial

Sin pérdida de generalidad, podemos representar los estados de la MC
oculta mediante E = {1,...,d}, y para la MC observable tomamos % =
{»1,---,ys}. Entonces los elementos del conjunto E se pueden ordenar como
sigue

E = {(1,y1),-- s (L,ys), (2,51) -5 (2,55), .-+, (d,¥1), ..., (d,ys) }.

Entonces, la matriz generadora del proceso bidimensional se puede expre-
sar como

A = A®I+ Diag(By,...,By), (4.11)

donde ® denota el producto de Kronecker matricial, y con Diag denotan-
do una funciéon que transforma un conjunto de d matrices cuadradas de
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dimensién s X s cada uno, en una matriz de dimensién d-s X d-s que se
puede escribir por bloques como sigue

B, 0 0

. 05 B2 cee OS
Diag(By,...,By) = DT ], (4.12)

Os Os Bd

donde 04 es una matriz cuadrada de ceros con dimensiéon s X s.

Observacion. En el caso particular de un sistema con dos unidades la
matriz de transicion P se determina por el siguiente vector de parametros

6 = (A1, A2, W1, U2, Bi1:01,B1:10, B2:01, B2:10, B3:01, B3:10, B4:01, B4:10, ) -

Todos estos parametros son interpretables desde el punto de vista del com-
portamiento del sistema. Por ejemplo, By.g; (B3.01) dan la tasa de fallo del
sistema cuando la unidad 1 esta operativa y la unidad 2 no estd operativa.
Si por ejemplo, las estimaciones muestran la relacion 31;01 > 32;01, esto
puede sugerir que la unidad 1 tiene mas impacto en el rendimiento del
sistema, lo cual puede ayudarnos a detectar zonas débiles en la estructura
del sistema para disenar estrategias de mantenimiento que prioricen estas
unidades. Todo ello, siempre que los indicadores brinden informacién fiable
como se vera mas adelante en la Seccién 4.5.1.

4.4. Fiabilidad a partir de modelos
M1IM1-HMM

En esta seccién definimos la funcién de fiabilidad a partir de ambos enfo-
ques, en tiempo discreto y en tiempo continuo.

4.4.1. Modelo en tiempo discreto

El modelo {(Xy,Y,);n=0,1,...} es una cadena de Markov bidimensional
en tiempo discreto con espacio de estados E = E X %y matriz de tran-
sicion P deducida en la Secciéon 4.2. Siguiendo el argumento en Géamiz
et al. (2023b), asumimos que el espacio de estados E se divide en dos
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subconjuntos tal que E = U UD, donde podemos denotar, por ejemplo,
U:={l,...,m}, los estados operativos, y D :={m+1,...,d}, los estados
no operativos. Por simplicidad, y sin pérdida de generalidad, esta notacion
se usa para los estados del sistema. Adicionalmente, los estados activos del
sistema se pueden definir no solo por U € E sino también mediante algiin
subconjunto de . En algunas situaciones, la informacién que obtenemos
sobre el funcionamiento del sistema se puede clasificar en dos grupos de
seniales. Por un lado, tenemos un grupo de senales indicando un buen ren-
dimiento, el subconjunto %; y, por otro lado, hay otro grupo de senales
%, para advertir sobre algiin problema grave en el sistema que implique la
interrupcién provocando asi el fallo del sistema, es decir, tenemos la parti-
cién % = % U%;. El conjunto de estados del proceso bidimensional (X;,Y;)
se puede escribir como E = E x %, con E = {(1 Y1)y (doyn), (1,y2),.
(d,yzg,...,(l,ys), (2,y5),---,(d,ys)}. Definimos U =U x ANy ng\di/,
con E =E X % ya definido.

Denotamos por .4 la primera vez que el sistema visita el conjunto de esta-
dos no operativos D, es decir, el tiempo de primera entrada en el conjunto
D, eso es, A =min{n >0: (Xn,Y ) € Z}. Por tanto, la fiabilidad del siste-
ma se puede definir como Rd( ) =P(A >n), para n > 0. Condicionando
sobre el estado inicial (i,y) € U =U x %, escribimos

E&y)(”) = Pi(AN >n)=Pi(X, cU,Y,c#,0<m<n)

= Pi((X,,Y,) €U,0<m<n), (4.13)

y entonces

= Y Ky

(iy)eU

para n=1,2.... Usando notaciéon matricial, podemos escribir
RY(n) = a(Pyp)"15,

donde 13[7(7 es la submatriz de P con todas las probabilidades de transicion

entre estados del subcojunto U , considerando una particién por bloques
de la matriz P como sigue

P= ( Pou | Pop ) (4.14)
Pri | Ppp
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A partir de una muestra Yi,...,Yy, definimos el siguiente estimador de la
funcién de fiabilidad en tiempo discreto como

ﬁd(n) = &(ﬁﬁﬁ)nlﬁ, n>0.

Usando un argumento similar al dado en Gamiz et al. (2023b), se puede
obtener el siguiente resultado.

Proposicion 3. El estimador ﬁd(n) es asintoticamente Normal, cuando
N — oo, para cualquier n > 1, es decir,

VNRUmN) — R n)) - N(0,Z0).

4.4.2. Modelo en tiempo continuo

El modelo {(X;,Y;);t > 0} es una cadena de Markov bidimensional en tiem-
po continuo con espacio de estados E=Ex% y matriz generadora ;& como
se deduce en la Seccion 4.3. De este modo, la matriz generadora A tiene
elementos dados en la ecuacion (4.11) y se puede escribir en bloques co-

mo
A= ( Aup | Ao ) (4.15)

DU | “*DD
Denotamos por 7 la primera vez que el sistema visita el conjunto de
estados inactivos D, es decir, el tiempo de visita del conjunto D. Consi-
deramos % = U X Ny 9=E& \% siendo E = E x #. Entonces .7 =

inf{r >0: (X,,Y;) € 2}, Por tanto, la fiabilidad del sistema se puede defi-
nir como R°(t) =P(7 > 1), para t > 0. Condicionando en el estado inicial

(i,y) e U =U x %1, escribimos
Ri (1) = P(T >1)=Pi(X, €U, Y, € #,0 <s<1)
= Pi(X,Y,) €U,0<s<1), (4.16)

y entonces

Z ~§€i,y) ()

(i,y)eU

para t > 0. Usando notacién matricial, podemos escribir

R(t) = aexp (Kﬁﬁ t) 15
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donde Kl?l? denota la submatriz de A con todas las tasas de transicién

entre estados del subconjunto U, como se expresa en (4.15).

A partir de una muestra Y5,...,¥y, con ¥ = Y(t,,) para un h fijado su-
ficientemente pequeno, definimos el siguiente estimador de la funcién de
fiabilidad en tiempo continuo

~

Ri(t)=a-exp(A, ;5t)-15, t>0.

hUU") "0
Usando un argumento similar al dado en Gamiz et al. (2023b), se puede
obtener el siguiente resultado.

—~

Proposicion 4. El estimador ﬁg(r) es asintoticamente Normal, cuando
N — oo, y h— 0, para cualquiert >0, es decir,

Va(Ry(r) ~ R(0)) % N(0.Zg).

4.5. Mantenimiento

En este trabajo, la estimacion de los parametros del modelo se basa en
una estrategia de discretizacién como se ha explicado en la Secciéon 4.3.2.
Es decir, las observaciones se registraron en una rejilla de puntos de tiem-
po discretos, de manera que formulamos el problema de las estrategias de
mantenimiento a partir del modelo HMM en tiempo discreto definido an-
teriormente. Es decir, definimos (X,,Y,) como en la Seccién 4.2. Siguiendo
la Seccion 4.4 asumimos que el espacio de estados del sistema se puede di-
vidir en dos subconjuntos, esto es E =U UD, con U los estados operativos,
y D los estados no operativos. Ademas, el conjunto de senales se puede
dividir en dos subconjuntos % = % U%5, con %, las senales seguras, e %
las senales de advertencia. Consideremos las politicas de mantenimiento
de la siguiente manera.

El sistema se inspecciona de manera regular para detectar cualquier proble-
ma e intervenir si es necesario. La estrategia natural consideraria realizar
un mantenimiento cuando se recibe una senal de advertencia del subcon-
junto %5. Sin embargo, incluso cuando llega una senal de advertencia,
existe una probabilidad distinta de cero de que el sistema funcione correc-
tamente. Entonces se realizaria un mantenimiento innecesario incurriendo
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en el coste de intervencion. Por otro lado, cuando se recibe una senal segu-
ra, es decir, consideramos el subconjunto %1, hay una probabilidad positiva
de que el sistema haya fallado a pesar de todo. Por tanto, el sistema no se
inspecciona aunque se detenga la operacién, lo que significa una pérdida
de produccién. En cualquiera de los dos casos, se pueden desencadenar
consecuencias economicas indeseables para el entorno del sistema.

Para prevenir estas situaciones, proponemos implementar una politica de
mantenimiento preventivo que minimice las probabilidades de error defi-
nidas a continuacion.

4.5.1. Analisis de sensibilidad

Se pueden cometer dos tipos de error cuando se toma una decisién en
base a la senal registrada. Por un lado, existe una probabilidad positiva
de recibir una senal de fallo (alarma) mientras el sistema esta funcionando
correctamente, a esto lo llamaremos Falso Positivo. Por otro lado, se puede
emitir una senal que indica el buen rendimiento mientras el sistema no
funciona. Este es un caso de Falso Negativo. Lo que se espera es que
el mecanismo que emite las seniales funcione bien en el sentido de que la
probabilidad de obtener senales falsas positivas (FPP) y la probabilidad de
obtener senales falsas negativas (FNP) sean lo suficientemente pequenas.
En lo que sigue discutimos el modelo en tiempo discreto solamente.

Definicion 11. Tipos de error

1. La probabilidad de Falso Positivo (FPP) se define como

FPP(n):=P(Y, € % | X, €U), n=1.2,.... (4.17)

2. La probabilidad de Falso Negativo (FNP) se define como

FNP(n) :=P(Y, €% |X,€D), n=12,.... (4.18)

Se puede comprobar que

(4.19)
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P(Y, € %) — A, (n)
1-A,(n) ’

donde A,(n) =P(X, € U), para n=1,2,..., muestra la disponibilidad (in-
terna) del sistema en la n-ésima observacion, y A,(n) = P((X,,Y,) € U) es
la probabilidad de que el sistema esté operativo y la senal recibida indique
un buen rendimiento.

FNP(n) = (4.20)

4.5.2. Signal-runs

Dado que un mecanismo eficiente de control de falsos positivos es crucial
para establecer la capacidad de nuestro modelo para detectar fallos del
sistema, por el bien de idear un plan de mantenimiento competitivo, es
muy importante medir con precision el grado de confianza que tenemos al
registrar una senal de advertencia (es decir Y, € %) de que el estado del
sistema estd fallando (es decir X, € U). Asi que introducimos el concepto
de signal-runs.

En el n-ésimo instante de observacion ¢, supongamos que la senal recibida
es un aviso, es decir Y, € %5, lo que significa que el sistema no esta fun-
cionando correctamente. La cuestion es saber cuanto nos fiamos de esta
observacion. En otras palabras, queremos conocer si el sistema esté fallan-
do realmente, es decir X, € U. Esta pregunta es analoga a la evaluacion
de la precision de las pruebas de diagnéstico. Una cuestion clave en los
estudios clinicos que tienen como objetivo determinar el verdadero estado
de un paciente con respecto a una enfermedad a partir del resultado de
una prueba o diagndstico Pepe (2003).

Definicion 12. Signal-run de longitud k.
Paran>1 y1<k<n, definimos la siguiente funcion

Yy a1 kon) =PX =i | Y, 1 =Yy ti1)s

parai €E, ey, , | € k. En particular, definimos una racha de k valores
PoSitivos como

'}’+(k,l’l) = P(Xn eD | Yn,k+1 € %,Yn S %),
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paran>k—1, donde D C E es el subconjunto de estados de fallo e %, C ¥
es el subconjunto de senales de advertencia.

Por otro lado, definimos una racha de k valores negativos como
)/_(k,n) = ]P(Xn ceU | Yo—ki1 € 2%,...Y, € @1),

para U C E, el subconjunto de estados operativos e %1 C % es el subcon-
Junto de senales sequras que indica el funcionamiento correcto del sistema.

Observacion. Dado que el principal objetivo es predecir fallos en el sistema,
estamos especialmente interesados en signal runs de advertencia consecu-
tivas, esto es vy (k,n), para 1 <k <n. Por simplicidad nos referiremos a
ellos como rachas de k valores.

Como caso particular, para cualquier n > 0, a partir de ejecuciones de
longitud k = 1 obtenemos una probabilidad que tiene un significado similar
al concepto de valores predictivos que se utilizan en bioestadistica, ver Pepe
(2003). Especificamente,

Yo(l,n) =P(X, €D |Y, € %), n=12,...,

es la probabilidad de que el sistema falle cuando se observa una senal de
precaucion. Llamamos a esta probabilidad el valor predictivo positivo en
el tiempo de observacion n-ésimo, y

Y-(L,n)=P(X, €U |Y,€#), n=172,...,

que es la probabilidad de que el sistema esté funcionando cuando se registra
una senal segura, y lo llamaremos valor predictivo negativo.

Para calcular estos valores consideramos las siguientes expresiones

P(Y, € % | X, € D)P(X, € D)

v (1,n) = P(Y, € % | X, € D)P(X, € D)+P(Y, € % | X, € U)P(X, € U)
_ (1—FNP(n))(1—-Ay(n))
(1 —FNP(I’Z))(I _Av(n)) +FPP(t)AV<n)’
N
v-(1,n) = P(Y, € % | X, € U)P(X, €U)

PY,e# | X, cU)PX,cU)+PY, € | X, € D)P(X, €D)
(1 —FPP(n))A,(n)
(1—FPP(n))A,(n)+FNP(n)(1-A,(n))
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Usando los supuestos A1-A2 dados en 4.2.3, podemos obtener la distribu-
ci6én estacionaria de la cadena {X,} asi como la distribucién estacionaria
de la cadena {Y,}, y luego podemos definir las medidas estacionarias co-
rrespondientes de la siguiente manera.

Definicion 13. Valores limite.

Denotamos {n(i,y); (i,y) € E} la distribucidn estacionaria del proceso (X, Yy),
entonces el valor predictivo positivo estacionario se obtiene como
Y(iy)enxz, T(i,Y)

Y(iy)eExz, T(i,y)’

y el valor predictivo negativo estacionario es

Y+ =

Z(i,y)gUx@l ﬁ(i,y)
Y(iyeexz T(i,y)

’}/_ =

4.5.3. Estrategia de mantenimiento a partir de rachas
de k valores

Resulta conveniente estudiar la frecuencia de las senales de alerta, que
puede depender de muchos factores. Por ejemplo, si deseamos supervisar
sitios remotos podriamos recibir senales continuas o, por el contrario, ne-
cesitariamos acceder al sitio para recopilar alguna informaciéon sobre el
rendimiento del sistema. Esto dependera de la importancia del equipo que
estemos supervisando, el presupuesto, la existencia o no de una infraestruc-
tura de comunicacion, etc. La implementacion de sensores que supervisan
de manera inaldmbrica de bajo coste y otros equipos de supervision se esta
volviendo comin en muchas areas, por tanto, recibir informacién continua
sobre el funcionamiento del sistema se esta volviendo habitual.

Consideramos que el entorno del sistema emite una senal de precaucién,
.debemos siempre mantenernos en esta situacién? Es decir, una senal de
precaucion emitida en un solo momento es suficiente para creer que el
sistema esta realmente averiado y debe repararse o, por el contrario, se
requiere una secuencia ininterrumpida de advertencias de cierta duracion
para creer que el sistema esta realmente fallando.

Dada la estructura M1-M1 de nuestro modelo, se cumple el siguiente re-
sultado.
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Proposicién 5. Sea (X,,Y,) un modelo DT-M1M1-HMM como hemos de-
finido anteriormente. Entonces, para cualquier i € E, cualquier k > 2, e
Y € DL tenemos que

’}/(ivyZ—k-Hvkan) = Y(iayzflazan)-

Demostracion:

Asumimos que el estado inicial del sistema es iy y se fija la primera senal
emitida como yg, entonces podemos probar que

Y Vi1 ksn) =PXn =i | Yy = Yygyr) =
_ P(Xn =0, 1 =Yy gs1)
PO 1 = Yaks1)
P(Yo=yn | Xa = i, Y0l = Wi PG =i | Yol =3 DPORL L = Vi)
P(Yn =Yn | Yo1=Yn-15- s Yupy1 = )’n—k+l)P(Y:__k1+1 = )’Z:}ﬁu])
P(Yy =y | Xo = 1,Y 00 = Vi P =i | YL =Y )
P(Y, =y, | Y;:klﬂ :yZ:ILLl)

Usando que

P, =1 |7 =y k) =

n—k+1
= Z ]P(Xn =1 | Xn—1= jaYnn__kl_H = yZ:/l_H)]P)(Xn—I = ])
JEE
=Y PXy=i|Xp—1 = j)P(Xpo1 = j) =P(X, =),
JEE

y por la propiedad de Markov de {¥,}, obtenemos

]P)(Xn =LYy =y, Yu 1 :yn—l)
P(Yn =Y, Yn-1 :ynfl)

’}/(i7yZ—k7k7n) = ZY(i7yZ—1727n))'

O

Podemos concluir que bajo los supuestos de M1-M1, solo necesitamos ins-
peccionar el sistema cuando se registran series de senales de alerta de
longitud 1 6 2. En estos casos, cuando la probabilidad de que un estado no
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operativo esta por encima de un cierto umbral, el sistema debe ser mante-
nido. Especificamente, proponemos inspeccionar el sistema regularmente
en intervalos de tiempo de longitud 7, donde

TC] = min{n < 2: méX{Y+(17n)7Y+(27n)} > Q}a (421)

con 0 < g < 1 fijado previamente.

4.6. Aplicaciones

Presentamos a continuacion dos aplicaciones: En el primer caso practico
se analiza un ejemplo simulado a partir de un modelo CT-M1M1-HMM
mientras que en el segundo caso se analiza un conjunto de datos reales
utilizando un DT-M1M1-HMM.

4.6.1. Simulaciones: Un sistema con dos unidades en
redundancia activa

Para el caso presentado en la Seccion 4.3.3 tomamos los siguientes valores
particulares de los elementos de la matriz A dada en (4.10), 4; = 0.1,
7Lz = 0.2, Hi = Uy = 0.5.

Aligual que en las secciones anteriores, en instantes regulares de tiempo, se
tiene acceso a algunos indicadores (senales) relacionados de alguna manera
con el nivel de rendimiento del sistema. En particular, para cada instante,
recibimos una senal de buen funcionamiento o una senal de fallo en el
sistema. Las matrices que gobiernan el comportamiento condicional del
proceso observable Y;, sobre el evento {X; =i}, para i = 2,3 se expresan

como
—-0.2 0.2 —-04 04
B2 = ( 07 —0.7 ) By = ( 04 -04 )
En este caso asumimos que P(Y, =1 X, =1)=1,y P, =2|X,=4)=1
para todo t > 0, y entonces cuando X; =1 el estado 2 de la MC Y es tal que
Bi.2p = +oo, eso es, el estado 2 es un estado instantaneo como se define en

Smith (1964). De manera similar, asumimos que cuando las dos unidades
del sistema han fallado, es decir, i =4, la tnica salida posible es 2, entonces,
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en este caso el estado 1 es un estado instantaneo para la MC Y sobre el
evento X; = 4. Por tanto, redefinimos el espacio de estados del proceso
conjunto como un conjunto E = {(1,1),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2), (4,2)}, con
matriz de intensidad de transiciéon dada por

—-03 0.2 0 0.1 0 0 \
05 —-08 02 0 0 0.1
~ 05 07 —-13 0 0 0.1

A=l 05 0 0 —11 04 02

0.5 0 0 04 —-1.1 02

\ 0 0 05 0 05 -l
Denotamos por Xp,Xi,...,Xy los estados consecutivos (no observados) del
sistema, tomando valores en el conjunto E = {1,2,3,4}; e, Yy,Y1,....¥n

los indicadores consecutivos observados, que se asume que oscilan en el
conjunto % = {1,2}. Consideramos que las inspecciones se realizan en los
instantes n = 0,A,2A, ..., por simplicidad tomamos A = 1. En el instante
n = 0 asumimos que el sistema es nuevo por lo que el estado inicial es
Xo =1, y también que Yy = 1.

Para cada sistema, hemos simulado muestras de trayectorias markovianas
de tamanio N = 50,100,500 usando el verdadero modelo (o, A). Enton-
ces, generamos la secuencia de senales observadas, consideramos en cada
instante, los estados generados, esto es si X,, =i entonces simulamos la
siguiente salida Y;,, usando la matriz de intensidades B;, para cualquier
n=1,...,N.

Para evitar conclusiones erréneas debido a la aleatoriedad en el proceso
de simulacién, el experimento se ha repetido un total de 500 veces para
cada tamano de muestra. Los resultados de la estimacion se representan
en la Figura 4.3. La verdadera fiabilidad viene dada por la curva negra.
Para cada muestra hemos estimado la funcién de fiabilidad a partir del
modelo HMM. Los resultados se han resumido mediante promedios. Es
decir, consideramos lo siguiente

donde 131(\7) es la funcién de fiabilidad estimada a partir de la r-ésima mues-
tra, para r=1,...,500, y para el tamano de muestra N.
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La curva roja representa el promedio de las curvas estimado a lo largo
de 500 réplicas para cada caso N = 50,100,500. Como era de esperar, la
precision del estimador disminuye con el tamano de la muestra.

2-unit system in hot redundancy

1.0

—— True Reliability
Averaged estimated Reliability:

\
\
\ - - n=50
\
\
\

= = n=100

n=500

0‘.6

0.4

0.2

0.‘0

time

Figura 4.3: Estimacion de la fiabilidad para el sistema con dos unidades
en redundancia activa.

4.6.2. Caso real: Datos de sensores de una bomba de
agua

Analizamos un conjunto de datos relacionado con el funcionamiento de
una bomba de agua de una pequena zona. Los datos se han tomado de
la plataforma de datos www.kaggle.com/ y se puede encontrar un analisis
mas detallado en Alagarsamy (2021).

Los detalles técnicos disponibles en el sitio web citado sobre el sistema son
escasos. La informacién proporcionada consiste en registros de tiempos de
51 sensores y el estado de la méquina cada minuto desde el 01 —04 —2018
al 31 —08 —2018. En total hay 220320 datos y 54 variables.

Se utilizan sensores para registrar temperatura, presion, vibracién, capaci-
dad de carga, volumen, densidad de flujo, entre otros. Tenemos un segui-
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miento longitudinal de un solo sistema con observaciones tomadas con un
lapso de tiempo de un solo minuto entre dos puntos de datos consecutivos.
No tomamos todos los registros de la muestra sino que consideramos solo
los registros diarios desde el 01 —04 —2018 al 31 —08 —2018. Tenemos una
muestra de tamano N = 153 que consiste en todos los registros tomados a
las 00 : 00 todos los dias. Hemos considerado el modelo en tiempo discreto
para este ejemplo. El objetivo es averiguar qué sensores proporcionan in-
formacion maés 1til sobre el estado real de la maquina. Es decir, realizamos
un analisis de sensibilidad para determinar qué sensores proporcionan una
menor tasa de error al predecir el estado de la maquina. Nos centramos
en el sensor etiquetado # que mide una caracteristica particular, Yz de la
maquina tomando valores en % € R. Para todos los sensores considerados
en el estudio, los valores mas bajos indican un buen rendimiento de la
magquina, mientras que los valores mas altos advierten sobre un fallo de la
maquina. Entonces, para el estado de la maquina consideramos que el 1
representa el estado operativo y el 2 el estado de fallo.

Analisis de sensibilidad

Procedemos como sigue:

1. Sea y; < ... < y100, un conjunto de posibles valores en el rango de
medidas del sensor #.

2. Para cada j=1,...,100, definimos Y; tomando el valor 1 si Y3 >y;, y
el valor 2, en otro caso. Entonces tenemos Yj 1,...,Y;y una muestra
del DT-M1IM1-HMM.

3. Ajustamos el modelo siguiendo la Seccién 4.3.2 para obtener esti-
maciones de P y Q; vy Q,. Entonces calculamos una estimacién de
la matriz de transiciéon del proceso conjunto. Denotamos por P j tal
estimacién, para j=1,...,100.

4. Estimamos las dos probabilidades de error definidas en la Seccién
4.5.1, que son
(1,2
FPPj= — (1,2) :
Pj(l,l)-l-Pj(l,Z)
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FNP; = P;(2.1)
7P(2,1)+P;(2,2)

5. Construimos la curva ROC como el conjunto de puntos {(FPPj,1—
FNP;),j=1,...100};

6. Sea (FPPy,1 — FNPy) el punto de la curva que minimiza la distancia
al punto (0,1).

7. Finalmente definimos el indice de sensibilidad del sensor # como Ses =
1 —FNP,y, y el indice de especificidad dado por Sps = 1 — FPPF,.

El sensor mas informativo se elegira como el que muestre la combinacion
mas alta de sensibilidad y especificidad. Hemos considerado en nuestro
estudio la red completa de 50 sensores. Como puede verse en los resultados
de la Tabla 4.3 el subconjunto de sensores con etiquetas del 17 al 26 son
los mas sensibles al estado real de la bomba de agua.

Como ya hemos mencionado, la informaciéon técnica sobre este sistema
y en particular la referente a la ubicaciéon y mision de cada sensor no
se proporciona en el sitio web que proporciona el conjunto de datos. Sin
embargo, analisis posteriores de los usuarios han arrojado algo de luz al
respecto. En particular se especifica que este grupo de sensores tienen que
ver con ciertas caracteristicas del impulsor de la bomba de agua.

Mantenimiento a partir de rachas (signal-runs) de k valores

Hemos calculado para cada sensor la probabilidad de que el sistema falle a
partir de ejecuciones de longitud k =1 y k = 2. Los resultados se muestran
en las Figuras 4.5-4.7.

Hemos estimado la probabilidad de que el sistema falle condicionando so-
bre rachas de k valores con k =2 mas pequenas que con k = 1 para todos
los sensores excepto para el sensor niimero 37. En este caso estamos con-
siderando solo mediciones diarias del sensor, sin embargo, en el problema
real, los sensores registran continuamente datos sobre la bomba de agua.
Es probable que nuestros resultados se deban a una intervencién en el sis-
tema anterior a la siguiente observacion que consideramos al dia siguiente.

139



CAPITULO 4. MODELOS DINAMICOS BASADOS EN PROCESOS
DE MARKOV OCULTOS (HMM)

En otras palabras, podria significar que se realizé una acciéon de mante-
nimiento o se reinicio el sistema entre las dos observaciones consecutivas
que aqui estamos considerando.

Como podemos observar en los graficos, al principio, la red de sensores
parece no estar bien calibrada, porque hay muy poca probabilidad de fallo
del sistema incluso cuando un sensor emite senales de advertencia. Sin
embargo, esta claro que después de un tiempo los sensores se ajustan mejor
para que la informacién proporcionada sea mas fiable.

Nos centramos, por ejemplo, en el sensor numero 8. En la Figura 4.4 la
probabilidad estimada de que el sistema falle condicionada a las rachas de
k valores con k = 1,2 se representan seguin las observaciones de este sensor.
Se ha trazado una linea de referencia para un umbral de probabilidad igual
a 0.5. Usando la ecuacién (4.21), en este caso se estima T = 13, es decir
que de acuerdo a este criterio, con g = 0.5, el sistema se debe mantener
cada 13 dias de acuerdo a la informaciéon proporcionada para este sensor
porque después de 13 dias, la probabilidad de que el sistema falle si se ha
producido una senal de advertencia es mayor a 0.5. Aqui se ha tomado un
umbral de 0.5 solo con fines ilustrativos, pero en una situacion real se debe
elegir un valor més apropiado para ¢ utilizando ciertos criterios basados
en la optimizacion de costes, por ejemplo.

Las figuras mostradas en esta seccién presentan los resultados de las pro-
babilidades estimadas de fallos del sistema a partir de rachas de k valores
para k = 1,2 y para todos los sensores en el conjunto de datos. En cada
Figura 4.5-4.7 incluimos 20 graficos, uno para cada sensor. Por ejemplo,
en la representacion superior izquierda de la Figura 4.6 podemos ver los
resultados para el sensor 21. En este caso vemos que la probabilidad de
que el sistema falle es siempre méas alta condicionada a 1 racha que condi-
cionada a 2 rachas. Ademas, si consideramos todas las representaciones en
conjunto, podemos ordenar el conjunto de sensores segin la probabilidad
de que el sistema falle dado que se recibe una senal de advertencia del
sensor correspondiente.

4.7. Conclusiones

El principal objetivo de este capitulo es construir un modelo estocastico
a partir de procesos ocultos de Markov para describir la evolucion en el
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tiempo de un sistema y estimar algunas medidas de fiabilidad cuando no
hay una observaciéon directa del verdadero estado actual del sistema sino
que solamente estan disponibles algunos indicadores. A esta situacion hay
que hacerle frente en muchas aplicaciones de la ingenieria donde el desplie-
gue de redes de sensores se esta volviendo omnipresente con el propoésito
de observar y rastrear el comportamiento de los equipos. El desafio es in-
terpretar las medidas proporcionadas por un sensor (que puede registrar
temperatura, presién, vibracién, entre otros) en términos del estado interno
del sistema, es decir, el nivel de rendimiento del sistema. Por lo general, se
lleva a cabo un seguimiento longitudinal del sistema, lo que significa que
los ingenieros examinan repetidamente el sistema y registran las observa-
ciones durante un periodo de tiempo. Una consecuencia clave es que las
observaciones estan correladas. Asi que, se propone un modelo de Markov
oculto con estructura de dependencia de tipo M1-M1 generalizando estu-
dios previos donde se ha considerado una estructura de dependencia mas
simple M1-M0O. Hemos definido una nueva funcién de fiabilidad en térmi-
nos del proceso bidimensional (X,Y), donde X representa el estado oculto
del sistema e Y es el proceso observado. Hemos considerado dos versiones
del modelo, tanto en tiempo discreto como en tiempo continuo. El modelo
se ha estimado por méaxima verosimilitud y se han estudiado algunas pro-
piedades tedricas. Hemos introducido un anélisis de sensibilidad en este
contexto de modelos HMM. En particular, hemos definido dos tipos de
errores en los que se puede incurrir cuando se diagnostica el estado oculto
del proceso X a partir de las observaciones del proceso Y. Hemos intro-
ducido los conceptos de sensibilidad, especificidad y valores predictivos,
habituales en los ensayos clinicos de bioestadistica, en nuestro contexto.
Por tanto, hemos introducido el concepto de signal runs, y la probabilidad
de fallo basada en ellas. Cuando estas medidas indican que la informacion
proporcionada por el proceso Y es lo suficientemente fiable con respecto al
estado real del sistema, entonces se pueden tomar decisiones importantes
relacionadas con el mantenimiento del mismo.

Los resultados presentados en este capitulo se encuentran recogidos en
el trabajo Gamiz, M.L., Navas-Gémez, F., Raya-Miranda, R. y Segovia-
Garcia, M.C. (2023). Dynamic reliability and sensitivity analysis based on
HMM models with Markovian signal process. Reliability Engineering and
System Safety. En revision.
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Figura 4.4: Probabilidad de que el sistema falle condicionado a las rachas
de k valores para el sensor _08, y k =1,2.
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Figura 4.5: Probabilidad de que el sistema falle condicionado a rachas de
k valores para los sensores del 00 al 20, y K =1,2.
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Figura 4.6: Probabilidad de que el sistema falle condicionado a rachas de
k valores para los sensores del 21 al 40, y K =1,2.
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Figura 4.7: Probabilidad de que el sistema falle condicionado a rachas de
k valores para los sensores del 41 al 50, y K =1,2.

145



CAPITULO 4. MODELOS DINAMICOS BASADOS EN PROCESOS

DE MARKOV OCULTOS (HMM)

Referencia

Técnica

Contribucién / Aplicacién

Chen et al. (2019)

HMM-AO

Modelizacién de la degradacién de los sistemas
de fabricacién y politicas de mantenimiento
basadas en la vida 1til remanente (RUL)

Cheng et al. (2023)

CT-HMM

Optimizacién de la politica de cancelacién

de una misién basada en condiciones e inspeccién
para un sistema critico para la seguridad
parcialmente observado

Coraga et al. (2023)

HMM

Creacion de un marco de aprendizaje no supervisado
para el control del estado de una estructura
basado en vibraciones

Danisman & Kocer (2021)

BD-HMM

Modelizacién de la dependencia markoviana
con aplicaciones en terremotos y mercado de valores

Gamiz et al. (2023a)

HMM

Nuevas medidas de fiabilidad y
estrategias de mantenimiento basadas en
probabilidades criticas

Gamiz et al. (2023b)

CT-HMM

Estrategias de discretizacién para
el ajuste de un modelo en tiempo continuo

Ghasvarian Jahromi et al. (2023)

HMM

Predicciones de potencia y
velocidad del viento a corto plazo

Gualeni et al. (2023)

HMM

Mantenimiento en la sala de maquinas
de un barco, anélisis del espacio disponible
alrededor de la maquinaria y los sistemas de navegacion

Guo & Liang (2022)

HMM & MDP

Optimizacién de estrategias de inspeccién
y mantenimiento para sistemas multiestado

Habayeb et al. (2018)

HMM

Identificaciéon temprana de errores de software
que requieren mucho tiempo de solucién

Khan & Abuhasel (2021)

HMM & GA

Detecciéon de amenazas en contextos de
Internet de las Cosas (IoT)

Li et al. (2020)

HMM

Prediccién de RUL y estimacién del

intervalo de mantenimiento adecuado

para las componentes de una turbina hidraulica
que no se puede monitorear en linea

Lin et al. (2023)

HMM & NN

Ajuste de las fluctuaciones locales
en el proceso de degradacion de las baterias de litio

Martindale et al. (2021)

H-HMM

Anotacién inteligente de datos ciclicos para
reducir el costo de etiquetar datos basados en sensores

Soleimani et al. (2021)

HMM & BN

Diagndstico y prondstico de fallos
para sistemas complejos, multiestado, transitorios
y dindmicos, como los sistemas de propulsién automotriz

Zhao et al. (2021)

HMM

Descripcion de la degradacion de sistemas multiestado
con datos de una central nuclear

Tabla 4.1: Revisién bibliografica (en

orden alfabético) sobre aplica-

ciones recientes de modelos HMM y modelos relacionados
en Ingenieria de Fiabilidad. Notacion: AR= Auto-regresivo;

AO=O0Observaciones autocorreladas;

CT=Tiempo continuo;

BD=Dependencia binaria; M DP= Proceso de Decision de Mar-
kov; GA= Algoritmos genéticos; NN=Red neuronal; H= Mo-
delo Jerarquico; BN=Red Bayesiana. HMM se refiere al modelo
en tiempo discreto con estructura de dependencia H1-MO.
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Estados, i | Configuracién de las unidades
1 Ambas unidades estdn operativas
2 Unidad 1 esta operativa; Unidad 2 no esta operativa
3 Unidad 1 no esta operativa; Unidad 2 esta operativa
4 Ambas unidades no estan operativas

Tabla 4.2: Descripcion del espacio de estados E.

Sensor 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Se 0.465 0.650 0.606 0.537 0.493 0.485 0.581 0.678 0.558 0.510
Sp 0908 0.929 0.900 0.880 0.943 0.908 0.757 0.878 0.881 0.889
Sensor 10 11 12 13 14 16 17 18 19 20
Se 0.616 0.616 0.656 0.695 0.700 0.632 0.804 0.804 0.809 0.809
Sp 0970 0.970 0.767 0.899 0.940 0.941 0.937 0.937 0.944 0.944
Sensor 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Se 0.809 0.816 0.809 0.809 0.809 0.809 0.578 0.809 0.716 0.817
Sp 0944 0.937 0.944 0.944 0.944 0.944 0.831 0.937 0.911 0.932
Sensor 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Se 0.727 0.713 0.727 0.760 0.760 0.760 0.750 0.492 0.714 0.560
Sp 0931 0.881 0.930 0.933 0.933 0.933 0.967 0.909 0.797 0.756
Sensor 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
Se 0.479 0.503 0.509 0.616 0.469 0.474 0.483 0.674 0.465 0.710
Sp 0902 0.861 0.882 0.970 0.914 0.888 0.862 0.807 0.914 0.771

Tabla 4.3: Analisis de sensibilidad de la red de sensores para un sistema
de bombeo de agua.
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