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Introduccion

El presente trabajo se desarrolla en el ambito del Analisis Funcional, méas
especificamente en la teoria de operadores que alcanzan la norma. Aunque la
notaciéon que usaremos es la estandar, expondremos de forma breve la que
sera usada en esta memoria. X e Y denotaran espacios de Banach sobre el
cuerpo K (R o C), Bx y Sx serdn la bola unidad (cerrada) y la esfera unidad
de X respectivamente. El espacio de todos los operadores lineales y continuos
definidos de X en Y lo representaremos con L(X,Y'), el cual serd considerado
como espacio de Banach con la norma de operadores, X™* representa el espacio
dual de X y NA(X,Y) la colecciéon de todos los operadores en L(X,Y) que
alcanzan la norma. Por ltimo, si A es un subconjunto no vacio de X, Ext(A)
denota el conjunto de los puntos extremos de A.

La importancia del estudio de los operadores en NA(X,Y') se pone de
manifiesto en resultados como el Teorema de James, el cual afirma que si todos
los funcionales en el dual de un espacio de Banach alcanzan la norma entonces
el espacio es reflexivo. Podriamos considerar el Teorema de James como un
punto de partida del estudio de la abundancia de los operadores que alcanzan
la norma en el espacio L(X,Y). Un primer paso en esta direccién lo dieron
E. Bishop y R. Phelps en el ano 1961, cuando demostraron en su trabajo
(ver [9]) que para cualquier espacio de Banach X, la coleccién NA (X, K) es
un conjunto denso en X*, resultado que es ampliamente conocido como el
Teorema de Bishop-Phelps.



Comienza asi un estudio més general en donde el problema a tratar es el
de conocer qué pares de espacios de Banach (X, Y') satisfacen el Teorema de
Bishop-Phleps, introduciendo de esta forma la siguiente nocion.

Se dice que el par (X,Y) satisface la propiedad de Bishop-Phelps (BPp) si
NA(X,Y) es denso en L(X,Y).

En el ano 1963, J. Lindenstrauss en [16] da un ejemplo de espacios de
Banach X e Y tal que el par (X,Y) no tiene la BPp, demostrando ademaés
que tal propiedad se satisface para un amplio repertorio de pares (X,Y),
en el trabajo [1] se encuentra un resumen de algunos de los resultados més
interesantes en este tema hasta el ano 2006.

Mas tarde, en el ano 1970, Béla Bollobés en [10] demuestra una mejora
del resultado de Bishop-Phelps, al afirmar que, si un funcional f € X* esta
cerca de alcanzar su norma en un punto x € Sy, entonces se puede encontrar
un funcional g € X* que alcanza la norma en un punto tan préximo como
se quiera de x de tal forma que g también estd préoximo a f. De forma mas
precisa, obtuvo el siguiente resultado.

Sean x € Sx y f € Sx- tales que |f(z) — 1] < /2 (0 < e < 1/2 ),
entonces existen g € Sx- e y € Sx tal que

g =1, lg—fll<e y |ly—zl|<e+e.

Este resultado fue bautizado como el Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas,
iniciando una linea de investigacion en donde el problema seria el de estudiar
qué pares de espacios de Banach (X,Y) satisfacen un resultado andlogo al
obtenido en el Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas. En 2008, Acosta, Aron,
Garcia y Maestre en [3] introducen la siguiente nocién sobre el par (X,Y).

Se dice que el par (X,Y) tiene la propiedad de Bishop-Phelps-Bollobds para
operadores (BPBp), si para cada 0 < e < 1 existe 0 < n(e) < & cumpliendo la
siguiente propiedad.:



ST € Spixy) y xo € Sx son tales que ||T(xg)| > 1 —n(e), entonces existen
S € Spxy) €Yo € Sx satisfaciendo las siguientes condiciones

1Sl =1, |lw—mll<e vy [S—T||<e

Obteniendo ademas los primeros resultados en esta linea, como por ejem-
plo, el par (X,Y) tiene la BPBp cuando X e Y son de dimensién finita [3,
Proposicién 2.4]. El mismo resultado sigue siendo vélido para cada espacio de
Banach X en el caso de que el espacio de Banach Y tiene cierta propiedad
isométrica (llamada propiedad 8 de Lindenstrauss) [3, Teorema 2.2], propiedad
que tienen, por ejemplo, ¢y y £+. También dieron una caracterizacion de los
espacios Y tal que el par (£1,Y") tiene la BPBp [3, Teorema 4.1], definiendo pa-
ra ello una propiedad sobre Y la cual llamaron AHSp (ver Definicién 3.1 en [3]).

En el caso de que Y tiene la propiedad de Radon-Nikodym, Choi y Kim
probaron que para cada medida o-finita p, el par (Li(p),Y) tiene la BPBp
si y solo si Y tiene la AHSp [11, Teorema 2.2]. El resultado que muestra que
para cada par de medidas positivas u y v el par (Ly(u), L1(v)) tiene la BPBp
se debe a Choi, Kim, Lee y Martin [12, Teorema 3.1]. Los mismos autores
probaron que el par (L1(u), Lo (v)) tiene la BPBp para cada u siempre que v
es una medida localizable [12, Teorema 4.1]. En el caso en que X es unifor-
memente convexo, entonces el par (X,Y) tiene la BPBp para cada espacio
Y, resultado demostrado de forma independiente en [15, Teorema 3.1] y [6,
Teorema 2.2]. En el trabajo [2] se encuentran de forma detallada los resultados
mas importantes obtenidos hasta el ano 2019.

A pesar de que muchos autores demostraron resultados interesantes sobre
este tema en los ultimos afios, no se sabe si el par (cg, ¢1) tiene o no la BPBp
en el caso real. Si n € N denotemos como (7 al espacio R" con la norma
dada por ||z| = max{|z(7)| : ¢ < n}. El principal resultado de este trabajo es
demostrar que en el caso real el par (¢, Li(u)) tiene la propiedad de BPBp
para cualquier medida positiva p definida sobre un espacio medible (€2, X)), asi
como dar una caracterizacién de los espacios Y tales que el par (€2 ,Y) tiene
la BPBp en el caso real.



Para demostrar si el par (¢ ,Y) tiene la BPBp es importante conocer la
estructura geométrica de la bola unidad de /7 . El Teorema de Minkowski-
Carathéodory garantiza que fijado z € By existen n + 1 puntos extremos de
Byntal que x es combinacion convexa de dichos puntos. El problema estéd en que
para n > 3 no resulta evidente cémo determinar estos n + 1 puntos extremos.
Consideremos por ejemplo P = (1/2,—-1/2,1/3,—1/4) € By , sabemos que
Bys_tiene un total de 16 puntos extremos, por lo que determinar cual de las
4368 combinaciones posibles de 5 puntos extremos de By tal que P es su
combinacién convexa no parece tarea facil. Aunque si conocemos primero
la simetrfa que presenta la bola unidad de £2  (tema que seré tratado en el
Capitulo 1), podriamos dar con la solucién a este problema, obteniendo lo
sigulente

1 1 7

P = —(1,1,1,1 —(1,—1,1,1 —(1,—-1,1,—1
4(7 ) )+8(7 77)+24(7 ) )
1 1
—(1,-1,—-1-1 —(-1,-1,-1,-1).
+12(7 ) )+4( ) ) ) )

Nuestro primer objetivo en esta memoria es el de encontrar una propiedad
geométrica de la bola unidad de ¢ que nos permita tener control en el
momento de fijar un punto en ella por medio de una combinacién convexa de
sus puntos extremos, con este fin introducimos en el Capitulo 1 los puntos
P! € By (1 <i<n+ 1) como sigue

Pr(j) = -1 s1 1<5<1
)= 1 st 1<7<n.

Demostrando que todo punto en By._ es, salvo isometria, combinacion conve-
xa de los puntos en { P/ : 1 <i < n+1}. Estos puntos nos permitirdn ademas
conocer la estructura de los puntos extremos de Byn , para esto introducimos
la coleccién de indices

T, = {1, ..,ix) €{1,....,n}F . k impar, k<n y i; <ij, Vj <k}
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y mostramos que

Ext(Be ) = {Z ]HP”' (11, -+, 1k) EInH}.

A continuacion definimos una base de R" denotada por B,, con vectores v;
con 1 <17 < n definidos como

0 1 si =1
Ui(])::{ 1. . .

P l(j—1) si 1<j<n.

Base que nos permitird determinar la norma de un operador en L(¢2,Y")
en funcién de los valores que toma el operador en los vectores de la base B,,.
De forma mads precisa, obtenemos que si T € L(¢",Y") entonces

k
I\T\Izméx{HT< S (1)t )H >ez}
j=1

Este resultado nos da una idea de cémo un operador T' € L({Z,Y) esta
determinado por una coleccién de n vectores en Y, introduciendo para esto la
coleccion My como

k
My = {(yz’)i<n €Y": Y (—1)y, € By, V(ir,... i) € In}-

j=1

Obtenemos asi una relacién directa entre los operadores en la bola unidad
de L({2,Y) y los elementos en My.

En el Capitulo 2 presentamos una generalizacion de la propiedad sobre
un espacio Y que fue dada en [4] por los autores M. Acosta, J. Becerra, D.

Garcfa, S. Kim y M. Maestre la cual llamaron AHSp-£2_. Introducimos asf la
definicion de la AHSp-£7..

Diremos que un espacio Y tiene la Approximate hyperplane sum
property para (" (AHSp-(Y de forma abreviada) si para cada 0 < e < 1

9



existe 0 < 7v,(¢) < € satisfaciendo la siguiente condicion:

Para cada (y;)i<n € My, si existen un conjunto no vacio A de {1,...,n}
y y* € Sy« tales que y*(y;) > 1 — v,(e) para cada i € A, entonces existe
un elemento (2;)i<n € My satisfaciendo ||z; — yi|| < € para cada i < n vy

12 icazill = 1Al

La AHSp-¢Z es una propiedad que permite caracterizar a los espacios Y
tales que el par (¢2,Y) tiene la BPBp. Sera demostrado en el Capitulo 2 que
un espacio de Banach real Y cumple que el par (¢1,,Y) tiene la BPBp si y
solo si Y tiene la AHSp-/7.

Por tultimo, en el Capitulo 3 daremos ejemplos de espacios de Banach
clasicos que satisfacen la AHSp-/7 , entre ellos, los espacios de dimensién finita,
los espacios uniformemente convexos, también Cy(L,Y") con Y satisfaciendo
la AHSp-¢ y Ly(p) con p una medida positiva, obteniendo asi que el par
(0%, Li(p)) tiene la BPBp.

El contenido de esta memoria ha sido publicado en los articulos [7] y [8].

10



CAPITULO 1

Operadores definidos sobre (7

1.1. Preliminares

Comenzaremos estableciendo la notacién y definiciones elementales que
usaremos a lo largo de esta memoria. Denotaremos por K al cuerpo de escalares
C o R. Denotaremos por /-, al subespacio de KN de las sucesiones acotadas,
equipado con la norma uniforme

lz]l = sup{lz(i)] : 4 € N} (2 € o).

Como es habitual, ¢y representa el subespacio de £, conformado por las
sucesiones convergentes a 0. Es decir,

co:={recKY:Ve>0 {icN:|z(i)] >e} esfinito}.

Fijado un ndmero natural n, {2 representara al espacio real R", dotado con
la norma dada por [|z| = méx{|z(:)| : i <n}, X e Y representaran espacios
de Banach no triviales, By = {r € X : ||z|| <1} y Sx ={r € X : ||z|| = 1}
seran llamadas bola unidad y esfera unidad de X respectivamente. L(X,Y")
denota el espacio de todas las aplicaciones lineales y continuas 7' : X — Y
dotado con la norma de operadores:

17| = sup{[[T'(x)[| : = € Bx}.

11
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El operador T' € L(X,Y) serd llamado una biyeccién isométrica si T es
sobreyectiva y también una isometria, es decir, satisface:

1T = llzll - (z € X).

En el caso en el que Y sea el cuerpo K, L(X,K) serd denotado por X* el
cual llamaremos espacio dual de X. Diremos que un operador T' € L(X,Y")
alcanza la norma, si existe xg € Sy tal que ||T(xo)|| = ||T|| y denotaremos por
NA(X,Y) ala coleccion de tales operadores, es decir,

NA(X,Y):={T € L(X,Y) : T alcanza la norma}.

Sabemos que no siempre un operador en L(X,Y") alcanza la norma. Uno
de los ejemplos mas sencillos en donde esto se pone de manifiesto es el caso de
X =c¢ye Y =K, considerando el funcional f : ¢y — K definido como

f(x) = 2—2 (x € ).

En el caso de que el espacio X es de dimensién finita, tenemos que
NA(X,Y) = L(X,Y). Ademas, si X es reflexivo tenemos que By es débil-
mente compacto y por tanto se tiene que NA(X,K) coincide con X*. En el
ano 1960, Errett Bishop y Robert Phelps [9] demostraron que, aunque X no
sea reflexivo, se puede garantizar la abundancia de funcionales que alcanzan
la norma en X*, mostrando que esta clase de funcionales son densos en X*,
dicho resultado se conoce como el Teorema de Bishop-Phelps.

Antes de continuar, necesitamos los siguientes resultados que, aunque son
elementales, es mejor mencionarlos para una mejor comprension.

Lema 1.1.1. Sea (X, ||.||) un espacio normado y A C X tal que RTA C A
entonces, A es denso en X si y solo si Sx N A es denso en Sx.

Demostracion. Fijemos x € Sx, 0 <e <1yage€ Atal que ||z —ag| <e€/2de
esta forma a = ”a—IOHCLO € A y tenemos

[z —all < |z = aol[+[lao—all = [z —aol[+[1 = [laol[| < ||z = aol[+[lx—aoll <e.
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Reciprocamente, supongamos que x € X y € > 0. Si x = 0 podemos fijar
a € Acona#0yacR" tal que |aal| < e, en otro caso, fijamos a € A tal
que me — al| < g7 1o que implica que ||z — ||z[la| <e. O

Basta aplicar este resultado en el espacio de operadores L(X,Y), al sub-
conjunto NA(X,Y") para obtener lo siguiente.

Corolario 1.1.2. NA(X,Y) es denso en L(X,Y) si y solo si, para cada
T € Syxy) ye>0, existe S € NA(X,Y) tal que

ISI=1 "y 5-Tl<e

En el ano 1970, Béla Bollobés en [10], dio una version del Teorema de
Bishop-Phelps demostrando lo siguiente.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Bishop-Phelps-Bollobés). Seanx € Sx y f € Sx~
tales que |f(x) — 1] < €%/2, 0 < e < 1/2, entonces existen y € Sx y g € Sx-
tal que

gy) =1, llg=fl<e y ly—zll<ete

En 2008, los autores M. Acosta, R. Aron, D. Garcia y M. Maestre [3]
introducen la siguiente definicion.

Definicién 1.1.4. Sea X y Y espacios de Banach reales o complejos. Diremos
que el par (X,Y") tiene la propiedad de Bishop-Phelps-Bollobds para operadores
(BPBp), si para cada 0 < e < 1 existe 0 < n(e) < & cumpliendo la siguiente
propiedad:

S1T € Spxy) y xo € Sx son tales que ||T(zo)|| > 1 —n(e), entonces existe
S € Spxyy) €Yo € Sx satisfaciendo las siguientes condiciones

1Sl =1,  [lyo— ol <¢ y |IS—T| <e.
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1T (zo)ll > 1 =17

SX ) SY

w:l/'

S
[lyo — wol| <€ [[S =Tl <e

Figura 1.1: T es aproximado por S que alcanza la norma en un punto préximo a xg.

En vista del Corolario anterior, es claro que, si (X,Y) tiene la BPBp,
NA(X,Y) es denso en L(X,Y). Sin embargo, el reciproco no es cierto. Si
consideramos un espacio de Banach Y no reflexivo y estrictamente convexo,
como consecuencia de la Proposicion 3.9 y el Teorema 4.1 en [3] se tiene que
el par (¢1,Y) no tiene la BPBp, ademds, como consecuencia de la Proposicién
1.3 en [18], NA(¢1,Y) es denso en L({1,Y).

Al estudiar si un par (X,Y) posee la BPBp es importante conocer la es-
tructura y propiedades geométricas de la esfera unidad de X, como podria
ser alguna simetria, de tal forma que nos permita tener mas control sobre la
eleccién de un punto en Sx. Es por esto que dedicaremos este primer capitulo
a explorar tales propiedades en el caso de que el espacio X sea ¢, comenzando
por casos mas sencillos como el que corresponde a n = 3, el cual serd nuestro
punto de partida para obtener una generalizacion.

Si A C X denotaremos por co(A) a la envoltura convexa de A, que no es
mas que la interseccion de todos los subconjuntos convexos de X conteniendo

a A.
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Definiciéon 1.1.5. Si A C X ya € A, diremos que a es un punto extremo
de A st a no es un punto intermedio de un segmento contenido en A, es decir,
satisface que si x,y € A y t €]0,1[ se cumple que

Si a=tx+ (1 —1t)y entonces v =1y = a.
El conjunto de todos los puntos extremos de A serd denotado por Ext(A).

Comenzaremos considerando los subconjuntos de la esfera Sy que se
obtienen al fijar una de sus coordenadas y haciéndolas 1 o —1. De forma més
precisa, sii € {1,...,n} y j € {—1,1} denotamos por C}'; al conjunto

Cili ={v € Spm :v(i) =j}.

En el espacio £2_ es sencillo ver que su esfera unidad (que es la superficie
de un cubo), estd compuesta por seis caras maximales de la bola By , las
cuales guardan una simetria entre si, en donde cada una de ellas se puede
identificar con la bola unidad de £2_, como se puede apreciar en la figura 1.2.
Esto mismo sucede al estudiar una de las 2(n + 1) caras maximales de la bola
unidad de ¢, siendo cada una de ellas identificable con la bola unidad de ¢ .
Es por esta razon que en la presente seccién nos dedicaremos a estudiar algu-
nas propiedades geométricas de Byn , que resultardn cruciales para este trabajo.

B --->Y e Y

,,,,,,,,,,,,,,

Figura 1.2: La cara C3 | se puede identificar con la bola unidad de £Z,.
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2

Si dibujamos en el plano la bola unidad de ¢, notaremos que dado un

punto arbitrario en ella, lo podremos escribir como combinacién convexa
de los puntos P} = (1,1), Py = (=1,1) y P? = (—=1,—1) o de los puntos
P =(1,1), P =(—1,-1)y P} = (1,—1). Ademds, el tridngulo determinado
por los puntos PZ, Py y P# es isométrico al tridangulo con vértices P2, P? y P,
pudiendo afirmar asi que todo punto en By es, salvo isometria, combinacion
convexa de los puntos PZ, P§ y Pi.

Figura 1.3: Particién de la bola unidad de (2.

En el caso de 3, no resulta evidente obtener una propiedad similar en la
que todo punto de la bola se pueda obtener, salvo isometria, como combinacién
convexa de cuatro puntos y mucho menos evidente en un caso general. A conti-
nuacion, abordaremos este problema y responderemos la siguiente interrogante
en el caso de n = 3.

;Es posible encontrar n + 1 puntos Py',..., P;',; en la bola By tal que
para todo punto P € By existe una isometria I de £, , cumpliendo que
I(P) € co{P!,..., P} 1})?

Es evidente que la respuesta a esta pregunta guarda relaciéon con el Teorema
de Minkowski-Carathéodory, que nos dice que todo punto en la bola By es
combinacién convexa de n + 1 de sus puntos extremos; sin embargo, este
resultado no nos permiten responder de forma mas precisa la interrogante
planteada. Para resolver este problema consideramos los casos n =2y n = 3,
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que nos serviran como idea para saber el camino a seguir, con el fin de obtener
una generalizacion.

Si volvemos a la figura 1.3, podemos notar que la envoltura convexa del
conjunto con puntos P?, P} y P? estédn por encima de la recta y = x, y ademds,
se cumple que

co({PF, P, P5}) = {v € B, s v(1) < v(2)}.

Partiendo de esta observacién y notando que los vértices de este triangulo
estan formados por todas las posibles combinaciones de 1 y -1, ordenadas de
menor a mayor, podemos aventurarnos a definir los puntos que necesitamos
en el caso n = 3 como sigue

Pl3 = (17 17 1)’ P23 = (_17]‘7 1)7 P?? = (_17 _17 1) y Pj - (_17 _17 _1)7
y conjeturar que

Py :=co({P}, P}, P}, P}}) ={v € Bg :v(l) <ov(2) <v(3)}. (1.1.1)

Figura 1.4: Poliedro P,

Esto ultimo es cierto y, aunque lo podemos mostrar geométricamente, es
mds facil demostrarlo analiticamente pues al fijar un punto v € Bys_y plantear
las ecuaciones

U:ale’+a2P§’—|—&3P§’—|—a4Pf y a1 +as+ag+a=1,
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obtenemos como unica solucion

o 1+w(1) N ~v(2) —v(1) N ~v(3) —v(2) ~1—-v(3)
1= = T, = _,

Por lo que es claro que, si tenemos ademés que v(1) < v(2) < v(3), lo
anterior implica que v pertenecera al poliedro P;. Por otra parte, el conjun-
to A ={v e Bg :v(l) <v(2) <v(3)} es convexo y P? € A para cada
1 = 1,2, 3,4, lo cual implica que P; esta contenido en A . De esta manera
hemos visto que la igualdad planteada en (1.1.1) es verdadera.

La estructura de orden entre las coordenadas de los puntos de Py, nos
permite saber qué isometria serd la apropiada para convertir un punto arbitrario
en By en un punto de P;. Denotemos ahora los restantes cuatro vértices de
Bys  como sigue

P?=(1,-1,1), P =(1,—1,-1), P} =(1,1,-1)y P{ = (—1,1,-1),
y consideremos las cinco isometrias de £3_ que surgen al intercambiar posiciones:
IQ(lU,y,Z) - (CC,Z,y), I3(£Uay7 Z) - (yaxvz)a [4($7y72> - (va7y)7 15($7y7 Z) -

(y,2z,2) y Is(x,y,2) = (2,y,z), al aplicarlas al poliedro P; obtenemos cinco
poliedros que tienen la misma geometria que el primero y que son

Py i= I(P1) = co({ P}, P3, P{, B}) = {v € By :v(1) < 0(3) < v(2)}
P3 = I3(P1) = co({P}, P}, P}, P2}) = {v € B : v(2) <v(1) <v(3)}
Pi:=L(P1) = co{P}, P}, P}, Fg}) = {v € Bgg, : v(3) < v(1) <w(2)}
Ps = Is(P1) = co({ P, P}, P?, F{}) = {v € B, : v(2) < v(3) <w(1)}

Ps 1= Is(P1) = co({P}, P}, P;, P?}) = {v € By : v(3) <v(2) <wv(1)}
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:

Estos seis poliedros, isométricos entre si, conforman una particiéon del cubo,
como si de un puzle se tratara. Otro resultado, cuando menos curioso, es la
forma en la que se pueden describir los tltimos cuatro vértices P2, By, Py
P3 como combinacién de los cuatro primeros:

PP=P}—P}+ P}, P}=P}—P}+P}
PP=P'-P}+ Py PP=P)— P+ P}
Este tipo de combinaciones, formada por una cantidad impar de puntos
ordenados de forma creciente y en donde se van alternando los signos, son las

que seran de utilidad para obtener los vértices restantes del hipercubo [—1, 1]",
partiendo solo de n 4 1 vértices prefijados.
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1.2. Simetria del hipercubo

Comenzaremos considerando los n + 1 puntos extremos o vértices del
hipercubo B = [—1,1]" que nos serviran para encontrarle una particiéon con
propiedades geométricas similares a las que encontramos en el caso de Bys .
Para cada 1 <7 < n+ 1, definimos las coordenadas del punto P € By» como
sigue

- 1 s 1<j<i
Fl'(7) :{ o
1 st 1 <7< n.
también definimos P" :=co({P": 1 <i <n+ 1}).

Lo que haremos a continuacién es dar una forma de escribir un vector
v € R" como combinacion lineal de los puntos que acabamos de definir.

Lema 1.2.1. Stn > 2 yv € R" entonces v se puede expresar de la siguiente
manera

o=y O )
En particular, {v € B :v(i) <v(i+1), V1<i<n}CP

Demostracion. Sea v € R" y 1 < j < n. La coordenada j del vector v la
podemos reescribir como

UU):1+§U+—MU;Mﬁ+—Mﬁ;MmPU+—Lgmg
1 U JU- i—l n o(i) — v(i — 1 L oln
- +2; >_2;1<> i1 1o v

Lo(l) o () —v=1) o, L—o(n)
= —PG) + PI(G) + 5 L Pl )
i=2
En el caso de que v sea un vector en la bola unidad de ¢2 y sus coordenadas
estén ordenadas de menor a mayor, tendriamos que
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14—1}(1)_07 1—v(n)_07 U(Z)_U(Z_I)ZO (2<i<n)
2 2 2
y
1+o(l) =v(@)—v@i—1) 1—v(n)
SR 2 ey Th
1=2
por lo que, {v € By :v(i) <wv(i+1), VI<i<n} CP O

Es claro que {v € B :v(i) <v(i+1), V1 <4< n} esun subconjunto
convexo de R" y ademads, {P/" : 1 <i < n+ 1} estd contenido en él, por lo que

Pt Cc{veBpm (i) <wv(i+1), V1I<i<n},

Esto ultimo, junto al resultado del lema previo nos permite afirmar lo
siguiente.

Lema 1.2.2. Para cada n € N se cumple que
Pr={veBp :v(i) <v(i+1), VI<i<n}

Ahora ya resulta evidente cémo dar respuesta a la pregunta planteada en
la seccion anterior. Si P € Byn reordenando las coordenadas de P, podemos
considerar una permutaciéon o de {1,---,n} tal que el punto P’ € By
definido como P'(j) = P(o(j)) para cada j < n esté en P", siendo la biyeccién
isométrica [ : £ — {7 definida como

I(z)(5) = x(a(j)) (z €, 1<j<n)
la que satisface que I(P) € P".

Por otra parte, si construimos de manera ordenada todas las posibles
combinaciones de una cantidad impar de los puntos P;* alternado los signos, se
pueden recrear en su totalidad los 2" vértices del hipercubo [—1,1]", como se
puede verificar de manera sencilla para n = 1,2 y como se comenté al terminar
la seccién anterior en el caso n = 3. Si n = 4 obtenemos
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Pt = (1,1,1,1)
P} = (-1,1,1,1)
Pl = (—1,-1,1,1)
P} = (=1,-1,-1,1)
Pl = (-1,-1,-1,-1)
Pl—P}+ P = (1,-1,1,1)
Pl—P'+ P = (1,-1,-1,1)
Pl—P'+ P = (1,-1,-1,-1)
P! — P+ P} = (1,1,—1,1)
Pl— P+ P = (1,1,-1,-1)
Pl— P+ P = (1,1,1,-1)
P} — P+ P = (-1,1,—1,-1)
P} — P+ P = (-1,1,—1,-1)
P} — P+ P = (-1,1,1,-1)
P} — P+ P = (-1,-1,1,-1)

Pl —Pi+ P/ -P'+P = (1,-1,1,-1).

Esta forma de recrear los 16 vértices del hipercubo [—1, 1] partiendo de
solo 5 de ellos es algo que podemos obtener en cualquier dimension, es decir,
podemos construir los 2" vértices del hipercubo By partiendo solo de n + 1
de sus vértices que son justamente los puntos P (1 <i < n+ 1). Para ver
esto, fijemos n € N, definiendo Z,, como

T, ={(i1,...,ix) € {1,....,n}F . k impar, k<n y i; <ij, Vj <k}

El siguiente lema generaliza la tltima observacién.

Lema 1.2.3. Para cada numero natural n tenemos que
k

IkdB@):{EZGJV“B?(QP”JQEZ@4}

J=1
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Demostracion. Comenzaremos demostrando la inclusion

{Z J+1Pn . '17. . ,Zk) c In—i—l} C EXt(ngo)

Sea (i1, ...,4;) un elemento en Z, ;. Denotemos por z = Z?Zl(—l)jHP.”
y para cada 1 < jy < n consideremos el conjunto dado por

Ajy={s <k:P(o) =1} v By ={s <k:P(jo) = -1}

ya que A, v Bj, son subconjuntos disjuntos cuya unién es {1, ..., k}, podemos
escribir z(jy) como sigue

z(Jo) = Z L7+ Z 17—

JEA; JEBj,

usando que A, y Bj, son intervalos de {s € N : s < k} y que k es impar,
obtenemos que z(jy) € {1, —1}, por lo tanto z es un punto extremo de Byx .

Solo nos quedaria por demostrar la inclusién

k
Ext(Bpm ) C { D (=1YMP (i, i) € In+1}, (1.2.1)
j=1
lo cual haremos por induccién sobre n. Para n = 1 la condicién (1.2.1) es clara.
Supongamos que (1.2.1) es cierto para un nimero natural n. Si P € Ext(B1),
definimos el punto P’ en R" como

P'(i)= P() (i <n).

Claramente P’ € Ext(B ). Luego, por hipétesis existe (i1,...,1) € Lyt

tal que
k

YR

j=1
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De esta forma, obtenemos que

Z?;l(—l)jHPgH si Pln+1)=1
P = Z];;%(_l)jﬂpgﬂ + Pgizl si Pm+1)=—-11y izp=n+1
m

Concluyendo asi que P € { (—1)”“]?;;4rl : (J1,- -5 Jm) € In+2}. O

p=1
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1.3. Operadores en L({1,Y)

En esta seccion estudiaremos la forma de representar de una manera ade-
cuada los operadores en L(¢1,Y). Primero introduciendo una base que nos
sera de gran ayuda para cumplir nuestros objetivos.

Fijemos n € N, definimos para cada 1 <7 < n el vector v]' € £ como sigue
ny o 1 si g=1
Y; (]) = n—17 - . .
Pi (]_1) Sll<]§n7

definimos ademas B,, := {v}' : i < n}.
De la Definicién de los puntos P (1 <4 <n — 1) se sigue que

1 osi2<j<i
1 s j=1o01i+1<j<n.

Los siguientes Lemas se demuestran siguiendo la idea de la demostracion
de los Lemas 1.2.1 y 1.2.3.

Lema 1.3.1. Sin > 2 yv € R" entonces v puede expresarse de la siguiente
forma

n—1 . .
v(1) +0(2) , v(i+1) —ov@) ,  v(l)—wv(n) ,
+ Z ; / :
1=2
En particular, el conjunto B, es una base de R".

Demostracion. Sea v € R" y 1 < j <n. En el caso en que j = 1, tenemos
v(l)+v(2) wv(n)—v?2) v(l)—v(n)

v(l) = 5 + 5 + 5
(1) +v(2) | v(i+1) —v(@) | v(1) - v(n)
-T2 7 £ 2 T
_ U(l)—;v )+ v( 2+1 — (i )vf(l)—i— v(1) ;U(n)v:f(l)

1=2
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En el caso que 7 > 1 tenemos

_ v(l) +v(2 —v(2) +v(y —v(J) +v(n —v(l) +v(n
o(j) = M) +0@)  —v@) +o() | —vl) ()(_DJr (1) +v(n)
2 2 2 2
-1 . n-1 . :
v +o2) o+ 1) — () v(i+1) —ov@) o(l) —wv(n)
B 2 i z:: 2 ; 2 2
n—1
v(1) +v(2) , v(+1) —w(@) ., )=o) ,
=2
]
Lema 1.3.2. Para cada numero natural n se tiene que
k
Ext(CT,) = { Z(—l)jﬂvg D (ig, ... ,0k) € In}.
j=1
Demostracion. Comenzaremos demostrando la inclusion
k
{ S (=1 (i, i) € In} C Ext(C7).
j=1
Sea (iy,...,it) un elemento en Z,. Denotamos por z = Zle(—l)jﬂvg y
para cada 1 < jg < n consideremos los conjuntos
Ajy={s < k:v(jo) =1} v Bjy ={s <k :v{(jo) = —1}.
Ya que A, y Bj, son disjuntos cuya union es el conjunto {1,...,k}, obte-

nemos lo siguiente

2(jo) = Y (1ML Y (—1)H(=).

jEAjO jEBjO

Usando que A, y Bj, son intervalos en {s € N: s <k} y k es impar, se
obtiene que z(jy) € {1, —1}. Ademas, es claro que z(1) =1 ya que v"(1) =1
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para cada i < ny k es impar. Por lo tanto z € C7' N Ext(B ), y en conse-
cuencia z es un punto extremo de CT7.

Ahora, demostraremos la inclusion

Ext(CT,) C {Z 1Y (i, i) eIn}. (1.3.1)

Esto lo haremos por induccién. Para n = 1 la condicién (1.3.1) se verifica
de manera trivial. Supongamos que (1.3.1) se cumple para un nimero natural
n.Siv € EXt(On+1) definimos v' en R" como sigue

V() =v() (i <n).

Claramente v’ € Ext(CT). Por hipétesis existird (i1, ..., i) € Z, tal que

k
Z j—i—l n
7j=1
Obteniendo asi,
Yo (=1t si v(n+1)=1
v= Y (=1 ] si vn+1)=—1y ir=n
Zle(—l)ﬁlvzﬂ — v o st vn+1)=—1y iy <n.
m
La expresion previa muestra que v € {Z( 1Pty ]T;H c(J1y- -5 Jm) € In+1}.
p=1

[]
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Notacién 1.3.3. St Y es un espacio de Banach y n es un entero positivo,
definimos

k
M = { (nhicn € Y74 3001, € By i) €,
j=1

y ademdas,

Op:={veC v(i) <v@+1), V2<i<n}
Es claro que B,, C O,,. Debido a que O,, es convexo, obtenemos que
co(B,) C O,.

Por el Lema 1.3.1 tenemos que cada elemento en O,, es combinacién convexa
de los vectores de la base B,. Obteniendo como consecuencia el siguiente
resultado.

Lema 1.3.4. Para cada n € N tenemos que
co(B,) = O,,.

Gracias al Lema 1.3.1, contamos ahora con una base de R", en la que
haciendo combinaciones adecuadas de los vectores de esta base (Lema 1.3.2),
podemos obtener en su totalidad todos los puntos extremos de la bola unidad
de ¢, obteniendo asi una caracterizacién de los operadores en L(¢Z,Y").

Proposicién 1.3.5. La aplicacion ® : L({2,Y)—Y™ dada por
O(T) = (T(v;"))i<n (T € L(L,,Y)),
es una biyeccion lineal satisfaciendo que
k
IT|| = méx{“T(Z(—l)ijZ_) H c(in, ..., 0p) € zn}.
j=1

En particular, ®(Brm v)) = My.
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Demostracion. Por el Lema 1.3.1 el conjunto B, = {v}' : i < n} es una base de
R™, por lo que, cada operador T" € L({Z,Y") esta determinado por un elemento

(T'(v"))i<n € Y. Por lo que resulta inmediato que ® es una biyeccién lineal.

Es claro que

Ext(Bem ) = {v € B : Jv(i)| =1, Vi <n} = Ext(CT,) UExt(—CT,).

Luego, por el Lema 1.3.2 obtenemos lo siguiente
|IT|| = max{||T'(e)| : e € Ext(ngo)}
= max{[|T(e)| : e € Ext(CT;)}

= max{HT<zk:(—1)J+1vg) H s (iy, ..., i) € In}.

J=1

Por la expresién previa se sigue que T € Brm y) siy solo si ®(T) es un
elemento en My:. O

En el siguiente Lema los espacios pueden ser considerados sobre el cuerpo
K de los ntimeros reales o complejos.

Lema 1.3.6. Si S € NA(cy,Y) y z € S,, satisfacen que ||S(2)|| = ||S]|
entonces se cumple que

1S (zxc +wxp)| = 5],
para cualquier w € B, donde C ={n € N: |z(n)|=1} y D =N\ C.

Demostracion. Supongamos que D = {n; : k € N} y n; < ng,1 para cada
k € N. Veamos primero que el operador S alcanza la norma en el vector

21 1= ZXW\{ny} + W(1) X{n,} € Beys

lo que mostraria que podemos cambiar una coordenada de z con moddulo
distinto de 1, por un escalar en By y aun asi, el operador S seguira alcanzando
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la norma en tal vector. Sea v € Sx y t € [0,1) tal que z(n;1) = ta+ (1 —t)w(n,)
y consideremos la sucesién y definida como

Y = ZXN\{n} T AX{n} € Be,

es claro que
z=ty+ (1 —1)z.

Ademas,
1S]| = ISy + (1 = t)z0)[| < ¢l[SW)[| + (L =[Szl < |5,

esto ultimo implica que el operador S alcanza la norma en z;. Podemos repetir
este argumento un nimero finito de veces y concluir asi que el operador S
alcanza la norma en cada vector

También es claro que la sucesion {z;} es convergente a zx¢ + wxp en ¢,
concluyendo asi, por la continuidad del operador S que ||S(zxc+wxp)|| = [|5]|-
]

Como consecuencia del Lema previo, obtenemos la siguiente version del
resultado en el caso de ¢7..

Corolario 1.3.7. Si S € NA((L,Y) y z € Sy satisfacen que ||S(z)|| = ||S||
entonces se cumple que

15(2xc +wxp)l = 151,
para cualquier w € Byn , donde C' = {i <n:|z(i)| =1} y D ={1,...,n}\ C.

Concluimos este capitulo mostrando una 1ltima propiedad de la envoltura
convexa en R" de los vectores de la base B,,. Si tenemos un vector = € co(B,)
el cual estd proximo a un vector y € Spn en donde un operador S € St y)
alcanza la norma, entonces necesariamente, existe un vector en co(B,) en
donde S alcanza la norma y el cual estd proximo a x.
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Lema 1.3.8. Si (g,n) €]0,1[xN, S € Spm vy y (z,y) € co(By) X Se. satisfa-
cen que

Sl =1y lly—=l<e

Entonces existe z € co(B,,) tal que
IS =1 y z—a] <<
Demostracion. Consideremos los siguientes conjuntos
A={ie{2,...,n}:y(i)=—-1} y B={ie{2,...,n}:y(i)=1}.

Para cada i € Ay j € B la hipétesis ||y — z|| < ¢ < 1 implica que
z(i) < 0 < x(j). Luego, por el Lema 1.3.4 tenemos que i < j, pues x € O,,.

Ahora definimos el vector z € By segtn los siguientes casos

z
A=0,B=10 x

(1 sii=1
A=0,B#0 2(i)) =< (i) si 2<i<minB
1 si mnB<i<n

1 sii=1
A0, B=0| z(i)=< -1 si 2<i<méixA
(7(i) si mixA<i<n

1 sii=1

-1 si 2<i<mixA
z(i) si maxA <i<minB
1 si mnB<i<n

A£D,B#0| 2() =

La forma en la que definimos el vector z hace evidente que z € O,, y ademas,
por el Lema 1.3.4, z € co(B,,). Por otra parte, el Corolario 1.3.7 conduce a
que ||S(2)|| = 1. Solo nos quedaria por mostrar que ||z — z|| < &, o de manera
equivalente que |2(i) — z(i)| < € para cada 1 <1i < n, con el fin de demostrar
esto, unicamente prestaremos atencion a las coordenadas i < n con z(i) # (7).
Por esta razon, consideramos los siguientes dos casos.
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» SiA+#0y2<i<mixA entonces

|2(1) —2(@)] =
<

<

| —1—z(i)] =1+ (i)
1+ x(max A)
| — 1 —2z(max A)| = |[y(max A) — z(max A)|

€.

» Si B # () y min B <i < n entonces

|2(2) — =()]

<

<

Por lo tanto ||z — z|| < e.

1 —=z@)]=1-=2()
1 — z(min B)
|1 — z(min B)| = |y(min B) — z(min B)|

E.



CAPITULO 2

Propiedad de aproximacion

Comenzaremos este capitulo introduciendo la propiedad geométrica que
como veremos en la seccién 2.2, ha de tener un espacio de Banach Y para que
el par (¢2.,Y) tenga la propiedad de Bishop-Phelps-Bollobas.

En el ano 2015, los autores M. Acosta, J. Becerra, D. Garcia, S. Kim y
M. Maestre demostraron en [5] que el par (£2_, /1) posee la BPBp, ademds de
introducir una propiedad sobre un espacio Y para la que se pueda garantizar
que el par (£2.,Y) tenga la BPBp, tal propiedad es la que presentamos a
continuacion.

Definicion 2.0.1. Un espacio de Banach Y tiene la approximate hyper-
plane sum property para (3, (AHSp-03_) si para cada € > 0 existe y(g) > 0
satisfaciendo lo siguiente:

Para cada subconjunto {y; : i < 3} C By con ||[y1+y2—ys|| < 1, si existe un
conjunto no vacio A de {1,2,3} e y* € Sy« tal que y*(y;) > 1 —y(¢) para cada
i € A, entonces existe un conjunto {z; 11 < 3} C By con ||z1 + 20 — 23]| < 1
satisfaciendo ||z; — yil| < e para cadai <3 y || > . 42l = |Al

Al estudiar esta propiedad sobre un espacio Y, no resulta trivial encontrar
una que la generalice y con la que se puedan obtener resultados analogos a los
obtenidos en [5]. Sin embargo, el estudio de la bola unidad de ¢, que hicimos
en el capitulo anterior, da una idea de como podriamos hacerlo, siendo para
ello de vital importancia los elementos en My

33
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2.1. Proximidad a hiperplanos y la AHSp-/7
Empezamos presentando la generalizacién de la Definicion 2.0.1.

Definicion 2.1.1. Sea n un entero positivo, Y un espacio de Banach vy
B C Sy+. Elespacio Y tiene la B-approximate hyperplane sum property
para (. si para cada 0 < € < 1 existe 0 < v,(g) < € satisfaciendo la siguiente
condicion:

Para cada (y;)i<n € My, si existe un conjunto no vacio A de {1,...,n} y
y* € B tal que y*(y;) > 1 —,(e) para cada i € A, entonces existe un elemento
(2i)i<n € My satisfaciendo ||z; — yi|| < e para cada i <n y || >, 42| = |A]

En el caso de que la propiedad se satisface para B = Sy~ diremos que Y
tiene la approximate hyperplane sum property para (7 (AHSp-(". de
forma abreviada).

Podemos interpretar geométricamente la AHSp-¢7 sobre un espacio Y como
sigue:

» Los elementos (y;)i<n, (2i)i<n € My determinan conjuntos de n vectores
en Y que imitan el comportamiento de los vectores de la base B, de (7.

= El funcional y* € Sy, determina el hiperplano Hy = {y € Y : y*(y) = 1},
si consideramos un indice 7 € A tendriamos que

y (ys) =1 .
"] =1—y"(y) < le).

diSt(yZ‘, Hl) =
esto nos dice que los vectores del conjunto {y; : i € A} estarian cerca del
hiperplano H;.

» Los vectores que conforman el elemento (z;);<, estarian préximos a los
vectores que determinan el elemento (y;);<,, por otra parte, gracias al
Teorema de Hahn-Banach, podemos considerar un funcional z* € Sy« tal
que

Al =2 z) =Y (=),

€A €A
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teniendo en cuenta que para cada i € A se tiene que z*(z;) < 1, tendriamos
por la igualdad anterior que z*(z;) = 1 para cada i € A, esto es, los

vectores en el conjunto {z; : i € A} estdn en un mismo hiperplano
Hy={yeY: :z*(y) =1}

Es de facil comprobacion que si Y tiene la AHSp-/2 y es isométricamente
isomorfo a un espacio Z entonces Z también tiene la AHSp-¢7 . Esta propiedad

sera la que nos permitira dar una caracterizacion de los espacios Y tales que
el par (¢2,Y) tiene la BPBp.

A continuacién, introducimos una aplicaciéon que nos servira para obtener

propiedades de permutacién bajo cambio de signo que tienen los elementos en

Notacion 2.1.2. Por 1, representaremos a la funcion sobre Y™ definida como

Tn(yh s 7yTZ) = (y27 <oy Yn, _yl) ((y17 ) yn) € Yn)

Es claro que 7, es una biyecciéon de Y en si mismo. Fijado un elemen-
0 (Y1,---,Yn) € Y™ denotaremos por (i, ...,y,) al elemento (ya, ..., Yn, —y1).

Si (i1,...,1;) € I, se obtienen las siguientes igualdades
k k
1 i+1 .
Z(_ 17" ?Jz/] = Z(‘U‘H Yij+1 S1 1 <M,
j=1 j=1

+1,_ ./ s
Yy, = y1+§ )yi 1) sioip = n.

Jj=1

Estas identidades nos permiten afirmar que 7,(My) C M. Senhalemos
que 7" es la funcién identidad sobre Y. Si 7)"((yi)i<n) € My para algin
entero positivo m, entonces se obtiene que 7%((y;)i<,) € My para cada k > m.
Ademas, (yi)i<n = 72"((y;)i<n) € Mi. Obteniendo como consecuencia el
siguiente resultado.
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Lema 2.1.3. Si (yi)i<n, € Y" y m € N. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) (Yi)i<n € My
2) T ((Yi)i<n) € My

El siguiente resultado es el Lema 3.3 en [3] y el que utilizaremos més
adelante, aunque omitiremos su demostracion.

Lema 2.1.4. Sea {c,} una sucesion de numeros complejos satisfaciendo que
len| < 1 para cada n, y sea n > 0 tal que para una serie convera Y oy, se
tiene que Rezzozl anc, > 1 —mn. Entonces para cada 0 < r < 1, el conjunto

A:={i € N: Re(¢;) > r}, satisface la desigualdad

ZO{Z'ZI—lﬁT.

€A

Definicién 2.1.5. Diremos que un subconjunto B C By~ es normante si

Iyl = sup{ly"(y)| : " € B}, VyeY.

El lema anterior nos servira para establecer propiedades equivalentes a la
AHSp-¢7 , tales propiedades seran concentradas en el siguiente lema.

Proposicion 2.1.6. Sea Y un espacio de Banach, n un entero positivo y B un
subconjunto de Sy~ normante. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) Y tiene la AHSp-("..
2) El espacio Y tiene la B-approzimate hyperplane sum property para (7.

3) Para cada 0 < & < 1 existe 0 < p,(e) < ¢ tal que, para cada elemento
(Yi)i<n € My, si existe ng < n ey* € B tal que y*(y;) > 1 — pu(e) para
cada i < nyg, entonces existe un elemento (2;)i<, € My satisfaciendo

= Nny.

no
|zi — yill < e para todo i <n y HZZZ
i=1
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4) Para cada 0 < € < 1 existe 0 < v,(e) < € tal que para cada elemento
(Yi)i<n € My y cada combinacion convexa 2?21 ay; satisfaciendo

n
HZ QY
i=1
existe un conjunto C' C {1,...,n} y un elemento (2;)i<, € My tal que

i) ||zi — yil| < e para cada i <n vy

i) || 2iec 2l = 1C].

Ademds, si~y, en una funcion satisfaciendo 1) entonces la condicion 4) se
cumple para v, = 2. La condicion 4) para una funcion v, implica 1) para la
funcion v, dada por v,(e) = v, (5). En el caso de que 3) se cumple para py,
entonces 1) se satisface para la funcién dada por v,() = 1p2(%).

> 1 —v,(e),

Demostracion. Claramente 1) implica 2) y 2) implica 3).

Comenzaremos demostrando que la condicién 3) implica la condicion 2).

Sea 0 < € < 1y pu(e) un nimero real positivo satisfaciendo la condicion

3). Fijamos 7/ () = p”T(E). Sea (y;)i<n € My y supongamos que existe un

subconjunto no vacio A de {1,...,n} y y* € B tal que

v (y;) > 1—7.(e), VieA.

Por el Lema 2.1.3 podemos suponer sin pérdida de generalidad que 1 € A.
Por otra parte, si i,k € A y j es un entero tal que i < j < k, entonces

2 =29, (e) =y (y;) <y (wi—yj +ur) <llyi —y; +ul <1

Como consecuencia, y*(y;) > 1 — p,(€). Obteniendo asi que

v (y;) > 1 — pp(e), Vi< maxA.
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Por hipétesis, existe (z;)i<, € My satisfaciendo
i) ||z —vi|| <eparacadai<ny
i) | SR 2 = mix A
Por ultimo, el hecho de que {z; : i < n} C By y teniendo en cuenta la

condicién ii) concluimos que || ). 4 zil| = |A|.

Continuaremos mostrando que la condicién 2) implica la condicién 4).
Supongamos que Y satisface la condicién 2). Para cada 0 < ¢ < 1sea, () < ¢
un nuimero real positivo satisfaciendo la Definicién 2.1.1 para cada elemento
y* € B. Tomemos v,(¢) = 7, ().

Sea (y;)i<n € My y supongamos que la combinaciéon convexa Z?:l QG Y;
satisface HZ:L:1 oziyiH > 1 —1,(e). Ya que B es un conjunto normante y
(—vi)i<n € My, usando (—v;)i<, indistintamente de (y;)i<n, si es necesario,
existira y* € B tal que

v (Z ) > 1= 1(0) = 1=}

Por el Lema 2.1.4 el conjunto C' = {i < n:y*(y;) > 1 —~/(c)} satisface

| ~ v(e)
2 ==

1eC K 6)

>1—-c.

Por hipétesis, existe un elemento (z;);<, € My tal que ||z; — ;|| < € para
cada i < ny | Ssee il = ICI.

Finalmente, mostraremos que 4) implica 1).
Ahora, supongamos que Y satisface la condicién 4). Dado 0 < ¢ < 1, sea
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vn(€) un ntmero real positivo satisfaciendo la hipétesis. Mostraremos que
Yn(€)

v, (%) satisface la Definicién 2.1.1.

Sea (y;)i<n un elemento en My y supongamos que para un conjunto no
vacio A C {1,...,n} e y* € Sy« se cumple que y*(y;) > 1 — ~v,(¢) para cada
1 € A. Definimos el siguiente ntimero real positivo

ﬁ sii€A
o; =
0 siie{l,....,n}\A

Claramente > o; = 1 y también

H Z QY
i=1
Por hipétesis, existe un conjunto C' C {1,...,n} v (2;)i<, € My tal que
i) Dieci >1—1
i) [|z; — il < S paracada i <n y
iif) || Xje0 2l = 1€

En el caso de que A C C, la condicién iii) y el el hecho de que {z; : i < n} C By
implicarian que HZieA ZZH = |A|. Por lo tanto, basta con mostrar que A C C.

D icA Yi Y Dica i
:H \AT . (|AA >>1_Vn(£>

n

Si existe algun ig € A\ C, definimos B = {i <n: i # iy} y haciendo uso
de 1) obtenemos que

1
1_W ZO@>ZO&Z 1__>1_ﬁ

i1€B 1eC

Entonces |A| > n, lo cual es una contradiccién. Por consiguiente, A C C'y
hemos demostrado que Y tiene la AHSp-/7..
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Como consecuencia de haber demostrado 3) = 2), 2) = 4) y 4) = 1),
deducimos que si el espacio Y satisface 3) para la funcién p, entonces tiene la
AHSp-(", para la funcién dada por 7,(g) = 1p2(£). ]

Vale la pena destacar que la Proposicién 2.1.6 hace mas facil mostrar que
un espacio tiene la AHSp-¢7 . Con este propésito, la condicion 3) es util, ya
que nos dice que es suficiente verificar la Definicién 2.1.1 solo para funcionales
en un conjunto normante B y para un conjunto mas simple A.

Observaciéon 2.1.7. AHSp-0"t implica AHSp-0" para cada entero positivo
n.

Esta afirmacion puede verificarse facilmente usando la Definicién 2.1.1. Se
sigue del siguiente hecho

(Yi)icn € My = (2i)i<np1 € My,

donde z; =y; para 1 < Ny 2,11 = Yn-
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2.2. Caracterizacién de la BPBp para el par (¢ ,Y)

En esta secciéon demostraremos que la propiedad de que el par (€2, Y) tenga
la BPBp es equivalente a que Y tenga la AHSp-¢7. . Para lograr ese objetivo
introducimos la siguiente nocién sobre un subconjunto U de la esfera de X.

Definicién 2.2.1. Diremos que U C Sx es universal para Sx si para cada
xo € Sx eziste una biyeccion isométrica I € L(X) tal que I(xg) € U.

Como consecuencia del Lema 1.3.4 podemos afirmar que co(B,) C S
satisface la Definicién 2.2.1. La existencia de este tipo de conjuntos ayudan a
demostrar que un par (X,Y’) tiene la BPBp, ya que es suficiente con verificar
que el par (X,Y) satisface la Definicion 1.1.4 escogiendo el vector xy en U,
tal como lo demostramos en el siguiente resultado.

Proposicion 2.2.2. Sean X, Y espacios de Banach y U C Sx un conjunto
universal para Sx. El par (X,Y) tiene la BPBp si y solo si la propiedad dada
en Definicion 1.1.4 se cumple para los puntos en U.

Demostracion. Supongamos que la Definiciéon 1.1.4 se cumple para los puntos
en U. Sea 0 < e <1y0<n(e) < e satisfaciendo:

SiT € Spxy)y uo € U son tales que || T (ug)|| > 1 —n(e), entonces existen
S € Sixy) € Yo € Sx cumpliendo las siguientes condiciones

1Swo)ll =1, lyo—wuoll<e y [S=T|<e.

Supongamos que 1" € Spxy) y Zo € Sx son tales que [|T'(xg)|| > 1 —n(e),
por ser U universal para Sy, existird una biyeccién isométrica I € L(X) tal
que I(xg) € U, de esta forma tenemos que T o [ € Stxyy, (o) € Sx y
ademas

170 171 (I (o))l = I T (o)l > 1 = n(e).

Luego, por hipotesis existen S € Spx,y) e yo € Sx satisfaciendo:

ISwolll =1, llyo—I(zo) <y |S=Tol'|<e
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Teniendo en cuenta que [ es una biyeccion isométrica concluimos que
Sol e SL(X7y), ]_l(yo) € Sy y ademas

ISoI(I  (wo))ll =1, [ (o) —zoll <y [|Sol-T|<e

[]

El resultado principal de esta seccion afirma que los espacios de Banach Y
que satisfacen que el par (¢2,Y") tiene la BPBp para operadores son los que
tienen la AHSp-¢” . Para probar tal caracterizacion es util aislar dos resultados
técnicos. El primero de ellos es el Lema 1.3.8 que a grandes rasgos, afirma que
un operador en L({7,Y") que alcanza su norma en un punto y de Sg» que esta
cerca de un elemento, digamos x, perteneciente a una de las caras maximales
de Bys , también alcanza su norma en otro elemento de la misma cara maximal
que también esta cerca de x. El otro lema que es necesario es el siguiente.

Lema 2.2.3. Siec >0, x,y € co(B,) satisfacen que

n n
r=Y anf, y=> Bl y |lr—yl<e
i=1 i=1

entonces

max{|a; — fi| 11 <n} <e.
Demostracion. Por el Lema 1.3.1 tenemos que

1+ x(2
&12%, 155}

ey 1wl 1-y)

Y )

1
o = 5 , Bi= , Vli<i<n.
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Como consecuencia obtenemos que

oy — By = $(2);y(2)‘ < Hx;y\l <g’

o — ] < [HTO 2y

i — B = x(Hl);y(Hl)er(i);x(z) <st+s=esil<i<nm
Por lo tanto, la prueba estd terminada. ]

La condicién 4) de la Proposicién 2.1.6 permite verificar con facilidad que
si un espacio Y tiene la AHSp-¢7 entonces el par (¢Z,Y) tiene la BPBp.
Demostrar el reciproco es mas delicado. Para ello utilizamos de nuevo la
misma reformulacién de la AHSp-¢Z | pero en este caso el Lema 1.3.8 también
juega un papel esencial.

Teorema 2.2.4. Sea Y un espacio de Banach. El par (¢,Y") tiene la BPBp
st y solo si'Y tiene la AHSp-C7,.

Ademas, si ((2,Y") satisface la Definicion 1.1.4 con la funcion n,, entonces Y
tiene la AHSp-LY con ~y,(e) = nn(m) En caso de que Y tenga la AHSp-C7,
para la funcion vy, (ver Definicion 2.1.1), el par ((1,Y") satisface BPBp con

la funcion n,(e) = %%(n%rl)

Demostracion. Supongamos que el par (¢2,Y") tiene la BPBp y fijemos un

nimero 0 < € < 1. Ahora definimos v,(¢) = nn(n%l), donde nn(niﬂ) < tyes
_e_

el nimero real positivo que satisface el BPBp para —=.

Sea (y;)i<n € My y supongamos que » .., a;y; es una combinacién convexa
tal que

> 1—uv,(e).

n
H E ;Y
i=1
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Podemos aplicar la Proposicién 1.3.5, por lo que existe un operador 7" en
Brn vy tal que y; = T'(v]') para cada 1 <7 < n. El elemento zg = > ; o0}
satisface que zg € Spn , y por hipétesis sabemos que

|7 (o)

g
il >1— n( ) 1— > 0. 221
i T nt 1 (2:2.1)

Dado que el par (ZZO,Y) tiene la BPBp, existen ug € Sy y S € Spum v
que satisfacen las siguientes condiciones

1S(uo)|| =1, |uo — zo|| <

y HS— (2.2.2)

£
_— < .
n+ 1 |wﬂ‘ nt 1

Por el Lema 1.3.8, se puede suponer que ug esta en co(B,). Como conse-
cuencia, existe {f; : ¢« < n} C Ry tal que

Uy = Z@'U? y Zﬁz‘ = 1.
i—1 i=1

Ahora definimos los conjuntos A={i <n: 5 #0}y A ={1,...,n}\ A.
Por (2.2.2) y aplicando el Lema 2.2.3, obtenemos que

E:%_l—E:%_1—§:mzgﬂ>1————mq>1—e (2.2.3)

icA icA icA

Finalmente comprobamos que (2;)i<, = (S(v}"))i<n es el elemento deseado
en My, Claramente (2;)i<, € My ya que S € Spn y) (ver Proposicién 1.3.5).
Ademas, para cada 1 < i < n, tenemos que

l2i = will = ||5(U?)—T§F”)H (2.2.4)
< [l - e o) = T}
__HS—Wﬂﬂ+1—Hﬂ\
<:ni1+n+1§€ (por (2.2.2) y (2.2.1)).
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Usando el Teorema de Hahn-Banach y (2.2.2), existe un elemento y* € Sy-
tal que y*(S(up)) = 1, es decir,

Yy ( Z 51%) =1
i—1

Entonces, es claro que y*(z;) = 1 para cada i € A, obteniendo asi que

A=y (D =) < | X a] < Dl < a1

€A €A €A

Como consecuencia || Y .., 2l = |A|. en vista de (2.2.3) y (2.2.4) he-
mos probado que Y satisface la condicion 4) de la Proposicién 2.1.6 pa-
ra v,(e) = n"(n+1) Por lo tanto Y tiene la AHSp-¢7 para la funcién

Tn(€) = nn(n(n—i—l))
Supongamos que Y satisface la AHSp-¢7.. Sea 0 < ¢ < 1 y escribamos
M(€) = vu(;57), donde v, (57) es el nﬁmero real positivo que satisface la

condicion 4) de la Proposicion 2.1.6 para +1
Supongamos que T' € Spm vy vy g € Spn son tales que

1T (o)l > 1 = nale).

Haciendo uso de la Proposicién 2.2.2 podemos suponer que xg € O,,. Por el
Lema 1.3.4 sabemos que x( € co(B,,), luego existe {o; : i < n} C R tal que

n n
To = g vy E o; = 1.
i=1 =1

En vista de la Proposicion 1.3.5 el elemento (v;)i<n, = (T'(v}"))i<n € My
Por hipdétesis sabemos que

n
Z QGY;

1=1

— | (z0)]| > 1 — yn< c )

n—+1
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Por lo que existird un conjunto no vacio A C {1,...,n}y (2i)i<n € My tal
que
€ .
;&Z 1 > 0, |zi — wil| < T Vi < n, (2.2.5)

y también se satisface
= |A|. (2.2.6)

e
€A

Sea S el inico elemento en L(¢L,Y') que satisface que S(v}") = z; para cada
1 <7 < n. En vista de (2.2.5) podemos usar la Proposicién 1.3.5 para obtener
que S € Brm vy y ||S =T < e. El elemento vy dado por ug = >, 4 2‘:71);1
pertenece a Sy, . Por (2.2.6) el operador S alcanza su norma en ug ya que

|2 iea izill
1= 12 )] < I8 < 1
ZieA Qv
Como consecuencia S € Spn y). Si escribimos A" = {1,...,n} \ A, obtene-

mos que

b=l = [ <2t Yo
ZZGA&Z "’

€A =1

= ( )Z%U +Zaz

ZGA a; ic A
S
2ieA Qi icA e A/
=2) o
ic Al
€
<2 < 2.2.9)).
—— < (por (225))

Hemos demostrado que el par (£3,,Y) tiene la BPBp con n,(e) = v, (557)-
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En el caso de que Y satisface la AHSp-¢7, con la funcién v, sabemos que
Y satisface la condicién 4) de la Proposicién 2.1.6 para la funcién v, = 2.
Como consecuencia de la demostracién anterior, deducimos que el par (¢2,Y)
tiene la BPBp con 7,(¢) = 72 (-55)- O
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2.2.

CARACTERIZACION DE LA BPBP PARA EL PAR (".,Y)




CAPITULO 3

Espacios con la AHSp-/,

Dar un ejemplo de un espacio de Banach Y tal que para n > 2 el par
(7,Y) no tenga la BPBp no resulta algo trivial, ya que como se vera en la
siguiente seccion, los espacios de Banach clésicos tienen la AHSp-¢7 . En [14,
Teorema 2.7], S. Kim muestra que si Y es un espacio estrictamente convexo
entonces la condicion de que Y sea uniformemente convexo equivale a que el
par (/2 ,Y) tenga la BPBp. Por lo que, cualquier espacio de Banach Y que sea
estrictamente convexo, pero no uniformemente convexo no tendra la AHSp-¢7,
para n > 2. En particular, bastaria considerar un espacio de Banach separable,
no reflexivo, ya que todo espacio de Banach separable se puede renormar de
manera estrictamente convexa y no seria uniformemente convexo al no ser
reflexivo.

También es importante resaltar que si un espacio es reflexivo entonces no
necesariamente tendrd la AHSp-£2 , como lo mostraremos a continuacién.

Si (X)), es una coleccién de espacios de Banach, se denota como €, X, al
espacio de todas las sucesiones (z,), tales que

xr, € X, paracada n €N y Z |2 |? < o0,
neN

dotado con la norma
1/2
IGadall = (D heal?) ™
neN

49
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Teniendo asi que €, X, un espacio de Banach. El Teorema 8.17 en [13] nos
dice que en el espacio Y = @, ¢, se puede definir una norma ||.||o que hace a
Y estrictamente convexo y como consecuencia de los Teoremas 9.14 y 9.18 en
[13] también podemos afirmar que no existe una norma sobre Y que lo haga
uniformemente convexo, en consecuencia, (Y, ||.||o) serfa un espacio de Banach
reflexivo, estrictamente convexo y no uniformemente convexo, lo que lo hace
un espacio que no satisface la AHSp-£2 para ningin n > 2. Concluyendo asi,
que ser reflexivo no implica la AHSp-¢Z..
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3.1. Espacios de Banach clasicos

Comenzaremos con los espacios de Banach mas sencillos, como lo son los
de dimensién finita, mostraremos que esta clase de espacios tienen la AHSp-¢7..

En [3, Proposicion 2.4] se demuestra que para cada par de espacios de
Banach X,Y de dimensién finita, se cumple que (X, Y’) tiene la BPBp. Por lo
tanto, si Y es de dimensidn finita, el par (¢, Y') tiene la BPBp, en consecuencia,
por el Teorema 2.2.4 obtenemos que Y tendria la AHSp-¢7 . Sin embargo,
demostrar directamente esta afirmacion no resulta complicado.

Proposicion 3.1.1. Cada espacio de Banach finito dimensional tiene la
AHSp-C .

Demostracion. La demostracion la haremos por contradicciéon. Sea Y un espa-
cio de dimension finita y supongamos que Y no tiene la AHSp-¢7. . Sea gy > 0
para el cual la Definicién 2.1.1 no se satisface. Para cada m € N existe un

elemento (y")i<, € My, un conjunto no vacio 4,, C {1,...,n} y y;, € Sy
satisfaciendo -
yr (yi") > 1 — =0 para cada 1 € A,,, (3.1.1)
m
y ademas

= Al = méx{||y" —z i <n} >ep. (3.1.2)

(2i)i<n € My, H >z

1€A,,

La condicion (3.1.1) implica ademas que

H > o ‘ > ym<z yl-”) > IAmI(l - @> (3.1.3)
1€A,, i€A,, m

Ya que Y es de dimensién finita, My es un subconjunto compacto de
Y". Teniendo en cuenta que {i € N : ¢ < n} es finito, y pasando a una
subsucesion, podemos asumir que existe un conjunto A C {i € N: ¢ < n} tal
que A, = A, para cada m, y ademas que para cada ¢ < n la sucesién {y"},,
converge a un y;, por lo tanto (y;)i<, € Mj. Luego, por la condicién (3.1.3)
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se sigue que ||>°;c, vi|| = |A]. En vista de la condicién (3.1.2) esto seria una
contradiccion. O

En [3, Teorema 5.2] se demuestra que si Y es un espacio de Banach unifor-
memente convexo, entonces el par (¢2,Y") tiene la BPBp. En consecuencia, el
espacio Y tiene la AHSp-¢” . obteniendo asi el siguiente resultado.

Corolario 3.1.2. 57 Y es un espacio de Banach uniformemente convexo
entonces Y tiene la AHSp-C. .

Como consecuencia de este corolario obtenemos que, para cada 1 < p < 0o
y cada espacio de medida (€2, %, i) con p una medida positiva se tiene que el
espacio LP(€2, X, i) tienen la AHSp-7 .

En el ano 1963, J. Lindenstrauss introduce una condicién sobre un espacio
de Banach Y para el que se puede garantizar que el par (X,Y") tiene la BPp
para cualquier espacio de Banach X. Tal condicion es conocida ahora como la
propiedad 8 de Lindenstrauss.

Definicién 3.1.3. Se dice que un espacio de Banach'Y tiene la propiedad 5 (de
Lindenstrauss) si existen colecciones {yo : o« € A} C Sy, {y: :ae€ A} C Sy y
0 < p < 1 satisfaciendo las siguientes condiciones:

» ¥ (yo) = 1 para cada o € A
w |yt (ys)| < p <1 para cada o € A con a #
= |yl =sup{lya(y)| : a € A} para caday €Y.

Los espacios ¢y y £ satisfacen la propiedad [ considerando las colecciones
de los vectores candnicos {e, : n € N} y los funcionales biortogonales asociados
a ellos {e : n € N} con p =0 en ambos casos.

En [3, Teorema 2.2]) demostraron que la propiedad (3 es lo suficientemente
fuerte para garantizar que el par (X,Y) tiene la BPBp para todo espacio de
Banach X siempre que Y tenga la propiedad (3, obteniendo como consecuencia
el siguiente corolario.
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Corolario 3.1.4. 51 Y es un espacio de Banach con la propiedad B entonces
Y tiene la AHSp-C2,. En particular, los espacios cy y U tienen la AHSP-C7, .

Si L es un espacio Hausdorff localmente compacto, denotaremos como
Co(L,Y) al espacio de las funciones f € Y* continuas satisfaciendo que para
cada ¢ > 0 existe un compacto K C L tal que || f(x)|| < e paratodo x € L\ K,
tal espacio serd considerado con la norma uniforme. Para cada t € L definimos
pt € Bey(r,y) como sigue

pe(f) = f(t)  (f € Go(L,Y)).
Si feCy(L,Y)yty€ L, el Teorema de Hahn-Banach nos dice que existe
i € Sy- tal que yi(f(to)) = ||/ (to)]l, por o que es claro que

Il =sup{ly" o pe(f)[: t€L, y" €Sy}
Consecuencia de esto, tenemos que la coleccién B C Bz, y)- definida como

B:={y‘op: telL, y* €Sy},

es normante.

El siguiente resultado fue demostrado en [5] en el caso n = 3, aunque el
resultado que ahora presentamos es mas general, la demostracion sigue los
mismos argumentos dados por los autores de [5], utilizando como principal

herramienta el Lema de Urysohn. La versién que usaremos es la dada en [17,
Lema 2.12].

Proposicion 3.1.5. Sea L un espacio Hausdorff localmente compacto e Y un
espacio de Banach. Entonces, Co(L,Y") tiene la AHSp-C2, si y solo si Y tiene
la AHSp-C7,.

Demostracion. Supongamos que Y tiene la AHSp-£3 . Sea e > 0y 7,(5) > 0
satisfaciendo la Definicion 2.1.1 para .
Para demostrar que Cy(L,Y) tiene la AHSp-£7, serd suficiente demostrar
que Cy(L,Y) satisface la condicién 2) de la Proposicién 2.1.6 para el conjunto
normante
B:={y*op: te€L, y" €Sy}
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Supongamos que (f;)i<p € Me, vy Y A es un subconjunto no vacio de
{1,...,n} tal que para algin y* € Sy- y t; € L se tiene que

v (fi(t) > 1=, (%) para cada i € A. (3.1.4)

Es facil comprobar que (fi)i<n € Mg, 1y implica que (fi(t1))i<n € My.
Teniendo en cuenta la hipdtesis y (3.1.4), existira (z;)i<, € My y 2* € Sy tal
que

Iz — f:(t1)] <§ para cada i < n, (3.1.5)

2*(z;) =1 para cada i€ A. (3.1.6)

Ahora, definimos el siguiente conjunto abierto de L

U= {teL:Ifm - sl <5} (3.1.7)

i=1

Si aplicamos el Lema de Urysohn al considerar U y el compacto K := {t¢;},
existird una funcién continua ¢ € Cy(L,R) tal que ¢(L) C [0,1], ¢(t1) =1y
{teL:¢(t)£0}CU.

Para cada ¢ < n definimos la funcién g; = ¢z; + (1 — @) fi € Co(L,Y),
aclarando que

gi(t) = o(t)zi + (1 — (1)) filt) (t € L).

Veamos qué (g;)i<n € M. Co(LY): Sea (i1,...,ix) € I,, para cada t € L
tenemos
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i( 1", H H¢ 1 (1 i f+1fzj<>\
< o(t) i(—nm% F— o) Zk;(—l)j“f@ |
<o) + (1—0(0) = 1. B

Por lo tanto Z?Zl(—l)jﬂ
tenemos que

i, € Beyry)- Por otra parte, si i € A por (3.1.6)

2o py(9i) = 2" (gi(t1)) = 27(z1) = 1
Lo que implica que z* o p;, € Scy(r,v)- ¥ en consecuencia || Y .. 4 gil| = |A|.
Por 1ltimo, mostraremos que ||g; — fi|| < € para cada i < n. Consideremos
1<nytel.
Sit € L\ U entonces ¢(t) = 0 y en consecuencia g;(t) = f;(t). En caso de
que t € U , por definicién de U tenemos que

19i(t) = fi@)|| = llo(t)zi — o(t) fi(¥) |l
< |lzi — z‘( )l
< Iz = fi@)| + 1 fi(t1) = fi@)]
< % + % (por (3.1.5) y (3.1.7)).
Concluyendo asi que ||g; — fil]| < e

Supongamos ahora que Cy(L,Y’) tiene la AHSp-£7,. Sea € > 0y v,(5) > 0
satisfaciendo la Definicién 2.1.1 para 5. Supongamos que (y;)i<, € My y A es
un subconjunto no vacio de {1,...,n} tal que para algin y* € Sy~ se tiene
que

Y (yi) > 1= (%) para cada i € A. (3.1.8)
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Fijemos ty € L y haciendo uso nuevamente del Lema de Urysohn, podemos
considerar una funcién continua ¢ € Cy(L,R) tal que ¢(L) C [0,1], ¢(tg) =1
y cumpliendo que el soporte de ¢ es compacto en L.

Para cada i < n definimos la funcion f; € Cy(L,Y) como

fi(t) = ¢(t)y:  (t € L).
Se verifica con facilidad que (fi)i<n € Mg, y), ademds para cada i € A se
tiene que

v pr(f) = " (fitn) = ") > 1 =7(3)  (bor (318)).

Por lo que existira (g;)i<n € Mg, 1y tal que

Zgi

€A

lg: = fil < 5 paracada i<n y =14l (319)

Ahora, tomemos t; € L tal que || >-,c 4 gi(t1)]] = || D jea ill = |A]l. Ademas,
(9i)i<n € M¢, 1y implica que (g;(t1))i<n € My. Bastarfa con mostrar que
lgi(t1) — yi|| < € para cada i < n.

Sea 1 <nyiy€ A, de esta forma obtenemos

1gi(t1) — will < llgi(ts) — filt)| + [ fi(t1) — will

< g + [lo(t)yi — ill (por (3.1.9))
< g +1—¢(t)

< 5+ L= o)l

< 5+ lgio(t) = fu (0]

<s+s=c  (por (3.19))
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Como se comentd al inicio del capitulo, los espacios reflexivos no necesa-
riamente tienen la AHSp-¢7 . De los espacios de Banach clasicos, quedaria
por considerar el espacio de funciones integrables L;(€2, ¥, ) donde X es una
o-algebra sobre un conjunto €2 y u es una medida positiva definida sobre el
espacio medible (€2,%). Cabe destacar que en [5] se demuestra que el par
(€3, L1(92, 3, 1) tiene la BPBp. Sin embargo, hasta la fecha de la publicacién
de [8] no se habfa demostrado que el par (¢4, L1(92, %, 1)) tuviese la BPBp,
obteniendo poco después en [7] un resultado similar en el caso general, esto serd
tratado en la siguiente seccion. Notaremos por Li(u)) al espacio Lq(£2, %, u)
y por /; al espacio de las sucesiones en RY tales que la serie Y, |z()] es
convergente, equipado con la norma

]l = Z (i) (z € ).
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3.2. Li(pn) y la AHSp-?

El resultado principal de esta seccién establece que Lq(u) también tiene la
AHSp-02 | para cualquier medida positiva p definida sobre un espacio medible
(©, %) y cualquier nimero natural n (ver Corolario 3.2.6). Para obtener tal
resultado la idea clave es demostrar esta afirmacién para /.

A lo largo de esta seccién denotamos por u* al funcional sobre ¢; dado por

wl(x) =Y wx(k) (x€h)

En el espacio ¢; consideramos el orden habitual como un espacio de suce-
siones. Si x,y € {1, tenemos que

x <y siysolosi z(i) <y(i) paracada i€ N.

Ahora nuestro objetivo es demostrar que el espacio ¢; tiene la AHSp-¢7 |
para este fin necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 3.2.1. Sear,s € R", y, x1 € {1. Supongamos que
l—r<u(ri+y) vy |ri+yl]<1+s.
Entonces existe w € £y tal que
w>y,  Ju—y|<r+s oy oz +w>0.
Demostracion. Consideremos los siguientes conjuntos

P={keN:0< (1 +vy)k)} y N =N\P.

Ya que u* > 0, tenemos que

1—r < w'(z1+y) <u((21+y)xp)
[(x1 +y)xpll < ||z +yl
1+ s.

IA A
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Por lo tanto ||(z1 +y)xp| > 1 —r, ademés

(@1 +y)xnll = llz +yll = (@ +y)xp < 1+s—(1—r)=r+s. (3.2.1)

Definimos ahora w € ¢; como

w(k) = y(k) si ke P
—z1(k) si k€ N.

Es claro que wxp =yxp v —T1XN = YXN, ¥ que w > y. Por otra parte
(z1+w)xp=(r1+y)xp >0 ¥y (x1 +w)xn =0,

satisfaciendo asi que 1 + w > 0.

En vista de (3.2.1) obtenemos que

|lw —y|l = [[(w—y)xn|| = (=21 — y)xnl|
= [(z1 +y)xn| <7+ s

El lema previo lo podemos generalizar de la siguiente manera.

Lema 3.2.2. Sear,s e R™, yely, me N y {x;: 1 <m} C ly. Supongamos
que

l—r<u(x;+y) vy |x+y|<1+s paratodo i <m.
Entonces existe w € {1 tal que

w 2y, |lw—y||<m(r+s) vy z;+w>0 para todo 1 < m.
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Demostracion. La afirmaciéon para m = 1 es el Lema 3.2.1. Usando este
resultado podemos probar el caso general. Seam € N,y € £y, {z; : it <m} C ¢,
y supongamos que

l—r<u(z;+y) y |z;i+yl]<1+4+s paratodo i <m.

Por el resultado para m = 1, existe un subconjunto {w; : i < m} C ¢; tal que

w; >y, |lwi—yl| <r+s y z;+w; >0 paratodo i <m. (3.2.2)

Tomamos w = max{w; : ¢ < m}. Existe una familia de conjuntos disjuntos
dos a dos {4; : i < m} C N tales que N = U;<,, A; ¥y que también satisfacen

wx4, = wix4, paratodo i < m. (3.2.3)

Como consecuencia w =Y ., w;x4, € {1y en vista de (3.2.2) se satisface
que

w>w; >y vy Ti+w>x;,+w; >0 paratodo i < m. (3.2.4)

Ya que {A; : i < m} es una particiéon de N tenemos también que

m

lw—yll = > [l(w—y)xa,

1=1

= Yl = yxall (por (3:2:3)
< Y lwi-l (3.2.5)

< m(r+s) (por (3.2.2)),
en vista de (3.2.4) y (3.2.5) tenemos el resultado. O
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Teorema 3.2.3. Para cada n € N existe una funcion p,, :]0,1[—]0, 1] con
las siguientes propiedades

1) pn(€) < € para todo € €]0,1].

2) Si0<e<1, (yi)i<cn € M}’ yng <n cumplen que

u (y;) > 1— pu(e), Vi< nyg,

se puede encontrar (2;)i<n € M} satisfaciendo las siguientes dos condi-
ciones

a) ||zi — yi|| <e, para todoi <n vy
b) 2 >0 yu(z;) =1, para todo i < ny.

Demostracion. Definimos inductivamente la funcién p,, de la siguiente forma.
Para n = 1 veamos que la funcién p; :J0, 1[—R™ definida por pi(e) = 3
satisface la condicion 2).

Supongamos que 0 < € < 1y y; € By, satisface que u*(y1) > 1 — p1(e). Si
definimos P; y a; como

P ={keN:y(k) >0} y ay = Yixp,,
entonces tenemos que

1—pi(e) <u'(y1) < u'(ar) = [laaf| <l €Ty a1 > 0.

Como consecuencia

lar = ill = llyoxane | = Nyl = llaall < 1= flaaf] < pa(e).

Ahora definimos z; = a; + (1 — ||ay||)e1. Asi se cumple que z; > 0, ||z|| =1

y
|21 — || < llar —will + 1 —[lax]l < pi(e) + pi(e) = €.
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Ya que z; > 0y ||z1]| = 1 también tenemos que u*(z1) = 1, de esta forma
hemos demostrado la afirmacién para n = 1.

Para aplicar el argumento de induccién introducimos el conjunto P, dado
por

Poi={(i1,...,ix) €{1,....,n}* .k par, k<n y i; <ij, Vj <k}

Supongamos que n es un numero natural y existe una funcion p, para la
cual la afirmaciéon es verdadera. Definimos p,1 como

)= ) (e,

3
(n 4+ 2)|P,|

Por hipétesis la funcién p,.; :]0, 1[—]0, 1] satisface 1).
Ahora probaremos que la condicién 2) también se satisface. Supongamos que
0<e<l1l,1<ny<n+1yelelemento (y;)i<ni1 € MZH satisface que

w (i) > 1 — pug1(e), Vi < ny.

Ya que (¥;)i<ni1 € MZH sabemos que (y;)i<n €s un elemento en M. Por
hipétesis existe un elemento (b;)i<, € M, que satisface las siguientes dos
propiedades.

16: — yill < , Vi<n (3.2.6)

8(n + 2)| P,

b >0 vy u(b;) =1, Vi <min{ng,n}. (3.2.7)
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Para cada 1 < ¢ < n definimos

Ahora verificamos que (2;)i<, € M. Si (iy,...,it) € I,, debido a que

(bi)i<n € M}, obtenemos

k k
_ 1 , 1
+1 _ g, _
Z(—l)ﬂ 2|l = HH%Z(_U] bi, + (1 1_'_%)61 (3.2.8)
7=1 J=1
< ! +1 ! =1
— 145 1+3
De (3.2.7) también tenemos que
2z>0y u'(z)=1 Vi <min{ng,n}.
Por otro lado, si ¢ < n entonces
o= wll < oo+ o =t B w329
Zi —Yill > |17 T — 0 i — Yi "L
Y 1+3 1+¢ Y
< 2<1 ! >+ © (por (3.2.6))
— or (3.2.
11:)  8m+2P]
< 5+g <e
4 8 '

v 4 1
Solo faltarfa definir un vector z,41 € By tal que (z)icpr1 € My,
|2nt1 — Ynt1]] < € y en caso de que ny = n + 1 necesitamos también que

las condiciones z,11 > 0y u*(z,41) = 1 se verifiquen. Para este ltimo paso

consideramos los siguientes dos casos.
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Caso 1: Supongamos que ng < n + 1.

En tal caso definimos z,.1 = 1{’:[1 Como ¥y, +1 € By, es claro que ||z,11]| <1

[2n41 = Ynal <1 = <e&.

1+

En vista de (3.2.8), teniendo en cuenta que z,.1 € By,, para probar que
(2i)i<ns1 € M Zi“, es suficiente mostrar que la condiciéon que define M ZH se
satisface para combinaciones lineales conteniendo al menos tres elementos que
incluyen z,4;. Ahora fijemos (i1, .., %) € P,. Usando que (y;)i<nt1 € M)
obtenemos que

k k
Z(—l)j+1zij + el = H _ Z j—&-lsz + yn+1
j=1 e
<:\|§3 (= )J+1(zj——y%)H-+\!§3] (=D i+ Y|
- 14 3
ek
o T 1
8(n+2)|Py|
<1 or (3.2.6)).
T (por (3.2.6))

Por lo tanto, terminamos la prueba del caso 1.
Caso 2: Supongamos que ng =n + 1.

Definimos P y a como

P={keN:y,(k) >0} y 4 = Ypi1XP-

Por hipotesis u*(yn+1) > 1 — pns1(€), obteniendo asi que

a>0, 1—pnp(e) <u'(a)=lal| <1 vy [la—=yps| < ppsa(e). (3.2.10)
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Notemos que para cada (i1, ...,i;) € Py, usando (3.2.7) y (3.2.10) obtene-
mos que

k
£ .
1-— <u'(a) = u*( (—1)‘“16% + a) (3.2.11)
S(n+2)[P,| %;
y

Z(_l)j+1bij +all < Z(_l)j—i_l(blj - ylj) | + Z(_l)]+1yij T Yn+1
j=1 Jj=1 j=1

+ lla = ynl

9
1 1 3.2.6 3.2.10)).

Por (3.2.11) y las desigualdades previas podemos aplicar el Lema 3.2.2. Por
lo tanto, existe w € ¢; que satisface las siguientes condiciones

€ £

> —a|l < |P, 2 = - 3.2.12
w>a, |lw—al <|Pal(n+ )8(n+2)’m g 7 ( )
k
S (=1 +w >0, Vi, i) € Py (3.2.13)
j=1

Notemos que a > 0 por (3.2.10), entonces de (3.2.10) y (3.2.12) tenemos
que

13
~ 8(n+2)[P,|

€
<lla = Jlwll < flw = all + flafl < ¢ + 1. (3.2.14)

Por lo tanto | .
DDA [Jw] <1,
I+ I+
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66 3.2.
. [[w]| 1 — ooy
- 8mt2)[P.] € €
0<1— <1-— < = i 3.2.15
1+ % 8  8(n+2)|P, ( )

I
ool

Finalmente definimos
I O A
R 1+8)

Recordando que w > 0 y (3.2.15), es claro que 2,1 > 0y u*(2,41) = 1
Ahora verificaremos que z,,1 esta cerca de y,.1 de la siguiente forma

w w
Zn1 — Ynt+1|l < ||Zn+1 — + —w|| + |lw—al + ||a —Yn
D = I Fer EA PR T
£ £
< 4 3.2.16
4 4(n+2)|P,| ( )
1
+ (1 17 5) |lw|| (por (3.2.10), (3.2.12) y (3.2.15))
8
£ €
<-+-<e (por (3.2.14)).

2 8
ir) € Pn, de (3.2.13) y (3.2.15) y usando también

Por dltimo, si (iy,...,1
(3.2.7) y que w > 0 obtenemos

Jek (e (1)

1+:

k
Z(—l)j+1zij + Zny1
=1

=1
k
j+1
Z}qy %+w>+1—1+§
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Ya que (2;)i<p € M}y por (3.2.8) y (3.2.17), concluimos que (2;)j<n+1 €S
un elemento en MZH. En vista de (3.2.9) y (3.2.16), se concluye la prueba
del caso 2.

Como consecuencia, hemos mostrado que ¢; satisface la afirmaciéon para

n + 1 con pn+1(€) — pn(m) []

Representamos por ¢/" al espacio R con la norma

Izl = Z [z (z € R™).

Si T e L(X,Y), denotamos por T" al operador transpuesto de 7.

Proposicién 3.2.4. ¢, tiene la AHSp-C2,, para cada numero natural n.
De hecho, para cada n € N existe una funcion -y, tal que ¢1 y £1" tiene la
AHSp-C" con la funcion v, para todo entero positivo m.

Demostracion. Es suficiente mostrar que ¢; satisface la condicién 3) de la
Proposicion 2.1.6. El mismo argumento puede ser aplicado para ¢{* ya que la
prueba del Teorema 3.2.3 también es vélida para este espacio, para cualquier
nimero natural m. En el iltimo caso obtenemos adicionalmente que existe una
funcién p,, que satisface la Definicién 2.1.1 para el espacio ¢{" que no depende
de m.

Consideremos la funcién p, dada en el Teorema 3.2.3. Mostraremos que la
misma funcién también satisface la condicién 3) en la Proposicién 2.1.6 para
el conjunto B = Ext(By:).

Supongamos que (y;)i<n € M’i, ng < n e y" € B satisfacen la des-
igualdad y*(y;) > 1 — pu(e) para cada i < ny. Es de féacil comprobacién
que Ext(Bp) = {v* € ] : [v*(e,)] = 1, Vn € N}. Asi que si definimos
e, = signo(y*(e,,)) entonces ¢, € {1, —1} para cada n € N.

Como consecuencia, la aplicacion T : /1—¥¢; dada por

T((xn)) = (enzn)  ((za) € b)),
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es una isometria lineal sobreyectiva sobre ¢; que satisface T'= T~!, por lo
tanto T = (T%) ™!

Ademss, T'(y*)(e,) = y*(T ( n)) = y'(enen) = 1, para cada n € N, asi
T'(y*) = u*; es decir, T"(u*) =

De esta forma, u*(T(y;)) = T'u *(yz) = y*(y;) > 1 — pu(e), para cada i < ny.
Como (y;)i<n € M y T es una isometrfa lineal tenemos que (T'(y;))i<n € M.

Usando el Teorema 3.2.3 existe (z;)i<, € M} tal que

|lzi — T(yi)|| <e, Yi<n 'y u'(x;)=1, Vi<ny.

Como consecuencia

T (z;) —yil|| <e, Vi<n y y(T(x;)) =1, Vi<ny.

Ya que (7;)i<n, € My, el elemento (T'(7;))i<, también pertenece a M.
Hemos mostrado que la condicién 3) en la Proposicién 2.1.6 se satisface y asi

el resultado es demostrado.
]

Diremos que una familia {Y,, : « € A} de subespacios de Y es una red de
subespacios de Y, si para cada «a, 8 € A existe v € A tal que

Y, C Y7 y Yﬁ C YW'
El siguiente resultado generaliza el Teorema 4.7 en [8§].

Proposicién 3.2.5. Sea n € N y I, :]0, 1[—]0, 1[ una funcién. Supongamos
que Y es un espacio de Banach tal que Y = U{Y, : « € A}, donde la coleccion
{Y, :a € A} es una red de subespacios de Y que satisface de manera uniforme
la AHSp-U%, con la funcion T',,. Entonces Y tiene la AHSp-C7, con la funcion

() = Tn(5)-
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Demostracion. Dado 0 < € < 1, definimos ~,(g) = Fn(%) Supongamos que
(a;)i<n € M y que para algiin conjunto no vacio A C {1,...,n} e y* € Sy,
se satisface que

Yy (a;) >1—,(e), Vie A

Fijemos un nimero real ¢ tal que

1 1 € ‘ * .
n+1 mln{E,mm{y (ai) = 1+n(e) ri € A}}

0<t<

Por hipétesis existe ag € Ay {b; : i < n} C By NY,, satisfaciendo

|b; —a;|| <t, Vi<n.

1&7@1& para cada ¢ < n. Usando que (a;);<, € My

resulta inmediato la verificacién de que (y;)i<, € My NY,,.

Ahora definimos y; =

Por otra parte, es claro que
bi
14+ nt

lyi—ai]| < H —b;

+|bi—a;|| < (n+1)t < g, para todo i < n. (3.2.18)

Para cada i € A obtenemos que
v (yi) >y (a;) — (n+ 1)t >1—y,(e) > 0. (3.2.19)
Definimos ahora el elemento z* € Y,; como sigue
Z(2)=y'(z) (z€Ya),

que satisface z* € By; . De (3.2.19) sabemos que z* # 0 y también se deduce
que
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Como asumimos que Y,, tiene la AHSp-£7 | existe (2;)i<p € M{}ao tal que

zi — il <§, paratodo i <n 'y HZZZH = |A|.

icA
Usando también (3.2.18) deducimos que
e € :
12i — ail| < llzi —will + [lyi — ai <5t3=¢& Vi < n.
Hemos probado el resultado. [

Si > es una o-algebra definida sobre un conjunto no vacio 2 y u es una
medida positiva definida sobre X, definimos la siguiente colecciéon A.
A:={a CX: aesfinitoy u(A) < oo para cada A € a}.

Consideremos ademads los siguientes subespacios de Lq(£2, X, i)

Yo :=Lin{xa: Aca} (ael).

Es claro que para cada o € A existe un entero m > 0 tal que el subespacio
Y, es isométricamente isomorfo a ¢]". Ademas la coleccion {Y, : o € A} es
una red de suespacios de L1(£2, %, ) satisfaciendo que

Ly, 5, 1) = U{Ya : a € A

Luego, como consecuencia de las Proposiciones 3.2.4 y 3.2.5 obtenemos que
todo espacio Li(2, %, u) satisface la AHSp-¢7 para cada nimero natural n, y
la funcién p,, que verifica la propiedad para cada niimero natural n no depende
de p. En vista de la caracterizacion dada en el Teorema 2.2.4 obtenemos el
siguiente resultado.
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Corolario 3.2.6. Para cadan € N existe una funcion 7y, :]0,1[—10, 1] tal que
Li(p) satisface la Definicion 2.1.1 con tal funcion, para cada medida positiva
p. Por lo tanto, el par (2, Li(u)) tiene la BPBp para operadores. Ademds,
para cada entero positivo n existe una funcion n, tal que el par (02, L1(p))
satisface la Definicion 1.1.4 para tal funcion, siendo p una medida positiva.
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