
La propiedad de Bishop-Phelps-Bollobás para
operadores

Tesis Doctoral

por
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Fdo.: José Luis Dávila

Director de la tesis

Fdo.: Juan Francisco Mena Jurado

1



2



Agradecimientos

En primer lugar, quiero expresar mi agradecimiento a la profesora Maŕıa
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Introducción

El presente trabajo se desarrolla en el ámbito del Análisis Funcional, más
espećıficamente en la teoŕıa de operadores que alcanzan la norma. Aunque la
notación que usaremos es la estándar, expondremos de forma breve la que
será usada en esta memoria. X e Y denotarán espacios de Banach sobre el
cuerpo K (R o C), BX y SX serán la bola unidad (cerrada) y la esfera unidad
de X respectivamente. El espacio de todos los operadores lineales y continuos
definidos de X en Y lo representaremos con L(X, Y ), el cual será considerado
como espacio de Banach con la norma de operadores, X∗ representa el espacio
dual de X y NA(X, Y ) la colección de todos los operadores en L(X, Y ) que
alcanzan la norma. Por último, si A es un subconjunto no vaćıo de X, Ext(A)
denota el conjunto de los puntos extremos de A.

La importancia del estudio de los operadores en NA(X, Y ) se pone de
manifiesto en resultados como el Teorema de James, el cual afirma que si todos
los funcionales en el dual de un espacio de Banach alcanzan la norma entonces
el espacio es reflexivo. Podŕıamos considerar el Teorema de James como un
punto de partida del estudio de la abundancia de los operadores que alcanzan
la norma en el espacio L(X, Y ). Un primer paso en esta dirección lo dieron
E. Bishop y R. Phelps en el año 1961, cuando demostraron en su trabajo
(ver [9]) que para cualquier espacio de Banach X, la colección NA(X,K) es
un conjunto denso en X∗, resultado que es ampliamente conocido como el
Teorema de Bishop-Phelps.
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Comienza aśı un estudio más general en donde el problema a tratar es el
de conocer qué pares de espacios de Banach (X, Y ) satisfacen el Teorema de
Bishop-Phleps, introduciendo de esta forma la siguiente noción.

Se dice que el par (X, Y ) satisface la propiedad de Bishop-Phelps (BPp) si
NA(X, Y ) es denso en L(X, Y ).

En el año 1963, J. Lindenstrauss en [16] da un ejemplo de espacios de
Banach X e Y tal que el par (X, Y ) no tiene la BPp, demostrando además
que tal propiedad se satisface para un amplio repertorio de pares (X, Y ),
en el trabajo [1] se encuentra un resumen de algunos de los resultados más
interesantes en este tema hasta el año 2006.

Más tarde, en el año 1970, Béla Bollobás en [10] demuestra una mejora
del resultado de Bishop-Phelps, al afirmar que, si un funcional f ∈ X∗ está
cerca de alcanzar su norma en un punto x ∈ SX , entonces se puede encontrar
un funcional g ∈ X∗ que alcanza la norma en un punto tan próximo como
se quiera de x de tal forma que g también está próximo a f . De forma más
precisa, obtuvo el siguiente resultado.

Sean x ∈ SX y f ∈ SX∗ tales que |f(x) − 1| ≤ ϵ2/2 ( 0 < ϵ < 1/2 ),
entonces existen g ∈ SX∗ e y ∈ SX tal que

g(y) = 1, ∥g − f∥ < ϵ y ∥y − x∥ < ϵ+ ϵ2.

Este resultado fue bautizado como el Teorema de Bishop-Phelps-Bollobás,
iniciando una linea de investigación en donde el problema seŕıa el de estudiar
qué pares de espacios de Banach (X, Y ) satisfacen un resultado análogo al
obtenido en el Teorema de Bishop-Phelps-Bollobás. En 2008, Acosta, Aron,
Garćıa y Maestre en [3] introducen la siguiente noción sobre el par (X, Y ).

Se dice que el par (X, Y ) tiene la propiedad de Bishop-Phelps-Bollobás para
operadores (BPBp), si para cada 0 < ε < 1 existe 0 < η(ε) < ε cumpliendo la
siguiente propiedad:
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Si T ∈ SL(X,Y ) y x0 ∈ SX son tales que ∥T (x0)∥ > 1− η(ε), entonces existen
S ∈ SL(X,Y ) e y0 ∈ SX satisfaciendo las siguientes condiciones

∥S(y0)∥ = 1, ∥y0 − x0∥ < ε y ∥S − T∥ < ε.

Obteniendo además los primeros resultados en esta ĺınea, como por ejem-
plo, el par (X, Y ) tiene la BPBp cuando X e Y son de dimensión finita [3,
Proposición 2.4]. El mismo resultado sigue siendo válido para cada espacio de
Banach X en el caso de que el espacio de Banach Y tiene cierta propiedad
isométrica (llamada propiedad β de Lindenstrauss) [3, Teorema 2.2], propiedad
que tienen, por ejemplo, c0 y ℓ∞. También dieron una caracterización de los
espacios Y tal que el par (ℓ1, Y ) tiene la BPBp [3, Teorema 4.1], definiendo pa-
ra ello una propiedad sobre Y la cual llamaron AHSp (ver Definición 3.1 en [3]).

En el caso de que Y tiene la propiedad de Radon-Nikodým, Choi y Kim
probaron que para cada medida σ-finita µ, el par (L1(µ), Y ) tiene la BPBp
si y solo si Y tiene la AHSp [11, Teorema 2.2]. El resultado que muestra que
para cada par de medidas positivas µ y ν el par (L1(µ), L1(ν)) tiene la BPBp
se debe a Choi, Kim, Lee y Mart́ın [12, Teorema 3.1]. Los mismos autores
probaron que el par (L1(µ), L∞(ν)) tiene la BPBp para cada µ siempre que ν
es una medida localizable [12, Teorema 4.1]. En el caso en que X es unifor-
memente convexo, entonces el par (X, Y ) tiene la BPBp para cada espacio
Y , resultado demostrado de forma independiente en [15, Teorema 3.1] y [6,
Teorema 2.2]. En el trabajo [2] se encuentran de forma detallada los resultados
más importantes obtenidos hasta el año 2019.

A pesar de que muchos autores demostraron resultados interesantes sobre
este tema en los últimos años, no se sabe si el par (c0, ℓ1) tiene o no la BPBp
en el caso real. Si n ∈ N denotemos como ℓn∞ al espacio Rn con la norma
dada por ∥x∥ = máx{|x(i)| : i ≤ n}. El principal resultado de este trabajo es
demostrar que en el caso real el par (ℓn∞, L1(µ)) tiene la propiedad de BPBp
para cualquier medida positiva µ definida sobre un espacio medible (Ω,Σ), aśı
como dar una caracterización de los espacios Y tales que el par (ℓn∞, Y ) tiene
la BPBp en el caso real.
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Para demostrar si el par (ℓn∞, Y ) tiene la BPBp es importante conocer la
estructura geométrica de la bola unidad de ℓn∞. El Teorema de Minkowski-
Carathéodory garantiza que fijado x ∈ Bℓn∞ existen n+ 1 puntos extremos de
Bℓn∞ tal que x es combinación convexa de dichos puntos. El problema está en que
para n ≥ 3 no resulta evidente cómo determinar estos n+ 1 puntos extremos.
Consideremos por ejemplo P = (1/2,−1/2, 1/3,−1/4) ∈ Bℓ4∞, sabemos que
Bℓ4∞ tiene un total de 16 puntos extremos, por lo que determinar cuál de las
4368 combinaciones posibles de 5 puntos extremos de Bℓ4∞ tal que P es su
combinación convexa no parece tarea fácil. Aunque si conocemos primero
la simetŕıa que presenta la bola unidad de ℓ4∞ (tema que será tratado en el
Caṕıtulo 1), podŕıamos dar con la solución a este problema, obteniendo lo
siguiente

P =
1

4
(1, 1, 1, 1) +

1

8
(1,−1, 1, 1) +

7

24
(1,−1, 1,−1)

+
1

12
(1,−1,−1− 1) +

1

4
(−1,−1,−1,−1).

Nuestro primer objetivo en esta memoria es el de encontrar una propiedad
geométrica de la bola unidad de ℓn∞ que nos permita tener control en el
momento de fijar un punto en ella por medio de una combinación convexa de
sus puntos extremos, con este fin introducimos en el Caṕıtulo 1 los puntos
P n
i ∈ Bℓn∞ (1 ≤ i ≤ n+ 1) como sigue

P n
i (j) :=

{
−1 si 1 ≤ j < i

1 si i ≤ j ≤ n.

Demostrando que todo punto en Bℓn∞ es, salvo isometŕıa, combinación conve-
xa de los puntos en {P n

i : 1 ≤ i ≤ n+1 }. Estos puntos nos permitirán además
conocer la estructura de los puntos extremos de Bℓn∞, para esto introducimos
la colección de ı́ndices

In := {(i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . , n}k : k impar, k ≤ n y ij < ij+1, ∀j < k}.
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y mostramos que

Ext(Bℓn∞) =

{ k∑
j=1

(−1)j+1P n
ij
: (i1, . . . , ik) ∈ In+1

}
.

A continuación definimos una base de Rn denotada por Bn con vectores vi
con 1 ≤ i ≤ n definidos como

vni (j) :=

{
1 si j = 1

P n−1
i (j − 1) si 1 < j ≤ n.

Base que nos permitirá determinar la norma de un operador en L(ℓn∞, Y )
en función de los valores que toma el operador en los vectores de la base Bn.
De forma más precisa, obtenemos que si T ∈ L(ℓn∞, Y ) entonces

∥T∥ = máx

{∥∥∥∥T( k∑
j=1

(−1)j+1vnij

)∥∥∥∥ : (i1, . . . , ik) ∈ In
}
.

Este resultado nos da una idea de cómo un operador T ∈ L(ℓn∞, Y ) está
determinado por una colección de n vectores en Y , introduciendo para esto la
colección Mn

Y como

Mn
Y :=

{
(yi)i≤n ∈ Y n :

k∑
j=1

(−1)j+1yij ∈ BY , ∀(i1, . . . , ik) ∈ In
}
.

Obtenemos aśı una relación directa entre los operadores en la bola unidad
de L(ℓn∞, Y ) y los elementos en Mn

Y .

En el Caṕıtulo 2 presentamos una generalización de la propiedad sobre
un espacio Y que fue dada en [4] por los autores M. Acosta, J. Becerra, D.
Garćıa, S. Kim y M. Maestre la cual llamaron AHSp-ℓ3∞. Introducimos aśı la
definición de la AHSp-ℓn∞.

Diremos que un espacio Y tiene la Approximate hyperplane sum
property para ℓn∞ (AHSp-ℓn∞ de forma abreviada) si para cada 0 < ε < 1
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existe 0 < γn(ε) < ε satisfaciendo la siguiente condición:
Para cada (yi)i≤n ∈ Mn

Y , si existen un conjunto no vaćıo A de {1, . . . , n}
y y∗ ∈ SY ∗ tales que y∗(yi) > 1 − γn(ε) para cada i ∈ A, entonces existe
un elemento (zi)i≤n ∈ Mn

Y satisfaciendo ∥zi − yi∥ < ε para cada i ≤ n y
∥∑i∈A zi∥ = |A|.

La AHSp-ℓn∞ es una propiedad que permite caracterizar a los espacios Y
tales que el par (ℓn∞, Y ) tiene la BPBp. Será demostrado en el Caṕıtulo 2 que
un espacio de Banach real Y cumple que el par (ℓn∞, Y ) tiene la BPBp si y
solo si Y tiene la AHSp-ℓn∞.

Por último, en el Caṕıtulo 3 daremos ejemplos de espacios de Banach
clásicos que satisfacen la AHSp-ℓn∞, entre ellos, los espacios de dimensión finita,
los espacios uniformemente convexos, también C0(L, Y ) con Y satisfaciendo
la AHSp-ℓn∞ y L1(µ) con µ una medida positiva, obteniendo aśı que el par
(ℓn∞, L1(µ)) tiene la BPBp.

El contenido de esta memoria ha sido publicado en los art́ıculos [7] y [8].
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C A P Í T U L O 1

Operadores definidos sobre ℓn∞

1.1. Preliminares

Comenzaremos estableciendo la notación y definiciones elementales que
usaremos a lo largo de esta memoria. Denotaremos por K al cuerpo de escalares
C o R. Denotaremos por ℓ∞ al subespacio de KN de las sucesiones acotadas,
equipado con la norma uniforme

∥x∥ = sup{|x(i)| : i ∈ N} (x ∈ ℓ∞).

Como es habitual, c0 representa el subespacio de ℓ∞ conformado por las
sucesiones convergentes a 0. Es decir,

c0 := {x ∈ KN : ∀ε > 0 {i ∈ N : |x(i)| ≥ ε} es finito}.
Fijado un número natural n, ℓn∞ representará al espacio real Rn, dotado con

la norma dada por ∥x∥ = máx{|x(i)| : i ≤ n}, X e Y representaran espacios
de Banach no triviales, BX = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ 1} y SX = {x ∈ X : ∥x∥ = 1}
serán llamadas bola unidad y esfera unidad de X respectivamente. L(X, Y )
denota el espacio de todas las aplicaciones lineales y continuas T : X → Y
dotado con la norma de operadores:

∥T∥ = sup{∥T (x)∥ : x ∈ BX}.

11



12 1.1. PRELIMINARES

El operador T ∈ L(X, Y ) será llamado una biyección isométrica si T es
sobreyectiva y también una isometŕıa, es decir, satisface:

∥T (x)∥ = ∥x∥ (x ∈ X).

En el caso en el que Y sea el cuerpo K, L(X,K) será denotado por X∗ el
cual llamaremos espacio dual de X. Diremos que un operador T ∈ L(X, Y )
alcanza la norma, si existe x0 ∈ SX tal que ∥T (x0)∥ = ∥T∥ y denotaremos por
NA(X, Y ) a la colección de tales operadores, es decir,

NA(X, Y ) := {T ∈ L(X, Y ) : T alcanza la norma}.
Sabemos que no siempre un operador en L(X, Y ) alcanza la norma. Uno

de los ejemplos más sencillos en donde esto se pone de manifiesto es el caso de
X = c0 e Y = K, considerando el funcional f : c0 → K definido como

f(x) =
∞∑
n=1

x(n)

n2
(x ∈ c0).

En el caso de que el espacio X es de dimensión finita, tenemos que
NA(X, Y ) = L(X, Y ). Además, si X es reflexivo tenemos que BX es débil-
mente compacto y por tanto se tiene que NA(X,K) coincide con X∗. En el
año 1960, Errett Bishop y Robert Phelps [9] demostraron que, aunque X no
sea reflexivo, se puede garantizar la abundancia de funcionales que alcanzan
la norma en X∗, mostrando que esta clase de funcionales son densos en X∗,
dicho resultado se conoce como el Teorema de Bishop-Phelps.

Antes de continuar, necesitamos los siguientes resultados que, aunque son
elementales, es mejor mencionarlos para una mejor comprensión.

Lema 1.1.1. Sea (X, ∥.∥) un espacio normado y A ⊂ X tal que R+A ⊂ A

entonces, A es denso en X si y solo si SX ∩ A es denso en SX.

Demostración. Fijemos x ∈ SX , 0 < ϵ < 1 y a0 ∈ A tal que ∥x− a0∥ < ϵ/2 de
esta forma a = 1

∥a0∥a0 ∈ A y tenemos

∥x−a∥ ≤ ∥x−a0∥+∥a0−a∥ = ∥x−a0∥+ |1−∥a0∥| ≤ ∥x−a0∥+∥x−a0∥ < ϵ.
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Rećıprocamente, supongamos que x ∈ X y ϵ > 0. Si x = 0 podemos fijar
a ∈ A con a ̸= 0 y α ∈ R+ tal que ∥αa∥ < ε, en otro caso, fijamos a ∈ A tal
que ∥ 1

∥x∥x− a∥ < ϵ
∥x∥ lo que implica que ∥x− ∥x∥a ∥ < ϵ.

Basta aplicar este resultado en el espacio de operadores L(X, Y ), al sub-
conjunto NA(X, Y ) para obtener lo siguiente.

Corolario 1.1.2. NA(X, Y ) es denso en L(X, Y ) si y solo si, para cada
T ∈ SL(X,Y ) y ϵ > 0, existe S ∈ NA(X, Y ) tal que

∥S∥ = 1 y ∥S − T∥ < ϵ.

En el año 1970, Béla Bollobás en [10], dio una versión del Teorema de
Bishop-Phelps demostrando lo siguiente.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Bishop-Phelps-Bollobás). Sean x ∈ SX y f ∈ SX∗

tales que |f(x)− 1| ≤ ϵ2/2, 0 < ϵ < 1/2, entonces existen y ∈ SX y g ∈ SX∗

tal que

g(y) = 1, ∥g − f∥ < ϵ y ∥y − x∥ < ϵ+ ϵ2.

En 2008, los autores M. Acosta, R. Aron, D. Garćıa y M. Maestre [3]
introducen la siguiente definición.

Definición 1.1.4. Sea X y Y espacios de Banach reales o complejos. Diremos
que el par (X, Y ) tiene la propiedad de Bishop-Phelps-Bollobás para operadores
(BPBp), si para cada 0 < ε < 1 existe 0 < η(ε) < ε cumpliendo la siguiente
propiedad:
Si T ∈ SL(X,Y ) y x0 ∈ SX son tales que ∥T (x0)∥ > 1 − η(ε), entonces existe
S ∈ SL(X,Y ) e y0 ∈ SX satisfaciendo las siguientes condiciones

∥S(y0)∥ = 1, ∥y0 − x0∥ < ε y ∥S − T∥ < ε.



14 1.1. PRELIMINARES

T

||T || = 1

||S|| = 1

||y0 − x0|| < ϵ ||S − T || < ϵ

S

X Y
||T (x0)|| > 1− η

T (x0) SYSX

x0 y0

S(y0)

Figura 1.1: T es aproximado por S que alcanza la norma en un punto próximo a x0.

En vista del Corolario anterior, es claro que, si (X, Y ) tiene la BPBp,
NA(X, Y ) es denso en L(X, Y ). Sin embargo, el reciproco no es cierto. Si
consideramos un espacio de Banach Y no reflexivo y estrictamente convexo,
como consecuencia de la Proposición 3.9 y el Teorema 4.1 en [3] se tiene que
el par (ℓ1, Y ) no tiene la BPBp, además, como consecuencia de la Proposición
1.3 en [18], NA(ℓ1, Y ) es denso en L(ℓ1, Y ).

Al estudiar si un par (X, Y ) posee la BPBp es importante conocer la es-
tructura y propiedades geométricas de la esfera unidad de X, como podŕıa
ser alguna simetŕıa, de tal forma que nos permita tener más control sobre la
elección de un punto en SX . Es por esto que dedicaremos este primer caṕıtulo
a explorar tales propiedades en el caso de que el espacio X sea ℓn∞, comenzando
por casos más sencillos como el que corresponde a n = 3, el cual será nuestro
punto de partida para obtener una generalización.

Si A ⊂ X denotaremos por co(A) a la envoltura convexa de A, que no es
más que la intersección de todos los subconjuntos convexos de X conteniendo
a A.
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Definición 1.1.5. Si A ⊂ X y a ∈ A, diremos que a es un punto extremo
de A si a no es un punto intermedio de un segmento contenido en A, es decir,
satisface que si x, y ∈ A y t ∈]0, 1[ se cumple que

Si a = tx+ (1− t)y entonces x = y = a.

El conjunto de todos los puntos extremos de A será denotado por Ext(A).

Comenzaremos considerando los subconjuntos de la esfera Sℓn∞ que se
obtienen al fijar una de sus coordenadas y haciéndolas 1 o −1. De forma más
precisa, si i ∈ {1, . . . , n} y j ∈ {−1, 1} denotamos por Cn

i,j al conjunto

Cn
i,j = {v ∈ Sℓn∞ : v(i) = j}.

En el espacio ℓ3∞ es sencillo ver que su esfera unidad (que es la superficie
de un cubo), está compuesta por seis caras maximales de la bola Bℓ3∞ , las
cuales guardan una simetŕıa entre śı, en donde cada una de ellas se puede
identificar con la bola unidad de ℓ2∞, como se puede apreciar en la figura 1.2.
Esto mismo sucede al estudiar una de las 2(n+ 1) caras maximales de la bola
unidad de ℓn+1

∞ , siendo cada una de ellas identificable con la bola unidad de ℓn∞.
Es por esta razón que en la presente sección nos dedicaremos a estudiar algu-
nas propiedades geométricas de Bℓn∞, que resultarán cruciales para este trabajo.

Y

X

Y

Z

X

C3
3,1

Bℓ2∞Sℓ3∞

Figura 1.2: La cara C3
3,1 se puede identificar con la bola unidad de ℓ2∞.
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Si dibujamos en el plano la bola unidad de ℓ2∞, notaremos que dado un
punto arbitrario en ella, lo podremos escribir como combinación convexa
de los puntos P 2

1 = (1, 1), P 2
2 = (−1, 1) y P 2

3 = (−1,−1) o de los puntos
P 2
1 = (1, 1), P 2

3 = (−1,−1) y P 2
4 = (1,−1). Además, el triángulo determinado

por los puntos P 2
1 , P

2
2 y P 2

3 es isométrico al triángulo con vértices P 2
1 , P

2
3 y P 2

4 ,
pudiendo afirmar aśı que todo punto en Bℓ2∞ es, salvo isometŕıa, combinación
convexa de los puntos P 2

1 , P
2
2 y P 2

3 .

Figura 1.3: Partición de la bola unidad de ℓ2∞.

En el caso de ℓ3∞, no resulta evidente obtener una propiedad similar en la
que todo punto de la bola se pueda obtener, salvo isometŕıa, como combinación
convexa de cuatro puntos y mucho menos evidente en un caso general. A conti-
nuación, abordaremos este problema y responderemos la siguiente interrogante
en el caso de n = 3.

¿Es posible encontrar n + 1 puntos P n
1 , . . . , P

n
n+1 en la bola Bℓn∞ tal que

para todo punto P ∈ Bℓn∞ existe una isometŕıa I de ℓn∞ , cumpliendo que
I(P ) ∈ co({P n

1 , . . . , P
n
n+1})?

Es evidente que la respuesta a esta pregunta guarda relación con el Teorema
de Minkowski-Carathéodory, que nos dice que todo punto en la bola Bℓn∞ es
combinación convexa de n + 1 de sus puntos extremos; sin embargo, este
resultado no nos permiten responder de forma más precisa la interrogante
planteada. Para resolver este problema consideramos los casos n = 2 y n = 3,
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que nos servirán como idea para saber el camino a seguir, con el fin de obtener
una generalización.

Si volvemos a la figura 1.3, podemos notar que la envoltura convexa del
conjunto con puntos P 2

1 , P
2
2 y P 2

3 están por encima de la recta y = x, y además,
se cumple que

co({P 2
1 , P

2
2 , P

2
3 }) = {v ∈ Bℓ2∞ : v(1) ≤ v(2)}.

Partiendo de esta observación y notando que los vértices de este triángulo
están formados por todas las posibles combinaciones de 1 y -1, ordenadas de
menor a mayor, podemos aventurarnos a definir los puntos que necesitamos
en el caso n = 3 como sigue

P 3
1 = (1, 1, 1), P 3

2 = (−1, 1, 1), P 3
3 = (−1,−1, 1) y P 3

4 = (−1,−1,−1),

y conjeturar que

P1 := co({P 3
1 , P

3
2 , P

3
3 , P

3
4 }) = {v ∈ Bℓ3∞ : v(1) ≤ v(2) ≤ v(3)}. (1.1.1)

Figura 1.4: Poliedro P1

Esto último es cierto y, aunque lo podemos mostrar geométricamente, es
más fácil demostrarlo anaĺıticamente pues al fijar un punto v ∈ Bℓ3∞ y plantear
las ecuaciones

v = α1P
3
1 + α2P

3
2 + α3P

3
3 + α4P

3
4 y α1 + α2 + α3 + α4 = 1,
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obtenemos como única solución

α1 =
1 + v(1)

2
, α2 =

v(2)− v(1)

2
, α3 =

v(3)− v(2)

2
y α4 =

1− v(3)

2
.

Por lo que es claro que, si tenemos además que v(1) ≤ v(2) ≤ v(3), lo
anterior implica que v pertenecerá al poliedro P1. Por otra parte, el conjun-
to A = {v ∈ Bℓ3∞ : v(1) ≤ v(2) ≤ v(3)} es convexo y P 3

i ∈ A para cada
i = 1, 2, 3, 4, lo cual implica que P1 está contenido en A . De esta manera
hemos visto que la igualdad planteada en (1.1.1) es verdadera.

La estructura de orden entre las coordenadas de los puntos de P1, nos
permite saber qué isometŕıa será la apropiada para convertir un punto arbitrario
en Bℓ3∞ en un punto de P1. Denotemos ahora los restantes cuatro vértices de
Bℓ3∞ como sigue

P 3
5 = (1,−1, 1), P 3

6 = (1,−1,−1), P 3
7 = (1, 1,−1) y P 3

8 = (−1, 1,−1),

y consideremos las cinco isometŕıas de ℓ3∞ que surgen al intercambiar posiciones:
I2(x, y, z) = (x, z, y), I3(x, y, z) = (y, x, z), I4(x, y, z) = (z, x, y), I5(x, y, z) =
(y, z, x) y I6(x, y, z) = (z, y, x), al aplicarlas al poliedro P1 obtenemos cinco
poliedros que tienen la misma geometŕıa que el primero y que son

P2 := I2(P1) = co({P 3
1 , P

3
2 , P

3
4 , P

3
8 }) = {v ∈ Bℓ3∞ : v(1) ≤ v(3) ≤ v(2)}

P3 := I3(P1) = co({P 3
1 , P

3
3 , P

3
4 , P

3
5 }) = {v ∈ Bℓ3∞ : v(2) ≤ v(1) ≤ v(3)}

P4 := I4(P1) = co({P 3
1 , P

3
4 , P

3
5 , P

3
6 }) = {v ∈ Bℓ3∞ : v(3) ≤ v(1) ≤ v(2)}

P5 := I5(P1) = co({P 3
1 , P

3
4 , P

3
7 , P

3
8 }) = {v ∈ Bℓ3∞ : v(2) ≤ v(3) ≤ v(1)}

P6 := I6(P1) = co({P 3
1 , P

3
4 , P

3
6 , P

3
7 }) = {v ∈ Bℓ3∞ : v(3) ≤ v(2) ≤ v(1)}
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P1

P 3
4

P 3
1

P 3
2

P 3
3 P2

P 3
8

P 3
4

P 3
1

P 3
2

P3

P 3
4

P 3
5

P 3
1

P 3
3

P4

P 3
6

P 3
4

P 3
5 P 3

1

P5

P 3
7

P 3
8

P 3
4

P 3
1

P6

P 3
6

P 3
7

P 3
4

P 3
1

Estos seis poliedros, isométricos entre śı, conforman una partición del cubo,
como si de un puzle se tratara. Otro resultado, cuando menos curioso, es la
forma en la que se pueden describir los últimos cuatro vértices P 3

5 , P
3
6 , P

3
7 y

P 3
8 como combinación de los cuatro primeros:

P 3
5 = P 3

1 − P 3
2 + P 3

3 , P 3
6 = P 3

1 − P 3
2 + P 3

4 ,

P 3
7 = P 3

1 − P 3
3 + P 3

4 y P 3
8 = P 3

2 − P 3
3 + P 3

4 .

Este tipo de combinaciones, formada por una cantidad impar de puntos
ordenados de forma creciente y en donde se van alternando los signos, son las
que serán de utilidad para obtener los vértices restantes del hipercubo [−1, 1]n,
partiendo solo de n+ 1 vértices prefijados.
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1.2. Simetŕıa del hipercubo

Comenzaremos considerando los n + 1 puntos extremos o vértices del
hipercubo Bℓn∞ = [−1, 1]n que nos servirán para encontrarle una partición con
propiedades geométricas similares a las que encontramos en el caso de Bℓ3∞.
Para cada 1 ≤ i ≤ n+ 1, definimos las coordenadas del punto P n

i ∈ Bℓn∞ como
sigue

P n
i (j) :=

{
−1 si 1 ≤ j < i

1 si i ≤ j ≤ n.

también definimos Pn := co({P n
i : 1 ≤ i ≤ n+ 1}).

Lo que haremos a continuación es dar una forma de escribir un vector
v ∈ Rn como combinación lineal de los puntos que acabamos de definir.

Lema 1.2.1. Si n ≥ 2 y v ∈ Rn entonces v se puede expresar de la siguiente
manera

v =
1 + v(1)

2
P n
1 +

n∑
i=2

v(i)− v(i− 1)

2
P n
i +

1− v(n)

2
P n
n+1.

En particular, {v ∈ Bℓn∞ : v(i) ≤ v(i+ 1), ∀1 ≤ i < n} ⊂ Pn.

Demostración. Sea v ∈ Rn y 1 ≤ j ≤ n. La coordenada j del vector v la
podemos reescribir como

v(j) =
1 + v(1)

2
+

−v(1) + v(j)

2
+

−v(j) + v(n)

2
(−1) +

−1 + v(n)

2

=
1 + v(1)

2
+

j∑
i=2

v(i)− v(i− 1)

2
−

n∑
i=j+1

v(i)− v(i− 1)

2
− 1− v(n)

2

=
1 + v(1)

2
P n
1 (j) +

n∑
i=2

v(i)− v(i− 1)

2
P n
i (j) +

1− v(n)

2
P n
n+1(j).

En el caso de que v sea un vector en la bola unidad de ℓn∞ y sus coordenadas
estén ordenadas de menor a mayor, tendŕıamos que
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1 + v(1)

2
≥ 0,

1− v(n)

2
≥ 0,

v(i)− v(i− 1)

2
≥ 0 (2 ≤ i ≤ n),

y

1 + v(1)

2
+

n∑
i=2

v(i)− v(i− 1)

2
+

1− v(n)

2
= 1,

por lo que, {v ∈ Bℓn∞ : v(i) ≤ v(i+ 1), ∀1 ≤ i < n} ⊂ Pn.

Es claro que {v ∈ Bℓn∞ : v(i) ≤ v(i + 1), ∀1 ≤ i < n} es un subconjunto
convexo de Rn y además, {P n

i : 1 ≤ i ≤ n+1} está contenido en él, por lo que

Pn ⊂ {v ∈ Bℓn∞ : v(i) ≤ v(i+ 1), ∀1 ≤ i < n},
Esto último, junto al resultado del lema previo nos permite afirmar lo

siguiente.

Lema 1.2.2. Para cada n ∈ N se cumple que

Pn = {v ∈ Bℓn∞ : v(i) ≤ v(i+ 1), ∀1 ≤ i < n}.

Ahora ya resulta evidente cómo dar respuesta a la pregunta planteada en
la sección anterior. Si P ∈ Bℓn∞ reordenando las coordenadas de P , podemos
considerar una permutación σ de {1, · · · , n} tal que el punto P ′ ∈ Bℓn∞

definido como P ′(j) = P (σ(j)) para cada j ≤ n esté en Pn, siendo la biyección
isométrica I : ℓn∞ → ℓn∞ definida como

I(x)(j) = x(σ(j)) (x ∈ ℓn∞, 1 ≤ j ≤ n)

la que satisface que I(P ) ∈ Pn.

Por otra parte, si construimos de manera ordenada todas las posibles
combinaciones de una cantidad impar de los puntos P n

i alternado los signos, se
pueden recrear en su totalidad los 2n vértices del hipercubo [−1, 1]n, como se
puede verificar de manera sencilla para n = 1, 2 y como se comentó al terminar
la sección anterior en el caso n = 3. Si n = 4 obtenemos
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P 4
1 = (1, 1, 1, 1)

P 4
2 = (−1, 1, 1, 1)

P 4
3 = (−1,−1, 1, 1)

P 4
4 = (−1,−1,−1, 1)

P 4
5 = (−1,−1,−1,−1)

P 4
1 − P 4

2 + P 4
3 = (1,−1, 1, 1)

P 4
1 − P 4

2 + P 4
4 = (1,−1,−1, 1)

P 4
1 − P 4

2 + P 4
5 = (1,−1,−1,−1)

P 4
1 − P 4

3 + P 4
4 = (1, 1,−1, 1)

P 4
1 − P 4

3 + P 4
5 = (1, 1,−1,−1)

P 4
1 − P 4

4 + P 4
5 = (1, 1, 1,−1)

P 4
2 − P 4

3 + P 4
4 = (−1, 1,−1,−1)

P 4
2 − P 4

3 + P 4
5 = (−1, 1,−1,−1)

P 4
2 − P 4

4 + P 4
5 = (−1, 1, 1,−1)

P 4
3 − P 4

4 + P 4
5 = (−1,−1, 1,−1)

P 4
1 − P 4

2 + P 4
3 − P 4

4 + P 4
5 = (1,−1, 1,−1).

Esta forma de recrear los 16 vértices del hipercubo [−1, 1]4 partiendo de
solo 5 de ellos es algo que podemos obtener en cualquier dimensión, es decir,
podemos construir los 2n vértices del hipercubo Bℓn∞ partiendo solo de n+ 1
de sus vértices que son justamente los puntos P n

i (1 ≤ i ≤ n+ 1). Para ver
esto, fijemos n ∈ N, definiendo In como

In := {(i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . , n}k : k impar, k ≤ n y ij < ij+1, ∀j < k}.
El siguiente lema generaliza la última observación.

Lema 1.2.3. Para cada número natural n tenemos que

Ext(Bℓn∞) =

{ k∑
j=1

(−1)j+1P n
ij
: (i1, . . . , ik) ∈ In+1

}
.
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Demostración. Comenzaremos demostrando la inclusión{ k∑
j=1

(−1)j+1P n
ij
: (i1, . . . , ik) ∈ In+1

}
⊂ Ext(Bℓn∞).

Sea (i1, . . . , ik) un elemento en In+1. Denotemos por z =
∑k

j=1(−1)j+1P n
ij

y para cada 1 ≤ j0 ≤ n consideremos el conjunto dado por

Aj0 = {s ≤ k : P n
is
(j0) = 1} y Bj0 = {s ≤ k : P n

is
(j0) = −1}.

ya que Aj0 y Bj0 son subconjuntos disjuntos cuya unión es {1, . . . , k}, podemos
escribir z(j0) como sigue

z(j0) =
∑
j∈Aj0

(−1)j+11 +
∑
j∈Bj0

(−1)j+1(−1).

usando que Aj0 y Bj0 son intervalos de {s ∈ N : s ≤ k} y que k es impar,
obtenemos que z(j0) ∈ {1,−1}, por lo tanto z es un punto extremo de Bℓn∞.

Solo nos quedaŕıa por demostrar la inclusión

Ext(Bℓn∞) ⊂
{ k∑

j=1

(−1)j+1P n
ij
: (i1, . . . , ik) ∈ In+1

}
, (1.2.1)

lo cual haremos por inducción sobre n. Para n = 1 la condición (1.2.1) es clara.
Supongamos que (1.2.1) es cierto para un número natural n. Si P ∈ Ext(Bℓn+1

∞
),

definimos el punto P ′ en Rn como

P ′(i) = P (i) (i ≤ n).

Claramente P ′ ∈ Ext(Bℓn∞). Luego, por hipótesis existe (i1, . . . , ik) ∈ In+1

tal que

P ′ =
k∑

j=1

(−1)j+1P n
ij
.
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De esta forma, obtenemos que

P =


∑k

j=1(−1)j+1P n+1
ij

si P (n+ 1) = 1∑k−1
j=1(−1)j+1P n+1

ij
+ P n+1

n+2 si P (n+ 1) = −1 y ik = n+ 1∑k
j=1(−1)j+1P n+1

ij
− P n+1

n+1 + P n+1
n+2 si P (n+ 1) = −1 y ik ≤ n.

Concluyendo aśı que P ∈
{ m∑

p=1

(−1)p+1P n+1
jp

: (j1, . . . , jm) ∈ In+2

}
.
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1.3. Operadores en L(ℓn∞, Y )

En esta sección estudiaremos la forma de representar de una manera ade-
cuada los operadores en L(ℓn∞, Y ). Primero introduciendo una base que nos
será de gran ayuda para cumplir nuestros objetivos.

Fijemos n ∈ N, definimos para cada 1 ≤ i ≤ n el vector vni ∈ ℓn∞ como sigue

vni (j) :=

{
1 si j = 1

P n−1
i (j − 1) si 1 < j ≤ n,

definimos además Bn := {vni : i ≤ n}.

De la Definición de los puntos P n−1
i (1 ≤ i ≤ n− 1) se sigue que

vni (j) :=

{
−1 si 2 ≤ j ≤ i

1 si j = 1 o i+ 1 ≤ j ≤ n.

Los siguientes Lemas se demuestran siguiendo la idea de la demostración
de los Lemas 1.2.1 y 1.2.3.

Lema 1.3.1. Si n ≥ 2 y v ∈ Rn entonces v puede expresarse de la siguiente
forma

v =
v(1) + v(2)

2
vn1 +

n−1∑
i=2

v(i+ 1)− v(i)

2
vni +

v(1)− v(n)

2
vnn.

En particular, el conjunto Bn es una base de Rn.

Demostración. Sea v ∈ Rn y 1 ≤ j ≤ n. En el caso en que j = 1, tenemos

v(1) =
v(1) + v(2)

2
+

v(n)− v(2)

2
+

v(1)− v(n)

2

=
v(1) + v(2)

2
+

n−1∑
i=2

v(i+ 1)− v(i)

2
+

v(1)− v(n)

2

=
v(1) + v(2)

2
vn1 (1) +

n−1∑
i=2

v(i+ 1)− v(i)

2
vni (1) +

v(1)− v(n)

2
vnn(1).
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En el caso que j > 1 tenemos

v(j) =
v(1) + v(2)

2
+

−v(2) + v(j)

2
+

−v(j) + v(n)

2
(−1) +

−v(1) + v(n)

2

=
v(1) + v(2)

2
+

j−1∑
i=2

v(i+ 1)− v(i)

2
−

n−1∑
i=j

v(i+ 1)− v(i)

2
− v(1)− v(n)

2

=
v(1) + v(2)

2
vn1 (j) +

n−1∑
i=2

v(i+ 1)− v(i)

2
vni (j) +

v(1)− v(n)

2
vnn(j).

Lema 1.3.2. Para cada número natural n se tiene que

Ext(Cn
1,1) =

{ k∑
j=1

(−1)j+1vnij : (i1, . . . , ik) ∈ In
}
.

Demostración. Comenzaremos demostrando la inclusión{ k∑
j=1

(−1)j+1vnij : (i1, . . . , ik) ∈ In
}

⊂ Ext(Cn
1,1).

Sea (i1, . . . , ik) un elemento en In. Denotamos por z =
∑k

j=1(−1)j+1vnij y
para cada 1 ≤ j0 ≤ n consideremos los conjuntos

Aj0 = {s ≤ k : vnis(j0) = 1} y Bj0 = {s ≤ k : vnis(j0) = −1}.

Ya que Aj0 y Bj0 son disjuntos cuya unión es el conjunto {1, . . . , k}, obte-
nemos lo siguiente

z(j0) =
∑
j∈Aj0

(−1)j+11 +
∑
j∈Bj0

(−1)j+1(−1).

Usando que Aj0 y Bj0 son intervalos en {s ∈ N : s ≤ k} y k es impar, se
obtiene que z(j0) ∈ {1,−1}. Además, es claro que z(1) = 1 ya que vni (1) = 1
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para cada i ≤ n y k es impar. Por lo tanto z ∈ Cn
1,1 ∩ Ext(Bℓn∞), y en conse-

cuencia z es un punto extremo de Cn
1,1.

Ahora, demostraremos la inclusión

Ext(Cn
1,1) ⊂

{ k∑
j=1

(−1)j+1vnij : (i1, . . . , ik) ∈ In
}
. (1.3.1)

Esto lo haremos por inducción. Para n = 1 la condición (1.3.1) se verifica
de manera trivial. Supongamos que (1.3.1) se cumple para un número natural
n. Si v ∈ Ext(Cn+1

1,1 ), definimos v′ en Rn como sigue

v′(i) = v(i) (i ≤ n).

Claramente v′ ∈ Ext(Cn
1,1). Por hipótesis existirá (i1, . . . , ik) ∈ In tal que

v′ =
k∑

j=1

(−1)j+1vnij .

Obteniendo aśı,

v =


∑k

j=1(−1)j+1vn+1
ij

si v(n+ 1) = 1∑k−1
j=1(−1)j+1vn+1

ij
+ vn+1

n+1 si v(n+ 1) = −1 y ik = n∑k
j=1(−1)j+1vn+1

ij
− vn+1

n + vn+1
n+1 si v(n+ 1) = −1 y ik < n.

La expresión previa muestra que v ∈
{ m∑

p=1

(−1)p+1vn+1
jp

: (j1, . . . , jm) ∈ In+1

}
.
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Notación 1.3.3. Si Y es un espacio de Banach y n es un entero positivo,
definimos

Mn
Y :=

{
(yi)i≤n ∈ Y n :

k∑
j=1

(−1)j+1yij ∈ BY , ∀(i1, . . . , ik) ∈ In
}
.

y además,

On := {v ∈ Cn
1,1 : v(i) ≤ v(i+ 1), ∀2 ≤ i < n}.

Es claro que Bn ⊂ On. Debido a que On es convexo, obtenemos que

co(Bn) ⊂ On.

Por el Lema 1.3.1 tenemos que cada elemento en On es combinación convexa
de los vectores de la base Bn. Obteniendo como consecuencia el siguiente
resultado.

Lema 1.3.4. Para cada n ∈ N tenemos que

co(Bn) = On.

Gracias al Lema 1.3.1, contamos ahora con una base de Rn, en la que
haciendo combinaciones adecuadas de los vectores de esta base (Lema 1.3.2),
podemos obtener en su totalidad todos los puntos extremos de la bola unidad
de ℓn∞, obteniendo aśı una caracterización de los operadores en L(ℓn∞, Y ).

Proposición 1.3.5. La aplicación Φ : L(ℓn∞, Y )−→Y n dada por

Φ(T ) = (T (vni ))i≤n (T ∈ L(ℓn∞, Y )),

es una biyección lineal satisfaciendo que

∥T∥ = máx

{∥∥∥∥T( k∑
j=1

(−1)j+1vnij

)∥∥∥∥ : (i1, . . . , ik) ∈ In
}
.

En particular, Φ(BL(ℓn∞,Y )) = Mn
Y .
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Demostración. Por el Lema 1.3.1 el conjunto Bn = {vni : i ≤ n} es una base de
Rn, por lo que, cada operador T ∈ L(ℓn∞, Y ) está determinado por un elemento
(T (vni ))i≤n ∈ Y n. Por lo que resulta inmediato que Φ es una biyección lineal.

Es claro que

Ext
(
Bℓn∞

)
= {v ∈ Bℓn∞ : |v(i)| = 1, ∀i ≤ n} = Ext

(
Cn

1,1

)
∪ Ext

(
−Cn

1,1

)
.

Luego, por el Lema 1.3.2 obtenemos lo siguiente

∥T∥ = máx{∥T (e)∥ : e ∈ Ext
(
Bℓn∞

)
}

= máx{∥T (e)∥ : e ∈ Ext(Cn
1,1)}

= máx

{∥∥∥∥T( k∑
j=1

(−1)j+1vnij

)∥∥∥∥ : (i1, . . . , ik) ∈ In
}
.

Por la expresión previa se sigue que T ∈ BL(ℓn∞,Y ) si y solo si Φ(T ) es un
elemento en Mn

Y .

En el siguiente Lema los espacios pueden ser considerados sobre el cuerpo
K de los números reales o complejos.

Lema 1.3.6. Si S ∈ NA(c0, Y ) y z ∈ Sc0 satisfacen que ∥S(z)∥ = ∥S∥
entonces se cumple que

∥S(zχC + wχD)∥ = ∥S∥,
para cualquier w ∈ Bc0, donde C = {n ∈ N : |z(n)| = 1} y D = N \ C.

Demostración. Supongamos que D = {nk : k ∈ N} y nk < nk+1 para cada
k ∈ N. Veamos primero que el operador S alcanza la norma en el vector

z1 := zχN\{n1} + w(n1)χ{n1} ∈ Bc0,

lo que mostraŕıa que podemos cambiar una coordenada de z con módulo
distinto de 1, por un escalar en BK y aun aśı, el operador S seguirá alcanzando
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la norma en tal vector. Sea α ∈ SK y t ∈ [0, 1) tal que z(n1) = tα+(1−t)w(n1)
y consideremos la sucesión y definida como

y := zχN\{n1} + αχ{n1} ∈ Bc0,

es claro que

z = ty + (1− t)z1.

Además,

∥S∥ = ∥S(ty + (1− t)z1)∥ ≤ t∥S(y)∥+ (1− t)∥S(z1)∥ ≤ ∥S∥,

esto último implica que el operador S alcanza la norma en z1. Podemos repetir
este argumento un número finito de veces y concluir aśı que el operador S
alcanza la norma en cada vector

zk := zχN\{n1,...,nk} + wχ{n1,...,nk} (k ∈ N).

También es claro que la sucesión {zk} es convergente a zχC + wχD en c0,
concluyendo aśı, por la continuidad del operador S que ∥S(zχC+wχD)∥ = ∥S∥.

Como consecuencia del Lema previo, obtenemos la siguiente versión del
resultado en el caso de ℓn∞.

Corolario 1.3.7. Si S ∈ NA(ℓn∞, Y ) y z ∈ Sℓn∞ satisfacen que ∥S(z)∥ = ∥S∥
entonces se cumple que

∥S(zχC + wχD)∥ = ∥S∥,
para cualquier w ∈ Bℓn∞, donde C = {i ≤ n : |z(i)| = 1} y D = {1, . . . , n} \C.

Concluimos este caṕıtulo mostrando una última propiedad de la envoltura
convexa en Rn de los vectores de la base Bn. Si tenemos un vector x ∈ co(Bn)
el cual está próximo a un vector y ∈ Sℓn∞ en donde un operador S ∈ SL(ℓn∞,Y )

alcanza la norma, entonces necesariamente, existe un vector en co(Bn) en
donde S alcanza la norma y el cual está próximo a x.
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Lema 1.3.8. Si (ε, n) ∈]0, 1[×N, S ∈ SL(ℓn∞,Y ) y (x, y) ∈ co(Bn)× Sℓn∞ satisfa-
cen que

∥S(y)∥ = 1 y ∥y − x∥ < ε.

Entonces existe z ∈ co(Bn) tal que

∥S(z)∥ = 1 y ∥z − x∥ < ε.

Demostración. Consideremos los siguientes conjuntos

A = {i ∈ {2, . . . , n} : y(i) = −1} y B = {i ∈ {2, . . . , n} : y(i) = 1}.

Para cada i ∈ A y j ∈ B la hipótesis ∥y − x∥ < ε < 1 implica que
x(i) < 0 < x(j). Luego, por el Lema 1.3.4 tenemos que i < j, pues x ∈ On.

Ahora definimos el vector z ∈ Bℓn∞ según los siguientes casos

z
A = ∅ , B = ∅ x

A = ∅ , B ̸= ∅ z(i) =


1 si i = 1

x(i) si 2 ≤ i < mı́nB

1 si mı́nB ≤ i ≤ n

A ̸= ∅ , B = ∅ z(i) =


1 si i = 1

−1 si 2 ≤ i ≤ máxA

x(i) si máxA < i ≤ n

A ̸= ∅ , B ̸= ∅ z(i) =


1 si i = 1

−1 si 2 ≤ i ≤ máxA

x(i) si máxA < i < mı́nB

1 si mı́nB ≤ i ≤ n

La forma en la que definimos el vector z hace evidente que z ∈ On y además,
por el Lema 1.3.4, z ∈ co(Bn). Por otra parte, el Corolario 1.3.7 conduce a
que ∥S(z)∥ = 1. Solo nos quedaŕıa por mostrar que ∥z − x∥ < ε, o de manera
equivalente que |z(i)− x(i)| < ε para cada 1 ≤ i ≤ n, con el fin de demostrar
esto, únicamente prestaremos atención a las coordenadas i ≤ n con z(i) ̸= x(i).
Por esta razón, consideramos los siguientes dos casos.
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Si A ̸= ∅ y 2 ≤ i ≤ máxA entonces

|z(i)− x(i)| = | − 1− x(i)| = 1 + x(i)

≤ 1 + x(máxA)

= | − 1− x(máxA)| = |y(máxA)− x(máxA)|
< ε.

Si B ̸= ∅ y mı́nB ≤ i ≤ n entonces

|z(i)− x(i)| = |1− x(i)| = 1− x(i)

≤ 1− x(mı́nB)

= |1− x(mı́nB)| = |y(mı́nB)− x(mı́nB)|
< ε.

Por lo tanto ∥z − x∥ < ε.



C A P Í T U L O 2

Propiedad de aproximación

Comenzaremos este caṕıtulo introduciendo la propiedad geométrica que
como veremos en la sección 2.2, ha de tener un espacio de Banach Y para que
el par (ℓn∞, Y ) tenga la propiedad de Bishop-Phelps-Bollobás.

En el año 2015, los autores M. Acosta, J. Becerra, D. Garćıa, S. Kim y
M. Maestre demostraron en [5] que el par (ℓ3∞, ℓ1) posee la BPBp, además de
introducir una propiedad sobre un espacio Y para la que se pueda garantizar
que el par (ℓ3∞, Y ) tenga la BPBp, tal propiedad es la que presentamos a
continuación.

Definición 2.0.1. Un espacio de Banach Y tiene la approximate hyper-
plane sum property para ℓ3∞ (AHSp-ℓ3∞) si para cada ε > 0 existe γ(ε) > 0
satisfaciendo lo siguiente:

Para cada subconjunto {yi : i ≤ 3} ⊂ BY con ∥y1+y2−y3∥ ≤ 1, si existe un
conjunto no vaćıo A de {1, 2, 3} e y∗ ∈ SY ∗ tal que y∗(yi) > 1− γ(ε) para cada
i ∈ A, entonces existe un conjunto {zi : i ≤ 3} ⊂ BY con ∥z1 + z2 − z3∥ ≤ 1
satisfaciendo ∥zi − yi∥ < ε para cada i ≤ 3 y ∥∑i∈A zi∥ = |A|.

Al estudiar esta propiedad sobre un espacio Y , no resulta trivial encontrar
una que la generalice y con la que se puedan obtener resultados análogos a los
obtenidos en [5]. Sin embargo, el estudio de la bola unidad de ℓn∞ que hicimos
en el caṕıtulo anterior, da una idea de cómo podŕıamos hacerlo, siendo para
ello de vital importancia los elementos en Mn

Y .

33
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2.1. Proximidad a hiperplanos y la AHSp-ℓn∞

Empezamos presentando la generalización de la Definición 2.0.1.

Definición 2.1.1. Sea n un entero positivo, Y un espacio de Banach y
B ⊂ SY ∗. El espacio Y tiene la B-approximate hyperplane sum property
para ℓn∞ si para cada 0 < ε < 1 existe 0 < γn(ε) < ε satisfaciendo la siguiente
condición:

Para cada (yi)i≤n ∈ Mn
Y , si existe un conjunto no vaćıo A de {1, . . . , n} y

y∗ ∈ B tal que y∗(yi) > 1−γn(ε) para cada i ∈ A, entonces existe un elemento
(zi)i≤n ∈ Mn

Y satisfaciendo ∥zi − yi∥ < ε para cada i ≤ n y ∥∑i∈A zi∥ = |A|.
En el caso de que la propiedad se satisface para B = SY ∗ diremos que Y

tiene la approximate hyperplane sum property para ℓn∞ (AHSp-ℓn∞ de
forma abreviada).

Podemos interpretar geométricamente la AHSp-ℓn∞ sobre un espacio Y como
sigue:

Los elementos (yi)i≤n, (zi)i≤n ∈ Mn
Y determinan conjuntos de n vectores

en Y que imitan el comportamiento de los vectores de la base Bn de ℓn∞.

El funcional y∗ ∈ SY ∗, determina el hiperplano H1 = {y ∈ Y : y∗(y) = 1},
si consideramos un ı́ndice i ∈ A tendŕıamos que

dist(yi, H1) =
|y∗(yi)− 1|

∥y∗∥ = 1− y∗(yi) < γn(ε).

esto nos dice que los vectores del conjunto {yi : i ∈ A} estaŕıan cerca del
hiperplano H1.

Los vectores que conforman el elemento (zi)i≤n estaŕıan próximos a los
vectores que determinan el elemento (yi)i≤n, por otra parte, gracias al
Teorema de Hahn-Banach, podemos considerar un funcional z∗ ∈ SY ∗ tal
que

|A| = z∗(
∑
i∈A

zi) =
∑
i∈A

z∗(zi),
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teniendo en cuenta que para cada i ∈ A se tiene que z∗(zi) ≤ 1, tendŕıamos
por la igualdad anterior que z∗(zi) = 1 para cada i ∈ A, esto es, los
vectores en el conjunto {zi : i ∈ A} están en un mismo hiperplano
H2 = {y ∈ Y : z∗(y) = 1}.

Es de fácil comprobación que si Y tiene la AHSp-ℓn∞ y es isométricamente
isomorfo a un espacio Z entonces Z también tiene la AHSp-ℓn∞. Esta propiedad
será la que nos permitirá dar una caracterización de los espacios Y tales que
el par (ℓn∞, Y ) tiene la BPBp.

A continuación, introducimos una aplicación que nos servirá para obtener
propiedades de permutación bajo cambio de signo que tienen los elementos en
Mn

Y .

Notación 2.1.2. Por τn representaremos a la función sobre Y n definida como

τn(y1, . . . , yn) := (y2, . . . , yn,−y1) ((y1, . . . , yn) ∈ Y n).

Es claro que τn es una biyección de Y n en śı mismo. Fijado un elemen-
to (y1, . . . , yn) ∈ Y n denotaremos por (y′1, . . . , y

′
n) al elemento (y2, . . . , yn,−y1).

Si (i1, . . . , ik) ∈ In se obtienen las siguientes igualdades

k∑
j=1

(−1)j+1y′ij =
k∑

j=1

(−1)j+1yij+1 si ik < n,

k∑
j=1

(−1)j+1y′ij = −(y1 +
k−1∑
j=1

(−1)jyij+1) si ik = n.

Estas identidades nos permiten afirmar que τn(M
n
Y ) ⊂ Mn

Y . Señalemos
que τ 2nn es la función identidad sobre Y n. Si τmn ((yi)i≤n) ∈ Mn

Y para algún
entero positivo m, entonces se obtiene que τ kn ((yi)i≤n) ∈ Mn

Y para cada k ≥ m.
Además, (yi)i≤n = τ 2mn

n ((yi)i≤n) ∈ Mn
Y . Obteniendo como consecuencia el

siguiente resultado.
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Lema 2.1.3. Si (yi)i≤n ∈ Y n y m ∈ N. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) (yi)i≤n ∈ Mn
Y .

2) τmn ((yi)i≤n) ∈ Mn
Y .

El siguiente resultado es el Lema 3.3 en [3] y el que utilizaremos más
adelante, aunque omitiremos su demostración.

Lema 2.1.4. Sea {cn} una sucesión de números complejos satisfaciendo que
|cn| ≤ 1 para cada n, y sea η > 0 tal que para una serie convexa

∑
αn se

tiene que Re
∑∞

n=1 αncn > 1 − η. Entonces para cada 0 < r < 1, el conjunto
A := {i ∈ N : Re(ci) > r}, satisface la desigualdad∑

i∈A
αi ≥ 1− η

1− r
.

Definición 2.1.5. Diremos que un subconjunto B ⊂ BY ∗ es normante si

∥y∥ = sup{|y∗(y)| : y∗ ∈ B}, ∀y ∈ Y.

El lema anterior nos servirá para establecer propiedades equivalentes a la
AHSp-ℓn∞, tales propiedades serán concentradas en el siguiente lema.

Proposición 2.1.6. Sea Y un espacio de Banach, n un entero positivo y B un
subconjunto de SY ∗ normante. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) Y tiene la AHSp-ℓn∞.

2) El espacio Y tiene la B-approximate hyperplane sum property para ℓn∞.

3) Para cada 0 < ε < 1 existe 0 < ρn(ε) < ε tal que, para cada elemento
(yi)i≤n ∈ Mn

Y , si existe n0 ≤ n e y∗ ∈ B tal que y∗(yi) > 1 − ρn(ε) para
cada i ≤ n0, entonces existe un elemento (zi)i≤n ∈ Mn

Y satisfaciendo

∥zi − yi∥ < ε para todo i ≤ n y
∥∥∥ n0∑

i=1

zi

∥∥∥ = n0.
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4) Para cada 0 < ε < 1 existe 0 < νn(ε) < ε tal que para cada elemento
(yi)i≤n ∈ Mn

Y y cada combinación convexa
∑n

i=1 αiyi satisfaciendo∥∥∥ n∑
i=1

αiyi

∥∥∥ > 1− νn(ε),

existe un conjunto C ⊂ {1, . . . , n} y un elemento (zi)i≤n ∈ Mn
Y tal que

i)
∑

i∈C αi > 1− ε,

ii) ∥zi − yi∥ < ε para cada i ≤ n y

iii) ∥∑i∈C zi∥ = |C|.
Además, si γn en una función satisfaciendo 1) entonces la condición 4) se

cumple para νn = γ2
n. La condición 4) para una función νn implica 1) para la

función γn dada por γn(ε) = νn(
ε
n). En el caso de que 3) se cumple para ρn

entonces 1) se satisface para la función dada por γn(ε) =
1
4ρ

2
n

(
ε
n

)
.

Demostración. Claramente 1) implica 2) y 2) implica 3).

Comenzaremos demostrando que la condición 3) implica la condición 2).
Sea 0 < ε < 1 y ρn(ε) un número real positivo satisfaciendo la condición

3). Fijamos γ′
n(ε) = ρn(ε)

2 . Sea (yi)i≤n ∈ Mn
Y y supongamos que existe un

subconjunto no vaćıo A de {1, . . . , n} y y∗ ∈ B tal que

y∗(yi) > 1− γ′
n(ε), ∀i ∈ A.

Por el Lema 2.1.3 podemos suponer sin pérdida de generalidad que 1 ∈ A.
Por otra parte, si i, k ∈ A y j es un entero tal que i < j < k, entonces

2− 2γ′
n(ε)− y∗(yj) < y∗(yi − yj + yk) ≤ ∥yi − yj + yk∥ ≤ 1.

Como consecuencia, y∗(yj) > 1− ρn(ε). Obteniendo aśı que

y∗(yi) > 1− ρn(ε), ∀i ≤ máxA.
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Por hipótesis, existe (zi)i≤n ∈ Mn
Y satisfaciendo

i) ∥zi − yi∥ < ε para cada i ≤ n y

ii) ∥∑máxA
i=1 zi∥ = máxA.

Por último, el hecho de que {zi : i ≤ n} ⊂ BY y teniendo en cuenta la
condición ii) concluimos que ∥∑i∈A zi∥ = |A|.

Continuaremos mostrando que la condición 2) implica la condición 4).
Supongamos que Y satisface la condición 2). Para cada 0 < ε < 1 sea γ′

n(ε) < ε

un número real positivo satisfaciendo la Definición 2.1.1 para cada elemento
y∗ ∈ B. Tomemos νn(ε) = γ′

n(ε)
2.

Sea (yi)i≤n ∈ Mn
Y y supongamos que la combinación convexa

∑n
i=1 αiyi

satisface
∥∥∑n

i=1 αiyi
∥∥ > 1 − νn(ε). Ya que B es un conjunto normante y

(−yi)i≤n ∈ Mn
Y , usando (−yi)i≤n indistintamente de (yi)i≤n, si es necesario,

existirá y∗ ∈ B tal que

y∗
( n∑

i=1

αiyi

)
> 1− νn(ε) = 1− γ′

n(ε)
2.

Por el Lema 2.1.4 el conjunto C = {i ≤ n : y∗(yi) > 1− γ′
n(ε)} satisface∑

i∈C
αi ≥ 1− νn(ε)

γ′
n(ε)

> 1− ε.

Por hipótesis, existe un elemento (zi)i≤n ∈ Mn
Y tal que ∥zi − yi∥ < ε para

cada i ≤ n y ∥∑i∈C zi∥ = |C|.

Finalmente, mostraremos que 4) implica 1).
Ahora, supongamos que Y satisface la condición 4). Dado 0 < ε < 1, sea
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νn(ε) un número real positivo satisfaciendo la hipótesis. Mostraremos que
γn(ε) = νn(

ε
n) satisface la Definición 2.1.1.

Sea (yi)i≤n un elemento en Mn
Y y supongamos que para un conjunto no

vaćıo A ⊂ {1, . . . , n} e y∗ ∈ SY ∗ se cumple que y∗(yi) > 1− γn(ε) para cada
i ∈ A. Definimos el siguiente número real positivo

αi =

{
1
|A| si i ∈ A

0 si i ∈ {1, . . . , n}\A.

Claramente
∑n

i=1 αi = 1 y también

∥∥∥ n∑
i=1

αiyi

∥∥∥ =

∥∥∥∑i∈A yi

∥∥∥
|A| ≥

y∗
(∑

i∈A yi

)
|A| > 1− νn

( ε
n

)
.

Por hipótesis, existe un conjunto C ⊂ {1, . . . , n} y (zi)i≤n ∈ Mn
Y tal que

i)
∑

i∈C αi > 1− ε
n ,

ii) ∥zi − yi∥ < ε
n para cada i ≤ n y

iii)
∥∥∑

i∈C zi
∥∥ = |C|.

En el caso de que A ⊂ C, la condición iii) y el el hecho de que {zi : i ≤ n} ⊂ BY

implicaŕıan que
∥∥∑

i∈A zi
∥∥ = |A|. Por lo tanto, basta con mostrar que A ⊂ C.

Si existe algún i0 ∈ A \ C, definimos B = {i ≤ n : i ̸= i0} y haciendo uso
de i) obtenemos que

1− 1

|A| =
∑
i∈B

αi ≥
∑
i∈C

αi > 1− ε

n
> 1− 1

n
.

Entonces |A| > n, lo cual es una contradicción. Por consiguiente, A ⊂ C y
hemos demostrado que Y tiene la AHSp-ℓn∞.
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Como consecuencia de haber demostrado 3) ⇒ 2), 2) ⇒ 4) y 4) ⇒ 1),
deducimos que si el espacio Y satisface 3) para la función ρn entonces tiene la
AHSp-ℓn∞ para la función dada por γn(ε) =

1
4ρ

2
n

(
ε
n

)
.

Vale la pena destacar que la Proposición 2.1.6 hace más fácil mostrar que
un espacio tiene la AHSp-ℓn∞. Con este propósito, la condición 3) es útil, ya
que nos dice que es suficiente verificar la Definición 2.1.1 solo para funcionales
en un conjunto normante B y para un conjunto más simple A.

Observación 2.1.7. AHSp-ℓn+1
∞ implica AHSp-ℓn∞ para cada entero positivo

n.

Esta afirmación puede verificarse fácilmente usando la Definición 2.1.1. Se
sigue del siguiente hecho

(yi)i≤n ∈ Mn
Y ⇒ (zi)i≤n+1 ∈ Mn+1

Y ,

donde zi = yi para i ≤ n y zn+1 = yn.
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2.2. Caracterización de la BPBp para el par (ℓn∞, Y )

En esta sección demostraremos que la propiedad de que el par (ℓn∞, Y ) tenga
la BPBp es equivalente a que Y tenga la AHSp-ℓn∞. Para lograr ese objetivo
introducimos la siguiente noción sobre un subconjunto U de la esfera de X.

Definición 2.2.1. Diremos que U ⊂ SX es universal para SX si para cada
x0 ∈ SX existe una biyección isométrica I ∈ L(X) tal que I(x0) ∈ U .

Como consecuencia del Lema 1.3.4 podemos afirmar que co(Bn) ⊂ Sℓn∞

satisface la Definición 2.2.1. La existencia de este tipo de conjuntos ayudan a
demostrar que un par (X, Y ) tiene la BPBp, ya que es suficiente con verificar
que el par (X, Y ) satisface la Definición 1.1.4 escogiendo el vector x0 en U ,
tal como lo demostramos en el siguiente resultado.

Proposición 2.2.2. Sean X, Y espacios de Banach y U ⊂ SX un conjunto
universal para SX . El par (X, Y ) tiene la BPBp si y solo si la propiedad dada
en Definición 1.1.4 se cumple para los puntos en U .

Demostración. Supongamos que la Definición 1.1.4 se cumple para los puntos
en U . Sea 0 < ε < 1 y 0 < η(ε) < ε satisfaciendo:

Si T ∈ SL(X,Y ) y u0 ∈ U son tales que ∥T (u0)∥ > 1− η(ε), entonces existen
S ∈ SL(X,Y ) e y0 ∈ SX cumpliendo las siguientes condiciones

∥S(y0)∥ = 1, ∥y0 − u0∥ < ε y ∥S − T∥ < ε.

Supongamos que T ∈ SL(X,Y ) y x0 ∈ SX son tales que ∥T (x0)∥ > 1− η(ε),
por ser U universal para SX , existirá una biyección isométrica I ∈ L(X) tal
que I(x0) ∈ U , de esta forma tenemos que T ◦ I−1 ∈ SL(X,Y ), I(x0) ∈ SX y
además

∥T ◦ I−1(I(x0))∥ = ∥T (x0)∥ > 1− η(ε).

Luego, por hipótesis existen S ∈ SL(X,Y ) e y0 ∈ SX satisfaciendo:

∥S(y0)∥ = 1, ∥y0 − I(x0)∥ < ε y ∥S − T ◦ I−1∥ < ε.
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Teniendo en cuenta que I es una biyección isométrica concluimos que
S ◦ I ∈ SL(X,Y ), I

−1(y0) ∈ SY y además

∥S ◦ I(I−1(y0))∥ = 1, ∥I−1(y0)− x0∥ < ε y ∥S ◦ I − T∥ < ε.

El resultado principal de esta sección afirma que los espacios de Banach Y
que satisfacen que el par (ℓn∞, Y ) tiene la BPBp para operadores son los que
tienen la AHSp-ℓn∞. Para probar tal caracterización es útil aislar dos resultados
técnicos. El primero de ellos es el Lema 1.3.8 que a grandes rasgos, afirma que
un operador en L(ℓn∞, Y ) que alcanza su norma en un punto y de Sℓn∞ que está
cerca de un elemento, digamos x, perteneciente a una de las caras maximales
de Bℓn∞, también alcanza su norma en otro elemento de la misma cara maximal
que también está cerca de x. El otro lema que es necesario es el siguiente.

Lema 2.2.3. Si ε > 0, x, y ∈ co(Bn) satisfacen que

x =
n∑

i=1

αiv
n
i , y =

n∑
i=1

βiv
n
i y ∥x− y∥ < ε,

entonces

máx{|αi − βi| : i ≤ n} < ε.

Demostración. Por el Lema 1.3.1 tenemos que

α1 =
1 + x(2)

2
, β1 =

1 + y(2)

2
, αn =

1− x(n)

2
, βn =

1− y(n)

2

y

αi =
x(i+ 1)− x(i)

2
, βi =

y(i+ 1)− y(i)

2
, ∀1 < i < n.
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Como consecuencia obtenemos que

|α1 − β1| =

∣∣∣∣x(2)− y(2)

2

∣∣∣∣ ≤ ∥x− y∥
2

<
ε

2
,

|αn − βn| <

∣∣∣∣y(n)− x(n)

2

∣∣∣∣ < ε

2
y

|αi − βi| =

∣∣∣∣x(i+ 1)− y(i+ 1)

2
+

y(i)− x(i)

2

∣∣∣∣ < ε

2
+

ε

2
= ε si 1 < i < n.

Por lo tanto, la prueba está terminada.

La condición 4) de la Proposición 2.1.6 permite verificar con facilidad que
si un espacio Y tiene la AHSp-ℓn∞ entonces el par (ℓn∞, Y ) tiene la BPBp.
Demostrar el reciproco es más delicado. Para ello utilizamos de nuevo la
misma reformulación de la AHSp-ℓn∞, pero en este caso el Lema 1.3.8 también
juega un papel esencial.

Teorema 2.2.4. Sea Y un espacio de Banach. El par (ℓn∞, Y ) tiene la BPBp
si y sólo si Y tiene la AHSp-ℓn∞.
Además, si (ℓn∞, Y ) satisface la Definición 1.1.4 con la función ηn, entonces Y
tiene la AHSp-ℓn∞ con γn(ε) = ηn

(
ε

n(n+1)

)
. En caso de que Y tenga la AHSp-ℓn∞

para la función γn (ver Definición 2.1.1), el par (ℓn∞, Y ) satisface BPBp con
la función ηn(ε) = γ2

n

(
ε

n+1

)
.

Demostración. Supongamos que el par (ℓn∞, Y ) tiene la BPBp y fijemos un
número 0 < ε < 1. Ahora definimos νn(ε) = ηn

(
ε

n+1

)
, donde ηn

(
ε

n+1

)
< ε

n+1 es
el número real positivo que satisface el BPBp para ε

n+1 .

Sea (yi)i≤n ∈ Mn
Y y supongamos que

∑n
i=1 αiyi es una combinación convexa

tal que

∥∥∥ n∑
i=1

αiyi

∥∥∥ > 1− νn(ε).
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Podemos aplicar la Proposición 1.3.5, por lo que existe un operador T en
BL(ℓn∞,Y ) tal que yi = T (vni ) para cada 1 ≤ i ≤ n. El elemento x0 =

∑n
i=1 αiv

n
i

satisface que x0 ∈ Sℓn∞, y por hipótesis sabemos que∥∥T (x0)∥∥ =

∥∥∥∥ n∑
i=1

αiyi

∥∥∥∥ > 1− ηn

( ε

n+ 1

)
> 1− ε

n+ 1
> 0. (2.2.1)

Dado que el par (ℓn∞, Y ) tiene la BPBp, existen u0 ∈ Sℓn∞ y S ∈ SL(ℓn∞,Y )

que satisfacen las siguientes condiciones

∥S(u0)∥ = 1, ∥u0 − x0∥ <
ε

n+ 1
y

∥∥∥S − T

∥T∥
∥∥∥ <

ε

n+ 1
. (2.2.2)

Por el Lema 1.3.8, se puede suponer que u0 está en co(Bn). Como conse-
cuencia, existe {βi : i ≤ n} ⊂ R+

0 tal que

u0 =
n∑

i=1

βiv
n
i y

n∑
i=1

βi = 1.

Ahora definimos los conjuntos A = {i ≤ n : βi ̸= 0} y A′ = {1, . . . , n} \ A.
Por (2.2.2) y aplicando el Lema 2.2.3, obtenemos que∑

i∈A
αi = 1−

∑
i∈A′

αi = 1−
∑
i∈A′

|αi − βi| ≥ 1− ε

n+ 1
|A′| > 1− ε. (2.2.3)

Finalmente comprobamos que (zi)i≤n = (S(vni ))i≤n es el elemento deseado
en Mn

Y . Claramente (zi)i≤n ∈ Mn
Y ya que S ∈ SL(ℓn∞,Y ) (ver Proposición 1.3.5).

Además, para cada 1 ≤ i ≤ n, tenemos que

∥zi − yi∥ = ∥S(vni )− T (vni )∥ (2.2.4)

≤
∥∥∥S(vni )− T

∥T∥(v
n
i )
∥∥∥+

∥∥∥ T

∥T∥(v
n
i )− T (vni )

∥∥∥
≤

∥∥∥S − T

∥T∥
∥∥∥+ 1− ∥T∥

<
ε

n+ 1
+

ε

n+ 1
≤ ε (por (2.2.2) y (2.2.1)).
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Usando el Teorema de Hahn-Banach y (2.2.2), existe un elemento y∗ ∈ SY ∗

tal que y∗(S(u0)) = 1, es decir,

y∗
( n∑

i=1

βizi

)
= 1.

Entonces, es claro que y∗(zi) = 1 para cada i ∈ A, obteniendo aśı que

|A| = y∗
(∑

i∈A
zi

)
≤

∥∥∥∥∑
i∈A

zi

∥∥∥∥ ≤
∑
i∈A

∥zi∥ ≤ |A|.

Como consecuencia ∥∑i∈A zi∥ = |A|. en vista de (2.2.3) y (2.2.4) he-
mos probado que Y satisface la condición 4) de la Proposición 2.1.6 pa-
ra νn(ε) = ηn

(
ε

n+1

)
. Por lo tanto Y tiene la AHSp-ℓn∞ para la función

γn(ε) = ηn
(

ε
n(n+1)

)
.

Supongamos que Y satisface la AHSp-ℓn∞. Sea 0 < ε < 1 y escribamos
ηn(ε) = νn(

ε
n+1), donde νn(

ε
n+1) es el número real positivo que satisface la

condición 4) de la Proposición 2.1.6 para ε
n+1 .

Supongamos que T ∈ SL(ℓn∞,Y ) y x0 ∈ Sℓn∞ son tales que

∥T (x0)∥ > 1− ηn(ε).

Haciendo uso de la Proposición 2.2.2 podemos suponer que x0 ∈ On. Por el
Lema 1.3.4 sabemos que x0 ∈ co(Bn), luego existe {αi : i ≤ n} ⊂ R+

0 tal que

x0 =
n∑

i=1

αiv
n
i y

n∑
i=1

αi = 1.

En vista de la Proposición 1.3.5 el elemento (yi)i≤n = (T (vni ))i≤n ∈ Mn
Y .

Por hipótesis sabemos que∥∥∥∥ n∑
i=1

αiyi

∥∥∥∥= ∥T (x0)∥ > 1− νn

( ε

n+ 1

)
.
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Por lo que existirá un conjunto no vaćıo A ⊂ {1, . . . , n} y (zi)i≤n ∈ Mn
Y tal

que ∑
i∈A

αi > 1− ε

n+ 1
> 0, ∥zi − yi∥ <

ε

n+ 1
, ∀i ≤ n, (2.2.5)

y también se satisface ∥∥∥∑
i∈A

zi

∥∥∥ = |A|. (2.2.6)

Sea S el único elemento en L(ℓn∞, Y ) que satisface que S(vni ) = zi para cada
1 ≤ i ≤ n. En vista de (2.2.5) podemos usar la Proposición 1.3.5 para obtener
que S ∈ BL(ℓn∞,Y ) y ∥S−T∥ < ε. El elemento u0 dado por u0 =

∑
i∈A

αi∑
i∈A αi

vni
pertenece a Sℓn∞. Por (2.2.6) el operador S alcanza su norma en u0 ya que

1 =
∥∑i∈A αizi∥∑

i∈A αi
= ∥S(u0)∥ ≤ ∥S∥ ≤ 1.

Como consecuencia S ∈ SL(ℓn∞,Y ). Si escribimos A′ = {1, . . . , n} \A, obtene-
mos que

∥u0 − x0∥ =

∥∥∥∥∑
i∈A

αi∑
i∈A αi

vni −
n∑

i=1

αiv
n
i

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥(1− 1∑
i∈A αi

)∑
i∈A

αiv
n
i +

∑
i∈A′

αiv
n
i

∥∥∥∥
≤

(
1∑

i∈A αi
− 1

)∑
i∈A

αi +
∑
i∈A′

αi

= 2
∑
i∈A′

αi

< 2
ε

n+ 1
≤ ε (por (2.2.5)).

Hemos demostrado que el par (ℓn∞, Y ) tiene la BPBp con ηn(ε) = νn(
ε

n+1).
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En el caso de que Y satisface la AHSp-ℓn∞ con la función γn sabemos que
Y satisface la condición 4) de la Proposición 2.1.6 para la función νn = γ2

n.
Como consecuencia de la demostración anterior, deducimos que el par (ℓn∞, Y )
tiene la BPBp con ηn(ε) = γ2

n

(
ε

n+1

)
.
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C A P Í T U L O 3

Espacios con la AHSp-ℓn∞

Dar un ejemplo de un espacio de Banach Y tal que para n ≥ 2 el par
(ℓn∞, Y ) no tenga la BPBp no resulta algo trivial, ya que como se verá en la
siguiente sección, los espacios de Banach clásicos tienen la AHSp-ℓn∞. En [14,
Teorema 2.7], S. Kim muestra que si Y es un espacio estrictamente convexo
entonces la condición de que Y sea uniformemente convexo equivale a que el
par (ℓn∞, Y ) tenga la BPBp. Por lo que, cualquier espacio de Banach Y que sea
estrictamente convexo, pero no uniformemente convexo no tendrá la AHSp-ℓn∞
para n ≥ 2. En particular, bastaŕıa considerar un espacio de Banach separable,
no reflexivo, ya que todo espacio de Banach separable se puede renormar de
manera estrictamente convexa y no seŕıa uniformemente convexo al no ser
reflexivo.

También es importante resaltar que si un espacio es reflexivo entonces no
necesariamente tendrá la AHSp-ℓn∞, como lo mostraremos a continuación.

Si (Xn)n es una colección de espacios de Banach, se denota como
⊕

2Xn al
espacio de todas las sucesiones (xn)n tales que

xn ∈ Xn para cada n ∈ N y
∑
n∈N

∥xn∥2 < ∞,

dotado con la norma

∥(xn)n∥ =
(∑

n∈N
∥xn∥2

)1/2

.

49
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Teniendo aśı que
⊕

2Xn un espacio de Banach. El Teorema 8.17 en [13] nos
dice que en el espacio Y =

⊕
2 ℓ

n
∞ se puede definir una norma ∥.∥0 que hace a

Y estrictamente convexo y como consecuencia de los Teoremas 9.14 y 9.18 en
[13] también podemos afirmar que no existe una norma sobre Y que lo haga
uniformemente convexo, en consecuencia, (Y, ∥.∥0) seŕıa un espacio de Banach
reflexivo, estrictamente convexo y no uniformemente convexo, lo que lo hace
un espacio que no satisface la AHSp-ℓn∞ para ningún n ≥ 2. Concluyendo aśı,
que ser reflexivo no implica la AHSp-ℓn∞.
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3.1. Espacios de Banach clásicos

Comenzaremos con los espacios de Banach más sencillos, como lo son los
de dimensión finita, mostraremos que esta clase de espacios tienen la AHSp-ℓn∞.

En [3, Proposición 2.4] se demuestra que para cada par de espacios de
Banach X, Y de dimensión finita, se cumple que (X, Y ) tiene la BPBp. Por lo
tanto, si Y es de dimensión finita, el par (ℓn∞, Y ) tiene la BPBp, en consecuencia,
por el Teorema 2.2.4 obtenemos que Y tendŕıa la AHSp-ℓn∞. Sin embargo,
demostrar directamente esta afirmación no resulta complicado.

Proposición 3.1.1. Cada espacio de Banach finito dimensional tiene la
AHSp-ℓn∞.

Demostración. La demostración la haremos por contradicción. Sea Y un espa-
cio de dimensión finita y supongamos que Y no tiene la AHSp-ℓn∞. Sea ε0 > 0
para el cual la Definición 2.1.1 no se satisface. Para cada m ∈ N existe un
elemento (ymi )i≤n ∈ Mn

Y , un conjunto no vaćıo Am ⊂ {1, . . . , n} y y∗m ∈ SY ∗

satisfaciendo

y∗m(y
m
i ) > 1− ε0

m
para cada i ∈ Am, (3.1.1)

y además

(zi)i≤n ∈ Mn
Y ,

∥∥∥∑
i∈Am

zi

∥∥∥ = |Am| ⇒ máx{∥ymi − zi∥ : i ≤ n} ≥ ε0. (3.1.2)

La condición (3.1.1) implica además que∥∥∥∑
i∈Am

ymi

∥∥∥ ≥ y∗m

(∑
i∈Am

ymi

)
> |Am|

(
1− ε0

m

)
(3.1.3)

Ya que Y es de dimensión finita, Mn
Y es un subconjunto compacto de

Y n. Teniendo en cuenta que {i ∈ N : i ≤ n} es finito, y pasando a una
subsucesión, podemos asumir que existe un conjunto A ⊂ {i ∈ N : i ≤ n} tal
que Am = A, para cada m, y además que para cada i ≤ n la sucesión {ymi }m
converge a un yi, por lo tanto (yi)i≤n ∈ Mn

Y . Luego, por la condición (3.1.3)
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se sigue que
∥∥∑

i∈A yi
∥∥ = |A|. En vista de la condición (3.1.2) esto seria una

contradicción.

En [3, Teorema 5.2] se demuestra que si Y es un espacio de Banach unifor-
memente convexo, entonces el par (ℓn∞, Y ) tiene la BPBp. En consecuencia, el
espacio Y tiene la AHSp-ℓn∞, obteniendo aśı el siguiente resultado.

Corolario 3.1.2. Si Y es un espacio de Banach uniformemente convexo
entonces Y tiene la AHSp-ℓn∞.

Como consecuencia de este corolario obtenemos que, para cada 1 < p < ∞
y cada espacio de medida (Ω,Σ, µ) con µ una medida positiva se tiene que el
espacio Lp(Ω,Σ, µ) tienen la AHSp-ℓn∞.

En el año 1963, J. Lindenstrauss introduce una condición sobre un espacio
de Banach Y para el que se puede garantizar que el par (X, Y ) tiene la BPp
para cualquier espacio de Banach X. Tal condición es conocida ahora como la
propiedad β de Lindenstrauss.

Definición 3.1.3. Se dice que un espacio de Banach Y tiene la propiedad β (de
Lindenstrauss) si existen colecciones {yα : α ∈ Λ} ⊂ SY , {y∗α : α ∈ Λ} ⊂ S∗

Y y
0 ≤ ρ < 1 satisfaciendo las siguientes condiciones:

y∗α(yα) = 1 para cada α ∈ Λ

|y∗α(yβ)| ≤ ρ < 1 para cada α ∈ Λ con α ̸= β

∥y∥ = sup{|y∗α(y)| : α ∈ Λ} para cada y ∈ Y.

Los espacios c0 y ℓ∞ satisfacen la propiedad β considerando las colecciones
de los vectores canónicos {en : n ∈ N} y los funcionales biortogonales asociados
a ellos {e∗n : n ∈ N} con ρ = 0 en ambos casos.

En [3, Teorema 2.2]) demostraron que la propiedad β es lo suficientemente
fuerte para garantizar que el par (X, Y ) tiene la BPBp para todo espacio de
Banach X siempre que Y tenga la propiedad β, obteniendo como consecuencia
el siguiente corolario.
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Corolario 3.1.4. Si Y es un espacio de Banach con la propiedad β entonces
Y tiene la AHSp-ℓn∞. En particular, los espacios c0 y ℓ∞ tienen la AHSP-ℓn∞.

Si L es un espacio Hausdorff localmente compacto, denotaremos como
C0(L, Y ) al espacio de las funciones f ∈ Y L continuas satisfaciendo que para
cada ε > 0 existe un compacto K ⊂ L tal que ∥f(x)∥ < ε para todo x ∈ L\K,
tal espacio será considerado con la norma uniforme. Para cada t ∈ L definimos
ρt ∈ BC0(L,Y ) como sigue

ρt(f) = f(t) (f ∈ C0(L, Y )).

Si f ∈ C0(L, Y ) y t0 ∈ L, el Teorema de Hahn-Banach nos dice que existe
y∗0 ∈ SY ∗ tal que y∗0(f(t0)) = ∥f(t0)∥, por lo que es claro que

∥f∥ = sup{|y∗ ◦ ρt(f)| : t ∈ L, y∗ ∈ SY ∗}.
Consecuencia de esto, tenemos que la colección B ⊂ BC0(L,Y )∗ definida como

B := {y∗ ◦ ρt : t ∈ L, y∗ ∈ SY ∗},
es normante.

El siguiente resultado fue demostrado en [5] en el caso n = 3, aunque el
resultado que ahora presentamos es más general, la demostración sigue los
mismos argumentos dados por los autores de [5], utilizando como principal
herramienta el Lema de Urysohn. La versión que usaremos es la dada en [17,
Lema 2.12].

Proposición 3.1.5. Sea L un espacio Hausdorff localmente compacto e Y un
espacio de Banach. Entonces, C0(L, Y ) tiene la AHSp-ℓn∞ si y solo si Y tiene
la AHSp-ℓn∞.

Demostración. Supongamos que Y tiene la AHSp-ℓn∞. Sea ε > 0 y γn(
ε
3) > 0

satisfaciendo la Definición 2.1.1 para ε
3 .

Para demostrar que C0(L, Y ) tiene la AHSp-ℓn∞, será suficiente demostrar
que C0(L, Y ) satisface la condición 2) de la Proposición 2.1.6 para el conjunto
normante

B := {y∗ ◦ ρt : t ∈ L, y∗ ∈ SY ∗}.
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Supongamos que (fi)i≤n ∈ Mn
C0(L,Y ) y A es un subconjunto no vaćıo de

{1, . . . , n} tal que para algún y∗ ∈ SY ∗ y t1 ∈ L se tiene que

y∗(fi(t1)) > 1− γn

(ε
3

)
para cada i ∈ A. (3.1.4)

Es fácil comprobar que (fi)i≤n ∈ Mn
C0(L,Y ) implica que (fi(t1))i≤n ∈ Mn

Y .
Teniendo en cuenta la hipótesis y (3.1.4), existirá (zi)i≤n ∈ Mn

Y y z∗ ∈ S∗
Y tal

que

∥zi − fi(t1)∥ <
ε

3
para cada i ≤ n, (3.1.5)

y

z∗(zi) = 1 para cada i ∈ A. (3.1.6)

Ahora, definimos el siguiente conjunto abierto de L

U :=
n⋂

i=1

{
t ∈ L : ∥fi(t)− fi(t1)∥ <

ε

3

}
. (3.1.7)

Si aplicamos el Lema de Urysohn al considerar U y el compacto K := {t1},
existirá una función continua ϕ ∈ C0(L,R) tal que ϕ(L) ⊂ [0, 1], ϕ(t1) = 1 y
{t ∈ L : ϕ(t) ̸= 0} ⊂ U .

Para cada i ≤ n definimos la función gi = ϕzi + (1 − ϕ)fi ∈ C0(L, Y ),
aclarando que

gi(t) = ϕ(t)zi + (1− ϕ(t))fi(t) (t ∈ L).

Veamos qué (gi)i≤n ∈ Mn
C0(L,Y ). Sea (i1, . . . , ik) ∈ In, para cada t ∈ L

tenemos
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∥∥∥∥ k∑
j=1

(−1)j+1gij(t)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ϕ(t) k∑
j=1

(−1)j+1zij + (1− ϕ(t))
k∑

j=1

(−1)j+1fij(t)

∥∥∥∥
≤ ϕ(t)

∥∥∥∥ k∑
j=1

(−1)j+1zij

∥∥∥∥+(1− ϕ(t))

∥∥∥∥ k∑
j=1

(−1)j+1fij

∥∥∥∥
≤ ϕ(t) + (1− ϕ(t)) = 1.

Por lo tanto
∑k

j=1(−1)j+1gij ∈ BC0(L,Y ). Por otra parte, si i ∈ A por (3.1.6)
tenemos que

z∗ ◦ ρt1(gi) = z∗(gi(t1)) = z∗(zi) = 1

Lo que implica que z∗ ◦ ρt1 ∈ SC0(L,Y )∗ y en consecuencia ∥∑i∈A gi∥ = |A|.
Por último, mostraremos que ∥gi − fi∥ < ε para cada i ≤ n. Consideremos
i ≤ n y t ∈ L.

Si t ∈ L \ U entonces ϕ(t) = 0 y en consecuencia gi(t) = fi(t). En caso de
que t ∈ U , por definición de U tenemos que

∥gi(t)− fi(t)∥ = ∥ϕ(t)zi − ϕ(t)fi(t)∥
≤ ∥zi − fi(t)∥
≤ ∥zi − fi(t1)∥+ ∥fi(t1)− fi(t)∥
≤ ε

3
+

ε

3
(por (3.1.5) y (3.1.7)).

Concluyendo aśı que ∥gi − fi∥ < ε.

Supongamos ahora que C0(L, Y ) tiene la AHSp-ℓn∞. Sea ε > 0 y γn(
ε
2) > 0

satisfaciendo la Definición 2.1.1 para ε
2 . Supongamos que (yi)i≤n ∈ Mn

Y y A es
un subconjunto no vaćıo de {1, . . . , n} tal que para algún y∗ ∈ SY ∗ se tiene
que

y∗(yi) > 1− γn

(ε
2

)
para cada i ∈ A. (3.1.8)
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Fijemos t0 ∈ L y haciendo uso nuevamente del Lema de Urysohn, podemos
considerar una función continua ϕ ∈ C0(L,R) tal que ϕ(L) ⊂ [0, 1], ϕ(t0) = 1
y cumpliendo que el soporte de ϕ es compacto en L.

Para cada i ≤ n definimos la función fi ∈ C0(L, Y ) como

fi(t) = ϕ(t)yi (t ∈ L).

Se verifica con facilidad que (fi)i≤n ∈ Mn
C0(L,Y ), además para cada i ∈ A se

tiene que

y∗ ◦ ρt0(fi) = y∗(fi(t0)) = y∗(yi) > 1− γn

(ε
2

)
(por (3.1.8)).

Por lo que existirá (gi)i≤n ∈ Mn
C0(L,Y ) tal que

∥gi − fi∥ <
ε

2
para cada i ≤ n y

∥∥∥∥∑
i∈A

gi

∥∥∥∥= |A|. (3.1.9)

Ahora, tomemos t1 ∈ L tal que ∥∑i∈A gi(t1)∥ = ∥∑i∈A gi∥ = |A|. Además,
(gi)i≤n ∈ Mn

C0(L,Y ) implica que (gi(t1))i≤n ∈ Mn
Y . Bastaŕıa con mostrar que

∥gi(t1)− yi∥ < ε para cada i ≤ n.
Sea i ≤ n y i0 ∈ A, de esta forma obtenemos

∥gi(t1)− yi∥ ≤ ∥gi(t1)− fi(t1)∥+ ∥fi(t1)− yi∥
<

ε

2
+ ∥ϕ(t1)yi − yi∥ (por (3.1.9))

≤ ε

2
+ 1− ϕ(t1)

≤ ε

2
+ 1− ϕ(t1)∥yi0∥

≤ ε

2
+ ∥gi0(t1)− fi0(t1)∥

<
ε

2
+

ε

2
= ε (por (3.1.9))
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Como se comentó al inicio del caṕıtulo, los espacios reflexivos no necesa-
riamente tienen la AHSp-ℓn∞. De los espacios de Banach clásicos, quedaŕıa
por considerar el espacio de funciones integrables L1(Ω,Σ, µ) donde Σ es una
σ-álgebra sobre un conjunto Ω y µ es una medida positiva definida sobre el
espacio medible (Ω,Σ). Cabe destacar que en [5] se demuestra que el par
(ℓ3∞, L1(Ω,Σ, µ) tiene la BPBp. Sin embargo, hasta la fecha de la publicación
de [8] no se hab́ıa demostrado que el par (ℓ4∞, L1(Ω,Σ, µ)) tuviese la BPBp,
obteniendo poco después en [7] un resultado similar en el caso general, esto será
tratado en la siguiente sección. Notaremos por L1(µ)) al espacio L1(Ω,Σ, µ)
y por ℓ1 al espacio de las sucesiones en RN tales que la serie

∑
i∈N |x(i)| es

convergente, equipado con la norma

∥x∥ =
∞∑
i=1

|x(i)| (x ∈ ℓ1).
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3.2. L1(µ) y la AHSp-ℓn∞

El resultado principal de esta sección establece que L1(µ) también tiene la
AHSp-ℓn∞, para cualquier medida positiva µ definida sobre un espacio medible
(Ω,Σ) y cualquier número natural n (ver Corolario 3.2.6). Para obtener tal
resultado la idea clave es demostrar esta afirmación para ℓ1.

A lo largo de esta sección denotamos por u∗ al funcional sobre ℓ1 dado por

u∗(x) :=
∞∑
k=1

x(k) (x ∈ ℓ1).

En el espacio ℓ1 consideramos el orden habitual como un espacio de suce-
siones. Si x, y ∈ ℓ1, tenemos que

x ≤ y si y solo si x(i) ≤ y(i) para cada i ∈ N.
Ahora nuestro objetivo es demostrar que el espacio ℓ1 tiene la AHSp-ℓn∞,

para este fin necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 3.2.1. Sea r, s ∈ R+, y, x1 ∈ ℓ1. Supongamos que

1− r ≤ u∗(x1 + y) y ∥x1 + y∥ ≤ 1 + s.

Entonces existe w ∈ ℓ1 tal que

w ≥ y, ∥w − y∥ ≤ r + s y x1 + w ≥ 0.

Demostración. Consideremos los siguientes conjuntos

P = {k ∈ N : 0 ≤ (x1 + y)(k)} y N = N\P.

Ya que u∗ ≥ 0, tenemos que

1− r ≤ u∗(x1 + y) ≤ u∗
(
(x1 + y)χP

)
≤ ∥(x1 + y)χP∥ ≤ ∥x1 + y∥
≤ 1 + s.
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Por lo tanto ∥(x1 + y)χP∥ ≥ 1− r, además

∥(x1 + y)χN∥ = ∥x1 + y∥ − ∥(x1 + y)χP∥ ≤ 1 + s− (1− r) = r + s. (3.2.1)

Definimos ahora w ∈ ℓ1 como

w(k) =

{
y(k) si k ∈ P

−x1(k) si k ∈ N.

Es claro que wχP = yχP y −x1χN ≥ yχN , y que w ≥ y. Por otra parte

(x1 + w)χP = (x1 + y)χP ≥ 0 y (x1 + w)χN = 0,

satisfaciendo aśı que x1 + w ≥ 0.

En vista de (3.2.1) obtenemos que

∥w − y∥ = ∥(w − y)χN∥ = ∥(−x1 − y)χN∥
= ∥(x1 + y)χN∥ ≤ r + s.

El lema previo lo podemos generalizar de la siguiente manera.

Lema 3.2.2. Sea r, s ∈ R+, y ∈ ℓ1, m ∈ N y {xi : i ≤ m} ⊂ ℓ1. Supongamos
que

1− r ≤ u∗(xi + y) y ∥xi + y∥ ≤ 1 + s para todo i ≤ m.

Entonces existe w ∈ ℓ1 tal que

w ≥ y, ∥w − y∥ ≤ m(r + s) y xi + w ≥ 0 para todo i ≤ m.
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Demostración. La afirmación para m = 1 es el Lema 3.2.1. Usando este
resultado podemos probar el caso general. Sea m ∈ N, y ∈ ℓ1, {xi : i ≤ m} ⊂ ℓ1
y supongamos que

1− r ≤ u∗(xi + y) y ∥xi + y∥ ≤ 1 + s para todo i ≤ m.

Por el resultado para m = 1, existe un subconjunto {wi : i ≤ m} ⊂ ℓ1 tal que

wi ≥ y, ∥wi − y∥ ≤ r + s y xi + wi ≥ 0 para todo i ≤ m. (3.2.2)

Tomamos w = máx{wi : i ≤ m}. Existe una familia de conjuntos disjuntos
dos a dos {Ai : i ≤ m} ⊂ N tales que N = ∪i≤mAi y que también satisfacen

wχAi
= wiχAi

para todo i ≤ m. (3.2.3)

Como consecuencia w =
∑m

i=1wiχAi
∈ ℓ1 y en vista de (3.2.2) se satisface

que

w ≥ wi ≥ y y xi + w ≥ xi + wi ≥ 0 para todo i ≤ m. (3.2.4)

Ya que {Ai : i ≤ m} es una partición de N tenemos también que

∥w − y∥ =
m∑
i=1

∥(w − y)χAi
∥

=
m∑
i=1

∥(wi − y)χAi
∥ (por (3.2.3))

≤
m∑
i=1

∥(wi − y)∥ (3.2.5)

≤ m(r + s) (por (3.2.2)),

en vista de (3.2.4) y (3.2.5) tenemos el resultado.
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Teorema 3.2.3. Para cada n ∈ N existe una función ρn :]0, 1[−→]0, 1[ con
las siguientes propiedades

1) ρn(ε) < ε para todo ε ∈]0, 1[.
2) Si 0 < ε < 1, (yi)i≤n ∈ Mn

ℓ1
y n0 ≤ n cumplen que

u∗(yi) > 1− ρn(ε), ∀i ≤ n0,

se puede encontrar (zi)i≤n ∈ Mn
ℓ1
satisfaciendo las siguientes dos condi-

ciones

a) ∥zi − yi∥ < ε, para todo i ≤ n y

b) zi ≥ 0 y u∗(zi) = 1, para todo i ≤ n0.

Demostración. Definimos inductivamente la función ρn de la siguiente forma.
Para n = 1 veamos que la función ρ1 :]0, 1[−→R+ definida por ρ1(ε) = ε

2

satisface la condición 2).

Supongamos que 0 < ε < 1 y y1 ∈ Bℓ1 satisface que u∗(y1) > 1− ρ1(ε). Si
definimos P1 y a1 como

P1 = {k ∈ N : y1(k) ≥ 0} y a1 = y1χP1
,

entonces tenemos que

1− ρ1(ε) < u∗(y1) ≤ u∗(a1) = ∥a1∥ ≤ ∥y1∥ ≤ 1 y a1 ≥ 0.

Como consecuencia

∥a1 − y1∥ = ∥y1χN\P1
∥ = ∥y1∥ − ∥a1∥ ≤ 1− ∥a1∥ < ρ1(ε).

Ahora definimos z1 = a1 + (1−∥a1∥)e1. Aśı se cumple que z1 ≥ 0, ∥z1∥ = 1
y

∥z1 − y1∥ ≤ ∥a1 − y1∥+ 1− ∥a1∥ < ρ1(ε) + ρ1(ε) = ε.
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Ya que z1 ≥ 0 y ∥z1∥ = 1 también tenemos que u∗(z1) = 1, de esta forma
hemos demostrado la afirmación para n = 1.

Para aplicar el argumento de inducción introducimos el conjunto Pn dado
por

Pn := {(i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . , n}k : k par, k ≤ n y ij < ij+1, ∀j < k}.

Supongamos que n es un número natural y existe una función ρn para la
cual la afirmación es verdadera. Definimos ρn+1 como

ρn+1(ε) = ρn

(
ε

8(n+ 2)|Pn|

)
(ε ∈]0, 1[).

Por hipótesis la función ρn+1 :]0, 1[−→]0, 1[ satisface 1).
Ahora probaremos que la condición 2) también se satisface. Supongamos que
0 < ε < 1, 1 ≤ n0 ≤ n+ 1 y el elemento (yi)i≤n+1 ∈ Mn+1

ℓ1
satisface que

u∗(yi) > 1− ρn+1(ε), ∀i ≤ n0.

Ya que (yi)i≤n+1 ∈ Mn+1
ℓ1

sabemos que (yi)i≤n es un elemento en Mn
ℓ1
. Por

hipótesis existe un elemento (bi)i≤n ∈ Mn
ℓ1

que satisface las siguientes dos
propiedades.

∥bi − yi∥ <
ε

8(n+ 2)|Pn|
, ∀i ≤ n (3.2.6)

y

bi ≥ 0 y u∗(bi) = 1, ∀i ≤ mı́n{n0, n}. (3.2.7)
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Para cada 1 ≤ i ≤ n definimos

zi =
bi

1 + ε
8

+

(
1− 1

1 + ε
8

)
e1.

Ahora verificamos que (zi)i≤n ∈ Mn
ℓ1
. Si (i1, . . . , ik) ∈ In, debido a que

(bi)i≤n ∈ Mn
ℓ1
, obtenemos∥∥∥∥ k∑

j=1

(−1)j+1zij

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1

1 + ε
8

k∑
j=1

(−1)j+1bij +

(
1− 1

1 + ε
8

)
e1

∥∥∥∥ (3.2.8)

≤ 1

1 + ε
8

+ 1− 1

1 + ε
8

= 1.

De (3.2.7) también tenemos que

zi ≥ 0 y u∗(zi) = 1, ∀i ≤ mı́n{n0, n}.

Por otro lado, si i ≤ n entonces

∥zi − yi∥ ≤
∥∥∥∥zi − bi

1 + ε
8

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ bi
1 + ε

8

− bi

∥∥∥∥+ ∥bi − yi∥ (3.2.9)

< 2

(
1− 1

1 + ε
8

)
+

ε

8(n+ 2)|Pn|
(por (3.2.6))

<
ε

4
+

ε

8
< ε.

Solo faltaŕıa definir un vector zn+1 ∈ Bℓ1 tal que (zi)i≤n+1 ∈ Mn+1
ℓ1

,
∥zn+1 − yn+1∥ < ε y en caso de que n0 = n + 1 necesitamos también que
las condiciones zn+1 ≥ 0 y u∗(zn+1) = 1 se verifiquen. Para este último paso
consideramos los siguientes dos casos.
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Caso 1: Supongamos que n0 < n+ 1.

En tal caso definimos zn+1 =
yn+1

1+ ε
8
. Como yn+1 ∈ Bℓ1 es claro que ∥zn+1∥ ≤ 1

y

∥zn+1 − yn+1∥ ≤ 1− 1

1 + ε
8

< ε.

En vista de (3.2.8), teniendo en cuenta que zn+1 ∈ Bℓ1, para probar que
(zi)i≤n+1 ∈ Mn+1

ℓ1
, es suficiente mostrar que la condición que define Mn+1

ℓ1
se

satisface para combinaciones lineales conteniendo al menos tres elementos que
incluyen zn+1. Ahora fijemos (i1, . . . , ik) ∈ Pn. Usando que (yi)i≤n+1 ∈ Mn+1

ℓ1
obtenemos que∥∥∥∥ k∑
j=1

(−1)j+1zij + zn+1

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1

1 + ε
8

k∑
j=1

(−1)j+1bij +
yn+1

1 + ε
8

∥∥∥∥
≤

∥∑k
j=1(−1)j+1(bij − yij)∥+ ∥∑k

j=1(−1)j+1yij + yn+1∥
1 + ε

8

<

εk
8(n+2)|Pn| + 1

1 + ε
8

< 1 (por (3.2.6)).

Por lo tanto, terminamos la prueba del caso 1.

Caso 2: Supongamos que n0 = n+ 1.

Definimos P y a como

P = {k ∈ N : yn+1(k) ≥ 0} y a = yn+1χP .

Por hipótesis u∗(yn+1) > 1− ρn+1(ε), obteniendo aśı que

a ≥ 0, 1− ρn+1(ε) < u∗(a) = ∥a∥ ≤ 1 y ∥a− yn+1∥ < ρn+1(ε). (3.2.10)
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Notemos que para cada (i1, . . . , ik) ∈ Pn, usando (3.2.7) y (3.2.10) obtene-
mos que

1− ε

8(n+ 2)|Pn|
< u∗(a) = u∗

( k∑
j=1

(−1)j+1bij + a

)
(3.2.11)

y∥∥∥∥ k∑
j=1

(−1)j+1bij + a

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥ k∑

j=1

(−1)j+1(bij − yij)

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ k∑
j=1

(−1)j+1yij + yn+1

∥∥∥∥
+ ∥a− yn+1∥

< 1 + (n+ 1)
ε

8(n+ 2)|Pn|
(por (3.2.6) y (3.2.10)).

Por (3.2.11) y las desigualdades previas podemos aplicar el Lema 3.2.2. Por
lo tanto, existe w ∈ ℓ1 que satisface las siguientes condiciones

w ≥ a, ∥w − a∥ ≤ |Pn|(n+ 2)
ε

8(n+ 2)|Pn|
=

ε

8
y (3.2.12)

k∑
j=1

(−1)j+1bij + w ≥ 0, ∀(i1, . . . , ik) ∈ Pn. (3.2.13)

Notemos que a ≥ 0 por (3.2.10), entonces de (3.2.10) y (3.2.12) tenemos
que

1− ε

8(n+ 2)|Pn|
< ∥a∥ ≤ ∥w∥ ≤ ∥w − a∥+ ∥a∥ ≤ ε

8
+ 1. (3.2.14)

Por lo tanto
1− ε

8(n+2)|Pn|
1 + ε

8

<
∥w∥
1 + ε

8

≤ 1,
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aśı

0 ≤ 1− ∥w∥
1 + ε

8

< 1−
1− ε

8(n+2)|Pn|
1 + ε

8

<
ε

8
+

ε

8(n+ 2)|Pn|
. (3.2.15)

Finalmente definimos

zn+1 =
w

1 + ε
8

+

(
1− ∥w∥

1 + ε
8

)
e1.

Recordando que w ≥ 0 y (3.2.15), es claro que zn+1 ≥ 0 y u∗(zn+1) = 1.
Ahora verificaremos que zn+1 está cerca de yn+1 de la siguiente forma

∥zn+1 − yn+1∥ ≤
∥∥∥∥zn+1 −

w

1 + ε
8

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ w

1 + ε
8

− w

∥∥∥∥+ ∥w − a∥+ ∥a− yn+1∥

<
ε

4
+

ε

4(n+ 2)|Pn|
(3.2.16)

+

(
1− 1

1 + ε
8

)
∥w∥ (por (3.2.10), (3.2.12) y (3.2.15))

<
ε

2
+

ε

8
< ε (por (3.2.14)).

Por último, si (i1, . . . , ik) ∈ Pn, de (3.2.13) y (3.2.15) y usando también
(3.2.7) y que w ≥ 0 obtenemos∥∥∥∥ k∑

j=1

(−1)j+1zij + zn+1

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1

1 + ε
8

( k∑
j=1

(−1)j+1bij + w

)
+

(
1− ∥w∥

1 + ε
8

)
e1

∥∥∥∥
=

1

1 + ε
8

u∗
( k∑

j=1

(−1)j+1bij + w

)
+ 1− ∥w∥

1 + ε
8

(3.2.17)

=
1

1 + ε
8

u∗(w) + 1− u∗(w)

1 + ε
8

= 1.
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Ya que (zi)i≤n ∈ Mn
ℓ1
y por (3.2.8) y (3.2.17), concluimos que (zi)i≤n+1 es

un elemento en Mn+1
ℓ1

. En vista de (3.2.9) y (3.2.16), se concluye la prueba
del caso 2.

Como consecuencia, hemos mostrado que ℓ1 satisface la afirmación para
n+ 1 con ρn+1(ε) = ρn

(
ε

8(n+2)|Pn|
)
.

Representamos por ℓm1 al espacio Rm con la norma

∥x∥ =
m∑
j=1

|x(j)| (x ∈ Rm).

Si T ∈ L(X, Y ), denotamos por T t al operador transpuesto de T .

Proposición 3.2.4. ℓ1 tiene la AHSp-ℓn∞, para cada número natural n.
De hecho, para cada n ∈ N existe una función γn tal que ℓ1 y ℓm1 tiene la

AHSp-ℓn∞ con la función γn para todo entero positivo m.

Demostración. Es suficiente mostrar que ℓ1 satisface la condición 3) de la
Proposición 2.1.6. El mismo argumento puede ser aplicado para ℓm1 ya que la
prueba del Teorema 3.2.3 también es válida para este espacio, para cualquier
número natural m. En el último caso obtenemos adicionalmente que existe una
función ρn que satisface la Definición 2.1.1 para el espacio ℓm1 que no depende
de m.

Consideremos la función ρn dada en el Teorema 3.2.3. Mostraremos que la
misma función también satisface la condición 3) en la Proposición 2.1.6 para
el conjunto B = Ext(Bℓ∗1).

Supongamos que (yi)i≤n ∈ Mn
ℓ1
, n0 ≤ n e y∗ ∈ B satisfacen la des-

igualdad y∗(yi) > 1 − ρn(ε) para cada i ≤ n0. Es de fácil comprobación
que Ext(Bℓ∗1) = {v∗ ∈ ℓ∗1 : |v∗(en)| = 1, ∀n ∈ N}. Aśı que si definimos
εn = signo(y∗(en)) entonces εn ∈ {1,−1} para cada n ∈ N.

Como consecuencia, la aplicación T : ℓ1−→ℓ1 dada por

T ((xn)) = (εnxn) ((xn) ∈ ℓ1),
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es una isometŕıa lineal sobreyectiva sobre ℓ1 que satisface T = T−1, por lo
tanto T t = (T t)−1.

Además, T t(y∗)(en) = y∗(T (en)) = y∗(εnen) = 1, para cada n ∈ N, aśı
T t(y∗) = u∗; es decir, T t(u∗) = y∗.
De esta forma, u∗(T (yi)) = T tu∗(yi) = y∗(yi) > 1 − ρn(ε), para cada i ≤ n0.
Como (yi)i≤n ∈ Mn

ℓ1
y T es una isometŕıa lineal tenemos que (T (yi))i≤n ∈ Mn

ℓ1
.

Usando el Teorema 3.2.3 existe (xi)i≤n ∈ Mn
ℓ1
tal que

∥xi − T (yi)∥ < ε, ∀i ≤ n y u∗(xi) = 1, ∀i ≤ n0.

Como consecuencia

∥T (xi)− yi∥ < ε, ∀i ≤ n y y∗(T (xi)) = 1, ∀i ≤ n0.

Ya que (xi)i≤n ∈ Mn
ℓ1
, el elemento (T (xi))i≤n también pertenece a Mn

ℓ1
.

Hemos mostrado que la condición 3) en la Proposición 2.1.6 se satisface y aśı
el resultado es demostrado.

Diremos que una familia {Yα : α ∈ Λ} de subespacios de Y es una red de
subespacios de Y , si para cada α, β ∈ Λ existe γ ∈ Λ tal que

Yα ⊂ Yγ y Yβ ⊂ Yγ.

El siguiente resultado generaliza el Teorema 4.7 en [8].

Proposición 3.2.5. Sea n ∈ N y Γn :]0, 1[−→]0, 1[ una función. Supongamos
que Y es un espacio de Banach tal que Y = ∪{Yα : α ∈ Λ}, donde la colección
{Yα : α ∈ Λ} es una red de subespacios de Y que satisface de manera uniforme
la AHSp-ℓn∞ con la función Γn. Entonces Y tiene la AHSp-ℓn∞ con la función
γn(ε) = Γn

(
ε
2

)
.
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Demostración. Dado 0 < ε < 1, definimos γn(ε) = Γn

(
ε
2

)
. Supongamos que

(ai)i≤n ∈ Mn
Y y que para algún conjunto no vaćıo A ⊂ {1, . . . , n} e y∗ ∈ SY ∗,

se satisface que
y∗(ai) > 1− γn(ε), ∀i ∈ A.

Fijemos un número real t tal que

0 < t <
1

n+ 1
mı́n

{ε

2
,mı́n

{
y∗(ai)− 1 + γn(ε) : i ∈ A

}}
.

Por hipótesis existe α0 ∈ Λ y {bi : i ≤ n} ⊂ BY ∩ Yα0
satisfaciendo

∥bi − ai∥ < t, ∀i ≤ n.

Ahora definimos yi =
bi

1+nt para cada i ≤ n. Usando que (ai)i≤n ∈ Mn
Y

resulta inmediato la verificación de que (yi)i≤n ∈ Mn
Y ∩ Yα0

.

Por otra parte, es claro que

∥yi−ai∥ ≤
∥∥∥ bi
1 + nt

−bi

∥∥∥+∥bi−ai∥ < (n+1)t <
ε

2
, para todo i ≤ n. (3.2.18)

Para cada i ∈ A obtenemos que

y∗(yi) > y∗(ai)− (n+ 1)t > 1− γn(ε) > 0. (3.2.19)

Definimos ahora el elemento z∗ ∈ Y ∗
α0

como sigue

z∗(z) = y∗(z) (z ∈ Yα0
),

que satisface z∗ ∈ BY ∗
α0
. De (3.2.19) sabemos que z∗ ≠ 0 y también se deduce

que

z∗

∥z∗∥(yi) =
y∗

∥z∗∥(yi) ≥ y∗(yi) > 1− Γn

(ε
2

)
, para todo i ∈ A.
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Como asumimos que Yα0
tiene la AHSp-ℓn∞, existe (zi)i≤n ∈ Mn

Yα0
tal que

∥zi − yi∥ <
ε

2
, para todo i ≤ n y

∥∥∑
i∈A

zi
∥∥ = |A|.

Usando también (3.2.18) deducimos que

∥zi − ai∥ ≤ ∥zi − yi∥+ ∥yi − ai∥ <
ε

2
+

ε

2
= ε, ∀i ≤ n.

Hemos probado el resultado.

Si Σ es una σ-álgebra definida sobre un conjunto no vaćıo Ω y µ es una
medida positiva definida sobre Σ, definimos la siguiente colección Λ.

Λ := {α ⊂ Σ : α es finito y µ(A) < ∞ para cada A ∈ α}.
Consideremos además los siguientes subespacios de L1(Ω,Σ, µ)

Yα := Lin{χA : A ∈ α} (α ∈ Λ).

Es claro que para cada α ∈ Λ existe un entero m ≥ 0 tal que el subespacio
Yα es isométricamente isomorfo a ℓm1 . Además la colección {Yα : α ∈ Λ} es
una red de suespacios de L1(Ω,Σ, µ) satisfaciendo que

L1(Ω,Σ, µ) = ∪{Yα : α ∈ Λ}.
Luego, como consecuencia de las Proposiciones 3.2.4 y 3.2.5 obtenemos que

todo espacio L1(Ω,Σ, µ) satisface la AHSp-ℓn∞ para cada número natural n, y
la función ρn que verifica la propiedad para cada número natural n no depende
de µ. En vista de la caracterización dada en el Teorema 2.2.4 obtenemos el
siguiente resultado.
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Corolario 3.2.6. Para cada n ∈ N existe una función γn :]0, 1[−→]0, 1[ tal que
L1(µ) satisface la Definición 2.1.1 con tal función, para cada medida positiva
µ. Por lo tanto, el par (ℓn∞, L1(µ)) tiene la BPBp para operadores. Además,
para cada entero positivo n existe una función ηn tal que el par (ℓn∞, L1(µ))
satisface la Definición 1.1.4 para tal función, siendo µ una medida positiva.
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[4] M.D. Acosta, J. Becerra-Guerrero, D. Garćıa, S.K. Kim y M. Maestre. ((Bishop-Phelps-
Bollobás property for certain spaces of operators)). J. Math. Anal. Appl. 414 (2014),
532-545.

[5] M.D. Acosta, J. Becerra-Guerrero, D. Garćıa, S.K. Kim y M. Maestre. ((The Bishop-
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