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RESUMEN 1

RESUMEN

Esta memoria de tesis doctoral pretende caracterizar los significados expresados por
estudiantes universitarios cuando se les pregunta por el concepto de limite de una funcién en
un punto. Esta caracterizacion se realiza en dos momentos diferentes y considerando dos
niveles de complejidad cognitiva. En un nivel elemental nos centramos en la caracterizacion
de los hechos matematicos que los estudiantes expresan, las representaciones que utilizan,
las aplicaciones que sugieren y los modos de uso del término limite. En segundo nivel de
complejidad, nos centramos en describir los razonamientos sobre el limite que evidencian los

estudiantes.

El sustento tedrico de nuestro estudio corresponde con la nocion de significado de un
contenido matematico escolar, el cual ha sido ampliamente estudiado y desarrollado en
educacion matematica por distintos autores. Concretamente, en nuestra investigacion
empleamos la nocién de significado desde una perspectiva seméntica planteada por Rico
(Rico, 2012; Rico, 2013; 20164a; Rico, 2016b), constituida por tres componentes: la estructura
conceptual, los sistemas de representacion y los sentidos y los modos de uso. Dentro de este
marco del significado de un contenido matematico escolar, los razonamientos se ubican el
campo procedimental de la estructura conceptual. Para caracterizar los razonamientos que
evidencian los estudiantes en la resolucién de tareas matematicas asociadas al concepto de
limite, usamos una actualizacion del modelo de Toulmin (1958) que proponen Reid y
Knipping (2010) y Stylianides (2007) para la educacion Matematica. Dicho modelo requiere
conocer determinados resultados propios de los limites y la continuidad, por lo que nuestro
marco tedrico también incluye un apartado matematico en el que hemos anotado definiciones,

teoremas y ejemplos relacionados con el concepto matematico de limite de una funcion.

Metodol6gicamente, este trabajo se enmarca dentro de las investigaciones de disefio mixto,
de alcance exploratorio y descriptivo (Cohen et al., 2018; Hernandez et al., 2014). Disefiamos
dos cuestionarios semanticos (Matthewson, 2004) que nos permitieron recoger informacion

sobre las ideas que tienen los estudiantes sobre limite en dos momentos diferentes: al
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principio de su instruccion y después de la misma. Los documentos analizados corresponden
a producciones escritas proporcionadas por 218 estudiantes de la asignatura Calculo | de
distintas titulaciones de la Universidad Nacional de Costa Rica. El método de anélisis de los
datos se realizo a través de un analisis de contenido, un analisis cluster jerarquico y un

andlisis cluster no jerarquico de k-Medias con una iteracion.

Los datos se organizaron usando un sistema de categorias adaptado de investigaciones
previas (Fernandez-Plaza et al., 2013b; Gonzalez-Flores et al., 2021) que, a su vez, utilizan
referentes clasicos (p.e., Blazquez y Ortega, 1998; Cornu, 2002; Cottrill et al., 1996;
Monaghan, 1991; Sfard, 1991). Este primer sistema de categorias nos permitio caracterizar
los significados expresados por los estudiantes usando elementos de un primer nivel de
complejidad cognitiva. Adicionalmente, elaboramos otro sistema de categorias basado en los
cuatro elementos del modelo de Toulmin adaptado a la educacion Matematica por Reid y
Knipping (2010) y tres elementos que propone Stylianides (2007) para describir los
razonamientos realizados por los estudiantes. Por Gltimo, consideramos 3 tipos de errores
matematicos y para ello nos basamos en lo que exponen Ruiz-Hidalgo y Fernandez-Plaza
(2013). Para este ultimo sistema de categoria realizamos de manera inductiva modalidades
de respuesta de los estudiantes. Estos sistemas de categorias nos permiten describir los
significados del concepto de limite que expresan los estudiantes de forma &gil y precisa.

En cuanto a los resultados, tenemos que al limite lo describen mayoritariamente las nociones
de objeto y proceso, lo representan usando representaciones graficas cartesianas y lo
interpretan 0 usan mediante términos de posicion relativa, subrayando aspectos de
alcanzabilidad y no rebasabilidad.

La mayor diferencia que observamos durante la ensefianza del concepto de limite y después
de la ensefianza de este concepto es el nivel de detalle en cada una de las respuestas a las
preguntas de los cuestionarios. Durante la ensefianza del limite, las respuestas de los
estudiantes tienen un gran nivel de detalle, tanto en las definiciones, en las representaciones
y en los términos y modos de uso que brindan, sin embargo, posterior a la ensefianza las
respuestas son muy escuetas y disminuye la variedad de elementos en cada una de ellas. Otro

detalle digno de resaltar es que durante la ensefianza del limite una gran mayoria de
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estudiantes evidencian aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad, mientras que posterior

a la ensefianza, casi no estan presente en sus respuestas.

Esas caracteristicas nos permiten organizar a los estudiantes en cuatro grupos o perfiles por
similitud: significado ingenuo, significado representado graficamente, significado
enriquecido, significado representado no graficamente. Estas agrupaciones, ademas, nos
permiten comparar los significados expresados por los estudiantes en los dos momentos,
antes y después de la formacion: los resultados no son concluyentes, pero se observa que un
gran namero de estudiantes (40%) no cambian su perfil de respuesta, esto es, manifiestan el

mismo significado durante y después de su formacion.

En cuanto a los razonamientos, en las modalidades de respuesta de cada una de las ocho
componentes consideradas, observamos variedad en las justificaciones y en los modos de
argumentar que brindan los estudiantes en la resolucion de tareas matematicas vinculadas al

concepto de limite.

Concluimos que el sistema de categorias que hemos elaborado es muy completo y novedoso,
ya que a pesar de que se basa estad en estudios previos, mejora ampliamente las categorias
que han propuesto otros autores, lo que nos permitio analizar las definiciones, las
representaciones, las intuiciones, los términos y los modos de uso del concepto de limite que

brindan los estudiantes, en dos momentos distintos de su formacion.

Realizamos una comparacién del significado desde un primer nivel de complejidad cognitiva,
al puntualizar en los hechos, propiedades, términos, palabras, representaciones, términos y
modos de uso del limite, y nos dimos cuenta del cambio del significado que evidencian los

estudiantes durante la ensefianza de este concepto y posterior a la misma.

El andlisis de los razonamientos que hemos realizado lo consideramos atinado e innovador,
dado que desconocemos investigaciones en esta linea; creemos que puede ser pionero para
futuros estudios relacionados. A partir del analisis de los razonamientos nos introducimos en
un nivel de mayor complejidad cognitiva en el marco del significado de un contenido

matematico escolar.
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CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DE
LA INVESTIGACION

En este primer capitulo describimos el planteamiento de la investigacion. Presentamos
primero una introduccién de nuestro estudio, en el que brindamos una pincelada del mismo;
seguidamente describimos la estructura de la tesis, en la que explicamos cémo esta
organizado cada capitulo; en tercer lugar, se encuentran algunos de los antecedentes de
nuestro trabajo; para finalmente, delimitar el problema de investigacion presentando los

objetivos propuestos para esta tesis.

1.1 INTRODUCCION

Los procesos de ensefianza y aprendizaje del célculo diferencial e integral tienen gran
importancia dentro de la investigacion en la Educacion Matematica (Jacques y Viol, 2020).
Particularmente, el concepto matematico de Limite ha sido objeto de investigacion en
educacion matematica desde los trabajos pioneros de David Tall y Solomon Vinner (Tall,
1980; Tall y Vinner, 1981) y continda en la actualidad (Gonzalez-Flores et al., 2021; Gugler,
2013; Przenioslo, 2004). Uno de los motivos de este interés es que se trata de un elemento
central dentro del analisis matematico, concretamente es el fundamento de la teoria de la
aproximacion, de la continuidad y del calculo diferencial e integral (Cornu, 2002; Kidron,
2014). El interés también puede ser debido a que se trata de un elemento incluido en muchos
curriculos escolares (p.e. Ministerio de Educacion y Formacion Profesional, 2022). Pero sin
duda, la razon principal de este interés en investigar sobre limites se debe a la complejidad
del concepto de limite y las dificultades para su ensefianza y aprendizaje (Cornu, 2002), que
provoca que diversos autores realicen investigaciones para profundizar en los diferentes
aspectos vinculados a su comprensién (p.e., Kidron y Tall, 2014; Swinyard, 2011; Tall y

Katz, 2014). Debido a la estrecha relacion entre comprension y significado (Thompson,
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2016), uno de los aspectos en los que se centran algunas investigaciones es en los significados

que expresan estudiantes de secundaria y universidad.

En efecto, autores como Blazquez (1999, 2000), Fernandez-Plaza et al. (2013b), Monaghan
(1991) o Williams (1991) han determinado que los estudiantes poseen una nocion intuitiva
del limite y lo describen con términos tales como tender, aproximar, alcanzar, rebasar y
limite... Asimismo, sefialan que algunos docentes de matematicas emplean estos mismos
términos en sus clases y, por tanto, sus estudiantes los usan con un sentido cotidiano que dista
del significado matematico asociado a la definicion. No obstante, otros autores como Sierra
et al. (2000) plantean que algunas concepciones y términos que emplean los estudiantes
pueden relacionarse con concepciones epistemologicas que en su momento fueron planteadas
por matematicos como Jean le Rond D’Alembert, que afirmaba que el limite no se puede

alcanzar, y Augustin Louis Cauchy, para quien era alcanzable.

Segun distintos autores existen dificultades asociadas a la nocién de limite. Tall (1980) y Tall
y Vinner (1981) indican que la transicién entre la definicion informal y formal del limite
puede generar muchos conflictos en los estudiantes. Especificamente, se pueden trasladar
propiedades implicitas de la nocién informal a la formal tales como considerar al limite como
un proceso dindmico y no con un namero. Asimismo, se presentan conflictos como la
resistencia a aceptar la no existencia del limite, la incomprension de que el limite es lo que
ocurre cerca del punto y no en el punto, la incorrecta interpretacion de los limites laterales,
las manipulaciones algebraicas erroneas de las leyes de las funciones, el asumir que el célculo
del limite es siempre por sustitucion y las dificultades para pasar de un sistema de
representacion a otro. Con respecto a esto ultimo, cabe destacar que hay estrechas relaciones
entre los sistemas de representacion utilizados por los docentes y los utilizados por los
estudiantes (Blazquez y Ortega, 1998; Blazquez y Ortega, 2001; Palomino et al., 2009;
Romero, 1997; Vrancken et al., 2006).

Preocupados por estas investigaciones y continuando el trabajo comenzado en el grupo de
investigacion FQM193 de la Universidad de Granada, este trabajo pretende caracterizar los
significados atribuidos por estudiantes universitarios de la Universidad Nacional de Costa

Rica (UNA) al concepto de limite de una funcién en un punto. Para ello nos propusimos
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describir y compararlos significados del concepto de limite de una funcion en un punto que

manifiestan estudiantes universitarios durante su ensefianza y posterior a su ensefianza.

El fundamento tedrico de nuestra investigacion corresponde al concepto de significado de un
contenido matematico escolar, el cual ha sido investigado y profundizado en educacién
matematica por distintos autores tales como Steinbring (1997, 2006), Vergnaud (2009, 2013),
Kilpatrick et al. (2005), Thompson (2013, 2016), Thompson y Milner (2019), o Byerley y
Thompson (2017). Concretamente para nuestro estudio empleamos la nocion de significado
desde una perspectiva seméantica planteada por Rico (Rico, 2012; Rico, 2013; 2016a; Rico,
2016b).

Las tres componentes del significado de un contenido matematico escolar que consideramos
en nuestro estudio son: la estructura conceptual, dividida en campo conceptual, campo
procedimental y en campo actitudinal; los sistemas de representacion; y, el sentido y los
modos de uso (Fernandez-Plaza, 2016; Rico0,1997). Concretamente, con respecto a la
estructura conceptual, nos centramos en el analisis de hechos y razonamientos, que
pertenecen al campo conceptual y procedimental respectivamente; y, dentro del sentido, en

los términos y modos de uso y las situaciones.

Para obtener informacidn acerca del significado que tienen los estudiantes del concepto de
limite, elaboramos dos cuestionarios semanticos de elicitacion directa (Matthewson, 2004)
con preguntas de respuesta abierta que se administrarian a los estudiantes durante la

ensefianza del concepto de limite y posterior a su ensefianza.

El cuestionario 1 consta de cuatro tareas que permiten indagar sobre el significado del
concepto de limite, en un primer nivel de complejidad cognitiva, pues se realiz6 cuando los
estudiantes ya habian tenido su primera toma de contacto con el concepto de limite. Dichas
tareas nos proporcionarian datos para analizar aspectos de las tres componentes del
significado. El cuestionario 2 amplia dicho anélisis para incluir los razonamientos de los
estudiantes al aplicar dicho concepto. Estos razonamientos tienen mayor nivel de
complejidad cognitiva, por lo que solo se preguntaron tras finalizar la ensefianza del concepto
de limite y de los conceptos de continuidad y derivabilidad. En definitiva, se disefiaron 5

tareas: las dos primeras tareas suponen pequefias modificaciones de las tareas del
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cuestionario 1; las otras tres, piden a los estudiantes resolver un limite dado o establecer algin

vinculo del concepto de limite con el de continuidad y el de derivabilidad.

El primer contacto con el concepto de limite en Costa Rica se produce en la Universidad, y
mas concretamente, en la asignatura de Célculo I, que se imparte en Biologia, Cartografia y
Disefo Digital, Comercio y Negocios Internacionales, Ensefianza de las Ciencias, Ensefianza
de las Matematicas, Economia, Administracion, Ingenieria en Quimica Industrial, Ingenieria
en Gestion Ambiental, Ingenieria en Sistemas de Informacion, Ingenieria en Ciencias
Forestales, Ingenieria en Topografia, Castro y Geodesia, Ingenieria en Bioprocesos
Industriales de la Universidad Nacional de Costa Rica (UNA). Para nuestro estudio, se contd
con la colaboracion de todo el profesorado que imparte dicha asignatura, permitiéndonos
administrar los cuestionarios en los grupos en los que la impartia durante y tras la ensefianza
del limite. En este sentido, los datos analizados se corresponden con las producciones escritas
de los 218 estudiantes que estuvieron presentes en el primer momento, durante la ensefianza

del tema de limites, y en el segundo momento, después de la ensefianza de dicho tema.

Una herramienta primordial en nuestra investigacion es el analisis de contenido (Cohen et
al., 2018; Krippendorf, 2004). De hecho, una parte importante del trabajo realizado consistio
en la construccion y validacion de un sistema de categorias que permite analizar las
definiciones y representaciones que utilizan los estudiantes para explicar el concepto de
limite (Gonzalez-Flores et al., 2021; Gonzélez-Flores et al., 2022a; Gonzalez-Flores et al.,
2022b; Gonzalez-Flores et al., en prensa). Este sistema de categorias es una adaptacion del
utilizado por Fernandez-Plaza et al. (2013b) que, a su vez, utilizan referentes clasicos (p.e.,
Blazquez y Ortega, 1998; Cornu, 2002; Cottrill et al., 1996; Monaghan, 1991; Sfard, 1991).
Esa validacion esta publicada por Gonzalez-Flores et al. (2021) en la revista UNICIENCIA.

Una vez disefiado y validado el sistema de categorias, realizamos un andlisis pormenorizado
de las producciones de los estudiantes y describimos de manera general las caracteristicas

presentes en los significados de los estudiantes.

Encontramos que, durante la ensefianza del concepto de limite, al menos tres cuartas partes
de los estudiantes manifiestan aspectos estructurales, ya que describen el limite como objeto

y como proceso; representan graficamente dicho concepto, aunque un poco menos de la
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mitad de los estudiantes utilizan otras representaciones; presentan aspectos de sentido, como
es considerar que el limite es alcanzable, pero no rebasable. La mayoria de los estudiantes
utilizan términos de posicion relativa y casi la mitad indican situaciones en la que se pueden

utilizar.

Después de la ensefianza del concepto de limite, al igual que ocurria durante su primer
acercamiento a dicho concepto, considerar el limite como un objeto y un proceso son los
aspectos que aparecen con mayor frecuencia en los estudiantes, lo que nos parece natural
porque son categorias clasicas. Sin embargo, el porcentaje ha descendido. Esto también
ocurre con las representaciones, si bien en el descenso no se aprecia influencia en el tipo de
representacion. También se aprecia un descenso notable en las menciones a aspectos de
alcanzabilidad y no rebasabilidad. En general, los aspectos de sentido son menos frecuentes,
siendo las categorias mas usadas los términos de posicion relativa y las situaciones pues
aproximadamente la mitad de los estudiantes los evidencian. Es un hecho que, tras la
ensefianza del concepto de limite, los estudiantes disminuyen el uso de vocabulario,

brindando respuestas mas escuetas que no necesariamente son mas atinadas.

Tras analizar descriptivamente los datos obtenidos, consideramos muy interesante establecer
perfiles de significado dentro de los estudiantes, para lo que nos valemos del analisis cluster
jerarquico. Este analisis de conglomerados nos permite establecer cuatro perfiles de
significado con las respuestas que brindaron los estudiantes durante la ensefianza del
concepto de limite.

Los estudiantes del cluster 1 evidencian un significado ingenuo, ya que manifiestan pocos
aspectos de los elementos de significado, salvo las categorias Limite como objeto y
Representacion gréafica, y en menor medida exhiben la categoria Limite como proceso y los
aspectos de no alcanzabilidad. Consideramos que se trata de respuestas razonables ya que
son estudiantes sin formacion previa sobre el concepto o comenzando su formacion en el

tema.

Los estudiantes del cluster 2, y del cluster 4 evidencian significados muy similares, ya que
perciben el caracter dual del limite, como proceso y como objeto, hacen referencia a las

variables x e y, y ven el limite como algo alcanzable pero no rebasable. La principal diferencia
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entre ellos es que los estudiantes del cluster 2 representan dicho significado graficamente,

mientras que los estudiantes del cluster 4 lo hacen utilizando otras representaciones.

Los estudiantes del cluster 3, son los que evidencian mas categorias de andlisis, ya que
aprecian la dualidad del limite como un objeto y como un proceso, referencian y coordinan
las variables independientes y dependientes de la funcion, usan términos de posicion relativa
para referir al limite, la representacion grafica sobresale como la mas usada y ademas aluden
a que para que el limite exista debe ser el mimo por izquierda y por derecha. Este cluster el
mas rico en estructura, representaciones y en sentido, por lo que lo que apreciamos que se

trata de un significado enriquecido que tienen los estudiantes.

Pero, ¢el significado que manifiesta un estudiante durante la ensefianza del concepto de limite
es el mismo tras completar su formacion en este tema o cambia? Como expectativa ingenua
se esperaria que los significados expresados tras la formacion fueran mas ricos que los
primeros. Una forma de abordar esta cuestion consiste en ver si los estudiantes mantienen el
perfil inicial de significado. Realizar un analisis cluster jerarquico a los resultados del
segundo momento nos arrojaria perfiles dificilmente comparables con los datos iniciales. Por
ello, lo que hicimos para hacer posible dicha comparacion fue utilizar los centroides de cada
cluster procedentes del primer andlisis y calcular, para la respuesta de cada estudiante tras la
ensefianza, el centroide mas cercano, determinando asi el conglomerado al que perteneceria.

Esto lo hicimos con un analisis cluster no jerarquico de k-Medias con una sola iteracion.

Los resultados de esta comparacion muestran que hay diversidad de comportamientos,
aunque un gran namero de estudiantes, poco menos de la mitad, no cambian su perfil de
respuesta, es decir, mantienen el mismo significado durante la ensefianza del concepto de
limite como después de la ensefianza. Sin embargo, como cabia esperar, el cluster 1,
caracterizado por un tener un significado ingenuo del concepto de limite, fue el que mas
estudiantes abandond lo que nos parece sensato ya que un cambio a cualquiera de los otros
perfiles supone un enriquecimiento de su significado, después de la ensefianza del concepto

de limite.

En sintesis, hemos realizado un andlisis de contenido exhaustivo de las respuestas de los

estudiantes a cuestionarios de preguntas abiertas tanto en su primer acercamiento al concepto
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de limite como tras la ensefianza de este concepto y otros relacionados con él. Posteriormente,
se han utilizado herramientas de analisis estadistico para sintetizar esta informacion y obtener
perfiles de estudiantes durante la ensefianza del limite y para ubicar a los estudiantes en estos
perfiles al finalizar su ensefianza. Es decir, esta parte del estudio combina técnicas propias

de analisis cualitativo y cuantitativo.

Como hemos mencionado anteriormente, otro de los objetivos de nuestro trabajo constiste en
el andlisis de los razonamientos utilizados por los estudiantes al responder a tareas de célculo
de limite o de vinculacion de este concepto con el de continuidad y derivabilidad. Los
razonamientos se ubican el campo procedimental de la estructura conceptual y tienen un nivel
de complejidad cognitiva superior al de los hechos, por lo que solo se recogi6 informacion al
finalizar su ensefianza. Para su estudio utilizamos la actualizacion del modelo de Toulmin
que proponen Reid y Knipping (2010) en la que indican que un argumento se compone de
cuatro partes: la afirmacién, los datos, la garantia o justificacion, y el respaldo. También
consideramos las tres componentes de un argumento que plantea Stylianides (2007): el
elemento matematico empleado, el modo de argumentar y el modo de representarlo. No
obstante, para poder comprender algunos de los razonamientos de los estudiantes
consideramos necesario contemplar los errores en los que pueden incurrir los estudiantes al

resolver las tareas propuestas sobre aplicacion del concepto de limite.

Las justificaciones que brindan los estudiantes en los razonamientos utilizados para calcular
el limite de una funcion en un punto son: si los limites laterales son finitos e iguales entonces
el limite existe, si los limites laterales son finitos y no son iguales entonces el limite no existe,

evallan el limite y obtienen la forma 0/0 por lo que transforman la fraccion en otra

equivalente que les permita evaluar nuevamente el limite, aplican La Regla de L’Hopital al

derivar el numerador y el denominador de la fraccion dada y evaltan en la fraccion resultante.

Por otro lado, al seleccionar la representacion grafica de una funcién dada, de la que se pide
calcular previamente el limite en un punto. Algunos de los elementos matematicos a los que
prestan atencion los estudiantes son: por un crecimiento sin limite, refiriéndose a las
imagenes que crecen sin limite o a que el limite crece a nimeros positivos; porque tiene una
asintota o tiene asintotas, en algunas ocasiones especifican que es vertical; o porque el limite

es infinito, aqui los estudiantes dicen que el limite tiende, es, se acerca, va hacia, da infinito,
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o dicen que tiende a mas infinito y a menos infinito, lo hacen tanto de forma verbal como

simbdlica.

Por ultimo, encontramos distintos modos de argumentar cuando relacionan el concepto de
limite con el de continuidad y derivabilidad como, por ejemplo: si existe el limite de una
funcién en un punto entonces la funcion esta definida en dicho punto y ademas su imagen
coincide con el valor del limite, si existe el limite de una funcion en un punto entonces la
funcidn es continua en ese punto, o si existe el limite de una funcién en un punto entonces la

derivada de la funcion existe en ese punto.

Entre las conclusiones méas destacadas del trabajo tenemos que, mejoramos las
caracterizaciones previas para analizar las respuestas de los estudiantes sobre limite. El
sistema de categorias que hemos elaborado es completamente novedoso, ya que si bien es
cierto se sustenta de investigaciones previas, mejora las categorias que han propuesto otros
autores, lo que permite analizar definiciones, representaciones, intuiciones, términos y modos
de uso del concepto de limite, por esta razon también lo consideramos muy completo. Se
puso a prueba con las producciones de todos los estudiantes de la UNA de la asignatura de
Célculo I que asistieron en los dos momentos que tuvo lugar la recogida de datos: durante la

ensefianza del concepto de limite y posterior a su ensefianza.

El anélisis de los razonamientos sobre el concepto de limite consideramos gue es innovador,
dado que no conocemos estudios en esta linea. Este analisis nos permitié adentrarnos en otro
nivel de profundidad cognitiva del significado de un contenido matematico escolar, en este

caso con el concepto de limite.

Comparamos dos momentos de instruccion y concluimos que la instruccion afecta el
significado del concepto de limite que tienen los estudiantes, ya que menos de la mitad se
mantienen en el mismo perfil de significado que tenian durante la ensefianza del concepto de

limite.

Finalmente, los estudiantes evidenciaron tanto durante la ensefianza del concepto de limite,
como después, las categorias Limite como objeto (LO), Limite como proceso (LP), Aspectos
de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR) y Aspectos de no alcanzabilidad (NA). Las

categorias LO y LP surgen de los estudios de Cottrill et al. (1996), Fernandez-Plaza et al.
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(2013b), Sfard, (1991) y Tall (1980) y las categorias ANR y NA provienen de las
investigaciones de Cornu (2022), Fernandez-Plaza et al. (2013b) y Monaghan (1991).

1.2 ESTRUCTURA DE LA MEMORIA DE TESIS

Con el propésito de facilitar la lectura de esta memoria de tesis, pasamos a describir la

organizacion de cada uno de los 5 capitulos en que esté estructurada.

El primer capitulo, de planteamiento de la investigacion, ha comenzado con una introduccion
extensa a la tesis. Tras ese primer apartado, el capitulo continGia con la revision de la literatura
afin a nuestro estudio, que hemos organizado en tres subapartados: estudios sobre el concepto
de limite, estudios sobre el significado de contenidos matematicos escolares y estudios sobre
el significado del concepto de limite. Para finalizar, se exponen los objetivos de la

investigacion.

El segundo capitulo corresponde a la fundamentacion tedrica. Enmarcamos nuestro estudio
en el significado de los contenidos matematicos escolares. Para ello, ahondamos en la
relacion del significado y la comprension, luego continuamos con el significado desde la
filosofia y desde la educacion matematica, para terminar en el significado de un contenido
matematico escolar. Posteriormente, dedicamos un apartado a los razonamientos que se
evidencian al resolver tareas matematicas. Para finalizar, hemos incluido un apartado
matematico con las definiciones, teoremas y ejemplos de la mayoria de los conceptos
matematicos involucrados en este trabajo ya que lo consideramos necesario para poder

entender el andlisis de los razonamientos de los estudiantes.

El tercer capitulo detalla la metodologia que hemos seguido en nuestra investigacion. En este,
proporcionamos detalles sobre los sujetos que participaron en nuestro estudio y su seleccion,
los instrumentos de investigacion y su implementacion, los sistemas de categorias que
utilizamos para analizar las respuestas de los estudiantes, asi como los métodos de analisis

de los datos.

El cuarto capitulo describe los resultados, que se organizan en 4 apartados. El primero de
ellos corresponde a los significados iniciales del concepto de limite, el segundo atarie a los

significados que permanecen después de la ensefianza del concepto de limite, el tercero
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compete a la comparacion de los momentos y, finalmente, el cuarto corresponde a los

razonamientos asociados al concepto de limite.

Y el quinto, y ultimo capitulo, realizamos una discusion y analisis de los resultados y los
vinculamos con los objetivos de investigacion, explicitamos los aportes de nuestro estudio,

las limitaciones encontradas y las futuras lineas de investigacion.

1.3 ANTECEDENTES

En este apartado presentamos una sintesis de estudios sobre el concepto de limite, sobre el
significado de contenidos matematicos escolares y sobre el significado del concepto de
limite. Nos hemos centrado en las investigaciones que hemos considerados mas relevantes y

mas recientes.
1.3.1 ESTUDIOS SOBRE EL CONCEPTO DE LIMITE

El concepto de limite es un concepto matematico ampliamente estudiado desde la educacion
matematica. Hay investigaciones sobre las concepciones del limite en estudiantes de
secundaria y de universidad en las que se evidencia que muchos tienen una nocion intuitiva
del limite y lo asocian a algo inalcanzable. Para describirlo utilizan términos tales como
rebasar, aproximar, alcanzar, tender, y limite. En algunos casos, estos términos son
empleados en clase por los docentes, y los estudiantes los usan con un sentido cotidiano que
no necesariamente coincide con el significado matematico (Blazquez,1999; Blazquez, 2000;
Estrella, 2015; Fernandez-Plaza, 2015; Monaghan, 1991; Williams, 1991).

En algunos casos, estas concepciones y los términos empleados por los estudiantes pueden
relacionarse con concepciones histdricas planteadas por matematicos tales como D’ Alembert
que afirmaba que el limite no se puede alcanzar y Cauchy para quien es alcanzable (Sierra et
al., 2000). Aunque los estudiantes puedan tener una nocion intuitiva y personal sobre el
limite, a partir de tales nociones algunos son capaces de reconstruir de manera asistida la
definicion formal (Swinyard, 2011). Los estudiantes pueden utilizar la nocion de limite de
forma intuitiva o cada vez mas formal. En este sentido, Sanchez (2012) propone criterios
para decidir si un usuario de una definicion de limite finito de una funcion en un punto utiliza

el pensamiento matematico elemental o al avanzado.
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La transicion entre la definicion informal y formal del limite puede generar muchos conflictos
en los estudiantes. Especificamente, se pueden trasladar propiedades implicitas de la nocién
informal a la formal tales como considerar al limite como un proceso dindmico y no con un
namero (Tall, 1980; Tall y Vinner, 1981).

Existen dificultades asociadas a la nocion de limite como la resistencia a aceptar la notacion
decimal periodica cuando el periodo es nueve para un ndmero entero y a aceptar la no
existencia del limite, lo que genera asignaciones incorrectas para su valor. Asimismo, se
presentan conflictos como la incomprension de que el limite es lo que ocurre cerca del punto
y no en el punto, la incorrecta interpretacion de los limites laterales, las manipulaciones
algebraicas erroneas de las leyes de las funciones, el asumir que el calculo del limite es
siempre por sustitucion, las dificultades para pasar de un sistema de representacion a otro y
que hay estrechas relaciones entre los sistemas utilizados por los docentes y los sistemas de
representacion utilizados por los estudiantes (Blazquez y Ortega, 1998; Blazquez y Ortega,
2001; Palomino et al., 2009; Romero, 1997; Vrancken et al., 2006).

Algunas de las concepciones de los alumnos respecto al limite de procesos infinitos tienen
su origen en obstaculos epistemolégicos tales como el caracter definido o indefinido del
limite puesto que consideran que se puede calcular de forma precisa o solo se pueden brindar
aproximaciones; la actitud finitista segun lo cual se niega el infinito o se considera que lo
infinito no esta acotado o la actitud infinitista que admiten el caracter infinito tanto en
procesos no acotados como en acotados y finalmente las posturas empiricistas que sostienen
que todo procedimiento matematico es una construccion temporal y personal (un algoritmo)
(Sierpinska, 1987).

Algunas definiciones del concepto de limite en el &mbito escolar pueden ser informales y,
por tanto, presentar indicios de imprecision y subjetividad, en otros casos, pueden ser
formales y rigurosas, con un nivel mayor de abstraccion, por tal razon, no tan apropiadas para
los estudiantes de secundaria y de los primeros cursos universitarios (Blazquez et al., 2009;
Blazquez et al., 2006).

Existen propuestas alternativas a las definiciones informales y formales tradicionales del

concepto de limite que superen los vicios de imprecision y subjetividad en el caso de las
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informales y los excesos de rigor en las formales. En este sentido, Blazquez y Ortega (2002)
presentaron una definicion rigurosa, con menos formalismo y mas dindmica para los
estudiantes. Blazquez et al. (2006) contrastaron con estudiantes la conceptualizacion métrica
de limite, dada por Weierstrass, con la conceptualizacion dada anteriormente por Blazquez y
Ortega (2002) y determinaron que los estudiantes comprendieron mejor la Gltima, quizas
porque es menos abstracta, es facil de recordar y es mas simple para aplicar. Por su parte,

Bokhari y Yushau (2006) reestructuraron la definicion usual de limite (&, ) e introdujeron

una definicion alternativa denominada Local (L, e)-aproximacion de una funcion de una

variable.

Por otro lado, la definicion de limite permite observar la presencia de fendmenos de
aproximacion. Dichos fendmenos se han delimitado en el curriculo mediante el estudio de
libros de texto, en las producciones de los estudiantes y profesores de matematicas en
formacion inicial, asimismo, tales fendmenos se han relacionado con sistemas de
representacion y el Pensamiento Matematico Avanzado (Claros, 2010; Claros et al., 2007).
Algunos de los fendmenos vinculados al concepto de limite son los conceptos de asintota
horizontal, derivada e integral (Jiménez, 2017; Kidron, 2011; Serrano, 2017; Vargas, 2017).

1.3.2 ESTUDIOS SOBRE EL SIGNIFICADO DE CONTENIDOS
MATEMATICOS ESCOLARES

Esta tematica es estudiada desde hace ya algunos afios, sin embargo, la revision de la
literatura nos muestra que no hay gran variedad de trabajos que aborden el significado que

los contenidos matematicos que tienen los estudiantes o docentes.

Hay trabajos que profundizan en cémo hacer que las matematicas tengan un mayor
significado o sentido para los estudiantes, como el trabajo de Khalloufi-Mouha y Smida
(2012), donde observaron el impacto del Cabri en una experiencia didactica que introduce la
nocion de funcién trigonométrica a través de la articulacion de los dominios geométrico y
funcional. Puntualmente, este estudio se centra en las potencialidades que brindan las
herramientas Arrastrar, Medir y Trazar como mediadores semidticos. También exploran el
papel de la situacion “una cuerda en una rueda” en los procesos de creacion de significado

de las funciones trigonométricas de los estudiantes.
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Existen estudios cuyo foco de interés estd en los significados atribuidos a los contenidos
matematicos, es decir, cdmo se interpretan y se entienden. Un ejemplo es el de Montiel et al.
(2009) quienes utilizaron el Enfoque Ontosemiotico en Educacion Matematica (EOS) para
analizar el concepto matematico de diferentes sistemas de coordenadas, asi como algunas
situaciones y acciones de estudiantes universitarios relacionadas con estos sistemas de
coordenadas; es decir, utilizaron el EOS para determinar el significado matematico que tienen
los alumnos al desplazarse entre distintos sistemas de coordenadas. Asimismo, Burns-
Childers y Vidakovic (2017) realizaron un estudio, basado en la teoria APOS (accion-
proceso-objeto-esquema), sobre la comprension estudiantes de primer afio de calculo sobre
la relacion entre el concepto de vértice de una funcion cuadratica y el concepto de derivada.
Exploraron los significados personales de los estudiantes sobre el vértice, incluidos los
conceptos errdneos, junto con la comprension de los estudiantes para resolver problemas

relacionados con la derivada de una funcion cuadratica.

Finalmente, encontramos trabajos mas afines a la linea de trabajo que hemos desarrollado en
nuestro estudio. Por ejemplo, Byerley y Thompson (2017) indagaron sobre los significados
de pendiente, medida y tasa de cambio de profesorado de matematicas de secundaria. La
mayoria de los docentes transmitieron principalmente significados aditivos y formulados
para la pendiente y la tasa de cambio en los elementos escritos. Fueron pocos los que
transmitieron que una tasa de cambio compara los tamafios relativos de los cambios en dos
cantidades. También Thompson y Milner (2019) ahondaron en los significados y formas de
pensar de los docentes en el tema de funciones en las interacciones cotidianas con los
estudiantes, cuando les preguntan: ¢Qué significa f en f(x)? El estudio se realiz6 con

estudiantes de secundaria y preparatoria y maestros de matematicas de escuelas secundarias.

De igual manera, Vargas et al. (2020) estudian el significado que el profesorado de
matematicas atribuye al concepto de derivada. Estos autores se enfocan en describir el
significado que se manifiesta en los libros de texto mediante el andlisis de las tareas que
proponen. Para ello analizan las tareas para el tema de derivadas por cinco libros de texto
utilizados en Espafia para 1° de Bachillerato a traves del método del analisis de contenido y

un sistema de categorias basado en el analisis didactico, observaron un claro predominio de
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tareas algoritmicas, en las que se da méas importancia a las reglas de derivacion que al propio

concepto y su significado.

También estos mismos autores, en el estudio Vargas et al. (2023), profundizaron en el
significado de los conceptos matematicos escolares a través de su andlisis semantico.
Concretamente, este trabajo tuvo como objetivo principal describir y caracterizar el
significado de la derivada de una funcién en un punto expresada por futuro profesorado de
matematicas. Utilizaron un marco semantico, en el que el significado se compone de
estructura conceptual, sistemas de representacion y sentido y modos de uso. Analizaron las
respuestas de 37 futuros docentes a preguntas sobre la definicion, los requisitos y el concepto
estructural de las derivadas. También exploraron el sentido y uso atribuido por los
participantes a este concepto matematico. A partir de los resultados construyeron al menos
cinco perfiles de significados para las derivadas. Los hallazgos méas destacados incluyeron el
predominio de la interpretacion geométrica del concepto y la falta de mencién de los

elementos y requisitos esenciales para la definicidn de derivada por parte de los participantes.

También Martin-Fernandez et al. (2019) ahondaron en el significado de los conceptos
matematicos escolares a través de su analisis semantico, para lo que eligieron las nociones
trigonométricas de seno y coseno de un angulo. En el estudio participaron estudiantes de
secundaria entre 16 y 17 afios y recoge la variedad de nociones y elementos emergentes
relacionados con los conceptos trigonométricos que intervienen al responder sobre las
categorias de significado que se han preguntado. Los temas aportan diversidad de
significados, interpretados y estructurados por categorias semanticas. Estos significados
subrayan diferentes interpretaciones del seno y el coseno, segun los temas inferidos, como la

longitud, la razén, el &ngulo y el célculo de una magnitud.
1.3.3 ESTUDIOS SOBRE EL SIGNIFICADO DEL CONCEPTO DE LIMITE

Como lo mencionamos previamente, existen estudios que abordan el significado que los
contenidos matematicos que tienen los estudiantes o docentes y estudios que profundizan en
el concepto de limite. En este apartado presentamos los estudios que localizamos cuyo

propdsito es ahondar en el significado del concepto de limite que tienen los estudiantes.
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Arce y Ortega (2015) realizaron un estudio donde analizaron las notas que los estudiantes
toman en sus cuadernos durante la introduccion del concepto de limite de una funcion. Las
exposiciones de los docentes fueron personales y de naturaleza intuitiva. Examinaron qué
elementos deciden anotar los estudiantes, cdmo y qué aspectos del significado del concepto
de limite quedan reflejados, para lo que usaron el marco de Rico (2012, 2013) y dos
descomposiciones genéticas del concepto. Detectaron una transcripcion mucho mayor de los
ejemplos en aulas donde no hay una definicion general intuitiva del concepto, asi como
bastantes anotaciones centradas en una Unica variable y que s6lo inducen un movimiento, sin

especificar la aproximaciéon ni la tendencia a ningun valor.

Lopez et al. (2013) realizaron un estudio en el identificaron caracteristicas de la construccion
del significado de limite de una funcidn en estudiantes de bachillerato a través de un
experimento de ensefianza utilizando una descomposicién genética (APOE) del concepto de
limite de una funcién integrando recursos informaticos. Los resultados indican que la
trayectoria esta determinada por la coordinacién de las aproximaciones en el dominio y en el

rango en diferentes tipos de funciones.

Fernandez-Plaza et al. (2013a, 2013c) investigaron los diferentes usos que estos estudiantes
hacen de términos como: acercarse, tender, alcanzar, superar y limite, que describen las
nociones basicas relacionadas con el concepto de limite finito de una funcién en un punto.
Usaron un analisis conceptual para inferir los significados que los estudiantes asocian con

estos términos especificos en relacion con el uso efectivo de los términos en sus respuestas.

Estos mismos autores, en el estudio Ferndndez-Plaza et al. (2015) analizaron las
concepciones de los estudiantes de bachillerato acerca del concepto de limite finito de una
funcién en un punto a partir de su representacion grafica. También este estudio detecta
concepciones particulares, tales como la necesidad de que exista la imagen de una funcién
en un punto para discutir acerca de su limite en dicho punto. Asimismo, detectan un equilibrio

entre argumentos plenamente coherentes y los incoherentes con la definicion individual.

De todos, el estudio de estos autores mas cercano al nuestro es Fernandez-Plaza et al.
(2013b), en el que describieron e interpretaron las definiciones de estudiantes de bachillerato

sobre el concepto de limite finito de una funcion en un punto en términos de aspectos
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estructurales, compilados y sintetizados de investigaciones previas. Para ello, plantearon
nueve categorias: tipo de objeto/proceso, vinculacion entre limite e imagen, descoordinacion
de los procesos en el dominio y en el rango de la funcion, referencia explicita a un sistema
de representacion distinto al numérico o simbdlico, evaluacion en el punto (sustitucion
directa), tabla de valores, condiciones de lateralidad y doble convergencia, aspectos
estructurales de alcanzabilidad y rebasabilidad, reproduccion de la definicion de referencia.
Destacan, dentro de sus resultados, la riqueza de significado de las definiciones que brindan
los estudiantes pues denotan el caracter no alcanzable y no rebasable atribuido al limite y su

consideracién dual como objeto o proceso.

Este trabajo fue nuestro punto de partida, ya que tomamos algunas de sus categorias de
analisis de respuestas, otras las adaptamos y elaboramos algunas nuevas. En este estudio las
categorias las evidencian los estudiantes en las definiciones del concepto de limite; en nuestro
estudio, vemos nuestro sistema de categorias en las definiciones, en las representaciones y

en los términos y modos de uso del concepto de limite que expresan los estudiantes.

1.4 DELIMITACION DEL PROBLEMA Y PROPOSITO DE LA
INVESTIGACION

La problemética expuesta y la revision de la literatura, nos hace plantearnos una serie de
interrogantes, como, por ejemplo: ¢Cudl es el significado que tienen los estudiantes durante
la ensefianza del concepto de limite? ¢Cual es el significado que tienen los estudiantes
después de la ensefianza de dicho concepto? ¢(Cambia o evoluciona tras el proceso de
formacion? (Es posible establecer uno o varios perfiles del significado del limite segin la

concepcidn gue tienen los estudiantes respecto al tema?
Para responder a estas preguntas, nos planteamos como objetivo general:

OG. Caracterizar los significados atribuidos por estudiantes universitarios de la Universidad
Nacional de Costa Rica al concepto de limite de una funcion en un punto.

Puesto que se trata de un objetivo muy amplio, nos planteamos como objetivos especificos

los siguientes:
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OE1. Describir el significado del concepto de limite de una funcion en un punto que

manifiestan estudiantes universitarios durante su ensefianza.

OE2. Establecer perfiles de significado del concepto de limite de una funcién en un punto

que manifiestan estudiantes universitarios durante su ensefianza.

OES3. Identificar los razonamientos que emplean los estudiantes en la resolucion de tareas

matematicas que involucran el concepto de limite con posterioridad a su ensefianza.

OE4. Vincular el concepto de limite con los conceptos de continuidad y derivabilidad en los
razonamientos que emplean los estudiantes en la resolucién de tareas matematicas que

involucran estos conceptos con posterioridad a la ensefianza de dichos conceptos.

OES. Describir y agrupar los significados del concepto de limite de una funcién en un punto

que manifiestan estudiantes universitarios tras su ensefianza.

OE6. Comparar los significados del concepto de limite de una funcién en un punto, que

manifiestan los estudiantes durante y tras la ensefianza del tema de limites.
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CAPITULO 2. FUNDAMENTACION
TEORICA

En este capitulo describimos los pilares tedricos en los que se fundamenta la tesis doctoral.
Como hemos manifestado en el planteamiento del problema y detallado en los objetivos, la
tesis tiene varios elementos que la estructuran: la nocién de significado de un contenido
matematico, el concepto de limite de una funcion en un punto y como los estudiantes
expresan esos significados a través de sus producciones escritas. El elemento central de este
marco tedrico es la nocion de significado que, segun distintos autores, esta intimamente
relacionada con la comprension de un concepto matematico, en este caso, el concepto de

limite de una funcién en un punto.

Este capitulo estd compuesto de cinco apartados: en primer lugar, situamos el trabajo en un
marco curricular en el que las nociones matematicas tienen su propio espacio, para lo que
introducimos el analisis didactico. Después, subrayamos la importancia de profundizar en el
significado en educacion matematica por la intima relacion entre éste y comprension. A
continuacion, profundizamos en la nocion de significado de un contenido matematico
escolar, abordando el significado desde distintas perspectivas para, finalmente, concretar qué
entendemos por significado y qué elementos vamos a utilizar para caracterizarlo. Como uno
de los elementos singulares de significado, los razonamientos asociados a los contenidos
matematicos han recibido especial atencién en la literatura en educacion matematica, por lo
que les dedicamos un epigrafe especifico. Finalmente, en un ultimo apartado, profundizamos
en el concepto de limite, sus propiedades y resultados necesarios para seguir el discurso, sin

tratar de desarrollarlo como si este documento fuese un libro de calculo infinitesimal.
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2.1. MARCO CURRICULAR Y ANALISIS DIDACTICO

El concepto de limite forma parte de las matematicas escolares y, aunque no aparece de
manera homogénea en los curriculos escolares de todos los paises, es considerado como el
elemento conceptual clave para el paso del pensamiento matematico elemental al

pensamiento matematico avanzado.
Entendemos curriculo como cualquier

plan de formacién cuya determinacién viene dada por unos sujetos a quienes hay que
formar; las finalidades formativas que se pretenden y las necesidades a las que se quiere
atender; la institucién, el personal y los recursos con los que se lleva a cabo la
formacion; el tipo de formacion que se quiere proporcionar: las normas y c6digos, 1os
valores, los conocimientos y capacidades, las habilidades y técnicas, las actitudes y
destrezas; finalmente, el sistema de evaluacién del plan de formacién, determinado por

unos criterios e instrumentos (Rico, 2013, p. 20).

Como se observa en su definicion, un curriculo contiene los principios ideoldgicos,
pedagdgicos y psicopedagdgicos que se van desarrollando a través de diferentes niveles de
concrecion, desde la legislacion educativa general hasta la practica en el aula (Rico y Ruiz-
Hidalgo, 2018). Estos principios se organizan en dimensiones —cultural/conceptual,
cognitiva, ético/formativa y social— que, a su vez, responden a las preguntas: ¢qué es el
conocimiento?, ;qué es el aprendizaje?, ¢ qué es la ensefianza?, y ¢en qué consisten los logros

de aprendizaje? (Figura 2.1).

Estas dimensiones, a su vez, se pueden segmentar en organizadores que, con los respectivos
elementos que los caracterizan, proporcionan un sistema de clasificacion que permite analizar

y sintetizar el contenido matematico objeto de estudio (Rico y Ruiz-Hidalgo, 2018).

El foco de la memoria, el significado del concepto de limite, la sitia en la dimension
cultural/conceptual del curriculo, cuyo proposito principal es el de profundizar en los

significados de los contenidos matematicos escolares.
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Figura 2.1.
Dimensiones curriculares (Rico, 1997, p. 28).

Cultural/Conceptual

f

Social
Cognitiva

Etica/Normativa

En este contexto curricular, el instrumento que elegimos para fundamentar el trabajo es el
analisis didactico (Rico et al., 2013; Rico y Moreno, 2016; Rico y Ruiz-Hidalgo, 2018), que
contempla las dimensiones, los organizadores y los elementos descriptores necesarios para
profundizar en el estudio del significado de la nocién de limite. El analisis didactico surgié
originariamente como método para la organizacion, disefio y ejecucion de la planificacion en
matematicas escolares y, con su repetido uso en la investigacion, se ha consolidado como
marco teorico sélido para situar, fundamentar e interpretar investigaciones en didactica de la
matematica. Se considera un método para profundizar, estructurar y clarificar los contenidos
curriculares desde un punto de vista de la planificacion y la implementacion (Rico y Ruiz-
Hidalgo, 2018).

La dimensidn cultural/conceptual del curriculo tiene su reflejo en la fase del analisis didactico
denominada analisis de significado, con la que se pretende describir los elementos que

componen el significado de los contenidos matematicos escolares (Rico y Moreno, 2016).
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2.2. SIGNIFICADO

La nocion de significado ha sido y sigue siendo clave en diversos &mbitos de conocimiento
como la linguistica, la filosofia, o la psicologia, siendo estos dos Gltimas las que mas

influencia han tenido en la consideracion de significado en educacion matematica.
2.2.1. SIGNIFICADO EN FILOSOFIA

La filosofia es una de las disciplinas que se ha interesado por la nocion de significado.
Ludwig Wittgenstein se inspir6 en la tradicion platonica para introducir en 1953
“Investigaciones Filosoficas”, texto en el que plantea el significado como una teoria de
referencia y, desde entonces, la teoria del significado como teoria refinada de la referencia se
ha desarrollado en multiples direcciones (Kilpatrick et al., 2005; Skovsmose, 2005).

Gottlob Frege, en 1892, hizo la distincion entre Sinn, o sentido, que alude al significado de
manera cualitativa y experiencial y Bedeutung, o referencia, que denota los aspectos
referenciales del significado. Ademas, Frege sugirié que el Sinn de una declaracion se
interpreta como el contenido de lo que afirma la declaracion, mientras que la Bedeutung de
una declaracion es su valor de verdad, donde solo existen dos valores de verdad, falso y
verdadero. Por ejemplo, el Sinn de “rojo” se describe como las propiedades de ser rojo y la
Bedeutung de rojo puede interpretarse como el conjunto de cosas rojas. El trabajo de Frege
influyé fundamentalmente en las interpretaciones posteriores de la I6gica y las matematicas.
La psicologia y campos relacionados abrieron la exploracion del significado en términos de
Sinn, mientras que la légica y la filosofia de las matematicas se ocupaban del significado de
conceptos y declaraciones en términos de Bedeutung (Kilpatrick et al., 2005; Skovsmose,
2005).

Wittgenstein present0 una idea distinta a la de Frege en la discusion del significado, pues
sugirié que podria entenderse en términos de su uso. Esta interpretacion amplia la idea de lo
que puede ser el significado, ya que muchas otras entidades ademas de los conceptos y las
declaraciones tienen usos. Si el uso significa significado, entonces el alcance de las teorias
del significado podria, por ejemplo, incorporar gestos, actos y actividades. Esto lleva a la

teoria del discurso, que muestra como las discusiones sobre el significado pueden convertirse
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en una forma de reflexionar sobre la actividad humana en un contexto social (Kilpatrick et
al., 2005; Skovsmose, 2005).

2.2.2. SIGNIFICADO EN PSICOLOGIA. SIGNIFICADO Y COMPRENSION

“El concepto fundamental de la psicologia humana es el de significado, asi como los procesos
y transacciones que se dan en la construccion de los significados” (Bruner, 1990, p. 47). Con

esta afirmacion, Bruner destaca el papel del significado en la psicologia.

Entre las distintas perspectivas, destacamos la vision de Piaget y Garcia (1991) para los que
los significados derivan de la asimilacion de los objetos a los esquemas del sujeto. Esta vision
de significado como asimilacion o creacidn o consolidacion de esquemas mentales, deriva en
una intima relaciéon entre significado y comprension (Sierpinska, 1990; Dummett,1991;
Thompson, 2016). De hecho, “lo que entendemos por comprension y por significado esta
lejos de ser obvio o claro, a pesar de ser dos términos centrales en toda discusion sobre el

aprendizaje y la ensefianza de las matemadticas en cualquier nivel” (Pimm, 1995, p. 3).

Para Sierpinska (1990) “comprender el concepto sera entonces concebido como el acto de
captar su significado. Este acto serd probablemente un acto de generalizacion y sintesis de
significados relacionados a elementos particulares de la "estructura” del concepto. Estos
significados particulares tienen que ser captados en actos de comprension” (p. 27). “La
metodologia de los actos de comprensidn se preocupa principalmente por el proceso de
construir el significado de los conceptos” (p. 35). Por su parte, para Dummett (1991) “una
teoria del significado es una teoria de la comprensién; esto es, aquello de lo que una teoria
del significado tiene que dar cuenta es lo que alguien conoce cuando conoce el lenguaje, esto

es, cuando conoce los significados de las expresiones y oraciones del lenguaje” (p. 372).

Segin Thompson (2016), comprender lo que una persona desea manifestar brinda mas
informacién sobre su forma de pensar que entender lo que creen que es verdad. La
comprension en el momento se refiere a lo que una persona entiende de algo dicho, escrito o
hecho en el momento de comprenderlo; y el significado en el momento es el espacio de
implicaciones existente en el momento de la comprensién. Asimismo, una comprension
estable es el resultado de una asimilacion a un esquema; y el significado estable es el espacio

de implicaciones que resulta de haber asimilado a un esquema. Dichos esquemas se
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consideran como “totalidades organizadas [de acciones y operaciones] cuyos elementos
internos se implican mutuamente” (Piaget, 1952, p. 405). En sintesis, centrarse en los
significados de un concepto matematico permite entender la forma en la es comprendido
(Thompson et al., 2014; Thompson, 2016).

Construir un significado requiere construir y utilizar repetidamente las operaciones (formas
de pensar) cuya organizacion constituye ese significado. Los significados més utilizables son
aquellos que estan ricamente conectados con la accion de las imagenes y que se vinculan con
otros significados (Thompson, 2013). El significado de una persona en una situacion es lo
que le viene a la mente inmediatamente junto con lo que esta listo para venir a la mente a
continuacion. La naturaleza implicativa de los significados esté en el corazon de la nocion de

esquema de Piaget (Piaget y Garcia, 1991; Thompson, 2016).
2.2.3. SIGNIFICADO EN EDUCACION MATEMATICA

Cuando consideramos el significado desde la Optica de la educacién matematica, la reflexion
se vuelve mas especifica. Asi, por un lado, se puede decir que una actividad tiene significado
como parte del curriculo, mientras que los estudiantes pueden interpretar que la misma no
tiene ningun significado. Por otra parte, la discusion sobre si el significado tiene que ver con
la referencia o el uso es conceptual y no se explica facilmente por tales medios (Kilpatrick,
et al., 2005). La investigacion sobre significado en educacion matematica ha utilizado en
ocasiones perspectivas filoséficas y en otras psicologicas; de todas, destacamos aquellas
investigaciones y corrientes que usan ternas semanticas como, por ejemplo, los trabajos de

Vernaug (2009, 2013) que tienen una marcada influencia psicoldgica.

También Biehler (2005), retomando los trabajos de Steinbring (1997, 2006), manifiesta que
el significado de un concepto tiene una estructura tripartita: dominios de aplicacion,
estructura conceptual (teoria), y herramientas y representaciones para trabajar con el

concepto.

El salén de clases de matematicas no debe ser un sistema cerrado y autoproductivo que
desarrolle sus propios significados conceptuales. Por el contrario, los significados que se van
a construir en las sesiones de clase deben vincularse con practicas y significados fuera de

tales entornos académicos. Los disefiadores de curriculos deben considerar la relevancia y el
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significado del concepto dentro la teoria de las matematicas, su origen y desarrollo a través
de la historia, sus usos para resolver problemas dentro y fuera de las matematicas, sus
interpretaciones, sus raices en el pensamiento y el lenguaje cotidianos, asi como diferentes

herramientas y representaciones para trabajar con el concepto (Biehler, 2005).

En el aula, son los docentes los agentes activos en la construccidn del significado matematico.
La puesta en practica de los curriculos por parte de los docentes esta guiada por sus creencias,
por lo que se consideran elementos relevantes del significado de un concepto. Si los
profesores tienen conocimiento de los significados que estan implicitos en el curriculo y
sirven como base para su disefio, es muy posible que los significados esperados de los
conceptos se implementen en el aula. En cambio, si los docentes no estan capacitados o
educados en este sentido, pueden basar su ensefianza en los significados que han adquirido
en otros lugares, a saber, los significados tradicionales de las matematicas escolares o en los
significados de los conceptos que han adquirido durante sus estudios académicos en
matematicas. En sintesis, los docentes deben extender activamente sus significados
matematicos méas alla de los que ya han aprendido durante sus estudios dentro de las
matematicas académicas, y las matematicas escolares no pueden ni deben asumir el

significado de los conceptos en el contexto de las matematicas académicas (Biehler, 2005).

Transmitir significado es uno de los objetivos méas importantes por los que puede luchar el
docente. Existe evidencia empirica de que los significados matematicos que posee son
importantes en relacion con lo que aprenden los estudiantes (Thompson, 2013). Los docentes
transmiten significados a los estudiantes en el sentido de que los estudiantes se esfuerzan por
comprender lo que su profesor quiere que hagan o entiendan, construyendo significados en
el proceso. Esto sucede independientemente de que los profesores sean conscientes de los
significados que poseen y su coherencia. El objetivo de un docente debe ser que los
significados que los estudiantes construyen a partir de la instruccion sean significados que
valga la pena tener para toda la vida. La instruccién debe ayudar a los estudiantes a crear
significados coherentes de los conceptos matematicos, y esos significados deben sentar las

bases para el aprendizaje futuro de los estudiantes (Thompson, 2016).

Los estudiantes deben tener la intencion de discernir el significado para construir significado

a partir de una conversacion. La guia del docente en la creacién de una atmosfera en la que
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se valore y se espere generar significado es fundamental para la construccion de significado
de los estudiantes a través de conversaciones. Los estudiantes desarrollan comprensiones y
formas de pensar acerca de las matematicas que aprenden incluso cuando el significado no
es central para la materia de los profesores (Thompson, 2013). Tomamos como un axioma
que los estudiantes se benefician cuando sus maestros tienen significados y formas de pensar
ricas y coherentes con respecto a las ideas que ensefian. Los significados culturalmente
arraigados y las formas de pensar son dificiles de desalojar entre los profesores universitarios
y los profesores de secundaria (Thompson y Milner, 2019).

La preocupacion por las referencias ha desempefiado un papel fundamental en la concepcion
del significado en las matematicas escolares. El progreso del aprendizaje puede discutirse en
términos del paisaje semantico a través del cual viajan los estudiantes. Por lo general, se
recomienda que los estudiantes empiecen su viaje en un paisaje empirico, que le permita
continuar hacia campos semanticos mas abstractos, y las nociones matematicas llegan a
referirse a entidades abstractas. Es asi como el significado de un concepto puede, por lo tanto,
estar asociado con lo que la persona puede hacer por medio del concepto. Significado y
viabilidad se convierten en conceptos conectados. La discusion bésica del significado tiene
que ver con el significado de las actividades en las que los estudiantes estan involucrados
como parte de un proceso educativo. Sélo entonces, como especificacion de esta discusion,

se puede investigar el significado de los conceptos matematicos (Skovsmose, 2005).

La investigacion que aparentemente se basa en conocer o comprender, ya sea que el contexto
sea ensefiar o aprender, con frecuencia examina el desempefio, en lugar de aclarar los
significados que tienen los estudiantes o los docentes cuando se desempefian correctamente
o los significados con los que trabajan cuando no se desempefian correctamente. Ni la
actuacion correcta ni la actuacion incorrecta dice nada sobre la naturaleza del sistema de
significados de una persona que se expresa en él. Es importante tomar el significado como
una consideracion fundamental en el aprendizaje, la ensefianza y el disefio instruccional de

las matematicas (Thompson, 2013).

Los significados productivos son propedéuticos, es decir, preparan al estudiante para futuros
aprendizajes, y dan coherencia a los significados que ya tienen los estudiantes (Thompson,

2016). Asimismo, segin Thompson (2013), en la Educacién Matematica las cuestiones
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asociadas a los significados son fundamentales para que los estudiantes desarrollen
conocimientos que tengan utilidad fuera de la escuela y potencien el pensamiento creativo y

espontaneo.

2.3. SIGNIFICADO DE UN CONTENIDO MATEMATICO ESCOLAR

El fundamento tedrico de nuestra investigacion corresponde al concepto de significado de un
contenido matematico escolar, el cual ha sido ampliamente estudiado y desarrollado en
educacion matematica por autores como Steinbring (1997, 2006), Vergnaud (2009, 2013),
Kilpatrick et al. (2005), Thompson (2013, 2016), Thompson y Milner (2019) o Byerley y
Thompson (2017).

Concretamente, para nuestro estudio empleamos la nocion de significado desde una
perspectiva semantica planteada por Rico (Rico, 2012; Rico, 2013; 2016a; Rico, 2016b). Esta
consideracién de significado corresponde a una doble fundamentacion. Por un lado,
filosofica, que se basa en la consideracion de significado basada en una terna semantica
(Bunge, 2008; Frege, 1998). Por otro lado, hay una fundamentacion cognitiva del contenido
matematico, atendiendo a los desarrollos en psicologia de finales del siglo XX (Bell et al.,
1983; Hiebert y Lefevre, 1986). Todo ello desde una perspectiva curricular, en la que los

contenidos en los que se profundiza forman parte de un plan de formacion.

Con respecto al fundamento filos6fico, Frege (1998) establece la diferencia entre signo y
significado y, asimismo, en el significado diferencia entre referencia y sentido. Rico (2012;
2013; 2016a; 2016b) adapta esta caracterizacién mediante un tridngulo semantico aplicado a
un contenido matematico escolar a través de tres componentes: su referencia o estructura
conceptual, que corresponde a la estructura l6gico-matematica en la que se inserta; su
representacion, que identifica los sistemas de representacion, con los signos o términos con
el que se expresa, gréaficos y notaciones que lo representan y las relaciones que se establecen
entre diferentes representaciones; y su sentido o0 modo de uso, considerando interpretaciones
del contenido, sus aplicaciones en contexto y las situaciones en las que aplicarlo tiene sentido
y los usos de los conceptos mas alla de los intramatematicos, esto es, los modos de uso con

gue puede ser entendido, aplicado e interpretado. Estas ideas a su vez han sido desarrolladas
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y adaptadas para el estudio de conceptos y contenidos de las matematicas escolares mediante
el uso de tres componentes para el andlisis: estructura conceptual, sistemas de representacion

y los sentidos y modos de uso (Figura 2.2).

Figura 2.2.
Tridngulo semantico de un concepto matematico escolar. Adaptado de Rico (2012).

Estructura conceptual

Sistemas de Sentidos y
representacién modos de uso

Por otro lado, desde una Optica curricular y cognitiva, la nocion de significado se
complementa con la consideracién de la naturaleza dual del conocimiento matematico
establecida por Bell et al. (1983) quienes indican que al discutir la comprension y la
ensefianza de las matematicas, debemos distinguir entre conceptos y procedimientos.
Posteriormente, muchos otros autores han profundizado sobre esta dualidad que sigue siendo

un foco de investigacion (Castro et al., 2016).

Aqui consideramos a Hiebert y Lefevre (1986), que proponen una de las caracterizaciones
mas reconocidas Yy utilizadas (Castro et al., 2016). Estos autores indican que la distincion
entre conceptos y procedimientos juega un papel importante en la adquisicion de
conocimientos. Ambos, conceptos y procedimientos, son elementos propios de la estructura
conceptual de los contenidos matematicos, inherentes a los contenidos e inseparables. Sin
embargo, sus caracteristicas los hacen diferentes desde el punto de vista cognitivo, esto es,
desde el punto de vista de como se aprenden, por lo que su identificacion resulta de mucha
utilidad no solo para caracterizar el conocimiento matematico, sino también para poder
organizar los elementos estructurales que manifiestan los sujetos cuando expresan sus ideas

acerca de un contenido matematico.

Asi, manifestamos que el conocimiento conceptual se caracteriza por ser un conocimiento
rico en relaciones que puede considerarse como una red de conocimiento en la que las

relaciones de enlace son tan prominentes como las piezas discretas de informacion. El
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desarrollo del conocimiento conceptual se logra mediante la construccion de relaciones entre
piezas de informacion. Por su parte, el conocimiento procedimental esta compuesto, por un
lado, por el lenguaje formal, o sistema de representacion de simbolos de las matematicas, y

por otro, de algoritmos o reglas para completar tareas matematicas.
2.3.1. COMPONENTES DEL SIGNIFICADO

Sobre este doble fundamento filosofico y cognitivo, defendemos que comprender un
concepto matematico es conocer su significado, lo que implica saber “su definicion,
representarlo, mostrar sus operaciones, relaciones y propiedades y sus modos de uso,
interpretacion y aplicacion a la resolucion de problemas” (Rico, 2016a, p. 94). A
continuacion, se detallan las tres componentes del significado de un contenido matematico
escolar, detallando més los aspectos estructurales que son los centrales de este trabajo, que

explican la sintesis presentada en la tabla 2.1.

Tabla 2.1

Componentes del significado de un contenido matematico escolar. Adaptado de Rico
(1997) y Fernandez-Plaza (2016).

Estructura conceptual . .
Campo Campo Campo actitudinal Sistemas q? Sentido y modos
. representacion de uso

conceptual procedimental

Hechos Destrezas Emociones Verbal Modos de uso
Conceptos Razonamientos Moralidad y normas Simbolico Situaciones
Estructuras Estrategias Valores éticos Tabular Contextos

Gréfico Fenémenos

En la tabla 2.1 se observa, en primer lugar, la separacion de la terna semantica de la figura 1
(estructura conceptual, sistemas de representacion, sentidos y modos de uso). Es en la
estructura conceptual donde identificamos los elementos cognitivos que van a permitir
detallar la naturaleza del concepto: junto a los campos conceptual y procedimental aparece
el campo actitudinal propuesto por Rico (1997), aunque en este trabajo no lo vamos a tener

en cuenta.
A su vez, identificamos niveles de complejidad cognitiva en la estructura conceptual:

e el primer nivel de complejidad cognitiva se identifica con la fila donde se ubican los

hechos, destrezas y emociones;
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e el segundo nivel de complejidad, la siguiente fila, donde se establecen los conceptos,

los razonamientos y la moralidad y normas;

e un tercer nivel de complejidad cognitiva, donde se ubican las estructuras, las

estrategias y los valores éticos.

Estos niveles de complejidad cognitiva datan desde los trabajos de Bell et al. (1983) y Hiebert
y Lefevre (1986) y, posteriormente, Rico (1997; 2012; 2013; 2016a; 2016b) y Rico y Ruiz-
Hidalgo (2018) los han ido trabajado para el anélisis de un contenido matematico escolar.
Como utilizacién més cercana a nuestro trabajo, las tesis doctorales de Castro-Rodriguez
(2015), Fernandez-Plaza (2015), Vargas (2020) y Martin-Fernandez (2021) utilizan este
mismo marco para fundamentar e interpretar significados expresados por escolares sobre

conceptos matematicos.
A continuacion, describimos y ejemplificamos cada uno de estos elementos.
2.3.1.1. Estructura conceptual

Comprende los conceptos, procedimientos, propiedades, argumentos y proposiciones que se
obtienen y sus criterios de veracidad, vinculados con un contenido matematico, junto con la
estructura formal que proporciona referencia a los contenidos utilizados (Rico, 2012). La
estructura conceptual se organiza en tres componentes: campo conceptual, campo

procedimental y campo actitudinal.

El campo conceptual es el conglomerado de conceptos y relaciones que hacen referencia a
un contenido matematico. Se reconocen tres niveles de conocimiento: los hechos, que se
componen de términos, notaciones, convenios Yy resultados; los conceptos, que describen una
regularidad de un conjunto de hechos; y las estructuras conceptuales, que corresponde a un
conjunto de conceptos y transformaciones relacionados entre si (Fernandez-Plaza, 2016;
Hiebert y Lefevre, 1986; Rico, 1997).

El campo procedimental comprende las reglas, operaciones, algoritmos, propiedades, sus
formas de procesamiento y el conocimiento implicado al resolver una tarea matematica.
Segun la complejidad del contenido matematico, encontramos tres niveles: las destrezas, que

son el procesamiento de hechos; los razonamientos, que son el procesamiento de conceptos;
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y las estrategias, que implican el procesamiento de una o varias estructuras conceptuales
(Fernandez-Plaza, 2016; Hiebert y Lefevre, 1986; Rico, 1997).

El campo actitudinal, se describe en tres categorias en las matemaéticas escolares: las
emociones, que comprenden la seguridad, la disciplina, el dominio y autoestima; la moralidad
y las normas, que implican el respeto y la aplicacion de reglas, la correccion de
procedimientos y la coherencia; y los valores éticos (Bell et al., 1983, Fernandez-Plaza, 2016;
Rico, 1997).

En nuestro estudio nos centramos, principalmente, en los hechos que evidencian los
estudiantes del concepto de limite (campo conceptual) y en los razonamientos que evidencian

en la resolucion de tareas vinculadas a este concepto matematico (campo procedimental).

Algunos ejemplos del limite en cuanto a la estructura conceptual son: la notacion especifica

de limite, el uso de dos variables x, f(x), el limite como el valor que se obtiene, entre otros.
2.3.1.2. Sistemas de representacion

Las representaciones aluden a signos, notaciones simbdlicas o graficas para cada nocion
matematica que expresan los conceptos y procedimientos, asi como sus relaciones,
caracteristicas y propiedades (Castro y Castro, 1997; Kaput, 1987). Se pueden considerar
representaciones verbales, se trata del uso del lenguaje escrito para referirse a conceptos,
procedimientos y propiedades; gréaficas, que alude al uso de figuras en el plano cartesiano;
tabular, que describe al uso de simbolos alfanuméricos organizados en una tabla; pictorica,
uso de dibujos; y simbolica, que resalta el uso de nameros, simbolos matematicos y del

abecedario en una organizacion no tabular.

(x—l)(x+l)2
(x-1)

x tiende a 1. Una posible representacion verbal de dicho limite seria “El limite cuando equis

Supongamos que, dada la funcién: f(x) = , queremos obtener el limite cuando

tiende a uno de, equis menos uno, por el cuadrado de equis mas uno, entre equis menos uno

. o , (D (x+1)
es igual a cuatro”, que simbdlicamente se podria representar como Iln}ﬁ =4,
X—. X —
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Del mismo modo, la Tabla 2.2. refleja una posible representacion tabular de dicho limite, que

aparece representado graficamente en la figura 2.3, .

Tabla 2.2
Representacion tabular de un limite.
X 0,80 0,90 0,95 0,99 1 1,01 1,05 1,09 1,2

f(x) 3,24 3,61 3,80 3,96 No existe 4,04 4,20 4,36 4,84

Figura 2.3
Representacion grafica de un limite.
124

f(x)

Y

(x from -0.4to 2.4)

2.3.1.3. Sentidos y modos de uso

Los sentidos y modos de uso de los conceptos matematicos hacen referencia a las diversas
situaciones a las que responde, a los problemas que resuelve y los fendmenos que organiza
lo que permite complementar sus significados (Ruiz-Hidalgo, 2016). Se consideran

relevantes cuatro elementos:

e los términos y modos de uso, que son palabras que sintetizan la definicién de un
concepto matematico para brindarle sentido, y que compete a distintas

interpretaciones del mismo;

¢ |os contextos matematicos, que estan relacionados con las funciones y las cuestiones

a las que responden los conceptos matematicos;

e las situaciones, que corresponden a las circunstancias o condiciones en las que se

aplica y trabaja el concepto matematico;
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e los fendmenos, refieren a los problemas que dieron origen al concepto y a la forma

en que esta estructurado el concepto en la actualidad.

En nuestro estudio nos centramos en los términos y sus modos de uso que utilizan los
estudiantes para brindarle sentido al limite y en las situaciones que sefialan en las que se

puede aplicar este concepto matematico.

Algunos términos y modos de uso para el limite son: frontera, linde, alcanzar, contorno,

término, fin, extremo, aproximar, tender, etc.

2.4. RAZONAMIENTOS Y JUSTIFICACIONES

Dentro del marco del significado de un contenido matematico escolar, los razonamientos se
ubican el campo procedimental de la estructura conceptual. Como se puede observar en la
tabla 2.1, la estructura conceptual se puede organizar en distintos niveles de complejidad
cognitiva. En un primer nivel se consideran los hechos y las destrezas, en un segundo nivel
los conceptos y los razonamientos y en un tercer nivel las estructuras matematicas y las
estrategias (Fernandez-Plaza, 2016; Rico,1997).

El andlisis del primer nivel se ha realizado en investigaciones previas (Castro-Rodriguez,
2015; Fernandez-Plaza, 2015; Martin-Fernandez, 2021; Vargas, 2020) mediante el analisis
de contenido de las producciones o textos, sin necesidad de recurrir a marcos interpretativos
méas complejos, ya que en este nivel se analizan palabras, términos, hechos, destrezas,
procedimientos algoritmicos, ... Sin embargo, en el trabajo de Vargas (2020), la autora, para
analizar los razonamientos, necesitd un marco interpretativo mas amplio que le permitiera
analizar las respuestas de los estudiantes a las tareas. A continuacion, describimos un marco
gue nos permite definir qué es razonamiento y que nos proporciona sustento para poder

analizar las respuestas e interpretar los resultados.

Consideramos el razonamiento como la linea de pensamiento acogida para producir
afirmaciones y llegar a conclusiones en la resolucion de tareas. Su base no es necesariamente
la l6gica formal, por lo que no se limita a las demostraciones formales (Lithner, 2008), de

ahi que consideremos las justificaciones que proporcionan los estudiantes como
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producciones que pueden ser consideradas razonamientos. En este sentido, coincidimos con

De Villiers (1990) en que la demostracion matematica tiene distintas funciones:

De verificacion, cuando la demostracion es usada para dar validez a una afirmacion.

De explicacion, donde la demostracion explica el porqué de un procedimiento o una
afirmacion
De sistematizacion, si la demostracion sistematiza varios resultados por medio de un

sistema deductivo.

De descubrimiento, cuando la demostracién ayuda a producir conocimiento

matematico

De comunicacion, si la demostracion asume la funcion de medio de comunicacién

entre los matematicos.

Asi, consideramos que las justificaciones y explicaciones de los estudiantes son

razonamientos o demostraciones que, sin ser necesariamente formales, ayudan a convencer

y explicar, manifestando aspectos estructurales de significado de los contenidos matematicos

que son de un nivel cognitivo no basico.

2.4.1. LOS RAZONAMIENTOS

Para el estudio de los razonamientos en Educacion Matematica, Reid y Knipping (2010)

proponen una actualizacion del modelo de Toulmin (1958). Segln esta propuesta, el

argumento consta de cuatro partes:

la afirmacion, que consiste en la conclusion, tesis o hipétesis que se plantea;

los datos que refieren a las evidencias, hechos o pruebas a favor de la veracidad de la
afirmacion;

la garantia o justificacion que son las reglas que permiten transitar de los datos a la
afirmacion;

el respaldo que consiste en el apoyo para la garantia o justificacion dada. Puede ser
un teorema conocido que justifica la afirmacion. Ademas, se puede ejemplificar o

justificar por qué el teorema es aplicable.
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Los argumentos tienen en el modelo de Toulmin una estructura general de datos que
conducen a afirmaciones o conclusiones, respaldados por garantias, que a su vez pueden estar
respaldadas por respaldos (Knipping y Reid, 2013). Por lo general, los argumentos
reconstruidos en los procesos de prueba en el aula suelen estar incompletos y, en estos
argumentos, la garantia y el respaldo a menudo no se mencionan explicitamente. En la
mayoria de los casos, la garantia puede asumirse o tomarse como implicita, ya que una

inferencia solo puede constituirse con una garantia (Knipping y Reid, 2013).

Por su parte, Stylianides (2007) considera tres componentes de un argumento: el elemento
matematico empleado, el modo de argumentar (como lo emplea) y el modo de representarlo.
Estas tres componentes son mas cercanas a las componentes de significado de un contenido
matematico escolar (apartado 2.3.1), ya que el elemento matematico esta muy vinculado a la
estructura conceptual, el modo de representar a los sistemas de representacién y el modo de

argumentar a los modos de uso. A continuacién, describimos cada componente.
2.4.1.1. Elemento matematico empleado

Se refiere a definiciones, axiomas, teoremas, procedimientos u otros elementos, en los que
se basa el argumento (Stylianides, 2007). Utilizaremos los resultados expuestos en la seccién

2.5 para identificarlos en las respuestas que proporcionen los estudiantes.
2.4.1.2. Modo de argumentar

Alude a la aplicacion de reglas logicas de inferencia (como modus ponens o modus tollens),
uso de definiciones para derivar enunciados generales, enumeracién sistematica de todos los
casos a los que se reduce un enunciado (dado que su namero es finito), construccion de
contraejemplos, desarrollo de un razonamiento que muestre la aceptacion de un enunciado

que conduce a una contradiccion, entre otros (Stylianides, 2007).

Solow (2006) propone unas técnicas usadas al realizar una demostracion matematica, que se
pueden aplicar también a los argumentos matematicos. Manifiesta que las demostraciones se
basan en un método al que designa como retroceder-avanzar, pues al demostrar una

implicacion de la forma P = Q, donde P es la hipdtesis y Q lo que queremos concluir,

tenemos dos opciones:
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e la primera, cuestionarnos ¢como o cuando puedo demostrar que Q es verdadero? es

decir, empezando de atras hacia adelante (retroceder);

e la segunda consiste en asumir que P es verdadero y cuestionarnos ¢Qué significa que
P sea verdadero? y obtener de esta manera otra proposicion equivalente y asi

sucesivamente hasta obtener Q (avanzar).

Solow (2006) sefiala que la clave esta en la pregunta que nos hacemos y la respuesta que

brindamos a la misma. También, indica que la respuesta a la pregunta se puede hacer a través

de una implicacion ldgica, en la que se pueda usar definiciones o bien de resultados ya

establecidos.

2.4.1.3. Modo de representar

Se refiere a la manera en que el argumento es representado. Nos basaremos en la clasificacion

realizada por Reid y Knipping (2010). Estos autores consideran cuatro grandes categorias de

argumentos, que se desglosan a su vez en distintas subcategorias. Puesto que en nuestro

trabajo no encontramos diversidad al representar los argumentos, y por un asunto de espacio,

seguidamente, describimos algunas de ellas.

Empiricos: son los argumentos que se basan en un ejemplo particular que no
necesariamente es representativo de la situacion. Involucra el anélisis de uno o varios
casos especificos. Dos subcategorias son tipos; que muestran distintos ejemplos o casos

y perceptual; que consiste en el dibujo de un caso en concreto.

Genéricos: son aquellos argumentos que apelan a ejemplos de un caso representativo de
una clase, es decir, el hilo argumentativo puede ser transferido a cualquier otro ejemplo

de la clase. Una subcategoria es pictorico: que alude a un dibujo representativo.

Simbolicos: corresponden a argumentos y pruebas que emplean palabras y simbolos
matematicos. Dos subcategorias son: narrativo; utiliza en su mayoria palabras, y

simbdlicos; utilizan méas simbolos que palabras.

Formales: son argumentos que constituyen una prueba, se escriben mediante simbolos,
usando la menor cantidad de palabras posibles, que fuera de un contexto matematico

probablemente no significan nada. Son presentados de manera sintactica.
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Esta clasificacion se fundamenta en el uso que dan a los sistemas de representacion, pero se
puede observar como las categorias consideran pruebas que van de las menos formales a las
que son mas formales. Por ejemplo, los argumentos simbolicos y los formales utilizan el
sistema de representacion simbdlico, pero su nivel de formalidad es diferente. Los simbdlicos
no necesariamente se refieren a una prueba formal, ya que pueden incorporar palabras,
mientras que los argumentos formales aluden a demostraciones y pruebas matematicas que

se distinguen por ser muy sintacticas, evadiendo el uso de las palabras.

2.5 LIMITES, CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD DE FUNCIONES
REALES DE VARIABLE REAL

El propdsito de este apartado es presentar los principales fundamentos que dan sustento
teorico a los conceptos matematicos sobre limites, continuidad y derivabilidad de funciones
reales de variable real que se abordan en este trabajo de investigacion. Para ello, revisamos
libros de texto de célculo y andlisis en una variable real. Concretamente, consultamos los
siguientes autores: Apostol (1967a), Apostol (1967b), Banach (1967a), Banach (1967b),
Banach (1967c), Bartle y Sherbert (2000a), Bartle y Sherbert (2000b), Bartle y Sherbert
(2000c), Courant y John (1999a), Courant y John (1999b), Lang (1968a), Lang (1968b),
Pozniak (1991a), Pozniak (1991b), Royden (1968), Spivak (1992a), Spivak (1992b), Spivak
(1992c), Spivak (1992d), Sprecher (1970a), Sprecher (1970b), y Wrede y Spiegel (2002a),
Wrede y Spiegel (2002b). Asimismo, se presentan las ideas fundamentales de Blazquez et al.
(2006) sobre el contraste de la definicion métrica del limite dada por Weierstrass con su

conceptualizacion como aproximacion 6ptima, dada por Blazquez y Ortega (2002).

2.5.1 CONCEPTO Y DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION REAL DE
VARIABLE REAL

Definicion 1 (Limite de una funcion en un punto)
Sean f una funcion real de variable real, a R punto de acumulacion de D, yLeR. Se
dice que L es un limite de f en a si y solo si Ve>036>0 tal que si xeD, y

O<|x—a|<s=|f(x)-L|<e.
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Algunos elementos importantes para considerar en la definicion anterior es que en general el

valor de 6 depende del valor de ¢ seleccionado, por tal razon, en algunas ocasiones se
escribe 0 (5) para remarcar esta dependencia. Ademas, si un limitede f en a es L se puede

decirque f convergea L en a oque f(x) tiendea L cuando x tiende a a. Méas adelante

se demostrara que si la funcion f tiene un limite en a entonces es unico, lo que

simbdlicamente se expresa como lim f (x) = L. De esta manera, afirmar que f converge en
X—a

a equivale a afirmar que ILeR de manera que Ve>035>0 tal que si xeD, y

O<|x—a|<s=|f(x)-L|<e.

Figura 2.4

Representacion grafica del concepto de limite.
YA
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En la figura 2.4, se tiene una representacion grafica del concepto de limite. De esta manera,
si se construye cualquier vecindad V, (L) centrada en el nimero real L entonces
necesariamente debe existir al menos una vecindad V; (a) centrada en el numero real a de
forma tal que dado cualquier elemento x del dominio de la funcién f que pertenezca al
conjunto V,(a)—{a} se cumple que su imagen f(x) pertenece a la vecindad V, (L). Se

puede observar que la definicion no requiere que el nimero real asea un elemento del
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dominio de la funcion f , de este modo, en el limite el interés recae en las preimagenes de la

funcién f cercanas al numero real ay no en dicho valor.

Segun Blazquez et al. (2006) la conceptualizacion del limite ha tenido diferentes variaciones
en las matematicas y su principal orientacion es brindar rigor matematico y formalismo
sintactico, sin considerar el proceso de aprendizaje de los alumnos sobre estas ideas. Por
tanto, dichos autores hacen una comparacion de la definicion métrica de Weierstrass con la

que proponen Blazquez y Ortega (2002).

Segun Blazquez y Ortega (2002) las definiciones de limite secuencial y limite funcional son

las siguientes:

e Definicion de limite secuencial: L es el limite de una sucesion, si para cualquier
aproximacion Kde L con K # L existe un término de la sucesion tal que todos los

que siguen estan mas proximos a Lque a K.

e Definicion de limite funcional: el limite de la funcion f en x=a es L si para

cualquier aproximacion Kde L con K = L existe una aproximacion H de a con
H = a tal que las imagenes de todos los puntos que estan mas cerca de a que H

estdn mas proximasa Lquea K.

Para Blazquez et al. (2006) en la figura 2.5 se ilustra el hecho de que cualquier aproximacion
a Ldiferente a L genera una banda horizontal que contiene a L, y cualquier aproximacion
de a distinta de a define otra banda vertical que contiene a a y esto de manera reciproca.
De esta manera, cuando se fija una banda horizontal que contenga a L existe una banda

vertical que contiene a a de forma tal que la gréafica de la funcion tiene que intersecar al

rectaingulo ADC B de manera exclusiva por los segmentos AB 'y C D . Unade las bondades

de esta representacion es que no esta vinculada a la grafica de la funcion y que, por lo tanto,

dicha gréfica puede dibujarse después si se desea.
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Figura 2.5

Conceptualizacion del limite por aproximacion optima (Blazquez et al., 2006).
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Segun Blazquez (1999) si se desea presentar la definicion métrica de limite de Weierstrass,
es conveniente hacerlo luego de que los alumnos hayan asimilado la conceptualizacion como
aproximacion optima. Asimismao, dicho autor indica que ambas definiciones son equivalentes
tal y como se muestra en la 2.3 donde se describe la siguiente correspondencia asociativa

entre las unidades significantes elementales que las conforman.

Tabla 2.3

Comparacion de las definiciones de limite métrica y aproximacion éptima. Tomado de
Blazquez et al. (2006).

Asociacion de las unidades significantes elementales

Definicién métrica Definicién como aproximacién 6ptima

Paratodo £>0 Para toda aproximacion K = L

Existe 6>0 Existe una aproximacion H # a

Los x tales que O<|x—a| <5 Los x que mejoran la aproximacion H de a

| f(x)- |_| <g Las iméagenes f (x) mejoran la aproximacion K de L

Por otra parte, un elemento para considerar es que, en la definicion de limite, no hay garantia

de la unicidad. Sin embargo, el siguiente teorema garantiza dicha unicidad.
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Teorema 1 (Unicidad del limite)

Sean f una funcion real de variable real, a punto de acumulacion de D, . Entonces f posee

alo sumo un limite en a.
Demostracion

Si la funcion f no posee un limite en a entonces se satisface el teorema. Supongamos que la
funcion tiene mas de un limite en a, concretamente supongamos que los ndmeros reales L,

y L, son limites de la funcion f en a. Consideremos a cualquier nimero positivo «.

Como Ly L, son limites de la funcién f en a 'y & >0 se sigue que:

e 35,>0VxeD, (0<|x—a|<51:>|f(x)—L1|<§j.

. 352>OVXEDf(0<|X—a|<52:>|f(X)—L2|<§j.

Sean 5:min{51,52}, xe D, con 0<\x—a\<5, Puesto que 0 <6, Y 8 <6, se sigue que:
|f(x)—L1|<g A |f(x)—L2|<g.

Tenemos que: 0<|L — L, |=|L - f() + f(x) - L | <( [f(0)-L|+|f()-L)[)<e.

Por lo tanto, hemos demostrado que Ve >0 (0 < | L -L | <5) y de este modo se sigue

necesariamente que | L -L | = 0. En consecuencia, L, = L, lo que demuestra la unicidad.

Con base en la definicion de limite y el teorema 1 se tiene que una funcion f converge en

a es equivalente a decir que

J1LeRVe>035>0Vxe Df(O<|x—a|<5:|f(x)—L|<g). En tal caso, se puede

escribir limf(x)=L y L esel limite de f en a.
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Para  ejemplificar las ideas anteriores, consideremos una  funcién

f:R>RVxeR (f(x):x3) y 2 un punto de acumulacion de R. Probemos que

Iim(x3):8. Para ello, se debe garantizar la veracidad de la proposicion

X—2

Ve>035>0VxeR (0<|x-2/<5=|f(x)-8]<¢).

En efecto, sea ¢>0. Consideremos 5=min{1,%}, claramente, 6>0. Sea xeR vy

supongamos que 0<|X—2/<&. Debemos probar que |f(X)-8<&. Vemos que
|f(x)—8|:‘x?’—8‘:‘(x—2)(x2+2x+4)‘:|x—2|‘x2+2x+4‘. Como 0<|x—2|< & entonces,

O<|x—2”x2 +2x+4‘<5‘x2 +2x+4‘ y de esta manera | f (x)—8| <5‘x2 +2x+4‘. Por otra
parte, dado que 5:min{1,%}, se tiene en particular que o<1 y por lo tanto

0<‘X—2‘<5£1 de donde 0<‘X—2‘<1 y en consecuencia —1< x—2<1 lo que permite

deducir que 1<x<3. Con base en esta Ultima desigualdad se tiene que 1<x*<9 vy

2<2x<6 de donde se sigue que 7 <x*+2x+4<19 lo cual equivale a afirmar que

7<‘x2+2x+4‘<19. Como &>0, entonces, 5‘x2+2x+4‘<195 y de este modo

‘f(x)—8‘<195. Puesto que 53% se sigue que 195 <¢ de donde concluimos

necesariamente que | f (X)—8|< & tal y como se queria probar.

2.5.2 ALGEBRA DE LIMITES DE FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

En esta seccion, se discuten los principales resultados sobre el algebra de limites. Dichos
resultados permiten el célculo de limites de una manera mas eficiente con respecto al uso de
la definicién formal. Las demostraciones de algunos de los resultados requieren del
conocimiento de teoremas que permiten acotar o mayorar de manera conveniente. Por tal

razon, antes de enunciar los resultados sobre algebra de limites, presentamos tales teoremas.
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Teorema 2 (Teorema de Acotacion)

Sean f una funcién real de variable real, a un punto de acumulacién de D;.Si f tiene un

limite en a, entonces f esta acotada en alguna vecindad de a.

Demostracion

Supongamos que f tiene un limite en a. Sean Lzlxiir;f(x), LeR y ¢=1. Luego,

35>0 vxeD, [0<|x—a|<5=|f(x)~L|<e]. Considere XxeD,N(V;(a)-{a}). se

tiene que, Hf(x)|—|L”£|f(x)—L|<1. Luego, —1<|f (X)|-|L| <1 yasi |f(x)|<|L|+1.

o SiagD; entoncessea M =|L|+1 y se cumple que ¥x e D, NV, (a) (|feI<M).

e Si aeD; ‘entonces sea M :max{|L|+1,|f(a)|} y se cumple que
vxe D, NV,(a) (|fO)[<M).

En cualquier caso, hemos demostrado que 36,M e R* Vx e D, V,(a) (|f(x)| < M), es

decir, que f esta acotada en alguna vecindad de a.

Teorema 3 (Teorema de Mayorizacion)

Sean f una funcion real de variable real, a un punto de acumulacién de D;, L e R—{O}.
Si lim f(x) =L entonces, 36,M eR" Vxe D, (0<[x-a|<&=|f(x)|>M).
Demostracion

Supongamos que lim f (x) =L con LeR —{0}. Luego, |L|>0y 3zeR (0<e<]|L|). Como
>0 entonces 3I5>0VxeD, (O<[x—aj<5=|f(x)-L|<eg). Consideremos
xeD; N(V;(a)-{a}). Se tiene que I )-|L|<|f(X)-L|<& y de este modo

—e<|f(X)|-|L|<& de donde se sigue que |L|—&<|f(X)|. Sea M =|L|-¢, claramente
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M >0. Por lo tanto, hemos demostrado que

36,M eR" vxeD, (0<[x-a|<5=|f(x)|>M).

Teorema 4 (Algebra de limites)

Sean f,g funciones reales de variable real, tales que, D; (1D, #@, a€R punto de

acumulacién de D; (1D, A B€R tales que lim f(x) = Ay limg(x) = B.. Entonces

1. Si AER—{O} entonces a es punto de acumulacion del conjunto D, en donde
T

D, ={xeD, : f(x)=0}.
2. leir;((f +9)(X))=A+B.

3. IXiLr;((f -g)(x))=A-B.

4. lim(f-g)(x)=A-B.

X—a

5. Si AGR—{O} entonces Iim(ijzi.
X—>a f(x) A

X—a

6. Si BeR—{0} entonces Iim([éj(x)ng.

Demostraciones
Parte 1

Suponga que a no es punto de acumulacién de D, . Luego,

f

f

36,>0 {(Vb‘1 (a)—{a})ﬂ D, = @J. Como (Vﬁ1 (a)—{a})ﬂ D, 20 entonces
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VXE((V(;l(a)—{a})ﬂ Df)(f (x)=0). Puesto que A=0 entonces |A>0 'y
JeeR (0<e<|A]). Paradicho ¢, 36, >0 Vxe D, (O<|x—a|<§2 :‘f(x)—A‘<5).
Sea 6=min{5,5,} y témese xeD,N(V;(a)-{a}). se tiene que
‘f(x)—A‘<g A f(x)=0 de donde se sigue que |A/<e&. En conclusion, se tiene que
|Al<e y &<]|Al lo cual es imposible.

Por lo tanto, a a es un punto de acumulacion de D, .
T

Parte 2

Debemos probar que

Ve>036>0VxeD,; ND, (0<|x—a|<5:>‘(f+g)(x)—(A+B)‘<e). En efecto, sea

£>0. Luego, g>0. Se tiene que:
e 36,>0VxeD, (0<|x—a|<51:>|f(x)—A|<§j.

e 36,>0VxeD, [O<|x—a|<52:>|g(x)—B|<§j.

Sea 0 = min{5l,52} , claramente, 6 >0. Sea X€ Df N Dg y supongamos que 0<‘X—a‘<5.
Puesto que J<6,Yyd<d, se sigue que |f(x)—A|<§ y |g(x)—B|<§. Asi,

|(f +9)(x) — (A= B)| =] f (X) = A+g(x) - B|<[f (x) - Al +|g (x) - B| <§+g. Por lo tanto,

\(f +0)(x)-(A- B)\ <& como queriamos probar.
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Parte 3

Debemos probar que

Ve>035>0Vxe D, ND, (0<|x—a|<5:>‘(f—g)(x)—(A—B)‘<5). En efecto, sea

£>0. Luego, §>0. Por lo tanto, se cumple que:
e 36,>0VxeD, (0<|x—a|<51:>|f(x)—A|<§].

o 36,>0VxeD, (O<|x—a|<52:>|g(x)—B|<§j.

Sean 6=min{5,,5,}, asi, >0, XeD; D, y suponga que 0<|x—a|<&. Puesto que

0<6, Y66, se sigue que |f(x)—A|<gy|g(x)—B|<§. Asi,
I(f —g)()—(A- B)|=|f(x)—A—g(x)+B|£|f(x)—A|+|g(x)—B|<§+§. Por lo tanto,

\(f -0)(X)-(A- B)\ <& como queriamos probar.

Parte 4

Debemos probar que

Ve>035>0VxeD,ND, (0<|x—a|<5:>‘(f-g)(x)—(A-B)‘<5). En efecto, sea

&>0. Por el Teorema de Acotacion, 35,,M e R" vxe D, (0<|x—a|< 3, =[g(x)|<M).

& &
Como —— >0 , entonces, 30, >0 VxeD,|0<|x—-a|<d, = |f(X)— Al<—|.
L : [o<h-dl<a, = 1t-A< 2

£
Como 2(|A|+1)>0 , entonces, 38, >0 Vx e D, [0<|x—a|<53:>|g(x)—B|<

)
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Sean 0 = min{51,52,53}, 5>0,xeD, N D, y supongamos que 0<\x—a\ <. Por lo tanto,

i M, |f(0)—-Al<—— -B d
se sigue que |g(X)| <M, |f(x) |<2M' (9(x) )<2(|A|+1)' Por otra parte, tenemos

que:

(f-9)0—(A-B)|=|f(x)-g(x)-A-g(x)+A-g(x)-A-B|
<|g(x)( ()~ A)+|A(g(x)-B)
<|g ()] ()~ Al +|Al|g (x)-B]
<|g ()| 09— Al+(|A+1)|g (x)-B]

& &
<M -W+(|A|+1)-W

=&

Por lo tanto, ‘(f -9)(x)—(A- B)‘ < & como queriamos probar.

Parte 5

Supongamos que AeR—{0}. Debemos probar que Iim(%jzi lo que equivale a
X—a X

probar que Ve >036>0 VxeD, [0<|x—a|<5:‘i—%

f f(x)

< gj . En efecto, sea ¢ >0.

e Como limf(x)=A con AeR-{0}, por el Teorema de Mayorizacion
36,,M eR* Vxe D, (0<|x—a|<51:>‘f(x)‘>M).

e Como A=#0, entonces, |A>0, luego, (&:|A-M)>0, por lo tanto,
35,>0xe D, (0<[x-a[<d,=|f(x)-Al<e|A-M).

Sea 6=min{4,,6,}. Como a es punto de acumulacion de D, entonces, a es punto de

acumulacion D, y de este modo (V, (a)—{a})ND, .

f f
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Sea x e (V,(a)-{a})ND, , de este modo se tiene que: X€ D, f(x)#0 A O<|x-a|<§

T

Por lo tanto, | f (x)|>M y | f (x)— Al<&-|Al-M . Se tiene que:

f(x)= 1 1
‘L_l‘ A f(x )| ‘ () ‘(*) Como‘f ‘>M,entonces,—<—.
f) A [AT)| AL f(x)| M
En (*): |—— = 1 .i. |A|-M,est0es ———<8 como gueriamos probar.
f() Al STA ™ f(x) A
Parte 6

Supongamos que BeR—{O}. Debemos probar que lerg([éj
Iim[ijzi Luego Iim((ij(x)}:Iim(M]:Iim£f(x)-L]:Aizé
x—a g(X) B " xoa g x—a g(x) X—a g(X) B B

Teorema 5 (EIl cambio de variable)

Sean f:R — R, a, LeR. Entonces lim f(x)=L < lim f(x+a)=L.

X — a x—0

Demostracion

=) Supongamos que lim f(x)=L. Debemos probar que lim f(x+a)=L lo cual
equivale a probar que Ve>035>0VxeR (0<|x|<5:>|f(x+a)—L|<g). En efecto,
sea ¢>0. Luego 35>0VxeR (O<|x—a<s=|f(x)-L|<e). Sea xeR tal que
0<|x|<&. Luego 0<|(x+a)—a|<d yporlotanto, |f(x+a)-L|<e.

<) Supongamos que lim f(x+a)=L. Debemos probar que lim f(x)=L lo cual

equivale a probar que Ve>035>0VxeR (0<|x—a|<6:|f(x)—L|<g). En efecto,
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sea ¢>0. Luego EI5>OVXER(O<|x|<5:>|f(x+a)—L|<g). Sea xeR tal que
O<|x—a|<5.Luego‘f((x—a)+a)—L‘<g y, por lo tanto, |f (x)-L|<e.

2.5.3 CALCULO DE LIMITES INMEDIATOS

En esta seccion presentamos algunos resultados que junto con los teoremas del algebra de

limites permiten el calculo de una forma mas expedita.

Teorema 6 (Limite de una constante)

Sean f:R—>R VxeR (f(x)=c), a,ceR. Entonces lim f (x) =c, estoees, limc=c.
Demostracion

Hay que probar que, V& >035 >0 VxeR (O <|x-a|<s=|f(x)-c|< g). En efecto, sean
£>0, 5=¢ y xeR. Se tiene que, |f(X)-¢|=|c-¢|=0. Luego la proposicion
‘f(x) —C‘ <& es siempre verdadera. Por lo tanto, la  proposicion

O<|x-a|<d=|f(x)-c|<e, escierta.

Teorema 7

Sean f una funcion real de variable real, ac R punto de acumulacién de Dy, LeR.
Si lim f (x) =L, entonces, lim(c- f(x))=c-L, VceR.
X—a X—a

Demostracion

Supongamos que, limf(x)=L. Se debe probar que,

X—a

Ve>035>0VxeD, (0<|x-aj<5=[cf(x)—cL|<&). En efecto, sea £>0. Luego,
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>0 y por lo tanto, 36>0VxeD; [0<|X_a|<§:>|f(x)_l‘|<|c|g1]-
—+

|c|+1
Consideremos X € D; y suponga que 0<|x-a|<&.

£
lc[+1

Se tiene que: |cf (X)—cL|=lc||f (x)—L|. Se sabe que, |c|<[c|+1 y que |f(x)-L|<

&

Asi, [c]-|f (x)- L] <(|c|+1) e

de donde se sigue que \Cf (X)—CL\ <& como queriamos

probar.

Teorema 8 (Limite de la funcién identidad)

Sean f:R—>RVxeR (f(x)=x),aeR punto de acumulacién de R. Entonces

limf(x)=a.

xa
Demostracion

Debemos probar que, Ve>035>0VvxeR (0<|x-al<s=|f(x)-a]<¢). En efecto,
sean £>0, §=¢ y xeR. Supongamos que 0<|x—a|< & . Se tiene que: | (X)—a| =[x

y como |x—a|< & entonces |X—a|<&. Por o tanto, |f(X)—-a|<é& tal y como queriamos

probar.

Teorema 9

Sean f:R—>R, VxeR, f(x)=x, aeR un punto de acumulacion de D,. Entonces
wneN(lim( ()" =a").
Demostracion

Sea P(n):lim(f(x))" =a" un predicado con neN.
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e PQ): |Xig;(f(x))1 =a’". Se tiene que, lim(f (x) = limf(x)=a=a"
Por lo tanto, P(1) es cierta.

e Debemos probar que VneN (p(n) = p(n +1))_ En efecto, sea ne N.
Supongamos que  P(n): !(ILTa]( f (x))n =a", es cierta y probemos que
P(+1):lim(f (X)) =a", es cierta. En efecto,
lim(f(x)" = m[( f(x)"- f(x)} (*). Se sabe que lim(f(x)' =a" y que
leir; f(x) =a.En (*) se tiene que: IX'LT;( f (x))n+l =a"-a=a"". Luego, P(n+1) es cierta.

Por el principio de induccion matematica se sigue que vn e N(Iim( f(x)" = a”) .

Teorema 10 (Limite de un polinomio)

Sea f:R—>R, VxeR, (f(x)=ax"+a,_Xx""+..+ax+a) con neN,
8,8, -8 €R,a, #0, aeR . Entonces lim f (x) = f(a).

Demostracion

lim  (x) =lim(a,x"+a,_x""+...+ax+a,) (*).

X—a X—a

Se sabe que, lima, =a, y que Yk €[Ln], (Iim akxk:akak).

X—a

En (*):
IXim f(x)=lima x"+lima, ,x"*+...+limax+lima,
—a X—a X—a X—a X—a

n n-1
=aa"+a @ +...+aa+a,

~1(a)

Por lo tanto lim f (x) = f (a) como queriamos probar.
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Teorema 11

Sean I cR, ael, f:1 -{a} — R unafuncion tal que existe otra funcion g: 1 — R
que satisface que Vxe(l-{a})( f(x)=g(x)) y limg(x)=g(a). Entonces
lim £ (x) = 9(a).

Demostracion

Debemos probar que Ve>035>0VxeD;, (0<|x—a|<5:>‘f(x)—g(a)‘<5). En
efecto, sea £>0. Luego 35>0 Vxe D, (0<[x-a|<5=|g(x)-g(a)|<). Sea xe D,
tal que 0<|x—a|<&. Se sigue que x e D, y puesto que 0<|x—a|<& necesariamente se
cumple que ‘g(x)—g(a)‘<g. Puesto que xe D, y x=a entonces x € (I —{ a }) con lo
cual f(x)=g(x) yporlo tanto ‘f(x)—g(a)‘ < & como queriamos probar.

A continuacion, presentamos algunos ejemplos de célculo de limites con el fin de ilustrar el

uso de los teoremas.

1. Calcular Iim((x2 +1)(x*-4) )

X—2
En virtud del limite del polinomio se tiene que Iirr21(x2+1):(2)2+1:5 y

lim(x°* -4 ) = (2)° - 4=4. Luego, por el limite del producto se tiene que

X—2

lim((x°+1)(x° ~4) ) = (lim(x*+1))- (lim(x*~4)) = (5)-(4) = 20.

X—2 X—2

3

) X’ =4

2. Calcular I|m£ 5 )
2| X +1

En virtud del limite del polinomio se tiene que Iirr21(x2+1)=(2)2+1=5 y

lim(x*~4) = (2)° - 4=4. Dado que 50, por el limite del cociente se tiene que

X—2
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lim =

X—2

(x3—4j: lim(x*~4)

x?+1 Iim(x2+1)

X—2

4
=

2
3. Calcular lim| 2 —4
X—2 3)(_6

En virtud del limite del polinomio se tiene que Iing(x2—4)=(2)2—4:0 y

lim(3x—6)=3(2)-6=0. No se puede por lo tanto utilizar el limite del cociente.

X—2

No obstante, se tiene que dado xeR-{2} se tiene que

2 -2 2
‘o4 _(x=2)(x+2) :X+2:1(x+2).Envirtuddelteoremallsesigue

3x-6  3(x-2) 3 3
C(x2=4) .. (1 1 4
que IXILQ(BX—6J=leig(§(x+2)j=§(2+2):§'

2.5.4 LIMITES LATERALES
Definicion 2 (Limites laterales finitos)

Sean f unafuncion real de variablerealy a, L e R.

1. Si a es un punto de acumulacién del conjunto D, ] a, +oo[ se dice que L es un

limite  por la  derecha de f en a si y solo si

Ve>035>0VxeD, (0<x-a<s=|f(X)-L|<¢).

2. Si a es un punto de acumulacion del conjunto ] —00, a[ N D, se dice que L es un

limite  por la izquierda de f en a si 'y solo i

Ve>035>0vxeD, (0<a-x<s=|f(X)-L|<¢).

Se puede demostrar que si una funcién tiene limite por la derecha o por la izquierda este es

unico. Ademas, el limite por la izquierda y por la derecha se denotan respectivamente como

lim f(x)y lim f(x). Ademés, todos los teoremas sobre limites enunciados en los

x—a~ x—a*

apartados anteriores valen en el caso de los limites laterales, con sus debidas adecuaciones.
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Teorema 12 (Teorema de los limites laterales finitos)

Sean f una funcion real de variable real y a, L € R, a un punto de acumulacion de los

conjuntos D; N]a, +xf y ] —,a[ N D;. Entonces
im £ (x)=L < (1im £ () = L A lim f (x)= L

Demostracion
=) Supongamos que lerr; f(x)=L . Debemos probar que lim f(x)=Ly lim f(x)=L,
lo cual equivale a probar que:

(1) Ve>035>0VxeD, (0<x-a<s=|f(X)-L|<e)
(2) Ve>035>0VxeD, (0<a-x<5=|f(X)-L|<e)

En efecto, sea &> 0. Luego 35 >0 VxeD, (0<|x—a|<5=|f(x)-L|<¢). Sea xe D,
tal que 0< x—a<dJ. Es claro que 0<|x—a|<& yen consecuencia |f (x)—L|<e&. Por otro
lado, sea xeD, tal que O<a—-x<J. Luego 0<|x—a|<5 y en consecuencia

|f(x) - L| < ¢ lo que garantiza la validez de las proposiciones (1) y (2).

<) Supongamos que lim f(x) =Ly lim f(x)= L. Debemos probar que leng f(x)=L

lo que equivale a probar que Ve>035>0VxeD, (0<|x-a/<s=|f(x)-L|<e).

Veamos, sea € > 0. Luego se sigue que:

e 35,>0vxeD(0<x-a<g=|f(x)-L|<e).

e 35,>0vxeD,(0<a-x<d,=|f(x)-L|<e).

Sean & =min{d,, 5,},6>0,xe D, tal que O<|x—al<5. Debemos probar que

|f(x)—L|<e&.Enefecto, si x > a entonces [x—a| = x—a y de este modo 0 < x—a<d <6,

de donde se sigue que O0<X—a<J, y en consecuencia |f(x)—L| < ¢ . Por otra parte, si
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X < a entonces |x—a| =a-X Yy de este modo 0<a—-x<d <o, de donde se sigue que
0<a-x<d, yen consecuencia |f (x)-L|<e.
2.5.5 LIMITES INFINITOS

Consideremos la funcion f:R-{0} —» R tal que dado x e R—{0} se tiene que

f (x) = R La representacion gréfica de la funcion f es la siguiente:

Figura 2.6

1
Representacién grafica de la funcién f (x) = =

Y

Esta representacion gréfica de la funcion f en lafigura 2.6 da la impresion de que conforme

las preimagenes son mas cercanas a cero, las imagenes correspondientes crecen sin limite, es
decir, se hace deliberadamente grandes. Este tipo de limites, suelen Ilamarse limites infinitos.

Para dar precision formal y sintéctica a este concepto, se presenta la siguiente definicion.
Definicion 3 (Limites infinitos)
Sean f una funcion real de variablerealy ae R .

I. Supongamos que a es un punto de acumulacion de D, .
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1. Se dice que el limite de f es més infinito cuando x tiende a a si y solo si
VM >035>0VxeD, (0<|x-aj<5=f(X)>M ). En tal caso se escribe

lim f (x)=+c0.

X—a

2. Se dice que el limite de f es menos infinito cuando x tiende a a si y solo si
VM <036 >0 Vxe D, (O<|x—a|<5:> f(x) <M ) En tal caso se escribe

lim f (x)=—o.

X—a

I1. Supongamos que a es un punto de acumulacion del conjunto D, N ] a, +o [

1. Sedice que el limite de f es mas infinito cuando x tiende a a por la derecha si y solo

si VM >OE|5>OVXeDf(O<x—a<5:>f(x)>M). En tal caso se escribe

lim £ (x)= +oo.

x—a*

2. Se dice que el limite de f es menos infinito cuando x tiende a a por la derecha si y

solo si VM <035>0VxeD,(0<x—a<d= f(x) <M ). En tal caso se escribe

lim f ()= —o0.

x—a*

I11. Supongamos que a es un punto de acumulacion del conjunto ] — 00, a[ N D,.

1. Sedice que el limite de f es mas infinito cuando x tiende a a por la izquierda si y solo
si VM >036>0VxeD, (O<a—x<5:> f(x)>M ) En tal caso se escribe

lim f (x)=+co.

X—a

2. Sedice que el limite de f es menos infinito cuando x tiende a a por la izquierda si y
solo si YM <036>0VxeD, (0<a-x<d= f(x)<M ). En tal caso se escribe

lim f (x)=—o0.

x—a*
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Teorema 13 (Teorema de los limites laterales infinitos)
Sean f wuna funcion real de variable real y a € R, a un punto de acumulacion de los

conjuntos D, N ] a, +oo[ y ] —00, a[ N D, . Entonces

Ll f (x)=+20 < (lim £ (x) = +20 & im  (x)=+e0).

X—a x—a~ x—a*

2. lim f (x)= =20 & (lim f(x) == A lim  (x)= ~c0]

x—a Xx—a x—a*

Teorema 14 (Teorema de los limites infinitos)
Sean f y g son dos funciones reales de variable real, a € R es un punto de acumulacion

del conjunto D, ND,, lim f (x)= A con Ae R—{0}, limg(x)= 0 y existe una vecindad

V,(a) tal que dado x e D, ND, N(V,(a)—{a}).Entonces:

f
1. Si g(x)-A>0 entonces lim () = +00,
X—>a g(x)
f
2. Si g(x)-A <0 entonces lim ﬂ = -,
wal g(x)

En el caso de limites laterales, se cumple el resultado, con las modificaciones apropiadas.
2.5.6 FUNCIONES CONTINUAS

Definicién 4 (continuidad de una funcién en un punto)

Sean f una funcion real de variable real, a € D, punto de acumulacion de D, . Se dice que
f escontinuaen a siysolosi lim f (x)=f(a).

Con base en la definicion anterior y la definicion de limite, podemos establecer que f es

continuaen a siysolosi Ve >035>0 Vxe Dy (|x—a| <5 =|f(X)-L|<&). Esdecir, que
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para que una funcion real de variable real f sea continua en un nimero real a se requiere el

cumplimiento de tres condiciones:

1. aeD;, locual implica que existe f(a).

2. Debe existir lim f (x).

X—a

3. limf(x)=f(a).

X—a

Si al menos una de las tres condiciones anteriores se incumple, se dice que f es discontinua
en a. Cuando existe lim f (x) y, ag D, 0 ae D, pero lim f (x)= f (a), la discontinuidad
X—a X—a

se llama evitable. En tal caso, a partir de la funcion f se puede definir una nueva funcién

F continua en a como sigue:

f(x) si xeD; -{a}
F(x)=

limf(x) si x=a

X—a

Por lo tanto, se dice que f tiene una discontinuidad evitable en a.

Cuando lim f (x) no existe no es posible definir una nueva funcion a partir de la funcion f

X—a

que sea continua en a, por tal razon, se dice que f tiene una discontinuidad inevitable en a
. Asimismo, si un conjunto A satisface que A — D, se dice que f es continua en el conjunto

A siysolosi f escontinuaen cada elemento de dicho conjunto.

Cuando una funcion es continua en un intervalo cerrado [ a,b ] de manera intuitiva, lo que

sugiere es que su grafica es un trazo continuo, es decir, sin cortes. Este hecho, se corrobora
de manera formal con dos importantes teoremas, a saber, el Teorema de Bolzano y el

Teorema de los Valores Intermedios que se presentan a continuacion.
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Teorema 15 (Teorema de Bolzano)

Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado [ a, b] con a,beR talesque a<b
y f(a)- f(b)<0.Entonces Ice]a, b [(f(c)=0).

Demostracion

Puesto que f(a)- f(b)<0 supongamos sin pérdida de generalidad que
f(a) <0< f(b).Seas={xe[a,b]:f(x)<0}.Sepuede observar que a c S y por
lo tanto S=&¥. Ademas, S C [a, b] y por lo tanto, S es un subconjunto no vacio de R
acotado superiormente. Por el axioma del extremo superior, existe y ademas se sabe que es

unico el supremo del conjunto S. Sea c:Sup(S). Puesto que b es una cota superior de S

y ae S entonces a<c<b.

1. Supongamos que f(c)>0.Como f (a) <0 entonces a<c<b .

e Si a<c<b existe 5>0 tal que a<c—-d<c<c+d<b y para cualquier
xe |c—8,c+6[ se cumple que f(x) > 0. Luego dado ye]c—4, c [ se tiene que
como y<c existe jeS tal que con y< j<c. Tenemos entonces que
c-d<y<j<c<c+ds ydeeste modo f(j)<Oy f(j)>0 lo cual es
imposible.

e Sia<c<byc=b existe §>0 tal que a<c-5<c=b y para cualquier
xe Jc=&,c[ se cumple que f(x) > 0. Luego dado ye]c—&,c [ se tiene que
como y<c existe jeS tal que con y< j<c. Tenemos entonces que
c-6<y<j<c.Como f(j)<0y f(c)>0 entonces c#j yde este modo se

tieneque c—-S<y< j<c.Luego f(j)<0y f(j) >0 locualesimposible.

2. Supongamos que f () <0.Como f (b) >0 entonces a<c<b .
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e Si a<c<b existe §>0 tal que a<c-d<c<c+d<b y para cualquier
xe [c=&, c+5] se cumple que f(x) <0. Luego dado ye]c, c+5| se tiene que
f(y) <0 yporlotanto yeS con ¢ <y lo cual es imposible pues C=Sup(S) .

e Sia<c<byc=a existe 6>0 tal que a=c<c+J < b y para cualquier
xe ]c, ¢+ se cumple que f(x) <0. Luego dado ye]c,c+d[ se tiene que

f(y) <0 yporlotanto yeS con c <y lo cual es imposible pues C=Sup(S) .

Puesto que el suponer que f(C)>0 0 f(C)<0 se generan contradicciones,
necesariamente debe cumplirse que f(C)=0. Como a<c<b y se tiene que

f(a)<0<f(b) entonces a<c<b. Por lo tanto, hemos demostrado que

Jee]a,b[(f(c)=0).

Teorema 16 (Teorema del Valor Intermedio para funciones continuas)

Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado [a, b] con a,beR talesque a<b
ysean XX, €[a,b] talesque x < x, y f(x)# f(X,). Entonces dado cualquier
numero real k entre (%) y f(X,) secumple que 3ce]x, %, [(f(c)=k).
Demostracion

Como f(Xl) # f(Xz) entonces supongamos sin pérdida de generalidad que
f(x) < f(X).Sea k un ntmero real tal que k estaentre f(X)y f(X,).Por lo tanto,

en este caso se cumple que f(x) <k < f(x,).

Sea 0:[X,%]|—> R tal que para cualquier xe[x,x] se tiene que

g(x):=f(x)—k. Como f una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b]
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entonces f es continua en el intervalo [ x,, X, | y por lo tanto g es continuaen [ x,, X, | .
Tenemos que g(x)=f(x)-k y g(x)=f(x,)-k. Por lo tanto,
9(x%)<0<g(x,). En virtud del teorema de Bolzano (teorema 15) se sigue que
ce]x, X, [(g(c)=0) locual implicaque 3ce]x, %, [(f(c)=k).

2.5.7 LA DERIVADA DE UNA FUNCION REAL DE VARIABLE REAL

Definicion 5 (La derivada de una funcién en un punto)

Sean f una funcion real de variable real, a € D, punto de acumulacion de D,, LeR. Se

dicee que L es la derivada de f en a si y solo si

De acuerdo con lo anterior, se puede decir que L es la derivada de f en a siy solo si

i (f(x) f(a)

X—a

Ve>036>0VxeD, (0<|x a|<5:>‘M—L

] = L.Ental caso se dice que f esderivable en a y se escribe L = f’(a)

Una relacion interesante entre las nociones de derivacién y continuidad es que la continuidad

es una condicién necesaria para la derivabilidad tal y como se indica en el siguiente teorema.

Teorema 17 (La continuidad como condicion necesaria de la derivabilidad)

Sean f una funcion real de variable real, a € D, punto de acumulacion de D, tal que f es

derivable en a. Entonces f escontinuaen a y por lo tanto, existe el limite de f en a.
Demostracion

Debemos probar que lim f (x) = f(a) . En efecto, como f es derivable en a entonces existe
X—a

LeR tal que Iim(L_;@)] =L. Tenemos que
X—a X —
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lim(f(x)- f(a))= Iim((f(x) ~ f(@)(x-2) J = m[(%}(x - a)J.

X—a X—a X — a

f(x) - f(a)

Puesto que lim(x-a)=a-a=0 vy Iim(
X—a

X—a X—a

j:L se tiene que

X—a X—a X — a X—a

lim(f(x)- f(a))= Iim[Mj -lim(x —a)=L-0=0. Por lo tanto, tenemos

que lim(f(x) - f(a))= 0 ycomo limf(a)= f(a) se sigue que lim f (x) = f () tal'y

X—a X—a

como queriamos probar.

Para finalizar esta seccion, se presenta un resultado importante que vincula a la derivacion

con el célculo de limites conocido como la Regla de L' Hopital.

Teorema 18 (La Regla de L' Hopital)
Sean f y g dos funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b] cona,beR,a<b,
derivables en cada punto del intervalo |a,b| tales que f(a)=g(a)=0, g(x)#0,

9'(x)# 0 paratodo X € |@, b[, L e R. Entonces

1. Si lim M] = L entonces lim (%J =L

x—a* g'(x) x—a* (X)

[ F(%) _ ([ f(x) .

2. Si lim| — =+ (0 bien —o ) entonces lim = +00 (0 bien —o0 ).
x—a* g (X) x—a* g (X)

Es importante mencionar que el resultado anterior se establecié para limites por la derecha,

pero al combinar los resultados para limites por la izquierda y por la derecha, se deduce el

resultado para limites por ambos lados. Asimismo, en el teorema anterior también se puede

considerar cuando x — #o0y muchas variantes mas. Por tal razén, se habla en general de las

Reglas del L' Hopital para considerar a todas las variantes posibles.
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CAPITULO 3. METODOLOGIA

En este capitulo describimos la metodologia que hemos seguido para el desarrollo de esta
investigacion. Esta organizado en cinco apartados que son: disefio y alcance de la
investigacion, sujetos, instrumentos, analisis de los datos y validacion del sistema del sistema
de categorias. Hemos procurado que cada apartado sea detallado, de manera que se
comprenda lo mejor posible el trabajo que hemos realizado.

3.1 DISENO Y ALCANCE DE LA INVESTIGACION

Este trabajo se enmarca dentro de las investigaciones de disefio mixto, que son aquellas que
consideran un enfoque cualitativo y cuantitativo para estudiar un fendmeno. La investigacion
con disefio mixto no pretende reemplazar la investigacion cuantitativa ni la cualitativa, sino
mas bien utilizar sus fortalezas, combinandolas y tratando de minimizar sus debilidades. Los
métodos mixtos caracterizan los objetos de estudio a través de nimeros y lenguaje e intentan
obtener abundante evidencia para fortalecer y expandir nuestro entendimiento de ellos ya que
“la triangulacion, la expansion o ampliacion, la profundizacion y el incremento de evidencia
mediante la utilizacién de diferentes enfoques metodol6égicos nos proporcionan mayor
seguridad y certeza sobre las conclusiones cientificas” (Hernandez et al., 2014, p.537). En
nuestro caso, y como ampliaremos méas adelante, usamos herramientas de la investigacion
cualitativa, como es el analisis de contenido, y herramientas de la investigacion cuantitativa,

como es el analisis de conglomerados o cluster.

El alcance de nuestro trabajo es exploratorio y descriptivo (Cohen et al., 2018; Hernandez et
al., 2014). Es exploratorio debido a que se profundiza en un tema poco estudiado, lo cual se
respalda con la revision de la literatura. En el caso de Costa Rica no se conocen
investigaciones similares, es decir, no se conocen investigaciones que hagan un analisis del
significado que atribuyen estudiantes universitarios al concepto de limite, examinado bajo el
marco del significado de un contenido matematico escolar. De la misma manera, nuestro

trabajo se enmarca como descriptivo ya que se pretende sefialar los diferentes significados
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del concepto de limite, como lo entienden, lo representan, lo utilizan e interpretan, estudiantes

universitarios, sin emitir juicios de valor.

Nuestro estudio se organiza en dos momentos. EI momento 1 responde a los objetivos 1y 2,
que se centran en describir y agrupar el significado del concepto de limite que manifiestan

los estudiantes durante su ensefianza en un primer nivel de complejidad cognitiva.

El momento 2 atiende al objetivo 5 que se centra en describir y agrupar el significado del
concepto de limite que manifiestan los estudiantes, pero posterior a haber recibido su
ensefianza. Este momento se subdivide en dos fases: la primera, analoga al momento 1,
considera un primer nivel de complejidad cognitiva, a la que llamaremos momento 2A. La
segunda atiende a los objetivos 3 y 4, que se centra en el analisis de los razonamientos que
evidencian los estudiantes sobre el concepto de limite, ubicados dentro del marco de
significado en un segundo nivel de complejidad cognitiva, a la que nombraremos como

momento 2B.

En ambos momentos utilizamos tanto el analisis de contenido, para construir un sistema de
categorias que nos permitiera describir los significados, como el analisis cluster, para
interpretar la informacion en términos de perfiles de significado. En conjunto, ambos
métodos nos permitieron describir con mejor claridad los resultados obtenidos. De esta

forma, en ambos momentos se emplearon métodos cualitativos y cuantitativos.

El objetivo 6 corresponde a comparar los significados del concepto de limite de una funcion
en un punto, que manifiestan los estudiantes durante y posterior a la ensefianza del tema de
limites y se lleva a cabo posterior al momento 1 y al momento 2A. En la figura 3.1 mostramos

un diagrama de cdmo hemos llevado a cabo la investigacion.
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Figura 3.1
Diagrama de la metodologia de investigacion.

MOMENTO 1 MOMENTO 2

Durante la ensefianza del limite

!

Después de la ensefianza del limite

\

[

|

CUESTIONARIO 1 CUESTIONARIO 2 PARTE | CUESTIONARIO 2 PARTE II
Objetivos OE1 y OE2 (MOMENTO 2A) (MOMENTO 2B)
Objetivo OE5 Objetivos OE3 y OE4
CUALITATIVO CUALITATIVO CUALITATIVO
- Primer nivel de complejidad - Primer nivel de complejidad cognitiva. - Segundo nivel de complejidad

cognitiva.
- Categorias deductivas e inductivas.
- Validacion de las categorias. Holsti.

}

- Categorias Deductivas.
- Categorias validadas en el momento 1.

!

CUANTITATIVO
Andlisis cluster

CUANTITATIVO
Andlisis de k-medias con una iteracion

\

J

El OEG6 se aborda tras el
momento 1 y el momento 2A.

cognitiva.

- Categorias inductivas.

- Categorias construidas mediante la
triangulacion de investigadores.
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3.2 SUJETOS

Los documentos analizados corresponden a producciones escritas proporcionadas por 218
estudiantes de la asignatura Calculo | en todas las titulaciones de la UNA en las que se
imparte: Biologia, Cartografia y Disefio Digital, Comercio y Negocios Internacionales,
Ensefianza de las Ciencias, Ensefianza de las Matematicas, Economia, Administracion,
Ingenieria en Quimica Industrial, Ingenieria en Gestion Ambiental, Ingenieria en Sistemas
de Informacion, Ingenieria en Ciencias Forestales, Ingenieria en Topografia, Catastro y
Geodesia, Ingenieria en Bioprocesos Industriales. Se trata de estudiantes que tienen su primer
contacto con la nocién de limite. Durante las clases, los docentes dan mas importancia a la
comprension del concepto que a aspectos mas técnicos como las definiciones o las
demostraciones. Los 218 estudiantes corresponden a los estudiantes que estuvieron presentes
en el primer momento, durante la ensefianza del tema de limites, y en el segundo momento,

después de la ensefianza de dicho tema.

Procedemos a explicar cémo seleccionamos esos 218 estudiantes. Inicialmente, 421
estudiantes contestaron el cuestionario 1 durante el proceso de ensefianza del limite, y 256
contestaron el cuestionario 2 al finalizar su proceso de ensefianza. Los sujetos de
investigacion de nuestro estudio son los estudiantes que estaban presentes en ambos

momentos, resultando ser 218 los que estaban presentes en ambos momentos (tabla 3.1).

Cabe destacar que estos estudiantes estaban divididos en 15 grupos de aproximadamente 35
personas, encontrandose en todos los grupos estudiantes de diferentes titulaciones. Ademas,
el descenso en el nimero de estudiantes del primer momento de aplicacion del cuestionario

al segundo, se debe a la alta tasa de abandono de la asignatura.

Los sujetos de investigacion fueron codificados de la siguiente manera: la letra S para indicar
gue es un sujeto, dos letras mas dependiendo de la titulacién en la que estén matriculados,
cada una de ellas descritas en el parrafo anterior, seis digitos en donde los dos primeros
indicaban el nimero del grupo al que pertenecen, los dos segundos indicaban el nimero del
cuestionario 1 y los ultimos dos el numero del cuestionario 2. Por ejemplo, el cddigo

SIB051210 se refiere a un sujeto estudiante matriculado en Ingenieria en Bioprocesos
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Industriales, que pertenece al grupo 05, cuyo cuestionario 1 es el nimero 12, y su cuestionario

2 es el numero 10.

Tabla 3.1
Distribucidn de estudiantes por titulacion que completaron los cuestionarios.
Titulacion Cuestionario 1 Cuestionario 1y 2
Biologia 32 15
Cartografia digital 1 1
Ensefianza de las Ciencias 28 13
Economia 48 18
Administracion 2
Ensefianza de la Matematica 3 2
Comercio y negocios Internacionales 1 0
Ingenieria en Quimica Industrial 30 21
Ingenieria en Gestion Ambiental 13 8
Ingenieria en sistemas de Informacién 168 88
Ingenieria en Ciencias Forestales 16 11
Ingenieria en Topografia, Catastro y Geodesia 47 20
Ingenieria en Bioprocesos Industriales 32 21
Total 421 218

3.3 INSTRUMENTOS DE RECOGIDA DE INFORMACION

Para obtener informacidn acerca del significado que tienen los estudiantes del concepto de
limite, elaboramos dos cuestionarios semanticos de elicitacion directa (Matthewson, 2004)
con preguntas de respuesta abierta. Los cuestionarios semanticos permiten recoger “palabras,
términos, simbolos, gréficas, descripciones, explicaciones y otras notas que expresan y
representan un modo de apropiacion por cada sujeto del concepto considerado” (Martin et
al., 2016, p. 56). El cuestionario 1 se administro durante la ensefianza del tema de limites,
concretamente, después de introducir el concepto, ya que esta asignatura es el primer contacto
que tienen los estudiantes con el concepto de limite, pues no forma parte curriculo de Costa
Rica en la etapa preuniversitaria. ElI cuestionario 2 se administré tiempo después del
desarrollo del tema de limites, una vez que el concepto se habia afianzado mas en los
estudiantes y que habian estudiado otros conceptos matematicos como el de continuidad y el

de derivabilidad de funciones reales de variable real.
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3.3.1. CUESTIONARIO 1

El cuestionario 1 (ver en anexo 1) se compone de 4 tareas y se construyo con base en las tres
componentes del significado descritas en el marco tedrico: estructura conceptual, sistemas
de representacion y sentido. La primera tarea (T1_C1), disefiada considerando elementos de
la estructura conceptual, pedia a los estudiantes que explicaran con sus propias palabras qué
significa la definicion de limite de una funcion en un punto. La segunda (T2_C1), centrada
en los sistemas de representacion, solicitaba a los estudiantes que utilizaran uno o varios
dibujos, esquemas o figuras o lo que consideraran necesario para representar la definicion de
limite. La tercera (T3 _C1) y cuarta (T4_C1) se hicieron con base en los elementos del
sentido, y mas concretamente, atendiendo a las situaciones y en los términos y modos de uso,
respectivamente. Para ello, en la tercera tarea se les pedia que nombraran aplicaciones que
pueden tener los limites y en la cuarta otros significados de la palabra limite fuera de la
matematica. Se les indicaba que podian utilizar ejemplos, dibujos, definiciones o lo que

consideraran necesario.

A pesar de que cada una de las preguntas fue disefiada pensando en una de las componentes
de nuestra terna semantica de significado y esperando que las respuestas atendieran a ella, el
hecho es que la riqueza de las respuestas a todas las preguntas no solo informa de la
componente con la que esta relacionada, sino que también enriquece la informacion sobre el
resto de componentes. Asi, por ejemplo, las respuestas a la tarea T2_C1, centrada en los
sistemas de representacion, aporté muchisima informacidn acerca de aspectos estructurales

y relativos a los modos de uso del limite. Esto ocurrid con todas las preguntas.
3.3.2. CUESTIONARIO 2

El cuestionario 2 (ver en anexo 2) constaba de dos partes: la primera muy similar al
cuestionario 1, para analizar los significados del limite en un primer nivel de complejidad
cognitiva; la segunda para analizar razonamientos, que tienen mayor nivel de complejidad
cognitiva. Dada la extension del cuestionario, para evitar que los estudiantes se cansaran y
no contestaran o dejaran el cuestionario incompleto, se opté por modificar ligeramente el
cuestionario 1 para confeccionar la primera parte del cuestionario 2. Concretamente, se

elimino la tarea T4_C1; las tareas T1_C1 y T2_C1 se fusionaron en una, la primera tarea de
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este cuestionario (T1_C2); y la misma tarea T3_C1 se amplié un poco més al preguntarles

que problemas resuelve el limite.

La segunda parte del cuestionario 2 se construyo para determinar los razonamientos que
evidencian los estudiantes al resolver tareas matematicas que involucran el concepto de
limite. Concretamente, se disefiaron 3 tareas que nombraremos para efectos practicos como:
tercera tarea (T3_C2), cuarta tarea (T4_C2), quinta tarea parte a (T5a_C2) y quinta tarea parte
b (T5b_C2).

Las tareas T3_C2 y T5a_C2 tareas son muy similares, pues se les pedia a los estudiantes que
calcularan un limite de una funcién y ellos nos brindan un argumento como respuesta. La
principal diferencia es que en la tarea T3_C2 la funcion proporcionada esté definida a trozos.
En la tarea T4_C2 los estudiantes debian determinar qué afirmaciones, de un listado dado,
son verdaderas si sabian que “el limite cuando X tiende a 2 de una funcién es 3”. Por dltimo,
en la tarea T5b_C2 se les pedia que identificaran cual de las 6 representaciones gréficas
presentadas en una plantilla corresponde con la representacion grafica una funcién. A
diferencia de las dos tareas anteriores, en las que analizamos toda la argumentacion descrita
por los estudiantes, en estas dos Ultimas tareas nosotros inferimos qué tipo de argumentacion

0 elementos matematicos evidencian.

Cronol6gicamente, el cuestionario 1 se administro la Gltima semana de febrero y la primera
de marzo del afio 2018 y el cuestionario 2 durante la primera y la segunda semana de mayo
del mismo afio. En el caso del cuestionario 1 se conté con 20 minutos para completarlo
mientras que para el cuestionario 2 se brindaron 40 minutos de tiempo dado que era més
extenso. Durante la administracion de ambos cuestionarios, se les dieron las instrucciones

generales y procedieron a completarlo sin que sucediese ninguna incidencia.

A continuacion, describimos la evolucion de la redaccion de las tareas y explicamos el
proceso que hemos seguido para su construccion. Las modificaciones son fruto de nuestra
preocupacion de que la redaccion fuese cercana a la que utilizaron los docentes que les

impartian clase.
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3.3.3. EVOLUCION DEL DISENO DE LAS TAREAS DEL CUESTIONARIO 2

En primera instancia, consideramos el planteamiento de dos tareas matematicas en las que
los sujetos de investigacion tuviesen que indicar su valor de verdad: falso o verdadero vy,
ademas, brindar una justificacion de su respuesta. La figura 3.2 muestra la version inicial de

ambas tareas.

Figura 3.2
Version 1 de las tareas T3_C2 y T5a_C2.

T3 C2. Dada guna funcion real de variable real tal que
X six<0
g(x) =42 si 0< x <271

X Si X > 27100

se tiene que Iing g(x) no existe. Indique su valor de verdad: falso o verdadero vy,

ademas, brinde una justificacion de su respuesta.

3x% -12
T5a_C2. Dada f una funcion real de variable real tal f(x)= Y se tiene
(x-2)°(2x* +1)

que lim

X—2

[ 3x? ~12
(x—2)"(2x* +1)

ademas, brinde una justificacion de su respuesta.

}:+oo. Indique su valor de verdad: falso o verdadero v,

Una vez que elaboramos estas dos tareas, hicimos una revision del programa del curso MAT
002 Caélculo 1y de las listas de ejercicios que se proponian a los estudiantes sobre el tema de
limites para determinar si este tipo de tareas estaban presentes en el abordaje del curso. Como
resultado de esta revision, determinamos que las tareas que se proponen sobre limites son
mas procedimentales, esto es, lo que se les solicita es realizar el calculo directo de limites de
funciones en un punto. Por tal razon, y para evitar un blogueo, procedimos a realizar
modificaciones en la redaccién de las tareas de manera que se asemejaran al calculo de un
limite, de manera que fuesen similares a las que realizan en sus clases, pero que a su vez lo
estudiantes tuviesen la necesidad de elaborar un argumento o una justificacion al realizar la

tarea, ya que queriamos identificar los razonamientos que evidencian en el argumento que
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brindan. La version final de estas dos tareas aparece en la figura 3.3, correspondiéndose con
las tareas T3 _C2y Th5a C2.

Figura 3.3
Version final de las tareas T3_C2 y T5a_C2.

X si x<0

T3_C2. Sea g una funcion real de variable real tal que g(x)=12""° si 0<x <27

X si x> 2710

Calcule lim (x)

x—0

2
T5a_C2. Considere la siguiente expresion lim 3X3 —12 .Calcule el limite
=2 (x—2) (2x2+1)

anterior.

Dado que las tareas anteriores son de naturaleza procedimental, consideramos que era
necesario plantear una tarea de naturaleza conceptual. Para ello, nos centramos en,
propiedades, proposiciones y los modos de argumentar que pueden tener los estudiantes

cuando estudian los conceptos de limite, continuidad y derivabilidad.

En la tarea T4_C2 (Figura 3.4) nos centramos en los modos de argumentar que evidencian
los estudiantes al escoger como verdadera cada una de las afirmaciones propuestas en la tarea
Dichos modos de argumentar fueron el resultado de un consenso entre los investigadores

responsables de este trabajo, y que se describen en la tabla 3.2.
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Figura 3.4
Version final de la tarea T4_C2.

Sea f una funcion real de variable real tal que lim f (x)=3. Encierre con un circulo la
X—>

letra de las proposiciones que considere verdaderas (puede encerrar mas de una si lo

considera necesario). Si no considera ninguna verdadera, encierre con un circulo la

proposicion f.

a. f escontinuaen el punto x=2.

b. f estddefinidaen x=2.

c. f(2)=3.

d. lim| f(2+h)-3|=0.
h—>0|: ( ) :|

@

f'(2) existe.
f.  Ninguna de las proposiciones mencionadas es verdadera.

Tabla 3.2

Modos de argumentar evidenciados por los estudiantes de acuerdo con la opcién
seleccionada en la tarea T4 _C2.

Opcién  Modo de argumentar evidenciado

a Si existe el limite de una funcién en un punto entonces la funcion es continua
en ese punto.

b Si existe el limite de una funcidn en un punto entonces la funcion esta definida
en dicho punto.

c Si existe el limite de una funcion en un punto entonces la funcion esté definida
en dicho punto y ademas su imagen coincide con el valor del limite.

d Si existe el limite de una funcion en un punto entonces existe el limite en otro
punto a través de un cambio de variable valido.

e Si existe el limite de una funcion en un punto entonces la derivada de la funcién
existe en ese punto.

f No se puede decir qué modo de argumentar manifiestan.

En la tarea T5b_C2 le pedimos a los estudiantes que identificaran la gréafica de la funcion con
una de las representaciones dadas en una plantilla. Con esto queriamos identificar los
elementos matematicos en los que prestan atencion al identificar dicha representacion. En el
anexo 2 se observa la plantilla. Elegimos cada una de las representaciones de la plantilla
pensando en distintos elementos matematicos. A continuacion, lo detallamos y veremos en

los resultados si los estudiantes eligen las representaciones considerando dichos elementos.
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Figura 3.5

Imagen Ay D de la plantilla en la tarea T5b_C2.

5

e .

- -

Elegimos la representacion de las imagenes A y D (figura 3.5) porque el limite no existe.

Concretamente, en
) 3x*-12

lim

X—2+

lim

X—2—

(x—2)3(2x2 +1)

3?12

(x—2)3(2x2 +1)

Figura 3.6

Imagen By F de la plantilla en la tarea T5b_C2.

la

= 400

|

X—2+

imagen

en

3x?-12

(x—2)‘°’(2x2 +1)

A

}M.

lim

X—>2—

|

3x* -12

(x=2)°(2x* +1)

imagen

R

D

[RF P ——

D T e ———
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Elegimos la representacion de la imagen B y F (figura 3.6) porque la representacion gréafica
de ambas funciones es similar. Pues en la imagen B la imagen de 2 no existe, lo mismo que
en la imagen F y ademas en esta, la imagen de -2 tampoco, sin embargo, en ambas imagenes

el limite cuando x se acerca a 2 si existe y es 4.

Figura 3.7
Imagen Cy E de la plantilla en la tarea T5b_C2.

1o

Elegimos la representacion de la imagen C y E porque corresponden a funciones lineales que
no estan definidas en algunos puntos, aunque el limite en dicho punto si existe (Figura 3.7).
Concretamente, en E la imagen de 2 no existe, y en el caso de la gréafica E la imagen de -2

tampoco.
Finalmente, la tarea 5 se planted tal y como aparece en la Figura 3.8.

Figura 3.8
Version final de la tarea T5_C2.

: - S 3x%-12
Considere la siguiente expresion lim - .
22 1 (x=2)"(2x % +1)
a. Calcule el limite anterior.
b. Identifique la gréafica de la funcion con una de las representaciones dadas en la
plantilla de graficas que se encuentra en la pagina 6. Justifique su eleccion.

Con estos dos cuestionarios pretendemos indagar en la forma que tienen los estudiantes de

entender la nocion de limite, como lo representan, que términos y aplicaciones usan para
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evidenciar su sentido y que razonamientos evidencian al resolver tareas matematicas. En el

anexo 1 se observa el cuestionario 1y en el anexo 2 el cuestionario 2.

3.4 ANALISIS DE LOS DATOS

Los datos de ambos momentos de la investigacién se analizaron usando el analisis de
contenido. Para dichos momentos, adicionalmente, se complement6 el analisis con un
analisis cluster jerarquico y un analisis cluster no jerarquico de k-Medias para enriquecer la

interpretacion de los resultados.
3.4.1 ANALISIS DE CONTENIDO

El analisis de contenido es una técnica de investigacion que posibilita codificar y categorizar
las unidades de analisis en instrumentos de respuesta abierta, comparar las categorias y
establecer vinculos entre ellas y extraer conclusiones tedricas. También permite hacer
inferencias validas y replicables de producciones escritas. Implica procedimientos
especializados, proporciona nuevas ideas, aumenta la comprension del investigador de

fendmenos particulares o informa acciones practicas (Cohen et al., 2018; Krippendorf, 2004).

No hay un procedimiento aceptado universalmente para realizar el analisis de contenido, por
lo que seguimos a Rico y Fernandez-Cano (2013) que manifiestan que, en general, el analisis

de contenido tiene siete fases que se describen en la Figura 3.9.
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Figura 3.9
Fases del analisis de contenido. Adaptado de Rico y Fernandez-Cano (2013).

— S _ —
Fase 1: Delimitar el contenido (texto, discurso o produccion escrita) a analizar.

\

pa— S S
Fase 2: Precisar la unidad de analisis (palabra, frase o parrafo).

\

e —_—

Fase 3: Ubicar o inferir en el texto las unidades de analisis.

\

— —_— —_— —

Fase 4: Definir e interpretar las categorias consideradas.
. _ . S S
= P~ 1te- . , . o . P
Fase 5: Codificar y cuantificar a través de frecuencias o rangos las unidades de anélisis
| adscritas previamente al sistema de categorias establecido.

= N . B L , . s P
Fase 6: Vincular e interpretar las categorias considerando sus unidades de analisis
 adscritas.

Fase 7: Relacionar el proceso de analisis de contenido con lo que se indaga y con los
. agentes que intervienen: hablante - escritor u oyente — lector.

3.4.1.1. Fases 1, 2 y 3. Delimitar el contenido a analizar, precisar la unidad de analisis y

ubicar o inferir en el texto las unidades de analisis

En primer lugar, es necesario delimitar el contenido (texto, discurso o produccién escrita) a
analizar, que, en nuestro caso, corresponde a la produccion escrita que brindaron los 218
estudiantes de Calculo | como respuesta a los cuestionarios detallados en el apartado 3.3. A
continuacion, es necesario precisar las unidades de analisis y ubicarlas en el texto. En este
sentido, consideramos 2 grupos de unidades de andlisis. EI primero se corresponde con las
unidades de anélisis relativas a la explicacion de la definicion de limite, su representacion,
sus aplicaciones, los problemas que resuelven y el significado fuera de la matematica que
manifiestan los estudiantes. Estas unidades de andlisis se encuentran en las respuestas al
cuestionario 1y a la primera parte del cuestionario 2, T1_C2 y T2_C2. El segundo grupo se
corresponde con las unidades de analisis relativas a los argumentos que brindan los
estudiantes al resolver las 3 tareas de desempefio sobre el concepto de limite estudiantes, que

se ubican en las respuestas a las tareas de la parte 11 del cuestionario 2.
3.4.1.2. Fase 4. Definir e interpretar las categorias consideradas

Como se ha descrito a lo largo de esta memoria, nuestro trabajo analiza el significado de

limite que evidencian los estudiantes en dos niveles de complejidad cognitiva. Por ello,
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consideramos dos sistemas de categorias. El primero se enfoca en describir el significado en
un primer nivel de complejidad cognitiva, que se ocupa de los hechos, términos, palabras,
representaciones, aplicaciones y modos de uso del limite. EI segundo se centra en describir
el significado en un segundo nivel de complejidad cognitiva, y en el campo procedimental
de la estructura conceptual, en donde se atienden los razonamientos, las propiedades, los

modos de argumentar sobre el limite, etc. (Tabla 2.1).

El sistema de categorias 1 (tabla 3.3) esta basado en caracteristicas clasicas que se han venido
utilizando en investigaciones sobre limite (p.e., Blazquez y Ortega, 1998; Cornu, 2002;
Cottrill et al., 1996; Monaghan, 1991; Sfard, 1991) y el sistema propuesto por Fernandez-
Plaza et al. (2013b) para caracterizar aspectos estructurales que, como primer avance de esta
tesis completamos y sistematizamos al estudiar las definiciones proporcionadas por
estudiantes (Gonzalez-Flores et al., 2021). Esta formado por 13 categorias no excluyentes y

dicotdmicas, indicando la presencia o ausencia de la caracteristica que describe la categoria.

Tabla 3.3
Sistema de categorias 1 de nuestro estudio y su respectiva descripcion.

Categoria Descripcion

Limite como Los sujetos establecen distintas referencias para el objeto limite (Cottrill

objeto (LO) et al., 1996; Fernandez-Plaza et al., 2013b, Sfard, 1991; Tall, 1980). Se
entiende limite como una nocién estética. Algunas palabras claves para
identificar esta categoria son: nimero, valor, lugar, frontera, restriccion,
extremo, fin, plazo, etc. Si un sujeto dice que un limite se aproxima a un
numero, pero no dice que el limite sea el nimero, entonces no hay
evidencia de LO. En la representacion los sujetos destacan: saltos,
huecos, puntos, numeros, etc.

Limite como Los sujetos refieren al limite de manera procesual (aproximacion)

proceso (LP) (Cottrill et al., 1996; Fernandez-Plaza et al., 2013b, Sfard, 1991; Tall,
1980). Es una nocién dindmica. Los sujetos hacen referencia a un
proceso de obtencion o procedimiento. Algunas palabras claves para
identificar esta categoria son: aproximarse, tiende, acercar, etc. Si el
sujeto usa un verbo de procedimiento, y no dice nada sobre el objeto
limite, asumimos que evidencia LP, como por ejemplo “estudia lo que
ocurre alrededor de los puntos”, “andlisis de un punto”. En la
representacion los sujetos destacan: flechas, puntos de aproximacion, o
lineas alrededor de la variable independiente o dependiente.
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Tabla 3.3

Sistema de categorias 1 de nuestro estudio y su respectiva descripcion.

Categoria

Descripcion

Vinculacion
entre limite e
imagen (LI)

Coordinacion
entre las
variables x e y
(CV)

Referencia a
las variables x e
y (RV)

Condiciones de
lateralidad vy
doble
convergencia
(CLDC)

Propiedades
matematicas
(PM)

Representacion
grafica (RG)

Otra
Representacion
(OR)

Los sujetos atribuyen al limite un valor de imagen de la funcion
(Fernandez-Plaza et al., 2013b). La alusion a la imagen puede hacerse de
manera implicita, por ejemplo, en la afirmacion “es el valor maximo o
mas proximo al punto que pertenece a una funcion” dice que pertenece
a una funcién, por ende, ese valor debe ser imagen, “el nimero al que
tiende una funcién cuando sustituyo valores en una variable especifica”
pues al sustituir los valores se entiende que son las imégenes. Cuando
los sujetos vinculan el limite con un valor de la imagen, en particular,
estan evidenciando el limite como objeto, es decir, si se da LI entonces
se da LO. En la representacion los sujetos destacan: asociaciones a través
de puntos o con una linea, de una preimagen con su imagen e indican
que la imagen es el limite.

Los sujetos indican que es un proceso en el que estan implicadas las dos
variables (x e y) y que una depende de otra. Los sujetos evidencian
convergencia de y en relacion con la convergencia de X, es la
aproximacion de las imagenes a un nimero, cuando X se aproxima al
punto. En la representacion los sujetos destacan: procesos de
aproximacion entre la variable independiente y la dependiente, y los
relacionan.

Los sujetos usan palabras especificas para aludir a las variables
independiente y dependiente de la funcion. Algunas palabras claves para
identificar esta categoria son: preimagen, imagen, punto en x, punto en
y, etc.

Los sujetos expresan que los procesos de célculo del limite, por la
izquierda y por la derecha, deben dar el mismo resultado (Fernandez-
Plaza et al., 2013b). En la representacion los sujetos destacan: flechas o
procesos de aproximacion alrededor de un mismo ndmero para indicar
que por izquierda y derecha el limite debe ser lo mismo.

Los sujetos hacen referencia a propiedades o nociones que son
verdaderas en la matematica no contempladas en el resto de las
categorias de analisis. En la representacion los sujetos destacan: asintotas
o limites infinitos.

Los sujetos realizan una representacion grafica (en el plano cartesiano)
para el limite.

Los sujetos realizan una representacion diferente a la representacion
grafica para el limite.
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Tabla 3.3

Sistema de categorias 1 de nuestro estudio y su respectiva descripcion.

Categoria

Descripcion

Aspectos de

no

alcanzabilidad

(NA)

Aspectos

de

alcanzabilidad

no

rebasabilidad

(ANR)

Términos
posicion
relativa (PR)

Situaciones
(ST)

de

Los sujetos expresan la imposibilidad de alcanzar el limite. (Cornu,
2002; Fernandez-Plaza et al., 2013b; Monaghan, 1991). Algunas frases
claves para identificar esta categoria son: sin nunca tocar dicho valor,
siguiendo laregla de que, y no va a ser el resultado, nunca lo llega a pasar
o tocar, fin, etc. En la representacion los sujetos destacan: una asintota,
para indicar que eso es el limite.

Los sujetos expresan la posibilidad de alcanzar el limite, pero no de
rebasarlo o sobrepasarlo. Usan palabras como no pasar (Cornu, 2002;
Fernandez-Plaza et al., 2013b; Monaghan, 1991). Algunas frases claves
para identificar esta categoria son: punto final, valor méximo, hasta
donde llega la funcion, frontera, extremo, plazo, etc. En la representacion
los sujetos destacan: acotaciones, de donde no se puede “salir”.

Los sujetos usan palabras o frases para el limite que denotan una posicién
relativa, es decir, aluden a donde estd ubicada una nocion matematica
con respecto a una nocion fija (objeto) de manera explicita o implicita.
Algunas palabras claves para identificar esta categoria son: cercano, a la
derecha, encima de, mayor que, proximo, por encima, es una
proximidad. Esta categoria no necesariamente esta relacionada con el
LO. Ademas, si los sujetos evidencian la categoria CLDC entonces
sefialan la categoria PR, y puede haber PR sin que haya CLDC. En la
representacion los sujetos destacan: el uso flechas alrededor de un
numero o simbolo, hacen aproximaciones por izquierda o derecha de un
namero.

Los sujetos refieren a situaciones en las que se aplica el limite.

Estas categorias surgen de procesos de construccion deductivos (basados en las

investigaciones previas) e inductivos (algunas surgen o modifican a otras como parte del

proceso del analisis de contenido realizado). Por lo tanto, como parte basica de la

investigacion, procedimos a validar el sistema de categorias. En el apartado 3.5 se detalla

esta validacion, que a su vez ha sido publicada por Gonzéalez-Flores et al. (2021) en la revista
UNICIENCIA.

Como parte de la organizacion del trabajo y parte necesaria para la interpretacion de

resultados, situamos las categorias dentro de nuestro marco teérico, es decir, justificamos que

aspecto de significado ponen de manifiesto los estudiantes cuando evidencian alguna de las

categorias de la tabla 3.3. En primer lugar, las categorias Limite como objeto (LO) y Limite
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como proceso (LP) estan asociadas directamente con lo conceptual y lo procedimental,
respectivamente. La categoria Vinculacion entre limite e imagen (LI) se relaciona con la
definicion de continuidad (definicion 4) que siempre que la funcion sea continua, el limite
coincide con el valor de la imagen; la categoria Condiciones de lateralidad y doble
convergencia (CLDC) se relaciona con el teorema de los limites laterales finitos (teorema
12), la categoria Propiedades matematicas (PM) se asocia a convenios o resultados en el tema
de limites no contemplados, la categoria Referencia a las variables x e y (RV) realmente es
el uso de las notaciones, la categoria Coordinacion entre las variables x e y (CV), involucra
las relaciones que se establecen entre dichas notaciones, por esas razones estas 7 categorias

las asociamos a la estructura conceptual.

En lo relativo a los sistemas de representacion, distinguimos dos categorias: Representacion
gréfica (RG) y Otra representacion (OR). Y finalmente las categorias, Aspectos de no
alcanzabilidad (NA), Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR), Términos de
posicion relativa (PR) y Situaciones (ST) se asocian con la asignacién de propiedades que no
necesariamente son formales, se toman de la vida cotidiana o que forman parte del lenguaje

natural, por estas razones dichas categorias se relacionan con los sentidos y modos de uso.

La Tabla 3.4 sintetiza las categorias propuestas para cada una de las componentes del

significado en un primer nivel de complejidad cognitiva.

Tabla 3.4
Categorias segun las componentes del significado de un contenido matematico escolar.

Componente del tridngulo Categoria
semantico

Limite como objeto (LO)
Limite como proceso (LP)
Vinculacion entre limite e imagen (LI)
Estructura conceptual Coordinacion entre las variables x e y (CV)
Referencia a las variables x e y (RV)
Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC)
Propiedades matematicas (PM)
Representacion grafica (RG)
Otra representacion (OR)
Aspectos de no alcanzabilidad (NA)
Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR)
Términos de posicion relativa (PR)
Situaciones (ST)

Sistemas de representacion

Sentidos y modos de uso
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El sistema de categorias 2 pretende describir los razonamientos que evidencian los
estudiantes al resolver tareas que involucran el concepto de limite. Para ello, se han tenido
en cuenta las componentes de los argumentos propuestos por Reid y Knipping (2010) y
Stylianides (2007), descritos en el apartado 2.4.1. También consideramos 3 tipos de errores
matematicos, para lo cual utilizamos el trabajo de Ruiz-Hidalgo y Fernandez-Plaza (2013)
sobre analisis de tareas de calculo de limites en un punto. La resolucién de cada una de las
tareas propuestas en la segunda parte del cuestionario requiere el uso de definiciones,
propiedades y teoremas diferentes. Por ello, al analizar las componentes de los argumentos
utilizados en cada una de ellas surgieron categorias diferentes. La tabla 3.5 y la tabla 3.6
describen las categorias que emergieron del andlisis de las respuestas de los estudiantes a las
tareas T3_C2 y T5a_C2, respectivamente. Para construir estas categorias nos basamos en la

triangulacion de investigadores (Cohen et al., 2018).

Tabla 3.5
Categorias para la tarea T3_C2.

Afirmaciones  A11. lim g( x) no existe (—3).

Al12. El limite existe (es un nimero real o una expresion algebraica) o es

infinito (£ o0.).
Datos
D12. Célculode lim g(x) .
x—0"
D13. Célculode lim g(x) .
x — 0"
D14.Como lim g(x)= lim g(x) concluimos que lim g(x)no
x—>0" x— 0" X —
existe.
D15. Como li = li ncluim i
5.Co oXIerO[ g(x) XILT+ g( x ) concluimos que !lm) g(x)
existe.
D16. Como lim g( x)= lim g( x) concluimos que lim g(x)
X —0" x— 0" X —
existe.
Garantias o

e Garantia global presente de manera implicita en el argumento:
justificaciones

El limite de la funcion en el punto es finito (existe) y coincide con el valor
de los limites laterales (P) si, y solo si, los limites laterales de una funcion
real de variable real en un punto son finitos (existen) e iguales (Q)
(teorema 12).
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Tabla 3.5

Categorias para la tarea T3_C2.

Garantias usadas por los estudiantes:
G11. Si los limites laterales son finitos e iguales entonces el limite existe.

G12. Los limites laterales son finitos y no son iguales entonces el limite
no existe.

G13. Los limites laterales son finitos y no son iguales entonces el limite
existe.

Respaldo

El limite de la funcidn en el punto es finito (existe) y coincide con el valor
de los limites laterales (P) si, y solo si, los limites laterales de una funcion
real de variable real en un punto son finitos (existen) e iguales (Q)
(teorema 12).

R11. Para efectos de reportar un respaldo por parte de los estudiantes,
aceptamos que indiquen de manera explicita (verbal o simbolica)
argumentos relacionados con el teorema 12.

Errores

E3. Calcular el limite (Determinar el valor numérico, calcular limites
laterales o infinitos).

Elemento
Matematico
empleado

EM11. El limite de la funcién en el punto es finito (existe) y coincide con
el valor de los limites laterales (P) si, y solo si, los limites laterales de una
funcién real de variable real en un punto son finitos (existen) e iguales
(Q) (teorema 12).

Modo de
argumentar

MAL11. Si los limites laterales son finitos e iguales entonces el limite
existe. (Q = P).

MA12. Los limites laterales son finitos y no son iguales entonces el limite
no existe. (—Q = —P).

MAZ13. Los limites laterales son finitos y no son iguales entonces el limite
existe. (—-Q = P).

Modo de
representacion
del argumento

MR11. Simbélico.

Deseamos puntualizar, para la tarea T3_C2, que las afirmaciones, las garantias especificas y

los modos de argumentar son mutuamente excluyentes, mientras que los datos no lo son.

Ademaés, hay un vinculo muy fuerte de cada uno de los elementos de la tabla 3.5, con el

marco tedrico (apartado 2.5.4), especificamente, con el teorema 12 denominado teorema de

los limites laterales finitos, pues varios de los elementos de esta tabla coinciden exactamente

con dicho teorema, y en otras ocasiones nos basamos en el para hacer distintas

modificaciones y establecer los datos o garantias, por ejemplo.
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Tabla 3.6

Categorias para la tarea Tha_C2.

Afirmaciones

A3l lim f( x) no existe (—3), es +oo, es infinito, es oo

X—2

A32. lim f(x) existe (es un nimero real, una expresion algebraica) o

X—2

+o0,—00.

A33. lim f(x) es E k=0, keR.
X—>2 O

Datos

D31. Transformaciones aritméticas o algebraicas.

Garantias 0
justificaciones

Garantias globales presentes de manera implicita en el argumento:

Aplicacién de una técnica infinitesimal (Regla de L’Hopital) para obtener
una fraccion que permita evaluar para obtener un valor numérico o infinito.

Simplificacion algebraica de la fraccidon dada para obtener una fraccion
equivalente que permita evaluar para obtener un valor numérico o infinito.

Analisis de limites laterales tanto en la fraccion simplificada o en la fraccion
producto de la aplicacién de la regla de una técnica infinitesimal (Regla de
L’Hopital) para concluir que ambos limites son +oo.

Garantias usadas por los estudiantes:
G31. Evaluar directamente en la fraccion dada, Gnicamente.
G32. Transformar la fraccién dada en otra equivalente que permita evaluar.

G33. Evaluar directamente en la fraccion dada y obtener la forma % por lo

que transforma la fraccion en otra equivalente que permita evaluar.
G34. Hacer el célculo de limites laterales.

G35. Aplicar de forma parcial la regla de L’Hopital al derivar el numerador y
el denominador de la fraccion dada, sin evaluar en la fraccion resultante

G36. Aplicar la regla de L’Hopital al derivar el numerador y el denominador
de la fraccion dada y evaluar en la fraccién resultante.

Respaldo

R32. Explicitacion (verbal o simbdlica) que aplican una técnica infinitesimal
(regla de L’Hopital, teorema 18).

Errores

E1. Transformar expresiones algebraicas (Factorizar expresiones algebraicas,
expandir expresiones algebraicas).

E2. Simplificar las fracciones algebraicas
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Tabla 3.6
Categorias para la tarea Tha_C2.

E3. Calcular el limite (Determinar el valor numérico, calcular limites laterales
o infinitos).

E4. Derivacion al utilizar la regla de L Hopital.

E5. Igualacion del limite de una funcion con su criterio de asociacion.

Elemento ) .

Matematico EMB31. La Regla de L’Hopital (teorema 18).

empleado EM32. Procedimiento de simplificacion de fracciones algebraicas.
EM33. El limite es infinito y coincide con el infinito de los limites laterales
(P) si y solo si los limites laterales son infinitos e iguales (Q) (teorema de los
limites laterales infinitos, teorema 13 y apartado 2.5.5).

Modo de MAZ3L. La Regla de L’Hopital. Aplicacion del procedimiento.

argumentar
MAZ32. Algoritmo de simplificacion de fracciones algebraicas.
MAZ331. Si los limites laterales son infinitos e iguales entonces el limite es
infinito y coincide con el infinito de los limites laterales (Q = P).
MAZ332. Si los limites laterales son infinitos e iguales entonces el limite existe
MAZ333. Si los limites laterales son infinitos e iguales entonces el limite no
existe (Q = P).
MAZ334. Si los limites laterales son infinitos y distintos entonces el limite no
existe (—-Q = P).
MAZ335. Si los limites laterales son infinitos y distintos entonces el limite es
infinito (-Q = P).
MAZ336. Si los limites laterales son finitos e iguales entonces el limite no existe

Modo de

..~ MR31. Simbolico para los tres elementos matematicos.
representacion

del argumento

Queremos puntualizar que, para la tarea Th5a_C2, las afirmaciones son mutuamente
excluyentes, sin embargo, las garantias especificas, los errores, los elementos matematicos y
los modos de argumentar, no lo son. Ademas, hay un vinculo muy fuerte de cada uno de los
elementos de la tabla 3.6 con el marco tedrico, puntualmente con el apartado 2.5.5 limites

infinitos, y el teorema 18 denominado La Regla de L’ Hopital, ya que varios de los elementos
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de esta tabla se basan en lo expuesto en esos apartados. Para finalizar, deseamos explicitar
los acuerdos que consensuamos los investigadores en el momento de codificar estas 2 tareas

de desempefio:

e Engeneral, encuantoalatarea T3_C2y latarea T5a_C2, tenemos que, cuando no aparece

garantia, lo interpretamos como que no hay modo de argumentar.

e El error 3, (E3, tabla 3.6 o tabla 3.7) se evidencia cuando se hace una evaluacion del

limite de manera incorrecta.

e Enlatarea T3_C2, cuando se escribe que el limite es un niamero real y no se hace ningun
calculo, agregamos A12, E3 y MR11 unicamente. Si solo se evidencia de uno o de ambos
limites laterales (sin decir nada sobre el limite global) no agregamos garantia, y por ende
tampoco modo de argumentar, pero si agregamos elemento matematico y modo de

representar.

e Y en la tarea T5a_C2, cuando un estudiante da evidencias de uno o de ambos limites
laterales infinitos (sin decir nada sobre el limite global) no agregamos modo de
argumentar, pero si elemento matematico y modo de representar, el modo de argumentar
lo registramos solo si dan evidencias de los 2 limites laterales y concluyen sobre el limite

global.

3.4.1.3 Fase 5. Codificar y cuantificar a través de frecuencias o rangos las unidades de

analisis adscritas previamente al sistema de categorias establecido

Una vez establecidos ambos sistemas de categorias, se procedio al andlisis de la presencia o
ausencia de cada una de las caracteristicas descritas en la categoria. Los datos se anotaron en
una hoja de calculo en Excel que contiene una columna para cada una de las categorias,
correspondiendo cada fila a una unidad de informacion. Se agregaba un 1 cuando estaba
presente la categoria en la unidad de informacién y un 0 cuando no lo estaba, obteniendo un

registro de datos de naturaleza dicotomica.

A continuacion, vamos ejemplificar el proceso de codificacion de ambos sistemas de
categorias con el analisis de las respuestas de varios estudiantes a los cuestionarios.

Comenzaremos con las respuestas del estudiante EBM131319 a las tareas del cuestionario 1.
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Como puede observarse en la figura 3.10, al responder a la tarea T1_C1, el estudiante
SBL131319 evidencia la categoria Limite como Objeto (LO), ya que indica que el limite es

el punto. No obstante, en la tarea T2_C1, observamos las categorias:
e Limite como Proceso (LP) debido que se observa un proceso de aproximacion,

e Coordinacion entre las Variables x e y (CV), ya que hay relacién de la variable

independiente con la variable dependiente a través de procesos de aproximacion,

e Condiciones de Lateralidad y Doble convergencia (CLDC), pues evidencia que por

derecha e izquierda el limite debe ser -2,

¢ Posicion Relativa (PR) debido a que muestra diferentes preimagenes tanto a la izquierda

como a la derecha de 1,
¢ Otra Representacion (OR), ya que utiliza una representacion tabular.

Figura 3.10
Respuestas a las tareas T1_C1y T2_C1 del estudiante SBL1313109.

Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.
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Utilice uno o varios dibujos, esquemas-o figuras, es decir, lo que considere necesario
para representar la-definicion de limite planteada en la pregunta 1.

Nae 3eX ,
Looys 22X = =) < | 0D
\ BT
Q — T .
\ _Zaj 54D
\ \_Y__—Q ZA
LG T2 0%
&
-2 .

Ademas, anota dos situaciones generales para el limite (figura 3.11), por lo que evidencia la
categoria Situaciones (ST). Por ultimo, afirma que es el punto maximo al que se puede llegar,
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asociando el limite con un extremo (figura 3.12) y evidenciando las categorias Limite como
Objeto (LO) y Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR).

Figura 3.11
Respuesta a la tarea T3_C1 del estudiante SBL131319.

¢Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites?

Antet pre ;(C,L(:i@';\ ole AGAO jQ‘C{iE‘ﬂE,

Figura 3.12
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante SBL131319.

Ademas del significado matematico de la palabra limite que ha estudiado-en clase Lqué

ofro signiﬁ(.:adf) tifen_e dicha palabra para usted fuera de la matematica? Puede utilizar
ejemplos, dibujos, definiciones o lo que considere necesario. c
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Para ejemplificar el resto de categorias sobre el sentido en un primer nivel de complejidad
cognitiva, esto es, las categorias RV, LI, NA, PM, y RG, presentamos el andlisis de las

respuestas del estudiante SBL030901 a las tareas del cuestionario 1.
En la figura 3.13, percibimos como el estudiante SBL030901 evidencia las categorias:

e Propiedades matematicas (PM), debido a que el estudiante comienza la definicion

hablando de una funcion real de variable real;

e Limite como proceso (LP), puesto que en la definicién usa términos como acercando,
acercar y en la representacién usa puntos alrededor de a y de L para denotar

acercamientos;
e Referencia a las Variables x e y (RV), pues usa los términos preimagen e imagen;

e Coordinacién entre las variables x e y (CV), ya que en la definicion manifiesta que cuando
se vayan a cercando los nimeros a una preimagen, se van a acercar a una imagen, lo

refuerza en la representacion al asociar puntos del eje x con puntos del eje y.
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Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC), pues en la definicion indica
que el limite debe ser el mismo tanto por izquierda como por derecha, ademas lo subraya

en la representacion al dibujar que por izquierda y por derecha el limite es L;

Términos de posicion relativa (PR), pues como se indica en su descripcion, cada vez que
se evidencia la categoria CLDC se exhibe la categoria PR, ya que se hace referencia a los
términos izquierda y derecha;

Vinculacién entre limite e imagen (LI), ya que indica que, esta imagen es el limite;
Representacion grafica (RG), ya que usa el plano cartesiano para representar el limite;

Limite como Objeto (LO) pues en la definicion dice esta imagen es el limite. Esto se
refuerza en la tarea T4_C1 (figura 3.14), cuando dice que se puede usar el limite para
definir cudl es el punto al que no se llegara, es decir, afirma que es un punto y da

evidencias de la acepcion de limite como fin;

Aspectos de no alcanzabilidad (NA) ya que como se menciono, el estudiante manifiesta
se puede usar el limite para definir cual es el punto al que no se llegard, es decir, da

evidencias de fin (figura 3.14).

Figura 3.13
Respuestas a las tareas T1_C1y T2_C1 del estudiante SBL030901.

2. Explique con sus propias palabras qué significa la deﬁrﬁcién'anteﬂor.
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Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que considere necesario,
para representar la deﬁmcmn de limite planteada en la pregunta 1.
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Figura 3.14
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante SBL030901.
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Veamos ahora, a modo de ejemplo, como se pueden observar algunos de los componentes de
la tabla 3.8 en la respuesta del estudiante SIB051210 a tarea T3_C2 (figura 3.15).

Figura 3.15
Respuesta a la tarea T3_C2 del estudiante SIB051210.

x six<0

1. Sea g una funcién real de variable real tal que g(x)=42"""si 0<x< el

x d#HAra™
Calcule lxi%g(x).
.
20"
4

Concretamente, el estudiante evidencia varios componentes en el argumento:

e ¢l elemento matemético (apartado 2.4.1.1, teorema 12) exhibido es que los limites
laterales de una funcidn real de variable real en un punto son finitos (existen) e iguales si
y solo si el limite de la funcidn en el punto es finito (existe) y coincide con el valor de los

limites laterales, pues es en lo que se basa para exponer su argumento;

e su modo de argumentar (apartado 2.4.1.2) y a la vez su garantia es que si los limites
laterales son finitos y no son iguales entonces el limite no existe, ya que hace el calculo
del limite lateral izquierdo y del derecho y obtiene resultados diferentes, y concluye que

el limite no existe al utilizar el simbolo —3.
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utiliza un modo de representar (apartado 2.4.1.3) simbolico para representar su

argumento,
la afirmacion que exhibe es que no existe el limite, al utilizar el simbolo —3,

los datos mostrados son el célculo de los limites laterales por izquierda y derecha de cero.
Ademas evidencia que los limites laterales son diferentes y que no existe el limite, pues
como se puede observar el limite lateral izquierdo es 0, el limite lateral derecho es 271

son diferentes y concluye que el limite no existe;
no utiliza un respaldo para su garantia, y

no presenta errores en el argumento.

De modo similar, ejemplificamos algunos de los componentes de la tabla 3.9 con el anlisis
de la respuesta del estudiante S1Q021004 a la tarea T5a_C2 (figura 3.16).

Figura 3.16
Respuesta a la tarea T5a_C2 del estudiante SIQ021004.

| 3% —12
o . = )X 1
3. Considere la siguiente expresion lim|

| (= 2) (2x ,1)‘

a. Calcule el limite anterior.

Como puede observarse el estudiante evidencia varios componentes en el argumento:

usé 2 elementos matematicos (apartado 2.4.1.1), el algoritmo de simplificaciéon de
fracciones algebraicas, que a la vez es también su modo de argumentar, y el teorema que
dice que si los limites laterales son infinitos e iguales si y solo si el limite es infinito y
coincide con el infinito de los limites laterales, ya que es en lo que se basa para exponer

Su argumento;
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para este ultimo elemento matematico, el modo de argumentar (apartado 2.4.1.2) que
evidencia el estudiante es que si los limites laterales son infinitos e iguales entonces el
limite no existe, pues como puede observarse en el argumento, el estudiante evidencia

que el limite por izquierda y derecha de 2 es +o e indica que el limite no existe;

utiliza un modo de representacion (apartado 2.4.1.3) simbolico, pues utiliza simbolos

matematicos para representar su argumento,
la afirmacion brindada es que el limite no existe, explicitandolo de manera verbal,

los datos proporcionados son las transformaciones aritméticas o algebraicas, pues como

se observa factoriza y simplifica la fraccidn algebraica,

las garantias que evidenciadas son, evaluar directamente en la fraccion dada y obtener la
forma % por lo que transforma la fraccion en otra equivalente que permita evaluar; y
hacer el calculo de limites laterales,

no respalda sus garantias, y

no presenta errores en el argumento.

En cuanto a la tarea T4_C2, detallaremos los modos de argumentar que evidencian los

estudiantes. En la figura 3.17 apreciamos la respuesta del estudiante SIS102109 a la tarea
T4_C2.

Figura 3.17
Respuesta a la tarea T4_C2 del estudiante SIS102109

.
©
lim[ f(2+k)-3]=0.
®
f

2. Sea funa funcion real de variable real tal que lin21 F(x)=3. Encierre con un circulo la

letra de las proposiciones que considere verdaderas (puede encerrar mas de una si lo
considera necesario). Si no considera ninguna verdadera, encierre con un circulo la
proposicion f.

f es continua en el punto x=2.
S esta definida en x=2.

f(2)=3.

£'(2) existe.

Ninguna de las proposiciones mencionadas es verdadera.
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Como se aprecia en la respuesta a la tarea T4_C2 (figura 3.17) el estudiante S1S102109 ha
seleccionado las opciones ¢, d y e. Los modos de argumentar evidenciados, de acuerdo con
la tabla 3.4 son: que si existe el limite de una funcion en un punto entonces la funcion esta
definida en dicho punto y ademas su imagen coincide con el valor del limite, que si existe el
limite de una funcion en un punto entonces existe el limite en otro punto a través de un
cambio de variable valido, y que si existe el limite de una funcion en un punto entonces la

derivada de la funcion existe en ese punto.

Con respecto a la tarea T5b_C2, identificamos los elementos matematicos a los que prestan
atencion los estudiantes al identificar cada representacion En la figura 3.18 mostramos la
respuesta del estudiante SIT140401 a la tarea T5b_C2.

Figura 3.18
Respuesta a la tarea T5b_C2 del estudiante SIT140401.

b. Identifique la grafica de la funcién con una de las representaciones dadas en la plantilla
de graficas que se encuentra en la pagina 6. Justifique su eleccién.

Como se percibe en la respuesta a la tarea T5b_C2 (figura 3.18) el estudiante SIT140401 ha
seleccionado la representacion de la imagen D, y el elemento matematico que utiliza para

justificar su eleccidn es que la funcion tiene una asintota vertical.

Las Fases 6 y 7. Vincular e interpretar las categorias considerando sus unidades de analisis
adscritas y relacionar el proceso de analisis de contenido con lo que se indaga y con los
agentes que intervienen: hablante —escritor u oyente— lector, no se detallan ya que son parte

de los resultados y conclusiones del trabajo, capitulo 4 y capitulo 5 respectivamente.
3.4.2 ANALISIS DE CONGLOMERADOS

Por altimo, nos servimos de un analisis cluster para obtener una vista sintetizada de las
concepciones sobre el limite de los participantes mediante la formacion de grupos. El anélisis
cluster o analisis de conglomerados permite organizar los datos en grupos homogéneos
basados en conjuntos de variables clasificadas (Hardle y Simar, 2015). En nuestro caso, el

analisis de contenido nos dejaba ver algunas similitudes entre las respuestas dadas a cada una
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de los sujetos; sin embargo, también nos interesaba determinar similitudes por participante
segun las respuestas que daba al instrumento de forma conjunta, y asi poder identificar
perfiles de significado dados al limite.

El analisis de conglomerados se realizd con el software R, version 4.2.3. R (https://www.r-
project.org/), un lenguaje de programacion multiplataforma basado en software libre
disefiado para el analisis estadistico. Como sefialamos previamente, aunque nuestro trabajo
es inicialmente cualitativo, este analisis nos permitié agrupar a los participantes por
similitudes en las respuestas que no son faciles de detectar observando los datos. Asi que el

software resultd ser una herramienta muy util para este proposito.

El analisis de conglomerados fue de tipo jerarquico aglomerativo, para el que se requirié una
medida de similitud debido a la naturaleza dicotdmica de los datos. EI método empleado fue
el de Ward, que minimiza la suma de los cuadrados de las diferencias entre cada individuo y
su centroide dentro de cada grupo (Rencher, 2002). De todas las medidas de similitud
posibles se eligio la de Rogers-Tanimoto: dadas las posibilidades de dos variables binarias

se puede construir una tabla de contingencia 2x2 que se puede esquematizar como se aprecia

en la tabla 3.7.
Tabla 3.7
Posibilidades de dos variables en una tabla de contingencia 2x2.
1 0 Totales
1 a b a+b
0 C d c+d

Totales a+c b+d m=a+b+c+d

Donde a representa la cantidad de individuos que toman valor 1-1, b el nimero de sujetos

que toman valor 1-0; la letra ¢ representa a aquellos con valor 0-1, y la letra d a los 0-0.

La medida de Rogers-Tanimoto a+d , Se interpreta como la probabilidad de que
a+d+2(b+c)

un individuo elegido al azar presente una coincidencia de cualquier tipo, pesando el doble las

no coincidencias.

La eleccion del método Ward la realizamos tras comprobar que, usado los otros métodos y
calculando los coeficientes de aglomeracion con todos los métodos, el que mejor resultado

brinda es el que da el método de Ward con un coeficiente de 0,9492285 en el momento 1.



CAPITULO 3. METODOLOGIA 96

También hemos calculado el coeficiente cofenético que mide la correlacion entre la
disposicion inicial y final. El resultado es bajo, un coeficiente de 0,4414. El anélisis cluster

se uso para analizar los resultados del cuestionario 1.
3.4.3 ANALISIS DE k-MEDIAS

El método de las k-Medias es un tipo de analisis de conglomerados no jerarquico. Los
métodos de clasificacion no jerarquicos parten de una particion en k grupos establecidos de
antemano y, mediante diferentes algoritmos, buscan una mejorar la particion inicial. Las
técnicas y los criterios que se utilizan para realizar esta mejora los dividen en diversos tipos.
De ellos, el método de las k-Medias pertenece al grupo de métodos de reasignacion en los
que los individuos pueden pasar de un grupo a otro en las diferentes etapas hasta conseguir

una particion optima.

El primer paso para ello es calcular los puntos iniciales o puntos semilla. A continuacion, se
clasifican los individuos segun su proximidad a los puntos iniciales, clasificando dentro del
mismo grupo aquellos con una menor distancia 0 mayor proximidad al nucleo del grupo.
Después de cada asignacion, se recalculan los centroides que tomaran el papel de nuevo
nucleo del cluster. Los pasos anteriores se repiten tantas veces como sea necesario hasta que
en la distribucion de grupos no haya cambios significativos, es decir, hasta que se haya

alcanzado una convergencia (Rencher, 2002).

En nuestro trabajo, cada uno de los 4 clusters realizados en el momento 1 (durante la
ensefianza del concepto de limite) tiene un centroide o punto medio para cada categoria.
Luego, en el momento 2A (después de la ensefianza del concepto de limite), dadas las
respuestas de los estudiantes, sefialamos de que centroide estad mas cerca cada categoria, si
del centroide de los conglomerados 1, 2, 3 0 4. Para ello realizamos una medida de las
distancias euclideas y no por similitud, por lo que hicimos un k-Medias con una sola
iteracion, para determinar de qué centroide del momento 1 esta mas cerca cada categoria, sin

preocuparnos de las repeticiones del método.
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3.5 DESARROLLOY VALIDACION DEL SISTEMA DE CATEGORIAS
1 PARA EL ANALISIS DEL SIGNIFICADO DEL CONCEPTO DE
LIMITE

La disponibilidad de un sistema de categorias que nos permitiera analizar los significados del
concepto de limite nos llevo a preocuparnos, inicialmente, por construir y validar dicho
sistema de categorias. A continuacion, detallamos el proceso de construccion del sistema de

categorias 1.

Esta parte de la memoria corresponde a la parte inicial de la investigacion, en la que,
utilizando una muestra restringida de los datos, consultamos estudios previos,
fundamentamos un sistema de categorias inicial, lo pusimos “a prueba” y, tras discusion de
los investigadores, creamos, modificamos y consolidamos unas categorias que nos
permitieran no solo el andlisis de respuestas sobre la definicion de limite, sino también el de

respuestas sobre representaciones y modos de uso del concepto.
3.5.1 ANALISIS DE LAS DEFINICIONES DEL CONCEPTO DE LIMITE

Para analizar las respuestas de los estudiantes partimos de las categorias de analisis
propuestas por Fernandez-Plaza et al. (2013b). Sin embargo, al poner en practica este sistema
de categorias con las definiciones de limite proporcionadas por 10 estudiantes surgio la
necesidad de precisar algunas de ellas e incluir categorias nuevas. En la tabla 3.8 presentamos
la relacion entre estas categorias y las categorias que emergieron de nuestro estudio. Hay que
destacar que todas estas categorias son dicotdmicas e indican la presencia o ausencia de la

caracteristica que describe la categoria.

La categoria tipo de objeto/proceso, descrita como “cuando los estudiantes establecen
distintas referencias para el objeto limite (lugar del plano, conjunto de puntos, recta, etc.); en
algunos casos, se destaca también su dualidad procesual (aproximacion)” (Fernandez-Plaza
et al., 2013b, p. 122), se convirtid en dos categorias que no son excluyentes: limite como

objeto y limite como proceso.

La categoria vinculacion entre limite e imagen se establece cuando el estudiante “asigna al
limite un valor de imagen se observa una Identificacion (de manera general), una Conexion

(en casos particulares) o bien una Independencia entre dicho limite y el valor imagen de la
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funcién” (Fernandez-Plaza et al., 2013b, p. 122), se convirtié en una Unica categoria llamada

vinculacion entre limite e imagen, porque lo que nos interesa es determinar si los estudiantes

relacionan el limite con la imagen ya sea de manera general o0 con casos particulares.

Tabla 3.8

Adaptacion de las categorias de Fernandez-Plaza et al. (2013b).

Categorias de Fernandez-Plaza et al.
(2013b)

Nuestras categorias iniciales

Tipo de objeto/proceso

Limite como objeto (LO)
Limite como proceso (LP)

Vinculacion  entre
(identificacion,
independencia)

limite e imagen
conexioén e

Vinculacion entre limite e imagen (LI)

Descoordinacion de los procesos en el
dominio y en el rango de la funcion

Descoordinacion de los procesos en el
dominio de la funcion (DX)

Descoordinacion de los procesos en el
rango de la funcion (DY)

Descoordinacion general de los procesos
(DG)

Coordinacion entre las variables x e y (CV)

Referencia explicita a un sistema de
representacion distinto al numérico o
simbdlico

Simbolos matemaéticos y notaciones (S)

Referencia a un sistema de representacion
grafico y/o geométrico (G)

Evaluacion en el punto

Tabla de valores

Condiciones de
convergencia

lateralidad y doble

Condiciones de lateralidad y doble
convergencia (CLDC)

Aspectos estructurales de alcanzabilidad y
rebasabilidad

Aspectos estructurales de no
alcanzabilidad (NA)

Aspectos estructurales de alcanzabilidad y
no rebasabilidad (ANR)

Reproduccién de la definicion de
referencia

Referencia a las variables x e y (RV)
Terminos de posicion relativa (PR)
Propiedades matematicas (PM)

La categoria descoordinacion de los procesos en el dominio y en el rango de la funcion, que

se presenta cuando “los escolares so6lo se refieren a la variable x” (Fernandez-Plaza et al.,

2013b, p. 122), motivé la creacion de cuatro categorias mutuamente excluyentes:

coordinacion entre las variables x e y, descoordinacion de los procesos en el dominio de la
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funcién, descoordinacion de los procesos en el rango de la funcion y descoordinacién general

de los procesos.

Asimismo, la categoria denominada referencia explicita a un sistema de representacion
distinto al numérico o simbdlico, se presenta con el “empleo de términos para el
objeto/proceso limite relacionados con un sistema de representacion diferente al numeérico o
simbolico” (Ferndndez-Plaza et al., 2013b, p. 122), motivé la creacion de la categoria
simbolos matematicos y notaciones, y de la categoria referencia a un sistema de

representacion grafico y/o geométrico.

La categoria condiciones de lateralidad y doble convergencia, en la que los estudiantes
“expresan que los procesos de célculo del limite, bien por la izquierda o bien por la derecha,
deben dar el mismo resultado” (Fernandez-Plaza et al., 2013b, p. 122), se mantiene sin
modificaciones. La categoria aspectos estructurales de alcanzabilidad y rebasabilidad,
descrita como “la posibilidad o no de alcanzar o rebasar el limite puede ser expresada por los
escolares en sus definiciones” (Ferndndez-Plaza et al., 2013b, p. 122), se desglosé en dos
categorias: no alcanzable y alcanzable pero no rebasable. Finalmente, surgio la necesidad de
incluir las categorias referencia a las variables x e y, términos de posicion relativa y
propiedades matematicas. Seguidamente, presentamos la descripcion de nuestras categorias

expuestas en la segunda columna de la tabla 3.8.

(1) Limite como objeto (LO): los sujetos establecen distintas referencias para el objeto
limite (Cottrill et al., 1996; Fernandez-Plaza et al., 2013b, Sfard, 1991; Tall, 1980).
Se entiende limite como una nocidn estatica. Algunas palabras claves para identificar
esta categoria son: namero, valor, lugar, etc. Si un sujeto dice que un limite se
aproxima a un namero, pero no dice que el limite sea el nimero, entonces no hay

evidencia de LO.

(2) Limite como proceso (LP): los sujetos refieren al limite de manera procesual
(aproximacion) (Cottrill et al., 1996; Fernandez-Plaza et al., 2013b, Sfard, 1991; Tall,
1980). Es una nocion dinamica. Los sujetos hacen referencia a un proceso de
obtencion o procedimiento. Algunas palabras claves para identificar esta categoria
son: aproximarse, tiende, acercar, etc. Si el sujeto usa un verbo de procedimiento, y

no dice nada sobre el objeto limite, asumimos que evidencia LP, como por ejemplo
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“estudia lo que ocurre alrededor de los puntos”, “analisis de un punto”. Las categorias

limite como objeto y limite como proceso no son mutuamente excluyentes.

(3) Vinculacién entre limite e imagen (LI): los sujetos atribuyen al limite un valor de
imagen de la funcion (Fernandez-Plaza et al., 2013b). La alusién a la imagen puede
hacerse de manera implicita, por ejemplo, en la afirmacién “es el valor méximo o
mas proximo al punto que pertenece a una funcién” dice que pertenece a una funcion,
por ende, ese valor debe ser imagen, “el nimero al que tiende una funciéon cuando
sustituyo valores en una variable especifica” pues al sustituir los valores se entiende
que son las imagenes. Cuando los sujetos vinculan el limite con un valor de la imagen,
en particular, estan evidenciando el limite como objeto, es decir, si se da L1 entonces
se da LO.

Las categorias 4-7 que mostramos a continuacion, representan las distintas posibilidades que
encontramos en lo relativo a la coordinacion o descoordinacion entre las variables x e y, por
lo que son mutuamente excluyentes. Ademas, estas categorias solo se evidencian cuando los

sujetos aluden al limite como proceso.

(4) Coordinacion entre las variables x e y (CV): los sujetos indican que €S un proceso en
el que estan implicadas las dos variables (x e y), una depende de otra. Los sujetos
evidencian convergencia de y en relacion con la convergencia de x, es la

aproximacion de las iméagenes a un namero, cuando x se aproxima al punto.

(5) Descoordinacion de los procesos en el dominio de la funcién (DX): los sujetos, de
manera explicita, sélo evidencian convergencia de x, es decir, solo evidencian la

aproximacion de las preimagenes a un nimero. (Fernandez-Plaza et al., 2013b).

(6) Descoordinacion de los procesos en el rango de la funcion (DY): Los sujetos, de
manera explicita, sélo evidencian convergencia de y, es decir, solo evidencian la

aproximacion de las imagenes a un namero.

(7) Descoordinacion general de los procesos (DG): Los sujetos evidencian convergencia
en una sola de las variables, ya sea en la variable independiente o en la variable
dependiente, pero no explicitan en cual de ellas. Es decir, hay descoordinacion
general, cuando el estudiante ve al limite como un proceso, no coordina las variables,

no descoordina en x, no descoordina eny.
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(8) Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC): los sujetos expresan que
los procesos de calculo del limite, por la izquierda y por la derecha, deben dar el

mismo resultado (Fernandez-Plaza et al., 2013b).

(9) Términos de posicion relativa (PR): los sujetos usan palabras o frases para el limite
que denotan una posicion relativa, es decir, aluden a donde esta ubicada una nocion
matematica con respecto a una nocién fija (objeto) de manera explicita o implicita.
Algunas palabras claves para identificar esta categoria son: cercano, a la derecha,
encima de, mayor que, préximo, por encima, es una proximidad. Esta categoria no
necesariamente estd relacionada con el LO. Ademas, si los sujetos evidencian la
categoria CLDC entonces sefialan la categoria PR, y puede haber PR sin que haya
CLDC.

Las categorias 10-11 son mutuamente excluyentes.

(10) Aspectos estructurales de no alcanzabilidad (NA): los sujetos expresan la
imposibilidad de alcanzar el limite. (Cornu, 2002; Fernandez-Plaza et al., 2013b;
Monaghan, 1991). Algunas frases claves para identificar esta categoria son: sin nunca
tocar dicho valor, siguiendo la regla de que, y no va a ser el resultado, nunca lo llega

a pasar o tocar, etc.

(11) Aspectos estructurales de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR): los sujetos
expresan la posibilidad de alcanzar el limite, pero no de rebasarlo o sobrepasarlo.
Usan palabras como no pasar (Cornu, 2002; Fernandez-Plaza et al., 2013b;
Monaghan, 1991). Algunas frases claves para identificar esta categoria son: punto

final, valor méximo, hasta donde llega la funcién.

(12) Referencia a las variables x e y (RV): los sujetos usan palabras especificas para
aludir a las variables independiente y dependiente de la funcion. Algunas palabras
claves para identificar esta categoria son: preimagen, imagen, punto en X, punto eny,

etc.

(13) Simbolos matematicos y notaciones (S): los sujetos usan simbolos matematicos,
notaciones para aludir a diferentes nociones matematicas. Algunos simbolos claves

para identificar esta categoria son: f, a, L, X, y, etc.
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(14) Referencia a un sistema de representacion grafico y/o geométrico (G): los sujetos
usan términos para el objeto/proceso limite relacionados con un sistema de
representacion grafico y/o geométrico. Algunas palabras claves para identificar esta
categoria son: punto final, en la gréafica, el punto en una recta, huecos que hay en un

gréfico, etc.

(15) Propiedades matematicas (PM): los sujetos hacen referencia a propiedades o
nociones que son verdaderas en la matematica, no contempladas en el resto de las

categorias de analisis.

Una vez que construimos este sistema de categorias para el analisis de las definiciones del
concepto de limite, procedimos a validarlas, ya que es un sistema de categorias compuesto
por categorias deductivas en inductivas. Para ello se analizaron de manera independiente 49
definiciones de limite proporcionadas por los estudiantes y realizamos una triangulacion para
consensuar, ajustar y explicar mas las definiciones de las categorias de manera que nos

permitieran hacer un andlisis sistemético y con la menor de las ambigiiedades.

La muestra utilizada en dicha validacion correspondio a la produccion escrita que brindaron
38 estudiantes de Calculo | de Biologia e Ingenieria en Quimica Industrial al pedirles que
explicaran con sus propias palabras el significado de la definicion de limite que le habia dado
su profesor en el Momento 1. Con ello buscabamos conocer, en aspectos generales, la forma
en que expresaban su interpretacion de dicho concepto y los aspectos o caracteristicas que
resaltaban del mismo. En este sentido, consideramos cada definicidn dada por los estudiantes
como una unidad de andlisis, entendiendo que una definicion completa acaba cuando el
estudiante agrega un punto y aparte. Once estudiantes respondieron dos veces a la tarea, por

lo que en total trabajamos con 49 unidades de analisis.

La fiabilidad es la medida en que un procedimiento de medicidn arroja los mismos resultados
en ensayos repetidos. Esto ultimo es particularmente relevante para el andlisis de contenido
codificado por humanos, ya que una medida es poco valiosa si solo puede ser realizada una
vez o por una sola persona en particular (Neuendorf, 2017). La replicabilidad es la forma mas
importante de fiabilidad (Krippendorff, 2004). Los indices de fiabilidad se utilizan para
determinar la fiabilidad de las mediciones realizadas por los investigadores (Sim y Wright,
2005).
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Neuendorf (2017) describe cuatro amenazas para la fiabilidad: un esquema de codificacion
mal ejecutado, el entrenamiento inadecuado del codificador, la fatiga del codificador y deriva
del codificador y, la presencia de un codificador deshonesto. Para evitar estas amenazas,
hemos realizado varios ciclos de revision de las categorias con una muestra de las respuestas
de los estudiantes y posteriormente hemos discutido los resultados, como parte del
entrenamiento en la codificacion. Este proceso ha dado lugar a la modificacion de la
descripcion de las categorias, que hemos redactado de la forma méas explicativa posible,
incluyendo términos usuales en los que aparecen y algunas aclaraciones a dudas que
surgieron al aplicar dichas categorias a una muestra. Ademas, hemos asociado las que estan
relacionadas para que sea mas sencilla la categorizacion. Por ultimo, dada la importancia que
tiene para nosotros ajustarnos a la realidad, hemos realizado las categorizaciones en
momentos que nos sintamos comodos Yy centrados, evitando dedicarnos a este trabajo cuando

estabamos fatigados.

A modo de ejemplo, en la categoria LI se agreg6 que la alusion a la imagen se podia hacer
de manera implicita, por ejemplo, en la afirmacion “es el valor maximo o mas proximo al
punto que pertenece a una funcion” dice que pertenece a una funcion, por ende, ese valor
debe ser imagen, “el numero al que tiende una funcidn cuando sustituyo valores en una
variable especifica” pues al sustituir los valores se entiende que son las iméagenes, ya que uno
de los investigadores solo anotaba esta categoria cuando aludia a la imagen explicitamente.
Algo similar consensuamos para la categoria LO, ya que acordamos que, si un estudiante
dice que un limite se aproxima a un numero, pero no dice que el limite sea el nimero,
entonces no esta presente dicha categoria. Por limitaciones de espacio, no podemos desglosar
los cambios de todas las categorias. Una vez depuradas las 15 categorias con las respuestas
de los 10 estudiantes, los tres investigadores analizamos nuevamente de manera
independiente las 49 respuestas de los 38 estudiantes y determinamos nuestro grado de

acuerdo en las categorizaciones de las respuestas de los sujetos de investigacion.

Para esto hemos utilizado el acuerdo de categorizacion entre evaluadores, debido a que
medimos el acuerdo entre los tres investigadores. En concreto, utilizamos el indice Holsti,
que es el porcentaje de acuerdo entre codificadores de los mismos casos (Neuendorf, 2017;

Wang, 2011), ya que es facil de entender, calcular y se puede aplicar a mas de dos
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codificadores. La férmula es: PA, = donde PAo representa el porcentaje de acuerdo

1 + 2
entre dos codificadores, A es el numero de decisiones de consenso de dos codificadores, y
N1y N2 son los numeros de decisiones que los codificadores han tomado respectivamente
(Wang, 2011). Sin embargo, dado que queremos conocer el grado de acuerdo de los tres

3A
investigadores, tuvimos que modificar esta formula quedando PA, = NaNTN donde
1 2 3

PAo representa el porcentaje de acuerdo entre tres codificadores, A es el nimero de decisiones

de consenso de los tres codificadores, y N1, N2 y N3 son los nimeros de decisiones que los

codificadores han tomado respectivamente.

El indice Holsti de nuestro sistema de categorias fue de 0,92. Sin embargo, siguiendo las
recomendaciones de Neuendorf (2017), decidimos realizar el Holsti por categorias (Tabla
3.9) para tener informacion especifica de cada una y evitar que el promedio de acuerdos
ocultara la baja fiabilidad de alguna de ellas. Como se puede apreciar, cada categoria tiene
un porcentaje alto de acuerdo, siendo simbolos matematicos y notaciones (S) la categoria con
el porcentaje mas bajo y descoordinacion de los procesos en el rango de la funcion (DY) es
la categoria con el porcentaje mas alto de acuerdo. Se aprecia como de las 15 categorias 12
tienen un acuerdo entre los tres investigadores del 0,90 o mas. Indicar que, el indice Holsti
de la primera version aplicada a los estudiantes de Biologia arrojé un Holsti global de los tres
investigadores de 0,80.

Tabla 3.9

Indice Holsti por categorias de los tres investigadores.
Categoria Porcentaje
LO 90%
LP 88%

LI 92%
cVv 94%
DX 96%
DY 100%
DG 90%
CLDC 96%
PR 98%
NA 92%

ANR 92%
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Tabla 3.9

indice Holsti por categorias de los tres investigadores.
Categoria Porcentaje

RV 88%

S 86%

G 90%

PM 92%

Global 92%

A continuacién, observamos la figura 3.19 donde el estudiante SBL012507 explica la

definicion del concepto de limite.

Figura 3.19
Respuesta a la tarea T1_C1 del estudiante SBL012507.

Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.

El limite de f en a. e L solo cuando si al aproximarse a g

por derecho Y por .ZQulerda se obtiene el resuHado ofe 9"‘6

L ..
las :maaeneJ de a eny tienden a

En la figura 3.19 observamos cdmo el estudiante evidencia las categorias Limite como objeto
(LO) ya que indica que “el limite de fen a es L” y Limite como proceso (LP) ya que utiliza
los términos “aproximarse” y “tender”. Ademas, exhibe la categoria Coordinacion entre las
variables x e y (CV), pues indica que es un proceso en el que estan implicadas las variables
x ey, donde una depende de otra; exhibe la categoria Condiciones de lateralidad y doble
convergencia (CLDC) pues establece la necesidad de que las aproximaciones por la derecha
y la izquierda del nimero y que el limite sea L, evidencia la categoria Términos de posicion
relativa (PR) pues usa los términos izquierda y derecha, exhibe la categoria Referencia a las
variables x e y (RV) pues usa el término imagenes y finalmente evidencia la categoria Simbolos

matematicos y notaciones (S) pues usa los simbolos f, a, L, .
3.5.2 ANALISIS DE LAS REPRESENTACIONES DEL CONCEPTO DE LIMITE

Posteriormente este sistema de 15 categorias nos sirvio para analizar las representaciones del
concepto de limite que brindaban los mismos 38 estudiantes, por lo que en total trabajamos
con 38 unidades de analisis. Como lo indicamos anteriormente, a los estudiantes se les pidio6

que utilizaran uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que consideraran
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necesario, para representar la definicion de limite, esta es la segunda tarea del cuestionario 1
(T2_C1). Identificamos los tipos de sistemas de representacion de cada unidad de analisis
que utilizaron los estudiantes (grafico, simbolico, tabular o verbal), encontrando estudiantes

que usaban mas de un sistema de representacion.

En este sistema de categorias, las categorias Referencia a un sistema de representacion
gréfico y/o geométrico (G) y Simbolos matematicos y notaciones (S) no las consideremos
para analizar las representaciones, debido a que duplican la informacion, ya que son

categorias que aluden directamente a las representaciones.

Una vez establecidas las categorias, se procedio al anélisis de la presencia o ausencia de cada
una de las caracteristicas descritas en la categoria. Los datos se anotaron en una hoja de
calculo en Excel que contiene una columna para cada una de las 13 categorias,
correspondiendo cada fila a una unidad de informacion. Se agregaba un 1 cuando estaba
presente la categoria en la unidad de informacién y un 0 cuando no lo estaba. A continuacién,
en la figura 3.20 se muestra la representacion del sujeto SBL012507.

Figura 3.20
Respuesta a la tarea T2_C1 del estudiante SBL012507.

Utilice-uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que consndere necesano
para representar la definicion de limite planteada en la pregunta 1.

Notese que el sujeto SBL012507 usa una representacion gréfica. En ella indica que la imagen
de aes L, por lo que evidencia las categorias Vinculacion entre limite e imagen (LI) y limite
como objeto (LO). Resalta acercamiento aa y a L lo que evidencia la categoria Limite como
proceso (LP) y Coordinacion entre las variables x e y (CV). También, esboza que por
izquierda y por derecha de a el limite deber ser L, por lo que muestra las categorias
Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC) y Términos de posicion relativa
(PR).
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Las categorias, referencia a las variables x e y (RV), descoordinacion general de los procesos
(DG), y descoordinacion de los procesos en el rango de la funcion (DY) no estuvieron
presentes en las representaciones de los estudiantes. Es decir, solo hubo evidencia de las

restantes 10 categorias en las representaciones de los estudiantes.

3.5.3 ANALISIS DE LAS SITUACIONES Y DE LOS TERMINOS Y MODOS DE USO
DEL CONCEPTO DE LIMITE

En cuanto al sentido, para la codificacion de los términos y modos de uso consideramos
cuatro categorias basados en cuatro definiciones de limite contenidas en el diccionario de la

Real Academia de la Lengua Espariola:

» Frontera (barrera e impedimento): Linea real o imaginaria que separa dos tierras, dos
paises, dos territorios.

» Extremo que puede llegar a lo fisico y lo emocional —Llegd al limite de su poder.
» Plazo. Esta categoria no se detectd en las respuestas de los estudiantes.

» Fin (dimensiones limite, situacion limite). Cualidades reales o imaginarias que no son

propias del ser humano —fin de las historias, final de la pelicula, final de una pagina.

Cada una de estas 4 categorias remite, atendiendo a la interpretacion seguida en esta
memoria, a las categorias Limite como objeto (LO). Ademas, las tres primeras categorias
estan relacionados con la categoria Aspectos estructurales de la alcanzabilidad y no
rebasabilidad (ANR) mientras que la Gltima alude a Aspectos estructurales de la no
alcanzabilidad (NA).

Refiriéndose también al sentido, para el analisis de las situaciones consideramos cuatro

categorias como resultado de las respuestas de los estudiantes:
« Sector productivo: comprende la industria, la medicina y las actividades economicas;
* Matematicas: contiene graficas matematicas, convergencia, derivada, ...;
« Carreras técnicas: que incluye arquitectura e ingenieria;

» Experimental: incluye Astronomia y Fisica.

! https://dle.rae.es/diccionario
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Las categorias de las situaciones y de los términos y modos de uso no son excluyentes, es
decir, puede ocurrir que la respuesta de algun estudiante nos brinde informacion para mas de

una categoria.

Figura 3.21
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante SBL012507

Adem_{is Qel signiﬁcado .matematico de la palabra limite que ha estudiado ch clase ;qué
otro sngmﬁ;ad.o tiene dicha palabra para usted fuera de la matematica? Puede utilizar
ejemplos, dibujos, definiciones o lo que considere necesario.

El limite s¢ asemeja a una barcera, un- punto dondé puedo liegar
e Yya no puedo avanzar a maJ ole ah’.

Como ejemplo, la Figura 3.21 muestra que el sujeto SBL012507 indica que el limite es una
barrera, mostrando asi la categoria de frontera por lo que a su vez evidencias las categorias
LO y ANR.

Figura 3.22
Respuesta a la tarea T3_C1 del estudiante SBL012507

(Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites?

wa ve puedeh utilizar  para saber por ejemplo hasta se paede

la cien .
En cilonlor imprecindibHo.

l|e90r con ciertod

En el caso de la figura 3.22, el sujeto SBL012507 brinda una respuesta ambigua, por lo que

no evidencia ninguna de las cuatro categorias de las situaciones.

3.5.4 UNIFICACION DE UN UNICO SISTEMA DE CATEGORIAS PARA
ANALIZAR EL SIGNIFICADO DEL CONCEPTO DE LIMITE

Hasta este momento teniamos un sistema de 15 categorias que nos permitia analizar las
definiciones y las representaciones, ademas de otras categorias adicionales para analizar las
situaciones y los términos y modos de uso que brindaban los estudiantes del concepto de
limite. Nuestro objetivo es analizar el significado del limite que expresan los estudiantes sin

analizar primero las definiciones, luego las representaciones y luego las situaciones y los
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términos y modos de uso, sino analizar el significado conjunto, con un unico sistema de

categorias.

En este sentido se tomaron varias decisiones. Por un lado, se eliminaron las categorias
Descoordinacion de los procesos en el dominio de la funcién (DX), Descoordinacion de los
procesos en el rango de la funcion (DY), Descoordinacion general de los procesos (DG), ya
que al incluir los sistemas de representacion no aparecieron ni descoordinacion general ni
descoordinacion en y, e implicitamente se contemplaba en la categoria Coordinacion entre
las variables x e y (CV). Por otro, se desgloso la categoria Referencia a un sistema de
representacion grafico y/o geométrico (G) en las categorias Representacion gréfica (RG), y
Otra Representacion (OR). También se elimind la categoria Simbolos matematicos y
notaciones (S).

En la tabla 3.10. se muestra las categorias usadas para analizar las definiciones del concepto
de limite y las categorias usadas para analizar su significado. Como se puede apreciar la
diferencia es minima entre un sistema de categorias y otro, ya que realmente la Unica

categoria que es nueva es Situaciones (ST).

Tenemos entonces que las 13 categorias son: Limite como objeto (LO), Limite como proceso
(LP), Vinculacion entre limite e imagen (LI), Coordinacion entre las variables x e y (CV),
Referencia a las variables x e y (RV), Condiciones de lateralidad y doble convergencia
(CLDC), Propiedades matematicas (PM), Aspectos estructurales de no alcanzabilidad (NA),
Aspectos estructurales de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR), Términos de posicion

relativa (PR), Representacion grafica (RG), Otra Representacion (OR) y Situaciones (ST).

Las categorias de términos y modos de uso se distribuyeron asi: Frontera, extremo, fin y
plazo se agregan en Limite como objeto (LO), Frontera, extremo y plazo se agregan en
Aspectos estructurales de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR), y Fin se agrega en

Aspectos estructurales de no alcanzabilidad (NA).
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Tabla 3.10

Categorizacion de una unidad de informacion.

Categorias para analizar las definiciones
del concepto de limite

Categorias para analizar el significado
del concepto de limite

Limite como objeto (LO)

Limite como proceso (LP)

Vinculacion entre limite e imagen (L)
Coordinacion entre las variables x e y (CV)
Descoordinacion de los procesos en el
dominio de la funcion (DX)
Descoordinacion de los procesos en el rango
de la funcion (DY)

Descoordinacion general de los procesos
(DG)

Referencia a las variables x e y (RV)
Condiciones de lateralidad y doble
convergencia (CLDC)

Propiedades matematicas (PM)

Referencia a un sistema de representacion
grafico y/o geométrico (G)

Aspectos de no alcanzabilidad (NA)
Aspectos de alcanzabilidad y no
rebasabilidad (ANR)

Términos de posicion relativa (PR)

Simbolos matematicos y notaciones (S)

Limite como objeto (LO)

Limite como proceso (LP)

Vinculacién entre limite e imagen (LI)
Coordinacion entre las variables x e y (CV)

Referencia a las variables x e y (RV)
Condiciones de lateralidad y doble
convergencia (CLDC)

Propiedades matematicas (PM)
Representacion gréfica (RG)

Otra Representacion (OR)

Aspectos de no alcanzabilidad (NA)
Aspectos de alcanzabilidad y no
rebasabilidad (ANR)

Términos de posicién relativa (PR)
Situaciones (ST)
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CAPITULO 4. RESULTADOS

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos en nuestra investigacion, tras el analisis
de las respuestas dadas por los estudiantes a las tareas propuestas en los cuestionarios 1y 2.
Para ello, hemos considerado cuatro apartados organizandolos utilizando los diferentes

momentos y los niveles de significado que se quieren identificar (ver figura 3.1):

e En el primer apartado se presentan los resultados correspondientes a los analisis de cada
una de las tareas del cuestionario 1 (T1_C1, T2_C1, T3_C1, T4_C1) que se ubican en un
primer nivel de compleji dad cognitiva, en el que se estudian los términos, notaciones,
convenios sobre el concepto de limite, ademas de sus representaciones, modos de uso y

situaciones que involucra dicho concepto;

e En el segundo, los resultados obtenidos de las primeras dos tareas del cuestionario 2
(T1_C2, T2_C2) que también se sitian en un primer nivel de complejidad cognitiva y

contemplan los mismos elementos del primer apartado;

e Posteriormente, en tercero, se hace una comparacién entre los resultados obtenidos en el

primero apartado y los del segundo;

e Para cerrar el capitulo, con objeto de analizar los razonamientos, en el cuarto apartado se
presenta el analisis de las tres tareas restantes del cuestionario 2 (T3_C2, T4_C2, T5_C2),

que se ubican en el segundo nivel de complejidad cognitiva.

Para que el discurso sea mas fluido, utilizaremos un vocabulario flexible indicando, por
ejemplo, que un estudiante determinado evidencia, manifiesta 0 expresa una categoria en
particular. Con estas expresiones lo que queremos decir es que, tras el analisis de las
respuestas, identificamos justificadamente indicadores asociados a las categorias (ver
apartado 3.5.1.2) en las respuestas, esto es, codificamos e interpretamos sus respuestas a

través de las categorias de analisis.
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4.1 SIGNIFICADOS INICIALES DEL CONCEPTO DE LIMITE

Durante la ensefianza del concepto de limite, momento 1, se les pidio a los 218 estudiantes
que completaran el cuestionario 1, compuesto por cuatro tareas que permitian indagar sobre
el significado del concepto de limite. En la primera tarea (T1_C1) se les pedia a los
estudiantes que explicaran con sus propias palabras la definicion de limite, en la segunda
tarea (T2_C1) se les solicitaba que utilizaran dibujos, esquemas o figuras para representar la
definicion de limite, en la tercera tarea (T3_C1), se les preguntaba por las aplicaciones que
consideraba que tenia los limites y en la cuarta tarea (T4_C1) se les demandaba por el

significado de la palabra limite fuera de la matematica (Figura 4.1).

Figura 4.1
Tareas del cuestionario 1.

Pregunta 1. Escriba la definicidn de limite de una funcién en un punto que le ha dado su profesor
(sugerencia: puede revisar su cuaderno).

T1 C1. Expligue con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.

T2_C1. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, 1o que considere necesario, para representar
la definicion de limite planteada en la pregunta 1.

T3 _C1. ;Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites?

T4 _C1. Ademas del significado matematico de la palabra limite que ha estudiado en clase ¢, qué otro significado
tiene dicha palabra para usted fuera de la matematica? Puede utilizar ejemplos, dibujos, definiciones o lo que
considere necesario.

Para presentar los resultados, en primer lugar, realizamos un analisis descriptivo de las
respuestas atendiendo a las categorias de analisis, que es el resultado del analisis de
contenido, la codificacion y el recuento de las respuestas. Posteriormente, explicamos los

perfiles de significado que obtuvimos al realizar el analisis de conglomerados.
4.1.1 DESCRIPCION CATEGORIA POR CATEGORIA

En este apartado presentamos una descripcién de la cantidad de estudiantes que evidencia
cada una de las categorias de nuestro estudio, asi como las palabras, términos, dibujos o

simbolos que usan para resaltar cada categoria.
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Limite como objeto y Limite como proceso

Las categorias limite como objeto (LO) y Limite como proceso (LP) fueron las categorias
con mayor presencia en las respuestas de los estudiantes en su primera toma de contacto con
el concepto de limite. Concretamente, el 78% de los estudiantes evidenciaron ambas
categorias en sus repuestas, un 17% la categoria limite como objeto Unicamente y un 2% la

categoria limite como proceso.

El limite como objeto se observa en la tarea T1_C1 (definicidén) cuando los estudiantes se
refieren al limite como: namero, valor, valores, punto, cero, imagen, el fin, huecos, lugar,
etc. En latarea T2_C1 (representacion) lo identifican con puntos, huecos, saltos, nimeros en
la representacion. Ademas, todas las acepciones del limite en la vida cotidiana ven al limite
como un objeto, ya sea fisico o abstracto: frontera, extremo, fin y fecha limite; por lo que las

respuestas a la tarea T4_C1 muestran esta categoria y en muy pocas ocasiones en la tarea T3_C1.

En el caso de la categoria Limite como proceso (LP), se observa cuando se refieren al limite
como: aproximarse, tendencia, acercamiento, analizar lo que hay alrededor de un punto, se
estudia el alrededor de los puntos, etc. (tarea T1_C1) o lo identifican con flechas, puntos de
aproximacion, lineas alrededor de la variable independiente o dependiente tanto de modo

general como en casos particulares en la representacion (T2_C1).
Vinculacion entre limite e imagen

La categoria Vinculacion entre limite e imagen (LI) se aprecia en un 13% de las respuestas
de los estudiantes. En la en la tarea T1_C1, usan frases como: esta imagen es el limite, las
imagenes de a en y tienden a L, es un punto al cual se acerca ubicado en f(x), el valor que
pertenece a una funcién, cuando sustituyo valores en una variable especifica, es el valor que
toma lay, el limite de f(x) es 4; y en la tarea T2_C1 realizan asociaciones a traves de puntos

o0 con una linea, de una preimagen con su imagen en la representacion.
Coordinacién entre las variables x e y

La categoria Coordinacién entre las variables x e y (CV) se observa en un 23% de las
respuestas de los estudiantes. En la tarea T1_C1, refieren al limite como procesos de
aproximacion entre la variable independiente y la dependiente, y los relacionan; y en la tarea

T2_C1 lo explicitan en la representacion.
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Referencia a las variables x e y

La categoria Referencia a las variables x e y (RV) se aprecia en un 36% de las respuestas de
los estudiantes. En la tarea T1_C1, refieren al limite como: preimagen, imagen, imagenes,

punto en X, punto en y, etc. En la tarea T2_C1 usan los simbolos x, f(x), etc.
Condiciones de lateralidad y doble convergencia

La categoria Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC) se observa en un 27%
de las respuestas de los estudiantes. En la tarea T1_C1, usan frases como: si al aproximarse
a a por derecha y por izquierda se obtiene el resultado, es el limite si es la misma cuando se
acerca tanto por derecha como por izquierda de la preimagen etc.; y en la tarea T2 _C1
realizan en la representacion gréfica, flechas o procesos de aproximacién alrededor de un
mismo nUimero para indicar que por izquierda y derecha el limite debe ser lo mismo. Y en la
tabular, se hacen asignaciones de valores cercanos a un mismo numero por izquierda y

derecha, para verificar que sus imagenes tienden al mismo resultado.
Términos de posicion relativa

Los estudiantes de la muestra, con bastante frecuencia (66%), hacen referencia a términos de
posicion relativa al explicar o representar el concepto de limite. En la tarea T1_C1, destacan
frases como: izquierda, derecha, arriba, abajo, cerca de un valor, valor aproximado al punto,
por ambos lados se acerca a un valor en el eje x, es una proximidad, etc.; y en la tarea T2_C1
usan flechas alrededor de un nimero o simbolo, hacen aproximaciones por izquierda o

derecha de un nimero en la representacion.

Como puede observarse en la figura 4.2, el estudiante EBM0125 hace una representacion
para el limite en el que podemos observar: procesos de aproximacion por la izquierda y
derecha de a, usa flechas alrededor de L, por lo que evidencia las categorias LP y PR; asocia
las preimagenes 1, a 'y 2 con sus respectivas iméagenes, por lo que evidencia las categorias
CV y RV, por su explicacion de la definicion del limite detectamos que evidencia la categoria
CLDC,; dibuja un punto, lo que evidencia la categoria LO; y, con este punto que dibuja se

deprende que la imagen de a es L, lo que evidencia la categoria LI.
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Figura 4.2
Respuestas a las tareas T1_C1y T2 C1 del estudiante SBL012507.

2. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.

El limite de - en a.es L solo cuando si al aproximarse a g

por derecha y por .un:erda se obtiene el resulado ole que

L
las :MaaeneJ de a eny tienden a L.

3. Utilice-uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que consldere necesano,
para representar la definicion de limite planteada en la pregunta 1.

Propiedades matematicas

La categoria Propiedades matematicas (PM) se observa en un 13% de las respuestas de los
estudiantes. En la tarea T1_C1, los estudiantes usan frases como: funcion real de variable
real, hay limites infinitos, sucesiones, limite de sucesiones, etc.; y en la tarea T2_C1
evidencian asintotas o limites infinitos en la representacion. En la figura 4.3 vemos como el

estudiante EQHO0207 evidencia esta categoria.

Figura 4.3
Respuesta a la tarea T1_C1 del estudiante SIQ020707.
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Representacion gréafica y otras representaciones

El 80% de los estudiantes utilizan representaciones graficas (RG) para explicar el concepto
de limite, que suelen aparecer en respuesta a la tarea T2_C1, mientras que el 42% utiliza
otras representaciones (OR) (tabulares, verbales, simbdlicas y pictoricas), ya sea como
respuesta a la pregunta T2_C1 o la T4_C1. Un ejemplo de representacion grafica utilizada
como respuesta a T2_C1 se mostrd en la figura 4.2. La figura 4.4 muestra un ejemplo de
ilustracion del concepto de limite fuera de la matemética (T4_C1) utilizando una

representacion pictorica.

Figura 4.4
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante SBL012507.

E( I.’m.'(-e se asemeja a una barrera, un- Pun-fo donde Pucdo //egar
PE 4o no puedo” avanEar a mal ole ahl.

Aspectos de no alcanzabilidad y aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad

Un 36% de las respuestas de los estudiantes manifiestan una concepcién del limite como algo

no alcanzable (NA) y el 76% como algo alcanzable, pero no rebasable (ANR).

En el primer caso, encontramos que, en la tarea T1_C1, los estudiantes se refieren al limite
como: el lugar por donde esta no pasa (en la grafica), se acerca a un punto pero nunca lo toca,
sin que este esté incluido, pero siguiendo la regla de que y no va a ser el resultado, etc., y, en
la tarea T2_C1 lo destacan con asintotas o limites infinitos en la representacion. Ademas,
interpretamos que, en las respuestas a recogidas en la tarea T4_C1, cuando el limite se ve

como fin se entiende que es no alcanzable.

En el segundo caso, los estudiantes refieren al limite como: valor maximo, el limite una
funcidn es hasta donde llega la funcidn, solo se le permite acercarse a cierto valor, no pasarse
de él (T1_C1) o acotan la representacion (T2_C1). Ademas, interpretamos que las acepciones
de limite como frontera, extremo y fecha limite muestran al limite como algo alcanzable, no

rebasable. En la figura 4.5 se observa la categoria Aspecto de no alcanzabilidad (NA) y en las figuras
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4.4y 4.6 se observan ejemplos de la categoria Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad
(ANR).

Figura 4.5
Respuesta a la tarea T2_C1 del estudiante SBL092719.

Figura 4.6
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante S1Q051814.

limite, es vna barrera hasta donde  podemos
N, Fambi€n ona forma de medic noestico

actHtodes

Situaciones

Latarea T3_C1 solicitaba a los estudiantes aplicaciones de los limites. El 46% de los estudiantes
proporciono alguna Situacién (ST) en la que se aplica el limite, para ello, usaron frases como:
en la industria, en la medicina, en la economia, en graficas matematicas, en la convergencia
de una funcion, en el concepto de derivada, en la estadistica, en la arquitectura, en la
ingenieria, en la astronomia y en la fisica. En la figura 4.7 observamos cémo el estudiante

EBM0927 evidencia esta categoria, pues indica que el limite se puede usar en estadisticas.

Figura 4.7
Respuesta a la tarea T3_C1 del estudiante SI1Q021322.

T ‘(’Sﬁd]’a)f"\'fhk O e sitvacionos de (o
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4.1.2 DESCRIPCION GENERAL DE LAS CATEGORIAS

En la tabla 4.1 mostramos la frecuencia con la que los estudiantes evidencian cada una de las
13 categorias en las respuestas a las distintas tareas de dicho cuestionario, organizadas seguin
su relacién con cada una de las tres componentes de significado organizadas en el triangulo

semantico.
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Tabla 4.1

Presencia de las 13 categorias en las respuestas de los 218 estudiantes durante la
ensefianza del concepto de limite.

Componente de Categoria Frecuencia
significado
Limite como objeto (LO) 208 (95%)
Limite como proceso (LP) 174 (80%)
Vinculacién entre limite e imagen (LI) 29 (13%)
Estructura Coordinacion entre las variables x e y (CV) 50 (23%)
conceptual Referencia a las variables x e y (RV) 79 (36%)
Condiciones de lateralidad y doble convergencia 59 (27%)
(CLDC)
Propiedades matematicas (PM) 28 (13%)
Sistemas de Representacion gréfica (RG) 174 (80%)
representacion Otra representacion (OR) 92 (42%)
Aspectos de no alcanzabilidad (NA) 79 (36%)
Sentidos y modos ~ Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR) 165 (76%)
de uso Términos de posicion relativa (PR) 144 (66%)
Situaciones (ST) 101 (46%)

Observamos que una mayoria de los estudiantes aportan elementos que pueden ser

clasificados utilizando nuestro sistema de categorias, mostrando que todas las personas con

formacion o sin ella, son capaces de expresar ideas acerca de los conceptos. Asi, en este caso,

observamos que los estudiantes cuando estan empezando a estudiar el limite:

manifiestan aspectos estructurales, expresando que el limite es un objeto, por
ejemplo, diciendo que el limite es un nimero como se observa en la figura 4.1 y un
proceso, esto es, indicando que es un acercamiento como se registra en la figura 4.5
(Limite como objeto y Limite como proceso), lo que nos parece natural puesto que
no han recibido formacion al respecto;

expresan aspectos de representacion, utilizando mayoritariamente representaciones
gréficas (RG) como se aprecia en la figura 4.2, aunque muchos, también, utilizan
otras representaciones distintas a las graficas (OR) como la representacion tabular, un
ejemplo se observa en la figura 4.2;

se expresan usando aspectos de sentido, ya que identifican el limite como algo que
no se puede superar (ANR) porque delimita (figura 4.3), que requiere el uso de una

posicién relativa, por ejemplo, haciendo aproximaciones por izquierda y derecha
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como se observa en la figura 4.2. Ademas, casi la mitad identifican que el limite es

atil en situaciones (ST) como, por ejemplo, para los ingenieros (figura 4.3).

A continuacion, presentamos unos ejemplos. En las figuras 4.8, 4.9, y 4.10 observaremos
cémo SI1G130714 evidencia 12 de las 13 categorias y en la figura 4.11 veremos como
SBL030901 se evidencia la categoria restante.

Figura 4.8

Respuestas a las tareas T1_C1y T2_C1 del estudiante SIG130714.

2. Explique con sus propias palabras qué significa la definicion anterior. -

On ik, e one oo gue ol so gocdihido en %, fo qwiet

) th Una f_‘}lPﬂ’Bi‘orn- i"hdf{'-'?ifja

3. Ut111ce uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es. decir, lo que considere necesario,
para representar ta deﬁmclon de limite planteada en la pregunta 1.
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En la figura 4.8 observamos como el estudiante SIG130714 evidencia las categorias:
e Limite como objeto (LO), ya que dice que el limite es un nimero;

e Referenciaa las variables x e y (RV), ya que en la definicion habla de una sustitucion
en X, lo que denota alusién a variable independiente y en la representacion tabular lo
refuerza al usar x y f(x) para anotar preimagenes e imagenes, respectivamente, de la
funcion;

e Limite como proceso (LP), puesto que en la representacion tabular se aprecia como en

las preimagenes y en las imagenes exhibe procesos de aproximacion;

e Coordinacion entre las variables x e y (CV), debido a que en la representacion tabular se

observa que conforme anota una preimagen anota una imagen y asi en varias ocasiones;

e Términos de posicion relativa (PR), ya que en la representacion tabular exhibe

aproximaciones por izquierda y por derecha de 1;

e Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC); ya que se observa en la
representacion tabular, hace aproximaciones por izquierda y por derecha de 1 y sefiala

que debe ser -2;
e Representacion grafica (RG) puesto que utiliza una representacion en el plano cartesiano;

e Otra representacion (OR) dado que ademas de la representacion gréfica, utiliza una

representacion tabular;

e Aspectos de no alcanzabilidad (NA) ya que como se observa en la representacion grafica

evidencia una asintota en x=2;

e Propiedades matematicas (PM) puesto que evidencia un limite infinito en la

representacion gréfica.
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Figura 4.9
Respuesta a la tarea T3_C1 del estudiante SIG130714.

4. ;Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites?
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En la figura 4.9, observamos como el estudiante evidencia la categoria Aspectos de

alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR) ya que asocia al limite con delimitar y la categoria
Situaciones (ST) ya que indica que el limite se usa en calculos para ingenieros.

Figura 4.10
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante SIG130714.

Actividad N°2
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En la figura 4.10, observamos como el estudiante evidencia la categoria Aspectos de no

alcanzabilidad (NA) ya que asocia al limite con algo que no se puede acceder.

Figura 4.11
Respuesta a la tarea T1_C1 del estudiante SBL030901.

2. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.
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El estudiante SIG130714 la Unica categoria que no expresé en sus respuestas fue Vinculacion
entre limite e imagen (LI), por esa razon mostramos un ejemplo en la figura 4.11 de otro
estudiante que si la exhiba en alguna de sus respuestas, como es el caso del estudiante SBL030901
que la evidencia la categoria LI en la explicacion de la definicion de limite ya que indica que la

imagen es el limite si es la misma...
4.1.3 DESCRIPCION DE LOS PERFILES OBTENIDOS

El andlisis cluster nos ha permitido organizar las respuestas de los 218 estudiantes durante la
ensefianza del concepto de limite en cuatro conglomerados. Como lo indicamos el proceso
requirié del método de Ward y se us6 una medida de similitud, concretamente, la medida de

Roger-Tanimoto. En la figura 4.12 se puede observar el dendrograma obtenido.

Figura 4.12
Dendrograma con los cuatro conglomerados durante la ensefianza del concepto de limite.

Distancia

Estudiantes

El que hemos denominado cluster 1 (color azul en la figura 4.12) estd compuesto 97

estudiantes. El segundo conjunto (color naranja en la figura 4.12) agrupa a 58 estudiantes,
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mientras que el tercer grupo (color gris, figura 4.12) agrupa a 31. Finalmente, en el

conglomerado de color amarillo se concentran 32 estudiantes.

Pasamos a describir uno a uno los conglomerados. Para ello, utilizamos los centroides de los

conjuntos para caracterizar los perfiles de respuesta.
4.1.3.1 Respuestas ingenuas

El cluster 1 es el mas numeroso (97 estudiantes, el 45%). Determinamos su centroide
calculando las medias de las respuestas por categoria (Figura 4.13), lo que nos permite
caracterizarlo a través de las categorias mas y menos expresadas por los estudiantes.

Figura 4.13

Representacion radial del cluster 1 con las categorias, durante la ensefianza del concepto
de limite.
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e Cluster 1
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NA PM

A la vista de la figura 4.13, destacamos que:

e sobre los aspectos estructurales, mas de un 90% de los estudiantes manifiestan que
el limite es un objeto y un 60% que el limite es un proceso (LO y LP), un ejemplo de
ello se puede apreciar en la figura 4.14, mientras que el resto de categorias de esta

componente de significado casi no aparece;
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e en los aspectos de representacion, cerca de un 90% se decanta por las
representaciones graficas (RG) como se percibe en la figura 4.14; aunque hay un
grupo importante (mas del 40%) de estudiantes que utilizan otras representaciones

distintas;

e en los aspectos de sentido, casi un 70% de los estudiantes evidencian elementos de
no alcanzabilidad y no rebasabilidad (NA y ANR), en particular se aprecia en las
figuras 4.14, y 4.15 y 4.16 respectivamente.

Como sintesis, para los estudiantes en este grupo, se puede decir que el limite es
estructuralmente un objeto y en menor medida un proceso, que se representa graficamente y
que cuyo modo de uso es de una nocidn no alcanzable o alcanzable no rebasable. Se trata de
un significado ingenuo, ya que los estudiantes manifiestan pocos aspectos de los elementos
de significado (salvo LO y LP). Por supuesto, en este momento, cuando estan al comienzo
de su instruccion, consideramos que se trata de respuestas razonables ya que son estudiantes

sin formacion previa sobre el concepto o comenzando su formacion en el tema.

En las siguientes figuras (4.14, 4.15 y 4.16) presentamos las respuestas del estudiante

S1Q022720, que pertenece a este grupo.
En la figura 4.14 observamos como el estudiante SIQ022720 exhibe categorias tales como:

e Limite como objeto (LO), ya que en la definicion refiere al limite como aquel numero y

en la representacion vemos como representa el limite como un “hueco” o “salto”;
e Limite como proceso (LP), porque indica que ese himero se aproxima a un punto;

e Aspectos de no alcanzabilidad (NA) puesto que indica que el nimero que se aproxima lo

hace a un punto maximo, pero nunca lo llega a pasar o tocar;

e Representacion grafica (RG), puesto que realiza un dibujo en el plano cartesiano para

representar el limite.

En la figura 4.15 observamos como el estudiante SIQ022720 alude a la categoria Aspectos
de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR) ya que refiere a un valor extremo, al indicar que
es la maxima de un equipo eléctrico. En la figura 4.16 refuerza la idea del limite como valor

extremo al brindar otros ejemplos como limites propios y limites con los demas, también
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alude a los limites entre provincias y paises, con lo que interpretamos que entiende el limite
como una frontera; es asi como reafirma la evidencia de la categoria Aspectos de
alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR).

Figura 4.14
Respuestas a las tareas T1_C1y T2_C1 del estudiante SIQ022720.

2. Explique con sus propias palabras qué significa la definicioén anterior.
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Figura 4.15
Respuesta a la tarea T3_C1 del estudiante SIQ022720.

4. ;Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites?
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Figura 4.16
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante SIQ022720.

Actividad N°2

1. Ademas del significado matemético de la palabra limite que ha estudiado en clase qué

oFro sngmﬁ(;adg tiene dl:cl.za palabra para usted fuera de la matematica? Puede utilizar
ejemplos, dibujos, definiciones o lo que considere necesario.
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4.1.3.2 Respuestas graficas

Figura 4.17
Representacion radial del cluster 2 con las categorias, durante la ensefianza del concepto
de limite.
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Como lo indicamos, el cluster 2 esta compuesto por 58 (27%) estudiantes. Observamos en la

figura 4.17 cémo:

e enlosaspectos estructurales, méas de un 90% de los estudiantes expresan que el limite

es un objeto (LO), cerca de un 100% manifiestan que el limite es un proceso (LP) y

casi un 40% refieren a la variable independiente y a la variable dependiente (RV), en

la figura 4.18 se observa la presencia de estas categorias;



CAPITULO 4. RESULTADOS 127

e en los aspectos de representacion, todos los estudiantes utilizan la representacion
grafica (RG), lo que nos ha llevado a nombrar este perfil por esta caracteristica, en

la imagen 4.18 vemos un ejemplo de representacion grafica del limite;

e en los aspectos de sentido, casi un 90% de los estudiantes identifican al limite con
una nocién alcanzable pero no superable (ANR), en particular se aprecia en la figura
4.20, un 60% usan términos de posicion relativa para caracterizar el limite (PR), en
la figura 4.18 se aprecia, y mas de un 30% exhibe alguna situacion (ST) donde

aprecian su utilidad, esto se percibe en la figura 4.19.

Expresado en tres frases, para este grupo, estructuralmente, el limite es tanto un objeto como
un proceso, donde algunos estudiantes mencionan explicitamente a las variables. Para los
estudiantes de este grupo el limite es algo que es alcanzable, no rebasable y que se expresa
haciendo referencia a una posicion relativa. Pero lo que realmente caracteriza a los miembros
de este perfil, en comparacion con el perfil del cluster4, es que en este todos utilizan la
representacion grafica. Se trata, por tanto, de un significado representado gréaficamente.
Como veremos en el cluster 4 (apartado 4.1.2.3), estos dos grupos se parecen bastante, salvo

por el tipo de representacion que utilizan.

Las siguientes figuras (4.18, 4.19 y 4.20) presentamos las respuestas del estudiante

S1B022014 que pertenece a grupo.

En la figura 4.18 observamos como el estudiante SIB022014 exhibe categorias tales como:
e Limite como objeto (LO), pues en la representacion dibuja un hueco;
e Limite como proceso (LP), dado que en dos ocasiones habla de acercamientos;
e Referencia a las variables (RV), ya que menciona a x y a f(x);

e Términos de posicion relativa (PR), al indicar que es lo que pasa alrededor de un

punto;
e Representacion Grafica (RG), puesto que realiza un dibujo en el plano cartesiano;

e Coordinacion entre las variables x e y (CV), porque indica que es un proceso en la

gue estan implicadas las dos variables, x y f(x).



CAPITULO 4. RESULTADOS 128

En la figura 4.19 observamos como el estudiante SIB022014 muestra la categoria Situaciones
(ST), ya que indica que el limite se puede usar en la matematica para conocer los valores de
una funcion. Y en la figura 4.20 observamos como evidencia las categorias Limite como
objeto (LO) y Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR), ya que indica que el
limite es el maximo al que uno puede llegar, por lo que interpretamos que percibe el limite

como un extremo.

Figura 4.18
Respuestas a las tareas T1_C1y T2_C1 del estudiante SIB022014.

2. Explique con sus propias palabras qué significa la definicion anterior.
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3. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que constdere necesario,
para representar la definicion de limite planteada en la pregunta 1.
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Figura 4.19
Respuesta a la tarea T3_C1 del estudiante SIB022014.

4. jQué aphcacmnes considera que pueden tener los limites?
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Figura 4.20
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante SIB022014.

_ Actividad N°2

1. Adem_fis c.!c} sigm'ﬁcado matematico de la palabra limite que ha estudiado en clase Lqué
oFro s:gmﬁf:adp tiene: @cha palalgra‘pam usted fuera de la matemética? Puede utilizar
ejemplos, dibujos, definiciones o lo que considere necesario.

foco &g Hmite significa tomo ¢ fadximo qf
“{50‘5 e '

que ung’ puede

4.1.3.3 Otras representaciones

Figura 4.21

Representacion radial del cluster 4 con las categorias, durante la ensefianza del concepto
de limite.
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Como referimos el cluster 4 contiene 32 (15%) estudiantes. Analizando el centroide

representado en la figura 4.21 podemos observar que:

e en los aspectos estructurales, las respuestas se focalizan en la nocién de limite como
objeto y como proceso (LO y LP) y algo méas de la mitad manifiestan la referencia a
las variables independiente y dependiente (RV), un ejemplo de ello se puede apreciar
en la figura 4.22;

e en los aspectos de representacion, el uso de representaciones diferentes a la gréafica

(OR) predomina, a modo de ejemplo se puede observar en la figura 4.22 una
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representacion tabular, lo que nos permite identificar este grupo por esta

caracteristica;

e en los aspectos de sentido, la no rebasabilidad (ANR) observable en la figura 4.24 y
la posicidn relativa (PR) destacada en la figura 4.22 son las categorias méas veces
identificadas.

A modo de descripcion resumida del grupo, para los estudiantes que lo componen el limite

es tanto un objeto como un proceso, matizado por otros aspectos estructurales como la

relacion entre las variables. Ademas, se representa de manera no cartesiana y es no rebasable.

Se trata de un significado representado no graficamente. Este grupo es muy parecido al 2 en

estructura y sentido, pero se diferencia en que la representacion que usan no es la grafica,

sino gue usan otras representaciones.

En las siguientes figuras (4.22, 4.23 y 4.24) presentamos las respuestas del estudiante

SI1S042101, que pertenece a este grupo.

En la figura 4.22 observamos como el estudiante SIS042101 evidencia las categorias:

Limite como objeto (LO), pues indica que el limite es un valor, esto lo apreciamos en la
definicion;
Limite como proceso (LP), dado que en la definicion usa el término tendencia y lo

refuerza en la representacion al evidenciar procesos de aproximacion en la variable

independiente y en la dependiente;

Referencia a las variables (RV), ya que en la representacion refiere a la variable

independiente como x y a la dependiente como f(x),

Coordinacion de las variables x e y (CV), puesto que en la representacion resalta un

proceso en el que estan implicadas las dos variables;

Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC), ya que en la definicion
manifiesta que por ambos lados el valor debe ser el mismo y en la representacion lo
refuerza al hacer calculos por la izquierda y la derecha 1 y enfatiza que la funcion toma

valores cercanos a 3;
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e Términos de posicion relativa (PR), ya que sabemos por su descripcién que cuando se
evidencia la categoria CLDC se evidencia la categoria PR). No obstante, se aprecia de
manera muy evidente en la definicion pues se usan los términos ambos lados y en la
representacion se resaltan valores por la izquierda y valores por la derecha de 1, lo que
genera a su vez se acercamiento por la izquierda y por la derecha de 3;

e Otrarepresentacion (OR), dado que utiliza una representacion tabular y una verbal.

Figura 4.22
Respuestas a las tareas T1_C1y T2_C1 del estudiante SIS042101.

2. Explique con sus propias palabras qué significa la definicion anterior,
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En la figura 4.23 percibimos como el estudiante SIS042101 exhibe la categoria Situaciones
(ST) ya que indica el limite se usa en aplicaciones matematicas. Y en la figura 4.24
observamos como evidencia la categoria Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad
(ANR) pues interpretamos que percibe el limite como una frontera, al brindar como ejemplo

los limites de una propiedad.

Figura 4.23
Respuesta a la tarea T3_C1 del estudiante SIS042101.

4. ;Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites?
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Figura 4.24
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante SIS042101.

"Actividad N°2

1. Ademas del significado matematico de la palabra limite que ha estudlado en clase ;qué
' otro significado tiene dicha palabra para usted fuera de la matematica? Puede unhzar
~ ejemplos, dibujos, definiciones o lo que considere necesario.
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4.1.3.4 Respuestas con riqueza de significado
Figura 4.25

Representacion radial del centroide del cluster 3 con las categorias, durante la ensefianza
del concepto de limite.
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Como mencionamos previamente, el cluster 3 estd compuesto por 31 (14%) estudiantes.

Vemos en la figura 4.25 como:

en los aspectos estructurales, casi todos y cada uno de sus miembros entienden el
limite como un objeto y un proceso. Pero, ademas, los estudiantes pertenecientes a
este perfil manifiestan, de manera generalizada, otras categorias como la referencia y
la coordinacion entre las variables (CV, RV) o la doble convergencia (CLDC),

algunas de estas categorias se aprecian en las figuras 4.26 y 4.28;

en los aspectos de representacion, una gran mayoria de estudiantes destacan
representaciones graficas (RG) para el limite, sin embargo, un poco menos de la
mitad, también usan representaciones distintas a las graficas para representar el

limite, un ejemplo de representacion grafica lo podemos observar en la figura 4.26;

en los aspectos de sentido, la mayoria de los estudiantes proponen ejemplos de
aplicacion (ST), y muchos mas subrayan la no rebasabilidad (ANR). Destaca la total

referencia a posiciones relativas (PR), por ejemplo, usando marcas para sefialar
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puntos que sirven de referencia, en las figuras 4.26, 4.27 y 4.28 podemos ver algunos

ejemplos de estas categorias.

En pocas palabras, en este perfil se considera que un limite es tanto un objeto como un
proceso, enriquecido con otros elementos estructurales que los estudiantes manifiestan
explicitamente como coordinacién entre las variables x e y, las condiciones de lateralidad y
doble convergencia del limite. Asimismo, este grupo de estudiantes utiliza diversidad de
representaciones y no solo la gréfica. Las categorias de sentido que evidencian son también
variadas, como posicion relativa, aspectos de no alcanzabilidad o no rebasabilidad y también
manifiestan ejemplos de situaciones. Este grupo es el mas rico en estructura, representaciones
y en sentido, por lo que lo que consideramos que los estudiantes que pertenecen a este grupo

expresan un significado enriquecido.

En las siguientes figuras (4.26, 4.27 y 4.28) presentamos las respuestas del estudiante

S1Q010409 que pertenece a este grupo.
En la figura 4.26 observamos como el estudiante SIQ010409 evidencia las siguientes categorias:

e Limite como Proceso (LP), ya que en la definicion en dos ocasiones habla de acercamientos,
y en la representacion apreciamos como realiza rayas o puntos alrededor de 3 y de 4 que

denotan aproximacion;

e Coordinacion entre las variables x e y (CV), pues en la representacion sefiala un proceso en

el que relaciona preimagenes con sus respectivas imagenes;

e Términos de posicion relativa (PR), debido a que utiliza flechas alrededor de 3 aludiendo a

izquierda y derecha;

e Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC), ya que en la representacion las
lineas discontinuas sefialan preimagenes por izquierda y derecha de 3 y las asocian con sus

respectivas imagenes por izquierda y derecha de 4 y se van acercando a 4;
e Representacion grafica (RG), puesto que realiza un dibujo en el plano cartesiano.

En la figura 4.27, observamos como el estudiante SIQ010409 no nos aporta informacion para
ninguna de nuestras categorias de analisis. Y en la figura 4.28 observamos evidencia la categoria

Limite como objeto (LO) puesto que indica que el limite es un punto, también exhibe la categoria
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Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR) porque anota que el limite es un punto del

que no se puede pasar.

Figura 4.26
Respuestas a las tareas T1_C1y T2_C1 del estudiante SIQ010409.

2. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.
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3. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que considere necesano,
* para representar la definicién de limite planteada en la pregunta 1. '
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Figura 4.27
Respuesta a la tarea T3_C1 del estudiante SIQ0104009.

4. ¢Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites?
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Figura 4.28
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante SIQ0104009.

Actividad N°2

1. Ademés del significado matematico de la palabra limite que ha estudiado en clase {qué

. otro signiﬁf:adf) tiene dicha palabra para usted fuera de Ja matemdtica? Puede utilizar
¢jemplos, dibujos, definiciones o lo que considere necesario.
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4.2 SIGNIFICADOS QUE PERMANECEN DESPUES DE LA
ENSENANZA DEL CONCEPTO DE LIMITE

Tras la ensefianza de los conceptos de limite, continuidad y derivabilidad, los estudiantes
completaron el cuestionario 2. En este apartado realizamos el anélisis de la primera parte de
dicho cuestionario de los 218 estudiantes que hemos analizado en el apartado anterior, que
es lo que llamamos momento 2A. Esta primera parte del cuestionario 2 lo constituyen las
tareas 1y 2 (T1_C2y T2_C2). Recordemos que la tarea T1_C2 corresponde a la unién de las
tareas T1_C1y T2_C1, y latarea T2_C2 es una fusion de las tareas T3_C1y T4 _Cl1.

Figura 4.29.

Cuestiones consideradas en el momento 2A.

Sobre la definicion de limite de una funcién en un punto, escriba la definicion de limite que le ha dado
su profesor (sugerencia: puede revisar su cuaderno).

T1 C2. Explique con sus propias palabras qué significa la definicion anterior. Utilice uno o varios
dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para representar la definicion planteada

T2_C2. ;Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites? ;Qué tipo de problemas se pueden
resolver usando limites?

Puesto que ya hemos profundizado en las categorias de analisis, en este apartado nos
centramos es describir las respuestas de los estudiantes. Si realizasemos un anélisis cluster
de las respuestas en este momento, surgirian unos nuevos perfiles de respuesta que serian
imposibles de comparar con los anteriores, ya que los datos son diferentes. Por tanto,

reservamos la comparacion de los resultados al préximo apartado 4.3.
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4.2.1 DESCRIPCION GENERAL DE LAS RESPUESTAS

En la tabla 4.2 resumimos, en términos de frecuencia, la aparicion de las 13 categorias que

evidencian los 218 estudiantes en las respuestas a las distintas tareas de la primera parte del

cuestionario 2 (T1_C2y T2_C2). Como en las anteriores tablas, se indica también la relacion

de cada una de las categorias con cada una de las tres componentes del triangulo semantico.

En la tabla 4.2 observamos que:

con respecto a los aspectos estructurales, esto es, en lo que se refiere a las notaciones,
los términos Yy, en general, los hechos que los estudiantes utilizan para expresar sus
ideas sobre limite, destaca que entre un 65% Yy un 75% de estudiantes evidencian el
limite como un objeto y como un proceso (LO y LP), incidiendo, como ya ocurri6 en
el momento 1 en que estas categorias clasicas en la literatura son absolutamente
imprescindibles cuando se quiere caracterizar lo que los estudiantes entienden por
limite. También destacamos que menos de un 25% de los sujetos manifiestan el resto
de categorias asociadas a los aspectos estructurales (LI, CV, RV, CLDC y PM) como

ya sucedia en el momento 1 (ver tabla 4.1);

el uso de las representaciones es generalizado, aunque claramente las
representaciones graficas (RG)) son mas utilizadas que cualesquiera de las otras

representaciones posibles (OR), un 67% frente a un 35%;

en general, los aspectos de sentido son menos frecuentes, no superando ninguna de
las categorias el 50% de uso. Entre ellas, los estudiantes optan por el uso de los
términos de posicion relativa (PR) dejando de lado las referencias a la alcanzabilidad
y no rebasabilidad (NA y ANR). Lo que si proponen casi la mitad son ejemplos de
situaciones o aplicaciones de limite (ST), como, por ejemplo, el estudiante
SBL030901, que indica que los limites sirven para resolver problemas de
optimizacion (Figura 4.31).
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Tabla 4.2

Presencia de las 13 categorias en las respuestas de los 218 estudiantes después de la
ensefianza del concepto de limite.

Componente Categoria Frecuencia
significado
Limite como objeto (LO) 146 (67%)
Limite como proceso (LP) 155 (71%)
Vinculacién entre limite e imagen (LI) 19 (9%)
Estructura Coordinacion entre las variables x e y (CV) 40 (18%)
conceptual Referencia a las variables x e y (RV) 55 (25%)
Condiciones de lateralidad y doble convergencia 31 (14%)
(CLDC)
Propiedades matematicas (PM) 22 (10%)
Sistemas de Representacion grafica (RG) 145 (67%)
representacion Otra representacion (OR) 76 (35%)
Aspectos de no alcanzabilidad (NA) 50 (23%)
: Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad 21 (10%)
Sentidos y modos (ANR)
de uso Términos de posicion relativa (PR) 110 (50%)
Situaciones (ST) 105 (48%)

En las figuras 4.30 y 4.31 ejemplificamos y analizamos como SBL030901 evidencia 10 de

las 13 categorias y en las figuras 4.32 y 4.33 veremos como dos estudiantes diferentes

evidencian las 3 categorias restantes (ANR, PM y OR).

En la figura 4.30, observamos cémo el estudiante evidencia las categorias:

Vinculacion del limite con la imagen (LI) ya que en el punto b, indica que esta imagen es el

limite y como se observa en la representacion sefiala que la imagen de a es L;

e Limite como objeto (LO), en la definicion al decir esta imagen es el limite, refiere a un objeto

y en la representacion sefiala que la imagen de a es L, resaltando la nocidn de objeto, ademas

sabemos las categorias LO y LI estan sumamente relacionadas, pues cuando se presenta LI

entonces se presenta LO,;

e Limite como proceso (LP), pues en el punto b, alude a aproximar y acercar y en la

representacion se observan puntos “acercandose” a y L, lo que entendemos como una

aproximacion;

e Aspectos de no alcanzabilidad (NA), debido a que en el punto b, indica que nunca llega a ser

esta;
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e Referencia a las variables x e y (RV), pues usa las palabras preimagenes e imagenes como se

aprecia en el punto b;

e Representacion grafica (RG), puesto que realiza un dibujo en el plano cartesiano,

e Coordinacion entre las variables x e y (CV), pues en la representacion sefiala a través de

puntitos la relacion de preimagen con su respectiva imagen y asi en varias ocasiones;

e Términos de posicion relativa (PR), pues como se aprecia en la representacion utiliza lineas

de aproximacion alrededor de a 'y de L aludiendo a izquierda y derecha;

e Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC), ya que en la representacion se

observa las lineas discontinuas y puntitos que sefialan las preimégenes por izquierda y

derecha de a y las asocian con sus respectivas imagenes por izquierda y derecha de L y se

van acercando a L.

Figura 4.30
Respuesta a la tarea T1_C2 del estudiante SBL030901.

1. Sobre la definicién de limite de una funcién en un punto.

a. Escriba la definicion de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuaderno).

b. Explique con sus propias palabras qué significa la definicion anterior.

c. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
representar la definici6n de limite planteada en el apartado a.
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En la figura 4.31, observamos como el estudiante evidencia la categoria Situaciones (ST) ya
que indica que las derivadas sirven como herramienta en problemas de optimizacion y

problemas de cambio, manifestando su uso dentro de las matematicas.

Figura 4.31
Respuesta a la tarea T2_C2 del estudiante SBL030901.

2. ;Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites? ;Qué tipo de problemas se
pueden resolver usando limites?
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En la figura 4.32, en los puntos b y ¢, observamos como el estudiante evidencia la categoria
Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR) ya que relaciona el limite con encontrar
el extremo maximo de una funcién dada y la categoria Propiedades matematicas (PM) dado

que exhibe un limite infinito.

Figura 4.32
Respuesta a la tarea T1_C2 del estudiante SCD110503.

Actividad N°1

1. Sobre la definicién de limite de una funcién en un punto.

a. Escriba la definicion de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuaderno).

b. Explique con sus propias palabras qué significa Ia definicién anterior.

c. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
representar la definicién de limite planteada en el apartado a.

a) Cnconfrar (05 oumeras o1 (05 que Frende lor fumceon
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En la figura 4.33, en los puntos b y ¢, observamos como el estudiante evidencia la categoria
Otra Representacion (OR) ya que realiza representaciones del limite distintas a la grafica,

concretamente, hace uso de los sistemas de representacion tabular, simbdlico y verbal.

Figura 4.33
Respuesta a la tarea T1_C2 del estudiante SIS042101.

Actividad N°1

1. Sobre la definicién de limite de una funcién en un punto.

a. Escriba la definicion de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuaderno).

b. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.

c. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
representar la definicion de limite planteada en el apartado a.
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4.3 COMPARACION DE LOS MOMENTOS

Hasta ahora, hemos descrito los significados expresados sobre limite por los estudiantes de
la asignatura Caélculo | durante la ensefianza del concepto de limite (momento 1, apartado
4.1) y los expresados después de la ensefianza de dicho concepto matematico (momento 2A,
apartado 4.2). En ambos casos, las preguntas y las respuestas pretendieron indagar y
organizar las respuestas en un nivel de complejidad cognitiva basico, esto es, interpretar
términos, notaciones, convenios sobre el concepto de limite, sin olvidar sus representaciones,
modos de uso y situaciones que involucra este concepto. A pesar de que hubo pequefias

diferencias de formato en los cuestionarios, motivadas por los momentos en los que se
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implementaron, parece razonable preguntarse si estos significados “evolucionan”, esto es,

son iguales o diferentes en ambos momentos.

Mas especificamente, dadas las caracteristicas de los cuestionarios, esta comparacion puede
enfocarse en responder a la pregunta: ¢Existe relacion entre los significados iniciales y los
que expresan los estudiantes después de haber recibido formacion? Esta pregunta, a su vez,

puede ser respondida mediante la respuesta a preguntas mas concretas como:
e ;Los estudiantes se expresan mejor tras la instruccion?
e ;Usan vocabulario mas rico o mas especifico?

e /Las representaciones son mas precisas? ¢Prefieren después de ser formados la

representacion grafica?

e ;Son capaces de identificar usos del limite mas concretos?

Las respuestas a estas preguntas pasan por describir y comparar los diferentes elementos que
constituyen la nocion de significado empleada. Como expectativa ingenua de los
investigadores, se esperaria que los significados expresados tras la formacion fuesen mas

ricos que los primeros.

Esta comparacion se hara en dos partes. En un primer apartado, se realizara una comparacion
en términos descriptivos. En un segundo apartado, nos serviremos del andlisis cluster
realizado en el momento 1y, atendiendo a las respuestas del momento 2A, se tratara de situar
a los estudiantes en el momento 2A en el conglomerado méas cercano, para lo que
calcularemos las distancias del vector de respuesta a los centroides de los clusters descritos

anteriormente.
4.3.1. COMPARACION DESCRIPTIVA DE LOS RESULTADOS

En contra de lo esperado, los estudiantes han respondido con mas expresividad durante el
proceso de ensefianza (momento 1) que una vez terminada la formacion, momento 2A. Esto
lo apreciamos al comparar las respuestas de manera directa ya que usan menos palabras para

expresar lo que desean y no respondieron del todo algunas de las tareas.
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Por ejemplo, la figura 4.26 muestra como el estudiante SIQ010409 respondio en el momento

lalastareas T1_C1ly T2 C1, pero la figura 4.34 muestra que no lo hizo en el momento 2A.

Figura 4.34
Respuesta a la tarea T1_C2 del estudiante SIQ010409.

Actividad N°1

1. Sobre la definicién de limite de una funcién en un punto.

a. Escriba la definicién de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuaderno).

b. Explique con sus propias palabras qué significa la definicion anterior.

c. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
representar la definicion de limite planteada en el apartado a.

Asimismo, a modo de ejemplo la figura 4.35 muestra como el estudiante SIC052311
respondio en el momento 1 en las tareas T1_C1y T2 C1 con mas riqueza ya que evidencia
las categorias Limite como objeto (LO), Limite como proceso (LP), Coordinacién entre las
variables x e y (CV), Términos de posicion relativa (PR), Condiciones de lateralidad y doble
convergencia (CLDC) y Representacion grafica (RG); sin embargo la figura 4.36 muestra en el
punto b y ¢ que en el momento 2A brindo una respuesta mucho mas escueta, observamos que
mantiene las categorias LO, LP y RG, pero ya no evidencia las categorias CV, PRy CLDC,

e indica que la verdad no sabe.
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Figura 4.35

144
Respuestas a las tareas T1_C1y T2_C1 del estudiante SIC052311

2 Exphque con sus proplas palabras que significa la definicion anterior.
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3. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que considere neoesano
para representar la definicion de limite planteada en la pregunta 1.
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Figura 4.36
Respuesta a la tarea T1_C2 del estudiante SIC052311.

Actividad N°1

1. Sobre la definicién de limite de una funcién en un punto.

a. Escriba la definicion de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuaderno).

b. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.

c. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
representar la definicion de limite planteada en el apartado a.
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En términos de categorias de analisis, la tabla 4.3 muestra las frecuencias de aparicién o no
de las categorias de analisis en las respuestas de los estudiantes en los dos momentos. De

nuevo, con un solo vistazo, observamos que las frecuencias de aparicion son mas bajas al

final de la formacion.
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Tabla 4.3

Frecuencias de las categorias durante y despues de la ensefianza del concepto de limite
(sintesis de las tablas 4.1y 4.2).

Componente de Categoria Frecuencia  Frecuencia
significado Momento 1  Momento 2A
Limite como objeto (LO) 208 (95%) 146 (67%)
Limite como proceso (LP) 174 (80%) 155 (71%)
Vinculacién entre limite e imagen 29 (13%) 19 (9%)
(LN
E Coordinacion entre las variables xe 50 (23%) 40 (18%)
structura
conceptual y (CV) - e
Referencia a las variables x e y 79 (36%) 55 (25%)
(RV)
Condiciones de lateralidad y doble 59 (27%) 31 (14%)
convergencia (CLDC)
Propiedades matematicas (PM) 28 (13%) 22 (10%)
Sistemas de Representacion gréfica (RG) 174 (80%) 145 (67%)
representacion Otra representacion (OR) 92 (42%) 76 (35%)

Aspectos de no alcanzabilidad 79 (36%) 50 (23%)

(NA)
Sentidos y modos ~ Aspectos de alcanzabilidad y no 165 (76%) 21 (10%)
de uso rebasabilidad (ANR)
Términos de posicion relativa (PR) 144 (66%) 110 (50%)
Situaciones (ST) 101 (46%) 105 (48%)

Como se puede apreciar en la tabla 4.3, los estudiantes:

sobre los aspectos estructurales de limite, muestran muchas mas palabras o
referencias las categorias en esta componente durante la instruccion que después de
ella. Asi, por ejemplo, las menciones a que el limite es un objeto pasan de ser
utilizadas por el 95% de los estudiantes a ser usadas solo por el 67% de ellos, la figura
4.37 muestra como el estudiante SIS130305 evidencia la categoria Limite como
objeto (LO) al manifestar que el limite de una funcidn es un numero real, y la figura

4.38 evidencia como después de la ensefianza del limite no la evidencia;

en el caso de las representaciones, el uso de las representaciones disminuye, aunque
no se aprecia distinta reduccion segun el tipo de representacion, la figura 4.39 muestra
como el estudiante SIBO11308 durante la instruccion hace una representacion grafica,
y la figura 4.40 muestra como después de la instruccion del limite no realiza este tipo

de representacion;
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e con respecto a los sentidos, todas las categorias sufren descenso de aparicion, pero en
ninguna de ellas es tan evidente como en relacion a la no rebasabilidad (ANR), que
pasa de ser evidenciada por una gran mayoria (76% en el momento 1) a ser ignorada
en el momento 2A (10%). La explicacion a este descenso en la categoria ANR
sugerimos que podria ser debido a las diferencias entre los cuestionarios, que el

momento 2A no hacen tanto énfasis en los aspectos de sentido.

De todas las categorias, la unica que aumenta su frecuencia es la de aplicaciones o
situaciones (ST), aunque su crecimiento es muy leve, la figura 4.41 muestra que
durante la ensefanza del concepto de limite el estudiante SIQ020707 no evidencid
ninguna aplicacion de dicho concepto, sin embargo, la figura 4.42 demuestra que tras
la instruccion el estudiante SIQ020707 manifiesta que en matematicas el limite se
utiliza para graficar y determinar las asintotas de una funcion, afirma que se utiliza

en la industria y para determinar capacidades y el volumenes.

A modo de sintesis, se aprecia una evidente reduccion del uso de elementos (términos,
hechos, palabras, representaciones, referencias, ...) cuando se expresan las ideas acerca de
limite tras haber recibido la instruccién. Aun asi, las categorias que predominan en ambos
momentos son las referentes al limite como objeto y como proceso (LO y LP), con el uso de
representaciones graficas (RG) y, en el caso de los usos, la mencion a las posiciones relativas

de limite (PR) y a la no rebasabilidad (ANR) en el momento 1.

De alguna manera parece que, tras la ensefianza del limite, los estudiantes reducen el uso de
vocabulario y similes fuera de las matematicas para proporcionar descripciones mas escuetas,

lo que no significa que sean ni mas precisas ni tampoco peores.

Figura 4.37
Respuesta a la tarea T1_C1 del estudiante SIS130305.

2. . Explique con sus propias palabras qué significa la definicion anterior.
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Figura 4.38
Respuesta a la tarea T1_C2 del estudiante SIS130305.

Actividad N°1

1. Sobre la definicion de limite de una funcién en un punto.

a. Escriba la definicién de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuaderno).

b. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.

c. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
representar la definicién de limite planteada en el apartado a.

Figura 4.39
Respuesta a la tarea T2_C1 del estudiante SIB011308.

3. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que considere necesario,
para representar la definicién de limite planteada en la pregunta 1.
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Figura 4.40
Respuesta a la tarea T1_C2 del estudiante SIB011308.

Actividad N°1

1. Sobre la definicion de limite de una funcién en un punto.

a. Bscriba la definicién de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuaderno).

b. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.

¢. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
n:prcwnldr Id dt.l'muon de limite planteada en ¢l apartado a.
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Figura 4.41
Respuesta a la tarea T3_C1 del estudiante SIQ020707.

3. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que considere necesario,
para representar la deﬁmcnén de limite planteada en la pregunta 1.

Figura 4.42
Respuesta a la tarea T2_C2 del estudiante SIQ020707.

2. ;Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites? ;Qué tipo de problemas se
pueden resolver usando limites?
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Enla tabla 4.4, presentamos la comparacion cuantitativa categoria a categoria de la evolucion

de las respuestas.
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Tabla4.4

Evolucion de las frecuencias de aparicion de las categorias desde el momento de ensefianza
del concepto al momento posterior a la ensefianza del concepto de limite.

Modalidad
de Categorias
respuesta
LO [P LI CV RV CLDC PM RG OR NA ANR PR ST
0-0 3 20 175 151 123 144 174 31 87 119 48 46 76
1-0 69 43 24 27 40 43 22 42 55 49 149 62 37
0-1 7 24 14 17 16 15 16 13 39 20 5 28 41

1-1 139 131 5 23 39 16 6 132 37 30 16 82 64

Total 218 218 218 218 218 218 218 218 218 218 218 218 218

Nota. 0-0: No respondi6 en ningiin momento, 1-0: respondid solo en el momento 1, 0-1:
respondiod solo en el momento 2A y 1-1: respondi6é en el momento 1 y en el momento 2A.

Como vemos en la tabla 4.4, las categorias que se reafirman son las referidas a limite como
objeto, como proceso y al uso de representaciones graficas (LO, LP y RG). Subrayamos, de
nuevo, la singularidad de los aspectos de no rebasabilidad (categoria ANR) probablemente
por la pregunta que estd en el momento 1 y no en el momento 2A. El uso de otras
representaciones, el uso de términos que indiquen posicion relativa y la propuesta de
aplicaciones (OR, PR y ST) aparecen de manera equilibrada en los dos momentos. El resto
de categorias (LI, CV, RV, NA, CLCD y PM) no parecen determinantes para expresar el

limite en ninguno de los momentos.
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Figura 4.43

Evolucion de las respuestas de los 218 estudiantes en las 13 categorias del momento 1
(durante la ensefianza del concepto de limite) al momento 2A (después de la ensefianza del

concepto de limite).
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1: presencia en momento 2A de la categoria y 1-1: presencia en ambos momentos.

Cuando transformamos la tabla 4.4 en un grafico, figura 4.43, podemos apreciar de manera
visual aspectos interesantes de las frecuencias y repeticiones de la aparicion y evolucion de
las categorias de andlisis en las respuestas de los estudiantes. Por ejemplo, notese como las
menciones a la vinculacion entre el limite y la imagen (LI), la coordinacion y la vinculacion
entre las variables (CV, RV), la doble convergencia (CLCD), las propiedades matematicas
(PM) y la no alcanzabilidad (NA) son elementos poco evidenciados por los estudiantes (en
azul en la figura 4.43), lo que indica que son categorias poco importantes para caracterizar
las respuestas de los estudiantes. Mientras, limite como objeto, como proceso y las
representaciones graficas (LO, LP y RG, en verde, figura 4.43) son las categorias presentes
“al inicio” y “al final”, es decir que los estudiantes las evidencian durante la ensefianza del

concepto de limite y después de la ensenanza de dicho concepto. Las figuras 4.44 y 4.45
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muestran la presencia de las categorias Limite como objeto (LO), Limite como proceso y

Representacion grafica (RG) en estos dos momentos de instruccion.

Puntualmente, en la figura 4.38 el estudiante SIQ021322 indica en la definicion que el limite
es un numero, en la representacioén dibuja un hueco, indica que un limite es 3 y que otro es
2; ademas en la figura 4.45 en el punto b indica que el limite es L, en la representacion dibuja
nuevamente un hueco e indica que un limite es 4; por lo que evidencia la categoria LO.
También, en las figuras 4.44 y 4.45 observamos como el estudiante SIQ021322 usa las
palabras “se acerca” para referir al limite, por lo que evidencia la categoria LP; y en ambas

figuras es evidente el uso de la representacion grafica (RG) para representar al limite.

Figura 4.44
Respuestas a las tareas T1_C1y T2_C1 del estudiante S1Q021322.

2. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.
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3. Utilice uno o-varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que considere necesario,
para representar la definicion de limite planteada en la pregunta 1.
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Figura 4.45
Respuesta a la tarea T1_C2 del estudiante SIQ021322.

Actividad N°1

1. Sobre la definicidn de limite de una funcidén en un punto.

a. Escriba la definicion de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuaderno).

b. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior,

©. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
representar la definicidn de limite planteada en el apartado a.
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4.3.2. BUSQUEDA DEL CLUSTER MAS CERCANO

Para cumplimentar el analisis comparativo de manera cuantitativa, decidimos calcular a qué
perfil del momento 1 (apartado 4.1.2) pertenecerian las respuestas que los estudiantes dieron

en el momento 2A. Asi, tomamos en consideracion los conglomerados construidos en el

momento 1, que recordamos:
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El primer perfil agrupa a los estudiantes que manifiestan “respuestas ingenuas” en las
que el limite se presenta como un objeto, la representacion es grafica y algunos

expresan aspectos de no rebasabilidad y no alcanzabilidad.

Los estudiantes del segundo perfil hacen énfasis en las “representaciones graficas”,
pero también subrayan que el limite es un objeto y un proceso y aspectos de no

rebasabilidad.

En el tercer grupo, incluimos a los estudiantes con respuestas ricas en elementos de

significado, que expresan ideas relacionadas con muchas de las categorias de analisis.

Finalmente, el Gltimo grupo, de caracter grafico como el 2, se caracteriza por
respuestas en las que se destacan las representaciones no gréficas, sin descuidar los
aspectos estructurales de limite como proceso y como objeto y con un sentido de no

rebasabilidad.

Para estos conglomerados, se determinaron los centroides de cada grupo, esto es, los valores

medios de los valores asignados a cada variable (figura 4.46)

Dado que estamos interesados en determinar si los estudiantes cambian de grupo, calculamos

las distancias de los vectores de respuesta del momento 2A a los centroides de cada grupo

para determinar el centroide mas cercano. Para que los célculos fuesen rapidos y sencillos,

se realiz6 mediante la aplicacion de un analisis de k-Medias con una sola iteracion.

Los resultados muestran que hay diversidad de comportamientos, aunque un gran nimero de

estudiantes (40%) no cambian su perfil de respuesta, esto es, manifiestan el mismo

significado en el momento 1 que en el momento 2A.
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Figura 4.46

Representacion radial de los cuatro clusters con las categorias, durante la ensefianza del
concepto de limite (sintesis de las figuras 4.13, 4.17, 4.21 y 4.25).
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Tabla 4.5

LO

PM

CLDC

== C|luster 1_Fasel

cv == Cluster 2_Fasel
Cluster 3_Fasel
Cluster 4_Fasel

RV

Distribucién de los estudiantes en el momento 2A por su cercania a los centroides de los

clusters en el momento 1.

Clusters del momento 1

Clusters del momento 2A

Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3 Cluster 4 Total

Cluster 1
Cluster 2
Cluster 3
Cluster 4

Total

44

17

8

9

78

27

16

3

5

51

2

10

15

6

33

24 97
15 58
5 31
12 32
56 218
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4.3.2.1. Significados ingenuos

La composicion de los conglomerados cambia de nimero de miembros. Asi, en la tabla 4.5
observamos que el cluster 1, el de los significados ingenuos, pasa de estar formado por 97
estudiantes en el momento 1 a estarlo por 78 en el momento 2A reduciendo un 20% el nimero
de estudiantes. De estos estudiantes que componian el cluster 1, casi la mitad, 44, se
mantienen en este perfil y 2 de ellos pasan a pertenecer al cluster 3, lo que nos indica que
enriquecen sus expresiones sobre el limite. Por otro lado, mé&s de la mitad de los estudiantes,
el 53%, se acercan a los clusters que subrayan los aspectos de representacion, sin mostrar
preferencias entre la representacion grafica (cluster 2) o cualquier otra (cluster 4). También
destacamos que el cluster 1 fue el que mas estudiantes perdié (17), lo cual nos parece
razonable, y pensamos que los estudiantes que se mantienen cerca de los restantes tres

clusters enriquecieron su significado después de la ensefianza del concepto de limite.

A continuacion, en las figuras 4.47, 4.48, 4.49, 4.50 y 4.51 presentamos, a modo de ejemplo,
al estudiante SENO71712 quien en el momento 1 se ubicaba en el cluster 1 y en el momento
2A se ubica més cercano al cluster 2.

Como podemos apreciar en las figuras 4.47, 4.48 y 4.49, durante la ensefianza del concepto
de limite, el estudiante SENQ071712 no evidencia ninguna de las categorias de nuestro trabajo,
ya que en las respuestas a cada una de las preguntas no aporta informacién que merezca ser

valorada.

Como podemos apreciar, después de la ensefianza del concepto de limite, el estudiante
SENO071712 evidencia en la figura 4.50, en el punto b, la categoria Limite como objeto (LO)
pues indica que el limite es f(A), y la categoria Términos de posicién relativa (PR) pues indica
que se puede estudiar por la derecha y por la izquierda, ya en el punto c, se observa como
exhibe la categoria Vinculacion entre limite e imagen (LI), pues relaciona a A con f(A) y
habia indicado que f(A) era el limite, y la categoria Representacion grafica (RG) pues realiza
una representacion en el plano cartesiano del limite. En la figura 4.51 apreciamos que el

estudiante SEN071712 no evidencia ninguna de las categorias.
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Figura 4.47
Respuestas a las tareas T1_C1y T2_C1 del estudiante SEN071712.

2. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.
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3. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, 1o que considere necesario
* para representar la definicion de limite plantcada en la pregunta 1. -
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Figura 4.48
Respuesta a la tarea T3_C1 del estudiante SEN071712.

4. ;Qué aplicacionescénsidera que pueden tener los limites?
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Figura 4.49
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante SEN071712.

Actividad Ne2

1. Ademés del significado matemético de la palabra limite que ha es‘tudiado. en clase jqué
otro significado tiene dicha palabra para usted fuera de la matematica? Puede utilizar

ejemplos, dibujos, definiciones o lo que considere necesario.
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Figura 4.50
Respuesta a la tarea T1_C2 del estudiante SEN071712.

Actividad N°1

1. Sobre la definicion de limite de una funcién en un punto.

a. Escriba la definicion de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuaderno).

b. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.

c. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
representar la definicion de limite planteada en el apartado a.
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Figura 4.51
Respuesta a la tarea T2_C2 del estudiante SEN071712.

2. ;Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites? ;Qué tipo de problemas se
pueden resolver usando limites?
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4.3.2.2. Significados basados en representacion gréafica

El cluster 2 pasa de estar formado por 58 estudiantes a 51, manteniendo el nimero. Sin
embargo, esta igualdad no esta provocada porque los estudiantes expresen los mismos
significados, sino que esta provocado por un reparto de los miembros de este cluster entre

todos los demas. Asi, 16 (28%) estudiantes expresan en mismo significado grafico en los dos
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momentos. Pero, el 29% de los estudiantes que en el momento 1 subrayaban la representacion
gréfica de limite, después de recibir instruccion en el momento 2A manifiestan menos
categorias lo que los sitda en el cluster 1; el 17% enriquece sus expresiones, pasando a formar
parte del grupo 3; y el 26% pasan de usar la representacion grafica a incorporar otras

representaciones €n sus respuestas.

A continuacion, en las figuras 4.52, 4.53, 4.54, 4.55, y 4.56, presentamos a modo de ejemplo,
al estudiante S1IB021219 quien en el momento 1 se ubicaba en el cluster 2 y en el momento
2A se ubica més cercano al cluster 1.

Como podemos apreciar, durante la ensefianza del concepto de limite, el estudiante
SIB021219 evidencia la categoria Limite como objeto (LO) pues indica en la figura 4.52 que
el limite es el resultado de una funcion, en la figura 4.52 sefiala con una flecha el 4 y en la
figura 4.54 indica que es una frontera. Exhibe la categoria Limite como proceso (LP) la
evidencia en la figura 4.52 pues indica que x tienda a algin valor. Muestra la categoria
Referencia a las variables x e y (RV) pues en la figura 4.52 alude a la variable independiente
como X, evidencia la categoria Representacion grafica (RG) ya que apreciamos en la figura
4.52 como realiza una representacion en el plano cartesiano del limite. Finalmente, exhibe la
categoria Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR) pues en la figura 4.54 alude

al limite como una frontera.

Ademaés, apreciamos que después de la ensefianza del concepto de limite, el estudiante
SIB021219 evidencia Unicamente en la figura 4.55 la categoria Limite como objeto (LO)

pues indica que el limite es un punto.
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Figura 4.52
Respuestas a las tareas T1_C1y T2_C1 del estudiante SIB021219.

2. Explique con sus propias palabras qué significa la definicion anterior. \ oen
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3. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir; lo que considere necesario,
para representar la deﬁnici(')g de limite planteada en la pregunta 1. ' B

- _5 B

Figura 4.53
Respuesta a la tarea T3_C1 del estudiante SIB021219.

4, " (Qué aplicéciones considera que pueden tener los limites?

— -

Figura 4.54
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante SIB021219.

Actividad N°2

1. Ademés del significado niatemético de la palabra limite que ha estudiado en clase jqué
otro significado tiene dicha palabra para.usted fuera de la matematica? Puede utilizar
ejemplos, dibujos, definiciones o lo que considere necesario. o
. . N - P . Q .
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Figura 4.55
Respuesta a la tarea T1_C2 del estudiante SIB021219.

Actividad N°1

1. Sobre la definicién de limite de una funcién en un punto.

a. Escriba la definicion de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuaderno). —» a0 Avae <\ codtro,

b. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.

c. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
representar la definicion de limite planteada en ¢l apartado a.

jbo (QCL)UAD Qe edS on Wpde. Me @o(ei [/\k—L 25 N P«J\H)
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Figura 4.56
Respuesta a la tarea T2_C2 del estudiante SIB021219.

2. ;Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites? ;Qué tipo de problemas se
pueden resolver usando limites?

MO (e A0 # ”., ?
A

4.3.2.3. Uso de otras representaciones no graficas

El cluster 4 aumenta de 32 a 56 estudiantes, siendo el que mas aumenta, un 75%. La gran
mayoria de este aumento esta provocado por el movimiento de estudiantes del cluster 1 (24
estudiantes), aunque también muchos provienen del cluster 2 (15 estudiantes). De hecho, los

gue se mantienen en los dos momentos en este cluster son solo 12 (37%).

A continuacion, en las figuras 4.57, 4.58, 4.59, 4.60 y 4.61, presentamos a modo de ejemplo,
al estudiante SIS061011 quien en el momento 1 se ubicaba en el cluster 4 y en el momento

2A se mantiene cercano al cluster 4.

Como podemos apreciar, durante la ensefianza del concepto de limite, el estudiante

SIS061011 evidencia las categorias:

e Limite como objeto (LO), pues resalta en la figura 4.57 que el limite es 1 y en la figura

4.53 indica que puede ser el punto maximo,

e Limite como proceso (LP), dado que en la figura 4.57 apreciamos acercamientos

alrededor de 1, a través de aproximaciones,
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Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR), pues en la figura 4.59 indica que

el limite puede ser el punto maximo,

Términos de posicion relativa (PR), pues en la figura 4.57 observamos que hace

acercamientos por la izquierda y por la derecha de 1,

Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC), ya que en la figura 4.57

apreciamos que el limite por la izquierda y por la derecha es el mismo, en este caso 1,

Otra Representacion (OR), dado que percibimos en la figura 4.57 como realiza una

representacion distinta a la representacion gréafica del limite,

Situaciones (ST), pues en la figura 4.58 indica que el limite se puede usar en la estadistica

y la probabilidad.

Observamos que después de la ensefianza del concepto de limite, el estudiante SIS061011

evidencia las categorias:

Limite como objeto (LO), pues indica en la figura 4.60, en el punto b, que el limite es un

punto,

Limite como proceso (LP), dado que en la figura 4.60, en el punto c, apreciamos

acercamientos alrededor de 1, a través de aproximaciones,

Términos de posicion relativa (PR), pues en la figura 4.60, en el punto ¢, observamos que

hace acercamientos por la izquierda y por la derecha de 1,

Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC), ya que en la figura 4.60 en el
punto c, apreciamos que el limite por la izquierda y por la derecha, debe ser el mismo, en

este caso 1,

Otra Representacion (OR), pues percibimos en la figura 4.60, en el punto ¢, como realiza

una representacion distinta a la representacion grafica del limite.
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Figura 4.57
Respuestas a las tareas T1_C1y T2_C1 del estudiante SIS061011.

2. Explique con sus propias palabras qué significa la definicion anterior.
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Figura 4.58
Respuesta a la tarea T3_C1 del estudiante SIS061011.

4. ;Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites?
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Figura 4.59
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante SIS061011.

Actividad N°2

1. Ademés del significado matematico de la palabra limite que ha estudiado en clase qué
otro significado tiene dicha palabra para usted fuera de la matematica? Puede utilizar
ejemplos, dibujos, definiciones o lo que considere necesario.
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Figura 4.60
Respuesta a la tarea T1_C2 del estudiante SIS061011.

Actividad N°1

. Sobre la definicion de limite de una funcién en un punto.

. Escriba la definicién de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuaderno),

. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.

Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
representar la definicion de limite planteada en el apartado a.

N
a) T
] T

Figura 4.61
Respuesta a la tarea T2_C2 del estudiante SIS061011.

2. ;Qué aplicaciones considera que pueden tener los lfmites? ;Qué tipo de problemas se
pueden resolver usando limites?

4.3.2.4. Riqueza de significado

El cluster 3 pasa de 31 a 33 estudiantes, de los cuales el 48% no cambian la composicion de
sus respuestas. Mientras, 8 estudiantes evidencian, en el momento 2A, estar mas cercanos a
los clusters 2 y 4, aquellos que subrayan las representaciones. Sorprenden, en este
conglomerado, los 8 estudiantes (26%) que pasan a formar parte en el momento 2A del
cluster 1, aquel que agrupa los significados ingenuos, con menos detalle en cada categoria,

como si la ensefianza recibida les hubiese provocado inseguridad u olvido en sus
conocimientos.
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A continuacion, en las figuras 4.62, 4.63, 4.64, 4.65 y 4.66, presentamos a modo de ejemplo,

al estudiante SIS032318 quien en el momento 1 se ubicaba en el cluster 3 y en el momento

2A se mantiene cercano al cluster 3.

Como podemos apreciar, durante la ensefianza del concepto de limite, el estudiante

SI1S032318 evidencia las categorias:

Limite como objeto (LO), ya que indica en la figura 4.64 que el limite es una barrera,

Vinculacién entre limite e imagen (LI), pues en la figura 4.62 en la representacion anota

que el limite es L y marca con un puntito “cerrado” indicando que la imagen de a es L,

Limite como proceso (LP), dado que en la figura 4.62 en la definicion, habla de
acercamiento a un valor al eje x y aproximacion por arriba y por abajo en el ejey, y en la

representacion, apreciamos de manera grafica esos acercamientos alrededor de ay de L,

Coordinacion entre las variables x e y (CV), puesto que en la figura 4.62, en la definicion,
indica que es un proceso en el que estan implicadas las dos variables (x e y), donde una
depende de otra, esto se aprecia de manera gréfica en la representacion, con los puntitos

discontinuos que dibuja relacionando las preimagenes con las imagenes,

Referencia a las variables x e y (RV), pues en la figura 4.62, alude a la variable

independiente como valor en el eje x, y a la dependiente como punto en el eje y,

Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR), dado que en la figura 4.64 indica

que el limite es una barrera y nos habla de limites fronterizos,

Términos de posicion relativa (PR), pues en la figura 4.62 usa los términos izquierda,

derecha, arriba y abajo para referirse a acercamientos,

Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC), ya que en la figura 4.62, en la
definicion, observamos en toda la explicacién que realiza, que el limite por la izquierda

y por la derecha, debe ser el mismo,

Representacion grafica (RG), pues apreciamos en la figura 4.62 como realiza una

representacion en el plano cartesiano del limite,

Situaciones (ST), pues en la figura 4.63 indica que el limite se puede usar en la economia.
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Observamos que después de la ensefianza del concepto de limite, el estudiante SIS032318

evidencia las categorias:

Limite como objeto (LO), pues sefiala en la figura 4.65, en el punto c, que el limite es L,

Vinculacién entre limite e imagen (LI), pues en la figura 4.65, en el punto c, anota que el

limite es L y marca con un puntito “cerrado” indicando que la imagen de a es L,

Limite como proceso (LP), dado que en la figura 4.65 habla de acercamiento a puntos en
el ejexcomoen el ejey, y en el punto c, apreciamos de manera grafica esos acercamientos

alrededor de ay de L,

Coordinacion entre las variables x e y (CV), puesto que en la figura 4.65, en el punto b y
c sefiala que es un proceso en el que estan implicadas las dos variables (x e y), donde una
depende de otra, esto se aprecia, respectivamente, tanto de manera verbal como de
manera gréafica, con los puntitos discontinuos que dibuja relacionando las preimagenes

con las iméagenes,

Referencia a las variables x e y (RV), ya que en la figura 4.65 alude a la variable

independiente como punto en el eje X,

Términos de posicion relativa (PR), pues en la figura 4.65, en el punto c, hace

acercamientos por la izquierda y por la derechade ay de L,

Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC), dado que en la figura 4.65, en
el punto ¢, observamos en la representacion que el limite por la izquierda y por la derecha
de a, debe ser el mismo L,

Representacion gréafica (RG), pues apreciamos en la figura 4.65, en el punto ¢, como

realiza una representacion en el plano cartesiano del limite,

Situaciones (ST), ya que en la figura 4.66 indica que el limite se puede usar en la

economia.
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Figura 4.62
Respuestas a las tareas T1_C1y T2_C1 del estudiante SIS032318.

2. Explique con sus perlaS palabras qué sngmﬁca la definicién anterior.
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3. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que considere necesario,
: para representar la definicion de limite planteada en la pregunta 1.

Figura 4.63
Respuesta a la tarea T3_C1 del estudiante SIS032318.

4. (Qué aplicaciones considera que puedcn tener los limites?
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Figura 4.64
Respuesta a la tarea T4_C1 del estudiante SIS032318.

Actividad N2

1 Adem_és @el sigm'ﬁcado matematico de la palabra limite que ha estudiz:ido en élase’ iqué |
_ o_tro SIgmﬁ(.:ad.o_ tiene dicha palabra para usted fuera de la matematica? Puede utilizar
ejgmplos, dibujos, definiciones o Io que considere necesario. - : ‘
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Figura 4.65
Respuesta a la tarea T1_C2 del estudiante SIS032318.

1. Sobre la definicion de limite de una funcién en un punto.

a. Escriba la definicion de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuadcrno).

b. Explique con sus propias palabras qué significa la definicién anterior.

c. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
representar la definicion de limite planteada en el apartado a.
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Figura 4.66
Respuesta a la tarea T2_C2 del estudiante SIS032318.

2. ;Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites? ;Qué tipo de problemas se
pueden resolver usando limites?

4.4 RAZONAMIENTOS ASOCIADOS AL CONCEPTO DE LIMITE

Después de la ensefianza del concepto de limite, el cuestionario que completaron los
estudiantes tenia una parte para el analisis de sus razonamientos al resolver tareas sobre
limites y su relacion con otros conceptos como la continuidad y derivabilidad (T3_C2,
T4 _C2, T5a_C2 y T5b_C2). En este apartado nos centraremos en la realizacion de dicho
analisis, que corresponde al momento 2B de la investigacion. Dicho cuestionario
(cuestionario 2) estd compuesto por tres tareas que se enfocan en el desempefio de los
estudiantes al resolver tareas de céalculo de limites, tanto considerando las destrezas como

analizando los argumentos que proporcionan para justificar las respuestas.

441 TAREA3(T3_C2): CALCULO DEL LIMITE DE UNA FUNCION A TROZOS

En la tarea T3_C2 se les pedia a los estudiantes que calcularan Iim0 g( X ) sabiendo que g

X six<0
es una funcion real de variable real, tal que g( x )=42"% si 0<x<27%,

X six>270

En latabla 4.6 detallamos las ocho componentes que hemos interpretado en las respuestas de
los estudiantes a esta tarea, organizadas siguiendo la descripcion de las tablas 3.6 y 3.7 del
apartado 3.4.1.2.
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Tabla 4.6
Componentes observados en la tarea T3_C2.
COMPONENTE FRECUENCIA

Elemento matematico evidenciado por los estudiantes

El limite de la funcidn en el punto es finito (existe) y coincide con el valor
de los limites laterales (P) si, y solo si, los limites laterales de una funcion
real de variable real en un punto son finitos (existen) e iguales (Q)
(teorema 12).

78 (el 36%)

Modos de argumentar evidenciados por los estudiantes
Si los limites laterales son finitos e iguales entonces el limite existe

(Q=P).

Si los limites laterales son finitos y no son iguales entonces el limite no
existe (—Q = —P).

Si los limites laterales son finitos y no son iguales entonces el limite existe

(-Q = P).

19 (el 8%)

13 (el 6%)

Modo de representar evidenciado por los estudiantes
Simbdlico

129 (el 59%)

Afirmaciones
El limite no existe
El limite existe o es infinito

14 (el 6%)
68 (el 31%)

Datos
Caélculos del limite lateral izquierdo
Calculos sobre el limite lateral derecho

75 (el 34%)
75 (el 34%)

Como los limites laterales son distintos el limite no existe 13 (el 6%)

Los limites laterales son iguales el limite existe 18 (el 8%)

Como los limites laterales son distintos el limite existe 1
Garantias

Si los limites laterales son finitos e iguales entonces el limite existe 19 (el 8%)

Si los limites laterales son finitos y no son iguales entonces el limite no 13 (el 6%)

existe

Si los limites laterales son finitos y no son iguales entonces el limite existe 1
Respaldos

Indicacion de manera explicita (verbal o simbolica) argumentos 3 (el 1%)

relacionados con la caracterizacion de la existencia del limite a través de
los limites laterales (teorema 12).

Errores
Célculo del limite de manera errada, ya sea al determinar el valor
numérico o al calcular limites laterales o infinitos

86 (el 39%)

La tabla 4.6 nos muestra que 129 (el 59%) estudiantes usan un modo de representacién

simbdlico para el argumento matematico, que coinciden con los estudiantes que responden a
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la T3_C2, ya que anotamos este modo de representar siempre que un estudiante brindara un
argumento matematico en el que incluyera una afirmacion, datos, garantias, respaldos,

elemento matematico, modos de argumentar, o varios de estos elementos.

De los 129 estudiantes que responden a la T3_C2, Unicamente 82 (el 38%) brindan una
afirmacion, es decir, es una minoria de estudiantes los que responden y explicitan el resultado
del limite. De esos 82 que lo hacen, s6lo 14 (el 6%) dan una respuesta correcta al afirmar que
el limite no existe, puesto que determinan el valor numérico de los limites laterales de forma
incorrecta. Ademas, el hecho de que la funcidn sea a trozos parece que supone una dificultad
para determinar el limite, ya que no pueden aplicar un procedimiento, como el de

simplificacion de fracciones algebraicas, o una regla, como la de L’Hopital.

La tabla 4.6 muestra también que 78 (el 36%) estudiantes evidencian el teorema 12 como
elemento matematico presente en la tarea T3_C2 y los modos de argumentar de los
estudiantes se basan en distintas variaciones de dicho elemento. También apreciamos que 32
(el 15%) estudiantes exhiben un modo de argumentar correcto y solo uno de ellos no lo hace.
Observamos que los modos de argumentar de los estudiantes coinciden las garantias, esto
obedece a que esta tarea, T3_C2, involucra las funciones a trozos, y el calculo de limite no
es un procedimiento aritmético, algebraico o de aplicacion de una regla, sino que requiere
realizar un razonamiento, Unico, basado en la caracterizacion por limites laterales para su
resolucion (el teorema 12). Veamos las respuestas de los estudiantes SIQ022101 en la figura
4.67 y SIS032318 en la figura 4.68.

Como puede observarse en la figura 4.67, el estudiante evidencia varios componentes en el

argumento:

e como elemento matematico exhibe que los limites laterales de una funcion real de
variable real en un punto son finitos (existen) e iguales si y sélo si el limite de la funcién

en el punto es finito (existe) y coincide con el valor de los limites laterales,

e sumodo de argumentar y a la vez su garantia es que si los limites laterales son finitos y

no son iguales entonces el limite no existe,

e Yy utiliza un modo de representar simbolico,
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afirma que no existe el limite,

los datos exhibidos son célculos de los limites laterales por izquierda y derecha de cero,

ademas sefiala que los limites laterales son diferentes y que no existe el limite,

respalda su garantia al explicitar de manera verbal y simbdlica argumentos relacionados

con la caracterizacion de la existencia del limite a través de los limites laterales.

Figura 4.67
Respuesta a la tarea T3_C2 del estudiante SIQ022101.
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Como puede observarse en la figura 4.68, el estudiante evidencia varios componentes en el

argumento:

como elemento matematico manifestd que los limites laterales de una funcion real de
variable real en un punto son finitos (existen) e iguales si y sélo si el limite de la funcién
en el punto es finito (existe) y coincide con el valor de los limites laterales,

su modo de argumentar y a la vez su garantia fue que si los limites laterales son finitos e
iguales entonces el limite existe,

utiliza un modo de representar simbdlico,

afirmo que existe el limite al indicar que es cero,

los datos, mostrados fueron calculos de los limites laterales por izquierda y derecha de
cero, ademas evidencid que los limites laterales son iguales y que existe el limite,

no respalda su garantia,
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e presentd un error al determinar el valor numérico de un limite lateral y del limite global.

Figura 4.68
Respuesta a la tarea T3_C2 del estudiante SIS032318.
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4.4.2 TAREA 5 PARTE A (T5a_C2): CALCULO DEL LIMITE DE UNA FUNCION

] . . 212
En la tarea 5 parte a, se les pedia a los estudiantes que calcularan lim 3X3 .
=2 | (x=2) (2x2+1)

En la tabla 4.7 detallamos las ocho componentes que hemos interpretado en las respuestas de
los estudiantes a la tarea 5 parte a del cuestionario 2.

Tabla 4.7
Componentes observados en la tarea T5a_C2.
COMPONENTE FRECUENCIA
Elemento matematico evidenciado por los estudiantes
La Regla de L’Hopital (teorema 18) 40 (el 18%)
Algoritmo de simplificacién de fracciones algebraicas 146 (el 67%)

El limite es infinito y coincide con el infinito de los limites laterales (P) si
y solo si los limites laterales son infinitos e iguales (Q) (teorema de los 17 (el 8%)
limites laterales infinitos, teorema 13)

Modos de argumentar evidenciados por los estudiantes

La Regla de L’Hopital (aplicacion del procedimiento) 40 (el 18%)
Algoritmo de simplificacién de fracciones algebraicas (aplicacion del 146 (el 67%)
algoritmo)

Si los limites laterales son infinitos e iguales entonces el limite es infinito

0,
y coincide con el infinito de los limites laterales (Q = P) 3 (el 1%)
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Tabla 4.7
Componentes observados en la tarea T5a_C2.
COMPONENTE FRECUENCIA
Si los limites laterales son infinitos e iguales entonces el limite existe
(Q=-P) '
Si los limites laterales son infinitos e iguales entonces el limite no existe
(Q=P) '
Si los limites laterales son infinitos y distintos entonces el limite no existe
(~Q =P) '
Si los limites laterales son infinitos y distintos entonces el limite es infinito
(~Q =P) ’
Si los limites laterales son finitos e iguales entonces el limite no existe
(Q =P) '

Modo de representar evidenciado por los estudiantes
Simbolico

204 (el 94%)

Afirmaciones
El limite no existe o es infinito
El limite existe o es menos infinito

37 (el 17%)
75 (el 34%)

Es una constante distinta de cero entre cero 17 (el 8 %)
Datos
Transformaciones aritméticas o algebraicas 190 (el 87%)
Garantias

Evaltan directamente en la fraccion dada, Unicamente, sin hacer ningun
otro procedimiento

12 (el 6%)

No evaltan en un primer momento, sino que transforman la fraccion dada
en otra equivalente que les permita evaluar

83 (el 38%)

Evaltan directamente en la fraccion dada y obtienen la forma % por lo

que transforman la fraccion en otra equivalente que les permita evaluar

61 (el 28%)

Hacen céalculos de limites laterales

16 (el 7%)

Aplican de forma parcial La Regla de L Hopital al derivar el numerador
y el denominador de la fraccion dada sin evaluar en la fraccion resultante

16 (el 7%)

Aplican La Regla de L’Hopital al derivar el numerador y el denominador
de la fraccion dada y evaluan en la fraccion resultante

26 (el 12%)

Respaldos
Explicitacion de manera verbal o simbodlica que aplican una técnica
infinitesimal, como lo es La Regla de L’Hopital

30 (el 14%)

Errores
Errores de transformacion de expresiones algebraicas (factorizacion
expresiones algebraicas o expansion de expresiones algebraicas)

77 (el 35%)
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Tabla 4.7
Componentes observados en la tarea T5a_C2.

COMPONENTE FRECUENCIA
Errores de simplificacion de fracciones algebraicas, 4 (el 2%)

Errores en el momento de calcular el limite, al determinar el valor 17 (el 8%)
numeérico o calcular limites laterales o limites infinitos
Errores de derivacion al utilizar La Regla de L’Hopital 28 (el 13%)

Errores al igualar el limite de una funcion con su criterio de asociacion 30 (el 14%)

La tabla 4.7 muestra que 204 (el 94%) estudiantes usan un modo de representacion simbolico
para el argumento matematico, cantidad que coincide, a su vez con el nimero de estudiantes
que responden a la tarea T5a_C2, ya que anotamos este modo de representar siempre que un
estudiante brindara un argumento matematico en el que incluyera una afirmacion, datos,
garantias, respaldos, elementos matematicos, modos de argumentar, o varios de estos

elementos.

De los 204 estudiantes que responden a la T5a_C2, unicamente 129 (el 59%) brindan una
afirmacion, es decir, hay aproximadamente un 35% de estudiantes que no explicitan cual el
resultado del limite. Y de esos 129 que responden y explicitan cual el resultado del limite
solo 37 (el 17%) brindan una afirmacion correcta al manifestar que el limite no existe o es
infinito, pues escriben literalmente como afirmaciones el limite: no existe (—3), es +x, es
infinito, es co. Como podemos observar esas respuestas son correctas, sin embargo como
investigadores solo esperdbamos que indicaran que el limite es +o0.Son 17 (el 8%)
estudiantes los que brindan una afirmacion incompleta pues afirman que el limite es una
constante distinta de cero entre cero, y son 75 (el 34%) estudiantes los que afirman una
respuesta incorrecta ya que indican el limite existe o es menos infinito, pues indican
literalmente que el limite es un nimero real, una expresion algebraica 0 +oo,—o0. Estas
afirmaciones incompletas o incorrectas pueden estar explicadas por los errores que
evidencian. En el que mas incurren es en las transformaciones de expresiones algebraicas, ya

que factorizan o desarrollan de manera incorrecta dichas expresiones.

Una diferencia notable de esta tarea, T5a_C2, con la otra, T3_C2, es que en la T5a_C2

involucra 3 elementos matematicos en su resolucion, los 2 primeros son mas mecanicos o
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procedimentales como lo son la Regla de L’Hopital (teorema 18) y el algoritmo de
simplificacion de fracciones algebraicas, siendo este ultimo el mas utilizado por los
estudiantes. El otro elemento matemético que usan es mas conceptual, y corresponde a la
caracterizacion de limites laterales infinitos que establece que, si los limites laterales son
infinitos e iguales si y solo si el limite es infinito y coincide con el infinito de los limites

laterales (teorema 13), esta caracterizacion la usan una minoria de estudiantes.

También, como se puede apreciar en la tabla 4.7 dos de los elementos matematicos coinciden
con dos de los modos de argumentar ya que, basta con un procedimiento como la Regla de
L’Hopital (teorema 18) o el algoritmo de simplificacion de fracciones algebraicas para
elaborar el razonamiento. Los restantes modos de argumentar se basan en distintas
variaciones del teorema 13. Veamos las respuestas de los estudiantes S1IQ020103 en la figura
4.69 y SEC133230 en la figura 4.70.

Figura 4.69
Respuesta a la tarea T5a_C2 del estudiante SIQ020103.
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Como puede observarse en la figura 4.69, el estudiante evidencia varios componentes en el

argumento:

e uso 2 elementos matematicos, el algoritmo de simplificacion de fracciones algebraicas,
que a la vez es también su modo de argumentar, y el teorema que dice que si los limites

laterales son infinitos e iguales si y solo si el limite es infinito y coincide con el infinito
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de los limites laterales, para este elemento matematico no hay modo de argumentar,
porque se menciond en el marco metodoldgico, no se concluye sobre el limite global,

utilizé un modo de representacion simbolico,
- L Kk
afirmo que el limite es 0

los datos mostrados son las transformaciones aritméticas o algebraicas,

las garantias que evidencid son transformar la fraccion dada en otra equivalente que
permita evaluar y hacer el célculo de limites laterales,

no respalda sus garantias, y

no presenta errores en el argumento.

Figura 4.70
Respuesta a la tarea T5a_C2 del estudiante SEC133230.
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Como puede observarse en la figura 4.70, el estudiante evidencia varios componentes en el

argumento:

uso 2 elementos matematicos, La Regla de L’Hopital que a la vez es también su modo de
argumentar, y el teorema que dice que si los limites laterales son infinitos e iguales si y
solo si el limite es infinito y coincide con el infinito de los limites laterales, para este
elemento matematico, el modo de argumentar que evidencia es que, si los limites laterales

son infinitos y distintos entonces el limite es infinito,
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e utiliza un modo de representacion simbdlico,
e afirm6 que el limite es oo,
¢ |os datos exhibidos son las transformaciones aritméticas o algebraicas,

e las garantias que evidencia son aplicar La Regla de L’Hopital al derivar el numerador y
el denominador de la fraccion dada y evaluar en la fraccién resultante, asi como hacer el

calculo de limites laterales,

e respalda la garantia asociada a La Regla de L’Hopital, al indicar de manera explicita L’H
lo que resalta que esta aplicando una técnica infinitesimal (Regla de L Hopital),

presento un error de derivacion al utilizar La Regla de L Hopital y un error de igualacion

del limite de una funcidon con su criterio de asociacion.

4.4.3 TAREA 5 PARTE B (T5b_C2): IDENTIFICACION DE UN LIMITE CON SU
REPRESENTACION GRAFICA

En la tarea 5 parte b, se les pedia a los estudiantes que identificaran el siguiente limite

2 —
lim 3X3 12 con alguna de las representaciones graficas dadas en una plantilla 'y
2 | (x=2) (2% +1)

que justificaran su eleccion.

En la tarea 5 parte b, se les pedia a los estudiantes que identificaran la grafica de la funcion
con alguna de las representaciones graficas dadas. Tenemos entonces que de los 218
estudiantes: 30 (el 14%) seleccionaron la opcion a, 28 (el 13%) seleccionaron la opcion b,
11 (el 5%) seleccionaron la opcién c, 61 (el 28%) seleccionaron la opcién d, 20 (el 9%)
seleccionaron la opcion e, 16 (el 7%) seleccionaron la opcidn f. De esos 166 estudiantes que
seleccionaron una representacion grafica tenemos que 98 (el 45%) justifican porque la han
seleccionado y 68 no lo hacen. Son 52 estudiantes los que no seleccionaron ninguna de las

representaciones graficas.

En la tabla 4.8 mostramos las justificaciones que brindan los estudiantes al seleccionar cada

una de las opciones, es decir, de las posibles representaciones graficas del limite dado.
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Tabla 4.8

Justificaciones brindadas por los estudiantes al elegir una representacion gréafica para el
limite dado.

Opcion Justificacion
A D, Porque tiene una asintota o tiene asintotas, en algunas ocasiones especifican
que es vertical 0 que es en x=2
A, B, D, Poreltipo de funcion, algunos estudiantes indican que la funcion es cubica, es

F fraccionaria, es una parabola, es exponencial, es cuadratica, 0 no es lineal

A, B, F  Porque satisface el resultado obtenido, haciendo referencia a la tarea T5a_C2
donde tenian que calcular el limite

A Por un crecimiento sin limite, refiriéndose a las iméagenes que crecen sin limite
0 a que el limite crece a nUmeros positivos

A, B, D, Por la lateralidad del limite, aludiendo a que por “ambos lados” o por la

E,F derecha y por la izquierda el limite da un nimero o infinito

A, B, C, Porque el limite es infinito, aqui los estudiantes dicen que el limite tiende, es,

D,EF se acerca, va hacia, da infinito, o dicen que tiende a mas infinito y a menos
infinito, lo hacen tanto de forma verbal como simbolica

B, E Debido a la existencia del limite, en este caso los estudiantes indican que el
limite existe o indican que el limite es un numero real

B Ya que la funcion es continua, en este caso lo indican tal cual

B,D,E  Porque la funcién es discontinua en 2, aqui lo estudiantes resaltan que la
funcidn es continua menos en 2, que el punto de discontinuidad es 2, que f(x)
no es continua en 2

B, D, E,F Porque f(x) se indefine en x=2, en este caso se refieren a que en x=2 la funcién
no esta definida, a que existe una indeterminacion en 2, a que 2 no puede
pertenecer a la grafica, a que 2 indefine el Df, también indican que la funcion
se indefine en 2

D Porque el limite es més infinito, aqui lo estudiantes dicen que el limite es,
tiende, se acerca, su resultado es, se dirigen a, o va hacia mas infinito, el méas
infinito lo representan de manera verbal usualmente y en algunas ocasiones de
manera simbdlica

D Porque se acerca a 2, aqui indican que la grafica de la funcion se acerca a 2
pero nunca lo toca, los valores de x se aproximan a 2 pero no toman su valor,
Se acercaa 2 pero no es 2

D Por un crecimiento sin limite, refiriéndose a las imagenes que crecen sin limite

0 a que el limite crece a nUmeros positivos

Por la imagen de 2, aqui los estudiantes se enfocan en la imagen de 2

Porque el limite no existe, aqui lo indican tal cual,

Porque no existe la imagen de 2 ni de -2, aqui los estudiantes indican que no

incluye el 2 ni el -2 que les dan problemas en la funcion y que 2 ni -2 poseen

imagen

Debido al dominio de la funcién, aqui lo indican tal cual

No dan una explicacion comprensible de la eleccién de la opcion a, opcién b,

, F opcidn ¢, opcidn d, opcidn e, u opcidn f segln sea el caso

mimim

o >|m
M m
o
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Como vemos en la tabla 4.8, son 17 las justificaciones diferentes que brindan los estudiantes
al elegir alguna de las representaciones graficas dadas en la plantilla. Hay estudiantes solo
eligen la representacion grafica que creen que representa el limite y no brindan una
justificacion de su eleccion, también hay estudiantes que brindan una justificacién, o

inclusive hasta 2 justificaciones de la eleccion que hacen.

En el apartado 3.3.3 del marco metodoldgico resaltamos que elegimos las imagenes Ay D
(figura 3.5) porque el limite no existe. Concretamente, en la imagen A porque el limite por
la izquierda de 2 es menos infinito y por la derecha de 2 es mas infinito, y en la imagen D
porque el limite tanto por izquierda como por derecha de 2 es mas infinito. Seleccionamos
las imagenes B y F (figura 3.6) porque la representacion grafica de ambas funciones es
similar. Pues en la imagen B la imagen de 2 no existe, lo mismo que en la imagen F y ademas
en esta, la imagen de -2 tampoco, sin embargo, en ambas imagenes el limite cuando x se
acerca a 2 si existe y es 4. Elegimos las imagenes C y E porque corresponden a funciones
lineales que no estan definidas en algunos puntos, aunque el limite en dicho punto si existe
(Figura 3.7). Concretamente, en E la imagen de 2 no existe, y en el caso de la gréfica E la
imagen de -2 tampoco.

Como podemos apreciar en la tabla 4.8, los estudiantes son detallados en sus justificaciones
al elegir la representacion grafica del limite, pues son mas numerosas que las que como
investigadores habiamos previsto. Veamos las respuestas de los estudiantes SIQ020103 en la
figura 4.71 y SBL120307 en la figura 4.72.

Figura 4.71
Respuesta a la tarea T5b_C2 del estudiante SIQ020103.

b. Identifique la grafica de la funcién con una de las representaciones dadas en la plantilla
de graficas que se encuentra en la pagina 6. Justifique su eleccion.
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Vemos como en la figura 4.71 el estudiante indica que selecciona la opcién D porque ambos

limites tienden a mas infinito y porque la funcion se indefine en x=2. Notese como el
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estudiante SIQ020103 coincide con el elemento matematico que habiamos previsto como
investigadores, y ademas afiade mas elementos, al decir que la funcion no esté definida en 2,
y al decir que nunca lo toca, parece que alude de manera indirecta a una asintota vertical en

X=2.

Figura 4.72
Respuesta a la tarea T5b_C2 del estudiante SBL120307.

b. Identifique la grafica de la funci6n con una de las representaciones dadas en la plantilla
de graficas que se encuentra en la pagina 6. Justifique su eleccion.

il
;C\ A \jC\ quc pOSCC 0. qsm'TO‘"Tf\S, por QO '¥Qh_}o no e

VVemos como en la figura 4.72 el estudiante indica que selecciona la opcion A porque tiene
dos asintotas, y por el tipo de funcidn, aludiendo a que la funcién no es lineal. Nétese como
el estudiante SBL120307 no coincide explicitamente con el elemento matematico que
habiamos previsto como investigadores, puesto que nosotros habiamos sefialado para la
imagen A que el limite no existe, y que particularmente el limite por la izquierda de 2 es
menos infinito y por la derecha de 2 es mas infinito, sin embargo, el estudiante al mencionar
que posee 2 asintotas, de forma implicita resalta lo que habiamos previsto, también afiade

otro elemento matematico mas, y es que la elige porque la funcién no es lineal.

4.4.4 TAREA 4 (T4_C2): RELACION DEL CONCEPTO DE LIMITE CON LOS
CONCEPTOS DE CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD

La tarea 4 decia: Sea f una funcion real de variable real tal que Iirr; f (x)=3. Encierre con
X—

un circulo la letra de las proposiciones que considere verdaderas (puede encerrar méas de una
si lo considera necesario). Si no considera ninguna verdadera, encierre con un circulo la

proposicion f.

a. f escontinuaen el punto x=2.
b. f estadefinidaen x=2.

c. f(2)=3.

d. lim[ f(2+h)-3]=0.

e. f'(2) existe.
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f.  Ninguna de las proposiciones mencionadas es verdadera.
Tenemos que de los 218 estudiantes: 79 (el 36%) sefialaron la opcion a, 78 (el 36%) la opcidn
b, 124 (el 57%) la opcion c, 19 (el 9%) la opcidn d, 66 (el 30%) la opcidn e, 34 (el 16%) la

opcion fy 8 no seleccionaron ninguna de ellas.

En la tabla 4.9 observamos la interpretacion que hemos realizado de esta seleccion que han

realizado los estudiantes, en modos de argumentar.

Tabla 4.9

Modos de argumentar que hemos interpretado de la seleccion de los estudiantes en la
tarea T4_C2.

Modo de argumentar Frecuencia
Si existe el limite de una funcién en un punto entonces la funcién es 79 (el 36%)

continua en ese punto (P = Q), (basado en la defincion 4)
Si existe el limite de una funcién en un punto entonces la funcion esta 78 (el 36%)
definida en dicho punto (P = R), (basado en la defincion 4)

Si existe el limite de una funcién en un punto entonces la funcion esta 124 (el 57%)
definida en dicho punto y ademas su imagen coincide con el valor del

limite (P = S), (basado en la defincion 4)

Si existe el limite de una funcién en un punto entonces existe el limite en 19 (el 9%)
otro punto a través de un cambio de variable valido (P = T), (teorema

5)

Si existe el limite de una funcioén en un punto entonces la derivada de la 66 (el 30%)
funcidn existe en ese punto (P =U ) , (basado en el teorema 17)

Ademas, hubo 34 estudiantes que seleccionaron la opcion f, lo que significa que no se puede
decir que tipo de argumento manifiestan. Vemos como en la tarea 4 nos centramos en los 5

modos de argumentar que evidencian los estudiantes.

En la tabla 4.9, observamos como los primeros tres modos de argumentar son producto de un
mal uso de la definicion de continuidad, y por ende son incorrectos. Lo adecuado seria que,
si una funcion es continua en un punto, entonces el limite existe en ese punto y ademas su

imagen coincide con el valor del limite (definicion 4).

El cuarto modo de argumentar es el Gnico que es correcto y se basa en el teorema 5 y el quinto
modo de argumentar corresponde a la contra positiva del teorema 17, lo que no siempre es

valido.
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CAPITULO 5. DISCUSION Y
CONCLUSIONES

En este Gltimo capitulo presentamos algunas conclusiones y reflexiones sobre el trabajo
desarrollado. Para ello, discutimos el logro de cada uno de los objetivos propuestos,
destacando los aportes de nuestra investigacion segun los diferentes momentos de la misma;
posteriormente, describimos algunas dificultades que se presentaron durante la investigacion
y detallamos algunas lineas de investigacién que darian continuidad al trabajo realizado.
Concluimos con algunos documentos en los que se refleja la difusién que se le ha dado a la

tesis hasta el momento.

En esta investigacion nos propusimos como objetivo general: Caracterizar los significados
atribuidos por estudiantes universitarios de la Universidad Nacional de Costa Rica al
concepto de limite de una funcion en un punto. Para abordarlo planteamos 6 objetivos
especificos. A continuacion, detallamos el logro de cada uno de ellos, organizandolos segun

los momentos propuestos en la metodologia (Figura 5.1).

Figura 5.1
Diagrama simplificado de la metodologia de investigacion.
MOMENTO 1 MOMENTO 2
(Durante la ensefianza del limite) (Después de la ensefianza del limite)
CUESTIONARIO 1 CUESTIONARIO 2 PARTE | CUESTIONARIO 2 PARTE 11
- (MOMENTO 2A) (MOMENTO 2B)
Objetivos O1 y OF2 @ Objetivo OE5 Objetivos OE3 y OE4
Objetivo OE6

El trabajo comenzé abordando el problema del significado del concepto de limite que
expresaban los estudiantes universitarios cuando estaban iniciando su formacién sobre
calculo (momento 1). Estos significados se caracterizaron utilizando un sistema de categorias

especificamente disefiado a tal efecto. Posteriormente, utilizando el mismo sistema de
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categorias y los resultados en términos de perfiles de significado, se describieron los
significados de los estudiantes una vez acabada su formacion (momento 2A), lo que nos

permitié comparar los significados de limite manifestados en ambos momentos.

Ademaés, en el momento en el que la formacion habia concluido, se les plantearon tareas que
involucran limites para analizar los razonamientos que utilizan, lo que nos permitié describir
aspectos de significado de complejidad cognitiva superior a lo anteriormente descrito

(momento 2B).

Todos estos resultados se han mostrado en el capitulo 4. A la vista de los mismos, pasamos

a sintetizar alguna de la informacion obtenida.

5.1 SIGNIFICADO DE LIMITE DURANTE SU ENSENANZA (OE1 vy
OE2)

Para el momento 1, durante la ensefianza del concepto del limite, propusimos dos objetivos
relacionados con los significados iniciales de la nocion de limite que expresaban los

estudiantes:

Obijetivo especifico 1: Describir el significado del concepto de limite de una funcién en un

punto, que manifiestan estudiantes universitarios, durante su ensefianza.

Objetivo especifico 2: Agrupar los significados del concepto de limite de una funcion en un

punto, que manifiestan estudiantes universitarios, durante su ensefianza.

Para abordarlos disefiamos el cuestionario 1, compuesto por 4 tareas o preguntas. Tal como
sefialamos en el apartado 4.1, el andlisis de las respuestas dadas nos permitié examinar
elementos de los tres componentes de la terna semantica: estructura conceptual, sistemas de
representacion, y sentidos y modos de uso, considerando un nivel inicial de complejidad
cognitiva. La descripcion proporcionada en el apartado 4.1.1, resultado de un analisis de

contenido, nos permite asegurar que el objetivo 1 se alcanzo satisfactoriamente.

El analisis requirio construir y validar un sistema de categorias (apartado 3.5) que ampliase
los utilizados previamente por diversos autores. Como se ha comentado con anterioridad,

este proceso fue laborioso pero el resultado nos proporcioné una potente herramienta.
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En este sentido, tenemos que una gran mayoria de estudiantes evidencian las categorias:
Limite como objeto (LO), Limite como proceso (LP) por lo que manifiestan elementos de
estructura conceptual, Representacion grafica (RG) expresando asi sistemas de
representacion, Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR), Términos de posicion
relativa (PR) por lo que exhiben componentes de los sentidos y modos de uso. Estas
categorias surgen de investigaciones previas. Concretamente, las categorias Limite como
objeto (LO) y Limite como proceso (LP) proceden de autores tales como Cottrill et al. (1996),
Ferndndez-Plaza et al. (2013b), Sfard, (1991) y Tall (1980); y las categorias Aspectos de
alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR) y Aspectos de no alcanzabilidad (NA) de Cornu
(2002), Fernandez-Plaza et al. (2013b) y Monaghan (1991). Ademas, es natural la presencia
de la categoria Representacion grafica (RG) porque estamos en clase de matematicas.

Un poco menos de la mitad de los exhiben categorias como: Otra Representacion (OR) y
Situaciones (ST). Por el contrario, las categorias: Vinculacion entre limite e imagen (LI),
Coordinacion entre las variables x e y (CV), Referencia a las variables x e y (RV),
Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC), Propiedades matematicas (PM), y
Aspectos de no alcanzabilidad (NA) las evidencian una minoria de estudiantes. Es decir, en
nuestros datos, la idea de que el limite no se puede alcanzar (NA) no se observa tanto como

en investigaciones previas.

Ademas, hicimos un anélisis cluster que nos permitié identificar cuatro perfiles del
significado del limite que se pusieron de manifiesto, lo que nos permite asegurar que el
objetivo 2 se alcanzé satisfactoriamente. Vemos a través de los 4 clusters realizados que los
significados que manifiestan los estudiantes se pueden caracterizar, tomando en cuenta las
categorias que evidencian, la cantidad y el tipo, como ingenuo, enriquecido, representado
graficamente y no graficamente (Figura 4.46).

A continuacidn, realizamos algunos comentarios particulares sobre el sistema de categorias

y su aplicacién a las tareas del cuestionario 1.
5.1.1. SOBRE EL SISTEMA DE CATEGORIAS

Aunque no se ha presentado en el capitulo de resultados, uno de los mayores logros de la

tesis ha sido poder establecer un sistema de categorias validado y contenedor de otros
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utilizados en investigaciones previas (Blazquez y Ortega, 1998; Cornu, 2002; Cottrill et al.,
1996; Fernandez-Plaza et al., 2013b; Monaghan, 1991; Sfard, 1991; Tall, 1980). El proceso
de elaboracion se describe en detalle en el apartado 3.5.

Destacamos que se siguié un método sistematico, el analisis de contenido, que hemos
organizado en fases (Figura 3.12). Puntualmente, la reiteracion de las fases 4 y 5 nos permitio
tener un sistema de categorias fiable, debido a que conseguimos un indice de coincidencia
entre investigadores de un 92% y, especificamente, 12 de las categorias consiguieron mas de
un 90% de acuerdo entre los tres investigadores y el resto entre un 86% y un 88%. Este indice
de acuerdo nos permite concluir que los resultados obtenidos son fiables. Es decir, el detalle
con el que son descritas las categorias y el proceso de analisis proporciona informacion
suficiente para replicarlo. Ademas, se describe la forma de proceder a la hora de disefiar y
validar el proceso, mostrando un procedimiento valido para crear categorias de andlisis de

definiciones de otros conceptos o tareas diferentes.

Otro aspecto a destacar es que el sistema final de categorias es Util no solo para analizar las
definiciones o los aspectos estructurales como hacen los autores anteriormente citados sino
que, ademas, permite analizar informacion expresada en distintos sistemas de representacion
y también la informacion proporcionada al responder a modos de uso o aplicaciones del
concepto de limite. Deseamos puntualizar en que las categorias son exhaustivas, puesto que

no dejan ninguna respuesta sin poder analizarse.

En resumen, el sistema de categorias es consistente, replicable y suficiente para estudiar el
significado. Ademas, con él complementamos trabajos previos (Blazquez y Ortega, 1998;
Cornu, 2002; Cottrill et al., 1996; Fernandez-Plaza et al., 2013b; Monaghan, 1991; Sfard,
1991; Tall, 1980) al aportar mas categorias, que ponemos a prueba en otro contexto y con

otros sujetos de investigacion.

5.1.2. COMO LAS REPRESENTACIONES Y LOS MODOS DE USO ENRIQUECEN
LAS DEFINICIONES

En los apartados 3.5.2 y 3.5.3 se han presentado ejemplos de como los estudiantes
manifiestan aspectos especificos de estructura conceptual cuando se les pregunta por

representacion o por aplicaciones (Figuras 3.19, 3.20 y 3.21). Esto nos llevé a deducir que la
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relacion entre las preguntas, univocamente asociadas a aspectos concretos del significado, y
la asociacion de las respuestas a dichos aspectos del significado (estructura conceptual,

representacion y modos de uso) no era posible.

De esta forma, aunque se podria pensar a priori que cuando se pregunta por representaciones
esperamos que las respuestas se refieran a representaciones (graficas RG, u otras OR); en las
respuestas a la pregunta T2_C1 (representar) los sujetos proporcionan informacion en casi
todas las categorias, salvo en las situaciones (ST). Al limitarnos a analizar los aspectos
estructurales del limite en la definicion se perdia mucha informacion sobre el significado del
concepto de limite que manifestaba el estudiante, y lo mismo ocurria con el resto de
componentes y preguntas. En la tabla 5.1 se puede ver las categorias a las que proporcionan

informacion las diferentes preguntas del cuestionario.

Tabla 5.1.
Asociacion empirica de las categorias de analisis en las respuestas a las preguntas.

Sistema de categorias Preguntas del cuestionario 1
3 4

Limite como objeto (LO)

Limite como proceso (LP)

Vinculacién entre limite e imagen (LI)

Coordinacion entre las variables x e y (CV)

Referencia a las variables x e y (RV)

Condiciones de lateralidad y doble convergencia (CLDC)
Propiedades matematicas (PM)

Representacion grafica (RG)

Otras representaciones (OR)

Aspectos de no alcanzabilidad (NA)

Aspectos de alcanzabilidad y no rebasabilidad (ANR)
Términos de posicion relativa (PR)

Situaciones (ST)

XXX X X X X|#

X X X
XXX XXXXXXXXX|N

X

Resaltamos que la categoria Limite como Objeto (LO) es una categoria que evidencian
mucho los estudiantes en las respuestas a las preguntas del primer cuestionario sobre la
definicion (pregunta T1_C1), larepresentacion (T2_C1) y sobre los términos y modos de uso
(T4_C1).

Es peculiar que la categoria Limite como Proceso (LP) no aparece dentro de las definiciones
del limite en la Real Academia de la Lengua Espafiola y, como era esperable, los estudiantes

no lo incorporaron como una interpretacion fuera del contexto de la matematica. Sin
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embargo, es la caracteristica que mas se detecta en las respuestas a las definiciones de limite
y a las representaciones. En cierto sentido, se puede decir que cuando los estudiantes
responden a preguntas de matematicas, el limite casi siempre es considerado un proceso, pero
que cuando responden a usos de limite, se ven obligados por el uso del lenguaje a

identificarlos como un objeto, debido a los modos de uso establecidos por el lenguaje.

Preguntar por definiciones y representaciones proporciona variedad de categorias de
respuestas y, por tanto, son basicas para determinar los significados. Preguntar sobre modos
de uso no proporciona tanta variedad de categorias, pero ayuda a completar los significados.
Los modos de uso suelen proceder de usos cotidianos o conocidos fuera de la matematica,

por lo que las caracteristicas del concepto matematico que expresan son limitadas.

Asi, concluimos que expresar ideas sobre la nocion de limite de maneras variadas, y no solo
usando la definicién matemaética, no hace mas que enfatizar aspectos propios del significado
del concepto. Hay aspectos que son dificiles de expresar mediante una definicién o solo
verbalmente, por lo que otras formas de expresarlos se hacen necesarias para que los
investigadores y los docentes tengan la informacion completa sobre las concepciones de los
estudiantes.

5.2. COMPARACION DE SIGNIFICADOS DURANTE Y DESPUES DE
LA ENSENANZA

En el momento 2A, nos planteamos dos objetivos especificos:

Objetivo especifico 5: Describir y agrupar los significados del concepto de limite de una

funcion en un punto, que manifiestan estudiantes universitarios, posterior a su ensefianza.

Obijetivo especifico 6: Comparar los significados del concepto de limite de una funcién en
un punto, que manifiestan los estudiantes durante y posterior a la ensefianza del tema de

limites.

Para abordar estos objetivos disefiamos el cuestionario 2 PARTE I, compuesto por 3 tareas o

preguntas muy similares a las del cuestionario 1: explicar con sus propias palabras la
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definicién de limite (T1_C2 inciso b), representarla (T1_C2 inciso c), y nombrar aplicaciones

del limite o problemas resuelven (T2_C2).

Tal como sefialamos en su apartado correspondiente, el analisis de las respuestas dadas nos
permitid examinar elementos de los tres componentes de la terna semantica: estructura
conceptual, sistemas de representacion, y sentidos y modos de uso, en un primer nivel de
complejidad cognitiva. Para analizar las respuestas de los estudiantes al cuestionario 2
PARTE I nos basamos en el sistema de categorias que ya habiamos creado, validado y usado
en la caracterizacion de significados durante la ensefianza de limite (momento 1). Parecia,
pues, natural tratar de comparar los resultados para ver qué influencia tiene la docencia sobre

el significado que poseen los estudiantes, lo que se realiza en el apartado 4.3.

Las caracteristicas que mayoritariamente describen el limite tanto durante su ensefianza como
después de la misma son: en los aspectos estructurales, el limite como objeto y como proceso;
en los aspectos de representacion, la representacion grafica; y en los aspectos de sentido, los
términos de posicion relativa. Las nociones de alcanzabilidad y no rebasabilidad se
evidencian en su mayoria durante la ensefianza, mas no después de la ensefianza del concepto

de limite, quiza debido a la omisioén de una pregunta directa en el segundo cuestionario.

La referencia que hacen los estudiantes al limite de forma procesual, como procesos
dindmicos de aproximacion, también la han expuesto autores como Williams (1991), quien
muestra en su estudio que los estudiantes tienen una vision procedimental y dindmica del
limite, es decir, como una idealizacion de la evaluacion de la funcion en puntos

sucesivamente mas cercanos a un punto de interés.

Resaltamos que, tanto durante la ensefianza del concepto de limite como después de su
ensefianza, la categoria Coordinacion entre las variables x e y (CV) es evidenciada en una
minoria de estudiantes, lo cual puede estar relacionado con lo que manifiestan Arce y Ortega
(2015) al indicar que los estudiantes en las “anotaciones verbales s6lo aluden al proceso
dindmico de aproximacion en una de las dos variables. Muy pocas coordinan ambos procesos

de aproximacion” (p. 140).

Nuestros estudiantes evidencian en sus respuestas las nociones de alcanzabilidad y no

rebasabilidad, en esta direccion coincidimos con Fernandez-Plaza et al. (2013b) ya que en su
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estudio manifiestan la importancia que los escolares le dan a las propiedades del concepto de
limite al evidenciar en la mayoria de las familias de definiciones aspectos estructurales
alcanzabilidad y rebasabilidad. Como se puede observar hay coincidencia en ambos estudios,
sin embargo, en nuestro estudio las nociones de alcanzabilidad y no rebasabilidad las
observamos tanto en las definiciones como en las representaciones y en los términos y modos

de uso que brindan los estudiantes para el concepto de limite.

Sin embargo, la descripcion no se complemento con un analisis cluster, como en el momento
1, sino que, al abordar el objetivo 6, se incorporaron los estudiantes a los conglomerados ya
construidos, clasificando los significados en los cuatro grupos: ingenuo, enriquecido,
representado graficamente y no graficamente. Esta asignacion se realizé de manera efectiva,

por medio de un andlisis cluster de k-Medias.

Este analisis se complementa con la comparacion de los conglomerados obtenidos, lo que
robustece la comparacion (apartado 4.1.3). Y, aunque quedan muchas preguntas abiertas,
consideramos que se ha logrado el objetivo 6. A continuacion, presentamos algunas
reflexiones sobre la comparacion tras la realizacion de un primer analisis cualitativo y tras el

tratamiento de los datos de manera cuantitativa.

5.2.1. COMPARACION DE LOS SIGNIFICADOS MEDIANTE UN ANALISIS
CUALITATIVO

En este apartado recogemos algunas ideas que queremaos recuperar.

Los estudiantes han respondido con mayor riqueza durante la ensefianza del concepto de
limite que después de la ensefianza de dicho concepto. Esto lo podemos apreciar en la
disminucion del porcentaje de respuestas de estudiantes por categoria después de la
ensenanza del limite. También fue evidente en el nivel de detalle que brindaban a las
respuestas del cuestionario 2 PARTE I pues usan menos palabras y simbolos. Aparentemente,
tras la ensefianza del limite, los estudiantes reducen el uso de vocabulario y similes fuera de
las matematicas para proporcionar descripciones mas escuetas, cuando lo que pareceria
normal seria que los estudiantes propusiesen respuestas mas ricas en el segundo momento

que en el primero.
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No tenemos justificacion para esto, pero recordamos que los significados expresados por los
estudiantes no manifiestan todo lo que saben, solo evidencian lo que han elegido para
responder a las preguntas. Ademds, menos riqueza de categorias en una respuesta no es lo
mismo que menor precision. Asi, podemos pensar que esta disminucioén en las respuestas
obedece a que una vez estudiado el concepto de limite, y conforme estudian otros conceptos
matematicos relacionados, son capaces de sintetizar y expresar estrictamente lo que

consideran oportuno, esto es, mayor formacion permite elaborar respuestas mas eficientes.

Las categorias que predominan en ambos momentos son las referentes al limite como objeto
y como proceso (LO y LP), con el uso de representaciones graficas (RG) y, en el caso de los
usos, la mencion a las posiciones relativas de limite (PR) y a la no rebasabilidad (ANR) en
el momento 1. La figura 4.43 nos permite observar esto de manera visual, destacando
aspectos interesantes de las frecuencias y repeticiones de la aparicion y evolucion de las
categorias de analisis en las respuestas de los estudiantes. Por ejemplo, notese como las
menciones a la vinculacion entre el limite y la imagen (LI), la coordinacion y la referencia
entre las variables (CV, RV), la doble convergencia (CLCD), las propiedades matematicas
(PM) y la no alcanzabilidad (NA) son elementos poco evidenciados por los estudiantes (en
azul en la figura 4.43), lo que indica que son categorias poco importantes para caracterizar
las respuestas de los estudiantes. Mientras, limite como objeto, como proceso y las
representaciones graficas (LO, LP y RG, en verde, figura 4.43) son las categorias presentes
“al inicio” y “al final”, es decir que los estudiantes las evidencian durante la ensefianza del

concepto de limite y después de la ensefianza de dicho concepto.

Este predominio de categorias abre una nueva linea de investigacion relacionada con la
necesidad de 13 categorias para caracterizar el significado de limite. Quiz4 podriamos haber
reducido el nimero. No lo hemos intentado porque los requerimientos metodologicos son
complejos, ya que la técnica apropiada hubiese sido un andlisis factorial. Al haber recogido
valores dicotomicos (aparicidon—no aparicion), los requisitos para poder aplicar un analisis

factorial, como la normalidad de los datos, son de dificil validacion.

En cualquier caso, queda pendiente para posibles investigaciones si el sistema de categorias

se podria haber simplificado y las descripciones de los significados podrian ser més sencillas.
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5.2.2. COMPARACION DE LOS SIGNIFICADOS MEDIANTE UN ANALISIS
CUANTITATIVO

El analisis cluster de k-Medias fue la excusa para determinar en cudl de los cuatro perfiles
de significado de limite se podian incorporar los estudiantes tras haber recibido la formacion.
Este paso se podria haber realizado con un sencillo calculo de distancias, pero elegimos el k-
Medias porque estd implementado en el software. De nuevo, como en el analisis comparativo

descriptivo, encontramos diferencias, pero en este caso, son positivas, ya que:

e ¢l aumento de estudiantes en los clusters 2, 3 y 4 en detrimento de los del cluster 1
(correspondiente a las respuestas ingenuas) nos hace pensar que la ensefianza recibida

enriquece las expresiones de limite de los estudiantes.

e La estabilidad de significado en el cluster 3, aquel que llamabamos perfiles
enriquecidos, se debe a que los estudiantes con concepciones iniciales mas ricas, son

mas estables cuando son formados y fortalecen su formacion previa.

e Aunque las representaciones graficas son mas frecuentes en el momento 1, cuando se
analizan los datos del momento 2A, se aprecia un aumento de otro tipo de
representaciones, lo que podria obedecer a que los estudiantes tienen mas recursos y

no necesitan responder a las representaciones tan estandarizadas.

En resumen, consideramos que el cambio de categorias, en general, manifestadas en los dos
momentos podria ser resultado de haber recibido instruccién, que cambia los puntos de

interés de los estudiantes.

5.3 RAZONAMIENTOS

Otro aspecto novedoso de esta tesis es la inclusion de los razonamientos en el analisis de los
significados del concepto de limite que manifiestan los estudiantes tras finalizar su formacion
(Momento 2B). Recordamos que los razonamientos involucran un segundo nivel de
complejidad cognitiva y, por ello, no consideramos adecuado preguntar por ello en su primera
toma de contacto con el concepto. Concretamente, relativo al andlisis de razonamientos nos

propusimos dos objetivos especificos:
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Obijetivo especifico 3: Identificar los razonamientos que emplean los estudiantes en la
resolucion de tareas matematicas que involucran el concepto de limite, posterior a su

ensefianza.

Objetivo especifico 4: Vincular el concepto de limite con los conceptos de continuidad y
derivabilidad en los razonamientos que emplean los estudiantes en la resolucion de tareas

matematicas gque involucran estos conceptos, posterior a la ensefianza de dichos conceptos.

Para abordar estos objetivos disefiamos tres tareas que se incorporaron al cuestionario 2
(Parte 11). Para abordar el objetivo especifico 3, se les pide a los estudiantes que calculen un
limite de una funcion definida a trozos (T3_C2), que calculen un limite de una funcion, pero
de una funcién que no es a trozos (T5a_C2) y que identifiquen, dada una plantilla con seis
representaciones gréficas, la representacion grafica de la funcién a la que han calculado el
limite (T5b_C2). En esta Ultima pregunta se pedia también justificar el porqué de su eleccion.
En el caso del objetivo especifico 4, se disefié una tarea en las que se dan una serie de
proposiciones que involucran los conceptos de limites, continuidad y derivabilidad y se les
pide seleccionar aquellas que son verdaderas, sabiendo que el limite de una funcién cuando
X tienden a 2 es 3 (T4_C2).

Tal como sefialamos en su apartado correspondiente, el andlisis de las respuestas nos permitio
examinar varios aspectos, entre ellos las justificaciones que brindan los estudiantes al
resolver una tarea matematica. Las justificaciones nos interesan porque forman parte de los
razonamientos, tal y como lo resalta Reid y Knipping (2010) con la actualizacion del modelo
de Toulmin (1958) para la educacién Matematica.

Para analizar las respuestas de los estudiantes a la tarea 3 (T3_C2) y a la tarea 5 parte a
(T5a_C2) nos basamos en los cuatro elementos que proponen Reid y Knipping (2010) del
modelo de Toulmin (1958) adaptado a la educacion matematica: la afirmacion, los datos, la
garantia o justificacion, y el respaldo. También nos basamos en los tres componentes que
manifiesta Stylianides (2007) que debe tener de un argumento: el elemento matematico, el
modo de argumentar y el modo de representarlo. Creamos de manera inductiva unas
modalidades de respuesta para cada uno de estos 7 elementos que observamos en los

argumentos de los estudiantes. Finalmente, decidimos evidenciar los errores cometidos por
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los estudiantes, para lo cual nos basamos en los errores asociados a la resolucion de tareas
sobre el concepto de limite que detallan Ruiz-Hidalgo y Fernandez-Plaza (2013) en su
estudio, aunque nosotros agregamos 2 mas que surgieron de manera inductiva de las

respuestas de los estudiantes.

En cuanto a la tarea 5 parte b (T5b_C2) hicimos un registro de los elementos matematicos
que ponen de manifiesto los estudiantes al elegir una representacion grafica del concepto de

limite en un ejemplo concreto.
Todo lo anterior nos permite asegurar que el objetivo 3 se alcanzd satisfactoriamente.

El analisis de las respuestas a la tarea T4_C2 nos permitio examinar los modos de argumentar
que brindan los estudiantes en tareas que involucran los conceptos de limite, continuidad y
derivabilidad. Los modos de argumentar nos interesan porque, tal y como lo indica
Stylianides (2007), es uno de los tres componentes de un argumento matematico y los
argumentos matematicos forman parte de los razonamientos (Reid y Knipping, 2010). Para
analizar las respuestas a esta tarea nos basamos en la estructura légica del condicional, y
consideramos el antecedente como “el limite cuando X tiende a 2 de una funcion es 37, y l0s
consecuentes son cada una de las proposiciones que debian sefialar como verdaderas. Lo

anterior nos permite asegurar que el objetivo especifico 4 se alcanzd satisfactoriamente.

Presentamos ahora algunas reflexiones basadas en los resultados obtenidos. Como lo hemos
mencionado, en esta parte Il del cuestionario 2, nuestro foco principal se encuentra en las
justificaciones que manifiestan los estudiantes en sus argumentos al realizar cada una de las

tareas matematicas.
5.3.1. SINTESIS DE ARGUMENTOS

En los argumentos matematicos que anotan los estudiantes para la tarea 3 (T3_C2),
observamos 3 justificaciones diferentes: si los limites laterales son finitos e iguales entonces

el limite existe (teorema 12, Q = P), si los limites laterales son finitos y no son iguales
entonces el limite no existe (teorema 12, —Q = —P), y si los limites laterales son finitos y
no son iguales entonces el limite existe (teorema 12, —Q = P). De las tres justificaciones,

la Gltima es la que menos anotan, ya que solo una persona lo hace. Sin embargo, en general,

menos de la sexta parte de los estudiantes evidencian justificaciones. Estas justificaciones
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que brindan los estudiantes son mutuamente excluyentes, es decir, no hubo un estudiante que
evidenciara dos de las justificaciones al mismo tiempo en su argumento. Las justificaciones
y los modos de argumentar coinciden. Todos los argumentos se representan de manera
simbdlica y giran en torno a un mismo elemento matematico, el teorema 12. El error que se
aprecia en algunas resoluciones de esta tarea es el calculo del limite de manera errada, ya sea

al determinar el valor numérico o al calcular limites laterales.

En los argumentos matematicos que anotan los estudiantes para la tarea 5 parte a (T5a_C2),
observamos 6 tipos de justificaciones diferentes: evaluar directamente en la funcion dada,
Unicamente, sin hacer ningun otro procedimiento; no evaluar en un primer momento en la

funcion, sino que transformarla en otra equivalente que permita evaluar; evaluar directamente
en la funcion dada y obtener la forma 0/0 y hacer una transformacion de la fraccion en otra

equivalente que permita evaluar; hacer calculos de limites laterales; aplicar de forma parcial
La Regla de L’Hopital al derivar el numerador y el denominador de la funcion dada sin
evaluar en la fraccion resultante; y finalmente, aplicar La Regla de L Hopital al derivar el
numerador y el denominador de la funcion dada y evaluar en la fraccion resultante. Estas
justificaciones que evidenciaron los estudiantes en sus argumentos no son mutuamente
excluyentes, es decir, hubo estudiantes que evidenciaron 2 justificaciones al mismo tiempo,
sin embargo, prevalecieron los estudiantes que evidenciaron una Unica justificacion en su

argumento para la tarea 5 parte a (T5a_C2).

Las justificaciones que mas exhiben los estudiantes en comparacién con las demas son: no

evaluar en un primer momento en la funcién, sino que transformarla en otra equivalente que
permita evaluar; evaluar directamente en la funcion dada y obtener la forma 0/0 y hacer una

transformacion de la fraccion en otra equivalente que permita evaluar. Los estudiantes
evidencian tres elementos matematicos diferentes: el algoritmo de simplificacion de
fracciones algebraicas, la Regla de L’Hopital, y si los limites laterales son infinitos e iguales
si y solo si el limite es infinito y coincide con el infinito de los limites laterales (teorema 13),
los primeros dos elementos matematicos son a la vez los dos modos de argumentar de los
estudiantes en los argumentos matematicos. Todos los argumentos son representados de

manera simbolica. Y finalmente, en esta tarea los estudiantes exhiben 5 tipos de errores
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diferentes, siendo el de transformacion de expresiones algebraicas (factorizacion expresiones

algebraicas 0 expansion de expresiones algebraicas) el que mas evidencian.

En general podemos decir que la tarea 3 (T3_C2) presenta menor variedad en los argumentos
matematicos brindados por los estudiantes, en comparacion con la tarea 5 parte a (T5a_C2),
ya que observamos en esta Ultima tarea hay méas variedad en las modalidades de respuesta en
cada una de las ocho componentes que describimos de los argumentos matematicos exhibidos
por los estudiantes. Creemos que esto puede obedecer a que la tarea 5 parte a (T5a_C2) es

una tarea que permite esa diversidad de argumentos para su resolucion.

En los argumentos matematicos que anotan los estudiantes para la tarea 5 parte b (T5b_C2),
observamos que los estudiantes ponen su atencion en diferentes elementos matematicos para
justificar cual es la representacion grafica del limite dado. Tenemos que la opcion mas

seleccionada por los estudiantes fue la opcion D, que es la opcion correcta.

En cuanto a los elementos matematicos que prestaron atencién los estudiantes al escoger cada
una de las 6 opciones de representacion disponible, tenemos que puntualizan en varios, entre
ellos podemos resaltar que: aluden de manera recurrente a un crecimiento o decrecimiento
sin limite de las imagenes de la funcion, para ello usan palabras como: tiene asintotas, el
limite es infinito 0 mas infinito, hay un crecimiento sin limite; resaltan también lo que ocurre
con las preimagenes, indican que 2 no esta en el dominio de la funcion, pero que las
preimagenes se acercan a 2, usan palabras como: los x se aproximan a 2 pero no toman su
valor, existe una indeterminacion en 2, etc. COmo podemos observar en estas dos
modalidades de respuesta, hay una desconexion de lo que ocurre con las preimagenes, en
funcion de lo que hacen las iméagenes. Es decir, solo se observa uno de los elementos, y por

ende no hay vinculacion entre ellos.

Otros elementos por los que escogen una u otra representacion grafica, son por el tipo de
funcion, por la lateralidad del limite, por la existencia o no del limite, debido al dominio de

la funcion, porque no existe la imagen de 2 ni de -2.

En cuanto a la relacion entre el concepto de limite con el de continuidad y derivabilidad, de
las respuestas a la tarea T4 _C2, encontramos que una tercera parte de los estudiantes

relacionan el concepto de limite con el concepto de continuidad, ya que exhiben que “si existe
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el limite de una funcién en un punto entonces la funciéon es continua en ese punto”, Sin
embargo, observamos que este modo de argumentar no siempre es verdadero, lo que si es
verdadero siempre es que si una funcion es continua en un punto entonces el limite siempre

existe en ese punto.

Por otro lado, casi una tercera parte de los estudiantes vinculan el concepto de limite con el
concepto de derivabilidad, ya que sefialan que “si existe el limite de una funcidén en un punto
entonces la derivada de la funcion existe en ese punto”, sin embargo, como podemos apreciar
este modo de argumentar no se garantiza que siempre sea verdadero, lo que si se garantiza
siempre es que si una funcion es derivable en un punto entonces el limite siempre existe en

ese punto.
5.3.2. LOS SIGNIFICADOS ELEMENTALES Y LOS RAZONAMIENTOS

En este apartado pretendemos relacionar los significados en un primer nivel de demanda
cognitiva y los razonamientos, que son también parte del significado, pero con un segundo
nivel de demanda cognitiva. Para ello, hemos revisado las respuestas de los estudiantes a las
preguntas T3_C2 y T5 C2, especialmente el elemento matematico, el modo de argumentar
y la representacion usada, intentando extraer semejanzas o diferencias entre las repuestas de
los estudiantes dependiendo del perfil de limite que manifestaron tras la ensefianza, en el
momento 2A. Hemos elegido dichas categorias porque son las que se pueden identificar de
manera clara con los aspectos de significado de los conglomerados. Asi, el elemento
matematico estaria asociado a los elementos estructurales, los teoremas; el modo de razonar
a los modos de uso (en este caso, de la justificacion) y, finalmente, la representacion con la

representacion.

Destacamos que no hubo ningin caso donde la representacion usada para justificar, fuese

diferente de la simbolica, por lo que descartamos esta categoria en nuestra comparacion.

No podemos realizar afirmaciones precisas, sino que nos limitaremos a comentar las
caracteristicas mas llamativas que hemos observado, siempre teniendo en cuenta que se

requeriria un estudio méas profundo para corroborar estas ideas.
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En primer lugar, hemos observado que en la tarea T3_C2, la afirmacion correcta, All,

IimO g( x) no existe (—d) (ver tabla 3.5), solo la eligieron 14 estudiantes (6%), lo que

muestra la dificultad de la pregunta. De ese 6% de estudiantes, ninguno pertenecia al perfil

de significados ingenuos.

Consideremos las respuestas que proporcionaron una justificacion en la que se incluye un
elemento matematico (el teorema 12), que son el 36% de las respuestas. Se trata de pocas
respuestas, pero esta tarea solicitaba un calculo, no que indicasen los razonamientos
utilizados. El cruce de datos (Tabla 5.2) indica que los estudiantes de perfil “ingenuo” son
los que, claramente, menos utilizan un elemento matematico para resolver la tarea y los de

significado enriquecido los que més.

Tabla 5.2

Estudiantes, por cluster al que pertenecen, que emplean un elemento matematico cuando
resuelven la tarea T3_C2.

Cluster N. estudiantes que % de estudiantes con
expresan un elemento respecto a su perfil
matematico

C1. Significado ingenuo 15 19%

C2.  Significado  representado 25 49%

graficamente

C3. Significado enriquecido 17 52%

C4. Significado representado no 21 38%

graficamente

Si ademas del elemento matemaético, consideramos el modo de justificar y cuantificamos los
estudiantes que ejecutan un razonamiento completo (33, el 15%), encontramos que, de nuevo,
los estudiantes que pertenecen al perfil de significado enriquecido (cluster 3) son los que
utilizan en mayor proporcion las tres categorias consideradas (elemento matematico, modo

de argumentar y representacion) y los de perfil ingenuo los que menos.

Aunque son solo hipdtesis que no hemos contrastado cuantitativamente, parece sensato

pensar gque estos datos fortalecen las clasificaciones realizadas.

Con respecto a la pregunta T5_C2, en la que los estudiantes si eran animados a proporcionar
una justificacion, contamos con muchas mas respuestas que la pregunta anterior. Al fijarnos

en los elementos matematicos que proponen, EM31, EM32, EM33 (Tabla 3.6), los
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estudiantes eligen los métodos procedimentales EM31 (Regla de L’Hopital) vy,

especialmente, EM32 (simplificacion algebraica) al uso de un resultado conceptual (EM33).

Los estudiantes de los clusters 2 y 4, aquellos que utilizan representaciones para caracterizar
el limite, son los que més utilizan elementos matematicos (mas del 80% de los miembros de
cada conglomerado), y sorprende que los estudiantes de significado enriquecido (cluster 3)
sean los que menos elementos matematicos utilizan, incluso menos que los del cluster 1, el
de significados ingenuos. Sin embargo, cuando centramos la atencion al elemento
matematico EM32, el mas utilizado, son los estudiantes del cluster 3 los que sobresalen por

su utilizacién.

Con respecto a la identificacion de las graficas, los estudiantes que manifiestan significados
representados (clusters 2 y 4) son los que identifican con mayor correccién la gréfica que
corresponde a la funcién de la tarea.

De nuevo, casi todas las comparaciones datos fortalecen las clasificaciones realizadas.

54. LIMITACIONES DEL ESTUDIO

En todo proceso de investigacion se presentan dificultades durante su desarrollo, sin
embargo, en nuestro caso, ninguna fue un obstaculo que impidiera su realizacion.
Consideramos que la tesis se realiz6 de manera satisfactoria, y si hemos de sefialar algunas

limitaciones son las siguientes:

e Dado que el marco del significado de un contenido matematico escolar que utilizamos
considera una gran variedad de elementos y componentes, es complicado abordarlos
todos en una misma investigacion, es por esto que muchos aspectos concretos se
quedaron fuera del estudio, como por ejemplo los contextos, los fendbmenos, el campo
actitudinal, etc. Consideramos que dichas nociones se pueden ampliar en estudios

posteriores.

e En correspondencia con lo sefialado en el punto anterior, pese a que estamos
satisfechos con los instrumentos empleados, somos conscientes que estos no

favorecian el estudio de otros elementos del sentido, como los contextos y la
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fenomenologia del limite, siendo la componente del sentido la menos estudiada. Por

lo que se hace necesario profundizar en esta.

e La limitacion propia del modelo de tesis doctoral, donde el tiempo es un
condicionante, nos ha acotado la profundizacién de algunos elementos. Asi, en el
desarrollo de los objetivos 1, 2, 5y 6 se ha invertido mas tiempo del esperado y ha
restringido la dedicacién a los objetivos 3 y 4, por lo que manifestamos que habria
que realizar un analisis mas profundo de los razonamientos empleados por los

estudiantes.

5.5. LINEAS FUTURAS DE INVESTIGACION

Como sefialamos en el apartado 1.4 el estudio que realizamos es un aporte a las
investigaciones que se han venido desarrollando sobre el concepto de limite de una funcion
en un punto. Sin embargo, hay mucho mas por indagar, los resultados alcanzados posibilitan
investigaciones que permitan profundizar y ampliar el estudio realizado. Entre ellas podemos

destacar:

e Ampliar la investigacion sobre la componente de sentido, analizando los contextos y
los fendmenos que dan origen al limite, dentro del marco del significado de los

contenidos matematicos escolares y no como objetos aislados.

e Aunque hay investigaciones que han resaltado los errores en que incurren los
estudiantes al resolver tareas sobre el concepto de limite, debe seguirse identificando

errores y dificultades asociadas a este concepto.

e Ampliar el estudio de forma tal que en el instrumento se planteen tareas de respuesta
abierta asociadas a los conceptos de continuidad, derivabilidad e integracion para
analizar los argumentos que brindan los estudiantes en su resolucion de una manera
méas profunda. Ya que el concepto de limite esta presente en estos conceptos

matematicos.

e Contrastar las relaciones de los significados expresados de nivel elemental de

complejidad cognitiva y los razonamientos utilizados al realizar tareas.
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e Un aspecto mas concreto es el perfeccionamiento del sistema de categorias de

analisis, que, aunque validado, no ha sido refinado.

5.6. DIFUSION DE LOS RESULTADOS DE LA TESIS

Los resultados de este trabajo no solo se encuentran presentados aqui, sino que han sido o

estan siendo difundidos por diversos medios.

e Gonzélez-Flores et al. (2021) es un articulo publicado en la revista Uniciencia,
indexada en Scopus, que recopila los resultados del momento 1 y el proceso de
elaboracion, valoracion y aplicacion del sistema de categorias que sirve de

instrumento para toda la tesis.

e Gonzalez-Flores et al. (2022a, 2022b) son dos comunicaciones presentadas en
congresos nacional e internacional, respectivamente, que sintetizan las ideas de
enriquecimiento de los significados que expresan los estudiantes cuando a las

definiciones les incluyen representaciones, modos de uso y aplicaciones.

e Gonzalez-Flores et al. (en prensa) es un documento que esta siendo valorado en una
revista indexada en Scopus, con el que se pretende dar difusion a los resultados

obtenidos en el momento 1 de la investigacion.
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ANEXO 1: CUESTIONARIO APLICADO A LOS ESTUDIANTES DURANTE LA
ENSENANZA DEL CONCEPTO DE LIMITE
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C 53

UNIVERSIDAD
DE GRANADA

Se ha elaborado este cuestionario con el propésito de recoger informacion sobre los
conceptos de limites de funciones reales de variable real.

No es un examen. Es una exploracion inicial para que revisar algunos conocimientos sobre
el tema de “Limite de una funcién” en este curso.

Contéstelo de forma individual, con creatividad e interés.

e Responda a cada actividad en los lugares facilitados para ello.
e Si se equivoca no borre, sino tacha la respuesta con una raya o escribala entre paréntesis.
Esto es necesario para analizar sus respuestas.

Muchas gracias de antemano.

Nombre y apellidos:
Edad:
Sexo:

Carrera matriculada por la que lleva este curso:

Nombre del colegio del que es egresado:

Indique la modalidad del colegio del que es egresado (publico, privado, cientifico, u otro):

Ha aprobado cursos de matematica en la Universidad Nacional o en alguna otra universidad
(publica o privada), o en alguna otra modalidad (ejemplo MATEM):

En caso afirmativo escriba todos los cursos que ha aprobado:
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Actividad N°1

1. Escriba la definicion de limite de una funcion en un punto que le ha dado su profesor
(sugerencia: puede revisar su cuaderno).



ANEXOS DEL ESTUDIO 218

2. Explique con sus propias palabras qué significa la definicion anterior. (Tarea1: T1_C1)



ANEXOS DEL ESTUDIO 219

3. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, es decir, lo que considere necesario,
para representar la definicion de limite planteada en la pregunta 1. (Tarea 2: T2_C1)
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4. ¢Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites? (Tarea 3: T3_C1)
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Actividad N°2

1. Ademas del significado matematico de la palabra limite que ha estudiado en clase ¢qué
otro significado tiene dicha palabra para usted fuera de la matematica? Puede utilizar
ejemplos, dibujos, definiciones o lo que considere necesario. (Tarea 4: T4_C1)
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ANEXO 2: CUESTIONARIO APLICADO A LOS ESTUDIANTES DESPUES DE
LA ENSENANZA DEL CONCEPTO DE LIMITE
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Cuestionario 2

UNIVERSIDAD
DE GRANADA

Se ha elaborado este cuestionario con el propésito de recoger informacion sobre sus
conocimientos del concepto de limites de funciones reales de variable real.

No es un examen. Es una exploracion inicial para revisar algunos conocimientos sobre el
tema de “Limite de una funcion’ en este curso.

Contéstelo de forma individual, con creatividad e interés.

e Responda a cada actividad en los lugares facilitados para ello.

e Si se equivoca no borre, sino tache la respuesta con una raya o escribala entre paréntesis.
Esto es necesario para analizar sus respuestas.

Muchas gracias de antemano.

Nombre y apellidos:
Edad:
Sexo:

Carrera matriculada por la que lleva este curso:

Nombre del colegio del que es egresado:

Indique la modalidad del colegio del que es egresado (publico, privado, cientifico, u otro):

Ha aprobado cursos de matematica en la Universidad Nacional o en alguna otra universidad
(publica o privada), o en alguna otra modalidad (ejemplo MATEM):

En caso afirmativo escriba todos los cursos que ha aprobado:
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Actividad N°1

5. Sobre la definicion de limite de una funcion en un punto.

a. Escriba la definicion de limite que le ha dado su profesor (sugerencia: puede revisar su
cuaderno).

b. Explique con sus propias palabras qué significa la definicion anterior. (Tarea 1: T1_C2)

c. Utilice uno o varios dibujos, esquemas o figuras, si lo considera necesario, para
representar la definicion de limite planteada en el apartado a. (Tarea 1: T1_C2)
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6. ¢Qué aplicaciones considera que pueden tener los limites? ;Qué tipo de problemas se
pueden resolver usando limites? (Tarea 2: T2_C2)
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Actividad N°2

X si x<0

2. Sea g una funcion real de variable real tal que g(x)=12""" si 0<x<27%

X si x> 27100

Calcule lim g(x). (Tarea3: T3_C2)

3. Sea f una funcién real de variable real tal que lim f (x)=3. Encierre con un circulo la
X—>

letra de las proposiciones que considere verdaderas (puede encerrar mas de una si lo
considera necesario). Si no considera ninguna verdadera, encierre con un circulo la
proposicion f. (Tarea 4: T4_C2)

f es continuaen el punto x=2.
f estd definidaen x=2.
f(2)=3.

lim| f(2+h)-3]=0.

h—0
f'(2) existe.
f.  Ninguna de las proposiciones mencionadas es verdadera.

o o T @

@
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: - o 3x* -12
4. Considere la siguiente expresion lim Y :
2| (x=2)" (2x* +1)

a. Calcule el limite anterior. (Tarea 5a: T5a_C2)

b. Identifique la gréafica de la funcion con una de las representaciones dadas en la plantilla
de gréaficas que se encuentra en la pagina 6. Justifique su eleccion. (Tarea 5b: T5b_C2)
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