Modelos estocasticos dinamicos en las
ciencias experimentales *

Dynamical stochastic models in experimental sciences

MARIANO J. VALDERRAMA BONNET
Departamento de Estadistica e Investigacion Operativa. Facultad de Farmacia. Universidad
de Granada. 18071 Granada. Espaiia.

RESUMEN

Para que un modelo matematico represente de forma adecuada un fenémeno natural
de caracter dinamico, debe recoger la aleatoriedad inherente al mismo, asi como la
variable de temporalidad. Tras repasar procedimientos alternativos en la formulacion de
modelos, en el presente trabajo proponemos una metodologia para la elaboracion de un
modelo predictivo de naturaleza estocastica, a partir de observaciones muestrales tem-
porales, basado en el Analisis de Componentes Principales del proceso objeto de estudio. El
modelo desarrollado se aplica a predecir la tasa de incidencia de SIDA en paises europeos.
Palabras clave: Ecuacion diferencial, proceso estocastico, componente principal, predic-
cioén dinamica.

ABSTRACT

For a mathematical model to be a suitable representation of a dynamical phenomenom
in Nature, it must include its random characteristics as well as the time variable. After
reviewing alternative procedures in model formulation, this paper presents a methodology
for elaborating a predictive stochastic model from sample observations depending upon
the time, on the basis of the Principal Component Analysis of the studied stochastic
process. The developed model is then applied to forecast the AIDS incidence rate in
European countries.
Key words: Differential equation, stochastic process, principal component, dynamical
forecasting.
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1. INTRODUCCION AL PROBLEMA DE FORMULACION DE MODELOS

Una de las cuestiones prioritarias para el investigador experimental ha sido
siempre el buscar las relaciones de causalidad que rigen un cierto fendmeno, de
manera que, una vez localizadas, pueda éste interpretarse de forma rigurosa y su
desenvolvimiento futuro pueda ser parcialmente pronosticado. Asi, el objetivo
de la modelizacién matemadtica es formular ecuaciones que permitan describir la
conexion entre causa y efecto del suceso que se observa.

Cabe distinguir dos enfoques alternativos, aunque complementarios, a la
hora de formular modelos: El enfoque determinista y el estocastico. El primero
de ellos, usual en la Fisica y en las Matematicas, plantea sistemas de ecuaciones
que recogen como variables independientes aquéllas que causan o explican el
fenomeno en estudio, y como variables dependientes o de respuesta las que
miden su efecto. Evidentemente, mientras mas realista se pretende sea modelo,
mas dificil serd su formulacién. Sin embargo, dado que las leyes que regulan la
Naturaleza son extremadamente complejas, nunca podrdn integrarse en el mis-
mo la totalidad de causas de variabilidad que intervienen, por lo que siempre
quedard una parte no explicada por el modelo, siendo esta la principal limitacion
del enfoque determinista.

Por el contrario, el enfoque estocastico da un paso mas, tratando de medir
la incertidumbre del fendmeno mediante modelizacion de la parte no explicada
por el esquema determinista, disminuyendo asi la rigidez del modelo planteado.

En el presente trabajo, concebido basicamente de un punto de vista divulgativo,
se presentan ambos enfoques en su vertiente dindmica, es decir la modelizacion
de fendmenos que evolucionan en el tiempo, acompaiiados de numerosas apli-
caciones, y se presenta finalmente un procedimiento de construccion de modelos
estocasticos dindmicos en base a la informaciéon muestral, que utiliza como
herramienta estadistica bdasica el andlisis de componentes principales de un
proceso estocdstico de segundo orden. Asi mismo, se presenta una aplicacion
epidemioldgica con datos de Sida de paises europeos.

2. ELABORACION DE UN MODELO DETERMINISTA DINAMICO

Existen dos formas basicas de plantear un modelo determinista, también
llamado modelo matematico en sentido amplio:

1.* Si se tiene conocimiento de la ley tedrica que rige el fendmeno que se
estudia, se planteard una ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones
diferenciales, acompaiiado de ciertas condiciones iniciales deducidas a
partir de la observacion del mismo.

2* Si la informacién disponible es solo muestral, es decir procedente de
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observaciones, se ajustard un modelo mediante alguna técnica numé-
rica: interpolacidn, ajuste por minimos cuadrados, ...

Veamos a continuacion algunos ejemplos de la primera via de modelizar,
esto es, mediante planteamiento y resolucidén de ecuaciones diferenciales:

Ejemplo 1.

En un cultivo de bacterias, la velocidad de crecimiento es directamente
proporcional al nimero de bacterias presentes en cada instante, habiéndose
observado que dicho niimero se duplica al cabo de cuatro horas.

Si denotamos entonces por y(t) el nimero de bacterias en el instante t, la
velocidad instantinea de crecimiento en t verificara, a partir de las hipdtesis
iniciales, la siguiente ecuacion diferencial de variables separables: y’(t) = k.y(t)
, siendo k una constante positiva. La resolucion de esta ecuacién viene dada por
y(t) = y(0).e**, donde y(0) denota el niimero inicial de bacterias (en el instante
cero). Aplicando ahora la condicién inicial de duplicacién en cuatro horas: y(4)
= 2.y(0), concluimos que el modelo de crecimiento para esta poblacion bacteriana
es: y(t) = 2 y(0) .

Ejemplo 2.

Una sustancia B se forma a partir de otra sustancia A con velocidad de
reaccion v, = 8.3 y, a su vez, B se transforma en C con velocidad v, = 27.5. Se
parte de una concentracion inicial de A igual a 5 mientras que de B y C es 0,
y del hecho de que la velocidad de transformacion de sustancia es proporcional
a la cantidad presente.

Con objeto de deducir las ecuaciones secuenciales de transformacién de A
en B y de B en C, denotemos por [A], y [B], las concentraciones de A y B
respectivamente en el instante t. Asi podemos escribir para la primera transfor-
macion la siguiente ecuacion: [A]’” = -8.3[A],, cuya solucidn, tras aplicar la
condicion inicial [A],= 5, viene dada por: [A], = 5 e®*'. Para la segunda
reaccion, podemos plantear la siguiente ecuacion lineal de primer orden: [B],’=
8.3[A], - 27.5[B],, 0 equivalentemente [B],’+ 27.5[B], = 41.5 e®**, que integrada,
junto a la condicién [B], =0, nos proporciona la segunda ecuacion de transfor-
macion: [B],= 2.16 e?*t (e -1).

A continuaciéon desarrollamos otros dos ejemplos sobre formulacién de
modelos mediante ajuste matematico a partir de series de datos experimentales:

Ejemplo 3.

A presion de 1 atmoésfera, un volumen de agua disuelve las siguientes
cantidades de CO;H +H":
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t |0 5 10 Is
vV | 1.80 145 1.18 1.00

Se pretende construir, a partir de dichos datos, un modelo de tipo polinémico
que represente la relaciéon existente entre volumen y temperatura. Para ello
ajustaremos una parabola de segundo grado ¢(t) = a + bt + ct?, aplicando la
técnica de minimos cuadrados, que consiste en minimizar la suma de los
cuadrados de las diferencias entre los valores observados de V y los tedricos a
través de dicha funcion de ajuste, es decir X; [V,-9(t)]*. El resultado de dicho
ajuste nos proporciona el siguiente modelo explicativo: V = 1.8005 - 0.0789t +
0.0017t?, siendo el error tipico asociado igual a 0.0011.

Podria intentarse un ajuste mediante polinomios de grado superior a dos,
siendo necesario entonces contrastar, mediante un test de hipdtesis estadisticas,
la significacion de los coeficientes asociados a términos de grado elevado.
Cabria también ajustar otro tipo de funciones no polindmicas, indicando el error
tipico cuadl es el ajuste mas preciso.

Ejemplo 4.

En Ecologia se utiliza el muestreo de areas contiguas para contar el niumero
de especies distintas de plantas por area, que consiste en que cada area contigua
tiene doble extension a la anterior. Si se comienza por una superficie de 1 m?
y se obtienen los siguientes tipos de especies por érea:

S(nm?) | 1 2 4 8 16 32 64
N@meesp) 2 4 7 11 16 19 21

se pretende decidir cudl es el mas adecuado para representar la relacion entre
numero de especies y area entre los tres modelos siguientes: a) un modelo
semilogaritmico N = a + b.InS, b) un modelo exponencial N = a.e®, y ¢) un
modelo potencial N = a.S°.

Mediante ajuste minimo cuadratico obtenemos las siguientes ecuaciones y
errores tipicos 85 para los tres modelos anteriores:

a) N=1.13+495InS, b) N=526e" 5 ¢) N=269S
g = 0.095 gs = 0.556 g = 0.210

Asi, claramente elegimos el modelo semilogaritmico a) para representar dicha
relacion.
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3. MODELOS ESTOCASTICOS DINAMICOS: PROCESOS ESTOCASTICOS

La palabra estocastico procede del vocablo griego otox&{w (que se pro-
nuncia stojatso) y que significa “formulacion de modelos mediante hipdtesis”.
Por otra parte, el término proceso, segin el diccionario Espasa de Lengua
Espaiiola, se define como “conjunto de fases sucesivas de un fendémeno natural
o de una operacion artificial”. De tal forma, al hablar de procesos estocésticos
nos referimos a la elaboraciéon de modelos que evolucionan en el tiempo y cuya
naturaleza es incierta, en el sentido de que las hipdtesis sobre las que se
construyen no son completamente fijas sino que estin afectadas de un cierto
grado de variabilidad o incertidumbre.

Desde un punto de vista mas matematico, el concepto de estocastico es
sindonimo de aleatoriedad o azar, y de hecho podemos definir los Procesos
Estocasticos como la parte dindmica de la teoria de la Probabilidad, en cuanto
que ésta se centra en el estudio de variables que representan un cierto fenémeno
en un instante dado, mientras que los procesos estocasticos formulan leyes sobre
situaciones aleatorias en movimiento.

Sin embargo, conceptualmente no estd del todo definida la barrera entre
ambas teorias. Si consideramos un fenémeno dindmico que evoluciona en los
instantes t=1,2,...,N, el vector aleatorio obtenido (X,, X,, ... , Xy ) puede
considerarse por un lado como una variable aleatoria N-dimensional, y por otro
lado como un proceso estocéstico en tiempo finito. La existencia de correlacio-
nes entre las variables X, no influye en la clasificacion del mismo en una u otra
categoria.

Si el nimero de variables que componen el vector aleatorio fuese infinito
si podriamos considerar a éste como un verdadero proceso estocastico. Sin
embargo, también se ha desarrollado una teoria consistente sobre variables
aleatorias de dimension finita. Lo que si parece claro es que si el conjunto de
variables aleatorias consideradas fuese infinito no numerable, las herramientas
del Célculo de Probabilidades resultarian insuficientes para su tratamiento, y el
problema encajaria dentro de la teoria de Procesos Estocasticos.

En cualquier caso, no es objetivo nuestro entrar en disquisiciones taxonomicas
conceptuales, y consideramos que un mismo problema puede ser abordado
desde distintas facetas. Nos limitaremos a considerar un proceso estocastico
como una familia uniparamétrica de variables aleatorias {X(t,w),teT} definidas
todas ellas sobre un mismo espacio probabilistico, y que toman valores en un
conjunto denominado espacio de estados o espacio fasico. Generalmente, el
parametro t es el tiempo.

Si el espacio paramétrico es de dimensiéon mayor que uno se dice que el
proceso es un campo aleatorio; y si las variables que constituyen el proceso son
vectoriales, se dice que el proceso es vector-valuado.

La clasificacion de los procesos estocdsticos puede realizarse de diversas
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formas. Una primera forma es atendiendo al caracter del espacio de estados y
del espacio paramétrico, pudiendo presentarse cuatro modalidades de procesos,
segun éstos sean discretos y/o continuos. Una segunda clasificacién considera
que los procesos pueden ser estacionarios o evolutivos, segiin se mantenga o no
su distribucién en el tiempo. Pero quizas, el procedimiento mas completo es el
propuesto por Karlin, que se basa en las relaciones de dependencia existentes
entre las variables del proceso; asi, se obtienen las siguientes clases de procesos:

* Procesos con incrementos independientes: las variables de incremento

temporal sobre intervalos de tiempo disjuntos son independientes.
Procesos de Markov: la distribucién de cada variable del proceso depende
solo del pasado inmediato.

Martingalas: la esperanza de una variable del proceso dado el pasado
hasta un cierto instante es igual a la variable en dicho instante.
Procesos estacionarios: la distribucion de cualquier vector de variables del
proceso se mantiene si ¢stas se desplazan en el tiempo de forma constante.

Existen, no obstante, otras muchas formas de clasificar los procesos estocasticos.

Histéricamente, podemos considerar que el punto de partida en el estudio de
procesos estocasticos se debe al botanico inglés Robert Brown, quien en 1827
observo que los granos de polen en suspension acuosa mostraban un movimien-
to continuo y cadtico en todas las direcciones. Este comportamiento era, en una
escala grande, exactamente lo que cabria esperar de una molécula si la teoria
cinética fuese correcta. Dicho desplazamiento erratico, denominado movimien-
to Browniano, y que inicialmente se atribuyé al hecho de que las particulas
tenian vitalidad propia, se debe al bombardeo continuo al que estan sometidas
las particulas en suspensién por parte de las moléculas del medio que las rodea,
ya sea liquido o gaseoso.

Posteriormente, Wiener (1863), William & Ord (1879), Ramsey (1879) y
Einstein (1905) trataron de buscar una explicaciéon mads cientifica para este
fendmeno. Asimismo, la evolucidon historica de la teoria dinamica del movi-
miento Browniano estd perfectamente recogida en la monografia de Nelson
(1967).

El fisico francés Perrin (1909) supuso que la energia cinética del movimien-
to Browniano de una particula microscopica debe coincidir con la de una
molécula, y prepard un experimento consistente en una suspension de gomaguta
y almaciga, obteniendo particulas esféricas de magnitud uniforme de 13x10“ cm
de didmetro, mediante un proceso de centrifugacion fraccionada. Asi, si deno-
tamos por m y r, respectivamente, a la masa y radio de una particula, por d y
d’ las densidades de la particula y del medio, y por n, y n el nimero de
particulas existentes a niveles separados por una distancia vertical h, se obtiene
la ecuacion:
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RT. n 4
— In—2="rnr’chd-d
L T3 gh( )

A partir de esta ecuacion, Perrin y sus colaboradores, aplicando la ley de Stokes,
lograron determinar por varios métodos el nimero de Avogadro N a partir del
desplazamiento lineal medio i de una particula en movimiento Browniano:

RTt

N=——
vy’

siendo t el tiempo desde el origen y v la viscosidad del medio. Asi mismo,
encontraron que los desplazamientos reales se ajustaban a una distribucién de
Maxwell, y con objeto de obtener un valor medio preciso era necesario efectuar
un gran nimero de medidas sucesivas. Las investigaciones de Juan Perin fueron
recompensadas en 1926 con el Premio Nobel de Fisica.

Sin embargo, la formulaciéon matemdtica del movimiento Browniano se
debe principalmente a Wiener (1923) quien lo definié como un proceso estocastico
centrado con incrementos independientes estacionarios Gaussianos. Posterior-
mente, Barnes & Silverman (1934), Doob (1942), Kac (1947) y Lévy (1948)
completaron su estudio riguroso. Los trabajos realizados por Uhlenbeck &
Omnstein (1930) y Wang & Uhlenbeck (1945) trataron el movimiento Browniano
desde el punto de vista de las difusiones.

Paralelamente al estudio del movimiento Browniano se fue desarrollando
una teoria general de procesos estocasticos, abarcando tanto el estudio de
propiedades estructurales basicas, como el tratamiento de clases concretas.

Actualmente, los procesos estocasticos se utilizan como modelo probabilistico
de fendmenos de naturaleza muy diversa, siendo usual encontrar aplicaciones en
campos tales como la Medicina, Economia, Psicologia, etc., y existiendo grupos
de investigacion en los que participan especialistas de diversas areas.

4. ELABORACION DE UN MODELO ESTOCASTICO DINAMICO

Sea {X(t), 0 t T} un proceso estocastico de segundo orden, es decir con
momentos de segundo orden finitos, que supondremos continuo en media cuadratica
y cuyas trayectorias son funciones del espacio L?[0,T]. El Andlisis de Compo-
nentes Principales (ACP) del proceso permite descomponerlo como una serie de
funciones ortogonales ponderadas por variables aleatorias incorreladas. Estas
funciones f(t), denominadas factores principales, son las funciones propias del
operador de covarianza, de manera que
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T
A0 = [R(ts) £,6) ds (1)

siendo el nucleo R(t,s) de esta ecuacion tipo Fredholm la funcién de covarianza
del proceso. Los estimadores de los factores principales mediante una muestra
de N trayectorias independientes del proceso son las funciones propias asocia-
das al operador de covarianza muestral. La descomposicion del proceso vendra
dada por (Todorovic, 1992):

X(t) = 4t)+ > £, 1),
= )

donde p(t) es la funcién media y {b,, i=1,2,...} una sucesion de variables
aleatorias incorreladas que pueden expresarse como una cierta integral del
propio proceso.

En la practica, resolver una ecuacion integral del tipo (1) puede llegar a ser
muy complicado, siendo posible obtener soluciones explicitas solo para nicleos
muy concretos. Este problema se complica aiin mas si tenemos en cuenta que,
en la practica, la covarianza muestral no puede calcularse analiticamente en
términos de funciones elementales para todo punto de [0,T] x [0,T]. Para
solventar estos problemas, hemos desarrollado dos métodos eficientes para la
aproximacion de los factores principales muestrales:

* Método del trapecio (Aguilera et al., 1992): Consiste en resolver la
ecuacion (1) a nivel muestral mediante la férmula de cuadratura compues-
ta del trapecio, eligiendo convenientemente los nodos de la particion del
intervalo [0,T].

* Método de proyeccion ortogonal (Aguilera et al., 1995a): Consiste en
elegir la mejor aproximacion de los factores principales muestrales en un
subespacio finito-dimensional de L?[0,T] generado por un sistema ortonor-
mal, cuya eleccion en cada caso particular dependera del caracter de la
trayectorias observadas.

En la practica aparece la dificultad adicional de que normalmante las trayec-
torias son conocidas solo en un conjunto discreto de instantes del intervalo,
aunque tengan caracter continuo. Proponemos entonces interpolar las trayec-
torias mediante B-splines cubicos (Aguilera et al., 1995b), generalizando estu-
dios realizados por otros autores.

Finalmente, una vez aproximados los estimadores en el ACP del proceso,
proponemos extender la técnica de regresion mediante componentes principales,
con objeto de resolver el problema de prediccion lineal de la variable X(T+h),
con h>0, en funcién de las variables del proceso, observadas en el intervalo
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[0,T]. El estimador lineal minimo cuadratico de X(T+h) dado {X(t), 0t T} viene

dado por la expresion:

)A((T+h)=/1T+h)+iE[{X(T+h)-,u(T+h)}bi]

b
7,

donde Ia serie infinita en la expresion (3) converge en media cuadratica. Asi,
proponemos el siguiente modelo predictivo

B |_°' >

X"(T+h)=X(T+h)+ Y S, 1.,

1=1

siendo X la media muestral del proceso en el instante considerado y S, .., la
covarianza muestral entre b, y X(T+h). Mds auin, incluiremos en el modelo solo
aquellas componentes principales que tengan mayor grado de correlacién con
X(T+h) y mayor varianza.

5. APLICACION A LA MODELIZACION Y PREDICCION DE TASAS DE
INCIDENCIA DE SIDA EN EUROPA

En este apartado vamos a construir un modelo estocastico del tipo (2) para
la tasa de incidencia (IR) de SIDA en paises europeos, correspondiente al
periodo 1985-1991, a partir de datos publicados anualmente por la O.M.S.
Mediante muestreo aleatorio hemos elegido 8 paises del total de 39 en Europa,
y se ha realizado el ACP a partir de las series temporales que figuran en la Tabla
1 en la misma fila que el nombre del pais muestreado. Se ha observado que
incluyendo dos componentes principales, el modelo explica un 95% de la
variabilidad total del proceso estudiado, mientras que con tres componentes, la
varianza explicada supera el 99%.

Las IR estimadas al 99% y al 95% figuran asi mismo en la Tabla 1 para
cada uno de los paises. Puede observarse que la reconstruccién de las trayec-
torias de IR al 99%, en general, es mas precisa que al 95%, especialmente a
medida que se consideran instantes cada vez mas avanzados, tras un periodo
inicial de estabilizacidn.

En segundo lugar, la Tabla 2 muestra la prediccion de IR para 1992 en otros
cuatro paises no muestreados anteriormente, habiéndose obtenido éstas median-
te regresion sobre una y dos componentes principales respectivamente. Es
evidente, a partir de estos resultados, que ambas predicciones son fiables,
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especialmente la realizada con el modelo de regresion que incluye dos compo-

nentes.

Tabla 1.—Tasa de incidencia (IR) de SIDA reales y estimadas mediante el modelo (2) al 99

% y 95 % de varianza explicada respectivamente

1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991
DINAMARCA 7.5 13.5 19.6 24.7 33.9 38.3 40.2
IR al 99% 6.2 12.8 19.5 24.2 35.5 37.6 40.8
IR al 95% 4.0 8.3 14.9 243 32,9 40.5 433
FRANCIA 10.5 22.6 40.0 54.2 66.6 73.4 77.1
IR al 99% 10.5 223 38.1 53.1 70.1 70.4 81.7
IR al 95% 6.2 13.6 29.1 53.3 65.1 76.5 86.6
GRECIA 0.7 22 5.3 8.2 10.7 13.3 14.6
IR al 99% 1.8 3.4 4.6 8.6 9.4 13.7 15.3
IR al 95% 2.0 3.9 5.0 8.6 9.7 13.4 15.1
IRLANDA 1.4 1.7 557 10.6 14.2 15.7 17.7
IR al 99% 1.8 3.6 5.5 11.1 1.7 16.5 18.9
IR al 95% 22 4.2 6.1 111 12.1 16.1 18.5
ITALIA 3.4 7.9 17.7 30.6 422 53.0 63.4
IR al 99% 3.6 7.9 16.9 31.8 422 54.6 58.0
IR al 95% 4.8 10.3 19.4 31.8 43.6 52.9 56.6
LUXEMBURGO 5.0 7.5 7.5 10.0 29.2 237 30.0
IR al 99% 4.1 8.4 11.3 1.1 227 27.8 26.1
IR al 95% 3.4 7.0 9.9 111 21.9 28.8 26.9
HOLANDA 4.6 9.4 16.6 22.0 26.2 27.6 29.6
IR al 99% 5.0 10.2 15.7 21.7 26.5 26.7 323
IR al 95% 3.0 6.2 11.4 21.8 24.1 29.5 34.6
ESPANA 43 11.9 25.8 53.5 73.3 84.8 99.1
IR al 99% 5.2 11.8 27.9 54.4 69.8 87.6 94.9
IR al 95% 6.7 15.3 317 54.3 71.9 85.1 92.9

Tabla 2.—IR real de 1992 y estimaciones de la misma mediante regresion sobre una y dos
componentes principales

IR de 1992 IR estimada para 1992 IR estimada para 1992

con 1 comp. principal con 2 comp. principales
AUSTRIA 239 25.0 25.6
BELGICA 26.0 249 25.4
FINLANDIA 6.2 2.8 5\5
SUIZA 90.3 108.7 103.4
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