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Resumen

La funcién de distribucion es un parametro funcional y no lineal a partir del cual se pueden estimar
otros pardmetros poblacionales de interés como los cuantiles, la funcién de fiabilidad o el indice de Gini
y por ello la funcién de distribucién es especialmente atractiva para diversas dreas de investigacion. Asi,
medidas como los cuantiles poblacionales pueden ser pardmetros de gran interés por diversas areas tanto
pertenencientes a la investigacién de Ciencias Sociales como a la investigacion de Ciencias y que abarca
disciplinas tan diversas como antropologia, fisica, pediatria, edafologia, sociologia, psicologia o economia.
En este ultimo campo, los cuantiles alcanza una gran relevancia dado el especial interés que los gobiernos,
organismos oficiales y la investigacién econdémica ha mostrado en el andlisis de la pobreza y desigualdad
salarial pues muchas de las medidas empleadas en estos estudios estdn basadas en el célculo de cuantiles o
ratios de los mismos.

Por otro lado, la informacién obtenida por organismos oficiales y por agencias estadisticas a la hora de medir
la pobreza no sélo se restringe a informacion relativa al nivel salarial, sino que abarca aspectos relacionados
con las condiciones de vida y variables sociodemograficas. De este modo, en los estudios de pobreza se
dispone de un volumen relevante de informacidén auxiliar que si se incorpora en la fase de estimacidon, puede
mejorar la precisién y fiabilidad de las mediciones de pobreza a través de cuantiles. Por ello, es esencial
disponer de técnicas de estimacioén para la funcion de distribucidon que incorporen la informacién auxiliar

disponible a la hora de estimar la funcién de distribucion.

Dada la relevancia de la funcién de distribucién, en la investigacién sobre muestreo en poblaciones
finitas podemos encontrar una gran variedad de estimadores indirectos de la funcion de distribucion, esto
es, estimadores que incorporan informacién auxiliar disponible para mejorar la eficiencia del estimador. Si
bien, una de las cuestiones esenciales a la hora de desarrollar estimadores de la funcion de distribucion,
es que el estimador obtenido respete las propiedades de la funcién de distribuciéon y muchas de estas
alternativas no satisfacen todas las propiedades, no pudiendo emplearse en la estimacién de cuantiles. Por

ello, el principal propdsito de esta tesis es la obtencién de estimadores para la funcién de distribucién que

ix
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incorporen informacién auxiliar y que sean auténticas funciones de distribucion, para asi emplearlos en la
estimacidn de cuantiles y medidas de pobreza.

Recientemente, el método de calibracion originalmente propuesto por Deville & Sarndal (1992) para
la estimacion de totales y medias ha sido empleado en la formulacién de nuevos estimadores indirectos
de la funcién de distribucién. Una de las propuestas que destaca por su simplicidad computacional es el
estimador propuesto por Rueda et al. (2007a). Otra ventaja que presenta este estimador es que es satisface
todas las propiedades de funcion de distribucion bajo restricciones leves. Sin embargo, su comportamiento
asintético puede verse afectado por el conjunto de puntos auxiliares con los que se lleva a cabo el proceso
de calibracién y si bien la eleccién 6ptima del vector de puntos auxiliares ha sido determinada (Martinez
et al., 2017), no se ha analizado si el estimador basado en la eleccién 6ptima satisface las propiedades de
funcién de distribucién. En la tesis se analizaran las condiciones bajo las cuales este estimador es una genuina
funcién de distribucién y se formulardn los correspondientes estimadores de cuantiles y ratios de percentiles
asociados al mismo
Adicionalmente, el estimador de Rueda et al. (2007a), al ser un estimador calibrado, puede sufrir sobre-
calibracién (Chauvet & Goga, 2022) cuando la dimensién del vector de puntos auxiliares es elevada, lo
que sucede frecuentemente con la eleccién dptima propuesta en Martinez et al. (2017). Para resolver esta
cuestion, en la tesis se analizara teéricamente las condiciones bajos las cuales se puede reducir la dimension

Optima del vector propuesto en Martinez et al. (2017) sin que la eficiencia empeore.

Finalmente, dado que los estudios de pobreza, desigualdad y condiciones de vida tratan cuestiones sen-
sibles y son principalmente desarrollados mediante encuestas, es inevitable la presencia de datos faltantes
por diversas razones (ausencia del encuestado en el momento de la encuesta, negativa a responder sobre el
nivel de ingresos, etc) y en consecuencia, es necesario disponer de técnicas de estimacion de la funcién de
distribucién que permitan tratar la falta de respuesta. La presente tesis formulard mediante el uso del método

de calibracidn, estimadores de la funcién de distribucién disefiados para tener en cuenta la falta de respuesta.

Esta tesis se presenta como un compendio de cuatro publicaciones directamente vinculadas con los
contenidos y probelmas de iinvestigacion tratados en la presente tesis. Entre las cuatro publicaciones, tres de
ellas son articulos publicados en revistas indexadas en el Journal Citation Reports del Science Citation Index
y correspondientes al primer cuartil todas ellas, mientras que la otra aportacion se trata de un capitulo de
libro que actualmente también se encuentra publicado en una editorial indexada en el indice SPI Scholarly
Publishers Indicators y que se encuentra en la cuarta posicioén del ranking general. En la segunda parte

de la tesis se presentan las versiones completas de las cuatro publicaciones ordenadas en Apéndices por
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orden cronolégico. Previamente, en los capitulos presentados en la primera parte de la tesis se presentan los
aspectos fundamentales para el desarrollo de las publicaciones y que permiten facilitar la lectura de la tesis.
Asi, en el primer capitulo se introduce la importancia de la funcién de distribucién, cuantiles y medidas de
pobreza y se exponen problemas abiertos en este campo. En el segundo capitulo se formulan los objetivos
que se pretenden alcanzar con la presente tesis. En el capitulo 3 se expone la metodologia empleada en
el desarrollo de la tesis. Los capitulos 4 y 5 se exponen respectivamente los resultados y conclusiones de
mayor relevancia alcanzados en la tesis. Finalmente, el capitulo 6 estd dedicado a las lineas de investigacion

actuales en las que se estd ya trabajando y futuras lineas de investigacion.



Parte 1



Capitulo 1

Introduccion

La estimacion de la funcién de distribucién es un tema de estudio importante en la investigacién mediante
encuestas y ha recibido mucha atencién en los dltimos afios, debido a que presenta caracteristicas valiosas
para la aplicacién en muchas areas. Asi, la funcién de distribucién permite, por ejemplo, obtener la funcién
de fiabilidad, empleada en los anélisis de datos de vida y en fiabilidad de sistemas (Acal et al., 2019). También
a través de la funcién de distribucién se puede contrastar si dos muestras provienen de una misma poblacién
(Alba-Fernandez et al., 2017).

Adicionalmente, la funcién de distribucién permite obtener medidas importantes como los cuantiles
poblacionales, de modo que si disponemos de estimadores de la funcién de distribucién que satisfacen las
propiedades de funcion de distribucion, podemos emplearlos en la estimacion de cuantiles, cuestion de gran
interés en diversas dreas de investigacion tales como antropologia (Bogin & Sullivan, 1986); ciencias de la
salud (Bohn et al., 2019; Kimbro et al., 2011; Tellez-Plaza et al., 2008) y pediatria (Vander Wal & Mitchell,
2011), toxicologia (Wolford et al., 1986), procesos quimicos y fisicos (Wilson et al., 2012), edafologia (Bu
et al., 2015), sociologia (Eisenberg et al., 2005; Kimbro et al., 2011), psicologia (Crawford & Garthwaite,
2009) o economia (Decker et al., 2014; Gelman et al., 2010) en las cuales algunas medidas e indicadores
dependen de cuantiles.

Especificamente, en el drea de economia, la medicién de pobreza y la desigualdad salarial asi como los
estudios sobre exclusién social son temas de gran interés tanto para la investigacién econémica (Darvas,
2019; Meyer & Sullivan, 2012; Sompolska-Rzechu la & Kurdys-Kujawska, 2022) como para los gobiernos,
instituciones oficiales y sociedad en general (European Commission, 2010a; Eurostat Statistics, 2020; Jones
& Weinberg, 2000; Meglio, 2018), pues medidas como la tasa de pobreza oficial y el nimero de personas
en situacion de pobreza son importantes para determinar el grado de bienestar econémico de un pais. Asi,

la Comisién Europea en su comunicacion del ano 2010 fij6 la estrategia Europa 2020 y en ella uno de
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los objetivos consiste en reducir en un 25 % el nimero de europeos que viven por debajo de los umbrales
nacionales de pobreza, lo que supone rescatar a 20 millones de europeos de exclusién social (European
Commission, 2010a). Para ello, se fij6 como una de las iniciativas la creacién de la ‘“Plataforma europea
contra la pobreza”, cuyo objetivo es garantizar la cohesion social y fomentar condiciones idéneas para que
personas en riesgo de exclusion social puedan vivir en condiciones dignas (European Commission, 2010b).

Dado que en los estudios de pobreza estdn basados en variables como los salarios o ingresos, que suelen
tener distribuciones asimétricas, los cuantiles son medidas mas adecuadas que por ejemplo la media y por
ello algunos indices y medida de pobreza estdn basados en cuantiles. Asi, por ejemplo, entre las medidas
de pobreza incluidas en los andlisis de pobreza y condiciones de vida que estdn basadas en la funcién de
distribucién y en cuantiles, podemos mencionar la linea o umbral de pobreza, definida como el umbral de
ingresos por debajo del cual un individuo es considerado en situacidon de pobreza y que Eurostat fija como
el 60 por ciento de la mediana del ingreso neto equivalente (Eurostat Statistics, 2022). También podemos
mencionar el indice de de recuento de pobreza o tasa de pobreza, que se define como la proporcién de
individuos que estan en riesgo de pobreza, esto es, personas con una renta disponible por debajo del umbral
de pobreza y que puede ser estimado mediante la funcién de distribucion (Martinez et al., 2020).

Por otro lado, la desigualdad salarial también es un aspecto clave a la hora de analizar y comprender
como se genera la pobreza (Guio et al., 2021) siendo una prioridad de la Comisién Europea el desarrollo de
indicadores tanto para medir la pobreza como la desigualdad salarial (Eurostat Experimental statistics, 2022).
Algunas de las medidas empleadas para evaluar la desigualdad salarial estdn basadas en ratios de quantiles,
asi, Eurostat para analizar la desigualdad salarial en la Unién Europea emplea el ratio de percentiles P80/P20
(Eurostat Products Datasets, 2022) mientras que el “European Trade European Union Institute” emplea el
ratio de percentiles P90/P10 (Countouris et al., 2020) al igual que el “US Census Bureau” que adicionalmente
para el analisis de la desigualda salarial en EEUU también considera los ratios P95/P20; P95/P50; P80/P50;
P80/P20 y P20/P50 (Shrider et al., 2021). De igual forma, la investigacién econémica previa ha considerado
los ratios de percentiles como indicadores para medir la desigualdad salarial, como los ratios P95/P50
(Machin et al., 2003), los ratios P90/P10; P95/P20 y P80/P20 (Jones & Weinberg, 2000); los ratios P50/P5
y P50/P25 (Dickens & Manning, 2004) y el ratio P50/P10 (Burtless, 1999). Dado que la estimacién de
cuantiles estéd estrechamente relacionada con el anélisis y estudio de pobreza, la disponibilidad de técnicas
que permitan estimar la funcién de distribucién y los cuantiles se ha vuelto crucial en este tipo de estudios.

Por otro lado, la informacién obtenida a partir de las encuestas realizadas por organismos oficiales y
por agencias estadisticas cuyo objetivo es la medicion de la pobreza, ademés de proporcionar informacién
acerca de la variable de estudio, esto es, nivel de ingresos de las personas y hogares, también proporcionan

informacion sobre variables adicionales relacionadas con las condiciones y caracteristicas de vida de los
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individuos, y por tanto es habitual disponer de informacién relativa a edad, sexo, educacién, empleo, etc
(INE, 2022). Estas variables proporcionan informacién auxiliar relacionada con la variable de estudio, que
puede ser incorporada en la fase de estimacién para mejorar la precisiéon y eficiencia de un estimador,
dando lugar asi, a los denominados estimadores indirectos. Dado que en los andlisis de pobreza se dispone
de un gran volumen de informacién auxiliar relevante, es fundamental disponer de técnicas de estimacion
indirectas para la funcién de distribucidn, es decir, estimadores que incorporen y hagan un uso eficiente de
la informacién auxiliar disponible a la hora de estimar la funcién de distribucion.

En la literatura previa, existe una amplia variedad de técnicas indirectas para la estimacién de la funcién
de distribucién. Asi, entre los estimadores indirectos para la funcién de distribucién basados en el disefio,
podemos mencionar entre otros, los estimadores de razén y diferencia (Rao et al., 1990), el estimador de Kuk
y Mak (Kuk & Mak, 1989), o el estimador Silva y Skinner (Silva & Skinner, 1995). Entre las alternativas
existentes basadas en el modelo, tenemos el estimador de Chambers y Dunstan (Chambers & Dunstan,
1986), el estimador de Rao, Kovar y Mantel (Rao et al., 1990) o el estimador de Wang y Dorfman (Wang &
Dorfman, 1996).

Si bien existe una amplia gama de procedimientos que permiten la incorporacién de la informacién
auxiliar disponible en la estimacion de la funcién de distribucién, algunas de estas alternativas presentan
inconvenientes. Asi, los estimadores de razon, diferencia y el estimador de Rao, Kovar y Mantel no son
funciones de distribucién genuinas, lo que dificulta su empleo en la estimacién de cuantiles poblacionales y
en las medidas de pobreza anteriormente comentadas. Por otro lado el estimador de Silva y Skinner depende
de la eleccidn de los estratos y no proporciona estimaciones perfectas para las variables auxiliares de forma
general. Finalmente, los estimadores basados en el modelo depende de la eleccién del mismo y requieren un
coste computacional considerable.

Por otro lado, a la hora de incorporar informacién auxiliar, el método de calibracion (Deville & Sarndal,
1992), originalmente empleado como método de reponderacion en la estimacién de totales poblacionales,
es considerado como un importante instrumento metodoldgico en la produccién de estadisticas a gran
escala por parte de varias agencias nacionales de estadistica (Lafferty & McCormack, 2015; Le Guennec &
Sautory, 2002; Memobust, 2014), de manera que han desarrollado software disefiado que permite calibrar la
informacién auxiliar disponible en registros administrativos y otras fuentes (Le Guennec & Sautory, 2002;
Vanderhoeft, 2001).

Los estudios previos han considerado diferentes implementaciones del método de calibracién para el
desarrollo de nuevos estimadores de la funcidén de distribucién y cuantiles (Harms & Duchesne, 2006;
Rueda et al., 2007a; Wu, 2003). Asumiendo un modelo de superpoblacion general Wu (2003) propuso un

estimador basado en el modelo que es 6ptimo para la esperanza bajo el modelo de la varianza. Entre los
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incovenientes de la propuesta de Wu (2003) podemos mencionar, que en general el estimador propuesto no
satisface las propiedades de funcién de distribucién en general y requiere la estimacién de pardmetros del
modelo de superpoblacién asumido, ya que suelen depender de la variable de estudio lo que puede restringir su
aplicacion. Finalmente, para garantizar el comportamiento asintdtico del estimador, se requieren restricciones
adicionales sobre el disefio muestral (Chen & Wu, 2002).

Recientemente Rueda et al. (2007a), desarrollaron una familia de estimadores calibrados para la funcién
de distribucién, que es simple desde el punto de vista computacional y bajo condiciones suaves los estimadores
obtenidos son funciones de distribucién genuinas y ello permite su aplicacién en la estimacién de cuantiles
y medidas de pobreza (Martinez Puertas & Martinez Puertas, 2013; Rueda et al., 2007b).

Ahora bien, uno de los inconvenientes que presenta el estimador propuesto por Rueda et al. (2007a) es
que su comportamiento asintdtico y su eficiencia depende de un vector de puntos auxiliares empleados en
el proceso de calibracion. Si bien el vector de puntos ptimo y la dimensién 6ptima del vector que hay que
emplear en el proceso de calibracién para optimizar la eficiencia en el estimador de Rueda et al. (2007a)
ha sido determinado bajo muestreo aleatorio simple (Martinez et al., 2017), el problema que presenta este
estimador, es que en general, el vector 6ptimo depende del punto ¢ de la variable de estudio en el que se
desea estimar la funcidn de distribucion, lo que no ocurria en el estimador de Rueda et al. (2007a) e implica
que las reponderaciones empleadas en la calibracién dependan del valor de ¢. Todo ello podria implicar que
el estimador obtenido no respete las propiedades de funcién de distribucién, lo que dificulta su aplicacién
en estimacion de cuantiles y medidas de pobreza.

Adicionalmente, en muchas ocasiones el vector de puntos auxiliares que optimiza la eficiencia tiene una
dimensién elevada lo que dificulta el proceso de calibracién. Recientemente, se ha constatado que llevar
a cabo el proceso de calibracién cuando la dimensién de la informacién auxiliar es muy elevada puede
provocar diversos problemas. En primer lugar, si se emplea un niimero elevado de variables auxiliares puede
producirse sobrecalibracion que puede provocar que el sesgo del estimador calibrado no sea despreciable en
comparacion con la varianza (Nascimento Silva & Skinner, 1997) y también puede empeorar la eficiencia
del estimador (Chauvet & Goga, 2022). Finalmente, en el caso de la estimacion de la funcidn de distribucion,
una dimensién elevada de la informacién auxiliar puede provocar restricciones de calibracién incompatibles.

Por otro lado, dado que los estudios de pobreza, desigualdad y condiciones de vida son principalmente
desarrollados mediante encuestas y estudios basados en muestras, es habitual que se produzca la presencia de
datos faltantes por diversas razones, tales como la no presencia del encuestado en el momento de la encuesta
o porque el encuestado puede negarse a responder sobre su nivel de ingresos dado que el objetivo de los
estudios de pobreza constituye una cuestién problematica. La presencia de datos faltantes y la reduccion del

tamafio de la muestra asociada a la misma puede provocar sesgos en las estimaciones y un aumento de la
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varianza del estimador si los datos faltantes siguen algtn patrén.

Aunque existen diversos métodos cuyo objetivo es obtener un conjunto de datos completo en las etapas
de recopilacion y procesamiento de datos, es posible enfrentar errores y pérdidas de entradas incluso después
de que los datos hayan sido recopilados y filtrados y por tanto en ocasiones no es posible evitar la presencia
de datos faltantes en la etapa de estimacién. El tratamiento de falta de respuesta en la fase de estimacion
puede ser enfocado desde dos alternativas principalmente, la imputacién y la reponderacion.

En relacion a la tdltima alternativa, el objetivo consiste en la estimacion mediante un conjunto de
ponderaciones, basadas en la informacion auxiliar disponible, para las unidades muestrales que no presentan
falta de respuesta. De este modo, el método de calibracion, concebido originalmente para corregir el error
de muestreo, ha sido aplicado para el ajuste del sesgo producido por la falta de respuesta en la estimacion de
parametros como el total, media o proporciones (Andersson & Sérndal, 2016; Kott & Liao, 2017; Sérndal &
Lundstrom, 2005) y existe disponible una extensa literatura dedicada a la estimacién de la media poblacional
en presencia de datos faltantes (Beaumont, 2005; Chang & Kott, 2008; Deville, 2000; Kott & Liao, 2012,
2015, 2017; Lesage et al., 2019; Jo et al., 2015). En particular, las propuestas de Deville (2000) y Kott &
Liao (2017) se basan en calibracién con variables instrumentales, donde se ajusta por medio de calibracién
tanto la falta de respuesta como el error de muestreo. Asi, por un lado tenemos un conjunto de variables
auxiliares empleadas en la modelizacion de la falta de respuesta mientras que se empleard otro vector de
variables auxiliares para el proceso de calibracion, llamadas variables instrumentales. Si bien, algunas de
las variables incluidas en el modelo de falta de respuesta pueden también ser empleadas como variables
instrumentales en el proceso de calibracidn, en la propuesta de Deville (2000) la dimensién del vector
empleado en la modelizacion de falta de respuesta y del vector de variables instrumentales debe coincidir.
Recientemente, Kott & Liao (2017) extendieron la propuesta de Deville (2000) al caso donde existen mds
variables instrumentales o de calibracién que variables para el modelo de falta de respuesta.

Por el contrario, el desarrollo de técnicas de estimacion de la funcién de distribucién que incorporen
el uso de informacién auxiliar en el tratamiento de la falta de respuesta es menos habitual, ni tampoco es
extenso el uso del método de calibracion para el tratamiento de la falta de respuesta en la estimacion de la
funcién de distribucién, siendo necesario adaptar las diferentes metodologias existentes para la estimacion
de totales y medias, de forma que al aplicarlas en la estimacién de la funcién de distribucién, se obtengan
estimadores que respeten las propiedades de funcion de distribucion y asi poder estimar cuantiles y medidas
de pobreza. Todo ello, hace que la estimacién de cuantiles y medidas de pobreza en presencia de falta de
respuesta no haya sido tan extensamente tratada como otros pardmetros poblacionales.

Por todo lo anteriormente mencionado, el principal propdsito que nos planteamos en esta tesis doctoral

es desarrollar estimadores de la funcidn de distribucién mediante técnicas de calibracién que sean genuinas
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funciones de distribucién para asi poder emplearlos en la estimacidon de cuantiles y medidas de pobreza.
Con este propdsito, en Apéndice 1, vamos a abordar la estimacién de la funcién de distribucién en presencia
de falta de respuesta de forma que se procurard analizar bajo qué condiciones los estimadores obtenidos
satisfacen todas las propiedades de funcién de distribucién. Con ello, pretendemos obtener estimadores para
cuantiles y medidas de pobreza cuando se produce falta de respuesta. Asi, en el Apéndice 2 abordaremos
esta cuestion y se llevard a cabo un estudio de simulacién con datos reales procedentes de la Encuesta
de condiciones de vida realizada por el Instituto Nacional de Estadistica (INE) en Espafia (INE, 2015).
En relacién también a la estimacién de cuantiles y medidas de pobreza, en el Apéndice 3, trataremos de
analizar bajo qué condiciones la metodologia propuesta por Martinez et al. (2017) puede ser aplicada en la
estimacion de cuantiles y medidas de pobreza. Finalmente, en el Apéndice 4, abordaremos el problema de
la alta dimensionalidad que en muchas ocasiones presenta el vector éptimo de calibracién en el que se basa

la propuesta de de Martinez et al. (2017) y evitar as{ los problemas derivados de esta alta dimensionalidad.
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Objetivos

Como se ha puesto de manifiesto en la Introduccion, a pesar de que la investigacion previa se ha interesado
en la estimacién indirecta de la funcién de distribucion, existen todavia algunas cuestiones que requieren de
una mayor investigacién y que son la principal motivacién para el desarrollo de esta tesis doctoral. Por ello,
el principal propésito de la presente tesis es investigar mds a fondo algunos temas escasamente abordados
hasta ahora en relacion a la estimacién de la funcién de distribucién y cuantiles. Este propdsito general se

hard mas concreto en este capitulo a través de la definicién de objetivos generales y especificos.

Entre los objetivos generales que nos proponemos alcanzar en esta tesis doctoral podemos mencionar:

1. Desarrollar estimadores de la funcién de distribucién mediante técnicas de calibracion que sean
genuinas funciones de distribucidn para asi poder emplearlos en la estimacion de cuantiles y medidas

de pobreza.

2. Desarrollar técnicas de estimacion de la funcién de distribucién en presencia de falta de respuesta

capaces de reducir el sesgo asociado a esta falta de respuesta.

3. Desarrollar técnicas de calibracién que eviten la alta dimensionalidad en las restricciones de calibra-
cién.
De igual forma, con la presente tesis doctoral nos proponemos alcanzar los siguientes objetivos especifi-

COS:

1. Desarrollo de técnicas de estimacidn para la funcion de distribucion bajo falta de respuesta mediante

el empleo del método de calibracion.
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2. Extender la técnica de calibracién para el tratamiento falta de respuesta para la media poblacional
propuestas en Kott & Liao (2017) para la estimacién de la funcién de distribucién y analizar bajo qué

condiciones los estimadores obtenidos son auténticas funciones de distribucion.

3. Adaptacion de la técnica de estimacion propuesta por Rueda et al. (2007a) para la funcion de distribu-

cion en presencia de datos faltantes.

4. Aplicacién de las técnicas desarrolladas en los objetivos especificos anteriores en la estimacion de

cuantiles y medidas de pobreza.

5. Analizary establecer bajo qué condiciones el estimador calibrado de la funcién de distribucién propues-
to por Martinez et al. (2017) satisface las propiedades de funcién de distribucién para posteriormente

analizar su comportamiento a la hora de estimar cuantiles y medidas de pobreza.

6. Analizar teéricamente si es posible la reduccién de la dimension del vector 6ptimo de calibracién

obtenido en Martinez et al. (2017) sin pérdida de eficiencia.

En todos y cada uno de los objetivos, se tratara de obtener expresiones de la varianza asintética de los
estimadores propuestos pero dado que tanto los cuantiles como las medidas de pobreza no son pardmetros
lineales, en ocasiones obtener una férmula tedrica para su varianza no serd posible. En los casos donde el
comportamiento asintético del estimador no pueda ser establecido de forma tedérica, emplearemos técnicas

bootstrap para la estimacién de varianza.

2.1. Treating nonresponse in the estimation of the distribution function

En primer lugar, en el Apéndice 1, vamos a considerar la extension de las técnicas propuestas por
Deville (2000) y Kott & Liao (2017) para la estimacién de funcién de distribucién en presencia de falta de
respuesta. De igual forma trataremos la adaptacion de la metodologia propuesta en Rueda et al. (2007a) para
la estimacion de la funcién de distribucion bajo la presencia de falta de respuesta.

En todos los casos, se aborda el andlisis de las condiciones bajo las cuales las técnicas propuestas satisfagan
las propiedades de funcion de distribucién Con ello, se cubren los objetivos generales 1 y 2 y los objetivos

especificos 1,2 y 3.
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2.2. Calibration adjustment for dealing with nonresponse in the estimation

of poverty measures

Una vez desarrollado técnicas eficientes para la estimacién de funcién de distribucién que bajo condi-
ciones poco restrictivas son genuinas funciones de distribucion, en el Apéndice 2 se aborda su extensién a
la estimacion de cuantiles y medidas de pobreza en presencia de datos faltantes.

Dado que tanto los cuantiles y las medidas de pobreza (especialmente aquellas basadas en ratios) no son
pardmetros lineales, es necesario recurrir a técnicas bootstrap para la estimacion de la varianza de los esti-
madores propuestos.

Finalmente, un estudio de simulacién con datos reales procedente de la Encuesta de condiciones de vida
realizada por el Instituto Nacional de Estadistica (INE) en Espafia (INE, 2015) es llevado a cabo para analizar
el comportamiento de los estimadores propuestos frente a otras alternativas.

Con todo ello, se alcanza la consecucion del objetivo general 1 y del objetivo especifico 4.

2.3. The optimization problem of quantile and poverty measures estimation

based on calibration

En tercer lugar, en el Apéndice 3, trataremos de analizar bajo qué condiciones el estimador propuesto por
Martinez et al. (2017) es una auténtica funcidn de distribucion y asi poder también aplicar esta metodologia
en la estimacién de cuantiles y medidas de pobreza. Mds concretamente, asumiendo que el disefio muestral
empleado es muestreo aleatorio simple, se establece bajo condiciones leves que el estimador propuesto por
Martinez et al. (2017) es mondtono no decreciente y en consecuencia puede ser aplicado en la estimacion de
cuantiles y medidas de pobreza. De este modo, se aborda su aplicacién a la estimacioén de dichos pardmetros
y se analiza el comportamiento de las técnicas propuestas con un estudio de simulacién con datos reales
nuevamente procedentes de la de la Encuesta de condiciones de vida (INE, 2015), siendo nuevamente
necesario recurrir a técnicas bootstrap para la estimacion de la varianza.

De este modo, el objetivo general 1 y el objetivo 5 son alcanzados.

2.4. Reduction of optimal calibration dimension with a new optimal auxiliary

vector for calibrated estimators of the distribution function

Finalmente, en el Apéndice 4, abordaremos el problema de la alta dimensionalidad que en muchas

ocasiones presenta el vector 6ptimo de calibracién en el que se basa la propuesta de de Martinez et al. (2017)
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y que puede generar sobrecalibracion. Asi, trataremos de analizar si es posible alcanzar la misma eficiencia
pero empleando un vector de menor dimensién, lo que ademds de evitar la sobrecalibracién tambien nos
permitird simplificar el coste computacional. A lo largo del Apéndice 4 se establecen bajo una generalidad de
situaciones las condiciones bajo las cuales la dimension del vector 6ptimo propuesto en Martinez et al. (2017)
puede ser reducida teéricamente. Mediante estudios de simulacién se evidencia que el coste computacional
requerido con la nueva propuesta se ve sustancialmente reducido sin pérdida de eficiencia e incluso en
ocasiones mejorando la eficiencia de la propuesta original de Martinez et al. (2017). Con ello, se cubre el

objetivo general 3 y el objetivo especifico 4.
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Metodologia

Para la consecucion de los objetivos propuestos en esta tesis doctoral serd necesario recurrir a una amplia
variedad de técnicas indirectas de estimacién de la funcién de distribucion. Asi, se revisardn aquellas técnicas
de estimacidn indirectas de la funcion de distribucién que seran incluidas en los estudios de simulacién con
propositos comparativos. Adicionalmente, dado que varios objetivos estan relacionados con los estimadores
de Rueda et al. (2007a) y Martinez et al. (2017) revisaremos en profundidad ambas técnicas de estimacion.
De igual forma sera necesario considerar técnicas para la estimacién de la varianza de los nuevos estimadores
desarrollados.

También serd necesario una revision de las medidas de pobreza basadas en cuantiles asi como la revisién de
diferentes técnicas para el tratamiento de falta de respuesta para su adaptacion a la estimacion de la funcién

de distribucion.

3.1. Estimacion de la funcion de distribucion en poblaciones finitas

Si consideramos una poblacion finita U = {1,2,..., N} formada por N unidades diferentes y donde
se ha definido un disefio muestral p(-) con probabilidades de inclusién de primer y segundo orden dadas
respectivamente por 7z > 0 and 7g; > 0 k,/ € U. Consideremos una muestra s = {1,2,...,n} de tamafo
fijo n que es seleccionada de acuerdo al disefio muestral p(-) y denotaremos por dy = n,:l los pesos basicos
del disefio muestral p(-), que asumiremos conocidos para todas las unidades poblacionales k € U. Sea yy. el
valor de la variable de estudio para la unidad poblacional k y sea X,k = (X1%,...,Xjx) un vector de variables
auxiliares de dimensioén J para la unidad poblacional k. Asumiremos que el valor x; esta disponible para
todas las unidades poblacionales mientras que el valor y; s6lo esta disponible para las unidades muestrales.

El objetivo es la estimacion de la funcién de distribucién de la variable de estudio y, cuyo valor en un punto

12
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t viene dado por:

1
Fy(t) =5 ) A=) (3.1)
keU
donde
1 sit>yg
At —yi) =
0 sit<yg.

El estimador usual de la funcién de distribucién Fy(z) es el estimador de Horvitz-Thompson dado por:

=~ 1
Fynr(t) = 5 ) di(t = yi) (3.2)

kes

El estimador Fy ur (1) es insesgado bajo el disefio y su varianza viene dada en general por:
~ 1
V(Fyur (1) = <5 D0 AadidiA(t = y) At = y1)
kes les

donde Ay = my — .

En general, el estimador Fy mr () no es una genuina funcién de distribucion ya que no verifica la propiedad
Iim fYHT(t) =1
t—+00

Ademas, el estimador fy gt () no incorpora la informacién auxiliar proporcionada por el vector xy.
Bajo la condicién de que el disefio muestral p(-) sea de tamafio muestral fijo n, la formula de Yates-Grundy-

Sen es una expresion alternativa de la varianza del estimador Fygr(¢), la cual viene dada por:

~ 1 5
V(Fyar () = =5 3 ) AuldiAt = yi) = did(t = 1))
kes les
para la que se dispone del siguiente estimador insesgado:

V(Frar() = =5 2, 3 S e = i) = dia = 30)?
kes les

Bajo muestreo aleatorio simple, la varianza del estimador Fypg7(f) tiene la siguiente expresion:

a-7

V(FYHT(t)) Y

Fy(1)(1 - Fy (1) (33)

donde f = n/N es la fraccién de muestreo.
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La varianza (3.3) ser estimada mediante el siguiente estimador insesgado:

V(Fyur(t)) = Fyur()(1 - Fyur (1)) (3.4)

-1
N

Adicionalmente, bajo muestreo aleatorio simple el estimador Fy pr(t) verifica todas las propiedades de

funcién de distribucion.

Para solventar que el estimador Fy g7 () no es una genuina funcién de distribucién, una alternativa para

estimar la funcidn de distribucién es el estimador de Héjek, definido por:

D" it - yi)
Fyus () = e (3.5)

S

kes

El estimador Fy g s (1) es consistente y aproximadamente insesgado bajo el disefio (Dorfman, 2009), ya que
en general no es insesgado pero su sesgo es reducido y es una adtentica funcién de distribucién al verificar

todas las propiedades, pero tampoco incorpora la informacién auxiliar aportada por el vector X.

Bajo muestreo aleatorio simple, el estimador Fyns (t) coincide con el estimador I::YHT(Z) y por tanto su

varianza viene dada por (3.3) y puede ser estimada mediante 3.4.

3.2. Estimadores indirectos de la funcion de distribucion basados en el diseno

Como se menciond previamente, existe una gran variedad de estimadores indirectos que permiten
la incorporacién de la informacién auxiliar proporcionada por el vector X;. A continuacién revisaremos
aquellas técnicas basadas en el disefio que han sido incluidas en los estudios de simulacién de los apéndices

con propdsitos comparativos.

3.2.1. Estimadores de razon y diferencia

Si se asume que la dimension del vector auxiliar x; es J = 1, se define el estimador de razén basado en

el disefio, de la siguiente manera:

Z dpA(t = yi)

1 kes =
— — diA(t — Rxy) 3.6)
N> deA( - Rxy) ,;f

kes

I?YR(I) =
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donde

Si la variable de estudio y es proporcional a la variable auxiliar x (y o« x) entonces el estimador FYR(I)
proporciona estimaciones perfectas para la la variable de estudio y lo que sugiere que el estimador Fy r(1)
es mds eficiente que los estimadores fYH 7@y fy pgr(t) cuando y es aproximadamente proporcional a x

(Mukhopadhyay, 2012).

Uno de los inconvenientes del estimador de razén Fyg(t) es que no se puede calcular en todos los casos

pues es necesario que:

Z diA(t — Rxg) # 0

kes

El estimador fy r () es asintéticamente insesgado (Rao et al., 1990) y su varianza asintdtica viene dada por:

0
F(1/R)

V(Fra() = %v(m ) A - ka>)

donde R =T, /T es el ratio entre los totales poblacionales de las variables x e y y donde

1
V(yk) = ) Z Z Awi(diyr — diyr)? (3.7)

kes les

La varianza V(ﬁy g (1)) puede ser estimada mediante el siguiente estimador:

= = 1 -~ Fy(1) —~
V(Fyr(t)) = WV(A(I - Yk) — B - A(t — RXg)
donde
~ 1 A
Vi) ==5 2, ) - (dyi = dini)? (3.8)
kes les Tkl

De manera similar, podemos definir el estimador diferencia de la siguiente manera (Mukhopadhyay, 2012):
_ _ 1 _ 1 _

Fyp(t) =Fyug(t)+d - |—= A(t—Rxx)——= ) A(t—R 39

vo (1) = Fru() (NkZU (1= Rxi) =5 2 A xk>) (3.9)

donde d es una constante conocida.

Siguiendo a Rao et al. (1990) el estimador Fyp (7) es asint6ticamente insesgado y su varianza viene dada
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por:

—~ 1
V(Fyp(1)) = FV A(t —yr) —d - A(t — Rxy)
donde el operador V viene dado por (3.7).
La varianza del estimador Fyp (1) puede ser estimada mediante el siguiente estimador:
- 1 ~
V(Fyp(1)) = ﬁV A(t = yi) —d - A(t = Rxg)

donde el operador V viene dado por (3.8).

El valor éptimo de d se obtiene minimizando la varianza asintética del estimador Fyp (7). Bajo muestreo

aleatorio simple, el valor 6ptimo de d viene dado por:

pASAy
SAx

dopt =

con

v = g 2 (A0 - £

S = oy 35 (30 R = (/R

y donde py es el coeficiente de correlacion poblacional entre A(f — yi) y A(f — ﬁxk).
En general, la ganancia en eficiencia de los estimadores fYR (t)y fy p (1) sobre los estimadores fy ar ()
y Fray (t) suele ser menor que la conseguido con los estimadores de razén y diferencia para la media y

totales, ya que la correlacion entre A(f — yi) y A(f — ﬁxk) suele ser mds débil que la correlacién entre y y X.

Si la dimensién J del vector auxiliar x; es superior a 1, se pueden definir versiones multivariantes
de los estimadores de razén y diferencia (Mukhopadhyay, 2012). Concretamente, el estimador de razén

multivariante viene dado por:

L DA - yi)

= kes =
FYR(I) = — wj - ( — . dkA(l - Rijk)
N ; Z diA(t = RjX i) 1;1

kes
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donde

Z diyk

Ej _ kes
2k
kes
J
y donde w; son constantes a determinar adecuadamente de forma que w; > 0y Z wj=1.
J=1

De manera similar, el estimador diferencia multivariante se puede definir de la siguiente manera:
- - J 1 _ 1 -
Fyp (l) = FYH(I) + Z wj - (N Z A(l - Rijk) - N Z A(t - R_]'Xjk))

Jj=1 keU kes

donde las constantes wy, son elegidas optimamente.

Para una revisién més amplia de las versiones multivariantes de los estimadores de razén y diferencia

puede consultarse (Mukhopadhyay, 2012).

3.3. Estimadores indirectos de la funcion de distribucion basados en el mo-

delo

De igual forma que con los estimadores basados en el disefo, a continuacién revisaremos aquellas técni-
cas indirectas de estimacion de la funcién de distribucién basadas en un modelo con enfoque predictivo que

han sido incluidas en los estudios de simulacién de los apéndices con propdsitos comparativos.

Una vez seleccionada una muestra s, siguiendo a Royall (1970) y Rodrigues et al. (1985), si denotamos
por r = U — s las unidades poblacionales no incluidas en la muestra s, los estimadores modelo asistidos o
basados en un modelo surgen al considerar que la funcién de distribucién F (¢) puede descomponerse de la

siguiente manera:

1 1
Fy(0) = 046, = 5 > A=y + 5 > Al = yi) = 05 +6;

kes ker

de forma que un estimador para F), () puede obtenerse a partir de un estimador de 6,., esto es:

Fy(t) = 05 + 0,
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Para ello, es necesario asumir un modelo de superpoblacién entre la variable de estudio yx y el vector de
variables auxiliares Xz, de forma que la eficiencia del estimador obtenido dependerd en gran medida de si el

modelo asumido es erréneo o no.

3.3.1. Estimador de Chambers y Dunstan

Chambers & Dunstan (1986) originalmente propusieron un estimador modelo asistido I?c p (1) basado
en un modelo de regresién donde el vector auxiliar Xg era de dimensién J = 1 y Dorfman (1993) extendi6
estimador propuesto por Chambers & Dunstan (1986) al caso de un vector auxiliar de dimension J > 1. Aqui

revisaremos la version extendida para un modelo de regresion multiple dado por:
Yk =Xk,3+vk€k (310)

donde S es un pardmetro desconocido, vy son constantes conocidas para todas las unidades poblacionales y
estrictamente positivas y €, ~ G (0, o) son variables aleatorias idénticamente distribuidas con funcién de

distribucién desconocida G, con media 0 y varianza o-2.

Para obtener un estimador 5, s> Chambers & Dunstan (1986) estiman A(z — yy) para todas las unidades

k € r. Para ello, tenemos que:

r—X, B
E¢[A(t-yi)] = G( - )
Uk
donde E ¢ denota la esperanza bajo el modelo (3.10). De este modo, podemos estimar A(z — yx) para k € r

mediante una estimacién de E ¢ [A(f — yi)].

Como consecuencia, se necesita una estimacién del pardmetro § a partir de la cual podemos estimar los

residuos €; de la siguiente manera:

—

Gj:

de forma que un estimador de A(¢ — yj) para todas las unidades k € r viene dado por:

At = yi) = E¢[A(r = yi)] = é(t_x"ﬁ) = ,%ZA(I_X"B - a) =

Uk JES Uk

1 t-xB ¥i-X;B
=-N'A -
nz ( Uk vj

JES
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Asi, un estimador 6, viene dado por:

1 o -xXB i~ '-E)
- SR = 3 YA -

ker kErjEs

Asf, el estimador de Chambers y Dunstan viene dado por:

B
Fep(t) = — ZA(t—mH-ZZ( X, B ijf,) (3.11)
J

kes ker jes

Chambers & Dunstan (1986) y Dorfman (1993) consideraron para la estimacién de S, el estimador de

minimos cuadrados ponderados 8 dado por:

-1
B= (ZXkX'k/Ui) Zykxk/vi

kes kes

Bajo el modelo de trabajo, el estimador Fep () tiene un sesgo insignificante (Dorfman, 2009; Mukhopadhyay,
2012). Para dimensidon del vector auxiliar J = 1, Chambers et al. (1992) obtuvieron una expresion para la

varianza asintética del estimador F¢p (#) asumiendo el siguiente modelo:
Ve=a+b- Xy + e 3.12)

donde a y b son parametros desconocidos y donde €, son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con funcién de distribucién G, media 0 y varianza o> y donde denotaremos por g = G la funcién
de densidad.

Si asumimos que los valores muestrales y no muestrales de X, tiene una funcién de densidad asintdtica

comin f(x), denotaremos por i, y por 72 la media y varianza de x respectivamente, esto es:

,ux:/xf(x)dx ; T)%:/xzf(x)dx—,ui

Para establecer la varianza asintdtica del estimador Fep(f) es necesario considerar los siguientes cuatro

valores:

h= [ G- el -a- 0@
I = / / G((t—a—bx) A(t—a-bx"))f(x)f(x")dxdx"

I; = / G(t—a-bx)f(x)dx
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Iy = / [G(t —a-bx) - G(t —a - bx)*| f(x)dx

donde a A b = min(a, b).
Suponiendo que:

p . n
Iim f= lim —=xn¢€(0,1)
N —+00 N—o+co N

n—+co n—+o0o

Con ello, la varianza asintética de fCD (t) viene dada por:

—~ 1-n) (0} 1 _
V(Fep(t) = Fy(t)) = u( 21 + 1 - I%) +—(1-mIy+o(n™h) (3.13)
n T4 N
De forma general si el modelo de superpoblacién asumido es correcto, el estimador Fc p(t) suele ser
mucho mads eficiente que los estimadores fy ar(t)y fYHT(t) (Dorfman, 2009). No obstante, aun siendo el
modelo correcto, el estimador Fep (t) puede experimentar pérdidas en su eficiencia (Chambers et al., 1992).

Por otro lado, si el modelo de regresién adoptado no es adecuado, el estimador Fep () sufre un aumento de

sesgo considerable.

3.3.2. Estimador de Rao—Kovar-Mantel

Para solventar los inconvenientes del estimador F, cp (t) cuando el modelo es incorrecto, Rao et al. (1990)
propusieron un estimador de tipo diferencia Fri M (t) que es consistente bajo el disefio. Para ello, bajo el

modelo (3.10)se define la siguiente variable auxiliar:

ey Sl )

jeu Yk
donde V,,; se define de la siguiente manera:
3 (y j—X Jﬁ)
Vnj =
Uj

A partir de la variable auxiliar G, podemos considerar el siguiente estimador diferencia:

. ~ 1
Frm (1) = Fyur (1) + N( Z Gy - Z dek)
keU kes
El estimador Frx (1) es insesgado bajo el disefio y también es asintéticamente insesgado bajo el modelo
(Mukhopadhyay, 2012), pero dado que los valores G son desconocidos en general, es necesario estimarlos.

Para ello, vamos a considerar el estimador de minimos cuadrados ponderados 3, mediante los pesos dj
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(Dorfman, 2009).

En primer lugar, para la estimacion de los valores G para el término Z G, vamos a considerar el siguiente
keU

Y aa( 7,
-~ JEs
5

Gnk =
JEs

estimador:

donde L
V (y j—X j,B 7r)
Uj
De forma similar, para la estimacién de G en el término Z dr Gy, se considera el siguiente estimador:
kes

-~ 1 Tk (t - X, E ) =
Gnck - - _A(—k7r - an)
Djes Tk/Tkj Sd Tk Uk
Finalmente, el estimador de Rao—Kovar—Mantel viene dado por:
Fraen () = Frarr )+ (Y Gt = Y diGre (3.14)

keU kes

el cual es tanto asintdticamente insesgado bajo el disefio como bajo el modelo (Mukhopadhyay, 2012).
Al incorporar probabilidades de inclusién de segundo orden, el estimador Frr wm (1) es complejo si consi-
deramos disefios muestrales diferentes al muestreo aleatorio simple o estratificado (Dorfman, 2009) y en

general tiene un alto coste computacional (Mukhopadhyay, 2012).

Bajo el modelo (3.12), Chambers et al. (1992) establecieron la varianza asint6tica del estimador F, rREM (1)

que viene dada por:
~ 1 1 1
V(Frm (1) = Fy(0) = — (1 —m)ly+ o (1 —m) s+ o(n™) (3.15)

donde 7 € (0, 1) y I4 fueron definidas previamente.

En general, aunque el modelo sea aproximadamente correcto, el estimador Frrm (7) tendera a ofrecer un
mejor comportamiento que Fy ar(t)y fy (1) (Dorfman, 2009). Adicionalmente, si el modelo considerado
es erréneo, el estimador Frgas(7) tiende a comportarse mejor que Fep(1). Sin embargo, si el modelo

asumido es correcto entonces el estimador ﬁCD () puede ser notablemente mas eficiente que F R M (1)
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(Dorfman, 2009). Dado que I, — I% < I (Chambers et al., 1992), si no tenemos en cuenta el término

asociado a I, tendriamos que:
V(Fep(t) = Fy(1)) < V(Frem(t) = Fy (1))

Ahora bien, aunque el modelo asumido sea correcto, debido al término asociado a [, incluso cuando el
modelo es correcto, F¢ p (1) puede ofrecer un mal comportamiento para algunos valores de ¢t (Chambers
etal., 1992).

De este modo, el diagndstico del modelo es esencial a la hora de la estimacion de la funcion de distribucion
a través de los estimadores fc p(t)y F 'R M (). Asi, el estimador F rK M (1) se adapta mejor a una incorrecta
especificacién del modelo, de forma que ofrece mejores resultados que Fep (#) mientras que si el modelo es

correcto, el estimador F cp (t) muestra en egeneral un mejor comportamiento que F rK M (t) (Dorfman, 2009).

Para una mayor revision de los estimadores fc p(t)y F, rK M (1) puede consultarse Chambers & Dunstan

(1986); Chambers et al. (1992); Mukhopadhyay (2012); Dorfman (1993, 2009) y Rao et al. (1990).

3.4. Estimadores calibrados para la funcion de distribucion

A continuacién revisaremos los estimadores basados en el método de calibracién para la funcién de
distribucidn necesarios para alcanzar los objetivos planteados en la presente tesis doctoral. Primeramente,
realizaremos una revision del método de calibracion, que originalmente fue desarrollado por Deville &
Sarndal (1992) para la estimacion de totales y medias. Seguidamente, revisaremos el estimador calibrado
para F,(t) desarrollado por Rueda et al. (2007a) y sus propiedades mds relevantes. Finalmente, dado que
el comportamiento asintético del estimador de Rueda et al. (2007a) depende de la eleccién de un vector
de puntos auxiliares, también revisaremos las versiones dptimas de este estimador bajo muestreo aleatorio

simple desarrolladas en Martinez et al. (2010, 2015) y Martinez et al. (2017).

3.4.1. Método de calibracion

El método de calibracién fue desarrollado originalmente por Deville & Sarndal (1992) para la estimacién
de totales y medias como se ha mencionado anteriormente y ha sido un método bastante considerado en la
literatura previa sobre investigaciones muestrales a la hora de desarrollar nuevos estimadores para el total
poblacional T}, de una variable de estudio y o la media Y de dicha variable (Arcos et al., 2014; Brewer, 2000;

Estevao & Sarndal, 2006, 2000; Kim & Park, 2010; Montanari & Ranalli, 2005; Ranalli et al., 2016; Rueda
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et al., 2006, 2009; Wu & Sitter, 2001).

A continuacion, pasamos a revisar el método desarrollado por Deville & Sarndal (1992). Supongamos

que estamos interesados en estimar el total 7, de la variable y, dado por:

Ty = zilyk

keU

Siuna muestra s es obtenida a partir de un disefio muestral p(-), con pesos basicos dados por dy, el estimador

usual de 7, es el estimador de Horvitz-Thompson dado por:

Tyn = ) diyx (3.16)

kes

El estimador Tyy es insesgado para Ty pero no incorpora la informacion auxiliar disponible a través del
vector auxiliar xi. Para incorporar esta informacién Deville & Sarndal (1992) propusieron sustituir los pesos
bésicos dy por unos nuevos pesos wy que esten lo mas préximo posible a los pesos bésicos dj respecto a una
medida de distancia de forma que proporcionen estimaciones perfectas para el total Ty del vector auxiliar x,

esto es:

Z wixg = Ty (3.17)

Para ello, Deville & Sarndal (1992) consideraron la minimizacién de distancia chi-cuadrado entre los pesos

basicos dy y los nuevos pesos calibrados wyg, dada por:

N2
Z (‘“’; k) (3.18)
264 diqr

sujeta a la condicién (3.17) y donde g son constantes positivas y conocidas.

Para ello, aplicando el método de multiplicadores de Lagrange, debemos minimizar:

O (wi) = Z % ( Z a)ka)

kes kes

donde A es el vector de multiplicadores de Lagrange.
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Derivando parcialmente O (wy) con respecto a wy, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

90s(wi) _ (Wi —di) _ Xe =0

Owi drqx

lo que lleva a los pesos calibrados:

Wk =dk+quk+/l, * Xk

Dado que los pesos calibrados wy deben satisfacer la condicién (3.17), tenemos que:

T; = Z(dk + quk + /1, . Xk)X,k

kes

con lo que el vector A viene dado por:

=T (T - Txn)

donde Ty denota el estimador de Horvitz-Thompson para estimar el total 7y y supuesto que la matriz T

dada por
I, = Z drqrxix;,

kes
es no singular.

Los pesos calibrados resultantes del proceso de calibracion vienen dados por:
wi = di + diqr + (Tx = Txm) T - x; (3.19)
Finalmente, el estimador calibrado fw para el total 7, obtenido con los pesos calibrados (3.19) es:
Tye =Tyn + (Tx = Txn) - By (3.20)

donde

B, =T1;" Z drqiXiy

kes

de forma que el estimador calibrado resultante F, yve (1) es el estimador general de regresion (Sarndal, 1980).

Deville & Sirndal (1992) demostraron que el estimador calibrado fyc es asintéticamente insesgado y su

varianza asintética viene dada por:

AV(Tye) = 3\ Au(deUp) (diUy) (3.21)

keUleU
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donde Uy = yi — x,k - B con

(3.22)

-1
B = ( Z CIkaX;) : ( Z qEXkYk

keU

La varianza (3.21) puede ser estimada mediante el siguiente estimador (Deville & Sirndal, 1992):

V0 = ) 3 2 ) ()

keU leU

’ —~

conux = yk — X, B;.
Un estimador alternativo de la varianza del estimador 7. puede obtenerse al reemplazar los pesos basicos

dy por los pesos calibrados wy dados por (3.19) en el estimador V(fyc).

Deville & Sirndal (1992) consideraron una familia de distancias para el desarrollo del proceso de
calibracion descrito. Concretamente, Deville & Sdarndal (1992) consideraron para cada unidad &, una medida

de distancia G (w, d) de forma que para cada valor fijo d > 0:
= Gi(w,d) es una funcién no negativa.
= Gi(w,d) es diferenciable con respecto a w.
s G (w,d) es estrictamente convexa.

= Gy (w,d) estd definida en un intervalo Dy (d) que contiene a d de forma que G (d,d) =0

0Gr(w,d . . o .
= La derivada parcial gx (w, d) = % es una funcion continua y biyectiva en el intervalo Dy (d)
w
y con espacio imagen Imy (d).
La minimizacién de la distancia
Z Gr(wy, d)
kes

sujeto a la condicién de calibracién (3.17) lleva a los pesos calibrados:
Wk = dka(X,k : /1)
donde dy Fy () es la funcién inversa de la funcion g (-, dg).

Ejemplos de distancias pertenencientes a esta familia de distancias pueden consultarse en Deville &

Sérndal (1992) siendo la distancia chi-cuadrado dada por (3.18) una de las distancias incluidas en esta
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familia. Deville & Sirndal (1992) demostraron que los estimadores calibrados obtenidos con una distancia
pertenenciente a esta familia de distancias tienen el mismo comportamiento asintético que el estimador fyc

y por tanto comparte la varianza asintética dada por (3.21).

Para una revisién més amplia del método de calibracién pueden consultarse Deville & Sédrndal (1992) y

Kim & Park (2010).

3.4.2. Estimador calibrado de Rueda et al. (2007a) para Fy(t)

El método de calibracién anteriormente descrito, ha sido adaptado desde diferentes perspectivas a la es-
timacion de la funcién de distribucién en diversos estudios previos obteniéndose nuevos estimadores (Breidt
et al., 2007; Harms & Duchesne, 2006; Kovacevic, 1997; Mayor-Gallego et al., 2019; Rueda et al., 2007a;
Wu, 2003).

La propuesta de Rueda et al. (2007a) destaca por ser computacionalmente sencilla (Sidrndal, 2007) y se basa
en el método de calibracion para minimizar la distancia chi-cuadrado sujeta a restricciones que requieren la

consideracion de P puntos de la variable auxiliar elegidos arbitrariamente.

Concretamente, la propuesta de Rueda et al. (2007a) se basa en la definicién de la siguiente pseudo-

variable auxiliar g, a partir del vector auxiliar x:

gk =B xifork=1,2,..N (3.23)
_ -1
B= ( Z deka) . Z diXiyk (3.24)
kes kes

A partir de la pseudo-variable g, la propuesta de Rueda et al. (2007a) consiste en reemplazar los pesos
bésicos dj empleados en el estimador de Horvitz-Thompson Fygr(#) por unos nuevos pesos calibrados

wy de forma que minimicen la distanci chi-cuadrado dada por (4.5 sujeta las siguientes restricciones de

calibracion:
1
NZka(tj—gk)ZFg(tj) i=1,2,...,P (3.25)
kes
donde 1,1, ...,tp son puntos arbitrariamente elegidos, de forma que supondremos sin pérdida de genera-

bilidad, que:

N <phh<...tp

y donde Fy(t;) denota la funcién de distribucion de la pseudo-variable gx evaluada en los puntos t;, j =
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1,2,...,P.

De este modo, con los nuevos pesos calibrados wg, lo que se prentende es obtener un estimador calibrado

Fe(t) = 1 " oAt = y0)

kes

de forma que:
» F,.(t) es asintéticamente insesgado.

] ch(t) proporcione estimacién exactas para la funcién de distribucion Fg(¢;) de la pseudo-variable g

evaluada en los puntos t;, j=1,2,...,P.

Si denotamos por:

ty = (11,02,...,1p)
Aty — gr) = (A(t1 — 1), A2 = gx), - . ., Altp — k)
Folty) = (Fg(11), Fg(t2),. .., Fgltp))
Four(ty) = (Four(t), Four(ta), . .., Four(tp))

y a través de un proceso similar al desarrollado con el método de calibracion para la estimacion del total 7,

anteriormente descrito donde en este caso es asumido que la matriz 7 dada por:

Ty = ) diqiA(ty - 2i)A(tg - g1)’

kes

es no singular, los pesos calibrados obtenidos son:
Wi = di + dig (Fy(ty) - Fonr(ty)) T Alty — g1) (3.26)

donde fG HT(tg) denota el estimador de Horvitz-Thompson estimator para la funcion de distribucién de la

pseudo-variable F,(tg) evaluadaen tg = (71,. .., lp)’.

A partir de los pesos (3.26), el estimador calibrado de Rueda et al. (2007a) viene dado por:

Fye(r) = % >0kt = yi) = Frrr () + (Fo(tg) - Fonr(ty)) - Dity) (3.27)

kes
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donde
D(tg) =T7"- ) diqA(tg — gi)A(t = yi)

kes
Rueda et al. (2007a) analizaron las condiciones a partir de las cuales se puede garantizar la existencia
de la matriz 7;7!. Para ello, debemos considerar los valores muestrales de la pseudo-variable g ordenados

ascendentemente

8(1) =82) = ---8&mn)

y denotaremos por k; el nimero de unidades muestrales cuyo valor de la pseudo-variable g es inferior o
igualaz;.
Rueda et al. (2007a) demostraron que la existencia de T, ! estd garantizada si asumimos que k j < kj41 para

j=12,...,P =1y k; >0, en cuyo caso la matriz TS‘1 es una matriz simétrica que tiene la forma:

ayr ap 0 0 0
az ax a3 0 0
_ 0 aszx azx axu 0
71 =
S
0 0 0
app-1 ap-1p
0 0 0 0 ap-p-1 ap-1p
donde los valores a;; parai = 1,2, ..., P — 1 se definen de la siguiente manera:
1 1
a; = +
" ki ki1
Z dirqx Z drqx
k=k;i_1+1 k=k;+1
1
aqi - —
ii+1 Kint
drqr
k:ki+l

Con esta nueva expresién de la matriz T,”!, el estimador calibrado de Rueda et al. (2007a) puede expresarse
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de la siguiente manera:
P

Fye(t) = Fyur(t) + Z (Fg(li) - FGHT(E‘)), A

i=1

con
ki kis1
D deqrdt = y) D deqiAt = 1)
k=kyy+1 KT+ _
A = o i=1,2,....,P—1
ki ki+|
Z drqx Z diqr
k=k;_1+1 ke=k;+1

kp
E: dkqirAt =y ()

k=kp_1+1
Ap =

ki

drqr
k:ki,1+l

El estimador Fy. () es asintdticamente insesgado y su varianza asintdtica viene dada por:

VFre) = 1 03 Mk ER) (IED (3.28)

keU leU

con Ey = A(t — yi) — A(tg — gx) - D(tg) y donde

-1

Dty) = | > qrd(ty - gi) Aty - gk>') : ( D arA(ty = g)A = yi) | (3.29)
keU keU

Como consecuencia, el comportamiento asintético ch () depende de la eleccion del vector tg y por tanto su

precision se ve influenciada por dicha eleccion. Un estimador para la varianza asintética (3.28) del estimador

F, ye (1) viene dado por:

VR =5 3 3 S (die) (dren) (3:30)

keUleU Tkl

donde ex = A(r — yx) — Atg — gx) - D(ty).

Como veremos mds adelante, bajo condiciones suaves el estimador I::yc(t) es una auténtica funcién
de distribucién con lo que podriamos emplearlo directamente en la estimacién de cuantiles y medidas de
pobreza. Ahora bien, como se comentd anteriormente, en los estudios de pobreza es habitual que se produzca
falta de respuesta por lo que es necesario adaptar la metodologia propuesta en Rueda et al. (2007a) para el
tratamiento de falta de respuesta. En el Apéndice 1, se desarrollan técnicas de calibracién para estimar la

funcién de distribucidn bajo falta de respuesta mientras que en el Apéndice 2 estas técnicas serdan adaptadas
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a la estimacion de cuantiles y medidas de pobreza.

3.4.3. [Estimador calibrado 6ptimo de Martinez et al. (2017) para Fy(t)

Dado que el comportamiento asint6tico del estimador fyc (t) depende de la eleccion de puntos auxiliares
tg, es necesario buscar la eleccién optima de dicho vector para mejorar la eficiencia del estimador F, ye (1),
esto es, la eleccion del vector t, que minimiza la varianza asintética del estimador fyc(t) dada por (3.28).
Asi, bajo muestreo aleatorio simple, Martinez et al. (2010) determinaron la eleccion optima del vector t,
en el caso de que la dimensién del mismo sea P = 1. De igual forma, bajo muestreo aleatorio simple
Martinez et al. (2012) extendieron los resultados de Martinez et al. (2010) para el caso de dimensién P = 2
y posteriormente Martinez et al. (2015) trataron el caso general donde la dimensién P puede ser mayor que
2. A pesar de establecerse en Martinez et al. (2015) la eleccién 6ptima del estimador para una dimensién P
cualquiera, todavia quedaba por resolver cudl es la dimension optima del vector t, para minimizar la varianza
asintotica del estimador fyc(t). Finalmente, Martinez et al. (2017), también bajo muestreo aleatior simple,

obtuvieron la dimension Optima del vector t,, asi como la eleccion optima de t.

Para la consecucién de los objetivos de la presente tesis, revisaremos el estimador calibrado de Martinez
et al. (2017) basado en la eleccién 6ptima de la dimension del vector tg, para lo que también serd necesario

revisar la eleccion 6ptima abordada por Martinez et al. (2015).

Siguiendo a Martinez et al. (2015), el estimador fyc (7) puede expresarse de la siguiente manera:

P
ch(f) = Fyur(1) + Z (Fq(t;) — fGHT(ti))Di

i=1
y en consecuencia la varianza asintdtica (3.28) del estimador F. (f) puede expresarse de la siguiente manera:

P

V(Fye(t) = V(Fyur(0)) + ) D3V(Four(t:))+
i=1

P
+2 Z D;D;Cov(Fgur(tj), Four(t;)) —2 Z D;Cov(Fyur(t), Fgur(t:))

j<i i=1
donde el vector de coeficientes D(tg) = (D1, D>, ..., Dp) viene dado por (4.9).

En consecuencia, la minimizacién de la varianza V(I:: ye (1)) respecto al vector tg' = (t1,t2,...,tp) equivale
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a la minimizacién de la siguiente funcion:

P
G(ti,t2,...,tp) = ZDiv(FGHT(Ii))+ZZDjDiCOV(FGHT(tj),FGHT(ti))

i=1 j<i

P
- 2> D;Cov(Fyur(t), Four(t;)) (3.31)
i1

Si consideramos g = 1 para todo k € U y teniendo en cuenta que #| < t... < tp, la matriz simétrica

Z qxA(tg — gx)A(tg — g1)’ viene dada por:
keU

Z grA(tg — gi)A(tg — gx)’ = Z qrA(ti — gr)A(t; — gk) = Aij (3.32)
keU keU

con

Aij=NFg(ti) sii<j

Puesto que el vector de coeficientes D(tg) depende de la matriz inversa de (3.32), se puede demostrar

siguiendo a Martinez et al. (2015) que la inversa de (3.32) es una matriz simétrica C = C;; dada por:

1 1 1
Ci=+
N (Fg(ti) - Fg(ti—l)) * (Fg(ti+l) - Fg(ti))‘
Cii = L !
TN (Fe(tin) - Fe(10))

parai=1,2,...,P —1deformaque C;; = 0 para j > i+ 1 y donde es necesario establecer que Fg (o) = 0.

Finalmente, para i = P, tenemos que:

1 1

Cpp = —
PP 7N (Fo(tp) — Fo(tp_1))

Con ello, si denotamos por:

Ki= > A(t-y)A(ti-g) i=12,...,P
keU

y definimos Ky = 0, el vector de coeficientes D (tg) viene dado por:

D=L (Ki—Kic) (K = KD) i=1,2,...,P-1 (3.33)
N | (Fo(t;) = Fg(ti=1))  (Fg(tix1) — Fg(t:))
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1 (Kp—-Kp-1)
Dp=— 3.34
PN (Fg(tp) — Fo(tp-1)) 639

Dado que bajo muestreo aleatorio simple, tenemos que:

~ N
V(Fyur(t) = mFy(t)(l - Fy(t)) (3.35)
—~ N .
V(Fgur(t) = mFg(ti)(l - Fy(t))) i=12,...,P (3.36)
—~ —~ 1
Cov(Fyur(t), Fur(t)) = FY |[Ki = NFy(1)Fo(t;)] i=12,...,P (3.37)
~ —~ N . .
Cov(Fgur(tj), Four(ti) = mFg(ti)(l —Fy(ty)) i>] (3.38)
con lo que la funcién G(¢q,f, .. .,tp) puede expresarse como:
P 2
K, —K;_
G(t1,12,...,1p) =2NFy(NKp = ) ( V- K> (3.39)

= (Fe(ti) = Fy(ti-1))

Si consideramos los conjuntos A; y B; dados respectivamente por:

A,:{gk:keU;ykSt}:{aﬁ,ag,...,aﬁm} (3.40)

t

t t
conaj <ajy...<day y donde

B, = {b}.b}, ..., b} (3.41)

de forma que:

b} = iréag({gk} conUj ={keU : g <a}}
1

bf:rkrggj{gk} conUy={keU:aj_<gr<al} 1=2,....M,

de forma que si suponemos que b; existe para todo / = 1,2, ..., M,, tenemos que:
by <a} <by<ay<...<by <ay

Segun Martinez et al. (2015), el minimo global de la funcidn (3.39) se alcanza en un vector tope =
(t1,t2,...,tp) donde t; € A; o bien t; € B;. En el caso de que algiin valor bf no exista entonces el

problema de minimizacién es mds simple que el caso donde todos los valores b; existen.

Dado que los conjuntos A; y B; no son conocidos pues dependen de los valores poblacionales de la

variable de estudio y que sélo es conocida para las unidades muestrales, el vector 6ptimo top¢ no se puede
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obtener y en consecuencia tampoco el estimador calibrado basado en dicha eleccidon 6ptima. Incluso si el
vector optimo top fuese conocido, en algunos casos no seria posible obtener el estimador calibrado, ya que
podrian surgir restricciones de calibracién incompatibles al emplearlo en la ecuacion (4.6) (Martinez et al.,
2017). Por ello, es necesario recurrir a versiones muestrales de los conjuntos A; y B, que permitan obtener

una estimacion del vector Optimo topt. Asf, si consideramos:

As ={gk 1k e siyr <ty ={dl.a},....ap} (3.42)
conal <dh ...<ap.y
B = {bis, b;s, R b,’mt} (3.43)
donde
b, = lgelgf{gk} conUjs ={k€s: gr<al}
i, = miax{gr} conUy={kes: a’(l_l)s <gk<aj} 1=2,....ms;
kEle
Asi, basandonos en una versién muestral de la funcién G(ty, 1, ...,tp), que vendria dada por:
P 2
~ K;s — K
Gs(t1.ta.....1p) = 2NFyn(Kps -y — Wis “Kuws)” g, (3.44)
o1 (Feur(t;) — Four(ti-1)
podemos determinar una estimacién del vector 6ptimo tf)pt = (t15,t25,...,tps) de forma que t;5 € As; 0

bien ¢;5 € By;.

Ahora bien, aunque Martinez et al. (2015) determinaron el conjunto de posibles candidatos del vector 6ptimo
para una dimension fija P, no determinaron cudl debe ser el valor de P 6ptimo ni el vector 6ptimo asociado
al valor 6ptimo de P. Martinez et al. (2017) si determinaron la dimension 6ptima P del vector tg, asi como
su eleccion Optima sin necesidad de seleccionarlo de un posible conjunto de candidatos. Concretamente, si
consideramos los conjuntos A; y B; dados respectivamente por (3.40) y (3.41), tenemos que el vector ptimo
auxiliar t, tiene dimension 6ptima P = 2M; si b} existe para todo [ = 1,..., M;, en cuyo caso el vector
optimo tp pr viene dado por:

topr (1) = (bl,al.....bY, ah, ). (3.45)

Si para agunos valores l’,l;,...l;t € {1,...,M,}; no existe b;h conh=1,2,...p;,, pr <My y l;l # l; si

h # g, la dimensién 6ptima viene dada por P = 2M, — p; y el vector auxiliar 6ptimo top viene dado por:

_ t t t t t t t t t t t t
top(1) = (b ,al...,bjl_l,aj]_l,ajl,bj],rp...,bjh_l,ajh_l,ajh,bjh+1,...er,aMt). (3.46)
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Al igual que anteriormente, el vector topr(#) depende de valores poblacionales de la variable de estudio y,
por lo que debemos obtener una estimacion toprs(?) del vector 6ptimo topr(¢) a partir de los conjuntos A,
y Bg;. A partir del vector toprs(?) se construye el estimador de Martinez et al. (2017) mediante el proceso
de calibracién descrito para el estimador fyc( 1).

Otro inconveniente asociado al vector optimo topt(?) es que para cada valor ¢ para el que se quiera obtener
una estimacion de F), (¢), tenemos una opcién diferente de topr(?) y de toprs(?), de forma que el estimador

de Martinez et al. (2017) para cada valor ¢ vendria dado por:

= 1
Fyeopr(1) = 5 D @k(DA( = y0) (3.47)

kes

donde los pesos calibrados wy (¢) se obtienen con el proceso usual de calibracion a partir de la estimacion
topts(?) y en consecuencia depende del punto ¢ donde se quiere estimar la funcién de distribucion, lo que
puede afectar a la propiedad de monotonia no decreciente. En el Apéndice 3 se analizan las condiciones
bajo las cuales el estimador calibrado de Martinez et al. (2017) satisface todas las propiedades de funcién de

distribucion.

Finalmente, en ocasiones tanto tgpt () como toprs(#) pueden tener una dimensiéon muy grande lo que
puede provocar algunos problemas, como procesos de calibracion sin solucidn o sobrecalibracién (Chauvet
& Goga, 2022). Una de las consecuencias de la sobrecalibracién es la pérdida de eficiencia del estimador
calibrado (Chauvet & Goga, 2022). En el Apéndice 4, analizaremos las condiciones en las que la dimensién

del vector 6ptimo topr(#) puede reducirse sin pérdida de eficiencia.

3.5. Estimacion de cuantiles y medidas de pobreza en poblaciones finitas a

partir de la funcion de distribucién

En esta seccidn revisaremos como estimar cuantiles y medidas de pobreza basadas en cuantiles en po-
blaciones finitas. A pesar de que existen diversos procedimientos para incorporar la informacién auxiliar en
la estimacién de cuantiles, en nuestro caso optaremos por el procedimiento basado en la inversiéon de un
estimador de la funcién de distribucién Fy () y revisaremos bajo qué condiciones podemos aplicar dicho
procedimiento. Asimismo, analizaremos qué estimadores indirectos de la funcién de distribucion revisados
en la seccién anterior satisfacen estas condiciones en cuyo caso podran emplearse directamente en la esti-
macién de cuantiles y en el caso de aquellos estimadores que no cumplan los requisitos, proporcionaremos

un método alternativo para poder aplicarlos en la estimacién de cuantiles
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En el caso de estar interesados en estimar el cuantil de orden « de la variable de estudio y en la poblacién
U, asumiremos que una muestra s ha sido seleccionada bajo el disefio muestral p(-). Basandonos en la
funcién de distribucién Fy () de la variable y, el cuantil Q (a) de orden a de la variable y puede definirse
de la siguiente manera:

Qy (@) =nf{r : Fy(t) > a} = F; () (3.48)

Para definir un estimador indirecto del cuantil Q(a), podemos incorporar la informacién auxiliar para
obtener un estimador indirecto fy(t) de la funcion de distribucion Fy(¢) de forma que el estimador I?y(t)
satisfaga las propiedades de funcién de distribucién. Asumiendo que el estimador ﬁy(t) es una auténtica

funcién de distribucion, un estimador indirecto para el cuantil Q (@) vendria dado por:
0y (a) = inf{r : Fy(r) > a} = F; ' (a) (3.49)

Las propiedades que un estimador fy (t) debe cumplir para se una auténtica funcién de distribucién son:

i. F. y () es continua a la derecha.
ii. F, y(#) es mondtono, no decreciente.
iii. a) lim Fy(r)=0andb) lim Fy(r) = I.
t——o0 t—+00

En el caso de que el estimador considerado Fy(t) no sea mondtono no decreciente, se puede aplicar el
procedimeinto general descrito en Rao et al. (1990). Para ello, debemos considerar los valores muestrales de

la variable y ordenados de menor a mayor, esto es:
Yy <YyYe)..--yYr)conr <n
A continuacién definimos un nuevo estimador Fy (7) de la siguiente manera:

F(vay) =F0a) 5 Fy(ya) =max {Fy(yu-1), Fy(y@)} parai =2,...r (3.50)

Con ello, el nuevo estimador Fy () respeta la propiedad de monotonia no decreciente y puede emplearse en

la estimacion de cuantiles mediante (3.49).

Un estimador fy (1) que no satisfaga la condicién tl—i>I+I-100 fy (#) = 1, también se puede emplear en la



CAPITULO 3. METODOLOGIA 36

estimacion del cuantil Q (@) siempre y cuando
méx{Fyo(y;) :i € s} > a. (3.51)

Entre los estimadores indirectos revisados, el estimador de Hayek fy g7 (1), el estimador de Chambers-
Dunstan Fcp (t) y el estimador calibrado de Rueda et al. (2007a) fyc(t) son attenticas funciones de
distribucién y en consecuencia pueden ser empleadas en la estimacién de cuantiles. Por otro lado, el estima-
dor de Horvitz-Thompson, no satisface en general la condicién tl_l’Hloo F, (1) = 1 pero puede ser empleado en

la estimacion del cuantil Q, (@) si se satisface la condicién (3.33).

Respecto a los estimadores de razén I?YR(I), diferencia fYD(t) y Rao-Kovar-Mantel F R M (1), todos
ellos no satisfacen en general la monotonia no decreciente y por ello es necesario considerar el proceso

descrito en (3.50) para poder aplicar estos estimadores en la estimacidn de cuantiles.

Finalmente, respecto al estimador 6ptimo de Martinez et al. (2017) fyco pt (1), en el Apéndice 3 se
demuestra que bajo condiciones leves se trata de un estimador mondtono no decreciente y por tanto se puede
emplear en la estimacién de cuantiles. En el Apéndice 3 también se abordard cémo optimizar este estimador

para la estimacion de cuantiles.

Como se menciond anteriormente, la medicion de la pobreza, la desigualdad salarial, la desigualdad y las
condiciones de vida son temas de gran interés tanto para la investigacion econémica (Darvas, 2019; Meyer
& Sullivan, 2012; Sompolska-Rzechu la & Kurdys-Kujawska, 2022) como para los gobiernos, instituciones
oficiales y sociedad en general (European Commission, 2010a; Eurostat Statistics, 2020; Jones & Weinberg,

2000; Meglio, 2018).

Existen diversas medidas para la correcta medicién de la pobreza, pero algunas de ellas se basan en
cuantiles o ratios de cuantiles dado que variables como los salarios o ingresos suelen mostrar asimetria, de
forma que los cuantiles son medidas mas adecuadas que por ejemplo la media. De ahi la importancia de
tener estimadores de cuantiles que sean capaces de incorporar informacién auxiliar pues generalmente los
estudios de pobreza suelen incorporar la medicién de un gran nimero de variables adicionales relacionadas
con las condiciones de vida de los individuos encuestados, tales como edad, sexo, educacion, empleo, etc
(INE, 2022).

De entre las medidas de pobreza empleadas, podemos mencionar que Eurostat fija actualmente el umbral de
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pobreza (esto es el umbra para clasificar a cada miembro de la poblacién en pobre y no pobre) igual al sesenta
por ciento de la mediana Q,(0,5) de la renta neta equivalente (Eurostat Statistics, 2022). De este modo, se
pueden aplicar los estimadores de cuantiles anteriormente mencionados para la estimacién del umbral de
pobreza. En el Apéndice 3 se incluye un estudio de simulacién basado en datos reales de la Encuesta de
condiciones de vida en Espafia de 2008 realizada por el Instituto Nacional de Estadistica (INE, 2015) donde

se compara la eficiencia de diferentes estimadores a la hora de estimar el umbral de pobreza.

Por otro lado, como se menciond anteriormente en la Introduccion, las ratios percentiles han sido con-
siderados como medidas de desigualdad salarial tanto por organismos oficiales (Eurostat Products Datasets,
2022; Countouris et al., 2020; Shrider et al., 2021) como por la investigacién econémica (Burtless, 1999;
Dickens & Manning, 2004; Jones & Weinberg, 2000; Machin et al., 2003). Dada una poblacién U, donde
tenemos definida una variable de estudio y, y dados dos valores tal que 1 > a; > a > 0 el ratio de

percentiles R(«aj, a;) viene dado por:
0 y (a1)

3.52
0, (@) (599)

R(ay,ap) =

de forma que si se dispone de un estimador de cuantiles Qy (@), el ratio R(«a, ay) puede ser estimado de la
siguiente manera: R
R(ay,az) = 2100 (3.53)
Oy (@)
De este modo, podemos emplear los estimadores de cuantiles asociados a los estimadores indirectos de la

funcidn de distribucién anteriormente mencionados en la estimacion de ratios de cuantiles.

En el Apéndice 2 se aborda la estimacion de ratios de percentiles a través de técnicas de calibracién para
el tratamiento de falta de respuesta. Adicionalmente, en el Apéndice 2 se incluye un estudio de simulacién
para comparar el comportamiento de las técnicas propuestas para la estimacion de ratios de percentiles.
Concretamente, se ha empleado datos reales procedentes de la Encuesta de condiciones de vida en Espafia
de 2016 (INE, 2015) donde se compara la eficiencia de diferentes estimadores de ratios de percentiles bajo
falta de respuesta.

Adicionalmente, en el Apéndice 3 también se incluye un estudio de simulacién para analizar el comporta-
miento del estimador de ratios de percentiles asociado al estimador de Martinez et al. (2017) frente a otras

alternativas.
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3.6. Técnicas de calibracion para la falta de respuesta

El método calibracién que originalmente habia sido concebido para tratar de corregir errores de muestreo
(Deville & Sarndal, 1992), actualmente ha sido considerado como una de las técnicas mas atractivas para
el ajuste por falta de respuesta (Lundstrom & Sirndal, 1999). En esta seccidn, revisaremos las principales
técnicas de calibracion para el tratamiento de falta de respuesta. Principalemente, se han considerado técnicas
de ponderacion para la falta de respuesta en la estimacion de totales y medias (Beaumont, 2005; Chang &
Kott, 2008; Kott & Liao, 2012, 2015, 2017; Lesage et al., 2019; Jo et al., 2015) siendo de menor interés,
en nuestro conocimiento, el desarrollo de técnicas especificas para el tratamiento de falta de respuesta en el
caso de estimar la funcion de distribucion. A continuacidn se va a proceder a una revision de las técnicas de
tratamiento de falta de respuesta para la estimacién de totales y medias que en el Apéndice 1 son adaptadas

a la estimacidn de la funcién de distribucion.

Para ello, consideraremos una poblacion U de tamano N donde una muestra s ha sido seleccionada
a partir del disefio muestra p(-). También asumiremos la presencia de falta de respuesta en la muestra s
respecto a la variable de estudio y, esto es, la variable de estudio y sélo ha podido ser observada en un
subconjunto de la muestra original s. Con respecto al vector de informacién auxiliar Xz, asumiremos que su
valor es conocido para toda unidad poblacional.
En consecuencia, bajo la suposicion de falta de respuesta, la muestra s puede ser dividida en los siguientes

conjuntos disjuntos:
s = {k € s/donde la unidad k responde} y s, = {k € s/donde k no responde},

Asi s, representa la muestra de unidades sin falta de respuesta en la variable y, cuyo tamafio denotaremos
por r y s,, que representa la muestra de unidades con falta de respuesta en la variable y cuyo tamaio viene

dado porn —r.

Dado que sé6lo disponemos de los valores de la variable de estudio y en la muestra s,, para estimar el

total poblacional Ty, se podria considerar el estimador:

Tyn = Z diA(t - yi)

kes,

El estimador Ty puede proporcionar estimaciones sesgadas debido a la falta de representacion de ciertos



CAPITULO 3. METODOLOGIA 39

grupos especificos. El sesgo producido por el estimador Tru puede tratar de corregirse mediante el uso de la
reponderacién. Mediante la ponderacion, se determina un conjunto de pesos por medio de la incorporacién
de la informacién auxiliar disponible, y se realiza la estimacién aplicando los pesos a los valores de y para los
elementos que respondieron, siendo la calibracién unos de los métodos empleados para reponderar (Sarndal
& Lundstrom, 2005).

Bajo este enfoque, el conjunto de respuesta s, se obtiene como un subconjunto de s y supondremos que los
elementos incluidos en la muestra original s responden de forma independiente y que la distribucion de la
respuesta tiene probabilidades de respuesta de primer orden P(k € s,|s) = pr = 0.

Dado que estas probabilidades de respuesta son desconocidas, debemos considerar estimaciones py para
poder obtener un estimador para el total poblacional de y bajo falta de respuesta, reemplazando los pesos de

disefio originales dy por d} = (7xp ©)~ !, de forma que el estimador del total vendria dado por:

T o
Trw () = ) dive
kesy
Dado que el estimador Ty, (¢) no incorpora la informacion auxiliar, la idea es susitutir los pesos d} por unas
nuevas reponderaciones que incorporen la informacién auxiliar disponible para corregir el sesgo provocado
por la falta de respuesta. A continuacién, bajo este enfoque revisaremos algunas técnicas de calibracion

empleadas en la estimacion de totales y medias bajo falta de respuesta.

3.6.1. Estimador de Lundstrom & Sirndal (1999)

Bajo la presencia de falta de respuesta, Lundstrom & Sérndal (1999) propusieron emplear el método de
calibracion en la estimacion de un total poblacional. Concretamente, el estimador de Lundstrom & Sérndal
(1999) considera la minimizacién de (3.18) para la muestra s,, esto es:

Z (Wi — di)?
diqr

kes,

bajo la siguiente restriccion:

Z wixg = Ty (3.54)

Los pesos calibrados asi obtenidos viene dados por wy = divg, donde:

’

Uk = 1+61k(Tx - Z Xk) ( Z dkCIkaX;()_l

kes, kes,
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obteniendo el estimador

Tps= ), wiv (3.55)

kes,

Lundstrom & Sérndal (1999) establecieron que el error cuadratico medio del estimador Ty.s viene dado por:

MSE(Tps) = Vp + Vi +2C0v ,(Tur), Burjs) + Ep [ B

nrls]

(3.56)

donde V), denota la varianza bajo el disefio p(-) del estimador de Horvitz-Thompson Tur parael total y, esto
esVp,=V, (fHT), V- denota la varianza del error por falta de respuesta dado por E, [V, (fLS |s)] donde V,
denota la varianza bajo la distribucion de respuesta asumida y By, s = E, [TLS - fyrls] es el sesgo de no

respuesta (condicionado a s).

Bajo la suposicién de que By, = 0, y de que py; = P[k,l € 5,|s] = pxp; para todo k # [, Lundstrom
& Sirndal (1999) establecieron un estimador para (3.56) (para mds detalles consultar Lundstrom & Sérndal

(1999)).

3.6.2. Estimador de Deville (2000)

Bajo el enfoque de Deville (2000) consideramos un modelo mds flexible donde el método de calibracién
considerado distinguird entre variables que modelan el mecanismo de respuesta x; de dimension M y
variables que intervienen en las restricciones de calibracion z; de dimension J, de forma que supondremos
conocidos tanto el total poblacional 7Ty« como el total poblacional 7,. Adicionalmente, asumiremos como
suposicion la condicién de datos faltantes al azar (missing at random MAR), esto es, la variable de estudio y
no influye en el mecanismo de respuesta. Bajo este supuesto, la probabilidad de respuesta puede ser modelada

de la siguiente manera:

pie=fy'xy)

donde y es un vector de parametros, h(-) = 1/f(-) es una funcién conocida, monétona y dos veces
diferenciable.

Ejemplos de modelos de respuestas de este tipo pueden ser (Kott & Liao, 2012):

= El modelo lineal, dado por:

Pk = 1+)//x}‘<

= el modelo raking, dado por:
1

Pk= "%
exp(—y'xy)
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= El modelo logistico (/, u) dado por:

R exp(y'xp)* Ju
Pe=" exp(y'xg)*

= El modelo logistico, dado por:
_exp(yxp)
T exp(y'x})

En particular, el modelo logistico es un caso particular del modelo logit (/, ) donde u = oo, c =2yl =1
(Kott & Liao, 2012).

Bajo este enfoque, vamos a considerar que los pesos calibrados tiene la siguiente forma

di

W = s = dih(3'x}) (3.57)
%, «
de forma que satisfagan la siguiente restriccion:
Z e, - Z deh(9'x)z =T, (3.58)
o AVAY ” , ’

donde ¥ es un estimador consistente de y. El estimador resultante para el total poblacional Y viene dado por:
~ 1 o
Type = ) dig=yi = ), dch(7'x)yk (3.59)
Sy Sy

En la propuesta de Deville (2000) las dimensiones M y J deben ser iguales, lo que no implica que los vectores
de variables x; y z; necesariamente coincidan. De hecho, los vectores X; y z; pueden tanto tener alguna
variable en comtn como no coincidir en ninguna de sus variables. Para mayor detalle sobre este estimador,

puede consultarse Deville (2000).

3.6.3. Estimador de Kott & Liao (2017)

Kott & Liao (2017) extendieron la propuestas de Deville (2000) al caso donde se permiten més variables
de calibracién que variables para la modelizacién de falta de respuesta, esto es, el caso donde J > M.
Para ello, asumieron el marco conceptual propuesto en Chang & Kott (2008), donde en lugar de buscar un
estimador y que satisfaga la ecuacién (3.58, lo que se pretende, dada una matriz Q simétrica y definida

positiva es buscar un estimador y que minimice:

v Qv (3.60)
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donde
1 A *
V= N Z dkh()/TXk)Zk - Z dek
Sy K]

La minimizacién de (3.60) es equivalente a reformular el siguiente proceso de calibracion:

Z Witk = Z deh(9' X = Z di iy (3.61)

con Z; = A - z; donde

A=

1 ’ A/ % ® ’
N D dih (7' %)%z, ]

donde 4 (-) denota la primera derivada de A(-).

Para poder llevar a cabo todo este proceso, necesitamos seleccionar una matriz Q simétrica y definida
positiva. La literatura previa ha considerado diversas formas de seleccionar la matriz Q (Kott & Liao, 2017).
Una eleccién obvia es seleccionar la matriz Q igual a la identidad. Una eleccién mds apropiada puede ser la
siguiente:

S|
Q = dlag — Z dek
N
kes
Con esta opcion el estimador calibrado obtenido es invariante a los cambios de escala de medida en el vector

Z.

Por otro lado, Chang & Kott (2008) consideraron como eleccién para la matriz Q una estimacion de:

1 dy
i N( 2 ', 'z")

El problema de la anterior eleccidn, es que se requiere un método iterativo para determinar el valor de Q ya

que la estimacién empleada de y influye en la estimacién de Q que a su vez también influye en la estimacion

de y. Para evitar este problema, Kott & Liao (2017) propusieron dos elecciones de la matriz Q alternativas.

En la primera de ellas, la matriz Q viene dada por

-1
1 ’ ’ ’
0=y Z dih (9 %)z (21) (3.62)

De este modo, la estimacién de y y Q se obtienen mediante un proceso iterativo para satisfacer la ecuacién
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(3.61). Con ello, se obtiene el siguiente estimador calibrado:

Tyk. = Z WYk = Z drh(3'X;)yi (3.63)

k [SKAYS Sr
En la segunda propuesta, Kott & Liao (2017) en lugar de emplear una matriz Q para el proceso de calibracién
dado por la minimizacién de v’ Qv, basandose en la técnica de reduccién de dimension propuesto en Andridge
& Little (2011), tratan de buscar unos pesos calibrados que satisfagan la restriccion (3.61) donde Zy = Ag -z

de forma que Ag viene dado por:

-1
Ag = (sz(zj),) > zi(x))

Sy Sy

Con los nuevos pesos calibrados, se obtiene el siguiente estimador:

Tk, = Z Wik = Z dih(3'X;)yi (3.64)

kes, Sy

Para un estudio mds detallado de estos dos estimadores puede consultarse Kott & Liao (2017).

En el Apéndice 1 se aborda la extension de las técnicas para la estimacién de totales y medias propuestas
tanto por Deville (2000) como por Kott & Liao (2017) a la estimacién de la funcién de distribucién y se
propondrdn nuevos estimadores de la funcién de distribucién bajo la presencia de falta de respuesta. De
igual forma, en el Apéndice 1 también se abordan las condiciones bajos las cuales los nuevos estimadores

propuestos son auténticas funciones de distribucion.

3.7. Técnicas de remuestreo para la estimacion de la varianza

Dado que tanto los cuantiles como los ratios de percentiles no son parametros lineales, en ocasiones no
serd posible establecer una expresion de la varianza de los estimadores propuestos, debido a su complejidad.
Por ello, para poder realizar estimaciones de la varianza de los estimadores propuestos en ocasiones debemos
recurrir a técnicas bootstrap que nos permitiran tanto estimar la varianza como obtener intervalos de confianza
para los estimadores calibrados desarrollados en la presente tesis. Concretamente, las técnicas bootstrap
consideradas son las propuestas por Booth et al. (1994)y Antal & Tillé (2011, 2014).

A continuacién, pasamos a realizar una breve revision de todas ellas. Para ello, ilustraremos cémo aplicar

las técnicas bootstrap en el caso de estimadores para cuantiles, siendo su desarrollo andlogo para el caso de
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ratios de percentiles.

3.7.1. Técnica bootstrap de Booth et al. (1994)

Si disponemos de un estimador para cuantiles Qy(a), la técnica propuesta por Booth et al. (1994) se
basa en obtener poblaciones artificiales a partir de copias de la muestra s seleccionada. Para ello, Booth et al.
(1994) considera que si el tamafio poblacional N viene dado por N =n-c+a con0 < a < n, podemos
construir una poblacién artificial Ug mediante ¢ copias de la muestra s a la que le afiadimos una muestra
de tamano a obtenidad a partir de la muestra s mediante muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento.
Mediante este proceso, se pueden obtener M poblaciones artificiales distintas U 7 j=1,..., M yparacada
una de ellas, podemos seleccionar K muestras bootstrap s{ s s;( de tamaiio n. Con la muestra si, podemos
calcular la estimacién Q; (a)i para la poblacién U{; de forma que la estimacién de la varianza viene dada

por (Chauvet, 2007):

SN 1M
V(Qy(@) = > (3.65)
j=1
donde

_ 1 &S A
V= ;(Qy(a)il - 0} (a)))?

- 1 & .
0y (@) == ) 0i(a)]
h=1

3.7.2. Técnicas bootstrap de Antal & Tillé (2011) y Antal & Tillé (2014)

A diferencia de Booth et al. (1994) que considera muestras bootstrap a partir de poblaciones artificiales,
Antal & Tillé (2011) y Antal & Tillé (2014) han propuesto recientemente técnicas bootstrap directas donde las
muestras bootstrap son seleccionadas a partir de la muestra s original sin necesidad de construir poblaciones
artificiales. Para ello, las muestras bootstrap son obtenidas mediante disefios muestrales diferentes al disefio
muestral originalmente considerado para seleccionar la muestra s.

Concretamente, si se ha seleccionado la muestra de partida s mediante muestreo aleatorio simple, Antal &
Tillé (2011) obtienen dos muestras con dos disefios diferentes a partir de la muestra s. Por un lado, obtiene
una muestra de s a partir de muestreo aleatorio simple sin reemplazamiento y por otro lado obtiene otra
muestra de s a partir de un diseno definido por los autores para el remuestreo llamado one-one sampling.

Similarmente, Antal & Tillé (2014) proponen un disefio muestral basado también en dos disefios muestrales.
En su caso, a partir de la muestra s se obtiene una primera muestra con disefio de Bernoulli y una segunda

muestra a partir de un disefio establecido por los autores y denominado double half sampling. Para una mayor
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revision de ambas técnicas bootstrap puede consultarse Antal & Tillé (2011) y Antal & Tillé (2014).
Para ambos enfoques, si consideramos un estimador de cuantiles Qy(a) y una muestra s, M muestras
bootstrap s7, . . ., s}, son seleccionadas de acuerdo al esquema de muestreo descrito tanto en Antal & Tillé
(2011) como en Antal & Tillé (2014). La estimacion de la varianza para el estimador Qy () es:
S 1M
V(Qy(@) = - > (0y(@); = 0y(a)')’ (3.66)
j=1
donde
_ 1
0y(@)" = > 0y(a);.
j=1

y Q y (a/)j denota el estimador bootstrap obtenido a partir de la muestra bootstrap sj..
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Resultados

La investigacion llevada a cabo para el desarrollo de la presente tesis doctoral ha originado algunos re-

sultados relevantes. De entre los resultados alcanzados, a continuacidén pasamos a detallar los més relevantes.

4.1. Treating nonresponse in the estimation of the distribution function

Respecto al tratamiento de la falta de respuesta mediante técnicas de calibracion en la estimacién de la

funcién de distribucidn, los principales resultados alcanzados son:

= Se proponen cinco estimadores de la funcién de distribucion bajo falta de respuesta, Foul (1), Fouirs (1),
fca”D, FCQHKU y fcalmm. Los estimadores Fcal(t) y Fcalrg(t) adaptan la metodologia propuesta
en Rueda et al. (2007a) para el tratamiento de falta de respuesta, si bien el estimador I:“mzrs(t) lo
hace mediante calibracién en dos pasos (Kott & Liao, 2015). Los estimadores ﬁcalIDa ﬁca”Ku y

Fcairk 12 extienden la calibracién con variables modelizadoras de la falta de respuesta e instrumentales

propuestas en Deville (2000) y Kott & Liao (2017).

» El estimador F.47s(f) cumple en general todas las propiedades de funcién de distribucién excepto
la monotonia no decreciente y la unicidad del limite en +co. Si bien, esta dltima propiedad puede ser
satisfecha si en las restricciones de calibracion, el Gltimo punto considerado 7, es lo suficientemente

grande para que F5(tp) = 1.

» El estimador F,.;;p basadoen la propuesta de Deville (2000) cumple todas las propiedades de funcién
de distribucién excepto tlim fy () = 1, pero al igual que en el caso anterior se puede garantizar con
—+00

un punto ¢p tal que Fy(tp) = 1.

s Los estimadores fca”KLl y fca”KLz basados en la propuesta de Kott & Liao (2017) tampoco
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satisfacen en general la unicidad del limite en +oco. Mediante un teorema se establece que si el vector
x contiene una variable constantemente igual a 1 y se considera el valor 7p suficientemente grande,

los estimadores Feqirxr1 Y Feairk o satisfacen la condicién tl_f)rlloo Fy(t) = 1.

= Mediante estudios de simulacién se pone de manifiesto que los estimadores FcalTS(t) y fcalmu y

—~

F..11x 2 muestran el mejor comportamiento en términos de eficiencia.

4.2. Calibration adjustment for dealing with nonresponse in the estimation

of poverty measures

Una vez desarrolladas técnicas de estimacién de la funcion de distribucién en presencia de datos fal-
tantes y establecidas las condiciones bajo las cuales los estimadores propuestos son auténticas funciones de
distribucidn, se procede a emplear estas técnicas en la estimacién de cuantiles y medidas de pobreza. Los

principales resultados obtenidos en este &mbito son:

= Se proponen cinco estimadores de cuantiles Q\Ela)l(a/), Qii)l(a), AS) (@), Q\gzl (a)y ngz (@) basados
respectivamente en los estimadores ﬁcal(t), F.ars (1), FcalID, fcalIKLl y I?CQHKLZ obtenidos en el
Apéndice 1. Para ello, se consideran las condiciones establecidas en el Apéndice 1 bajo las cuales los

estimadores de la funcidn de distribucion son auténticas funciones de distribucion.

= Los correspondientes cinco estimadores de ratios de cuantiles I/Q\EZ)I (a1, @2), Eii)l (a1, a), Eg) (a1, a7),

1’5;321 (a1, a2) y 135322(01» @>) también son definidos.

2)

al(al, ), dado que el estimador FcalTS(t) no es

= Para poder establecer los estimadores Qii)l(a) y I’Q\((:

en geneal mondtono no decreciente, es necesario aplicar el procedimiento descrito en (3.50).

= Para todos los estimadores de ratios de percentiles propuestos se proporcionan estimadores bootstrap
de sus respectivas varianzas mediante la aplicacion de las técnicas descritas en Antal & Tillé (2011,

2014) y Booth et al. (1994).

= Losresultados de un estudio de simulacién con datos reales procedentes de la Encuesta de condiciones
de vida (INE, 2015) correspondientes al afio 2008 ponen de manifiesto que los estimadores propuestos
son los que mejor comportamiento presentan en términos de eficiencia. Adicionalmente, respecto a la
estimacion de varianza, los intervalos de confianza asociados a los estimadores propuestos alcanzan

una alta cobertura con menor amplitud que otras alternativas consideradas.
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4.3. The optimization problem of quantile and poverty measures estimation

based on calibration

Respecto al analisis de las condiciones bajo las cuales el estimador propuesto en Martinez et al. (2017)
para la funcién de distribucion satisface las propiedades de funcién de distribucidn, los resultados mds

notables son:

= Fl estimador de Martinez et al. (2017) cumplen en general todas las propiedades de funcién de

distribucién excepto la monotonia no decreciente y 1lim F. y(1) =1
t—+00

= Se establece un teorema que demuestra que si en el proceso de calibracion las constantes g; = 1 para

toda unidad poblacional, el estimador de Martinez et al. (2017) es mond6tono no decreciente.

» Lacondicién lim Fy(z) = 1 puede ser alcanzada considerando un punto 7p suficientemente grande,
t—+00
pero afiadir esta condicion supone que el estimador ya no minimizaria la varianza asintética y por

tanto no seria optimo.

= Se establecen los estimadores de cuantiles y de ratios de cuantiles asociados al estimador de Martinez
et al. (2017), pero dado que no se verifica la propiedad lim F. (1) = 1, es necesario que se cumpla la
t—+00

condicion (3.33).

= Tanto paralos estimadores de cuantiles como para los estimadores de ratios de cuantiles se proporcionan
estimadores bootstrap de sus respectivas varianzas mediante la aplicacion de las técnicas descritas en

Antal & Tillé (2011, 2014) y Booth et al. (1994).

= Un estudio de simulacién llevado a cabo con datos reales correspondientes al afio 2008 y procedentes
de la Encuesta de condiciones de vida (INE, 2015) son empleados para la estimacion del umbral de
pobreza. A partir de los resultados se observa que que el estimador propuesto es el més eficiente frente

a las alternativas consideradas.

» Los resultados de un estudio de simulacién llevado a cabo con datos reales correspondientes al afio
2016 son empleados para la estimacion de los ratios de percentiles y de igual forma, el estimador

propuesto presenta la mejor eficiencia.

= Respecto a la estimacién de la varianza incluida en ambos estudios de simulacién, se concluye que
los métodos bootstrap tienden a sobrestimar la varianza de los estimadores para el umbral de pobreza

mientras que para la varianza de los estimadores de ratios de percentiles suelen infraestimar la varianza.
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4.4. Reduction of optimal calibration dimension with a new optimal auxiliary

vector for calibrated estimators of the distribution function

En relacién al andlisis de las condiciones bajo las cuales la alta dimensionalidad que en ocasiones puede
existir en las condiciones de calibracion asociadas al estimador propuesto por Martinez et al. (2017) pueden

ser reducidas, los resultados alcanzados son:

= Se establecen condiciones bajo las cuales de forma general, el vector Optimo tope puede ver reducida

su dimensién mediante un vector 6ptimo alternativo topgred-

= Se propone un nuevo estimador de la funcién de distribucién basado en el nuevo vector ptimo

alternativo de menor dimension.

= A partir de los estudios de simulacidn realizados, el nuevo vector ptimo de dimensién reducidad
toptrea permite reducir de manera bastante considerable el coste computacional a la hora de obtener las
estimaciones sin pérdida de eficiencia respecto al vector Optimo original top¢ propuesto en Martinez

et al. (2017) y en ocasiones incluso puede mejorar la eficiencia.



Capitulo 5

Conclusiones

5.1. Treating nonresponse in the estimation of the distribution function

En esta aportacion se describe como mediante repoderacién calibrada se pueden ajustar los pesos basicos
del disefio considerado para el tratamiento de falta de respuesta a la hora de estimar la funcién de distribucion.
De este modo, se proponen cinco estimadores basados en dos metodologias distintas para reducir el sesgo
producido por la falta de respuesta. La primera metodologia trata de adaptar la propuesta de Rueda et al.
(2007a) para el tratamiento de falta de respuesta y a partir de ella se proponen dos estimadores Feq;(f) y
Fcans(t). Para el desarrollo del estimador FcalTS(t) hemos considerado calibracién en dos pasos (Kott &
Liao, 2015), donde el primer proceso de calibracidn esta destinado a eliminar el sesgo del falta de respuesta
mientras que el segundo de ellos estd destinado a reducir el error de muestreo y dado que el modelo de falta
de respuesta y el modelo predictivo pueden ser muy diferentes, se permite el empleo de diferentes variables
en cada una de las fases. El estimador asf obtenido F..;7s(7) destaca por sus simplicidad computacional.
La segunda metodologia se basa en calibracién generalizada (Deville, 2000; Kott & Liao, 2017), de forma
que la calibracion se lleva a cabo en una tnica etapa pero en la que se permite emplear diferentes conjuntos de
variables para modelar la falta de respuesta y para la restricciones de calibracién. Esta segunda metodologia
proporciona tres nuevos estimadores fcal D> fcal IKL1Y fcal 1k L2 que requieren de métodos iterativos para
resolver las restricciones de calibracién y por ello su principal incoveniente es la complejidad computacional
frente a la sencillez del estimador Fq7s(7).

Nuestro estudio de simulacién pone de manifiesto claramente la reduccién del sesgo y la precisidon que se
logra cuando se usa la calibracion para la falta de respuesta. A pesar de que no existe un estimador que sea
uniformemente mejor que el resto en términos de sesgo y eficiencia, los estimadores fcal IKLLY fcal IKL2

producen las mejores estimaciones en términos del menor error en la mayoria de los casos.
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5.2. Calibration adjustment for dealing with nonresponse in the estimation

of poverty measures

En esta propuesta se proponen técnicas de calibracion para la estimacion de medidas de pobreza basadas
en ratios de percentiles cuando se produce falta de respuesta. El estudio de simulacion llevado a cabo con
datos reales pone de manifiesto la mejora tanto en términos de sesgo como en términos de eficiencia que se

alcanza con dos de los estimadores propuestos R

~3 ) ] ~0 o
y R Mientras el estimador R'*) se basa en calibracién
cal cali cal

en dos pasos (Kott & Liao, 2015), el estimador I?SJH se basa en calibracién generalizada (Kott & Liao, 2017).

El estudio de simulacién abarca una amplia variedad de ratios de percentiles asi como de diferentes
modelos para la falta de respuesta (lineal, raking y logit) y muestran que en todos los casos se produce un
gran descenso en el sesgo y en el error cuadratico medio de los estimadores, lo que muestra la robustez de

las técnicas propuestas para el ajuste de falta de respuesta.

A pesar de que los resultados del estudio de simulacidon no ponen de manifiesto que exista un estimador

i i ; . 52) . 503
que sea uniformemente mejor que el resto entre los estimadores propuestos los estimadores Ria)l y Ré 22(;61 ]
son més simples computacionalmente que el resto y por tanto son alternativas adecuadas a la hora de estimar

medidas para la desigualdad salarial basadas en ratios de percentiles.

5.3. The optimization problem of quantile and poverty measures estimation

based on calibration

En este trabajo se proporciona un estimador éptimo para la estimacién de cuantiles en el sentido de
minima varianza. El estimador propuesto se basa en el estimador calibrado de la funcién de distribucién
propuesto por Rueda et al. (2007a) y en el vector 6ptimo de calibrcién para dicho estimador proporcionado

en Martinez et al. (2017).

Para ello el punto de partida de esta investigacién consiste en formular el problema de minimizar la
varianza del estimador de cuantiles y establecer la equivalencia de este problema de minimizacién con el
problema de minimizacién de la varianza del estimador de la funcién de distribucidn asociado. De este modo,
partiendo del estimador propuesto por Rueda et al. (2007a) y del vector 6ptimo propuestoen Martinez et al.

(2017), demostramos mediante el establecimiento de un teorema que el estimador calibrado éptimo para la
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funcién de distribucion fyo(t) cumple todas las propiedades de funcién de distribucién y no es necesario

corregir la falta de monotonia no decreciente mediante la técnica propuesta en Rao et al. (1990).

El estudio de simulacion llevado a cabo se desarrolla con datos reales para la estimacion del umbral de
pobreza y ratios de percentiles para la desigualdad salarial. Los resultados de este estudio muestran que los
estimadores para los ratios de percentiles y umbrales de pobreza derivados del estimador 6ptimo Fro (1) son
alternativas adecuadas para la estimacion de estas medidas y ademds pone de manifiesto que los estimadores
bootstrap para estimar la varianza de los estimadores de medidas de pobreza no proporcionan estimaciones

insesgadas de la misma siendo necesario rescalarlos para alcanzar la insesgadez.

5.4. Reduction of optimal calibration dimension with a new optimal auxiliary

vector for calibrated estimators of the distribution function

En esta propuesta, se analiza si el estimador ptimo propuesto por Martinez et al. (2017) para la esti-
macién de la funcién de distribucién basado en el método de calibracién puede ser mejorado mediante una
reduccion de la dimension 6ptima del vector 6ptimo de calibracion empleado top¢, 1o que reduciria el nimero

de restricciones de calibracion.

Considerar un ndmero reducido de restricciones de calibracion permite alcanzar algunos beneficios tales
como simplificar problemas numéricos derivados del proceso de optimizacion asi como restringir la posibi-

lidad de obtener pesos negativos o de elevado valor que provoquen estimaciones inestables.

Para ello, se establecen de forma tedrica las condiciones bajo las cuales la dimensién del vector 6ptimo
propuesto en Martinez et al. (2017) puede ser reducida. De este modo, se proporciona un nuevo vector ptimo
alternativo toptrea de menor dimension y en base al mismo se define un nuevo estimador para la funcion de
distribucion fc AaLNEwopt(t). Con este nuevo estimador se pretende evitar los problemas derivados de la

lata dimensionalidad de la informacidn auxiliar.

El estudio de simulacién realizado muestra claramente que con el nuevo estimador se alcanza una mejora
bastante considerable en términos de tiempo de ejecucion a la hora de obtener las estimaciones sin pérdida
de eficiencia o incluso mejordndola, por lo que el nuevo estimdor supone una alternativa especialmente
adecuada cuando se afrontan estimaciones de la funcién de distribucidn en poblaciones de gran tamaiio o

cuando el volumen de informacién auxiliar también es elevado.



Capitulo 6

Futuras lineas de investigacion

Como toda investigacion, la presente tesis doctoral presenta una serie de limitaciones que requiere una
mayor investigacion y que brindan futuras lineas de investigacién que pueden ser consideradas como una
extension de la presente investigacion. De este modo, es necesario enumerar las cuestiones que no han sido

resueltas en esta tesis doctoral, estando actualmente algunas de ellas bajo investigacion. Concretamente:

= Para la modelizacion de la falta de respuesta hemos empleado métodos paramétricos pero otras
alternativas puede ser empleadas. Asi, una futura linea de investigacion puede explorar el uso de
técnicas de machine learning como regresion spline, redes neuronales o bootsting en la modelizacién

de la falta de respuesta.

= Relacionado con lo anterior, una futura linea de investigacion puede considerar la combinacién de
técnicas de calibracién junto con técnicas como Propensity Score Adjustment con el objetivo de reducir

el sesgo de falta de respuesta.

= Dada la relevancia de los estudios de pobreza y desigualdad salarial, otra linea de investigacion abierta
es tratar de aplicar las técnicas de calibracién para el tratamiento de falta de respuesta en la estimacion
de otras medidas de pobreza descritas en Morales et al. (2018) o como la tasa de pobreza (Martinez

et al., 2020; Munoz et al., 2015).

= Dado que el comportamiento de los estimadores calibrados propuestos para el tratamiento de falta de
respuesta también dependen de la eleccién de un vector de puntos auxiliares, futuras investigacion
pueden abordar el andlisis de la eleccién 6ptima de dicho vector respecto a la minimizacién de la

varianza.

= Respecto al estimador 6ptimo de la funcién de distribucion, cuantiles y medidas de pobreza basados
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en el vector 6ptimo propuesto en Martinez et al. (2017), s6lo es valido para muestreo aleatorio simple

y por tanto es necesario tratar de extender estas técnicas a otros tipos de muestreo.

= De igual forma, la reduccién del vector 6ptimo de calibracién obtenida en esta tesis doctoral también
quedarestringida a muestreo aleatorio simple, siendo necesario investigar cémo extenderla a diferentes

tipos de muestreo.

= Adicionalmente, tanto la propuesta de Martinez et al. (2017) como la reduccidn obtenida en esta tesis
doctoral estd restringida al empleo de una pseudo-variable g que asume un modelo lineal entre la
variable de estudio y y las variables auxiliares incluidas en el vector x. Por ello, es necesario investigar

la seleccion 6ptima bajo modelos no lineales.

= Una futura linea de investigacion debe analizar las condiciones bajo las cuales el estimador de la
funcién de distribucion asociado al vector éptimo de dimensién reducida, es una auténtica funcién de

distribucidn para asi poder aplicarlo en la estimacién de cuantiles y medidas de pobreza.

= Finalmente, otras técnicas de reduccién de la dimensién deben ser exploradas a la hora de aplicar

técnicas de calibracion para tratar de resolver la alta dimensionalidad del vector 6ptimo de calibracion.
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Abstract

The estimation of a finite population distribution function is considered when there are missing
data. Calibration adjustment is used for dealing with nonresponse at the estimation stage.
Several procedures are proposed and compared. A numerical study is carried out to evaluate the
performances of estimators. Computational problems with the implementation of the proposed

calibration estimators are also considered.

1. Introduction

Surveys are a common method of data collection in economics and social sciences, but they often suffer
from the problem of nonresponse which can produce biases in estimations and an increase in sampling
variance if missing data follows any pattern. The standard statistical procedures developed for data with no
missing values cannot be immediately and straightforwardly applied for deducing inferences in this situation.

Weighting is widely applied in surveys to adjust for nonresponse. Many different proposals for nonrespon-
se weighting have been considered (see.eg. Beaumont (2005),Chang & Kott (2008),Kott & Liao (2012),Kott
& Liao (2015), Kott & Liao (2017), Lundstrom & Sérndal (1999), Jo et al. (2015), Lesage et al. (2019)) in
the estimation of linear parameters as total or mean, but lesser effort has been devoted in the development
of efficient methods for estimating a population distribution. The distribution function is a relevant tool
when the variable of interest is a measure of wages or income, since it is needed to calculate many poverty
measures (the poverty line, the low income proportion, the poverty gap ...) For these reasons, estimation of
the distribution function is an important issue in sample surveys that has received much attention in the last
years. On the contrary, to best of our knowledge, its estimation in the presence of missing data is a issue less
investigated in the previous research. Whereas a extensive literature is available on estimation of population
mean under non-response, lesser effort has been devoted in the development of efficient methods for the
estimation of population distribution function.

The purpose of this paper is to estimate the distribution function in presence of missing data using the
calibration method under a general sampling design. To the best of our knowledge, this is the first time
that calibration techniques have been employed to remove the bias of non response in the estimation of the

distribution function.



2. Estimating the distribution function when there are missing values

Given a finite population U = {1, ..., N} with N different units and a sampling design d defined in U
with first-order inclusion probability 7; > 0 and d; = 7/ ! the sampling design-basic weight for uniti € U.
In the presence of unit nonresponse, the character under study, say y, is observed for a subset of the original

sample s. Thus, if we assume missing data on the sample s, it can be divided into the disjoint sets:
s ={i € s/iresponds} and s,, = {i € s/idoes not respond},

with s,., the respondent sample is of size r, and s, is of size n — r.
Let y; be the value of the character under study, say y, for the ith population unit. Our aim is to estimate

the finite population distribution function (f.d.f.) of the study variable y, given by

1 ) 0 ift<yg
Fy(1) = v Z A(t = yi), with A(t — yg) = -
keU it = yx

The design-unbiased Horvitz-Thompson estimator of F (¢) defined by

Fy () = %deA(f — Vk)-

kes

is impossible to compute in the presence of unit nonresponse, and a naive estimator of F) () is:

Fyn()= 3 3 diA =)

" kes,
where N, is the size of the population that would have responded if sampled, a quantity that is very rarely

known in practice. When N, is not known, one can use the Hajek estimator

Zkesr drA(t = yi)
Zkesr dk ‘

These estimators may lead to biased estimates because certain specific groups can be substantially under-

fYHa(f) =

represented. These errors can be overcome by the use of reweighting. When weighting is used, a set of
weights is determined with the aid of the available auxiliary information, and estimation is carried out by
applying the weights to the y-values for the responding elements. Calibration adjustment, initially conceived
for correcting sampling errors (Deville & Siarndal (1992)), is currently one of the most appealing techniques

for nonresponse adjustment (Sarndal & Lundstrom (2005)).



We will use a twofold process: the sample s is first selected from the population U, then the response set
s, is realized as a subset of 5. We assume that elements respond independently and the response distribution
has first-order response probabilities P(k € s, /s) = py, positives. These response probabilities (whose true
values are unknown) are estimated by p; and we can obtain a two-phase nonresponse adjusted estimator of

the distribution function by replacing the original design weights by d} = (7xp ©) "L, that is:

Fro() = ) d7A(t = yp).

kes,
For it, we assume the existence of auxiliary information relative to several variables related to the main
variable y, Xx = (Xk1,Xk2, - - .,Xks) . The values X, X, . . ., Xy are known for the entire population but y is

known only if the kth unit is selected in the sample s,.

3. Calibration weighting for the estimation of the distribution function with

unit nonresponse.

Harms & Duchesne (2006) and Rueda et al. (2007a) use different ways to implement the calibration
approach in the estimation of the distribution function and the quantiles. The computationally simpler method
proposed by Rueda et al. (2007a) uses the calibration with respect to the predicted values of the variable of
interest y. We use this methodology and we define a pseudo-variable y; = B‘r xi for k = 1,2,...N, where

-1
ﬁ = Zjesr dej‘Xf) : Zjesr djxjyj-

Given a distance measure G (wg, dy), the calibration process consists in finding the solution of the

following minimization problem

in » G(wi.d 1.1
I{lvlkp; (W di) (1.1)

while respecting the calibration equation

1
N D WAt =51) = F5(0) (12)

kes,
where t = (#1,12,...,tp"), the term F(t) denotes the f.d.f. of the pseudo-variable § evaluated at t (see
Martinez et al. (2010)) and ¢; for j = 1,2,..., P are points that we choose arbitrarily and assume that

h<ph<...<ltp.



We can define the calibration estimator

Fear(t) = Z WiA(r = Y1) (1.3)
kesr

What form should the weight take? It should reflect the known individual characteristics of the element k €
r, summarized by the vector value A(t— ). A common way to compute calibration weights is linearly (using
the chi-square distance, Lundstrom & Sirndal (1999)) that produces the weights wi = di (1 +ATA(t = ).
The weights wy implicitly estimates the inverse response probability 1/py, thus we acts as if 7w py is the
true selection probability of element k. Consequently this calibration approach has assumed a nonresponse
model px = 1/(1+ATA(t—B7xy)). This model is difficult to deal with since the function is not differentiable
on Xy and assume that the response mechanism depend on all auxiliary variables.

Now we consider a more flexible model and we propose a calibration method that allows the variables
modeling the response mechanism to be different from the benchmark variables in the calibration equation.
Thus we define this two-step calibration method:

Step 1: Adjusting the bias of nonresponse by linear calibration.

Consider the M vector of explanatory model variables, x; which population totals }’q, X} are know. The

(l)x = 2 X, yields the calibrations weights w(l) = g,(cl) wdy, k =

calibration under the restrictions .
1,...,s,. Then, each unit in the sample has a weight that corrects the bias of lack of response.

Step 2: Adjusting the sample weights for the estimation of the f.d.f.

The auxiliary information of the calibration variables x is incorporated through the calibrated weights

<2) = g,(cz) ,(cl) obtained with the restrictions 3’ w,(cz)A(t - $x) = F3(t).

The two step calibration estimator proposed is

Fearrs(t) = Z WA=y = D 2 el dkA (= ) (1.4)

Note that the vector of model variables x; and the vector of calibration variables x can be the same, can

have some common component or be completely different

4. Calibration with model and calibration variables

In this section we consider a calibration approach similar to that used by Kott & Liao (2015) and Kott &
Liao (2017) for the estimation of the population total. We also allow the variables modelling to be different
from the calibration variables.

The probability of nonresponse can be modeled by p; = f (yTx}i) for some vector parameter y, where



h(-) = 1/f(-) is a known and everywhere monotonic and twice differentiable function and the vector x;
is the vector with the model variables. Some examples of usual models for the probability of response are:

Pr = % (the logit (I, 1) method), px =

exp(y'xy)
l+exp(yTx};)

WIVTXZ) (the raking model) and py =
(the logistic-response model, a special case of logit (I, u) method, where u = co, ¢ =2 and [/ = 1 (Kott &
Liao (2012))). The response probability is assumed independent of the survey variable of interest, which is
known as missing at random (MAR) assumption.

We denote as z; = A(t — Jx). We will use the vector z; in the benchmark. Now, we generate calibrated

weights by imposing the functional form wy = zk The calibration equation is given by:

1
Z f(yTX ) =N Z dch(37x})zi = Fy(t) (1.5)

where ¥ is a consistent estimator of vector y and the resulting calibration estimator is given by
Frau (1) ! § d 1A(z ) ! E dieh(PTX)A(f — yi)
== — A - =— X - Vk)-
call N . kﬁk Yk N £ knly Xg Yk

Some considerations about the number of variables in the non-response model M and the number of
calibration restrictions P should be taken into account to obtain the estimator £, 1(2). In Deville (2000),
the number of model and calibration variables needed to be the same, that is M = P. This issue may limit
the number of calibration restrictions in practice. We denote by F..p the estimator F.,;; when we use the
same number of model and calibration variables.

Kott & Liao (2017) extended the Deville’s weighting approach to the case where there are more calibration
variables than model variables (P > M)through two alternatives. For it, their first extension does not look
for an estimation ’y that satisfies the calibration equation (2.5), but it looks for an estimation % that minimizes

vI' Qv for some symmetric and positive definite matrix Q with dimension P, where

= %(Z dih(37x})zy — Z dkik)

This minimization problem implies the reformulated calibration equation:

1 . N 1 -
. >owd =~ Z deh(FTX5)Ey = v > i (1.6)
Sy Sy K

where Z; = A -z with A = | & ¥, dih' (3Tx)x;2l Q.

Thus, the first alternative in Kott & Liao (2017) considers iterative process to find an estimation y and



Q that satisfied equation (1.6) such that Q = H~! with

1 N T
H=~ Z dih' (97%;) 2k (1) (1.7)

In this alternative, each variable included in the vector Zg is a prediction for the corresponding variable

1 *
in x;.
The second alternative proposed in Kott & Liao (2017) is a variant of the component reduction technique

based on equation (1.6) with Zx = Ag - Zx where

-1
Ay = (sz“f)T) 2,505

Sr Sy
Consequently, this alternative does not require iteration or even rely on finding a matrix Q.
The estimator F,,;; based on the first alternative of Kott and Liao approach (Kott & Liao (2017)) is

denoted by I:}al 1k 11 and the estimator ﬁcal ; based on second alternative, is denoted by ﬁcal IKL2.

5. Properties of the calibrated estimators of the distribution function.
For an estimator F'(¢) of F(t) to be a genuine distribution function it should verify:

i. Foq (1) is continuous on the right,
il. Fcal(t) is monotone nondecreasing,
iii. a) im Foq(¢) =0andb) lim F.u(t) = 1.
t——00 t—+00

It’s easy to verify that conditions i) and iii.a) are satisfied for all the proposed estimators. FcalTS(t)
meet the condition iii. b) if we take #p such that Fy(tp) = 1 (see Rueda et al. (2007a)) but in general this
estimator is not monotone nondecreasing. With respect to the calibration estimators based on model and
calibration variables fcazm, fcauKLl and fca”KLz, the calibration weights wy > 0 for logit, raking and
logistic methods and therefore, the estimators are nondecreasing. Like the previous case, for fcal 1D, 1f we
take tp such that F5(tp) = 1, then lim;_, ;0 fcalm(t) = 1. On the other hand, for the estimators FcaZIKLl
and fcal 1k L2, Theorem 1 establish the conditions to satisfy lim;_, F, y(1) =1
Theorem 1: If a component of the vector x; contains all 1’s and 7p should be sufficiently large, the estimators
fcaUKLl and ﬁcal 1k L2 satisfy the condition iii. b).

Proof:



We denote A(t — 7)T = (A(n — 1), .. Altp_1 — F1), Altp — yk)) = (AL_,1) and (x))T =

(Lo, oxnni) = (1 G,
For the estimator fcal 1k L1(1), the calibration weights wy satisfies (1.6) with Q given by (1.7). It is clear that

the matrix Q and Q! can be expressed by

Qp-nyx(p-1) Dp-1)x1 Cip-nyxp-1) Pp-1)x1

Q = ) Q_l = r
Tix(p-1) Cix1 (Pp-1)x1) Yix1

withW(p_1)x1 = % s, dih’ (?TXZ)Ap_l Y ix1 = # s, dih’ (’?TXZ) and ' p_1)x (p-1) is given by equation

(1.7) based on Ap_1. From Q! - Q = Ipxp, we have
(Pp-1)x1)"Qp-1yx(P-1) + Yix1Tix(p-1) = O1x(p-1) (1.8)
(Pp-1yx1) " D(p-1)x1 + Y1x1Cix1 = 1. (1.9)
From (1.8) and (1.9),we have:

1 T e s 3 O1x(P-1) 1
A= N Zdih (VTXi)xiA(t_J’k)TQ =
S Am-1)x(P-1) Bm-1x1

with Bar—1)x1 = (@(p-1)x(m-1))" D (p-1)x1 + X(m-1)x1Cix1
Am-tyx(p-1) = (@p-1yxm-1))" QP-1)x(P-1) + X(M-1)x1 Tix(P-1)

1 ’ N * o 1 ’ N * o
(@p-1yxm-1))" = N Z dih (PTX)xAL | x-nxa = N Z dih (F7x5)x;
Sy Sy

1
Consequently, Z is given by Zx = AA(t — ¥i) = with
Z(M-1)x1

Zm-1)x1 = Am-1)x(P-1)AP-1+ B(pm-1)x1

and the property iii. b) is fullfilled.



~ Aot
For the F_41x 12 estimator, matrix Ay can be expressed by Ag = where

Aom-1)

-1
Ao = (ZA(t— mT)(ZA(t - ykm(t—yk)T)

-1
Aom-1) = ( D A mT) ( D A= FOA(t- yk)T)

Sy Sy

For tp sufficiently large, A(tp — %) = 1 for all k € U and we have

-1
Aor = D Alp = F)A(t - yk)T) ( D A=At~ yk)T) = Onpony 1)
Sy Sy
1 -
Therefore, the vector Zj is given by Zx = Ag - A(t — Jx) = and then F.g7x12(%)

Aom-1) - At = Fx)
satisfies property iii. b).

The property ii) could be achieved by the procedure described in Rao et al. (1990). This procedure, for a

general estimator Fy, is defined in the following way:

Fy(ypy) = ByGpy)s Ey(vpy) = max{Fy (v, By(vpiea))y i=2,...,7. (1.10)

On the other hand, (Lesage et al. (2019)) established sufficient conditions for consistency of estimators
based on model and calibration variables. Thus, under these conditions, the estimators ﬁwl D> le 1k 1 and
fcal 1K L2 meet consistency.

Regarding this issue, the conditions required to fulfill the properties of distribution function are not con-
tradictory with respect to the conditions given in (Lesage et al. (2019)) and they are less restrictive than
conditions from (Lesage et al. (2019)). In fact, the condition iv) of Assumption 4 from (Lesage et al. (2019))
requires E(|z; x|) < oo for all components of z;. If 7p is sufficiently large, the last component of z; meets the
condition iv). Also, under the conditions established by Theorem 1, the first component of Z; (for fcal IKLI

and for fca”KLz) meets the condition iv). The same occurs for the condition ii) of Assumption 5 from

(Lesage et al. (2019)).



6. Simulation study

We have performed a Monte Carlo simulation study where we compare the precision of the proposed
estimators with others estimators of the distribution function. All the estimators included are programmed

by routines in R.

6.1. Some computational aspects

The calibration estimator F.,;7s is programmed with routines based on the “calib” function of the package
“sampling” (Tillé & Matei (2021)). The “gencalib” function of the package sampling is used for obtain the
calibrated weights in F...;7p. The raking and logit (I, ) methods are available in the “gencalib”function and
we have obtained two versions of this estimator based on the available methods. For the estimator £,.q7x 1, we
have programmed a routine that develops the Newthon-Rhapson method described in Chang & Kott (2008)
and we have also obtained two versions (raking and logit (/,u«)). With respect to the estimator F,q7x2,
we have also obtained two versions and for this we only needed to program a routine for the reduction of
components and directly apply the original function ”gencalib”. For all versions of estimators based on logit
(1, u) method, we used the following parameters u = 10; [ = 0 and ¢ = 1. Initially, a version of the estimators
for the logistic-response model was considered in the simulation study but we finally decided to exclude it

because of in many cases, this method did not converge.

6.2. Data

A fictitious population was simulated. The population size is N = 5000 and six variables were included
in the study: age, nationality (native/non-native), gender, weight, access to the Internet (yes/no). These
variables are generated to make its similar to the Spanish population pyramid. The study variable y is given
by yx =3+ 5 - Internet + Age/5 + & where g are independent identically distributed random variables

with distribution g, ~ N(0,0,1).

1
exp(-0,1-Internet)*

First we considered a raking non-response mechanism given by pyx = Thus, we

consider (xZ)T = (1, Internet) and the vector of calibration variables is (zx)? = (1, Internet, Weight).

exp(—3+0,1-Age)

Trexp(—3+0.1 Age) - 1N

Next, we consider a logistic non-response model based on the variable “Age”: py =
this case, (zx)! = (1, Age, Weight).

It is important to note that in both cases, the target variable is not directly related to the non-response
mechanism, but this mechanism can be explained by some auxiliary variables configuring a Missing At
Random (MAR) situation. We have not considered mechanism Missing Completely At Random (MCAR)

since in these situations the estimators are asymptotically unbiased.



6.3. Results

The estimators considered are the Horvitz-Thompson estimator F, (1), the Chamber-Dunstan estimator
FC p () (Chambers & Dunstan (1986)), the ratio estimator fr(t) and the Rao, Kovar and Mantel estimator
F rrMm (1) (Rao et al. (1990)) based on the respondent sample s,. The Chamber-Dunstan estimator fc D (1)
and the Rao, Kovar and Mantel estimator F rr M (t) are model-based estimator based on the following
superpopulation model:

Vi = kxp+v(ixur k=1,...,N (1.11)

where « is an unknown parameter, v is a known, strictly positive function and u; are independent and
identically distributed random variables with zero mean. See (Chambers & Dunstan (1986)) and (Rao et al.
(1990)) respectively for further details. In the simulation study, we considered in the superpopulation model
(1.11) that v(x;) = 1 for all unit k.

We drawn 10000 samples with several sizes by simple random sampling without replacement (see Table
1), both for the raking and for the logistic non-response mechanism. For each sample and for each estimator,
estimates of the distribution function F(r) were calculated for 11 different values of ¢, namely all deciles
and quartiles Q(0,25) and Q,(0,75). The performance of all the estimators is measured by means of the

average relative bias (avkB) and the average relative efficiency (AVRE), given respectively by

11

1 Z MSE[F(t,)]

i Fligh ~Fy(tg)| o pyo L
’ MSE[Fur(1)]

B- 11
AVRB(F)——]Z Fotio)
q

11

where b indexes the bth simulation run, F is an estimator for the distribution function, M SE[f (1] =
B! Zgzl [f(t)b - Fy(t)]2 is the empirical mean square error for f(t).

Table 1 provides the values avkRB and AVRE for the population with two non-response mechanism
considered. From results, it is observed that the usual estimators I::HT(I), I?CD(I), fr(t) and fRKM(t)
have a considerable bias for all sample sizes.The proposed calibration estimators significantly reduce the
bias, especially the estimators FcalTS, and the different versions of F,,;xr1 and F.ai7x72. In a similar
way estimators Fc p(1), F, (¢) and Fri um (t) suffer an important loss in efficiency compared to the F, wr(t)
estimator for the raking mechanism. All the proposed calibration estimators exhibit greater efficiency than
these estimators. FcalTS, and the different versions of F.u7xr1 and Foq17kx 12 show the best performance.
There is no significant difference between the two versions of the estimators (raking and logit methods) in
terms of efficiency although the raking method produces the estimators with fewer errors in most cases.

There is no estimator that is uniformly better than the rest in terms of bias and error.



Tabla Al.1: Average relative bias (avrB) and the average relative efficiency (avRE) of compared estimators. The lowest
value is denoted in bold

Raking non-response mechanism
AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE
n =125 n =135 n =145 n =155 n =165

Fur 0.315 1.000 0313 1.000 0.316 1.000 0.314 1.000 0.319 1.000
Fep 0.367 2.444 0.372 2.695 0.370 2.807 0.372 3.013 0.367 2.796
F, 0.359 2318 0363 2.502 0360 2.623 0360 2.725 0.358 2.525
Frkm 0.339 2242 0344 2431 0340 2535 0344 2717 0340 2515
Foars 0.002 0.270 0.002 0.256 0.002 0.247 0.007 0.243 0.001 0.211

—~

Feattpra  0.016 0369 0.012 0.354 0.008 0.323 0.005 0.328 0.008 0.278

Featpio  0.016 0369 0.012 0354 0.008 0.323 0.005 0.328 0.008 0.278

—~

Featkpira  0.002 0264 0.004 0.254 0.003 0.241 0.008 0.238 0.003 0.210

—

Feattkriio  0.003 0277 0.002 0.266 0.001 0.252 0.006 0.250 0.001 0.221

—~

Fealtkrare  0.005 0.287 0.003 0.275 0.001 0.262 0.004 0.259 0.002 0.229

—~

Feairkraio 0.005 0.287 0.003 0.275 0.001 0.262 0.004 0.259 0.002 0.229

Logistic non-response mechanism

AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB  AVRE
n =125 n =135 n =145 n =155 n =165

Fur 0.340 1.000 0.341 1.000 0.337 1.000 0.342 1.000 0.340 1.000
Fep 0.181 0.278 0.185 0.279 0.181 0.276 0.186 0.281 0.184 0.274
F, 0.191 0401 0.197 0404 0.195 0.399 0.199 039 0.199 0.395
Frem 0.181 0.318 0.184 0.317 0.180 0.314 0.185 0.316 0.184 0.310
Foars 0.040 0.101 0.035 0.091 0.032 0.088 0.036 0.083 0.036 0.079

—~

Feattpra  0.034  0.102  0.029 0.093 0.026 0.089 0.030 0.084 0.031 0.079

—~

Feaitpio  0.035 0.103 0.030 0.093 0.027 0.089 0.031 0.084 0.032 0.080

—~

Fealtkrpira 0.036  0.098 0.030 0.089 0.029 0.085 0.033 0.080 0.032 0.078

—

Feattkriio  0.037 0.098 0.031 0.089 0.030 0.086 0.034 0.080 0.033 0.079

—~

Fealtkr2ra  0.036  0.098 0.031 0.089 0.030 0.085 0.033 0.080 0.032 0.078

—~

Fealtkr2io  0.038 0.099 0.032 0.089 0.031 0.086 0.034 0.081 0.033 0.079




7. Conclusion

This paper describes how calibration weighting can be used to adjust the design weights to increase the
efficiency of finite distribution function for a sample survey when there is unit nonresponse. We propose
two calibration methods to reduce the non-response bias. The first method is based on two-step calibration
weighting. The first calibration is designed to remove the non-response bias. The second one to decrease
the sampling error in the estimation of the distribution function. This method allows different variables to
be used in each phase, since the model for non-response and the predictive model can be very different.
This estimator given by (1.4) is computationally simple. The last method is based on model and calibration
variables. The calibration is done in a single stage, but different variables are also used to model the lack of
response and for the calibration equation. Different model are also proposed to model the nonresponse. The
problem with this methodology is the difficulty in solving the calibration equation. Various iterative methods
are proposed to obtain the weights.

Our limited simulation study clearly shows the gain in reduction of bias and precision achieved when
calibration is used for nonresponse that is not missing completely at random. There is no estimator that is
uniformly better than the rest in terms of bias and error. The Foanxr1 and Feqi7x 1o estimators produce the
best estimates in terms of the least error in most cases. The computational simplicity of the estimator in two

stages Fcalrg is noteworthy.
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Abstract

The analysis of poverty measures has been receiving increased attention in recent years. This
paper contributes to the literature by developing percentile ratio estimators when there are
missing data. Calibration adjustment is used for treating the non-response bias. Variances of
the proposed estimators could be not expressible by simple formulae and resampling techniques
are investigated for obtaining variance estimators. A numerical example based on data from the
Spanish Household Panel Survey is taken up to illustrate how suggested procedures can perform

better than existing ones.

1. Introduction

The analysis of poverty measures is a topic of increased interest to society. The official poverty rate and
the number of people in poverty are important measures of the country’s economic wellbeing. The common
characteristic of many poverty measures is their complexity. The literature on survey sampling is usually
focused on the goal of estimating linear parameters. However when the variable of interest is a measure of
wages or income, the distribution function is a relevant tool because is required to calculate the poverty line,
the low income proportion, the poverty gap and other poverty measures.

The lack of response is a growing problem in economic surveys. Although there are many procedures
for their treatment, few efficient techniques have been developed for their treatment in the estimation of
non-linear parameters. Recently Rueda et al. (2021) have proposed various estimators for the distribution
function in the presence of missing data. Using these estimators, we first propose new estimators for several
poverty measures, which efficiently use auxiliary information at the estimation stage. Due to the complexity
of the percentile ratios and the complex sampling designs used by the official sample surveys, variances
of these complex statistics could be not expressible by simple formulae. Additional techniques for variance
estimation are therefore required under this scenario.

This paper is organized as follows. Section 2 introduces the estimation of the distribution function when
there are missing data. In Sect.3, the proposed percentile ratio estimators are described. In Sect.4 we derive
resampling techniques for the problem of the variance estimation of percentile ratio estimators. A simulation
study based on data derived from the Spanish Household Panel Survey is presented in Sect.5. This study
shows how the proposed estimates of the poverty measures perform better than usual calibration estimators

in reduction of bias and precision when calibration is used for nonresponse that is not missing at random.



2. Calibrating the distribution function for treating the non-response

Consider a finite population U = {1,..., N} consisting of N different and identifiable units. Let us
assume a sampling design d defined in U with positive first-order inclusion probabilities x; i,€ U. Let
d; = ni‘l denote the sampling design-basic weight for unit i € U which is known. We assume missing data
on the sample s obtained by the sampling design d. Let us denote by s,, the respondent sample of size r, and
S the non-respondent sample of size n — r.

Let y; be the value of the character under study. The distribution function F), () can be estimated by the

Horvitz-Thompson estimator:

~ 1
Fur() = ) diA(t = yi) @.1)
kes,
where
0 iftr<yg
At = yi) =
1 ift>yg

and dy = 1/my, the basic design weights.

This estimator is biased for the distribution function. There are several approach for dealing with
nonresponse. The most important method is weighting. We assume the existence of auxiliary information
relative to several variables related to the main variable y, x = (x,x2,...,x7)’. Based on this auxiliary
information, calibration weighting is used in Rueda et al. (2021) to propose three methods to reduce the

non-response bias in the estimation of the distribution function:

= The first method is based on the methodology proposed in Rueda et al. (2007a). We define a pseudo-

-1
variable g = B'x; for k = 1,2, ...N, where B = (Z]—ESV djxjxlj) “Djes, djX;y;.
Thus we define a calibrated estimator by imposing that the calibrated weights w; evaluated in the
observed sample give perfect estimates for the distribution function in a set of predetermined points

tjfor j=1,2,..., P that we choose arbitrarily:

1
N D WAt = g1) = Fe(t) 2.2)

kes,

where Fy (t) denotes the finite distribution function of the pseudo-variable g; evaluated at the point

t=(t1,....1p) and A(t—gx) = (A(t; = g), ..., Aty — 81)) -



A common way to compute calibration weights is linearly (using the chi-square distance method) and

we obtain an explicit expression of the estimator as:

. 1
1 1
Fla® =5 ) wi A=y =

kes,

Fur () + (Fe® = > did(t=g0)) 77 3 de(t-g)AG - y0) (23)

kes, kes,
where T = e, diA(t — g) At = gi)".
Following Rueda et al. (2007a), if we denote by k; = Z diA(t; — gi) fori =1,..., P the condition

kes,
k; > k;_; fori =2,..., P guarantees the existence of T-1.

= The second method is based on two-step calibration weighting as in the work of (Kott & Liao (2015)):
1.- The first calibration is designed to remove the non-response bias.

Consider the M vector of explanatory model variables, x; which population totals ;; X; are know.
The calibration under the restrictions ) vlil)xz = Yy X}, yields the calibrations weights v,((]), k =

1,...,s,.
2.- The second one to decrease the sampling error in the estimation of the distribution function.

The auxiliary information of the calibration variables X is incorporated through the calibrated weights

v,(cz) obtained with the restrictions v,(f)A(t — 8k) = Fg(t). The final estimator is given by

NOYN O age_uy_ L @) (D age
Fcal(t) = N,; Wy A(t yk) = N]; Vi Vi A(t yk) (2.4)

This method allows different variables to be used in each phase (model variables x; and calibration

variables x ), since the model for non-response and the predictive model can be very different.

= The last method is based on instrumental variables (Deville (2000);Kott & Liao (2017)). The calibration
is done in a single stage, but different variables are also used to model the lack of response and for the
calibration equation. By assuming that the probability of response can be modeled by: 6 = f (y/x;‘C)
for some vector parameter y, where h(-) = 1/f(-) is a known and everywhere monotonic and twice

differentiable function. We denote as z; = A(t — gx)

The calibration equation is given by:



1 dk 1 ’
= — Lk = dih(9 Xp)z = Fg(t 2.5
Nkezsﬂ?'xz 2 Nkz Kh(7'%)z = Fy (1) 25)

and the resulting calibrated estimator is:

~(3 1 3 1 A %

For =5 Y wilMi =y = ) dehG XA = yi) (2.6)
kes, kesy

where ¥ is a consistent estimator of vector y. Authors use several approximation methods for deriving

the solution of the minimization problem. We denote by F L()?a (1) the estimator based in the Deville’s

approach Deville (2000) which needs to meet the condition M = P. To consider more calibration

F®

—~(3
KLlcal(t) and FI(<L)2cal(t) based on

restrinctions in equation (2) than M, we consider the estimator

Kott & Liao (2017) where P > M.

3. Poverty measures estimation with missing values

Currently, poverty measurement, wage inequality, inequality and life condition are overriding issues for
governments and society. Some indices and poverty measures used in the poverty evaluation and income
inequality measurement are based on quantile and quantiles ratios. Thereby, Eurostat currently set the po-
verty line (the population threshold for classification into poor and nonpoor) equal to sixty percent of the
equivalized net income median Q5. On the other hand, the percentile ratios Qgs/Q20; Qoo/Q10 and Qgo/ Q20
(Jones & Weinberg (2000)); Qos/Qs0 and Qso/Q10 (Machin et al. (2003), Burtless (1999)); Oso/Qs and
0s0/02s5 (Dickens & Manning (2004)) have been considered as measures for wage inequality. We focus on

estimating the poverty measures based on percentile ratios.

The population a-quantile of y is defined as follows
Oy (@) =nf{t : Fy(t) > a} = F; ' (a) (2.7)

A general procedure to incorporate the auxiliary information in the estimation of Q (@) is based on the
obtainment of an indirect estimator fy(t) of Fy(t) that fulfills the distribution function’s properties. Under

this assumption, the quantile Q, (@) can be estimated in a following way:

0y (a) = inf{r : Fy(r) > a} = F; ' (a) (2.8)



The distribution function estimators described in the previous section allow us to incorporate the auxiliary
information in the estimation of quantiles in the presence of non-response and obtain estimators for percentile
ratios. Perhaps, some of these calibrated estimators do not satisfy all the properties of the distribution
function and consequently for its application in the estimation of quantiles some modifications are necessary.
Specifically, the properties that an estimator fy (1) of the distribution function F) (#) must meet are the

following:
i. F. y (1) is continuous on the right.
ii. F, y () is monotone nondecreasing,
iii. 2) lim_ Fy(r) = 0 and b) lim_ Fy(r) = 1.

Firstly, it’s easy to see that all estimators satisfy the conditions (i) and iii.(a). Secondly, following Rueda
et al. (2007a), the estimator F\L(Z () meet the rest of conditions if #p is sufficiently large (i.e Fy(tp) = 1). On
the other hand, it’s easy to see that fgfi (r) satisfy the condition iii.(b) if 7p is sufficiently large but it is not
monotone nondecreasing in general. Thus, we can apply the procedure described in Rao et al. (1990). This

procedure, for a general estimator F,, is defined in the following way:

Fy(ypy) = ByOpy)s Fy(vpy) = max{Fy (vpap)s Fypimi)} i=2,...,7 (2.9)

Finally, all estimators based on I?C(z; (7) are nondecreasing if 6y = f (y’x’,‘() > Qforall k € U (response model

based on logit, raking and logistic methods) because the calibration weights a),(?) > 0. Moreover, F, l()32a ;i (D)

F& (t) and

fulfills condition iii.(b) with 7p sufficiently large whereas following Rueda et al. (2021), F/, ...

73

K L2cqi (1) meet condition iii.(b) if in addition to considering 7p sufficiently large, a component of the vector

xz contains all 1’s.

Based on the population distribution function Fy (), given two values 1 > a1 > a» > 0, the percentile ratio

R(ay, ay) is define as follow:

Qy (a1)
R(a/], Q/Z) = (210)
Qy (0’2)
and it can be estimated with a generic quantile estimator Qy () as follows:
—~ 0, (a
Rlan, o) = 22420 @11)
Qy (a2)

7. O

cars Foqy and fc(zi can be employed in the estimation of R(«, a»).

Thus, the quantile estimator derived from



4. Variance estimation for percentile ratio estimators with resampling method

Given the complexity of the proposed percentile ratio estimators, we have considered the use of boots-
trap techniques for estimating variance and developing confidence intervals associated with the proposed
calibration estimators. In this study, we consider the frameworks proposed in Booth et al. (1994), Antal &

Tillé (2011) and Antal & Tillé (2014).

First, the bootstrap procedure described in Booth et al. (1994) consider the repetition of sample units for
creating artificial bootstrap populations. The bootstrap samples are drawing with the original sampling
design from artificial populations. Specifically, if the population size N = n - g + m with 0 < m < n, the
artificial population Up is obtained with g repetitions of s and an additional sample of size m selected by
simple random sampling without replacement from s. Given a generic percentile ratio estimator R (a1, a2),
if we consider M independent artificial populations U{; with j = 1,..., M and for each pseudo population
Ué we select K bootstrap samples s{ s s}.( with sample size n, we can compute the bootstrap estimates

R (a1, az);; with the sample s{l for the population U é and following (Chauvet et al. (2007)), we can compute:

K
5 _ 1 ) J _ px 2
Vi = T_1 ;(R (a1, @)y, — Ri(a1, a2)) (2.12)
where
. 1 & .
Ri(@.a) =2 ) R'(ar.02)] (2.13)
Wl

Finally, the variance estimation for the estimator R (a1, ap) is given by:
o 14
V(R(ar,a2) = - Z V; (2.14)
]:

On the other hand, Antal & Tillé (2011) and Antal & Tillé (2014) have proposed a direct bootstrap methods
where it is not necessary to obtain an artificial population, since the bootstrap samples are drawn from s
under a sampling scheme different from the original sampling design. Both frameworks (Antal & Tillé (2011)
and Antal & Tillé (2014)) can be applied under several sample designs, but particularly, if the sample s is
drawing with simple random sampling without replacement, the sampling design proposed by Antal & Tillé

(2011) select two samples from s, the first one is drawing by simple random sampling without replacement



and the second one is drawing with one-one sampling design (a sampling design for resampling). Similarly,
under simple random sampling without replacement, the sampling design proposed by Antal & Tillé (2014)
draw a first sample with Bernoulli design and a second sample with double half sampling design (another
sampling design for resampling). For more details see Antal & Tillé (2011) and Antal & Tillé (2014).

For two frameworks, given a percentile ratio estimator R (a1, @z), we draw M bootstrap samples s7, ..., 5},
from s, according to the sampling schemes of Antal & Tillé (2011) and Antal & Tillé (2014) respectively.

The bootstrap estimation for variance of the estimator R (a1, ) is given by:

. 1 M

V(R(a, @) = 3= > (R(a1,22)} = R(ar,a2)")? (2.15)

j=1
where R (ay, afz);‘. is the bootstrap estimator computed with the bootstrap sample sj. and
1=
Rlana)' = - ) R(an,a); (2.16)
j=1

Finally, based on the variance estimation V(E (a1, az)) obtained with a bootstrap method, the 1 — a level

confidence interval based on the approximation by a standard normal distribution is defined as follows:

R(a1,@2) = Zi—a2 - \/V(E(al,az)), R(ai, @) +z1-ap - V(E(QI,QZ))] (2.17)

where z,, is the @ quantile of the standard normal distribution. For all bootstrap methods included in this

study, we can compute with this procedure the respective confident interval.

5. Simulation study

To determine the behaviour of the estimators when they are applied to real data we consider data from
the region of Andalusia of 2016 Spanish living conditions survey carried out by the Instituto Nacional de
Estadistica (INE) of Spain. The survey data collected are considered as a population with size N = 1442 and
samples are selected from it. The study variable y is the equivalised net income and the auxiliary variables
included are the following dummy variables b; =“Home without mortgage”, b, =“Four-bedroom home” and
b3 =“Can the home afford to go on vacation away from home, at least one week a year?”’. We considered the
vector of model variables (x}i), = (1, b1x) and the vector of calibration variables (xz) = (1, bix, bax, b3k)-

We consider four response mechanism where the probability of the k-th individual of responde is given



by
B 1
B exp(A+bir/B)

(2.18)

with different values for A and B.
The ratio estimators considered in this simulation study, based on the respondent sample s,, are obtained
from the Horvitz-Thompson estimator F ur(t). We denoted by Eg) the calibration estimator based on

(Deville (2000)) and we denoted by R®)  and R

P k1, the calibration estimators based on (Kott & Liao

(2017)). The estimator 1’3\231 has been included only with comparative purposes with respect to the rest of
proposed estimators because it only considers the respondent sample and it does not deal with nonresponse
whereas the rest of the estimators proposed try to deal with the bias produced by nonresponse. Although the

3) =

real response mechanism considered is based on raking method, for ES), 1/3\;( 1, and R three versions of

KL2
them are computed based on linear, raking and logit (I; u) response models.

We selected W = 1000 samples with several sample sizes, n = 100, n = 125, n = 150 and n = 200, under
simple random sampling without replacement (SRSWOR) and for each estimator included in the simulation
study, we computed estimates of R(ay,az) for 50th/25th, 80th/20th, 90th/10th, 90th/20th, 95th/20th and

95th/50th. The performance of each estimator is measured by the relative bias, (RB), and the relative

efficiency (RE), given by

W (ﬁ(al, az))w - R(a;, a2)

RB(R(a1,a2)) = ; Ro o (2.19)
Lid —~ 2
Z [(R(Oll, @)),, — R(a1, az)]
RE(R(a1, 1)) = == , (2.20)

[(EHT(al, @)),, — R(ay, 02)]2

Mgﬁ

s
I

where R (a1, ) is a percentile ratio estimator and R ur(ay, @) is the percentile ratio estimator based in the
Horvitz-Thompson F, 'y (1) estimator .
Tables A2.1-A2.6 provide the values of the relative bias and the relative efficiency for this population for

several sample sizes and response mechanism of the estimators compared.



Tabla A2.1: RB and RE for several sample sizes of the estimators of R(0,5,0,25) . skswor from the 2016 SpaNisH
LIVING CONDITIONS SURVEY.

1/exp(0,5 + b1 /3)

RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Ryt 14641 1 1.6163 1 1.7126 1 1.932 1
RY 0.0543  0.0049 0.0509 0.0032 0.0481  0.0024 0.0461  0.0014

0.0107 0.0038 0.0056 0.0022 0.0023  0.0016 -0.001  9e-04
RkrLicaii  0.0116  0.0035 0.0051 0.0021 0.0019  0.0015 -8e-04  8e-04
RkLicarr 0.0109  0.0035 0.0048 0.0021 0.0021  0.0015 -0.0011  9e-04
Rikricalo 0011  0.0036 0.0048 0.0021 0.002 0.0015 -0.0012  8e-04
Rixrseari  0.0117  0.0035 0.005  0.0021 0.002 0.0015 -8e-04  8e-04
Rkrcarr  0.0108  0.0035 0.0046 0.0021 0.0019  0.0015 -0.0012  8e-04
Rk1scalo 0.0108  0.0035 0.0046 0.0021 0.0019  0.0015 -0.0012 8e-04
Rpeai 0.0101 0.0036 0.0043 0.0021 0.0011  0.0016 -0.001  9e-04
Rpear 0.0092 0.0036 0.004  0.0021 0.0011  0.0016 -0.0013  9e-04
Rpealo 0.0092 0.0036 0.004  0.0021 0.0011  0.0016 -0.0013  9e-04
1/exp(0,25 + b1 /2)

RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n=100 n=125 n=150 n =200
Rur 05152 1 0502 1 04624 1 04441 1

R 0.046 0.0264 0041 00236 00391 00249  0.0385 0.0266
R 0.0074 0.0204  0.0024 00176  -0.0018 0.0175  -0.0019 0.0172

_cal

Riricai 00072 00188 0003 00168  -0.0014 00173  -0.0014 0.0169
Riiicarr 00069 0.0187 00026 00168  -0.0015 00173  -0.0017 0.0169
Riiicalo 0.0068 0.0188  0.0026 00168  -0.0015 0.0172  -0.0016 0.0169
Rxrsea: 0.0072 00188  0.0029 0.0168  -0.0014 0.0173  -0.0014 0.0169
Riisearr 00067 0.0188 00026 00168  -0.0014 00173  -0.0016 0.0169
Rki1reato 00067 0.0188  0.0026 0.0168  -0.0014 0.0173  -0.0016 0.0169
Rpea:  0.0063 00196  0.0025 00174  -0.0018 0.0175  -0.0016 0.0171
Rpearr 00056 0.0196  0.0023 00174  -0.0018 0.0175  -0.0019 0.0171
Rpeao 00056 0.0196  0.0023 00174  -0.0018 0.0175  -0.0019 0.0171
1/exp(0,75 + b1/8)

RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Ryr 1.7102 1 1.9192 1 2.1328 1 24505 1
Eila)l 0.0601 0.0046 0.0539 0.0028 0.0491  0.002 0.0467  0.0012
R 0.0111 0.0033 0.0066  0.0021 0.0039 0.0014 0.0015  7e-04

_cal

RkrLicaii  0.0132  0.0031 0.0073 0.002 0.003 0.0013 6e-04 7e-04
RkLicar 0.0121  0.0031 0.0067 0.002 0.0027  0.0013 2e-04 7e-04
RkLicalo 0.0121 0.0031 0.0069 0.002 0.0028 0.0013 3e-04 Te-04
Rixioeaii  0.013  0.0031 0.0072 0.002 0.0028 0.0013 6e-04 Te-04
Rkrocarr  0.0121  0.0031 0.0069 0.002 0.0028  0.0013 3e-04 7Te-04
Rk12calo 0.0121  0.0031 0.0069 0.002 0.0028 0.0013 3e-04 Te-04
Rpeati 0.0105 0.0031 0.0063 0.002 0.0019  0.0013 le-04 Te-04
Rpeair 0.0095 0.0031 0.0061 0.002 0.0019  0.0013 -3e-04  7e-04
Rpeato 0.0095 0.0031 0.0061 0.002 0.0019  0.0013 -3e-04  7e-04
1/exp(0,125 + b1/2)

RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Ryt 02424 1 0.2331 1 02224 1 0.2312 1
Ei-:l)z 0.039  0.1481 0.0381 0.1505 0.0339  0.1305 0.0341  0.1001
RY 0.0042 0.1224 0.0021 0.1145 -0.0014  0.0951 -0.0013  0.0679

_cal

Rkricai  0.0058 0.1182 0.0019 0.1096 -0.0017  0.0917 -0.0011  0.0668
RiLicar 0.0052 0.1159 0.0022 0.1094 -0.0018  0.0913 -0.0013  0.0667
RkLicalo 0.0052 0.1158 0.0021 0.1094 -0.0019 0.0912 -0.0013  0.0667
Rirocaii 0.0057 0.1178 0.0019  0.1096 -0.0017  0.0917 -0.0011  0.0667
Rkracarr  0.0053  0.1177 0.0018 0.1097 -0.0017  0.0917 -0.0013  0.0668
Rk 12calo  0.0053  0.1177 0.0018 0.1097 -0.0017  0.0917 -0.0013  0.0668
Rpeati 0.0056 0.1196 0.0014 0.1132 -0.0022  0.0945 -0.0014  0.0676
Rpealr 0.0051 0.1195 0.0013  0.1133 -0.0022  0.0945 -0.0016 0.0676
Rpeato 0.0051 0.1195 0.0013 0.1133 -0.0022  0.0945 -0.0016  0.0676




Results from Tables A2.1-A2.6 show an important bias for the estimator Ry in almost percentile ratios.
The estimator 1’?\221 is not capable of correcting the bias in several situations, giving worse estimates than the
HT estimator for some ratios and some response mechanisms. The proposed estimators have better values
of RB with slight differences between them, although there is no uniformly better estimator than the rest.
Regarding efficiency, in general, the proposed estimators show the best performance for all sample sizes.
Finally, in terms of bias and efficiency, there are no differences between the three versions of the estimators

7®

(linear method, raking and logit (I; u)) for the estimators cal’

For the variance estimation and confidence intervals, we computed the coverage probability (CP) , the
lower (L) and the upper (U) tail error rates of the 95 % confidence intervals, in percentage and the average
length (AL) of the confidence intervals for each estimator and each bootstrap method.

Concerning the variance estimation and confidence intervals, we used 1,000 bootstrap replications from
each initial sample with all bootstrap methods included in the study to compute CP, L, U and AL of the
95 % confidence intervals for each percentile ratio estimator considered. Result from this simulation study

for some percentile ratios are presented in Tables A2.7-A2.9.

From bootstrap estimates, it is observed that:

- All three bootstrap methods produce intervals with high true coverage.

- None of the intervals constructed with each estimator have problems of lack of coverage.

- The intervals obtained from the proposed calibration estimators always provide intervals with less

2

cal’

- The last method (Antal & Tillé (2011)) provides results very similar to the (Antal & Tillé (2014))

amplitude than the intervals obtained from R, g and

method.

6. Conclusion

In this study we use calibration techniques to estimate poverty measures based on percentiles ratios in
presence of missing data through a more efficient estimation of the distribution function. The simulation
study included shows the improvement in bias and efficiency with the two proposed calibration techniques,
Eﬁ)l and Eii)li. The first one is based in two-step calibration method (Kott & Liao (2015)). In the first step,
the weighting is designed to remove the non-response bias while in the second step the weighting is designed
to decrease the sampling error in the estimation of the distribution function. The second method is based on

calibration weighting with instrumental variables (Kott & Liao (2017)).



Tabla A2.2: RB and RE for several sample sizes of the estimators of R(0,8, 0,2). skswor from the 2016 SPANISH LIVING
CONDITIONS SURVEY.

1/exp(0,5+ b1 /3)

RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n =125 n =150 n =200
Ryt 1.0708 1 1.2001 1 1.3566 1 1.5867 1
AE,L)I 0.3746  0.1456 0.3339 0.0729 0.3264 0.055 0.328  0.0384
Eiza)l 0.036  0.0174 0.0212  0.0087 0.0183 0.0063 0.0166 0.0035
Rixrieari  0.0375 0.0169 0.0225 0.0084 0.0189 0.0061 0.0176  0.0035
Rikricarr 0.0372  0.0167 0.0229  0.0085 0.019  0.0061 0.0172  0.0034
Rikiicao 0.0372 0.0167 0.0224  0.0085 0.019  0.0061 0.0174 0.0034
Rxroea; 0.0374 0.0168 0.0224  0.0084 0.0189 0.0061 0.0177 0.0035
Rirocarr 0.0374  0.0169 0.0224  0.0085 0.0189 0.0061 0.0176  0.0034
Rircato  0.0374  0.0169 0.0224  0.0085 0.0189 0.0061 0.0176  0.0034
Rpeati 0.0371 0.0172 0.0232  0.0088 0.0182 0.0063 0.0179 0.0035
Rpeair 0.0372 0.0173 0.0233  0.0088 0.0182 0.0063 0.0178  0.0035
Rbeato 0.0372  0.0173 0.0233  0.0088 0.0182 0.0063 0.0178 0.0035
1/exp(0,25+ b1 /2)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Ryt 1.3582 1 1.5555 1 1.7488 1 1935 1
Eila)l 0.3003 0.0607 0.2905 0.036 0.2966 0.0289 0.2842  0.0209
szl)l 0.0192  0.0083 0.0252  0.0055 0.021  0.0034 0.0155 0.0021
Riricati  0.0204 0.0084 0.0243  0.0052 0.0217 0.0032 0.0155 0.0021
Rikricar 0.0201 0.0082 0.0243  0.0052 0.0213 0.0032 0.0156  0.0021
Rikricalo 0.0206 0.0083 0.0239  0.0052 0.0215 0.0032 0.0156  0.0021
Riroearr 0.0205 0.0084 0.0241 0.0052 0.0216 0.0032 0.0155 0.0021
Riracarr 0.0201  0.0083 0.0243  0.0052 0.0216  0.0032 0.0156  0.0021
Ri1sealo 0.0201  0.0083 0.0243  0.0052 0.0216 0.0032 0.0156  0.0021
Rpeari 0.0197 0.0088 0.0232  0.0053 0.0222  0.0033 0.0155 0.0021
Rpeatr 0.0195 0.0088 0.0231 0.0053 0.0222 0.0033 0.0156  0.0021
Rbeato 0.0195 0.0088 0.0231 0.0053 0.0222 0.0033 0.0156  0.0021
1/exp(0,75 + b1/8)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Rur 0848 1 0.848 1 1.1232 1 1.3591 1
Eﬁz)l 0.4107 0.3017 0.4107 0.3017 0.3705 0.0972 0.3527 0.0585
Iii), 0.0342 0.0236 0.0342 0.0236 0.0255 0.009 0.0156  0.0051
Rixricai  0.0316 0.0212 0.0316 0.0212 0.0243  0.0087 0.0149 0.005
Rikricarr 0.0316 0.0212 0.0316 0.0212 0.0241 0.0087 0.0148  0.0049
Rikricalo 0.0318 0.0214 0.0318 0.0214 0.0243  0.0087 0.0149  0.005
Rikrzea; 0.0316 0.0212 0.0316 0.0212 0.0243  0.0087 0.015  0.005
Rxisearr 0.0316 0.0213 0.0316 0.0213 0.0243  0.0087 0.0149 0.005
Rirealo  0.0316  0.0213 0.0316 0.0213 0.0243  0.0087 0.0149  0.005
Rpeari 0.0334 0.0231 0.0334 0.0231 0.0226 0.0085 0.014  0.0049
Rpeair 0.0332 0.023 0.0332  0.023 0.0226  0.0085 0.0139 0.0049
Rpealo 0.0332  0.023 0.0332  0.023 0.0226  0.0085 0.0139  0.0049
1/exp(0,125 + b1/2)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Rur 1.6643 1 1.8632 1 2.0019 1 22985 1
R\EL)I 0.2462 0.0296 0.2345 0.0194 0.228 0.0149 0.2266 0.0105
IEC?I 0.0203 0.0056 0.0184 0.0033 0.0137 0.0024 0.0114 0.0014
Rxricai  0.0199 0.0053 0.0196  0.0032 0.0134 0.0023 0.0119 0.0013
Rikricarr 0.0199  0.0053 0.0195 0.0032 0.0136  0.0023 0.0119 0.0013
Rkricato 0.0198 0.0052 0.0196 0.0032 0.0136  0.0023 0.012  0.0013
Rikraea;  0.0198 0.0053 0.0196  0.0032 0.0134 0.0023 0.0119 0.0013
Rirsearr  0.0198  0.0053 0.0196 0.0032 0.0134 0.0023 0.0119 0.0013
Rircalo  0.0198 0.0053 0.0196 0.0032 0.0134 0.0023 0.0119 0.0013
Rpeati 0.0195 0.0054 0.0189 0.0033 0.0134 0.0024 0.0118 0.0013
Rpeair 0.0195 0.0054 0.0189 0.0033 0.0134 0.0024 0.0118 0.0013
Rpeato 0.0195 0.0054 0.0189 0.0033 0.0134 0.0024 0.0118 0.0013




Tabla A2.3: RB and RE for several sample sizes of the estimators of R(0,9,0,1). srswor from the 2016 SpaNisH
LIVING CONDITIONS SURVEY.

1/exp(0,5+ b1 /3)

RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n =125 n =150 n =200
Ryt 0.6336 1 0.6867 1 0.8431 1 0.9662 1
AE,L)I 1.0228  2.4065 1.0892 2.0116 1.238  1.8797 1.4022 19122
Eiza)l 0.1069 0.2128 0.0593 0.0704 0.052  0.0431 0.0357 0.0244
Rikrieari  0.0908 0.1241 0.0556  0.0675 0.0476  0.0403 0.0334 0.0236
Rikricarr 0.0913  0.1238 0.0552  0.0661 0.0477 0.0403 0.0334 0.0236
RikrLicao 0.0913 0.1238 0.0551 0.066 0.0476 0.0403 0.0334 0.0237
Rirocai:  0.0908 0.124 0.0557 0.0675 0.0477 0.0403 0.0334 0.0236
Rirocarr 0.0912  0.1242 0.0558 0.0675 0.0477 0.0403 0.0335 0.0237
Rirocato  0.0912  0.1242 0.0558 0.0675 0.0477 0.0403 0.0335 0.0237
Rpeati 0.0923 0.1271 0.0604 0.1281 0.0485 0.0416 0.0342 0.0244
Rpeair 0.0926 0.1273 0.0604 0.1279 0.0485 0.0416 0.0344 0.0244
Rbeato 0.0926 0.1273 0.0604 0.1279 0.0485 0.0416 0.0344 0.0244
1/exp(0,25+ b1 /2)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Rur 08144 1 0.9677 1 1.0907 1 1.2854 1
Eila)l 0.9912  1.4969 1.1483 1.4556 1.2233  1.31 1.4571 1.3506
szl)l 0.0773  0.0842 0.0534 0.0398 0.0453 0.0256 0.0315 0.0126
Riricai  0.0704 0.075 0.0484 0.0352 0.0431 0.0236 0.0295 0.0121
Rxricarr 007 0.0747 0.048  0.0351 0.0428 0.0236 0.0293 0.012
Rikricalo 0.0708 0.0751 0.0484 0.0352 0.0432  0.0237 0.0294 0.0121
Rirseaii  0.0705 0.075 0.0483 0.0352 0.0431 0.0236 0.0294 0.0121
Rikracarr 0.0708 0.0753 0.0485 0.0353 0.0431 0.0236 0.0294 0.0121
Ri1sealo 0.0708  0.0753 0.0485 0.0353 0.0431 0.0236 0.0294 0.0121
Rpeari 0.0719  0.0804 0.051  0.0369 0.0444 0.0253 0.0307 0.0125
Rpeatr 0.0723  0.0806 0.0511 0.037 0.0444 0.0253 0.0306 0.0125
Rbeato 0.0723  0.0806 0.0511 0.037 0.0444 0.0253 0.0306 0.0125
1/exp(0,75 + b1/8)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Rur 0.4666 1 0.531 1 0.65 1 0.7915 1
Eﬁz)l 0.9788 2.7242 1.0596 2.6561 1.1641 2.3383 1.3844  2.5426
Iii), 0.1035 0.2375 0.0761 0.1307 0.0554 0.0734 0.0431 0.0447
Rixricai  0.0944 0.2169 0.0725 0.1268 0.0534 0.0717 0.0399 0.037
RxLicar 0.0936 0.2147 0.0722 0.1268 0.0538 0.072 0.04 0.0368
Rikricalo 0.0924 0.2081 0.0726  0.1271 0.0535 0.0718 0.04 0.0371
Rikrzea; 0.0941 02168 0.0725 0.1268 0.0534 0.0717 0.0399 0.0371
Rikrocar 0.0944 02169 0.0726  0.1269 0.0535 0.072 0.04 0.0371
Rircalo  0.0944  0.2169 0.0726  0.1269 0.0535 0.072 0.04 0.0371
Rpeari 0.0989 0.2464 0.0728 0.1289 0.0551 0.0737 0.0408 0.0379
Rpeair 0.099  0.2465 0.0728 0.1289 0.0551 0.0737 0.041  0.038
Rpealo 0.099  0.2465 0.0728 0.1289 0.0551 0.0737 0.041  0.038
1/exp(0,125 + b1/2)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Rur 1.0535 1 1.1436 1 1.2894 1 1.5446 1
R\E‘L)l 0.9491 0.9409 1.0499 1.0116 1.1124  0.9087 1.3752  0.9261
IEC?I 0.0468 0.0363 0.0508 0.0281 0.038  0.0159 0.0364 0.0087
Rixricai  0.0401 0.0319 0.0463  0.0254 0.0386 0.0157 0.0361 0.0082
Rikricarr 0.0403  0.032 0.0463  0.0252 0.0385 0.0156 0.0362 0.0082
Rikricato 0.0397 0.0317 0.0465 0.0253 0.0385 0.0156 0.0362 0.0082
Rikroea: 0.0402  0.032 0.0463 0.0254 0.0386 0.0157 0.0361 0.0082
Rikrsearr  0.0401  0.032 0.0464 0.0254 0.0386 0.0157 0.0361 0.0082
Rircato  0.0401 0.032 0.0464 0.0254 0.0386 0.0157 0.0361 0.0082
Rpeati 0.0434 0.0347 0.0481 0.0274 0.0396 0.0164 0.0362 0.0083
Rpealr 0.0434 0.0348 0.0482 0.0274 0.0396 0.0164 0.0362 0.0083
Rpeato 0.0434 0.0348 0.0482 0.0274 0.0396 0.0164 0.0362 0.0083




Tabla A2.4: RB and RE for several sample sizes of the estimators of R(0,9,0,2) . skswor from the 2016 SpaNisH
LIVING CONDITIONS SURVEY.

1/exp(0,5+ b1 /3)

RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Ryr 0.5727 1 0.683 1 0.7759 1 09313 1
R 09516 19501  1.0774 1987 12049 2.0104 14164 2.0432
R? 0.0293 00526 00277 0034 00225 00214 00157 0.0117
RiLicaii  0.0283  0.0452 0.027  0.0309 0.0212  0.0208 0.0151 0.0115
EKLlcalr 0.029  0.0451 0.0269 0.0309 0.0214  0.0209 0.0152 0.0115
ﬁKlelo 0.0291 0.0453 0.0271 0.0309 0.0212  0.0207 0.0152 0.0115
R\meli 0.0286 0.0453 0.0271 0.0308 0.0212  0.0208 0.0151 0.0115
EKchalr 0.0288 0.0454 0.0272  0.0309 0.0212  0.0208 0.0152 0.0115
EKLanlo 0.0288 0.0454 0.0272  0.0309 0.0212  0.0208 0.0152 0.0115
Elei 0.0309 0.0471 0.0268 0.0315 0.0222  0.0209 0.0156 0.0117
Rpearr 00311 00472 0.027 00316 00222 00209 00157 0.0117
EDmlo 0.0311 0.0472 0.027  0.0316 0.0222  0.0209 0.0157 0.0117
1/exp(0,25 + b1 /2)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Ryr 0.7775 1 0.8934 1 1.0167 1 1.2284 1
RY 09419 13871  1.0599 13864 12055 13996 14514 14305
R 0.0105 00219 0019 00189 00193 00122 0014  0.0066
EKLlcali 0.0067 0.0203 0.0184 0.0182 0.0191 0.0119 0.0136  0.0065
EKlelr 0.0069 0.0203 0.0181 0.0181 0.0191 0.0119 0.0135 0.0064
EKUM!U 0.0067 0.0203 0.0182 0.0181 0.0191 0.0119 0.0136 0.0064
Rirocaii 0.0066  0.0203 0.0184 0.0182 0.0191 0.0119 0.0136  0.0065
ﬁKchal, 0.0067 0.0203 0.0183 0.0182 0.0191 0.0119 0.0136  0.0065
EKLanln 0.0067 0.0203 0.0183 0.0182 0.0191 0.0119 0.0136  0.0065
Rpeati 0.0074 0.0219 0.0207 0.0193 0.0199 0.0124 0.014  0.0066
EDm]r 0.0074 0.0219 0.0207 0.0193 0.0199 0.0124 0.014  0.0066
EDcalo 0.0074 0.0219 0.0207 0.0193 0.0199 0.0124 0.014  0.0066
1/exp(0,75 + b1 /8)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n =125 n =150 n =200
Ryr 04117 1 0.4871 1 0.5832 1 0.7334 1
R® 0.8896 2348 09978 24013 11243 24448 13552 2.5469
R®) 0.0387 0.0783  0.0272 0.0491 00235 00338 00147 0.0178
Rikricai  0.035  0.0713 0.024  0.0459 0.0224 0.0322 0.0148 0.0174
EKlelr 0.0365 0.0719 0.0237 0.0458 0.0225 0.0323 0.0148 0.0173
RkLicalo 0.0356 0.0715 0.024  0.0459 0.0223  0.0322 0.0148 0.0173
EKLanli 0.0353 0.0713 0.024  0.0459 0.0224 0.0322 0.0148 0.0174
EKLanlr 0.0357 0.0716 0.0241 0.0459 0.0224 0.0322 0.0149 0.0174
EKLZCa[o 0.0357 0.0716 0.0241 0.0459 0.0224 0.0322 0.0149 0.0174
EDC“H 0.0359 0.0744 0.0251 0.0478 0.0231 0.0329 0.0145 0.0174
Egcal, 0.0366 0.0748 0.0251 0.0478 0.0231 0.0329 0.0145 0.0174
EDcalo 0.0366 0.0748 0.0251 0.0478 0.0231 0.0329 0.0145 0.0174
1/exp(0,125 + b1 /2)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Rur 1.0141 1 1.119 1 1.2479 1 14519 1
R 09229 09531 09997 09341 11202 09487 12918 0.9429
R®) 0.0221 00158  0.016 00109 00149 00077 0014  0.0045
Rrricari  0.0222  0.0156 0.0154 0.0104 0.0146  0.0076 0.0139 0.0044
EKLll.a[r 0.0228 0.0156 0.0155 0.0104 0.0145 0.0076 0.0138 0.0044
EKLlcalo 0.0227 0.0156 0.0155 0.0104 0.0146 0.0076 0.0138 0.0044
EKLanli 0.0223 0.0156 0.0154 0.0104 0.0146  0.0076 0.0139 0.0044
ﬁKszlr 0.0225 0.0156 0.0155 0.0104 0.0146  0.0076 0.014  0.0044
Rirocalo 0.0225 0.0156 0.0155 0.0104 0.0146  0.0076 0.014  0.0044
EDMH 0.0237 0.0165 0.0163 0.0108 0.0153 0.0078 0.0146  0.0045
EDcalr 0.0239 0.0165 0.0163 0.0108 0.0153 0.0078 0.0147 0.0045
EDM!O 0.0239 0.0165 0.0163 0.0108 0.0153 0.0078 0.0147 0.0045




Tabla A2.5: RB and RE for several sample sizes of the estimators of R(0,95,0,2) . skswor from the 2016 SpaNisH
LIVING CONDITIONS SURVEY.

1/exp(0,5+ b1 /3)

RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Ryt 0.2525 1 0.3418 1 0.4087 1 0.5525 1
AE,L)I 0.6794 2.4489 0.8063 2.5222 0.8924 2.5047 1.0903 2.5143
Eiza)l 0.0519 0.1743 0.0374 0.0959 0.033  0.0638 0.023  0.0322
EKLlcali 0.0418 0.1339 0.0339 0.0882 0.0312  0.0602 0.0222  0.0311
Rikricarr 0.0414 0.1327 0.0343 0.0883 0.0311  0.0603 0.0219 0.0309
RikrLicalo 0.042  0.1334 0.0342 0.0882 0.0311  0.0602 0.0221 0.031
R\KLZI.M,» 0.0418 0.1339 0.0338 0.0882 0.0312  0.0602 0.0222  0.0311
Riroearr 0.0421 0.134 0.034  0.0882 0.0312  0.0602 0.0223  0.0311
Rirseato  0.0421 0.134 0.034  0.0882 0.0312  0.0602 0.0223  0.0311
EDw,i 0.0444 0.145 0.0368 0.0946 0.0346 0.0649 0.023  0.0325
ﬁDmIV 0.0446 0.145 0.0369 0.0947 0.0346 0.0649 0.0231 0.0325
Rpeato 0.0446 0.145 0.0369 0.0947 0.0346 0.0649 0.0231 0.0325
1/exp(0,25 + b1 /2)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n =125 n =150 n =200
Ryt 0.4557 1 0.5132 1 0.5897 1 0.7267 1
Ef,y, 0.773  1.8254 0.8512 1.8864 0.9553 1.9073 1.1336  1.9188
Eﬁ?l 0.048  0.0928 0.0317 0.0538 0.0266 0.0411 0.0215 0.02
Rikricaii  0.0443  0.0702 0.0297 0.0511 0.0232  0.0366 0.0231 0.0199
Rikricarr 0.0441 0.0702 0.0293  0.0502 0.0232  0.0366 0.0229 0.02
EKUL.,,[U 0.0441 0.0697 0.0295 0.0503 0.0235 0.0367 0.0229 0.0199
EKLanli 0.0443 0.0702 0.0297 0.0512 0.0232  0.0366 0.0231 0.02
Rirocarr 0.0446  0.0704 0.0298 0.0512 0.0232  0.0366 0.0231 0.02
Ri1rcalo  0.0446  0.0704 0.0298 0.0512 0.0232  0.0366 0.0231 0.02
EDMH 0.0484 0.0829 0.0322  0.054 0.0247 0.038 0.0235 0.0201
Rpeair 0.0487 0.083 0.0323  0.0541 0.0247 0.038 0.0235 0.0201
Rbeato 0.0487 0.083 0.0323  0.0541 0.0247 0.038 0.0235 0.0201
1/exp(0,75 + b1 /8)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Ryr 0.1243 1 0.1843 1 0.2609 1 0.3890 1
1’3\21“), 0.6477 3.2315 0.7304 3.1825 0.8417 3.2802 1.0211 3.2011
Iig)l 0.0583 0.2974 0.0409 0.1495 0.0359 0.1049 0.0251 0.0512
Riricai  0.0455 0.228 0.0414 0.1439 0.0311  0.092 0.0225 0.049
RikrLicar 0.0464 0.2295 0.0415 0.1444 0.0308 0.0917 0.0227 0.0491
EKLIMZO 0.0462 0.2279 0.0416 0.1439 0.031  0.0921 0.0227 0.0491
Riroeari  0.0457 0.2278 0.0415 0.144 0.0311  0.092 0.0224  0.049
Rikrzcarr 0.0462 0.2285 0.0416 0.144 0.0311 0.092 0.0226  0.0491
EKLZCa[o 0.0462 0.2285 0.0416 0.144 0.0311 0.092 0.0226 0.0491
Rpeaii 0.0451 0.2283 0.0459 0.1554 0.0337 0.0975 0.0238  0.0507
Rpeatr 0.046  0.2289 0.0459 0.1554 0.0337 0.0975 0.024  0.0507
EDcalo 0.046  0.2289 0.0459 0.1554 0.0337 0.0975 0.024  0.0507
1/exp(0,125 + b1 /2)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Rur 0.587 1 0.703 1 0.8148 1 0.9631 1
ﬁila)l 0.7991 1.488 0.945  1.5212 1.0747 1.51 1.2532  1.5233
Rzg)l 0.039  0.0577 0.0293  0.0352 0.0272  0.0218 0.0192  0.0122
Rixricai  0.0312  0.0483 0.0277 0.0319 0.0265 0.0212 0.0189 0.012
R\KU(.azr 0.0318 0.0486 0.0282 0.0321 0.0262 0.0211 0.019  0.012
Rikricalo 0.0315 0.0485 0.0279 0.032 0.0262 0.0211 0.0191 0.012
Riroearr  0.0311 0.0483 0.0277 0.0319 0.0264 0.0212 0.0189 0.012
EKLZC,,[, 0.0313 0.0484 0.0278 0.0319 0.0265 0.0212 0.019  0.012
EKLanlo 0.0313 0.0484 0.0278 0.0319 0.0265 0.0212 0.019  0.012
Rpeari 0.0304 0.0496 0.0295 0.0329 0.0272 0.0218 0.0198 0.0123
Rpeatr 0.0306 0.0497 0.0294 0.0329 0.0272 0.0218 0.0198 0.0124
EDMZO 0.0306 0.0497 0.0294 0.033 0.0272 0.0218 0.0198 0.0124




Tabla A2.6: RB and RE for several sample sizes of the estimators of R(0,95,0,5) . skswor from the 2016 SpaNisH
LIVING CONDITIONS SURVEY.

1/exp(0,5 + b1 /3)

RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Rur -0.4625 1 -0.4695 1 -0.4355 1 -0.4268 1
I?E,L)l 0.5605  2.9425 0.6607  3.5969 0.7903 4.6128 09173  5.4401
ﬁfa)[ 0.0305 0.2341 0.0106  0.1129 0.0129 0.1031 0.0115 0.0672
I?KLlwli 0.0221  0.1788 0.0101  0.1072 0.0113  0.0919 0.0109  0.0655
EKLlcalr 0.0223  0.1756 0.0109 0.1079 0.0114 0.0914 0.0114  0.0654
ﬁKlel(, 0.0229 0.1786 0.0108 0.1076 0.0114  0.0918 0.0114  0.0656
I?Kuwl,- 0.022 0.1786 0.0102 0.1075 0.0113  0.0919 0.0109  0.0655
I’i‘\Kchalr 0.0232  0.1788 0.0107  0.1075 0.0114  0.0919 0.0115  0.0656
R\KLZL'alo 0.0232  0.1788 0.0107 0.1075 0.0114  0.0919 0.0115 0.0656
Eszi 0.0247 0.1849 0.0124 0.1181 0.0142  0.0971 0.0109  0.0665
ﬁler 0.0258 0.1848 0.0129 0.1183 0.0142  0.0971 0.0115  0.0666
ﬁDmla 0.0258 0.1848 0.0129 0.1183 0.0142  0.0971 0.0115  0.0666
1/exp(0,25 + b1 /2)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Rur -0.0577 1 0.0351 1 0.1056 1 0.2102 1
EZL)I 0.6081 3.736 0.8029  4.5287 0.8816  4.7993 1.0674  5.0535
R}al 0.0235 0.208 0.0201  0.1103 0.0111  0.0791 0.0104 0.0421
Riricai  0.0195  0.1675 0.0211  0.1072 0.0103  0.0777 0.0093  0.0413
ﬁKlelr 0.0207  0.1683 0.0218 0.1076 0.0101  0.0759 0.0094 0.0413
ﬁKlel(, 0.0205 0.1679 0.0215 0.1072 0.0101 0.076 0.0094 0.0412
EK‘cha/i 0.0195 0.1674 0.0212  0.1073 0.0103  0.0776 0.0093 0.0413
EKchal,. 0.0204  0.168 0.0219 0.1074 0.0104 0.0776 0.0096 0.0414
EKLanlo 0.0204 0.168 0.0219 0.1074 0.0104 0.0776 0.0096 0.0414
EDCali 0.0205 0.1768 0.0224  0.1137 0.0131  0.0809 0.0104 0.043
I?ler 0.0217 0.1774 0.023 0.114 0.0131  0.0809 0.0107  0.0431
EDC“IO 0.0217 0.1774 0.023 0.114 0.0131  0.0809 0.0107  0.0431
1/exp(0,75 + b /8)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Rur -0.6162 1 -0.6236 1 -0.6225 1 -0.6319 1
I?wll 0.5322  2.6084 0.6176  2.8892 0.7233 3314 0.8914  4.2668
i?:ﬁal 0.027 0.2134 0.017 0.1204 0.0163  0.0954 0.0092  0.059
Riricai  0.0126  0.1638 0.0187 0.113 0.0109 0.0818 0.007 0.0576
ﬁ](L]culr 0.0138 0.1636 0.0189 0.113 0.0108 0.0812 0.0077  0.0576
EKlelo 0.014 0.1645 0.019 0.1131 0.011 0.0818 0.0077  0.0577
ﬁKLZCa” 0.0125 0.1635 0.0187 0.1129 0.011 0.0818 0.007 0.0576
EK‘chalr 0.014 0.1644 0.0191 0.1131 0.011 0.0818 0.0077  0.0577
ﬁKchalo 0.014 0.1644 0.0191 0.1131 0.011 0.0818 0.0077  0.0577
ﬁDmu 0.015 0.1697 0.0231  0.1266 0.0145 0.0886 0.0087 0.0594
I?DM[,. 0.0165 0.1701 0.0234  0.1267 0.0145 0.0886 0.0094 0.0595
I?leo 0.0165 0.1701 0.0234  0.1267 0.0145 0.0886 0.0094  0.0595
1/exp(0,125 + b /2)
RB RE RB RE RB RE RB RE
Estimator n =100 n=125 n =150 n =200
Rur 0.2315 1 0.3475 1 0.423 1 0.5538 1
Ecall 0.6754  2.5757 0.8457 2.5934 0.9563 2.7198 1.1544  2.8213
I?Eal 0.0171  0.1007 0.0112  0.0464 0.011 0.0319 0.0041 0.0181
EKLlcali 0.0125 0.0877 0.013 0.046 0.0109  0.0308 0.0025 0.0178
ﬁKlelr 0.0125 0.0871 0.0128 0.0458 0.0108  0.0305 0.0028 0.0178
I?KUWIU 0.0128 0.0872 0.013 0.0459 0.0111  0.0309 0.0028 0.0178
EKLanli 0.0125 0.0878 0.013 0.0459 0.011 0.0308 0.0025 0.0178
ﬁKumh 0.0133  0.0881 0.0131 0.046 0.011 0.0308 0.0028 0.0178
I?me,u 0.0133  0.0881 0.0131 0.046 0.011 0.0308 0.0028 0.0178
I?Dcali 0.0156  0.0983 0.0147  0.0477 0.0123  0.032 0.0029 0.0181
EDC“I, 0.0165 0.0985 0.0148 0.0477 0.0123  0.032 0.0032 0.0181
I?DM!H 0.0165 0.0985 0.0148 0.0477 0.0123  0.032 0.0032 0.0181
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The results show a large decrease in bias and MSE for all ratio percentiles considered, for both calibration
methods, and for the three versions of them based on linear, raking and logit response models, which shows
the robustness of the adjustment method. Although the simulation results show that there is no uniformly
better estimator than another among the proposed estimators (both with respect to bias and efficiency), the
Eg}l and 1’?\;22“1 , estimators are computationally simpler than the other alternatives which implies that they
are a suitable option for the estimation of measures for wage inequality based on percentiles ratios.

Kott & Liao (2015) say that there are reasons for preferring the use of two calibration-weighting steps
even when the sets of calibration variables used in both steps are the same or a subset of the calibration
variables in a single step. These reasons, together with the good performance of the two-step estimator shown

R

in the simulation study, suggest the choice of the estimator R ;.

We used parametric methods to model the lack of response but we could use machine learning techniques
as regression trees, spline regression, random forests etc. Other way to reduce the bias o is to combine
calibration technique with other techniques as the Propensity Score Adjustment Ferri-Garcia & Rueda

(2018). Further research should 318 focus on extensions of those methods for general parameter estimation.
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Abstract

New calibrated estimators of quantiles and poverty measures are proposed. These estimators
combine the incorporation of auxiliary information provided by auxiliary variables related to
the variable of interest by calibration techniques with the selection of optimal calibration points
under simple random sampling without replacement. The problem of selecting calibration points
that minimize the asymptotic variance of the quantile estimator is addressed. Once the problem
is solved, the definition of the new quantile estimator requires that the optimal estimator of the
distribution function on which it is based verifies the properties of the distribution function.
Through a theorem, the nondecreasing monotony property for the optimal estimator of the
distribution function is established and the corresponding optimal estimator can be defined.
This optimal quantile estimator is also used to define new estimators for poverty measures.
Simulation studies with real data from the Spanish living conditions survey compares the
performance of the new estimators against various methods proposed previously, where some
resampling techniques are used for the variance estimation. Based on the results of the simulation
study, the proposed estimators show a good performance and are a reasonable alternative to other

estimators.

1. Introduction

Quantile estimation is a issue of great interest because some measures and indicators depend on quan-
tiles in many fields of research such as health science (Tellez-Plaza et al. (2008)); anthropology (Bogin &
Sullivan (1986)) or economics (Decker et al. (2014)). More specifically, in the field of economics, studies
on the analysis of poverty and social exclusion have an increasing importance for governments and society
in general, since some poverty measures, like the proportion of people (or households) in poverty, are im-
portant measures of the country’s overall economic welfare. Many indicators used in the poverty studies are
based on quantiles, since they analyze variables with skewed distributions such as income, and in such cases
the median is more suitable location measure than the mean. Thus, one of the commonly used measures
in the poverty analysis is the poverty line that allows dividing the population into poor and nonpoor and
that, for example, Eurostat fixes as 60 % of the median of the equivalent net income. Additionally, poverty
studies incorporate the analysis of wage inequality and income distribution, whose measurement is often
based on percentile ratios, such as 50th/5th and 50th/25th (Dickens & Manning (2004)); 50th/10th (Nickell
(2004),Machin et al. (2003), Metcalf (2008), Burtless (1999)); 95th/50th (Machin et al. (2003), Burtless
(1999)) and 90th/10th; 95th/20th; and 80th/20th (Jones & Weinberg (2000)).



In official surveys of living conditions, in social surveys and in sample surveys in general, auxiliary
information is often available through additional variables related to the study variable. When auxiliary in-
formation is available, there are several alternative methods for incorporating it into the estimation phase and
obtaining more efficient estimators (Deville & Sédrndal (1992); Chen & Sitter (1999); Chambers & Dunstan
(1986)); Dorfman & Hall (1993)). These procedures have been applied to estimate the population mean
(Rueda et al. (2006); Rueda et al. (2009)), the distribution function (Chambers & Dunstan (1986); Dorfman
& Hall (1993); Singh et al. (2008); Mayor-Gallego et al. (2019)) quantiles (Harms & Duchesne (2006); Chen
& Wu (2002)) and poverty measures Morales et al. (2018). Particularly, in the case of estimation of quantiles,
the auxiliary information can be incorporated by means of indirect estimators. In this case, it is necessary to
have the equivalent quantile of the auxiliary variable for a given quantile of the study variable (Kuk & Mak
(1989); Rao et al. (1990)). Another possibility considers the incorporation of the auxiliary information to
obtain estimators of the distribution function and to obtain the estimation of the quantile through the inverse
function (Chambers & Dunstan (1986); Dorfman & Hall (1993)). This procedure requires that the estimator
of the distribution function fulfills the distribution function’s properties. Thus, based on this option, Rueda
et al. (2007b) obtained quantile estimators based on calibration framework described in Rueda et al. (2007a).
Similarly, also based on the same calibration framework, Martinez et al. (2011) developed post-stratified
quantile estimators. The main advantage of the framework proposed in Rueda et al. (2007a) is that the obtai-
ned estimators are genuine distribution functions! under some conditions. One drawback of these estimators,
is that their efficiency depends on the selection of some calibration points #;. Recenlty, under simple random
sampling, the problem of optimal selection points in order to obtain the best estimation is treated in Martinez
et al. (2011)-Martinez et al. (2017). Unfortunately, the quantile estimation through the estimation of the
distribution function needs the estimation for all value 7 and the optimal selection of auxiliary points depends
on the point ¢ in which we want to estimate the distribution function. This implies that the distribution
function estimators based on optimal choice, in general, are not monotonous non-decreasing and may take

values beyond the range [0, 1].

In this work, we will adapt and employ the optimal selection proposals in Martinez et al. (2017) in the
estimation of quantiles. We show that the problem of optimizing the variance of a quantile estimator is equi-
valent to the optimization of the variance of the distribution function estimator at one point. We demonstrate

that under certain conditions, the estimators obtained through the optimal selection proposed in Martinez

1For an estimator £ (r) of F(t) to be a genuine distribution function it should be monotonic increasing and such that £ (—co) = 0
and F'(+00) = 1



et al. (2017) meet the distribution function properties and can be directly used in the quantile estimation. Due
to the complexity of the quantile estimation and the optimal selection for calibration estimators, a practical
mathematical expression for the variances of the quantile estimator could not be established. Thus, some
resampling techniques will be employed to obtain variance estimation of the quantile estimators proposed.
Finally, in this work we will define new percentile ratio estimators that can be applied in the estimation of

poverty measures.

The remainder of the article is organized in four sections. After introducing the problem of quantile
estimation in Section 2, in Section 3, new calibration quantiles estimators are proposed based on optimal
selection points for the estimation of distribution function. In Section 4, we propose the use of resampling
techniques for the variance estimation of the quantile estimators proposed in Section 4. The application of
the optimal quantile estimators in poverty measures estimation is done in Section 5. Section 6 includes two
simulation studies based on real survey data obtained from the Spanish living conditions survey in order
to analyse the performance of quantile estimators and poverty measure estimators proposed in this work.

Finally, Section 7 presents the concluding remarks.

2. Estimation of the distribution function and quantiles in survey sampling

Consider a finite population U = {1,..., N} with N different units where a sampling design p(-) is
defined with first and second-order inclusion probabilities 7 > 0 and 7x; > 0 k,/ € U. A random sample
s ={1,2,...,n} of fixed size n is selected according to the sampling design p(-) and dj = n,;l denotes the
sampling design-basic weight for unit k € U which is known. We denote by y; the study variable and by
Xk a vector of auxiliary variables at unit k. The values x; are assumed to be known for all population units
but the value yy is assumed to be known only if the sample s includes the kth unit. The distribution function

F, (1) of the study variable y is given by

1
Fy(t) =~ > A=) (3.1)
keU
where
1 sit>yg
At —yi) =

0 sit<yg.



Based on F)(#), the finite population @-quantile of y is defined as minimum value of ¢ for which at least

100 - @ % of the y’s values are less than or equal to that value, that is

Oy (@) = inf{t: Fy(t) > a} = F; ' (a).

A general procedure to obtain an indirect estimator for Q, (a) is based on the incorporation of auxiliary
information in the estimation of F,(¢) to obtain an estimator fy(t) that fulfills the distribution function’s
properties, that is, F. y(t) is a genuine distribution function. Under this assumption, the quantile Q (@) can

be estimated by taking the inverse of fy (¢) in the following way:
Oy(a) =inf{t : Fy(1) > a} = F; ' (a).
The usual estimator of the distribution function F) (¢) is the Horvitz-Thompson estimator given by:

Frnr() = IR (32)
The estimator fy gt (1) is unbiased and under simple random sampling, it verifies the distribution function
properties, but generally it is not a genuine distribution function and does not use the auxiliary information
provided by the vector x.

Recently, to incorporate the auxiliary information in the estimation of Fy(¢), some authors ((Harms &
Duchesne (2006), Rueda et al. (2007a), Rueda et al. (2007b), Singh et al. (2008) and Arcos et al. (2017))) have
used the calibration method in the estimation of the distribution function and quantiles. Specifically,Rueda
et al. (2007a) modified the estimator fyyr(t) by the calibration method. To do so, they considered a

pseudo-variable g = E’ xi for k =1,2,...N, where
R -1
B= ( > dkxkxk) . dixey (3.3)
kes kes

and they replaced the basic weights dy by new calibrated weights w; by means of the minimization of the

chi-square distance measure

—d)?
o=y (“”;—") (3.4)
kes kqk
subject to the calibration equations
1 .
NZka(tj—gk):Fg(tj) j=1,2,...,P (3.5)

kes



where gy are known positive constants unrelated to dy, F,(¢;) denotes the finite distribution function of the
pseudo-variable g evaluated at the points z; j =1,2,..., P and it is assumed, with no loss in generality,
thatt; <t <...tp.

The resulting estimator (Rueda et al. (2007a)) is given by
Fyet) = Frur(n) + (Fe(ty) - Fonr(ty)) - D(tg) (3.6)
where Fg ur (tg) is the Horvitz-Thompson estimator of Fg(ts) evaluated at ty = (71, .., tp) and

D(ty) = 77" ) diqiAty — ge) At = yi)

kes

assuming that the matrix 7', given by

D dkqiA(tg — g Aty — gx)’

kes

is nonsingular.
Under some conditions (Rueda et al. (2007a)) the estimator fyc(t) is a genuine distribution function and

based on this framework, Rueda et al. (2007b) developed a new estimator for quantiles Q ().

3. Optimal quantile estimators based on calibration estimation

In this section we will consider the search for quantile calibration estimators that are optimal in the sense

of least error.

3.1. The optimization problem

A quantile estimator Qy (@) can be expressed asymptotically as a linear function of the estimated
distribution function evaluated at the quantile Q,(a) by the Bahadur representation (see Chambers &
Dunstan (1986)):

~ 1 —~
Oy = > (a~F(Qy(0) +0(n'?), 3.7
Y fy(Qy (a)) M
where f,(-) denotes the derivative of the limiting value of F)(-) as N — oo. This linear approximation

previously used by Kuk & Mak (1989) and Arcos et al. (2007) helps to study the asymptotic properties of

the estimator. Using this approximation we can express the asymptotic variance of Q y(a) as



Vasym(Qy (@) = V(Fy(Qy(@)))

1 2
(@)
then the problem of minimizing the variance of the quantile’s estimator Q. (@) is the same as minimizing the
variance of the estimator of the distribution function F, v(Qy(@)) on which it is based. Since the value Q (@)
is unknown, it is not possible to obtain the optimal points for the estimation of fyC(Qy(a/)) following the
approach developed in Martinez et al. (2017). Consequently, for the optimal estimate of Q, (@), we consider
the optimal estimation of Fy(¢) for each point 7.

Following Rueda et al. (2007a), the asymptotic variance of F. ye (1) is given by:

AV )= 5 > 3 Mk B (@E) (3.8)
keUleU

where Ei = A(t — yi) — A(tg — gx) - D(tg), with

-1
D(ty) = | > qid(ty - gi)A(ty - gk>') : ( D Aty - g)A( = yi) |.

keU keU

Thus, the selection of the auxiliary vector ty changes the precision of the calibration estimator Q y(@).

Following Martinez et al. (2015), under simple random sampling without replacement, the minimization

of asymptotic variance (4.8) is equivalent to the minimization of the function:

P (Ki(yj) - Ki(y;-1)

2
Qi(y1,.-..vp) =2NFy(1) - Ki (yp) - - (Ki(yp)
’ e JZI Felr) = Fory 07
with K, (7) = > Ay = ge)A(t = yi).
keU
Under simple random sampling without replacement, the function Q,(y1,...,yp) has its minimum at a

vector tp = (¥s1,...,¥:p) Withy;; € A, UB,;, j=1,..., P where
A ={gr k €Uy <t} ={a},ay,...,ay, } with aj <aj,, for h=1,... .M ~1 3.9
where M, is the number of elements in the set A; and

B, = {b'.b,..... b}



with
b} = mixjcy, {g1} where Uy ={leU:g <al}

b, = mixey,{g1} whereUp={leU:a), <g<a,} h=23,...,M

and ) < b  forh=1,....,M; - 1.
Under simple random sampling without replacement Martinez et al. (2017) found that the auxiliary
vector tg has optimal dimension P = 2m, when bﬁ exists and for all j = 2,...,my, b; * a;._] and the

optimal vector is given by

topr(?) = (bt’atp""bin,’a?\/[,)- (3.10)

In the case that for some values ji, ji,...ji, € {l,...,m}; aj.l_l = b’ with p; <myand j # jgifh#q

the optimal dimension is given by P = 2m; — p, and the optimal auxiliary vector top is:

tor(r) = (b}.a. by ab. ... bY " _\.a' b b bl e by dhy). (B

t t t t
j F RS R T Ey A Ly A

Generally, the optimal vector topr(?) is unknown. Moreover, if its value is known, it can produce some
problems when it is used with the data of a particular sample s (it can produce incompatible calibration
restrictions in (4.6)). Thus, in a similar way to the previous cases, we consider a estimated vector fop(t)

based on the set A; and Bj; defined as:
Ase ={gr ik €siyr <t} ={al,a5,...,ap, }

with a;l < a;m forh=1,...,m; — 1 and By, is defined, based on the sample s, in a similar way that B;.

Then we define the calibration estimator for the distribution function estimator:

Fyo(t) = Fyur(r) + (Fg(fop) - FGHT(?OP)), - D(top) (3.12)

where _
Z drgrA(top — g1)A(t — yi)

kes

D(top) = —
Z drqrA(top — gx)

kes
Since the optimal vector fop depends on ¢, the estimator fyo (1) considers different calibration equations
for each value of 7. Consequently, the conditions developed in Rueda et al. (2007a) for fyc (¢) in general do

not guarantee that Fyo(t) is a genuine distribution function. In the next subsection we will see that Fro(t)



meets the conditions of a true distribution function.

3.2. Defining the optimal quantile estimator.

In order to define the optimal quantile estimator, we must first demonstrate that the estimator fyo (t)isa
genuine distribution function and a key property is nondecreasing monotony property. We consider the usual
weights gx = 1 (the uniform weighting is likely to dominate in applications Deville & Sarndal (1992)). The
following theorem establish the nondecreasing monotony property for Fro (1).

Theorem. The calibration estimator fyo(l) is monotone nondecreasing.

Proof:

If we consider values ¢ < z with y|;; <t < z < y[i41] , and we denote by By; = B it is clear that

Sy[[]7
Ast = Az = Ay and By = By; = By;.

Consequently, top(?) = top(z) = top(y[i]) and calibration weights wy in (4.6) are obtained with the same
auxiliary vector for ¢ and z and following (Rueda et al. (2007a)), since g = 1 for all k € s, we have

Fyo() < Fyo(2).

Now, we consider the case where t < z with y[;) <t < ypyand yjip) < 2 < ypweppi=1,...,01=2.

For y(;; <t < y[i + 1], we have:
ASZ-:{a’i,...,afni} ) Bsiz{bi,...,bini}.

We denote by Ry; = {J : b; = a;_l} and Ry; = {j : b; # a;_l}. Itis clear that {1,...,m;} = Rs; U Ry;.
Now, if we assume that Ry; = 0, then the optimal vector topr(7) is given by the sample-based version of

(4.12) and following (Rueda et al. (2007a)), the calibration estimator fyo () is given by:

2m;

Fro(t) = Fyur(+ ), (Fe(t)) = Fonr(t)) - Aitry) (3.13)
j=1

with . )
D diAal = g A = yi) = ) dkA = g A = yi)

kes kes

N(FGHT(aE') - FGHT(bz'))

Ai(a;) =

D dkAbh = gi)A( = yi) = D diAlal - g Al = yi)

kes kes

N(FGHT(b§-+1) - fGHT(az'))




(ki(a) — k(b)) (ki(ah) = ki(a’_))) ,
—= — — — = — - — —: j=1,...,m; (3.14)
N(Fgur(a}) = Fgur(b}))  N(Fgur(a}) — Four(b'))

D dAD, - @A = yi) = D dkAd_y — gi)A( = yi)

A(bl) _ kes kes
! N(FGHT(b;) - FGHT(a;_l))

D diA(d] = g)A = yi) = Y diA(b = g1)A = i)

kes

kes .
- = N = . =—Ai(a"); jZ 1,...,mi (315)
N(Fgur(a}) - Fur(b))) !

since it’s easy to see that E,-(a;._l) = E(b;) (75 is defined similarly to K but based on sample s) and where
E(af)) =0 and E,-(bﬁniﬂ) = Ei(afm) as we consider a, < min{gy : k € U} and by,+1 > g
By replacing the values Ai(a;) and Ai(b;) in the equation (3.13), it could be easily seen how the estimator

Fyo (1) for y(;] <t < y[i+1] takes the following expression:

wi (Fgab) = Fg(b1)) - (kiah) = kial_)))

FYO(T) = Z

— - — - (3.16)
= N - (FGHT(alj) - FGHT(blj))

Now, if we suppose that Ry; = 0, then the optimal vector topr(r) = (a},d, ..., al, ) and Fyo(t) take the

following expression:

Fyo(t) = Fyur(1) + Z (Fg(a;) - fGHT(a;_l)) - Ai(ah) (3.17)
=

where for j =1,...,m; — 1

. (ki(at) = Ki(a’,_,)) (ki(at,)) = ki(ah))
Ai(d}) = — — - — — (3.18)
N(Fgur(a}) - Fgur(a;_,)) N(Fgur(a},,) - Four(a}))

From (3.17) and (3.18), the calibration estimator fyo(t) for yj;; <1 < y[is1)is:

o, (Fga)) = Fe(al_))) - (ki(a)) = kilai_))

Fyo(1) = — — : (3.19)
JZ:; N - (FGHT(alj) - FGHT(a;-_l))
Finally, we consider the case where Ry; # 0 and Ry; # 0.
Be Ry = {j1,...Jp; }, forall j, € Rs; we have:
. (ki(al,) = ki(a', )
Ai(a}) = : (3.20)

N(FGHT(a;h) - FGHT(a;h_l))



For j € Ry and j # j, — 1 for all j, € Ry, Al-(a;) and A,-(b;) are given by (3.14) and (3.15) while for
j=jn—1with j € Ry, Ai(aj.) and Ai(b;) are given by (3.18) and (3.15).
Thus, in this case, the estimator fyo(l) for y[;; <1 < y[i+1) is given by:
iy _ J Ak (db) — E(at
Fro= 3 (Fy(a) = Fy(at, ) - (Rita) ~ Rata )

jeRy: N - (Fgur(a’) - fGHT(a;_l))

(F(al) = Fo(0)) - (ki(a') - Ki(a' )
JjER; N - (fGHT(a;) - fGHT(b;)) ’

(3.21)

Now, for y(;+1] £ z < y[i+2], we consider the sets Ag(;41) and By(j41).

AS(i+1) = {ali+17 .. ai+1 , BS(i+l) = {b?’l, P bi+1

T My > T My

and we define similarly the sets R (;4+1) and RS(M).

Let be Ag; = Ag(i+1), then we have By; = By(i41) and top(?) = top(2) :Top(y[i]). As in the previous case,
we have Fyo (r) < fyo(z) because for both values ¢ and z the weights wy in (4.6) are obtained with the
same auxiliary vector.

If we assume that Ag; # Ag(i+1), because Ay; C Ag(;41) then exist a set
Hs,'={l’h th= 1,...,mi} - {]J= 1,...m,~+1}

such that

a’i =a*. . oal =qait! (3.22)

rn oo m; my

: i+1 i+1
withr| <ry <--- <ry, and A,y S Ay forall h € {1,...,m;}.

We denote by Hj; the following set
I:Isi = {] . _] = 1,...,mi+1}—HS,-.

On the other hand, since a%}il) < ai‘:l]_l forallh=1,...,m;

. [ . i+l i+1

. i+l i+1 . i+l i+1
{exray,_, <g <a,_1}U{gk:a, | <gr<a,



and therefore forall » € {1,...,m;}
bl =mix{gy :a)_, < gk <aj}=mix{gx : a”l | <8k < a”l} b”l. (3.23)
By (3.22) and (3.23), then we have
ki(aithy = ki(a) 5 ki(alt! ) =ki(a_y) = ki(b}) = ki(bi"). (3.24)

T(h-1)

Now, we define I', as:

T = (ki (@) = ki (@) = (ki (@it = ki(alt) ) (3.25)
where
Kivi(alfh) = > diA@l! = gi) Ay = yi) =
kes
(alth) + Z diA(al! = g 111 (Vi)
kes
with

0 if yx # y[i

Iy (i) = . l
1 ify, = Y[i-

We denote by Gi+1(2) = Yiey diA(z = g1 1ir1) (V). Thus kivi (ait!) = ki(al!) + Giar (alh).

Similarly
kivi(ait! ) = kit (b1 = ki (D) + Gina (b)) = i(al) ) + Gt (BIE1).
Since b1 < al*! forall h € {1,...,m;}
T = (kisi (aff!) = kia (@) = (ki(alth) = ki(alt)! ) = Gra (@) = Gin (b)) 2 0. (3.26)
Based on the sets Ry;, Ryi, Ry(i+1) and Ry(;.1) we consider several cases:

Case 1) Ry; = 0.



In this case, if we assume and Ry ;1) # 0 and RS(M) #0,theset{j:j=1,...,mi} is given by:

{:j=1...,mn}=CLUCUCUCy=

= (Ry(i+1) N Hyi) U (Ry(i+1) N Hyi) U (Ry(i+1) N Hyi) U (R (i) N Hyi).

Forh=1,...,m; withr, € C| = Rs(i+]) N Hg;

1+1 i+1 i i _ i+l
r/l—l - b bh # ah—l - ar(h_1)

while for h =1,...,m; withry, € C3 = s(l+1) N Hy;

i+1

l+1 i+1 i
# b, =bj, #ah 1= Argy

rhl

By (3.16); (3.27) and (3.28), fyo (1) is given by:

& (Felay) = Fe(b))) (ki) —kilaj_)

Fyo(t) =
rolt =l (FGHT(ah) _FGHT(bh)) N
~ i (Fg(alr!) - F (a’,zll)) (k; (alth) - k; (G’J,},U))Jr
po N - (Fgur(aif!) = Four(al*' )

i (F (a”'l _F (bz+1 ) (k (a”'l Ei(af::hl,l)))
ol N - (Fgur(ait") - Four(bih)

rpeCs

From (3.21), Fyo(z) takes the following expression:

fYO(Z) = Z

N - (Four(ait") - FGHT(alrzl_l))

rneCy
Z (F, (a;:‘)—F (b)) - (ki1 (@) = K (at o)) WD)
+ (2
el - (Four(ai") = Four(biz"))

where Wy (z) = Vi(z) + T5(z) and

AOEDY

JjeC

(F (a1+1) F (az+1 )) ( l+1(al+1) _ l+1(al+1 ))
>0

N - (Four(ait!) - FGHT(a’+l )

(F (alH)_F (aHl )) ( i+l(aizl)_7€i+l(aizl_]))+

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)



T,(z2) = Z (Fg(a;fl)_Fg(b?l)) ( l+1(al+1)_ 1+1(al+1 )) .

jecy N - (Fgur(a'*') = Fgur (b))

Consequently, from (3.30) and (3.29), we have

(F (az+1) —F (ai+1 )) Ty,

rp—1

Fro(2) - Fro(t) =Ws(2) + Y.

N - (Four(aifh) - FGHT(ﬁl’+1 D)

(Fg(alth) = Fo(bi*h) - Ty,
rh;, N - (Four(ay") - Four(biyh))
On the other hand, if we suppose that Ry ;1) = 0, then C; = C; = 0. Forall h € {1,...,m;}, we have (3.28)
and fyo(t) is given by (3.29) with the sum in C} null. From (3.16), fyo(z) is given by (3.30) with V(z) =0
and the summation based on the set C; null. Similarly, we can see that Fro(z) = Fyo(1) > 0.
Identically, it can be shown that fyo(z) - Fyo(t) > 0 in the case that Ry(;+1) = 0. From (3.19) (3.27) and
because the sets C3 and Cy4 are empty, Fyo (¢) and fyo(z) are given by (3.29) and(3.30) respectively, with

the summations based on null C3 and T (z) = 0
Case2) Ry; # 0 and R,; # 0

Forh=1,...,m; with h € R;,

i+1

1 i+1
b Y(h-1)

i+ . _ i _ i _
ah—a ; h—bh—ah_l—a

H i+1 i+1 z+1 . £ |

since a,, < a, | < < by = Ay, WE have
l+1 bl+1 bi _ ai _ ai+1 (3 31)
rh 1= "rp h— %h-1"7" T(h-1) .

and consequently, for h = 1,...,m; with h € Ry;; rp € Rg(i41) N Hg; = Cy and the set Ry (;41) # 0. Because
in this case Ry (;+1) # 0 if we assume that RS(M) # (, then as in Case 1) with Ry(;41) # 0 and RS(M) +0,
the value fyo(z) is given by (3.30).

Additionally, for h = 1, ..., m; with h € Ry, itis clear that r,, € C; UCj3. For h € Ry; with r;, € C; condition

(3.27) is verified while for & € Ry; with r;, € C3; condition (3.28) is satisfied.



From (3.21); (3.31); (3.27) and (3.28); the value Fyo(l) takes the following expression:

Th n Y(h-1)

(Fg(ai+l) - F, (ai+1 )) . (E-(a“'l) —E,-(a“'l ))+

Fyo(t) = Z

HeRy: N - (Feur(aif') - FGHT(“Z-I_I))

F (a’“) —F (az+1 )) (k (a”'l) _E_(aiﬂ ))

rn—1 T(h-1)

!
heR N - (Four(ait") - FGHT(axl_l))
rpeCy

F (a”l) F (bz+1 ) (k (az+1 E_(aiﬂ ))

Y(h-1
! )

heRu N - (Four(a") - Four(bih))
rhEC3

m; F (az+1 - F, (a1+1 ) (k (az+1 ']gi(aiﬂ ))

rp—1 T(h-1
+ Z h (h—1)

(Four(aithy — Four(ai*')))
rhecl

rp—1

i F(al“)—F(b’“) (ki(aith) = ki(a*! )
+
FGHT(G’+1) FGHT(le)

rn €C3

(3.32)

As in the Case 1) with R(;41) # 0 and Ry(i41) # 0, the value Fyo(2) - Fyo(1) > 0.

If we assume that RS(H 1y = 0, the sets C3 and Cy4 are empty. For h € R;, then rj, € C; and condition (3.27)
is satisfied. From (3.19) and (3.27) it is easy to see that fyo (z) is given by (3.30) with the sum based on null
C;andTs(z) =0

Similarly, because C3 = 0; and the conditions(3.31) and (3.27) are satisfied, by (3.21) the value I?yo(t) is

given by (3.32) with the sum based on null C3 . Thus, it is clear that Fyo(2) = Fyo(t) = 0.
Case3)R,;; =0

In this case, in a similar way that in the previous case, for all 4 = 1, ..., my; the condition (3.31) is satisfied
and consequently r;, € C; and C3 = 0.
By (3.31) and (3.19), we have:

_ 2 (Fglalt!) = Fg(a*!)) - (ki(aith) - ki(al! )

Fyo(t) = Z :

= N - (Four(aif') - FGHT(alr::l_l))

rheC1

If we assume that R ;1) # 0, the value Fyo (z) is given by (3.30) with the sum based on null C3 while if we



assume that R ;1) = 0 the value Fyo(z) is given by (3.30) with the sum based on null C3 and T (z) = 0. In

any case, Fyo(z) — Fyo(t) > 0.

Definitely, in all cases, fyo(z) - fyo(f) > 0 if we consider t < z with y|;; <t < y[ip1)and y[ip) £ 2 <

yiwpi=1,...,1=-2.

IA

Fort < zwithyp;) <t <yppyand ypg) <z <ygapi=1,...,[-2andg=3,...,[ withg >i+1,by

the previous cases, it is clear that:

Fyo(t) < Fyo(yjis1) < Fro(isa)) < -+ < Fro(iq)) < Fro(2)

and the nondecreasing monotony of fyo () is proved.

Note
The estimator Fyo () does not satisfy, in general, the condition 1im Fyo(t) = 1, but this condition is not
t—+00

strictly necessary as long as the following condition is satisfied
méx{fyo(yi) ties)>a. (3.33)
Thus, we can define the following quantile estimator:

Ovol(a) = inf{t: Fyo(r) > a} = Fy b (a). (3.34)

4. Variance estimation with resampling method

In this section we employ resampling techniques for the variance estimation of the quantile estimators
proposed in Section 3 and the development of confidence intervals for quantiles associated with the cali-
bration estimators proposed, because it is possible that a mathematic expression for their variance could be
not establish due to the complexity of the estimators proposed (they are not linear functions of the data).
More specifically, from a practical viewpoint we have considered the use of bootstrap techniques by their

applicability in many cases and under different conditions.

Initially, the bootstrap method was developed by Efron (1979) under assumptions of an infinity population



with unknown distribution and the data is independently and identically distributed. Due to the popularity of
this technique, the classical framework has been adjusted for survey sampling and incorporate the sampling
design in several studies (Gross (1980), Booth et al. (1994), Chao & Lo (1994), Bickel & Freedman (1984),
Chao & Lo (1994), Antal & Tillé (2011) and Antal & Tillé (2014)). Thus, Gross (1980), Booth et al. (1994)
and Bickel & Freedman (1984) developed bootstrap methods where artificial populations are created from
the sample by repeating its units and bootstrap samples are selected with the original sampling design from
the artificial population. On the other hand, Antal & Tillé (2011) and Antal & Tillé (2014) consider direct
bootstrap techniques where the bootstrap samples are obtained by units directly selected from the original
sample under a completely different sampling scheme from the one which generated the original sample. In
this study, we consider the frameworks proposed in Booth et al. (1994), Antal & Tillé (2011) and Antal &
Tillé (2014).

Given a generic quantile estimator Qy (@), following Booth et al. (1994), if N =n-c+a with0 < a <n,
the artificial population is obtained by repeating ¢ times the initial sample s and selecting by simple random
sampling without replacement an additional sample of size a from the original sample s. The artificial
population Up is formed with this sample and the c¢ replicates of s. Thus, let Ué with j=1,...,M be M
independent artificial populations obtained from s, for each pseudo population U{; we select K bootstrap
samples s{ s s;( with sample size n. Next, following (Chauvet (2007)), we compute the bootstrap estimates

Q; (a/)i with the sample s{l for the population Ué and we consider:

—~

1 S o A
Vi= o ;Qy(a); - 03 ())? (335)
where
S i
0y(@) = 2 > O} (@)
h=1

Now, the variance estimation for the estimator Q y(a) is given by:

M
V(0y(a)) = Z V. (3.36)
Recently, Antal & Tillé (2011) and Antal & Tillé (2014) have proposed direct boostrap methods where it
is not necessary to obtain an artificial population, since the boostrap samples are obtained from the original
sample by means of a sampling design different from the original sampling design considered. Thus, when

the original sample s is obtained with simple random sampling without replacement, Antal & Tillé (2011)



has proposed a mixture sampling design where two samples are selected from s, one obtained by simple
random sampling without replacement and the other sample obtained with one-one sampling design (a
sampling design defined by the authors for resampling). Similarly, when s is obtained by simple random
sampling without replacement, Antal & Tillé (2014) has proposed a mixture sampling scheme where the first
sample is obtained with Bernoulli design while the second one is obtained with another sampling designed
for resampling called double half sampling design by the authors. For more details on the two direct boostrap
methods included in this study, see Antal & Tillé (2011) and Antal & Tillé (2014).

In both frameworks, given a generic quantile estimator Qy (@), for the original sample s, we select M
bootstrap samples s7, . .., 53, according to the sampling schemes of Antal & Tillé (2011) and Antal & Tillé

M

(2014) respectively. The variance bootstrap estimation for the estimator Qy (@) is given by:

- 1o

V(Qy(@) = - > (0y(@); = 0y(a)')’ (3.37)

j=1
where Q y (oz)j. is the bootstrap estimator computed on the bootstrap sample s; and
1A
0y(@)" =~ > 0y(a);.
j=1

Finally, for a quantile estimator Qy () with a variance estimation V(éy(a)) obtained with a bootstrap
method, we consider the 1 — a level confidence interval based on the approximation by a standard normal

distribution:

0y(@) = Z1—aj2 - V(Qy (@), 0y (@) + 21—aj2 - V(Qy(a)) (3.38)

where z, denotes the @ quantile of the standard normal distribution. For the three proposed bootstrap methods

included in this study, we can obtain with this procedure the respective confident interval.

5. Application of the optimal quantile estimators in poverty measures esti-

mation

For governments it is of high interest the estimation of poverty and wage inequality. Inequality and
life condition indicators and many social indicators related to the measurement of poverty are based upon
quantiles. Among the poverty measures commonly used by institutions in their reports on poverty, we can
find the poverty line and the Head Count Index. For instance, Eurostat establishes poverty line as 60 percent

of the median of the equivalized net income. Thus, the poverty line is defined as a threshold that divides



the population into poor and nonpoor that depends on the median value. The Head Count Index (HCI) can
be calculated as the proportion of persons (or households) with an equivalised disposable income below
the poverty line. On the other hand, some measures for wage inequality employed in several studies are
based on percentiles ratios like 50th/5th and 50th/25th (Dickens & Manning (2004)); 50th/10th (Nickell
(2004),Machin et al. (2003), Metcalf (2008), Burtless (1999)); 95th/50th (Machin et al. (2003), Burtless
(1999)) and 90th/10th; 95th/20th; and 80th/20th (Jones & Weinberg (2000)). In this study, we focus on the

estimation of the poverty measures based on percentile ratios.

Thus, for a finite population U = {1,..., N} with distribution function F) (¢) given by (4.1), the percentile

ratio R(a, ay) is defined as follows:

Oy(ay) _ Fy'(ar)
Oy(@)  Fy'(a)

R(ay,an) =

and evidently, it can be estimated with the quantile estimator Qyo () as follow:

Oyo(ar)

Oyi(@)

ﬁyo (1, 2) =

Obviously, the variance estimation of a percentile ratio estimator present similar drawbacks to the esti-
mation of variance for quantile estimator and consequently, we can compute the estimation of variance
for Ryo (a1, az) and confidence intervals for §y0 (a1, @y) with the resampling techniques described in the

previous section.

6. Simulation study

This section provides numerical comparisons for some poverty measure estimators proposed in Sections 3
and 5. In two simulation studies the proposed estimators are compared with the corresponding poverty measu-
res estimators derived from previous estimators of the distribution function: the Horvitz-Thompson estimator
fYHT(t), the difference estimator I?YD (t) (see Rao et al. (1990)), the ratio estimator fYR(t) (see Rao et al.
(1990)), the Chambers—Dunstan estimator ch p (1) (see Chambers & Dunstan (1986)) and the Rao,Kovar
and Mantel estimator (see Rao et al. (1990)) fy rK M (7). Additionally, we have included the quantile estima-
tor and the estimator of poverty measures derived from the calibrated estimator F, ye (1) of the distribution
function proposed in Rueda et al. (2007a), with auxiliary vector tg = (Q4(0,25), Q4(0,5), Q¢ (0,75)) and we
denoted by nyU AR () the corresponding calibration estimator. Some of these estimators F, y(t) included in

the simulation study are not monotonically nondecreasing functions; for these estimators we have considered



a general procedure described in Rao et al. (1990) to obtain a monotonous nondecreasing version of the
estimator Fy (7).

For both simulation studies, the estimation of the variance provided by the bootstrap methods included in
Section 4 is also analyzed. All simulations included in this section have been developed with new code
programmed in R.

In the first study we consider real data from the region of Cantabria of the 2008 Spanish living conditions
survey carried out by the Instituto Nacional de Estadistica (INE) of Spain. The survey data collected are
considered as a population with size N = 377 and samples are selected from it. In this study we obtain
estimation of the poverty threshold L, where L is calculated following the criteria recommended by Eurostat,
that is, the threshold L is set at 60 % of the median of the equivalised net income (the study variable).
We considered the attribute “Home with own computer” as the auxiliary variable. We selected W = 1000
samples with several sample sizes, n, under SRSWOR and for each estimator included in the simulation
study, we computed estimates of the poverty threshold L. The performance of each estimator is measured by

the relative bias (RB) and the relative efficiency (RE), given respectively by

- 1Y (L,-L
RB(L) = o ; (T) (3.39)
L4 2
> |F- 1]
RE(L) = WW=1 , (3.40)
> [(Ear), 2]
w=1

where w indexes the wth simulation run; L is a poverty threshold estimator and Ly is the poverty threshold

estimator based in the Horvitz-Thompson Fy g (t) estimator.

From every simulation sample, 1000 bootstrap samples were selected using the three bootstrap methods
considered in Section 4, for the variance estimation and confidence intervals. We computed the following
measures: the coverage probability (CP), the lower (L) and the upper (U) tail error rates of the 95 % con-
fidence intervals, in percentage and the average length (AL) of the confidence intervals for each estimator
and each bootstrap method, except for the Chambers-Dunstan estimator whose results are only obtained with
the Booth method, since this estimator needs the whole population for its calculation and the techniques
described do not obtain the whole artificial population. Results from this simulation study are presented in

Table A3.1 and Table A3.2.



Tabla A3.1: RB and RE for several sample sizes of the estimators compared. sRswor from the 2008 SPANISH LIVING
CONDITIONS SURVEY.

RB RE RB RE RB RE RB RE

Estimator n=50 n =60 n=70 n=2380

Lur -0.0159 1.0000 -0.0103  1.0000 -0.0144  1.0000 -0.0118  1.0000
ZCD 0.0452 1.2561 0.0408 1.1163 0.0332  1.0551 0.0324  1.0732
Ly -0.0038 0.9246 -0.0010 0.8975 -0.0056 0.8796 -0.0044 0.8873
L, -0.0069 1.7426 -0.0072  1.5946 -0.0057 1.4706 -0.00603  1.6292
Lrrm -0.0043  0.9456 -0.0014  0.8979 -0.0058 0.8942 -0.0041  0.8971
ZYQUAR -0.0159 1.0000 -0.0103  1.0000 -0.0144  1.0000 -0.0118  1.0000
Zyco -0.0039 0.9165 -0.0005 0.8974 -0.0056 0.8730 -0.0043  0.8849

The results derived from this simulation study gave values for RB within a reasonable range. The propo-
sed estimator significantly improve the results of the calibrated estimator ZYQU AR - With respect to efficiency,
the best estimator for all sample sizes is Zyco whereas the usual calibrated estimator have an efficiency

similar to L.

With respect to the variance estimation, all estimators provide high coverages, with values very close
to 99 % in the three resampling methods considered. For the resampling methods proposed in Booth et al.
(1994) and Antal & Tillé (2014), the proposed estimators present the best average length (AL) results for
some sample sizes, whereas with the method proposed in Antal & Tillé (2011), the proposed estimators

present the best results for all the sample sizes, with the exception of size n = 60.

For the second simulation study, we consider real data from the region of Andalusia of 2016 Spanish
living conditions survey carried out by the Instituto Nacional de Estadistica (INE) of Spain. The survey
data collected are considered as a population with size N = 1442 and samples are selected from it. The
study variable y is the equivalised net income and the auxiliary variables included are the attribute “Can
the home afford to go on vacation away from home, at least one week a year?”, the attribute “Home with
own computer” and the attribute “Home with own washing machine” as the auxiliary variables. Again, we
selected W = 1000 samples with several sample sizes,n = 75,n = 95, n = 115 and n = 135, under SRSWOR
and for each estimator included in the simulation study, we computed estimates of R(«a;, a;) for 95th/50th.

The performance of each estimator is measured by the values RB and RE, given by

(3.41)

w —
RB(R(a1.a2)) = - Z (Rle, o), — R )

R(ay,a2)

w=1
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M=

[(E(aq, a/z))w - R(ay, 0/2)]2

1

RE(R(a1,a2)) = , (3.42)

[(EHT(CY],Q'Z))W - R(al,a/z)]z

Mgﬁ

2
N

where R (a1, ) is a percentile ratio estimator and R, ur (a1, az) is the percentile ratio estimator based in the
Horvitz-Thompson I?YHT(I) estimator .

For the variance estimation and confidence intervals, we computed the coverage probability (CP), the lower
(L) and the upper (U) tail error rates of the 95 % confidence intervals, in percentage and the average length
(AL) of the confidence intervals for each percentile ratio estimator and each bootstrap method.

Concerning the variance estimation and confidence intervals, we used 1,000 bootstrap replications from each
initial sample with all bootstrap methods included in the study to compute CP, L, U and AL of the 95 %
confidence intervals for each percentile ratio considered. Result from this simulation study are presented in

Table A3.3 and Table A3.4.

Tabla A3.3: RB and RE for several sample sizes of the estimators compared. sRswor from the 2016 SPANISH LIVING
CONDITIONS SURVEY.

RB RE % RB RE RB RE RB RE
Estimator n=175 n=95 n=115 n=135
Rur 0.0392 1 0.0358 1 0.0285 1 0.0234 1
ECD -0.1224 1.0838 -0.1152  1.0771 -0.1219  1.3093 -0.125 1.4158
Ry 0.0407 1.0394 0.0353 1.0467 0.0269 1.0673 0.0223  1.0689
R, 0.0461 1.3042 0.0406 4.0376 0.018 4.4338 0.0161 3.2556
Rrxm 0.0333 1.0384 0.033 1.0475 0.0263 1.0325 0.0208 1.0266
I?YQUAR 0.0251  0.948 0.0208 0.9276 0.0183 0.9635 0.0143 0.9623
Eyco 0.0174  0.921 0.0157 0.8871 0.0164 0.9458 0.0126  0.9390

These tables show:

= The percentile ratio estimator based on the Chambers—Dunstan estimator has a serious problem of
bias. This is expected because the estimator ﬁyc p (1) is biased when the relation between y and x is

not linear. We found no evidence of any significant bias for the other estimators considered.

= In terms of efficiency the best overall performance is achieved by our proposed calibration estimator.

This estimator performs remarkably better than the other estimators.

= The three methods of estimating the variances provide intervals with coverage below the nominal
coverage. Although there is not much difference between the methods it seems that the first method

(Booth et al. (1994)) provides narrower intervals.
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To sum up, these simulation show how the use of the auxiliary information by the proposed estimators
can reduce the error of the usual direct and indirect estimators. Overall, the proposed estimators Lyco and
Ryco, appear to be good estimators.

It is also remarkable that the bootstrap method tends to overestimate the variance for the poverty threshold
L, whenever that bootstrap variance is smaller than the variance in the case of the 95th / 50th percentile
ratio. This is not surprising since the bootstrap technique for nonlinear parameters does not provide unbiased
estimators of the variances and rescaling may be necessary to achieve exact unbiasedness (Wolter, 2007). This
same problem appears in the results obtained in the simulations performed by Antal & Tillé (2011, 2014).
In these simulations the bootstrap variance estimators are also strongly biased when applied to quantiles and

poverty measures.

7. Conclusions

In this paper we investigate the optimum estimation of the quantiles in the sense of minimum variance.
We start from the calibration estimator proposed by Rueda et al. (2007b) and transform the problem of
minimizing the variance of this quantile estimator into a problem of minimizing the variance of the estimator
of the associated distribution function. Besides, we obtain an optimal estimator of the distribution function
Fro (1) that is a genuine function of distribution and therefore does not need the procedure to satisfy the
non-decreasing monotony as the Qd and Q riMm estimators. The simulation studies indicate that calibrated
estimators proposed in the present work are also a suitable option for the estimation of measures for wage
inequality based on percentiles ratios and poverty lines, but the simulation also shows that the bootstrap
estimators for the poverty measures does not provide unbiased estimators of the variances and rescaling may

be necessary to achieve exact unbiasedness.
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Abstract

The calibration method (Deville & Sdrndal, 1992) has been widely used to incorporate auxiliary
information in the estimation of various parameters. Specifically, Rueda et al. (2007a) adapted
this method to estimate the distribution function, although their proposal is computationally
simple, its efficiency depends on the selection of an auxiliary vector of points. This work deals
with the problem of selecting the calibration auxiliary vector that minimize the asymptotic
variance of the calibration estimator of distribution function. The optimal dimension of the
optimal auxiliary vector is reduced considerably with respect to previous studies(Martinez
et al., 2017) so that with a smaller set of points the minimum of the asymptotic variance can be

reached, which in turn allows to improve the efficiency of the estimates.

1. Introduction

In sample surveys, auxiliary population information is sometimes used in the estimation stage to increase
the precision of the estimators of a mean or total population. Previous literature has investigated the use of
auxiliary information to improve the estimation of a finite population mean, however, previous studies have
considered to a lesser extent the development of efficient methods to estimate the distribution function and
the finite population quantiles by incorporating the auxiliary information. The estimation of finite population
distribution function is an important issue because the distribution function can be more useful than means
and totals (Sedransk & Sedransk, 1979).Through the finite population distribution function, parameters such
as population quantiles can be obtained. More specifically, in economics, many indicators used in the poverty
analisys are based on quantiles, since they analyze variables with skewed distributions such as income, and
in such cases the median is a more suitable location measure than the mean. Moreover, poverty studies
incorporate the analysis of wage inequality and income distribution thorugh percentile ratios (Dickens &

Manning, 2004; Nickell, 2004; Machin et al., 2003).

In the last decade, the well-known calibration estimation method to estimate the population total (Deville
& Séarndal, 1992) has been employed to develop new estimators which incorporates the auxiliary information
available and it has become an important field of research in survey sampling (Rueda et al., 2007a; Estevao

& Sirndal, 2006; Singh, 2001; Devaud & Tillé, 2019; Rueda, 2019).

Previous works (Rueda et al., 2007a; Kovacevic, 1997; Harms & Duchesne, 2006) use different imple-

mentations of the calibration approach to obtain estimators of the distribution function and the quantiles.



Under a general superpopulation model Wu (2003) propose a model-calibrated estimators that is optimal
under a chosen model with respect to the anticipated variance. Although Wu (2003) considers a general
sampling design, its proposal does not produce an estimator with the properties of a genuine distribution
function unless the weight system is obtained by using a point ¢ for any ¢ value, which restricts the efficiency
of the estimator to a neighborhood of #y. Additionally, the proposal Wu (2003) requires the estimation of
certain superpopulation parameters that depend on the study variable, which may restrict its applicability
in some cases and also require additional conditions on the sampling design to maintain the asymptotic
behavior of the proposed estimator Chen & Wu (2002).

Nonparametric regression (Breidt et al., 2007; Rueda et al., 2007a)), is also used for model-calibration
estimation of the distribution function. Mayor-Gallego et al. (2019) propose a new estimator for the distri-
bution function that integrates ideas from model calibration and penalized calibration. The method Rueda
et al. (2007a) is computationally simple and it employs the calibration method by minimizing the chi-square
distance subject to calibration equations that require the use of arbitrarily fixed values. One drawback of these
estimators is that their efficiency depends on selected points. Under simple random sampling, the problem of
optimal selection points in order to obtain the best estimation has been treated in previous works (Martinez
etal., 2017, 2010, 2011, 2015). In fact, the work Martinez et al. (2017) obtained the optimal dimension and
the optimal auxiliary vector for the estimator of the distribution function proposed in the work Rueda et al.
(2007a) and although this proposal do not generate a unique weight system that is optimal for each point ¢, it
produces an estimator that is computationally simple and is a genuine distribution function that can be used
directly in the estimation of quantiles and poverty measures (Martinez et al., 2022).

In many situations, the optimal auxiliary vector has a very high dimension, which makes the calibration
process difficult and can also affect the efficiency of the estimator. Performing calibration with a high
dimensional auxiliary dataset can be several problems: the variance of the calibration estimator can be
increases and the optimisation procedure may fail. Nascimento Silva & Skinner (1997) showed that if too
many auxiliary variables are used, the bias of the calibrated estimator increases and can become nonnegligible
compared to the variance (over-calibration). Recently Chauvet & Goga (2022) theoretically prove that over-
calibration may deteriorate the efficiency of the estimates. Various procedures have been suggested for
variable selection. Nascimento Silva & Skinner (1997) computed the mean squared error (MSE) for all
possible subsets of quantitative auxiliary variables and then chose the one producing the smallest MSE.
Later, Chambers & Clark (2008) used forward and stepwise selection based on the difference between
the MSE of the prediction for two nested sets of variables. Alternatively, the least absolute shrinkage and
selection operator (LASSO) (McConville et al., 2017) might be considered for selecting the best subsets.

Once the best set of regressors has been selected, the calibration is performed on these variables alone.



Another approach to consider is that of penalised calibration (Guggemos & Tillé, 2010), which takes account
of auxiliary information by attaching more or less importance according to its presumed explanatory power
for the variable of interest. In a different way, Cardot et al. (2017) and Rota (2017) suggested applying
principal component analysis for quantitative auxiliary variables in order to achieve a strong dimension
reduction. These works are oriented to the estimation of linear parameters.

In this work, we intend to analyze whether it is possible to reduce the optimal dimension of the auxiliary
vector proposed in the previous work Martinez et al. (2017). The remainder of the article is organized
as follow. After introducing the problem of distribution function estimation in Section 2 with the method
proposed in research work Rueda et al. (2007a) and the optimal auxiliary vector proposed in the previous
work Martinez et al. (2017), in Section 3 we will analyze the conditions under which we can reduce the
dimension of the optimal auxiliary vector. Then, Section 4 proposes a new calibration estimator based on the
results of Section 3. Section 5 reports the results of an extensive simulation study run on a set of synthetic
and real finite populations in which the performance of the proposed class of estimators is investigated for

finite size samples. Section 6 provides some conclusions.

2. Calibration estimation of the distribution function and optimal auxiliary

vector

LetU = {l,..., N} a finite population composed of N different units and let s = {1,2,...,n} arandom
sample of size n selected using a specified sampling design p(-) with first and second-order inclusion
probabilities mx > 0 and mg; > 0 k,l € U respectively and dy = n;l denotes the sampling design-basic
weight for unit k € U. Let y be the study variable and x/k = (x1k, - - - , X7k ) be a vector of auxiliary variables
at unit k. We assume that value xy is available for all population units whereas the value yy is available only

for sample units. The distribution function F), (¢) for the study variable y is defined as follow:

1
Fy(t)= 5 D A=) 4.1)
keU
with
1 sit>yg
At = yi) =
0 sit<yg.

A design-based estimator of the distribution function Fy (¢) is the Horvitz—Thompson estimator, defined
by
—~ 1
Fyur(t) = 5 ) bt = yo). (4.2)

kes



The estimator Fy gr(t) is unbiased, but it does not incorporate the auxiliary information provided by the
auxiliary vector X.

Several authors (Rueda et al., 2007a; Harms & Duchesne, 2006; Singh et al., 2008; Arcos et al., 2017)
have incorporated the auxiliary information to obtain new estimators of F), (¢) through the calibration method

(Deville & Sarndal, 1992). The proposalRueda et al. (2007a) applies the calibration procedure from a pseudo-

variable
gk = (B) xg fork =1,2,..N (4.3)
-1
B= ( > dkxkx’k) . dixey (4.4)
kes kes

With the variable g, the basic weights dj are replaced by new calibrated weights wy through the minimization

of the chi-square distance measure

—d)?
2= Y (“”;Z—k) 4.5)
e kqk
subject to the calibration constrains
1 .
NZka(tj—gk)=Fg(tj) j=1,2,...,P (4.6)

kes

where Fy(t;) denotes the finite distribution function of the pseudo-variable g; evaluated at the points
ti, j=12,...,P. We assume, with no loss in generality, t; < t, < ...tp. The values g; are known
positive constants unrelated to d.

Following Rueda et al. (2007a), we assume that the matrix 7" given by:
T= deqidty - gi)Alty - g1’
kes

is nonsingular. With this calibration procedure, the calibration estimator obtained is:
Foe(t) = Fyur(t) + (Fy(tg) - Fonr(ty)) - D(ty) 4.7

where

D(tg) =T7"- > diqiA(ty — gi)A(r = Y1)

kes

and Fg HT (tg) is the Horvitz-Thompson estimator of Fy (tg) evaluated at tg = (71,. . ., tp).



The calibration estimator F, ye (t) has the following asymptotic variance (Rueda et al., 2007a):

AV (Fye(1) = % DD A(dkEQ) (diEy) (4.8)

keUleU

where Ex = A(t — yi) — A(tg — gx) - D(tg), with

keU keU

-1
D(ty) = | > qrd(ty - gi)A(ty - gk>') : ( D arA(ty — g)A - yi) | (4.9)

As a consequence, the behavior of the estimator F, ye(t) and its precision depends on the selection of the

vector tg.

Previous works Martinez et al. (2017, 2011, 2015) treated, under simple random sampling without
replacement and gx = c for all k € U, the optimal selection of the vector tg in order to minimize the
asymptotic variance (4.8). In fact, Martinez et al. (2017) established the optimal dimension of ty and its

optimal value, for a given value ¢, through the definition of the sets:
A ={gr:keU,y, <t} = {a’l,aé,...,aﬁm} with a} <aj,, for h=1,....M; -1 (4.10)
where M, is the number of elements in the set A; and
B,:{b’,bg,...,bjwz} 4.11)
with

b} = mixcy, {g1} whereU={leU:g <al}

bl =mixjey,{g1} whereUp,={leU:a}  <g <a)} h=23,....M

andbz<b2+1forh=1,...,Mt—1.

Thus, Martinez et al. (2017) established that the auxiliary vector t, has optimal dimension P = 2M; if

b, exists for h = 1,..., M, and the optimal value of t, is given by
topr(?) = (b}, aj, .. -vb5\4,’a§\/1t)- 4.12)

If there are some values ji, 5, .. .j;t e {1,...,M;}; such as b’jh does not exits for &7 = 1,2,... p; with

pt < M; and j, # jl if h # q, the optimal dimension is given by P = 2M, — p, and the optimal auxiliary



vector top iS:

.., b ! a’, b

_ t t t t t t
top(t) = (b}, a; ..., b aj _p.a b’ i1 @1, b s

’ ]l_l, jl’ ]]+1,- .-b?wr,azwt). (413)

In the next section, we will analyze if the minimum of the asymptotic variance can be reached with a
vector of less dimension and we will establish conditions under which the dimension of the optimal vector

topr(?), can be reduced under simple random sampling without replacement.

3. Dimension reduction of the optimal auxiliary vector

In this section, we will analyze the conditions under which the dimension of the optimal vector topr(?)
can be reduced, that is, we will analyze the existence of a vector with a smaller dimension than topr(7) that

allows obtaining the minimum value of the asymptotic variance of the estimator F. ve(t).

For the minimization of the asymptotic variance (4.8), we consider it as a function of a vector y =

(71, ...,vp) of dimension P:
= 1
AV(Fye() = 75 D ) Al dilw) (dil) (4.14)
keU leU

with Iy = A(f — yx) — A(y — gx) - D(y), with D(y) given by (4.9).

Following Martinez et al. (2015), under simple random sampling without replacement and g = ¢ for all
units in the population, the minimization of (4.14) is equivalent to the minimization of the function:

P Kt X —Kt . 2
O:(y)=0:(y1,...,yp) = 2NFy(t) K (yp) - Z ((F ((y;)) — F(Z; l1)))) B
g\7J E\/J—

J=1

(K:(vp))’ (4.15)

with K;(y;) = Z A(yj — gr)A(t = yi), where we suppose that F,(yo) = 0 and K;(yo) = 0.
keU
As mentioned above, Martinez et al. (2017) established the optimal dimension P and the minimum of
(4.14) is reached at y = top(t). However, there are cases where the optimal dimension has a high value so
the calibration procedure has a plenty of constraints which raises the computational cost for calculating the

estimator. For example, if we consider ¢ = y,;,,, Where

y = max yg
max T eu



the optimal auxiliary vector top(?) = (aj,as,...,ap) can be reduced to the auxiliary vector v = (aps) (see

Appendix 1.1). Consequently, the optimal dimension can be reducted from M to 1.

In a similar way, we try to reduce the dimension of the auxiliary vector to reach the minimum of Q; ().

For it, given a value ¢ for which we want to estimate Fy (), we consider the sets Ays, A; and B; given by

(26); (4.10) and (4.11) respectively and for each a; € Aps we define:
r; = Frequency of the a;

For the value ¢, we have:

A, = {a’l,a’Z,...,aﬁwt} = {aff’aff""’afh}

where

{flsfyseo s o Y SHL2, ., MYyand f{ < fy <+ < fi.

Similarly, we consider the following set:
Cr={gx:keUyr>ty={cl,c5,....,c5 } = {al{’al§a~-’algt}

with

(U0 05y C L2, MYy and ) < Iy <o <[}

It is clear that A; U C; = Ay and since for two different units k and j can be possible that g; = gx = a; and

vk > tand y; <t,not necessarily A; N C; = (). For the sets A; and C; we define:

pi=Frequency of the a} in A,

g'=Frequency of the ¢! in C;.

Next, we consider the following sets:
Dt:{ciect3Q§:ri}

Z,;I{Cl;EAtZq$:0}={a§€At:a;¢ct}=At—Ct

Ft:{afGA,0<q5<rl}

(4.16)

4.17)

(4.18)

It is easy to see that D; = Aps — A; and consequently A; N D, = (. Futhermore, B, C D;; A, = Z, U F; and

ZthtZQ.



Firstly, if we suppose that D, = Ay, we have A; = () and consequently y; > t, Vk € U. In this case

Fy(t) = 0 and we can calibrate with any auxiliary vector since

Fye(t) = 35 3 kAt = i) =0

kes

regardless of the auxiliary vector, so we can calibrate with top(¢) = ap; with dimension 1.

Secondly, if we suppose that D, = 0, then B; = 0 and A; = Aps. In this case, following Martinez et al.

(2017) the optimal auxiliary vector top(t) = (ai,as,...,an).

Since A; = Z; N F; = Ayy, if we suppose that Z;, = A, = Aps then ¢ > yi Vk € U and this case is like the

case where t = y,;4x and although the optimal auxiliary vector is top(¢) = (ay,as,...,ap), we can reach

the minimum value of Q, (¢) with the auxiliary vector y = (aaz).

On the other hand, if we consider that Z; = () and F; = A, there is not reduction in the optimal auxiliary

vector top(?) (see Appendix 1.2).

Next, if we suppose that Z, # A, = Ay and F; # A; = Ay then there is a set Ir, = {1, j2,. .

{1,2,... M} such that a;, € F; and therefore q}i #0fori=1,2,...,1.

Now, if we consider that j; > 1; j; — 1 > j;_1) foralli =2,...l and j; < M; then for h = 1,
g}, = 0 and we have:

Ki(ar) = )" Alar = gi)A(t = yi) = NFg(ar)
keU

Ki(ag,-1) = )" Alaj, -1 - g)A( = yi) = NFg(aj,1).
keU

Similarly, for j;,...ji+1 — 1 withi=1,2,.../ — 1 we have:

i
Ki(aj) = Y, Maj; = g)A( = o) = NFylaz) = )
keU h=1

i
Ki(aji,,-1) = Z Ay -1) = 8A( = yk) = NFg (@i, -1) = Z q;h
keU h=1

and finally, for j;,.... M

L Jiy S

...j]-l;



Ki(ap) = ) Aaj, - g0)A(t = yi) = NFg(ay,) - Z 4,

keU

]
Ki(am) = ) Mam = gA( = yi) = NFg(am) = ) qf, = NFy (0).
keU h=1

The minimum of Q;(y) reached at the optimum auxiliary vector top(¢) is given by:

M Ki(a; — Ki(aj- ’
Q:(tor (1)) = (NFy(1)* - Z (F ((il]') - F(Czja '1)1))) )
g\&j AN

j=1

(NFg(aj) = NFg(a;-1) - ¢)°
Fg(aj) — Fg(aj-1)

M 2
_ 2 a2 (Fglay) = Fglaj-1))”
= (NFy(1))" =N Z Fq(a;) - Fg(a;—1) je{j;”ﬁ}

JE{jt,--si}

M L) 2
= (NFy () =N* 3 (Fe(aj)=Fg(aj-1)))=N* )" (Felap=Felaj-)+2N ) df= > — " ,)(q_f F) T
g&\"J g\ Jj—

15;, Jelr, jelr, ~ Jjelr,

NF,(1)*-N*- ) (F, F, 2N (q})z =

= (NFy(1) ; e(a)) = Fe(aj-1))) + ]Z‘IF ¢ - ,Z,: Fa)—Foa -
(¢4)*

= (NFy())* =N*+2N > ¢ - >’

jEIFt jEIFt

. 4.19
Folay) = Fylan) (19

The same value can be reached with the auxiliary vector y = (a(j,-1),aj,,...a¢,-1).4a;,apm). To see it, if

we set a jo such as Fg(ajo) = 0 and we replace the vector y in (4.15), we have:

0,(y) = (N - Fy(t))2 B i (NFg(a(jh—l)) _NFg(aj<h71)))2 i (NFg(a.ih) _NFg(a(jh—l)) _q;h))Z

=1 Fg(a(jh—l)) _Fg(a.i(h—n) el Fg(ajh,) _Fg(a(jh—l))
(NFg(a(M)—NFg(ajl))2 (N-F. (1) =N ! F o N ! e E )
- = . - A(j,-1))— a; — - a i)~ a in—1
Fg(am) — Fge(aj,) y ;:1‘ g\&(n=-1)) " g\ Wjmn-1 ;:1, g\%ji g\4(jn-1)

l (4},)° )
+2NZq,, Z Fa) Ry -V Felam) - Fyay)

=2N t. _ Jh
;Zf i hzz; Fg(aj,) = Fg(agj,-1)

and the auxiliary vector y, with less dimension than top(), attain the minimum of Q; (y).



Previously, we suppose that aj, > ay and a;, < ap. If aj, = a; then it is easy to see that the minimum
can be obtain at y = (ay,aj,-1),aj,, ... a(j,-1),aj,;, apy) that has less dimension than in the case a;, > aj.
In a similar way, if aj, = ays the minimum can be attained at y = (ajl,a(jl_l), Ajyy. o A(j=1)>AM)-
Finally, we have assumed that j;—1 > j;_y) foralli = 2, ... [ Ifthereisah € {1,2,...[} that j,—1 = j,_1)it
is easy to see that the minimum value of Q, (y) isreached aty = (a(j,-1), @jjs - - Aju_1)s Ajiys - > A3y ~1) Ajy> AM)
with less dimension than in the case j; — 1 > j;_1) forall i = 2,...[. Therefore, if D; = () we can reduce

the optimal dimension when F; # A, = Apy.

Next, we consider the case where D, # 0 and D; # Aps. Because A; = Ay — D;, we have A; # 0 and

A; # Apy. Therefore:

_(,t t toy _ ] i
A; —{al,az,...,aMt}—{aflz,afzg,...,aflt\dt}

where {flt,fzt,...,f,{,lt} c{1,2,...M}.
In this case, if we suppose that B, = @ then f{ = 1,..., f}, = M, and

A;={ay,az,...ap,} 5 Di={apms1,....am}.
To see it, if we suppose that f{ > 1 then a f1>agpon 2 a and consequently the set
U1:{leU:gl<at1}:{l€U:g1<aflt}¢0)

and bﬁ =acp-t)- Thus, B; # 0 (Contradiction). As a consequence, a £ =ar.

If we suppose that for i € {2,...,M;} such as f(tl._l) = i — 1 and we suppose that f/ > i then

agp | =d-1) and age > a; > dag-1) = ag - The set U; is given by:
U={leU:a;_<gi<aj}={leU:ayg, , <gi<ap}#0

and b} = a( £i-1)- Thus, B; # 0 (Contradiction again). As a consequence, if f(ti—l) =i — 1 implies that f/ =i
fori € {2,..., M,} and we have:

A, ={ai,az,...apm,}

If M; = M itis clear that A; = Ap; and D; = () (Contradiction again). Therefore, M; < M and

D; = Ay — Ar ={am,+1)> A(My+2)> - --AMm )



The optimal auxiliary vector is given by top(¢) = (ai,...,ap,) and in a similar way that in the previous
cases, we can proof that if F; = A,, there is not a reduction in the optimal dimension. If Z, = A,, then we

can attain the minimum of Q,(y) at y = (a, ). Finally, if Z, # A, and F, # A,, and we suppose that
Fz = {ajl,ajz,. . .aj,}

we can reached the minimum value of Q,(?) aty = (a(j,-1),aj,,...,a¢j;-1), 4, am,).

Next, under the assumption D, # @ and D, # Ay, we consider B; # (. If we assume that bz exists for
h=1,..., M, following the proposal Martinez et al. (2017), the optimal auxiliary vector topr(?) is given
by (4.12) and there is not a possible reduction in the dimension. On the other hand, if there are some values
JJ5s b, € {1,..., M;}; such as b;h does not exits for h = 1,2,...p, with p, < M, and j; # j; if
h # g, the optimal dimension is given by P = 2M, — p, and the optimal auxiliary vector top is given by
(4.13). Analogously, there are py, p2,...,p;, € {1,2,..., M,;} such as b', exists and following Martinez

fl’h

et al. (2017) there is not a reduction between the points b} and a’, . Alternatively, the optimal auxiliary
Ph h

t
Ip
vector top () can be expressed as follows

tOP([) = (aflt, ey af(tprl), bflt’l , (lflt?1 , af(zmm, ey af(tph—l)’ bflt’h’ afll;h, af(tphﬂ), ceey afi/lt) (420)
If we suppose that p; = 1 then the value b}l exists and consequently:
U1={leU:gl<a§}={leU:g1<aflz}¢®

then, agp > aj and ff > 1. As a consequence a; ¢ A, with i = 1,...f1’ — 1 and {al,...a(flr_l)} c D,

which implies that bff =acp-ty- In this case, we have:

Ki(by) = Z A(b g — gi)A(t = yi) =0

keU
fi-1
Ki(ap) =" Mag - g)A(—yi) = NFglap) = Y - g} = NFg(ag) - H;
keU h=1

and following Martinez et al. (2017) there is no possibility to reduce the number of points here.

On the other hand, if we suppose that p; > 1, fori € {1,2,... p; — 1} the value b;_ does not exist and:

U1:{IEU:gl<at1}:{l€U:g1<aflt}=@



U,-={l€U:a’(i_l)<gl<a§}={l€U:af(riil) <gi<ap}p=0fori=2,...,p;-1

therefore ap = aj and apr = a(f ) +1) fori =2,...,p; — 1 and then:
aflz = al;afzz =daj;... ;af(zmil) =da(p,-1)-

Thus, if p; > 1 we have {ay,...,a(p,-1)} S A; and consequently the optimal auxiliary vector top(?) given

by (4.20) can be expressed as follows:

tor() = (a1,...,a(p 1), by sagp tr) =

where tg denotes
tr = (a ..., da b a a .o a .
R ( f(tp1+l), ’ f(rphfl)’ flt’h, fft’h’ f(tph+l)’ ’ fztvlt)

On the contrary, for p; we have
- Lt ty . -
Up, ={leU: A1y <81 < ap,t={leU: ag <g < afin} =

:{lEU:a(pl_l) < g <af1t’1}¢®

and then a i, > ap and f}, > pi which implies that

{apwa(pwl)’---a(f,’,l—l)} C D;,.

We consider the following sets:

Ap ={ai,...,ap -1} 4.21)
Z, ={a; € Ay, : ¢ =0} (4.22)
Fp ={a; € Ap, :O<q§ <ri} (4.23)

Similarly to the previous cases, if we suppose that Z,,, = A, and F),, = 0, it is easy to see that we can delete
a; fori =1,2,...p; — 2 from the optimal auxiliary vector top(#) and we can calibrate only with the value

a(p,-1)- To see it, it is clear that:



Ki(ar) = )" Alar = g)A(t = yx) = NFg(ar)
keU

Ki(agp,-1)) = Y Aaj, 1 = gi)A( = yi) = NFg(agp,-1))-
keU

Because {ap,, d(p,+1)s - - - af, -1y} € Dy itis easy to see that:

Ki(by ) = Z Ay = g)A = yi) = Ki(ap,-1)) = NFg(a(p,-1))

keU
foy -1
Ki(ag )= ) Aag ~ AW ~yi) = NFelagy )~ ) ra=dy =NFe(ag )~ Hy,.
keU h=p

The minimum value of Q;(y) at top(¢) can be expressed as follows:

Qt(tOP(t)) = Qt(a1$ s 9a(p|—l)9bflz)] ,af’t’l atR) =

— 0t )_mi (Ki(ap) - Ki(ap)* (Kelbyg) = Kilag-n))®  (Kilagy) = Ki(byg )
= 0,(tr o Felay) = Felaj-) Fo(bg ) = Fgla(p-1) Felag )~ Felb)

2
pi-1 (NFg(af;,l)_NFg(a(Pl—l))_Hél)

— _ N2 2) — : — =
=0;(tg) - N ;(Fg(aj) Fg(aj-1)) Folag )= Fe(byg ) -

2
(NFg(af},I) —NFg(a(p,-1)) _Hﬁn)
Fg(dflt”) —Fg(bflt”)

= Qt(tR) - N2Fg(a(p|—l)) -
If we calibrate with the auxiliary vector y = (a(p,-1), b £ agh s tgr), we obtain the same value:
Qt(y) = Ql(a(pl—l)’ bf;’l 9 afll;l s tR) =

— Q (t )_ (Kt(a(l’l—l))))z _ (Kl‘(bflt,l) _Kt(a(pl—l)))2 ~ (Kt(afltn) _Kt(bfz,l))z .
=0 (tr Fg(a(p,-1)) Fg(bf,’,l) - Fe(agp,-1)) Fg(affn) _Fg(bf,’,l) =

2
(NFg(af,’,l) = NFg(a(p,-1)) — Hp,)

:Q t _N2F a - -
¢ (tr) g(a(p-1) Felag )= Fe(by )

Thus, if Z, = A, we canreduce the dimension of the auxiliary vector to attain the minimum value of Q, (y).

Now, if we suppose that F/,, = A, and Z,,, = 0, as in the previous cases, we cannot reduce the dimension

of the subvector (aji, ..., a(p,-1)) in the auxiliary vector (top(?)).

Next, if we suppose that Z,, # A, and F), # Ap, then there is a set [, = {jll,jg,...,jlll} -



{1,2,...p1 — 1} such thatajlll € F,, and therefore q;}, #0forh=1,2,...,1.

Now, if we consider that jl1 > 1; j}l -1 > j(lh_l) forall h = 2,...1; and jllI < p1 — 1; then for
v=1,...j —1; 4% = 0 and we have:

Ki(a1) = > Alar - gi)A(t = yi) = NFg(ar)
keU

Kiagion) = ) Aaj_y = g)AG = yi) = NFg(aj_)
keU

Similarly, for j,,...j} . —1with h =1,2,...1; — 1; we have:

h
Ki(ap) = )" Alay = g)A(t = i) = NFglap) - ) d',
keU v=l

h

— —_ t

Ki(agi 1) = ];]A(a(j(lhm_l) - 81A( = y0) = NFy(agy 1) - Z; g,
€ v=

and finally, for jlll, .opr—1

I
Kiaj))= ), Aay =8 =yi) = NFglay) = ) d}y = NFy(ay ) - L
keU v=l

1
ll

Ki(agp-1) = ), Alagp-1) = 8)AG = i) = NFg(agp-1) = ) 4"y = NFg(agp-1) - L},
keU v=1

Again, because {ap,, d(p,+1), - - ‘a(fpl—l)} C D; we have:

Ki(bg ) = Z Abyy = gi)A(t = yi) = Ki(a(p,-1)) = NFg(a(p,-1)) = L
keU

fpl_l
Kilag)= Y, Mag = g0M =) = NFglag ) =Li= Y ra=dy, =NFglag,) - Lj~Hy,
keUu h=p\

The minimum of Q, () at (top(?)) is given by:

Qt(tOP(t)) = Qt(al’ s ’a(pl—l)vbflt,l ,a-fft’l atR) =

P (Ki(ay) - Keag ) (Kelbgg) = Kilagp-1))” (Kilag) = Ki(bgy ))*

:Qt(tR)_JZ:; Fe(aj) — Fg(aj_1) Fo(by ) = Felagp,-1)) B Felag ) = Fe(bygy)

2
pi-1 L (q") (NFg(affn)_NFg(a(Pl—l))_H;n)z

= Q,(tg)-N? Fo(aj)—Fy(a;_1))+2N-L! - Jv - -
0 (R) JZ:; ( g(d]) g(a] l))+ 1 VZ:; Fg(aj‘l)) _Fg(a(jl"—l)) Fg(aﬁ,l) _Fg(ble)




d (a",)° (NFg(ay ) = NFg(aip 1) - H', )*
' g\af; g\d(pi-1)
= Q:(tr) = N?Fg(a(p, 1)) +2N - Li = > i - i P i
= Felap) = Felagyy) Fg(ag ) = Fg(bys )

If we calibrate with the following auxiliary vector:
vy = (Cl<j11_1), Ajlseees (l(jlll_l), (ljlll s A(pr=1)» bflt’l Sag ,tR)
in a similar way to the previous cases, it is easy to see that:

Qt(a(jll_l),ajll,...,a(jlll_l),Cljlll,a(pl_l),bfll;l,aflgl,tR) =

l (¢',)° (NFy(as ) — NFq(a ) —H )
. t ( _1)
= Q;(tr) = N*Fg(a(p,-1)) +2N - L' — § Iy _ e & h
S Felaj) = Felagyy) Felagp ) = Fo(by )

Then, if Z, # A,, and F),, # A, again we can reduce the dimension of the optimal vector top(?).

Finally, we have assumed that jll > 1; j,ll -1> j(lh_l) forall h=2,...1; and jl]1 < p1 — 1. If there is a

el,2,...[pthatj, — 1 =7/, . 1t1s easy to see that the minimum value of (J;(y) 1s reached at
he{1,2,...1} that j, — 1 '(lhl)" hat the mini lue of Q; () i hed

y = (a(jll_l),ajll, .. aj(lhil),ajlll, e ,a(jll]_l),ajlll »A(pr=1)s bfl'n’afltvl’tR)
with less dimension than in the case j }l -1> (]h—l) forall h = 2,...1;. Similarly, if we suppose that j 11 =1
then the minimum is obtained with

v = (ajll,a(jzl_l),aj%, .. 'aJ'(lhq)’aJ';II’ . "’a(j}l—l)’aj}]’a(m—l)’bf,’,l’af,’)l’tR)

again, with less dimension than in the case j 11 > 1. In a similar way, if j lll = py — 1, the minimum of Q,(y)

is reached at
y = (a(jll_l),ajll, .. .Clj(lh_w,aj}l], c ’a(jlll_l)’ajlll’bflgl’aflt’l’tR)
again, with less dimension than in the case jll1 <p;—-1L

Now, if we consider p; with i = 2,...,/;, we can extend the analysis for the dimension reduction of the

optimal auxiliary vector in a similar way to the case p;.(see Appendix 1.3).



4. The new optimal estimator with the new optimal vector

In the previous section we have theoretically demonstrated that the optimal vector topr(#) proposed in
Martinez et al. (2017) can be reduced in its dimension and we can minimize the variance given by (4.8) with
a new optimal vector txgwopt (¢) of lower dimension. As with the original optimal vector topr (), the new
vector tngwopt () depends on unknown population values and therefore needs to be estimated. For it, in the
same way as in Martinez et al. (2017), from the sample versions of the sets A;, By, C;, D;, Z; and F; and the
sample version of the function Q; (), an estimate ‘tnewopt (7) of the vector txgwopt (7) can be obtained and
we can define a new calibrated estimator fc ALNEwopr (1) for the distribution function Fy (), given by:

’

Fearneworr(t) = Fyur(f) + (Fg (tnewopt (1)) — FGHT(?NEWOPT(t))) 5(’{NEWOPT([)) (4.24)

where

B(TNEWOPT(I)) =7". Z drqiA(tnewopt (1) — g1)A(f — yi)

kes

5. Simulation study

In this section, a simulation study was conducted to compare the performance of the proposed op-
timal estimator with other alternative estimators for the distribution function F'(¢). The simulation study
was programmed in R software [version 4.1.0] and it was necessary to develop a new code to calculate
the estimators included in the simulation study. The precision of the proposed new optimal calibration es-
timator I?c ALNEwopT(t) was compared with the following estimators, the Horvitz Thompson estimator,
F ur, the difference estimator (Rao et al., 1990), FD(t), the ratio estimator (Rao et al., 1990) F (1), the
chambers1986estimating-Dunstan estimator (Chambers & Dunstan, 1986) Fc p (1), the Rao-Kovar-Mantel
estimator (Rao et al., 1990) F) rx M (1), the calibration estimator (Rueda et al., 2007a) with #; = Q,4(0,5),
the population median, as point for calibration, fc aL (1), the calibration estimator (Rueda et al., 2007a)
with three points 11 = Q4(0,25), 12 = Q¢(0,5) and 13 = Q,4(0,75), the population quartiles, as points for
calibration, fc AL.3(1), the calibration estimator with one optimal point (Martinez et al., 2010), ﬁc armax(t)
and finally the previous optimal calibration estimator (Martinez et al., 2017) I?C aLopt(1).

Both real populations and simulated populations were considered for the simulation study. Specifically,
we considered a real population included in The R Datasets Package called DNase that provides data collected
from an ELISA assay for recombinant DNase protein in rat serum with population size N = 176. In addition,

two simulated population called Simh and Simser were considered. The first one, Simh, is a population of



size N = 5000 generated from the following superpopulation model:
Yk = 8 — 7,82/xk + €x

where x is a sample from a discrete uniform distribution in {1, 2, . .., 100} and € ’s are i.i.d. random variables

from N(0,0,5/xy).

The simulated population Simser is a population of size N = 5882 generated from the following
superpopulation model:

2
Yk =X + €k

where x is a sample from a discrete uniform distribution in {—100, =99, ..., 100} and €;’s are i.i.d. random

variables from N (0, 10).

For each population included in the simulation study, we drawn by simple random sampling without
replacement 1000 samples of several sizes. For each sample, we estimated the distribution function F(¢)
through all the estimators considered in the study at 11 different values of ¢, namely the quantiles Q («) for
a=0.1,0.2,0.25,0.3,0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.75, 0.8 and 0.9.

To measure the performance of each estimator included in the study, we considered the average relative
bias (avrB) and the average relative efficiency (AvRE), defined as follow:

1 4 14
AVRB(?) = Tl qzz; [RB(7,)|, AVRE(t) = Tl qZ:; RE(?,)

where rRB and RE are defined as

B

RB(f) = 1 Z —F(t)b — 50 and RE(Z) = MSE[F@)]

= 4.25)
B4 Fy(1) MSE|[Fyr(1)] (

where b indexes the bth simulation run, F(r) is an estimator for the distribution function, MSE[F ()] =
B! Zle [f(t)b -F, (1)]? is the empirical mean square error for f(t) and MSE [fHT(t)] is similarly defined
for the Horvitz-Thompson estimator.

Given that the new estimator proposal fc aLNEwoprt(t) and the estimator fc arLopr(t) are based on the
minimization of (4.15), it is possible that their behavior in terms of efficiency is similar and therefore it is
necessary to analyze their behavior in greater detail. A reduced dimensionality in the auxiliary information set

may reduce numerical issues in optimization procedures and also avoid the presence of unstable calibration



weights (both negative weights and huge weights) . Therefore, for each of the eleven estimation points
t4, we compared the dimension of the optimum auxiliary vector used in each estimators Fearo pr(t) and

Fecarnewopt(t). For it, we considered the mean dimension and the variance of the dimension:

B B

MD(f(tq)) = %Z DIM(tgopt), VD(f(tq)) = %Z (DIM(tqopt) - Mth)2
b=1 b=1
where F can be fc aLopr(t) or fc ALNEWOPT (1), tgopt denote the optimum auxiliary vector used with the
point ¢, and p1M(tqept) denote the dimension of (tgept).
Additionally, because a limited number of variables may reduce the execution time to resolve the
calibration procedure, we compared for each estimation point the execution time in calculating the estimators

using the following measure: R
_ TiME(FcaLnEwopT (1))
RT(t) =

tiMe(Fearopr (1))

where TIME(fC aLopr(t)) and TIME(fc ALNEwopT (1)) denote the running time for calculating Fcaro pr(t)
and fCALNEWOpT(t) respectively.

For the population DNase, Table A4.1 gives the values of aAvkB and AvRE whereas Table A4.2 gives
the values of Mp; vD and rT. With respect to the results obtained for the bias and efficiency analysis, the
estimators I?C aLopr(t) and fc ALNEwopT(t) show the same behavior. Thus, both estimators present an
adequate bias value, although for all sample sizes there are estimators that present a lower bias. In relation to
efficiency, both estimators are clearly the most efficient. From results in Table A4.2, as expected, the estimator
fc ALNEwopT(t) always presents a smaller dimension of the auxiliary vector used, but this reduction is
quite modest for all sample sizes and therefore the reduction obtained in the execution time is also quite
modest. This may be because the set F; has a cardinal similar to the set A; or the set B; also has a cardinal
similar to the set A;. Consequently, the new proposal fc ALNEwopt(t) only achieves small reductions in the
dimension of the auxiliary information used with respect to F, caLopr(t), that produces slight improvements
in execution time and it is not considerable enough to improve the asymptotic behavior (Chauvet & Goga,

2022), although it does not deteriorate it either.

Tables A4.3 and A4.4 provide the results obtained for the Simh population. From the results of Table A4.3
(avrB and AVRE) we can again observe that fc aropr(t) and I::c ALNEwopt (1) have the same behavior and
they are the most efficient estimators for all sample sizes. Also, they also present a less bias for most of sample
sizes. Additionally, we can highlight the bias and efficiency problems of Fep (1) because this estimator is

biased when the relationship between y and x is not linear. As in the previous case, the dimension reduction



Tabla A4.1: Average relative bias (AvkRB) and average relative efficiency (AvRE) of the estimators compared. Population:

DNase.

AVRB AVRE

AVRB AVRE

AVRB AVRE

AVRB AVRE

n =30 n =232 n =35 n =37

FHT 0.0064 1 0.0063 1 0.0037 1 0.0030 1

FD 0.0136  0.4898 0.0219 0.4867 0.0173 0.4642 0.0153 0.4703
fR 0.0083 0.4412 0.0040 0.4343 0.0061 0.4247 0.0024 0.4335
fCD 0.1869 0.8930 0.1878 09150 0.1814 0.9441 0.1783 0.9749
fRKM 0.0032 0.4128 0.0103 0.4124 0.0063 0.4023 0.0055 0.4068
fCAL 0.0066 0.8575 0.0090 0.8377 0.0029 0.8881 0.0012 0.8436
fCALg, 0.0046 0.3401 0.0035 0.3468 0.0053 0.3322 0.0015 0.3261
fCALMAX 0.0057 0.2102 0.0079 0.2247 0.0052 0.1981 0.0050 0.1991
FCALOPT 0.0047 0.1895 0.0059 0.1928 0.0030 0.1676 0.0024 0.1629
I?CALNEWOPT 0.0047 0.1895 0.0059 0.1928 0.0030 0.1676 0.0024 0.1629

AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE
n =40 n=42 n=45 n=47

FHT 0.0056 1 0.0032 1 0.0044 1 0.0052 1

I?D 0.0160 0.4620 0.0102 0.4670 0.0089 0.4675 0.0108 0.4481
ﬁR 0.0018 0.4241 0.0033 0.4380 0.0045 0.4389 0.0041 0.4160
fCD 0.1759 1.0417 0.1703 1.0957 0.1625 1.1100 0.1598 1.1054
fRKM 0.0076 0.4012 0.0023 0.4070 0.0011 0.4136 0.0017 0.4014
fCAL 0.0049 0.8386 0.0032 0.8394 0.0034 0.9319 0.0034 0.8700
fCAL3 0.0008 0.3397 0.0024 0.3466 0.0033 0.3442 0.0022 0.3273
fCALMAX 0.0043 0.1833 0.0028 0.1938 0.0031 0.1962 0.0036 0.1972
fCALopT 0.0022 0.1530 0.0013 0.1582 0.0011 0.1557 0.0019 0.1516
fCALNEWOpT 0.0022 0.1530 0.0013 0.1582 0.0011 0.1557 0.0019 0.1516




Tabla A4.2: Average dimension(mDp), variance dimension (vp) and comparison of execution time (Rt) of the estimators
Fcaropr and FcarnEwopr- Population: DNase.

n=30 n=232
MD VD RT MD VD RT
OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT
1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1
rn 1929 1.698 0.257 0.459 0.875 1.920 1.742 0.271 0.438 0.556
3 1976 1 0.153 0 0.600 1.978 1 0.147 0 0.217

ty 2781 1.738 0.419 0.440 0.846 2.807 1.761 0.405 0.427 0.467
ts  3.658 1.668 0.499 0.471 0.813 3.665 1.670 0.491 0.470 0.895
e 3.951 1 0.225 0 0.238 3.960 1 0.196 0 0412
7 4915 1.515 0.286 0.500 0.375 4.939 1.530 0.244 0.499 0.849
g 5.883 1.739 0.343 0.439 0.579 5.897 1.763 0.307 0.425 0.261
g 5921 1 0.288 0 0.556 5.938 1 0.241 0 0.600
tip 6.723 1.733 0.476 0.443 0.571 6.765 1.756 0.452 0.430 0.909
tp 7.502 1.573 0.580 0.495 0.536 7.578 1.632 0.541 0.483 0.950

n=235 n=237
MD VD RT MD vD RT
OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT
t 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0.187
t, 1951 1.816 0.216 0.388 0.972 1.960 1.815 0.196 0.388 0.974
t3 1989 1 0.104 0 0.379 1.990 1 0.100 0 0.250

ty 2853 1.803 0.357 0.398 0.762 2.876 1.847 0.330 0.360 0.941
t5 3714 1.714 0.465 0.452 0.650 3.749 1.742 0.438 0.438 0.615
te  3.977 1 0.150 0 0.375 3.986 1 0.118 0 0.833
7 4.962 1.608 0.196 0.488 0.524 4971 1.572 0.168 0.495 0.773
g 5.936 1.817 0.249 0.387 0.515 5.948 1.803 0.231 0.398 0.599
tg 5969 1 0.173 0 0.125 5.975 1 0.162 0 0471
tip 6.823 1.810 0.382 0.392 0.769 6.865 1.864 0.353 0.343 0.905
t11 7.650 1.671 0.494 0.470 0.667 7.654 1.677 0.497 0.468 0.714

n=40 n=42
MD VD RT MD VD RT
OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT
f 1 1 0 0 1 1 0 0 1
t, 1983 1.862 0.129 0.345 0.760 1.982 1.889 0.133 0.314 0.982
t3  1.998 1 0.0447 0 0.818 1.996 1 0.063 0 0.353

4 2.898 1.871 0.303 0.335 0.706 2.920 1.895 0.271 0.307 0.753
ts  3.793 1.789 0.405 0.408 0.278 3.782 1.781 0.413 0.414 0.647
te  3.996 1 0.063 0 0.346 3.993 1 0.083 0 0.500
t7  4.989 1.613 0.104 0.487 0.615 4.989 1.665 0.104 0.472 0.698
g 5974 1.869 0.159 0.338 0.587 5.979 1.880 0.143 0.325 0.440
9 5.991 1 0.094 0 0 5.992 1 0.089 0.403 0.214
tip 6.909 1.882 0.291 0.323 0.814 6.893 1.875 0.309 0.331 0.692
7731 1.735 0.446 0.441 0.773 7.750 1.756 0.433 0.430 0.400

n=45 n=47
MD VD RT MD VD RT
OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT
t 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1
t, 1989 1.905 0.104 0.293 0.991 1.993 1.920 0.083 0.271 0.882
t3 1.998 1 0.045 0 0.467 1.999 1 0.032 0 0.600

g 2929 1.914 0.257 0.281 0.793 2.937 1.929 0.243 0.257 0.733
ts  3.834 1.829 0.372 0.377 0.882 3.863 1.863 0.347 0.344 0.805
te  3.994 1 0.077 0 0.083 3.997 1 0.055 0 0.556
t7 4990 1.698 0.100 0.459 0.786 4.995 1.705 0.071 0.456 0.529
g 5.981 1.908 0.137 0.289 0.450 5.982 1.920 0.133 0.271 0.857
9 5.993 1 0.083 0 0.136 5.995 1 0.071 0 0.368
tp 6.928 1.919 0.262 0.273 0.875 6.931 1.918 0.254 0.275 0.615
tiy 7.790 1.794 0.415 0.405 0.782 7.782 1.784 0.416 0.412 0.643




analysis (Table A4.4) is essential to find out if Fc ALNEwopT (1) is a better alternative than fc aropr(t). In
this case, from the results of Table A4.4, we can verify that again there is a slight reduction in the optimal
vector used in I?C ALNEwoprt(t) for the smalls and medium quantiles. On the contrary, there is a moderate
reduction for the higher quantiles where the dimension of the optimal vector used in fc aropr(t) has a value
between 10 and 20 while the dimension for fc ALNEwopr () remains between 2 and 5 for all sample sizes.
Due to this reduction, the new estimator F, caLNEwopr () provides a considerable benefit in execution time,
especially in the higher quantiles but as in the previous case, this moderate reduction in the dimension of
the auxiliary information used in the calibration procedure does not allow an improvement in the asymptotic

efficiency. Probably, in this case we have a considerable cardinal for the set Z,, although the set F} is not empty.

Tabla A4.3: Average relative bias (AvrB) and average relative efficiency (avrg) of the estimators compared. Population:
Simh.

AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE
n=7175 n =100 n=125 n =150

Fur 0.0066 1 0.0018 1 0.0036 1 0.0034 1
Fp 0.0075 0.5584 0.0016 0.5648 0.0027 0.5809 0.0041 0.5616
I?R 0.0078 1.2980 0.0018 1.2368 0.0031 1.2648 0.0041 1.2889
I?CD 0.3645 9.9689 0.3708 13.4606 0.3662 16.9590 0.3651 19.7880
Frim 0.0080 0.3990 0.0055 0.3822 0.0038 0.3990 0.0044 0.3789
fCAL 0.0059 0.9369 0.0012 0.8205 0.0016 0.8794 0.0037 0.8845
fCAL3 0.0028 0.3639 0.0015 0.3642 0.0008 0.3749 0.0037 0.3545
i’:CALMAX 0.0012 0.2112 0.0008 0.1961 0.0016 0.1924 0.0009 0.1862
I?CALOPT 0.0030 0.1800 0.0012 0.1591 0.0006 0.1555 0.0010 0.1441
fCALNEWOPT 0.0030 0.1800 0.0012 0.1591 0.0006 0.1555 0.0010 0.1441

AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE

n=175 n =200 n =250 n =300

I?HT 0.0025 1 0.0037 1 0.0026 1 0.0015 1
Fp 0.0025 0.5626 0.0032 0.5822 0.0013 0.5593 0.0011 0.5653
Fg 0.0023 1.3001 0.0044 1.2704 0.0021 1.3077 0.0009 1.2659
Fep 0.3653 23.6861 0.3743 26.3930 0.3659 32.5335 0.3632 38.7995
Frim 0.0040 0.3886 0.0024 0.3926 0.0020 0.3770 0.0011 0.3891
I?CAL 0.0021 0.8935 0.0048 0.8732 0.0011 0.8603 0.0012 0.8778
fCAL3 0.0020 0.3780 0.0022 0.3721 0.0011 0.3480 0.0007 0.3598
fCALMAx 0.0007 0.1920 0.0008 0.1853 0.0008 0.1758 0.0006 0.1725
fCALOPT 0.0003 0.1486 0.0007 0.1438 0.0008 0.1303 0.0005 0.1313

Fearneworr 0.0003  0.1486  0.0007 0.1438  0.0008 0.1303  0.0005 0.1313

For the Simser population, Tables A4.5 and A4.6 provide the results of the simulation study. In this



Tabla A4.4: Average dimension(mDp), variance dimension (vp) and comparison of execution time (Rt) of the estimators
Fcaropr and FcarnEwopr- Population: Simh.

n=175 n =100

MD VD RT MD VD RT
OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT

1 2.355 0.543 1.395 0.489 0.557 2471 0.527 1.489 0.500 0.780
t  4.168 0.529 1.44 0.584 0.400 4313 0.503 1.597 0.655 0.299
13 5.18 0.560 1.55 0.639 0.710 5.341 0.522 1.739 0.676 0.541
ty  6.289 0.616 1.73 0.697 0.364 6.47 0.551 1.91 0.696 0.335
15 8.552 0.657 2277 0.739 0.519 8.769 0.533 2.471 0.675 0.343
ts  10.509 0.702 2416 0.795 0.504 10.78 0.633 2.681 0.811 0.327
t; 12514 0.863 2.831 0.998 0.367 12.833 0.769 3.162 0.956 0.388
tg 14475 0.822 2.923 0.956 0.242 14.807 0.645 3.239 0.877 0.351
g 15.664 0.928 3.1 1.0213 0.359 16.087 0.811 35 0.944 0.294
tip 16.71 0.978 3.375 1.143 0.249 17.163 0.923 3.827 1.140 0.273
tp 18.704 0.969 3.519 1.187 0.337 19.178 0.750 3.934 1.163 0.294

n=125 n =150

MD VD RT MD VD RT
OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT

1 2.605 0.493 1.608 0.488 0.620 2.652 0.477 1.651 0.477 0.516
t, 4392 0.493 1.695 0.671 0.610 4471 0.501 1.841 0.692 0.291
t3 5414 0.500 1.852 0.709 0.554 5.492 0.500 1.981 0.704 0.627
14 6.58 0.5018 2.041 0.714 0.488 6.673 0.469 2224 0.687 0.659
I5 8.883 0.456 2.64 0.628 0.339 8.961 0.414 2.775 0.573 0.409
te  10.928 0.541 2.865 0.734 0.488 11.058 0.517 3.033 0.717 0.377
t;7 12988 0.658 3.415 0.892 0.343 13.092 0.621 3.578 0.876 0.342
13 14.95 0.586 3.412 0.824 0.208 15.09 0.520 3.657 0.812 0.275
to 16277 0.753 3.698 0.936 0.308 16.394 0.708 3.862 0.896 0.304
tio 1742 0.809 4.127 1.096 0.353 17.526 0.810 4.293 1.031 0.241
fp 19.438 0.641 4.333 1.089 0.262 19.532 0.584 4.564 1.087 0.278

n=175 n =200

MD vD RT MD VD RT
OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT

1 2.719 0.450 1.719 0.450 0.602 2.763 0.426 1.763 0.426 0.603
tp 4507 0.500 1.929 0.699 0.711 4.581 0.494 1.991 0.688 0.613
t3  5.551 0.498 2.056 0.712 0.450 5.588 0.492 2.167 0.701 0.277
4 6714 0.454 2.288 0.657 0.466 6.776 0.417 2.431 0.634 0.674
ts 9 0.364 2.858 0.508 0.372 9.022 0.360 2.901 0.485 0.366
te  11.062 0.500 3.088 0.685 0.473 11.117 0.494 3.211 0.727 0.328
7 13.178 0.617 3.74 0.848 0.440 13.214 0.631 3.846 0.835 0.355
tg  15.136 0.542 3.765 0.795 0.299 15.191 0.495 3.897 0.754 0.310
to 16474 0.694 4.003 0.859 0.303 16.576 0.667 4.209 0.830 0.326
tio 17.632 0.806 4.514 0.981 0.340 17.726 0.799 4.652 1.021 0.260
tn 19.617 0.524 4.747 1.021 0.268 19.652 0.523 4.891 1.009 0.227

n =250 n =300

MD vD RT MD vD RT
OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT

1 2.832 0.374 1.832 0.374 0.702 2.894 0.308 1.894 0.308 0.763
tr  4.659 0.474 2.135 0.691 0.522 4714 0.452 2.29 0.668 0.519
3 5.675 0.469 2319 0.668 0.537 5.758 0.429 2.517 0.588 0.610
ts  6.858 0.349 2.596 0.563 0.480 6.93 0.255 2.712 0.479 0.336
ts  9.069 0.304 3.01 0.387 0.408 9.115 0.346 3.09 0.385 0.369
te 11.178 0.465 3.319 0.685 0.453 11.242 0.467 3.392 0.702 0.297
t7 13312 0.635 4.061 0.844 0.349 13.405 0.621 4.209 0.817 0.297
tg 15268 0.490 4.056 0.702 0.272 15.357 0.506 4.211 0.699 0.325
) 16.67 0.649 4.365 0.786 0.330 16.797 0.664 4.582 0.787 0.322
tip 17.897 0.766 4.914 0.980 0.310 18.041 0.735 5.179 0.904 0.304
tn 19777 0.419 5.157 0.902 0.323 19.821 0.386 5.317 0.892 0.294




case, Table A4.5 shows that fc aropr(t) and I?c ALNEwopT(t) do not present the same behavior and
fc ALNEwopT(?) is the one with the least bias and the best efficiency of all the estimators included in the
simulation study and it produce a considerable improvement in efficiency with respect to fc aropr(t). For
some of the estimators included in the simulation study, we can observe a worse efficiency than F ur (1),
which may be caused by the absence of a linear relationship between y and x. Regarding dimension reduction
analysis and efficiency in execution time, Table A4.6 shows that for all quantiles, the optimal vector of
FC aropr(t) increase its size when the sample size increases, especially in the larger quantiles, where we
can observe very high dimensional optimal vectors. On the other hand, the dimension of the optimal vector
for ﬁc ALNEwopT(t) remains stable for all sample sizes and it always shows a value below 7 and in most
cases its value is between 3 and 5. It represents a quite considerable reduction of the dimension that causes a
quite remarkable improvement in execution, especially in the high quantiles and according to previous studies
(Chauvet & Goga, 2022) this remarkable reduction allows fc ALNEwoprT(?) to achieve an improvement in
efficiency with respect to I?c aLopr(t). In this case, the cardinal of the set Z; is probably very high and it is

similar to the cardinal of the set A;, which implies that the set F; has few elements.

6. Discussion and conclusions

In recent years, the calibration technique has attracted significant attention in survey sampling research
and survey applications. The calibration method allows obtaining more reliable estimates for a finite popu-
lation by incorporating auxiliary information available in the population.

In this article, we investigate whether the optimal estimator in the proposal Martinez et al. (2017) (that
can be applied direclty in the estimation of quantile and poverty measures (Martinez et al., 2022)) based on
the calibration method for estimating the distribution function can be improved by reducing the dimension
of the optimal vector used in the calibration process. Working with a reduced number of variables may
reduce numerical problems related to optimization procedures and also limit the presence of negative, very
large and unstable calibration weights. To do this, we have theoretically established the conditions under
which a reduction in the dimension of the optimal vector is possible and through an extensive simulation
study we have verified how the new estimator fc ALNEwopT(t) can avoid the problems associated with a
high-dimensional auxiliary data and allows to improve the execution time maintaining (DNase and Simh)
or even improving the efficiency (Chauvet & Goga, 2022) (Simser). Therefore, the new proposal is a more
reliable option when carrying out real analyzes where large population sizes can lead to high-dimensional
optimal vectors for I?C aropr(t), while F, caLNEwopr () canlead to a considerable reduction in this optimal

dimension.



Tabla A4.5: Average relative bias (avkRB) and average relative efficiency (AvRE) of the estimators compared. Population:
Simser.

AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE
n="75 n =100 n=125 n =150

F, HT 0.0042 1 0.0049 1 0.0042 1 0.0032 1
FD 0.0038 0.9963 0.0039 1.0008 0.0056 1.0022 0.0027 0.9999
fR 0.0832 3.0296 0.0687 3.0130 0.0659 2.8977 0.0564 3.0535
fCD 0.0305 0.8968 0.0215 0.9234 0.0196 0.9374 0.0117 0.9409
ﬁRKM 0.0177 1.0419 0.0106 1.0246 0.0196 1.0530 0.0110 1.0252
ﬁCAL 0.0271 1.5805 0.0199 1.5456 0.0274 1.5784 0.0201 1.5548
fCAL3 0.0110 0.8375 0.0104 0.7839 0.0090 0.8138 0.0075 0.7860
fCALMAX 0.0174 0.6580 0.0146 0.6495 0.0229 0.6857 0.0177 0.6580
FCALOPT 0.0732 0.4007 0.0537 0.2894 0.0417 0.2307 0.0327 0.1799
FCALNEWOPT 0.0028 0.1516 0.0017 0.1143 0.0015 0.0985 0.0016 0.0787

AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE AVRB AVRE

n=175 n =200 n =250 n =300

FHT 0.0029 1 0.0026 1 0.0011 1 0.0023 1
I?D 0.0037 1.0033 0.0022 0.9988 0.0013 1 0.0029 1.0016
ﬁR 0.0547 3.0697 0.0461 3.0468 0.0449 3.0664 0.0418 3.0488
fCD 0.0094 0.9427 0.0139 0.9404 0.0127 0.9603 0.0121 0.9651
fRKM 0.0129 1.0307 0.0072 1.0161 0.0079 1.0221 0.0090 1.0152
ﬁCAL 0.0215 1.5860 0.0143 1.4787 0.0160 1.5565 0.0169 1.5472
fCAu 0.0079 0.8379 0.0071 0.8280 0.0051 0.7523 0.0042 0.7902
fCALMAX 0.0191 0.6812 0.0138 0.6426 0.0155 0.6591 0.0163 0.6747
fCALopT 0.0266 0.1529 0.0228 0.1248 0.0169 0.0900 0.0128 0.0733

Fcarneworr 0.0010 0.0714 0.0007 0.0577 0.0007 0.0476 0.0004 0.0424




Tabla A4.6: Average dimension(mDp), variance dimension (vp) and comparison of execution time (Rt) of the estimators
Fcaropr and FcarnEwopr- Population: Simser.

n=175 n =100
MD VD RT MD VD RT
OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT
I3 7.807 2.355 3.036 0.277 1.152 9.846 2.589 3.084 0.376 0.779

1 14.767 3.192 3.013 0.122 0.431 18.586 3.430 3.029 0.200 0.516
13 18.115 3.395 3.006 0.077 0.449 23.052 3.825 3.022 0.166 0.443
ty  21.519 3.554 3.007 0.083 0.378 27.492 3.990 3.005 0.071 0.427
ts  28.379 3.778 3.002 0.045 0.418 36.322 4.225 3.002 0.045 0.39

te  35.189 4.032 3.005 0.071 0.4 45.339 4.389 3.013 0.113 0.318
7 42.003 4.073 3.015 0.122 0.296 54.139 4.445 3.005 0.071 0.283
tg  48.955 3.807 3 0 0.305 63.065 4.240 3.006 0.077 0.294

tg  52.367 3.655 3.003 0.055 0.338 67.537 4.076 3.009 0.094 0.237
tip 55.801 3.565 3.004 0.063 0.246 71.983 3.950 3.002 0.089 0.248
t;p 62.753 3.023 2.948 0.363 0.228 80.714 3.531 2.982 0.289 0.268

n=125 n =150
MD VD RT MD VD RT
OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT
h 11.934 3.145 2.664 0.471 0.946 13.766 2.767 3.141 0.455 0.762
123 22.63 3.046 3.697 0.241 0.331 26.001 3.740 3.066 0.303 0.453

3 27.879 3.023 3.967 0.169 0.42 32.224 4.073 3.027 0.185 0.337
ty  33.406 3.014 4.195 0.118 0.348 38.628 4411 3.013 0.113 0.379
ts  44.154 3.011 4.626 0.122 0.325 51.218 4.853 3.008 0.090 0.287
te  54.934 3.011 4.893 0.104 0.283 63.845 5.074 3.026 0.159 0.259
;7 65.748 3.01 4.875 0.010 0.253 76.315 5.219 3.019 0.137 0.243
g 76.511 3.01 4.815 0.010 0.191 88.878 5.144 3.006 0.077 0.19
to  81.862 3.01 4.695 0.010 0.255 95.292 5.014 3.013 0.113 0.212
tip 87.184 3.013 4.555 0.113 0.192 101.589 4.937 3.02 0.140 0.218

t11 98.008 3 4.022 0.219 0.208 114.415 4.415 3.027 0.180 0.195
n=175 n =200
MD VD RT MD VD RT
OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT

1 15.496 3.036 2.927 0.277 0.855 16.921 2.936 3.258 0.631 0.663
tn  29.729 3.013 3.853 0.122 0.434 32.618 3.922 3.089 0.351 0.367
3 36.67 3.006 4.144 0.077 0.438 40.25 4.137 3.058 0.277 0.26
1, 43.817 3.007 4.441 0.083 0.335 48.197 4.458 3.037 0.189 0.276
ts  58.001 3.002 4.757 0.045 0.268 63.872 4.957 3.012 0.109 0.26
te  72.284 3.005 5.065 0.071 0.227 79.743 5.293 3.033 0.179 0.234
t;7  86.505 3.015 5.062 0.122 0.25 95.683 5.487 3.061 0.239 0.209
tg  100.946 3 5.083 0 0.219 111.761 5.488 3.011 0.104 0.191
to  108.154 3.003 4.976 0.055 0.194 119.62 5.366 3.022 0.147 0.195
tip 115308 3.004 4.883 0.063 0.18 127.542 5.398 3.031 0.173 0.171
1 129.69 2.948 4.693 0.363 0.175 143.597 5.105 3.056 0.230 0.149

n =250 n =300

MD VD RT MD vD RT
OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT OPT NEWOPT

1 20.073 3.438 3.111 0.787 0.552 22.612 3.533 3.117 0.860 0.646
38419 3.173 4.275 0.491 0.294 43.526 3.193 4.048 0.484 0.381
3 47492 3.091 4.653 0.342 0.29 53.736 3.131 4.393 0.387 0.323
ty 57.048 3.054 5.007 0.226 0.288 64.659 3.072 4.745 0.259 0.301
ts  75.652 3.015 5.438 0.122 0.25 85.713 3.026 5.212 0.177 0.206
te  94.572 3.058 5.786 0.234 0.204 107.232 3.081 5.639 0.273 0.191
t7  113.331 3.058 5.855 0.234 0.186 128.379 3.094 5.858 0.292 0.177
g 132.281 3.024 5.856 0.153 0.174 149.69 3.035 5.987 0.184 0.15
to  141.666 3.035 5.778 0.184 0.156 160.366 3.036 6.071 0.186 0.136
tio 150.953 3.043 5.768 0.203 0.14 171.005 3.067 6.076 0.250 0.135
t11 169.593 3.083 5.433 0.276 0.124 192.424 3.096 5.887 0.295 0.132




Further research is needed regarding the dimension reduction on calibration for the distribution function
as our study presents certain limitations. Our paper is restricted to a simple random sampling design. The
determination of the optimal vector for calibration (and its dimension) can be extended relatively easily to
the case of self-weighted samples (for example, stratified samples with proportional allocation). However,
the case of sampling with unequal probabilities is more complex and the methodology to be used is not
the same. In future research we try to extend the results of this paper from SRSWOR to complex sampling
designs.

Another limitation of our work is that the estimator considered is based on a pseudo-variable gy that
assumes a linear relationship between variable y and the covariates. The selection of the optimal auxiliary

vector for the estimators based on a non-linear model should be considered in future studies.

Financial disclosure

This study was partially supported by Ministerio de Educacién y Ciencia (PID2019-106861RB-100,
Spain), IMAG-Maria de Maeztu CEX2020-001105-M/AEI/10.13039/501100011033 and FEDER/Junta de
Andalucia-Consejeria de Transformacion Econidomica, Industria, Conocimiento y Universidades (FQM170-

UGR20).

Conflict of interest

The authors declare no potential conflict of interests.

1. Supplementary Cases for Section 3

1.1. Dimension reduction of the optimal auxiliary vector for t = ynax

If we consider ¢ = y,;,4x Where
= max
Ymax kel] Yk
the set A; is given by

Ar={gr:keUyr <t} ={a,aa,...,amy} = Ay (26)

with a; < ay < --- < ap and M denotes the total number of different values that the pseudo variable g can

take in the population U. As a consequence, B; = 0, the optimal dimension P = M is the highest value and



the optimal vector is given by:

top(t) = (a1, az,...,am).

Our purpose is to analyze the possibility of obtaining the minimum value of (4.14) by means of a lower-

dimensional auxiliary vector. Firstly, if we consider the value t = y,;,,x, we have:

Ki(aj) = > Maj =g )AGmax —y&) =N -Fe(a)) j=1,....M
keU

and where we set a so that Fy(ap) = 0 and K; (ao).

The value of Q;(y) aty = top(?) is given by:

M 2
_ ~ . ~ (Ki(aj) - Ki(aj-1))

- (Kt(aM))2 =

o 2
_ N- _ N (Fela)) = Fe(aj-1)
= ZNF}’(ymax) N Fg(aM) ; (Fg(aj) - Fg(aj—l))

— (N - Fg(am))’ =

M
= ONFy (ymax)-N-Fg(am)= ) N*(Fg(a;)=Fg(a;-1)=(N-Fg(am))* = 2N*Fy (Ymax)-Fg (anr)=(N-Fg(am))”.
J=1

Since Fy(ymax) = Fe(ap) = 1, it is clear that Q;(top(?)) = 0 and consequently the minimum value of

Q¢ () for ymay is equal to 0.

On the other hand, if we consider y = (aps) then

(Kt(aM))2

Tatay )=

Oi(lapm) = 2NFy(ymux) -Ki(aym) -

Q1 (am) = 2N*Fy (Ymax) - Fe(am) = 2N*(Fg(anr))* = 0.

Thus, with the auxiliary vector y = (aps) the minimum value of Q,(y) is reached and the optimal dimension
can be reducted from M to 1. With the auxiliary vector y = (a,s), the resulting calibration constraint is given
by:
1 1
1= Felam) = 5 > wrdlan — ) = 5 ) o (27)

kes kes
Under simple random sampling without replacement, the minimization of (4.5) subject to the condition
(27) results in dx = wy since the basic weights dy associated with the simple random sampling without

replacement satisfy the condition (27). Therefore, the minimum value of Q,(y) for y,, is equal to 0.



1.2. Dimension reduction of the optimal auxiliary vector whenD; = 0;Z; = 0 and Fy = A; = A

If we consider the case where D, = 0; Z, = 0 and F; = A, = Ay, there is not reduction in the optimal

auxiliary vector top(). To see it, it is clear that q§ # 0Va; € Ay and consequently:

i
K. (a;) = ZA(a,- — gi)A(t — yi) = N - Fy(ay) —Zq; fori=1,2,..., M.
inU j=1

Specifically, for i = M we have:

Ki(am) = N - Felam) = Y q; = NFy (D).
j=1

The minimum value of Q,(y) is reached at y = top(#) and is given by:

M 2
_ (Ki(a) = Ki(a;-1)) 2
Q:(top (1)) = 2NFy (1) - Ki(an) - ,Zl Foa) Fuary ~ Kilam)

Since (K;(aj) — K;(aj-1) =N - Fg(a;) =N - Fg(a;_1) - q;., Q:(top(1)) takes the following expression:

M (N-Fg(aj) =N - Fg(aj-1) _q;)Z _

Qi (tor (1) = (NFy(1)” - ; Fota) < Fular )
M Moo Mo (g
(NFy(1))* = N*- ]Z:; (Fg(aj) = Fg(aj-1)) +2N - JZ:; q; - JZ:; Fg(a;) _]Fg(aj—l) )
2_ a2 N t S (q;')z 2 A2 S t S (q;)z
(NFy(1))*~N ~Fg(aM)+2N-JZ:; qj—; Fa) - Fuam - VBN +21v.;1 qj—; @) Fea
(28)
If we consider an auxiliary vector where we delete some value a; # aps,i.ey = (A, ... Ai—1, i+l .- AM),

we can obtain in a similar way that

S (Ki(a)) - Ki(a;-1)° i (Ki(ay) ~ Kita;0)” _ (Ki(ain) ~ Ki(ai-1))” (Ki(anm)

_ Koay)-S' _ _ _
Q) =INE W Kiaw)= D G Fa(ay) — Felaj) Falam) — Fa(a)

J=i+l
S S (4))? (g} +4},))°
= (NFy(1))*> = N*+2N - L+2N(q' +q',,) - ! - Ml :
(NF>(1)) 2, GAWGH G = ) s e S T F ) = R

Jj=1 Jj=1
jEiLi+] FEIRES



As a consequence, Q;(top(t)) — Q;(y) is given by

B (q%)? _ (4',,)* (gi+4q.,)°
Fg(ai)_Fg(ai—l) Fg(ai+1)_Fg(ai) Fg(ai+])_Fg(ai—l) -

Q:(top(1)) - Qi (y) =

__ (fI;)z(Fg(aiH) _Fg(ai)) B (Q§+])2(Fg(ai) _Fg(ai—l)) 4 2Q$ 'qlt~+1 _
(Fg(ai) - Fg(ai—l)) ((Fg(ai+1) - Fg(ai—l)) (Fg(ai+1) - Fg(ai—l))((Fg(aiH) - Fg(ai)) Fg(ai+1) - Fg(ai—l)

= T [~ (Fy (@) ~Fy (a)*~(g}41)* (Fe (@)= Fg(ai-1) 42411,y (Fy i) ~Fg (@) (Fy(an)—Fe(ai1)) | < 0

with
1

I- .
(Fg(ai) - Fg(ai—l))(Fg(aiH) - Fg(ai))(Fg(aiH) - Fg(ai—l))

Consequently, when deleting some a;, Q; (top(?)) < Q;(y).

If we delete the value ayy, i.e, we consider the auxiliary vectory = (ay, ..., apm-1), Q:(y) takes the following

expression:

M-1 o . ’
0/ (y) = 2NFy (1) - K, (ap-1) = )| (Ki(aj - Ki(aj-1)))

- 2
o Felay) = Felaj-1) (K:(ap-1))

On the other hand u 5
(Ki(a; — Ki(aj-1)))

_ 2 _
0:(top(1) = (NFy (1)) ; Folay) = Fula, 1)

and it easy to see that

(NFy(1) - Ki(ap-1))*

Folan) — Folan)

Q:(tor(1)) = Q:(y) = (NFy(1) = Ki(ap-1))* -

Therefore, when we delete ayz; O, (top(?)) < Q:(y).

Thus, if Z; = 0 and F; = A; there is not a reduction in the auxiliary vector to reach the minimum of Q,(y).

1.3. Dimension reduction of the optimal auxiliary vector for p;;i € {2,...,[,} when D¢ # 0;

Di=Amand B; # 0

Under the assumptions D¢ # 0; Dy = Ay and B¢ # 0, if we consider p; withi =2,...,1[;, it is clear that

pi > p(-1and f, > f;(ifl). Moreover, because the value b} exists, this implies that f}, > f1z7<,>1> + 1.

Pi



and due to the value b’, exists, the set

If we suppose that p; = p;_1) + 1, it is clear that f}, = f(’p( 1) f
! i- pi

UP(i—1)+1 = UPi = {l eU: afll;(i—l) < g1 <ag }= {l eU: afft’(i—l) <g < aflt’i} 0

]7(i71)+l

As a consequence, we have:

a ...,a cD
f(tl’(i—l)“)’ ’ (flt’i_l)}_ d

and bff =agp 1) and there is not a possible reduction in the dimension.
Pi i

On the contrary, if we suppose that p; > p;_1) + 1, then f;’i > f(tp(-,l) and there is a integer z > 1

+1)

such that p; = p(;—1)+1+z. Forall j = 1,...,z, the value b « ~does not exist and the set Upiy+i = 0.
P@i-1)*

As in the previous case (case pp), we have:

a gt = A/ st . =1 .
f(p(l-,l)Jrj) (fl’(i—1)+])’ ] , , 2

Thus, if p; > p;-1) + 1, we have:

{a(ff)u-n)“)’ T a(fﬁ(i-lﬁpi‘l’(i—l)—l)} c A

Then, if we define the following sets:

Ap, = {a(f[,(i_l)+1)’ e ’a(f;(i_1)+l’ffp(i—1>*1)}
Zp, ={ai € Ap, 1 q; =0}

and

Fp,={a; € Ap, : 0< gt <r;}

we can proof in a similar way to the previous case (case p) thatif Z,, = A, or Z,,, # A,, but F,, # A,
there is a possible reduction in the dimension of the auxiliary vector top(z). If F),, = A, there is no possible
dimension reduction.

Finally, if we suppose that p;, = M, then the value b fia exists and analogously to previous cases, there

is no reduction between the points b 1 and a 1
t t

On the other hand, if we suppose that p;, < M; then for h = p;, + 1, p;, +2, ..., M, the corresponding



value b A does not exist and therefore the sets U, = 0 . As a consequence, we have:

Aftyy = Ay 40 Aty = S, +M=py,)

If we denote by

Am, ={aqgy, v1ys - a(ps +M—py)} € Ar
Zy, ={a; € Ay, : q; =0}

FM,={a,~€AMt:O<q§<r,~}

then, we can reduce the dimension of the optimal auxiliary vector top(?) if Zys, = Ay, orif Zy,, # Ay, but

Fuy, # Ay, If Fpg, = Ay, there is no possible dimension reduction.
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