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PRESENTACION

En esta memoria de tesis doctoral presentamos los principales elementos de una investigacion
centrada en el conocimiento especializado de la practica matematica de la demostracién de
un grupo de profesores de matematicas en formacion inicial de la carrera de Bachillerato y
Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica de la Universidad Nacional de Costa Rica.
El trabajo se enmarca dentro de la linea de investigacion de formacién de profesores de
matematicas, que forma parte del grupo de investigacion FQM 193. Didactica de la
Matematica. Pensamiento Numérico del Departamento de Didactica de la Matematica de la
Universidad de Granada en Espafia.

La investigacion se ubica en el paradigma interpretativo en el que existe una
preocupacion por comprender las interpretaciones del individuo (Cohen, Manion y Morrison,
2007; Sandin, 2003), en nuestro caso se pretende caracterizar el conocimiento especializado
de los sujetos de investigacion sobre la demostracion. Asimismo, tiene un enfoque cualitativo
debido a que interesa la interpretacion de los significados que los sujetos atribuyen a sus
acciones, se estudian los hechos como un todo, de manera global e integrada y no se
generalizan los resultados de la investigacion (Bryman, 2012; Rodriguez, 2003). Las
perspectivas tedricas empleadas en el estudio corresponden al analisis conceptual (Rico,
2001) en el marco del analisis didactico y el modelo de conocimiento Mathematics Teacher’s
Specialized Knowledge (MTSK) (Carrillo et al., 2018).

El estudio del conocimiento especializado sobre la demostracion tiene muchos
componentes. Este trabajo se enfoca principalmente en el conocimiento matematico,
concretamente sobre los aspectos logico-sintacticos y matematicos de la demostracion.
Ademas, se consideran las caracteristicas de los argumentos matematicos que mas convencen
a los sujetos de investigacion por la importancia que puedan tener en el desempefio
profesional del profesor de matemaéticas al abordar la ensefianza de la demostracion. Puesto
que la demostracién es compleja y puede tener multiples significados, hemos considerado
pertinente realizar un anélisis conceptual de este término para profundizar en este concepto.

De esta manera, el problema planteado en esta investigacion estd orientado a
determinar cudl es el conocimiento de los profesores de matematicas en formacién inicial en
la Universidad Nacional de Costa Rica (UNA) sobre la practica matematica de la
demostracion. El trabajo consta de cuatro fases, una tedrica (Fase 0) y tres empiricas (Fases
1, 2'y 3) que se describen a continuacion.

La Fase 0. Analisis conceptual de la demostracion matematica consiste en un estudio
tedrico sobre la demostracion matematica. Los sujetos de investigacion fueron documentales
como diccionarios, libros de texto, investigaciones previas y el Programa de Estudios de
Matematicas de la educacion secundaria en Costa Rica. Para la recoleccion de la informacion
se empled la revision bibliografica o de literatura (Hernandez-Sampieri, Fernandez y
Baptista, 2014). El analisis de la informacién se realiz6 mediante el andlisis conceptual (Rico,
2001) considerando cuatro elementos fundamentales: los aspectos historicos de la
demostracion en Matematicas, el concepto de demostracion, los tipos de demostraciones y
las funciones atribuidas.
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La Fase 1. Validez l6gica, es un estudio empirico sobre el conocimiento de los aspectos
I6gicos y sintacticos de la demostracion. Los sujetos de investigacion fueron 25 profesores
de matematicas en formacion inicial en la carrera de Ensefianza de la Matematica de la
Universidad Nacional de Costa Rica. Para la recoleccién de la informacion se aplicaron dos
cuestionarios en los meses de setiembre y octubre del 2018. El cuestionario 1 trata a cerca de
las formas de proceder en la demostracion de una proposicion genérica, es decir, desprovista
de contenido matematico y el cuestionario 2, esta orientado a la evaluacion de argumentos
matematicos.

La Fase 2. Validez matematica y la Fase 3. Conviccion de un argumento matematico
son estudios empiricos sobre el conocimiento de los aspectos matematicos de la demostracion
y sobre las caracteristicas de los argumentos méas convincentes para los sujetos de
investigacion, respectivamente. Los sujetos participantes en ambas fases fueron 19
profesores de matematicas en formacion inicial en la carrera de Ensefianza de la Matemaética
de la Universidad Nacional de Costa Rica. Para la recoleccion de la informacion de la fase 2
se aplico el cuestionario 3, sobre la evaluacion de argumentos en funcién de los aspectos
matematicos tales como las hipdtesis de la afirmacion a demostrar y, los axiomas,
definiciones y teoremas de la teoria matematica en donde estan insertos la proposicion y el
argumento. Para la fase 3, se aplico el cuestionario 4 en el que se presentan argumentos
matematicos para demostrar la irracionalidad de la raiz cuadrada de dos, el objetivo era
determinar las caracteristicas de los argumentos que los sujetos de investigacion encontraron
como mas convincentes. Ambos cuestionarios se administraron en los meses de mayo y junio
del 20109.

Para el analisis de la informacion de los cuatro cuestionarios se empled el analisis de
contenido, esta es una técnica cientifica de investigacion para hacer inferencias replicables y
validas de textos (u otra materia significativa) a los contextos de su uso (Cohen, Manion, y
Morrison, 2007; Krippendorff, 2004). En el caso de los cuestionarios 1, 2 y 3 se plantearon
categorias de analisis e indicadores de conocimiento empleando los elementos tedricos sobre
la demostracién. Para el cuestionario 4, inicialmente se consideraron seis categorias y sus
respectivas definiciones sobre la conviccion de un argumento matematico consideradas en el
marco tedrico. Posteriormente, con el analisis de las respuestas de los sujetos fue necesario
redefinir algunas categorias, eliminar otras y crear nuevas que se adaptaran a lo manifestado
por los sujetos de investigacion.

A continuacion, se presenta un esquema para ilustrar las fases de la investigacion y el
capitulo con el correspondiente apartado en donde se encuentran los resultados de cada una
de ellas.
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Fase 0 Analisis conceptual de la Capitulo 4
demostracion matematica Apartado 4.1

Fase 1 Validez Logica Capitulo 4
Apartado 4.2

Fase 2 Validez Matemética | Capitulo 4
Apartado 4.3

Fase 3 Conviccidn dg ~ooun > Capitulo 4
argumento matematico Apartado 4.4

Figura 0. Fases de la investigacion
ORGANIZACION DE LA MEMORIA

Este documento consta de cinco capitulos, seguido del listado de las referencias
bibliogréaficas y los anexos. A continuacion, se hace una breve descripcién del contendido de
cada capitulo.

Capitulo 1. Planteamiento de la investigacion. Este capitulo consta de tres apartados.
En el primero, se discute el interés por estudiar el conocimiento sobre la practica matematica
de la demostracion, el papel de esta en las Matematicas, en la matematica escolar, en el
curriculo matematico de la educacion secundaria en Costa Rica y en la formacion inicial de
los profesores de matematicas; se presenta también una serie de investigaciones que han
permitido establecer los elementos que consideramos para estudiar el conocimiento sobre la
demostracion, especificamente, sobre la validez l6gico-matematica de la demostracion y
sobre la conviccién de un argumento matematico. En el segundo, se presenta el problema de
investigacion y la pertinencia del trabajo. En el tercero se formula el objetivo general y los
cuatro objetivos especificos que guian esta investigacion.

Capitulo 2. Marco tedrico. Este capitulo consta de tres apartados. En el primero, se
define el analisis conceptual y sus caracteristicas. En el segundo apartado, se discute la
relevancia de estudiar el conocimiento matematico sobre la demostracion y la eleccion del
modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) para sustentar teéricamente
dicho estudio, debido a que en el subdominio de la practica matematica se considera a la
demostracién como una de sus categorias. Se presenta ademas una breve descripcién de los
dominios y subdominios de dicho modelo de conocimiento. En el tercero, se hace un
desarrollo méas extenso del subdominio de la practica matematica en el modelo MTSK y
proponemos componentes y subcomponentes para estudiar el conocimiento de la
demostracion en profesores de matematicas. Ademas, se presentan con mayor detalle los
elementos empleados en las fases empiricas 1, 2 y 3 tales como los aspectos l6gico-sintacticos
y matematicos de la demostracion vy, las caracteristicas de los argumentos matematicos que
pueden ser convincentes para los futuros profesores de matematicas.

Capitulo 3. Marco metodolégico. Este capitulo consta de cuatro apartados. En el
primero, se presentan los principales elementos de la investigacion tales como su adscripcion
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al paradigma interpretativo y al enfoque cualitativo, las fases que la componen, una breve
referencia a los elementos considerados en la construccion de los instrumentos de recoleccion
de la informacion, asi como a la técnica del anélisis de contenido empleada en el analisis de
la informacion. En el segundo apartado, se hace una descripcion de los sujetos de
investigacion que participaron en cada una de las fases del trabajo. En el tercer apartado, se
hace una descripcion de la forma en que se recolecto la informacién en cada fase de la
investigacion, ademas, se presenta un anélisis de la estructura logico-sintactica de cada una
de las proposiciones consideradas en los cuestionarios 2, 3 y 4 asi como una demostracion
de cada una de ellas. En el cuarto apartado, se hace una descripcion de la forma en que se
analizo la informacion en cada fase del trabajo.

Capitulo 4. Resultados. Este capitulo consta de cuatro apartados. En el primero, se
presentan los principales hallazgos del analisis conceptual de la demostracion centrado en los
aspectos histéricos de la demostracién en Matematicas, el concepto de demostracién, los
tipos y las funciones atribuidas. En el segundo apartado, se presentan los resultados sobre el
conocimiento de los sujetos de investigacion de las formas de proceder en una demostracion,
considerando la estructura légico-sintactica de las proposiciones y sobre la evaluacion de
argumentos matematicos, considerando dichos aspectos en una proposicion matematica con
la estructura de la implicacion universal. En el tercer apartado, se presentan los resultados
sobre el conocimiento de los sujetos de investigacion en la evaluacion de argumentos
considerando los aspectos matematicos de la demostracion. En el cuarto apartado, se
presentan los resultados sobre las caracteristicas de los argumentos matematicos mas
convincentes para los sujetos de investigacion.

Capitulo 5. Conclusiones. Este capitulo consta de cinco apartados. En el primero, se
presentan las conclusiones sobre el andlisis conceptual de la demostracion. En el segundo
apartado, se presentan las conclusiones sobre el conocimiento de los sujetos de investigacion
de las formas de proceder en la demostracion en funcion de los aspectos 16gicos y sintacticos
en proposiciones genéricas y sobre la evaluacion de argumentos matematicos en funcion de
dichos aspectos. En el tercer apartado, se presentan las conclusiones sobre el conocimiento
de los sujetos de investigacion sobre los aspectos matematicos de la demostracion tales como
el uso de las hipdtesis, axiomas, definiciones y teoremas. En el cuarto apartado, se presentan
las conclusiones sobre las caracteristicas de los argumentos matematicos que mas convencen
a los profesores de matematicas en formacion inicial en la Universidad Nacional de Costa
Rica. En el quinto apartado, se describen los principales aportes de este estudio a la
investigacion sobre el conocimiento de la demostracion en profesores de matematicas y a la
formacion de estos profesionales, ademds, se plantean algunas lineas abiertas de
investigacion sobre el conocimiento especializado de la demostracion.
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Este capitulo consta de tres apartados. En el primero, Area problematica, se hace una
introduccion que muestra el interés por estudiar el conocimiento del profesor de matematicas,
particularmente el conocimiento sobre la practica matematica en donde se ubica la
demostracion. Ademas, se discute sobre la demostracion, concretamente, sobre su papel en
las Matemaéticas, en la Matemaética Escolar, en el curriculo matematico de la educacion
secundaria en Costa Rica, en la formacion inicial de los profesores de matematicas, en donde
distinguimos aspectos generales y aspectos particulares en el plan de estudios de la carrera
de ensefianza de la matematica de la Universidad Nacional de Costa Rica. Se presentan
también los antecedentes en donde se consideran una serie de investigaciones sobre el
conocimiento de los profesores de matematicas acerca de la demostracion. Los trabajos se
encuentran separados en dos grupos: en el primero, trabajos generales que han contribuido a
precisar el area problematica, es decir, a establecer los elementos que consideramos para
estudiar el conocimiento sobre la demostracion y en el segundo, trabajos més relacionados
con los elementos que fueron objeto de investigacion de esta tesis, a saber, sobre la validez
I6gico-matematica de la demostracidn y sobre la conviccion de un argumento matematico.
Finalmente, se hace una sintesis de los principales elementos que componen el conocimiento
del profesor de matematicas para la ensefianza de la demostracion.

En el segundo apartado, El problema de investigacion y la pertinencia del trabajo, se
hace una sintesis de las principales ideas del apartado anterior para formular el problema de
investigacion y justificar su pertinencia. Finalmente, en el tercer apartado, Objetivos de la
investigacién, se formula el objetivo general de la investigacion y los cuatro objetivos
especificos.

1.1 AREA PROBLEMATICA

Segun Ponte y Chapman (2006) el estudio sobre el conocimiento del profesor es un tema de
interés desde hace tiempo, particularmente se destacan en la década de 1980 los trabajos de
Elbaz (1983) y Shulman (1986).

En el caso de Elbaz (1983), el interés radica en identificar lo que denominé
conocimiento practico y contempla el conocimiento sobre si mismo, el medio ambiente, los
temas, el desarrollo del curriculo y la instruccién. Shulman (1986) propuso siete categorias
de conocimiento que posibilitan a los profesores la ensefianza: (1) el conocimiento del
contenido, (2) el conocimiento pedagdgico general, (3) el conocimiento curricular, (4) el
conocimiento didactico del contenido, (5) el conocimiento de los estudiantes, (6) el
conocimiento de los contextos educacionales y (7) el conocimiento de los fines educativos,
los propdsitos y los valores. Por su parte Schon (1992) enfatizd la naturaleza practica del
conocimiento del profesor, sefialando que se requiere una actitud reflexiva para incorporar
conocimiento sobre el contenido y su correspondiente conocimiento pedagogico, esta actitud
reflexiva surge cuando los profesores se enfrentan a problemas profesionales, se distancian
para apreciarlos con perspectiva y comparten para encontrar soluciones factibles. De esta
manera, el conocimiento de los profesores no puede reducirse al conocimiento de los
contenidos, sino que debe servirle para identificar y resolver problemas profesionales en el
marco de su préactica, es decir, debe ser capaz de construir conocimiento practico (Ponte y
Chapman, 2006).

Posterior a los trabajos indicados anteriormente, han surgido diferentes modelos para
conceptualizar el conocimiento de los profesores, cada uno de ellos haciendo énfasis en
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diferentes elementos y caracteristicas. En estos modelos, a partir del trabajo de Shulman
(1986), se distinguen dos componentes principales: el conocimiento del contenido a ensefar
y el conocimiento didactico del contenido a ensefiar. Un modelo especialmente interesante
es el planteado por Ball y colaboradores denominado Mathematical Knowledge for Teaching
(MKT) (Ball, Thames y Phelps, 2008). En este modelo se reconocen seis categorias de
conocimiento que permiten caracterizar el conocimiento del profesor. No obstante, se han
detectado algunas problematicas tales como la ambigliedad de si esos elementos particulares
son o no exclusivos de los profesores de matematicas o que algunos subdominios tienden a
superponerse cuando se emplean de forma analitica (Carrillo et al., 2018).

Con base en un analisis critico del modelo MKT, Carrillo et al. (2018) han propuesto el
modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) el cual considera la
naturaleza especializada del conocimiento del profesor de matematicas y en donde cada
subdominio toma en cuenta lo que el profesor utiliza y necesita sin hacer referencias a otras
profesiones. Plantea dos dominios fundamentales de conocimiento: (1) el conocimiento
matematico que hace referencia a aquel que posee el profesor sobre las matematicas como
una disciplina cientifica, pero en un contexto escolar y (2) el conocimiento didactico del
contenido que se refiere a los aspectos relacionados con el contenido matematico como objeto
de ensefianza—aprendizaje.

El conocimiento matematico es fundamental en el profesor y ha sido reconocido como
uno de los focos de investigacion en la comunidad del International Group for the
Psychology of Mathematics Education (IGPME). Muchos de los estudios se centraron en
temas matematicos tales como geometria, funciones, la multiplicacion y la division, las
fracciones y la resolucion de problemas e hicieron énfasis en las dificultades o deficiencias
que los profesores exhibieron en conceptos o procesos matematicos (Ponte y Chapman,
2006). Por su parte, The Handbook of Mathematics Teacher Education (Sullivan & Wood,
2008a) considera en su primer volumen (Sullivan & Wood, 2008b) las perspectivas tedricas
sobre el conocimiento y las creencias en la ensefianza y en el desempefio profesional del
profesor de matematicas. La complejidad de describir el conocimiento necesario para la
ensefianza de las matematicas refleja dos posiciones: por un lado, la necesidad de entrelazar
el aprendizaje basado en la disciplina convencional con dimensiones fisicas, personales,
sociales y el desarrollo de experiencias relevantes para las demandas de la economia global
y por otro, una posicion matematica mas cercana a los principios, patrones, procesos y
generalizaciones que de forma convencional han sido la base de los planes de estudio de
matematicas (Sullivan, 2008).

Si bien es cierto, el conocimiento del profesor de matematicas sobre los temas es muy
relevante, Flores-Medrano et al. (2016) sefialan que ademas de conocer los contenidos y sus
relaciones, el profesor de matemaéticas debe tener conocimiento acerca de como se produce
el conocimiento matematico, lo que implica conocer sobre las reglas sintacticas de la
disciplina, la diferencia entre una demostracion, una prueba y una comprobacién, ademas de
los diferentes tipos de demostraciones. Esto permitiria que el profesor comprenda que un
ejemplo en uno casos corresponde a una comprobacion de una propiedad y en otros, a una
demostracion. Por ejemplo, cuando se plantea que 5+2=2+5 corresponde a una
comprobacion de la propiedad conmutativa de la suma de los nimeros naturales, pero no
demuestra la validez de tal propiedad en dicho conjunto. No obstante, el ejemplo 5-2#2-5
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basta para garantizar que la resta no es conmutativa y que no es una operacion interna en el
conjunto de los nimeros naturales (Flores-Medrano et al., 2016).

El modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) considera a este
conocimiento del profesor de matematicas sobre el quehacer matematico como parte del
conocimiento matematico y le ha asignado un subdominio dentro de él, llamado Knowledge
of Practices in Mathematics (KPM). Este subdominio hace referencia al conocimiento del
profesor de matematicas sobre la forma en la que se desarrollan las matematicas més alla de
cualquier tema en particular. Actualmente los autores contintian precisando la categorizacion
del subdominio, llevando a cabo nueva agrupacién de sus descriptores, y reforzando la idea
de que el conocimiento sobre la demostracion matematica forma parte de tales categorias
(Carrillo et al., 2018).

1.1.1 La demostracion en Matematicas

La busqueda de la verdad se podria considerar como parte esencial de la practica matematica,
no obstante, clarificar el significado de la verdad matematica es una tarea compleja.
Usualmente, en matematicas las palabras falso y verdadero estan vinculadas a las
proposiciones y, por lo tanto, se hace necesario contar con criterios parciales especificos que
permitan establecer la veracidad o falsedad de la mayor cantidad de proposiciones posibles.
En el caso de las ciencias deductivas, principalmente en las matematicas, esos criterios se
consideran en el llamado método axiomaético-deductivo y se concretan en la idea de
demostracion (Domingues, 2002).

En la actualidad, el descubrimiento y la demostracion de nuevos teoremas son
elementos que se encuentran en el nivel mas elevado de la investigacion matematica,
particularmente, las demostraciones son fundamentales para la estructura de las matematicas,
sin embargo, se debe prestar atencidn a que las demostraciones habituales realizadas por los
matematicos tienen sutilezas de significado mas amplias que la simple aplicacion ldgica por
lo que hacen una distincion entre la demostracion formal y la ordinaria (Tall et al., 2012).

Segun Cabassut et al. (2012) no existe una definicién general de demostracion que sea
compartida por toda la comunidad matematica, por lo que una forma de intentar precisar este
concepto, es buscar una definicion en la légica matemética y contrastarla con lo que los
matematicos consideran que se ajusta a su quehacer en la practica. De esta manera, se pueden
tener dos conceptualizaciones principales sobre la demostracién: una vinculada a la 1dgica y
otra mas cercana a la préactica de los matematicos.

En una conceptualizacion cercana a la l6gica, se puede afirmar que una demostracion
matematica formal, es una sucesion de proposiciones matematicas en donde la Gltima es el
teorema que se demuestra y cada una de las anteriores es un axioma o es el resultado de
aplicar una regla de inferencia a proposiciones anteriores de la sucesion, de esta manera, las
reglas de inferencia son evidentes y la validez de la demostracion puede verificarse de forma
mecanica (Cabassut et al., 2012; Hanna y De Villiers, 2012; Tall et al., 2012).

En una conceptualizacion mas proxima al quehacer de los matematicos, estos insisten
en los componentes informales y semanticos de la demostracion. La demostracion tiene una
finalidad mas amplia que el simple establecimiento de la verdad, puede contribuir a obtener
nuevos conocimientos matematicos, establecer nuevos enlaces contextuales y favorecer la
aparicion de nuevos métodos para resolver problemas (Cabassut et al., 2012; Hanna y De
Villiers, 2012). De esta manera, una demostracion matematica ordinaria es un argumento
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para convencer a un grupo de expertos sobre la veracidad de una afirmacién matemaética y si
es posible explicar dicha veracidad. Este tipo de demostraciones se pueden observar en
revistas de investigacion matematica, en libros de texto escolares y universitarios,
generalmente presentan puentes conceptuales en algunas partes del argumento en lugar de
una justificacion logica explicita. Para los matematicos, la demostracion esta asociada a otras
actividades tales como pensar en nuevas situaciones, enfocarse en aspectos significativos,
emplear conocimientos previos para reorganizar ideas, considerar nuevas relaciones, hacer
conjeturas, formular definiciones y finalmente, construir un argumento valido (Tall et al.,
2012).

Las definiciones formales del término demostracion cubren el significado de este
concepto de manera incompleta, no obstante, los matematicos estan convencidos de su
significado en su quehacer profesional. Como veremos a continuacion, lo anterior supone
una dificultad para la ensefianza de la demostracién en las matematicas escolares debido a
que no parecen existir explicaciones simples sobre qué es una demostracion y cuales
demostraciones deben proporcionar los profesores a sus estudiantes (Cabassut et al., 2012).

1.1.2 La demostracién en la Matematica Escolar y en el curriculo matematico de la
educacion secundaria en Costa Rica

Segun Durand-Guerrier, Boero, Douek, Epp y Tanguay (2012a) en la matematica escolar
también existe la tension entre lo l6gico-sintactico y lo semantico de la demostracion y sus
posibles relaciones y oposiciones tales como los resultados matematicos ajustados a reglas
I6gicas y textuales o los aspectos creativos y constructivos. Para Hanna y De Villiers (2012)
existen dos posiciones sobre la demostracién matematica, una que apela mas a los aspectos
I6gico-sintacticos y que la considera como una secuencia de pasos que permiten el
establecimiento de una conclusién necesaria, y otra mas vinculada a los aspectos semanticos
y que la contempla en un sentido mas amplio, como una serie de ideas y percepciones que
favorezcan la comprension matematica.

A pesar de las distintas posiciones sobre los procesos de argumentaciéon y
demostracion, existe consenso y un amplio reconocimiento a nivel internacional sobre el
papel de la demostracién matematica en la formacién de los estudiantes en todos los niveles
educativos (Cabassut et al., 2012; Mariotti, 2006; Stylianides, Stylianides y Weber, 2017).

En paises como Francia, Alemania y Japon, la demostracion aparece en el programa
curricular oficial como un contenido explicito de ensefianza. En este se indica lo que deberia
considerarse en las clases de matematicas y existen libros de texto en donde hay capitulos
dedicados a su ensefianza. En otros paises, como lItalia y los Estados Unidos, el abordaje de
la demostracidn no esta explicito en los programas como un tema de estudio y depende de la
disposicion de los profesores para emplearla en sus clases. En el caso de los Estados Unidos,
el razonamiento y la demostracion se consideran como un estandar de proceso que debe
abordarse dentro de los contenidos matematicos en los diferentes niveles educativos mas que
un contenido explicito de ensefianza (Cabassut et al., 2012).

Asimismo, existen recomendaciones internacionales como las propuestas por la
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2003) que indican que los procesos
de argumentacion y demostracion deberian tener presencia en los programas de todos los
niveles educativos. Especificamente, recomiendan promover actividades tales como la
formulacién e investigacion de conjeturas, el desarrollo y la evaluacién de argumentos
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matematicos y demostraciones, en donde se empleen diferentes métodos y tipos de
razonamiento. En este sentido, Stylianides (2007) sefiala que muchos investigadores y
marcos curriculares abogan por la inclusién de las demostraciones mateméticas como parte
de las experiencias de los estudiantes en todas las areas de contenido y en todos los niveles
educativos debido a que son fundamentales para hacer y saber matematicas, son la base de la
comprension matematica y tienen un papel preponderante para desarrollar, establecer y
comunicar el conocimiento matematico.

La demostracion en la Educacion Primaria puede favorecer que los nifios exploren o
debatan sobre la veracidad de las afirmaciones matematicas con base en la estructura logica
del sistema matematico y no en la autoridad del docente o del libro de texto. En la secundaria,
puede cumplir una amplia gama de funciones tales como (1) la verificacién, que permite
establecer la veracidad o falsedad de una proposicion, (2) la explicacion, en donde se
propongan las razones por las que una proposicion matematica es verdadera, (3) el
descubrimiento, en donde se establezcan nuevos resultados matematicos, (4) la
comunicacion, que permite la transmision de resultados matematicos a los deméas miembros
del aula, (5) la propuesta de nuevos métodos de deduccion y (6) la justificacion del uso de
una definicion o un sistema de axiomas. Lo anterior puede contribuir para que los estudiantes
comprendan: (1) la forma en la que esta actividad se realiza en la disciplina matematica, (2)
los origenes y las conexiones del conocimiento matematico y (3) nuevos métodos para
resolver problemas (Durand-Guerrier et al., 2012a; Stylianides et al., 2017; Zaslavsky,
Nickerson, Stylianides, Kidron y Winicki-Landman, 2012).

Para lograr estas expectativas, algunos programas de estudio de matematicas en
diferentes contextos educativos del mundo contemplan el abordaje del razonamiento
deductivo y de la inferencia logica. ElI proponer a los estudiantes tareas en las que la
exploracién, la validacion y la interpretacion provoquen en ellos la necesidad de la
comprension al encontrarse con resultados inesperados, con ambigiiedades y contradicciones
favorece la necesidad de realizar demostraciones. No obstante, muchas de las demostraciones
que se presentan en las matematicas escolares se abordan como un ejercicio, cuyo propdsito
es confirmar la validez de proposiciones matematicas y teoremas. Esto carece de un propdsito
intelectual debido a que los estudiantes no estan comprometidos en la bdsqueda de la solucion
de un problema matematico que aprecien como tal (Durand-Guerrier et al., 2012a; Zaslavsky
etal., 2012).

Segun Mariotti (2006), algunas investigaciones han evidenciado la complejidad del
concepto de demostracion y las dificultades que enfrentan los profesores de matematicas y
sus estudiantes cuando se incluye como parte de las actividades de la clase. Afirma que la
demostracién matematica tiene dos propositos fundamentales: la validacién que permite
confirmar la veracidad de una afirmacion matematica al verificar la correccion légica del
argumento matematico y el aporte en la construccion del conocimiento matematico. Se han
propuesto diferentes enfoques para la ensefianza de la demostracion en el aula y se han
generado investigaciones al respecto. El elemento fundamental que surge en todas ellas es la
necesidad de que las demostraciones sean aceptables desde el punto de vista matematico pero
gue también tengan sentido para los estudiantes.

En el caso de Costa Rica, el sistema educativo esta regido por el Ministerio de
Educacién Publica (MEP) y organizado como se muestra en la tabla 1.
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Tabla 1
Organizacion del sistema educativo de Costa Rica

Niveles Afios que comprende Edades de los estudiantes

Materno infantil 4 afos y 3 meses-5 afos y

dos meses
Preescolar
Transicién 5 afios y 3 meses-6 afos y
dos meses
I Ciclo de primaria Primero, segundo y tercero  7-9 afios
Il Ciclo de primaria Cuarto, quinto y sexto 10-12 afios
I11 Ciclo de secundaria Sétimo, octavo y noveno 13-15 afios
Educacion diversificada de secundaria Décimo y undécimo 16-17 afios

La ensefianza de la matematica en todo el sistema educativo costarricense esta
orientada por el Programa de Estudios de Matematicas del Ministerio de Educacion Publica
de Costa Rica. El enfoque principal de este curriculo se basa en la resolucion de problemas
asociados a los entornos reales, fisicos, sociales y culturales o que puedan ser concebidos de
esa forma. Se considera que el usar este tipo de problemas favorece la construccion de los
aprendizajes en las matemaéticas lo que conlleva a la identificacion, uso y construccion de
modelos matematicos. La resolucion de problemas como estrategia de mediacion pedagdgica
brindara un estilo de accion de aula en el cual se propone una introduccion de los temas que
considere cuatro momentos centrales: la propuesta de un problema, el trabajo independiente
por parte de los estudiantes, la discusion interactiva y comunicativa y la clausura o cierre.
Esta secuencia se puede realizar en una leccion o en un conjunto de lecciones de acuerdo al
tema a desarrollar y al nivel educativo (Ministerio de Educacion Publica, 2012).

La organizacion del programa de estudios se estructura en cinco areas matematicas: (1)
el &rea de nimeros en donde se introducen a éstos, ademés de los sistemas numéricos, las
operaciones, los calculos y las propiedades de una forma pragmatica; (2) el area de geometria
que refiere al estudio de las caracteristicas de las figuras geométricas y sus relaciones, la
modelizacion geométrica y la visualizacion espacial, ademas se considera el movimiento de
las formas geométricas; (3) el area de medidas que trata sobre la comprension y la
manipulacion de unidades, sistemas y procesos de medicion del espacio y el tiempo, el uso
de herramientas y formulas para efectuar las medidas; (4) el area de estadistica y
probabilidad en donde se incluyen dos temas fundamentales, la estadistica descriptiva que
se refiere a la identificacion, organizacion y presentacion de la informacién y por otro lado,
la probabilidad que estudia la incertidumbre y el azar y; (5) el area de relaciones y algebra
en donde se consideran varios temas como el estudio de los patrones y las relaciones de
diferentes tipos tales como numéricas y geomeétricas; las funciones, vistas como relaciones
entre variables, el manejo de expresiones y relaciones simbolicas, las ecuaciones e
inecuaciones, como medio de potenciar procesos de generalizacion y simbolizacion. El area
de numeros esté presente de forma explicita en los niveles de sétimo, octavo y noveno afio y
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las &reas de geometria, relaciones y algebra y; estadistica y probabilidad, estan presentes en
los cinco niveles de la educacién secundaria (Ministerio de Educacién Publica, 2012).

Los conocimientos matematicos son la base del programa de estudios, no obstante, el
enfogue no se basa solo en los contenidos matematicos. Se pretende el desarrollo de mayores
capacidades en los alumnos para enfrentarse a los retos de la sociedad de la cual forman parte.
De esta manera, se privilegia la l6gica del saber en contexto, del aprender a aprender en donde
las capacidades son centrales. Las de corto plazo y asociadas a las areas matematicas son las
que se llaman habilidades especificas, la generalizacion de estas en un ciclo educativo se
Ilama habilidades generales y finalmente como una perspectiva general la competencia
matematica. La competencia matematica se interpreta como una capacidad de usar las
matematicas para entender y actuar sobre diversos contextos reales, hace énfasis en la
relacién de las matematicas con los entornos fisicos y socioculturales y brinda un lugar
especial al planteamiento y la resolucion de problemas (Ministerio de Educacion Publica,
2012).

En el programa de estudios se consideran cinco procesos matematicos, que se entienden
como actividades cognitivas que realizan las personas en las diferentes areas matematicas y
que se asocian a la capacidad para la comprension y el uso de los conocimientos. La
realizacion sistematica de estos procesos transversales en el aula favorece el progreso de las
diferentes dimensiones de la competencia matematica. Estos procesos no se consideran como
capacidades, pero apoyan su desarrollo y tienen muchas intersecciones entre si. Tales
procesos son:

(1) razonar y argumentar que hace referencia a aquellas actividades mentales que de
manera transversal estan presentes en todas las areas del programa de estudios y que
permiten generar procesos de pensamiento matematico tales como la deduccién, la
induccidn, la comparacion analitica, la generalizacion, las justificaciones, las pruebas,
el uso de ejemplos y contraejemplos. Favorece el desarrollo de capacidades para
comprender lo que es una justificacion o prueba en matematica, para desarrollar y
discutir argumentaciones matematicas, para formular y analizar conjeturas
matematicas, para usar formulas o métodos matematicos que permitan la comprension
de alguna informacion dada;

(2) plantear y resolver problemas que contempla los procesos que permitan plantear y
resolver problemas, especialmente aquellos basados en contextos reales. Se pretende
favorecer las capacidades que permitan identificar, formular y resolver problemas en
diversos contextos personales, comunitarios o cientificos, dentro y fuera de las
matematicas;

(3) comunicar que trata sobre el proceso que potencia la capacidad para expresarse
usando el lenguaje matematico de forma oral y escrita. De este modo se busca que los
estudiantes desarrollen capacidades para expresar con precisién matematica, las ideas,
los argumentos y los procedimientos usados, ademéas de las conclusiones a las que
hayan llegado. Esto favorece la comunicacion activa entre los estudiantes con los
demas miembros de la comunidad educativa;

(4) conectar que permite la obtencion de relaciones entre las diferentes areas de las
matematicas y en las conexiones que se puedan realizar se favorece la comprension de
los limites y el significado de los objetos matematicos y;
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(5) representar como el proceso que permite fomentar el reconocimiento, la
interpretacion y la manipulacion de diversas representaciones de los objetos
matematicos tales como las graficas, los cuadros, los simbolos, etc. Favorece el
desarrollo de capacidades para traducir una representacion en términos de otras y de
este modo comprender las ventajas y desventajas de tales representaciones (Ministerio
de Educacion Pablica, 2012).

Los procesos de razonamiento y argumentacion estadn presentes en todas las areas
matematicas de diferentes formas tales como en el estudio de patrones y regularidades, en la
justificacion de una congruencia de tridngulos, en la eleccion de una representacion
matematica, en la solucion de una ecuacion, entre otras (Ministerio de Educacion Publica,
2012).

La justificacion y la prueba son esenciales en los quehaceres matematicos y por lo tanto
deben tener un papel primordial en la formacion escolar. Se da importancia al proceso de
conjeturar pues es algo que permite el descubrimiento de nuevos resultados en las
matematicas. Se considera que al plantear una conjetura se promuevan los procesos para
justificarla ya sea con materiales concretos, diagramas, calculadora u otros elementos
tecnoldgicos. A medida que se avance en la formacion escolar, las conjeturas deberan hacerse
sobre elementos méas generales y abstractos y las justificaciones deberan emplear elementos
mas técnicos. De este modo, la argumentacion debe incentivarse de manera paulatina,
primero usando formas verbales, luego las escritas y posteriormente mediante formas
simbdlicas. Se recomienda la introduccion cuidadosa de las formas de razonamiento por
contradiccion, induccién, uso de contraejemplos y las diferentes formas de deduccién
(Ministerio de Educacién Publica, 2012).

En sétimo, octavo y noveno afio no se pretende un aprendizaje totalmente formal de las
matematicas, no obstante, se considera importante introducir cierto grado de rigor, por lo
tanto, se debe promover el buen uso de la terminologia y de la notacién. Se debe tener
familiaridad con el sentido de la demostracion en matematicas la cual debe ser introducida
de manera gradual a través de los afios. Particularmente se consideran tres etapas relevantes,
una primera lo es el planteamiento de conjeturas y su verificacion o refutacion mediante el
estudio de casos particulares, una segunda que consiste en brindar una argumentacion de la
conjetura y una tercera que consiste en una demostracion. En el caso de décimo y undécimo
afio el grado de rigor debera ser superior al de los afios anteriores, los alumnos deberan
realizar demostraciones en las cuales se tienen que justificar los pasos realizados. Se
recomienda el uso de software de geometria dinamica para que los estudiantes conjeturen
resultados (Ministerio de Educacion Publica, 2012).

En el programa de estudios de matematicas se plantean algunas recomendaciones
metodologicas para el profesor de manera que se pueda favorecer el proceso de razonar y
argumentar. A continuacion, se detallan algunas de ellas (Ministerio de Educacion Publica,
2012).

» Utilizar el algoritmo de la division para realizar demostraciones sencillas como por
ejemplo que todo nimero natural es par o impar.

» Verificar las propiedades del valor absoluto de los nimeros enteros usando ejemplos
numéricos, por ejemplo, que un nimero entero y su opuesto aditivo tienen el mismo
valor absoluto. Después de asimilar las operaciones con niUmeros enteros se propone
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la  verificacion de las siguientes propiedades: |a-b|=|a|-|b],
la+b|<|a|+|b].
» Deducir las propiedades de las potencias a partir de la definicion tales como:

n -
a.I‘I’l.an:am+l"|’ am+an:am—n’(am) =am-n’ aO =l,a¢0- Se suglere

proponer a cada estudiante ejemplos que generen discusion acerca de la veracidad de
ciertas proposiciones, por ejemplo, se puede cuestionar si son correctas las siguientes
igualdades:

J-4 =-2,3-8 =-2.

. . . - ~ 1
» Generalizar propiedades estudiadas en sétimo afio como: a"=-—,a=0,
a

[ij :a_n,bio,(gj :[Ej ,a=0,b=0.
b b" b a

» Introducir a los numeros irracionales mediante un problema geométrico. Se da un
cuadrado en donde la medida de cada uno de sus lados es igual a X. El objetivo de la
actividad es que los alumnos concluyan que x? = 2. Se cuestiona a los estudiantes si
el nimero x podria ser un nimero racional. Se indica que esa posibilidad debe
descartarse mediante una demostracion en la cual se repasaran elementos de la teoria
de nimeros, dicha prueba es por contradiccion. Se menciona de manera explicita que
el trabajo con ndmeros irracionales puede ofrecer oportunidades para activar el
proceso de razonar y argumentar por ejemplo al demostrar que /3 no es un nimero
racional. Se recomienda realizar justificaciones de que por ejemplo /-1 no es un

ndmero real.

» Trabajar con los numeros irracionales para realizar algunas demostraciones.
Particularmente, se indica que al iniciar el estudio de los nimeros irracionales es
importante demostrar que /2 no es un ndmero racional. Se considera que la
demostracion de este hecho es sencilla y puede ser comprendida por los alumnos y
sirve para repasar conocimientos de teoria de nimeros. Se propone la siguiente forma
de demostracion:

Para la demostracion de que raiz cuadrada de 2 no es racional, primero se
repasa la descomposicion de los nimeros enteros en nimeros primos. Se

. . , 2
puede deducir que si 2 es un factor de un nimero entero m, entonces m
tiene 2 como factor un nimero par de veces. Ahora:

. . m
Si +/2 fuera racional, entonces ~/2 = — con my n enteros.
n

2

Elevando al cuadrado: 2 = m_z

n

Multiplicando por n?:2n2 = m?
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Por lo dicho arriba, m ?tiene un nimero par de veces a 2 como factor (o no lo
tiene), mientras que 2n?2 tiene un nimero impar de veces a 2 como factor.

Conclusion: <2 no puede ser racional (Ministerio de Educacion Publica,
2012, p. 297).

» Plantear un problema que enfatice el proceso de razonar y argumentar,
especificamente, para abordar la desigualdad triangular y los angulos internos y
externos. En el problema se dan una serie de medidas y se pide construir un tridngulo
con ellas. Se sugiere realizar preguntas a los alumnos sobre cuales medidas permiten
construir un triangulo y cuéles no y porqué. Para el caso en que se pueda se sugiere
que midan los &ngulos internos del tridngulo y sumen sus medidas. Para verificar que
dicha suma es 180 grados se sugiere construir un tridngulo en carton, recortar las
esquinas y colocarlas de forma tal que se forme un angulo Ilano. Es una verificacion
empirica y concreta.

» Plantear un problema que enfatice el proceso de razonar y argumentar, por ejemplo,
calcular el area de la Isla del Coco utilizando un mapa de Costa Rica. La idea es que
dicha isla sea visualizada como un cuadrilatero y se pueda aproximar su area. Se
sugiere que se conjeture sobre algunas de las propiedades de los cuadrilateros
utilizando la tecnologia y una guia apropiada. Una vez hecha la conjetura se debe
comunicar al resto de la clase y argumentar su validez.

» Promover en los alumnos la observacién de las medidas de los lados y de los angulos
de triangulos para que puedan inferir las condiciones necesarias y suficientes para
gue sean semejantes 0 congruentes segin corresponda. Una vez hechas estas
inferencias el docente debe brindar los conceptos de congruencia y semejanza de
triangulos, asi como de los criterios correspondientes. Se considera importante que
los alumnos argumenten sus conclusiones respecto a la congruencia o semejanza de
un par de triangulos utilizando los criterios. En cuanto al teorema de Thales se
recomienda que se realicen actividades en donde los estudiantes concluyan la validez
de este resultado.

» Plantear actividades en donde los alumnos hagan mediciones e infieran el resultado
correspondiente al teorema de Pitagoras. El docente debe enunciar el teorema después
de estas actividades. Se recomienda al docente mostrar a los estudiantes la
demostracion del teorema de Pitagoras realizada por Euclides en el libro | de los
Elementos, especificamente la proposicion 47.

> Utilizar software de geometria dindmica para conjeturar las propiedades de los
poligonos regulares y las propiedades de las traslaciones, reflexiones, homotecias y
rotaciones. Se recomienda estimar areas y perimetros de figuras planas no poligonales
usando un sistema de coordenadas rectangulares.

» Demostrar el teorema que afirma que la suma de los angulos internos de un tridngulo
es 180 grados, los estudiantes deben realizar la demostracion y el docente guiar el
proceso de comunicacion y argumentacion de los alumnos. Se sugiere primero que
los alumnos conjeturen el resultado mediante doblado de papel o con software de
geometria dindmica. Se propone la siguiente demostracion:
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Se considera el triangulo ABC dado en la siguiente figura:

Se traza la recta auxiliar DE que pasa por C y es paralelaa AB . Dado que
XECB y xCBA son alternos internos entre paralelas, entonces

m( £ECB)=m(£CBA). Por la misma razon,
m(£DCA)=m(«£CAB). Pero £ECB, <BCA y «DCA forma un
angulo llano; es decir m (£ ECB) + m(£BCA) + m(£ DCA) =180°

Luego: m (£ CAB) + m(«£BCA)+ m(£CBA)=180° Esto es, la suma de

los angulos internos del tridngulo es igual a 180° (Ministerio de Educacién
Publica, 2012, p. 320).

» Redactar un argumento logico para convencer a una persona que la distancia mas
corta entre una recta y un punto dado fuera de ella es el segmento perpendicular que
los une.

» Presentar cuadrilateros que puedan ser descompuestos en triangulos para que los
alumnos puedan inferir cuél es la suma de los angulos internos.

» Proponer problemas de semejanza en donde los alumnos deban justificar mediante el
uso de los criterios correspondientes.

» Presentar triangulos rectangulos en donde se han construido cuadrados sobre sus
lados de manera que los alumnos conjeturen el teorema de Pitagoras.

» Introducir algunos elementos de la trigonometria en el tridngulo rectangulo mediante
actividades que permitan deducir la formula sen?(x) + cos?(x) =1.

» Proponer actividades en donde los alumnos deban analizar sucesiones y patrones en
donde se identifique y conjeture, se debe utilizar el ensayo y error, ademas de
comparar las soluciones y argumentar las estrategias empleadas en donde se
promueva el uso de simbolos matematicos.

» Emplear figuras geométricas para la deduccién de las formulas notables
(a+b),(a-b), a2-b2

» Deducir la férmula general para resolver la ecuacion de segundo grado
ax’® +bx +c =0 mediante la técnica de completar cuadrados. En este punto es
importante que los alumnos deduzcan la relacion que existe entre el nimero real
b? — 4ac y la existencia de soluciones para dicha ecuacion.

Las recomendaciones anteriores dejan entrever la responsabilidad del profesor de
matematicas para la gestion en el aula del proceso de razonar y argumentar. En el siguiente
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apartado se presenta el papel de la demostracion en el plan de estudios de los sujetos de
investigacion de esta tesis doctoral.

1.1.3 La demostracién en la formacién inicial de los profesores de matematicas y en la
carrera de ensefianza de la matematica de la Universidad Nacional de Costa Rica

La formacion inicial de profesores de matematicas es bastante diversa en los diferentes
paises, sin embargo, existe una caracteristica comdn: la necesidad de realizar estudios en
matematicas y en educacion, aunque con diferencias en cuanto al énfasis y equilibrio entre
ambas areas del conocimiento. Frecuentemente los planes de estudio de las carreras de
formacion indican la cantidad de cursos sobre el conocimiento matematico, pero no ahondan
sobre su naturaleza y caracteristicas. Por tanto, es valido cuestionarse sobre cuanto
conocimiento matematico debe abordarse en la formacion inicial, qué temas tratar y cuales
deberian ser sus cualidades (Stacey, 2008).

A pesar de las diferencias en la formacion inicial de profesores de matemaéticas
sefialadas anteriormente, Stacey (2008) menciona que en general estos programas formativos
deberian lograr que los futuros docentes hayan fortalecido sus conocimientos y habilidades
matematicas mas alla de lo requerido en la matematica escolar, tener un conocimiento
superior al de sus estudiantes y, ademas, tener perspectivas sobre los propdésitos de la
matematica escolar. Considera que la formacién inicial de profesores de matematicas debe
contemplar cuatro elementos fundamentales: el conocimiento del contenido de las
matematicas, la experiencia de hacer matematicas, el conocimiento de las matematicas como
disciplina y el conocimiento de la forma de aprender matematicas.

La investigacion sobre el conocimiento matematico para la ensefianza de la
demostracion en la matematica escolar sugiere que, en la formacion inicial de profesores de
matematicas, las demostraciones deben ser empleadas con una perspectiva mas amplia que
el desarrollar habilidades de razonamiento matematico o como un medio para aprender mas
matematicas, ya que una formacion matematica solida sobre las demostraciones, no garantiza
una preparacion suficiente para su ensefianza ni garantiza que los futuros profesores puedan
presentar una imagen mas completa sobre éstas en la matematica escolar (Lo y McCrory,
2009; Pietropaolo y Campos, 2009; Schwarz y Kaiser, 2009).

Segun Lo y McCrory (2009), Pietropaolo y Campos (2009) y Tabach et al. (2009) la
demostracion matematica podria abordarse en la formacion de los futuros profesores de
matematicas en tres niveles diferentes:

(1) como herramienta, la demostracion es empleada en los cursos para verificar la
validez de una afirmacion matematica, para explicar, refutar, resumir teorias;

(2) como objeto matematico, la demostracion es abordada como un objeto en si mismo
con sus caracteristicas y estandares propios, se trata de explicitar los pasos que
componen a una demostracion, las representaciones empleadas, los supuestos
considerados, los elementos sintacticos generales, los tipos de demostraciones, el
lenguaje, los términos empleados, las caracteristicas de los sistemas axiomaticos, las
nociones de logica, la nocién de rigor entre otros y;

(3) como elemento generador de aprendizaje en los alumnos, que se refiere a la
discusion explicita sobre el abordaje de la demostracion en la matematica escolar y por
lo tanto se considera el conocimiento del contenido; de los alumnos y particularmente
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de las concepciones de estos sobre la demostracion, de la ensefianza, del plan de
estudios, entre otros.

En el caso de nuestro estudio, los sujetos de investigacion son futuros profesores de
matematicas de la carrera denominada Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la
Matemética de la Universidad Nacional de Costa Rica (UNA). El plan de estudios de la
carrera entr6 en vigencia en el 2005 y es ofrecido por dos unidades académicas de la
Universidad Nacional, la Escuela de Matemaética que ofrece el componente matematico y la
Division de Educologia el componente pedagogico. El propdsito de la carrera es el estudio
de las Matematicas y sus aplicaciones, los métodos y principios mediante la comprension de
los procesos de ensefianza-aprendizaje, ademas de la construccion de conocimientos, el
desarrollo de destrezas y habilidades especificas en los futuros profesores. Tiene como objeto
la formacion de profesores con conocimientos matematicos y pedagdgicos sélidos para
contribuir al mejoramiento de la calidad de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

La carrera tiene una duracion de cuatro afos, que equivalen a ocho ciclos lectivos, para
la obtencion del titulo de grado denominado Bachillerato. Posterior a ese grado, se obtiene
el titulo llamado Licenciatura, para ello, los futuros profesores deben hacer tres ciclos
lectivos adicionales de cursos y defender un trabajo final de graduacién. En la tabla 1 se
presentan los diferentes cursos que componen la malla curricular del plan de estudios.

Tabla 2

Cursos del plan de estudios de la carrera Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la
Matematica de la Universidad Nacional

ANO CICLO CURSO

MAB 300 Matemética Fundamental 1
MAB 304 Ldgica y Teoria de Conjuntos
1 Inglés Integrado 1
DEX 320 Introduccidn a los procesos educativos
PRIMER ANO DEX 322 Desarrollo Costarricense y Modelos Educativos

MAB 302 Matemética Fundamental |1
MAB 301 Geometria Euclidea |
2 Inglés Integrado Il
DEX 321 Educacion para la diversidad
DEX 323 Desarrollo Humano y Teorias de Aprendizaje

MAB 303 Geometria Euclidea 11

MAB 305 Geometria Analitica

MAB 306 Introduccién a la Informatica

DEY 328 Curriculum y Planeamiento Didactico para el Aprendizaje de las
Matematicas

SEGUNDO ANO DEY 327 Recursos Didacticos para el Aprendizaje de las Matematicas

MAB 307 Algebra Lineal
MAB 308 Clculo |
Modulo I: MAB 309 Matematica Financiera, o, MAB 310 Tecnologia como
herramienta didactica.
DEY329 Didactica para el Aprendizaje de las Matematicas

4 DEY330 Evaluacion de los Aprendizajes para la Ensefianza de las
Matematicas
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TERCER ANO

CUARTO ANO
(Se obtiene el
grado de
Bachillerato)

MAB 311 Calculo Il

Modulo 11: MAB 312 Resolucién de problemas matematicos, o, MAB313
Trigonometria esférica

FIX 310 Fisica General |

Optativa I: Curso correspondiente al Area Pedagdgica

DEY 331 Desafios Didacticos en la Practica Docente en la Ensefianza de las
Matematicas

MAB 314 Estadistica y Probabilidades

MAB 315 Algebra Abstracta

Médulo I11: MAB 316 Geometria no Euclidea, o, MAB317 Programacion
Lineal

Estudios Generales

Optativo Il: Curso de interés personal del estudiante, que no corresponda a
la especialidad ni al componente pedag6gico

MAB 400 Calculo 11

MAB 401 Inferencia Estadistica

DEY 475 Investigacion Cualitativa, Innovacién y Produccién Educativa
Estudios Generales

Estudios Generales

MAB 402 Ecuaciones Diferenciales

MAB 403 Métodos Numéricos

MAB 45 Investigacion cuantitativa

Estudios Generales

Optativo I11: Curso correspondiente a la Escuela de Matematica. MAB3250
Matematica para la familia/ MAB3260 Andlisis Demogréafico/ MAB3270
Didéctica de la Estadistica y la Probabilidad/ MAB3280 Evaluacion de
proyectos/ MAB3290 Aplicaciones mateméticas/ MAB3300 Matematica

Finita / MAB3310 Teoria de Matrices y sus aplicaciones

MAB 503 Historia de la matematica
9 MAB 500 Analisis

QUINTO ARIO DEY 540 Seminario de Investigacion Educativa

MAB 505 Seminario Investigacion Dirigida |
10 MAB 501 Teoria de NUmeros
DEY 524 Didactica Critica para la Ensefianza de la Matematica

(Se es egresado de
la Licenciatura)

MAB 506 Seminario de Investigacién Dirigida Il

11 DEY 542 Tendencias de la Educacion Matematica

Los cursos del plan de estudios se aglutinan en cinco areas disciplinarias, las cuales son
concebidas como conjuntos de conocimientos tedricos y metodoldgicos que guardan ciertas
afinidades. Dichas éareas son: Algebra y Geometria, Calculo y Andlisis, Componente
Pedagdgico, Investigacion y Matematica Aplicada. Asimismo, se consideran cinco ejes
curriculares que deben estar presentes en todas las actividades formativas, pues dan el soporte
al plan de estudios e integran las areas disciplinarias descritas anteriormente. Ellos son:
Desarrollo del Pensamiento légico-matematico, Enfoque investigativo, Tecnologia como
recurso didactico, Aplicaciones matematicas e Historia de la matematica.

En cuanto al perfil profesional, entendido como los cargos y funciones que pueden
asumir los futuros profesores de matematicas de esta carrera, se tienen los siguientes:
profesor de matematica en el nivel de educacion secundaria y educacion universitaria, asesor
de proyectos y actividades que involucran procesos de ensefianza y aprendizaje de la
matematica, ademas como asesor académico — administrativo en el Ministerio de Educacion
Publica (MEP). De esta manera, los espacios ocupacionales de los futuros profesores son:
Colegios Académicos, cientificos, agropecuarios y Técnicos, Colegios Universitarios,
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Academias Privadas, Escuelas Comerciales, Instituciones y Organismos no Gubernamentales
de caracter Educativo, Universidades Publicas y Privadas e Instituciones Publicas o Privadas
que requieran algun tipo de asesoria matemaética.

Uno de los ejes curriculares del plan de estudios es el denominado desarrollo del
pensamiento ldgico-matematico. En dicho plan se considera a este pensamiento como un
requisito indispensable en el estudiantado de la carrera y en cualquier profesional en
Educacion Matemaética. Asimismo, se indica que debe propiciarse en el desarrollo de los
cursos de la carrera, tanto en la practica como en la teoria, asi como en actividades que se
generen en los diferentes niveles del plan de estudios y en la formacion general del
estudiantado. La demostracion matematica se considera como un elemento importante de
este eje curricular y es abordada en el plan de estudios de dos formas: (1) como objeto de
ensefianza en un unico curso denominado MAB 304 Logicay Teoria de Conjuntos y (2) como
una herramienta para la validacion del conocimiento matematico en los restantes cursos de
matematicas.

El curso MAB 304 Logica y Teoria de Conjuntos se encuentra en el primer afio de la
carrera 'y en el primer nivel (ver tabla 2). Es uno de los primeros dos cursos de matematicas
que recibe el estudiantado y tiene como objetivo general que se familiaricen con el lenguaje
y los razonamientos propios de las Matematicas. Especificamente, el curso busca potenciar
algunas competencias en el razonamiento y la argumentacion matematica, por lo tanto, se
brinda especial importancia a algunos métodos de demostracién matematica mediante
ejemplos, ejercicios y problemas tomados de varios campos de las matematicas y adecuados
al nivel de estudio. Se pretende que el estudiantado identifique los componentes basicos de
un teorema o una proposicién matematica tales como hipdtesis, condiciones, tesis, entre
otras; que determine el método mas conveniente en un proceso de demostracion matematica
y que realice demostraciones deductivas ofreciendo las justificaciones matemaéticas
pertinentes. Asimismo, este curso pretende que el estudiantado comprenda que el sistema
axiomatico de las matematicas es un producto que surge como una solucion a la necesidad
de validar proposiciones y que la teoria de conjuntos es un medio valioso en la comunicacion
de conceptos y métodos matematicos.

El curso se desarrolla en 16 semanas lectivas de cinco horas contacto cada una. El
programa del curso consta de cinco capitulos: (1) Nociones bésicas de l6gica-matematica,
(2) Métodos de demostracion, (3) EI Campo de los Nimeros Reales; (4) Numeros Naturales,
Enteros, Racionales e Irracionales y (5) Potenciacién y Radicacion en el Campo de los
Numeros Reales. De los anteriores, los dos primeros estan orientados hacia la ensefianza de
la demostraciobn matemaética. El capitulo 1, Nociones bésicas de ldgica-matemaética,
contempla los siguientes contenidos: los fundamentos de un sistema axiomatico, la l6gica
proposicional, las conectivas logicas, las tablas de verdad, las proposiciones condicionales y
bicondicionales, la implicacion logica, las proposiciones equivalentes, las tautologias y los
cuantificadores universal y existencial. El capitulo 2, Métodos de demostracién, contempla
los siguientes contenidos: la naturaleza de una demostracion, los métodos de demostracion
en matematica: conjuncion, disyuncion, implicacion, contrapositiva, reduccion al absurdo o
contradiccion y ejemplos diversos de aplicacion de los métodos de demostracion matematica.

En los restantes capitulos de este curso, se hacen demostraciones de los resultados
principales de manera que los estudiantes apliquen los conocimientos adquiridos en los dos
primeros capitulos. Asimismo, en los diferentes cursos de matematicas del plan de estudios
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a los futuros profesores se les ensefian demostraciones de los teoremas mas relevantes de la
teoria abordada en el curso, es decir, el énfasis esta en emplear a la demostracion como una
herramienta para validar el conocimiento.

1.1.4 Antecedentes. Investigaciones sobre el conocimiento de los profesores de
matematicas sobre la demostracion

Este apartado consta de dos subapartados. En el primero, consideramos investigaciones
generales sobre el conocimiento de los profesores de matematicas acerca de la demostracion
y que nos han permitido tener mayor precision en la delimitacion del area problematica,
concretamente, nos han permitido establecer elementos para estudiar el conocimiento de la
demostracion en profesores de matematicas. En el segundo, se presentan trabajos mas
especificos y relacionados al objeto de estudio de nuestra investigacion, a saber, sobre los
aspectos logico-sintacticos y matematicos de la demostracion, asi como sobre la conviccién
de un argumento matematico

1.1.4.1 Investigaciones generales sobre la demostracion en profesores de matematicas

Segun Flores-Medrano (2015) en la demostracion matematica se incluyen las ideas de
argumentacion, justificacion y validacion debido a la similitud que tienen en cuanto a su
caracter de convencimiento, aunque diferentes en cuanto al uso de los criterios de verdad.
Para estudiar el conocimiento sobre la demostracion se requiere establecer algunos
componentes que permitan caracterizar este conocimiento.

En este apartado se presenta una serie de investigaciones sobre la demostracion en
profesores de matematicas. Los trabajos considerados aluden a las concepciones de los
profesores sobre el concepto de demostracion, a las funciones que le atribuyen en las
matematicas y en la ensefianza de la matematica y, sobre el conocimiento de la demostracion
matematica. Al final de este apartado se hace una sintesis de los principales hallazgos de
estos trabajos.

Investigaciones sobre las concepciones de la demostracion

Montoro (2007) llevo a cabo una investigacidn sobre las concepciones que tenian acerca de
la demostracién matematica un grupo de 13 estudiantes de la asignatura Geometria Euclidea
de la carrera del profesorado en Matematica. Para ello, al inicio de dicha asignatura les
plante6 tareas relacionadas con la demostracion y posteriormente entrevistd de manera
individual a todos los estudiantes. Unos estudiantes afirmaban que aprendian a demostrar con
el estudio de una teoria de la demostracion, otros mediante demostraciones bien presentadas
en libros o por el profesor y otros que se aprende a demostrar al intentarlo por ellos mismos.
Para los estudiantes, al aprender sobre las demostraciones, adquirieron conocimientos de
logica y la reduccion al absurdo, a considerar de donde se debe partir, con qué elementos se
cuenta, cuales axiomas o teoremas utilizar, a realizar graficos y justificar los pasos.

En cuanto a lo que consideraban como una demostracion correcta, un grupo de
estudiantes afirmo que es aquella que llega a la conclusion, no obstante, no brindaron
informacion de como se llega ni bajo quée condiciones, otros manifestaron que es aquella en
la que se tiene la certeza que es correcta, son los que parecian confiar en sus propias
argumentaciones. Montoro (2007) concluye que las concepciones sobre la demostracion de
los profesores de matematica en formacion inicial interrogados no son simples ni uniformes,
manifiesta que la multiplicidad de significados del término demostracion debe ser
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considerada en la formacion de los futuros profesores para estar en mejores condiciones de
colaborar en el aprendizaje sobre la demostracion la cual es fundamental en las Matematicas.

Viseu, Menezes, Fernandes, Gomes y Martins (2017) realizaron una investigacion con
72 profesores de matematica sobre sus concepciones de diferentes aspectos de la
demostracion. Determinaron que, para los docentes con menor experiencia, la demostracion
matematica tiene una naturaleza diferente a otras disciplinas, es una actividad esencial para
la construccién del conocimiento, su funcidn es verificar y explicar la veracidad de un
razonamiento, pero debe ser reservada a los mejores alumnos. Para los docentes con mas
experiencia la prueba es una actividad cerrada que consiste en la reproduccion de
demostraciones presentes en libros de texto y realizadas por especialistas. Para los
investigadores, la demostracion deberia tener mayor presencia en los docentes en formacion
inicial y en servicio, recomiendan concebir tareas y desarrollar estrategias de ensefianza que
promuevan en los alumnos la prueba matemética, la cual no debe ser reducida a la
memorizacion de pasos sin sentido.

Pietropaolo y Campos (2009) llevaron a cabo una investigacion con 14 profesores de
matematicas de secundaria para determinar sus concepciones con respecto a las
demostraciones. Para ello, los profesores permitieron que sus alumnos realizaran pruebas y
argumentaciones para analizarlas posteriormente. Los docentes valoraron de forma positiva
el trabajo de sus alumnos y consideraron sus argumentos excelentes y creativos, sin embargo,
afirmaban que no eran una prueba matematica rigurosa. Indicaron que la ensefianza de las
demostraciones no permitira mejorar las matematicas en la clase por considerarla una
actividad reservada a una minoria de estudiantes, pero que su inclusion en la formacion inicial
era necesaria para hacer y comunicar las matematicas. Los investigadores afirman que las
demostraciones en la formacion inicial de profesores de matematicas pueden observarse
como un instrumento para validar y forjar vinculos entre los temas matematicos; como un
rasgo caracteristico e indispensable de las matematicas y como un tema que se convertira en
parte de su ensefianza. Sostienen que las nociones y creencias de los profesores sobre su
trabajo con las demostraciones en el aula se vuelven obstaculos para la implementacion de
ideas innovadoras.

Investigaciones sobre las funciones atribuidas a la demostracién

Ayalon y Even (2008) realizaron un estudio con 21 personas ligadas a la Educacion
Matematica sobre las formas en que abordaban el razonamiento deductivo. Identificaron dos
enfoques, uno en el que se describe dicho razonamiento como la inferencia basada en las
reglas de la l6gica formal y otro que lo describe como una manera de resolver problemas de
manera sistematica paso a paso sin tener en cuenta elementos de validez ni las reglas I6gicas
formales. Todos los participantes coincidieron en que el razonamiento deductivo es esencial
en matematicas, sin embargo, no hubo consenso sobre el uso de dicho razonamiento fuera de
ellas. Para algunos participantes en situaciones no matematicas se aplican otras reglas de
inferencia ademas de las formales y para otros ni siquiera es posible el uso del razonamiento
deductivo en contextos no matematicos. Para los investigadores, lo anterior estd en
concordancia con algunos estudios sobre la argumentacion en los cuales se apunta al uso de
inferencias plausibles fuera de las matematicas.

Crespo y Ponteville (2005) llevaron a cabo una investigacion con 12 docentes de
matematica de nivel medio y 40 estudiantes del ultimo afio del profesorado en Matematicas
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para analizar el concepto de demostracion dentro de las matematicas y la influencia en sus
practicas. Para el analisis de los resultados utilizaron las funciones de la demostracion
matematica planteadas por De Villiers (1993): verificacion, explicacion, sistematizacion,
descubrimiento o creacidn y comunicacion. Determinaron que para ambos grupos no existen
distintos niveles de demostraciones ni de argumentaciones, ademas evidenciaron una
concepcidn de la matematica como Unica e intemporal a pesar de que reconocen diferentes
maneras de llevar a cabo demostraciones para una determinada propiedad. La nocion de
demostracion fue vinculada a la presentacion de teoremas en la clase y evidenciaron algunas
de las funciones de la demostracion como elemento que permite justificar la validez de los
mismos. Concluyeron que la demostracién en el aula tiene una minima presencia y cuando
se considera lo hace como una forma de certeza en menor grado de explicacion. No obstante,
las funciones de sistematizacion, descubrimiento y comunicacion son practicamente nulas.
Consideran que el papel de la sistematizacion puede abordarse en niveles superiores por su
complejidad tedrica pero que el descubrimiento y la comunicacién permiten formar el
concepto de demostracion en los alumnos.

Furinghetti y Morselli (2009) realizaron una investigacion con diez profesores de
matematicas de secundaria sobre el papel de la demostracién en el aula. Determinaron que
nueve docentes utilizaban demostraciones en la clase y afirmaban que la Geometria Euclidea
era el dominio mas adecuado para su ensefianza. En cuanto al tratamiento de las pruebas,
identificaron dos posiciones: (1) ensefiar teoremas y probar hechos, la prueba era
considerada aqui como un elemento que permite sistematizar y convencer sobre las
cuestiones matematicas, (2) ensefiar a demostrar y usar la prueba como forma de ensefianza,
la funcién de la demostracién en esta posicion era promover la comprension matematica.
Segun los docentes entrevistados, la escogencia entre una u otra posicion estaba fuertemente
condicionada por el contexto escolar. Las investigadoras plantean que la ensefianza de la
demostracion debe tener un papel central en la formacién inicial de profesores de
matematicas, sin embargo, es una tarea compleja ya que esta fuertemente influenciada por el
sistema de creencias que tenga el futuro docente.

Knuth (2002) realizé una investigacion para determinar las concepciones que tenian 16
profesores de matematicas en la educacion secundaria, sobre la demostracion en el contexto
de las matematicas y en el contexto escolar. Para ello realizé una serie de entrevistas
semiestructuradas y tareas sobre pruebas matematicas que debian resolverse de manera
escrita. Determin6 que los docentes reconocen una variedad de roles de la demostracion en
las matematicas: verificacion, explicacion, comunicacion, en la creacion de resultados y la
sistematizacion. Sin embargo, la mayoria no la consideraron como herramienta para el
aprendizaje de las matematicas. Asimismo, mostraron una vision limitada de la naturaleza de
la demostracidon en matematicas y poca comprension de lo que la constituye.

Ramos, Moreno y Marmolejo (2015) realizaron una investigacion sobre las
concepciones relacionadas con las practicas de la demostracion en geometria en el aula de
tres profesores de matematicas de bachillerato en servicio. El estudio tuvo dos fases, en la
primera se considero al docente como el sujeto que tiene conocimiento matematico y en la
segunda en su papel de profesor de matematicas. Se efectuaron dos entrevistas
semiestructuradas con el objetivo de identificar en las respuestas las diferentes categorias de
analisis, a saber: los tipos de demostraciones, la naturaleza de la demostracién en la
matematica escolar y las funciones de la demostracion matematica. Determinaron que los
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docentes tenian distintos puntos de vista sobre la funcién y el propdsito de la demostracion,
la cual es considerada como central en las matematicas, pero no asi en la ensefianza. Las
funciones que destacaron fueron la de verificacion y la explicacion. Sin embargo, el
desarrollo del pensamiento logico, el papel de la interaccion social y su papel en la
produccion de conocimiento por parte del estudiante, no fueron valorados por los docentes,
como funciones de la demostracion en el contexto escolar.

Investigaciones sobre el conocimiento de la demostracion

Martinez-Recio (1999) realizé una investigacion con siete alumnos del ultimo curso de la
carrera de Psicopedagogia de la Facultad de Ciencias de la Educacion de la Universidad de
Cordoba matriculados en una asignatura denominada Intervencion Didactica en el Area de
Matematicas. Esta asignatura tenia como objetivo formar a los futuros orientadores
psicopedagdgicos en la Didactica de la Matematica para que pudiesen brindar asesoria
psicopedagdgica a profesores de matematicas, usualmente de la educacién secundaria. Para
ello, aplicé un cuestionario al inicio y al final del curso, compuesto de dos problemas: (1)
uno aritmético en el que se pedia demostrar que la diferencia entre los cuadrados de dos
nameros naturales consecutivos cualesquiera es siempre un nimero impar, igual a la suma
de dichos numeros y (2) otro geométrico para demostrar que las bisectrices de dos angulos
adyacentes cualesquiera forman un angulo recto.

En el cuestionario aplicado al final del curso, Martinez-Recio (1999) incluy6é un
apartado en donde los sujetos de investigacion debian explicar el significado personal de
nociones tales como demostrar, razonar, probar, explicar o justificar. Para contextualizar la
reflexion sobre dichas nociones, cada alumno particip6é en una entrevista semiestructurada
en la que debia realizar diferentes ejercicios de geometria empleando CABRI vy justificando
los diferentes pasos de la resolucion de tales ejercicios. Determind que los esquemas
personales de demostracion de los alumnos son consistentes, permanentes a lo largo del
tiempo y presentan coherencia con otras formas establecidas de pensamiento matematico.
Ademas, observé que las limitaciones para lograr formas deductivas de pensamiento y
demostracion estaban vinculadas a desconocimientos conceptuales que obstaculizan el
correcto desarrollo de tales formas de pensamiento.

Vicario y Carrillo (2005) realizaron un estudio con dos profesores de matematicas de
secundaria en donde les proporcionaron cinco demostraciones alternativas sobre la
irracionalidad de la raiz cuadrada de dos, las cuales debian estudiarlas y luego sostener una
entrevista semiestructurada. Concluyeron que ambos profesores tuvieron puntos de vista
limitados sobre la comprension de la esencia de una demostracion matematica,
particularmente en lo concerniente a las demostraciones por reduccién al absurdo lo que
evidenci6 algunas carencias en el conocimiento sobre las matematicas.

Tabach et al. (2009) realizaron una investigacion para determinar los conocimientos de
50 profesores de matematica de secundaria sobre la construccién de pruebas correctas e
incorrectas, se les dio un cuestionario con seis proposiciones simples de teoria de nimeros y
debian proponer pruebas correctas e incorrectas que sus alumnos harian ante tales
proposiciones. Se presentaron mas pruebas correctas que incorrectas para un total de 763 y
sus sugerencias no siempre fueron consistentes con la investigacion sobre la construccion de
pruebas en los estudiantes. Con respecto a las pruebas correctas, los profesores mencionaron
demostraciones generales, sin embargo, segun los investigadores los estudiantes no siempre



25
CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

reconocen la necesidad de construir tales demostraciones y en el caso de que las realicen
suelen dar un ejemplo de comprobacion innecesario. En cuanto a las formas de
representacion, indicaron que sus alumnos utilizarian representaciones simbdlicas para las
pruebas correctas y numéricas para las incorrectas, pocos esperaban que utilizaran una
representacion verbal, aunque para los investigadores, los estudiantes prefieren este tipo de
representacion antes que las simbolicas. Para Tabach et al. (2009) estos resultados sugieren
que los profesores de matematicas deben ser introducidos en estudios sobre las concepciones
que tienen los alumnos de las demostraciones matematicas lo cual permitira una mejora en
el conocimiento pedagdgico del contenido sobre las mismas.

Flores (2007) realizo6 un trabajo con 14 profesores de bachillerato en México mediante
un experimento de ensefianza en un curso. Concluyé que los esquemas de argumentacion que
mas utilizaron los profesores eran los facticos, en los que hacian un recuento de lo realizado
amodo de justificacion, o los empiricos en los cuales se apoyaban en hechos fisicos o dibujos,
lo cual no favorecia el uso de la deduccion, el lenguaje era impreciso con errores
conceptuales. Sin embargo, con la practica desarrollada alrededor de la demostracién, la
reflexion individual y grupal, tendieron a usar esquemas analiticos en los cuales se seguia
una cadena deductiva que permitia justificar adecuadamente.

Arnal y Oller (2017) llevaron a cabo una actividad de formacién para analizar el
conocimiento de 11 estudiantes del Maéster en Profesorado de Educacion Secundaria
Obligatoria (especialidad de Matematicas) sobre la practica de la demostracion en
Matematicas utilizando los dominios y subdominios del modelo denominado Conocimiento
del Contenido Pedagogico Tecnologico (TPACK) por sus siglas en inglés. Concluyeron que
los futuros profesores tienen un buen conocimiento tecnolégico y del contenido, pero hay
dificultades con la componente pedagdgica y las interrelaciones entre ellas.

Godino, Gonzato y Fernandez (2010) realizaron una investigacién sobre la evaluacion
y el desarrollo de competencias matematicas y didacticas a un grupo de 60 estudiantes de
primer curso de la Facultad de Educacion de la Universidad de Granada en Espafia. Para ello
se les propuso dos tareas: (1) demostrar que la suma de los angulos interiores de cualquier
triangulo es un angulo llano e (2) identificar los conocimientos puestos en juego. Con
respecto a la primera tarea determinaron que todos los estudiantes recordaron que la suma de
los angulos interiores de un triangulo es 180 grados, sin embargo, casi la mitad de los
estudiantes no brindaron ninguna justificacion, si la dieron no era pertinente o se limitaban a
repetir la afirmacion que debian probar. Ademas, las justificaciones incompletas o correctas
de forma parcial eran intentos de justificaciones deductivas, los estudiantes en este caso no
demostraron la propiedad o lo hicieron con poco rigor. Con respecto a la segunda, el 75 %
de los estudiantes describieron los conocimientos puestos en juego al resolver la primera
tarea, intentando descomponer el proceso en términos claves, no obstante, fueron pocos los
que especificaron el tipo de objeto que lo definen. Para estos investigadores las respuestas de
los futuros profesores de educacion primaria son muy deficientes, tanto en la solucion
matematica como en su analisis, asimismo, manifiestan que la identificacién de los
conocimientos que se ponen en juego en la realizacion de la tarea es compleja por lo tanto
plantean la necesidad de discutir con los profesores en formacion inicial estos temas y
brindarles recursos tedricos y metodologicos para llevar a cabo este tipo de analisis.

Stylianides y Stylianides (2009) sefialan que varios estudios indican que los futuros
profesores de matematicas que ensefian en los primeros afios tienen ideas erréneas sobre la
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demostracion, particularmente sobre el rol de los argumentos empiricos. Por su parte Lin et
al. (2012) manifiestan que muchos profesores de matematicas basan su conviccion sobre
algun resultado matemético, méas en la autoridad de entes externos, como manuales y en
colegas que reconocen mas competentes, que en su propio razonamiento.

Sintesis de los principales hallazgos de las investigaciones sobre la demostracion en
profesores de matematicas para precisar el area problematica

Como sintesis de las investigaciones presentadas anteriormente se tiene que:

» las concepciones de los profesores de matematicas sobre la demostracidén no son simples
ni uniformes, existe una multiplicidad de significados de dicho término (Montoro, 2007).
Para algunos profesores la matematica es una disciplina Unica e intemporal y no
consideran que existan diferentes niveles de demostraciones ni de argumentaciones, para
otros, un argumento dado no necesariamente constituye una demostracion matematica
(Crespo y Ponteville, 2005; Pietropaolo y Campos, 2009). A pesar de la diversidad de
concepciones sobre la demostracion, los profesores manifiestan consenso en que es
esencial para la construccion del conocimiento matematico y que el razonamiento
deductivo esta concebido como una inferencia basada en las reglas de la l6gica formal
(Ayalon y Even, 2008; Ramos et al., 2015; Viseu et al., 2017);

» existe consenso entre los profesores de matematica estudiados en que la demostracion es
central en las matematicas (Ayalon y Even, 2008; Ramos et al., 2015; Viseu et al., 2017)
y reconocen una variedad de funciones tales como la verificacion, la explicacién, la
comunicacion, la creacién de resultados y la sistematizacién del conocimiento (Knuth,
2002). No obstante, en la matematica escolar muestran diferentes puntos de vista sobre
su funcion y proposito. Las principales funciones que reconocen son la verificacion y la
explicacion de la validez de teoremas y de un razonamiento matematico (Crespo y
Ponteville, 2005; Ramos et al., 2015).

La demostracion en la matematica escolar puede ser abordada de dos formas distintas:
(1) como una herramienta que permite sistematizar y convencer a los alumnos sobre
resultados matematicos, en este caso es empleada para demostrar teoremas Yy resultados
0 (2) como una forma de ensefianza en donde el foco es aprender a demostrar y promover
la comprension matematica en los alumnos (Furinghetti y Morselli, 2009). La mayoria
de profesores no la consideran como una herramienta para el aprendizaje de las
matematicas (Knuth, 2002), por el contrario, consideran que el desarrollo del
pensamiento logico y la produccidon de conocimiento por parte de sus alumnos no
constituyen funciones de la demostracion en el ambito escolar (Ramos et al., 2015),
asimismo, piensan que es una actividad cerrada que se reduce a la reproduccion de
demostraciones presentes en libros de texto, realizadas por especialistas y reservada solo
a los mejores alumnos (Pietropaolo y Campos, 2009; Viseu et al., 2017);

» algunos profesores muestran una vision reducida sobre la naturaleza de la demostracion
matematica, de lo que la constituye y deficiencias en el conocimiento matematico
asociado (Martinez-Recio, 1999; Knuth, 2002; Vicario y Carrillo, 2005). En algunos
casos, presentan argumentos empiricos como si fuesen demostraciones pero que se basan
en dibujos o hechos fisicos, con lenguaje impreciso y errores conceptuales (Flores, 2007;
Stylianides y Stylianides, 2009). En otros casos, desconfian de su propio razonamiento
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para garantizar un resultado matematico y, por lo tanto, basan su conviccion en entes
externos (Lin et al., 2012).

1.1.4.2 Investigaciones sobre la demostracion que contribuyen a la caracterizacion del
conocimiento sobre la validez logico-matematica de la demostracion y sobre la
conviccién de un argumento matematico

En este apartado se presentan investigaciones relacionadas sobre los aspectos l6gicos y
sintacticos de la demostracion, los elementos matematicos involucrados y sobre los aspectos
que les son convincentes a los profesores de un argumento matematico. Aunque algunos de
los trabajos presentados no abordaron directamente el conocimiento del profesor de
matematicas, han contribuido a precisar los elementos del conocimiento sobre la practica
matematica de la demostracion que fueron estudiados en esta tesis doctoral.

Sobre aspectos l6gicos y sintacticos de la demostracion

El estudio de Durand-Guerrier, Boero, Douek, Epp, y Tanguay (2012b) proporciona
evidencias sobre el valor de integrar a la ensefianza de la argumentacion y de la demostracion
matematica los principios logicos y sintacticos. Manifiestan que hay bastante consenso en
que la mayoria de los estudiantes de secundaria e incluso de cursos universitarios tienen
serias dificultades con el razonamiento logico requerido para determinar la validez de las
afirmaciones matematicas. Los autores sefialan que en las fases exploratorias y constructivas
del razonamiento de los alumnos se presentan diversos procesos tales como el examen de
casos particulares, el estudio de propiedades, relaciones y la formulacion de conjeturas y que
tales procesos requieren el uso de las reglas de inferencia.

Cuando los alumnos se enfrentan al aprendizaje de un tema matematico novedoso
carecen de la base de conocimiento que tienen sus profesores de matematicas, por lo tanto,
el conocer las reglas fundamentales de la I6gica de predicados contribuye a que los alumnos
verifiquen afirmaciones matematicas, eviten deducciones no vélidas y comprendan las
estructuras basicas de la demostracion matematica, directa e indirecta, asi como de refutacion
mediante contraejemplos. Este conocimiento favorece que los alumnos tengan mayor
claridad sobre lo que significa que una proposicion matematica sea verdadera, sobre qué
deberia hacerse para probar tal validez y cémo se procede para demostrar que una afirmacion
es falsa (Durand-Guerrier et al., 2012b).

Los elementos sefialados tienen implicaciones directas sobre el conocimiento de los
profesores de matematicas, debido a que posiblemente no podran guiar de manera oportuna
las actividades de razonamiento de sus alumnos si ellos mismos no son conscientes de los
principios basicos del razonamiento légico. La inclusion de actividades de razonamiento en
donde se empleen afirmaciones de los tipos si-entonces, y, 0, no, todos, entre otras permite
que los profesores comprendan mejor el trabajo de sus alumnos y mejoren su propia
comprension de los aspectos fundamentales del razonamiento matematico (Durand-Guerrier
etal., 2012b).

En el trabajo de Knuth (2002) con 16 profesores de matematicas en la educacion
secundaria mencionado en el apartado anterior, considera algunos elementos légicos de la
demostracion como la generalidad. Manifiesta que una de las caracteristicas de la
demostracion hace referencia a la generalidad de la conclusion, es decir, que la demostracién
establece la validez de una afirmacion matematica para todas las situaciones que cumplan
con las hipdtesis planteadas, no obstante, los profesores tenian una comprension diversa
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sobre tal generalidad. Para ahondar en este hecho, Knuth (2002) present6 a los profesores
una figura de un triangulo y debajo de ella la demostracion del teorema que establece que el
segmento cuyos extremos son los puntos medios de dos de sus lados es paralelo al tercer
lado. Todos los profesores comprendieron la demostracién y manifestaron que era correcta,
posteriormente, se les consultd si se podria encontrar un contraejemplo, aunque todos
respondieron negativamente, cuatro profesores dibujaron triangulos adicionales para
verificar la conclusion del teorema antes de responder.

Otro elemento logico considerado en el trabajo de Knuth (2002) es la implicacion.

. . 1
Presentd a los profesores un argumento para demostrar que si x >0 entonces x+=>2. En
X

dicho argumento asumio6 que x+— > 2 era verdadero y mediante manipulaciones algebraicas
X

concluyé que x>0 era verdadero. Determiné que 10 profesores consideraron el argumento
como una demostracion correcta, a pesar que demuestra la reciproca de la proposicion dada,
todos ellos se enfocaron en la manipulacion algebraica y no observaron el aspecto légico.
Finalmente, Knuth (2002) determind que dos de los criterios mas importantes empleados por
los profesores de matematicas para evaluar argumentos fueron: métodos validos, que refieren
mas a los aspectos l6gicos y métodos matematicamente correctos, que refieren a la validez
matematica.

Buchbinder y McCrone (2018) realizaron una investigacion mediante un enfoque de
disefio para desarrollar y estudiar un curso de razonamiento matematico y demostraciones
para futuros profesores de matematicas de secundaria. El objetivo del estudio fue explorar
como el conocimiento y las disposiciones de 15 profesores de matematicas en formacion
inicial hacia la ensefianza y el aprendizaje del razonamiento y la demostracion se desarrollan
al participar en el curso e identificar los principios de disefio que permiten el aprendizaje de
dichos profesores.

Para Buchbinder y McCrone (2018) el conocimiento matematico del profesor para la
ensefianza de la demostracion (MKT-P) estd compuesto de los siguientes conocimientos: (1)
el conocimiento de la materia: que incluye al conocimiento de los (a) conceptos y principios
matematicos y (b) al conocimiento de los aspectos ldgicos de la demostracion tales como el
conocimiento de los diferentes tipos de argumentos, técnicas de demostracion, el
conocimiento de la ldgica, las funciones de la demostracion, el papel de los ejemplos y
contraejemplos, entre otros y; (2) el conocimiento pedagdgico del contenido especifico para
la demostracion: que refiere al conocimiento de las concepciones y conceptos erréneos que
tienen los alumnos de secundaria sobre las demostraciones y el conocimiento de estrategias
pedagdgicas para apoyar los procesos de demostracion en dichos alumnos.

El curso planteado por Buchbinder y McCrone (2018) comprendia cuatro modulos de
tres semanas, en cada uno se abordaron respectivamente los siguientes temas: proposiciones
cuantificadas, proposiciones condicionales, demostraciones directas y razonamiento
indirecto. El interés fue contribuir a mejorar el conocimiento de los aspectos l6gicos de la
demostracion en los futuros profesores. Ademas, disefiaron oportunidades para que los
futuros profesores mejoraran su conocimiento pedagdgico sobre la demostracion mediante la
interpretacion de ejemplos de los trabajos de los alumnos de secundaria, la identificacion de
las concepciones sobre la demostracion en dichos alumnos, la planificacion e
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implementacién de lecciones que combinaban los temas de demostracion con el contenido
matematico regular, para ello grabaron en video las lecciones para realizar analisis
posteriores. Como resultado de la participacion en el curso los futuros profesores de
matematicas mostraron un crecimiento en los aspectos logicos y el conocimiento especifico
de la demostracion

Sobre aspectos matematicos de la demostracion

Segin Cabassut et al. (2012) la investigacién ha mostrado que muchos profesores de
matematicas aceptan argumentos empiricos como demostraciones, difieren en sus
distinciones entre argumentacion y demostracion y poseen puntos de vista limitados sobre el
papel de la demostracidn en las matematicas escolares. Consideran que el metaconocimiento
sobre la demostracién incluye los siguientes elementos: (1) la estructura de las teorias
matematicas que incluye elementos como: axiomas, hipdtesis, definiciones y teoremas; (2)
la l6gica formal que incluye a la nocion de verdad, el condicional, las conectivas y los
cuantificadores; (3) los modos de representacion que incluyen al razonamiento simbdlico,
pictérico y verbal y; (4) las relaciones entre la demostracién matematica y los procesos de
argumentacion en otros campos como las ciencias empiricas. Particularmente sobre los
aspectos matematicos de la demostracion consideran importante que el profesor de
matematicas ensefie a sus alumnos que las demostraciones no establecen hechos sino
afirmaciones condicionales, es decir, no se demuestra un hecho B sino un condicional del
tipo si Aentonces B .

Los aspectos matematicos deben ser considerados por los profesores en las
matematicas escolares, particularmente la certeza potencial de la demostracién matematica y
la condicionalidad de los teoremas para que los alumnos tomen conciencia de la necesidad
de evaluar la teoria matematica en la que estan inmersos (Cabassut et al., 2012).

Sobre la conviccion de un argumento matematico

Un elemento interesante en el trabajo de Knuth (2002) es el analisis que realizé sobre qué
encuentran convincente los profesores de matematicas cuando evallan argumentos. Para
cada conjunto de argumentos presentados a los profesores, se les consultd cudles les parecian
mas convincentes y porqué. A partir de esto, Knuth (2002) presenta una serie de
caracteristicas de los argumentos consideradas en esas elecciones: (1) la concrecion, que
refiere a la presencia de alguna caracteristica concreta, como el uso de ejemplos especificos
o referencias visuales; (2) la familiaridad, que hace referencia al conocimiento previo del
argumento en su practica profesional o en su formacién inicial, en este caso la conviccion no
se basa en las matematicas presentadas; (3) la generalidad, que refiere a que el argumento
establece la validez de una proposicion matematica para todos los casos posibles y; (4) la
explicacion, que refiere a que el argumento explica las razones de la validez de la afirmacion
matematica en cuestion. Un aspecto a considerar es que los argumentos mas convincentes
seleccionados por los profesores no constituian demostraciones matematicas.

1.1.5 El conocimiento del profesor de matematicas para la ensefianza de la
demostracion

La ensefianza de la demostracion en la matematica escolar esta matizada por dos facetas: (1)
la produccidn de argumentos por parte de los alumnos para validar las conjeturas formuladas
y (2) la comparacion de dichos argumentos con los que son socialmente aceptados por la
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comunidad matematica. De esta manera, en la clase de matematicas debe existir una
coordinacion entre la dimension social relacionada con la comunidad matematica y la
dimension social relacionada con la comunidad del aula. EI papel del profesor de
matematicas es fundamental en esta coordinacion, ya que representa de manera simultanea
al garante de la comunidad matemaética y al garante en el aula de matematicas y, por lo tanto,
debe ser un mediador cultural y presentar a sus estudiantes los estandares de validacién
matematica. Por lo tanto, debe ser consciente de la existencia de diferentes puntos de vista y
que es necesario negociar la relevancia y la aceptacion de la perspectiva matematica con
respecto a otras formas de argumentacion (Mariotti, 2006).

Determinar de forma exhaustiva cual deberia ser el conocimiento del profesor de
matematicas para la ensefianza de la demostracion no es una tarea simple, no obstante, con
base en los trabajos de algunos investigadores de los apartados anteriores (Buchbinder y
McCrone, 2018; Cabassut et al., 2012; Durand-Guerrier et al., 2012b; Knuth, 2002; Lin et
al., 2012; Lo y McCrory, 2009; Pietropaolo y Campos, 2009; Tabach et al., 2009) se puede
hacer una aproximacién a los elementos que podrian componerlo. Para ello, distinguimos dos
grupos de conocimientos:

(1) el conocimiento matemaético de la demostracion: hace referencia al conocimiento
de la demostracion como un objeto en si mismo con sus caracteristicas y estandares
propios que permita construir y evaluar demostraciones, seleccionar, organizar,
demostrar teoremas y conocer sus implicaciones. Dentro de este conocimiento se
pueden considerar dos componentes: (1.1) el conocimiento de la naturaleza de la
demostracion matematica que incluye tres elementos: (a) el concepto de demostracion
que refiere al conocimiento sobre qué es una demostracion y lo que significa demostrar
una proposicion matematica; (b) los aspectos l6gicos y sintacticos de la demostracion
que refiere al conocimiento de los elementos sintacticos generales, los tipos de
demostraciones, el lenguaje, los términos empleados, las caracteristicas de los sistemas
axiomaticos, las nociones de logica, la nocion de rigor, la nociéon de verdad, las
conectivas ldgicas, los cuantificadores, las reglas de inferencia y equivalencia logicas,
entre otros y; (c) los aspectos matematicos de la demostracion que refiere al
conocimiento sobre la estructura de las teorias matematicas en donde son consideradas
las demostraciones e incluye elementos como el conocimiento de los axiomas,
hipétesis, definiciones y teoremas involucrados en las demostraciones y; (1.2) el
conocimiento sobre las funciones de la demostracién que hace referencia a cual es el
rol de las demostraciones en las matematicas como la verificacién, la explicacion, la
comunicacion, la sistematizacion de teorias y el descubrimiento de nuevos resultados
entre otras.

(2) el conocimiento pedagdgico especifico para la ensefianza de la demostracion que
refiere al conocimiento del contenido; de los alumnos y particularmente de las
concepciones de estos sobre la demostracion; de la ensefianza; del plan de estudios; de
la propuesta de tareas apropiadas para favorecer el desarrollo de la demostracién entre
otros.

Con base en la propuesta de conocimiento realizada, en el apartado siguiente
planteamos el problema de investigacion y ademas justificamos su importancia y pertinencia.
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1.2 EL PROBLEMA DE INVESTIGACION Y LA PERTINENCIA DEL TRABAJO

Como se ha mencionado, la demostracion es relevante en las matematicas y en la matematica
escolar. En las matematicas el descubrimiento y la demostracién de nuevos teoremas se
encuentran en el nivel mas elevado de la investigacion, sin embargo, no existe una definicion
general aceptada por toda la comunidad mateméatica. En general, existen dos
conceptualizaciones principales, una cercana a la logica que la considera como una secuencia
de proposiciones matematicas en donde la Gltima de ellas es el teorema a demostrar y otra
cercana a la practica de los matematicos en donde tienen mas relevancia los aspectos
semanticos e informales y la considera mas como un argumento para convencer a expertos
de la validez de un teorema enfatizando en la explicacion de la veracidad (Cabassut et al.,
2012; Hanna y De Villiers, 2012; Tall et al., 2012). Asimismo, el significado de la
demostracion ha estado sometido a debate a lo largo del tiempo en diversas culturas y en
diferentes escuelas del pensamiento (Dominguez, 2002; Durand-Guerrier et al., 2012a;
Kleiner, 1991; Mariotti, 2006; Ruiz, 2003).

En la matematica escolar también existe el debate entre los aspectos l6gico-sintacticos
y semanticos de la demostracion. En algunos paises aparece en el curriculo como un
contenido explicito de ensefianza y otros como un estandar de proceso que debe abordarse
en los diferentes temas. Existe consenso a nivel internacional sobre su importancia en la
formacion de estudiantes en todos los niveles educativos ya que favorece la comprension
sobre las matematicas y los procesos para desarrollar, establecer y comunicar el conocimiento
matematico. Particularmente, se aboga por proponer tareas a los alumnos en las que la
exploracién, validacion e interpretacion genere la necesidad de comprender, ademas, se
considera importante que se enfrenten a resultados inesperados, con ambigledades y
contradicciones que provoque en ellos la necesidad de demostrar (Cabassut et al., 2012;
Durand-Guerrier et al., 2012a; Mariotti, 2006; NCTM, 2003; Stylianides, 2007; Stylianides
etal., 2017; Zaslavsky et al., 2012).

En el caso de la educacion secundaria de Costa Rica, el curriculo matemético considera
el proceso de razonar y argumentar en los estudiantes y se refiere a elementos de
pensamiento matematico tales como la deduccion, la induccidn, la comparacion analitica, la
generalizacion, las justificaciones, las pruebas, el uso de ejemplos y contraejemplos. La
demostracion es considerada como una fase formal de la argumentacion y tiene un papel
relevante en la formulacion de conjeturas. Una vez que los estudiantes han formulado una
conjetura se deben trabajar tres etapas: en la primera se debe hacer la verificacion en casos
particulares, en una segunda etapa los estudiantes deben proponer un argumento que
justifique la validez de la conjetura y finalmente, en una tercera etapa deben realizar la
demostracién (Ministerio de Educacion Pablica, 2012). Estas exigencias curriculares inciden
directamente en el conocimiento del profesor de matematica para su desempefio profesional
ya gque debe promover que los estudiantes se familiaricen con el sentido de la demostracién
matematica. Para ello, con base en las recomendaciones metodoldgicas de dicho programa
mencionadas en el apartado 1.1.2, debe entre otras cosas: (1) promover que sus alumnos
formulen conjeturas y planteen argumentos matematicos para validarlas o refutarlas, (2)
promover la discusion entre sus alumnos sobre los argumentos matematicos planteados y
sobre la conviccion de los mismos, (3) realizar demostraciones de algunos teoremas, (4)
promover que sus alumnos realicen demostraciones y (5) evaluar los argumentos y
demostraciones propuestos por sus alumnos.
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Lo anterior sugiere que para el abordaje la demostracion matematica en un curriculo
de la educacién secundaria, como contenido 0 como proceso, esta debe hacer parte del
conocimiento que requiere el profesor de matematicas para su desempefio profesional.
Ademas de conocer los contenidos y sus relaciones, debe saber como se produce el
conocimiento matematico y las reglas sintacticas de la disciplina (Medrano et al., 2016). En
el caso de la demostracion matematica debe tener un conocimiento especifico que segun
hemos visto es amplio e incluye el conocimiento matemético que contempla saber sobre su
naturaleza, es decir, sobre qué es una demostracion y qué significa demostrar, sobre los
aspectos logicos y sintacticos y; sobre los aspectos matematicos, ademas del conocimiento
sobre sus funciones en las matematicas. Asimismo, se incluye el conocimiento pedagdgico
especifico para la ensefianza de la demostracion que refiere al conocimiento de todos los
elementos que posibilitan su ensefianza en la matematica escolar (Buchbinder y McCrone,
2018; Cabassut et al., 2012; Durand-Guerrier et al., 2012b; Knuth, 2002; Lin et al., 2012; Lo
y McCrory, 2009; Pietropaolo y Campos, 2009; Tabach et al., 2009).

No obstante, hemos detectado en algunas investigaciones que los profesores de
matematicas tienen concepciones sobre la demostracion complejas y distintas (Montoro,
2007), manifiestan que es importante en las matematicas (Ayalon y Even, 2008; Ramos et
al., 2015; Viseu et al., 2017) sin embargo, tienen puntos de vista diferentes sobre su papel en
la matemaética escolar (Crespo y Ponteville, 2005; Ramos et al., 2015). Asimismo, algunos
profesores evidencian una visién reducida sobre la naturaleza de la demostracion,
deficiencias en el conocimiento matematico involucrado (Martinez-Recio, 1999; Knuth,
2002; Vicario y Carrillo, 2005), presentan argumentos empiricos como si fuesen
demostraciones (Flores, 2007; Stylianides y Stylianides, 2009) y basan su conviccion en
entes externos mas que en su propio conocimiento (Lin et al., 2012).

En el caso de la formacién inicial de profesores de matemaéticas, la Universidad
Nacional de Costa Rica ofrece la carrera denominada Bachillerato y Licenciatura en la
Ensefianza de la Matematica. Uno de los ejes curriculares del plan de estudios es el
denominado desarrollo del pensamiento l6gico-matematico que incluye el conocimiento
sobre las demostraciones matematicas las cuales estan presentes en todas las actividades
formativas y brindan soporte a las distintas areas disciplinarias. De acuerdo a lo anterior, la
demostracion matematica esta presente en la formacion inicial de los profesores de
matematicas de la Universidad Nacional y con base en las exigencias curriculares del
Programa de Estudios de Matematicas del Ministerio de Educacion Publica de Costa Rica,
es necesario que forme parte de las clases del futuro profesor de matematicas; no solo para
convencer de la validez de los resultados matematicos sino también como procesos que deben
promoverse en el quehacer de los estudiantes. Por lo tanto, el problema planteado en esta
investigacion esta orientado a dar respuesta a la siguiente interrogante:

¢, Cual es el conocimiento de los profesores de matematicas en formacion inicial en la
Universidad Nacional de Costa Rica (UNA) sobre la practica matematica de la
demostracion?

Puesto que el conocimiento sobre la demostracion puede abarcar varios componentes,
y los sujetos de investigacion estan finalizando su programa formativo y, por lo tanto, tienen
poca experiencia profesional, esta investigacion se delimito al conocimiento matematico.
Especificamente al conocimiento sobre los aspectos 16gicos y sintacticos y al conocimiento
sobre los aspectos matematicos que son conocimientos necesarios en los profesores de
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matematicas para demostrar teoremas en la educacion secundaria y evaluar argumentos
matematicos y demostraciones realizadas por sus alumnos. Tanto en la demostracion de
teoremas como en la evaluacion de los argumentos matematicos propuestos por sus alumnos,
ademas del conocimiento matematico sobre la demostracion, los profesores pueden
considerar otros elementos de conviccion que les hagan tomar decisiones sobre su validez.
Por tal razon, hemos considerado estudiar las caracteristicas de los argumentos matematicos
que les son mas convincentes a los sujetos de investigacion.

Este trabajo se enmarca dentro de la linea de investigacion de formacion de profesores
de matematicas, la cual forma parte del grupo de investigacion FQM 193. Didéactica de la
Matematica. Pensamiento Numérico. Especificamente en el conocimiento matematico de los
profesores de matematicas en formacion inicial sobre la practica matematica de la
demostracion para su desempefio profesional. Para llevar a cabo esta investigacion
consideramos pertinente el uso de un modelo de conocimiento del profesor de matemaéticas
que tenga a la practica de la demostracion matematica como parte de sus categorias. El
modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) ha permitido lograr el
objetivo parcialmente, debido a que el dominio del conocimiento matematico incluye a la
demostracion en uno de sus subdominios, a saber, la practica matematica. No obstante,
hemos tenido que completar la categorizacion para la demostracion que se ha difundido del
MTSK (Carillo et al., 2018; Flores-Medrano, 2015), dentro del subdominio de la practica
matematica, con base en investigaciones sobre la demostracion en profesores de
matematicas, creando nuevos componentes que pueden ser considerados como evidencias
del conocimiento matematico sobre la demostracion.

Segun Stylianides, Bieda y Morselli (2016) es necesario realizar investigaciones sobre
el conocimiento que poseen los profesores de matematicas, tanto en servicio como en
formacion inicial, sobre la argumentacion y la demostracion. Para Herbst (2000) la
investigacion sobre el papel del profesor de matematicas con respecto a la demostracion,
debe orientarse a comprender en qué condiciones este profesional puede proponer, gestionar,
mantener e incorporar en sus clases un proyecto teorico, es decir, la construccion de una
teoria matematica que incluya a la demostracion junto con su significado.

Consideramos que este trabajo es un aporte en la investigacion sobre el conocimiento
del profesor de matematicas sobre la demostracion y pertinente en dos aspectos concretos:
(1) para contar con insumos que favorezcan el abordaje de la demostracion matematica en el
plan de formacion inicial del profesorado de matemaéticas en la Universidad Nacional de
Costa Rica y en otros planes de formacion inicial similares y (2) para hacer un aporte teérico
a la categoria demostrar en el subdominio de la practica matematica en el modelo
Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK), concretamente en la construccion
de componentes para estudiar conocimiento sobre la demostracion matematica, en particular
con indicadores de conocimiento sobre los aspectos l6gico-sintacticos y matematicos sobre
esta. Asimismo, brinda insumos sobre las caracteristicas de los argumentos matematicos que
les son méas convincentes a los futuros profesores de matematicas. Dado que la demostracion
es un objeto matematico complejo y con multiples significados hemos considerado pertinente
realizar un estudio tedrico para caracterizar este concepto y contar con mas elementos para
las fases empiricas con los profesores de matematicas en formacion inicial. Con base en las
ideas anteriores se plantean el objetivo general y los cuatro objetivos especificos en el
siguiente apartado.
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1.3 OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
Objetivo general

OG. Caracterizar el conocimiento de los profesores de matematicas en formacién inicial en
la Universidad Nacional de Costa Rica sobre la practica matematica de la demostracion.

Obijetivos especificos

OEZ1. Precisar el significado, los tipos de demostracion y las funciones que se le atribuyen,
mediante un andlisis conceptual de la demostracion matematica.

OEZ2. Caracterizar el conocimiento de los profesores de matematicas en formacion inicial en
la Universidad Nacional de Costa Rica sobre los aspectos légicos y sintacticos de la
demostracion matematica.

OES3. Caracterizar el conocimiento de los profesores de matematicas en formacion inicial en
la Universidad Nacional de Costa Rica sobre los aspectos matematicos de la demostracion.

OE4. Determinar las caracteristicas de los argumentos matematicos que les son mas
convincentes a los profesores de matematicas en formacion inicial en la Universidad
Nacional de Costa Rica.
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Dado que el proposito de esta investigacion es caracterizar el conocimiento de los profesores
de matematicas en formacion inicial en la Universidad Nacional de Costa Rica sobre la
préactica matematica de la demostracion, este capitulo consta de tres apartados. En el primero,
El anélisis conceptual, se brinda la definicion de este método y sus caracteristicas. Como se
menciond en el primer capitulo, la demostracion es un término complejo de multiples
significados, por lo tanto, como parte de esta investigacion, ha sido necesario realizar un
andlisis conceptual (Rico, 2001) de este término con el fin de precisar su significado, los tipos
de demostraciones y las funciones atribuidas.

En el segundo apartado, EI conocimiento especializado del profesor de matematicas se
hace referencia a la relevancia de estudiar el conocimiento matematico sobre la demostracion
y la eleccion del modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) para
sustentar tedricamente dicho estudio ya que en el subdominio llamado la practica
matematica se considera a la demostracion como una de sus categorias. Se presenta ademas
una breve descripcion de los dominios y subdominios de dicho modelo de conocimiento.

Finalmente, en el tercer apartado, La demostracion en relacion con el conocimiento del
profesor de matematicas, hacemos una presentacion mas extensa del subdominio de la
practica matematica en el modelo MTSK y una propuesta de componentes y subcomponentes
para la demostracion matematica con base en los insumos del apartado 1.1.5 del capitulo 1.

Este tercer apartado se divide en tres subapartados: en el primero, Elementos del
conocimiento sobre la validez l6gica de una demostracion, se detallan los tres elementos que
fueron precisados con base en el analisis conceptual de la demostracion y algunos elementos
béasicos de ldgica que se emplearon en la Fase empirica 1 en la construccidn y en el analisis
de la informacion de los cuestionarios 1 y 2 sobre los aspectos légico-sintacticos de la
demostracion; en el segundo, Elementos del conocimiento sobre la validez matematica de
una demostracion, se discuten los aspectos matematicos que consideramos en la Fase
empirica 2 en la construccion y el analisis de la informacién del cuestionario 3,
especificamente sobre los términos axiomas, definiciones y teoremas; en el tercero
denominado Elementos de conviccion de un argumento matematico presentamos las
caracteristicas de los argumentos matematicos que pueden ser convincentes para los futuros
profesores y que se emplearon en la Fase empirica 3 en la construccion y el analisis de la
informacion del cuestionario 4.

2.1 EL ANALISIS CONCEPTUAL

Segun Rico (2001), la multiplicidad de significados de los conceptos centrales propuestos en
un marco teérico puede suponer una dificultad si no se hace una precision de los mismos. Es
por esto que “el andlisis conceptual ofrece un método que permite al investigador convertir

los conceptos en piezas tedricas precisas para el estudio que quiere llevar a cabo” (Rico,
2001, p.185).

En el marco del Andlisis Didéactico, se define el analisis conceptual como “un método
para trabajar y profundizar los conceptos, una técnica de escrutinio para conseguir precision
y domino en su uso” (Rico y Fernandez-Cano, 2013, p. 8).

Segun Rico (2001) y Rico y Fernandez-Cano (2013) el analisis conceptual tiene las
siguientes caracteristicas:
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1. Es un método no empirico que trabaja con enunciados textuales: los datos que se
consideran son descripciones, definiciones, listas extensivas, ejemplos de uso, la
contraposicion de textos con significados alternativos y formulaciones explicitas.

2. Estaorientado por elementos tales como la naturalidad, la aplicabilidad, la complejidad
y la simplicidad: realiza un cuidadoso examen de la diversidad de significados, las
posibilidades de conexion entre los términos y los niveles objetivos (conceptos),
subjetivos (creencias) e intersubjetivos (concepciones) de cada campo conceptual. Para
una definicién dada considera el contexto en donde ésta se inserta, usa ejemplos y
contraejemplos en lugar de la definicién explicita, usa analogias y términos evocativos
en lugar de axiomas o cuantificadores y pruebas.

3. Se considera la historicidad y dinamicidad de los términos: hace una reflexion previa
sobre lo que se desea investigar de manera que se determine y caracterice los elementos
fundamentales que delimitan el problema de estudio y las ideas, conceptos y teorias sobre
las que se desea tratar. Ademas, procura descartar las inconsistencias que se puedan
generar debidas a la poca precision en el significado de los conceptos que se utilicen.

4. Es un método esclarecedor para los educadores e investigadores en Educacién
Matematica: realiza una revision profunda de los conceptos y nociones béasicas sobre el
conocimiento matematico, sus fundamentos e historia, su génesis y desarrollo y los
principios para su ensefianza e interpretacion de su aprendizaje.

En el capitulo 3 denominado Marco Metodoldgico se describe la forma en la que se
realizo el analisis conceptual de la demostracion. Asimismo, en capitulo 4, apartado 4.1, se
presentan los principales resultados de dicho analisis.

22 EL CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO DEL PROFESOR DE
MATEMATICAS

Como se menciono en el capitulo 1, el estudio del conocimiento profesional del profesor de
matematicas es un foco de interés en la investigacion en Educacién Matematica. Destacan en
la década de 1980 los trabajos de Elbaz (1983) y Shulman (1986), las investigaciones del
International Group for the Psychology of Mathematics Education (IGPME) (Ponte y
Chapman, 2006), las perspectivas tetricas sobre el conocimiento y las creencias en la
ensefianza y en el desempefio profesional del profesor de matematicas en The Handbook of
Mathematics Teacher Education (Sullivan & Wood, 2008).

A partir de estos trabajos, se ha generado un interés investigativo por examinar de
manera analitica el conocimiento del profesor, para lo que se han construido modelos que
permitan categorizar la naturaleza del conocimiento manifestado por los profesores, y con
ello facilitar la comprension de dicho conocimiento. En estos modelos se distinguen dos
componentes principales: el conocimiento del contenido a ensefiar y el conocimiento
didactico del contenido a ensefiar (Carrillo et al., 2018).

Al preocuparnos por estudiar el conocimiento especializado del profesor de matematica
sobre la demostracion, nos interesamos, segun hemos visto, por el conocimiento sobre el
guehacer matematico, es decir, a la forma en la que se produce el conocimiento en las
matematicas (Carrillo et al., 2018; Flores-Medrano et al., 2016). Por lo tanto, para realizar
esta investigacion hemos considerado pertinente contar con un modelo tedrico de
conocimiento del profesor de matematica que incluya dentro de sus categorias a la
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demostracion. EI modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) considera
a este conocimiento del profesor de matematicas como parte del conocimiento matematico y
le ha asignado un subdominio dentro de él, Ilamado Knowledge of Practices in Mathematics
(KPM) (Carrillo et al., 2018).

Un supuesto del modelo MTSK es que el profesor de matematicas requiere un
conocimiento especifico para su desarrollo profesional y dicha especificidad esta asociada a
la ensefianza de las matematicas e incluye los significados, las propiedades y las definiciones
de temas especificos, las formas para lograr la comprension del contenido en los alumnos,
las conexiones temaéticas, el conocimiento de la ensefianza de las matematicas, el
conocimiento del quehacer matematico, entre otros. EI modelo considera un enfoque
analitico con el propédsito de obtener informacion sobre el conocimiento del profesor,
particularmente sobre los elementos que lo componen y sus interacciones. Para ello, se
consideran dos dominios: (1) el conocimiento matematico y (2) el conocimiento pedagdgico
del contenido. Estos dominios cuentan con sus respectivos subdominios y poseen dos
caracteristicas fundamentales: (1) que su definicién fue construida en términos de lo que los
profesores de matematicas emplean o necesitan sin referir a otras profesiones y (2) que el
conocimiento en cuestion puede asignarse a los diferentes subdominios, es decir, cuando se
afirma que un profesor requiere conocimientos en un subdominio dado, significa que el
profesor necesariamente debe tener conocimiento que pueda ubicarse en ese subdominio
(Carrillo et al., 2018).

En el conocimiento matematico se consideran tres subdominios que componen y le dan
sentido a este dominio:

(1.1) el conocimiento de los temas matematicos (KOT): este subdominio corresponde
al conocimiento de la materia que sera objeto de ensefianza, con un nivel mayor de
profundizacién, organizacion y estructuracion, lo cual supone conocer los contenidos
matematicos y sus significados de manera fundamentada. Consta de cinco categorias:
la fenomenologia, las propiedades y sus fundamentos, las definiciones, los registros
de representacion y los procedimientos (Carrillo et al., 2018; Lifian, Contreras y
Barrera, 2015).

(1.2) el conocimiento de la estructura matematica (KSM): este subdominio
corresponde al conocimiento del profesor sobre las matematicas que ensefia desde
dos perspectivas: las llamadas conexiones que refieren al conocimiento de como se
relacionan los elementos que se estan considerando en un momento concreto de la
ensefianza con otros y el conocimiento desde una perspectiva superior de la
matematica que trasciende la conectividad entre temas y supone tener una vision
global de las matematicas escolares. Se consideran cuatro categorias de conexiones
matematicas: de complejizacion, de simplificacion, auxiliares y de contenidos
transversales (Carrillo et al., 2018; Montes y Climent, 2015).

(1.3) el conocimiento de la practica matematica (KPM): la practica matematica es
toda actividad de caracter matematico que fundamenta de manera ldgica a la creacion
matematica. Este subdominio corresponde al conocimiento que tiene el profesor sobre
lo que significa demostrar, justificar, definir, deducir e inducir. Incluye el
conocimiento del fundamento l6gico de cada una de las practicas anteriores y el del
uso y funcionamiento del ejemplo y contraejemplo. En este subdominio se hace
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referencia a las formas de produccion y del funcionamiento de las Matemaéticas.
Algunas categorias son demostrar, definir, ejemplificar y usar heuristicos, sin
embargo, no son exhaustivas y pueden emerger nuevas (Carrillo et al., 2018; Flores-
Medrano, 2015).

Con respecto al conocimiento pedagogico del contenido el MTSK considera tres
subdominios:

(2.1) el conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las mateméticas
(KFLM): este subdominio corresponde al conocimiento del profesor de matematicas
sobre las caracteristicas de un contenido matematico en particular o de la matematica
en general, como objeto de aprendizaje. Interesa el conocimiento relacionado con las
caracteristicas de aprendizaje derivadas de la interaccion del estudiante con el
contenido matematico y no las caracteristicas del estudiante en si mismo. Se proponen
tres categorias: el conocimiento de las formas de interaccion con el contenido
matematico, el conocimiento de las fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje
del contenido matematico y el conocimiento de los intereses y expectativas de los
estudiantes sobre el contenido matematico (Carrillo et al., 2018; Escudero, Climent
y Vasco, 2015).

(2.2) el conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT): este subdominio se
refiere al conocimiento del profesor de matematicas sobre las caracteristicas del
contenido matematico como objeto de ensefianza, incluye solo a los conocimientos
en donde dicho contenido condiciona la ensefianza. Se consideran tres categorias: el
conocimiento de teorias de ensefianza asociadas a un contenido matematico, el
conocimiento de las caracteristicas matematicas especificas de recursos didacticos
para la ensefianza del contenido matematico y el conocimiento de las estrategias,
técnicas y tareas para la ensefianza del contenido matematico (Carrillo et al., 2018;
Escudero, Contreras y Vasco, 2015).

(2.3) el conocimiento de los estandares de aprendizaje de las mateméticas (KMLS):
este subdominio corresponde al conocimiento del profesor sobre los contenidos
propuestos en las normativas curriculares de los diferentes niveles de ensefianza y
sobre los materiales o0 recursos que se proponen en tales normativas para el abordaje
de los diferentes contenidos. Se incluye también el conocimiento de lo que debe
constituir la formacion matematica de los ciudadanos con base en los resultados de la
investigacién en la Educacion Matematica y el aporte de instituciones y asociaciones
profesionales. Se consideran tres categorias para este subdominio: el conocimiento
que el profesor tiene acerca de qué contenidos matematicos se requieren ensefiar en
el grado escolar en el que esté impartiendo clases, el conocimiento del nivel de
desarrollo conceptual y procedimental esperado para un tépico en un determinado
momento escolar y el conocimiento sobre la secuenciacion de diversos temas ya sea
dentro del mismo curso o pensando en cursos anteriores 0 Cursos posteriores
(Carrillo et al., 2018; Escudero y Carrillo, 2015).
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2.3 LA DEI\/IOSTRACION EN RELACION CON EL CONOCIMIENTO DEL
PROFESOR DE MATEMATICAS

El objeto de la practica en el contexto de nuestra investigacion, son las matematicas mismas
y por lo tanto el interés se centra en su funcionamiento y no en el proceso de su ensefianza.
Entendemos a la practica matemética en el sentido que indican Carrillo et al. (2018), es decir,
como cualquier actividad matematica que se realice de manera sistematica, que sea
fundamental en la creacion del conocimiento matematico y que posea una base logica que
permita la extraccion de reglas. El analisis conceptual de la demostracion nos ha permitido
clarificar qué se entiende por esta, cuales funciones se le atribuyen y qué componentes
pueden contribuir a caracterizarla. Con base en él, hemos determinado que la demostracion
satisface las caracteristicas de la practica matematica y, por lo tanto, se considera como una
de las categorias dentro de este subdominio en el modelo MTSK pues dicha practica hace
referencia al conocimiento del profesor sobre la manera en la que se construye el
conocimiento matematico. Incluye la jerarquizacion y la planificacion en la manera de
proceder al resolver problemas matematicos, los tipos de validacion y demostracion, el papel
del lenguaje y los simbolos, algunas practicas particulares como la modelizacion y sobre las
condiciones suficientes y necesarias para la generacion de definiciones (Espinoza, Zakaryan
y Carrillo, 2018; Flores-Medrano et al., 2016; Vasco y Climent, 2018).

Segln Carrillo et al. (2018), la practica matematica (KPM) puede ser general o
especifica a un tema. La practica matematica general hace referencia al conocimiento del
profesor sobre la forma en la que se desarrollan las matematicas de manera genérica e
independientemente de los temas particulares. La practica matematica especifica es un caso
particular de la practica matemética (KPM) y esta asociada a las particularidades del tema
matematico en cuestion, por ejemplo, el demostrar una determinada propiedad mediante el
principio de induccion matematica esta vinculada con la forma de proceder en conjuntos
numerables e infinitos, el demostrar una afirmacion en el conjunto de los nimeros naturales
dividiendo el problema en casos, entre otros.

En nuestra investigacion, consideramos que el conocimiento sobre los aspectos 16gicos
y sintacticos de la demostracion es atendido por esta préactica matematica general ya que
como lo indican Carrillo et al. (2018) incluye el conocimiento del significado de las
condiciones necesarias y suficientes, del tipo de demostracion para garantizar la veracidad
de una afirmacion matematica, las diversas practicas argumentativas, entre otras. Asimismo,
el conocimiento sobre los aspectos matematicos de la demostracion esta considerado por la
practica matematica especifica, pues no solo es requerido el conocimiento I6gico-sintactico
general, sino que también considera a las matematicas involucradas en las proposiciones y
sus demostraciones.

Como mencionamos en el apartado 1.1.5 sobre el conocimiento del profesor de
matematicas para la ensefianza de la demostracion en el primer capitulo, determinar cual es
el conocimiento del profesor de matematicas para la ensefianza de la demostracion es una
tarea compleja. Asimismo, segun Carrillo et al. (2018) este conocimiento forma parte de la
practica matematica en el modelo MTSK, por lo que empleamos sus descriptores, estando
abiertos a completarlos cuando aparezcan dimensiones que permitan profundizar mas en el
mismo. En el apartado 1.1.5 se hizo una aproximacion a este conocimiento y se consideraron
dos grupos de conocimientos: (1) el conocimiento matematico de la demostracion y (2) el
conocimiento pedagogico especifico para la ensefianza de la demostracion.
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En el apartado 1.2 el problema de investigacion y la pertinencia del trabajo en el
capitulo 1, se indicd que el foco de interés de nuestra investigacion es el conocimiento
matematico de la demostracion, particularmente los aspectos légicos y sintacticos y los
aspectos matematicos. Con base en el analisis conceptual de la demostracion, en
investigaciones (Buchbinder y McCrone, 2018; Cabassut et al., 2012; De Villiers, 1993;
Durand-Guerrier et al., 2012b; Flores-Medrano, 2015; Knuth, 2002; Lin et al., 2012; Lo y
McCrory, 2009; Pietropaolo y Campos, 2009; Tabach et al., 2009) sobre la demostracion en
profesores de matematicas y en los insumos del apartado 1.1.5 del capitulo 1, hemos
detectado algunos de los elementos relevantes que creemos que deben ser considerados en el
conocimiento matematico sobre la demostracion dentro del subdominio de la practica
matematica en el MTSK, hasta establecer dos componentes principales: (1) el conocimiento
sobre la naturaleza de la demostracion matematica y (2) el conocimiento sobre las funciones
de la demostracion en las matematicas. A continuacion, se detallan cada uno de los
componentes mencionados.

(1) EI conocimiento sobre la naturaleza de la demostracion matemética: es el
conocimiento sobre lo que constituye una demostracion matematica, hace referencia
al conocimiento de la demostracibn como un objeto en si mismo con sus
caracteristicas y estandares propios que permita construir y evaluar demostraciones,
seleccionar, organizar, demostrar teoremas y conocer sus implicaciones. Se
consideran los siguientes subcomponentes: (a) el concepto de demostracion
matematica, es decir, el conocimiento sobre qué es una demostracion matematica y
qué significa demostrar algo en las matematicas, (b) la validez ldgica, que refiere al
conocimiento de los elementos sintacticos generales, los tipos de demostraciones, el
lenguaje, los términos empleados, las caracteristicas de los sistemas axiomaticos, las
nociones de l6gica, la nocion de rigor, la nocion de verdad, las conectivas légicas, los
cuantificadores existencial y universal, las reglas de inferencia y equivalencia l6gicas,
entre otros y como proceder en la demostracion de afirmaciones matematicas segln
su estructura légico-sintactica y (c) la validez matematica, que se refiere al
conocimiento sobre la estructura de las teorias matematicas en donde son
consideradas las demostraciones lo que supone el uso correcto de los axiomas,
hipétesis, definiciones y teoremas involucrados.

(2) El conocimiento sobre las funciones de la demostracion en las matematicas: es el
conocimiento sobre cudl es el papel de las demostraciones en las matematicas. Se
consideran los siguientes subcomponentes propuestos por De Villiers (1993): la
verificacion, la explicacion, la sistematizacion, el descubrimiento y la comunicacion.

Con base en lo anterior, el estudio sobre el conocimiento de los profesores de
matematicas sobre los aspectos Idgico-sintacticos, esta relacionado con la validez logica, y
el conocimiento sobre los aspectos matematicos de la demostracion estd vinculado a la
validez matematica de la demostracion. Asimismo, en el apartado 1.2 del capitulo 1 se indicd
la relevancia de estudiar las caracteristicas de los argumentos matematicos que mas
convencen a los futuros profesores. A continuacion, se detallan los tres aspectos
mencionados, a saber: elementos del conocimiento sobre la validez l6gica y matematica de
una demostracion, asi como los elementos de conviccion de un argumento matematico.
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2.3.1 Elementos del conocimiento sobre la validez I6gica de una demostracion

El conocimiento de los principios del razonamiento logico es util para determinar qué
significa que una afirmacion matematica sea verdadera y qué deberia hacerse para demostrar
su validez. Las respuestas a estas interrogantes dependen directamente de las reglas de
inferencia de la logica de predicados y de la estructura sintactica de las proposiciones
involucradas. La logica se entiende aqui como la disciplina que trata los aspectos semanticos
y sintécticos de la organizacién del discurso matematico con el objetivo de deducir resultados
que se siguen de manera necesaria de un conjunto de premisas (Durand-Guerrier et al.,
2012Db).

Para caracterizar el conocimiento de los profesores de matematicas en formacion inicial
en la Universidad Nacional de Costa Rica (UNA) sobre los aspectos l6gicos y sintacticos de
la demostracion, se han considerado tres elementos de la validez l6gica que fueron precisados
con base en el analisis conceptual de la demostracion matematica (Alfaro, Flores y Valverde,
2019) y se presentan con mayor detalle en el capitulo 4, especificamente en el apartado 4.1.2
los tipos de demostraciones en matematicas:

(1) EIl tipo de demostracion: se considera el conocimiento del profesor de
matematicas sobre los tipos de demostraciones, directas e indirectas, que pueden
emplearse para demostrar una proposicién matematica Q que puede tener la forma

P = Q de forma explicita o implicita, en este Gltimo caso, P representa a todos los

axiomas, definiciones y teoremas de la teoria matematica en donde se inserta la
proposicion Q.

(2) El tipo de cuantificador: corresponde al conocimiento del profesor de matematica
sobre como proceder, de forma directa o indirecta, en la demostracion de una
proposicion matematica que involucra un cuantificador universal o un cuantificador
existencial. Las proposiciones con cuantificador universal en general tienen la forma

VXEU(P(X)) y las proposiciones con cuantificador existencial

IxeU ( P(x)), endonde P(x) es una propiedad con variable x que pertenece a
un dominio de discurso o conjunto universo U.

(3) El tipo de conectiva logica: hace referencia al conocimiento del profesor de
matematica sobre coémo proceder, de forma directa o indirecta, en la demostracion de
proposiciones matematicas que involucren las conectivas logicas implicacion,
disyuncidn, conjuncidn y la doble implicacion lo que hace necesario el conocimiento
sobre los criterios de veracidad y falsedad de tales conectivas logicas.

Se presentan ademas una serie de términos, equivalencias e inferencias logicas que
fueron relevantes en la construccion de los cuestionarios 1 y 2 para la recoleccion de la
informacion sobre los aspectos logico-sintacticos y para el posterior analisis de la
informacion.

Elementos basicos de logica

Los razonamientos y las demostraciones matematicas se basan en proposiciones o
afirmaciones las cuales son expresiones o enunciados declarativos con sentido o cadenas de
simbolos inteligibles que se pueden catalogar como falsos o verdaderos. Toda proposicién
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debe cumplir el principio llamado tertium non datur (el tercero excluido) segun el cual debe
ser falsa o verdadera, y no puede haber otra posibilidad. Ademas, debe cumplir el principio
de no contradiccion que establece que debe ser o bien falsa o bien verdadera y no puede ser
las dos cosas de manera simultdnea (Barrantes, 2001; Bartle y Sherbert, 2004; Gongora,
1983; Murillo, 2010).

Se llaman frases abiertas, oraciones abiertas o propiedades a una coleccion de
palabras y simbolos llamados variables que se transforman en proposiciones cuando las
variables se sustituyen por ciertos objetos. EI dominio o universo de discurso de una frase
abierta es el conjunto que contiene a los objetos que pueden ser sustituidos en las variables
de dicha frase (Gdéngora, 1983 y Barrantes, 2001). Se llaman tautologias a las proposiciones
que siempre son verdaderas y contradicciones o falacias a las proposiciones que siempre son
falsas. Ademas, dadas dos proposiciones P y Q se dice que son equivalentes l6gicos o

I6gicamente equivalentes si ambas tienen siempre el mismo valor de verdad, a saber, falso o
verdadero. En tal caso se denota P = Q ( Bartle y Sherbert, 2004).

Dadas dos o mas proposiciones, se pueden formar otras mediante el uso de las
conectivas o conectores ldgicos los cuales se describen seguidamente (Bartle y Sherbert,
2004; Murillo, 2010):

(1) la negacion: dada una proposicion P su negacion es la proposicion llamada no P

la cual se denota —P. Cuando P es verdadera —P es falsa; y cuando P es falsa —P

es verdadera.

(2) la conjuncion: dadas las proposiciones P y Q su conjuncion es la proposicién
Ilamada P y Q la cual se denota P A Q. Esta proposicion es verdadera cuando P y
Q son verdaderas, en cualquier otro caso, es falsa.

(3) la disyuncion: dadas las proposiciones P y Q su disyuncién es la proposicién
Ilamada P o Q lacual se denota P v Q. Esta proposicion es falsa cuando P y Q son
falsas, en cualquier otro caso, es verdadera.

(4) la condicional: dadas las proposiciones P y Q su condicional es la proposicion
Ilamada Si P entonces Q la cual se denota P — Q. Esta proposicion es falsa cuando
P es verdaderay Q es falsa, en cualquier otro caso, es verdadera. En el caso de que la
proposicién P — Q sea una tautologia entonces la proposicién se llama implicacion
y se denota P = Q.

(5) la bicondicional: dadas las proposiciones P y Q su bicondicional es la proposicién
Ilamada Si P entonces Q y Si Q entonces P lacual se denota P <» Q. Esclaro que
Po Q= [( P>Q)A(Q—P) ] Esta proposicion es verdadera cuando P y Q

tienen el mismo valor de verdad, en cualquier otro caso, es falsa. En el caso de que la
proposicion P <> Q sea una tautologia entonces la proposicion se llama doble

implicacion y se denota P < Q

Existen una serie de equivalencias ldgicas que se pueden llamar leyes de la l6gica. Son
importantes en las demostraciones matematicas debido a que permiten transformar una
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proposicion en otra que sea mas sencilla de demostrar. A continuacion, se presentan algunas
de ellas (Murillo, 2010):

(1) ley de la implicacion y disyuncion: P -Q =—-PvQ.

(2) ley contrapositiva: P ->Q = -Q —»—P.

(3) ley de la doble negacién: —|(—|P) =P,

(4) ley de De Morgan: —(PvQ)=-PA—-Q y =(PAQ)=—-Pv-Q.

(5) ley conmutativa: PvQ=QVvPyPAQ=QAP.

(6) ley asociativa: (PvQ)vR=Pv(QvR)y(PAQ)AR=PA(QAR).
(7) ley distributiva; Pv(QAR)=(PvQ)A(PVR) y
P/\(Qv R) E(P/\Q)V(P/\R).

(8) ley de idempotencia: PAP=PyPvP=P.

(9) ley de absorcion: Pv(PAQ)=PyPA(PvQ)=P.

(10) ley de exportacion: P—(Q > R)=(PAQ)—>R.

(11 ley de exhaucién: (PvQ)—>R=[ (P—>R)A(Q—>R) |.

Se dice que una proposicion Q esta garantizada por las proposiciones P, P,, ---, P, si
la proposicién (Pl/\ PAA Pn) — Q es una tautologia. En tal caso la proposicion recibe

el nombre de razonamiento valido, si no es una tautologia, se llama razonamiento invélido.
Las proposiciones P, P,,---, P, se llaman premisas del razonamiento y Q se llama

conclusién. Existen una serie de razonamientos validos que son fundamentales al realizar
demostraciones matematicas y se les puede llamar reglas de inferencia ldgica. Se detallan
algunas de las mas importantes (Murillo, 2010):

(1) la simplificacion: (P A Q)—>Py (P A Q)—Q.

(2) la adicion: P — (P Vv Q) en donde Q es cualquier proposicion.

(3) la separacion o modus ponendo ponens: [ PA(P—> Q)] - Q.

(4)la contraposicion o modus tollendo tollens: [ -Q A (P > Q) | —» —P.
(5) el silogismo disyuntivo: [ﬁP A(P v Q)] — Q.

(6) el silogismo hipotético: [ (P -> Q) A (Q > R) | » (P > R).

(7) el dilema constructivo: [(P > Q) A (R—>T)A(PVR) ] > (QVvT).



45
CAPITULO 2. MARCO TEORICO

(8) el dilema destructivo: [(P > Q) A (R>T)A(=Qv =T)] - (=P v =R).

(9) laley de casos: [(P > Q) A (—P > R) | > (Q v R).

2.3.2 Elementos del conocimiento sobre la validez matematica de una demostracion

Las teorias matematicas son hipotéticas y estan conformadas por proposiciones de la forma
si—entonces lo que supone que la demostracion matematica requiere rigor. Los axiomas,
hipotesis, definiciones y teoremas involucrados deben ser entendidos y aplicados en sus
significados exactos (Cabassut et al., 2012).

En el estudio de estas teorias es de interés el someter las hipétesis iniciales a un control
I6gico riguroso y normalmente esto se realiza en una teoria formal o sistema formal o
axiomaticos que consta de cuatro elementos: (1) un conjunto de simbolos primitivos o
alfabeto, (2) un repertorio de reglas de formacién de férmulas, (3) un conjunto de axiomas o
postulados que constituyen las formulas primitivas del sistema y (4) un repertorio de reglas
de inferencia. Los dos primeros elementos constituyen el lenguaje o la gramatica del sistema
y los dos segundos la légica del sistema (Garrido, 1991).

En una teoria formal o sistema matematico, se distinguen tres elementos
fundamentales: (1) los axiomas gque son presupuestos necesarios que se escogen en la teoria
en cuestion con algun criterio de racionalidad que se convenga aceptar, en general no tienen
su base en hechos particulares del mundo, sino que son construcciones mentales ideales en
la organizacion del conocimiento y deben considerarse fijos y absolutos dentro del campo
matematico en el que estan inmersos; (2) las definiciones que refiere a oraciones
convencionales que se han obtenido de experiencias anteriores o que se han construido con
el proposito de fijar el significado de las palabras empleadas en las demostraciones y; (3) los
teoremas que son los enunciados deducidos de los axiomas u otros teoremas mediante las
reglas de inferencia (Cabassut et al., 2012; Garrido, 1991, Patterson, 1950; Roberts,2010).

2.3.3 Elementos de conviccién de un argumento matematico

El término argumento es una unidad discursiva basica de la argumentacién y puede
entenderse de diferentes formas en funcién del enfoque de esta: (1) en la argumentacion
discursiva, el argumento tiene como proposito persuadir de manera racional a quien se dirige,
no parte necesariamente de premisas indiscutibles para llegar a conclusiones ldgicas, por lo
tanto, no es siempre un razonamiento evidente e irrefutable; (2) en la argumentacion como
producto textual de una interaccion discursiva, el argumento consiste en un conjunto de
proposiciones orientadas a evidenciar que una de ellas esta justificada por las restantes, parte
de premisas indiscutibles y llega a conclusiones Idgicas por procedimientos deductivos los
cuales son dictados por la l6gica de la razon (Lo Cascio, 1998; Vega, 2012a).

El argumento matematico es un argumento en donde las proposiciones empleadas son
afirmaciones matematicas. Este tipo de argumento tiene varias similitudes con la
demostracién matematica, a saber, se consideran como justificaciones racionales, se llevan a
cabo para convencer sobre la veracidad de una afirmacion, se dirigen a una audiencia
universal que puede estar conformada por la comunidad matematica, el aula, el profesor, el
mismo interlocutor, entre otros y, en ambos las proposiciones involucradas pertenecen a un
campo tedrico como el algebra, el analisis, la geometria, entre otros (Pedemonte, 2007).
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Para De Villiers (1993) y Hanna (2002), la demostracion es un argumento cuyo
propdsito es garantizar la validez de una proposicion matematica. Puede tener diversas
formas siempre y cuando sea convincente, ya que en las Matematicas la conviccion se puede
lograr empleando formas alternativas a una demostracién logica y formal. En efecto, en la
comunidad matematica la aceptacion de un teorema consiste en un proceso social en donde
tiene méas relevancia la comprension y el significado que una demostracion rigurosa del
mismo. De esta manera la conviccion y aceptacion de un nuevo resultado en Matematicas
estd vinculado a factores tales como la comprension del teorema que refiere a que los
conceptos incorporados en él, sus antecedentes 16gicos y sus implicaciones, sean claros; la
importancia del teorema, es decir, que el resultado tenga implicaciones en al menos una rama
de las Matematicas; la compatibilidad del teorema, que alude a que sea consistente con los
resultados matematicos aceptados; la reputacion del autor, es decir que la persona que lo
proponga sea un reconocido experto en la teméatica abordada; y la conviccion del teorema,
que refiere a que se brinde un argumento matematico convincente, riguroso o no, de la validez
del teorema.

Algunos investigadores han indicado que la conviccion de los profesores de
matematicas sobre algun resultado puede estar basada en algunos elementos diferentes a su
propio conocimiento (Knuth, 2002; Lin et al.,, 2012). Esto es relevante debido a las
implicaciones que pueda tener en su desempefio profesional para el abordaje de la ensefianza
de la demostracion. Por tal razon, consideramos a la conviccion de un argumento matematico,
como las razones por las que los profesores de matematicas encuentran convincente a un
argumento matematico. Como se ha mencionado, un argumento para validar una afirmacion
puede asumir varias formas diferentes y ser convincente, aunque no necesariamente sea una
demostracion (De Villiers, 1993; Hanna, 2002). Se consideran los siguientes
subcomponentes basados en los trabajos de Knuth (2002) y Harel y Sowder (1998):

(1) el uso de elementos concretos en el argumento: el argumento es convincente debido
a que se basa en ejemplos especificos o utiliza alguna referencia visual.

(2) la familiaridad del argumento: el argumento es convincente debido a que el
profesor lo conoce o lo ha utilizado anteriormente, la conviccidn no se basa en las
matematicas utilizadas, sino en la experiencia previa del profesor de matematicas con
el argumento.

(3) el nivel de detalles en el argumento: el argumento es convincente debido a que
justifica con mucho detalle cada paso realizado en él.

(4) la forma ritual del argumento: el argumento es convincente en funcion de su
apariencia superficial en lugar de considerar los elementos de fondo. De esta manera,
se juzga el valor del argumento en funcion del uso de notaciones matematicas
simbolicas, aunque lo expresado no tenga validez l6gica o matematica.

(5) el nivel explicativo del argumento: el argumento es convincente porque explica por
qué la afirmacion que se esta demostrando es verdadera. Es decir, muestra las
matematicas subyacentes que explican la validez del resultado.

(6) la validez del argumento: la conviccion se basa en la validez matematica y la
validez légica del argumento. En el argumento se utilizan correctamente las reglas de
inferencia, las equivalencias logicas, los métodos de demostracion y la teoria
matematica correspondiente.
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Este capitulo consta de cuatro apartados. En el primero, Fundamentos y perspectiva general
de la investigacion, se presentan los principales elementos de la investigacion tales como su
adscripcion al paradigma interpretativo y al enfoque cualitativo, las fases que la componen,
una breve referencia a los elementos considerados en la construccion de los instrumentos de
recoleccion de la informacion, asi como a la técnica del analisis de contenido empleada en el
analisis de la informacion.

En el segundo apartado, Sujetos de investigacion, se hace una descripcion de los sujetos
de investigacion que participaron en cada una de las fases del trabajo. En el caso de la fase
tedrica 0 se mencionan los documentos empleados en el analisis conceptual de la
demostracion y en el caso de las fases empiricas 1, 2 y 3, se indica la cantidad de profesores
de matemaéticas en formacidn inicial que completaron los cuestionarios en cada una de ellas
y el contexto formativo de los mismos.

En el tercer apartado, Recoleccion de la informacion, se hace una descripcion de la
forma en que esta se recolectd. En el caso de la fase tedrica O se refiere a la revision
bibliografica y en las fases empiricas 1, 2 y 3 se describen cada uno de los cuatro
cuestionarios empleados. Asimismo, se hace un analisis de la estructura Idgico-sintactica de
cada una de las proposiciones consideradas en los cuestionarios 2, 3 y 4 asi como una
demostracion de cada una de ellas.

En el cuarto apartado, Aspectos metodoldgicos del analisis de la informacién, se hace
una descripcion de la forma en que esta se analizé en cada fase del trabajo. En el caso de la
fase tedrica 0 se refiere al analisis conceptual en el marco del Anélisis Didactico. En las fases
empiricas 1, 2 y 3 se hace referencia al andlisis de contenido como lo plantean Cohen,
Manion, y Morrison (2007) y Krippendorff (2004).

3.1 FUNDAMENTOS Y PERSPECTIVA GENERAL DE LA INVESTIGACION

Este trabajo se posiciona en el paradigma interpretativo que se caracteriza por una
preocupacion por el individuo, para entender sus interpretaciones del mundo que lo rodea,
con el objetivo de comprender el mundo subjetivo de la experiencia humana. Para retener la
integridad de los fendmenos que se investigan, se hacen esfuerzos para entrar en la persona
y comprenderla desde adentro. El objetivo de la investigacion cientifica para el investigador
interpretativo es comprender como ocurre la realidad en un momento y en un lugar v,
compararlo con lo que sucede en diferentes momentos y lugares. Por lo tanto, la teoria se
convierte en conjuntos de significados que dan una idea y comprension del comportamiento
de las personas (Cohen, Manion y Morrison, 2007; Sandin, 2003).

En nuestro caso, pretendemos profundizar y comprender aspectos del conocimiento
especializado sobre la demostracion en profesores de matematicas en formacion inicial en la
carrera de Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica de la Universidad
Nacional de Costa Rica, entendiendo que el conocimiento se construye de manera personal,
situada y contextualizada, a la cual se puede acceder unicamente de forma parcial.

La investigacion tiene un enfoque cualitativo debido a que interesa la interpretacion de
los significados que los sujetos atribuyen a sus acciones, se estudian los hechos como un
todo, de manera global e integrada, no se generalizan los resultados de la investigacion,
debido a que pertenecen a un tiempo y espacio en particular, utiliza instrumentos con poca
estructura, entre otros (Bryman, 2012; Rodriguez, 2003).
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El trabajo consta de cuatro fases, una fase tedrica denominada fase 0 y tres fases
empiricas llamadas fase 1, fase 2 y fase 3, cada una de ellas corresponde de manera respectiva
a uno a los cuatro objetivos especificos formulados: OE1, OE2, OE3 y OEA4. La fase 0
consiste en un estudio teodrico centrado en los aspectos histdricos de la demostracion en
Matematicas, el concepto de demostracién, los tipos de demostraciones y las funciones
atribuidas. Las fases 1, 2 y 3 consisten en estudios empiricos para caracterizar el
conocimiento de los profesores de matematicas en formacion inicial en la Universidad
Nacional de Costa Rica (UNA) sobre: (1) los aspectos légicos y sintacticos de la
demostracion matematica, que corresponde a la validez légica de la demostracion
matematica; (2) los aspectos matematicos de la demostracion, que corresponde a la validez
matematica de la demostracion y; (3) las caracteristicas de los argumentos matematicos que
les son méas convincentes a dichos profesores de matematicas, que corresponde a la
conviccién de un argumento matematico.

Para cada fase empirica se elaboraron cuestionarios para la recoleccion de la
informacion sobre el conocimiento especializado de los profesores de matematicas en
formacion inicial, considerando en su construccion investigaciones previas, el modelo de
conocimiento Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) y elementos tedricos
sobre el concepto de demostracion matematica, los aspectos l6gico-sintacticos y matematicos
de la demostracion y la conviccion de un argumento matematico.

Para el andlisis de la informacion de los cuestionarios se empled el analisis de contenido
que permite la codificacion de preguntas abiertas en encuestas, cuestionarios y la descripcion
de patrones y tendencias en el contenido comunicativo. Este analisis implica codificacion,
categorizacion (creacion de categorias significativas en las que se pueden ubicar las unidades
de andlisis-palabras, frases, oraciones), comparacion (categorias y creacion de vinculos entre
ellas) y conclusion -extraer conclusiones tedricas de las unidades de andlisis (Cohen, Manion,
y Morrison, 2007; Krippendorff, 2004).

En la tabla 3, presentamos un resumen del esquema general de la metodologia.
Tabla 3
Esquema general de la metodologia

Fases de la | Fase 0. Analisis | Fase 1. Validez | Fase 2. Validez | Fase 3.

investigacion conceptual de la | l6gica matemaética Conviccion de
demostracion un argumento
matematica matematico

Objetivos  especificos OE1l OE2 0E3 OE4

asociados

Marco tedrico | Anéalisis  conceptual | Modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge

empleado (Rico, 2001) (MTSK) (Carrillo et al., 2018)

Fuentes de informacién

Diccionarios, libros de
texto, investigaciones
previas  sobre la
demostracion

matematica, y el
Programa de Estudios

25 profesores de
matematicas en
formacion
inicial

19 profesores de matematicas en
formacion inicial
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de Matematicas de la
educacion secundaria
en Costa Rica.

Recoleccién de la | La ficha bibliografica | Cuestionario 1: | Cuestionario  3: | Cuestionario 4:

informacién para incluir la | formas de | evaluacion de | caracteristicas
informacién relevante | proceder en la | argumentos en | de los
demostracion funcion de los | argumentos
aspectos matematicos
Cuestionario 2: | matematicos mas
evaluacion  de convincentes

argumentos en
funcion de la
estructura

I6gico-sintactica

Meétodo para el andlisis | Analisis  conceptual | El analisis de contenido (Cohen, Manion, y Morrison,
de la informacion centrado en  los | 2007; Krippendorff, 2004).

aspectos histdricos de
la demostracion en
Mateméticas, el
concepto, los tipos y
las funciones
atribuidas

En las secciones siguientes se describen con detalle los sujetos de investigacion, los
instrumentos de recoleccién de la informacion y la forma en la que se hizo el andlisis de la
informacion en cada una de las fases del trabajo.

3.2 SUJETOS DE INVESTIGACION

En este apartado se consideran a los sujetos de investigacion de la fase teérica 0 y a los sujetos
de las fases empiricas 1, 2 y 3. Como se vera a continuacion, en la fase empirica 1 participaron
25 sujetos y en las fases empiricas 2 y 3 participaron 19 sujetos.

3.2.1 Sujetos de investigacion de la fase tedrica 0

En la fase 0, el estudio teorico se realiz6 empleando la herramienta metodolégica del andlisis
conceptual, por tal razén los sujetos de investigacion fueron las siguientes fuentes de
informacién documental: (1) diccionarios: etimoldgicos, de matematicas, de educacion
matematica, de educacion, de filosofia y de la lengua espafiola; (2) libros de texto: de
matematicas, de educacion matematica, de matematicas en educacion secundaria y de historia
de las matematicas; (3) investigaciones previas sobre la demostracién matematica, y (4) el
Programa de Estudios de Matematicas de la educacion secundaria en Costa Rica.

3.2.2 Sujetos de investigacion de las fases empiricas 1,2y 3

En la fase 1 participaron 25 profesores de matematicas en formacion inicial de la carrera
Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica de la Universidad Nacional de
Costa Rica, 18 matriculados en el cuarto afio de la carrera y se les llamé Grupo de
Bachillerato (GB) y 7 matriculados el quinto afio y se les llamo6 Grupo de Licenciatura (GL).
Ambos grupos constituyeron la totalidad del estudiantado matriculado y activo en esos
niveles durante el segundo semestre del 2018.
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En las fases 2 y 3 participaron 19 profesores de matematicas en formacion inicial de
dicha carrera, 12 matriculados en el cuarto afio (GB) y 7 matriculados en el quinto (GL), de
igual forma, ambos grupos correspondian a la totalidad del estudiantado matriculado y activo
en esos niveles durante el primer semestre del 2019. De los 12 sujetos matriculados en el
cuarto afio, 11 participaron en la fase 1. Los 7 sujetos matriculados en el quinto afio eran los
mismos que participaron en la fase 1. Esta carrera se imparte de manera compartida por la
Escuela de Matematica que ofrece el componente matematico y la Division de Educologia
que brinda el componente pedagdgico. Otorga el grado académico de Bachillerato con una
duracion de cuatro afios y el de Licenciatura que consta de tres semestres adicionales y la
elaboracion de un trabajo final de graduacion. Todos los sujetos participantes en la
investigacion han estudiado la demostracién y han tenido que probar su destreza demostrando
propiedades para aprobar los cursos del plan de estudios de la carrera.

3.3 RECOLECCION DE LA INFORMACION

En este apartado se consideran cuatro secciones. En la primera se describe la recoleccion de
la informacion de la fase tedrica 0, correspondiente al anlisis conceptual de la demostracion
matematica, mediante la revision bibliografica. En la segunda, la recoleccion de la
informacion de la fase empirica 1, que corresponde a la validez ldgica de la demostracion,
mediante los cuestionarios 1 y 2. En la tercera, la recoleccion de la informacion de las fases
empiricas 2 y 3, correspondientes a la validez matemética de la demostracion y a la
conviccion de un argumento matematico, mediante los cuestionarios 3 y 4, respectivamente.
Finalmente, en la cuarta seccion, se presenta un analisis de la estructura légico- sintactica de
las proposiciones matematicas utilizadas en los cuestionarios 2, 3 y 4 con una propuesta de
demostracion para cada una de ellas.

3.3.1 Recoleccidén de la informacion de la fase teérica 0

En la fase 0, la técnica que se utiliz6 para recolectar los datos fue la revisién bibliogréfica o
de literatura. Acorde con Herndndez-Sampieri, Fernandez y Baptista (2014), esta revision
“implica detectar, consultar y obtener la bibliografia (referencias) y otros materiales que sean
utiles para los propdsitos del estudio, de donde se tiene que extraer y recopilar la informacion
relevante y necesaria para enmarcar nuestro problema de investigacion” (p. 61). Una vez
que fueron identificados y recopilados los trabajos de interés, se uso la ficha bibliografica
para incluir la informacion relevante de los documentos consultados: la referencia del
documento, los datos sobre los autores, la naturaleza del documento, sus ideas principales,
su ubicacion y algunas observaciones pertinentes.

3.3.2 Recoleccion de la informacidon de la fase empirica 1

Para la recoleccion de la informacion de la fase 1, se elaboraron dos cuestionarios que se
aplicaron en los meses de setiembre y octubre del 2018, el primero con una duracién
aproximada de dos horas y el segundo de una hora. Los sujetos lo completaron de forma
individual en los horarios asignados a los cursos matriculados. Previo a su aplicacion, fueron
revisados por tres especialistas en Educacion Matematica quienes se eligieron por su
formacion en matematicas y en didactica de las matematicas, ademas de su amplio
conocimiento del contexto formativo de los sujetos de investigacion. A continuacion, se
describe cada uno de los cuestionarios aplicados.
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El cuestionario 1: Validez lI6gica, formas de proceder en una demostracion
Para la construccion de este cuestionario, se realizaron las siguientes etapas:

1. La consideracion de los elementos del marco teérico sobre el conocimiento de la validez
I6gica de una demostracidn para la generacion de las categorias de analisis: (1) el tipo de
demostracion (directa o indirecta), (2) el tipo de cuantificador (universal o existencial) y
(3) el tipo de conectiva logica (implicacion, disyuncion, conjuncion y doble implicacién).

2. La revision del Programa de Estudios de Matemaéticas de la Educacion Secundaria en
Costa Rica para analizar la estructura sintactica de las proposiciones matematicas que se
sugiere demostrar. Se determiné que la mayoria de proposiciones son de cuantificacion
universal en conjuntos infinitos, sin embargo, se propone la verificacion de propiedades
para casos particulares, por lo que en menor medida se detectdé la presencia de
afirmaciones de cuantificacion existencial.

3. Se decidio que la caracterizacion debia estar regida por las formas de proceder en la
demostracion de proposiciones matematicas en funcion de la estructura sintactica y, por
lo tanto, dichas proposiciones debian estar desprovistas de contenido matematico, a tales
proposiciones se les llamo proposiciones genéricas. No obstante, se considerd pertinente
que los sujetos propusieran un ejemplo concreto de la proposicion genérica en cuestion y
ofrecieran una demostracion de la misma.

4. Dado que las propiedades que se demuestran en la ensefianza secundaria expresan
cualidades aplicables a todos los elementos de un conjunto determinado, se ha decidido
incluir demostraciones con cuantificador universal, y solo una existencial. De esta
manera las afirmaciones debian involucrar al cuantificador universal con una propiedad
simple y con propiedades compuestas empleando a las conectivas logicas implicacion,
disyuncion, conjuncion y doble implicacion. Ademas, se considerd al cuantificador
existencial con una propiedad simple.

5. Se consider0 pertinente que cada una de las seis afirmaciones genéricas dieran origen a
una tarea.

Con base en lo anterior, el cuestionario 1 consta de seis tareas, en cada una de ellas se
presenta una proposicién matematica, de forma verbal y simbdlica, que se denomina
genérica. En cada tarea los sujetos debian realizar lo siguiente: (1) explicar la forma general
en la que realizarian la demostracién matemética de la proposicion genérica dada y (2)
proporcionar un ejemplo concreto de la proposicién genérica y una demostracion
matematica del ejemplo brindado. En esta segunda instruccion, se sugirio utilizar
proposiciones y demostraciones sencillas de las matematicas escolares, es decir, de temas
como algebra, numeros, geometria, relaciones y funciones que se abordan en la educacion
secundaria costarricense. En la tabla 4 se muestra cada una de las proposiciones genéricas
contempladas en las tareas.

Tabla 4
Proposiciones genéricas de las tareas del cuestionario 1
Tarea Proposicion genérica
Representacion verbal Representacion simbolica
Tarea 1 Todos los elementos de un conjunto

Universal simple U satisfacen una propiedad P(X) vxe U( P(X))
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Al menos un elemento de un conjunto

-IIE—i:fsiaenzéial simple U satisface una propiedad P(x) IxeU(P(x))
Todos los elementos de un conjunto

Tarea 3: U cumplen que, si satisfacen una

Implicacién universal  Propiedad P(x) entonces satisfacen vxeU [ P(x)=Q(x) ]

una propiedad Q( X)
Todos los elementos de un conjunto

Tarea 4: U satisfacen una propiedad P(X) o
Disyuncion universal prop () vxeU [ P(x)vQ(x)]
satisfacen una propiedad Q( X)

Todos los elementos de un conjunto
U satisfacen de manera simultanea

Tarea 5:

Conjunci6n universal  una propiedad P(x) y una propiedad vxeU [ P(x) A Q(x)]
Q(x)
Todos los elementos de un conjunto

Tarea 6: U satisfacen una propiedad P(X)

Doble implicacion vxeU [ P(x) = Q(x)]

siempre y cuando satisfacen una

universal
propiedad Q( x)

El cuestionario 2: Validez l6gica, evaluacion de argumentos matematicos

En la construccién de este cuestionario también se tomaron en cuenta elementos del marco
tedrico sobre el conocimiento de la validez l6gica como el tipo de demostracién (directa o
indirecta), el tipo de cuantificador (universal) y el tipo de conectiva logica (implicacion). La
categoria de analisis considerada es la implicacion universal.

Hemos consideramos pertinente que los sujetos de investigacion evaluaran la forma de
proceder en la demostracion de una proposicion matemaética concreta con la estructura
sintactica de una implicacion universal, que es la forma que tiene mayor presencia en el
Programa de Matematicas de la Educacion Secundaria en Costa Rica. La proposicion que
hemos empleado en el cuestionario 2, fue propuesta por Knuth (2002) en su investigacion
con profesores de matematicas en donde les plante6 un argumento que demostraba el
predicado reciproco. En nuestro caso, ademas del argumento sobre el reciproco, hemos
incluido tres argumentos adicionales, uno que considera un caso particular y otros dos que
presentan una demostracion directa y por reduccion al absurdo, de esta manera, el
cuestionario consta de cuatro tareas.

En cada una de ellas se presenta un argumento matematico para garantizar la validez
de una proposicion matematica que se denomino con la letra P y se expreso en el cuestionario
de manera verbal como sigue; P: Cualquier nimero real satisface que, si es positivo,
entonces la suma de este y su inverso multiplicativo es mayor o igual a dos.

Ademas, se indicd que dicha proposicién es verdadera. En cada una de las tareas, los
sujetos debian realizar lo siguiente: (1) indicar si el argumento correspondia 0 no a una
demostracion matematica de la proposicion P y (2) explicar de manera amplia las razones
de su escogencia.
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Tiene por objetivo indagar sobre la forma en que los sujetos evalian un argumento
matematico considerando la estructura sintactica de la proposicion dada y los aspectos
l6gico-sintécticos de los argumentos matematicos. En la tabla 5, se muestra cada uno de los
argumentos matematicos presentados en las tareas.

Tabla 5

Argumentos matematicos de las tareas del cuestionario 2

Tarea

Argumento matematico

Tarea 1:

Demostracion
un caso particular

de

Considere el nuamero real (2—\/?). Es claro que (2—\/?)>0. Ademas,
1 _(Z—ﬁ)2+1_4—4 3+3+1_4(2—\/§)_
<2_\/§)+(2—\/§)_ 2-J3  2-J3  2-3 4

Puesto que es verdadero que 4 > 2 entonces se garantiza la validez de la proposicion P.

Tarea 2: Considere un namero real cualquiera x. Supéngase verdadero que la suma de este y su
Demostracion del | L . . 1
: inverso multiplicativo es mayor o igual a dos, es decir que | x+ =|>2. Luego,
reciproco X
x?+1 . x?+1
> 2 y de esta manera se tiene que —2>0. Al efectuar la resta en el lado
- . . X2 +1-2x .
izquierdo de la desigualdad se obtiene que ——————— >0 y ordenando Yy factorizando
. . (x-1)2 (x —1)2 .
el numerador de la fraccion se sigue que ~——~— > 0. Como ~——~— >0 esciertoy
X X
ademas, (x —1)* >0 también es verdadero, se concluye que x > 0. En consecuencia la
proposicion P es verdadera.
Tarea 3: Considere un nimero real cualquiera x. Supdngase verdadero que el nimero es positivo,
Demostracion es decir que x > 0. Se debe garantizar que la suma de este y su inverso multiplicativo es
directa  de la 1 1 W2 41
implicacién mayor o igual a dos, es decir que (x + —j > 2. En efecto, x+=--2= -2=
universal X X X
2 2 2
X +1-2x x?-2x+1 (x-1 ,
= :( ) . Como (x —1)2 >0 es verdadera y ademas,
X X X
. (x —1)2
x >0 entonces es cierto que ~———~*— > 0. De este modo, es verdadero que
X
1 . . 1
X + = — 2| >0 y asi necesariamente se cumple que | x + — | > 2 es verdadero, como
X X
se queria demostrar. En consecuencia, la proposicion P es verdadera.
Tarea 4: Supdngase que existe un nimero real x que satisface que es positivo y que la suma de este
Demostracién por ) o ) 1
reduccién al Y suinverso multiplicativo es menor a dos, es decir que, x >0 y | x + — | < 2. Luego se
X
absurdo de la
implicacion - 1 1 x*+1
b tiene  que X+=-2|<0. Por otro lado x+=-2-= -2=
universal X X X

x2+1-2x x?-2x+1 (x-1)°
X X X
necesariamente debe cumplirse que (x —1)2 <o. Puesto que es verdadero que

. X —1)?
. En consecuencia u <0 ycomo x>0
X
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(x —1)? = 0 entonces la proposicién ((x -1)2<0 A (x=-1)%2 O) es verdadera, no
obstante, se tiene certeza de que es falsa. En consecuencia, la proposicion P es verdadera.

3.3.3 Recoleccidn de la informacion de las fases empiricas 2y 3

Para la recoleccion de la informacion de las fases 2 y 3, se elaboraron dos cuestionarios, el
cuestionario 3 para la fase 2 validez matemética y el cuestionario 4 para la fase 3 conviccién
de un argumento matematico. Se aplicaron en los meses de mayo y junio del 2019, cada uno
de ellos con una duracion aproximada de una hora. Los sujetos lo completaron de forma
individual en los horarios asignados a los cursos matriculados. Previo a su aplicacion fueron
revisados por los mismos tres especialistas en Educacion Matemaética que participaron en la
fase 1 quienes brindaron sugerencias para su mejora. A continuacion, se describe cada uno
de los cuestionarios aplicados.

El cuestionario 3: Validez matematica

En la construccion de este cuestionario se consideraron los elementos del marco tedrico sobre
el conocimiento de la validez matematica en la demostracion de una proposicion matematica
para la generacion de las categorias de analisis: (1) el uso de la hipotesis de la proposicion
y; (2) los axiomas, (3) las definiciones y (4) los teoremas de la teoria matematica empleados
en dicha demostracién. De forma similar a como se hizo en los dos cuestionarios anteriores,
realizamos una revision del Programa de Estudios de Matematicas de la Educacion
secundaria costarricense para determinar cuales proposiciones matematicas se recomienda
demostrar. Como se menciond, la estructura sintactica que tiene mayor presencia en dicho
programa de estudios es la implicacion universal, por lo tanto, las proposiciones empleadas
tienen esa forma.

Para realizar el estudio, consideramos pertinente que los sujetos de investigacion
evaluaran cuatro argumentos matematicos, en donde los tres primeros tienen errores en 1os
aspectos matematicos, especificamente en el primero se hace un uso inadecuado de la
hipdtesis de la proposicion matematica, en el segundo, el uso incorrecto de un axioma y en
el tercero, el uso incorrecto de las definiciones. En el cuarto se emplean todos estos elementos
de manera correcta, de esta manera, el cuestionario consta de cuatro tareas.

En cada una de ellas se presenta una proposicion matematica y un argumento
matematico para garantizar su validez. Los sujetos debian realizar lo siguiente: (1) indicar si
el argumento correspondia 0 no a una demostracion matematica de la proposicion dada, (2)
explicar de manera amplia las razones de su escogencia y (3) en el caso de que el argumento
dado no correspondiera a una demostracién matematica de la proposicién dada, se debia
indicar cuél o cuales modificaciones harian al argumento matematico para que lo sea.

Tiene por objetivo indagar sobre la forma en que los sujetos evalian un argumento
matematico considerando los elementos matematicos presentes tales como: hipotesis de la
proposicion dada, los axiomas, los teoremas y las definiciones; y en el caso de que detecten
falencias en los argumentos, propongan las correcciones que consideren pertinentes. En la
tabla 6, se muestra cada una de las proposiciones matematicas y los argumentos matematicos
presentados en las tareas.
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Tabla 6

Proposiciones y argumentos matematicos de las tareas del cuestionario 3

Tarea y Proposicion
matematica

Argumento matematico

Tarea 1: el uso parcial de
la hipotesis sobre el
discriminante no
negativo

P1: Si a,b,c e R son tales

que az0 y (b2—4ac)20,
entonces
HXeR(ax2+bx+c:0).

Supéngase que se tienen a,b,ceR tales que a=0 y (b2—4ac)20. Se debe

. , -b
demostrar que IX e ]R(ax2 +hx+c= 0) . En efecto, considérese el nimero real x = %
a

2
. Luego ax? +bx+c=a[_—bJ +b(_—bj+c=
2a 2a

b? b® __bi-2bP+dac_—(b'-dac)

4a 2a 4a 4a

or hipbtesis se tiene que

(b2 —4ac) >0 por lo tanto se puede suponer en particular que (b2 —4ac) =0 y de esta

~(b*-4ac) _o

, -b
manera ax? +bx+c = =_—=0. Luego el numero real x=— satisface
4a 4a 2a

la existencia.

Tarea 2: el uso indebido
del axioma de la
existencia del inverso
multiplicativo

P2: Si m,neZ son tales
que m divide a n vy
viceversa, entonces
|m[ =n].

Supéngase que se tienen m,neZ tales que m divide a n y viceversa. Se debe
demostrar que |m|=|n|. En efecto, como m divide a n y viceversa, entonces existen
dos numeros enteros p,q tales que (1) m=n-p y (2) n=m-q Sustituyendo (1) en
(2) se sigue que n=(n-p)-q Yy de este modo multiplicando a ambos lados de la
igualdad por n™ se tiene que p-g=1. Como P y ( son nimeros enteros se tiene
que p=q=10 p=q=-1. Si p=g=1 entonces sustituyendo en (1) se tiene que
m=n Y €n consecuencia |m|=|n|. Si p=g=-1 entonces sustituyendo en (1) se
tiene que m =—n Yy en consecuencia |m| =|n| . En cualquier caso se garantiza que

|m| =[n| -

Tarea 3: el uso indebido
de las definiciones de
namero entero par e
impar

Si m,neZ son tales que
m Y n son numeros
impares, entonces M+N es
un ndmero par.

Supdngase que se tienen m,n € Z tales que tales que m y n son nlmeros impares. Se
debe demostrar que m-+n es un nimero par. En efecto, como m y n son nimeros
impares, entonces de acuerdo a la definicion de nimeros impares se sigue que existen
dos nimeros enteros p,q tales que (1) 2m+1=p y (2) 2n+1=q. Luego

(2m+1)+(2n+1)= p+q Ydeestamanerasesigue que 2m+2n+2=p+q, esdecir
que, 2(m+n)=p+q—2.5€a j=p+q-2ycomo p,q,2eZ entonces jeZ. De
esta manera 2(m+n)=j con jeZ lo que segin la definicion de numero par,
garantiza que el nimero m+n es un nimero par.
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Tarea 4: el uso adecuado
de hipotesis, axiomas,
definiciones y teoremas
en la demostracion del
teorema de la suma de las
medidas de los angulos
internos de un triangulo
en la Geometria
Euclidiana

En cualquier tridngulo en
la geometria euclidiana la
suma de las medidas de los
angulos internos de un
triangulo es 180 grados. Es
decir, dado cualquier
triangulo A ABC, se
cumple que
mZA+mLB +

m~C =180°

Supdéngase que se tiene un triangulo cualquiera AABC en la geometria euclidiana. Se
debe demostrar que la suma de las medidas de sus angulos internos es 180 grados, es
decir, que m~Z A + m~B + m~C = 180°. En efecto, como el punto B no pertenece

a larecta AC entonces, en virtud del postulado de las paralelas, existe y es Gnica la

recta L que contiene a B y es paralela a la recta AC . Considérese la siguiente figura
en la que se muestra lo anterior:

Sean D y E dos puntos de la recta L talesque D-B-E vy lospuntos Ay D del
mismo lado de larecta BC. Como el punto A esta en el interior del angulo ZDBC,

se sigue que m ZDBC = m ZDBA + m ZABC. Adem&s, m ~DBC + m ZCBE =180°

, pues los dos &ngulos forman un par lineal. De esta manera se tiene que
m ~/DBA + m Z/ABC + m /CBE=180°. (*) Por otro lado, mZDBA =mZBAC

pues los angulos son alternos internos entre paralelas. Ademas, m ZCBE = m ZBCA
por ser también alternos internos entre paralelas. Al sustituir en (*) se obtiene que

m~/BAC + m Z/ABC + m /BCA=180° lo que equivale
mZA+m~sB+m~/C=180°.

El cuestionario 4: Conviccién de un argumento matematico

La elaboracion del cuestionario 4 se llevo a cabo con base en los elementos de conviccién de
un argumento matematico planteados en el marco tedrico y las recomendaciones
metodoldgicas para el abordaje del proceso razonar y argumentar detalladas en el Programa
de Estudio de Matematica de la Educacion Secundaria de Costa Rica y sintetizadas en el
apartado 1.1.2 del capitulo 1.

Puesto que nuestro interés era analizar las caracteristicas de los argumentos
matematicos mas convincentes para los sujetos de investigacion, hemos considerado
pertinente utilizar un resultado matematico complejo e importante en la formacion
matematica de los estudiantes de secundaria costarricenses y necesario en el conocimiento
del profesor de matematicas: la irracionalidad de la raiz cuadrada de dos. Dicho resultado es
sugerido en el programa de estudios para introducir a los nimeros irracionales.

Segun Romero y Rico (1996) la irracionalidad de la raiz cuadrada de dos plantea varias
cuestiones: (1) el descubrimiento de un nuevo tipo de ndmeros-los irracionales-, y la
integracion de estos con los otros nimeros ya estudiados; (2) en su abordaje pueden
involucrarse dos ambitos diferentes pero complementarios-el numeérico y el geométrico-; (3)
existen diversas demostraciones de esta irracionalidad que se pueden ubicar en los &mbitos
mencionados y; (4) la mayoria de las demostraciones se realizan de forma indirecta que es
un método que puede generar problemas de aceptacion en la practica.

La variedad de argumentos matematicos para demostrar la irracionalidad de la raiz
cuadrada de dos, asi como las particularidades de cada una, las hemos considerado relevantes
para poder caracterizar a los argumentos méas convincentes. De esta manera, se presentan
cinco argumentos matematicos que pretenden garantizar la validez de la irracionalidad de la
raiz cuadrada de dos. Todos los argumentos, excepto el numero 2, corresponden a
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demostraciones matemaéticas correctas de este resultado. El argumento nimero 2 es una
demostracion matematica correcta, pero de la existencia de tal raiz, no de su irracionalidad.
En la tabla 7 se presentan estos argumentos matematicos.

Tabla 7
Argumentos matematicos del cuestionario 4

ARGUMENTOS MATEMATICOS PARA GARANTIZAR LA VALIDEZ DE LA PROPOSICION
MATEMATICA P: 2 ES UN NUMERO IRRACIONAL

Argumento 1
Si 2 es un nimero racional, entonces existen dos nimeros naturales a, b primos relativos entre si tales que

a s . . .
J2 s Luego a2=2b?2. Se puede hacer una analisis de las posibles terminaciones de los nimeros naturales

a?y 2b?2. Paraello, considérese la siguiente tabla en la que se plasman todas las posibilidades:

N
N

(o3
N

OINO|OD(WIN|FP| O o

o|o|N|o|uo|s|lw|N|F| o] »
R Aaolo|o|o|o|MR|lo] »
Ribhlo|lo|lo|o|o|bk|o| o
NN o|Nm|o| v o]

o

Como se pude observar en la tabla anterior, las terminaciones del nimero natural a son 0, 1, 4, 5, 6 y 9; las
terminaciones del nimero 2b2 son 0, 2 y 8. Dado que a?=2b?2 se sigue que ambos nimeros deben tener las
mismas terminaciones, por lo tanto, ambos deben terminar en 0 que es el Unico digito en el que coinciden. En tal caso
se tiene que a debe terminaren 0 y b debe terminar en 0 o en 5. Sin embargo, en cualquiera de los dos casos, los
nimeros ay b tendrian a 5 como un divisor comun, lo que contradice el hecho de que ambos eran primos relativos

entre si. Por lo tanto /2 es un nimero irracional.

Argumento 2
Sea f:R — R talque f(x)=x2?—-2. Esclaroque f(1)=—1Yy f(2)=2. Dado que la funcion f es

continua en R, se tiene en particular, que es continua en el intervalo real [ 1, 2 ]. Por el teorema del valor intermedio
de Bolzano se sigue que 3ce]L2[(f(c)=0) lo que equivale a afirmar que ce]1,2 [(c = 2). Esto garantiza 2
es un ndmero irracional.

Argumento 3
Si /2 es un numero racional, entonces existen dos nimeros naturales a, b primos relativos entre si tales que

a . - . .
J2 = o Luego a?=2b2.De loanterior se deduce que 2 es un divisor de a2 y puesto que 2 es un nimero primo,

se sigue necesariamente que 2 es un divisor de a, en consecuencia 3me 7 ( a=2m ). Sustituyendo en la igualdad
a’®=2b? setiene que (2m)2=2b? de donde se sigue que 2m*=b* yental caso 2 esundivisorde b?* yal ser
2 primo se cumple que divide a b. Con base en lo anterior se tiene que 2 es un divisor comiun de a y b lo cual
es imposible, pues ambos niimeros eran primos relativos entre si. Por lo tanto /2 es un ndmero irracional.
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Argumento 4
Sea Sel conjunto S = { neN: (nﬁ) € N} con N={12,3,.--}. Si el conjunto S no es vacio, se sigue por el

principio de la buena ordenacion en los niimeros naturales, que S tiene un primer elemento, llamese k. Dado que
(ﬁ— 1) k>0 se sigue que (k 2 - k)>0. Puesto que k e S se tiene que (kﬁ)eN, por lo tanto,

(k 2 —k)eN. Ademas, (k 2 —k) 2 =2k—k\/? y como (2k—k\/?)eN se sigue que
(k\/_ - k)e S lo cual es imposible pues (kJ_ - k) < k y k esel primer elementode S. Por lo tanto el conjunto

S esvacio. Si 2es un nimero racional entonces existen dos nimeros naturales a, b primos relativos entre si
a . . .
tales que 2 =B. Luego b+/2 = a Yycomo (b\/§) € N se seguiriaque b e S lo cual es imposible. Por lo tanto

JJ2 es un ndimero irracional.

Argumento 5
Dado un tridngulo rectangulo con catetos de medida 1 se cumple, por el teorema de Pitagoras, que la hipotenusa mide

JZ. Si v2es un nimero racional, entonces existen dos nimeros naturales a, b primos relativos entre si tales que
a . o . _— — . .
\/§=E. Como b /2 = a existe otro tridngulo rectangulo ACD de catetos DC y AC de longitud b e hipotenusa

AD de medida a como se muestra en la siguiente figura:

A
B c

Se puede considerar una circunferencia de centro en Dy que contenga a los puntos E y C en donde los radios DE

y DC sean de longitud b y el punto E pertenezca al segmento AD . Por el punto E existe una Unica recta

perpendicular a larecta AD y que intersecaa larecta AC enel punto B. Los segmentos BE y BC son ambos tangentes
a la circunferencia de centro D y por lo tanto son congruentes. Como el tridngulo AEB es rectangulo isdsceles se

sigue que la longitud del segmento AE es igual a la del segmento BE, ambos con medida a-b. La medida del
segmento AB esiguala p — (a—b), es decir, 2b—a. Se tiene asi que el triangulo rectangulo isosceles AEB satisface

que la longitud de sus tres lados son nimeros naturales y cada uno de ellos es menor que sus correspondientes en el
triangulo original ACD. En el tridngulo AEB se puede replicar el proceso realizado y de esta manera existiria otro

triangulo rectangulo isésceles en donde sus lados tendrian como longitudes a nimeros naturales menores que los
correspondientes en el triangulo AEB. Este proceso se podria continuar de manera infinita lo que generaria una

sucesién decreciente infinita de nimeros naturales, lo cual es imposible. Por lo tanto /2 es un ndmero irracional.

Posteriormente, se presentan tres tareas:

(1) en la primera tarea los sujetos debian escoger el orden en el que los argumentos les
parecian mas convincentes. Para ello debian completar la siguiente tabla:

ORDEN DE PRIORIDAD NUMERO DEL ARGUMENTO
PRIORIDAD 1
PRIORIDAD 2
PRIORIDAD 3
PRIORIDAD 4
PRIORIDAD 5
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En dicha tabla los sujetos debian indicar el orden de prioridad en el que los
argumentos matematicos les habian parecido mas convincentes. Se les aclaré que el
de prioridad 1 es el que les habia parecido méas convincente y asi sucesivamente hasta
el de prioridad 5 que es el que le habia parecido menos convincente. En la columna
denominada nimero del argumento, debian colocar los nimeros 1, 2, 3, 4, y 5 que
corresponden a los nimeros de los argumentos matematicos presentados, de manera
que cada uno de ellos apareciera una sola vez.

(2) En la segunda tarea, los sujetos debian explicar las razones por las que habian
escogido al argumento que mas les convencid, es decir, al argumento que
seleccionaron como prioridad 1. Se les inst0 a que en su explicacion incluyeran las
caracteristicas del argumento, tanto de forma como de fondo, que le hacian méas
convincente.

(3) En latercera tarea, los sujetos debian explicar las razones por las que habian escogido
al argumento que menos les convencio, es decir, al argumento que seleccionaron
como prioridad 5. Se les inst6 a que en su explicacion incluyeran las caracteristicas
del argumento, tanto de forma como de fondo, que le hacian menos convincente.

3.3.4 Proposiciones matematicas empleadas en las fases empiricas de la investigacién y
sus demostraciones

En este apartado presentamos las proposiciones matematicas que se emplearon en las fases
empiricas de nuestra investigacion para la construccion de los cuestionarios 2, 3 y 4. Los
cuestionarios 2 y 3 tienen como objetivo la evaluacién de argumentos matematicos en
funcidn de los aspectos logico-sintacticos y matematicos, respectivamente. El cuestionario 4
tiene como propdsito determinar las caracteristicas de los argumentos matematicos que
convencen mas a los sujetos de investigacion.

Las proposiciones matematicas empleadas se consideraron tomando en cuenta las
recomendaciones metodoldgicas para el abordaje de la demostracion en el Programa de
Estudios de Matematicas de la educacion secundaria en Costa Rica. En cada una de las
proposiciones consideradas a continuacion hacemos una discusion sobre su estructura l6gico-
sintactica y presentamos una demostracion.

Proposicion empleada en el cuestionario 2

P: Cualquier nimero real satisface que, si es positivo, entonces la suma de él y su inverso
multiplicativo es mayor o igual a dos.

La estructura sintactica de la proposicion es la siguiente:

VXER( X>0 = (x + 1) > 2). Corresponde a una implicacién con cuantificador
X

universal en donde el antecedente es el predicado A(x) : x>0, el consecuente es el

. 1 . . . ,
predicado B(x) : ( X+ = j > 2 yel universo de discurso es el conjunto de los nimeros reales
X

R . Una demostracion es la siguiente:
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Considere un namero real cualquiera x. Supdngase que es verdad que x > 0. Se debe
2 2
x“+1 > 2 es cierta. En efecto, x2+1_
X X
x2+1-2x x?2-2x+1 (x-1)°
X X X

garantizar que la proposicion 2=

. Como (x — 1) 2 >0 es verdadera y ademas,

. X —1)2
X >0 entonces es cierto que u > (0. De este modo, es verdadero que
X

x2+1

> 2 como se queria

x?+1 . .
— 2|20 y asi necesariamente se cumple que
X

demostrar. En consecuencia, la proposicion P es verdadera.
Proposiciones empleadas en el cuestionario 3

En este cuestionario se presentaron cuatro proposiciones, todas tienen la estructura sintéctica
vx eU (A(x) = B(x)), las tres primeras de forma explicita y la cuarta de forma implicita.

A continuacion, se detalla cada una de ellas.

1. Proposicion matemética P1: Si a,b,ceR sontalesque a=0y (b2 - 4ac) >0, entonces
IxeR (ax’ +bx+c=0),
La  estructura  sintactica  de la  proposicién es la  siguiente:
Va,b,ce R((a #0 A (b?—4ac)> 0) = IxeR (ax’ +bx+c= o)). Corresponde a una

implicacion con cuantificador universal en donde el antecedente es el predicado
A(a,b,c):a¢OA(b2—4ac)20, el  consecuente es el predicado

B(x):3IxeR (ax2 +bx+c= 0) y el universo de discurso es el conjunto de los nimeros
reales R . Una demostracion es la siguiente:

Sup6ngase que se tienen a,b,c e R tales que a0y (b —4ac)>0. Como por hipbtesis

(b2 - 4ac) > 0 entonces existe y es Unico el nimero real b% —4ac . Considérese al niimero

—b++/b*—4ac

real x = . Luego
2a
2
ax2+bx+c=a( b+ ‘: 4ac} +b{ b+‘; 4acJ+C
a a

=a

(M)z —2b\b? — 4ac +b? +[—b2+bmJ+c
2a

4a*

_ b?—4ac-2byb* - 4ac +b? . —b? +by/b* —4ac e
a 2a

4
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b? —4ac —2by/b? —4ac +b?> —2b* + 2b\/b®* —d4ac +4ac 0
= 1 = 4_a =0. De esta manera el

—b++/b?*—4ac

2a

ndmero real x = satisface la existencia.

2. Proposicion matemética P2: Si m,neZ son tales que m divide a n y viceversa,
entonces |m|=|n|.
La  estructura  sintactica  de la proposicion es la  siguiente:
vm,neZ((m/n A n/m)= |m|=|n|). Corresponde a unaimplicaci6n con cuantificador
universal en donde el antecedente es el predicado A(m, n) :m/n A n/m,el consecuente

es el predicado B(m,n): |m|=|n| y el universo de discurso es el conjunto de los nimeros

enteros Z . Ademas, las expresiones m/ny n/m significan respectivamente que m
divide a n y viceversa. Una demostracion es la siguiente:

Supongase que se tienen m,n € 7Z tales que m divide a n y viceversa. Como m divide a
n y viceversa, entonces existen dos nimeros enteros p,q tales que (1) m=n-p y (2)

Nn=m-(q. Sustituyendo (1) en (2) se sigue que N = (n- p)-q y sesigue que n—npq=0y
de esta manera n(l— pq):O y en consecuencia N=0 o0 1-pq=0, es decir, n=0 o
pg=1. Si n=0 entonces sustituyendo en (1) m=n-p se sigue que m =0 y por lo tanto
Im|=|n|. Si pg=1 se tiene que p=g=1 o p=q=-1. Si p=g=1 entonces
sustituyendo en (1) se tiene que m=n y en consecuencia |m|=|n|. Si p =q=-1 entonces
sustituyendo en (1) se tiene que m=—n y en consecuencia |m| = |n|. En cualquier caso se
garantiza que |m|=|n|.
3. Proposicién matematica P3: Si m,neZ son tales que m y n son nUmeros impares,
entonces m-+n €s un ndmero par.
La  estructura  sintactica  de la  proposicién es la  siguiente:
Vm,neZ((ElpeZ(m=2p+l) An3qeZ(n=2q+1)) = IreZ(m+n=2r)).
Corresponde a una implicacion con cuantificador universal en donde el antecedente es el
predicado A(m,n):3peZ(m=2p+1) A3qeZ(n=2q+1), el consecuente es el
predicado B(m,n):3r e Z(m+n=2r) y el universo de discurso es el conjunto de los
nameros enteros Z . Una demostracion es la siguiente:

Supdngase que se tienen m,n e Z tales que tales que m y n son ndmeros impares. En

efecto, como m y n son nimeros impares entonces de acuerdo a la definicion de niumeros
impares se sigue que existen dos numeros enteros P,q tales que (1) 2p+1=m y (2)

2q+1=n. Luego (2p+1)+(2g+1)=m+n yasi (2p+2q+2)=m+n de donde se
sigue que 2(p+q+1):m+n.8ea j=p+g+1lycomo p,g,1€Z entonces jeZ. De
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estamanera m+n=2j con jeZ lo que segun la definicion de nimero par, garantiza que
el nUmero m+n €s un ndmero par.
4. Proposicion matematica P4: En cualquier triangulo en la geometria euclidiana la suma

de las medidas de los &ngulos internos de un tridngulo es 180 grados. Es decir, dado
cualquier tridngulo A ABC, se cumple que mZ£A+ m~ZB + m~C =180°.

La  estructura  sintactica  de la  proposicidn es la  siguiente:
Vv AABC eF(TGE =>mZA+msZB+m«ZC = 180"). Corresponde a una implicacion
con cuantificador universal en donde el antecedente hace referencia a los axiomas,

definiciones y teoremas que brindan informacion veridica sobre los tridngulos en la teoria
de la geometria euclidiana (TGE), el consecuente es el predicado

H(AB,C):mZA+m/B+msC =180" y el universo de discurso es el conjunto de

todos los tridngulos en la geometria euclidiana que hemos denotado con T' . Una
demostracion es la siguiente:

Supdngase que se tiene un triangulo cualquiera A ABC en la geometria euclidiana. Se debe
demostrar que la suma de las medidas de sus angulos internos es 180 grados, es decir, que
mZA+m<B + m«C =180°. En efecto, como el punto B no pertenece a la recta AC
entonces, en virtud del postulado de las paralelas, existe y es Unica la recta L que contiene

a B yes paralela a la recta AC . Considérese la siguiente figura en la que se muestra lo
anterior:

A
v

Sean D y E dos puntos de larecta L talesque D—B—E y los puntos Ay D del mismo
lado de la recta BC. Como el punto A esta en el interior del angulo ZDBC, se sigue que
m«ZDBC = mZDBA + m ZABC. Ademéas, m ~ZDBC + m ZCBE =180°, pues los dos
angulos forman un par lineal. De esta manera se tiene que
m~/DBA + mZABC + m ~ZCBE =180°. (*) Por otro lado, m ZDBA = m Z/BAC pues
los angulos son alternos internos entre paralelas. Ademas, m ZCBE = m ZBCA por ser
también alternos internos entre paralelas. Al sustituir en (*) se obtiene que
m «/BAC + m ZABC + m /BCA=180° lo que equivale a

mZA+m~/B+m~-C=180°.
Proposicion empleada en el cuestionario 4
P: /2 es un nimero irracional

La estructura sintactica de la proposicion es J2 11 endonde I representa al conjunto de
los nimeros irracionales. Este resultado matematico, normalmente se expresa de manera
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simple como la irracionalidad de la raiz cuadrada de dos. Sin embargo, este teorema debe
entenderse de la siguiente manera: si existe un nimero real positivo x que verifica que
x 2 = 2 entonces el nimero x es irracional (Ibafies y Ortega, 1997). Una demostracion es
la siguiente:

Si /2 es un nlimero racional, entonces existen dos niimeros naturales a, b primos relativos
] a ) ) ) -
entre si tales que \/_ = b Luego a®=2b?. De lo anterior se deduce que 2 es un divisor

de a? y puesto que 2 es un nmero primo, se sigue necesariamente que 2 es un divisor de

a, en consecuencia IMeZ( a=2m ). Sustituyendo en la igualdad a2=2b? se tiene

que (2m) ?=2b? de donde se sigue que 2m2=h? yental caso 2 esun divisorde b2 y

al ser 2 primo se cumple que divide a b. Con base en lo anterior se tiene que 2 es un divisor
comin de a'y b lo cual es imposible, pues ambos nimeros eran primos relativos entre si.

Por lo tanto ~/2 es un namero irracional.
3.4 ASPECTOS METODOLOGICOS DEL ANALISIS DE LA INFORMACION

Este apartado consta de dos secciones. En la primera, se describe la forma en la que se realizé
el andlisis de la informacion de la fase tedrica O sobre el analisis conceptual de la
demostracion. En la segunda, se explica la forma en la que se analizd la informacion de las
fases empiricas 1, 2 y 3, que corresponden a la validez ldgica, a la validez matematicay a la
conviccion de un argumento matematico, respectivamente. Esta explicacién se hace de forma
detallada para cada uno de los cuatro cuestionarios empleados, para ello, se presentan algunas
figuras con respuestas prototipicas para ilustrar la forma en la que se analiz6 la informacion
empleando las categorias propuestas en cada caso.

3.4.1 Andlisis de la informacion de la fase tedrica 0

Para el analisis de la informacion recopilada, se hizo uso del analisis conceptual, el cual se
centr6 en cuatro acercamientos a la nocidon demostrativa: (1) los aspectos historicos de la
demostracion en Matematicas, considerando una revision del concepto de demostracion en
diferentes épocas como la Antigiiedad, la Edad Media, el Renacimiento y en la Epoca
Contemporanea; (2) el concepto, considerando una revision de las diferentes definiciones de
la palabra demostracién y otros términos asociados como razonamiento, argumentacion,
explicacion y prueba; (3) los tipos, contemplando una revision sobre las diferentes formas en
las que se puede demostrar una proposicion matematica (para ello, se considerd la diversidad
de las proposiciones desde el punto de vista 16gico), y (4) las funciones sobre las que se hizo
una revision de los diferentes roles que se pueden atribuir a las demostraciones matematicas,
debido a la variedad de significados de la palabra demostracion, dependiendo del contexto
en el que esta se ubique.

3.4.2 Analisis de la informacion de las fases empiricas 1,2y 3

Para analizar la informacion de los cuestionarios 1, 2, 3 y 4 se empled el anélisis de contenido
gue es una técnica cientifica de investigacion para hacer inferencias replicables y validas de
textos (u otra materia significativa) a los contextos de su uso. Este analisis implica el uso de
procedimientos especializados, proporciona nuevas ideas, aumenta la comprension del
investigador de fendmenos particulares o informa acciones practicas. Ademas, la frecuencia
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no es igual a la importancia, y no decir algo puede ser tan importante como decir algo. El
analisis de contenido analiza solo lo que esta presente en lugar de lo que falta o no se dice
(Cohen, Manion, y Morrison, 2007; Krippendorff, 2004).

Como se menciond, en la fase 1 validez l6gica y que considera a los cuestionarios 1y
2, participaron 25 sujetos en total, 18 matriculados en el cuarto afio de la carrera (GB) y 7
matriculados en el quinto (GL) En las fases 2 validez matematica y 3 conviccion de un
argumento matematico y que consideran a los cuestionarios 3 y 4 respectivamente,
participaron 19 sujetos en total 12 matriculados en el cuarto afio (GB) y 7 matriculados en el
quinto (GL); de los 12 sujetos matriculados en el cuarto afio (GB), 11 participaron en la fase
1. Los 7 sujetos matriculados en el quinto afio (GL) eran los mismos que participaron en la
fase 1.

Los sujetos fueron codificados empleando la letra E para indicar que era estudiante; la
letra B para indicar que era de Bachillerato o la letra L para indicar que era de Licenciatura;
la letra H para indicar que era hombre y la letra M para indicar que era mujer y; los niUmeros
del 01 al 19 para los de Bachillerato y de 01 al 07 para los de Licenciatura, asi, por ejemplo,
el codigo EBHO8 indica que es estudiante del Bachillerato, hombre y es el numero 8 y
ELMO04 indica que es estudiante de la Licenciatura, mujer y la nimero 4. En la tabla 8 se
presentan los codigos de los sujetos participantes en cada una de las fases empiricas 1, 2 y 3.

Tabla 8
Cadigos asignados a los sujetos de investigacion de las fases 1,2y 3

NuUmero de fase NuUmero de Cddigos de los sujetos de investigacion
cuestionario
considerado

Grupo de Bachillerato Grupo de Licenciatura
(GB) (GL)
Fase 1. Validez ~ Cuestionarios1y2 EBMO01-EBHO06
Ldgica EBH10-EBM13

EBM14-EBH17 EBHO02-EBHO03
EBM18 (7 solo en EBH04-EBMO05 ELHO1-ELHO02-ELHO03-
fase 1) EBHO07-EBHO08 ELMO04-ELMO05-ELHO06-
EBMO09-EBM11 ELMO7 (7 enfases 1,2y
EBM12-EBM15 3)
Fase 2. Validez Cuestionario 3 EBH16 (11 een
Matematica fases 1,2y 3)
Fase 3. Cuestionario 4 EBM19 (solo en
Convicciéon de fases 2y 3)
un argumento
matematico

Analisis de la informacion del cuestionario 1: formas de proceder en una demostracion
considerando los aspectos logico-sintacticos

Para analizar las respuestas de los sujetos sobre (a) la explicacion de la forma de proceder
en la demostracion de cada proposicion generica dada y (b) la demostracion realizada del
ejemplo propuesto, se establecieron tres categorias con base en los elementos del
conocimiento sobre la validez l6gica de una demostracion considerados en el marco tedrico,
a saber: (1) el tipo de demostracién: directa o indirecta, que estuvo presente en cada una de
las seis tareas del cuestionario; (2) el tipo de cuantificador: universal, presente en todas las
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tareas, excepto en la segunda, o existencial, presente en la segunda tarea y (3) el tipo de
conectiva ldgica: implicacion universal, disyuncion universal, conjuncién universal y doble
implicacion universal, los cuales se contemplaron en las tareas tres, cuatro, cinco y seis
respectivamente.

En cada una de las tareas, los investigadores realizamos un anélisis a priori sobre la
forma en la que consideramos que se puede proceder en la demostracion, directa o indirecta,
de la proposicion genérica. En todos los casos se consideré al conjunto universo como
infinito. Se ilustra este proceso con la proposicion genérica que involucra al cuantificador

universal y a una propiedad simple o compuesta, vx U [ A(x)], en donde A(X)

representa a una propiedad simple, es decir, A(x) = P(X) como en la tarea 1 que se llamé

universal simple o A(X)representa a una propiedad compuesta como en la tarea 3,

implicacion universal A(X)E(P(x):Q(x)), en la tarea 4, disyuncion universal

A(x)=(P(x)vQ(x)), en la tarea 5 conjuncién universal A(x)=(P(X)AQ(X)) y en la

tarea 6 doble implicacion universal A(X) E(P(x) <:>Q(x)):

(1) Demostracion directa: se escoge un elemento xe U que representa a cualquier elemento
del universo U y posteriormente se considera fijo. Luego se debe garantizar que la
proposicion A(X) es verdadera. Como el elemento xeU es un representante de
cualquier elemento del universo U se puede concluir que es verdadero que
vxeU [ A(x) ].

(2) Demostracion indirecta: se utiliza la equivalencia I6gica
vxeU [ A(x)]=3xeU [-A(x) | =F, en donde F, representa a cualquier

contradiccion. En este caso se supone como verdadero que 3x e U [ﬁ A(x) ] y con base

en ese supuesto se debe obtener una proposicion categéricamente falsa que haria el papel
de F,.Unavez hallada la contradiccion se puede concluir que es verdadera la proposicion

vxeU [ A(x) ].
Una vez realizado el analisis anterior, se generaron los indicadores de conocimiento,
entendidos como frases para determinar en las respuestas de los sujetos de investigacion,
evidencias de conocimiento sobre las formas de proceder en la demostracién. En la tabla 9,

se muestran los indicadores de conocimiento generados para el cuantificador universal a
partir de las formas de proceder consideradas por los investigadores.

Tabla 9

Indicadores de conocimiento generados para el cuantificador universal

Forma de proceder segun el tipo de Indicadores de conocimiento generados
demostracion

Demostracion directa
Se escoge un elemento xeU que representa a Manifiesta que debe considerarse un elemento

cualquier elemento del universo U . arbitrario del universo.
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Se debe garantizar que la proposicion A(x) es Manifiesta que la propiedad se satisface para todos los

verdadera y como el elemento xeU es un

representante de cualquier elemento del universo U
se puede concluir que es verdadero que

vxeU [ A(x)].

elementos del conjunto universo en virtud de que se
habia validado para un elemento arbitrario.

Demostracion indirecta

Se supone verdadera la proposicion
—vx eU[ A(x) |.
Se determina que la proposicion —vx € U[ A(X) |

es equivalente a 3x e U[—-A(X)].

Una vez supuesta verdadera la proposicion
3x € U[—A(x)]se debe obtener una proposicion
categoricamente falsa que haria el papel de F,.
Cuando se obtiene la proposicion F, se puede
concluir que la proposicion original
vx €U [ A(x) ]es verdadera.

Manifiesta que debe suponerse verdadera la negacion
de proposicion dada.

Manifiesta cual es la equivalencia de la negacion de la
proposicion dada.

Manifiesta que debe llegarse a una contradiccién.

Manifiesta que una vez determinada la contradiccion
podia concluirse que la proposicién original era
verdadera.

En el caso de las respuestas de los sujetos sobre proporcionar un ejemplo concreto de
la proposicion genérica, se determind si se ajustaba a la estructura sintactica de la
proposicion genérica en cuestion. Para cada sujeto se hizo una revision exhaustiva de sus
respuestas de manera que se asignaba con 1 o 0 la presencia 0 ausencia respectivamente de
los indicadores de conocimiento definidos. Ademas, se hizo un registro de las respuestas que
no pudieron ser clasificadas por tales indicadores y una sintesis de tales respuestas.

A continuacién, se ilustra con un caso particular el procedimiento seguido para la
codificacion de las respuestas de los sujetos que dieron lugar a los resultados. Para ello, se
presenta la respuesta del sujeto EBH10 sobre la forma de proceder en la demostracién de la
proposicion genérica (figura 1) y el ejemplo brindado con su correspondiente demostracion
(figura 2), todas las respuestas referidas a la tarea 1: universal simple.

TAREA 1

Forma verbal: Todos los elementos de un conjunto U satisfacen una propiedad P(x).

Forma simbélica:V xe U ( P(x) )

1.1 Explique la forma general en la que usted realizaria la demostracién matematica de

esta proposicion genérica.

“'( i I,\_\‘,. Mo ot

) F e we decedls, gesétco Jj‘o 3 el o ‘A“"')'.')‘""‘ |

z) ?‘/-.»u e e e neio J'r.\fr‘(;, ',;‘!‘J.\.‘c l prey adac) \-g,\f se f s‘f o \
3} Lo A dersls \,,5, - mfmp‘,\\ o R 'f \ Je los vabees Je) b Jhecks.Je

.,‘.\._)[T \" ’\".‘-’f\’t_}.‘uxl ‘N‘) o \ J

o) )( BE Wnyio S

\ 5 ».1 0 \¢ o \\\ ¢ “") _,.:\'1 nl[“ -"~’>- ]’,i/o(,-if\"\v’x:\. (r

Figura 1. Explicacion de la forma de proceder en la proposicion genérica de la tarea 1 por
parte del sujeto EBH10
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Con base en el anélisis de la figura 1 se tiene que el sujeto evidencia en su respuesta
sobre la proposicion genérica (PG) los dos indicadores de conocimiento definidos para el
cuantificador universal y asociados al tipo de demostracion directa (ver tabla 9): que debe
considerarse un elemento arbitrario del universo y que la propiedad se satisface para todos
los elementos del conjunto universo en virtud de que se habia validado para un elemento
arbitrario, por lo tanto, para este sujeto se asigna un 1 a cada indicador. Ademas, no evidencia
ninguno de los indicadores definidos para el tipo de demostracion indirecta (ver tabla 9), por
lo que para este sujeto se asigna 0 a cada uno de esos indicadores.

1.2 Proporcione un ejemplo concreto de la proposicion genérica y una demostracién
matematica del ejemplo que usted ha dado.

E\Jem‘p\,oT )V/X/YC‘ D\M{ ><+\/ 25}
Veamos:  Sean ~,</\r e IN-1o}

Mohwws ﬂfc X*“r 22

Eﬁ,tl)ews :\«c X/\! EN'{Q}) /U‘ef){) Sc u-mf;.@ (i‘x v Y2 i A Vg
As': x+\{>,4+i

= Xty Zl

Vx/\/E'N’{O{ (X*r']f 33)

Figura 2. Ejemplo de proposicion genérica brindado y demostracion por parte del sujeto
EBH10 en latarea 1

De forma similar, al analizar la figura 2 se puede notar que el sujeto brinda una
proposicién que se ajusta a la estructura sintactica de la proposicion genérica considerada en

la tarea 1, a saber, VX e U( P(x) ) Ademas, en su demostracion evidencia el indicador

asociado a la escogencia de un elemento arbitrario del universo, por lo tanto, se asigna 1 a
ese indicador en la demostracion del ejemplo (DE), sin embargo, no manifiesta de forma
explicita que la propiedad se satisface para todos los elementos del conjunto universo en
virtud de que se habia validado para un elemento arbitrario y en consecuencia se asigna 0 a
ese indicador. Asimismo, no evidencia ninguno de los indicadores definidos para la
demostracion indirecta, por lo que se asigna 0 a cada uno de ellos para este sujeto.

Analisis de la informacion del cuestionario 2: evaluacion de argumentos matematicos
considerando los aspectos logico-sintacticos

Para analizar las respuestas de los sujetos sobre (a) indicar si el argumento correspondia o
no a una demostracion matematica de la proposicién P y (b) explicar de manera amplia las
razones de su escogencia se considero la estructura sintactica de la proposicion P dada, a
saber: “cualquier numero real satisface que, si es positivo, entonces la suma de él y su inverso
multiplicativo es mayor o igual a dos” que simbolicamente se expresa
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vxeR (x>0:>[x+ljz 2). La categoria de analisis corresponde a la implicacion
X

universal.

En el argumento matematico dado en cada tarea, los investigadores analizamos a priori
los elementos de conocimiento sobre la validez légica que se podian estudiar. Los
argumentos presentes en las tareas 1 y 2 no corresponden a demostraciones debido a que en
el primero se considera un caso particular y en el segundo se demuestra el reciproco del
predicado. La tarea 3 presenta un argumento que es una demostracion directa de la
proposicion y la tarea 4 un argumento que es una demostracion por reduccion al absurdo,
ambos correctos. Con base en el estudio de cada uno de los cuatro argumentos se generaron
los indicadores de conocimientos: en la tarea 1 un indicador sobre la particularidad del
argumento, en la tarea 2 un indicador sobre la demostracion del reciproco, en la tarea 3 se
emplearon los indicadores formulados en el cuestionario 1 para el cuantificador universal y
para la implicacién y en la tarea 4 se emplearon los indicadores planteados en el cuestionario
1 para la demostracion por reduccidn al absurdo de la implicacion universal. En la tabla 10
se presentan los indicadores de conocimientos elaborados para las tareas del cuestionario 2.

Tabla 10
Indicadores de conocimiento generados para la implicacion universal del cuestionario 2

Tareas Indicadores de conocimiento generados

TAREA 1 Manifiesta que el argumento no es una demostracion

., debido a que se considera un caso particular.
Argumento 1: demostracion de un caso a P

particular.

TAREA 2 Manifiesta que el argumento no es una demostracion
debido a que se considera el reciproco del predicado,

Argumento 2: demostracién del reciproco. .
gumento 2: demostracion del reciproco es decir, se supone verdadero el consecuente

X
antecedente x > 0.

(X+1J22 y se garantiza la veracidad del

TAREA 3 Manifiesta que debe considerarse un elemento

Argumento 3: demostracion directa de la arPitrario del universo .

implicacién universal. o
Manifiesta que debe suponerse que el antecedente

x >0 es una proposicion verdadera.
Manifiesta que debe garantizarse que el consecuente

1 .
X + = | > 2 es una proposicion verdadera con base
X

en el antecedente x >0 y en la teoria matematica en
donde estan insertas ambas proposiciones.

Manifiesta que la propiedad x>0:[x + 1sz se
X

satisface para todos los elementos del conjunto
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TAREA 4

Argumento 4: demostracién por reduccién al
absurdo de la implicacion universal.

70

universo R en virtud de que se habia validado para un
elemento arbitrario.

Manifiesta que debe suponerse verdadera la negacion
de proposicion dada y que es equivalente a la

2
proposicién 3Ix e R{x > OA(X + 1) < 2} .

X

Manifiesta que se debe demostrar que

1
-VxeR (x>0 = ( X + —j > Zj = F, en donde
X
F, representa a cualquier afirmacion contradictoria,

en  este contradiccion
((x—l)Z <0 A (x-1)2 20).

caso F, e la

Manifiesta que una vez garantizada F, entonces

-V xeR (x>0:>(x+lj2 Zj debe ser falsa y
X

que en consecuencia

VxeR (x>0 = ( X + EJ > 2) debe ser verdadera.
X

Para cada sujeto se hizo una revision exhaustiva de sus respuestas de manera que se
asignaba con 1 o O la presencia o ausencia respectivamente de los indicadores de
conocimiento definidos. Ademas, se hizo un registro de las respuestas que no pudieron ser
clasificadas por tales indicadores y una sintesis de tales respuestas. A continuacion, se ilustra
con un caso particular el procedimiento seguido para la codificacién de las respuestas de los
sujetos que dieron lugar a los resultados. Para ello, se presentan las respuestas del sujeto

EBM12 en las tareas 1 y 2.

TAREA I

P Cualgquier nirnero real satisface gue, 5§ es positivo, entonces fa suma de este y su inverso

e ltiplicative es mayor o igual a dos.

} Puesto gue es verdadero gque 4 > 2 entonces se garantiza la validez de la proposicién P.

Considere el niimero real '(2 — 3 )V"Es claro gue (2 —_ ﬁ) = 0.

1 7(-275]21--1. 4 —a _,_‘*34;]_4(2_7‘/?)_4
T 2= 3 ) z— J3 T #——gE

Ademas, (2Fﬁ)+m

LElI argumento brindado en la tarea 1T cormresponde a una demostracion matematica de la

proposiciGgn P7?

Si NO <
Juastificacitén

:L c pPropoSic G P Aice cpe ponc

e (ol LL(/‘V ol W I (L f."l'

» cES :\—*( L
= L
[P == crnple

o bacivopes ==t Ea T = e JEr e o ==Ly}

Figura 3. Respuesta del sujeto EBM12 en la tarea 1
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Con base en el andlisis de la figura 3 se tiene que el sujeto evidencia en su respuesta el
indicador de conocimiento definido para la tarea 1 (ver tabla 10): que el argumento no es una
demostracion debido a que se considera un caso particular, por lo tanto, para este sujeto se

asigna un 1 a este indicador.

TAREA 2

P: Cualquier nimero real safisface gue, si es positivo, entonces Ta suma de este y su inverse
multiplicative s maper o igual a dos.

Considere un mimero resl cealguiera v Supdmgase verdadero gee la suma de este § so

e = = . s 17
inverso multiplicativo es mayor © igonal a dos, es decir guss L_x, -+ __,nl =2
x

= . x* +1
=_t1 = 2 ¥ de csta manera se iepe gue —— — 2= 0
x x

Luage,

Tel1—2
Al efectuar la resta on el lado izguierdo de la desigualdad se obticene gquc X D
. o
(x—1)°
X

v ordesando ¥ factorizando el pumerador de fa fraccion se siguwe goe =10

2
Cormn @ = 0 es cierto ¥ ademds, (= — 117 20 wmbvkidén es verdadero, se comclheye
x

gue © > 0L BEn consecuencia la proposicion P es verdadena.

LEN argumento brindado en Ia tarea 2 corresponde a una demostracidn matemditica de Ta
proposicidn 7

Si RO K
JFustificacidn

Pl

Figura 4. Respuesta del sujeto EBM12 en la tarea 2

Con base en el analisis de la figura 4 se tiene que el sujeto evidencia en su respuesta el
indicador de conocimiento definido para la tarea 2 (ver tabla 10 ): que el argumento no es
una demostracion debido a que se considera el reciproco del predicado, es decir, se supone

1 . .
verdadero el consecuente ( X + —j > 2 y se garantiza la veracidad del antecedente x > 0,
X

por lo tanto, para este sujeto se asigna un 1 a este indicador.

Anélisis de la informacion del cuestionario 3: evaluacion de argumentos considerando
los aspectos matematicos

Para analizar las respuestas de los sujetos sobre (a) indicar si el argumento correspondia o
no a una demostracion matematica de la proposicion dada, (b) explicar de manera amplia
las razones de su escogencia y (c) en el caso de que el argumento dado no correspondiera a
una demostracion matematica de la proposicion dada, indicar cual o cuales modificaciones
harian al argumento matematico para que lo sea, se establecieron cuatro categorias con base
en los elementos sobre la validez matematica planteados en el marco tedrico: (1) el uso
parcial de la hipétesis sobre el discriminante no negativo presente en la tarea 1, (2) el uso
indebido del axioma de la existencia del inverso multiplicativo presente en la tarea 2, (3) el
uso indebido de las definiciones de nimero entero par e impar presente en la tarea 3 y (4) el
uso adecuado de hipétesis, axiomas, definiciones y teoremas en la demostracién del teorema
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de la suma de las medidas de los angulos internos de un tridngulo en la Geometria
Euclidiana presente en la tarea 4.

Para cada una de las tareas, los investigadores analizamos a priori los elementos
matematicos que consideramos que se podrian tomar en cuenta en la evaluacion de los
argumentos involucrados. Se ilustra este proceso en la primera tarea, en donde consideramos
que el argumento no es una demostracion matematica debido a que se emplea de forma

parcial la hipétesis del discriminante no negativo (b2 —4ac) > 0 al suponer que b® —4ac =0.

Con base en esto planteamos un indicador de conocimiento para la explicacion de que
el argumento no es una demostracién matematica, a saber: Manifiesta que el argumento no

es una demostracion debido a que se usa parcialmente la hipotesis (b2 —4ac) >0.

Para realizar la modificacion al argumento para que sea una demostracion,
consideramos que debe emplearse la hipdtesis (b2 —4ac) >0 y con base en ella exhibir al

—b++b®—dac ‘— —b—b®—dac
2a 2a
correccion. Por lo tanto, hemos planteado dos indicadores de conocimiento: manifiesta que

debe considerarse la hipotesis (b2 - 4ac) >0 en la correccion del argumento pero no exhibe
ninguno de los nimeros reales que cumplen la existencia y manifiesta que debe considerarse

—b++/b*—4ac o

2a

a

menos uno de los siguientes nimeros reales x =

la hipotesis (b2 —4ac) > 0 para exhibir alguno de los nimeros reales x =
_ —b—+/b*-4ac
- 2a

indicadores de conocimientos elaborados para las tareas del cuestionario 3.
Tabla 11
Indicadores de conocimiento generados para las categorias de analisis del cuestionario 3

X en la correccion del argumento. En la tabla 11 se presentan los

Tareas Indicadores de conocimiento

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se usa
parcialmente la hipotesis (b® —4ac)>0.

Manifiesta que debe considerarse la hipotesis (b2—4ac)20en la
TAREA1

) correccion del argumento pero no exhibe ninguno de los nimeros reales que
Argumento 1: uso parcial  cymplen la existencia.
de la hipo6tesis sobre el

discriminante no negativo - . C o -
g Manifiesta que debe considerarse la hipdtesis (b2 —4ac)20 para exhibir

’ 2 ’ 2
alguno de los nimeros reales x = w 0 X= % en
a a

la correccion del argumento.
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TAREA 2

Argumento 2: uso
indebido del axioma de la

existencia del inverso
multiplicativo

TAREA 3

Argumento 3: uso
indebido de las

definiciones de ndamero
entero par e impar

TAREA 4

Argumento 4:
demostracion matematica
correcta del teorema de la
suma de las medidas de
los &ngulos internos de un
triangulo en la Geometria
Euclidiana.

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se emplea
de manera incorrecta el axioma del inverso multiplicativo al considerar al

namero real n™* sin garantizarse que n=0.

Manifiesta que deben considerarse dos casos en la correccion del
argumento: (1) cuando n=0y ahi emplear el axioma del inverso al
multiplicar por n™" y (2) cuando n=0 para deducir que m=0 y por lo
tanto |m| =|n|.

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se usan
de forma incorrecta las definiciones de nimero par e impar.

Manifiesta que debe emplearse en la correccion del argumento la definicién

de nimero impar para expresar que 2p+1=my 2g+1=n;y ladefinicion
de nimero par para concluir que m+n=2j con jeZ.

Manifiesta que la hip6tesis del teorema es que se considera un tridngulo
cualquiera en la Geometria Euclidiana.

Manifiesta que se emplea en el argumento el postulado de las paralelas en
la Geometria Euclidiana.

Manifiesta que se emplean en el argumento definiciones matematicas.

Manifiesta que se emplean en el argumento teoremas matematicos.
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Para cada sujeto se hizo una revisidn exhaustiva de sus respuestas de manera que se
asignaba con 1 o O la presencia 0 ausencia respectivamente de los indicadores de
conocimiento definidos. Ademas, se hizo un registro de las respuestas que no pudieron ser
clasificadas por tales indicadores y una sintesis de tales respuestas.

A continuacion, se ilustra con un caso particular el procedimiento seguido para la
codificacion de las respuestas de los sujetos que dieron lugar a los resultados. Para ello, se
presentan las respuestas del sujeto ELHO3 en la tarea 1.

TAREA 1

Proposicién matematica Pl: S/ a,b,c R son tales que a=0 vy (#* —dac)= 0, entonces
3x e IR (a.rz + bx o = 0] .

ARGUMENTO MATEMATICO PARA GARANTIZAR LA VALIDEZ DE LA
PROPOSICION MATEMATICA P1

Supongase que se tienen o, H, ¢ = B tales que a = Oy (b"‘ 4(;::) = 0. Se debe demostrar que

_—b

real x = .
2a

) By b b* B2 b 25 + dae —(HF —aac)
ax< +bx o =ua ~+ & +Cc = - + o= — ———W
2ex 2ear “her 2ex ex Aez
hipotesis se tiene que (b" = 4(}(‘} = (0 por lo tanto se puede suponer en particular que (b" 746{".‘) =0

7(1’:-“ 74(&:) 77;(_]
A  da

Hx = & [a.\'z -+ bx +c = {))_ En efecto, considérese el numero

Lucgo

Por

2 . —5 X
y de esta manera ax” + bx + o = = 0. Luego el nimero real x = —2—- satisface la
o

existencia.

1.1 Indique marcando con una equis (X) si el argumento brindado en la tarea 1 corresponde
a una demostracion matematica de la proposicion P1.

Si NO K
Figura 5. Respuesta del sujeto ELHO03 al apartado 1.1 en la tarea 1




74
CAPITULO 3. MARCO METODOLOGICO

1.2 Explique de la manera mas amplia la escogencia realizada anteriormente.

Figura 6. Respuesta del sujeto ELHO03 al apartado 1.2 en la tarea 1

1.3 En el caso de que el argumento dado no corresponde a una demostracion matematica de
la proposicion P1, indique cual o cudles modificaciones haria al argumento para que sea
una demostracion matemdtica de la proposicion P1.

Figura 7. Respuesta del sujeto ELHO3 al apartado 1.3 en la tarea 1

Con base en el analisis de las figuras 5, 6 y 7 se tiene que el sujeto manifiesta que el
argumento no es una demostracién de la proposicion matematica, debido a que particulariza
la hipotesis, por lo tanto, se le asigna un 1 al indicador definido para la tarea 1 (ver tabla 11)
que dice: manifiesta que el argumento no es una demostracién debido a que se usa

parcialmente la hiptesis (b* —4ac)>0.

En el caso de la correccion del argumento, el sujeto evidencia conocimiento de que
debe considerarse la hipotesis en toda su dimensidn, por lo tanto, se le asigna un 1 al indicador
definido para la tarea 1 (ver tabla 11) que dice: manifiesta que debe considerarse la hipotesis

(b2 —4ac) > 0en la correccion del argumento pero no exhibe ninguno de los nimeros reales
gue cumplen la existencia.

Finalmente se observa que el sujeto de investigacion no hace referencia a cuales serian
los nimeros reales que cumplirian la existencia, por lo tanto, se le asigna un 0 al indicador
definido para la tarea 1 (ver tabla 11) que dice: manifiesta que debe considerarse la hipotesis

—b++/b® —4ac

(b2—4ac)20para exhibir alguno de los nudmeros reales x= 0

2a
o —b—+/b*—4ac
2a

en la correccion del argumento.

Analisis de la informacion del cuestionario 4: conviccion de un argumento matematico

Para analizar las respuestas de los sujetos sobre (a) escoger el orden en el que los argumentos
le parecen mas convincentes, (b) explicar las razones por las que ha escogido al argumento
mas convincente y (c) explicar las razones por las que ha escogido al argumento que le
parece menos convincente se llevaron a cabo los siguientes pasos:
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1. Se hizo una transcripcion de todas las respuestas de los sujetos de investigacion, para
ello, se construy6 una tabla en donde se coloco el cddigo asignado a cada sujeto, el
namero del argumento que indicaron como el mas convincente, las caracteristicas de
dicho argumento y finalmente, el nimero del argumento que indicaron como el menos
convincente. No consideramos las caracteristicas de los argumentos menos convincentes
para el andlisis, pues no era nuestro objetivo de investigacion.

2. Se consideraron las seis categorias y sus respectivas definiciones sobre la conviccion de
un argumento matematico consideradas a priori en el apartado 2.3.3 del marco tedrico, a
saber: (1) el uso de elementos concretos en el argumento, (2) la familiaridad del
argumento, (3) el nivel de detalles en el argumento, (4) la forma ritual del argumento,
(5) el nivel explicativo del argumento y (6) la validez del argumento.

3. Se hizo una revision exhaustiva de cada una de las respuestas de los sujetos de
investigacion sobre las caracteristicas del argumento méas convincente para determinar
cuéles de ellas correspondian a las categorias planteadas a priori y mencionadas en el
punto anterior.

4. Con base en la revision mencionada en el punto anterior, consideramos que en algunas
de las categorias que se tenian a priori no habia una definicién muy clara y, por lo tanto,
fue necesario redefinirlas en algunos casos, eliminar otras y crear nuevas que se adaptaran
a lo manifestado por los sujetos de investigacion, de forma tal que se pudiese clasificar a
todos los elementos presentes en las respuestas. En la tabla 12 se presentan las categorias
que fueron empleadas para analizar la informacion con sus respectivas definiciones.

Tabla 12
Categorias de andlisis del cuestionario 4

Categorias de analisis Definicion de la categoria

(1) El uso de El argumento es convincente debido a que se basa en ejemplos especificos o
elementos concretos utiliza alguna referencia visual.
en el argumento

(2) La familiaridad El argumento es convincente debido a que el profesor lo conoce o lo ha

del argumento utilizado anteriormente, la convicciébn no se basa en las matematicas
utilizadas, sino en la experiencia previa del profesor de matematicas con el
argumento.

(3) La forma ritual El argumento es convincente en funcidn de su apariencia superficial en lugar

del argumento de considerar los elementos de fondo.

(4) La validez del El argumento es convincente debido al uso de elementos l6gicos o

argumento matematicos correctos.

(5) La simplicidad El argumento es convincente porque se emplean elementos matematicos

matematica del simples y basicos que facilitan la compresion del argumento.

argumento

(6) La claridad del El argumento es convincente debido a que las ideas planteadas se comprenden

argumento de manera clara y sencilla.
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5. Unavez que se tuvieron las categorias planteadas en la tabla anterior, se hizo nuevamente
una revision exhaustiva de las respuestas de cada sujeto de investigacion sobre las
caracteristicas del argumento que mas convincente. Para ello, se analizaron frases y
palabras en las respuestas que permitieran decidir cuando se hacia referencia a alguna de
las categorias planteadas en la tabla anterior. En el registro de esta informacion, para cada
categoria se determind el codigo de los sujetos que referian a ella en sus respuestas y la
cantidad de sujetos para cada una de ellas. En algunos casos, las respuestas de los sujetos
se ubicaban en una sola categoria y en otros sujetos, en varias. A continuacion, se ilustra
con un caso particular el procedimiento seguido para la codificacion de las respuestas de
los sujetos que dieron lugar a los resultados. Para ello, se presentan las respuestas de los
sujetos EBHO8 y ELHO03.

TAREA 2

Explique de la manera mas amplia posible, todas las razones por las que ha escogido al
argumento que le convence mas, es decir, al argumento que ha seleccionado como
PRIORIDAD 1. En su explicacién, incluya las caracteristicas de este argumento, tanto de
forma como de fondo, que le hacen mas convincente para usted.

Pr\f‘néfﬂ ql.c '\f’\ﬂ.é& Por'q"ue &C E',j‘\—u hqci@héo POr‘ CUﬂJmtliCl-;D-{_-} C!‘OUFI‘Q-
M user lo de Frvcion de o T.g el NUmero rociona) y 3“’“"*'}5‘(4,.

(:lut, son vutumles _;u.fy.a(\-e. 0130’0"-9"‘-‘}'& o UH"'.?’Q' W\f bie“‘ o

Feimine de ser. divinor do un hu/mf"'o, la Sushitucon e bie, Fea lizady
e v lhm |

Yy porv o e ﬂtyﬂ a gonfrm.{ecrr. lo cflf?rf'-‘ Cjbé’-r}’q_

fESQCLh\-o. C‘rsl/hﬂ.ﬂhhc{oi
Figura 8. Respuesta del sujeto EBHO8 en la tarea 2

Con SU

Con base en el analisis de la figura 8, podemos observar que las caracteristicas del
argumento que el sujeto ha considerado méas convincente, hacen referencia a elementos
I6gicos, como el tipo de demostracién por contradiccion y al uso de elementos
matematicos como la definicion de nimero racional y el concepto de divisibilidad. Por
lo tanto, las caracteristicas del argumento escogido las podemos ubicar en la categoria
(4) la validez del argumento (ver tabla 12). De esta manera, en dicha categoria
asignamos el codigo del sujeto EBHO8.
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TAREA 2

Explique de la manera mas amplia posible, todas las razones por ll:h' que ha escogido al
argumento que le convence mis, es decir, al argumento que ha seleccionado como
PRIORIDAD 1. En su explicacion, incluya las caracteristicas de este argumento, tanto de
farma como de fondo, gue le hacen mas convincente para usted.

Consideso qu el hecho e Ecw-rcl&er Soniendo  que VZ &5 ro cioncl (_f‘&f.‘»l‘ron(La
Une (47“'*'0;‘:&{.::6-1\ ; &3 el mas ficl\-fu.u}_.ul ya  Que de  morgm J--'QC?O
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Figura 9. Respuesta del sujeto ELHO03 en la tarea 2

Con base en el analisis de la figura 9, podemos observar que en la respuesta del sujeto
ELHO3 sobre las caracteristicas del argumento que ha considerado méas convincente,
hace referencia a elementos l6gicos y matematicos cuando afirma que “Considero que

el hecho de proceder suponiendo que /2 es racional (esperando una contradiccion),
es el mas adecuado, ya que de manera directa aparenta ser muy dificil” y “En el
proceso de demostracion se utilizan propiedades de la divisibilidad, las cuales
considero faciles de explicar y comprender.” L0 anterior, nos brinda evidencia de que
el sujeto considera que la demostracion por contradiccion es la forma mas adecuada de
abordar el argumento y que los elementos matematicos empleados son correctos, por
lo tanto, hemos considerado que en esta respuesta hay presencia de la categoria (4) la
validez del argumento (ver tabla 12).

Asimismo, cuando el sujeto sefiala que “se utilizan propiedades de la divisibilidad, las
cuales considero faciles de explicar y comprender” y “Siento que es una demostracion
poco compleja y que no requiere de mucho desarrollo” nos da evidencia de que
considera que los elementos matematicos empleados en el argumento son bésicos y
simples, por lo tanto, consideramos que hay presencia de la categoria (5) La
simplicidad matematica del argumento (ver tabla 12).

Por otra parte, cuando el sujeto afirma que “es que una adecuada explicacion de esta
demostracion o su lectura (teniendo en cuenta el conocimiento de las propiedades de
la divisibilidad en Z ), permitiria su comprension por los estudiantes o lectores. Lo
que consideré en este argumento, fue la facilidad de comprension” nos brinda
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evidencia de que considera que las ideas planteadas en el argumento se comprenden de
manera clara y sencilla, lo que nos permite afirmar que hay presencia de la categoria
(6) La claridad del argumento (ver tabla 12).

Con base en lo anterior, el cadigo del sujeto ELHO3 lo asignamos a las categorias (4),
(5) y (6) sefialadas en la tabla 12.

3.4.3 Criterios de validez del estudio

Como se ha mencionado, el analisis de la informacion de los cuatro cuestionarios empleados
en las tres fases empiricas se realizé mediante el andlisis de contenido (Krippendorff, 2004).
En este apartado describimos las decisiones metodoldgicas que se tomaron a lo largo de la
investigacion para garantizar la validez de la misma.

Se espera que las técnicas sean confiables. Méas especificamente, las técnicas de
investigacion deberian dar como resultado hallazgos que sean replicables. Es decir, los
investigadores que trabajan en diferentes momentos y quizas en diferentes circunstancias
deberian obtener los mismos resultados al aplicar la misma técnica a los mismos datos. La
replicabilidad es la forma mas importante de confiabilidad. Para que un proceso sea
replicable, debe regirse por reglas que se establezcan explicitamente y se apliquen por igual
a todas las unidades de andlisis (Krippendorff, 2004).

Dado que el objetivo general de nuestra investigacion consiste en caracterizar el
conocimiento de los profesores de matemaéticas en formacion inicial en la Universidad
Nacional de Costa Rica sobre la practica matematica de la demostracion, hicimos la busqueda
de un modelo de conocimiento del profesor de matematicas que incluyera a la demostracion
como parte de sus categorias. EI modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge
(MTSK) posee dentro del dominio del conocimiento matemético un subdominio denominado
la practica matematica que contiene a la demostracion como una de sus categorias. No
obstante, determinamos que no existe una categorizacion de este subdominio ya que la
agrupacion de sus descriptores se encuentra en estudio (Carrillo et al., 2018).

Para realizar una categorizacion de la demostracion dentro del MTSK y crear nuevos
componentes que fueran considerados como evidencias de conocimiento matematico de esta,
consideramos pertinente realizar un analisis conceptual sobre la demostracién. Esto dio
origen a la fase 0. Analisis conceptual de la demostracion matematica. Para llevarlo cabo, se
emplearon como fuentes de informacion libros de texto, investigaciones sobre la
demostracion matematica y el Programa de Estudios de Matematicas de la educacion
secundaria en Costa Rica, como se mencioné en el apartado 3.2.1. Este analisis conceptual
se centro en cuatro elementos: los aspectos historicos de la demostracion en Matematicas, el
concepto de demostracion, los tipos de demostraciones y las funciones atribuidas. Fue
relevante para hacer una aproximacién de los elementos que deberian componer el
conocimiento de los profesores de matematicas sobre la demostracion, tal como se describio
en el apartado 1.1.5.

Los sujetos de investigacion seleccionados para las fases empiricas eran profesores de
matematicas en formacion inicial en los altimos niveles de la carrera de Ensefianza de la
Matematica de la Universidad Nacional de Costa Rica, como se detalla en el apartado 3.2.2.
Consideramos a esta poblacion por su mayor contacto con los procesos de razonamiento y
demostracion al estar finalizando su formacién inicial. Sin embargo, debido a su escaso
desempefio profesional, se decidié limitar el estudio al componente matematico de la
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demostracion, especificamente a los aspectos ldgico-sintacticos que corresponden a la
dimensién de la validez l6gica y a los aspectos matematicos que refieren a la dimension de
la validez matematica. Asimismo, consideramos el estudio de las caracteristicas de los
argumentos mas convincentes para los sujetos de investigacion, lo que corresponde a la
dimension de la conviccion de un argumento matematico, debido a la influencia que puede
tener dicha dimension en el conocimiento profesional de los sujetos. Lo anterior permitié el
planteamiento de las tres fases empiricas de la investigacion: fase 1. Validez l6gica, fase 2.
Validez matematica y fase 3. Conviccion de un argumento matematico.

Para la fase 1. Validez l6gica decidimos estudiar el conocimiento de los futuros
profesores caracterizando la forma en la que procedian en la demostracion de proposiciones
genéricas, es decir, sin contenido matematico especifico y la forma en la que evaluaban
argumentos matematicos, en ambos casos, en funcion de los aspectos I6gico-sintacticos. Por
tal razon, se generaron dos cuestionarios para esta fase, el cuestionario 1 sobre las formas de
proceder en una demostracion en funcién de los aspectos l6gico-sintacticos y el cuestionario
2 para la evaluacion de argumentos en funcion de dichos aspectos. Para la fase 3. Validez
matematica el interés era el estudio del conocimiento de los sujetos de investigacion mediante
la forma en la que evaluaban argumentos en funcion de aspectos matematicos como el uso
de la hipdtesis de la proposicion y los axiomas, las definiciones y los teoremas de la teoria
matematica empleados en dicha demostracion. En el caso de la fase 4. Conviccién de un
argumento matematico nuestro interés era determinar las caracteristicas de los argumentos
que mas convencian a los sujetos de investigacion, por tal razén decidimos utilizar a la
irracionalidad de la raiz cuadrada de dos que es un resultado matematico que se sugiere en el
Programa de Estudios de Matematicas de la educacion secundaria costarricense para la
introduccion de los nimeros irracionales y que posee diferentes demostraciones. La
construccion, la descripcion y la forma en que se aplicaron los cuestionarios 1y 2 se presenta
en el apartado 3.3.2. Asimismo, en el apartado 3.3.3 se presenta lo correspondiente para los
cuestionarios 3y 4.

Para el analisis de la informacién de los cuestionarios 1, 2 y 3 hemos creado indicadores
de conocimiento basados en el conocimiento matematico, que han permitido analizar las
respuestas de los profesores en formacion inicial; dichos indicadores hacen el papel de las
categorias en el analisis de contenido tal y como se describe en el apartado 3.4.2. En el caso
del cuestionario 4 se consideraron inicialmente seis categorias que se han descrito en el
apartado 2.3.3 del marco tedrico. No obstante, durante el analisis de la informacién, algunas
se modificaron, otras se eliminaron y se agregaron nuevas, como se explica con detalle en el
apartado 3.4.2.

Con base en lo anterior, hemos considerado como criterio de validez de nuestro estudio
el trabajo sistematico en la realizacion de cada una de las fases de la investigacion.
Concretamente podemos destacar los siguientes elementos: (1) la construccion conjunta de
cada uno de los cuatro cuestionarios empleando los elementos del analisis conceptual de la
demostracién y las recomendaciones metodoldgicas del Programa de Estudios de
Matematicas de la educacion secundaria de Costa Rica; (2) el planteamiento de indicadores
de conocimiento para el andlisis de las respuestas de los sujetos de investigacion en los
cuestionarios 1, 2 y 3 en funcion del conocimiento matematico y la revision exhaustiva de
tales respuestas para determinar la presencia o ausencia de tales indicadores; (3) el registro
de evidencias de conocimientos en las respuestas de los sujetos de investigacion no
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contemplados a priori en los indicadores de conocimiento y; (4) el registro de todas las
respuestas de los sujetos de investigacion en el cuestionario 4 para determinar su
correspondencia con las categorias formuladas a priori y la modificacién de las mismas
procurando su ajuste oportuno a las respuestas de los sujetos y de esta manera poder
clasificarlas a todas ellas.
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Este capitulo consta de cuatro apartados. En el primero, Resultados de la fase tedrica 0:
Analisis conceptual de la demostracion matematica, se presentan los principales hallazgos
de un estudio tedrico sobre la demostracion centrado en cuatro elementos principales, los
aspectos historicos de la demostracion en Matematicas, el concepto de demostracion, los
tipos de demostraciones y las funciones atribuidas.

En el segundo apartado, Resultados de la fase empirica 1: el conocimiento
especializado sobre la validez l6gica de la demostracién matematica, se consideran dos
secciones. En la primera se presentan los resultados sobre el conocimiento de los sujetos de
investigacion de las formas de proceder en una demostracién considerando la estructura
I6gico-sintactica de las proposiciones y mediante tres categorias de analisis: (1) el tipo de
demostracidn, (2) el tipo de cuantificador y (3) el tipo de conectiva l6gica y los indicadores
de conocimiento establecidos. En la segunda seccion, se presentan los resultados sobre el
conocimiento de los profesores de mateméticas en formacion inicial en la evaluacion de
argumentos matematicos considerando los aspectos ldgico-sintacticos en una proposicién
matematica con la estructura de la implicacion universal.

En el tercer apartado, Resultados de la fase empirica 2: el conocimiento especializado
sobre la validez matematica de la demostracion, se presentan los resultados sobre el
conocimiento de los sujetos de investigacion en la evaluacidon de argumentos considerando
los aspectos matematicos de la demostracion mediante cuatro categorias de analisis (1) el uso
parcial de la hipédtesis sobre el discriminante no negativo, (2) el uso indebido del axioma de
la existencia del inverso multiplicativo, (3) el uso indebido de las definiciones de nimero
entero par e impar y (4) el uso debido de hipotesis, axiomas, definiciones y teoremas en la
demostracion del teorema de la suma de las medidas de los &ngulos internos de un triangulo
en la Geometria Euclidiana y los indicadores de conocimiento planteados.

En el cuarto apartado, Resultados de la fase empirica 3: la conviccion de un argumento
matematico, se presentan los resultados sobre las caracteristicas de los argumentos
matematicos mas convincentes para los sujetos de investigacién, a saber: (1) el uso de
elementos concretos en el argumento, (2) la familiaridad del argumento, (3) la forma ritual
del argumento, (4) la validez del argumento, (5) la simplicidad matemética del argumento y
(6) la claridad del argumento.

4.1 RESULTADOS DE LA FASE TEORICA 0: ANALISIS CONCEPTUAL DE LA
DEMOSTRACION MATEMATICA

Este apartado se divide en dos partes. En el primero se presentan algunos elementos
historicos de la demostracién en las Matematicas. En el segundo se consideran los otros
elementos del analisis conceptual sobre la demostracion, a saber: el concepto de
demostracion, los tipos de demostraciones y las funciones atribuidas.

4.1.1 Primera parte del analisis conceptual de la demostracion. Aspectos histéricos de
la demostracion en Matematicas

Para clarificar el concepto de la demostracion en Matematicas, vamos a resumir ideas
expuestas en el libro de Ruiz (2003), completado con otros aportes de autores de filosofia de
las Matematicas (Kleiner, 1991), o de Educacion Matematica (Domingues, 2002; Durand-
Guerrier et al., 2012a; Mariotti, 2006). EIl concepto de demostracion matematica que se
emplea en la actualidad esta vinculado a la vision de los antiguos griegos con los Elementos
de Euclides (300 a.C.) y a su manera particular de presentar el corpus del conocimiento. Las
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proposiciones se derivan de las definiciones, postulados y axiomas mediante el razonamiento
deductivo, esta forma de proceder ha sido durante muchos siglos el modelo principal de
argumentacion para determinar la veracidad de las afirmaciones matematicas (Durand-
Guerrier et al., 2012a; Mariotti, 2006). No obstante, este concepto ha sido comprendido de
maneras diferentes en la Antigiiedad, la Edad Media, el Renacimiento y en la Epoca
Contemporanea, como se presenta a continuacion.

Segun Domingues (2002), Kleiner (1991) y Ruiz (2003), en la Antigliedad culturas
como los babilonios y los egipcios, centraron su desarrollo matematico en procedimientos
practicos y en evidencia empirica. En la aritmética, el algebra y la geometria, las reglas que
establecian los babilonios se basaban en la prueba y el error, y no tenian una estructura logica
0 demostrativa. El criterio de confiabilidad de las reglas y procedimientos empleados, era la
concordancia con la realidad en la que estaban inmersos. En casos mas complejos, los
egipcios ejercitaron alguna nocion de demostracion lejana al formalismo del método
axiomatico-deductivo, al determinar una regla para el volumen del tronco de pirdmide de
bases cuadradas, mediante una deduccion algebraica a partir de la regla para el célculo del
volumen de una piramide, seguin consta en el papiro de Moscu.

Los inicios del método axiomatico en las matematicas estan ligados al desarrollo
matematico de la antigua Grecia. En dicho método se concibe a la demostracion como
deduccion de postulados, es decir, como un razonamiento deductivo que sirve de base para
el razonamiento matematico. Ademas, se da un reconocimiento explicito de que las
matematicas se ocupan de abstracciones. La historia de esta civilizacion se puede dividir en
dos periodos: la etapa clasica que comprende los afios 600 y 300 a.C. y la etapa helenistica
o0 alejandrina entre los afios 300 a.C. y 600 d.C (Domingues, 2002; Kleiner, 1991; Ruiz,
2003).

En la etapa clasica se dio un gran impulso al razonamiento deductivo y a las
demostraciones por parte de matematicos como Thales, Pitagoras, Platon, Eudoxo,
Aristoteles, Euclides, Apolonio, entre otros. Se les atribuye el reconocimiento del caréacter
abstracto de las matematicas, la deduccion l6gica de proposiciones matematicas a partir de
premisas, el establecimiento del método por reduccién al absurdo, el método analitico y del
método de exhauscion. La obra cumbre fue los Elementos de Euclides en la cual realiza un
trabajo de ordenamiento, sistematizacion y organizacion légica del conocimiento matematico
mas relevante hasta ese momento. En ella se presentan axiomas, definiciones, cadenas de
teoremas y la estructura l6gica de lo simple a lo complejo en los teoremas. Los Elementos
consta de 13 libros, los primeros seis tratan sobre geometria plana, los tres siguientes sobre
teoria de nimeros, el décimo sobre los inconmensurables y los tres Gltimos sobre geometria
de solidos (Ruiz, 2003).

En la etapa helenistica o alejandrina la preocupacion se centro en los resultados para
el célculo de longitudes, areas y volimenes, ademas de un mayor uso de los irracionales, del
algebra y la aritmética. En las demostraciones se considera el aporte de Arquimedes (287-
212 a.C.) quien demostré teoremas sobre areas y volimenes mediante el método de
exhauscion y el método de demostracion indirecto. Ademas, el aporte de Menelao quien
escribio la obra denominada Sphaerica cuyo objetivo era la demostracion de teoremas sobre
triangulos esféricos similares a los teoremas sobre triangulos en el plano demostrados por
Euclides (Ruiz, 2003).
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Segun Domingues (2002) y Ruiz (2003), en la Edad Media el desarrollo matematico
de occidente fue muy primitivo debido fundamentalmente a la forma de vida, a los valores y
a las metas planteadas por el cristianismo. La herencia de la ciencia griega se basaba por una
parte en la deduccion logica y en la reduccion a principios y por otra en el uso de métodos
inductivos y heuristicos. No obstante, en ambas posiciones la razén y la mente eran
fundamentales por lo que fueron marginadas, lo que obstaculizo el desarrollo de las ciencias
y la demostracion matematica. De esta manera obras como los Elementos de Euclides estaban
muy por encima de las posibilidades intelectuales de la época. El desarrollo de las
matematicas se traslado a otras culturas como los arabes, hindudes y chinos que no priorizaban
a la demostracion.

Segln Ruiz (2003), en el caso de los chinos, el mayor desarrollo de las matematicas se
da a partir del siglo XIII, trabajaron en la resolucion de ecuaciones de orden superior basada
en la extraccion de raices cuadradas y cubicas del Chiu Chang que es una obra que tiene 246
problemas distribuidos en nueve capitulos. La demostracion esta presente en el teorema Kou
ku que es el teorema de Pitagoras y aparece demostrado en un texto antiguo llamado Chou
Pei. El teorema y sus aplicaciones tuvo mucha relevancia en un intento por utilizar a la
geometria en la demostracién de resultados algebraicos y aritméticos, es decir, la
construccién de un algebra geométrica. En cuanto a los arabes, tuvieron acceso al
conocimiento griego mediante manuscritos escritos en griego, sirio o hebreo, de esta manera
tuvieron las obras de Aristdteles, Apolonio, Arquimedes, Diofanto, Herdn y las tradujeron al
arabe. Existian dos tradiciones en las matematicas arabes: (1) basada en las fuentes persas e
indias que ponian su acento en una aproximacion algebraica en las matematicas con una
motivacion préctica, la figura relevante es Al-Khwarizmi y (2) basada en las matematicas
helenisticas en donde predomina la geometria y los métodos deductivos, en este caso
sobresalen Tabit ibn Qurra quien proporcion6 una demostracion del teorema de Pitagoras y
una generalizacion del mismo y Omar Khayyam quien intentd una demostracion del
postulado de las paralelas de Euclides.

Durante el Renacimiento en el siglo XV, hubo mas contacto de Europa con los trabajos
griegos los que impulsaron la preocupacion por la naturaleza y el ser humano, el pensamiento
aristotélico, la l6gica formal, la abstraccidn, entre otros elementos. La imprenta permitié que
los libros estuvieran al alcance de muchas personas lo que favorecié la difusion del
conocimiento. Por ejemplo, la primera version impresa de los Elementos de Euclides en latin
aparecidé en Venecia en 1482, asimismo, los cuatro libros de las Secciones Cénicas de
Apolonio, las obras de Pappus, la Arithmetica de Diofanto, entre otras. A pesar de la
traduccion de estos trabajos, los aspectos que mas se trabajaron fueron los mas basicos de las
matematicas, por lo tanto, no hubo grandes progresos en las demostraciones (Ruiz, 2003).

En el siglo XV1I, Descartes propuso un nuevo método para establecer el conocimiento
verdadero, plante6 que tal método era el de las matematicas en las que considerd dos
dimensiones fundamentales: la axiomatica y la derivacion logica. Promovio el método
deductivo y el poder de la razén. Por su parte, Pascal alabd las bondades del método
euclidiano para demostrar afirmaciones que se sabian verdaderas, pero que con este método
se podrian certificar de forma irrefutable, no obstante, Descartes objetaba la claridad de la
explicacion de tales métodos en donde el proceso analitico seguido para construir tales
demostraciones no era evidente (Durand-Guerrier et al., 2012a; Ruiz, 2003).
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El &lgebra tuvo un papel importante en la busqueda de un método general para la
busqueda del conocimiento, de esta manera, mediante la simbolizacion de los principios y
métodos ldgicos se pretendia mecanizar el razonamiento y proponer una matematica
universal. La fundamentacion del algebra no se podia llevar a cabo en términos similares a
los de la geometria griega, en consecuencia, se dio una variacion en los criterios para validar
los resultados y los métodos matematicos, se dio mayor importancia a la prueba y error, a la
heuristica, la intuicion, a los argumentos fisicos y a la induccién (Ruiz, 2003).

Uno de los resultados mas importantes de este siglo fue la invencion del calculo
diferencial e integral por parte de Newton y Leibniz en donde los métodos infinitesimales
jugaron un papel preponderante. Sin embargo, la falta de precision y rigor l6gico gener6 una
serie de criticas a los nuevos métodos. El tema de fondo era el concepto de limite, el cual se
utilizaba sin precision en el paso de las pendientes de rectas secantes a la pendiente de la
recta tangente o la derivada, de este modo el llamado paso al limite no encontr6 fundamentos
en la geometria Euclidea, ni en la aritmética ni en el algebra tradicional. Era un método
matematico diferente y nuevo y para el que no se contaba con una formulacion rigurosa desde
el punto de vista légico (Ruiz, 2003).

En el siglo XVIII, el desarrollo de las matematicas estuvo influenciado por las
revoluciones en la cosmologia y en la astronomia, el énfasis estuvo en lo cuantitativo debido
a la relacion con las ciencias naturales, se tuvo una gran produccion de conocimiento
matematico, pero con importantes debilidades en los fundamentos légicos. Particularmente
se dio un manejo muy liberal de los procesos infinitos y en consecuencia poca precision de
los criterios de convergencia (Ruiz, 2003).

Hacia finales del siglo XIX, la demostracion se consideraba como una actividad
intelectual destinada a la conviccion racional y psicologica de la validez de una afirmacién
matematica. No obstante, la aparicién de algunos resultados aparentemente paraddjicos
como, por ejemplo, que el todo podria no ser mayor que cada una de sus partes, dejo de
manifiesto que solamente la intuicion y los razonamientos heuristicos-geométricos eran
insuficiente para explicarlos. Esto obligd a someter a la demostracién a un mayor rigor y
analisis con objeto de disminuir la evidencia intuitiva y se inicia asi un proceso de busqueda
del rigor que tenia como fin esclarecer algunos conceptos y definirlos de una manera mas
adecuada, fue relevante la deduccién y el rigor 16gico como fundamento de las matematicas,
se buscan nuevos criterios basados en la aritmética, el algebra y la l6gica abstracta
(Domingues, 2002; Ruiz, 2003).

En 1847 se da el surgimiento de la l6gica matematica con el Analisis Matematico de la
Logica de Boole y todo esto impulsé el renacimiento del método axiomatico en donde
aparecen los conceptos abstractos de grupos, anillos, campos y espacios vectoriales. La
aritmetizacion del andlisis hizo una reduccion de sus fundamentos hacia los numeros reales,
quienes a su vez se fundamentaron en los nimeros racionales y estos a su vez en los numeros
naturales desembocando en los fundamentos de la aritmética (Domingues, 2002; Kleiner,
1991).

A finales del siglo X1X y principios del siglo XX hicieron su aparicion tres escuelas
filoséfico-matematicas que intentaron resolver las dificultades del rigor y los fundamentos
teoricos en las matematicas: el logicismo, el formalismo y el intuicionismo (Kleiner, 1991,
Ruiz, 2003). El logicismo sostiene que la ldgica conecta a las leyes mas profundas del
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pensamiento y busca en la reduccion de la matematica a la l6gica, un mecanismo teorico para
obtener rigor y certeza en las matematicas. Privilegia la logica y apuntala los rasgos
axiomaticos y formales de la matematica, es decir, asume que la axiomatica es la columna
vertebral del edificio matematico, afiade un fuerte platonismo en la consideracion de los
objetos matematicos y busca erradicar la intuicion en la aritmética (Ruiz, 2003).

El intuicionismo fue un movimiento con fuerte oposicion al logicismo y al
axiomatismo. Para estos matematicos era necesario recurrir a una intuicion temporal y
consideraban que las paradojas correspondian a abusos cometidos cuando el lenguaje y la
I6gica, dejan de corresponder con la verdadera matematica. De esta manera, la l6gica es un
instrumento accesorio. Consideran que es mas importante producir matematica verdadera
apegada a una intuicion introspectiva que probar su consistencia. Establecen un programa
practico centrado en la nocién de constructividad el cual determina las reglas empleadas, es
decir, la l6gica, el lenguaje y el tratamiento del infinito. EI constructivismo desarrollado se
centrd en la busqueda de mecanismos o procedimientos finitistas para la fundamentacién de
las matematicas y aunque su propuesta metodoldgica suprime grandes apartados de la
matematica clasica y favorecen elementos no formales ni 16gicos en su interpretacion tedrica,
no se apartaron de la preocupacién por las verdades infalibles de la razon (Ruiz, 2003).

En el formalismo las matematicas no se reducen a nociones y principios l6gicos,
consideran que otros axiomas Yy principios extra-l6gicos deben ser agregados. Aunque
consideran un tratamiento axiomatico-formal como en el logicismo, no se preocuparon por
un reduccionismo légico. Las matematicas son vistas como un estudio de los sistemas
axiomaticos en donde los términos primitivos y los axiomas del sistema se consideran
cadenas de simbolos desprovistas de significado y que deben manipularse con base en las
reglas de inferencia establecidas para la deduccion de los teoremas del sistema (Kleiner,
1991; Ruiz, 2003).

En 1931, Kurd Godel publica su trabajo llamado Sobre sentencias formalmente
indecidibles de Principia Mathematica y sistemas afines el cual afirma que cualquier
formalismo que sea lo suficientemente fuerte para expresar algunas partes basicas de la teoria
de numeros es incompleto, esto implica que las matematicas no pueden ser formalizadas de
forma absoluta y en las partes formalizadas no existe garantia de su consistencia. De esta
manera, no es posible dejar de lado a la intuicion con la que el ser humano se relaciona con
el mundo material. Los resultados de Gddel ponen en entredicho el esquema de los sistemas
absolutistas y cerrados, es decir, aquellos que pretenden que el conocimiento se obtiene a
partir de la deduccidn de verdades primarias con Unicamente la intervencion de la l6gica y la
razon y al margen del mundo real (Ruiz, 2003).

En la década de 1950 el estudio formal de la argumentacion, en particular los trabajos de
Toulmin y Perelman generaron mas cuestionamientos sobre las relaciones entre la
exploracién, la argumentacion, la demostracion, la explicacion y la justificacion en las
matematicas (Durand-Guerrier et al., 2012a). Esta serie de dudas generaron una tension
relacionada con la naturaleza de la actividad matematica que ha afectado a la argumentacion
matematica. Las teorias matematicas se construyen y desarrollan por diferentes caminos y
énfasis: (1) el énfasis en el proceso de la invencion matematica en donde se prefiere mantener
mayor apertura para nuevas formas de analizar los temas, explorar los problemas mediante
enfoques multiples, recopilar informacion desde perspectivas alternativas, entre otras y, (2)
el enfasis en la formalidad matematica en donde se privilegia el hacer los argumentos
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matematicos mas formales y explicitos, hacer una sintesis de los argumentos y la busqueda
de un marco amplio en el que se inserten y ajusten los resultados matematicos individuales.
Algunos trabajos que ejemplifican este segundo énfasis son los de Bourbaki en el siglo XX
y el de logicos como Frege, Russell, Tarski y Gddel, quienes no solo se preocuparon por
fortalecer los fundamentos de las matematicas sino también por la comprensién de su
formalizacion en un nivel metamatematico (Durand-Guerrier et al., 2012a; Mariotti, 2006).

Sintesis de los aspectos historicos de la demostracion en Matematicas

Con base en los resultados presentados en este apartado, se pueden sintetizar las siguientes
apreciaciones sobre los aspectos histdricos de la demostracion en Matemaéticas:

1.

En la Antiguedad, existieron culturas que no tenian una estructura logica o
demostrativa como los babilonios y los egipcios en donde las matematicas
desarrolladas estaban méas orientadas a procedimientos practicos y al uso de la
evidencia fisica, y otras como la antigua Grecia que fue fundamental en el desarrollo
del método axiomatico, el razonamiento deductivo, las demostraciones, el caracter
abstracto de las matematicas, la deduccion légica de proposiciones matematicas a
partir de premisas, el establecimiento del método por reduccién al absurdo, el método
analitico y del método de exhauscion (Domingues, 2002; Kleiner, 1991; Ruiz, 2003).

En la Edad Media, no hubo un gran desarrollo de la demostracion. Por un lado, el
desarrollo matematico de occidente fue muy elemental debido a las influencias
religiosas, en otras culturas como los arabes, los hindies y los chinos se dieron
mayores avances matematicos, no obstante, estas culturas no priorizaban los aspectos
demostrativos. En el caso de los chinos, existe una minima presencia de la
demostracion en el teorema Kou ku que es el teorema de Pitagoras y en el caso de los
arabes, cuya tradicion se basaba en las matematicas helenisticas, hubo un predominio
de la geometria y los métodos deductivos (Domingues, 2002; Ruiz, 2003).

En el Renacimiento durante el siglo XV hubo mayor acceso a los trabajos de la
antigua Grecia y una preocupacion por la naturaleza y el ser humano, no obstante, no
se dieron progresos importantes en la demostracion (Ruiz, 2003).

En los siglos XVI1I'y XVIII se dio una gran produccién de conocimiento matematico.
Algunos elementos que destacan son: (1) el planteamiento por parte de Descartes de
un método para establecer conocimiento verdadero basado en las matematicas y con
dos dimensiones principales, la axiomatica y la derivacién logica, (2) la
simbolizacion de principios y métodos l6gicos mediante el algebra en la busqueda de
un método general para generar conocimiento y (3) la invencion del célculo
diferencial e integral y el uso de los infinitesimales. No obstante, hubo problemas
fundacionales y de rigor particularmente en el uso de procesos infinitos (Durand-
Guerrier et al., 2012a; Ruiz, 2003).

En el siglo X1X, la aparicion de algunas paradojas puso en evidencia que la intuicién
y los razonamientos de tipo heuristicos y geométricos eran insuficientes para explicar
ciertos hechos lo que provocé una busqueda de rigor para la definicion de conceptos
matematicos y con ello, la demostracion fue sometida a un mayor analisis para
disminuir la evidencia de tipo intuitiva. Hacia finales de este siglo y principios del
siglo XX aparecieron tres escuelas de pensamiento que intentaron dar fundamento
tedrico a las Matematicas: el logicismo, el formalismo y el intuicionismo. No
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obstante, en 1931 el trabajo de Kurd Godel cuestiono a los sistemas absolutistas y
cerrados al plantear la imposibilidad de formalizar a las Matematicas de manera
absoluta y aun en las partes formalizadas se cuestion6 su consistencia (Domingues,
2002; Kleiner, 1991; Ruiz, 2003).

6. En el siglo XX, especificamente en la década de 1950 los trabajos de Toulmin y
Perelman sobre la argumentacion plantearon mas inquietudes sobre los nexos
existentes entre la exploracion, la argumentacion, la demostraciéon, la explicacion y
la justificacion en las Matematicas. Esto provoco tension sobre la naturaleza de la
actividad matematica en donde se distinguen principalmente dos énfasis en la
construccion de teorias: (1) el énfasis en el proceso de la invencion matematica, en
donde se tiene mayor apertura para analizar los temas o (2) el énfasis en la formalidad
matematica en donde priva la formalidad de los argumentos matematicos (Durand-
Guerrier et al., 2012a; Mariotti, 2006).

7. En la actualidad, la nocion de demostracion que existe estd vinculada a la visién de
la antigua Grecia, especificamente, a los Elementos de Euclides (300 a.C.). Enella se
emplea el razonamiento deductivo para derivar proposiciones a partir de las
definiciones, postulados y axiomas (Durand-Guerrier et al., 2012a; Mariotti, 2006).

4.1.2 Segunda parte del analisis conceptual de la demostracion. El concepto de
demostracion, los tipos de demostraciones y las funciones atribuidas

En esta seccion se reproduce de forma integra, el apartado de resultados del articulo
denominado La demostracion matematica: significado, tipos, funciones atribuidas y
relevancia en el conocimiento profesional de los profesores de matematicas de Alfaro, Flores
y Valverde (2019) en donde se consideran los otros elementos del analisis conceptual sobre
la demostracion, a saber: el concepto de demostracion, los tipos de demostraciones y las
funciones atribuidas. El articulo completo se puede obtener en el sitio web de la Revista
UNICIENCIA en el siguiente enlace electronico:
https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia/article/view/11481/14808.

En este apartado, se presenta una sintesis de los hallazgos del estudio tedrico realizado.
En cuanto al concepto de demostracion, se discute el sentido informal y formal, la
demostracion clasica, la demostracion en las matematicas y en la educacién matematica,
ademas de la relacion existente con los términos razonamiento, argumentacion, explicacion
y prueba. Sobre los tipos de demostraciones en matematicas, se consideran las
demostraciones directas e indirectas, ademas de las distintas maneras en las que se debe
proceder en funcién de las estructuras simbdlicas de las proposiciones matematicas
involucradas. Finalmente, sobre las funciones atribuidas, se consideran los distintos roles de
las demostraciones tanto en las matematicas como en su ensefianza.

4.1.2.1 El concepto de demostracion

El término demostracion puede utilizarse en un sentido informal en el que se haga referencia
a sentimientos, habilidades o al funcionamiento de algo y, en uno formal, l6gico o
metodoldgico, de mayor tecnicismo, en el cual las demostraciones versan sobre
proposiciones. Asimismo, es posible usarlo con diferentes enfoques, dependiendo del
contexto o marco institucional, entendido como un punto de vista local que se caracteriza por
el empleo de recursos propios y tanto por habitos como por normas especificas. Algunos de
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estos contextos pueden ser la l6gica y fundamentos de las matematicas, la matematica profe-
sional, la vida cotidiana, las ciencias experimentales y la ensefianza de las matematicas
elementales en todos sus niveles (Godino y Recio, 2001; Vega, 2012b).

En un sentido amplio, la demostracion consiste en una prueba de algo, partiendo de
verdades universales y evidentes, es un razonamiento convincente con el que se corrobora la
veracidad de una proposicion (Alvar, 1998; Comte-Sponville, 2005; Diccionario ilustrado
Océano de la lengua espafiola, 1994; Real Academia Espafiola, 2006). En una linea méas
especifica, Marti (2003) indica que la demostracién es un razonamiento mediante el que se
afirma la verdad de una proposicion, aplicando las reglas de la l6gica. Consta de tres partes:
la tesis, entendida como lo que se quiere demostrar; un conjunto de proposiciones y una
conclusién que se obtiene mediante razonamiento, la cual afirma la validez de la tesis.

La demostracion clasica

Las demostraciones son pruebas deductivas formalizadas como las que se utilizan en la teoria
de la prueba o las consideradas en la logica de la demostrabilidad. Las pruebas que
generalmente se han considerado como demostraciones en la metodologia y la filosofia de la
ciencia son las llamadas demostraciones clasicas, entendidas como una deduccion que hace
saber la necesidad racional de que algo sea el caso. Los paradigmas de este tipo de
demostraciones son las deducciones matematicas sefialadas por las siglas QED (Quod eat
demonstrandum). La demostracion en su forma deductiva tiene interés también en contextos
no matematicos (Vega, 2012b).

Las demostraciones clésicas tienen caracteristicas que permiten observar su relevancia
en el discurso, la cognicion y la argumentacion. Tal es el reconocimiento social, en donde la
validez de un argumento es reconocido o sancionado socialmente en la comunidad académica
a la que pertenece; el cuerpo de conocimientos, el cual constituye una teoria deductiva en la
que ninguna nueva demostracion modificara su consistencia; la no admision de
contraprueba, que establece que toda proposicién demostrada deductivamente en un cuerpo
de conocimientos no admite una prueba deductiva para su negacion; la claridad, la cual
determina que demostrar una proposicion es deducir que permite comprender que lo afirmado
por tal proposicion es efectivamente cierto (Vega, 2012b).

Para Vega (2012b), existen diferentes tipos de demostraciones clasicas correspon-
dientes a los distintos modos de hacer saber: la demostracion constatativa permite saber que
una proposicion es el caso, la demostracion explicativa brinda la razon o la causa de por qué
una proposicion es el caso y la demostracion fortisima retne la fuerza de la demostracion
con su virtud explicativa. También existen diferencias entre la demostracion directa y la
indirecta, por reduccion al absurdo. Las teorias matematicas clasicas y los sistemas 16gicos
admiten ambos tipos de demostracién; sin embargo, la légica y la matematica intuicionistas
0 constructivistas no ven a la demostracion indirecta con buenos ojos, particularmente, no
admiten la validez del patron deductivo que concluye que una proposicién dada sea el caso,
por el solo hecho de que su negacién produce una contradiccion.

Actualmente, las demostraciones clésicas, incluso en las matematicas, son un extremo
en el espectro general de las pruebas. En dicho espectro, existen pruebas por constatacion
mediante representaciones graficas, como algunas demostraciones de geometria en las
matematicas de la antigua India que tenian un sustento empirico. Por ejemplo, la I6gica nyaya
gener0 una teoria de razonamiento fundamentada en la causalidad (Crespo, Farfan y Lezama,
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2009). También, se pueden considerar los ensayos de pruebas y refutaciones como los dados
por Lakatos (1978), quien considera que las matematicas son falibles, pues los teoremas estan
sujetos al escrutinio constante y pueden ser rechazados mediante contraejemplos. De esta
manera, las demostraciones, mas que justificaciones, son una fuente de descubrimiento que
permiten desarrollar conceptos y refinar conjeturas.

Otras demostraciones por tomar en cuenta son las pruebas deductivas hechas por
computadora, como la prueba de Appel y Haken del teorema de los cuatro colores, que
precisaba la verificacion por computadora de 1482 configuraciones diferentes. Este tipo de
pruebas no esta sujeto a métodos axiomaticos y puede ser considerado como poco riguroso,
lo que ha obligado a replantearse el significado y el rol de las demostraciones en las
matematicas (Kleiner, 1991). En este sentido, Tymoczko (1986) fue pionero al advertir los
cambios suscitados en la concepcion de las demostraciones matematicas, a partir del teorema
de los cuatro colores. Considera que las pruebas por computadora son evidencia suficiente a
favor de una filosofia cuasi-empirista (Alcolea, 2007).

La diferencia fundamental entre las pruebas mencionadas anteriormente y las
demostraciones clasicas es que la conclusién que se establece por estas Gltimas es un
resultado que, en el cuerpo de conocimientos o la teoria deductiva en la que tiene lugar, tiene
validez universal (Vega, 2012b).

La demostracion en las Matematicas

El concepto de demostracion matematica ha evolucionado histéricamente. Lo que es una
demostracion y cuando es valida es una construccion o comprensién relativa al contexto
sociocultural que se considere. La mayor parte de las ciencias, incluyendo a las matematicas,
utiliza la induccion junto con la intuicién para enunciar proposiciones. En las matematicas,
el razonamiento inductivo permite observar patrones en busqueda de regularidades para la
generalizacion y formulacién de conjeturas. Estas conjeturas deben ser validadas o
rechazadas, por lo tanto, se deben hacer demostraciones que requieren la deduccién (Crespo
y Farfan, 2005).

La demostracion matematica es una practica social de la comunidad matematica que
tiene como principal objetivo validar el conocimiento matematico adquirido por la sociedad.
En la actualidad, dicha demostracion se rige por argumentaciones deductivas, sin embargo,
histéricamente esto no ha sido asi. Existe evidencia de que los principios de la I6gica clasica
son construcciones socioculturales. En civilizaciones antiguas en Egipto, China y Ameérica
precolombina, se usaron formas de argumentacion diferentes a las utilizadas por los griegos.
No obstante, en Occidente, la forma predominante de la argumentacion matematica ha estado
influenciada por la ldgica de Aristoteles, el avance de la ciencia se ha basado en el
razonamiento deductivo y, por lo tanto, se ha asumido que dicha ldgica es innata al ser
humano (Crespo, Farfan y Lezama, 2010).

En las matematicas interesa someter a un control I6gico riguroso las hip6tesis iniciales.
Para ello, se escogen, mediante algun criterio de racionalidad, unos enunciados a los que se
les da el nombre de axiomas o postulados. Una vez hecho esto, los Gnicos enunciados
aceptables seran aquellos que se deduzcan de los axiomas, por medio de la inferencia logica;
dichos enunciados se llaman teoremas. Este tipo de deduccion constituye el método
axiomatico. Un sistema axiomatico tiene los siguientes elementos: (1) un idioma subyacente:
una tabla de simbolos primitivos o alfabeto; (2) un repertorio de reglas de formacion de
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formulas: unos seran términos indefinidos y otros seran términos formalmente definidos
Ilamados definiciones; (3) las formulas primitivas del sistema: una lista de axiomas o
postulados, que se suponen verdaderos, y (4) un sistema de légica deductiva: un repertorio
de reglas de inferencia. Los dos primeros elementos componen el lenguaje o la gramatica y
los otros dos, la l6gica del sistema. La regla de inferencia establece que una férmula, llamada
conclusion, puede ser inferida de otras, llamadas premisas. (Garrido, 1991 y Roberts, 2010).

La demostracién matematica es un proceso, un razonamiento, una serie de relaciones
0 una secuencia finita de férmulas tales que cada una es un axioma 0 una consecuencia
inmediata de algunas formulas precedentes, gracias a las reglas de inferencia. La formula
final de la demostracion se Ilama teorema o férmula derivada. Se caracteriza por ser un
género del discurso con una forma estrictamente codificada (Balacheff, 2000; Chambadal,
1976; Garrido, 1991; Lucena, 2005; Vera, 1960). Se basa en las definiciones, oraciones que
dan significado a las palabras utilizadas en la demostracién; los axiomas, proposiciones que
obedecen a construcciones mentales, las cuales son necesarias para la organizacion del
conocimiento, y los principios del razonamiento, las llamadas leyes del pensamiento que
estan implicitas en todos los campos del conocimiento de la humanidad, tales como la ley de
identidad (plantea que la naturaleza esencial de las cosas es constante), la ley de
contradiccidn (significa que una cosa no puede ser lo que es y, al mismo tiempo, lo que no
es) y la ley de exclusion del término medio (plantea que no hay nada intermedio entre las
cosas contradictorias) (Patterson, 1950).

Realizar una demostracion en matematicas es un proceso cognitivo complejo que
implica el uso de la intuicién, la prueba, el error y el refinamiento para producir una
demostracion final de un teorema (Flores, 2007; Montoro, 2007). La mayoria de matematicos
considera gue una demostracion es mas valiosa cuando favorece la comprension; por esta
razén, tales demostraciones se pueden ver mas como entidades conceptuales, entendidas
como una secuencia logica de ideas matematicas relacionadas, en las que el enfoque de
derivacion no es lo principal. De este modo, la calidad de una demostracion matematica
puede ser evaluada con criterios sintacticos, sin embargo, hacen falta otros. En ausencia de
estos, generalmente se usan juicios de valor con un significado impreciso, tales como
comprensible, ingenioso, explicativo, elegante, profundo, hermoso, entre otros. Dichos
atributos van mas all& de la correccion logica de la demostracion de un teorema, pero, en las
matematicas como en la educacion matematica, esas propiedades cuasi estéticas, mal
definidas, son muy importantes para el reconocimiento de una demostracion como algo mas
que un certificado de la verdad (Hanna, 2014).

La demostracion en las Matematicas Escolares

Segun Stylianides (2007), la demostracion en las matematicas escolares es un argumento
matematico que tiene las siguientes caracteristicas: (1) un conjunto de menciones aceptadas:
utiliza afirmaciones aceptadas como verdaderas por la comunidad del aula y que estan
disponibles para su uso, tales como las definiciones, los axiomas, los teoremas, entre otros;
(2) los modos de argumentacién: usa formas de razonamiento que son validas para la comu-
nidad del aula o que se ubican en el alcance conceptual de esta, como las reglas légicas de
inferencia, el uso de definiciones para derivar afirmaciones generales, la enumeracion
sistematica de todos los casos a los que se reduce una proposicion cuando estos sean un
namero finito, la construccién de contraejemplos, el desarrollo de un razonamiento que
muestra que se puede llegar a una contradiccion, entre otros, y (3) los modos de
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representacion de argumentos: la comunicacion se lleva a cabo empleando formas de
expresion apropiadas, conocidas y en el alcance conceptual de la comunidad de la clase,
formas que incluyen el lenguaje oral, el uso de diagramas, las representaciones pictdricas,
tabulares, entre otras.

La definicion anterior excluye a los argumentos empiricos, es decir, aquellos basados
en el uso de ejemplos que confirman y ofrecen una evidencia incompleta sobre la veracidad
de una proposicion matematica. La razén primordial de esta distincion es que no se considera
pertinente llamar demostraciones a los argumentos matematicamente no calificados; de esta
manera, la demostracion en la clase de matematicas estaria en concordancia con las
matematicas como disciplina, donde los argumentos empiricos no se consideran
demostraciones matematicas. Lo anterior no significa que se deban devaluar las
exploraciones empiricas para la identificacion de patrones, la generacion de conjeturas y
obtener evidencias acerca de lo que se quiere demostrar (Stylianides, 2007).

Segun Crespo, Farfan y Lezama (2010), en la clase de matematica existen formas de
razonamiento que no estan en concordancia con la conceptualizacion de la demostracion
matematica en un sistema axiomatico, normalmente se generan por la transferencia a
escenarios académicos de formas de argumentacion utilizadas en contextos cotidianos no
académicos. Se distinguen las argumentaciones abductivas, en las que se tienen como
premisas una implicacion, su consecuente y se concluye el antecedente; las argumentaciones
inductivas, en las cuales se concluye la veracidad de una proposicion a partir del examen de
un numero limitado de casos; las argumentaciones no monotdnicas, en las que se pueden
modificar los supuestos iniciales a partir de casos nuevos; las argumentaciones visuales que
establecen conclusiones con base en diagramas; las argumentaciones a conocimiento cero,
cuando se hace referencia a demostraciones que realmente no lo son, y las argumentaciones
gestuales en las cuales se argumenta con gestos y ademanes.

Términos asociados a la demostracién: razonamiento, argumentacion, explicacion y
prueba

El razonamiento

Es un proceso esquematico que permite deducir una proposicion llamada conclusién, a partir
de una serie de proposiciones que se aceptan, denominadas premisas. El razonamiento se
llama valido si la conclusion se deduce de las premisas mediante reglas o resultados
aceptados en logica, en caso contrario, se denomina invalido. La veracidad de una
proposicion que forma parte del razonamiento, desde el punto de vista real, depende de si lo
expuesto en ella se ajusta 0 no a la experiencia o conocimiento de la realidad sobre la que
predica. En general, la veracidad de una premisa se da como supuesto. De este modo, la
validez de un razonamiento garantiza que, si se suponen verdaderas las premisas, se puede
deducir la veracidad de la conclusion. Esta validez no garantiza la veracidad de las premisas
ni de la conclusién (Valverde, 2012).

La argumentacion

Para Vega (2012a), la palabra argumentar se refiere a la forma de dar cuenta y razén de algo.
alguien o ante alguien, con el objetivo de lograr su comprension y aprobacion. La
argumentacion es la accion de argumentar o el producto de ella, es una interaccion discursiva
e intencional presente en un conversatorio o0 en un texto que involucra a un agente, el cual
brinda la raz6n de algo y unos destinatarios reales, potenciales o imaginarios. EI argumento
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es una unidad discursiva bésica en la argumentacion, entendida como la actividad de argu-
mentar 0 como un producto en un texto. ElI argumento se puede entender de diferentes
maneras, dependiendo del enfoque de la argumentacion, como se detalla:

(1) El argumento en la argumentacion discursiva: en las argumentaciones presentes en
la préctica social regida por normas, convenciones, habitos, entre otros elementos, el
argumento es una accién o procedimiento cuyo objetivo es persuadir de manera racio-
nal a la persona a la que se dirige.

(2) El argumento en la argumentacion como producto textual de una interaccion
discursiva: el argumento es un conjunto de proposiciones dirigidas a mostrar que una
de ellas esta justificada por las restantes. Este tipo de argumento es el objeto favorito
del analisis légico de la argumentacion y su propésito fundamental es justificar la
conclusion con base en sus premisas. Su forma caracteristica es la esquematizacion de
sus tres componentes: premisas, conclusion y vinculo inferencial entre ellas, como se
muestra a continuacion.

Esquema 1: p ... p, ||—cC. Es decir, de las premisas p ... p se sigue 0 se
desprende como conclusion c .

Esquema2: ¢ —|| B --- P,. Esdecir, C se sigue o se desprende como conclusion de
las premisas p ... P .

Segun Lo Cascio (1998) existen lugares candnicos para la argumentacion y cada uno
tiene su propio cédigo: una conversacion, una disputa, una discusion oral, un debate, una
demostracion matematica, etc. Por lo tanto, existen diferentes tipos de argumentaciones como
la oral y escrita, la coloquial y la formal, el texto argumentativo con la intencidén de demostrar
y el texto argumentativo con la intencion de persuadir. Ademas, diferencia a la
argumentacion en general de la argumentacion demostrativa:

1. La argumentacion demostrativa: parte de premisas indiscutibles y llega a
conclusiones logicas por procedimientos deductivos los cuales son dictados por la
I6gica de la razon. Son razonamientos argumentativos universales centrados en lo
racional y no tiende a convencer a un publico en particular o a cambiar su opinion. El
razonamiento filoséfico y el matematico en general tienen caracter demostrativo, sin
embargo, cuando intervienen elementos morales y éticos se vuelve opinable debido a
que las premisas utilizadas requieren la aprobacion del publico.

2. Laargumentacion en general: no parte necesariamente de premisas indiscutibles para
Ilegar a conclusiones logicas, por lo tanto, no es siempre un razonamiento evidente e
irrefutable. Los hablantes de una lengua en general tienden a justificar sus
afirmaciones sin poderlas probar de manera formal, estos intentos de justificacion son
las argumentaciones, por lo tanto, la argumentacion es un complemento de la prueba
formal y la teoria de la argumentacion debe ser complementaria de la l6gica formal y
debe hacer referencia a los casos en los que se consideran valores, por lo que no es
posible una verificacion empirica o una prueba formal. La argumentacion, cuando se
basa en premisas y leyes subjetivas, genera un razonamiento que deviene opinable,
es decir, que puede tener diversos resultados segun el consenso de los interlocutores,
de esta manera, su éxito no esta asegurado como en la argumentacion demostrativa.
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Para Toulmin (1958) todos los tipos de argumentacién son racionales y las normas de
validez dependen del caracter de los problemas a los que hace referencia. Propone un modelo
en donde considera seis categorias que pueden componer la argumentacion: (1) los
argumentos que son los hechos, las pruebas, los datos o los argumentos que se tienen sobre
un hecho determinado; (2) la opinidn que corresponde a la tesis, la opinién o hipAtesis
avanzada, la pretension inferida a partir de los datos; (3) la regla general que son las garantias
0 reglas generales a partir de las que si se tienen ciertos datos o argumentos, se pueden
sostener y, por lo tanto, se justifican ciertas tesis u opiniones; (4) la fuente que es el
fundamento de las garantias o la fuente de las informaciones, es decir, datos ulteriores para
sostener la tesis y que permiten garantizar las reglas generales o la verdad de los datos; (5) el
calificador que es el elemento que caracteriza, aunque relativizandolas, las tesis aducidas o
los argumentos propuestos y; (6) la reserva que son las informaciones o datos que conducen
a conclusiones o tesis hacia las que se esta prevenido. Se trata de dudas y reservas sobre la
validez u oportunidad de las tesis que ya han sido preanunciadas del hecho de que la tesis o
conclusion se acompafie por un operador modal, es decir, por un calificador. El razonamiento
es valido, si se ha seguido el procedimiento expuesto en el modelo y si la relacion entre tesis
y argumentos esta justificada de forma conveniente.

Para Pedemonte (2007) la argumentacion y la demostracion en las matematicas poseen
caracteristicas comunes: (1) Son justificaciones racionales: tanto en la construcciéon de
demostraciones matematicas como en las argumentaciones se presentan justificaciones de los
pasos desarrollados; (2) Se realizan para convencer: ambas se desarrollan cuando se desea
convencer de la veracidad de una afirmacién, para ello tienen que modificar las opiniones
apelando a la racionalidad; (3) Estan dirigidas a una audiencia universal: ambas pretenden
convencer a una audiencia que debe tener la capacidad de defender sus propias opiniones con
respecto a la demostracion o al argumento esbozado por el interlocutor, esta audiencia esta
compuesta por la comunidad matematica, el aula, el profesor, el mismo interlocutor, entre
otros; y (4) pertenecen a un campo: las proposiciones que son objeto de demostracion o
argumentacion matematica pertenecen a un campo teoérico que delimitan su validez: el
algebra, el andlisis, la geometria, entre otros.

La explicacion

Permite establecer y garantizar la validez de una proposicién a un locutor. Esta arraigada en
sus conocimientos y en lo que para €l son sus reglas personales de decision de la verdad, es
decir, su propia racionalidad. Cuando la explicacion aparece en un discurso tiene como
propdsito hacer evidente al publico la veracidad de una proposicion que ya ha sido asumida
por el locutor. La explicacion no necesariamente se reduce a una secuencia deductiva y en
general la base es el lenguaje natural (Balacheff, 2000).

La prueba

Refiere a una explicacion que ha sido reconocida y aceptada socialmente por una comunidad.
Sin embargo, esta aceptacion no es definitiva, puede evolucionar con el avance de los saberes
en los que se apoya. Una prueba puede ser aceptada por una comunidad y rechazada por otra
(Balacheff, 2000).
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4.1.2.2 Los tipos de demostraciones en Matematicas

En general todas las proposiciones matematicas que se desean demostrar tienen la forma
P — Q de manera explicita o implicita. Cuando no tenga la forma de manera explicita, se

entiende que la proposicion P hace referencia a los axiomas, definiciones y teoremas que
brindan informacion veridica sobre los objetos matematicos a los que refiere la proposicion
Q (Murillo, 2010).

Se pueden consideran dos tipos fundamentales de demostraciones matematicas para
proposiciones de la forma P — @, las demostraciones directas y las demostraciones

indirectas. Posteriormente, se discutirdn otros tipos de demostraciones en funcion de
estructuras simbdlicas particulares en donde las demostraciones directas o indirectas estaran
presentes.

Las demostraciones directas

Estas demostraciones se basan en las reglas de inferencia silogismo hipotético
[(P>Q)A(Q—>R)| > (P>R) y el modus ponendo  ponens

[ P A (P - Q)] — Q. La proposicion P — Q sera verdadera si es una tautologia, es
decir, si cada vez que la proposicion P es verdadera se sigue necesariamente que la
proposicion Q es verdadera. En la demostracion directa se inicia suponiendo que P es
verdadera. Luego se debe construir una cadena de proposiciones r , r,, ---, R, de forma tal
que p — R, seaverdadera. Como P es verdadera entonces por la regla de inferencia modus
ponendo ponens se sigue que r es verdadera. Posteriormente se debe garantizar que la
proposicion r — R, Sea verdadera, como g es verdadera por modus ponendo ponens se
sigue que R, es verdadera. En general la secuencia de implicaciones es la siguiente:
P—=R,R = R,, ---, R, = Q. Al final del proceso se sigue necesariamente que la
proposicion Q es verdadera (Bartle y Sherbert, 2004; Roberts, 2010).

Cuando se explicitan todas las proposiciones de la cadena y se indican todas las
justificaciones para cada paso, la demostracion se llama demostracion formal. Cuando se
hace una redaccion en prosa mas simple en donde se omiten las justificaciones sobre las
reglas de inferencia usadas y sobre los presupuestos matematicos que fundamentan cada paso
de la demostracion, recibe el nombre de demostracion informal. Esta distincion es sobre la
forma de presentacion y no tiene que ver con el rigor, generalmente se prefieren las
demostraciones informales pues son mas simples de seguir (Bartle y Sherbert, 2004; Roberts,
2010).

Las demostraciones indirectas

Existen dos tipos de demostraciones indirectas para demostrar una proposicion matematica
de la forma P = Q,las demostraciones por contraposicion y las demostraciones por

reduccion al absurdo (Bartle y Sherbert, 2004; Roberts, 2010).

1. Las demostraciones por contraposicion: en lugar de demostrar la proposicion
P = Q se demuestra la proposicion contrapositiva —Q — —P. Este tipo de
demostraciones se basan en la equivalencia logica llamada contrapositiva
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P > Q = —Q — —P. Para demostrar la proposicion —Q — —P se procede como en
las demostraciones directas (Bartle y Sherbert, 2004; Roberts, 2010).

2. La demostracion por reduccion al absurdo: este tipo de demostraciones se basan en
la equivalencia I6gica llamada neutro la cual establece que p F, = p endonde F,
representa a cualquier contradiccion. De esta manera en lugar de demostrar la
proposicion P — Q se demuestra la proposicion equivalente (P = Q)v F. La

proposicion (P = Q)v F, es equivalente a la proposicion (P A =Q) = F, quees la
que en la practica se demuestra. Para proceder con la demostracién se trabaja como
si fuese una demostracion directa, es decir, se supone que P A —Q es verdadera hasta
deducir una proposicion contradictoria que haria el papel de g, (Bartle y Sherbert,
2004; Roberts, 2010).

Demostraciones conjuntivas, disyuntivas, exhaustivas, bicondicionales y con
cuantificadores

Como se menciond anteriormente, las proposiciones matematicas pueden presentar la
estructura condicional P = Q de manera explicita o implicita. En este apartado se discute

de manera breve la forma de proceder en proposiciones que involucran otros conectores
l6gicos. En cada uno de estos casos se pueden hacer demostraciones directas o indirectas.
1. Demostraciones conjuntivas: para demostrar la proposicion P A Q se deben
demostrar por separado cada una de las proposiciones P y @ (Murillo, 2010).

2. Demostraciones disyuntivas: para demostrar la proposicion P v, Q se puede utilizar
la proposicion equivalente —p = Q. Esto es posible en virtud de la equivalencia
Ilama implicacion y disyuncion que establece que P —>Q = —P v Q (Murillo, 2010).

3. Demostraciones exhaustivas o0 por casos: para demostrar la proposicion
(F’1 VB v Pn):> R se deben demostrar por separado cada una de las siguientes N
implicaciones p — R, P, =R, ---, P, = R. Estan basadas en la equivalencia logica

denominada exhaucion (PvQ)—>R =[ (P —R)A(Q—R) ] (Roberts, 2010).

4. Demostraciones bicondicionales: Para demostrar la proposicion P < Q se deben
demostrar por separado cada una de las siguientes dos implicaciones P = Q Yy
Q= P. Se basa en la definicion del bicondicional

PoQ=[(P—>Q)A(Q— P)] (Murillo, 2010; Roberts, 2010).

5. Demostraciones con cuantificadores universales: Dada la proposicion
vxeU ( P(x) ) en donde P(X) es una frase abierta de variable X en un dominio

0 universo de discurso U, se debe garantizar que todos los elementos de ese dominio

hacen verdadera a la proposicion que se obtiene al sustituirlos en la frase abierta. Se
puede demostrar de manera directa, para ello se debe considerar un elemento

arbitrario X del universo U, y justificar que la proposicion P(x) es verdadera.
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También se puede demostrar de forma indirecta, especificamente por reduccion al
absurdo, al suponer cierta la proposicién -Vx eU ( P( X ) ) la cual es equivalente

asuponer que 3x €U (—P(x)), es verdadera (Murillo, 2010; Roberts, 2010).

6. Demostraciones con cuantificadores existenciales: dada la proposicion
IxeU(P(x)), endonde P(x) es una frase abierta de variable X en un dominio o

universo de discurso U, se debe garantizar que existe al menos un elemento de ese

dominio que satisface la frase abierta. Se puede demostrar de manera directa de dos
formas: (1) mediante la llamada prueba constructiva en la cual se exhibe o se explica
cdémo se construye un elemento X del universo U, que verifica que la proposicion

P( x) es verdadera o (2) mediante la llamada prueba no constructiva en la cual se

garantiza la existencia de un elemento X del universo U, que satisface la frase abierta

utilizando otros teoremas (Murillo, 2010; Roberts, 2010). Cuando solamente un
elemento del universo satisface una frase abierta se tiene el llamado teorema de

existencia y unicidad que simbolicamente se expresa 3!x eU(P(x)). Esta

proposicion afirma dos cosas: que al menos un elemento del universo de discurso
satisface la frase abierta y que solo ese elemento es capaz de satisfacerla. La
proposicion es equivalente a

(EIXGU(P(X))/\‘v’a,beU[(P(a)/\P(b)):>a:b]). Se puede

demostrar directamente demostrando cada una de las proposiciones por separado
como se indico en la prueba conjuntiva, una parte demuestra la existencia y la otra la
unicidad; cada una de estas partes es susceptible de demostrarse directa o
indirectamente. Se puede demostrar de manera indirecta, por reduccion al absurdo,
suponiendo que la negacion de toda la proposicion dada es verdadera y a partir de
esto se obtiene una contradiccion (Roberts, 2010).

4.1.2.3 Las funciones de las demostraciones matematicas
Segun Silva (2002) la demostracion matematica tiene tres funciones:

1. La funcién logico-epistemoldgica: la demostracion se entiende como una entidad
objetiva existente en un espacio logico, tiene una existencia matematica ideal,
independientemente de que un agente real la conozca. Establece la veracidad de una
afirmacion matematica al revelar las conexiones logicas que garantizan la validez del
enunciado, aungue no necesariamente logra la conviccién, por ejemplo, en una
demostracion de 10%° pasos que es practicamente imposible de seguir.

2. La funcidn retorica: la demostracion es una experiencia que permite generar una
vivencia de conviccion en un agente real al posibilitar la comprension de relaciones
I6gicas ideales. Es convincente sobre la veracidad de una afirmacion, siempre y
cuando se acepten los presupuestos de los que la demostracion depende, presupuestos
que pueden ser injustificados, por lo tanto, puede ser I6gicamente incorrecta y de este
modo no existe la garantia de la validez de la afirmacion.

3. La funcién heuristica: la demostracion induce al conocimiento matematicos, hace
referencia al papel de la demostracion segun la perspectiva epistemoldgica falibilista
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de Popper (2000) la cual se representa en la filosofia de las matematicas por la
dialéctica de pruebas y refutaciones de Lakatos (1978). Esta funcion depende de la
incorreccion logica de la demostracion lo que permite la formulacién de
contraejemplos que favorecen el progreso de las matematicas.

Para Silva (2002), una demostracion cumple la funcién légico-epistemoldgica, si es
correcta desde el punto de vista 16gico, aunque no sea convincente. Puede satisfacer la
funcién retorica si es convincente, aunque no necesariamente correcta y cumple la funcion
heuristica, si es légicamente imperfecta. En consecuencia, pareciera complicado que una
demostracion matematica cumpla con las tres funciones sefialadas, sin embargo, no es
imposible. En efecto, una demostracion l6gicamente correcta puede constituir un desafio
epistemoldgico si su conviccion induce una curiosidad intelectual en el sujeto para pensar en
variaciones de interes sobre las nociones implicadas que pudieran generar contraejemplos del
resultado demostrado, lo que aporta a su funcién heuristica. Normalmente estas variaciones
se logran mediante generalizaciones de los resultados a contextos mas amplios en donde no
hay garantia de validez.

Para que una demostracidn l6gicamente correcta pueda ejercer la funcion retorica, debe
estar acompafada de todos los pasos y cada uno de ellos debe ser comprendido. Debe ser
percibida por un ser humano, el cual debe ser convencido sobre sus bases racionales. Por tal
razon, las demostraciones deben tener un ndmero finito de pasos. Una demostracion
matematicamente perfecta, debe ser I6gicamente correcta, convincente para un ser humano
con limitaciones cognitivas y estimulante desde el punto de vista heuristico (Silva, 2002).

Las demostraciones matematicas han sido relegadas, casi de manera exclusiva, a la
verificacion de afirmaciones, lo que constituye una vision formalista que desvirtia la
naturaleza real de éstas. En las Gltimas décadas matematicos y educadores matematicos han
diferido de la vision que resalta al razonamiento deductivo que culmina en demostraciones
formales, como el aspecto mas relevante de las matematicas. Las demostraciones pueden
tener diferentes grados de validez formal y obtener el mismo nivel de aceptacion. (De
Villiers, 1993; Hanna, 2002).

Para De Villiers (1993) las demostraciones matematicas pueden tener las siguientes
funciones:

1. La verificacion: la demostracion se considera como la maxima autoridad para
asegurar la validez de una afirmacion matematica. Se considera que detras de cada
teorema hay una secuencia de transformaciones l6gicas para obtener la conclusion a
partir de las hipdtesis asumidas. Se considera esta visidn como incorrecta pues la
demostracion logico-formal no es un garante de conviccion.

2. La explicacion: la demostracion brinda las razones por las que una afirmacion
matematica es verdadera. Esta funcion es importante para comprender las razones
que hacen verdadero a un resultado evidente de manera intuitiva o por evidencia
cuasi-empirica.

3. Lasistematizacion: la demostracion permite organizar varios resultados en un sistema
deductivo de axiomas, definiciones y teoremas lo que favorece la identificacion de
inconsistencias, verifica y simplifica teorias matematicas y brinda una vision global
sobre una tematica que favorece sus aplicaciones en diferentes campos.
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4. El descubrimiento: la demostracion es un método de exploracién, analisis,
descubrimiento e inventiva, que permite descubrir nuevos resultados los cuales serian
dificiles de determinar de forma intuitiva o con procesos cuasi-empiricos. Un ejemplo
de esta funcion es el descubrimiento de las geometrias no euclidianas al modificar el
postulado de las paralelas.

5. La comunicacion: la demostracion permite divulgar los resultados a los diferentes
miembros de la comunidad cientifica: matemaéticos, profesores, alumnos, entre otros.
Debido a la complejidad del conocimiento matematico, se deben generar procesos de
negociacion subjetiva de significados de los temas involucrados de manera que las
argumentaciones sean aceptables. Esta funcion comunicativa expone las
demostraciones a la sancion publica que permite refinar, simplificar, modificar y
hasta refutar los resultados presentados.

En matematicas, la conviccion se puede lograr por formas alternativas a una
demostracion logico-formal. La demostracion es un argumento para validar una afirmacién
y puede asumir varias formas diferentes, siempre y cuando sea convincente. La aceptacion
de un teorema en matematicas es un proceso social que depende mas de la comprension y el
significado que de una demostracion rigurosa. En general, los matematicos aceptan un nuevo
teorema cuando se tienen los siguientes factores: (1) la comprensién del teorema: son claros
los conceptos incorporados en él, sus antecedentes logicos y sus implicaciones; (2) la
importancia: el teorema tiene implicaciones en al menos una rama de las matematicas; (3) la
compatibilidad: el teorema es consistente con los resultados matematicos aceptados; (4) la
reputacion: el autor del teorema es reconocido como experto en la tematica abordada; y (5)
la conviccion: se da un argumento matematico convincente, riguroso o no, de la validez del
teorema (De Villiers, 1993; Hanna, 2002).

Cuando una prueba es valida s6lo en virtud de su forma, sin tener en cuenta el
contenido, puede aportar poco a la comprension del tema y puede resultar poco convincente.
Los resultados matematicos que se publican normalmente se presentan en forma de teoremas
y demostraciones, aunque estas Ultimas no son evaluadas necesariamente por criterios de
rigor. Cuando un matematico revisa una demostracion pone su énfasis en las ideas
matematicas que estan relacionadas en ella, la importancia, el objetivo que persigue y sus
implicaciones. La adecuacion l6gico-formal en la que se presenta es algo secundario (Hanna,
2002).

Segin De Villiers (1993) en la educacién secundaria ha predominado la vision
formalista de la demostracion matematica en donde la verificacion de afirmaciones
matematicas es practicamente la Gnica funcion que se le atribuye. Considera que muchas de
las dificultades que muestran los alumnos con las demostraciones estan asociadas a la
incapacidad de observar otras funciones que promuevan la comprension de su significado,
su propdsito y utilidad.

Una manera de promover en los estudiantes la percepcion de otras funciones de las
demostraciones es mediante la formulacion de conjeturas. La geometria Euclidea es un area
especialmente adecuada para este tipo de actividades, pues muchas veces se hace una
introduccién formal a los estudiantes sin permitirles una exploracion experimental de las
propiedades de las figuras geométricas. La introduccion de algunos paquetes de software
geométrico como Cabri-Geometry o Geometer's Sketchpad permiten que los estudiantes
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realicen tales exploraciones al hacer construcciones geométricas complejas que pueden
modificarse facilmente. De este modo, se favorece la formulacion de conjeturas y las
argumentaciones experimentales que confirman resultados, pero que no explican
necesariamente como tales resultados se derivan de otros que les son familiares, de esta
manera se promueve la necesidad de hacer demostraciones matematicas como una forma de
explicacion mas que de validacion (De Villiers, 2009).

Para una persona cuya preparacion matematica es nula o parcial, puede parecer que el
rigor y la forma de presentar una demostracion es lo central en la practica matematica, lo que
puede inducir a que se conciba el aprendizaje de las matematicas como un entrenamiento
para crear estas formas. Lo fundamental es ensefiar la importancia del razonamiento
cuidadoso para la construccion de argumentos que puedan ser examinados y revisados con
base en la claridad de ideas. La formalizacion es importante trabajarla, pero de manera
secundaria (Hanna, 2002).

En la educacién matematica la principal funcion de la demostracién es la explicacion,
por lo tanto, la demostracién en la clase de matematica no debe presentarse como un ritual
que refleje de manera vaga e imprecisa la practica matematica, por el contrario, debe
abordarse como una actividad educativa con significado. Una demostracion puede ejercer la
funcién explicativa de diferentes maneras dependiendo del grado y el contexto en el que se
realiza la ensefianza: la realizacion de un calculo, una prueba preformal, una prueba informal
0 una prueba estrictamente rigurosa. El elemento en comdn en todos los niveles y contextos
es que los estudiantes estan aprendiendo matematicas y que se les dan resultados que ellos
saben que son verdaderos. El reto es hacerles comprender por qué son verdaderos (Hanna,
1995).

Para que una demostracion logre la funcion explicativa, el profesor de matematicas
debe lograr que los estudiantes comprendan los conceptos utilizados, que conozcan los
patrones de argumentacion y los términos involucrados como: suposicién, conjetura,
ejemplo, contraejemplo, refutacién y generalizacién. Debe estructurar y presentar la
demostracion para que sea clara y convincente. En la medida que los estudiantes aprendan
modos de pensamiento légico adquiriran la capacidad y la confianza para evaluar y construir
una demostracion matematica. Muchas demostraciones se pueden reestructurar para que se
puedan utilizar en la clase de matematicas, no obstante, pueden presentar diferencias
sustanciales en cuanto a su poder explicativo. Se puede distinguir entre las demostraciones
que prueban y las demostraciones que explican. Las primeras justifican que un teorema es
verdadero, las segundas también logran lo mismo, pero la evidencia que se presenta se deriva
del fenémeno al cual refiere tal teorema (Hanna, 1995).

Un ejemplo de lo anterior lo propone Hanna (1995) al considerar el teorema que afirma

n(n+1)

que la suma de los primeros N nameros naturales es . Este teorema se puede

demostrar mediante el principio de la induccion matematica, sin embargo, tiene poco valor
explicativo porque no le indica a los estudiantes el porqué es verdadero. Una demostracion
que explica, podria mostrar la razon de la validez del teorema al utilizar dos representaciones
de la suma como se muestra a continuacion:

S=1+2+3+--4n
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S=n+(n-1)+(n-2) +--+1

2S=(n+1)+(n+1)+--+(n+1)

2S=n(n+1)
S _ n(n+1)l
2

Sintesis del concepto de demostracion, los tipos de demostraciones y las funciones
atribuidas

Con base en los resultados presentados en este apartado, se pueden sintetizar las siguientes
apreciaciones sobre el concepto de demostracion, los tipos de demostraciones y las funciones
atribuidas:

1. El término demostracién tiene muchos significados y el sentido en el que se utilice
depende del contexto o marco institucional como la logica y los fundamentos de las
matematicas, la matematica profesional, las ciencias experimentales, la ensefianza de
las matematicas y la vida cotidiana. En un contexto informal se refiere a sentimientos,
habilidades o sobre el funcionamiento de algo. En un sentido formal y de mayor
tecnicismo, trata sobre las proposiciones. (Godino y Recio, 2001; Vega 2012b). En
un sentido amplio, puede considerarse como la prueba de algun hecho mediante
verdades evidentes y universales, es decir, como un razonamiento convincente
(Alvar, 1998; Comte-Sponville, 2005; Diccionario ilustrado Océano de la lengua
espafola, 1994; Real Academia Espafiola, 2006). De una forma mas especifica, se
puede considerar como un razonamiento en el que la veracidad de una proposicion se
logra mediante la aplicacién de reglas l6gicas (Marti, 2003).

2. Lademostracion clasica se entiende como una deduccion que hace saber la necesidad
racional de que algo sea el caso. Se caracteriza porgue la validez de un argumento es
sancionada por la comunidad académica de la que forma parte, posee un cuerpo de
conocimientos en donde una nueva demostracion no afectara su consistencia y no es
posible demostrar deductivamente una negacién de la proposicion en cuestion,
ademas, goza de claridad, es decir, que una demostracién deductiva de una
proposicién debe permitir comprender que tal proposicion en efecto sea verdadera.
(Vega, 2012b).

3. La demostracién en las Matematicas se puede considerar como una practica social
cuyo objetivo primordial es la validacion del conocimiento matematico producido por
la sociedad, es regida por argumentaciones deductivas debido a la influencia de la
I6gica aristotélica (Crespo, Farfan y Lezama, 2010). En el sentido deductivo, es un
género del discurso estrictamente codificado, es un razonamiento o una serie de
relaciones formada por una secuencia finita de formulas de modo tal que, cada una
de ellas es un axioma o es una consecuencia de algunas de las férmulas precedentes,
debido a las reglas de inferencia. La ultima formula de la demostracion se Ilama
formula derivada o teorema (Balacheff, 2000; Chambadal, 1976; Garrido, 1991,
Lucena, 2005; Vera, 1960).
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4. En las Matematicas Escolares la demostracion es un argumento que utiliza
afirmaciones que la comunidad del aula aceptdé como verdaderas: definiciones,
axiomas, teoremas, entre otros. Emplea formas de razonamiento validas para el aula
tales como las reglas l6gicas de inferencia, el uso de definiciones para derivar
afirmaciones generales, la construccion de contraejemplos, entre otros. Ademas,
considera los modos de representacion para los argumentos, es decir, que la
comunicacion se realiza en el aula mediante formas de expresion apropiadas como el
lenguaje oral, el uso de diagramas, las representaciones pictoricas, tabulares, entre
otras. Los argumentos empiricos no forman parte de esta conceptualizacion de la
demostracion en el aula de matematicas, la cual debe estar en concordancia con las
matematicas como disciplina. No obstante, esto no significa que se deban devaluar
las exploraciones empiricas, las que tienen relevancia para la identificacion de
patrones, el establecimiento de conjeturas y en general, para obtener evidencia sobre
lo que se desea demostrar (Stylianides (2007).

5. Las proposiciones matemaéticas, explicita o implicitamente, tienen la forma de
implicacion P = Q y existen dos tipos de demostraciones para ellas: directas e

indirectas. En la demostracion directa, se inicia suponiendo que P es verdadera y
posteriormente se debe garantizar que la proposicion Q es verdadera. En la

demostracion indirecta, se puede proceder de dos maneras: (1) por contraposicion,
en donde se demuestra de forma directa la proposicion equivalente —Q = —P vy (2)

por reduccion al absurdo, en donde se supone que P A —Q es verdadera hasta

deducir una proposicion contradictoria (Bartle y Sherbert, 2004; Murillo,
2010;Roberts, 2010).

6. La principal funcién atribuida a la demostracion matematica ha sido la validacion del
conocimiento, sin embargo, en los ultimos afios, matematicos y educadores
matematicos difieren de esta vision formalista (De Villiers, 1993; Hanna, 2002).
Segun De Villiers (1993) la demostracion matematica tiene las siguientes funciones:
(1) la verificaciéon: permite garantizar de manera inequivoca la validez de una
afirmacion matematica; (2) la explicacion: permite comprender las razones por las
qgue una afirmacion matematica es verdadera; (3) la sistematizacidon: organiza
diferentes resultados en un sistema deductivo que incluye axiomas, teoremas y
definiciones, lo que favorece apreciar inconsistencias, comprobar y simplificar
teorias matematicas y, ofrecer una vision general sobre la temética abordada; (4) el
descubrimiento: permite mediante la exploracion y el andlisis tedrico, descubrir
nuevos resultados que de forma intuitiva o con procesos cuasi-empiricos seria muy
complejo hallar y; (5) la comunicacién: permite divulgar los resultados a los
diferentes miembros de la comunidad cientifica: matematicos, profesores, alumnos,
entre otros.

El anélisis conceptual de la demostracion nos ha permitido observar que es una nocion
compleja, que se ha entendido de diferentes maneras a lo largo de la historia, que tiene
multiples significados dependiendo del contexto en donde se ubique y con diferentes
funciones. En las Matematicas es fundamental para validar el conocimiento, no obstante, el
rigor y el formalismo de los argumentos no son necesariamente los criterios fundamentales
para la aceptacion de nuevos resultados, sino que se consideran otros elementos como su
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funcién explicativa. En las Matematicas Escolares, estos elementos deben ser tomados en
cuenta para la ensefianza de la demostraciéon, lo que sugiere que el profesor de matematicas
debe tener un conocimiento adecuado sobre ella para su desempefio profesional.

En el caso de nuestra investigacion, este analisis conceptual ha sido importante para
precisar algunos elementos que hemos considerado que deben formar parte del conocimiento
de los profesores de matematicas sobre la demostracion tales como, los aspectos ldgico-
sintacticos y los matematicos. Esto ha dado fundamento a las dimensiones planteadas en las
fases empiricas del estudio, a la construccion de los instrumentos para la recoleccion de la
informacion y a la generacion de las categorias de analisis para las respuestas de los sujetos
de investigacion.

4.2 RESULTADOS DE LA FASE EMPiRICA 1: EL CONOCIMIENTO
ESPECIALIZADO SOBRE LA VALIDEZ LOGICA DE LA DEMOSTRACION
MATEMATICA

En esta fase 1 participaron 25 profesores de matematicas en formacién inicial de la carrera
Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica de la Universidad Nacional de
Costa Rica, 18 matriculados en el cuarto afio (Grupo de Bachillerato) y 7 en el quinto afio
(Grupo de Licenciatura). Se presentan los resultados obtenidos de la aplicacion de dos
cuestionarios:

(1) el cuestionario 1 que consta de seis tareas y en cada una de ellas se presenta una
proposicion matematica, de forma verbal y simbolica, desprovista de elementos
matematicos concretos. En cada tarea los sujetos debian: (a) explicar la forma general
en la que realizarian la demostracion matematica de la proposicion genérica dada y
(b) proporcionar un ejemplo concreto de la proposicidn genérica y una demostracion
matematica del ejemplo brindado. Los resultados de este cuestionario 1 se presentan
en el apartado denominado 4.2.1 Formas de proceder en una demostracion en funcién
de la estructura légico-sintactica.

(2) El cuestionario 2 que consta de cuatro tareas y en cada una de ellas se presenta un
argumento matematico para garantizar la validez de la proposicion matematica P:
cualquier nimero real satisface que, si es positivo, entonces la suma de este y su
inverso multiplicativo es mayor o igual a dos. En cada tarea los sujetos de
investigacion debian indicar si el argumento correspondia 0 no a una demostracién
matematica de la proposicion en cuestién y, ademas, explicar de manera amplia las
razones de su escogencia. Los resultados de este cuestionario 2 se presenta en el
apartado denominado 4.2.2 Evaluacion de argumentos matematicos en funcién de la
estructura légico-sintactica. Categoria 3. El tipo de conectiva légica: implicacion
universal.

4.2.1 Formas de proceder en una demostracion en funcion de la estructura logico-
sintéctica

En esta seccion se reproduce de forma integra, el apartado de resultados del articulo
denominado Conocimiento especializado de profesores de matematica en formacién inicial
sobre aspectos ldgicos y sintacticos de la demostracion de Alfaro, Flores y Valverde (2020).
El articulo completo se puede obtener en el sitio web de la Revista PNA. Revista de
Investigacion en Didactica de la Matematica en el siguiente enlace electronico:
https://revistaseug.ugr.es/index.php/pna/article/view/pna.v14i2.9363.


https://revistaseug.ugr.es/index.php/pna/article/view/pna.v14i2.9363
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Los resultados se presentan considerando las tres categorias definidas para analizar las
respuestas de los sujetos en torno a dos cuestiones: (a) la explicacién de la forma de proceder
en la demostracion de cada proposicion genéricay (b) la demostracion realizada del ejemplo
propuesto.

La categoria (1) tipo de demostracion es transversal a las otras dos. En las categorias
(2) tipo de cuantificador y (3) tipo de conectiva logica se establecieron indicadores de
conocimiento para cada cuantificador y para cada conectiva logica con cuantificacion
universal, separados por el tipo de demostracion: directa e indirecta. Dichos indicadores se
muestran de la tabla 14 a la tabla 19. En cada una de ellas se presenta la cantidad de sujetos
que evidenciaron en sus respuestas conocimiento de los indicadores planteados para la
explicacion de la forma de demostrar la proposicion genérica (PG) y para la demostracion
del ejemplo propuesto (DE). En las categorias (2) y (3) se hace también la transcripcion de
algunas respuestas representativas para ilustrar los casos. En la tabla 3 se presenta la cantidad
de sujetos que hicieron referencia a la demostracion directa o indirecta.

Se presenta, ademas, la sintesis de las respuestas de los sujetos sobre las formas de
proceder en la demostracion que no fueron contempladas en los indicadores de conocimiento
y el promedio de sujetos que presentaron un ejemplo concreto que se ajustaba a la estructura
sintactica de la proposicion genérica solicitada en cada una de las seis tareas.

4.2.1.1 Categoria 1. El tipo de demostracion: directa o indirecta

En la tabla 13 se presenta el nimero de sujetos que mencionaron el uso de la demostracion
directa o indirecta en cada una de las seis tareas, tanto para la proposicion genérica como
para la demostracion del ejemplo que brindaron. Esta tabla sintetiza la informacién sobre el
tipo de demostracion de las tablas 14 a la 19.

Tabla 13
Numero de sujetos que evidencian en las tareas la demostracion directa e indirecta

Tipo de demostracion Tarea l Tarea?2 Tarea3 Tarea4 Tarea5 Tareab
Di PG 21 20 22 17 17 22
Irecta DE 20 20 21 14 14 20
Indirecta PG 04 06 06 02 00 02
DE 02 00 01 00 00 00

PG: proposicion genérica. DE: demostracién del ejemplo

Se puede observar que practicamente todos los sujetos de investigacion fueron capaces
de explicar de qué manera se puede abordar la demostracién de una proposicion genérica. En
general, para todas las tareas la suma de las cantidades de sujetos que evidenciaron
conocimiento sobre el tipo de demostracion directa o indirecta es mayor o igual a 17. En el
caso de la demostracion del ejemplo propuesto, se puede notar que ha disminuido la cantidad
de sujetos que brindaron indicios de conocimiento. Asimismo, las demostraciones de
implicaciones son mejor descritas que las disyunciones y conjunciones.

La demostracion directa fue el método preferido por los profesores de matematica en
formacion inicial en las seis tareas. En el caso de la proposicion genérica fue mencionada por
20 sujetos en promedio y en la demostracion del ejemplo fue empleada por 18 sujetos en
promedio. Por su parte, tres sujetos en promedio hicieron referencia a la demostracion
indirecta en la proposicion genérica y fue empleada en la demostracion del ejemplo
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Unicamente por tres sujetos: dos en la tarea 1 y uno en la tarea 3. El programa de estudios de
matematicas de la educacidén secundaria costarricense plantea que el profesor realice
demostraciones a sus alumnos, la mayoria mediante el tipo de demostracion directa, sin
embargo, también se plantean resultados que deben demostrarse de forma indirecta, como la
irracionalidad de la raiz cuadrada de dos, lo que hace necesario tener el conocimiento de este
tipo de demostracion.

4.2.1.2 Categoria 2. El tipo de cuantificador: universal o existencial
El cuantificador universal: ¥V x e U ( P(x))

El cuantificador universal estuvo presente en todas las tareas, excepto en la tarea 2 que trataba
sobre el cuantificador existencial. En la tabla 14 se presenta el niUmero de sujetos que dieron
evidencia en sus respuestas de los indicadores de conocimiento definidos para este
cuantificador cuando se empleaba el tipo de demostracién directa e indirecta.

Tabla 14

Namero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento del cuantificador
universal en la demostracion directa e indirecta

Indicadores de conocimiento Tareal Tarea3d Tarea4 Tarea5 Tareab

Demostracion directa
Manifiesta que debe considerarse un PG 21 18 15 16 16
elemento arbitrario del universo DE 20 18 14 13 19
Manifiesta que la propiedad se satl_sface PG 03 01 01 01 01
para todos los elementos del conjunto
universo en virtud de_que_ se habia validado DE 01 00 00 00 00
para un elemento arbitrario

Demostracion indirecta
Manifiesta que se debe suponer la negacion PG 04 02 02 00 00
de la proposicién dada DE 02 01 00 00 00
Manifiesta cual es la equivalencia de la PG 03 02 02 00 00
negacion de la proposicion dada DE 02 01 00 00 00
Manifiesta que debe llegarse a una PG 03 01 02 00 00
contradiccion DE 02 01 00 00 00
Manifiesta que una vez determinada la PG 02 01 01 00 00
contradiccion podia concluirse que la
proposicidn original era verdadera DE 02 01 00 00 00

PG: proposicion genérica. DE: demostracién del ejemplo

En el caso de la demostracion directa, los sujetos evidenciaron conocimiento de que
debian considerar un elemento arbitrario del universo de discurso, especificamente, 17
sujetos en promedio, tanto para la proposicion genéerica como en la demostracion del ejemplo.
De este modo, la mayoria de los sujetos tenia claro que en proposiciones con cuantificacién
universal su demostracion no puede abordarse apelando a casos particulares. Se presentan
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dos respuestas representativas, la del sujeto EBMO05 para la proposicion genérica y la del
sujeto ELHO6 en el ejemplo y su demostracion, ambos en la tarea 1:

» Primero aclaro que inicia la prueba. Seguidamente tomaria un elemento arbitrario del
conjunto U . Después llevaria el elemento de forma que se aprecie el cumplimiento de la
propiedad P(x). Finalmente concluyo que el elemento satisface la propiedad P(x) y

escribo que ha finalizado la prueba (EBMO05).
> Proposicion: Vxe ]R( (x*+1)> 0). Demostracion: Sea XeR. Por tricotomia, todo

elemento x € R cumple que x>0, x=00 x<0. Elevando al cuadrado se tiene que x* >0

0 x*=0.Como 1>0 y sumando miembro a miembro se concluye que x* +1>0, VxeR
(ELHO6).

Pocos sujetos mostraron indicios de conocimiento de que la propiedad en cuestion se
satisfacia para todos los elementos del conjunto universo en virtud de que se habia validado
para un elemento arbitrario. En la proposicion genérica, este hecho fue mencionado por tres
sujetos en la tarea 1 y por un sujeto en las tareas 3, 4, 5y 6. En la demostracion del ejemplo,
solo un sujeto evidencid este indicador de conocimiento en la tarea 1. Una respuesta que
evidencia este conocimiento es la del sujeto EBH16 en la proposicion genérica de la tarea 1:

» Como la proposicién se cumple para cualquier "Xx" elemento del conjunto "U" entonces
la demostracion debe iniciarse escogiendo a un elemento cualquiera, pero fijo. Como un
representante del conjunto y luego probar que este elemento cumple con la propiedad
"P(x)". Asi como el elemento escogido es generico aseguramos que se cumple para

cualquiera dentro del conjunto (EBH16).

La demostracion indirecta, fue mencionada en las tareas 1, 3 y 4 en promedio por tres
sujetos, tanto para la proposicion genérica como en la demostracion del ejemplo, quienes
evidenciaron conocimiento de que se debia suponer la negacién de la proposicion dada

—~VxeU ( P( x)) que era equivalente a la proposicion 3x eU(—lP( x)) que debia
llegarse a una contradiccion y que una vez hecho esto podia concluirse que la proposicion
original Vx eU ( P( X ) ) era verdadera. Una respuesta que muestra conocimiento sobre la
demostracion indirecta en la proposicion genérica de la tarea 1, es la del sujeto ELHO03:

» Primeramente, es importante definir un elemento que pertenece al conjunto, este debe ser
expresado de manera general, ya que casos particulares no garantizan o justifican
adecuadamente que la proposicion se cumple para todos los elementos de U .
Seguidamente, se procede a verificar que dicho elemento "X" cumple con tal proposicion,
aqui podriamos utilizar una demostracién directa o indirecta, esta Gltima consiste en negar
la proposicién con la esperanza de llegar a alguna contradiccion, y de esta manera, al ser
la proposicion negada falsa, la proposicion sin negar seria verdadera por deduccion
(ELHO03).

El cuantificador existencial: 3x e U ( P(x))

Este cuantificador estuvo presente en la tarea 2 del cuestionario. En la tabla 15 se presenta el
numero de sujetos que dieron evidencia en sus respuestas de los indicadores de conocimiento
definidos para este cuantificador cuando se empleaba el tipo de demostracién directa e
indirecta.
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Tabla 15

Namero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento del cuantificador
existencial en la demostracion directa e indirecta

Indicadores de conocimiento de la tarea 2

PG DE
Demostracion directa
Manifiesta que debe mostrarse un elemento del universo que cumpla la propiedad o
se dice que tal elemento se podria obtener de alguna forma (prueba constructiva del 19 20
existencial).
Manifiesta que es posible garantizar que un elemento del universo cumple la
propiedad mediante teoremas que justifiquen tal existencia (prueba no constructiva 01 00
del existencial).
Demostracidn indirecta (Reduccion al absurdo)
Manifiesta que debe suponerse verdadera la proposicion —3x e U ( P( X ) ) 06 00
Manifiesta que la proposicion —3x e U ( P( X )) es equivalente a la proposicion 03 00
vxeU(—P(x)).
Manifiesta que se debe demostrar que —3xeU(P(x))=F, en donde F, 05 00
representa a cualquier afirmacion contradictoria.
Manifiesta que una vez garantizada F, entonces —3x € U( P( X )) debe ser falsa 01 00

y que en consecuencia Ix e U ( P( X ) ) debe ser verdadera

PG: proposicién genérica. DE: demostracion del ejemplo

La mayor parte de los profesores de matematicas en formacién inicial evidenciaron una
preferencia por la demostracién directa para proposiciones con cuantificacion existencial,
particularmente consideraron que para proceder en la demostracion debia exhibirse un
elemento concreto del universo que cumpliera la propiedad y, ademas, manifestaron una
preocupacion por contar con algin procedimiento, posiblemente de tipo algebraico, para
determinar tal elemento. En el caso de la proposicion genérica, tal procedimiento consistiria

en analizar el predicado P(X) para tener algun indicio de cual elemento podria funcionar,
sin embargo, los sujetos no aclararon si tal procedimiento lo considerarian como parte de la
demostracion. Algunas respuestas representativas de este caso son las siguientes:
> Debo analizar P(x) de tal manera que, este sefiale algin valor xeU , tal que cumpla
P(x) (EBH02).
> En este tipo de proposicién, basta con mostrar algin elemento de U que cumpla con la
condicion P(x), pero no siempre es facil encontrarlo, por lo que se podria despejar a " X"
en P(x) para ver su forma, y ayudarnos a determinarlo (ELHO3).

Un grupo de ocho profesores consideré que ese procedimiento de obtencion formaba
parte de la demostracion del ejemplo, aunque tal forma de proceder asume de forma implicita
la existencia. Una respuesta representativa de este caso es la del sujeto EBMO09:

> Proposicion: 3xeR:(x*=1). Demostracion: X’ =1=x"-1=0 = (x—1)(x+1)=0

=>X-1=0vXx+1=0=Xx=1v x=-1. Basta tomar 1y —1. . Los valores que existen
son 1y —1 (EBMOQ9).
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En general, los profesores solo mencionan casos de existenciales en los que es posible
exhibir un elemento de manera simple, sin aludir a aquellos cuya existencia debe ser
garantizada apelando a elementos més teoricos.

El programa de estudios de matematicas de la educacion secundaria de Costa Rica,
establece como parte del proceso razonar y argumentar que los estudiantes formulen
conjeturas y se trabaje con ellas en tres etapas: la verificacion de casos particulares, la
propuesta de un argumento matematico para su justificacion y finalmente la demostracion.
En cada una de estas etapas el conocimiento del profesor de matematica sobre los
cuantificadores, universal y existencial, es fundamental para determinar la generalidad o
particularidad de una proposicion matematica sobre la que se conjetura y en funcién de ello,
garantizar la validez de un argumento matematico para su demostracion.

4.2.1.3 Categoria 3. El tipo de conectiva légica: implicacion universal, disyuncion
universal, conjuncién universal y doble implicacion universal

La implicacion universal: vx e U[P(x)=Q( x)]

La implicacion con cuantificador universal estuvo presente en la tarea 3 del cuestionario. En
la tabla 16 se presenta la cantidad de sujetos que evidenciaron en sus respuestas los
indicadores propuestos para la demostracion directa e indirecta, en el caso de esta Gltima se
considerd la reduccion al absurdo y la contraposicion.

Tabla 16

Namero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la implicacion
universal en la demostracion directa e indirecta

Indicadores de conocimiento de la tarea 3

PG DE
Demostracion directa
Manifiesta que debe suponerse que P( x ) es una proposicion verdadera 22 21
Manifiesta que debe garantizarse que Q( X ) es una proposicion verdadera con base
en P( x) yen lateoria matematica en donde estan insertas las proposiciones P( x ) 22 21
y Q(x).
Demostracidn indirecta (Reduccién al absurdo)
Manifiesta que debe suponerse verdadera la negacion de proposicién dada y que es
equivalente a la proposicion 3x e U[ P(x)A—Q( x)]. 02 01
Manifiesta que se debe demostrar que —Vvx € U[ P(x)=Q( x) | = F, endonde F, o1 o1
representa a cualquier afirmacion contradictoria.
Manifiesta que una vez garantizada F, entonces —Vvx e U [P(x):> Q( x)] debe ser

01 01
falsa y que en consecuencia Vx € U [P(x): Q( x)] debe ser verdadera.
Demostracion indirecta (Contraposicion)
Manifiesta que debe considerarse un elemento arbitrario X del universo y demostrar 05 00

de forma directa la proposicion —Q(x)= —P( x).

PG: proposicion genérica. DE: demostracion del ejemplo

Hubo una preferencia de los profesores de matematicas en formacion inicial por la
demostracion directa, 22 en el caso de la proposicidn genérica y 21 en la demostracion del
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ejemplo, quienes mostraron conocimiento sobre los dos indicadores que refieren al criterio
de validez de la implicacion, a saber, que debia suponerse que el antecedente P(x) era

verdadero y que debia garantizarse que el consecuente Q( x) era verdadero con base en la
informacion asumida en la hipétesis y con la teoria matematica en donde estaban insertas las
proposiciones P (Xx)y Q(X). Igualmente, la mayoria de los futuros profesores de

matematicas identifica una propiedad que corresponde a una implicacién y describe la forma
de demostrarla, cubriendo los pasos previos. Una minoria de sujetos optaron por la
demostracion indirecta, seis para la proposicion genérica y uno para la demostracion del
ejemplo propuesto. En este caso la mayoria se inclinaron por el uso de la contraposicion

ﬁQ(x):ﬁP( x). Una respuesta representativa de demostracion directa es la del sujeto
ELMO4:

» En este caso se observa la demostracién por implicacién, esta demostracion se puede
realizar por negacién —(P(x)=Q(x)), pero la forma usual es cuando se toma un
elemento x que cumple con la propiedad P(x) y llegar que justamente ese mismo
elemento también cumple con la propiedad Q( x) (ELMO04).

La disyuncién universal: vx € U[P(x)vQ( x)]

La disyuncién con cuantificador universal estuvo presente en la tarea 4 del cuestionario. En
la tabla 17 se presenta la cantidad de sujetos que evidenciaron en sus respuestas los
indicadores propuestos para la demostracion directa e indirecta.

Tabla 17

NUmero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la disyuncion
universal en la demostracion directa e indirecta

Indicadores de conocimiento de la tarea 4

PG DE
Demostracion directa
Manifiesta que el incumplimiento de alguna de las proposiciones, P(x) 0 Q( x)
debe implicar el cumplimiento de la otra proposicion. Es decir, que debe 12 09
demostrarse —P( x)=Q(x) 0 —Q(x)=P(x).
Demostracion indirecta

Manifiesta que debe suponerse verdadera la proposicion
—vxeU[P(x)vQ(x)] la cual es equivalente a la proposicion 02 00
Ix e U[=P(x)A—Q( x)].

Manifiesta que se debe demostrar que —Vx e U [P(x)vQ( x)] = F, en donde - 00
F, representa a cualquier afirmacion contradictoria.

Manifiesta que una vez garantizada F, entonces —Vvx € U [P(x)vQ( x)] debe ol 00

ser falsa y que en consecuencia Vvx e U [P(x)vQ( x)] debe ser verdadera.

PG: proposicion genérica. DE: demostracién del ejemplo
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Sélo la mitad de los futuros profesores de matematicas pudo explicar como demostrar
de manera directa una disyuncion universal, teniendo dificultades para encontrar un ejemplo
que cubra esta forma de afirmacion matematica. En el caso de la demostracion directa, los
poCos sujetos que evidencian conocimiento de su demostracion, 12 en la proposicion genérica
y nueve en la demostracion del ejemplo, todos ellos transformaron la disyuncion en una
implicacion, planteando que se demostraba evidenciando que el incumplimiento de alguna

de las proposiciones, P( X) 0 Q( x) debia implicar el cumplimiento de la otra proposicion,

es decir, que debia demostrarse —P(X)=Q(x) o —=Q(x)=P(x). La demostracion

indirecta fue mencionada por dos sujetos en la proposicion genérica y no fue empleada por
ninguno en la demostracion del ejemplo, pero ambos sujetos mostraron evidencia de los
indicadores de conocimiento planteados en este caso. Se presentan dos respuestas
representativas que evidencian conocimiento sobre la demostracion directa, la del sujeto
EBHO4 en la proposicion genérica y la del sujeto ELHO1 en el ejemplo y su demostracion:

» En esta demostracion pues me basaria en hacer casos o por una proposicién equivalente
seria suponer falsa P(x) y llegar a demostrar Q( x ) o suponer falsa Q( x) y llegar a

demostrar P( x ) (EBHO04).

> Proposicion:  vxeR(x<0vx+1>0). Demostracion: usaré su equivalencia
Vxe R(ﬁ(x <0)=>x+1> 0) . Sea xe R, supdngase que x <0 es falsa, luego x>0 (por ley
de tricotomia para los nimeros reales) y como 1>0, x+1>0 (ELHO01).

La conjuncion universal: vx e U[P(x)AQ( x)]

La conjuncion con cuantificador universal estuvo presente en la tarea 5 del cuestionario. En
la tabla 18 se presenta la cantidad de sujetos que evidenciaron en sus respuestas los
indicadores propuestos para la demostracion directa e indirecta.

Tabla 18

Ndmero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la conjuncion
universal en la demostracién directa e indirecta

Indicadores de conocimiento de la tarea 5

PG DE
Demostracion directa
Manifiesta que P(x) y Q(x) son proposiciones para el elemento arbitrario X
seleccionado.
Manifiesta que debe garantizarse que tanto P ( x ) como Q( x ) son proposiciones
verdaderas con base en la teoria matematica en donde estdn insertas dichas 15 12

proposiciones.
Demostracion indirecta

16 13

Manifiesta que debe suponerse verdadera la proposicion
—-VxeU [ P(x) A~ Q( x)] la cual es equivalente a la proposicion 00 00
Ix e U[=P(x)v—-Q(x)].

Manifiesta que se debe demostrar que —vx e U[P(x)AQ( x)| = F, endonde F, 00 00

representa a cualquier afirmacion contradictoria.
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Manifiesta que una vez garantizada F, entonces —Vvx e U [P(x)/\ Q( x)] debe ser
00 00
falsa y que en consecuencia Vx e U [P(X)/\Q( x)] debe ser verdadera.

PG: proposicion genérica. DE: demostracion del ejemplo

También la conjuncidn gener6 una menor cantidad de respuestas. De los 16 sujetos que
evidenciaron indicadores de conocimiento en esta tarea, todos ellos hicieron referencia
unicamente a la demostracion directa y la mayoria evidenci6 en la proposicion genérica 'y en

la demostracion del ejemplo, que P(x) y Q(x) eran proposiciones para el elemento

arbitrario X seleccionado, 16 y 13 sujetos respectivamente. En cuanto al indicador de
conocimiento sobre el criterio de validez de la conjuncion, es decir, el conocimiento de que

debia garantizarse que P(x )y Q( x) eran proposiciones verdaderas con base en la teoria

matematica en donde estan insertas dichas proposiciones, 15 sujetos lo evidenciaron en la
proposicion genérica y 12 sujetos en la demostracion del ejemplo. Dos respuestas
representativas, una de la proposicion genérica y otra sobre el ejemplo y su demostracion,
son las de los sujetos EBM15 y ELHO02:

» Primero se da un elemento "x" en U . Luego se requiere probar ambas proposiciones
P(x) Y Q(x).Se podria trabajar cada una por aparte (EBM15).
» Proposicion: Vxe R(x2 +5>2AX< x+3). Demostracion: sea Xe R . Luego sabemos que

X >0=> X +5>5=> X2 +5>5A5>2=>x* +5>2. Ademas, se sabe que
X<XA0<3= x<x+3(ELHO02).

La doble implicacién universal: v¥x e U [P(x)@ Q( x)]

La doble implicacion con cuantificador universal estuvo presente en la tarea 6 del
cuestionario. En la tabla 19 se presenta la cantidad de sujetos que evidenciaron en sus
respuestas a los indicadores propuestos para la demostracion directa e indirecta.

Tabla 19

Namero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la doble implicacion
universal en la demostracion directa e indirecta

Indicadores de conocimiento de la tarea 6

PG DE
Demostracion directa
Manifiesta que debe garantizarse que tanto P(x)=Q( x) como Q( x)=P(x) 22 20
son proposiciones verdaderas.
Demostracidn indirecta (Reduccién al absurdo)
Manifiesta que debe suponerse verdadera la proposicion —Vvx e U [P(x)<:> Q( x)]
la cual es equivalente a la proposicion 00 00
Ix eU [( P(x)A=Q( X)) v (Q(x)A=P( x))}
Manifiesta que se debe demostrar que —Vvx e U [P(x)c Q( x)] = F, en donde 00 00
F, representa a cualquier afirmacion contradictoria.
Manifiesta que una vez garantizada F, entonces —Vx e U [P(x)@ Q( x)] debe

00 00

ser falsa y que en consecuencia Vx e U [P(x)c) Q( x)} debe ser verdadera.
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Demostracion indirecta (Contraposicién)
Manifiesta que debe considerarse un elemento arbitrario X del universo y demostrar

de forma directa la proposicion —Q(x)<> —P( x). 00

PG: proposicién genérica. DE: demostracion del ejemplo

La mayoria de los futuros profesores de matematicas explicaron como demostrar este
tipo de proposicion mediante una demostracion directa. La gran mayoria de los sujetos
evidencid conocimiento sobre el indicador fundamental de cdmo proceder en este tipo de

demostracion, a saber, que debia garantizarse que tanto P(x)zQ(x) como

Q( x):> P( X) eran proposiciones verdaderas, 22 en la proposicién genérica y 20 en la

demostracion del ejemplo. La demostracion indirecta solo fue mencionada por dos sujetos en
la proposicion genérica y ambos conocian que debia considerarse un elemento arbitrario X

del universo y demostrar de forma directa la proposicion ﬁQ(x)<:> —|P( x). Se presenta un
par de respuestas tipicas de la demostracion directa, la del sujeto ELMO7 para la proposicion
genérica y la del sujeto EBHO7 para el ejemplo y su demostracion:
» Sedaunelemento genérico del universo y se realiza la demostracién en ambas direcciones,
es decir, se prueba que WxeU (P(x)=Q(x))y ¥xeU(Q(x)=P(x))(ELMO?).

> Proposicion: VXER(In( x)=0<:>x:1). Demostracion: sea X e R . =) Supongamos que:
In(x)=0. Debemos probar que x=1. Veamos: In(x)=0=>x=e’=x=1. <)
Supongamos  que: X=1. Debemos probar que In(x)=0. Veamos:
x=1=In(x)=In(1)=>In(x)=0(EBHO7).

4.2.1.4 Formas alternativas de proceder en la demostracién no contempladas en los
indicadores de conocimiento y ajuste del ejemplo concreto a la estructura sintactica

A continuacidn, se presenta una sintesis de las respuestas de los sujetos que presentaron
formas de proceder en la demostracion no contempladas en los indicadores de conocimiento
que hemos propuesto en este estudio:

1. La induccion matematica fue mencionada en la tarea 1 por cuatro profesores de
matematicas en formacion inicial como una posible forma de proceder en la demostracion

de la proposicion genérica VX e U ( P(x)), tres de ellos aclararon que siempre que el

conjunto universo fuera el conjunto de los nimeros naturales. Se presenta un par de
respuestas, la del sujeto EBHO04 que no aclara si el conjunto universo es el conjunto de
los numeros naturales y la del sujeto ELMO7 que si lo indica:

» Lo que sugiere esta demostracion es que para cualquier nimero que usted se tome del
conjunto U 0 no necesariamente es un ndmero, puede ser un elemento, debe vivir o
satisfacer la propiedad P(x), por lo que un método a usar seria induccion matematica

(EBHO4).

» Dado que se debe satisfacer la propiedad para todos los elementos, debe presentarse un
elemento genérico del universo. Si la forma del elemento interfiere en los pasos para la
demostracion (por ejemplo en 7, se puede tener x=0, x=a (aeN), x=—a ), @ Veces es

necesario presentar la demostracion por casos. Por ejemplo, si U =N, debe evaluarse la
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posibilidad de que se demuestre por medio del axioma de induccion matematica, por el
principio de induccion matematica o por el principio de induccién fuerte (ELMO07).

2. El uso de un conjunto universo finito fue propuesto por dos sujetos en la tarea 4, tres
sujetos en la tarea 5 y un sujeto en la tarea 6. En todos los casos, los sujetos brindaron un
ejemplo de proposicién en donde el conjunto tenia pocos elementos y en su demostracion
verificaron el cumplimiento de la propiedad en todos los casos. Una respuesta
representativa es la del sujeto EBHO3 en la tarea 5:

> Proposicion: Sea U ={2,4,6,8 VXeU(Xsz(k:1,2,3,4)/\x>0). Demostracion:
para 2:x=2-1=2 2>0, para4:x=2-2=4 4>0, para6:x=2-3=6 6>0,
para 8:x=2-4=8 8>0 (EBHO03).

3. Dos sujetos en la demostracion del ejemplo de la tarea 4 consideraron a un elemento
arbitrario del universo y posteriormente presentaron una demostracién adecuada por
casos. Un ejemplo es la respuesta del sujeto EBMO09:

» Proposicién: VxeR (x2 >0v x=0). Demostracion: sea X € R. Por tricotomia: caso 1

X>0.X>0AX>0=x-x>0=x*>0, caso 2 X<0.x<0Ax<0=x-x>0=x*>0
cas03 X=0.x=0AXx=0=>x-x=0=>x*=0 .. x*>0vx=0 (EBMO09).

4. Cuatro sujetos mencionaron en la proposicion genérica de la tarea 6 que podria trabajarse
la doble implicacion de manera simultanea, es decir, como condicion necesaria y
suficiente simultdneamente, sin necesidad de trabajar las dos implicaciones por separado.
Como ejemplo se presenta la respuesta del sujeto EBM15:

» Primero, me doy un elemento del conjunto U . Luego se decide en cual de los dos sentidos
del si y sélo si, se quiere trabajar, pues muchas veces hay un caso sencillo y otro méas
complejo. Si se inicia en el sentido =), se supone P(x) verdadera y se prueba Q(x);

luego se prueba <), es decir se supone Q(x) verdadera y se prueba P(x). Ahora, hay

demostraciones en donde se puede trabajar el < directamente sin necesidad de demostrar
las dos direcciones (EBM15).

Las formas alternativas de proceder en la demostracion mencionadas por los sujetos,
evidencian conocimiento sobre la demostracion matematica. Aunque la induccion
matematica y las demostraciones en donde se utiliza un conjunto universo finito, no tienen
presencia en el programa de estudios de matematicas de la educacion secundaria
costarricense, ambos procedimientos pueden ser empleados por el profesor de matematicas
en la exploracion de conjeturas para la verificacion de casos particulares antes de presentar
una demostracion matematica formal.

Por otra parte, 21 sujetos en promedio brindaron un ejemplo concreto de la proposicién
genérica, en cada una de las seis tareas del cuestionario, que se ajustaba a la estructura
sintactica solicitada. Dos respuestas representativas son las de los sujetos EBH02 para la
proposicion de la tarea 1 y ELMO7 para la proposicion de la tarea 2:

> Proposicién en la estructura Yx U (P(x)) en latarea 1: Vxe R(x* > 0) (EBHO2).

> Proposicion en la estructura 3x €U (P(x)) enlatarea 2 : 3x e Z(x +1=0)(ELMO7).
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Con base en los resultados presentados en este apartado, se pueden sintetizar las
siguientes apreciaciones sobre el conocimiento de los profesores de matematicas en
formacion inicial sobre las formas de proceder en una demostracién en funcion de la
estructura légico-sintactica:

1. El conocimiento sobre la forma de demostrar y qué ejemplos hay de cada proposicion
es amplio en la muestra de sujetos examinados.

2. Una gran mayoria de los sujetos expresa con claridad como se demuestran
proposiciones de los tipos sefialados y muestra conocimiento para buscar un ejemplo
de cada una de ellas, y describir como se realiza su demostracion.

3. La mayoria de los sujetos evidencia conocimiento sobre el tipo de demostracion
directa, aunque algunos muestran conocimiento sobre el tipo de demostracion
indirecta.

4. Las proposiciones con disyuncion y conjuncion presentan menos respuestas, tanto en
su explicacion de como demostrarlas como en los ejemplos de las mismas.

5. Los futuros profesores describen con mas claridad la demostracion del cuantificador
universal, pues las del cuantificador existencial las identifican muchos de ellos con la
necesidad de construccion del elemento que lo satisface.

6. Aparecen algunas categorias de conocimiento sobre demostracion que fueron mas
alla de lo demandado en el cuestionario, como la demostracion por induccion o la
relacién entre la doble implicacion y la condicién necesaria y suficiente.

4.2.2 Evaluacién de argumentos matematicos en funcién de la estructura légico-
sintactica. Categoria 3. El tipo de conectiva logica: implicacion universal

Los resultados se presentan considerando la categoria denominada implicacion universal
para analizar las respuestas de los sujetos en torno a dos cuestiones: (a) indicar si el
argumento correspondia 0 no a una demostracién matematica de la proposicion P: cualquier
namero real satisface que, si es positivo, entonces la suma de este y su inverso multiplicativo
es mayor o igual a dos y (b) explicar de manera amplia las razones de su escogencia. Se
establecieron indicadores de conocimientos para cada uno de los cuatro argumentos
considerados. En cada uno de ellos se presenta la cantidad de sujetos que lo consideraron o
no como una demostracion y que evidenciaron en sus respuestas conocimiento de los
indicadores propuestos.

Se presenta, ademas, y cuando corresponda para cada argumento, la sintesis de las
respuestas de los sujetos que no fueron contempladas en los indicadores y que evidencian
conocimiento de los aspectos l6gico-sintacticos de la demostracion.

4.2.2.1 Argumento 1: demostracion de un caso particular

En la evaluacion de este argumento, 23 sujetos de los 25 consideraron que no correspondia a
una demostracion matematica de la proposicion dada y todos ellos evidenciaron
conocimiento de que esto obedecia a que el argumento consideraba un caso particular.
Algunas respuestas representativas son las siguientes:

> Al tratarse de una proposicion que aplica a todos los elementos del conjunto (IR), no es
posible demostrarla mediante un ejemplo puntual con uno de los elementos en particular,
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sino que debe partirse tomando un elemento genérico del conjunto que represente a
cualquier elemento del conjunto y probar con él que se satisface la propiedad (EBH10).

» Pues debe garantizarse que la proposicion es verdadera para cualquier nimero real " x" y
en el argumento brindado se toma el caso particular x =2 —~/3 (ELMO7).

Un grupo de seis profesores consideré que el argumento seria una demostracion
matematica si la proposicion tuviera un cuantificador existencial, lo que evidencia
conocimiento sobre como demostrar una proposicion con dicho cuantificador exhibiendo un
elemento concreto del universo. Dos respuestas representativas son las siguientes:

» Setoma especificamente el nimero (2 — \/5) y la proposicion es para todo nimero, asi que
el argumento es valido para mostrar que existe uno que si lo cumple (EBMO05).

» Considero que no es una demostracion adecuada pues la proposicion dice que se cumple
para cualquier r € Ry en la demostracién solo se usa un valor especifico y eso no indica

que sirve para todos, solo indica que sirve para r = 2-3 y a partir de eso no se puede
generalizar para todos los reales. Esto puede probar una existencia, sin embargo, no un
para todo (EBMOQ9).

4.2.2.2 Argumento 2: demostracion del reciproco

En la evaluacion de este argumento, 23 sujetos de los 25 consideraron que no correspondia a
una demostracion matematica de la proposicion dada y 19 de ellos evidenciaron
conocimiento de que esto obedecia a que el argumento consideraba el reciproco del
predicado. Algunas respuestas representativas son las siguientes:

> Porque la proposicion tiene una forma de implicacion (P = Q) asi que debe suponerse
cierto el antecedente y probar el consecuente, no al revés, puesto que la estructura l4gica
no es esa (EBH16).

> Pues la proposicion P es Vxe IR( (x>0)= (x +xt> 2) ) (expresada de manera

simbolica) y en el argumento dado, se demuestra el reciproco, es decir,
VXGR((X+X_122):>(X>O)) (ELMO7).

4.2.2.3 Argumento 3: demostracion directa de la implicacion universal

En la evaluacion de este argumento, 22 sujetos de los 25 consideraron que correspondia a
una demostracion matematica de la proposicion dada y todos ellos manifestaron
conocimiento. En la tabla 20 se presenta el nimero de sujetos que dieron evidencia en sus
respuestas de los indicadores de conocimiento definidos para la demostracion directa de la
implicacion universal.

Tabla 20

Ndmero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la demostracion
directa de la implicacion universal

Indicadores de conocimiento Tarea 3

Manifiesta que debe considerarse un elemento arbitrario del universo . 8
Manifiesta que debe suponerse que el antecedente x > 0 es una proposicion verdadera. 20



117
CAPITULO 4. RESULTADOS

. . 1 .
Manifiesta que debe garantizarse que el consecuente ( X+ = j > 2 es una proposicion
X

. , 20
verdadera con base en el antecedente x > 0 y en la teoria matematica en donde estan
insertas ambas proposiciones.
e . 1 .
Manifiesta que la propiedad x>0:>[x + —jzz se satisface para todos los elementos 0
X

del conjunto universo R en virtud de que se habia validado para un elemento arbitrario.

Como puede observarse en la tabla anterior, la mayoria de los sujetos evidencia
conocimiento sobre la forma de proceder en la demostracion directa de la implicacion
universal, es decir, conocen que debe suponerse verdadero el antecedente y posteriormente
debe garantizarse la veracidad del consecuente. No obstante, muy pocos sujetos hicieron
referencia explicita a la escogencia de un elemento arbitrario del conjunto universo, que
precisamente es lo que avala la forma de proceder en la demostracion directa de la
implicacion. Asimismo, ninguno de los sujetos sintio necesidad de expresar la validez de la
propiedad para todos los elementos del conjunto universo en virtud de que se garantiz6 para
un elemento genérico. Algunas respuestas representativas son las siguientes:

» Porque como la proposicion tiene forma de implicacion, se supone que X >0 como cierto
y se debe verificar que la suma del nimero y su inverso multiplicativo es cierto, justo como
muestra el recuadro. Ademas de que se hace para un valor de x, arbitrario pero fijo
(EBH16).

» Seinicia de forma correcta segun el cuantificador dandose un elemento cualquiera que sea
real. Luego utiliza la implicacion de manera correcta, con la hipotesis de que x>0 y
menciona el consecuente (lo que debe probar) llegando a probarlo a partir de la operacién

x+——2 utilizada por conveniencia, ya sabiendo que la expresion que es equivalente a
X

ella es mayor o igual a cero, asi ella también lo es y logra probar el consecuente de la
implicacion (ELHO2).

4.2.2.4 Argumento 4: demostracion por reduccion al absurdo de la implicacion
universal

En la evaluacién de este argumento, 21 sujetos de los 25 consideraron que correspondia a
una demostracion matematica de la proposicion dada y 16 de ellos manifestaron
conocimiento de los tres indicadores propuestos. Ademas, hubo cuatro sujetos que afirmaron
que el argumento era una demostracion, aunque su respuesta no evidencio ningun indicador
al igual que en los cuatro sujetos que manifestaron que no era una demostracion matematica.
En la tabla 21 se presenta el nimero de sujetos que dieron evidencia en sus respuestas de los
indicadores de conocimiento definidos para la demostracion por reduccion al absurdo de la
implicacion universal.
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Tabla 21

Namero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la demostracion por
reduccion al absurdo de la implicacion universal

Indicadores de conocimiento Tarea 3

Manifiesta que debe suponerse verdadera la negacion de proposicién dada y que es

2
equivalente a la proposicién 3x R{x > OA(X hi 1} < 2} : 16
X

Manifiesta que se debe demostrar que —VxeR [x>0 = ( X+ lj > Zj = F en
X

donde F, representa a cualquier afirmacion contradictoria, en este caso F, es la 16
contradiccion ((x —1)* <0 A (x—1)* 20)
Manifiesta que una vez garantizada F, entonces -V xeR [x>0 = ( X + 1} > 2}
X
debe ser falsa y que en consecuencia VxeR (x>0 = [ X + lj > 2) debe ser 16
X

verdadera.

Algunas respuestas representativas de los sujetos que evidenciaron conocimiento son
las siguientes:

> Estasi corresponde a una demostracion de un para todo () o para cualquier nimero real
positivo, porque parte de la suposicion de que exista un elemento que no cumpla la

proposicion y al llegar a una contradiccion, no queda mas que concluir que la proposicion
es verdadera (EBH17).

» Se esta partiendo del supuesto que la proposicion P es falsa y se esta llegando a una
contradiccion légica, esto concluye que la proposicién P no puede ser falsa y de acuerdo
con la Ley del medio excluido la proposicion debe ser verdadera, correspondiendo a una
demostracidn para la proposicion P (ELHO06).

Con base en los resultados presentados en este apartado, se aprecia que una gran mayoria de
los futuros profesores de matematicas evidencia conocimiento para discriminar si una
argumentacioén es 0 no demostracion matematica de una propiedad aritmética como la
propuesta. Muestran conocimiento para apreciar formas perversas de justificar que no pueden
considerarse demostraciones, como la demostracion para un caso particular, o la del teorema
reciproco, asi como para reconocer cuando se han realizado los pasos precisos para demostrar
la proposicion. No obstante, disminuye considerablemente la cantidad de sujetos que
identifica los pasos cuando se plantea una demostracion por reduccion al absurdo.

4.3 RESULTADOS DE LA FASE EMPIRICA 2: EL CONOCIMIENTO
ESPECIALIZADO SOBRE LA VALIDEZ MATEMATICA DE LA
DEMOSTRACION

Los resultados se presentan considerando las cuatro categorias definidas en esta fase para
analizar las respuestas de los sujetos de investigacion en torno a las siguientes cuestiones: (a)
indicar si el argumento correspondia o0 no a una demostracion matematica de la proposicion
dada, (b) explicar de manera amplia las razones de su escogencia y (c) en el caso de que el
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argumento dado no correspondiera a una demostracion matematica de la proposicion dada,
indicar cuél o cuales modificaciones harian al argumento matematico para que lo sea.

Para cada una de las cuatro categorias de analisis definidas: (1) el uso parcial de la
hipdtesis sobre el discriminante no negativo presente en la tarea 1, (2) el uso indebido del
axioma de la existencia del inverso multiplicativo presente en la tarea 2, (3) el uso indebido
de las definiciones de nimero entero par e impar presente en latarea 3y (4) el uso adecuado
de hipotesis, axiomas, definiciones y teoremas en la demostracion del teorema de la suma de
las medidas de los angulos internos de un triangulo en la Geometria Euclidiana presente en
la tarea 4, se establecieron indicadores de conocimiento. Se presenta para cada una de ellas
la cantidad de sujetos que consideraron o no al argumento propuesto como una demostracion
y que evidenciaron en sus respuestas conocimiento de los indicadores propuestos.

Se presenta, ademas, y cuando corresponda, la sintesis de las respuestas de los sujetos
que no fueron contempladas en los indicadores y que evidencia conocimiento de los aspectos
matematicos de la demostracion.

4.3.1 Categoria 1: el uso parcial de la hipotesis sobre el discriminante no negativo

En la evaluacion de este argumento en la tarea 1, 17 sujetos de los 19 consideraron que no
correspondia a una demostraciébn matematica de la proposicion dada y 15 de ellos
evidenciaron al menos uno de los indicadores de conocimiento definidos. Ademas, dos
sujetos afirmaron que el argumento era una demostracion, pero no evidenciaron ningun
indicador al igual que otros dos sujetos que manifestaron que no era una demostracién
matematica. En la tabla 22 se presenta el nimero de sujetos que dieron evidencia en sus
respuestas de los indicadores de conocimiento definidos para esta categoria.

Tabla 22

Ndmero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la categoria 1: el uso
parcial de la hipétesis sobre el discriminante no negativo

Indicadores de conocimiento Tarea 1l

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se usa parcialmente
la hipdtesis (b” —4ac)>0. 15
Manifiesta que debe considerarse la hipotesis (b2 —4ac) >0en la correccion del 8
argumento pero no exhibe ninguno de los nimeros reales que cumplen la existencia.
Manifiesta que debe considerarse la hipotesis (b2 —4ac) > 0 para exhibir alguno de los

[ 2 [ 2
nimeros reales x= w 0 X= w en la correccion del 7

a a

argumento.

Se presentan las respuestas representativas de dos sujetos que manifestaron que el
argumento no era una demostracion debido al uso parcial de la hipétesis, el sujeto ELH06
completa su apreciacion exhibiendo un numero real para satisfacer la existencia, 1o que no
hace el sujeto EBM12:

> Explicacion: Unicamente demuestra que la proposicién mateméatica es valida para el caso
cuando b® —4ac =0, faltaria demostrarla para el caso cuando b* —4ac > 0. Utiliza un caso
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particular. Correccién: Para el caso cuando b? —4ac > 0. Basta considerar el nimero real

2
X_—b+\/b2—4ac —b+\/b2—4ac} +b(—b+\/b2—4acj+c

. Luego ax’* +bx+c=a
2a 2a 2a

, 2 2
A (b2—4ac—2b\/b2 —4ac +b2)+%+c

_ b?—4ac—2byb* - 4ac +b’ . bvb* —4ac - b’ e
4a 2a
2b? —4ac—2by/b? —4ac  by/b® —4ac —b?
- + +C
4a 2a
2 2
) Z(b —2ac—byb —4ac)+ b/b? —dac — b2 e
Aa 2a
_ b? —2ac—hy/h? —4ac +by/b? —4ac —b? + 2ac
2a
_0
2a
=0
—b++/b* - 4ac

Asi, el nimero real x = satisface la existencia (ELHO06).

2a
» Explicacion: En la hipétesis dice que b* —4ac >0, pero cuando se hace la demostracion
solo se toma en cuenta el caso en que b® —4ac =0 y no se toma en cuenta cuando es mayor
a cero, por lo cual la demostracion no estéa del todo correcta. Correccion: Tomaria los dos
casos, cuando b®* —4ac =0 y cuando b® —4ac > 0. Por lo que, faltard buscar un xe R que
cumpla el segundo caso (EBM12).

4.3.2 Categoria 2: el uso indebido del axioma de la existencia del inverso multiplicativo

En este argumento, presente en la tarea 2, Unicamente siete sujetos apreciaron la cualidad
abusiva del razonamiento, manifestando que no era una demostracién matematica y de ellos
cinco evidenciaron la razén mediante alguno de los indicadores propuestos. En la tabla 23 se
presenta el nimero de sujetos que dieron evidencia en sus respuestas de los indicadores de
conocimiento definidos para esta categoria.

Tabla 23

Ndmero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la categoria 2: el uso
indebido del axioma de la existencia del inverso multiplicativo

Indicadores de conocimiento Tarea 2

Manifiesta que el argumento no es una demostracion debido a que se emplea de manera
incorrecta el axioma del inverso multiplicativo al considerar al nimero real n™* sin 5
garantizarse que n=0.
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Manifiesta que deben considerarse dos casos en la correccion del argumento: (1) cuando
n=0y ahi emplear el axioma del inverso al multiplicar por n™ y (2) cuando n=0 4
para deducir que m=0 y por lo tanto |m|=|n|.

Como puede observarse en la tabla anterior, cinco sujetos manifestaron que el
argumento no era una demostracion debido al uso indebido del axioma del inverso
multiplicativo y de ellos, cuatro dieron evidencia en la correccion del argumento de la
necesidad de considerar dos casos: cuando n= 0y cuando n=0.

Se presentan las respuestas representativas de dos sujetos que manifestaron que el
argumento no era una demostracion debido al uso indebido del axioma del inverso
multiplicativo, el sujeto EBHO02 que en la correccion del argumento hace referencia a la
consideracién de casos para utilizar el inverso multiplicativo y el sujeto EBHO03 que no lo
hace:

» Explicacién: Porque se generaliza para cualesquiera m,neZ y parte de que m dividea n
y n divide a m aunque si uno de ellos es cero para que sean divisibles uno con otro ambos
deben ser cero. Para evitar el n™ el cual se indefine en el caso que sea cero. Correccion:
Tomado n,meZ—{0} caso | como se realiz6. Por aparte Caso Il para n=0y m/n =

m/0 = mgq=0,qeZ ycomo N/Mm=nk=m,keZ=0k=m = m=0. Por lo tanto
|0]=|0] . Asi por caso Iy caso Il |m|=|n| (EBH02).

» Explicacion: La demostracion le falta, ya que se utiliza la definicion de que un nimero sea
divisible por otro de una manera correcta, y todo el resto de los pasos estan bien. Pero
parece que si se debe incluir el caso si n=00 m=0, ya que en un paso se esta
multiplicando a ambos lados de la desigualdad por n™*, pero es claro que n novaaser 0
ya que se contradeciria la hipétesis de que m/n y n/m, pues m/0 y 0Xm. Lo mismo
pasariasi m=0. Para que se cumplacon 0, ambos m,n debenser 0. Correccién: Si m=0
, N#0, n/0 y 0Xn j! contradice la hipotesis. Si n=0, m=0, m/0 y 0Xm j!
contradice la hipotesis. Si m=0y n=0, 0/0 y 0/0, se cumple el teorema pues |0| =|0|
(EBHO03).

En cuanto a los 12 sujetos que manifestaron que el argumento era una demostracion
matematica, ninguno de ellos evidenci6 algunos de los indicadores propuestos. Sin embargo,
tres de ellos hicieron referencia en su explicacion al inverso multiplicativo. El sujeto EBM11
planteé que no era necesario que n* fuese un nlmero entero, pero sin precisar que su
existencia no estaria garantizada en el caso de que n fuera cero. Los sujetos EBM05y EBH16
manifestaron que n* existe cuando n sea diferente de cero, no obstante, evidenciaron un
conocimiento de la divisibilidad que implicaba que n era diferente de cero. A continuacion,
se presentan las tres respuestas:

» Explicacion: No se necesita que el n~*sea un nimero entero, por ello no nos afectaria en
ningun momento. Ademas, se parte de la definicidn para concluir con un valor de verdad
(EBM11).

> Explicacion: Los argumentos estan correctos. Es claro que si m/n y n/m no pueden ser
cero n'y m. Asi seria bueno especificar que existe n™'. Parte las hipétesis, traduce bien y
aplica las propiedades adecuadas. Realiza claramente la conclusion que evidencia lo que
tiene que mostrar (EBMO5).
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» Explicacion: El Gnico problema que podria presentar el argumento, es cuando se multiplica
por n* en la igualdad, pero como por hipdtesis m/n; entonces m=0 y como n/m
entonces n#0 por lo que n™ estd perfectamente definido. Por lo que el resto de
razonamientos a partir de ahi, tienen todo el sentido, y también se cubren todos los huecos
que podrian quedar, lo Unico que se puede agregar es que la sustitucion se puede hacer en
cualquiera de las dos ecuaciones resultantes de la definicion de m/n y n/m (EBH16).

Las respuestas anteriores muestran que los sujetos EBMO05 y EBH16 consideraron al
argumento como una demostracion debido a imprecisiones en su conocimiento sobre la
divisibilidad, pero evidencian conocimiento de que un numero real posee inverso
multiplicativo si es diferente de cero.

4.3.3 Categoria 3: el uso indebido de las definiciones de niUmero entero par e impar

En este argumento, presente en la tarea 3, 16 sujetos de los 19 manifestaron que no era una
demostracion matematica y de ellos 14 evidenciaron alguno de los indicadores propuestos.
Ademas, tres sujetos afirmaron que el argumento era una demostracion, pero no evidenciaron
ningun indicador al igual que otros dos sujetos que manifestaron que no era una demostracion
matematica. En la tabla 24 se presenta el numero de sujetos que dieron evidencia en sus
respuestas de los indicadores de conocimiento definidos para esta categoria.

Tabla 24

Numero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la categoria 3: el uso
indebido de las definiciones de nimero entero par e impar

Indicadores de conocimiento Tarea 2

Manifiesta que el argumento no es una demostracién debido a que se usan de forma

. LS , - 13
incorrecta las definiciones de nimero par e impar.

Manifiesta que debe emplearse en la correccién del argumento la definicién de nimero
impar para expresar que 2p+1=m Yy 2q+1=n;Yy la definicion de nimero par para 14
concluirque m+n=2j con jeZ

Como se observa en la tabla anterior, 13 sujetos manifestaron que el argumento no era
una demostracion por el uso indebido de las definiciones de nimero par e impar y todos ellos
evidenciaron en la correccion del argumento el uso correcto de las definiciones. Hubo un
sujeto, EBHO02, que no evidencio el primer indicador en su explicacién, sin embargo, en la
correccion del argumento manifesté conocimiento del segundo indicador.

Se presentan las respuestas representativas de tres sujetos que manifestaron que el
argumento no era una demostracion. La respuesta del sujeto EBHO02 mencionado en el
parrafo anterior y las respuestas de los sujetos EBM12 y ELHO02 que presentan evidencia de
los dos indicadores de conocimiento planteados:

> Explicacion: En linea 3 toma 2m+1= p, claramente toma p como un ndmero par. Asi

2m+l=p= 2m=p-1= m:pT_1 y P es par, entonces p—1 es impar, entonces

m:pT_leZ ya que 2X(p-1). Misma idea para 2n+1=q. Correccion: En linea 3,

m=2p+1 y n=2q+1. Luego m+n=2p+1+2q+1=2p+2q+2=2(p+q+2).
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Donde p+q+2eZ. Tome a=p+q+2. Asi m+n=2(p+q+2)=2a lo cual es
definicion de ser par. Garantizando que m+ n es par (EBHO02).

» Explicacion: Al decir que 2m+1= p garantiza que P es impar, sin embargo, no garantiza
gue el m seaimpar, ya que si m es par o impar se cumple lo mismo. Por otra parte, llega
aque 2(m+n)=j, jeZ esto garantiza que j es par pero no que m-n €s par, esta suma
podria ser impar que al multiplicarla por 2 el j da par. Correccién: Tomaria mas bien la
definicion para m y n m=2p+1 y n=2q+1 asi al sumarlos me quedaria
m-+n=2(p+q+1)donde asegura que m+n si es par (EBM12).

» Explicacion: Se define de forma incorrecta los valores de m y n como enteros, debe ir al
reves el valor de m por p, y de igual forma n por g. Correccion: Como m y n son
impares cumplen que: m=2p+1y n=2q+1,con p,qeZ.Luego m+n=2p+2q+2
= m+n=2(p+q+1),con p+q+leZ. Asi, m+n=2-r,con r=p+q+ly rez
teniendo la forma de un nimero par m+n (ELHO02).

4.3.4 Categoria 4: el uso adecuado de hipdtesis, axiomas, definiciones y teoremas en la
demostracion del teorema de la suma de las medidas de los angulos internos de un
triangulo en la geometria euclidiana

En este argumento, presente en la tarea 4, todos los 19 sujetos manifestaron que era una
demostracion matematica, aunque la mayoria se limit6 a realizar esta apreciacion, pues solo
nueve evidenciaron alguno de los indicadores de conocimiento propuestos. En la tabla 25 se
presenta el nimero de sujetos que dieron evidencia en sus respuestas de los indicadores de
conocimiento definidos para esta categoria.

Tabla 25

Ndmero de sujetos que evidencian los indicadores de conocimiento de la categoria 4: el uso
adecuado de hipdtesis, axiomas, definiciones y teoremas en la demostracion del teorema de
la suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo en la Geometria Euclidiana

Indicadores de conocimiento Tarea 2

Manifiesta que la hipétesis del teorema es que se considera un triangulo cualquiera en

la Geometria Euclidiana. 0
Manifiesta que se emplea en el argumento el postulado de las paralelas en la Geometria 6
Euclidiana.

Manifiesta que se emplean en el argumento definiciones matematicas. 2
Manifiesta que se emplean en el argumento teoremas matematicos. 5

Con base en la tabla anterior, se puede notar que, pese a que todos los futuros profesores
de matematicas identificaron como valida la demostracion de la propiedad de la suma de las
medidas de los &ngulos de un tridngulo, ninguno hizo referencia a que la proposicion es una
afirmacion general, que parte de la hipotesis de que se consideraba un triangulo cualquiera
en la Geometria Euclidiana. Sin embargo, dos sujetos, dieron evidencia de conocimiento
sobre el uso del postulado de las paralelas, definiciones y teoremas simultdneamente; cuatro
sujetos dieron evidencia unicamente del uso del postulado de las paralelas y tres sujetos
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dieron evidencia Unicamente del uso de teoremas matematicos en el argumento. Para ilustrar
esto, se presentan tres respuestas: la del sujeto EBM12 que evidencia el uso del postulado de
las paralelas, definiciones y teoremas; la del sujeto EBHO2 que refiere Unicamente al
postulado de las paralelas y la del sujeto EBMO05 que refiere Unicamente al uso de teoremas:

» Explicacion: Los teoremas que esta utilizando ya han sido probados, el postulado de las
paralelas y el de los angulos alternos internos entre paralelas. De igual manera se emplean
bien las definiciones, como la de par lineal, angulo interior (EBM12).

> Explicacion: Se garantiza que se establece la geometria euclidiana. Por lo que el 5°
postulado es cierto. Ademas, garantiza que los puntos generados, crean un par lineal para
sustituir correctamente los &ngulos por sus alternos internos correspondientes.

Demostrando que la suma de angulos internos es 180° (EBH02).

» Explicacion: Utiliza todos los enunciados y los teoremas de forma correcta. Muestra
claramente que es verdadero cada uno de los pasos. Utiliza propiedades. Parte de las
hipétesis, aplica las propiedades de forma correcta y muestra claramente lo que debe
probar. Realiza la conclusion (EBMO05).

En el caso de los 10 sujetos de investigacion que indicaron que el argumento era una
demostracion de la proposicion dada pero que no evidenciaron ninguno de los indicadores
propuestos, en sus respuestas apreciamos imprecisiones para justificar la validez de un
argumento matematico cuando este es correcto, basando sus respuestas en generalidades
como: la presencia de una estructura logica adecuada, es decir, el partir de una proposicién
verdadera y generar conclusiones parciales verdaderas que conducen a la conclusion, la
consideracién de todas las posibilidades y su correspondiente justificacion, el uso de
resultados anteriores de la geometria euclidiana y la claridad del argumento.

Con base en los resultados presentados en este apartado, se aprecia que la totalidad de
los futuros profesores de matematicas evidencia conocimiento para determinar cuando un
argumento constituye una demostracion matematica de una proposicion, aunque pocos
sujetos brindan las justificaciones para ello. Asimismo, la gran mayoria evidencia
conocimiento para discriminar si un argumento no corresponde a una demostracion
matematica en funcién de aspectos matematicos como el uso parcial de la hipotesis y el uso
indebido de las definiciones. Sin embargo, hay una disminucion importante de sujetos que
identifica el uso indebido del axioma del inverso multiplicativo.

En cuanto a la correccion de los argumentos que no corresponden a una demostracion
matematica, hay un descenso de la cantidad de sujetos que consideran en sus propuestas de
modificacion al argumento, los aspectos matematicos que lo invalidaban: (1) en el argumento
3, 14 de 19 sujetos sugirieron que debian modificarse las definiciones de nimero par e impar,
(2) en el argumento 1, siete de 19 sujetos indicaron que debia emplearse la hipotesis completa
del discriminante no negativo y exhibieron algun nimero real para satisfacer la existencia
mientras que ocho de 19 sujetos sélo hicieron referencia al uso de la hipétesis completa y (3)
en el argumento 2, cuatro de 19 sujetos manifestaron que debian considerarse dos casos para
el nimero en cuestion, cuando era cero y cuando era diferente de cero para poder emplear el
axioma del inverso multiplicativo.
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44 RESULTADOS DE LA FASE EMPIRICA 3: LA CONVICCION DE UN
ARGUMENTO MATEMATICO

Los resultados se presentan considerando las respuestas de los sujetos de investigacion en
torno a las siguientes cuestiones: (a) escoger el orden en el que los argumentos le parecen
mas convincentes, (b) explicar las razones por las que ha escogido al argumento més
convincente y (c) explicar las razones por las que ha escogido al argumento que le parece
menos convincente.

En la tabla 26, se presenta para cada argumento, la cantidad de sujetos que lo
consideran como el més convincente y el menos convincente.

Tabla 26
Numero de sujetos que consideran a los argumentos mas 0 menos convincentes

NuUmero de argumento Cantidad de sujetos que lo eligen Cantidad de sujetos que lo eligen
como el més convincente como el menos convincente
1 0 7
2 1 7
3 16 0
4 1 2
5 1 3

Con base en la tabla anterior, se puede observar que la gran mayoria de sujetos de
investigacion considero6 al argumento 3 como el mas convincente. Este argumento es el que
usualmente se presenta a los profesores de matematicas en formacion inicial en algunos
cursos de la carrera de ensefianza de la matematica en la Universidad Nacional de Costa Rica,
por lo que podriamos suponer que les es bastante familiar. Ademas, es el argumento que se
presenta en las recomendaciones metodoldgicas en el programa de estudios de matematicas
para la educacion secundaria en Costa Rica dirigidas a los profesores para favorecer el
proceso de razonar y argumentar en sus alumnos.

Asimismo, se puede notar que los argumentos 1 y 2 fueron los menos convincentes
para los sujetos de investigacion. Como se indicé en el capitulo 3 sobre la metodologia de la
investigacion, especificamente en el apartado de anélisis de la informacion del cuestionario
4, las caracteristicas de los argumentos menos convincentes para los sujetos de investigacion,
no las consideramos ya que no eran nuestro objetivo de estudio. No obstante, es interesante
que, solo el argumento 2 no corresponde a una demostracion de la irracionalidad de la raiz
cuadrada de dos, ya que Unicamente demuestra su existencia y, sin embargo, solo siete sujetos
lo eligieron como el menos convincente. Ademas, solo cinco de ellos detectaron que no era
una demostracion de la proposicion dada en funcion de ese hecho. A continuacién, se
presentan dos respuestas representativas:

> Laideade f (x) = x? — 2 se plantea de la nada, si se usa esto, agregaria una introduccion

de porqué sirve usarla, sin embargo, la conclusion de 2 irracional no parece tener sentido
pues entre 1 y 2 hay nimeros racionales, por lo que no le veo sentido a usar ese Teorema
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de Bolzano para demostrar algo que no tiene que ver. Toda la demostracidn tiene sentido,
pero no con la conclusion (EBM09).

» Escogi el argumento 2 porque considero que no sustenta la proposicion, es decir, considero
que el hecho de que 3c e]l, 2 [( ¢’ = 2) no asegura que 2 se irracional o no (ELHO1).

Si la conviccion sobre la validez de un argumento estuviera basada Unicamente en
aspectos logico-matematicos, seria esperable que el argumento 2 sea el menos convincente
de todos, por no ser una demostracién matematica de la propiedad dada, sin embargo, no es
el caso en nuestro estudio. Esta situacion, nos permite observar que la conviccién de los
profesores de matematicas sobre la validez de un argumento matematico tiene muchos
matices.

En cuanto a las caracteristicas de los argumentos méas convincentes, se consideran las
seis categorias de andlisis mencionadas en el capitulo 3, a saber: (1) el uso de elementos
concretos en el argumento, (2) la familiaridad del argumento, (3) la forma ritual del
argumento, (4) la validez del argumento, (5) la simplicidad matematica del argumento y (6)
la claridad del argumento. En la tabla 27, se presentan el nimero de sujetos que evidenciaron
en sus respuestas algunas de las caracteristicas mencionadas.

Tabla 27
Ndmero de sujetos asociados a las caracteristicas de los argumentos mas convincentes

Caracteristicas de los argumentos mas convincentes Cantidad de sujetos
(1) El uso de elementos concretos en el argumento. 1
(2) La familiaridad del argumento. 3
(3) La forma ritual del argumento. 2
(4) La validez del argumento. 17
(5) La simplicidad matematica del argumento. 8
(6) La claridad del argumento. 12

A continuacion, se presenta cada una de las categorias con ejemplos ilustrativos de las
respuestas de los sujetos de investigacion.

4.4.1 Categoria 1: el uso de elementos concretos en el argumento

En esta categoria, el argumento es convincente debido a que se basa en ejemplos especificos
o utiliza alguna referencia visual. Solamente un sujeto de investigacion se refirié a ellaen su
respuesta al elegir el argumento 5 como el méas convincente:

» Es una demostracion, desde la parte geométrica por lo cual es una manera mas simple de
poder visualizar, cada uno de los procesos (ELMO04).

4.4.2 Categoria 2: la familiaridad del argumento

En esta categoria, el argumento es convincente debido a que el profesor lo conoce o lo ha
utilizado anteriormente, la conviccion no se basa en las matematicas utilizadas, sino en la
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experiencia previa del profesor de matematicas con el argumento. Tres sujetos evidenciaron
esta caracteristica en sus respuestas, EBM19, ELMO05, ELMOQ7 al elegir el argumento 3 como
el més convincente:

» Tomando en consideracion de que es el método con el que a mi me ensefiaron a demostrar
valores irracionales (EBM19).

» Es la demostracion clasica que estudiamos en un curso durante mi carrera (ELMO5).

» Tal vez es la que mas me convence porque fue el modo en que me la presentaron en la
carrera (ELMO7).

4.4.3 Categoria 3: la forma ritual del argumento

En esta categoria, el argumento es convincente en funcion de su apariencia superficial en
lugar de considerar los elementos de fondo. Dos sujetos evidenciaron esta categoria, el sujeto
EBHO02 al escoger al argumento 3 como el mas convincente y el sujeto ELHO6 al elegir el
argumento 2:

> Inicialmente se escoge debido a la extension de la prueba ya que es de las méas cortas, de
los argumentos presentados (EBHO02).

» Su demostracion visualmente es mas pequefia que las demas (ELHO06).
4.4.4 Categoria 4: la validez del argumento

En esta categoria, el argumento es convincente debido al uso de elementos ldgicos o
matematicos correctos. Fue la caracteristica que la mayoria de sujetos evidencié en sus
respuestas, 14 sujetos al elegir al argumento 3 como el mas convincente, a saber, EBHO3,
EBHO04, EBMO05, EBHO07, EBH08, EBM09, EBM11, EBM12, EBM15. EBH16, EBM19,
ELHO1, ELHO3 y ELMO5; el sujeto ELHO2 al escoger el argumento 4, el sujeto ELMO04 al
escoger el argumento 5 y el sujeto ELHO6 al elegir el argumento 2. Algunas respuestas
representativas son las siguientes:

» Primero que nada, porque se esta haciendo por contradiccién, aparte de usar la definicion
de lo que es un nimero racional y garantizar que son naturales, aparte argumenta o utiliza
muy bien el término de ser divisor de un nimero, la sustitucion es bien realizada y por
ultimo se llega a contradecir lo que se queria con su respectiva argumentacién (EBH08).

» Utiliza de forma correcta la demostracion por contradiccion, con el formalismo del caso.
Plantea las hipdtesis requeridas, tiene sentido I6gico la demostracion, utiliza de forma
adecuada el principio de la buena ordenacion (ELHO02).

> La demostracion de la existencia de los nimeros inconmensurables, es mas sencilla
realizarla por contradiccion suponiendo que se trata de un namero racional y
ejemplificando o demostrando porque no lo es. Ademas, en mi criterio cuando se desea
demostrar que un elemento cumple “x” propiedad, tomar la contradiccidn y considerar que
la propiedad no se cumple para asi poder formar la contradiccion (ELMO04).

> El argumento 2 me parece mas convincente pues es el Unico que no se aborda mediante
contradiccion (ELHO06).

4.4.5 Categoria 5: la simplicidad matematica del argumento

En esta categoria, el argumento es convincente porque se emplean elementos matematicos
simples y basicos que facilitan la compresion del argumento. Fue la caracteristica ubicada en
el tercer lugar en cuanto a la cantidad de sujetos que la evidencid en sus respuestas, 7 sujetos
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al elegir al argumento 3 como el més convincente, a saber, EBH02, EBH04, EBMO5,
EBM15, EBH16, ELHO3 y ELMO07 vy; el sujeto ELHO06 al elegir el argumento 2. Algunas
respuestas representativas son las siguientes:

» Utiliza argumentos simples de divisibilidad y de numeros primos, no requiere una
construccion elaborada (EBHO02).

» Considero que si se maneja la teoria o la parte matematica a como lo es la divisibilidad, es
una demostracion que se le pudo haber ocurrido a uno o tener la idea por lo menos. No
utiliza mucha complejidad (EBH04).

» La demostracion usa ideas simples y argumentos de divisibilidad bésicos, faciles de
recordar, para llegar a la contradiccion, de una manera secuencial simple (EBH16).

» En el proceso de demostraciéon se utilizan propiedades de la divisibilidad, las cuales
considero faciles de explicar y comprender. Siento que es una demostracion poco compleja
y que no requiere de mucho desarrollo (ELHO03).

» Considero que los contenidos utilizados en la demostracion no son muy avanzados y
cualquier estudiante puede llegar a comprender la demostracion por su facilidad (ELHO6).

4.4.6 Categoria 6: la claridad del argumento

En esta categoria, el argumento es convincente debido a que las ideas planteadas se
comprenden de manera clara y sencilla. Fue la caracteristica ubicada en el segundo lugar en
cuanto a la cantidad de sujetos que la evidencio en sus respuestas, 11 sujetos al elegir al
argumento 3 como el mas convincente, a saber, EBH02, EBH03, EBH04, EBM05, EBMO09,
EBM15, EBH16, EBM19, ELHO01, ELHO03, y ELMO7 vy; el sujeto ELMO04 al elegir el
argumento 5. Algunas respuestas representativas son las siguientes:

» Al leerse pueda realizarse de una manera fluida y simple si una persona no posee muchos
conocimientos sobre teoremas (EBH02).

» Es totalmente claro todos los pasos que se realizan, de las 5 propuestas fue la Gnica que no
me perdi al leerla. Es clara en su totalidad (EBH04).

» Me convence el argumento 3 ya que: es claro en las ideas que se hacen, usa claramente que
. . 2 .
2 es primo y asi 2/a, por razones claras se llega a (2m) =2b*, considero que se debe

aclarar mejor que 2/b, como asi 2(2m2)b2 = 2/b (2 primo), seguido me parece claro

como expresan la contradiccion. En general utilizan argumentos claros y simples
(EBMO5).

» Es una demostracion, desde la parte geométrica por lo cual es una manera mas simple de
poder visualizar, cada uno de los procesos (ELMO04).

De acuerdo a los resultados obtenidos en este apartado, podemos observar que las
caracteristicas de los argumentos matematicos que les son mas convincentes a los profesores
en formacidn inicial en orden de descendente son: la validez para 17 de los 19 sujetos, la
claridad para 12 de los 19 sujetos y la simplicidad matematica para 8 de los 19 sujetos. Todas
estas caracteristicas apelan mas a elementos de fondo que de forma en el argumento. Esto
podria explicarse porque los sujetos de investigacion estan finalizando su formacion inicial
en la que han estado involucrados en procesos de demostracién mas formales en donde se
brinda mayor importancia a los aspectos rigurosos.
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Se puede apreciar que las caracteristicas que aluden mas a la forma del argumento han
sido sefialadas por pocos sujetos: la familiaridad en tres de los 19 sujetos, la forma ritual en
dos de los 19 sujetos y el uso de elementos concretos en uno de los 19 sujetos. Como se ha
indicado en marco tedrico, en las Matematicas la conviccion puede estar asociada a otros
elementos alternativos a los aspectos l6gico-formales, de hecho, la aceptacion de nuevos
resultados en la comunidad matematica, se considera un proceso social en donde quizas los
aspectos mas relevantes sean la comprension y el significado (De Villiers, 1993; Hanna,
2002).
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Este capitulo consta de cinco apartados. En el primero, Conclusiones en relacion con el
primer objetivo. Fase tedrica O: analisis conceptual de la demostracion matematica, se
presentan las conclusiones sobre el estudio tedrico en funcion de los cuatro elementos
centrales del mismo: los aspectos histéricos de la demostracion en Matematicas, el concepto
de demostracidn, los tipos de demostraciones y las funciones atribuidas a estas.

En el segundo apartado, Conclusiones en relacién con el segundo objetivo. Fase
empirica 1: el conocimiento especializado sobre la validez logica de la demostracion
matematica, se presentan las conclusiones sobre el conocimiento de los sujetos de
investigacion de las formas de proceder en la demostracion en funcién de los aspectos 16gicos
y sintacticos en proposiciones genéricas, es decir, desprovistas de contenido matematico y
las conclusiones sobre la evaluacion de argumentos matematicos en funcion de dichos
aspectos.

En el tercer apartado, Conclusiones en relacion con el tercer objetivo. Fase empirica
2: el conocimiento especializado sobre la validez matematica de la demostracion, se
presentan las conclusiones sobre el conocimiento de los sujetos de investigacion sobre los
aspectos matematicos de la demostracion tales como el uso de las hipotesis, axiomas,
definiciones y teoremas.

En el cuarto apartado, Conclusiones en relacion con el cuarto objetivo. Fase empirica
3: la conviccion de un argumento matematico, se presentan las conclusiones sobre las
caracteristicas de los argumentos matematicos que mas convencen a los profesores de
matematicas en formacion inicial en la Universidad Nacional.

En el quinto apartado, Aportes de la investigacion y lineas futuras, se describen los
principales aportes de este estudio a la investigacion sobre el conocimiento de la
demostracion en profesores de matematicas y a la formacion de estos profesionales, ademas,
se plantean algunas lineas abiertas de investigacion sobre el conocimiento especializado de
la demostracion.

5.1 CONCLUSIONES EN RELACION CON EL PRIMER OBJETIVO. FASE
TEORICA 0: ANALISIS CONCEPTUAL DE LA DEMOSTRACION
MATEMATICA

Este apartado se divide en dos partes. En el primero se presentan algunas conclusiones sobre
los elementos histéricos de la demostracion en las Matematicas. En el segundo se consideran
las conclusiones sobre los otros elementos del analisis conceptual de la demostracion, a saber:
el concepto de demostracion, los tipos de demostraciones y las funciones atribuidas.

5.1.1 Conclusiones sobre elementos histéricos de la demostracion en las Matematicas

El concepto de demostracion matematica es una nocion que ha estado presente en las
diferentes etapas histdricas de las Matematicas. No obstante, en cada época y cultura, ha sido
comprendida de diferentes maneras y se ha priorizado su estudio, en funcion de las
preocupaciones intelectuales surgidas con la produccion de conocimiento matematico y el
contexto social de cada una.

En la Antigiedad, algunas culturas como los babilonios y los egipcios tuvieron un
desarrollo matematico que hizo énfasis en el uso de procedimientos practicos fundamentados
en la evidencia empirica y otras, como los griegos se preocuparon en mayor medida por los
aspectos légicos y axiomaticos (Domingues, 2002; Kleiner, 1991; Ruiz, 2003).
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En la Edad Media y el Renacimiento no hubo grandes avances en la demostracion. En
el caso de la Edad Media, la complejidad del contexto social de occidente con la situacion
religiosa no permitié grandes avances en las Matematicas en general y en culturas como los
arabes, los hinddes y los chinos sus preocupaciones intelectuales no priorizaban los aspectos
demostrativos. En el caso del Renacimiento, en el siglo XV a pesar de que hubo mayor acceso
a la literatura de la antigua Grecia no se tuvieron progresos relevantes (Domingues, 2002;
Ruiz, 2003).

En los siglos XVII, XV y XIX hubo grandes avances en el conocimiento matematico,
sin embargo, se dio un uso liberal de los procesos infinitos, del uso de la intuicién y de los
razonamientos heuristicos y geométricos lo que origino la aparicion de paradojas. A raiz de
la crisis matematica de fundamentos, la demostracion fue sometida a mayor rigor. A finales
del siglo XIX e inicios del siglo XX hubo intentos por formalizar a las Matematicas con
diferentes propuestas provenientes de tres escuelas principales de pensamiento: el logicismo,
el formalismo y el intuicionismo. No obstante, el trabajo de Kurd Gddel en 1931 demostro la
imposibilidad de formalizar a las Matematicas de manera absoluta y aun en las partes
formalizadas se cuestiono su consistencia (Domingues, 2002; Durand-Guerrier et al., 2012a;
Kleiner, 1991; Ruiz, 2003).

Las crisis de fundamentos mencionadas y los trabajos de Toulmin y Perelman sobre la
argumentacion en la década de 1950 generaron mayores inquietudes sobre la naturaleza de
las matematicas y la nocion demostrativa. Esto ha generado tensiones sobre la forma de
concebir a la practica matematica en donde se distinguen dos posiciones, una de mayor
apertura que enfatiza en el proceso de la invencion matematica y otra en donde lo
fundamental es la formalidad de los argumentos matematicos (Durand-Guerrier et al., 2012a;
Mariotti, 2006).

5.1.2 Conclusiones sobre el concepto de demostracion, los tipos de demostraciones y las
funciones atribuidas

En esta seccion se reproduce de forma integra, el apartado de conclusiones del articulo
denominado La demostracion matematica: significado, tipos, funciones atribuidas y
relevancia en el conocimiento profesional de los profesores de matematicas de Alfaro, Flores
y Valverde (2019). El articulo completo se puede obtener en el sitio web de la Revista
UNICIENCIA en el siguiente enlace electrdnico:
https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia/article/view/11481/14808.

La palabra demostracion tiene diversos significados dependiendo del contexto en el
que se le considere. En contextos informales puede hacer alusion a la evidencia de
sentimientos, habilidades y sobre el funcionamiento de algin objeto, de manera mas formal
se utiliza para garantizar la validez de proposiciones. No obstante, aln en contextos formales
existen diferencias en cuanto a lo que es una demostracion, en efecto, existen pruebas por
constatacion que utilizan representaciones graficas, procedimientos empiricos, pruebas por
computadora y las Ilamadas demostraciones clasicas que son pruebas deductivas
formalizadas.

La demostracion matematica no es ajena a la variedad de significados y a la evolucion
historica. En efecto, qué es una demostracion matematica y cuando es valida son elementos
fuertemente vinculados al contexto sociocultural. En lo que parece existir consenso es que su
objetivo fundamental es el de validar el conocimiento matematico generado por la sociedad,
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las diferencias radican en la manera de hacerlo. Por ejemplo, en civilizaciones antiguas en
Egipto, China y América precolombina las formas argumentativas empleadas diferian de las
formas utilizadas por los griegos. En el caso de occidente, la demostracion matematica ha
sido influenciada por la l6gica aristotélica, es decir, por el razonamiento deductivo y se ha
tomado como postulado que dicha légica es natural en el ser humano.

Formalmente se puede entender la demostracion matematica como un proceso, un
razonamiento o una secuencia de férmulas de manera que cada una de ellas es un axioma o
una consecuencia de formulas precedentes mediante las reglas de inferencia. Bajo este
enfoque se pueden considerar como un discurso estrictamente codificado. Una demostracion
matematica no establece un hecho A, sino que establece una proposicion del tipo si B
entonces A, lo que indica que los teoremas matematicos son afirmaciones condicionales que
dependen de los elementos del sistema axiomatico de la teoria en la que estan involucrados
y de las tesis particulares de dichos teoremas. Para demostrar es necesario responder dos
cuestiones basicas ¢qué significa que una afirmacion matematica sea verdadera? y ¢qué
deberia hacerse para demostrar que una afirmacion matematica es cierta? Las respuestas a
ambas preguntas dependen directamente de las reglas de inferencia de la l6gica de predicados
y de la estructura sintéctica de las definiciones involucradas, por tal razon, se hace relevante
distinguir los tipos de demostraciones matematicas, directas e indirectas.

Otro elemento fundamental de las demostraciones matematicas es el grado de
conviccion. Aunque las demostraciones tienen el rol de validar el conocimiento matematico
también es importante su funcion explicativa mediante la que se brindan las razones por las
que una afirmacion matematica es verdadera.

En la educacién secundaria de Costa Rica el papel del profesor de matemaética es
fundamental para promover que los estudiantes se familiaricen con el sentido de la
demostracion matematica. Debe realizar demostraciones de algunos teoremas y solicitar a los
estudiantes que realicen demostraciones sobre algunos resultados matematicos. La
demostracion es considerada como una fase formal de la argumentacién y tiene un papel
relevante en la formulacion de conjeturas. Una vez que los estudiantes han formulado una
conjetura se deben trabajar tres etapas: en la primera se debe hacer la verificacion en casos
particulares, en una segunda etapa los estudiantes deben proponer un argumento que
justifique la validez de la conjetura y finalmente, en una tercera etapa deben realizar la
demostracion (Ministerio de Educacion Publica, 2012).

Lo anterior sugiere que la demostracion matematica debe formar parte del
conocimiento especializado del profesor. Para ello debe tener un dominio sobre el concepto
de demostracion y las maneras de entenderse en funcion del contexto en que se considere: la
vida cotidiana, las matematicas y la educacién matematica. Asimismo, consideramos que
debe tener conocimiento sobre los siguientes aspectos: (1) la validez logica de la
demostracion, es decir, conocer las etapas que se requieren para demostraciones en las
diversas variedades de estructura logica de la proposicion a demostrar, proponer ejemplos de
las mismas, y apreciar cuando un razonamiento reune los requisitos logicos de una
demostracion, (2) la validez matematica de la demostracion, es decir, conocer sobre la
estructura de las teorias matematicas en donde estan involucradas las demostraciones vy el
uso adecuado de los axiomas, hipotesis, definiciones y teoremas relacionados y (3) las
funciones de la demostracion, es decir, conocer los diferentes roles de las demostraciones,
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en particular apreciar el grado de conviccion que puede generar la calidad explicativa de una
demostracion.

Algunas investigaciones han evidenciado que los profesores de matematicas identifican
de manera correcta un argumento valido, pero también aceptan argumentos invalidos como
demostraciones. Por otra parte, los criterios utilizados por los profesores para evaluar un
argumento difieren mucho entre si, aunque existen algunos elementos comunes como los
esquemas simbolicos o rituales, la forma del argumento, las manipulaciones algebraicas
utilizadas, entre otros. Sobre las funciones de la demostracion, algunas investigaciones
muestran que los profesores se inclinan por la verificacion de resultados como la principal
funcién en detrimento de la funcion explicativa y la de promover la comprension. Ademas,
los profesores encuentran que un argumento es convincente por factores tales como el uso de
ejemplos concretos, la referencia visual y no necesariamente su validez 16gico-matematica
(Cabassut et al., 2012).

Con base en lo anterior, es necesario que el profesor de matematica conozca la variedad
de significados de la palabra demostracion, pero es fundamental que tenga claridad sobre lo
gue es una demostracion matematica, sobre como se demuestra una proposicién matematica
y el para que realizar demostraciones matematicas. Asimismo, es importante su conocimiento
sobre procesos asociados como el razonamiento, la explicacion y la argumentacion, de forma
que pueda diferenciarlos y encontrar elementos de convergencia (Buchbinder y McCrone,
2018; Cabassut et al., 2012; De Villiers, 1993; Durand-Guerrier et al., 2012b; Flores-
Medrano, 2015; Knuth, 2002; Lin et al., 2012; Lo y McCrory, 2009; Pietropaolo y Campos,
2009; Tabach et al., 2009).

5.2 CONCLUSIONES EN RELACION CON EL SEGUNDO OBJETIVO. FASE
EMPIRICA 1: EL CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO SOBRE LA VALIDEZ
LOGICA DE LA DEMOSTRACION MATEMATICA

Este apartado consta de dos partes. En la primera se presentan las conclusiones sobre las
formas de proceder en la demostracion en funcion de los aspectos 16gicos y sintacticos en
proposiciones genéricas, es decir, desprovistas de contenido matematico, asi como sobre la
forma en que ejemplificaron dichas proposiciones genéricas y las demostraron. En la segunda
parte se presentan las conclusiones sobre la evaluacién de argumentos matematicos en
funcion de dichos aspectos.

5.2.1 Conclusiones sobre las formas de proceder en una demostracion en funcion de la
estructura logico-sintactica

En esta seccion se reproduce de forma integra, el apartado de conclusiones del articulo
denominado Conocimiento especializado de profesores de matematica en formacion inicial
sobre aspectos ldgicos y sintacticos de la demostracion de Alfaro, Flores y Valverde (2020).
El articulo completo se puede obtener en el sitio web de la Revista PNA. Revista de
Investigacion en Didactica de la Matematica en el siguiente enlace electrénico:
https://revistaseug.ugr.es/index.php/pna/article/view/pna.v14i2.9363.

En esta investigacion se ha logrado caracterizar el conocimiento de los futuros
profesores de matematicas sobre los aspectos l0gicos y sintacticos de la demostracion. El
modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) ha permitido lograr
parcialmente este objetivo, debido a que en el subdominio de la practica matematica se
incluye a la categoria demostrar, sin embargo, en este estudio hemos tenido que completar
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la categorizacion para la demostracion que se ha difundido del MTSK (Flores-Medrano,
2015), con base en investigaciones sobre la demostracion en profesores de matematicas,
creando nuevos subcomponentes que pueden ser considerados como evidencias del
conocimiento matematico en dos de los componentes propuestos por Flores-Medrano (2015)
sobre la demostracion: (1) el conocimiento sobre la naturaleza de la demostracion
matematicay (2) el conocimiento sobre las funciones de la demostracion en las matematicas.
Ademas, hemos propuesto un componente nuevo denominado (3) la conviccion de un
argumento matematico.

Dentro de la primera componente se ha considerado el subcomponente denominado la
validez Idgica y se han precisado los elementos que lo conforman, lo que generd para esta
investigacion tres categorias que nos permitieron estudiar el conocimiento de los profesores
de matematicas en formacion inicial: (1) el tipo de demostracion: directa o indirecta; (2) el
tipo de cuantificador: universal o existencial y (3) el tipo de conectiva ldgica: implicacion
universal, disyuncion universal, conjuncién universal y doble implicacion universal. Estas
componentes han generado indicadores de conocimiento, los cuales hacen referencia a frases
para determinar en las respuestas de los sujetos evidencias de conocimiento sobre las formas
de proceder desde el punto de vista l6gico-sintactico en la demostracion.

Los indicadores de conocimiento establecidos para este estudio nos permitieron
clasificar la gran mayoria de respuestas de los profesores de matematicas en formacion inicial
en las seis tareas del cuestionario. Fueron pocas las respuestas de los sujetos que presentaron
formas de proceder en la demostracion no contempladas en tales indicadores tales como el
uso de la induccion matematica, la verificacion de todos los casos cuando el conjunto
universo es finito, las demostraciones por casos y la demostracién simultanea de la doble
implicacion légica universal. Estas formas alternativas de proceder en la demostracion de
una proposicion matemaética, nos sugiere que debemos considerar méas indicadores de
conocimiento que contemplen estos casos no previstos a priori en nuestra investigacion. No
obstante, por la gran variedad de formas de demostrar, consideramos que es complejo contar
con un conjunto de indicadores que abarquen todos los casos posibles. En este sentido,
pensamos que esta investigacion puede brindar insumos para el desarrollo de trabajos
similares y de este modo, contar con una mayor variedad de categorias e indicadores de
conocimiento.

La gran mayoria de los profesores de matematicas en formacion inicial mostraron
conocimiento sobre los aspectos l6gicos y sintacticos de la demostracion matematica. En el
caso del ejemplo concreto de proposicion genérica una amplia mayoria ofrecié una
proposicion que correspondia en su forma sintactica a lo solicitado en cada una de las tareas.

En cuanto al tipo de demostracién directa o indirecta, tuvieron preferencia por la
demostracion directa tanto en la explicacion de la forma de demostrar una proposicion
genérica, como en la demostracién del ejemplo propuesto. Consideramos que una posible
explicacion de este hecho, es que normalmente en los cursos de matematicas de la carrera de
ensefianza de la matematica en la Universidad Nacional de Costa Rica, los futuros profesores
estan expuestos mayoritariamente a demostraciones directas, pues las proposiciones que se
les presentan se han asumido como teoremas y, por ende, verdaderas.

Segun Durand-Guerrier et al. (2012a) a los estudiantes pocas veces se les presentan
proposiciones matematicas falsas para que analicen su validez y determinen bajo qué
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condiciones podrian ser verdaderas. De hecho, actividades tales como la exploracion, la
validacién y la interpretacion, generan la necesidad de comprension al encontrarse con
resultados no previstos, contradicciones o0 ambiguiedades. En el programa de matematicas de
la educacion secundaria de Costa Rica y en otras propuestas curriculares, se enfatiza la
importancia y la necesidad de que los alumnos de secundaria formulen y analicen conjeturas,
en donde no hay certeza de la validez de los resultados obtenidos. Esto promueve la necesidad
de realizar procesos de razonamiento, argumentacion y demostracion. Por tanto,
consideramos relevante que los futuros profesores sean sometidos a es0s mismos procesos
matematicos en sus planes formativos.

En cuanto al tipo de cuantificador universal la mayor parte evidencié que para su
demostracion se debia considerar un elemento arbitrario del conjunto universo y que sobre
tal elemento se podia garantizar la veracidad de la propiedad en cuestion, sin embargo, muy
pocos indicaron que una vez garantizada la veracidad se podia concluir que la propiedad era
valida para la totalidad de los elementos del conjunto universo.

Esto Gltimo es relevante, pues como lo indican Durand-Guerrier et al. (2012b) si se
puede demostrar que una propiedad es cierta para un objeto particular elegido de manera
arbitraria, la generalizacién universal permite concluir que la propiedad es valida para todos
los objetos de ese tipo. Creemos que la comprension de esta generalizacion universal es
necesaria para la solidez de la conclusion de un resultado matematico. En este sentido Knuth
(2002) menciona que para algunos profesores de matematicas la demostracién es una
construccion falible y que, una vez realizada la demostracion de una afirmacion matematica,
podrian existir contraejemplos u otro tipo de evidencia que pusieran en duda la generalidad
de la demostracion. Ademas, sefiala que algunos profesores sienten la necesidad de hacer una
verificacion empirica como un elemento adicional de conviccion.

En el caso del cuantificador existencial, la mayoria se inclind por la demostracion
constructiva, es decir, por brindar un elemento concreto del universo que cumpliera la
propiedad en cuestion, ademas mostraron preocupacion por la forma de determinar dicho
elemento y en algunos consideraron parte de la demostracién el procedimiento de bdsqueda
del elemento en cuestion.

Concordamos con Durand-Guerrier et al. (2012b) en que la demostracion constructiva
es importante debido a que cuando se sabe que existe un objeto de cierto tipo se le puede
asignar un nombre y que esto es Gtil en la introduccion de simbolos y definiciones.
Consideramos que la demostracion no constructiva del existencial también debe observarse
con mas intensidad en los futuros profesores de matematicas, pues muchas afirmaciones
existenciales se justifican empleando otros elementos como axiomas o teoremas precedentes

en la teoria matematica en estudio. Por ejemplo, la demostracion de que 3x e I{%(x7 + x+1)

requiere el uso de otros argumentos matematicos diferentes a la exhibicion de un nimero
particular que cumpla la propiedad.

El manejo de los cuantificadores es relevante en la manipulacién de objetos
matematicos, pues como Durand-Guerrier et al. (2012b) mencionan, algunos matematicos
destacados como Leibniz, Wolf y D'Alembert cometieron errores importantes al resolver
problemas de sumas infinitas, limites, convergencia y divergencia debido a un débil control
sintactico y formal sobre los conceptos que estaban tratando y al manejo inadecuado de
cuantificadores anidados. En el caso de la Educacion Matematica y especificamente, en la
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formacion inicial de profesores de matemaéticas, como sefialan Durand-Guerrier et al.
(2012b), el control sintactico es importante sobre todo cuando el control semantico es
inestable, de esta manera una disminucion del rigor l6gico puede generar malos entendidos
en el abordaje de la demostracion matematica.

En cuanto al tipo de conectiva l6gica, la demostracion de proposiciones con estructura
de implicaciéon y doble implicacion universales fueron claramente descritas por la gran
mayoria de los sujetos mientras que la demostracion de proposiciones que encierran
conjuncién y disyuncion universales presentaron mas dificultades. La implicacion y la doble
implicacion fueron abordadas mayoritariamente de forma directa. En el caso de la primera,
los sujetos evidenciaron conocimiento sobre la forma de proceder asumiendo como
verdadero el antecedente y garantizando la veracidad del consecuente; en el caso de la
segunda, evidenciaron conocimiento al indicar que debian probarse las dos implicaciones.
Puede que haya influido en esta situacion el hecho de que, en los cursos de la carrera de
ensefianza de la matematica de la Universidad Nacional de Costa Rica, la gran mayoria de
proposiciones que los sujetos abordan en los cursos tienen las estructuras sintacticas
implicacion y doble implicacion. Son mas escasas las demostraciones de conjuncion y la
disyuncion, lo que se manifestd también en la bisqueda de ejemplos para este tipo de
proposiciones.

Aunque el objetivo principal de este estudio es caracterizar el conocimiento de los
sujetos de investigacion, consideramos dignas de mencion algunas limitaciones observadas
en varias respuestas de los sujetos de investigacion tales como: el reemplazo de la explicacion
por la interpretacion de la proposicion, la confusién entre una propiedad y un conjunto, la
verificacion de una propiedad en casos particulares de un universo infinito como ejemplo de
demostracion de una propiedad que afecta el cuantificador universal, la inversion de los
cuantificadores universal y existencial, poco manejo de los criterios de verdad de las
conectivas logicas disyuncion y conjuncion y el uso indebido de algunas equivalencias
I6gicas.

Segun Knuth (2002) el hecho de que algunos profesores de matematicas presenten
limitaciones sobre la demostracion no es algo sorprendente, pero la responsabilidad de
mejorar la situacion recae principalmente en los encargados de su formacién.

Creemos que las evidencias de conocimiento halladas en el estudio y estos fendmenos
sefialados, pueden ser un insumo a considerarse en el abordaje de la demostracion en la
carrera de ensefianza de la matemética de la Universidad Nacional de Costa Rica. En dicha
carrera, la demostracion es empleada para la verificacion de los resultados matematicos lo
que responde al primer nivel planteado por Lo y McCrory (2009), sin embargo, hace falta
profundizar en los otros dos niveles mencionados por ambas autoras, a saber, como objeto
matematico regulado por reglas y como elemento que favorece el desarrollo de sus futuros
alumnos.

5.2.2 Conclusiones sobre la evaluacion de argumentos matematicos en funcion de la
estructura logico-sintactica

La mayoria de los profesores de matematicas en formacion inicial evidencidé conocimiento
de los aspectos légico-sintacticos en la evaluacion de los cuatro argumentos matematicos
propuestos en el cuestionario 2, para la implicacion universal, correspondiente a la
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proposicion matematica P: cualquier nimero real satisface que, si es positivo, entonces la
suma de este y su inverso multiplicativo es mayor o igual a dos.

En los dos primeros argumentos la mayoria de los sujetos manifestd que no
correspondian a una demostracion, apreciando que en el primero la demostracion aludia a un
caso particular y que en el segundo se demostraba el reciproco del predicado. En los
argumentos tercero y cuarto la mayoria de sujetos indicaron que correspondian a una
demostracion.

En el caso del tercero, sobre la demostracion directa de la implicacion universal, la
mayoria evidencié conocimiento de que debia suponerse cierto el antecedente y
posteriormente, garantizarse la veracidad del consecuente. No obstante, s6lo una minoria
evidencié conocimiento sobre la consideracion de un elemento genérico del universo y
ninguno hizo referencia a que la propiedad era valida en virtud de que se habia garantizado
para un elemento genérico que representa a cualquiera del universo. Estos resultados
coinciden con los obtenidos por Durand-Guerrier et al. (2012b).

En el cuarto argumento, sobre la demostracion por reduccion al absurdo de la
implicacion universal, la mayoria brind6 evidencias de conocimiento de los tres indicadores
propuestos, a saber, que debia suponerse la negacién de la proposicion dada, que debia
generarse una contradiccion y que una vez generada se podria concluir que la proposicion
original era verdadera.

La proposicion del cuestionario 2, fue empleada por Knuth (2002) en su investigacion
con profesores de matematicas en donde les plante6 un argumento que demostraba el
predicado reciproco. Segun este investigador, 10 profesores lo consideraron como una
demostracion y se enfocaron en la correccion de las manipulaciones algebraicas més que en
los aspectos de validez. En nuestro estudio, la mayoria de los profesores de matematicas en
formacion inicial se enfocaron en la correccion I6gica mas que en las matematicas empleadas
en cada argumento, lo que nos permite observar un conocimiento adecuado sobre estos
aspectos ldgico-sintacticos de la implicacién universal. Concretamente, evidencian
conocimiento de que un caso particular no demuestra, y aprecian el argumento que emplea
esta falacia. También han demostrado conocimiento sobre como proceder en la demostracién
directa y por reduccion al absurdo.

5.3 CONCLUSIONES EN RELACION CON EL TERCER OBJETIVO. FASE
EMPIRICA 2: EL CONOCIMIENTO ESPECIALIZADO SOBRE LA VALIDEZ
MATEMATICA DE LA DEMOSTRACION

Consideramos que estudiar el conocimiento sobre los aspectos matematicos de la
demostracion es complejo ya que ademas de los elementos logico-sintacticos intervienen los
conceptos y sus significados en la teoria matematica en la que se inserta la demostracion. En
este sentido Mariotti (2006) sefiala que, contrario a los que ocurre dentro de una teoria formal,
en la practica de la deduccién matematica hay dependencia de la compresion y de la
asimilacion previa del significado de los conceptos a partir de los cuales ciertas propiedades
se siguen de manera légica.

Los aspectos matematicos considerados en nuestro estudio como las hipotesis, los
axiomas, las definiciones y los teoremas podrian tener diferentes niveles de dificultad para
comprender una demostracion. En el caso del primer argumento, correspondiente a la
categoria denominada el uso parcial de la hipotesis sobre el discriminante no negativo (en
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una ecuacion de segundo grado en una variable real), la hipdtesis aparece de forma explicita
en la proposicién a demostrar. La gran mayoria de los sujetos de investigacion evidencio que
no era una demostracion debido a este uso parcial. En la correccion del argumento, una
minoria de los sujetos evidencidé conocimiento de que debia considerarse la hipotesis del
discriminante en su totalidad y ademés busco y propuso un namero real que cumpliera con
la existencia. En los restantes tres argumentos las definiciones, axiomas y teoremas
empleados no necesariamente estan explicitos en la proposicién a demostrar y, por lo tanto,
se requiere que los sujetos los conozcan a profundidad para poder evaluar su uso en la
demostracion.

En el segundo argumento correspondiente a la categoria denominada el uso indebido
del axioma de la existencia del inverso multiplicativo (para demostrar la igualdad en valor
absoluto de dos numeros enteros divisibles entre si), muy pocos sujetos evidenciaron
conocimiento de que el argumento no era una demostracion por el uso inadecuado del inverso
multiplicativo. Asimismo, fueron muy pocos los que en la correccion del argumento
manifestaron que debia considerarse que el nimero en cuestion debia ser no negativo para
poder emplear su inverso multiplicativo.

En el tercer argumento correspondiente a la categoria denominada el uso indebido de
las definiciones de nimero entero par e impar (para demostrar la paridad de la suma de dos
nameros impares), la mayoria evidencié que no era una demostracion debido a este uso
inadecuado de las definiciones. En la correccion del argumento, la mayoria de los sujetos
evidencidé conocimiento de las condiciones algebraicas que caracterizan a los nimeros pares
e impares, posiblemente porque las han empleado con frecuencia en los cursos de la carrera.
No obstante, el desconocimiento de todas las condiciones de las definiciones podria derivar
en que los sujetos evalGen de forma errénea un argumento. Por ejemplo, en el segundo
argumento dos sujetos consideraron que en la definicion de divisibilidad los ndmeros
involucrados son necesariamente no nulos, por lo tanto, estaba justificada para ellos la
existencia del inverso multiplicativo, lo que implicé que consideraran el argumento como
una demostracion.

En el cuarto argumento correspondiente a la categoria denominada el uso adecuado de
hipdtesis, axiomas, definiciones y teoremas en la demostracion del teorema de la suma de
las medidas de los angulos internos de un triangulo en la Geometria Euclidiana, la totalidad
de los sujetos manifestd que el argumento era una demostracion matematica. Sin embargo,
solo una minoria evidencio conocimiento de los indicadores propuestos. Este hecho hace
pensar que es mas sencillo explicar cudndo un argumento matematico posee errores que
justificar porque es correcto.

Segun Mariotti (2006), tradicionalmente la demostracion se considera en si misma
como si fuera posible separarla de la proposicion a la que da sustento y del marco teorico
dentro del que tal soporte tiene sentido. Nuestros resultados han podido evidenciar que la
gran mayoria de los sujetos de investigacion han apreciado que en una demostracion todos
estos elementos estan involucrados de forma simultanea y no es posible comprender el
sentido de una demostracion matematica sin vincularla la proposicion a la cual refiere y a la
teoria matematica en donde se inscribe. De esta forma, en la practica matematica se
demuestran proposiciones verdaderas, pero el término verdad debe entenderse siempre en
relacién con una teoria particular.
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Nuestros resultados apoyan la apreciacion de Cabassut et al. (2012) en la que afirman
que la demostracion matematica no establece hechos, sino que garantiza la validez de
proposiciones del tipo si-entonces lo que implica que las hipétesis, axiomas, teoremas y
definiciones deben entenderse y aplicarse en sus significados precisos en una teoria
matematica. Consideramos que los aspectos matematicos de la demostracion pueden
contribuir al conocimiento especializado de los profesores de matematica para comprender
que los resultados matematicos no son verdades universales. Por ejemplo, cuando se afirma
que la suma de las medidas de los angulos internos de cualquier triangulo es 180 grados el
conocimiento sobre la validez matematica de la demostracion permite entender que en cierta
teoria este resultado puede ser derivado.

5.4 CONCLUSIONES EN RELACION CON EL CUARTO OBJETIVO. FASE
EMPIRICA 3: LA CONVICCION DE UN ARGUMENTO MATEMATICO

El estudio de las caracteristicas de los argumentos matematicos mas convincentes para los
profesores de matematicas puede tener aristas mas complejas que la sola consideracion de
los aspectos l6gico-sintacticos y matematicos. En la conviccion pueden intervenir elementos
psicolégicos, pues como sefiala Knuth (2002) en su investigacion, algunos profesores estaban
mas convencidos por argumentos empiricos, aunque eran conscientes de que tales
argumentos no eran demostraciones. Segun Knuth (2002), es posible que los profesores de
matematicas tengan diferentes tipos de conviccion, tales como la conviccién matematica o la
conviccion personal o psicoldgica.

De los cinco argumentos matematicos propuestos como demostraciones de la
irracionalidad de la raiz cuadrada de dos en el cuestionario 4, el argumento 3 fue considerado
como el méas convincente por los profesores de matematicas en formacion inicial. Dicho
argumento es el gue tradicionalmente se presenta a los sujetos de investigacion en diferentes
cursos de la carrera y es el que se recomienda emplear a los profesores en el programa de
estudios de matematica en la educacion secundaria costarricense. Es posible que la
familiaridad de los sujetos de investigacion con dicho argumento influyera en su escogencia,
sin embargo, la gran mayoria brindaron otras razones diferentes a esta.

Los argumentos 1 y 2 fueron los que mas sujetos de investigacion eligieron como los
menos convincentes. El hecho de que solo siete sujetos eligieran al argumento 2 como el
menos convincente sugiere que los profesores pueden basar su conviccion en otros aspectos
diferentes a la correccién logico-matematica. Es decir, si la validez 16gico-matematica
hubiese sido el Unico criterio de eleccion, seria esperable que los 19 sujetos escogieran al
argumento 2 como el menos convincente por no corresponder a una demostraciéon de la
irracionalidad de raiz cuadrada de dos. Aunque el objetivo de nuestra investigacion no era
estudiar las caracteristicas de los argumentos menos convincentes, hemos considerado este
hecho digno de mencion y como un elemento a considerarse en la formacion inicial de los
profesores de matematicas.

En cuanto a las seis caracteristicas de los argumentos mas convincentes consideradas
en nuestro estudio, hemos apreciado que su ordenacion por la cantidad de menciones, es: |
(4) la validez del argumento, Il (6) la claridad del argumento y Il (5) la simplicidad
matematica del argumento. Las restantes caracteristicas, (1) el uso de elementos concretos
en el argumento, (2) la familiaridad del argumento y (3) la forma ritual del argumento,
tuvieron muy pocas menciones. Por lo tanto, la mayoria de los sujetos encuentran a un
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argumento matematico convincente debido al uso de elementos I6gicos o matematicos
correctos, porque las ideas planteadas se comprenden de manera clara y sencilla y ademas
porque se emplean elementos matematicos simples y basicos que facilitan la compresion del
argumento.

Las caracteristicas de los argumentos matematicos a las que la mayoria de sujetos de
investigacion hicieron referencia en nuestro estudio estan relacionadas mas con el fondo que
con la forma del argumento. Este resultado difiere de lo hallado por Knuth (2002) en su
investigacion, pues segun este autor las caracteristicas de los argumentos que los profesores
de matemaéticas consideraron méas convincentes en gran parte se relacionaban més con la
forma que con el fondo, es decir, que los profesores se referian a cualidades relacionadas con
la forma de un argumento: caracteristicas del argumento, la familiaridad del profesor con el
argumento, la cantidad de detalles proporcionados por el argumento o el método particular
utilizado al construir el argumento. Para buscar una posible explicacion de esta diferencia
destacamos que en nuestro estudio los sujetos de investigacion eran profesores de
matematicas en formacion inicial, por lo tanto, posiblemente el componente matematico tiene
mayor importancia y relevancia en su conviccion mientras que en el estudio de Knuth (2002)
los 16 profesores participantes tenian una experiencia laboral entre los 3 a 20 afios por lo que
es posible que consideren otros factores, ademas de los aspectos 16gico-matematicos.

Existe consenso y un amplio reconocimiento a nivel internacional sobre el papel de la
demostracion matematica en la formacion de los estudiantes en todos los niveles educativos
(Cabassut et al., 2012; Mariotti, 2006; Stylianides, Stylianides y Weber, 2017). En algunas
ocasiones, como parte del desempefio profesional de los profesores de matematicas deben
promover en sus alumnos procesos de razonamiento y argumentacion para que comprendan
la manera en la que esta actividad se lleva a cabo en la disciplina matematica, los origenes y
las conexiones del conocimiento matemético y nuevos metodos para resolver problemas
(Durand-Guerrier et al., 2012a; Stylianides et al., 2017; Zaslavsky, Nickerson, Stylianides,
Kidron y Winicki-Landman, 2012). Esto implica que el profesor tenga que plantear tareas a
sus estudiantes en las que deban realizar exploraciones, validar e interpretar resultados que
origine la necesidad de realizar demostraciones (Durand-Guerrier et al., 2012a; Zaslavsky et
al., 2012).

Lo anterior sugiere que la demostracibn matematica debe formar parte del
conocimiento especializado del profesor de matematicas, sin embargo, consideramos que las
caracteristicas de los argumentos méas convincentes para los profesores de matematicas
pueden tener una influencia importante en su conocimiento y en la forma en la que aborde la
ensefianza de este tema en la clase de matematicas, por lo tanto, merece especial atencion en
futuras investigaciones como en la formacion inicial y continua de los profesores de
matematicas.

5.5 APORTES DE LA INVESTIGACION Y LINEAS FUTURAS

El estudio sobre el conocimiento del profesor es tema de investigacion desde hace tiempo y
cobré mas relevancia en la década de 1980 (Ponte y Chapman, 2006) con los trabajos
pioneros de Elbaz (1981) y Shulman (1986). En el caso del profesor de matematicas, algunos
investigadores han planteado modelos analiticos como el Mathematical Knowledge for
Teaching (MKT) por Ball y colaboradores (Ball, Thames y Phelps, 2008) y mas



142
CAPITULO 5. CONCLUSIONES

recientemente el Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) por Carrillo y
colaboradores en la Universidad de Huelva (Carrillo et al., 2018).

En este tipo de modelos, se suelen reconocer dos dimensiones: el conocimiento del
contenido a ensefar y el conocimiento didactico del contenido a ensefiar. Sin embargo,
recientemente se ha visto la necesidad y la relevancia de considerar dentro del estudio del
conocimiento matematico, una dimensioén sobre el quehacer matematico, es decir, el
conocimiento sobre las matematicas mismas y su funcionamiento (Carrillo et al., 2018;
Flores-Medrano et al., 2016). EI modelo Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge
(MTSK) ha considerado dentro del dominio del conocimiento matematico un subdominio
sobre la practica matematica y sus autores se encuentran actualmente precisando la
categorizacion del mismo (Carrillo et al., 2018).

A pesar de la complejidad de caracterizar el subdominio de la practica matematica,
existen consenso en que el conocimiento sobre la demostracion matematica forma parte de
tales categorias (Carrillo et al., 2018). En este sentido, consideramos que este trabajo hace
un aporte a la investigacion sobre el conocimiento de la demostracion en profesores de
matematicas, concretamente en los siguientes aspectos:

1. La realizacion de un analisis conceptual sobre la demostracion que incluye los
aspectos historicos de la demostracion en Matematicas, el concepto, los tipos de
demostraciones en matematicas y las funciones atribuidas. Este analisis podria servir
de insumo para la formulacién de marcos tedricos en investigaciones relacionadas
con este concepto.

2. La propuesta de componentes y subcomponentes para el estudio del conocimiento
sobre la demostracion matematica planteados en el capitulo 1, en el apartado 1.1.5y
en el capitulo 2, especificamente en el apartado 2.3. Estos elementos complementan
las categorias de indicadores para la categorizacién de la demostracion en el
subdominio de la practica matematica en el Mathematics Teacher’s Specialized
Knowledge (MTSK).

3. La propuesta de categorias de analisis e indicadores de conocimiento para el estudio
del conocimiento de los profesores de matematicas sobre los aspectos l6gicos y
sintacticos de la demostracion, en la validez l6gica y sobre los aspectos matematicos
en la validez matematica. Consideramos que estas categorias e indicadores de
conocimiento favorecen un estudio méas analitico de estos conocimientos.

4. La propuesta de categorias de analisis para el estudio de las caracteristicas de los
argumentos matematicos mas convincentes para los profesores. Como hemos
apreciado, la conviccion tiene aristas mas complejas, debido a que pueden intervenir
elementos personales, sin embargo, su estudio es relevante ya que los elementos de
conviccion pueden tener influencia en el estudio del conocimiento sobre la
demostracion.

5. Los instrumentos para la recoleccion de la informacion disefiados en esta
investigacion, podrian ser utilizados en futuras investigaciones, tanto en su aplicacion
directa 0 como una guia en la construccion de instrumentos similares.

En cuanto a la formacién de profesores de matematicas, los resultados de esta
investigacion muestran un amplio conocimiento de los futuros profesores costarricenses
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examinados, aunque marcan aspectos que pueden ser considerados en el planteamiento de
estrategias metodologicas para el abordaje de la demostracion en el plan de estudios de la
carrera de ensefianza de la matematica en la Universidad Nacional de Costa Rica. Igualmente,
las apreciaciones pueden influir sobre otros planes de formacion inicial y en propuestas de
formacion continua.

Esta investigacion se ha delimitado al estudio del conocimiento matematico sobre la
demostracion, especificamente sobre los aspectos l6gico-sintacticos y matematicos. Ademas,
se tomo en cuenta la conviccion de un argumento matematico, siempre considerando el grupo
de profesores de matematicas en formacion inicial que ha respondido a los cuestionarios. Por
lo tanto, consideramos que quedan abiertas muchas lineas de investigacion tales como:

1. El andlisis de las respuestas emitidas por los sujetos, realizando un estudio de las
caracteristicas de cada uno, para llegar a obtener tipos de conocimiento, segun las
respuestas completas de cada sujeto. Este estudio puede aprovechar los datos
actuales.

2. El estudio del conocimiento de los profesores de matemaéticas sobre otros
componentes matematicos no considerados en este trabajo tales como: el concepto de
demostracion y las funciones atribuidas a las demostraciones en las Matematicas y
en las Matematicas Escolares.

3. El estudio del conocimiento de los profesores de matematicas sobre el componente
didactico especifico para la ensefianza de la demostracion que refiere al
conocimiento del contenido; de los alumnos y particularmente de las concepciones
de estos sobre la demostracion; de la ensefianza; del plan de estudios; de la propuesta
de tareas apropiadas para favorecer el desarrollo de la demostracion entre otros.

4. La construccion de instrumentos, categorias de andlisis e indicadores de
conocimientos para caracterizar el conocimiento de los profesores de matematicas
sobre los aspectos sefialados en los dos puntos anteriores.

5. El disefio y la implementacion de acciones formativas para profesores de
matematicas, tanto en la formacion inicial como en servicio, orientadas a fortalecer
el conocimiento especializado de la demostracion matematica para coadyuvar en su
desempefio profesional.
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FASE 1
CUESTIONARIO 1

C 53

UNIVERSIDAD
DE GRANADA

| PARTE. INFORMACION GENERAL

Este cuestionario, no constituye una prueba o un examen. Se ha elaborado con el propoésito
de recoger informacidn sobre sus conocimientos como profesor de matematica en formacion
inicial, en la carrera de Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica de la
Universidad Nacional, sobre la naturaleza de la demostracion matemaética.

Forma parte de una investigacion sobre el conocimiento de la practica matematica de la
demostracion que manifiestan profesores de matematica en formacién inicial. La
informacién serd tratada con la mayor confidencialidad y responsabilidad. Por favor,
responda a cada cuestion de forma individual, con base en sus conocimientos matematicos
con creatividad e interés en los espacios destinados para tal fin. Se solicita que sus respuestas
sean lo més claras, amplias y explicativas posibles.

Muchas gracias de antemano por su valiosa colaboracion.

Nombre:

NuUmero de teléfono:

Correo electrénico:
Edad:
Sexo:

Nombre del curso en que se aplica el cuestionario 1:

Se encuentra ejerciendo como profesor de matematica en alguna institucion publica o privada
(responda si 0 no):

En caso afirmativo, indique el nombre de la institucion y las labores que desempefia:
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Il PARTE. CONSIDERACIONES GENERALES

En este cuestionario se entiende por proposicidn matematica a un enunciado, verbal o
simbdlico, que puede catalogarse como falso o verdadero. Se llama propiedad a una
coleccion de palabras y simbolos llamados variables, que se transforman en proposiciones
cuando las variables se sustituyen por ciertos objetos de un conjunto que se llama el dominio
0 universo de discurso de la propiedad. Por ejemplo, el enunciado que afirma que todo
ndmero real satisface que la suma de su cuadrado y uno es positiva, es una proposicion

matematica que se puede expresar de forma simbdlica asi: v x € R ((x 24 1) > 0). En este

caso la propiedad presente en la proposicion se puede escribir como P( x ): (x 24 1) >0

con x e R.Ademas, el universo de discurso es el conjunto de los numeros reales denotado
R.

El cuestionario consta de seis tareas. En cada una de ellas se presentan de manera verbal y
simbdlica, proposiciones matematicas genéricas. En la manera simbodlica se hace uso del
cuantificador universal (), del cuantificador existencial (3) y de las conectivas l6gicas:
implicacion (=), disyuncioén (v), conjuncién (A), y doble implicacién (<). En cada
caso, asuma que la proposicion matematica presentada es verdadera. Ademas, U representa
al dominio o universo de discurso.

I11 PARTE. FORMAS DE PROCEDER EN UNA DEMOSTRACION MATEMATICA
El cuestionario se compone de seis tareas. Para cada una realice lo siguiente:

1. Explique la forma general en la que usted realizaria la demostracion matematica de la
proposicién genérica brindada.

2. Proporcione un ejemplo concreto de la proposicion genérica y una demostracion
matematica del ejemplo que usted ha dado. Se sugiere utilizar proposiciones y
demostraciones sencillas de las matematicas escolares, es decir, de temas como algebra,
nameros, geometria, relaciones y funciones que se abordan en la educacion secundaria
costarricense.
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TAREA 1
Forma verbal: Todos los elementos de un conjunto U satisfacen una propiedad P(x).
Forma simbolica: Vx e U ( P(x)).

1.1 Explique la forma general en la que usted realizaria la demostracion mateméatica de
esta proposicion genérica.

1.2 Proporcione un ejemplo concreto de la proposicion genérica y una demostracion
matematica del ejemplo que usted ha dado.
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TAREA 2
Forma verbal: Al menos un elemento de un conjunto U satisface una propiedad P(x).
Forma simbolica: 3x € U ( P(x) ).

2.1 Explique la forma general en la que usted realizaria la demostracion matematica de
esta proposicion genérica.

2.2 Proporcione un ejemplo concreto de la proposicion genérica y una demostracion
matematica del ejemplo que usted ha dado.
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TAREA 3

Forma verbal: Todos los elementos de un conjunto U cumplen que, si satisfacen una
propiedad P(X) entonces satisfacen una propiedad Q( x).

Forma simbélica: vx e U [ P(x) = Q(x) ].

3.1 Explique la forma general en la que usted realizaria la demostracion matematica de
esta proposicion genérica.

3.2 Proporcione un ejemplo concreto de la proposicién genérica y una demostracion
matematica del ejemplo que usted ha dado.
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TAREA 4

Forma verbal: Todos los elementos de un conjunto U satisfacen una propiedad P(x) 0
satisfacen una propiedad Q( x).

Forma simbélica: vx €U [ P(x) v Q(x) |.

4.1 Explique la forma general en la que usted realizaria la demostracion matematica de
esta proposicion genérica.

4.2 Proporcione un ejemplo concreto de la proposicion genérica y una demostracion
matematica del ejemplo que usted ha dado.
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TAREAS

Forma verbal: Todos los elementos de un conjunto U satisfacen de manera simultanea
una propiedad P(x) y una propiedad Q( x).

Forma simbélica: vx eU [ P(x) A Q(X) ].

5.1 Explique la forma general en la que usted realizaria la demostracion matematica de
esta proposicion genérica.

5.2 Proporcione un ejemplo concreto de la proposicion genérica y una demostracion
matematica del ejemplo que usted ha dado.
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TAREA 6

Forma verbal: Todos los elementos de un conjunto U satisfacen una propiedad P(x)

siempre y cuando satisfacen una propiedad Q( x).
Forma simbélica: vx eU [ P(x) < Q(x) ].

6.1 Explique la forma general en la que usted realizaria la demostracion matematica de
esta proposicion genérica.

6.2 Proporcione un ejemplo concreto de la proposicion genérica y una demostracion
matematica del ejemplo que usted ha dado.
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FASE 1
CUESTIONARIO 2

C 53

UNIVERSIDAD
DE GRANADA

| PARTE. INFORMACION GENERAL

Este cuestionario, no constituye una prueba o un examen. Se ha elaborado con el propoésito
de recoger informacidn sobre sus conocimientos como profesor de matematica en formacion
inicial, en la carrera de Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica de la
Universidad Nacional, sobre la naturaleza de la demostracion matemaética.

Forma parte de una investigacion sobre el conocimiento de la practica matematica de la
demostracion que manifiestan profesores de matematica en formacién inicial. La
informacién serd tratada con la mayor confidencialidad y responsabilidad. Por favor,
responda a cada cuestion de forma individual, con base en sus conocimientos matematicos
con creatividad e interés en los espacios destinados para tal fin. Se solicita que sus respuestas
sean lo més claras, amplias y explicativas posibles.

Muchas gracias de antemano por su valiosa colaboracion.

Nombre:

NuUmero de teléfono:

Correo electrénico:
Edad:
Sexo:

Nombre del curso en que se aplica el cuestionario 2:

Se encuentra ejerciendo como profesor de matematica en alguna institucion publica o privada
(responda si 0 no):

En caso afirmativo indique el nombre de la institucion y las labores que desempefia en ella:
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Il PARTE. CONSIDERACIONES GENERALES

En este cuestionario se entiende por proposicidn matematica a un enunciado, verbal o
simbdlico, que puede catalogarse como falso o verdadero. Se llama propiedad a una
coleccion de palabras y simbolos llamados variables, que se transforman en proposiciones
cuando las variables se sustituyen por ciertos objetos de un conjunto que se llama el dominio
0 universo de discurso de la propiedad. Por ejemplo, el enunciado que afirma que todo
ndmero real satisface que la suma de su cuadrado y uno es positiva, es una proposicion

matematica que se puede expresar de forma simbdlica asi: v x € R ((x 24 1) > 0). En este

caso la propiedad presente en la proposicion se puede escribir como P( x ): (x 24 1) >0

con x e R.Ademas, el universo de discurso es el conjunto de los numeros reales denotado
R.

El cuestionario consta de cuatro tareas. En cada una de ellas se presenta un argumento
matematico para garantizar la validez de la proposicion matematica P: Cualquier nimero
real satisface que, si es positivo, entonces la suma de este y su inverso multiplicativo es
mayor o igual a dos. Asuma que dicha proposicién es verdadera.

111 PARTE. EVALUACION DE ARGUMENTOS MATEMATICOS
El cuestionario consta de cuatro tareas. Para cada una de ellas realice lo siguiente.

1. Marque con una equis (X), en el espacio correspondiente, si el argumento corresponde
0 no a una demostracién matematica de la proposicién P.

2. Explique, de la manera méas amplia posible, la escogencia realizada sobre cada
argumento. En cada uno de ellos aparece la proposicion P para mayor comodidad.
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TAREA1

P: Cualquier numero real satisface que, si es positivo, entonces la suma de este y su inverso
multiplicativo es mayor o igual a dos.

Considere el nimero real (2 - \/3) Es claro que (2 - \/3) > 0.

(2-y3) 2-y3  2-3 SN

Puesto que es verdadero que 4 > 2 entonces se garantiza la validez de la proposicion P.

Ademas, (2_\/§)+ 1 (2_\/?)2"'1_4—4\/34-3...1_4(2—\/?)

¢El argumento brindado en la tarea 1 corresponde a una demostracion matematica de la
proposicion P?

Si NO
Justificacion
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TAREA 2

P: Cualquier numero real satisface que, si es positivo, entonces la suma de este y su inverso
multiplicativo es mayor o igual a dos.

Considere un namero real cualquiera x. Supongase verdadero que la suma de este y su

inverso multiplicativo es mayor o igual a dos, es decir que (x + 1} > 2.

X
2 2
Luego, x“+1 > 2 y de esta manera se tiene que x2+1l_ 2>0.
X
. ) . X% +1-2x
Al efectuar la resta en el lado izquierdo de la desigualdad se obtiene que ————= >0
X

. ., . -1)2
y ordenando Yy factorizando el numerador de la fraccion se sigue que u > 0.
X

-1)2 . , .,
Como u > 0 es cierto y ademas, (x — 1) > >0 también es verdadero, se concluye
X

que x > 0. En consecuencia la proposicion P es verdadera.

¢El argumento brindado en la tarea 2 corresponde a una demostracion matematica de la
proposicion P?

Si NO
Justificacion
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TAREA 3

P: Cualquier numero real satisface que, si es positivo, entonces la suma de este y su inverso
multiplicativo es mayor o igual a dos.

Considere un numero real cualquiera x. Supongase verdadero que el nimero es positivo, es
decir que x > 0.

Se debe garantizar que la suma de este y su inverso multiplicativo es mayor o igual a dos, es
decir que (x + lj > 2.

X
x?41 , x?+1-2x x?-2x+1 (x-1)°

Enefecto,x+1—2= - 2=
X X X X X

. . —-1)?
Como (x — l) > >0 es verdadera y ademas, x > 0 entonces es cierto que u > 0.
X

1 . .
De este modo, es verdadero que (x + = —2|>0 y asi necesariamente se cumple que
X

X
verdadera.

1 . . L
(X + —j > 2 es verdadero, como se queria demostrar. En consecuencia, la proposicion P es

¢El argumento brindado en la tarea 3 corresponde a una demostracion matematica de la
proposicion P?

Si NO
Justificacion
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TAREA 4

P: Cualquier numero real satisface que, si es positivo, entonces la suma de este y su inverso
multiplicativo es mayor o igual a dos.

Supdngase que existe un numero real x que satisface que es positivo y que la suma de este y

. N . 1
su inverso multiplicativo es menor a dos, es decir que, x >0 y (x + —j < 2.
X

Luego se tiene que (x + 1 2) < 0.
X

2 2 _ 2_ X_12
Porotroladox+1—2:x +1—2:)( +1 2X=X 2X+1:( ) _
X X X X X

(x-1)°

X

En consecuencia <0 y como x>0 necesariamente debe cumplirse que

(x-1)* <0.
Puesto que es verdadero que (x—l)ZZO entonces la  proposicion

((x -1)?<0 A (x-1)%2 0) es verdadera, no obstante, se tiene certeza de que es falsa.
En consecuencia, la proposicion P es verdadera.

¢El argumento brindado en la tarea 4 corresponde a una demostracion matematica de la
proposicion P?

Si NO
Justificacion
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FASE 2
CUESTIONARIO 3

C 53

UNIVERSIDAD
DE GRANADA

| PARTE. INFORMACION GENERAL

Este cuestionario, no constituye una prueba o un examen. Se ha elaborado con el propoésito
de recoger informacidn sobre sus conocimientos como profesor de matematica en formacion
inicial, en la carrera de Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica de la
Universidad Nacional, sobre la naturaleza de la demostracion matemaética.

Forma parte de una investigacion sobre el conocimiento de la practica matematica de la
demostracion que manifiestan profesores de matematica en formacién inicial. La
informacién serd tratada con la mayor confidencialidad y responsabilidad. Por favor,
responda a cada cuestion de forma individual, con base en sus conocimientos matematicos
con creatividad e interés en los espacios destinados para tal fin. Se solicita que sus respuestas
sean lo més claras, amplias y explicativas posibles.

Muchas gracias de antemano por su valiosa colaboracion.

Nombre:

NuUmero de teléfono:

Correo electrénico:
Edad:
Sexo:

Nombre del curso en que se aplica el cuestionario 3:

Se encuentra ejerciendo como profesor de matematica en alguna institucion publica o privada
(responda si 0 no):

En caso afirmativo indique el nombre de la institucion y las labores que desempefia en ella:
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Il PARTE. CONSIDERACIONES GENERALES

En este cuestionario se entiende por proposicidn matematica a un enunciado, verbal o
simbdlico, que puede catalogarse como falso o verdadero. El cuestionario consta de cuatro
tareas, en cada una de ellas se presenta un argumento matematico para garantizar la validez
de una proposicién matematica dada. En cada caso debe:

(1) indicar marcando con una equis (X) si el argumento brindado en la tarea
corresponde 0 no a una demostracién matematica de la proposicion dada,

(2) explicar de la manera mas amplia la escogencia mencionada anteriormente y

(3) en el caso de que el argumento dado no corresponda a una demostracion
matematica de la proposicion dada, se debe indicar cuél o cuales modificaciones haria
usted al argumento para que lo sea.

111 PARTE. TAREAS

TAREA1
Proposicion matematica P1: Si a,b,ceR son talesque a=0 y (b2 —4ac) >0, entonces
Ixe R (ax® +bx+c=0).

ARGUMENTO MATEMATICO PARA GARANTIZAR LA VALIDEZ DE LA
PROPOSICION MATEMATICA P1

Supongase que se tienen a,b,c e R talesque a =0y (b2 —4ac) > 0. Se debe demostrar que

IxeR (ax®+bx+c=0). En efecto, considérese el numero real x=;—b. Luego
a

) _ 2 2 2 _op? —(b*-4ac
ax’+bx+c=a b +b b +c:l—1+c:b 20" +4ac ( ) Por
2a 2a da 2a da 4a

hipotesis se tiene que (b® —4ac) = 0 por lo tanto se puede suponer en particular que (b* —4ac) =0

—(b®*-4ac) _g _
y de esta manera ax’ +bx+c = Q =—=0. Luego el nimero real x = —b satisface la
4a 4a 2a

existencia.

1.1 Indigue marcando con una equis (X) si el argumento brindado en la tarea 1 corresponde
a una demostracion matematica de la proposicion P1.
Si NO
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1.2 Explique de la manera méas amplia la escogencia realizada anteriormente.

1.3 En el caso de gque el argumento dado no corresponde a una demostracion matematica de
la proposicion P1, indique cual o cuales modificaciones haria al argumento para que sea
una demostracion matematica de la proposicion P1.
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TAREA 2
Proposicion matematica P2: Si m,n e Z son tales que m divide a n y viceversa, entonces
[m|=[n].

ARGUMENTO MATEMATICO PARA GARANTIZAR LA VALIDEZ DE LA
PROPOSICION MATEMATICA P2

Supdngase que se tienen m,n e Z tales que m divide a n y viceversa. Se debe demostrar que
|m| :|n|. En efecto, como m divide a n y viceversa, entonces existen dos numeros enteros p,Q
talesque (1) m=n-p y(2) n=m-q. Sustituyendo (1) en (2) se sigue que N = (n- p)-q y de este

modo multiplicando a ambos lados de la igualdad por n™" se tiene que p-gq=1. Como P y  son
numeros enteros se tieneque p=g=10 p=qg=-1. Si p=q=1 entonces sustituyendo en (1) se

tiene que m=n y en consecuencia [m|=|n|. Si p=q=—1 entonces sustituyendo en (1) se tiene

que m=—n Yy en consecuencia |m| = |n|. En cualquier caso se garantiza que |m|=|n|.

2.1 Indique marcando con una equis (X) si el argumento brindado en la tarea 2 corresponde
a una demostracion matematica de la proposicion P2.
Si NO

2.2 Explique de la manera mas amplia la escogencia realizada anteriormente.
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2.3 En el caso de que el argumento dado no corresponde a una demostracién matematica de
la proposicion P2, indique cudl o cuales modificaciones haria al argumento para que sea
una demostracion matematica de la proposicion P2.

TAREA 3
Proposicion matematica P3: Si m,neZ son tales que m Yy n son numeros impares,
entonces m+n €s un nimero par.

ARGUMENTO MATEMATICO PARA GARANTIZAR LA VALIDEZ DE LA
PROPOSICION MATEMATICA P3

Supongase que se tienen m,n e Z tales que tales que m y n son ndmeros impares. Se debe

demostrar que m+n es un namero par. En efecto, como m y n son nimeros impares, entonces de
acuerdo a la definicion de numeros impares se sigue que existen dos nimeros enteros p,( tales que

(1) 2m+1=p y(2) 2n+1=q. Luego (2m+1)+(2n+1)= p+q y de esta manera se sigue que
2m+2n+2=p+q, es decir que, 2(m+n): p+0—2.Sea j=p+q—2ycomo p,q,2€7Z
entonces j € Z. De esta manera 2(m+n) =] con j e Z loque segun la definicion de namero par,

garantiza que el nimero m+n es un nimero par.

3.1 Indique marcando con una equis (X) si el argumento brindado en la tarea 3 corresponde
a una demostracion matematica de la proposicién P3.
Si NO
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3.2 Explique de la manera mas amplia la escogencia realizada anteriormente.

3.3 En el caso de que el argumento dado no corresponde a una demostracién matematica de
la proposicion P3, indique cual o cuales modificaciones haria al argumento para que sea
una demostracion matematica de la proposicion P3.
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TAREA 4

Proposicion matematica P4: En cualquier triangulo en la geometria euclidiana la suma de
las medidas de los angulos internos de un triangulo es 180 grados. Es decir, dado cualquier
triangulo A ABC, se cumple que m~£A+ m~/B + m.~C =180°.

ARGUMENTO MATEMATICO PARA GARANTIZAR LA VALIDEZ DE LA
PROPOSICION MATEMATICA P4

Supdngase que se tiene un triangulo cualquiera A ABC en la geometria euclidiana. Se debe
demostrar que la suma de las medidas de sus angulos internos es 180 grados, es decir, que
mZA+m<B+ m~C =180°. En efecto, como el punto B no pertenece a la recta AC
entonces, en virtud del postulado de las paralelas, existe y es Unica la recta L que contiene

a B yes paralela a la recta AC . Considérese la siguiente figura en la que se muestra lo
anterior:

A
v

A C

Sean D y E dos puntos de larecta L talesque D—B—E y los puntos A y D del mismo lado
de la recta BC. Como el punto A estd en el interior del angulo £ZDBC, se sigue que
m~/DBC = m ZDBA + m ZABC. Ademés, m ~/DBC + m ZCBE =180°, pues los dos angulos
forman un par lineal. De esta manera se tiene que m ~ZDBA + m ZABC + m ZCBE =180°. (*)
Por otro lado, m Z/DBA = m ZBAC pues los angulos son alternos internos entre paralelas. Ademas,
m ZCBE = m ZBCA por ser también alternos internos entre paralelas. Al sustituir en (*) se obtiene

que m ZBAC + m ZABC + m ZBCA=180° lo que equivalea m £ A+m /B +m ~£C=180°.

4.1 Indique marcando con una equis (X) si el argumento brindado en la tarea 4 corresponde
a una demostracion matematica de la proposicién P4.
Si NO
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4.2 Explique de la manera mas amplia la escogencia realizada anteriormente.

4.3 En el caso de que el argumento dado no corresponde a una demostracién matematica de
la proposicion P4, indique cual o cuales modificaciones haria al argumento para que sea
una demostracion matematica de la proposicion P4.
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FASE 3
CUESTIONARIO 4

C 53

UNIVERSIDAD
DE GRANADA

| PARTE. INFORMACION GENERAL

Este cuestionario, no constituye una prueba o un examen. Se ha elaborado con el propoésito
de recoger informacidn sobre sus conocimientos como profesor de matematica en formacion
inicial, en la carrera de Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica de la
Universidad Nacional, sobre la conviccion de un argumento matematico.

Forma parte de una investigacion sobre el conocimiento de la practica matematica de la
demostracion que manifiestan profesores de matematica en formacién inicial. La
informacién serd tratada con la mayor confidencialidad y responsabilidad. Por favor,
responda a cada cuestion de forma individual, con base en sus conocimientos matematicos
con creatividad e interés en los espacios destinados para tal fin. Se solicita que sus respuestas
sean lo més claras, amplias y explicativas posibles.

Muchas gracias de antemano por su valiosa colaboracion.

Nombre:

NuUmero de teléfono:

Correo electrénico:
Edad:
Sexo:

Nombre del curso en que se aplica el cuestionario 4:

Se encuentra ejerciendo como profesor de matematica en alguna institucion publica o privada
(responda si 0 no):

En caso afirmativo, indique el nombre de la institucion y las labores que desempenia:
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Il PARTE. CONSIDERACIONES GENERALES

La irracionalidad de la raiz cuadrada de dos es un resultado matematico que normalmente se
expresa de manera simple diciendo que /2 es un ntimero irracional.

Se presentan cinco argumentos matematicos cuyo proposito es garantizar la validez de la

proposicion matematica P: J2 es un ntmero irracional y que usted debe analizar
detalladamente. Posteriormente se presentan tres tareas en las que debe trabajar:

(1) en la primera debe escoger el orden en el que los argumentos le parecen mas
convincentes,

(2) en la segunda debe explicar las razones por las que ha escogido al argumento mas
convincente y

(3) en la tercera debe explicar las razones por las que ha escogido al argumento que
le parece menos convincente.

111 PARTE. ARGUMENTOS MATEMATICOS PARA GARANTIZAR LA VALIDEZ
DE LA PROPOSICION MATEMATICA P: /2 ES UN NUMERO IRRACIONAL

ARGUMENTO 1

Si JE es un nimero racional, entonces existen dos ndmeros naturales a, b primos relativos entre si
a e . o
tales que J2 = b Luego a?=2b?. Se puede hacer una analisis de las posibles terminaciones de

los nimeros naturales a? y 2b?. Para ello, considérese la siguiente tabla en la que se plasman
todas las posibilidades:

a a’ b b? 2b?
0 0 0 0 0
1 1 1 1 2
2 4 2 4 8
3 9 3 9 8
4 6 4 6 2
5 5 5 5 0
6 6 6 6 2
7 9 7 9 8
8 4 8 4 8
9 1 9 1 2

Como se pude observar en la tabla anterior, las terminaciones del nimero natural a® son 0, 1, 4, 5,

6y 9; las terminaciones del nimero 2b? son 0, 2 'y 8. Dado que a®=2b? se sigue que ambos
nameros deben tener las mismas terminaciones, por lo tanto, ambos deben terminar en 0 que es el
Unico digito en el que coinciden. En tal caso se tiene que @ debe terminaren 0 y b debe terminar en
0 o0en 5. Sin embargo, en cualquiera de los dos casos, los nimeros a'y b tendrian a5 como un divisor

comun, lo que contradice el hecho de que ambos eran primos relativos entre si. Por lo tanto «/5 esun
namero irracional.
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ARGUMENTO 2

Sea f:R — R talque f(x)=x?—-2. Esclaroque f(1)=-1y f(2)=2. Dadoquela
funcion f es continua en R, se tiene en particular, que es continua en el intervalo real [1, 2 ]
Por el teorema del valor intermedio de Bolzano se sigue que 3C € ]1, 2[ ( f (C ) = 0) lo que

equivale a afirmar que 3c € ]1, 2[ ( c?=2 ) Esto garantiza /2 es un namero irracional.

ARGUMENTO 3

Si \/E es un namero racional, entonces existen dos nimeros naturales a, b primos relativos entre si
a ) ) . . )
tales que \/_ = b Luego a?=2b?2. De lo anterior se deduce que 2 es un divisor de a ? y puesto

que 2 es un nimero primo, se sigue necesariamente que 2 es un divisor de a, en consecuencia
dmeZ( a=2m). Sustituyendo en la igualdad a>=2b? se tiene que (2m)°=2b* de donde

se sigue que 2m?=Db? yental caso 2 es un divisor de b ? y al ser 2 primo se cumple que divide
a b. Con base en lo anterior se tiene que 2 es un divisor cominde a y b lo cual es imposible, pues

ambos nimeros eran primos relativos entre si. Por lo tanto 2 es un numero irracional.

ARGUMENTO 4

Sea S el conjunto S = { neN: (n\/?) € N} con Nz{l, 2,3,---}.Si el conjunto S no es vacio,

se sigue por el principio de la buena ordenacion en los nimeros naturales, que S tiene un primer
elemento, llamese k. Dado que (\/?— 1) k > O sesigue que (k 2 — k) > 0. Puestoque k € S

se tiene  que (k\/?)eN, por lo tanto, (kf—k)eN. Ademas,
(k 2 —k) 2 :2k—k\/? y como (Zk—k\/?)eN se sigue que (k 2 —k)eS lo

cual es imposible pues (kw/ — k) < k y k esel primer elemento de S. Por lo tanto el conjunto

S es vacio.
Si /2 es un nimero racional entonces existen dos niimeros naturales a, b primos relativos entre si

tales que J2 = %. Luego b2 =a y como (b\/z) e N se seguiria que b €S lo cual es

imposible. Por lo tanto ~/2 es un nimero irracional.
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ARGUMENTO 5

Dado un triangulo rectangulo con catetos de medida 1 se cumple, por el teorema de Pitagoras, que la
hipotenusa mide \/5 Si «/2 es un nimero racional, entonces existen dos nimeros naturales a, b

. . . a . c .
primos relativos entre si tales que \/_ = IS Como b \/5 = a existe otro triangulo rectangulo ACD

de catetos DC y AC de longitud b e hipotenusa AD de medida a como se muestraen la siguiente
figura:

A
B Cc

Se puede considerar una circunferencia de centro en D y que contenga a los puntos E y C en donde
los radios DE y DC sean de longitud b y el punto E pertenezca al segmento AD. Por el punto
E existe una Unica recta perpendicular a la recta AD y que interseca a la recta AC enel punto B.
Los segmentos BE y BC son ambos tangentes a la circunferencia de centro D y por lo tanto son
congruentes. Como el tridngulo AEB es rectangulo isésceles se sigue que la longitud del segmento
AE es igual a la del segmento BE, ambos con medida a—b. La medida del segmento AB es
igual a b — (a—b), es decir, 2b—a.

Se tiene asi que el triangulo rectangulo isdsceles AEB satisface que la longitud de sus tres lados son
numeros naturales y cada uno de ellos es menor que sus correspondientes en el triangulo original

ACD. En el triangulo AEB se puede replicar el proceso realizado y de esta manera existiria otro

triangulo rectangulo isésceles en donde sus lados tendrian como longitudes a nimeros naturales
menores gue los correspondientes en el triangulo AEB. Este proceso se podria continuar de manera

infinita lo que generaria una sucesion decreciente infinita de nimeros naturales, lo cual es imposible.
Por lo tanto /2 es un namero irracional.
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IV PARTE. TAREAS
TAREA1

De los cinco argumentos presentados para garantizar la validez de la proposicion matematica

P: +/2 es un ntmero irracional indique en la siguiente tabla el orden de prioridad en el que
le han parecido mas convincentes. El de prioridad 1 es el que le ha parecido méas convincente
y asi sucesivamente hasta el de prioridad 5 que es el que le ha parecido menos convincente.
En la columna denominada NUmero del argumento, debe colocar los nimeros 1, 2, 3, 4,y
5 que corresponden a los nimeros de los argumentos matematicos presentados, de manera
que cada uno de ellos aparezca una sola vez.

ORDEN DE PRIORIDAD NUMERO DEL ARGUMENTO
PRIORIDAD 1
PRIORIDAD 2
PRIORIDAD 3
PRIORIDAD 4
PRIORIDAD 5

TAREA 2

Explique de la manera mas amplia posible, todas las razones por las que ha escogido al
argumento que le convence mas, es decir, al argumento que ha seleccionado como
PRIORIDAD 1. En su explicacion, incluya las caracteristicas de este argumento, tanto de
forma como de fondo, que le hacen mas convincente para usted.
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TAREA 3

Explique de la manera mas amplia posible, todas las razones por las que ha escogido al
argumento que le convence menos, es decir, al argumento que ha seleccionado como
PRIORIDAD 5. En su explicacion, incluya las caracteristicas de este argumento, tanto de
forma como de fondo, que le hacen menos convincente para usted.
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INDICE DE ANEXOS DIGITALES

Los siguientes anexos digitales estan incluidos en el disco compacto que acompafa a este
trabajo.
ANEXO A

Tabla A.1. Indicadores de conocimiento utilizados en la codificacion de las respuestas de los
sujetos de investigacion en el cuestionario 1

Tabla A.2. Codificacion del cuestionario 1
ANEXO B

Tabla B.1.Indicadores de conocimiento utilizados en la codificacion de las respuestas de los
sujetos de investigacion en el cuestionario 2

Tabla B.2. Codificacion del cuestionario 2
ANEXO C

Tabla C.1. Indicadores de conocimiento utilizados en la codificacion de las respuestas de los
sujetos de investigacion en el cuestionario 3

Tabla C.2. Codificacion del cuestionario 3
ANEXO D

Tabla D.1. Categorias de analisis utilizadas en la codificacion de las respuestas de los sujetos
de investigacion en el cuestionario 4

Tabla D.2. Codificacion del cuestionario 4



