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Resumen

En la presente Memoria estudiamos dos problemas abiertos en el contexto
de los conjuntos difusos, introducidos por L.A. Zadeh en 1965 como una forma

matematica de expresar la incertidumbre que nos rodea en el mundo real.

Por un lado, presentamos un operador de aproximacion que asocia un unico
nimero difuso normal a cada conjunto difuso del intervalo [0, 1]. La necesidad
y la enorme aplicabilidad de este operador viene justificada por el hecho de que
las principales técnicas matematicas y estadisticas que se han propuesto hasta
el momento (regresién, distancias, etc.) hacen uso exclusivamente de nimeros
difusos. Dichas técnicas no pueden ser aplicadas en general en contextos en los
que los datos de entrada son conjuntos difusos arbitrarios, pues requieren de las
especiales propiedades algebraicas y geométricas que verifican concretamente los
niumeros difusos. De esta forma, el operador propuesto es capaz de tomar los
datos difusos de entrada y transformarlos, de una forma razonable, en nime-
ros difusos con los que poder trabajar después. Este operador depende de una
amplia colecciéon de parametros iniciales que le aportan gran ductilidad desde
su propia concepcién. Adicionalmente, se muestran las principales propiedades
que satisface este operador, entre las que destacamos el estudio de sus puntos

fijos y la propiedad minimizante que verifica.

Por otro lado, presentamos un definiciéon de indice de solapamiento en el
marco de los conjuntos difusos de tipo 2. Habiamos observado que, tras la intro-

duccién de las funciones de solapamiento y su posterior éxito al ser aplicadas



IT RESUMEN

a distintos problemas de investigacion, algunos autores habian tratado de ex-
tender esta nocion al campo de los conjuntos difusos de tipo 1, lo cual se habia
conseguido a la luz del indice de consistencia de Zadeh. De esta forma, era in-
teresante abordar el caso de los conjuntos difusos de tipo 2, que son capaces
de modelizar situaciones de incertidumbre a través de una estructura algebraica
mas fina donde los propios conjuntos difusos de tipo 1 no alcanzan. De esta
forma, introducimos las principales condiciones que ha de verificar un indice de
solapamiento sobre conjuntos difusos de tipo 2, estudiamos sus primeras pro-
piedades y mostramos amplias familias de ejemplos de esta clase de indices,
relacionando los diferentes niveles de estructuras difusas. Ademas, discutimos
la condicion de normalidad para esta clase de indices y mostramos alternativas
a la que aqui se presenta. Finalmente, ilustramos como emplear los indices de
solapamiento de tipo (2,0) y (2,1) para implementar algoritmos inferenciales
para sistemas interpolativos difusos de tipo 2, de tal forma que se pueda extraer
una conclusion a partir de unas premisas y un hecho, todos ellos expresados con

conjuntos difusos de tipo 2.

Palabras clave: Conjunto difuso, Numero difuso, Conjuntos encajados,

Indice de solapamiento, Sistema interpolativo.
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Abstract

In this Memory we study two open problems in the context of fuzzy sets,
introduced by L.A. Zadeh in 1965 as a mathematical way of expressing the

uncertainty that surrounds us in the real world.

On the one hand, we present an approximation operator that associates a
unique normal fuzzy number to each fuzzy set in the interval [0,1]. The need
and the great applicability of this operator is justified by the fact that the main
mathematical and statistical techniques that have been proposed up to now
(regression, distances, etc.) make exclusively use of fuzzy numbers. Such tech-
niques cannot be applied in general contexts where the input data are arbitrary
fuzzy sets, since they require the special algebraic and geometric properties that,
concretely, fuzzy numbers verify. In this way, the proposed operator is able to
transform the fuzzy input data, in a reasonable way, into fuzzy numbers to work
with afterwards. This operator depends on a wide collection of initial parame-
ters that give it great ductility from its very conception. Additionally, the main
properties that this operator satisfies are shown, among which we highlight the

study of its fixed points and the minimizing property that it verifies.

On the other hand, we introduce a definition of overlap indexr in the fra-
mework of type-2 fuzzy sets. We had observed that, after the introduction of
overlap functions and their subsequent success in applications to different re-
search problems, some authors had tried to extend this notion to the field of

type-1 fuzzy sets, which had been achieved inspired by Zadeh’s consistency in-

II1
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dex. Thus, it was interesting to address the case of type-2 fuzzy sets, which are
able to model uncertainty situations through a finer algebraic structure where
type-1 fuzzy sets themselves do not reach. In this way, we introduce the main
conditions to be verified by an overlap index on type-2 fuzzy sets, we study
its first properties and we show large families of examples of this class of in-
dices, relating the different levels of fuzzy structures. Furthermore, we discuss
the normality condition for this class of indices and we show alternatives to the
one presented here. Finally, we illustrate how to employ overlap indices of type
(2,0) and (2,1) to implement inferential algorithms for type-2 fuzzy interpola-
tive fuzzy systems, such that a conclusion can be drawn from fuzzy rules and a

fact, all of them expressed as type-2 fuzzy sets.

Key words: Fuzzy set, Fuzzy number, Nested sets, Overlap index, Interpo-

lative system.
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EPIGRAMMA PTOLEMAEO
ADSCRIPTUM

Traducciéon

Quotidie morior, fateorque: sed inter
Olympi Dum tenet assiduas me mea
cura vias: Non pedibus Terram
contingo: sed ante Tonantem Nectare

divina pascor et ambrosia.

Me voy muriendo cada dia y lo
reconozco; Pero mientras me
tienen ocupado Los constantes
derroteros de las estrellas No
pisan mis pies sobre la tierra, Sino
que ante Zeus me alimento De

néctar, de divina ambrosia.







Introduccion

Con este supuesto epigrama de Ptolomeo (transcrito literalmente, junto a su
traduccién, de la edicién de Altaya — Grandes Obras del Pensamiento), Johan-
nes Kepler abria “Fl secreto del universo”. A finales del siglo XVI no cabia lugar
a duda alguna: “Dios regla el universo con leyes rigidas y certeras. El hombre se
acerca a la obra divina escrita en un lenguaje bello y preciso”. Este lenguaje al-
canza su bautismo de verdad en “Il saggiatore” de Galileo, quien unos cincuenta
anos mas tarde no duda en aseverar: “Dios escribio el universo en el lenguaje

de las matemdticas” .

El trasfondo filoséfico de estos autores, mencionados como primera inicia-
tiva a lo que hoy denominamos ciencia experimental, se traslada durante casi
trescientos anos al corpus cientifico. La ciencia es un compendio de verdades y
certezas medibles y con consecuencias derivadas de nuestra observacién (eviden-
temente, el espiritu humano debe caminar en ese libro de verdad para obtener

todas las claves de su realidad).

El siglo XIX formaliza una rama matematica, hasta entonces sujeta a aspec-
tos menores, incluso rebajada al papel de entretenimiento de mentes y forjadora
de bolsas. La Probabilidad adquiere su corpus doctrinal e introduce, formal-

mente, la duda tasada en la ciencia.

El desarrollo de la Estadistica Matemaética a partir de la segunda mitad
del siglo XX, con el aporte del cdlculo computacional, abre y reforma vias de

trabajo. De los treinta y siete problemas del milenio de Hilbert, en 1900, a

VII



VIII INTRODUCCION

las tres mil cuatrocientas vias de investigacion formalmente recogidas en 2000,

existe un enfoque distinto: la incertidumbre.

En el inicio del siglo XX, la obra de Max Plank nos introduce en un mun-
do de posiciones relativas. El uso de la Mecanica Estadistica nos lleva a la
“prediccién” del comportamiento de sistemas macroscépicos mediante los datos
que nos aportan algunos de sus componentes. Aln asi, estamos ante un esquema
“clasico”. La coleccién de datos medibles nos aporta conclusiones comprobables.
Sin embargo, esa situacion es simplemente idilica y limitada a sus campos de
trabajo. La realidad es bien distinta. Los datos nos desbordan y deben ser ana-
lizados y filtrados, pero no siempre son medibles o, cuando menos, mensurables.
Ademas, aportan informacién sobre multiples aspectos, no necesariamente com-
parables entre si y en los que debemos apoyar nuestra decisién (generalmente,
una eleccién). La cantidad de informacién nos deberia proporcionar un método
o algoritmo de eleccién para garantizar la correcta decision. Si esto fuese posi-
ble, podriamos dotar a los sistemas electrénicos de capacidad de eleccion bajo
criterios de optimizacion, en la mayoria de los casos en que, no necesariamente,

coinciden con criterios éticos y morales.

Una situacién muy frecuente de este conflicto lo plantea el sistema que con-
trola el trafico en una gran ciudad. Este puede regular los periodos semaféricos
en funcién de la densidad de circulacién (una respuesta tabulable ante una infor-
macién numérica). Sin embargo, la presencia de vehiculos de urgencias introduce
una variable cualitativa que puede modificar, por completo, la regulaciéon au-
tomatica. Y si contamos con dos contingencias de urgencias a la vez y en puntos
confluyentes, el sistema deberia decidir una prioridad de paso en base a criterios
faciles de entender desde una perspectiva humana pero dificiles de implementar

en un sistema automatico.

Aparecen nuevas variables, absolutamente cualitativas y no necesariamente
ordinales, como el tipo de vehiculo, el servicio prestado, el tipo de urgencia,
etc. El sistema solo reaccionara bajo un estricto patrén de comportamiento,

es decir, bajo un algoritmo claro y preciso. Un algoritmo que debera “operar”

M.A. Tiscar




INTRODUCCION IX

variables cualitativas y que, con este adjetivo, escapan de cualquier tipo de

algebra operacional.

Nuestra formacion clasica busca una medida de nuestra decision. La proba-
bilidad, medida normada, es la gran valedora de este camino. La introduccién
de funciones de riesgo o el simple analisis bayesiano de los posibles resultados
establece una tasa de actuacion. Pero, y ahi esta el gran enigma, necesita de
un algebra de sucesos, es decir, necesita una base soélida y algebraica sobre la
que desarrollar toda su potencia. Sin embargo, en el mundo de la informacion
y los datos, estos no necesariamente se ajustan a nuestros patrones clasicos de

agrupamiento.

Observaciones sobre los gustos de los colores en la moda, la preferencia entre
dos conocidos refrescos de cola o la animadversién a ciertos equipos de futbol
no permiten establecer una base conjuntista sobre la que trabajar con las herra-
mientas cldsicas (pues requieren una estructura algebraica consistente para ser
aplicadas). Por tanto, la toma de decisiones esta sujeta, inexorablemente, a una

avalancha de informacién, en forma de datos disponibles.

En las situaciones reales, no sélo la informacién nos produce un desborde en
cantidad y calidad: la propia clasificacién de la misma puede, y de hecho es, una
fuente de incertidumbre mas. La informacién disponible no siempre puede ser
clasificada en categorias “mutuamente excluyentes” y, sobre todo, no siempre se
comparte un mismo criterio en las “etiquetas” que asociamos a esa informacion.
Ademas, dichas etiquetas no manifiestan de forma determinista a qué categoria

perteneceria cada objeto de poder contar con una categorizacion clara.

En este contexto de incertidumbre en el que vivimos, es necesario establecer
una solida base matematica y estadistica sobre la que construir el edificio del
conocimiento de la realidad, tan sujeta al azar y a los cambios aleatorios pero, a
la vez, tan rigida en cuanto a sus leyes fundamentales. Después de la introduccién
de la nocién de funcion de probabilidad a través de los axiomas de Kolmogorov
(asentada, como hemos comentado, sobre los cimientos de la o-dlgebra) y de

las distintas aproximaciones al concepto de espacio métrico probabilistico (en

M.A. Tiscar
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este sentido, no podemos dejar de citar los estudios de Menger [75, 76] y los
espacios de Schweizer y Sklar [108]), el siguiente gran hito en esta linea de
investigacion de la incertidumbre llegdé con la introducciéon en 1965 por parte
de L.A. Zadeh del concepto de conjunto difuso (véase [117]). Mateméticamente,
un conjunto difuso A es un par (X, u4) donde X es un conjunto no vacio (en
su concepcién cldsica), denominado wuniverso del discurso o referencial, y pua :
X — [0,1] es una aplicacién que asocia a cada elemento z € X su grado de
pertenencia pa(z) al conjunto difuso A. En los tltimos cincuenta anos se han
descrito varias interpretaciones epistémicas acerca del significado de la funcién
4. Tres de las semdnticas més importantes la interpretan como un grado de
incertidumbre (propuesta por Zadeh como una herramienta clave en la teoria
de la posibilidad [119] y el razonamiento aproximado [120]), como un grado de
similaridad o como un grado de preferencia (véase [42, 44]). Cada uno de estos
puntos de vista conlleva ciertas peculiaridades dependiendo del contexto en el
que se utilizan los conjuntos difusos. Lo tinico que es comtun a todas las corrientes
de pensamiento difuso es que cuando pa(x) toma el valor 1 (su méximo valor
posible), entonces decimos que el elemento pertenece al conjunto con seguridad,
y si dicho valor es 0 (el minimo valor posible), entonces estamos seguros de que
no pertenece. Entre medias de los valores 0 y 1 surge toda una escala de grises
cuya riqueza se pone de manifiesto por el enorme éxito que ha tenido esta teoria
en el ambito cientifico en general y, en especial, en el ambito de la Computacion.
Algunos de sus avances mas importantes se han producido en los ambitos del
andlisis de decisiones [25, 29, 58, 80, 102, 116], ranking de posibles alternativas
[1, 5, 33, 63, 81, 99, 113, 114], teoria de regresién [27, 56, 93, 101], imagen
[69, 57, 84, 17|, clasificacién [64, 105, 106], aproximacién [109], Medicina [107],
interconexiones algebraicas [92], etc. Todo ello ha originado una teorfa, muy
al contrario de lo que pueda parecer por el hecho de manejar cierto grado de
incertidumbre, es muy consistente y ha dado pie a algunos de los descubrimientos
mas significativos en el desarrollo de la Inteligencia Artificial (con todo lo que

ello lleva aparejado).

M.A. Tiscar




INTRODUCCION X1

“La logica cldsica es como quien va a una fiesta vestido con un traje negro,
una camisa blanca almidonada, una corbata negra, zapatos lustrosos, etcétera. Y
la logica difusa es un poco como quien va vestido informalmente con vaqueros,
camiseta y zapatillas. En el pasado esta ropa informal no habria sido aceptable.
Hoy es la otra manera que hay de vestir”, manifestaba Zadeh en 1984, como
ejemplificacion del nuevo enfoque. En la légica difusa, la realidad no es blanca

o negra: es simplemente gris, con todos sus matices.

En la teoria clasica de conjuntos, la relacién binaria méas importante es la
relacion de inclusion de tal manera que un conjunto puede estar incluido den-
tro de otro, dando lugar a la nocién de subconjunto. En el contexto difuso, los
conjuntos difusos no son solo conjuntos, sino que llevan asociados unas aplica-
ciones muy concretas que, como hemos comentado, se denominan “funciones de
pertenencia”, que marcan el grado de pertenencia de un elemento al conjunto
difuso. La relacién de inclusiéon entre conjuntos clasicos se extiende, de manera
natural, al ambito difuso, mediante la relacién de orden < entre las funciones de
pertenencia. De esta forma, la inclusién de conjuntos difusos no esta determi-
nada por los elementos, sino por las funciones de pertenencia de los conjuntos
difusos (eso si, se comprueba la desigualdad < elemento a elemento en el uni-
verso del discurso). La relacién de inclusién entre conjuntos es un orden parcial
(reflexiva, antisimétrica y transitiva), propiedad que hereda la inclusién < de
conjuntos difusos, que también es un orden parcial. Sin embargo, la notacion <
entrana un riesgo importante: puede dar lugar a la creencia de que también re-
presenta la relacién euclidea de orden entre ntimeros reales. Esta interpretacion
es falsa por dos motivos: ni todos los conjuntos difusos pueden ser interpretados
como numeros, ni aunque lo fuesen, el orden parcial < entre conjuntos difusos
generalizaria el orden euclideo entre niimeros reales. En cualquier caso, surge la

necesidad de introducir la nocién de “numero difuso”.

Inspirados por los ntimeros reales, existen unos conjuntos difusos muy espe-
ciales que, sin duda, son la traducciéon natural de los niimeros reales al ambito

difuso. Se definen de la siguiente manera. En el contexto de los nimeros reales

M.A. Tiscar
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(conjunto denotado por R), el conocimiento de un nimero real r € R puede
interpretarse en términos de una funcién de pertenencia u, : R — [0, 1] como
la siguiente: dado ¢t € R, definimos p,.(t) = 1 si t = r (porque estamos absolu-
tamente seguros de que t toma el valor exacto del nimero real ) y p,.(t) =0
si t # r (porque estamos absolutamente seguros de que ¢ no coincide con r).
De esta forma, estamos considerando el conjunto difuso (R, p,.) cuya funcién de

pertenencia y, : R — [0, 1] viene dada como acabamos de mostrar.

Aunque la nocién de “numero difuso” en general pudiese no estar clara en
un principio, lo que si estd claro es que el conjunto difuso (R, 1) debe satisfacer
cualquier posible definicion que consideremos razonable de “nimero difuso”. A
la vista de las propiedades que satisfacen las funciones de pertenencia { p, :
r € R}, la cuestién que surge espontaneamente es: jcudles son las propiedades
algebraicas que debe verificar una funcién de pertenencia para ser considerada
proveniente de un “nimero difuso”? Esta cuestién ni es trivial ni posee una
unica respuesta. Ademas, cualquier posible respuesta debe afrontar una segunda
cuestion no menos importante: la necesidad de extender las cuatro operaciones
aritméticas bdsicas (suma, resta, multiplicacién y divisién) al contexto difuso,
intentando a la vez heredar cuantas méas propiedades reales mejor (asociatividad,

conmutatividad, etc.), lo cual no es una tarea en absoluto sencilla.

A lo largo de los ultimos anos, se han propuesto varias definiciones, todas
ellas cargadas de matices concretos que las hacen especialmente sensibles a lige-
ros cambios. La definicién més extendida y mas utilizada en los estudios cientifi-
cos es la siguiente (véanse [40, 41, 96, 97, 99, 101]): un nimero difuso (de la recta
real) es un conjunto difuso (R, u) cuya funcién de pertenencia u, : R — [0, 1]
verifica las propiedades de normalidad, convexidad difusa y semicontinuidad su-
perior (véase la Definicién 2.2.4). Estas tres propiedades dan lugar a infinidad
de posibilidades algebraicas, y conllevan una enorme carga de subjetividad en
el manejo de este concepto (véanse los comentarios posteriores a la Definicién
2.2.4). En la Subseccion 2.2.4 mostraremos algunas familias notables de nime-

ros difusos sobre la recta real. Destacamos el hecho de que, recientemente, se
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ha entablado un acalorado debate sobre la necesidad de replantearse esta defi-
nicion. Ademas, debemos aclarar desde este momento que la anterior no sera la
definicion que nosotros utilicemos de “nimero difuso” a lo largo de la presente
memoria, pues reemplazaremos la condicién de normalidad por la ezxistencia de

mazximo absoluto (la cual es una propiedad més débil).

Los ntmeros difusos constituyen objetos matematicos susceptibles de alge-
brizacion operativa y aportan el tan deseado soporte de trabajo a las diferentes
técnicas “clasicas”. Evidentemente, las condiciones de “regularidad” que carac-
terizan a los nimeros difusos no son caracteristicas naturales de los conjuntos
difusos. Como acabamos de describir, la subfamilia de los nimeros difusos esta
formada por conjuntos difusos méas “manipulables” y, por ende, mas restricti-
vos. De esta forma, los nimeros difusos suponen un caso particular de conjunto
difuso convexo y, en cierto sentido, son una extension, por debilitamiento, del
concepto de nimero real. De hecho, un numero real puede entenderse como

numero difuso (en este contexto, se le denomina nimero difuso crisp).

Los conjuntos difusos y los niimeros difusos son, sin lugar a dudas, estructu-
ras algebraicas que hunden sus raices en el terreno abonado de la Estadistica y
de la Probabilidad. Este hecho ya se ha puesto de manifiesto en tesis doctora-
les anteriores bajo la misma direccién o codireccion. Por ejemplo, A.F. Roldan
Lépez de Hierro interpreté los ntiimeros difusos en [94] como la yuxtaposicion,
en tiempo finito, de una funcién de distribucién y una funcién de supervivencia
a través de las partes izquierda y derecha del niimero difuso. Dos anos después,
G. Alfonso describi6 en [3] los nimeros difusos como métodos para construir
intervalos de confianza asociados a un valor desconocido. En el meollo de la
pandemia, A. Marquez introdujo en [71] los nimeros difusos como cantidades
inciertas asociadas a afirmaciones imprecisas que utilizamos en la vida cotidiana.
Recientemente, M. Sédnchez-Maldonado empleé nimeros difusos en [104] como
una forma de representar etiquetas lingiiisticas en contextos de incertidumbre,
especialmente en situaciones que anteriormente habian sido abordadas desde el

ambito de las escalas de Likert. En esta Memoria no queremos ser menos y vamos
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a aportar un par de nuevas posibles semanticas en las que los niimeros difusos
se desenvuelven a la perfeccién. En primer lugar, describiremos los conjuntos de
nivel de un nimero difuso segtn el grado de conocimiento que aporten respecto
de la afirmacién original. De esta forma, los interpretaremos como conjuntos
de valores compatibles (entiéndase, con la afirmacién), posibles o probables. En
segundo lugar justificaremos que la funcién masa de probabilidad de cualquier
variable aleatoria es, en si misma, un conjunto difuso. Pero también existen
casos incluso mas generales, especialmente cuando del universo del discurso no
es un subconjunto de R: ilustraremos alguna situacién en la que el referencial
de partida es un conjunto finito de personas sobre las que puede establecerse

alguna afirmacién de tipo probabilistico (véase la Subseccion 2.2.6).

Aunque la extension del concepto de niimero real al marco difuso conlleva
un buen comportamiento operacional (suma, multiplicacién, etc.), también es
cierto que el orden euclideo de los reales no es, en este caso, exportable. De
hecho, parece imposible construir una relacién de orden (aun de tipo parcial)
sobre la familia formada por todos los nimeros difusos sobre la recta real que
sea, a la vez, coherente con la intuicion humana y equivalente a las introducidas
ad-hoc en los diferentes procesos concretos de investigacion experimentales. En
todo caso, existe un gran consenso en que cualquier definicién de orden debe
ser compatible con el orden de los reales, en el sentido de que su restriccién a

numeros difusos “crisp” sea reconocible como el orden real.

La busqueda de un orden parcial sobre la familia formada por todos los niime-
ros difusos de la recta real que, a la vez, sea coherente con la intuicién humana
y extienda el orden euclideo de los niimeros reales, es solo uno de los problemas
abiertos en el contexto difuso. Pero existen otros muchos, provenientes de areas
cientificas aplicadas, que encuentran en el marco difuso las herramientas alge-
braicas necesarias para su adecuado desarrollo. La Inteligencia Artificial y las
Tecnologias de la Informacion y de la Comunicacion son claros ejemplos de areas
emergentes que se benefician especialmente de los avances en el campo cientifico

difuso, donde encuentran gran parte de su justificacion y de su potencialidad.
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Debido a su enorme aplicabilidad al mundo de la Computacién, el campo di-
fuso es especialmente rico en problemas abiertos, que luego son implementados
en contextos concretos, resolviendo problemas que hubiesen sido imposibles de
afrontar anos atras. En esta investigacién hemos indagado, humildemente y des-
de la perspectiva estadistica y matematica, dos problemas concretos que surgen
de manera natural en el campo de la Computacion y que vamos a tratar de
explicar a continuacion, junto con los avances conseguidos. Es por ello que el
Capitulo 3, dedicado en su integridad a mostrar los avances conseguidos en la
presente investigacion, esta constituido por dos partes claramente diferenciadas,
correspondientes a los dos articulos de investigacién sobre los que se fundamenta

la presente Memoria (a saber, [103] y [100] atendiendo a su orden temporal).

La primera parte de la investigacion afronta el problema que comentamos
a continuacién. Como hemos sugerido, la subfamilia de los ntimeros difusos
sobre R es mucho més rica estructural y algebraicamente que la familia de los
conjuntos difusos sobre R. Un conjunto difuso puede representar informacién de
muchas formas, pero un nimero difuso tiene que ajustarse a unas reglas muy
severas: convexidad difusa, semi-continuidad superior y existencia de maximo
(usualmente, alcanzando el valor 1). Estas propiedades provienen de la necesidad
de operar con numeros difusos. De hecho, las operaciones aritméticas justifican
que se les llame “ntimeros”. Sin embargo, sus formas geométricas tan restringidas
conllevan el siguiente inconveniente: si los datos de nuestra investigaciéon son
conjuntos difusos, pero no son numeros difusos, ;podemos operar con ellos con

un significado esencialmente idéntico al real? La respuesta es no.

Las técnicas matematicas que habitualmente se realizan con ntimeros reales
se han podido, en muchos casos, trasladar al contexto difuso, no sin afrontar
importantes dificultades. En el ambito de la Estadistica podemos destacar, por
ejemplo, los modelos de regresién (véase [4, 27, 56, 93, 97, 101]) que hacen uso
de distancias (o semidistancias) para las cuales son esenciales las operaciones
basicas. Pero, jy si los datos de entrada no son exactamente ntimeros difusos?

Usualmente las mencionadas técnicas no funcionan.
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Esta suposicion que hace que los datos de entrada deban de ser necesariamen-
te numeros difusos tiene una doble vertiente: por un lado parece una condicién
natural para el desarrollo de la investigacion pero, por otro, obliga a satisfacer
ciertas condiciones que, en ocasiones, pueden ser excesivamente restrictivas. En
la mayoria de los casos, utilizar nimeros difusos es un requerimiento, no una
opcion, pues no se puede trabajar con conjuntos difusos en general. Sin embar-
go, hay ocasiones en las que los datos de entrada pudieran ser conjuntos difusos
que, a pesar de no ser numeros difusos, les falta muy poco para serlo. Un caso
extremo es el siguiente: tomando un nimero difuso y modificando su valor en
un tnico punto, es posible que se pierda la condicion de convexidad difusa o de
semicontinuidad superior, lo que lo convierte en un conjunto difuso que ya no
es un numero difuso. Pero ese nuevo conjunto difuso es muy similar al nimero
difuso de partida y, sin embargo, invalida cualquier posibilidad de aplicar las
técnicas estadisticas y matematicas mas usuales. De esta forma, como problema
principal de investigaciéon nos surgié la posibilidad de introducir una metodo-
logia que asociase un unico numero difuso a cualquier conjunto difuso de la
recta real. Este procedimiento deberia ser capaz de reconstruir el nimero difuso
cuando éste se ha distorsionado en un tnico punto perdiendo su condiciéon de
numero difuso. Teniendo en mente este problema de investigacién, en la primera
parte del Capitulo 3 vamos a introducir y a estudiar las principales propiedades

de una amplia familia de operadores paramétricos del tipo:
CI>J0797T17T2 : FS([O> 1]) - FN([Oa 1])

que asocian un unico numero difuso normal (cuya familia se denota por
FN([0,1])) a cada conjunto difuso en el intervalo [0, 1] (cuya familia es denotada
por FS([0,1])). A lo largo de la Memoria justificaremos que la familia FS(]0, 1])
es lo suficientemente rica como para reducir el problema a este intervalo espe-
cial. Las principales ventajas de la familia de operadores que vamos a presentar

son las siguientes.

» Estos operadores pueden ser ttiles para extender las técnicas difusas que,

por el momento, solo se aplican actualmente al caso restringido en el que
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los datos de entrada o de salida deben ser nimeros difusos, a un marco
general en el que los datos involucrados son conjuntos difusos arbitrarios

de la recta real.

= Esta familia proporciona varias formas de aproximar un conjunto difuso
de la recta real por un niimero difuso. Por lo tanto, en muchos casos, puede

ser util en el razonamiento aproximado.

» Esta familia depende de una amplia gama de funciones iniciales que se
pueden usar como parametros para definir un operador de aproximacién
particular. Por lo tanto, cada investigador tiene la libertad de elegir los
parametros involucrados para obtener el nimero difuso que mejor se ajuste
al conjunto difuso original de la recta real segiin su punto de vista o sus

propios intereses.

= Pequenas “variaciones” entre conjuntos difusos deberian respetar la aso-

cilacion inicial.

» Esta metodologia debe ser lo suficientemente dictil como para adaptarse

a las diversas situaciones practicas.

Aunque los conjuntos difusos pueden interpretarse desde varias semanticas, a
lo largo de esta Memoria no vamos a estar interesados en ninguno de esos puntos
de vista. El contenido de esta parte del capitulo es mas bien algebraico. Debera
ser el investigador quien interprete los resultados que aqui vamos a mostrar

desde la seméantica particular que esté empleando en su investigacion.

En la Seccién 3.5 ilustraremos algunas propiedades de los operadores de
aproximacién introducidos, prestando especial atencién a sus caracteristicas mi-
nimizantes y al estudio de sus puntos fijos que, como era de esperar, deben ser
nimeros difusos normales. Para su mejor comprensién, hemos concretado una
configuracién de referencia (a la que denominamos eleccion estindar) de las
condiciones iniciales que puede ser aplicada por la mayoria de investigadores

que se acerquen por primera vez a esta familia de operadores.
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Las herramientas algebraicas que se han empleado para la resolucién de este
primer problema de investigaciéon nos han introducido de pleno en el segundo
problema de investigacion que abordamos en la presente Memoria. Como ve-
remos, las condiciones iniciales de esta familia de operadores de aproximacion
necesitan de un par de funciones T y T3 definidas sobre un triangulo dentro del
cuadrado unidad [0,1] x [0,1] en el plano real R%. En su momento, nos plan-
teamos estudiar las propiedades esenciales que debian verificar estas funciones
para ser admisibles dentro de la familia de operadores de aproximacién. Las
funciones que mejor se adaptaban al principio a nuestros requerimientos eran
las funciones minimo (para T}) y mdzimo (para T5), y sus propiedades bésicas
eran dos: no decrecimiento dentro del cuadrado unidad y condiciones de frontera
razonables. En esta linea, aparecieron dos familias muy importantes de funcio-
nes bivariadas que cumplian estos dos requisitos: las funciones de agregacion
y, como caso particular, las funciones de solapamiento. Damos a continuacion

unas ideas generales sobre ellas.

En multitud de ocasiones, es importante resumir la informacién en un tnico
dato. En mundo en el que vivimos genera cada vez més datos, de un modo
practicamente exponencial, de tal forma que cada vez es mas complicado tomar
una decision en base a los datos, pues estos han comenzado a ser, en cierto
sentido, inabarcables. Es por ello que, en el contexto cientifico, desde hace unos
anos, han tomado un papel muy destacado las funciones de fusion (véase [77))
que asocian un unico valor a un conjunto de n datos de un mismo tipo. En el
contexto mas sencillo, supuesto que los datos de entrada sean n nimeros reales
del intervalo [0, 1], una funcién de fusién trata de resumirlos en un unico dato
también del intervalo [0, 1]. Este dato trata de representar lo mejor que puede la
informacion contenida en los n datos originales. Por ejemplo, la media aritmética
es, posiblemente, la funcién de fusion mas utilizada en la préactica por cuanto,
en gran medida, condiciona nuestro presente y nuestro futuro (por ejemplo, que
un estudiante pueda acceder, o no, a una determinada carrera dependera de la

nota media, quizd ponderada, que obtenga en ciertas asignaturas y en ciertos
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examenes, y dicha posibilidad marcard de una forma crucial el resto de su vida).
Pero el minimo, el méaximo o el producto de todos los valores son funciones con
infinidad de aplicaciones practicas en el mundo computacional y que inspiraran,

en cierto sentido, parte de los contenidos de la presente Memoria.

Desde el punto de vista puramente estadistico, las funciones de fusién pueden
interpretarse como medidas de centralizacién, que resumen la informacion en un
unico datos representativo. La media aritmética, la moda o la mediana son las
medidas de centralizacion por excelencia, y han sido utilizadas como funciones

de fusién en multitud de contextos.

En la practica, las aplicaciones a la vida real suelen requerir que dichas fun-
ciones satisfagan ciertas propiedades acordes al tema tratado. Por ejemplo, la
funcién T'(t,s) = (t — s)?, definida en el cuadrado unidad [0,1] x [0, 1], tiene
el inconveniente de que no es creciente (en este caso, 7(0.5,0) = 0.25 > 0 =
T7(0.7,0.7)), lo cual es ciertamente molesto cuando se estan modelizando mag-
nitudes que crecen cuando los argumentos también crecen. De esta forma, el
crecimiento global de la funcién es uno de los condicionantes mas empleados en
la practica. A esta restriccion se le suelen unir otras varias, tanto en la frontera
como en lo referente a continuidad. De esta forma, a lo largo de la presente
Memoria, iran surgiendo toda una familia de funciones que enriqueceran los
contenidos de la misma. En primer lugar destacamos las funciones de agrega-
cion (véase [12, 98, 95]) que son funciones no decrecientes que fijan los valores
extremos cuando todos los argumentos se repiten y son iguales a dichos valores
extremos (véase la Definicién 2.1.1). Las funciones de agregacién satisfacen los
minimos requerimientos que permiten trabajar en el campo de la Computacion,
y con ellas se han desarrollado multitud de aplicaciones. Entre las funciones
de agregacion nos fijamos, en su momento, en una familia muy especial por
sus especiales caracteristicas: las funciones de solapamiento (del inglés, overlap

functions).

Las funciones de solapamiento fueron introducidas por Bustince y otros en

[15]. En términos generales, pueden verse como funciones bivariadas no nece-
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sariamente asociativas, definidas sobre el cuadrado unidad, que son no decre-
cientes, continuas y satisfacen las condiciones de contorno apropiadas (véase
la Definicién 2.1.3). Desde una perspectiva abstracta, las funciones de solapa-
miento son medidas de situaciones en las que la ausencia de conocimiento (por
ejemplo, cuando alguien estd comparando dos objetos difusos) es méxima. En
un contexto en el que estemos determinando si dos funciones de pertenencia
siguen una distribucion similar a la distribucién Normal, una funcién de sola-
pamiento es util para medir el grado de solapamiento entre ellas. Esta medida
puede verse como la duda del experto sobre la pertenencia de cada punto con

respecto a cada funcién de pertenencia.

Las buenas propiedades que presentan las funciones de solapamiento, tales
como su clausura con respecto a la suma convexa y la agregacién por composi-
ciones generalizadas internas (véase [35, 37]) permiten un alto grado de aplica-
bilidad en comparacién con otras clases de funciones de agregacién conjuntivas
(por ejemplo, las t-normas [61]). Ademads, las funciones de solapamiento nacie-
ron con la condicién de verificar ciertas propiedades interesantes, algunas de las
cuales son necesarias para el desarrollo de ciertas aplicaciones, tal y como ha
sido estudiado por Bustince y otros [19], Bedregal y otros [11], Dimuro y otros
[36, 38, 34], Qiao y otros [89, 87, 88, 86], Wang y Hu [112], Zhou y Yan [121], y
Zhu y otros [122].

Desde su introduccion, las funciones de solapamiento han sido empleadas
con éxito en muchos campos de estudio como son el procesamiento de imagenes
[59, 70], la toma de decisiones [18, 45|, interfaces cerebrales computacionales
[48], deteccién de incendios forestales [50], sistema de diagnéstico de calidad
de energfa difusa por ondas [82], deteccién de comunidades difusas [53], redes

sociales [47] y clasificacién [65, 67, 64, 66, 6, 8.

Uno de los contextos mas interesantes en los que se han utilizado las funcio-
nes de solapamiento es el de los sistemas difusos interpolativos [49], que pueden
interpretarse como casos particulares de sistemas basados en reglas difusas. En

esta clase de sistemas existe un conjunto finito de reglas expresadas en térmi-
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nos de conjuntos difusos. Utilizandolos, es posible deducir una consecuencia (la
conclusién) de una premisa inicial (el hecho), los cuales también se expresan co-
mo conjuntos difusos. Usualmente, este proceso requiere la aplicacién en primer
lugar de un indice de consistencia entre las reglas y el hecho y, posteriormente,

entre el valor resultante y el consecuente.

El indice de consistencia, introducido por Zadeh en [119] como una extensién
razonable del indice booleano de solapamiento cuando el universo de discurso
es finito, fue mejorado por varios autores (por ejemplo, Dubois y otros [39] y
Pal y Pal [85]) para ser aplicado con éxito en el dambito de los sistemas difusos
interpolativos. Con el fin de superar algunas contradicciones que surgieron de
manera natural al usar las definiciones anteriores, estos estudios destacaron la
necesidad de introducir la nocién de indice de solapamiento (véase [49]) como
una funcién que asocia un nimero real en el intervalo [0, 1] a cada par de con-
juntos difusos sobre el conjunto referencial (finito), la cual debe cumplir ciertas
condiciones (véase también [37, 18, 16, 14]). Este tipo de indices permitié el
desarrollo de algoritmos de inferencia para sistemas interpolativos de acuerdo
con algunas de las propiedades propuestas por Fukami y otros en [46] y, casi

simultdneamente, por Baldwin y Pilsworth en [9].

Las construcciones algebraicas que hemos comentado hasta ahora involu-
cran numeros reales o, como mucho, conjuntos difusos (normalmente, niimeros
difusos de la recta real). Este ultimo tipo de objetos matematicos asocia un
nimero real perteneciente a [0, 1] a cada punto del universo del discurso. Sin
embargo, determinar un nimero real totalmente preciso y tinico que represente
perfectamente la ambigiiedad del punto considerado podria interpretarse como
una restriccién muy fuerte (véase [13]). Obviamente la potencia del aparato real
no suple la pérdida de informacion y la falta de garantias que esta asignacion
produce. En algunos contextos, teniendo en cuenta la imprecisién intrinseca de
los elementos del conjunto referencial, es mejor asociarlos a conjuntos difusos
(generalmente, nimeros difusos cuyos soportes estan incluidos en [0, 1]) que a

nimeros reales (por ejemplo, la opinién de un experto sobre alguna caracteristi-
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ca de un vino concreto). Aparece de manera natural la nocién de conjunto difuso
de tipo 2, que se ha aplicado con éxito en varios contextos, como en los trabajos
de Mendel y sus coautores (por ejemplo, sobre el pronéstico de series temporales
[60] v el reconocimiento de patrones [115]), de Garibaldi y otros (por ejemplo,
sobre la toma de decisiones [51]), de Hagras y otros (por ejemplo, sobre la inte-
ligencia ambiental [54]), y por Wagner y otros (por ejemplo, sobre optimizacién
multiobjetivo [20]). En particular, en el mundo de la imagen, la necesidad de
clasificar elementos, en un principio, desconocidos, que aparecen, generalmente,
en forma de contrastes de color o matiz, es un campo idéneo en el que aplicar

los indices de solapamiento.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, en la segunda parte del Capitulo 3
abordamos el siguiente problema de investigacion: introducir una definicion ra-
zonable de indice de solapamiento con conjuntos difusos de tipo 2 que sea capaz
de generalizar tanto la nocién de funcién de solapamiento como el concepto de
indice de solapamiento con conjuntos difusos de tipo 1. Eso si, dicha genera-
lizacién debe ser lo suficientemente concreta como para ser capaz de producir
buenos resultados en contextos concretos en los que se han aplicado los concep-
tos anteriores con éxito. Para desarrollar este objetivo, nos hemos inspirado en
tres pilares fundamentales: por un lado, las propiedades esenciales que definen
las funciones de solapamiento, interpretando los nimeros reales del intervalo
[0, 1] como conjuntos difusos de tipo 0; por otro lado, las propiedades que defi-
nen los indices de solapamiento con conjuntos difusos de tipo 1, introducidos por
Garcia-Jiménez y otros en [49], junto con sus aplicaciones préacticas; finalmente,
las propiedades que verifica lo que deberia ser el indice de consistencia de Zadeh

extendido al caso de conjuntos difusos de tipo 2.

Con estos ingredientes presentamos (véase la Definicién 3.8.1) el concepto
de indice de solapamiento de tipo (2,k) (siendo k € {0,1,2}) en el conjunto
formado por todos los conjuntos difusos de tipo 2 como una extensién natural
de los indices de consistencia previos. Para ello, debilitamos la nocién de fun-

cién de solapamiento, considerando familias méas generales intercaladas entre las
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funciones de agregacién y las funciones de solapamiento. Estas funciones gene-
ralizadas nos permiten fijar las propiedades fundamentales que ha de satisfacer
un indice de tipo 2 para ser operativo en la familia (tremendamente general) de
conjuntos difusos de tipo 2. Por supuesto, a continuacion, mostramos ejemplos
de indices de solapamiento de diversos tipos (en particular, (2,0), (2,1) y (2,2)),
prestando especial atencién al caso (2,1) pues es el que verdaderamente centra
la extension de los indices de solapamiento introducidos por Garcia-Jiménez y
otros en [49]. El hecho de poder considerar indices de solapamiento de diversos
niveles nos ha permitido estudiar la relacion entre varios de ellos y sus conceptos
correspondientes en niveles inferiores, dado lugar a diagramas conmutativos que

relacionan las diversas estructuras algebraicas.

Como colofén a este estudio y a los contenidos de la presente Memoria, pre-
sentamos una aplicacion de los indices de solapamiento al contexto de la logica
difusa. En concreto, mostramos cémo llevar a cabo el modus ponens cuando los
datos de entrada (las reglas y los hechos) son conjuntos difusos de tipo 2 en
lugar de escalares reales o de conjuntos difusos de tipo 1. Recordemos que el
modus ponens es una técnica muy conocida en el ambito de la logica difusa para
obtener una consecuencia a partir de un conjunto de reglas y un antecedente
concreto. En la parte final del Capitulo 3 presentamos dos algoritmos distintos
para afrontar el problema de determinar un conjunto difuso de tipo 2 consecuen-
te cuando tanto el conjunto finito de reglas como el hecho son modelizados por
conjuntos difusos de tipo 2. Para llevar a cabo esta tarea, sera importante el uso
de un indice de solapamiento de tipo (1,0) (como en el caso del Algoritmo 1 que
introduciremos) o un indice de solapamiento de tipo (2,0) (véase el Algoritmo

2).

En los ultimos anos, se han propuesto varios métodos de razonamiento in-
terpolativo difuso basados en conjuntos difusos tipo 1 y tipo 2 (en este tltimo
caso, intervalares). Para ejemplos de lo primero, véanse los trabajos de Chang
y otros [21], Chen y Adam [23], Chen y Chen [26], y las referencias contenidas

en dichos trabajos. Ahora, para ver ejemplos de esto ultimo, pueden consultarse
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los articulos de Chen y Barman [24], Chen y Shen [31], Chen y otros [28], y
las referencias discutidas por ellos. Para otras técnicas, como conjuntos difusos
“rough” [30], véase también [32]. Sin embargo, fueron Garcia-Jiménez y otros
[49] quienes propusieron utilizar indices de solapamiento en sistemas difusos

interpolativos.

Mostramos un ejemplo de utilizaciéon de los dos algoritmos propuestos en el
que desarrollamos todas las operaciones necesarias para describir todos los con-
juntos difusos que se van obteniendo en las etapas intermedias, y que dan lugar
al conjunto difuso de tipo 2 que sirve como conclusién. Estudiaremos las prin-
cipales propiedades que verifican estos algoritmos, algunas de los cuales podran
observarse en el ejemplo propuesto. Finalmente, compararemos los resultados

obtenidos mediante las dos metodologias propuestas.

Los contenidos de la presente Memoria se han organizado en cuatro capitulos

atendiendo a la siguiente estructura general.

» El primer capitulo describe formalmente las distintas clases de objetivos
a alcanzar que se plantearon al principio de la investigacion, o que fueron

surgiendo a lo largo de la misma.

s El segundo capitulo formaliza los conceptos y herramientas necesarios para
alcanzar los objetivos expuestos. Entre ellos cabe destacar la nocién de
“conjunto difuso” (tanto de tipo 1 como de tipo 2) y de “nimero difuso”,
y toda una amplia gama de funciones en una o varias variables que dan

consistencia al aparato algebraico sobre el que se sustenta la Memoria.

= En el tercer capitulo se formalizan los resultados principales de la investiga-
cién y se postulan las primeras aplicaciones tanto tedricas como practicas

de los contenidos introducidos.

= Finalmente, el cuarto capitulo recoge algunas de las principales conclusio-

nes de la investigacion y propone las vias de trabajo futuro.
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Completamos la Memoria con una fuente bibliografica de los textos emplea-

dos.
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CAPITULO 1

Objetivos

A la vista de los contenidos descritos en la introduccién, se nos plantea la
necesidad de concretar los objetivos generales que vamos a tratar de alcanzar
mediante el desarrollo de la presente investigacion. Como en trabajos de inves-
tigacion anteriores en este ambito, clasificamos dichos objetivos en diferentes
categorias, a saber, objetivos matematicos y estadisticos, objetivos informaticos
o experimentales, y objetivos de cara a la Sociedad de la Informacién y de la
Comunicacién. Evidentemente, los primeros seran los mas importantes dentro
de este programa de doctorado, pero no debemos olvidarnos en absoluto de las
dos ultimas clases, pues enmarcan esta investigacion dentro de la sociedad y

para la sociedad en su conjunto.

En el mundo de la informacion y de la comunicacion, en la que la misma se
presenta en forma de cataratas de datos, la concrecion de objetivos determina
los objetivos previos o “técnicos”. Las matematicas son la tnica ciencia humana

en la que “el fin si justifica los medios” .

Objetivos matematicos y estadisticos

Desde un punto de vista genuinamente matemaético y estadistico, planteamos
los siguientes objetivos para el desarrollo de la investigacion que aqui se presenta.

En el capitulo final haremos una recopilacion de los objetivos alcanzados, y



CAPITULO 1. OBJETIVOS

describiremos las causas por las que no pudimos conseguir algunos de ellos.

M.A.

Introducir una amplia familia de operadores de aproximacién que sean
capaces de asociar un uinico nimero difuso normal a cada conjunto difuso

dentro de un cierto rango.

Explicar la utilidad de dichos operadores aproximantes, en especial en el

contexto del trabajo con nimeros difusos.

Determinar contextos reales en los que se puedan emplear algunos de los

operadores que se introduzcan, donde se muestre su ductilidad y utilidad.

Hacer depender dicha familia de una amplia gama de parametros iniciales,
implementados como constantes o como funciones reales de variable real,
que pueda ser fijada atendiendo a las necesidades o los intereses de la

investigacion a desarrollar.

Estudiar la influencia de cada uno de los parametros iniciales sobre el
resultado final de la aproximaciéon, de tal forma que se puedan controlar

aspectos concretos de la geometria de los niimeros difusos obtenidos.

Determinar una configuracion estandar de las condiciones iniciales que
pueda ser aplicada por la mayoria de investigadores que se acerquen ini-

cialmente a esta investigacion.

Estudiar las propiedades generales de los operadores de la familia intro-
ducida, prestando especial atencién a las propiedades minimizantes que

puedan verificarse.

Estudiar la posible existencia de puntos fijos de dichos operadores, espe-

clalmente en casos sencillos.

Explicar en detalle las nociones de conjunto difuso y de numero difuso,
describiendo sus semejanzas y sus diferencias, tanto a nivel grafico como

analitico.
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Poner de manifiesto la estrecha relacion entre conjunto difuso y las distri-
buciones de probabilidad, siendo los primeros una extension “natural” de

las segundas.

La sistematizacion en la construccion del operador y su maleabilidad, de-
bida a su alto componente paramétrico, pretende dotar a futuros investi-

gadores de una herramienta potente y computable de trabajo.

Establecer una metodologia clara y sencilla que permita a otros investiga-
dores su aplicacion rapida, estableciendo, ademads, nuevas vias de estudio
en base a la modificacién en el nimero, forma y/o propiedades de los

parametros iniciales considerados.

Introducirnos en el estudio y la aplicabilidad de las funciones de solapa-
miento que han sido empleadas con gran éxito en contextos computacio-
nales para la determinacion de posibles solapamientos entre los bordes de

figuras en imagenes dadas.

Estudiar los antecedentes acerca de la nociéon de indice de solapamiento

para el caso de conjuntos difusos de tipo 1.

Describir los conjuntos difusos de tipo 2 y su posible utilizacién en el con-
texto del manejo de la incertidumbre. Téngase en cuenta que la existencia
de etiquetas en el mundo educativo justifica completamente el uso de de
conjuntos difusos tipo 2 para conseguir que esas etiquetas cualitativas de

calificaciéon retnan el mayor consenso posible.

Introducir el uso de categorias comunes cuyos limites no estan claramente
establecidos a través de nimeros difusos de tipo 2, facilitando su uso, con
todos los matices de aplicacion que sean necesarios, sin tener que hacerlos

rigidos.

Analizar las propiedades esenciales que verifican las funciones de sola-
pamiento y los indices de solapamiento existentes, de cara a su posible

generalizacion.
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s Introducir una definicién adecuada de indice de solapamiento para el caso

de conjuntos difusos de tipo 2.

= Analizar la posibilidad de extender dicha definicion a diferentes niveles di-
fusos de forma que un mismo concepto tenga diferentes particularizaciones

segun el nivel difuso en el que nos encontremos.

= Mostrar varios ejemplos de utilizacién de operadores de esta familia en
contextos donde puedan observarse con claridad sus caracteristicas mas

esenciales, asi como ejemplos practicos de su dependencia paramétrica.

» Establecer una definicién razonable de normalidad en el contexto de los
indices de solapamiento, con objeto de recuperar algunas de las propieda-

des que se verifican con nimeros reales o conjuntos difusos de tipo 1.

= Presentar amplias familias de ejemplos de indices de solapamiento de con-
juntos difusos de tipo 2, relaciondndolos con las estructuras algebraicas

previas.

= Estudiar la existencia de diagramas conmutativos capaces de describir

fielmente las interconexiones entre unos conceptos y otros.

= Mostrar ejemplos concretos de toda clase de indices de solapamiento que
puedan ser interesantes ya sea por su concepcion o por su aplicabilidad en

casos practicos.

= Analizar la posible aplicacién de esta clase de indices en el contexto de los
sistemas interpolativos basados en reglas difusas cuando los antecedentes,
los hechos y las conclusiones son expresados como conjuntos difusos de

tipo 2.

= Introducir, si es posible, algoritmos de ejecucion que permitan deducir

conclusiones a partir de reglas y hechos difusos de tipo 2.

» Estudiar las propiedades que puedan satisfacer dichos algoritmos.
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Establecer una metodologia clara que pueda llevar a conclusiones difusas

de tipo 2.

Interpretar dichos algoritmos como operadores que, a partir de cierta in-
formacién imprecisa, pueda llevar, de la forma mas contundente posible,
a conclusiones validas y coherentes tanto con las premisas como con la

intuicién humana.

Estudiar la mejor forma de expresar afirmaciones humanas que conlleven
cierta carga de imprecisién mediate conjuntos difusos de tipo 2 y reglas

difusas implementadas con estas estructuras.

Utilizar las estructuras de espacio métrico estadistico como base del tra-

bajo con funciones de solapamiento.

Comparar los resultados obtenidos con los procedimientos que se propon-

gan, buscando regularidades en el comportamiento de cada uno de ellos.

Establecer una via de trabajo sélida para el futuro con resultados derivados

de esta linea de investigacion.

Completar las técnicas estadisticas utilizadas en los analisis de resultados
(por ejemplo, de tipo docente) con un amplio espectro de matices subje-

tivos que, incluso, sean “difusos” en su propia clasificacion.

Enfocar el estudio de los conjuntos difusos de tipo 2 mediante técnicas

clasificatorias y, por ende, criterios de priorizacion de informacion.

El algoritmo de construccion de los diferentes conceptos de la presente
Memoria debe ser lo suficientemente sencillo en su aplicacién para que
cualquier investigador haga uso de él. Incluso, pueda ser utilizado como
herramienta de trabajo en tareas avanzadas del alumnado de Bachillerato
(en especial, los de la materia optativa de Estadistica en sus investigaciones

practicas).
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Objetivos informaticos y experimentales

= Dotar, a futuros trabajos, de una herramienta computacional sencilla y de
facil aplicaciéon en R [123]. La eleccién de R (también manejable desde R

Studio [124]) se debe a su universalidad y gratuidad.

» Dotar de flexibilidad a la herramienta para adecuarla a multiples situa-

ciones.

= Dar acceso a la comunidad investigadora y docente haciendo piblica la

libreria relacionada con los contenidos que aqui se traten.

= Realizar una aplicacion practica de la herramienta indicando futuras vias

de modificacion.

= Poner a disposicién de la sociedad en su conjunto los diferentes recursos
informaticos que puedan desarrollarse, tanto en repositorios de R como en
el repositorio institucional de la Universidad de Granada, o en cualquier

otro repositorio de indole cientifica.

= Desarrollar una herramienta sencilla que permita modelizar tanto conjun-
tos difusos como ntimeros difusos que estén formados por trozos lineales,
describiendo el nimero de trozos, sus puntos extremos y su caracter (abier-

to, cerrado, semi-abierto o semi-cerrado).

Objetivos de cara a la Sociedad de la Informacién y de la Comu-
nicacion

En la tesis doctoral de D. Antonio Marquez-Montavez [71], centrada en la
descripcion de la forma de actuar de una relacién binaria de orden entre ntimeros
difusos trapezoidales, se establece un primer objetivo divulgativo. El idioma
basico de la literatura actual referida al tema estd en inglés, independientemente
de la lengua materna del investigador; por lo que se constituye en manual de
usos sobre el tema en castellano y que hacemos nuestra. Esto justifica algunos

de los siguientes objetivos.
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Plantear una guia certera de conceptos previos.

Utilizar una notacion clara y precisa, lo suficientemente general, que per-
mita una aplicacién réapida y agil al campo experimental. Dicha notacién
debe permitir conocer el tipo de estructura que se maneja con solo reco-

nocer la caligrafia empleada.

Participar en congresos y conferencias sobre el tema, aprendiendo de otros
investigadores, y divulgando los resultados aqui obtenidos por si fuesen del

interés de algun investigador o de la comunidad cientifica en general.

Interpretar el concepto de limite a través de una familia de conjuntos

encajados que muestre, de nuevo, su utilidad practica.
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CAPITULO 2

Metodologia. Conjuntos difusos y

numeros difusos

En esta investigacién hemos utilizado la metodologia usual en trabajos de
este tipo, comunmente arraigada en el método cientifico general. Como parte de
la misma, describimos en este capitulo los preliminares necesarios para compren-
der adecuadamente los desarrollos que hemos llevado a cabo en el desarrollo de
la fase investigadora. En este aspecto, son cuatro las principales nociones sobre

las que se fundamenta la presente Memoria.

= En primer lugar debemos mencionar el concepto de conjunto difuso, visto
como una forma sencilla de representar informacion que conlleva un cierto
grado de incertidumbre. Los conjuntos difusos se adaptan muy bien a
la representacion del mundo en el que vivimos, pues ocurren a nuestro
alrededor todo tipo de fenémenos aleatorios que no obedecen a las estrictas

normas deterministicas de la principales leyes naturales.

= Como una parte esencial de los conjuntos difusos debemos destacar la fami-
lia formada por todos los nimeros difusos sobre la recta real, que tratan de
extender la estructura algebraica de los niimeros reales al ambiente difuso.
Para nuestros intereses, las operaciones aritméticas basicas con nimeros

difusos no supondran una parte importante de nuestra investigacion, pero
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si es cierto que hay que aclarar que la nocién actual de ntmero difuso
(que, como comentaremos, hoy estd en entredicho) nace de la necesidad
no solo de extender el concepto, sino también las operaciones con niimeros

reales.

= Una forma de ampliar la nocién de conjunto difuso pasa por la conside-
raciéon de conjuntos difusos de tipo 2 que, como se ha comentado en la
introduccién, parten de la asuncién natural de suponer que incluso los
grados de pertenencia de elementos al conjunto difuso pueden conllevar,

de manera coherente a su contexto, un cierto grado de incertidumbre.

= Finalmente presentaremos el concepto de indice de solapamiento, tal y
como ha sido introducido y manejado en recientes investigaciones en el

campo computacional.

A lo largo de la presente Memoria, denotaremos por R al conjunto formado
por todos los numeros reales organizados de forma lineal sobre la recta real
(—00, +00). En este conjunto consideraremos siempre su ordenacién natural <
y su topologia euclidea que deriva de la métrica también llamada euclidea. En el
contexto difuso existe un intervalo, a saber, el intervalo cerrado y acotado [0, 1],
cuya importancia es maxima, por lo que reservamos la letra I para denotarlo
de forma especial. En general, utilizaremos letras mintsculas como ¢, s o r para
representar escalares reales, mientras que reservaremos las primeras letras del

alfabeto griego (a, f, ...) para referirnos a nimeros del intervalo I.

En lo sucesivo, X representara siempre un conjunto no vacio y, dado n € N,
escribiremos X" para significar el producto cartesiano X x X x ™ x X de n
copias idénticas de X. De esta forma, se utilizard I? para el cuadrado unidad

I x I el" para un producto cartesiano de n copias de I.
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2.1. Funciones reales de una o varias variables

reales

La base topoldgica es la proporcionada por la topologia euclidea de R aso-
ciada a la métrica euclidea d(t,s) = |t — s| y, por ende, la medida euclidea
que asocia a cada subintervalo cerrado y acotado de R su anchura, es decir,
w([t,s]) = s — t. Cualquier subconjunto D C R puede ser considerado como
un espacio topolégico con la topologia inducida por la topologia euclidea real.
Usaremos la notacién D para referirnos a la clausura del conjunto D C R en la

topologia euclidea de R.

Un subconjunto I C R de ntimeros reales es un intervalo si contiene a todas
las combinaciones lineales convexas que se pueden hacer con dos de sus elemen-
tos, es decir, si dados t,s € [ y A € I, se cumple que At + (1 — \)s € [. El
conjunto vacio @ y el conjunto total R son ejemplos de intervalos. Existen inter-
valos acotados y no acotados. Entre los intervalos acotados, podemos distinguir
cuatros clases segin sean abiertos (del tipo (a,b), siendo a,b € R con a < b),
cerrados (a los que denotaremos por [a, b, siendo a < b), semiabiertos a la iz-
quierda (a,b] o semiabiertos a la derecha [a,b). Los nimeros a y b se denomina
extremos del intervalo (“a” es el extremo inferior y “b” es el extremo superior).
El intervalo que juega un papel primordial en el contexto difuso es el intervalo
cerrado y acotado [0, 1], al que, por su importancia, en lo sucesivo, denotaremos

por I.

Sea f: D — R una funcion real de variable real definida sobre un conjunto
no vacio D C R (llamado dominio de la funcién f) y sea H C D un cierto
subconjunto no vacio de D. Diremos que f es creciente (o no decreciente) en
H si f(t;) < f(t2) para cada ti, to € H tales que t; < ty. Si la desigualdad es
estricta cuando t; < to, hablamos de funcién estrictamente creciente en H. La
version correspondiente al decrecimiento es andloga. Si una funcién es creciente

o decreciente en H, diremos que es mondtona en H,y, dado ¢ € R, si f(t) = ¢
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para cada t € H, entonces diremos que f es constante en H.

Una funcién f : D — R se dice afin en un intervalo I C D si existen dos
ntimeros m,n € R tales que f(t) = mt 4+ n para todo ¢t € I. Toda funcién afin
sobre un intervalo es continua y monoétona. Cuando n = 0, la funcién f se dice

lineal.

Si una funcién f : D — R estd acotada superiormente (es decir, existe
sp € R tal que f(t) < sg para cada t € D), denotaremos el supremo de f en D
como sup(f) =sup({f(¢) : t € D}). Igualmente, si f estd acotada inferiormente,

utilizaremos inf( f) para referirnos a su infimo.

Una funcién bivariada 7' : I x I — I es:

» asociativa i T(t,T(s,r)) =T(T(t,s),r) para todo t,s,r € I;
» conmutativa (o simétrica) if T(t,s) = T(s,t) para todo t,s € I;

n creciente si T(t1,s1) < T'(t2, s9) para todo t1,tq, 1, $2 € I tales que t; <ty

and s; < s9;
= continua si lo es respecto a la topologia usual en I;

» una funcion promedio (del inglés, averaging) si min{t,s} < T(t,s) <

méx {t, s} para todo t,s € I

s (-dependiente si T~1({0}) = {(0,0)}, es decir, T(t,s) = 0 si, y solo si,
t=s5=0;

s I-dependiente si T~1({1}) = {(1,1)}, es decir, T(t,s) = 1 si, y solo si,
t=s5=1.

Dado n € N, una funcién T : I" — I sera:

n creciente si T(ty,to, -+ ,t,) < T(s1,82, - ,8,) para todo (t1,ta,...,t,),
(s1,S2,...,5,) € I" tales que t; < s; para cada j € {1,2,...,n};
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n simétrica si T (to(1), o) - - - tom)) = T(t1,t2, ..., t,) para cada (t1, %, .. .,
t,) € I" y toda permutacién o : {1,2,... , n} — {1,2,...,n};

» conjuntiva si T < min, es decir, T'(t1,ta, ..., t,) < min{ty, ts,...,t,} para

todo (t1,ta,...,t,) € I

» disyuntiva si T > maéx, es decir, T(t1,te,...,t,) > max{ty,to,... t,}
para todo (t1,t,...,t,) € I™;

» promediada si min {ty,ta, ..., t,} < T(t1,ta, ..., t,) < max{ty, ta, ..., t,}
para todo (ty,ta,...,t,) € I".

2.1.1. Las funciones de agregacion

Como comentamos en la introduccién, en el mundo en el que vivimos, a
menudo es importante resumir la informacién en un tnico dato, pues cada vez
se generan mas y mas datos. Matematicamente, ello se consigue a través de las
funciones de fusion (del inglés, fusion functions) que asocian un unico valor
a un conjunto de n datos de un mismo tipo. En nuestro caso, son funciones
T : 1" — T que tratan de elegir un unico representante en una muestra de n de
ellos. En verdad cumplen la funcién de las medidas de centralizacion, aunque
con menos restricciones y sin necesidad de tener un significado claro. La media

aritmética, el minimo y el méximo son ejemplos de funciones de fusién.

En la practica, las aplicaciones suelen requerir que dichas funciones satis-
fagan ciertas propiedades. Una de las mas empleadas es el no decrecimiento,
pues tiene un significado muy claro: cuando ciertas magnitudes crecen, la varia-
ble dependiente también crece. A esta restriccién se le suelen unir otras varias,
tanto en la frontera como en lo referente a continuidad. De esta forma, a lo
largo de la presente Memoria, iran surgiendo toda una familia de funciones que
enriqueceran los contenidos de la misma. Como punto de partida, las funciones
de agregacion que presentamos a continuacion definen una familia muy amplia

de operadores con multitud de aplicaciones en el campo de la computacion.
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Formalmente su definiciéon es la siguiente.

Definicién 2.1.1 Una funcién de agregacion (del inglés, aggregation function )
es una funcion creciente T : 1" — 1 que verifica las condiciones de frontera

7(0,0,...,0) =0y T(1,1,...,1) = 1.

Ejemplos de funciones de agregacion son los siguientes:

Tml’n(tla tg, e ,tn) = ml’n{tl, tz, Ce >tn}7

Tméx(th tz, e ,tn) = méx{tl, tg, . ,tn},

t t ...+ t,
Tmedia(tlatQa cee 7tn> = Lt 2—; i )

Nt Mt Mty

T(ti,to,... t,) = , siendo A\, Ag, ..., A, € 10,400
Tk S WS W . no 0. +e0)
con>\1+)\2+...+/\n>0,
0 4t
T(tl,tg,...,tn): 1 + 2 + + L s siendo )\1,)\2,...,)\n€ (0,+OO),
n
Tprod(tl,tg,...,tn):tl-tg-...-tn,
T(ti,to, ... ty) =t 132 ...t siendo Aj, Ag, ..., \, € (0, +00).
( ) ) ) 1 2 n ) ) ) )

La variedad de ejemplos de funciones de agregacién es amplisima y todas ellas
pueden ser utilizadas (con mayor o menor significado) como procedimientos para
resumir la informaciéon contenido en los ntimeros tq, ts,...,t, € I. Sin embargo,
en las aplicaciones, suelen utilizarse especialmente tres de estas funciones: el
minimo, la media aritmética y el producto de todos los argumentos. Las propie-
dades adicionales que se le impongan a una funcién de agregacion determinaran
su comportamiento en el ambito practico. Es por ello que, en la introduccién
de esta seccién, hemos presentado algunas de las propiedades que mas se sue-
len emplear (continuidad, simetria, asociatividad, conjuntividad, etc.) Una clase
muy concreta de funciones bivariadas de agregacion, que surgieron inicialmente

en un contexto probabilistico, es la siguiente.

Definicién 2.1.2 Una norma triangular (mds conocida como t-norma) es una
funcion creciente, conmutativa y asociativa T : T xX T — T con elemento neutro 1

(es decir, T(1,t) =t para todo t € 1).
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Ejemplos de t-normas son los siguientes:

Tm(t,s) =min{t, s}, Tpoa(t,s)=t-s, Tr(t,s)=min{t+s—1,0}.

Toda t-norma es una funcion de agregacion y puede ser extendida, utilizando
su simetria y su asociatividad, a cualquier nimero de argumentos de la siguiente
forma:

T(ty,ta, .o tn) =T (61, T (b2, T (..., T (tn_1,t))))

para cada (t1,ts,...,t,) € I". Ademds, el nimero 0 es un elemento cero de
cualquier t-norma, es decir, T'(0,t) = 0 para cada t € I pues, del crecimiento y

del elemento neutro se deduce que
0<7(0,t) <T(0,1)=0

para cada t € I.

2.1.2. Las funciones de solapamiento

Las t-normas Tinm y Tproa Presentan dos propiedades que son especialmente

inspiradoras en la posterior definicién.

s T(t,s) =0&<t-s=0<min{t,s}=0<[t=00s=0];

» Ttys)=1let-s=1et=s=1.

Su origen y sus aplicaciones han sido comentadas brevemente en la intro-
duccion, y su éxito queda de manifiesto en la gran cantidad de articulos de
investigacion que han hecho uso de ellas desde 2010 hasta ahora. Por ello, pa-

samos directamente a su definicién.

Definicién 2.1.3 (Bustince y otros [15]) Una funcién de solapamiento (del
inglés, overlap function) es una funcion G : I x I — I que verifica las siguientes

propiedades.
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(G1) G es conmutativa;
(G3) G es creciente;
(G3) G(t,s) =0 si, y solo sit-s=0 (es decir,t =0 0s=0);

(G4) normalidad: G(t,s) = 1 si, y sdlo si, t - s = 1 (es decir, G ({1}) =
{(1,1)});

(G5) G es continua.

La palabra “overlap” puede ser traducida al castellano de diversas mane-
ras. Entre ellas, pudiera traducirse por “superposicion”. Sin embargo, con esta
segunda traduccién no le harfamos justicia a su origen: las funciones de sola-
pamiento nacieron en el contexto del reconocimiento de objetos en imagenes,
cuando sus bordes no estan nitidamente determinados, sino que unas figuras se
solapan con otras. En tal caso, dado un pixel en una zona de la imagen que pu-
diera pertenecer a dos posibles objetos que se solapan, ja cual de ellos pertenece
con mayor seguridad? Esta tarea no es sencilla ni siquiera para un ser humano,
pues las dos figuras pudieran tener colores muy parecidos, o confundirse entre
ellas si la iluminacién no es la mas adecuada. Es por ello que hemos preferido,
y asi procederemos a lo largo de la presente Memoria, utilizar el nombre de

“funciones de solapamiento”.

La Figura 2.1 muestra algunos ejemplos de funciones de solapamiento. En
la Subseccién 3.7.2 extenderemos esta familia de funciones a una clase atin més
general con objeto de tener el campo abonado de cara a la introduccion de los

indices de solapamiento.

2.2. Los numeros difusos

Esta seccién esta dedicada a presentar las nociones de conjunto difuso y de
numero difuso. De esta forma, aprovecharemos para describir las propiedades

mas importantes de cada uno de estos conceptos algebraicos.
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(c) G(t,s) = % arctan(ts). (d) G(t,s) = % arctan(ts) min{t, s}.

05

() G(t,s) = (ts)"/>.

Figura 2.1: Representacién grafica de diferentes funciones de solapamiento

2.2.1. Los conjuntos difusos

Coémo se indicaba en la introduccién, basicamente, un conjunto difuso sobre
un conjunto no vacio, X, se puede identificar con una funcién real sobre X que
mide el grado de pertenencia de un elemento de X al conjunto surgido de un
determinado criterio clasificador. La siguiente definicién se suele dar més bien

en ambientes computacionales.
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Definicién 2.2.1 Dado un conjunto no vacio X , un conjunto difuso (del inglés,
fuzzy set) sobre X es una familia de pares { (z,pa(x)) : x € X }, siendo py :
X — I una funcion definida sobre X que toma valores en el intervalo 1 (la
cual se denomina funcién de pertenencia). Denotaremos por FS(X) a la familia

formada por todos los conjuntos difusos sobre X.

El conjunto X se denomina universo del discurso o referencial. Dado un
punto z € X el valor ps(z) € I representa el grado de certeza que poseemos
de que el elemento z € X pertenezca, o no, al conjunto difuso A. Cuando este
grado vale 1, estamos completamente seguros de que el elemento x pertenece al
conjunto. Al contrario, cuando toma el valor 0, estamos absolutamente seguros
de que no perteneces al mismo. No obstante, en general, cuando p(z) € (0,1),
la informacion que nos aporta el conjunto difuso se interpreta en forma de
incertidumbre como un grado concreto, en la escala [0, 1], sobre la posibilidad de
que el elemento x pertenezca, o no, al conjunto difuso. De esta forma, cuanto més
cercano esté a uno, mayor confianza tendremos en que el elemento pertenezca al
conjunto, mientras que cuanto mas cercano esté a cero, mas certeza tendremos

de que el elemento no pertenece al conjunto.

Se suele decir que los conjuntos difusos conllevan siempre un cierto grado
de incertidumbre, pero esta afirmacion no es cierta. Los conjuntos difusos que
toman valores en el conjunto discreto {0, 1} en vez de en el rango real [0, 1], es
decir, las funciones p4 : X — {0, 1}, no conllevan en absoluto ninguna clase de
incertidumbre: en ellos se sabe perfectamente cuando un elemento pertenece, o

no, al conjunto. En tales casos al conjunto difuso se le conoce como “crisp”.

El objeto matematico que se describe en la Definicion 2.2.1 como conjunto
difuso es lo que en un ambiente mas matematico se denomina la grdfica de la
funcion 4, cuyos puntos son pares cuya primera componente es un elemento
arbitrario del conjunto X y su segunda componente es el valor que le asocia
la funciéon de pertenencia a dicho elemento. Es por ello que, desde un punto
de vista practico, nosotros vamos a llamar conjunto difuso a cualquier funcién

A : X — L. De esta forma, abusando de la notacién, para nosotros, a lo largo de
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la presente Memoria, el conjunto difuso sera la propia funcién de pertenencia,
a la que denotaremos directamente por A en lugar de p4. Esto nos ayudara en

gran medida a simplificar la notaciéon y reducir la nomenclatura.

Dado que cualquier conjunto difuso sobre X toma tnicamente valores en
el intervalo I, es obvio que se trata de una funcién acotada, tanto superior
como inferiormente. Por ello, cualquier conjunto difuso sobre X posee infimo y

supremo. Por su relevancia en lo que sigue, denotaremos por
ay =sup(A) =sup({A(z) : z € X})

al supremo de cualquier conjunto difuso A € FS(X). Este supremo puede, o no,
ser el méximo de la funciéon. Recordemos que un conjunto difuso A : X — I
posee mdzimo si existe un elemento xy € X tal que A(zy) > A(z) para cada
x € X. En tal caso, se dice que la funcién A alcanza mdximo en el punto xg,
y que el valor mdzimo de la funcién A es A(zg). Obviamente, una funcién con
maximo puede alcanzarlo en uno o en varios puntos. El valor méaximo de la
funcién A, cuando éste existe, si es unico y, en lo que sigue, se denotard por
méx(A). Al igual que un conjunto difuso siempre tiene supremo, también es
cierto que puede no tener maximo. No obstante, si un conjunto difuso posee

maximo, entonces dicho valor necesariamente coincide con su supremo.

2.2.2. Algunos elementos geométricos y algebraicos aso-

ciados a los conjuntos difusos

Existe toda una serie de conceptos de diversa indole que, aunque los utiliza-
remos esencialmente en lo que sigue en el contexto de los niimeros difusos sobre
la recta real, pueden ser considerados sobre toda clase de conjuntos difusos, por

lo que vamos a introducirlos con toda su generalidad en esta subseccion.

Dado un conjunto difuso A : X — R y un nimero « € (0, 1], llamaremos

a-corte (o conjunto de nivel «) del conjunto difuso A,y lo denotaremos por A,,
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al conjunto:

Ay ={zrze X : Alx) > a}. (2.1)

Claramente, cada a-corte es un subconjunto (vacio o no) del universo X. La
importancia de los a-cortes en el campo difuso es tal que nos permiten discernir
cuando dos conjuntos difusos son iguales o no, sin necesidad de hacer intervenir

ninguna topologia.

Proposicién 2.2.2 Dos conjuntos difusos A, B € FS(X) son iguales si, y sélo si,
sus conjuntos de nivel son iguales en cada nivel o € (0, 1] (es decir, A, = B, para

cada « € (0, 1]).

Llamaremos nicleo (del inglés, kernel) del conjunto difuso A,y lo denota-

remos por ker(A), a su 1-corte, es decir,
ker(A) = A ={zxe X : A(x) > 1}.

Dado que el niimero 1 es una cota superior de la imagenes de cualquier conjunto

difuso, en realidad dicho nicleo puede ser descrito como:
ker(A) ={z e X : A(x)=1}.

El nicleo de un conjunto difuso puede ser vacio. Esta situacién se produce
cuando no existe ningin elemento en X del que tengamos la certeza absoluta
de que pertenece al conjunto difuso A. Ni siquiera cuando el supremo de A sea
igual a 1 podremos estar seguros de que el niicleo de A es no vacio, pues, incluso

en tal caso, el conjunto difuso puede no alcanzar su maximo.

En la mayoria de textos sobre el tema, se define el soporte de un conjunto
difuso A como el conjunto de elementos de X sobre los que tenemos alguna

certeza de que puedan pertenecer al conjunto difuso A, es decir, al conjunto:

{xreX :Ax)>0}= U A,
ae(0,1]
Esta definicién es muy adecuada cuando el conjunto X no esta dotado de una

topologia. Sin embargo, a lo largo de la presente Memoria, sélo consideraremos
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conjuntos difusos sobre la recta real, es decir, tomaremos X = R, conjunto en
el que no podemos obviar su topologia usual. El por ello que, cuando X esté
dotado de una topologia concreta, llamaremos soporte de un conjunto difuso
A € FS(X), y lo denotaremos por supp(A), a la clausura en dicha topologia del

conjunto descrito anteriormente, es decir,

supp(A) ={z e X : A(x) >0} = U A,. (2.2)
a€(0,1]

Es usual utilizar la notacion Ay para referirse al soporte de A, si bien debemos
aclarar que dicho soporte no es un a-corte con la definicién usual dada en (2.1).
Esta notacion tiene la desventaja de que necesita de una topologia en X, pero
tiene la ventaja de que cualquier soporte de un conjunto difuso es un conjunto
necesariamente cerrado en la topologia considerada. Para nosotros, esta segunda
propiedad serda muy importante, por lo que la notaciéon que empleamos para el
soporte simplificard el enunciado de los resultados que vayamos obteniendo en

el caso real.

Es claro que si «, 5 € (0, 1] verifica que o < 3, entonces
ker(A) = A C A3 C A, C{x e X:A(x) >0} Csupp(A), (2.3)

lo que significa que la familia de a-cortes { A, }ac(o,1] €s una familia de conjuntos
encajados encajados los unos dentro de los otros. La cadena de inclusiones dada
por (2.3) sera el motor sobre el que desarrollaremos la Seccién 3.3. Comentar
finalmente que existen ejemplos de que cualquiera de las inclusiones anteriores

podrian ser estrictas o podrian ser igualdades.

Cuando, como hemos hecho, acotamos la imagen de las funciones reales al
intervalo I, su interpretacion es mas sencilla. De esta forma, podemos observar
el cuerpo probabilistico como una restriccién del corpus difuso. En lo que sigue,
estamos tnicamente interesados en el manejo de conjuntos difusos sobre la recta
real, es decir, tomaremos X = R y consideraremos, exclusivamente, conjuntos
difusos de la familia FS(R). Sin embargo, aunque pueda no parecerlo, la variedad

y vastedad de esta familia la hacen, en muchos casos, inmanejable. Nuestras
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pretensiones no son tan amplias como para tener la necesidad de abarcar este
conjunto en general. Es por ello que nos restringiremos, en muchas ocasiones,
al conjunto FS(I) formado por todos los conjuntos difusos sobre el intervalo
cerrado y acotado I = [0, 1]. Dado que utilizaremos muy a menudo el conjunto
FS(I), en lo que sigue, lo denotaremos simplemente por FS. Cualquier conjunto
difuso A € FS(R) cuyo soporte esté contenido en I verifica que A(t) = 0 para
cada t € R\I. Reciprocamente, cualquier conjunto difuso A € FS puede ser

extendido a R con tal de definir:

N At), sitel,
A(t) = (t), si
0, teR\L

De esta forma, A € FS(R) y su restriccién a I coincide con A. Es por ello que,
en lo sucesivo, no haremos distinciones entre conjuntos difusos sobre I (de la

familia F'S) y conjuntos difusos de FS(R) con soporte incluido en .

El siguiente enunciado muestra que, en general, el conjunto F'S es tan variado,

e incluso mas, que la familia FS(R).

Lema 2.2.3 (a) Sia, b € R son dos nimeros reales tales que a < by denotamos
por ¢ : T — [a,b] a la funcién definida por ¢(t) = (1 — t)a + tb para cada
t € I, entonces la aplicacion v, : FS([a,b]) — FS, definida, para cada
A € FS([a, b)), como:

A(op(t)), sitel,

0, en otro caso,

[V1 (A)](8) =

es una biyeccién entre FS([a, b]) y FS.

(b) Si ¢ : (0,1) — R es una funcién biyectiva! entre el intervalo (0,1) y R,
entonces la aplicacién ¢, : FS(R) — FS definida, para cada A € FS(R),
como:

Afp(t)), site(0,1),

0, en otro caso,

[¥2(A)](t) =

t—0.5

) puede ser computada en este apartado.

La funcién ¢ : (0,1) — R dada por o(t) =
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es inyectiva.

DEMOSTRACION : (a) La funcién ¢ : I — [a,b] dada por ¢(t) = (1 — t)a + bt con
t € I es una biyeccién entre el intervalo I y el intervalo [a, b], y su funcién inversa

viene dada por

o7 (s) = T

b—ua

Probemos, en primer lugar, que 1; es inyectiva. Sean A, B € FS([a,b]) tales

para cada s € [a, b].

que ¥1(A) = ¢1(B). Entonces A, B : [a,b] — I son dos conjuntos difusos que

satisfacen que:

A(¢(t)) = [ (A1) = [a(B)](t) = B(¢(t))  paracadat el

Dado que ¢ es una biyeccién, deducimos que A(s) = B(s) para cada s € [a, bl

de donde se concluye que A = B y, por tanto, ¥ es inyectiva.

Veamos ahora que 1, es sobreyectiva. Sea A’ € FS arbitrario. Entonces
A" . T — T es una funcién del intervalo I en el intervalo I. Llamemos A a la
composicion A = A’ o 1. Entonces A = A’ o ¢! : [a,b] — T, lo que significa
que A € FS([a,b]) es un conjunto difuso sobre [a,b]. Ademds, este conjunto

verifica que, para cada s € [a, 1],

[¥1(A)](s) = A(6(s)) = (A0 67") (8(s)) = A" (67" (4(s))) = A'(s).

Por consiguiente, 1)1(A) = A’ y esto demuestra que 1), es sobreyectiva.

(b) Se procede de forma similar al caso anterior. n

El lema anterior nos muestra que la familia F'S de conjuntos difusos definidos
sobre I (o definidos sobre R pero con soporte contenido en I) es algebraicamen-
te idéntica a la familia FS([a, b]) de conjuntos difusos definidos sobre cualquier
intervalo cerrado y acotado real no reducido a un punto. Es mas, aunque pu-
diéramos pensar que la inclusién FS C FS(R) es estricta, desde el punto de
vista del Algebra también es cierto que FS(R) C FS. En definitiva, el hecho
de restringir este estudio a la familia de conjuntos difusos con soporte en I no

parece, en absoluto, una restriccion importante.
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Obsérvese también que la familia FS es incluso mayor que la imagen
o (FS(R)). Por ejemplo, el conjunto difuso A € FS definido por A(t) = 1 para
cada t € I no pertenece a ¥(FS(R)) ya que los conjuntos difusos de la imagen

1o(FS(R)) estan obligados a verificar que [¢5(A)](0) = [12(A)](1) = 0.

2.2.3. Los numeros difusos

La realidad cotidiana esta caracterizada por la incertidumbre. La funcién de
pertenencia, una “argucia” para cuantificar esa incertidumbre (no siempre po-
sible e, incluso, ni tan siquiera medible en si misma), tiene un claro componente

probabilistico. Pero ese caracter exige una regularidad a la propia funcion.

Por supuesto, si las condiciones de medibilidad fuesen las exigidas a la me-
dida de probabilidad, el aparato estadistico haria su trabajo de forma eficiente.
La idea de tipificar “minimamente” esas medidas generan un tipo especial de
conjuntos difusos, conservando la intencionalidad del campo probabilistico pero
debilitado y, por tanto, abarcando una gran cantidad de situaciones. Nace, pues,

la nocién de numero difuso.

En primer lugar, hemos de aclarar que la nociéon de “nimero difuso” no
es Unica, es decir, no existe una definiciéon globalmente aceptada y uniforme-
mente empleada de “numero difuso”. Consultando diferentes textos sobre esta
tematica, nos damos cuenta rapidamente de que distintos autores emplean res-
tricciones diferentes para establecer la nociéon de “nimero difuso”, lo que da

lugar a conceptos ligeramente diferentes de unos estudios a otros.

En lo que no hay discusion alguna es en el ejemplo clave que motiva a
extender la nocién de nimero real al ambiente difuso. Dado un ntimero real r €
R, un conjunto difuso sobre R que trate de extender al nimero real al contexto
difuso debe ser una funcién 7 : R — I que tome dos clases de valores: el valor
1 sobre r, ya que estamos absolutamente seguros de que deseamos generalizar
el nimero real r, y el valor 0 sobre todos los demdas ntimeros reales, de los que

estamos absolutamente seguros que son diferentes a r. De esta forma, la funcién
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r : R — I debe estar definida, para cada t € R, como:

b

1

=l

A esta clase de nimeros difusos se les denomina crisp pero, ;cuéles son las
propiedades analiticas, geométricas y algebraicas que caracterizan a esta clase
de conjuntos difusos para que luego puedan ser extendidas también al contexto

difuso las operaciones aritméticas bésicas reales?

Para responder a esta cuestién, vamos a presentar a continuacion la definicién
concreta que nosotros utilizaremos a lo largo de la presente Memoria, avisando
desde ya que no es la més usual (pueden consultarse otras definiciones en [40,
41, 90, 91, 110, 111]), y aclararemos después las distintas condiciones en las que

suelen diferir las nociones presentadas por otros autores.

Definicién 2.2.4 (cf. [96, 97, 99, 101]) Un ntmero difuso (de la recta real) es

un conjunto difuso A: R — T sobre R que satisface las siguientes propiedades.

(F'Ny) Existencia de méximo absoluto: existe un punto ty € R tal que A(ty) >
A(t) para cada t € R.

(F'Ny) Convexidad difusa: para cada t,s € R y cada X € 1 se verifica que
A+ (1= XN)s) > min {A(t), A(s)}. (2.4)

(F'N3) Semicontinuidad superior: para cada ty € R y cada € > 0, existe 6 > 0
tal que
teR, [t—t)<d = Al)—A(t) <e.

Un nimero difuso se dice normal si existe ty € R tal que A(ty) = 1.
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Denotaremos por EN(R) a la familia formada por todos los nimeros difusos
de la recta real, y por FN = FN(I) a la familia formada por todos los nimeros

difusos de la recta real cuyo soporte esté contenido en el intervalo 1.

Acerca de la definicion anterior, cabe realizar los siguiente comentarios.

= En primer lugar, debemos aclarar la notacién. Para distinguir los niimeros
difusos de los conjuntos difusos, emplearemos letras enfatizadas (del tipo
A, B o C) para referirnos a nimeros difusos sobre R, y emplearemos la
caligrafia usual (como A, B o ') para referirnos a conjuntos difusos gene-
rales sobre R (o conjuntos difusos que no poseen una estructura a priori

pero que, tras su estudio detallado, resulten ser nimeros difusos).

= En segundo lugar, observemos que cualquier niimero difuso sobre la recta
real es, en particular, un conjunto difuso sobre R, y, consecuentemente,
podemos asociarle todas las estructuras algebraicas que de han definido

en la subseccion anterior. Por ejemplo, cualquier numero difuso A posee:

» a-cortes, definidos por A, = {t € R: A(t) > o } para cada « € (0, 1];
» nicleo, que es ker A = {t € R: A(t) =1 };

» soporte, dado por

Ag=supp(A) ={teR: A(t) >0} = ] A,

a€e(0,1]

para cuya definicion se emplea la topologia euclidea de R.

= Obsérvese que la condicién de converidad difusa no se corresponde en
absoluto con la condicién de convexidad de funciones en el ambiente del
Anélisis Funcional. La condiciéon general de convexidad para funciones
impone que el dominio de la funcién sea un intervalo I y que, dentro del

mismo, debe cumplirse que, para cada t,s € [ y cada A € I:
A+ (1= XN)s) < ANA() + (1 — M) A(s).
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Obviamente, esta condicién es muy distinta de la expresada por la inecua-
cién (2.4), por lo que debemos ser cautos y distinguir entre converidad

general y convexidad difusa.

= Como se ha comentado anteriormente, no existe un acuerdo mayoritario
sobre la definicién de “ntimero difuso”, siendo su caracter ductil (adaptable
a cada investigador e investigacion) su ventaja y, por ende, su dificultad de
unificacién. Mientras que, en los conjuntos difusos, la funciéon de pertenen-
cia recibe la carga de variaciones, las propiedades exigibles a un ntmero
difuso se manifiestan, al menos en la mayoria de los autores, mediante tres

principios, que son los comentados en la Definicion 2.2.4.

= A modo de ejemplo, comentamos dos aspectos en los que las definicio-
nes empleadas en los articulos cientificos suelen diferir. Por un lado, en
el contexto real, unos autores consideran que el soporte de un numero
difuso debe ser siempre acotado en R, y otros hacen caso omiso de esta
condicion. Esto da lugar claramente a familias de conjuntos difusos bien
distintas. Por otro lado, lo méas frecuente es imponer que un nimero di-
fuso debe ser obligatoriamente normal, es decir, debe alcanzar el valor
1 en algin punto de su dominio. No obstante, a lo largo de la presente
Memoria, vamos a considerar conjuntos difusos que no alcanzan necesaria-
mente la condicion de normalidad, por lo que no nos conviene imponer, de
entrada, que un nimero difuso sea necesariamente normal. En definitiva,
independientemente de la cuestion del soporte, en la mayoria de trabajos
cientificos se llama “nimero difuso” a lo que aqui denominaremos “nimero

difuso normal”.

= Teniendo en cuenta el comentario anterior, debemos aconsejar a cualquier
investigador que se acerque a un articulo de investigacién que, desde el
principio, se haga una idea clara y precisa de la definicion de numero
difuso que emplea ese autor o autores, pues de las propiedades que se

impongan dependeréan los resultados que se obtengan.
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= Consideramos que la propiedad de normalidad es muy restrictiva al mode-

lar el tipo de ntimeros difusos y, para el propdsito de esta Memoria, puede
resultar excesivamente fuerte; por lo que, sélo cuando sea necesario, se
indicard el caracter normal del nimero difuso de trabajo. No obstante, la
normalidad ofrece ventajas innegables como, por ejemplo, una identifica-

cion topologica sencilla de un nimero difuso normal.

La palabra “normalidad” es la que se usa mas a menudo para referirse a la
condicion segun la cual un conjunto difuso A : X — I disfruta de un punto
zg € X tal que A(xy) = 1. Pensamos que también pudiera emplearse en
castellano la palabra “normabilidad”, pues ésta hace referencia a la con-
dicion de que el conjunto difuso alcanza el maximo de su rango normado

entre 0 y 1.

Recientemente se ha abierto un amplio debate sobre si la nociéon de niimero
difuso es excesivamente restrictiva y se ha planteado la necesidad de mo-
dificar algunos de los axiomas que lo definen. Puede tratarse esta cuestion

de una linea de estudio de gran interés para el futuro.

Al igual que ocurre con los conjuntos difusos, los conjuntos de nivel ca-
racterizan completamente al nimero difuso. Su uso constituira la base de
nuestra estrategia sobre la que construiremos el operador de aproximacién

en el Capitulo 3.

Los ntucleos de los niimeros difusos son vacios excepto en el caso de que

sean normales.

2.2.4. Los tipos mas usuales de niimeros difusos

Para comprender a fondo el concepto de nimero difuso, lo mejor es recurrir

a la representacién grafica del mismo, toda vez que sabemos que es una funcion

real de variable real. A continuacién, describiremos algunas familias notables

de niimeros difusos, especialmente porque se emplean a menudo en los estudios

M.A. Tiscar




2.2. LOS NUMEROS DIFUSOS 29

cientificos que involucran nimeros difusos. Como se podra observar, todas esta
familias se corresponden con representaciones geométricas muy sencillas que,
precisamente, dotan de nombre propio a la familia en su conjunto. En todos
los casos puede demostrarse facilmente que se cumplen las propiedades de la
Definicién 2.2.4, pero llamamos la atencién sobre las siguientes caracteristicas

comunes a todos ellos que pueden deducirse de los axiomas correspondientes.

= Las siguientes familias estan formadas por numeros difusos normales.
Ademas, si ty es un punto en el que se alcanza la normalidad, enton-
ces el nimero difuso A es no decreciente en (—oo,t] y no creciente en

[to, +OO)

= Como consecuencia, los nimeros difusos son funciones continuas casi por

doquier en R.

= Los conjuntos de nivel de los niimeros difusos son subintervalos cerrados

reales (ya sean acotados o no).

s Cuando un numero difuso A : R — I es una funcién no continua en un
punto ty € R, en dicho punto existen los limites laterales lim, s A(t) y
lim, .+ A(t), y el valor de la funcién A en t, coincide con el mayor de los

dos limites anteriores, es decir,

A(tg) = méx< lim A(t), lim A(¢) ;. (2.5)

t—ty t—td

Detallamos a continuacién algunas de estas familias de niimeros difusos.

Los nimeros difusos crisp

Su principal interés radica en que aportan una visiéon “difusa” del nimero
real, es decir, representan la extensién natural del concepto nimero real a la

terminologia difusa. Como se ha comentado antes, si 7 € R es un ntmero real,
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definimos el niimero difuso crisp 7 : R — I como:

1, sit=r,

) = 0, sit#r.

La condicion de normalidad que se requiere a un numero difuso en muchos
contextos difusos tiene su origen en esta clase de nimeros difusos, que alcanzan

el valor 1 cuando ¢t = r.

Los niimeros difusos rectangulares

Estos responden a la siguiente expresion:

1, sité€ [a,b,

A=Y 0 siteas,

donde a,b € R son ntimeros reales ordenados en la forma a < b. En el caso de
que a = b, hablariamos de un nimero difuso crisp, es decir, los nimeros difusos
crisp se pueden ver como numeros rectangulares degenerados. Por consiguiente,
los ntiimeros difusos crisp son los nimeros rectangulares fruto de la simplificacién

maxima en sus condiciones. La Figura 2.2 nos muestra los dos tipos anteriores.

1T+ — —e
T T . [ |
1 ! ! |
I | |
| : H— | : | e
r | a b
(a) Ntimero difuso crisp. (b) Ntmero difuso rectangular.

Figura 2.2: Ejemplos de ntimeros difusos: crisp y rectangular

Los niimeros difusos triangulares

Una de las situaciones mas simples, y no por ello menos difundidas y apli-

cadas, consiste en considerar a las funciones como aplicaciones afines a trozos.
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De esta forma, surgen las siguientes definiciones. Sean a, b, ¢ € R tres niimeros
reales tales que a < b < ¢. Mediante la expresién A = (a/b/c) denotamos al

niumero difuso triangular definido como:

(t—a )
, sia<t<ob,
b—a
1, sit=b,
sib<t<e,
c—b
0, en cualquier otro caso.

Los numeros a, b y ¢ se denominan las esquinas del nimero difuso triangular
A. Cuando a < b < ¢, su gréfica es claramente triangular, como se muestra
en la Figura 2.3, (a). Dado cualquier a € (0, 1], el a-corte del nimero difuso

triangular A = (a/b/c) es:

A, =11 —a)a+ab, (1 —a)c+ ab],

a-+c ,
hablamos de niimero

expresién que también es valida para o = 0. Si b =
difuso triangular simétrico. Cuando a = b o b = ¢, el nimero difuso triangular
(a/b/c) no es una funcién continua en t = b. Es més, cuando a = b = ¢, el niimero
triangular es, concretamente, crisp. Sin embargo, los niimeros rectangulares no

pueden ser modelizados como triangulares.

_____ 1+ -

1 N A= (alblc) . \A=(a/ble/d)
| by
| b
| b
! , - A — R

| a p c | a b ¢ d
(a) Ntmero difuso triangular. (b) Ntimero difuso trapezoidal.

Figura 2.3: Ejemplos de ntimeros difusos: triangular y trapezoidal
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Los nimeros difusos trapezoidales

Sean a, b, ¢, d € R tales que a < b < ¢ < d. Con la expresion A = (a/b/c/d)

denotamos al ntmero difuso:

(t—a :
, sia<t<b,
b—a
1, sib<t<ec,
Aty =< 4— ]
— sic<t<d,
d—
L 0, en cualquier otro caso.

cuya grafica, como muestra la Figura 2.3, (b), se corresponde con la de un
trapecio cuando a < b < ¢ < d. Los numeros a, b, ¢ y d se denominan esquinas

del nimero difuso. Su a-corte viene dado por:

A, =[(1—a)a+ab, (1 —a)d+ ac]

para cada « € (0,1]. Cuando a = b, el numero difuso trapezoidal (a/b/c/d) es
una funciéon no continua en ¢t = b, y cuando ¢ = d, no es continua en ¢ = c¢. Nos
encontramos con una subfamilia de nimeros difusos que recoge a todos los casos
anteriormente mostrados. Estos nimeros son muy frecuentes en los ambitos
experimentales. Los investigadores suelen recurrir a ellos cuando establecen una
certeza empirica de que la mayor parte de la informacion se encuentra en el

nucleo del ntmero difuso.

Los nimeros difusos de tipo LR

Abandonamos la linealidad de los “lados” del nimero difuso y trabajamos
con funciones mas generales. Sean aq, as, az, a; € R cuatro nimeros reales
tales que a1 < ay < az < aq y sean wy,we € (0,1] con w; < wo. Sean L :
[a1,as] — [0,w;1] v R : [ag,a4] — [0,wq] dos funciones continuas tales que L es

estrictamente creciente, R es estrictamente decreciente, L(a;) = 0 = R(ay) y
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L(as) = wy = R(a3) Al nimero difuso .4, definido mediante:

( L(t), sia; <t<as,

wa, siag <t < as,

R(t) siag <t < ay,

\ 0, en cualquier otro caso.

se le denomina numero difuso de tipo LR (del inglés, left-right). En lo sucesivo
lo denotaremos por A = (a;/as/as/as; w1, ws)rr. Una posible representacion

grafica se muestra en la Figura 2.4, (a).

(a) Nimero difuso (w; < wa). (b) Conjunto difuso (wy > ws).

Figura 2.4: Representacién gréafica de las dos clases de conjuntos difusos LR de tipo

A = (a1/az/as/as;wi,w2) LR

Los elementos propios de este tipo de ntimeros difusos vienen dados por:

lag, as], siws =1,
supp(A) = [a1,as] y  ker(A) = _
a, siwy < 1.
Dado que suponemos que w; < wy, el nimero difuso A = (a1 /ay/as/as;wi,w2)Lr
posee maximo absoluto en todos los puntos del intervalo [a, as], y dicho méximo

absoluto es ws. La interpretacion grafica de wy es una meseta a altura ws que,

en el caso wy < 1, da lugar a nimeros difusos no normales.

Si wy =1y las funciones L y R adquieren un caracter afin, estaremos en el

caso de las subfamilias anteriores.
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Otras familias de nimeros difusos

Dado que se utilizaran mas adelante, introducimos aqui las siguientes clases
de numeros difusos. Dados r,w € I, denotamos por r y por 7, a las siguientes

aplicaciones de I en I (véase la Figura 2.5):

_ w, sit=rm,
r(t) =r paracadatel; Ty () =

0, sit#r.
!
rl_. I Wi— — —e r
I | in W

| |
* - - H—
1 r

(a) Ndmero difuso r. (b) Ntimero difuso 7.

Figura 2.5: Representacion grafica de los ntimeros difusos r y 7,

Por un lado, aunque no verifica la condiciéon de normalidad, el niumero difuso
0 es un numero difuso muy especial: por ejemplo, desde esta perspectiva, es
el tnico nimero difuso (de hecho, el unico conjunto difuso) cuyo soporte es
vacio. Ademas, cualquier proceso coherente de ranking entre ntimeros difusos
de la familia FN deberia determinar que 0 es su minimo absoluto. Por otro
lado, los nimeros difusos crisp {7 = 7 : r € 1} corresponde a los nimeros
reales del intervalo I. Desde nuestro punto de vista, el nimero difuso crisp 1;,
que se corresponde con el numero real 1, deberia ser considerado el maximo
absoluto del conjunto FN cuando se aplica cualquier metodologia de ranking
en FN. Obsérvese que muchos autores solo aceptarian que son nimeros difusos
1y {rm :r €1}, pues las restantes funciones no satisfacen la condicién de
normalidad. Es mads, declarar que “0 es un numero difuso” es una afirmacién
ciertamente curiosa, que podria impactar en ciertos ambientes que requieren la

condicién de normalidad.
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2.2.5. Acerca de los conjuntos de nivel de un niumero

difuso y de su soporte

Salvo por la concatenaciéon mostrada por la cadena de inclusiones dada en
(2.3), los conjuntos de nivel de un conjunto difuso sobre la recta real pueden
adquirir una forma muy extrana, caprichosamente arbitraria. No obstante, ello
no puede pasar con los conjuntos de nivel de un nimero difuso, pues estos deben
ser, obligatoriamente, subintervalos cerrados de R (ya sean acotados o no). Esta
condicién se deduce de la convexidad difusa dada por la condicién (F'Ns), que

afirma que para cada t,s € R y cada A € I se verifica que
AAt+ (1= XN)s) > min {A(t), A(s)}.

De esta forma, si A : R — I es un numero difuso y tomamos cualesquiera t, s €
A, con a € (0, 1], tendremos que A(t) > ay A(s) > a. Asi, min { A(t), A(s)} >
a, de donde A (At + (1 — X\)s) > a, lo que demuestra que At + (1 — A)s también
pertenece a A,. Consecuentemente, A, es un subintervalo real. Por otro lado,
su condicién de conjunto cerrado se deduce de la semicontinuidad superior.
Para demostrarlo, tomemos un subintervalo abierto no vacio y acotado (a,b)
contenido en A,, dentro del cual sabemos que A(t) > a para cada t € A,.

Segin (2.5),

Ala) = méx{ lim A(t), lim A(t) } > lim A(t) > «,

t—a~ t—a t—a™t

por lo que a € A,, e igualmente se prueba que b € A,, lo que significa que A,
contiene a los puntos de su posible frontera, es decir, es un conjunto cerrado en

R.

Cuando el soporte de un numero difuso A no es acotado, los conjuntos de
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nivel pueden ser intervalos no acotados. Es el caso del nimero difuso dado por:

A

1.0
1 — 1
A(t) = ~te ™ para cada t € R, _J\¥
2 =— 05+ — — =

el cual verifica que

i

lim A(t) = lim A(¢) L

t——o0 t—+o0 - 57
por lo que A, = R para cada « € (0,0.5]. Esta condicién de no acotacién del
soporte suele ser, en muchos casos, contraintuitiva. Cuando se hace un estudio
empirico, lo usual es esperar valores de una variable dentro de un rango concreto.
Es cierto que a veces nos encontramos con valores extremos (o outliers), pero es-
tos tampoco son excesivamente sorprendentes (por ejemplo, al medir la estatura
de una persona, el intervalo entre 0 y 4 metros debe ser mas que suficiente). Es
por ello que la mayoria de autores optan por uno de los dos siguientes caminos:
o bien en la Definicién 2.2.4 de nimero difuso anaden la condiciéon de que el
soporte debe ser necesariamente acotado, o bien no la anaden, pero comentan
que, en sus respectivos estudios, sélo estan interesados en el manejo de niimeros
difusos de soporte compacto. Ambas perspectivas son coherentes con el hecho de
que la mayoria de los nimeros difusos que se manejan en los estudios empiricos
utilizan ejemplos de los que hemos mostrado en la subseccién anterior (como

mucho suelen ser trapezoidales), los cuales tienen siempre soporte acotado.

La discusion anterior nos permite también entender la razén por la que, en el
caso de los nimeros difusos de la recta real, no hemos definido el soporte como
el conjunto {t € R: A(t) > 0}, sino como su clausura en la topologia euclidea.
Veamos un ejemplo. Si consideramos el nimero difuso triangular A4 = (1/2/3),
se tiene que el conjunto {¢t € R : A(t) > 0} coincide con el intervalo abierto
(1,3). Es cierto que se trata de un intervalo acotado, pero no es compacto. En
general, suele desearse que el soporte de un nimero difuso sobre la recta real

sea compacto (cerrado y acotado) debido a las especiales caracteristicas de los
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conjuntos compactos. De esta forma, en lo sucesivo, cuando tomemos un nimero
difuso de la recta real y sepamos que su soporte es acotado, entonces podremos

afirmar que es compacto.

Para el caso particular de la presente Memoria, la consideracién de niimeros
difusos como entidades algebraicas de soporte acotado o no carecera de sentido
pues, en el Capitulo 3 nos restringiremos a nimeros difusos de la familia FN,
cuyo soporte estd contenido en el intervalo I. Por consiguiente, sus soportes

serdn siempre compactos (conjuntos cerrados dentro de un conjunto compacto).

Cuando un nimero difuso A posee soporte acotado, sus conjuntos de nivel
{As : a € (0,1]} son subintervalos cerrados dentro de un conjunto acotado.
Por consiguiente, son conjuntos compactos que, en el caso de los intervalos, se
plasma en intervalos cerrados y acotados. Es por ello que cada conjunto de nivel

es un intervalo de la forma
A, =[AL(a), Ap(a)], donde a € (0, 1].

Surgen asi dos funciones Ay, Ay : (0,1] — R que determinan los extremos
inferior y superior de cada uno de los a-cortes. De hecho, esta expresién también
es valida para a = 0, cuando, por convenio, hemos fijado que Ay = supp(.A)
denote el soporte de A. Estas funciones determinan completamente los a-cortes
y, dado que los a-cortes caracterizan al conjunto difuso en general, es posible

demostrar el siguiente enunciado.

Lema 2.2.5 (cf. [52, 68]) Un conjunto difuso A : R — I de soporte acotado es un
nimero difuso si, y solo si, existen dos funciones continuas a la izquierda A, Ay :
I — R tales que Ay, es no decreciente, Ay es no crecientey A, = [Ap(«a), Ay(a) ]

para cada a € II.

En algunos textos, las funciones Ay y Ay se denotan por a y @ (véase, por
ejemplo, [99, 102, 103]), empledandose la notacién siendo a, = a(a) = Ar(a) y
G, = ala) = Ap(a), que es comoda a la hora de escribir A, = [a,, G.| para

cada a € L.
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2.2.6. Marco estadistico de los numeros difusos

La ejemplarizacion del concepto de funcion de pertenencia mediante la fun-
cién de distribucion es un excelente icono del propio conjunto difuso. Sin em-
bargo, limitarse a estas situaciones “idilicas” restarian interés a la propia légica
difusa. El aparato estadistico debe ser considerado una restriccion muy especifica
de la teoria difusa, convirtiéndose, ésta, en una potente extensién de la proba-

bilidad.

En la estadistica clasica o, méas alla, en los métodos robustos, es fundamen-
tal la existencia o construccion de una distribucion, limitada por sus propios
axiomas. Escapar de ese marco normativo es un buen intento para manejar mas

y mejor la informacion.

A lo largo de trabajos anteriores en castellano, especialmente asociados a
tesis doctorales, se presentaron los ntimeros difusos desde diferentes perspecti-
vas de indole estadistico. En [94], A.F. Rolddn Lépez de Hierro interpret6 los
numeros difusos como la yuxtaposicién, en tiempo finito, de una funcién de
distribucién y una funcion de supervivencia a través de las partes izquierda y
derecha del nimero difuso. En [3], G. Alfonso describié los nimeros difusos co-
mo métodos originales de construir intervalos de confianza asociados a un valor
desconocido. En [71], A. Marquez introdujo los nimeros difusos como canti-
dades inciertas asociadas a afirmaciones imprecisas que utilizamos casi todos
los dias en nuestra vida diaria. Finalmente, en [104], M. Sénchez-Maldonado
empled numeros difusos como una forma de representar etiquetas lingiiisticas
en contextos de incertidumbre, especialmente en situaciones que anteriormente
habian sido abordados desde el ambito de las escalas de Likert. En este trabajo
queremos aportar un par de nuevas posibles semanticas en las que los ntimeros

difusos se desenvuelven a la perfeccion.

En primer lugar, los objetos que mejor describen a los nimeros difusos,
ademas de su funcion de pertenencia, son sus conjuntos de nivel. Hemos visto

que los conjuntos de nivel caracterizan completamente a los nimeros difusos (de
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hecho, caracterizan a cualquier conjunto difuso; véase la Proposicién 2.2.2). En
el caso de los nimeros difusos de soporte compacto, los conjuntos de nivel son
intervalos cerrados y acotados que estan ordenados por la relacion de inclusion,
es decir, estan encajados unos dentro de otros. Supongamos que un nimero
difuso modeliza una afirmacién en la que existen cierta naturaleza imprecisa.

Por ejemplo, un nimero difuso A modeliza la afirmacién:

A = “he hecho un examen de Fstadistica y, sabiendo que he

aprobado, he sacado, aproximadamente, entre 8 y 9”.

Esta afirmacion deja la puerta abierta a una amplia variedad de notas, todas
ellas entre 5 y 10 puntos ya que se ha aprobado el examen. Pero la afirmacion
da mas pistas: pensamos que, segtin los ejercicios a los que hemos respondido en
el examen, vamos a obtener una calificacién final entre 8 y 9 puntos. En ningiin
caso tenemos seguridad de ello. De lo tinico de lo que estamos seguros es de
que hemos aprobado. Esta afirmacién puede representarse a través del siguiente
nimero difuso trapezoidal:

(

sih<t<8, oy -
; si8<t<9,

Alt) =
10—t si9<t< 10,

0.5

0, en otro caso.

Q-

|
|
|
|
|
;
8 10

0 2 4 6
De esta forma podemos hacer la siguiente interpretacién de los conjuntos de

nivel del ntimero difuso .A.

= El soporte esta formado por todos los walores compatibles con la afirma-

cion, es decir, calificaciones entre 5 y 10 puntos.

= El ntcleo esta formado por los wvalores mdas probables, atendiendo a la

informacién de que se dispone (en este caso, entre 8 y 9 puntos).

» Entre los valores més probables (el ntcleo), situado en la parte superior

de la grafica (recta horizontal y = 1) y los valores compatibles con la
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afirmacién (el soporte, interpretado como un rango de seguridad), situado
en la parte inferior de la grafica (recta horizontal y = 0), se sitia todo un
intervalo de walores posibles, cada uno de ellos situados a un cierto nivel,

representados por los conjuntos de nivel A,.

De esta forma, el nimero difuso es una representacién algebraica de los va-
lores probables, posibles y compatibles con la afirmacién, tal y como se muestra

en la Figura 2.6.

Valores probables
\ a

- ——=———————- -

Valores posibles

g —

U
Valores compatibles

Figura 2.6: Interpretacién de los diferentes conjuntos de nivel de un niimero difuso

Aunque no se trate de un numero difuso, obsérvese que la funciéon masa
de probabilidad de cualquier variable aleatoria discreta es un conjunto difuso.
Veamoslo. La funcién masa de probabilidad de una variable aleatoria discreta
es de la forma {(x;, p;) }ien, donde A es un conjunto finito o infinito numerable
de indices, {x;}iep es un subconjunto (finito o infinito numerable) de nimeros
reales y {p;}iea €s un conjunto (finito o infinito numerable) de nimeros reales

entre 0 y 1 que suman 1, es decir,

Zpizl

€A
Si llamamos X = {x; : i € A} tendremos un subconjunto de nimeros reales (el

universo del discurso) sobre el que podemos definir la funcién de pertenencia
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s s X — I dada por
pa(z;) =p; paracada i € A.

De esta forma, la funcién masa de probabilidad {(z;, p;)}ica de una variable
aleatoria discreta estd perfectamente identificada a través del conjunto difuso
(X, pa). En particular, las funciones masa de probabilidad de distribuciones
binomiales, de Poisson, geométricas, hipergeométricas, etc., pueden ser perfec-
tamente manejadas en el contexto difuso. Si nos pasamos a variables aleatorias
continuas, este concepto de corresponde mas con el de funciones de distribucion,

que deben satisfacer ciertas caracteristicas (véase [94]).

Obsérvese que, en el caso de las variable aleatorias discretas, el universo
del discurso X es un subconjunto de R, que se interpreta como el conjunto de
puntos en los que la variable aleatoria toma valores reales (donde p; > 0). Pero
el concepto de conjunto difuso es atin mas amplio, y puede servir para modelizar
situaciones incluso méas generales, sin necesidad de que X sea un subconjunto
de ntimeros reales. Imaginemos que va a entregar un premio a uno de los cinco
mejores estudiantes de un centro educativo atendiendo a una prueba concreta
de habilidades sociales que se organizara el mes que viene. Supongamos que se
ha determinado de antemano quiénes son esos cinco estudiantes: Ana, Juan,
Soffa, Pedro y Maria. En uno de estos estudiantes recaera el premio, pero no se

sabe quién lo ganara. Este desconocimiento significa que el siguiente objeto:

B = “estudiante sobre el que recaerd el premio”

es, a priori, indeterminado. Se trata, pues, de un contexto en el que existe cierta
incertidumbre, y la mecanica difusa nos aporta una herramienta sencilla pero
potente para modelizar esta situacién de la siguiente forma. Sobre el conjunto
referencial (finito) X = { “Ana”, “Juan”, “Sofia”, “Pedro”, “Maria” }, podemos
considerar un conjunto difuso que asocie a cada estudiante su probabilidad de
ganar el premio. Si el premio se sortease al azar, cada uno de estos cinco es-

tudiantes tendria probabilidad 1/5 de ganarlo, y el conjunto difuso tomaria el
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valor 1/5 de manera constante. Pero si el premio depende, al final, de una prueba
de habilidades, es posible que cada estudiante tenga un bagaje previo diferente
en este tipo de pruebas, y el conjunto difuso ya no tomard un valor constante
(tal y como se muestra en la Figura 2.7). En cualquier caso, el marco difuso nos
provee de una herramienta para representar y manejar mateméticamente esta

incertidumbre.
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Figura 2.7: Un conjunto difuso cuyo soporte no esté contenido en la recta real

Hacemos hincapié en un ultimo aspecto. Obsérvese que el conjunto finito
X ={“Ana”, “Juan”, “Sofia”, “Pedro”, “Maria” } no estd dotado, en principio,
de ninguna topologia prefijada. Es por ello que, en determinados ambientes, el
soporte de un conjunto difuso se define como la familia de elementos de X donde
la funcién de pertenencia es estrictamente positiva. No tiene sentido considerar
su clausura porque no hay fijada una topologia. Sin embargo, en el caso de los
numeros reales, dotados de forma natural de la topologia euclidea, tomaremos
el soporte como la clausura del conjunto anterior, lo que nos asegurarad, si ésta

es acotada, que forma un conjunto compacto de R.

M.A. Tiscar



2.2. LOS NUMEROS DIFUSOS 43

2.2.7. Los conjuntos difusos de tipo 2

En la introduccién de la presente Memoria se perfil6 la idea de una funcién de
pertenencia cuyos valores puntuales eran, a su vez, conjuntos difusos. Es decir,
la incertidumbre acompana, incluso, a las propias categorias de agrupamiento
de la experiencia. Es por ello que este tipo de conjuntos difusos se encuentran
muy relacionados con las etiquetas lingiiisticas de las observaciones. Para los
objetivos que deseamos alcanzar, construiremos una definicién formal que nos
permita englobar la situacién “clasica” de logica difusa, como una particularidad

de estos nuevos “sumideros de informacién”.

Algebraicamente, la idea que subyace detras de los conjuntos difusos de tipo
2 es la siguiente. Un conjunto difuso A : X — I es capaz de albergar incerti-
dumbre sobre si un elemento x € X pertenece o no al conjunto A asociandole
un tnico nimero real A(x) € I, que se interpreta como el grado de pertenencia
del elemento x al conjunto A. Este valor se sitia entre 0 y 1, de tal manera
que cuanto mas cercano esté a 1, mas certeza tendremos sobre la pertenencia
del elemento = al conjunto A. Ya hemos visto que esta concepcion, a pesar de
ser muy simple, es suficiente para expresar la incertidumbre de los sucesos na-
turales que ocurren a nuestro alrededor, y los trabajos cientificos en el contexto
difuso muestran que esta interpretaciéon mejora los resultados que se obtienen
con numeros reales. No obstante, existe una pequena incoherencia con la filo-
soffa del ambiente difuso: el nimero real A(z) es exacto, y no expresa, por si
solo, ningin tipo de incertidumbre. Sin embargo, en la practica, es razonable
pensar que los datos experimentales nos obliguen a razonar de una forma lige-
ramente diferente: dado un elemento x € X, lo razonable seria expresar alguna
incertidumbre sobre el valor que debe tomar la funcién de pertenencia sobre el
elemento x. Resulta pues que dicha funcion de pertenencia, en lugar de tomar
un unico valor real sobre x, podria ser expresada més bien como un rango de
valores (por ejemplo, un intervalo) dentro del intervalo I o como un conjunto
difuso en general. Nacen asi los conjuntos difusos de tipo 2: a cada elemento

xr € X le asocian un conjunto difuso (a menudo, un nimero difuso) con soporte
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en el intervalo I. Esto es precisamente lo que concretamos a continuacion, donde
recordamos que FS representa la familia FS(I) de todos los conjuntos difusos

con soporte en el intervalo I = [0, 1].

Definicién 2.2.6 Un conjunto difuso de tipo 2 es cualquier aplicacion A : X —
FS. Denotaremos por FSo(X) a la familia de todos los conjuntos difusos de tipo

2 sobre X.

En la Figura 2.8 puede observarse la grafica de un conjunto difuso A de tipo
2 sobre el referencial X = [0, 1] (eje de abscisas) donde cada A(x) es un nimero

difuso rectangular de FS representado por un segmento vertical (en color rojo).
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Figura 2.8: Representacién gréfica de un conjunto difuso de tipo 2 sobre el

referencial X = [0, 1]

En primer lugar, es conveniente clarificar la notacion. Al igual que empleamos
letras mayusculas en caligrafia usual para denotar conjuntos difusos sobre un
conjunto general X, es decir, A, B,C : X — I, y letras enfatizadas para niimeros
difusos de la recta real, A,B,C : R — I, utilizaremos las primeras letras del
alfabeto en formato “blackboard bold” para representar conjuntos difusos de tipo
2, A)B,C : X — FS (recordemos que la letra I estd exclusivamente reservada
para el intervalo [0,1]). De esta forma, de ahora en adelante, adoptamos el

siguiente convenio.
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Los elementos de X se notan por z, y,z € X.
» Si X es finito, usaremos X = U = {uy, ug, ..., u,}.
» Los escalares del intervalo [0, 1] seran del tipo ¢, s, r € [0, 1].

= Los conjuntos difusos sobre X se notan con letras mayusculas A, B, A; €

FS(X).

= Los numeros difusos sobre R se escriben con letras mayusculas caligraficas

A, B, A; € FS(X).

= Los conjuntos difusos tipo 2 sobre X se notan con letras maytsculas con

una doble linea vertical del tipo A, B, A; € FSy(X).

La nomenclatura “de tipo 2” (que también podria escribirse como “de tipo
II") nos obliga a aclarar también qué es un conjunto difuso “de tipo 17, que no
es mas que un conjunto difuso A : X — I de los que hemos utilizado hasta el
momento. Con objeto de simplificar la notacién que utilizaremos en la segunda
parte del Capitulo 3, nos parece conveniente llamar conjunto difuso “de tipo 07 a
los escalares ¢ del intervalo I = [0, 1]. Con ello podremos hablar de un “conjunto
difuso de tipo k", donde k es un numero del conjunto {0, 1,2}. Resumiendo,

utilizaremos la siguiente notacion.

Definicién 2.2.7 Dado k € {0, 1, 2}, un conjunto difuso de tipo k sobre un

conjunto X es un elemento de FS(X), donde:

FSo(X) =[0,1] = familia de todos los conjuntos difusos de tipo 0;
FSi(X) =FS(X) = familia de todos los conjuntos difusos de tipo 1;
FSy(X) = familia de todos los conjuntos difuso de tipo 2.

Volviendo al aspecto puramente algebraico, si A : X — FS es un conjunto
difuso de tipo 2, entonces cada A(x) € FS es un conjunto difuso de tipo 1 sobre
el intervalo I = [0, 1]. Asi, A(z) : I — T es una aplicacién de I sobre si mismo (se

denomina una hoja o una rebanada, del inglés slice, de A) que a cada valor t € [
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le asocia un tnico valor A(z)(t) € I. Esto significa que, desde una perspectiva
genuinamente algebraica, no podemos distinguir entre un conjunto difuso de
tipo 2 sobre X y un conjunto difuso de tipo 1 sobre el producto cartesiano
X x I, de tal forma que

FSo(X) = FS;(X x 1)

mediante la identificacion

A(z)(t) = A(z,t) paracada x € X y para cada t € L.

Lo anterior nos permite establecer diferencias sustanciales en la naturaleza
de FS(X) y FSy(X). Mientras que el universo X puede ser finito (en este caso
lo notamos por X = U = {uy, ug, -+, u,}) o incluso infinito numerable, el
conjunto X x I siempre es infinito y no numerable, lo que supone aumentar un

nivel la dificultad en el manejo de esta clase de conjuntos difusos.

La estructura difusa de nivel 2 nos obliga a introducir alguna notacién para

evitar posibles confusiones. Para cada A € FSy(X), denotamos:

sup A =sup({ A(z)(t) : z € X,t € I}),
inf A =inf({ A(z)(t) :z € X, t el}).

No debe confundirse este supremo, que es un ntmero entre 0 y 1, como el

conjunto difuso supremo sup A € FS(X) definido por
(sup A)(x) = sup(A(x)) para cada z € X.

Dado A € FSy(X), el conjunto difuso sobre X que contiene la informacién

complementaria de A es A, € FSy(X) dado por:

A(x)(t) =1—A.(z)(t) paracadax € X y paracadat € L.

Dada una aplicacién T : I" — Ty Ay, Ay, -+, A, € FSy(X), notamos por
T(Aq, Ay, -+, A,) al conjunto difuso de tipo 2 sobre X definido, para cada z €
X ycadatel,

T(Ay, Ag, -+, An)(2)(t) = T(Ar(2)(t), Ag(x)(t), -, An(2)(1)).
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Dado t € I, denotamos por F* y F* a dos conjuntos difusos constantes, tipo

1 y tipo 2 respectivamente, dados por:

F' € FSi(X), F'(x)=1t paracadaze X,
F' € FSy(X), F'(z)(s)=t paracadaz € X ycadasel

Dado A € FS;(X) notamos por F4 € FSy(X) al conjunto difuso de tipo 2
definido por:

FA(z)(t) = A(z) paracadaz € X y cadat € L.

Existen aplicaciones inyectivas de una estructura difusa en su conjunto su-
perior que, globalmente consideradas, generan el diagrama conmutativo de la

Figura 2.9.

jgl : FSO(X) — FSl(X), j()l(t)
Joz : FSo(X) — FSo(X), joolt) = F (2.7)
j12 : FSl(X) — FSQ(X), ]12(14) = ]FA

FSo(X) = 1[0,1]

Jo2

Jo1

FSa(X) J12 © Jo1 = Jo2

\ f

Ji2

FS;(X) = FS(X)

Figura 2.9: Diagrama que relaciona las inclusiones jo1, jo2 vV Jji2-

El orden usual < en FSy(X) = I puede ser extendido a FS;(X) y FSa(X)
como un orden parcial (reflexivo, transitivo y antisimétrico) de la siguiente ma-

nera:

» A< Bsi A(x) < B(z) para cada x € X;

» A <BsiA(z) <B(z) para cada x € X; es decir, A(x)(t) < B(z)(t) para
cadax € X ycadat el
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Es claro que las inyecciones jo1, jo2 v J12 mostradas en la Figura 2.9 preservan

el orden.

Es interesante resaltar que todo conjunto difuso sobre I puede ser visto
como un conjunto difuso, tipo 2, sobre cualquier conjunto no vacio X, con una

“rebanada” constante mediante la aplicacion
jx : FS — FSy(X)
que asocia a cada A € FS el conjunto difuso jx(A) € FSy(X) definido por:
[ix(A)](z) = A para cada r € X.

La aplicacién jx es inyectiva y preserva el orden. Obsérvese que, dado A €

FS(X), la composicién jx o A:

X —2 S FS([0,1]) —E = FSy(X),
permite recuperar el conjunto difuso original ya que:

[(jx o A)(x)] (t) = A(z)(t) paracadax € X ycadatel. (2.8)

El conjunto FS;(X) posee elementos minimo (mg) y maximo (9%;) absolutos

en el sentido de la relacién de orden parcial inducida, siendo:

my =20 y mozl, si k':(),
m1:F0 y Qﬁlel, si ]{7:1,
my=TF" vy My =F', si k=2

El hecho de que m; < x < 9y, para cada x € FSi(X) nos lleva a afir-
mar que (FSg(X), <) es un reticulo acotado. En particular, (FSs(X), <) es un
reticulo acotado con minimo absoluto my, = FY y méximo absoluto 9, = F!.
En este contexto, una funcion de agregacion sobre (FSy(X),<) es una apli-
cacién creciente T : FSo(X)? — FSo(X) tal que T(mg, mo,..., my) = my y
T(My, Ms, ..., M) = M.
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Proposicién 2.2.8 Toda funcién de agregacién T : P — T induce una funcién de

agregacion Ty : FSo(X )P — FSy(X) definida por:
Tr (A, Ao, o, Ap)(@)(E) = T(h(2)(0), Aa(2)(0) . ., Ay(2)(0)
para cada Ay, Ay,...,A, € FSy(X) ycadat el

Definicién 2.2.9 Decimos que:

» dos conjuntos difusos tipo 0, t,s € I, son completamente disjuntos s¢

t-s=0;

» dos conjuntos difusos tipo 1, A, B € FS(X), son completamente disjuntos
si A(z) - B(x) =0 para cada x € X;

» dos conguntos difusos tipo 2, A, B € FSy(X), son completamente disjuntos
si A(z)(t) - B(x)(t) = 0 para cada x € X y cada t € 1.

Es inmediato comprobar que:

» A, B € FS;(X) son completamente disjuntos si, y sélo si, A(z) y B(x) son
completamente disjuntos para cada z € X;

» A,B € FSy(X) son completamente disjuntos si, y sélo si, A(z) y B(x) son
completamente disjuntos para cada z € X, lo que equivale a que A(z)(t)

y B(z)(t) son completamente disjuntos para cada x € X y cada t € 1.
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CAPITULO 3

Resultados principales

En el presente capitulo vamos a exponer los principales resultados obtenidos
durante el periodo de investigacion, fruto del estudio que se ha realizado de los
contenidos del capitulo previo, todo ello teniendo en cuenta en todo momento

los objetivos planteados al comienzo de la misma.

Aunque a lo largo de este periodo de investigacién hemos afrontado varios
desafios, la realidad es que hemos obtenido resultados avanzados principalmente
en dos lineas de investigacion, lo que justifica que este capitulo esté organizado de
una forma clara en dos partes muy diferentes, aunque también muy relacionadas

debido a que manejan, en esencia, las mismas herramientas algebraicas.

Por un lado afrontamos el reto de concebir un operador de aproximacion que
asociase un unico numero difuso a cada conjunto difuso. Aunque en el capitu-
lo anterior hemos definido que un ntimero difuso puede no ser normal (porque
no alcance a tomar el valor 1 en ningin punto), también es cierto que la ma-
yoria de investigadores en este campo llama “ntmero difuso” a una aplicacién
que satisface la condicion de normalidad. Es por ello que desde el principio nos
planteamos que el niimero difuso que se le asocie a cada conjunto difuso debe
ser, obligatoriamente, un niimero difuso normal, provenga o no de un conjunto
difuso normal. Con ello conseguiremos que se puedan aplicar todas las técnicas

propiamente difusas que han sido desarrolladas con ntimeros difusos normales.
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El operador que proponemos dependera de una amplia gama de pardmetros
iniciales que han de ser definidos por el investigador desde el comienzo de su
estudio. Esto hace que el método constructivo sea lo suficientemente ductil y
adaptable a cada necesidad de trabajo a través de un componente paramétrico
suficientemente amplio. Ademads, mostramos algunas de las primeras propie-
dades que verifica esta familia de operadores de aproximacion, entre las que

destacamos el estudio de sus puntos fijos y su propiedad de minimizacién.

Por otro lado, el desarrollo de la investigacién nos ha llevado a indagar en
el concepto de indice de solapamiento en el marco de los conjuntos difusos de
tipo 2. Habiamos observado que, tras la introduccién de las funciones de so-
lapamiento por Bustince y otros en [15] y su posterior éxito al ser aplicadas a
distintos problemas de investigacion (véase, por ejemplo, [6, 7, 8, 11, 18, 19]),
algunos autores habian tratado de extender esta nocién al campo de los conjun-
tos difusos de tipo 1. Asi, Garcia-Jiménez y otros habian mostrado en [49] una
posible definicién de indice de solapamiento que asocia un unico nimero real a
dos conjuntos difusos de tipo 1 sobre un conjunto referencial finito. Habiamos
observado que las definiciones previas se habian inspirado fundamentalmente
en el concepto de indice de consistencia de Zadeh, que asocia a cada par de
conjuntos difusos de tipo 1 sobre un referencial finito el valor maximo en todo el
espacio de las cantidades comparadas de los dos conjuntos difusos a través de su
minimo. Teniendo en mente estas lineas de investigacion, nos dimos cuenta de lo
interesante que podria ser introducir esta clase de indices en el contexto de los
conjuntos difusos de tipo 2, que atin no habian sido estudiados desde este punto
de vista. Asi lo hemos hecho, llegando a la conclusion de que las propiedades
que presentamos son las condiciones minimas que debe cumplir cualquier indi-
ce de solapamiento. Ademas proponemos diferentes opciones para la condicién
de normalidad de un indice de solapamiento, pues se trata de una restriccion
que debe ser estudiada con més detenimiento en futuras investigaciones hasta
alcanzar la condicién que mejor se ajuste a las aplicaciones préacticas. En esta

linea de investigacion mostraremos como emplear los indices de solapamiento
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de tipo (2,0) y (2,1) para implementar algoritmos inferenciales para sistemas
interpolativos difusos de tipo 2, de tal forma que se pueda extraer una conclu-
sion a partir de unas premisas y un hecho, todos ellos expresados con conjuntos

difusos de tipo 2.

Los resultados principales de este capitulo han sido publicados en sendos
articulos de investigacion en revistas del primer decil de sus respectivas cate-
gorfas, incluidas en el Journal Citation Reports de Clarivate Analytics (indices
de 2021 publicados en 2022). Pueden ser consultados a través de las referencias

[100] y [103].

3.1. Introduccion a los operadores de aproxi-
macion

Los conjuntos difusos han sido empleados con éxito en la representacion e
interpretacién de informacién difusa. En tales contextos, las técnicas clésicas,
basadas en nimeros reales absolutamente precisos (también llamados nimeros
crisp) carecen de un significado claro y deben ser reemplazados por procedi-
mientos que tengan en cuenta la naturaleza intrinsecamente imprecisa de los
datos y de los desarrollos experimentales. Hoy en dia muchas metodologias tie-
nen en cuenta los nimeros difusos, que conforman una subfamilia notable de la
categoria de todos los conjuntos difusos de la recta real bajo ciertas condiciones
de regularidad. Sin embargo, los conjuntos difusos de la recta real son mucho
mas generales que los ntimeros difusos y pueden modelar la informacién de una

manera mas variada.

Como hemos visto en el capitulo anterior, algebraicamente, un conjunto di-
fuso es un par (X, pux) donde X es un conjunto no vacio y ux : X — [0,1]
es una funcién (denominada funcién de pertenencia del conjunto difuso). En
los ultimos cincuenta anos se han descrito varias interpretaciones epistémicas

acerca del significado de la funcién px. Tres de las semanticas més importantes
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la interpretan como un grado de incertidumbre (propuesta por Zadeh como una
herramienta clave en la teoria de la posibilidad [119] y el razonamiento apro-
zimado [120]), como un grado de similaridad o como un grado de preferencia
(véase [42, 44]). Cada un de estos puntos de vista conlleva ciertas peculiaridades
dependiendo del contexto en el que se utilizan los conjuntos difusos. Sin embar-
go, lo que es comun a todas ellas es que esta teoria ha demostrado ser una teoria
muy consistente que ha producido avances significativos en muchos campo de
estudio: anélisis de decisiones [25, 29, 58, 80, 102, 116], ranking de posibles al-
ternativas [1, 5, 33, 63, 81, 99, 113, 114, teoria de regresién [27, 56, 93, 101],
imagen [69, 57, 84, 17], clasificacién [64, 105, 106], aproximacién [109], Medicina

[107], interconexiones algebraicas [92], etc.

Por otro lado, los nimeros difusos, especialmente los trapezoidales o trian-
gulares, han demostrado ser muy populares (y ttiles) entre investigadores y
profesionales. Por lo tanto, se han implementado ampliamente en muchas meto-
dologias difusas debido a su simplicidad y eficiencia computacional. Un numero
difuso de la recta real es un conjunto difuso A : R — [0, 1] que cumple ciertas
condiciones: normalidad, convexidad difusa y semicontinuidad superior en cada
punto (recuérdese la Definicién 2.2.4). Existe una aritmética difusa que, invo-
lucrando numeros difusos, generaliza la aritmética habitual con nimeros reales
(véase [40, 41, 43, 52]). En general, el conjunto FN(R) formado por todos los
numeros difusos de la recta real disfruta de mejores propiedades que la familia
FS(R) de todos los conjuntos difusos en R. De hecho, el conjunto FS(R) es bas-
tante complicado, por lo que la mayoria de las técnicas que se pueden desarrollar
con numeros reales o difusos no se pueden extender al conjunto FS(R). Por ejem-
plo, los indices de ordenacion [5, 10, 99] (es decir, las defusificaciones A — R
de un subconjunto A C FN(R) en R) generalmente se basan en argumentos
geométricos (baricentro, centro de gravedad, distancia p-signo, magnitud, etc.)
o herramientas analiticas (integracion, diferenciacién, maximizacién, etc.) que
no estan disponibles en toda la familia FS(R). Otra forma notable de ordenar

los nimeros difusos se basa en auténticas relaciones binarias difusas, es decir,
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procedimientos que requieren un conocimiento previo de los dos numeros di-
fusos que se van a comparar (véase [99]). En esta linea, algunas metodologias
utilizan grados de dominancia de un ntimero difuso sobre otro como posibilidad
o necesidad de dominancia (véase el capitulo 10 en [43]). Estos procedimientos
generan procesos de ordenacion a partir de un indice de comparacion por pares
que puede interpretarse como el valor que cuantifica como de preferible es un
nimero difuso frente a otro, lo que puede ayudarnos a tomar una decisién en el

entorno difuso.

Teniendo en cuenta este problema abierto de ordenacion de niimeros difusos
y sus posibles aplicaciones en varios contextos de incertidumbre, en esta primera
parte del capitulo vamos a introducir y a estudiar las principales propiedades

de una amplia familia de operadores paramétricos del tipo:
(I)f,g,Tl,Tg : FS(H) — FN(]I)

que asocian un unico numero difuso normal a cada conjunto difuso en el intervalo
I = [0,1]. A lo largo de la Memoria justificaremos que la familia FS(I) es lo
suficientemente rica como para reducir el problema a este intervalo especial. Las
principales ventajas de la familia de operadores que vamos a presentar son las

siguientes.

= En primer lugar, debemos comentar que introducimos estos operadores
para proporcionar una metodologia novedosa para traducir a la amplisi-
ma familia FS(I) algunas propiedades razonables de los nimeros difusos.
Teniendo en cuenta que hay muchos procedimientos que se pueden im-
plementar en el contexto de los nimeros difusos, pero no con conjuntos
difusos generales, los operadores anteriores pueden ser muy utiles de cara
a extender dichos procedimientos al contexto de los conjuntos difusos de la

recta real (especialmente cuando son muy similares a los nimeros difusos).

» Estos operadores pueden ser ttiles para extender las técnicas difusas que,

por el momento, sélo se aplican actualmente al caso restringido en el que
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los datos de entrada o salida deben ser niimeros difusos, a un marco general
en el que los datos involucrados son conjuntos difusos arbitrarios de la recta

real.

» Esta familia proporciona varias formas de aproximar un conjunto difuso
de la recta real por un nuimero difuso. Por lo tanto, en muchos casos, puede

ser 1til en el razonamiento aproximado.

» Esta familia depende de una amplia gama de funciones iniciales que se
pueden usar como parametros para definir un operador de aproximacién
particular. Por lo tanto, cada investigador puede elegir los parametros in-
volucrados para obtener el nimero difuso que mejor se ajuste al conjunto
difuso original de la recta real segiin su punto de vista o sus propios intere-
ses. Incluimos mas adelante un ejemplo ilustrativo acerca de cémo dichas

funciones iniciales afectan directamente a los resultados obtenidos.

Finalmente, comentar que, aunque los conjuntos difusos pueden interpretarse
desde varias semanticas, a lo largo de esta Memoria no vamos a estar interesados
en ninguno de esos puntos de vista. El contenido de esta parte del capitulo es
mas bien algebraico. Por ello, avisamos desde este momento de que trataremos
los conjuntos difusos desde un punto de vista algebraico asumiendo que cada
conjunto difuso es, en si mismo, una funcién A : X — [ (es decir, identificamos
el conjunto difuso con su funcién de pertenencia). Debera ser el investigador
quien interprete los resultados que aqui vamos a mostrar desde la seméantica

particular que esté empleando en su investigacion.

Antes de introducir esta familia de operadores de aproximacion, realizamos
un estudio detallado del comportamiento de la familia de conjuntos de nive-
les de cada numero difuso, que nos permitird luego definir el 1inico nimero
difuso normal asociado a cada conjunto difuso de la recta real mediante sus
correspondientes conjuntos de nivel. A continuacion, estudiamos las principales
propiedades de esta familia de operadores de aproximacion y mostramos, entre

otras propiedades, que, como era de esperar, los nimeros difusos normales son
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puntos fijos de ciertos operadores de esta familia. Antes de ello, justificamos la

necesidad de esta clase de operadores de aproximacion.

3.2. Sobre la necesidad y la utilidad de un ope-

rador de aproximacion

En esta seccion vamos a describir la motivaciéon que nos llevd a estudiar la
mejor forma de aproximar un conjunto difuso cualquiera de la recta real por
un nimero difuso normal. Nuestro razonamiento parte de la principal diferencia
entre estos dos conceptos. Un conjunto difuso puede representar informacion de
muchas formas, pero un nimero difuso tiene que ajustarse a unas reglas muy
severas: convexidad difusa, semi-continuidad superior y existencia de maximo
(usualmente, alcanzando el valor 1). Estas restricciones provienen de la necesi-
dad de representar los niimeros reales como conjuntos difusos de forma que se
herede una propiedad esencial: la capacidad para realizar operaciones aritméti-
cas. Si empleando nimeros difusos no pudiésemos sumar, restar, multiplicar o
dividir como lo hacemos con niimeros reales, entonces la estructura algebraica se
derrumbaria. Posiblemente no los podriamos seguir llamando “ntimeros”. Pero
resulta que el concepto de nimero difuso es apropiado para extender tanto el
concepto de niimero real como sus operaciones al contexto difuso. Sin embargo,
llega ahi el problema esencial: si nuestros datos son conjuntos difusos pero no
son numeros difusos, ;podemos operar con ellos con un significado esencialmente

idéntico al real? La respuesta es no.

Las técnicas matematicas que habitualmente se realizan con nimeros reales
se han podido, en muchos casos, llevar al contexto difuso con mayor o menor
dificultad. Realmente, éste es un campo de estudio muy amplio: jcémo tomar
una decision basandose en informacién difusa?, jcémo realizar procedimientos
de regresion?, jcomo calcular distancias entre entidades probabilisticas? Cuando

se ha conseguido tener éxito en una de estas tareas, lo normal es que los datos
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de entrada no sean conjuntos difusos en general, sino niimeros difusos. Por ello,
en las investigaciones que tratan de extender nociones reales, aparecen exclu-
sivamente datos expresados en forma de nimeros difusos. Pero, ;y si los datos
de entrada no son exactamente nimeros difusos? Usualmente las mencionadas

técnicas no funcionan.

Esta suposicion que hace que los datos de entrada deban de ser necesa-
riamente ntmeros difusos tiene una doble vertiente: por un lado parece una
condicién natural pero, por otro, obliga a satisfacer ciertas condiciones que, en
ocasiones, pueden ser excesivamente restrictivas. Mostramos a continuacion un

par de ejemplos.

Supongamos que nos preguntan acerca del nimero de la calle en la que vive
una persona, y no estamos muy seguros: o vive en el nimero 17 o vive en el
numero 19. Ahora mismo no estamos muy seguros, pero lo que sabemos con
seguridad es que o bien vive en el nimero 17 o bien vive en el niimero 19. Es
sencillo representar esta incertidumbre mediante un conjunto difuso como el
siguiente:

1, site{17,19},

0, en otro caso.

A:R—=1I,  Al) =

La informacién que transmite este conjunto difuso es muy clara: o bien toma el
valor 17 o bien toma el valor 19, y entre ellos no hay una preferencia clara. El gran
problema de este conjunto difuso es que, indiscutiblemente, no es un nimero
difuso, por lo que no podria ser empleado en investigaciones que requiriesen
hacer operaciones con numeros difusos o, en general, aunque no se realicen
operaciones, no se podria utilizar en estudios que requieran que los datos de

entrada sean numeros difusos.

En otras ocasiones, la informacion de la que disponemos esta expresada en
forma de un nimero difuso, pero aparecen datos que nos obligan a desechar esta
idea. Volvamos al ejemplo de la Subseccién 2.2.6. En aquel momento expresamos
la informacion A = “he hecho un examen de FEstadistica y, sabiendo que he

aprobado, he sacado, aprorimadamente, entre 8 y 9” como el nimero difuso
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trapezoidal A = (5/8/9/10), que viene dado por la funcién de pertenencia:

%, sid <t <8, 0+ — === === = = =
|
1, si8<t<9, |
Alt) = . 05 !
10—¢, si9 <t <10, |
L 0, en otro caso. . . . : -
o 2 4 6 8 1o

Este s es un ntimero difuso y, por tanto, es susceptible de emplearse en investi-
gaciones cientificas. Sin embargo, imaginemos que disponemos de una mintuscula
informacion adicional: el profesor de la asignatura nos indica que nadie de la
clase ha sacado un 8.5 en el examen. Seguimos contemplando un escenario de
incertidumbre, pero ahora debemos incorporar la informacién A(8.5) = 0 a

nuestro nimero difuso, obteniendo la funcién de pertenencia siguiente:

A

((t—5
T, sih<t<8, 10+ — — — — — — — —
1, sit € [8,9\{8.5),

0.5
10—¢t, si9<t<10,

— — — — — —

\ 0, en otro caso. 00

|

|

|

|

|

| . -
4 6 8
El conjunto difuso asi obtenido deja de ser un nimero difuso (ya que no verifica
la propiedad de convexidad difusa) y, por tanto, pierde su condicién éptima para
ser empleado en ciertos estudios. Lo cierto es que no es un nimero difuso pero,
por asi decirlo, estd muy cerca de serlo. Y es en este contexto en el que tiene
sentido el operador que vamos a introducir: cuando los datos que manejemos no
sean numeros difusos, pero, en algtiin sentido, estén cercanos a serlo, debemos
pensar en una forma sistematica que nos ofrezca la posibilidad de transformar-
los en entidades operativas que podamos manejar en la investigacion. En esos
casos posiblemente necesitemos nimeros difusos (usualmente, normales) que se
parezcan lo més posible a los datos originales. Y es aqui donde entra de pleno
la familia de operadores que vamos a introducir en este capitulo: estos ofrecen

una metodologia rapida y sencilla de aplicar que garantiza la transformacion de

conjuntos difusos en nimeros difusos normales con los que poder trabajar.
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Evidentemente, la aplicaciéon de este operador tendrd sentido cuando los
conjuntos difusos de entrada estén “cercanos” a ser numeros difusos. Cuando
los conjuntos difusos iniciales no se parecen en nada a nimeros difusos, los
resultados podrian ser poco apropiados. En esta caso, habria que estudiar cada

posible aplicacion del operador.

3.3. Conjuntos difusos generados por familias

de conjuntos anidados

En el capitulo anterior se apuntd la importancia y caracterizacién de los
conjuntos difusos mediante sus a-cortes. Aportamos aqui sus principales pro-
piedades y apuntalamos el camino para un trabajo agil al considerar limites en

los extremos de los a-cortes de trabajo.

3.3.1. Algunas propiedades de la familia de conjuntos de

nivel asociados a un conjunto difusos

Para simplificar la notacién, recordemos que I = [0, 1] y que, al considerar

los conjuntos difusos sobre R, notaremos FS = FS(I).

Proposicion 3.3.1 Si A € FS entonces las siguientes propiedades se cumplen:

1. ayq €L

N

. Sia, 8 €1 son tales que o < 3, entonces A; C A3 C A, C A, CL
3. ay =0si, ysélosi, A=0.

4. Si v € [0,x4), entonces A, # J, y si a € (aq, 1], entonces A, = &,

El siguiente ejemplo no sélo nos ilustra una familia multiparamétrica de
conjuntos difusos sobre I sino que aporta una primera herramienta de trabajo

préctico.
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Ejemplo 3.3.2 Dados dos nimeros wy,wy € I tales que wy > 0, sea Ay, € FS

el conjunto difuso sobre I definido por:

w1, st t=
AWO:WI (t) = 2("}0 ta st t € ) %) ’
2wo(1—1), si te(3,1].

1
29
0

La representacion grdfica del conjunto difuso Ay, ., corresponde a un tridngulo
1sosceles cuya base mide una unidad y cuya altura mide wy. Sin embargo, el
vértice mas alto del tridngulo esta situado a una altura wy. La Figura 3.1 muestra
los tres casos distintos que nos podemos encontrar que corresponden con los casos
wo < W1, Wo = w1 Y Wy > wy. Observemos que los unicos conjuntos difusos del
tpo Ayywy que son nimeros difusos corresponden a la ordenacion wy < wy, en
cuyo caso son numeros difusos normales si, y solo si, wyg < wy = 1. Ademds, el

conjunto difuso Ay, , visto como funcion de 1 sobre I, es continuo si, y solo

S1, Wy = W1 -
R T If----—— - —- - Lfmmmmm e e
wT -
I ‘ WEwy T~~~ — ; WyT ==~ —~~ ‘
| ! |
|
| | |
| | ol
| ! |
! ey |
0.5 1 0.5 1 05 1
(a) wo < wi. (b) wp = W1q. (C) wo > wWi.

Figura 3.1: Representaciones graficas de los conjuntos difusos Ay ., del Ejemplo

3.3.2 correspondientes a wp < w1, Wp = W1 ¥ wo > wi

Dado un conjunto difuso A € FS, la familia
FA={A, e (0,1]}

formada por todos su a-cortes satisface una propiedad muy concreta que esta
directamente relacionada con el uso de la desigualdad > en la definicion de

a-corte A, ={tel: A(t) > a}.
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Proposicion 3.3.3 Dado cualquier conjunto difuso A € FS, sus conjuntos de

nivel verifican la siguiente propiedad:

Ao = MNpe.my A5 para cada a € (0, 1].

DemosTRACION : El apartado 3.3.1 de la Proposicion 3.3.1 garantiza que si 0 <

B < o, entonces A, C Ag y, por consiguiente,

Aa g ﬂﬁe(o,a)Aﬁ-

Para demostrar la inclusién contraria, tomemos cualquier punto ¢y € [ e( Ag.

Dado que ty € Ag, deducimos que A(ty) > [ para cada € (0, «). Razonemos

0,a)

por contradiccién. Si ocurriese que A(ty) < «, entonces podriamos encontrar
Bo € (0,c) tal que A(tg) < [p < a. Sin embargo, la condicién A(ty) < Sy
contradice que A(tg) > f para cada § € (0, «). De esta contradiccién deducimos
que la desigualdad A(ty) < « es imposible. Por tanto, A(tg) > a'y ty € Aa, lo

que concluye la inclusiéon contraria. ]

En la misma linea de la proposicién anterior puede demostrarse la siguiente
propiedad, que depende directamente de la utilizacién de la desigualdad > en

la definicién de A,.

Proposicion 3.3.4 Si un conjunto difuso A € FS es continuo como funcién A :
I — T, entonces sus a-cortes son subconjuntos cerrados de I (y también cerrados

en R) para cada a € I,

DEMOSTRACION : Para a = 0 tenemos Ay = supp(A) que es un conjunto cerrado
por definicién (se define como una clausura), mientras que si @ € (0, 1], podemos

expresar

Ay = A" (Ja,1]) = A ([a, 00) NT),
el cual es un conjunto cerrado al ser A una funciéon continua. [ |
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3.3.2. Algunas relaciones entre conjuntos difusos y niime-

ros difusos

En este apartado mostramos algunas propiedades asociadas a los conjuntos
de nivel de los nimeros difusos. En primer lugar, resaltamos el siguiente re-
sultado en el que la funcién involucrada satisface, en un conjunto cerrado, la
condicién (F'N3) de la Definicién 2.2.4, es decir, es semicontinua superiormente

en un conjunto cerrado apropiado.

Teorema 3.3.5 Dado un conjunto difuso A : R — I, sea {t,} C R una sucesién
tal que {A(t,)} — sup(A). Si la sucesién {t,} estd acotada en R y existe ny € N
de forma que A es semicontinua superiormente en cada punto de un subconjunto

cerrado de R que contiene a {t,, : n > ng}, entonces A posee maximo absoluto.

DEMOSTRACION : Si A = 0, entonces A posee maximo absoluto en R. Supongamos
que A # 0, esto es, ay = sup(A) > 0. Razonando por contradiccion, suponga-
mos que este supremo no es un maximo absoluto (aqui buscaremos la contradic-
cién). Dado que la sucesion {t,, } esta acotada, ésta posee una subsucesion parcial
convergente {ta(n)}. Sea s¢ € R tal que {t,} — so. Como sy no es un maximo
absoluto para A, entonces A(sg) < aa. Llamemos € = (aq — A(sg))/2 > 0y
Bo = A(sg) + €. Entonces:

60 = A(So) +e= A(So) + a4 _2A<SD) - A(SO)2+ @A < Oyg.

Por tanto, (3, es constante que verifica que 5y < a4. Como la funcion A es semi-
continua superiormente en cada punto de un subconjunto cerrado (llamémosle
Q) de R que contiene a {t,, : n > ny} (para algin ny € N), entonces A es semicon-
tinua superior en so (ya que so € {t, : n > ng} C Q = Q). Como consecuencia,
existe > 0 tal que A(t) — A(sg) < € para cada t € (sg — d,50 + ). De esta
forma, A(t) < A(so) +¢ = fp para todo t € (sg— 9,59+ ). Como {tg(n)} — S0,
existe ny € N, con ny > nyg, tal que t,(,) € (so— 9, so+0) para cada n > ny. Por
tanto, A(t,m)) < fo < aa para todo n > n4, lo que contradice el hecho de que

A(to(m)) — ca. Esta contradiccion garantiza que A tiene méximo absoluto. m
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Corolario 3.3.6 Si el soporte de un conjunto difuso A : R — I estd acotado en
R y A es semicontinua superiormente en cada sy € supp(A), entonces A posee

maximo absoluto.

DEMOSTRACION : Es consecuencia de que si {A(t,)} — sup(A) > 0, entonces

existe ng € N tal que A(t,) > 0 para todo n € N. Entonces {t,} C supp(A)

n>ng

y se puede aplicar el teorema 3.3.5 a esta sucesion. |

Corolario 3.3.7 Si un conjunto difuso A € FS es una funcién semicontinua su-

periormente en cada punto de I, entonces A posee maximo absoluto.

La traduccion directa del Teorema 3.3.5 nos lleva a que, utilizando la nota-

cién de la la Definicién 2.2.4:
(FN3) + soporte acotado = (F'Ny).

La condicion de que el soporte sea acotado es necesaria para poder deducir la
propiedad (F'N7) ya que, atin cumpliendo las propiedades (F'Ns) y (F'N3), no
estd garantizado que se pueda deducir la propiedad (F'V;) sin la exigencia de

que el soporte sea acotado. El siguiente ejemplo ilustra esta afirmacion.

Ejemplo 3.3.8 Dado wy € (0,1], sea A : R — I el conjunto difuso definido

por:

1
A(t) = wo (M + 5) para cada t € R.

™

Figura 3.2: Conjunto difuso de soporte no acotado
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Entonces A es una biyeccion continua y estrictamente creciente en R con
codominio (0,wy) (véase la Figura 3.2). Claramente se verifican las propiedades
(F'Ny) y (FN3) (aun mds: la funcion A no sdlo es semicontinua superiormente,
sino que es continua en todo R). Sin embargo, el conjunto difuso A no alcanza
ningun mdximo absoluto sobre R. Obsérvese que su nicleo es vacio (A = &).
De hecho, el resto de conjuntos de nivel son los intervalos cerrados no acotados
dados por:

[A™ (), +00), si a€ (0,w),

Ay =
g, si a € |wo, 1].

Si A: R — I es un nimero difuso, la condicién (F'N,) equivale a decir que
cada a-corte { A, : @ € (0, 1] } es un subintervalo de R (incluyendo la posibilidad
de que sea vacio), y la propiedad (F'Nj3) significa que cada intervalo A, es
cerrado en R (pudiendo estar acotado o no). En este caso, su soporte supp(.A)
es también un subintervalo cerrado de R. Ademaés, la condicién (F'N;) puede ser
interpretada diciendo que los a-cortes {A,} son no vacios para cada o en un
intervalo cerrado maximal [0, ap] C I. Estos argumentos demuestran el siguiente
resultado, que se interpreta como una primera aproximacion para determinar el

numero difuso a través de sus conjuntos de nivel.

Proposicién 3.3.9 Un conjunto difuso A : R — 1 es un nimero difuso si, y sélo
si, tiene maximo absoluto y cada a-corte A,, con o € (0, 1], es un subintervalo
cerrado de R (incluyendo la posibilidad de que sea vacio). Ademds, A es normal si,

y sélo si, su nucleo A; es un conjunto no vacio.

La condicién de que A tiene maximo absoluto es imprescindible ya que el
resultado anterior no es cierto si no se supone que el conjunto difuso A posea
méximo absoluto (recuérdese el Ejemplo 3.3.8). Sin embargo, para soportes aco-
tados, esta condicién no es necesaria. Si éste es el caso, deducimos el siguiente
resultado en el que se aprecia como los extremos de los conjuntos de nivel aso-
ciados al nimero difuso lo caracterizan completamente. De hecho, las funciones

que determinan tales conjuntos de nivel deben satisfacer ciertas condiciones. El
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lector interesado puede comparar este resultado con los expuestos en [52, 68].

Teorema 3.3.10 Si A : R — I es un conjunto difuso con soporte acotado y

A # 0, entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) A es un ndmero difuso.

(b) Existen dos funciones continuas por la izquierda Ar, Ay : (0,a4] — R tales

que Ay, es creciente, Ay es decreciente y

[Ap(a), Ay(a)], si a € (0,a4],

Ay =
, si o€ (aa,l].

En tal caso, se verifican las siguientes propiedades.

1. Existe ty € R tal que A alcanza maximo absoluto en R en ¢y, y A(tg) = ax >

0.
2. La restriccién A|(_oo ] €s una funcién creciente y continua a la derecha.
3. La restriccién Ay, o) €s una funcién decreciente y continua a la izquierda.

4. Ar((0,1]) C (—o0,to] y Au((0,1]) C [ty, o0), por lo que podemos considerar

las funciones A, y Ay definidas como:

Ap:(0,1] = (—o0,t0] y Ap:(0,1] = [tg, +00)

DemostrACION: (b) = (a). Dado que cada a-corte es un intervalo, entonces
A verifica la propiedad de convexidad difusa, es decir, satisface (F'Ny). Com-
probamos ahora que se verifica (F'N3). Supongamos que A no es semicontinua
superiormente en algin punto sg € R. Entonces existe g > 0 y una suce-
sién {t,} — so tal que A(t,) > A(sg) + €o. Llamemos Sy = A(sg) + €o. Dado
que A(sg) < Py, entonces sy ¢ Ag,. Sin embargo, como A(t,) > [y, enton-
ces t, € Ap, para todo n € N. Por la hipétesis (b), como Ag, # &, entonces
Ag, = [AL(Bo), Au(Bo)] es un intervalo cerrado y acotado de R. Por tanto,
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sp € {tn :m € N} C Ag, = Ap,, lo que contradice el hecho de que sy ¢ Ag,. Es-
ta contradiccion significa que A es semicontinua superiormente en cada punto
sp € R, por lo que A satisface el axioma (F'N3). Como hemos supuesto que A tie-
ne soporte compacto, el Corolario 3.3.6 garantiza que A tiene maximo absoluto,

por lo que verifica la propiedad (F'Ny).

(a) = (b). La demostracién es inmediata eligiendo ¢, como un punto en el
que A alcance su maximo absoluto y las funciones A; y Ay como las funcio-
nes que determinan los extremos de cada conjunto de nivel (una demostracion
puede consultarse en [52, 68] para el caso de un nimero difuso normal, pero los

argumentos que alli se utilizan son también validos en el caso no normal). =

3.3.3. El conjunto difuso asociado a una familia de sub-

conjuntos encajados de I

En este apartado mostramos como cualquier familia de subconjuntos enca-
jados (también puede usarse el adjetivo “anidados”) de I genera un conjunto
difuso cuyos conjuntos de nivel son muy similares a los subconjuntos de la fami-
lia. ;Qué entendemos por una familia de subconjuntos encajados? Para evitar
cualquier tipo de confusién, aclaramos que vamos a utilizar el término encajados
para denotar a una familia f = {€, : a € (0,1] } de subconjuntos de R tales
que Q, C Qg para todo «, 3 € (0, 1] verificando que 5 < a. Con esta dptica
incluimos la posibilidad de que algunos, o todos, los miembros de la familia sean
conjuntos vacios. Obsérvese que en los siguientes resultados el posible conjunto
2y no juega ningun papel ya que el soporte de un conjunto difuso se define como

en (2.2), por lo que no es un conjunto de nivel.

En primer lugar, mostramos que existen familias de este tipo en las que
la propiedad establecida en la Proposicion 3.3.3 no se cumple, aun cuando los

conjuntos de la familia sean intervalos cerrados y no vacios.
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Ejemplo 3.3.11 Para cada o € (0,1], sea

{0.5}, si a€[0.5,1],
0.25,0.75], si a € (0,0.5).

Qy =

Entonces F = {Q:a € (0,1} es una familia de intervalos encajados,
cerrados, acotados y no vacios (verificando que Q, C Qg C 1 para cada o, B €

(0,1] con p < ). Sin embargo, si o = 0.5, el conjunto Q5 = {0.5} satisface:
Qo5 ={0.5} £ [0.25,0.75] = ﬂﬁe(o,o,s)A6~
Por tanto, se da la inclusion, pero no se da la igualdad.
A pesar de lo anterior, vamos a establecer, en el siguiente enunciado, un pro-

cedimiento que asociard un conjunto difuso a cualquier familia de subconjuntos

encajados reales.

Teorema 3.3.12 Sea f = {Q, :a € (0,1] } una familia de subconjuntos enca-
jados de I (de admite la posibilidad de que algunos de ellos sean vacios). Definimos:

A" . T — 1, para cada t € I, como:

Al (t) _ Oa si te ]I\\ (Ua€(0,1}9a> ) (31)

sup ({8 :t € Qg}), siexiste fy € (0,1] tal que t € Qg,.

Entonces A’ € FS es un conjunto difuso que verifica las siguientes propiedades.

1. A" =0si,y sdlo si, Q, es vacio para todo « € (0, 1].

2. El conjunto difuso A’ puede ser descrito equivalentemente de la siguiente

forma:
A7 (1) = 1, si t €€, para todo a € (0,1),
if({B:t¢Qsz}), siexiste By € (0,1) tal que t & Qp,.
(3.2)
3. Para cada « € (0, 1],
Qo © (AF)a = ﬂﬁe(o,a)9ﬁ~ (3.3)
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4. El supremo de A’ es:

sup(A")
_J o, si Q, = @ para todo a € (0,1), (3.4)
sup({B: Qs #D}), si existe fy € (0,1) tal que 5, # @ .
1, si Q, # @ para todo a € (0, 1),

if({B:Qs=21}), siexiste By € (0,1) tal que Qp, = @.

DemoSTRACION : El conjunto A’ estd bien definido como conjunto difuso sobre
el intervalo T (A" € FS). A lo largo de esta demostracién, vamos a denotar por

Al el a-corte del conjunto difuso A’ | es decir, AL = (A"), para todo « € (0, 1].

[Apartado 1] Si €2, = @ para todo « € (0, 1], la definicién (3.2) nos lleva a
Al (t) = 0 para todo t € I, y asi A" = 0. Si existe ag € (0,1] tal que Q,, # &,
tendremos, al menos, un ¢y € §2,,. Como A’ (tg) =sup ({B : to € Qz}) > ap > 0,

entonces el numero difuso A’ es distinto de 0 (ya que A’ (t5) > 0).

[Apartado 2] Sea t € I un elemento arbitrario. Las definiciones (3.1) y
(3.2) coinciden si Af () = 0 o A’ (t) = 1. Supongamos que existen sy =
sup ({8 :t € Qg}) eig =Mf ({B:t ¢ Qs}) (es decir, t € Oy y existe 8 € (0,1)

tal que t € Qg), y vamos a demostrar, por contradiccién, que so = 1.

= Supongamos que Sg < ig. Sea [y € (So,1%0), es decir, s < [y < ip. Si
t € Qg,, entonces sy no es el supremo del conjunto {5 :t € Qg} pues
Bo > sp. Sin embargo, si t ¢ €g,, entonces ip no puede ser el infimo del
conjunto {3 :t ¢ Qs} pues [y < ip. En cualquier caso obtenemos una

contradiccion.

» Supongamos, ahora, que sg > 9. Como so = sup ({8 :t € Q3}) es el su-
premo e iy < sg, existira 1 € (io, o) tal que t € Qg,. Asi, iy < 81 < 5. De
igual forma, como iy = inf ({5 : ¢ ¢ Qz}) es el infimo e iy < [y, tendremos
un [y € [ig, £1) tal que t ¢ Qs,. Por tanto, la cadena ig < Sy < 1 < sg

nos lleva a 25, C €, y a la contradiccion de que ¢ € €1g, C (2g,, sabiendo
que t ¢ Qg,.
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Por tanto ig = s¢ y las dos expresiones definen la misma funcion.

[Apartado 3] Sea o € (0,1] un elemento arbitrario. Si t € €,, entonces
Ar(t) = sup({B:t€Qs}) > a vy, por tanto, t € Al. Esto demuestra que
Q, C Al para todo a € (0,1]. A continuacién, probamos la igualdad (3.3).
Para ese a arbitrario inicial tomamos ¢ € Af | y tendremos que Af (¢) > a > 0.
Sea 8 € (0,«) arbitrario y probaremos que ¢ € 23 (de donde se deducira que
t € Npeo,)23). Como Al (t) = sup ({y:t€Q,}) > a > 3, entonces existe
Y0 € (B, A" ()] tal que t € Q,,. Dado que 8 < 7o, se tiene que t € Q,, C Qg.
Reciprocamente, sea t € Nge,a)2s y probemos que t € Al . Consideremos
una sucesién estrictamente creciente {3,} C (0,«) tal que {8,} — «a. Como
t € Qg C A}, entonces A’ (t) > 3, para todo n € N. 'Y como {#,} — a,
deducimos que A’ (t) > «, de donde t € Al .

[Apartado 4] Comprobemos que la igualdad (3.4) es correcta. Si 2, = &
para todo a € (0, 1), entonces A" = 0 y sup(A") = 0. Supongamos que existe
B € (0,1) tal que Qg # @ y sea so = sup ({f : Qs # }). Claramente sy > 0.
Tomemos un elemento arbitrario € € (0, s9/2). Entonces existe . € (sp — &, o
tal que Qg, # @. Sea t. € Q.. Como Qs C A}, entonces A" (t.) > 5. > 5o — ¢,
de donde sup(Af) > Af (t.) > so — € para todo € € (0,s0/2). De esta forma,
sup(A") > sg. Para probar la igualdad en esta tiltima desigualdad, supongamos,
por contradiccion, que sg < sup(A’). Entonces existird ¢ty € I tal que sq <
Al (tg) < sup(A’). Si llamamos ag = A’ (tg), entonces sg < ag < sup(A") v,

por el apartado anterior,

Fo_
to € Ag, = ﬂ,BE(O,aO)Q/B'

Si tomamos cualquier oy € (g, ap), ocurrird que sop < a3 < ap y que ty € Q.
Por consiguiente, 2,, # &, lo que contradice el hecho de que sy < «; cuando,

en realidad, sy = sup ({5 : Q3 # @}).

Para comprobar que las dos descripciones de sup(A") coinciden, se procede

de idéntica manera que en la demostracion del apartado 2. [ ]
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Ejemplo 3.3.13 Sea F = {2, : « € (0,1]} la familia de subconjuntos encaja-
dos de Il descrita en el Ejemplo 3.3.11. Recordemos que F no verifica la propiedad
de que, para cualquier a € (0,1], se tiene que Qo = Nge(o,0)$23. Sin embargo,
mediante el Teorema 3.3.12 podemos computar el conjunto difuso A" asociado a
la familia F, obteniendo el siguiente conjunto difuso (representado en la Figura
1, st t=0.9,
A (t) =14 0.5, si te€][0.25,0.75\{0.5},
0, si t€[0,0.25) U (0.75,1].

A

1+ — — -

|

|
0.5+ —-|—<:>—°|
L
.

-
0.5 1

Figura 3.3: Representacién grafica del nimero difuso A/ del Ejemplo 3.3.13

Por ello, los conjuntos de nivel asociados a A" son, para cada o € (0,1]:

0.5}, st a € (0.5,1],

(AF)(X — { } ( ]
[0.25,0.75], si « € (0,0.5].

Por consiguiente, tenemos que Q, C (A"), para cada o € (0,1], pero no

se da la igualdad para o = 0.5. Obsérvese que A" es un nimero difuso de tipo

finito en el sentido dado en [4].

Corolario 3.3.14 Sea F = {Q, : a € (0,1]} una familia de subconjuntos encaja-
dos de I (pudiendo ser vacios algunos de ellos). Sea A’ el conjunto difuso asociado
a la familia / mediante la construccién del Teorema 3.3.12. Entonces las siguientes

propiedades son equivalentes.
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a) (A"), =9, paracadaac€ (0,1].

b) Qo =Npe.ay?s Paracada a € (0,1].

DEMOSTRACION : La implicacién [(a)=(b)] la obtenemos del hecho de que A’ es
un conjunto difuso y sus conjuntos de nivel son los conjuntos 2, de la familia F .
Por tanto, la Proposicién 3.3.3 nos garantiza el resultado (b). Reciprocamente,
la aplicacién del tercer apartado del Teorema 3.3.12 garantiza el resultado (a)

a partir de (b). ]

Corolario 3.3.15 Dado un conjunto difuso A € FS,sea F4 ={A4,:a € (0,1]}
la familia de todos sus a-cortes y sea Al e FS el conjunto difuso asociado a la

familia £ en el sentido del Teorema 3.3.12. Entonces APt = A

DEMOSTRACION : Si analizamos la expresion (A" A)a = Ne(0,a0)Ag = Aa, observa-
mos que los conjuntos difusos A y A" * tienen los mismos conjuntos de nivel y,

por tanto, coinciden (recuérdese la Proposicién 2.2.2). [ ]

Observacion 3.3.16 Las condiciones impuestas por los resultados previos nos
indican que no siempre se verifica la correspondiente propiedad de “reciproci-
dad”, es decir, si en vez de partir de un nimero difuso (como ocurre en el Coro-
lario 3.3.15) partimos de una familia F de conjuntos encadenados y construimos
la familia FA" | entonces no necesariamente coincidird ésta con la de partida.
Ast, en general, FA" =% F . Para ilustrar esta afirmacion, tomese la familia F
del Ejemplo 3.53.11 y recuérdese que, en general, se tiene que Q, C (A"), para

todo « € (0, 1], pero Qo5 # (A" )os5.

Como consecuencia del corolario 3.3.14 podemos obtener el siguiente resul-

tado utilizando subintervalos cerrados de I.

Corolario 3.3.17 Sea F = {1, : «a € (0,1] } una familia de subintervalos cerra-

dos y encajados de I (pudiendo ser vacios algunos de ellos). Sea A" : T — I definida,
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para cada t € T como:

0, si t € I\ (Uac(o,11a)

Al (t) =
sup({f :t € Ig}), siexiste By € (0,1] tal que t € I,.

Entonces A’ es un conjunto difuso que verifica la siguiente propiedad.
[ (A", = I, para todo a € (0, 1]}
= [ I =Nsemls para todo a € (0, 1] ] (3.5)

En este caso, A’ es un nimero difuso en I, que serd normal si, y sélo si, I; es no

vacio.

DEMOSTRACION : Es una consecuencia del Corolario 3.3.14. Ademas, puede apli-
carse el Teorema 3.3.12, y la condicién (3.5) significa que las funciones Ay y Ay

son continuas a la izquierda. [

3.3.4. Los limites laterales de los extremos de los con-

juntos de nivel de un conjunto difuso

Del apartado 3.3.1 de la Proposicién 3.3.1 se sigue que, dado un conjunto
difuso A € FS, el a-corte A, es no vacio si a < ay, pero es vacio si @ > ay4.
. Qué ocurre cuando o = a4 ? La existencia de maximo absoluto determinard la

respuesta a esta pregunta.

Lema 3.3.18 Dado A € FS\ {0}, se verifican las siguientes propiedades.

1. Para cada « € (0, ], existen los siguientes limites:
lim inf Ag, lim sup Az €1,
B—a~ B—a~
y ademas se verifica que:
lim inf Ag < inf Az <sup Az < lim sup Ag para cada o € (0, n).
B—a~ B—a~

Esta propiedad también es cierta para a = a4 si el a-corte A, , es no vacio.
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2. Si g, € (0, 4] son tales que o < a, entonces

lim inf Ag < lim inf Ag < lim sup Ag < lim sup Ag.

B—ay B—al B—al B—as
3. Los siguientes limites

= lim inf Ag 'y o = lim sup Ag
B—a B—a

existen y verifican:

0 <infA, §€f§£3 <supA, <1 para todo v € (0, a4).

4. El conjunto de nivel A, , es no vacio si, y sélo si, A tiene maximo absoluto

en I (es decir, existe ¢, € I tal que A(ty) = ava).
5. Si A,, # @ (A tiene maximo absoluto), entonces:

5’2 <infA,, <supA,, < E{}.

DEMOSTRACION : Dado que A # 0, sabemos que ay > 0, y el apartado 3.3.1 de

la Proposicién 3.3.1 garantiza que Ag # & para todo 5 € (0, a4).

[Apartados 1, 2 y 3] Si ay, a9 € [0, a4) son tales que a; < g, entonces

g # A, € A,,. De donde:
inf A,, <inf A,, <supA,, <supA,,. (3.6)

Dado « € (0, 4], la funcién ¢, : (0,a) — I dada por ¢,(3) = inf Az estd bien
definida sobre el intervalo (0, ). Teniendo en cuenta que estd acotada y que es
creciente, el limite limg_, - inf Ag existe y pertenece a I (ya que supp A C I). De
igual forma podemos deducir que existe el limite limg_,,- sup Ag. Las propieda-

des de la funcién ¢, garantizan los resultados anunciados en estos apartados.

[Apartado 4] Si A,, # @, entonces existe t; € A,,. Este punto verifica
A(ty) > ay = sup(A) > A(t) para todo t € I. Luego t; es un méximo absoluto

de A en I. Reciprocamente, supongamos que A posee maximo absoluto en I, es
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decir, existe to € I tal que A(ty) > A(t) para todo t € 1. Entonces tendremos

que ag = sup(A) = A(ty), luego ty € A,, v, por tanto, este a-corte es no vacio.

[Apartado 5] Supongamos que a4 es el méximo de A sobre I. El apartado
anterior nos garantiza que A,, # @, y el razonamiento dado en (3.6) garantiza

que:

inf A, <infA,, <supA,, <supA, paracada a € [0,a,].

Tomando o — a; deducimos que ¢4 < inf A,, < sup A,, < (4. n

Ejemplo 3.3.19 El resultado de la Proposicion 3.3.3 establece que, dado A €
FS, tenemos Ay = Nge,a4)Ap para todo o € (0,1], lo que nos lleva a pensar
que, cuando A tiene mdximo absoluto, ocurre la igualdad en el apartado 5 del
lema anterior, es decir, (¥ = inf A,, y (i = sup A,,. Sin embargo, esto es

falso. Veamos la siguiente situacion.

Figura 3.4: Representacion gréafica del conjunto difuso A del Ejemplo 3.3.19

Sean wy, w1 € I dos nimeros reales tales que 0 < wy < wy < 1 y definamos

A:T—1 como:
wit
02’
Alt) = wp, st 0.2<t<0.8,

wi, st 0.8<t<1,

si 0<t<0.2
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representado en la Figura 3.4. Los a-cortes de A son:

;

@, si a € (w, 1],
(0.8,1], 51 o= wi,
_ 0.2
Ao = [ a,0.2> Ul0.8,1], si a€ (wo,wr),
w1
0.2
[ a,l], si o € [0,wp]-
\ !
Observemos que A tiene maximo absoluto, que es ay = wy > 0. Ademds:
0.2«
A, =108,1 y A,=|—02)U[0.8,1] para cada a € (wp,wr).
%1

Entonces inf A,, = min A,, = 0.8 pero:
0.2c

w1

inf A, = para cada o € (wo,w).
De esta forma,

0.2«
(4 = lim inf Az = lim
B—ray a—w; Wi

=0.2<08=miA,,.

3.4. Aproximacion de conjuntos difusos por ni-

meros difusos

En esta seccién introducimos uno de los resultados mas interesantes de la
Memoria, fruto del estudio previo que hemos realizado. Se trata de un método
que nos permite asociar un unico nimero difuso normal A € FN para cada
conjunto difuso A € FS con soporte en I = [0, 1]. Este proceso puede ser in-
terpretado como una forma de aproximar cada conjunto difuso A € FS por un
tnico nimero difuso normal ®(A) € FN, es decir, introducimos un operador de
aprorimacion ® : FS — FN. Mostraremos que este operador es lo suficiente-
mente flexible para adaptarse a muy distintas situaciones de estudio. Para ello
es fundamental describir algunas de las propiedades que caracterizaran a estas

herramientas.

Béasicamente, el proceso dependera de:
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» dos funciones continuas y crecientes f,g: 1 — I tales que f < g (es decir,

f(t) < g(t) para cada t € I); y
= dos funciones 17,75 : A — 1 tales que
f(t) <Ti(t,s) <Tar(t,s) < g(s) paracada (t,s) € A,

siendo A el tridngulo sobre el plano de vértices (0,0), (0,1) y (1,1), es
decir,

A={(t,s)elxl:t<s}.

En primer lugar, aclaramos que si A = 0, el operador ® debe estar definido

como ®(A) = 0. A continuacién estudiamos el caso A € FS\ {0}.

Teorema 3.4.1 Sean f,g : I — T dos funciones continuas y crecientes y sean
T1,T, : A — 1 dos funciones tales que f(t) < Ti(t,s) < Tx(t,s) < g(s) para
todo (¢,s) € A. Para cada conjunto difuso A € FS\ {0} existe un tnico nimero
difuso normal A € FN cuyos conjuntos de nivel {A, = [AL(a), Ay(a)] : a € (0,1]}
vienen dados por los siguientes extremos:

;

lim inf Ag ), sia€ (0,a4],
Ap(a) = / (ﬁ—m ﬂ) (0, 04] (3.7)
\ Ty (0408, si v € (aa, 1];
lim sup Ag |, sia € (0,au],
Av(a) =47 (ﬁ—m P 5) (0, 04] (3.8)
\ Ty (0208, si a € (aa, 1].

DEMOSTRACION : Dado que A # 0, sabemos que a4 € (0, 1]. El apartado 1 del
Lema 3.3.18 nos garantiza que existen los siguientes limites:

lim inf A y lim sup Ag

B—a~ B—a~

sea cual sea a € (0, a4]. Por tanto, para todo o € (0, 4],
Ap(a) = f( lim ian5> < f( lim supAg) < g( lim supAﬁ) = Ay(a).
B—a~ B—a~ B—a~
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Ademds, si o € (aq, 1], entonces Ay (o) = Ty (04, 08) < To(04,04) = Ay(a).
Por tanto A, = [Ar(«), Ay(a)] es un subintervalo cerrado no vacio de I para
cada a € (0,1]. Veamos que Ay es una funcién creciente. Para probarlo, sean
ap,ay € (0,1] tales que a; < ag. Si ag,as € (aa, 1], tenemos que Ap(ay) =
Ty (0, 08) = Ap(ag). Mientras que si oy, a9 € (0, 4], entonces el apartado 2

del Lema 3.3.18 muestra que:

lim inf Ag < lim inf Ag,

B—al B—ray
y como f es creciente, entonces:
Ap(on) =f| lm infAg | < f| lim infAg | = AL(as).
B—al B—ay
Por tltimo, si a; € (0, 4] vy ao € (a4, 1], observamos que

Ap(on) = f( lim 1'an5> < f( lim 1'an5>

B—ag B—ragy
= f(01) < Tu(t,0) = Ap(aa).

En todo caso, podemos afirmar que Ay (o) < Ap(as) para todo Si oy, ay € (0, 1]
con oy < aw, luego Ay es creciente. De manera similar se puede comprobar que

Ay es una funcién decreciente.

Comprobamos ahora que Ay, es continua a la izquierda. Como Ay, es constan-
te en (aa, 1], claramente es continua en ese intervalo. Sea «a € (0, a4] arbitrario
y sea {a,} C (0,«) una sucesién estrictamente creciente tal que {a,} — «a.
Como la funcién ¢, : (0,a4) — I dada por ¢,(3) = inf Ag para cada 3 € (0, «)
estd bien definida y es creciente en (0, ), y dado que la funcién f es continua,

deducimos que:

lim Ap(a,) = lim f( lim {nf Aﬁ) =f ( lim lim 1'an5>

n—00 n—00 B—ag n—00 By

= f< lim 1’an5> = Ar(a).

B—ran
Luego, Ay, es continua por la izquierda en «, lo que prueba que Ay, es continua
por la izquierda en (0, 1]. El mismo razonamiento nos vale para probar que Ay

es continua por la izquierda en (0, 1].
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A continuacién, sea A € FS el conjunto difuso asociado a la familia F =

{[AL(a), Au(@)] : a € (0,1] } por el Teorema 3.3.12, es decir, A viene dado por:

O, site ]I\ (Uae(o,l] [AL<a)a AU(O'/)} ) )
A(t) = sup({ B :t € [AL(B), Av(B)] }),
si existe By € (0,1] tal que t € [AL(Bo), Au(Bo)] -

El apartado 3 del Teorema 3.3.12 nos lleva a que, para cada o € (0, 1]:

[AL(a>’ AU(Q)] C Aa = ﬂﬁe(o,a) [AL(6>7 AU(ﬁ)]

Pero como las funciones Ay y Ay son continuas por la izquierda en (0, 1],

entonces:

Ao = Nocto[AL(8), Au(B)] = [AL(a), Au(@)] para cada a € (0, 1].

Observemos que A; = [Ap(1), Ay(1)] = [T1(€4,68), To (¢, ¢44)] es un intervalo
no vacio, por lo que el conjunto difuso A es normal. Como consecuencia, el
Teorema 3.3.10 (aplicado al caso wy = 1) garantiza que A es un nimero difuso.
Ademas, A es el inico nimero difuso cuyos conjuntos de nivel vienen dados por

las expresiones (3.7)-(3.8). u

Este resultado nos permite definir el operador de aproximacién
b = q)f,g,Tl,Tz :FS — FN
para cada conjunto difuso A € FS, como:

0, siA=0,

B(A) =
A siA£0,

donde A € FN es el inico nimero difuso normal cuyos conjuntos de nivel
{As =[AL(a), Ay(a@)] : @ € (0, 1]} vienen dados por las expresiones (3.7)-(3.8)
del Teorema 3.4.1.
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Observacion 3.4.2 La definicion ®(0) = 0 hace que, en verdad, no podamos
afirmar siempre que ®(A) sea un nimero difuso normal ya que 0 es un nime-
ro difuso, pero no es normal. No obstante, este hecho no debe desviar nuestra
atencion y, por ello, no lo destacaremos. Otra posibilidad es definir $(0) = 61,
pero ello conllevaria una cierta complejidad en las demostraciones en la que no

estamos interesados en absoluto.

Una de las primeras caracteristicas de este operador es el gran nimero de
parametros iniciales de los que depende, a saber, las cuatro funciones f, g, T}
y T,. Esto permitira a cualquier investigador que desee utilizarlo configurar su
forma de actuar segiin sean los aspectos principales de la investigacién que esta

desarrollando.

Nos resulta especialmente interesante el caso particular en el que:
f = g = aplicacién identidad en T,
T7 = min,
T5 = max.
A esta eleccién concreta de los parametros iniciales la denominaremos eleccidn

estandar. En tal caso, denotamos por
®y: FS —- FN

al operador que resulta al seleccionar los pardametros iniciales bajo la eleccion
estandar. Por completitud, describimos cémo actiia este operador en el siguiente

enunciado.

Corolario 3.4.3 Para cada conjunto difuso A € FS\ {0} existe un tnico nimero
difuso normal ®(A) = A € FN cuyos conjuntos de nivel {A, = [AL(a), Av(a)] :

a € (0, 1]} vienen dados por los siguientes extremos:

lim inf Ag, sia € (0,a],
Ap(a) ={ B

min(¢2,0), sia€ (aa,ll;

lim sup Ag, si a € (0, a4,
Ap(a) = Poe”

max((4,651), si o € (aa, 1].
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El operador ® puede ser visto como un operador paramétrico; precisamente
la ductilidad de las cuatro funciones deberia permitirnos un ajuste apropiado a
cada situacién experimental. Las funciones T y T pueden conllevar matices de
t-normas en éste y otros futuros trabajos; ademas, el manejo de f y g mediante
funciones polinémicas permiten establecer herramientas potentes a la vez que
sencillas en la programacién de resultados. Veamos un ejemplo de la forma de
actuar de este operador, en primer lugar bajo la eleccion estdandar y después en

el caso de otra eleccidén distinta.

Ejemplo 3.4.4 Sea A € FS el conjunto difuso (véase la Figura 3.5) definido

por:

/

2t, if 0 <t<0.2,
4t — 0.8, if0.2<t<0.4,
A(t)=< 0.2, if 0.4 <t <0.6, (3.9)
3.2—4t, if0.6<t<0.8,

t—06, f08<t<l1.

10 —— — — —— — — —

Figura 3.5: Representacién grafica del conjunto difuso del Ejemplo 3.4.4
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Para cada o € (0,1], el conjunto de nivel a de A viene dado por:

;

a, si o € (0.8,1],
0.8 3.2 -
@+ 9% o4l u (o0, 1, sia€ (04,08,
1 1
a [+ 0.8 32—«
A= [5,0.2) U _T,OA} U <0.6, T] U o+ 0.6, 1],
si o€ (0.2,04],
0 +08 32—
[E,O.Q)U a0 N Ula+06,1, siac(0,02),
2 T 1 1
[Oa ]-] ) st o= 0.

En consecuencia, el supremo de A es ay = 0.8 y los extremos de los a-cortes

son, para cada o € (0,0.8],

0.8

CFO0 e (04,08,
mf A, =4 4

—, si o € (0,0.4] ;

2

3.2 —

® siae (04,08,

sup A, = 4

1, sia € (0,0.4].

Las funciones que a cada o € (0,0,8] le asignan inf A, y sup A,, respectiva-
mente, son continuas por la izquierda pero no continuas en o = 0.4. Obsérvese
que:

(= lim infAz=0.4 A= i Az =0.6.
L= g s v = A s

Si utilizamos la opcion estandar, Ty (¢4, () = min(0.4,0.6) = 0.4 y To(¢3,04) =
méax(0.4,0.6) = 0.6. Tendremos entonces que:

(

[0.4,0.6], sia € (0.8,1],
+0.8 3.2 — ,
Py (4), = [a 1 4 oz] , sia€ (04,08,
« :
\ [5, 1] , sia e (0,0.4].

Ast, bajo la eleccion estandar, el nimero difuso normal ®o(A) asociado a A
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mediante ®y viene dado por:

2, if0<t<0.2
0.4, if 0.2 < t<0.3,
4t —0.8, if0.3<t<0.4,
1, if 0.4 <t<0.6,
3.2—4t, if0.6<t<0.7,

| 04, if0.7T<t<1,

el cual se representa en la Figura 3.6.

A

10— — — —&—=— — — —
08+— — — —§9— —

1 |
06T |

1 |
04— o~ —

| |

02+/— f —o—e—

Figura 3.6: Nimero difuso obtenido como aproximacién en el Ejemplo 3.4.4

Ejemplo 3.4.5 Supongamos ahora que las condiciones iniciales del operador ®

vienen dadas por las siguientes funciones:

(

f)y =2,
Ti(t,s) = (min {t, s})?,
Ty(t,s) = /max {t, s},
g(t) =V,

\

para cada t,s € 1 tales que t < s. Consideremos el nimero difuso A € FS

expuesto en el Ejemplo 3.4.4 por la definicion (3.9). Entonces, si llamamos
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B=®,1m1(A), se tiene que:

BL (Oé)

e igualmente

([ To(0d, ), siae (08,1,

f( Ifm fanﬁ>, si v € (0,0.8]
\

B—a~

(0.42, siae(081],
0.8\°
(az ) , sia€(04,0.8],
3
(%) , si o € (0,0.4];
\
(T2, 0y, siae (0.8,1],

g ( lim supAB) , sia € (0,0.8]
B—a~

(0.6, sia € (0.8,1],
32-
Yoy ¢ siae (04,08,
[ 1, sia € (0,0.4].

Si dibujamos estas funciones, obtenemos la representacion grdfica dada en la

Figura 3.7, (a).

Por consiguiente, el unico niumero difuso Py 41 1,(A) cuyos extremos de

sus conjuntos de mivel viene dados por las funciones previas es el siquiente,

representado en la Figura 3.7, (b).
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(31, si 0<t<0.008,
0.4, si 0.008 <t < 0.027,

4/t —0.8, si 0.027 <t < 0.064,

. 0 0.8, si 0.064 <t < 0.16,
f9.T0T t) =
e 1, si 0.16 < t < /0.6,

0.8, si /0.6 <t < /0.6,
3.2 483, s v/0.6 <t < 0.7,
0.4, si v0.7<t<1

Lo — 101+ —= o —
0.8 T :\T e 08T
06T ' C 06T
1 | | |
04+ ' ! 041 |
| | | ]
02+ ! . 021 :
[ I I
_—
—_— - -
02 04 06 08 10 1.0
(a) Funciones extremos By, y By. (b) Numero difuso B = ® 41, 1,(4).

Figura 3.7: Representacion grafica de: (a) los extremos By, y By; (b) el nimero difuso

B = @41 1,(A) obtenido en el Ejemplo 3.4.5

3.5. Algunas propiedades de los operadores de
aproximacion
Si recordamos, una de las primeras propiedades que le ibamos a requerir al

operador de aproximacién es que, bajo ciertas condiciones iniciales, los niimeros

difusos normales que se asocien a ntimeros difusos normales sean ellos mismos
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(pues ya cumplen la condicién de ser ntimeros difusos normales), es decir, los
numeros difusos normales deben ser puntos fijos del operador y, por tanto, se
aproximan por ellos mismos. Es lo que vamos a demostrar en el siguiente resul-

tado.

Teorema 3.5.1 Si f y g se eligen como la aplicacién identidad en I, entonces
cada ndmero difuso normal en T es un punto fijo del operador de aproximacion
® = ®s, 7, 1, Ademds, en este caso, el operador ® es sobreyectivo en la familia de

todos los niimeros difusos normales.

DeMOSTRACION : El niimero difuso 0 es un punto fijo de ® por definiciéon. Sea
B € FN\{0} cualquier nimero difuso normal no nulo. Entonces ag = 1y
sus conjuntos de nivel son del tipo B, = [Br(«a),By(«)] para todo a € (0,1],
donde By, By : (0,1] — R son funciones continuas por la izquierda (recuérdese
el Teorema 3.3.10). Sea A = ®(B) € FN el inico nimero difuso normal asociado
a B bajo el razonamiento usado en el Teorema 3.4.1. Como f es la aplicacion
identidad, entonces, para todo a € (0, 1],
Ap(a)=f (5132 inf Bf;) = ﬁl_iglﬁ inf Bs = 51_1;1(27 Br(B) = Br(«a),

donde la ultima igualdad sucede porque By, es continua a la izquierda. El mismo
tipo de razonamiento nos lleva a Ay («) = By(«) para cada a € (0, 1]. Por tanto,
al ser iguales los conjuntos de nivel de los nimeros difusos A y B, podemos
asegurar, por la Proposicién 2.2.2, que A = B. De esta forma, B = A = ®(B) es
un punto fijo de ®. Esto ademas que ® es sobreyectiva sobre la familia de todos
los niimeros difusos normales, pues siempre se obtiene un nimero difuso normal
al calcular ®(A) y, ademds, cualquier nimero difuso normal es la imagen de si

mismo. ]

Una vision, bastante simple, de los conjuntos difusos es aquella que los ex-
pone como generalizaciones de los conjuntos crisp bajo un cierto grado de in-
certidumbre. La relacion de orden parcial por excelencia en estos ultimos es la

inclusiéon C. Es precisamente esta relacion la que nos permite generalizarla al
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contexto de los conjuntos difusos de la siguiente forma: dados dos conjuntos
difusos A, B : R — 1, el conjunto difuso A esta incluido en el conjunto difuso
B si A < B, es decir, A(t) < B(t) para todo t € R. Esta relacién puede ser

interpretada en términos de a-cortes de la siguiente manera.

Lema 3.5.2 Dados dos conjuntos difusos A, B : R — I, se cumple que A esta
incluido en B (A < B) si, y sélo si, A, C B, para cada a € (0, 1].

DEMOSTRACION : Supongamos que A < B. Dado a € (0,1}, sea t € A,. Como
B(t) > A(t) > «, entonces t € B,, luego A, C B,. De forma inversa, supon-
gamos que A, C B, para cada a € (0, 1]. Sea ¢t € R arbitrario y sea a = A(t).
Si a = 0, entonces A(t) = 0 < B(t). Supongamos que o > 0. Entonces t € A,,
con B(t) > a = A(t). En cualquier caso, A < B. n

Veamos un primer resultado que tiene en consideracién la inclusion en con-

juntos difusos.

Teorema 3.5.3 Si f y g verifican que f(t) <t < g(t) para todo ¢ € I, entonces
A < ®(A) para todo A € FS.

DEMOSTRACION : Si A = 0, entonces ®(A) = A. Supongamos que A # 0, esto es,
as > 0. Sea tg € I arbitrario y sea ag = A(tp). Si opg = 0, entonces A(ty) =0 <
®(A)(ty). Supongamos ahora que ag = A(ty) > 0. Como ty € A,,, tendremos
que A,, # @. El primer apartado del Lema 3.3.18 garantiza que:

lim inf Ag <inf A,, <supA,, < h'mi sup Ag.

B—ag B—rag

Por consiguiente:

B—rayy B—royy

Ap(ag) = f < lim 1'an5> < lim inf Ag <inf A,,,

B—rayy B—ray

Ap(ag) =g < lim sup Aﬂ) > lim sup Ag > sup A,
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Como consecuencia,

to € Aay C [Inf Ay, sup Aa,] € [AL(ap), Au(ag)] = P(A),

0*

Esto significa que ®(A)(tg) > ap = A(tp), lo que completa la demostracion.

El siguiente resultado muestra que @ verifica un propiedad minimizante.

Teorema 3.5.4 Sea A € F'S un conjunto difuso tal que ay =1y sea B € FN un
nimero difuso tal que A < B. Si fy g son la aplicacién identidad sobre I, entonces
d(A) < B.

DEMOSTRACION : Sea A = ®(A) € FN. Como A < B, entonces:
A, C B, =[Br(a), By(a)] para todo o € (0, 1]

(resultado apuntado en Lema 3.5.2). Como ay = 1, entonces Ag # & para
todo 5 € (0,1). En particular, B (8) < inf A3 < sup Az < By(f) para cada
g € (0,1). Asi, para cada « € (0, 1],

Ap(a) = f( lim iang) = lim inf Ag > lim BL(8) = Br(«a)

B—a~ B—a~ B—a~

y también
Ay (o) —g( lfim supA5> = lim sup Ag < lim By(f) = By(a).
B—a~ B—a~ B—a~
Como consecuencia,
Ao = [Ar(@), Au(a)] € [Br(a), Bu(a)] = Ba
para cada a € (0,1], lo que demuestra, aplicando el Lema 3.5.2, que ®(A) =

A<B. n

Nuestro proximo objetivo es observar como se comporta el operador sobre
dos conjuntos difusos muy similares entre si. Para ello, necesitamos un resultado

técnico previo.
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Proposiciéon 3.5.5 Si un conjunto difuso A € FS no tiene maximo absoluto, en-
tonces existe una sucesién {t,,} C Ital que {t,} — so € I, {A(t,)} es estrictamente

creciente y {A(t,)} — aa.

DEMOSTRACION : Como A no tiene maximo absoluto, A(t) < a4 para todo t € L.
Como a4 es el supremo de A, entonces existe una sucesién {s,} C I tal que
{A(sp)} — aa. Como A(s,) < au para todo n € N, la sucesion {s,} posee
una subsucesion parcial {s,()} tal que {A(sy(,))} es estrictamente creciente (y
convergente a a4 ). Por ltimo, sabiendo que {s,(,)} estd acotada, entonces dicha,
sucesiéon posee una parcial convergente {t,} que verifica todas las propiedades

del enunciado. ]

Teorema 3.5.6 Dado un conjunto difuso A € FS sin maximo absoluto, sea
{t,} C I una sucesién tal que {t,,} — sp € I, {A(t,)} es estrictamente creciente y
{A(t,)} — «4. Definamos B € FS como:

a4, Sit=sg,

BlH) = A(t), si 1+ s,

Entonces B € FS es un conjunto difuso que tiene maximo absoluto (el cual es 1)

y que verifica que ®(A) = ®(B).

DEMOSTRACION : Sea 79 = A(sp). Como A no tiene maximo absoluto, entonces
70 = A(sp) < as. Claramente B es un conjunto difuso que tiene maximo abso-

luto, el cual es ap = a4. Ademés:

@, si a € (ag,l],
B, = Aa U {So}, sl o€ (707 CVAL
Aq st a € (0,7).

El apartado 3.3.1 de la Proposiciéon 3.3.1 garantiza que A, # @ para cada
a € (0,a4) y que A, = @ para cada o € (aa,1]. Pero A no tiene maximo
absoluto, deducimos que A, = @ para todo a € (aa, 1]. En particular B,, =

{so} vy so € By # @ para todo o € (0,a4]. Dado que A, C B, para todo
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a € (0,ay), entonces inf B, < inf A, para cada « € (0, a4). Definamos ¢4, ¢p :

(0,4) — R como:
da(la) =MfA, y ¢p(a)=ifB, paracadaa € (0,aa).

Ambas funciones ¢4 y ¢p son crecientes y acotadas superiormente (recordemos

que supp A C I). Vamos a sistematizar el resto de la demostracién en 7 pasos.

Paso 1. Veamos que inf Bg < sy para todo 8 € (0,a4] y £¥ < sy. Dado que
so € Bg para cada € (0, 4], tenemos que inf Bg < s para cada § € (0, a4].

En particular, (2 = limﬁ%a;‘ inf Bz < 5.

Paso 2. Probemos que {4 < so. Definamos 3, = A(t,) para todo n € N.
Como {A(t,)} es estrictamente creciente pero A no tiene maximo absoluto,
entonces (3, < P11 < aq para todo n € Ny {8,} — aa. Ademds, como
t, € Ag,, entonces inf Ag < ¢, para todo n € N. Dado que {t,,} — so y ¢4 es
creciente y acotada superiormente, entonces:

(4 = lim if Ag = lim ¢4(B8) = lim ¢4(B,) = lim inf Ag, < lim ¢, = s0.
B—a, B—a, n—00 n—00 n—00
Paso 3. Comprobamos que inf A, < sq para cada o € (0,4). Sea v € (0, )

arbitrario. Si f € (o, ay4), entonces a < f < a4, y como ¢4 es creciente, tenemos

que ¢a(a) < da(f). Ast:

inf Ay = ¢pa(a) < lim ¢4(B) = 14 < sq.
B—ray
Paso 4. Establecemos que inf A, = inf B, para cada o € (0,c04). Si o €
(0,70], entonces B, = A,, luego inf A, = inf B, para todo a € (0, y]. Suponga-
mos que « € (Y0, @4). En este caso, A, es no vacio y estd acotado superiormente,
luego sp ¢ A. Como inf A, < sq por el paso 3, entonces inf A, = inf(A,U{so}) =
inf B,

Paso 5. Demostramos que (4 = (2. Basta utilizar el paso anterior para

deducir que:

(% = lim inf Bs = lim inf Ag = (4.

B—ray B—ray
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Repitiendo los pasos 1 a 5, se demuestra de una forma similar que ¢4 = ¢5.

Paso 6. Observamos que limg_, - inf Ag = limy_, - inf Bs para todo o €

(0, 4]. Nuevamente es una consecuencia directa del paso 4.

Paso 7. Probamos que Ap(a) = Bp(a) para cada o« € (0,1]. Utilizando
la expresién (3.7) expuesta en el Teorema 3.4.1 y el paso 6, si a € (0, a4,
deducimos que:

Ap(a) = f( lim ianB) =f (ﬁh’m infBﬂ) = Br(a),
—a~

B—a~

y si a € (aq, 1], entonces:
Ap(a) = Ty(l,b) = Ty (67 45) = Br(a).

En cualquier caso, Ar(«) = Br(«) para todo a € (0, 1]. Un razonamiento idénti-
co nos permite establecer Ay () = By(«) para todo a € (0, 1]. Por consiguiente,

®(A), = ®(B), para todo « € (0, 1], lo que demuestra que P(A) = ¢(B). =

Este resultado (Teorema 3.5.6) nos muestra que el operador aproximacién ®
nunca es inyectivo. Por tanto, podemos reducir el estudio al caso en el que los

conjuntos difusos de FS tienen maximo absoluto.

Teorema 3.5.7 Bajo la eleccién estandar, el operador de aproximacion @ es cre-
ciente en F'S con respecto a la relacién binaria < anteriormente descrita. Ademas

se verifica que ®(0) =0y ®(1;) = 1;.

DEMOSTRACION : Sean A, B € FS dos conjuntos difusos tales que A < B. El
Teorema 3.5.3 nos garantiza que B < ®y(B), por lo que A < ®y(B). Pero
como ®y(B) € FN es un numero difuso normal, el Teorema 3.5.4 nos dice que
Dy(A) < Py(B). Por tanto, Py es creciente en FS con respecto a la citada

relacion binaria <. ™
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3.6. EIl operador de aproximacion aplicado a

numeros difusos de tipo LR

La cuestién que vamos a abordar en esta seccion es: bajo la eleccién estandar,
jLcomo se comporta el operador de aproximacién sobre la familia de conjuntos
difusos de tipo LR que introdujimos en la Subseccién 2.2.47 Para ser exactos, en
el capitulo anterior los introdujimos en el caso de que fuesen nimeros difusos.
Vamos a retomar la misma definicion, admitiendo el caso de que pudiesen no

ser numeros difusos.

Un conjunto difuso A sobre la recta real es de tipo LR si puede ser expresado
como:
L(t), sia; <t < ay,
wa, stag <t<as,

R(t) siaz <t < ay,

\ 0, en cualquier otro caso,

donde aq, as, az, ays € R son cuatro nimeros reales que verifican a; < as < az <
ay, wi,ws € (0,1] , L : a1, as] — [0,w] es una funcién continua estrictamente
creciente tal que L(a;) =0y L(az) = wy, y R : [as,as] — [0,w] es una funcién
continua estrictamente decreciente tal que R(a3) = wy y R(as) = 0. En tal caso,

se utiliza la notacién

A= (al/a2/a3/a4;wlaw2)LR-

La Figura 2.4 mostraba distintos casos para esta clase de conjuntos difusos, y
alli comentamos que A = (a1 /as/as/ay;wy,ws)r era un nimero difuso si, y sélo
si, w; < woy. Si se da el caso de que wy > wsy, entonces A no es un nimero difuso

porque, entre otras cuestiones, carece de maximo absoluto.

Cuando wy; < wy, los a-cortes del nimero difuso (a;i/as/as/as;wi,ws)rr

vienen dados por:
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@, si a € (we, 1],
A, = laz, as], si € |wy,ws,

[L7Ya), R a)], si a€ (0,w).

En el siguiente enunciado mostramos cémo actia @, sobre esta familia de

conjuntos difusos.

Lema 3.6.1 Bajo la eleccién estandar, si A = (a1/az/a3/ay;wi,ws)r € FS es

un conjunto difuso de tipo LR con soporte en I, entonces
Do(A) = (ar/az/az/as;wi, 1) LR

DEMOSTRACION : Sea B el nimero difuso normal de tipo LR dado por (ai/as/as/

ag;wi, 1)pr, y queremos probar que ®¢(A) = B. Sus conjuntos de nivel son:

[L7Y(a), R (a)], si a€ (0,w],

[ag, as], si € (wr,1].

B, =

Sea A = ®y(A) y denotemos por {A, = [AL(a), Ay(a)] : @ € (0,1]} su fa-
milia de a-cortes. Estudiamos el caso wy < w; porque es mas dificil que el caso
contrario. Suponemos también que a; < as y que a3 < a4. Entonces L' :
[0,w1] — [ay,as] es estrictamente creciente, R™' : [0,w;] — [as, a4] es estric-
tamente decreciente, L=(0) = a3, L™ (wy) = ag, R~ (w1) = a3y R71(0) = a4

(véase la Figura 3.8). Ambas funciones L™' y R™! son continuas. En este caso:

@, st a € (wy, 1],
Aa=1 (17 (0), 1) U (a5, B (a)], i€ (@nwn),
[L_l (a)7 R_l (Q{)], sla € (0,&)2] .

Por tanto, si € (0,w;) = (0,4), entonces inf Ag = L~Y(B) € [a1,as] vy

sup Ag = R7'(B) € [as, a4]. Como consecuencia, para cada a € (0, 4],

Ap(a) = f( lim ianﬁ) = lim inf Ay = lim L™ Y(8) = L™} (a),

B—a~ B—a~ B—ra—
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Figura 3.8: Representacién gréfica de un nuimero difuso de tipo LR dado por

(a1/az/az/as; wi,w2) LR
e igualmente,
Ap(a) = g( lim supAB> = lfim supAg = lim R7'(B) = R ().
B—ra~ B—a~ B—a—

Observemos que:

éf = lim inf A, = lim L™ (a) =LY (w))=ay ¥y

a—ay a—wy
4 = lim sup A, = lim R7Y(a) = R Yw;) = as.
a—oay, a—w;

Por consiguiente, Ty (¢4, () = min(ay, as) = as y To((4, ¢4) = méx(ay, az) = as.

Esto significa que:

Ay(a) = L7 (a), si ae€ (0,w], (o) = R (a), si a€ (0,w],
rla) = vla) =
as, sioa€ (w,1]; as, sioa e (w,1].

Asfi, para cada « € (0, 1],

A, = [AL(CY),AU(O()] _ [L_1<a)7R_1<a)]7 sl o« € (O,wl]v — B,

[CLQ, a3] s si € (wl, 1]

Dado que estos son exactamente los conjuntos de nivel del niimero difuso normal
B = (a1/as/a3/as; w1, 1) R, concluimos, por la Proposicién , que ®o(A) = A =

B = (a1/az/az/as;wi, 1) LR u
Corolario 3.6.2 Paracadar €lycadaw € (0,1], ®o(7,) =71 = 7.
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3.7. Introduccién a las funciones y a los indices

de solapamiento

En la Introduccién de la presente Memoria comentamos los antecedentes que
llevaron a Bustince y otros a introducir en [15] las funciones de solapamiento.
Basicamente, se trata de funciones que tienen multitud de aplicaciones en dife-
rentes campos de las ciencias, pero que destacan en el ambito de la Computacién
gracias a sus excelentes cualidades (que, por oro lado, son impuestas en la propia

definicién).

Cuando estas funciones se emplean en el &mbito difuso, sirven para comparar
no solo numeros difusos, sino conjuntos difusos en general. Su forma de actuar
se lleva a cabo, en principio, punto a punto, pero las propiedades resultantes de
los objetos calculados llevaron a Garcia-Jiménez y otros a proponer en [49] una
nocion de indice de solapamiento que resulté tener un gran éxito para llevar a

cabo diferentes tareas.

Teniendo en cuenta el interés que habian generado tanto las funciones de
solapamiento como los indices de solapamiento entre diversos investigadores
(véase, por ejemplo, [19, 11, 36, 38, 34, 89, 87, 88, 86, 46, 9]), y dado que en
cierta manera estaban relacionadas con los contenidos que habiamos estudiado
anteriormente, comenzaron a interesarnos sus bondades practicas, y observamos
que no se habian estudiado atin en el ambito de los conjuntos difusos de tipo 2.
Fue entonces cuando nos planteamos los siguientes objetivos, que marcaran el

devenir de esta segunda parte del presenta capitulo.

1. Introducir la nocién de indice de solapamiento de tipo (2, k) (siendo k €
{0,1,2}) en el conjunto formado por todos los conjuntos difusos de tipo 2

como una extension natural de los indices de consistencia previos.

2. Estudiar las relaciones que puedan existir entre esta nueva clase de indices

de solapamiento y los indices de solapamiento que han sido definidos pre-
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viamente en el contexto de los nimeros reales o de los conjuntos difusos

de tipo 1.

Antes de comenzar su estudio detallado, en la siguiente subseccién comen-
tamos las principales ideas que dieron lugar a la extensién de las funciones de
solapamiento que presentaremos mas adelante y, posteriormente, a como ayuda-
ron éstas a determinar las caracteristicas esenciales que debe cumplir un indice

de solapamiento sobre conjuntos difusos de tipo 2.

3.7.1. Discusion sobre la nocién de indice de solapamien-

to de tipo (2, k)

Las normas triangulares fueron introducidas para extender la desigualdad
triangular a espacios métricos estadisticos de Menger. Sus propiedades fueron
exhaustivamente analizadas para adaptarlas a cualquier situacién practica. Cada
contexto necesita diferentes propiedades de las funciones bivariantes involucra-
das T : I x I — L. En un principio, las funciones de agregaciéon son unas buenas
candidatas para reducir el conjunto de axiomas que deben ser impuestos a las

funciones.

Las funciones de solapamiento tiene un gran campo de aplicaciones en varios
contextos. Fueron introducidas por Bustince et al. La principal ventaja de este
tipo de funciones es la gran cantidad de propiedades interesantes que pueden ser
deducidas de los cinco axiomas (G1)-(G5) y la familia de ejemplos diferentes que
pueden ser considerados. No obstante, debemos establecer dos comentarios. Por
un lado, la continuidad fue introducida para la posible aplicaciéon de funciones
de solapamiento en situaciones de procesamiento de imagenes. De hecho, en la
mayoria de los resultados tedricos la continuidad no es una condicién necesaria.
Por otro lado, la condicién de normalidad, dada en (G4) es demasiado estricta en
dos sentidos; no es facil su generalizacién a ajustes difusos y es dificil encontrar

ejemplos practicos en contextos mas generales. Recordemos que la condiciéon
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(G4) podia expresarse en dos propiedades:

(G4,1) G(lv 1) =1

G42) SiG(t,s) =1, entoncest=s=1;
Garcia-Jiménez y otros decidieron introducir la nocién de indice de solapamiento
en el ajuste de un conjunto finito U = {uy, ug, us, - -+ ,u,} como una aplicacién

O : FS(U) x FS(U) — I verificando las siguientes propiedades:
(O1) O es simétrica;
(O3) O es creciente;

(O3) O(A,B) =0si, ysélosi, Ay B son completamente disjuntos.

Bajo (O1), la monotonia creciente es equivalente a O( Ay, B) < O(A,, B) para
todo Ay, Ay, B € FS(U) tales que A; < A,. Claramente las propiedades (Oy)-
(O3) generalizan a (G)-(G3) asociadas a una funcién de solapamiento débil.
La condicién (Gy) fue debilitada por la condicién (G4;) a través del siguiente

concepto: un indice de solapamiento O es normal si verifica

(0)) Si A,B € FS(U) son tales que existe u;, € U verificando A(uj,) =
B(u;,) =1, entonces O(A, B) = 1.

Remarcamos dos hechos. Por un lado, dado que la inversa no es necesaria-
mente cierta, no tenemos informacién adicional sobre Ay B cuando O(A, B) =
1., Sélo sabemos que si O es normal, entonces O(A, F'') = 1 para todo A €

FS(U) tales que A(u;,) = 1 para algin u;, € U (en particular, O(F', F') = 1))

Por otra parte, la palabra “solapamiento” dentro de la expresion “indice
de solapamiento” se debe interpretar como un reconocimiento del papel fun-
damental de las funciones de solapamiento para construir ejemplos de indices
de solapamiento. En todo caso, existen indices de solapamiento que no estan,

necesariamente, asociados a una determinada funcion de solapamiento.

Asi, bajo nuestro planteamiento, para establecer un conjunto minimal de
axiomas consistentes, consideramos una cantidad minima de propiedades nece-

sarias para desarrollar ejemplos practicos, introduciendo funciones mas generales
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que las funciones de solapamiento, evitando alguno de los axiomas previos. Inclu-
so no emplearemos el término “de solapamiento”, pero asumimos la importancia

capital de las funciones de solapamiento en este contexto.

3.7.2. Funciones mas generales que las funciones de so-

lapamiento

Como se comento6 en la Subseccion 2.1.2, las funciones de solapamiento vie-
nen definidas por cinco propiedades de las mas utilizadas en el ambiente ma-
tematico. Por su interés para lo que sigue, reproducimos de nuevo a continuacion

dichas propiedades, refiriéndonos a una funcién del tipo G : I? — I:

(G1) G es conmutativa;

(G3) G es creciente;

(G3) G(t,s) =0si,ysolosit-s=0 (es decir, t =00 s = 0);

(G4) normalidad: G(t,s) = 1si,ysélosi, t-s =1 (es decir, G ({1}) = {(1,1)});

(G5) G es continua.

Podemos decir que son propiedades “naturales”, en el sentido de que las
funciones que verifican, por separado, cada una de estas propiedades, suelen ser
de interés en el contexto mateméatico (por ejemplo, la continuidad de funciones
es una herramienta clave en el Andlisis Matemético). Algunas de estas propie-
dades han de verificarse en todo el cuadrado unidad I? (por ejemplo, (G1), (G2)
v (G3)) y otras de ellas afectan inicamente al borde de dicho cuadrado (en con-
creto, (G3) y (Gy)). De estas tltimas se dice que son condiciones de frontera. Sin
embargo, aunque todas ellas tienen entidad matematica propia, al considerarlas
todas al unisono damos pie a una estructura mateméatica muy sélida (verificara
magnificas propiedades) pero muy rigida (se restringird mucho la clase de fun-

ciones que pertenecen a esta familia). Es decir, la familia de las funciones de
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agregacion es “mucho” més amplia que la familia de las funciones de solapa-
miento. Esto tiene una consecuencia inmediata en el ambito de las aplicaciones:
la utilizacién de funciones de solapamiento garantiza un comportamiento bas-
tante regular, sin estridencias, pero, a la vez, hay poca variedad de funciones de
solapamiento que puedan ser empleadas en el contexto practico. De esta forma,
pensando sobre todo en las aplicaciones, varios autores han mostrado una cierta
tendencia a emplear funciones bivariadas que, a pesar de ser de agregacion, no
llegan a ser de solapamiento. Ello puede conseguirse de una forma muy sencilla:
restringiendo el niimero de condiciones que se le imponen a las funciones de la
familia. Es por ello que, seleccionando entre las propiedades (G)-(G5) solo al-
gunas de ellas (en concreto, las que de verdad nos hagan falta en las aplicaciones
concretas que deseemos desarrollar), surgiran familias de funciones intermedias
entre las de agregacion y las de solapamiento. Para nuestros intereses a lo largo

de esta Memoria, destacamos y nombramos los siguientes tipos de funciones.

Definicién 3.7.1 Diremos que una funcién G : 12 — 1 es:

» yna funcién de solapamiento débil si verifica (G1), (G2) y (G3);

» yna funcién de solapamiento débil normal si verifica (G1), (Gs), (G3) y

(G471).

La palabra “débil” hace referencia a que toda funcién de solapamiento es
una funcién de solapamiento débil, es decir, las funciones de solapamiento débil
forman una clase mas general que las funciones de solapamiento. Lo primero que
vamos a hacer es poner varios ejemplos, discutiendo las propiedades concretas

que se satisfacen.

Ejemplo 3.7.2 Dados tres nimeros reales A\, A2, A3 € (0, 1] tales que 0 < A\ <
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Ao < A3 <1, sea G : 1?2 — 1 la funcién definida, para cada t,s € I, por:

(O, st t=0 o s=0,

)\1, St t,SE(O,l),
Ay, st O<s<t=1 o 0<t<s=1,
A3, st t=s=1.

G(t,s) =

\
Entonces G es una funcion de solapamiento débil. Ademds, G es mormal si, y
sélo si, A3 = 1. De hecho, verifica la condicion (Gaz2) si, y solo si, Ay < A3 = 1.
Observemos que G nunca es continua ya que 0 < Ai, por lo que no es una

funcion de solapamiento.

Ejemplo 3.7.3 Dado \ € (0,1], sea G : 1> — T la funcién definida, para cada
t,s €1, por:
G(t,s) = Ats.

Entonces G es una funcion de solapamiento débil continua. Obsérvese que G es
normal si, y solo si, A\ =1. En tal caso, G también verifica la condicion (Gyz),

es decir, es una auténtica funcion de solapamiento.

Ejemplo 3.7.4 Dados A € (0,1/2] y a,b € (0,+00), sea G : I* — T la funcidn
definida, para cada t,s € I, por:

G(t,s) = M s*(t" + s°).

Entonces G es una funcion de solapamiento débil. De hecho, es continua. Ademds,

G is normal si, y sélo si, \ = 1/2. En tal caso, es una funcion de solapamiento.

Ejemplo 3.7.5 Consideremos la funcién G : 1> — 1 definida, para cadat,s € 1,
por:
ts, st ts <0.6,
G(t,s) = 0.6, si 0.6 <ts<0.8,
2ts—1, st ts>0.8.
La funcion G posee una zona a altura constante como se aprecia en la Figura 3.9,

(a). Ello hace que algunos cortes no sean funciones estrictamente crecientes. Sin
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embargo, G cumple los requisitos para ser no solo una funcion de solapamiento

débil, sino una funcion de solapamiento.

Ejemplo 3.7.6 Dados dos nimeros reales A, Ao € (0,1] tales que 0 < A\ <
Ao <1, sea G : 12 = 1 la funcion definida, para cada t,s € 1, por:

Mt3s?, s t+s5<1,

G(t,s) =

Mot?s%,  si t+ s> 1.
Entonces G es una funcion de solapamiento débil. Ademds, G es normal si, y
solo si, Ay = 1. Observemos que G no es continua en los puntos del segmento
abierto { (t,1 —t),t € (0,1) }, por lo que no es una funcién de solapamiento,

como se puede apreciar en la Figura 3.9, (b).

(a) Funcién del Ejemplo 3.7.5. (b) Funcién del Ejemplo 3.7.6.

Figura 3.9: Representacion gréfica de diferentes funciones de solapamiento débil

Ejemplo 3.7.7 Sea G : 12 — 1 la funcion definida, para cada t,s € I, mediante

la expresion:

2—t+2s5s—+/4(1 -t t — 2s)?
+2s \/<2 ) HE-2P
G(t,s) =
2 — 2t — +/4(1 — — 2t)2
St \/( S>+(S ) sttt < s.

2 ’

Puede probarse que, para cada t,s € 1,

1
G(t,s) = 5 [2 — max(t, s) + 2min(t, s)

—/A(1 — méx(t, s)) + (max(t, s) — 2min(t, s))2 ] .
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Figura 3.10: funcién de solapamiento débil del Ejemplo 3.7.7

Entonces G es una funcion de solapamiento débil, continua y normal (véase la

Figura 3.10). Sin embargo, no cumple la propiedad (Gaz2) ya que, dados t,s € 1,
G(t,s) =1 & (t=1yse€051 ) o (s=1ytel0.51]).

No obstante, obsérvese que G(t,t) =t para cada t € 1.

3.8. Los indices de solapamiento de tipo (2,k)

En la presente seccién vamos a introducir la definicién de indice de sola-
pamiento aplicado a un par de conjuntos difusos de tipo 2. El resultado debe
ser otro conjunto difuso, en principio de tipo 1. Sin embargo, dado que las
propiedades algebraicas que se emplean son las mismas en diferentes niveles,
plantearemos la definicién de general, de manera que el indice de solapamiento
de dos conjuntos difusos de tipo 2 sera un conjunto difuso de tipo k, siendo k

un numero entero del conjunto {0, 1,2}.

Recordemos que, dado k € {0, 1,2}, denotamos con (FS;(X), <) al reticulo

acotado cuyo minimo absoluto es m; y cuyo maximo absoluto es 91;.

Definicién 3.8.1 Dado k € {0,1,2}, llamaremos indice de solapamiento de

tipo (2, k) a cualquier aplicacion:
0 : FSo(X) x FSo(X) — FSi(X)
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que cumpla las siguientes propiedades:

1) 0 es simétrica, es decir, 6(B, A) = (A, B);

05) 0 es creciente, o sea, si A < B, entonces (A, C) < 0(B,C) para todo
Ce FSQ(X),

05) O(A,B) = my si, y sdlo, si A y B son completamente disjuntos.

Ademds, un indice de solapamiento tipo-(2, k) 6 es normal si, adicionalmen-

te, verifica:

0,) Si A,B € FSy(X) son conjuntos difusos de tipo 2 tales que para toda
x € X eziste t, € 1 verificando que A(x)(t,) = B(x)(t,) = 1, entonces
O(A,B) = M.

Como veremos mas adelante, el axioma (6,) es una generalizacién razona-
ble de la condicién (O}) al caso de conjuntos difusos de tipo 2. Sin embargo,
se pudieran haber tenido en cuenta otras posibles condiciones con objeto de
generalizar la propiedad (G4 ;). Describimos, a continuacién, dos posibilidades
que quiza deban estudiarse en el futuro para ver cual de ellas verifica mejores

propiedades.

1) Si A/B € FSy(X) son dos conjuntos difusos de tipo 2 tales que existen
xg € X y tp € I verificando que A(zg)(tg) = B(xo)(to) = 1, entonces
O(A, B) = 0.

07) O(F, F) = 6(My, My) = M.

Ambas propiedades nos conducen a nociones distintas a la que vamos a
considerar a lo largo de la presente Memoria (empleando (4)). Sin embargo, y

bajo la premisa de ductilidad y adaptacién de todo el proceso, el investigador
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interesado puede optar por una de las que acabamos de introducir en base a los

intereses de su estudio.
Mostramos a continuacion algunos ejemplos.

Ejemplo 3.8.2 Sea 0 : FSo(X) x FSo(X) — FS(X) la aplicacion definida, para
cada A,B € FSo(X), mediante:

0(8,B)(x) = sup {Ax) () B(z)()}

tel

para cada x € X. Entonces 6 es un indice de solapamiento normal de tipo (2,1).

Ejemplo 3.8.3 Sea 6 : FSo(X) x FSo(X) — FS(X) la aplicacion definida, para
cada A,B € FSo(X), mediante:

6(A, B)(z) = sup 2 A@() - B@)(1))

tel tan1
para cada x € X . Entonces 0 es un indice de solapamiento normal de tipo (2,1).

Ejemplo 3.8.4 Sea 0 : FSo(X) x FSo(X) — FS(X) la aplicacion definida, para
cada A,B € FSo(X), mediante:

L+ A@)(1) + B@)(1)® sin (A@)(1) - B(x)(1) }
3 sin 1

0(A,B)(z) = sup {

tel

para cada x € X. Entonces 0 es un indice de solapamiento normal de tipo (2,1).

Al haber introducido ya tantos conceptos, la notacién que se emplee pue-
de ayudar o bien a su comprensién o bien a todo lo contrario. Con objeto de
conseguir lo primero, aclaramos la notacién que vamos a utilizar para los distin-
tos tipos de indices de solapamiento en los diferentes niveles. En concreto, los

indices:

» de tipo (2,0) se denotardn por i : FSo(X) x FSo(X) — [
» de tipo (2,1) se denotardn por I : FSy(X) x FSy(X) — FS(X);

= de tipo (2,2) se denotardn por Z : FSo(X) x FSy(X) — FSa(X);
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= de tipo (1,0) se denotarén por o : FS(X) x FS(X) — T;

» de tipo (1, 1) se denotardn por O : FS(X) x FS(X) — FS(X);

= de tipo (0,0) se denotardn por f: 1% — I.

Asi, una aplicacién T : I — T serd un indice de solapamiento de tipo (0,0)
si, y solo, si es una funcion de solapamiento débil. Bajo este enfoque, las fun-
ciones de solapamiento débil se convierten en semillas para la teoria de indices
de solapamiento. Como se vera mas adelante, éstas se han manifestado como

poderosas herramientas en la construcciéon de multiples ejemplos de indices de

orden superior.

3.8.1. Indices de solapamiento del tipo (2,0)

Nuestro objetivo en este apartado es introducir una gran familia de solapa-
miento de tipo (2,0) y, como indicdbamos anteriormente, la generaremos me-

diante funciones de solapamiento débil.

Lema 3.8.5 Dada una funcién de solapamiento débil G : 1> — I, definamos

i : FSo(X) x FSo(X) — I, para cada A, B € FSy(X), como:
ig(A,B) =sup ({ G(A(x)(t),B(z)(t)) :x € X,t €1}). (3.10)

Entonces i es un indice de solapamiento de tipo (2,0) que verifica las siguientes

propiedades.

1) Si G es normal, entonces i también es normal.

2) Si G < maéx, entonces ig(A,B) < max {sup (A),sup (B)} para cada A, B €
FSo(X). En tal caso, ig(A,A) <sup (A).

3) Si G(t1,t2) = s, entonces ig(F™, F'2) = s. En particular el siguiente diagrama
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conmuta.

[0,1] x [0, 1]

T

iG

FSQ(X) X FSQ(X)

[07 1] G=1igo (j02 X j02)

Joz2 X jo2

DEMOSTRACION : En primer lugar, dado que G es simétrica, entonces i también
lo es. Ademads, dados A, B € FSy(X), decir que ig(A,B) = 0 es equivalente a:
ic(AB)=0 < ig(A,B)=sup({GA(z)(t),B(z)(t):2€ X, tel})=0
G(A(z)(t),B(z)(t)) =0 paracadaz € X ycada tel
A(z)(t) -B(z)(t) =0 paracadax € X ycada t €1

T ¢ 3

A y B son completamente disjuntos.

Por otro lado, dados A, B € FSy(X) tales que A < B, se tiene que A(z)(t) <
B(z)(t) para cada x € X y cada ¢ € I. Por tanto, como G es creciente,

G(A(z)(t),C(x)(t)) < G(B(z)(t),C(x)(t)) paracadaz € X ycada t €l
Tomando supremos se tiene que
ig(A,C) =sup ({ G(A(x)(t),C(x)(t)) :x € X,t €1})
<sup ({ G(B(z)(t),C(x)(t)) :x € X,t €1})
= Z.G<B’ (C)a

lo que significa que ig es un indice de solapamiento de tipo (2,0). Estudiamos

ahora los demas apartados.

[Apartado (1)] Supongamos que G es normal, y sean A, B € FSy(X) dos
conjuntos difusos de tipo 2 tales que para cada z € X existe t, € I verifican-
do A(z)(t,) = B(z)(t,) = 1. Como G verifica el axioma (Gy41), se tiene que
G(1,1) = 1, de donde G(A(z)(t,),B(z)(t,)) = G(1,1) = 1 para cada = € X.

Por ello,
ic(A,B) =sup ({ G(A(z)(t),B(x)(t)) :x € X,t€l}) = 1.

M.A. Tiscar




3.8. LOS INDICES DE SOLAPAMIENTO DE TIPO (2, k) 107

[Apartado (2)] Supongamos que G < méax. Entonces para cada z € X y

cada t € I se verifica que:

G(A(z)(t), B(x)(t)) < méx {(A)(z)(), (B)()(t)}.
De esta forma,

ic(A,B) =sup ({ G(A(z)(t),B(z)(t)) :x € X, t €1})
< sup ({ méx(A(x)(t),B(z)(t)) :x € X, t €1})

< méx (sup A, supB) .

[Apartado (3)] Supongamos que ty, 5, s € I son tales que G(t1,t3) = s. De

esta forma:

iq(F", F?) = sup({ G(F" (2)(t), F?(z)(t)) : x € X,t € 1})
= G(t1,t3) = s.

En particular, para cada t1,ts € I se tiene que:

lic 0 (Joz2 X Jo2)](t1,t2) = ic[(Joz X Jo2)(t1,t2)] = ic(Joz(t1), Jo2(t2))
=iq(F",F?) = G(ty, t2),

lo que demuestra que G = ig o (Jo2 X Jo2)- [ ]

El Lema 3.8.5 permite establecer varios resultados parciales y una nueva

definicion para nuestros objetivos.

Corolario 3.8.6 Si (G es una funcién de solapamiento entonces i, definida como

en (3.10), es un indice de solapamiento normal de tipo (2,0).
Corolario 3.8.7 Si T es una t-norma que verifica la propiedad (G3) entonces ir,
definido como en (3.10), es un indice de solapamiento normal de tipo (2,0).

Ademds si T estd promediada, entonces ir(A,A) = sup A. Y si T = Ty,
entonces it (A,B) = sup A para cada A,;B € FSy(X) con A <B.
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La siguiente particularizacion es especialmente interesante en las aplicacio-

nes.

Definicién 3.8.8 Fl indice de solapamiento de Zadeh de tipo (2,0) €S imm
definido, para A, B € FSy(X), por:

min (A, B) = sup({ min(A(x)(t),B(z)(t)) : x € X, t € 1}).

Corolario 3.8.9 El indice de solapamiento de Zadeh de tipo (2,0) es un indice
de solapamiento normal de tipo (2,0) normal que verifica las siguientes propiedades
para cada par de A, B € FSy(X):

1) Si A < B, entonces ipm(A,B) = sup A.

2) Siimm(A,B) = 1 entonces existen dos sucesiones {x,,} C X'y {t,} C I tales que
{A(x,)(tn)} = 1y {B(z,)(t,)} — 1. Y, en este caso, sup A =sup B = 1.

DemosTRACION : El segundo apartado se deduce del hecho de que iy (A, B) es
un supremo. Si toma el valor 1, es decir, si iy, (A, B) = 1, entonces existen dos

sucesiones {x,} C X y {t,} C I de manera que
min{A () (t,), Blan)(t,)} - 1

Y esto implica que min{A(x,)(¢,)} — 1 y que min{B(z,)(¢,)} — 1. ]

El Lema 3.8.5 nos mostrado una manera natural de definir indices de sola-
pamiento de tipo (2, 0) asociados a funciones de solapamiento débil. De idéntica

manera tenemos el proceso reciproco, el cual resaltamos en el siguiente resultado.

Proposicién 3.8.10 Dado un indice de solapamiento i : FSy(X) x FSy(X) — 1
de tipo (2,0), sea G; : I — T la funcién bivariada definida, para cada ¢, s € I, por
Gi(t,s) = i(F",F*). Entonces G; es una funcidn de solapamiento débil que verifica

las siguientes propiedades.
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1) La funcién G; puede ser expresada como i o (jo2 X joz) de forma que el siguiente

diagrama conmuta.

[0,1] x [0, 1]

jo2 % jo2 = 0,1] Gi =10 (jo2 X joz)

)

FSy(X) x FSo(X)
2) Si i es normal, entonces GG; es normal.

3) Si G es una funcién de solapamiento débil, entonces G, = G.

DemosTRACION : Claramente, G; es simétrica. Si t1,t, € I son tales que t; < o,
entonces F(x)(s) = t; < ty = F2(x)(s) para todo z € X y todo s € I. Por
tanto, F"* < F™2. De esta forma, G;(t1,s) = i(F",F*) < i(F2,F*) = G,(t2, s).
Consecuentemente, G; es creciente. Por udltimo, sean t,s € I. Entonces, dado

que 7 es un indice de solapamiento, se verifica:
Gi(t,s) =0 <& i(F' F*)=0
& F'y F® son completamente disjuntos
& F(x)(r)-F(z)(r) =0 paracadaze X yrel
=

t-s=0.

Por consiguiente, G; es una funcién de solapamiento débil.

[Apartado (1)] Es sencillo deducir que si t, s € I, entonces:
[Z o (jog X jog) ](t, 8) = ’i(Ft,Fs) = Gl(t, S).

[Apartado (2)] Supongamos que ¢ es normal. De la condicién F*(z)(¢) = 1
para cada x € X y cada t € I se desprende que:

Gi(1,1) = i(F', F) = i(My, My) = My = 1.

[Apartado (3)] Si G es una funcién de solapamiento débil, el apartado 3 del
Lema 3.8.5 nos asegura que, para cada t,s € I, G;.(t,s) = ig(F', F*) = G(¢, ).
De ahi que G, = G. n
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El tercer apartado del resultado anterior nos asegura que G, = G, es decir,
si partimos de una funcion de solapamiento interior G, construimos el indice
de solapamiento ig de tipo (2,0) conforme al Lema 3.8.5 y, posteriormente,
defusificamos este indice hacia una funcién de solapamiento débil G;, utilizando
la Proposicion 3.8.10, el resultado del proceso sera el rescate de la funcion inicial
G. El mismo proceso cambiando el punto de partida no ofreceria el mismo
resultado, es decir, en general, ig, # ¢. Lo que puede decirse es que ig, pierde
informacién con respecto a ¢, es decir, 7 es mas rica que i¢, en el sentido de que

la imagen de 7 es usualmente mas amplia que la imagen de ig,.

Ademas, en general, no existe una relacion entre los indices de solapamiento

tipo (2,0), 4, y los de tipo ig, ya que:
ic, (A, B) = sup({i(FA@® FE@®) . p e X 1 €1})

para cada A, B € FSy(X). El tnico hecho destacable en este sentido, que puede
deducirse del tercer apartado de la Proposicién 3.8.10, es que si i/ = ig es un
indice de solapamiento de tipo (2,0) asociado a una funcién de solapamiento

normal G, entonces si es cierto que ig, = i'.

El siguiente resultado caracteriza completamente a los indices de solapa-

miento de tipo (2,0).

Teorema 3.8.11 Una aplicacién i : FSy(X) x FS3(X) — I es un indice de so-
lapamiento de tipo (2,0) si, y sélo si, existen dos aplicaciones i i~ : FSy(X) X
FSo(X) — I de manera que estan relacionadas de la siguiente forma:

(A, B)

iAB) = SaE 1 AB)

para cada A, B € FSy(X), (3.11)

y se verifican las siguientes propiedades:

(a) " e i~ son simétricas;
(b) i es creciente e i~ es decreciente;
(1) 7(AB)=0«<i (A,B)=1< A y B son completamente disjuntos.
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Ademas, i es normal si, y sélo si, i~ verifica la siguiente condicién (que podriamos

denominar “anti-normalidad"):

(c2) Si A;B € FSy(X) son tales que para cada x € X existe t, € I verificando
A(x)(t,) = B(z)(t,) = 1, entonces i~ (A, B) = 0.

El resultado anterior puede interpretarse diciendo que ¢ es un indice de so-
lapamiento de tipo (2,0) si, y sélo si, dicha aplicacién i puede leerse como la

interpolacién geométrica de dos aplicaciones extremas.

DEMOSTRACION : [=] Supongamos que i es un indice de solapamiento de tipo
(2,0) y definamos las aplicaciones i*,i~ : FSo(X) x FSy(X) — I de la siguiente
manera:

it(A,B) = i(A,B), i (A,B)=1—i(A,B)

para cada A, B € FSy(X). Con esta definicién se demuestra facilmente que se

cumple la igualdad (3.11) y las propiedades anunciadas (a), (b) y (c1).

[=] Supongamos que existen dos aplicaciones i™,i~ : FSy(X) x FSo(X) — I
de manera que se verifica la igualdad (3.11) y las propiedades (a), (b) y (¢1).

Dado que el denominador en (3.11) no puede anularse, observamos que
iT(AB)+i (A,B) >0

para cada A, B € FSy(X). Por la ecuacién (3.11) y la condicién (a), la aplicacion

i es claramente simétrica. Ademds, dados A, B € FSy(X),
i(AB)=0 <& "(AJB)=0 < Ay B son completamente disjuntos.

Supongamos que A, B € FSy(X) son tales que A < B. Como i* es creciente e

1~ es decreciente, tendremos que:
0<:"(AC)<i*(B,C) y 0<i (B,C)<i (AC).
Multiplicando las desigualdades anteriores, deducimos que:

i*(A,C) i~ (B,C) < i*(B,C)-i"(A,C),
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de donde:
i*(A,C)- [T(B,C)+i (B,C)] =i"(A,C)-i"(B,C) +i"(A,C)-i (B,C)
<i"(A,C)-i"(B,C)+i"(B,C) -i (A, C)
<it(B,C)- [i*(A,C)+i (A,C)].
Consecuentemente,
iwc=— B0 TEO g

~(A,C) +*(A,C) ~ i-(B,C) +i*(B,C)

Por lo que i es un indice de solapamiento de tipo (2,0).

Tratamos ahora la normalidad. Supongamos que i es normal y sean A, B €
FS2(X) dos conjuntos difusos de tipo 2 tales que para cada = € X existe ¢, € I
verificando A(z)(t,) = B(z)(t,) = 1. Como 7 es normal,

it (A, B)
i~ (A,B) +it(A,B)’
lo que nos permite deducir que i~ (A,B) = 0, y se cumple la propiedad (cg).

1= i(A,B) =

De manera inversa, supongamos que i~ verifica (¢y). Sean A;B € FSy(X)
tales que para todo x € X existe t, € I verificando A(z)(t,) = B(z)(t,) = 1.
Como i~ verifica la propiedad (cg), se tiene que i~ (A,;B) = 0, de donde se
concluye que i(A,B) = 1 por la igualdad (3.11), lo que significa que 7 es un

indice normal. ]

Bajo las condiciones del teorema anterior, podemos afinar un poco mas acer-

ca de las aplicaciones que intervienen.

Proposicion 3.8.12 Bajo las hipdtesis del Teorema 3.8.11, si ¢ es un indice de

solapamiento de tipo (2,0), las siguientes propiedades se verifican.

1) Dados A,B € FSy(X) y t €1, se verifica que
i(AB)=t < (1—t)i"(AB)=ti (A B).

En particular, si ¢t < 1, entonces

t
1-1

it(A,B) = —— i~ (A,B).
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2) Para cada A, B € FSy(X) se cumple que

i(A,B) - i~ (A,B) = (1 — i(A,B)) it (A, B).

DEMOSTRACION : Nuevamente, debemos destacar que it (A, B)+i~ (A, B) > 0 para
cada A, B € FSy(X). De esta forma:

i* (A, B)
i~(A,B) + it (A, B)

& H(A,B) = t(i*(A,B) + i~ (A, B))
& (1—t)it(A,B) =ti (A, B).

—i(A,B) =t

De aqui, si t < 1, podemos despejar i™ (A, B) en funcién de i~ (A, B) y la cons-
tante multiplicativa ¢/(1 — t). Ademas:

it (A, B)
it(A,B) +i~(A,B)

& i(AB)-it(A,B) +i(AB) i~ (A,B) =it (A,B)
& i(AB)-i"(A,B) =it (A,B) — i(A,B) - (A, B)
& i(AB)-im(A,B) =it(A,B)(1 - i(A,B))

i(A,B) =

lo que prueba la segunda parte del enunciado. [ ]

Ejemplo 3.8.13 Supongamos que i*,i~ : FSo(X) x FSy(X) — I vienen dados,
para cada A, B € FSy(X), mediante las expresiones:

iT(A,B) = sup({ A(z)(t) -B(z)(t) :x € X, t€1}),
i (AB) = inf({max (1 — A(x)(t),1 —B(x)(t)) : x € X, t € 1}).

Entonces las aplicaciones 1™ e i~ cumplen todas las condiciones del Teorema
3.8.11, por lo que la aplicacion i : FSy(X) x FSo(X) — 1, definida a través de

la expresion (3.11), es un indice de solapamiento normal de tipo (2,0).

3.8.2. Indices de solapamiento de tipo (2,1)

En [119], Zadeh introdujo el indice de consistencia entre dos conjuntos difu-

sos Ay B sobre el mismo conjunto referencial finito U = {uy, us, ..., u,}, como
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la extension natural del indice de solapamiento booleano de la siguiente forma:
Oz(A, B) = méx({ min {A(u;), B(u;)} : j € {1,2,...,n}}).

Esta definicion se puede extender de forma natural a cualquier conjunto refe-

rencial X (tanto finito como no finito) como:
Oz(A,B) =sup({min{A(x),B(x)} :z € X })

para cada A, B € FS(X). Es sencillo comprobar que Oy : FS(X) x FS(X) — I
es un indice de solapamiento normal de tipo (1,0) asociado a la funcién de
solapamiento G = min. La concepcién de Zadeh, en el caso finito en particular,
inspir6 la mayoria de las propiedades de los indices de solapamiento que luego se
aplican en la practica (véase, por ejemplo, [49]). En esta subseccion, en base a lo
trabajado previamente en este capitulo, introducimos algunas propiedades para
los indices de solapamiento de tipo (2,1). Veamos, como introduccién, algunas

familias de esta clase de indices.

Lema 3.8.14 Dado un indice de solapamiento o : FS(I) x FS(I) — I de tipo (1,0)
sobre I, la funcién I, : FSo(X) x FSo(X) — FS(X) definida mediante:

IO(Av]B)(I) - O(A(I‘),B(ZE))
para cada A, B € FSy(X)y cada x € X, es un indice de solapamiento de tipo (2, 1)
que verifica las siguientes propiedades.
1) El indice o es normal si, y sélo si, el indice I, es normal.

2) Si jx @ FS(I) — FSy(X) es la, ya conocida, inyeccién definida en (2.8),

entonces jo; 00 = I, 0 (jx X jx), es decir, el siguiente diagrama conmuta:
FS(I) x FS(I) ———— 0, 1]

Jx ><jx| = |j01

o
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DeEMOSTRACION: Es claro que la aplicacién I, estd bien definida ya que
A(x),B(z) € FS(I) para cada x € X. Ademds, I, es obviamente simétrica.
Veamos que es no decreciente. Sean Ay, Ay, B € FSy(X) tres conjuntos difusos
de tipo 2 tales que A; < Ay. Asi, Aj(z) < Ay(z) para cada x € X. Cémo o es

un indice de solapamiento de tipo (1,0) tenemos que, para cada z € X,
Io(A1,B)(2) = o(A1(z), B(2)) < o(As(x), B(x)) = Lo(A2, B)(2).

Por tanto, I,(A1,B) < I,(A2,B), es decir, I, es creciente. Finalmente, observe-

mos que, dados A, B € FSy(X),

IL(AB)=F" < o(A(z),B(z)) =0 paracadaz € X
< A(z) yB(z)son completamente disjuntos para cadaz € X

< AyBson completamente disjuntos.

Lo anterior garantiza que I, es un indice de solapamiento de tipo (2, 1).

[Apartado 1] Supongamos que o es un indice de solapamiento normal y
probemos que I, también lo es. Sean A B € FSy(X) tales que para cada z € X
existe t, € I verificando A(z)(t,) = B(z)(t,) = 1. Dado cualquier zy € X,
definamos A = A(x) y B = B(x(). Claramente A = A(z), B = B(z() € FS(I).
En este caso, sabemos que existe un valor comun t,, € I tal que A(xg)(ty,) =
B(z0)(ts,) = 1, lo que significa que A(t,,) = B(t,,) = 1. Dado que o es un indice

normal, deducimos que
I,(AB)(z) = o(A(xg),B(zg)) = 0(A, B) = 1.

Por tanto, I,(A,B) = F' en todo el conjunto X, por lo que I, es un indice

normal.

Reciprocamente, supongamos que I, es un indice de solapamiento normal y
probemos que o también lo es. Sean A, B € FS(I) dos conjuntos difusos sobre
I de manera que existe un valor ¢y € I tal que A(ty) = B(ty) = 1. Definamos
A/B € FSy(X) como A(x) = Ay B(z) = B para cada x € X. Entonces los

conjuntos difusos de tipo 2 A y B verifican que, para cada x € X, existe un
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valor tg € I tal que A(x)(tg) = A(to) = 1 y B(z)(to) = B(tp) = 1. Como I, es
un indice de solapamiento normal, resultard que I,(A,B) = F' € FS(X). Por

consiguiente, dado cualquier xy € X, observamos que
o(A, B) = o(A(xg),B(10)) = I,(A,B) (o) = F*(20) = 1.

Esto demuestra que o es un indice de solapamiento normal.

[Apartado 2] Sean A, B € FS(I) y # € X. Entonces:
[(jor © 0)(4, B)|(2) = [jor(o(A, B))] () = F*P)(z) = o(A, B)
y, por otro lado,

(Lo 0 (jx < jx))(A, B)l(z) = [Lo((jx % jx)(A, B))] (x)
= [Lo(ix(A), jx(B))] (z) = o(jx (A)(x), jx (B)(x)) = o(A, B).

De esta forma, jo; 00 = 1,0 (jx X jx) y el diagrama anterior conmuta. |

Definicién 3.8.15 El indice de consistencia de Zadeh de tipo (2,1) es la apli-
cacion Iz : FSo(X) x FSo(X) — FS(X) definida, para cada A, B € FSo(X) y

cada v € X, mediante:
I7(A,B)(z) = sup({ min {A(x)(1), B@)(8)} : t € T}).

Corolario 3.8.16 El indice de consistencia de Zadeh de tipo (2, 1), formalizado
en la Definicién 3.8.15, sobre X es un indice de solapamiento normal de tipo (2,1)

que verifica, para cada A, B € FSy(X), las siguientes propiedades.

1) Si A < B entonces Iz(A,B) = supA € FS(X) (es decir, Iz(A,B)(z) =
sup(A(z)) para cada z € X ).

2) Iz(A,A) =supA € FS(X).

3) I7(F° A) = F° € FS(X).

4) I7(A,F') =supA € FS(X).

M.A. Tiscar




3.8. LOS INDICES DE SOLAPAMIENTO DE TIPO (2, k) 117

5) Iz(F!, F*) = sup () € FS(X) para cada ¢, s € L.

DEMOSTRACION : Denotemos por o), al indice de consistencia de Zadeh de tipo
(1,0), es decir, a la aplicacién o}, : FS(I) x FS(I) — I dada por

0y (A, B) = sup({ min {A(t), B(t)} : t € 1}).
Dado que 0, es un indice de solapamiento de tipo (1,0), el Lema 3.8.14 garantiza
que Iz = I, es un indice de solapamiento normal de tipo (2, 1). Probemos las

propiedades anunciadas.
[Apartado 1] Dado dos conjuntos difusos A, B € FSy(X) de tipo 2 tales
que A < B, se verifica que, para cada r € X:
I7(AB)(z) = sup({ min {A(x)(¢),B(z)(t)} : t € 1 })
— sup({ A(@)(t) : £ € 1}) = sup(A(x)) = (STDA)(z).

[Apartado 2] Se deduce del apartado anterior tomando B = A.

[Apartado 3] Dado que FY < A se tiene que, para cada x € X,

I,(F°, A)(z) = (S0P ) (x) = sup(F*(z)) = 0 = F(x).

[Apartado 4] Dado que A < TF! el primer apartado garantiza que
Iz(A,F') =supA.
[Apartado 5] Sit < s, entonces F' < F*| de donde I (F* F*) = supF* =

gﬁf) le’n(t,s) ) -

El indice de consistencia de Zadeh de tipo (2,1) es un ejemplo de indice de
solapamiento de tipo (2,1) generado por funciones de solapamiento débil, como

en el siguiente resultado.

Lema 3.8.17 Dada una funcién de solapamiento débil G : 1> — I, definamos

I : FSy(X) x FSo(X) — FS(X) mediante la expresion:

(A, B)(x) = sup({ G(A(x)(t), B(x)(t)) : t € T})
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para cada A, B € FSy(X) y cada z € X. Entonces I es un indice de solapamiento

de tipo (2, 1) que verifica las siguientes propiedades.

1) Si G es normal, entonces I es normal.
2) El siguiente diagrama conmuta, es decir, jo; © G = Ig o (Jo2 X Jo2)-

IxI ¢

=

Jo2 X jo2 = Jo1

DEMOSTRACION : La aplicacion I es claramente simétrica y creciente. Ademas:

Io(A,B) = F°
< sup({ G(A(x)(t),B(z)(t)):t€l}) =0 paracada x € X
& G(A(x)(t),B(x)(t)) =0 paracadax € X ycadatel
< A(z)(t) -B(z)(t) =0 paracadaxz € X ycadatel
< A y B son completamente disjuntos.

Por tanto, I es un indice de solapamiento de tipo (2, 1).

[Apartado 1] Supongamos que G es normal y sean A, B € FSy(X) tales que
para cada x € X existe t, € I verificando A(z)(t,) = B(x)(t,) = 1. Entonces,
G(A(z)(t:),B(z)(t;)) = G(1,1) = 1, de donde se deduce que, para cada x € X,

Ia(A,B)(x) = sup({ G(A(2)(t), B(z)(1)) - t € T}) = 1.

Por consiguiente podemos afirmar que I¢(A,B) = F! en X, lo que demuestra

que I es un indice de solapamiento normal.

[Apartado 2] Sean t,s € I y x € X. Entonces, por un lado,

(G (2, 5))] () = FE") () = Gt 5)
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y, por otro lado,

e ((joz x jo2) (. 5))] (x) = [1c(F",F*)] (x)
= sup({ G(F'()(r), F*(x)(r)) : 7 € I})
=sup({G(t,s) :r€l}) =Gt s).

Por consiguiente, jo; © G = Ig o (Jo2 X Jo2)- |

Ejemplo 3.8.18 La funcion de solapamiento G, definida por G(t,s) = min(t, s)
para cada t, s € I, proporciona el indice de solapamiento og : FS(X) x FS(X) —
I de tipo (1,0) dado por:

ocg(A, B) = sup ({min(A(z), B(z)) : x € X })

para cada A, B € FS(X), el cual, a su vez, induce el indice de solapamiento

I : FSo(X) x FSy(X) — FS(X) de tipo (2,1) dado por
Ta(A, B)(z) = sup ({ min(A(x) (1), B(z)(1)) : ¢ € T})
para cada A, B € FSy(X) y cada v € X.

Ejemplo 3.8.19 De igual forma, la funcion de solapamiento G, dada por

G(t,s) =t-s para cada t,s € 1, genera las siguientes estructuras superiores:

oc : FS(X) x FS(X) — 1,
oc(A,B) =sup ({ A(z) - B(z) :x € X });
I - FSy(X) x FSo(X) — FS(X),
Ta(A,B)(z) = sup ({ A(2)(1) - Ba)(t) : 1 € T}),

para cada A, B € FS(X), cada A,B € FSy(X) y cada z € X.

Una extension del diagrama del Lema 3.8.17 nos permite visualizar como
actia una funcién de solapamiento débil en la construccién de indices de so-

lapamiento de tipo (1,0) y (2,1), de tal forma que el diagrama mostrado en
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el segundo apartado de Lema 3.8.17 puede ser visto como la contracciéon del

siguiente diagrama doble:

IxI ¢ I

Jo1XJjo1

FS(X) x FS(X) % I
J12XJ12 = Jo1
FS(X) % FSy(X) FS(X)

Ig

siendo o¢ : FS(X) x FS(X) — el indice de solapamiento de tipo (1,0) definido,

como en la seccién precedente, por:
oc(A, B) = sup({ G(A(z), B(z)) : v € X })

para cada A, B € FS(X).

3.8.3. [Indices de solapamiento de tipo (2,2)

En esta subseccién trabajaremos con elementos de F'So(X) cuya variabilidad
es aun mayor que en los casos clasicos. La primera victima de esta generalizacion
serd la normalidad, no pudiendo afirmar, en general, que el uso de funciones de
solapamiento débil normal genere indices de solapamiento de tipo (2,2) norma-

les.

Lema 3.8.20 Dada una funcién de solapamiento débil G : I? — 1, definamos

T : FSo(X) x FSo(X) — FSo(X) como:
Zo(A, B)(2)(t) = G(A(2)(1), B()(t))

para cada A, B € FSy(X), cada = € X y cada t € I. Entonces Z es un indice de

solapamiento de tipo (2,2) que verifica las siguientes propiedades.
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1) El siguiente diagrama conmuta, es decir, jos © G = I o (Jo2 X Jo2):

IxI ¢ I

Joz2 X jo2 = Joz2

FSo(X) x FS(X) FSy(X)

Ia
2) T(F!, F*) = F¢*) para cada t,s € L.
3) Si G es normal entonces Zg(F!, F!) = F'.

DeMOSTRACION : Claramente Zg es simétrica y creciente. Ademas, dados A, B €

FSo(X), se verifica que:

To(A,B) = F°
& G(A(x)(t),B(z)(t)) =0 paracadax € X ycadatel
& A(z)(t) -B(z)(t)) =0 paracadax e X ycadatel

< A y B son completamente disjuntos.

Luego Fg es un indice de solapamiento de tipo (2, 2).

[Apartado 1] Sean t,s,7 € Iy sea x € X. Entonces

[(jo2 © G)(t,9)] (2)(r) = [joa(G (2, 5))] (2)(r) = FEE) (2)(r) = G2, 5)

y, por otro lado,

[(Zg © (o2 % jo2))(t, 8)](2)(r) = [Za((Joz X Jo2) (¢, 8))](x)(r)
= [Zo (o2 (), Joa(5))] () (r) = |Z(F*, F*)] (2)(r)
= G(F'(z)(r), F*(x)(r)) = G(t, 5).

Por tanto, jgg oG=TFo (j()g X jog).
[Apartado 2] Es inmediato que para cada t,s,r € [y cada z € X,
To(F' F2) (2)(r) = G(F'(2)(r), F*(2)(r)) = G(t, 5) = F7" (2)(r).
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[Apartado 3] Supongamos que G es normal, es decir, G(1, 1) = 1. Entonces,
por el apartado anterior, Zg(F!', F!) = F¢(LD = F!, n

Retomando la pequena introduccion al inicio de esta subseccion, el hecho de
que G sea normal no implica que Zg lo sea. Para probarlo, sean A;B € FSy(X)
tales que para todo x € X existe ¢, € I que verifica A(z)(t,) = B(z)(t,) = 1.

Entonces

G(A(ZL‘)(QE),IB([E)(%)) = G(lv 1) =1,

pero

Zo(A,B)(2)(t) = G(A(2)(1), B()(t))

no tiene por qué tomar el valor 1 para un ¢ € I arbitrario, incluso si G es
normal. Por tanto, sélo podemos garantizar, atendiendo al tercer apartado del

lema anterior que, si G es normal, entonces Zg(F!, F!) = F.

Ejemplo 3.8.21 Definamos T : FSo(X) xFSo(X) — FSo(X), para cada A, B €
FSo(X), cada x € X y cada t € I, mediante la expresion:

Z(A,B)(x)(t) = % 2 — max(A(z)(t), B(x)(t))
+2min(A(z)(1), B(x)(1)) — (4(1 — méx(A(z)(t), B(x)(1)))

Entonces T es un indice de solapamiento normal de tipo (2,2) ya que T coin-

+(max(A(x)(t), B(x)(t)) — 2min(A(z)(t), B(z) (t)))2>

cide con el indice g construido en el Lema 3.8.20 asociado a la funcion de

solapamiento débil normal G definida, para cada t,s € 1, como

G(t,s) = [2 — méx(t, s) + 2min(t, s)

DO | —

—\/4(1 — méx(t, s)) + (méx(t, s) — 2min(t, s))?

(recordemos que G no es una funcion de solapamiento tal y como se mostrd en

el Ejemplo 3.7.7).
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3.9. Algoritmos de inferencia para sistemas in-
terpolativos difusos de tipo 2 usando indi-

ces de solapamiento

Los indices de solapamiento pueden ser de gran ayuda en las aplicaciones. En
esta seccion ilustramos la aplicabilidad de los indices de solapamiento dentro de
un marco concreto de la logica difusa. Establecemos este ejemplo en el contexto
de la aplicacién del modus ponens cuando los datos de entrada (las reglas y los
hechos) son conjuntos difusos de tipo 2 en lugar de escalares reales o conjuntos
difusos de tipo 1. El modus ponens es una técnica muy conocida en el ambito
de la légica difusa para obtener una consecuencia a partir de un conjunto de
reglas y un antecedente concreto. En las siguientes lineas presentamos dos algo-
ritmos distintos para afrontar el problema de determinar un conjunto difuso de
tipo 2 consecuente cuando tanto el conjunto finito de reglas como el hecho son
modelizados por conjuntos difusos de tipo 2. Para llevar a cabo esta tarea, sera
importante el uso de un indice de solapamiento de tipo (1,0) (como en el caso
del Algoritmo 1 que introduciremos) o un indice de solapamiento de tipo (2,0)

(véase el Algoritmo 2).

En los ultimos anos, se han propuesto varios métodos de razonamiento in-
terpolativo difuso basados en conjuntos difusos tipo 1 y tipo 2 (en este tltimo
caso, intervalares). Para ejemplos de lo primero, véanse los trabajos de Chang
y otros [21], Chen y Adam [23], Chen y Chen [26], y las referencias contenidas
en dichos trabajos. Ahora, para ver ejemplos de esto ultimo, pueden consultarse
los articulos de Chen y Barman [24], Chen y Shen [31], Chen y otros [28], y
las referencias discutidas por ellos. Para otras técnicas, como conjuntos difusos
“rough” [30], véase también [32]. Sin embargo, fueron Garcia-Jiménez y otros
[49] quienes propusieron utilizar indices de solapamiento en sistemas difusos

interpolativos.

El siguiente desarrollo pudiera igualmente desarrollarse en conjuntos arbitra-
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rios X e Y. Sin embargo, debido al hecho de que el caso finito es especialmente
interesante de cara a las aplicaciones, limitamos este estudio al caso de dos
conjuntos finitos U = {uy,us,...,u,} vy V = {v,v9,...,v,}, adaptando la

notacion a este caso.

Dados A € FSy(U) y t € I, denotemos por A(-)(t) € FS(U) al conjunto
difuso sobre U definido por [A(-)(t)] () = A(x)(t) para cada x € U.

Dados Ay, A, ..., Ay A" € FSy(U) y By, By, ..., B, B € FSy(V), considere-

mos el siguiente sistema difusos basado en reglas de tipo 2:

Regla R; : Si (u,t) es Aj, entonces (v,s) es B

Regla R; : Si (u,t) es Ag, entonces (v,s) es By

Regla R, : Si (u,t) es A,, entonces (v,s)esB, (3.12)
Hecho: (u,t) es A’

Conclusién: (v,5) es B

Para simplificar la notacién, denotamos por “R; : A; — B;” a la regla difusa de
tipo 2 dada por: “si (u,t) es A;, entonces (v, s) es B;” (donde j € {1,2,...,p}).
El objetivo principal de este sistema es determinar el conjunto difuso tipo-2
salida B que se puede deducir bajo la premisa de que se verifican las reglas del
sistema y se constata el hecho desencadenante. En las siguientes subsecciones
describimos dos procedimientos distintos para llevar a cabo esta tarea emplean-

do, de manera crucial, indices de solapamiento de distintos tipos.

3.9.1. Un primer algoritmo

Proponemos, en primer lugar, utilizar el siguiente algoritmo para calcular el
conjunto difuso B’ de tipo 2 a partir de las reglas (R; : A; — B;) y el hecho

(A’). Este algoritmo involucra tres herramientas algebraicas principales:

1) una funcién de solapamiento G : I? — T;
2) una funcion de agregacion M : [P — [; y
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3) un indice de solapamiento O : FS(U) x FS(U) — I de tipo (1,0) sobre el

conjunto U.

Con estos ingredientes, proponemos desarrollar el siguiente algoritmo.

Algoritmo 1

Entrada: Un conjunto de p reglas {R; : A; — B;}_; y un
hecho A’.

Salida: B'.

1: Elegir una funcién de agregacion M, una funcion de solapamiento
débil G y un indice de solapamiento O de tipo (1,0) en U

2:for je{1,2,....,p} yteldo

3: Calcular O (A'(-)(t), A;(-)(1))

4: end for

5: Construir B' € FSy(V') dado, para cadav € V' y
t el por

B (v) (t) = JZ\Z G (B; (v) (1), O (A'()(8), A ()(2))) -

Veamos que B’ estd bien definido, es decir, es un conjunto difuso de tipo
2 sobre V. Sean v € V y t € I. Teniendo en cuenta que A'(-)(t) € FS(U)
y A;(-)(t) € FS(U) para cada j € {1,2,...,p}, podemos considerar el nimero
real O (A'(-)(¢),A;(-)(t)) € L. Por tanto, como B; (v) (t) € I, podemos calcular el
solapamiento G (B, (v) (t), O (A'(-)(t),A;(-)(t))) € [ para cada j € {1,2,...,p},

y, agregando tales ntimeros, obtenemos B’ (v) (¢) € 1.

El algoritmo 1 aparece de forma natural en el contexto de conjuntos difusos
de tipo 2 con objeto de ser coherente con el Algoritmo 1 descrito en [49]. Co-
mo consecuencia, también verifica muchas de las principales propiedades de tal

procedimiento, como mostramos en el siguiente resultado.

Teorema 3.9.1 Consideremos el sistema basado en reglas difusas de tipo 2 des-

crito en (3.12), donde Ay, Ay, ... A A" € FSy(U) y By, By, ...,B, € FSy(V)
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son conocidos. En este contexto, bajo el Algoritmo 1, se verifican las siguientes

propiedades.

1. Si A’ A” € FSy(U) son tales que A’ < A”, entonces B’ < B”.

2. Si A’ es completamente disjunto a cada A;, j € {1,2,...,p}, entonces B’ =
IFO sobre V.

3. Si M es disyuntiva (es decir, M > méx), G(t,1) =t paracadat € Iy
O (A'(-)(t),A;(-)(t)) =1 paracadat € Iy cada j € {1,2,...,p}, entonces
B’ 2 mé.X(Bl,BQ, Ce ,Bp).

4. Si M =max, G(t,1) =t paracadat € Iy O (A'(:)(¢),A;(-)(t)) = 1 para
cadat €lycada j€{1,2,...,p}, entonces B’ = max(B;,B,,...,B,).

5. Si M >max, G >miny B, (v) (t) <O (A'(-)(t),A;(-)(t)) paracada t € 1
y cada j € {1,2,...,p}, entonces B’ > max(B,B,,...,B,).

DEMOSTRACION : (1) Supongamos que A" < A" es decir, A'(u)(t) < A"(u)(t)
para cada u € U y cada t € L. Entonces A’'(-)(t) < A”(-)(t) para cada t € L.
Como O es un indice de solapamiento de tipo (1,0), él es creciente, por lo
que O (A'(:)(t),A;(-)(t)) < O(A"(-)(t),Aj(-)(t)). También, como la funcién de
solapamiento débil G y la funcion de agregacién M son crecientes, deducimos,

para cadav € V y cada t € I,

B’ (v) (t) = (

G (B; (v) (1), O (A'()(1), A;()(1)))
G(]BJ (%

(0) (1), O (A"()(1), A; (-)(1)) = B (v) (2).

<

M
M

IA

p
1
p
J=1

(2) Supongamos que A’ y A; son completamente disjuntos para cada j €
{1,2,...,p}. Entonces A’(u)(t) - A;(u)(t) = 0 para cadau € U y cada t € I. En

particular, los conjuntos difusos A'(-)(t) y A;(-)(¢) son completamente disjuntos

paracada j € {1,2,...,p} ycadat € I. Como O es un indice de solapamiento de
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tipo (1,0), deducimos que O (A'(-)(t), A;(-)(t)) = 0 para cada j € {1,2,...,

y cada t € I. Por tanto, como G es una funcién de solapamiento débil,

G (B; (v) (1), O (A'()(1), A;()(1)) = G (B, (v) (£),0) = 0

para cada j € {1,2,...,p}, cadat € Iy cada v € V. De esta forma,

B (o) (1) = M G (B; (v) (1). O (W/()(0), Ay () (1))

para cada v € V y cada t € I, lo que significa que B’ = FF°.

(3) En este caso, para cadav € V y cada t € I,

i

B (0) (1) = M G (B; (v) (1), 0 (A'()(®), A;(-)(1)))

J:

M G (B, (0) (t),1) = M B, (v) (1)

Jj=1 Jj=1

= M (By (v) (), B2 (v) (£), ..., By (v) (1))
Z max {Bl (U> ( ), 2 (U) ( ) 7]BP (U> <t>}
= (méx {By, By, ..., B,}) (v) (t).

iS]

p}

(4) Si M = max, entonces la desigualdad dada en (3.13) es, en realidad, una

igualdad.

(5) Se sigue del hecho de que, para cada v € V y cada t € I,

e

B (v) (1) = M G (B; (v) (1), 0 (A'()(1), A;()(1)))

min (B; (v) (1), O (A'()(£), 4;(-)(1)))

<
Il
—

v
=

<
Il
-

I
=
&
<
—~
4
~—
—~
~
~—

.
Il
—

> méx {By (v) (1), B2 (v) (1), ..., By (v) (1)}
= (méx {B1,Bs, ..., B,}) (v) (t).
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La fuerza de este resultado radica en el manejo de sistemas difusos de ti-
po 2 de “amplio rango”. Pero no debemos olvidar que, en la mayoria de las
situaciones experimentales, el nimero de reglas es muy reducido, generalmente
en pro de la simplificacién de operaciones o la economia de medios. Por eso es
muy interesante el siguiente corolario, en el que el sistema se reduce a una tnica
regla. En particular, es muy frecuente que, ademas, el hecho coincida con el

antecedente.

En otras palabras, si retomamos la idea expuesta de punto fijo para el opera-
dor trabajado en la primera parte del capitulo, el Algoritmo 1, bajo un escenario
suficientemente “adelgazado”, mantiene, en cierta medida, ese concepto de pun-

to fijo.

De esta forma, una primera consecuencia del teorema anterior se produce
cuando consideramos una tunica regla y el hecho es igual al antecedente en la

regla.

Corolario 3.9.2 Si G =miny O (A(-)(t), A(-)(t)) = 1 para cada t € [, entonces

la conclusién del modus ponens particular de tipo 2 siguiente:

Regla: Si (u,t) es A, entonces (v,s) es B
Hecho: (u,t) es A

bajo el Algoritmo 1 es B’ = B.

DEMOSTRACION @ Se deduce del apartado 4 del Teorema 3.9.1 utilizando G = min,

p=1y A =4A u

Aplicando los apartados 3 y 4 del Teorema 3.9.1 al caso en el que todos los
conjuntos difusos By, B, ..., B, de tipo 2 son iguales (es decir, By =By = ... =

B, =B € FSy(U)), deducimos el siguiente resultado.

Corolario 3.9.3 Bajo el sistema basado en reglas difusas de tipo 2 descrito en

(3.12), si M > max, G(t,1) =t paracadat €I, O (A'(-)(t),A;(-)(t)) = 1 para
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cadat € [ycadaj e {1,2,....p} yB, =By, = ... = B, = B, entonces la

conclusién B’ bajo el Algoritmo 1 satisface B’ > B.

Ademds, si, adicionalmente, suponemos que M = max, entonces B’ = B.

En el siguiente resultado utilizamos los respectivos minimos absolutos FY, €
FSy(U) y FY, € FSy(V), y los respectivos maximos absolutos F, € FSy(U),
Fi, € FSy(V) y F} € FS(U).

Corolario 3.9.4 Dados Aj, Ay, ..., A, € FSy(U) y By, By, ..., B, € FSy(V), sea
O : FSy(U) — FSy(V)

la aplicacién que asocia a cada A’ € FSy(U) la conclusiéon B’ del sistema basado
en reglas difusas de tipo 2 (3.12) bajo el Algoritmo 1. Entonces ® satisface las

siguientes propiedades..

1. ® es creciente.
2. ® (F?J) = IF?,.

3. Si M > méx, G(t,1) = t para cada t € I, méx(By,B,,...,B,) = F{ y
O (FL,Aj(-)(t)) = 1 paracada t € Ty cada j € {1,2,...,p}, entonces
o (FL) =Fl,.

DeMOSTRACION : Estas propiedades se deducen directamente de los apartados 1,

2y 3 del Teorema 3.9.1. [ ]

El Corolario 3.9.4 nos recuerda que, dados A;, As, ..., A, € FS(U) y By, B,

..., B, € FS(V), existe una aplicacién
é: FS(U) — FS(V)

que asocia a cada conjunto difuso A" € FS(U) la conclusién B’ € FS(V) del
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sistema basado en reglas:

Regla Ry : Siues A;, entonces v es B

Regla R, : Siues Ay, entonces v es Bs

Regla R, : Siues A, entonces ves DB, (3:14)
Hecho: ues A

Conclusion: ves B

bajo cualquier algoritmo que podamos imaginar.

3.9.2. Un segundo algoritmo

El algoritmo anterior presenta una peculiaridad muy significativa; el niimero
O(A'(-)(t), Aj(-)(t)) depende directamente de ¢t € I. Este hecho puede inter-
pretarse como una ventaja (porque tiene en cuenta directamente los valores
concretos de A’ y cada A;) o como un inconveniente (porque tal vez requiera
un esfuerzo de cédlculo considerable). En el segundo caso, es posible reducir las
necesidades de calculo utilizando un nimero que no depende de t. Una forma
razonable de llevar a cabo este cambio en el punto de vista es reemplazando el
indice de solapamiento O : FS(U) x FS(U) — I de tipo (1, 0) sobre el conjunto
U por un indice de solapamiento i : FSy(U) x FSy(U) — I de tipo (2,0) so-
bre el mismo conjunto. En este caso, podemos considerar la siguiente segunda

aproximacion al problema, que dependera de:

1) una funcién de solapamiento débil G : 12 — T
2) una funcién de agregacion M : P — I; y

3) un indice de solapamiento ¢ : FSy(U) x FSy(U) — I de tipo (2,0) sobre el

conjunto U.

De esta manera, proponemos el siguiente algoritmo.
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Algoritmo 2

Entrada: Un conjunto de p reglas {R; : A; — B;}7_; y un hecho
A

Salida: B'.

1: Elegir una funcién de agregacion M, una funcion de solapamiento
débil G y un indice de solapamiento i de tipo (2,0) sobre U.

2: for j € {1,2,...,p} do

3: Calcular i (A', A;)

4: end for

5: Construir B’ € FS,y(V') dado, para cada v € V' y cada
t €l por

p

B (v) (t) = M G (B; (v) (1), i (A, Ay)).

j=1

Este segundo algoritmo satisface también propiedades similares a las descri-

tas en el Teorema 3.9.1.

Teorema 3.9.5 Consideremos el sistema basado en reglas difusas de tipo 2 des-
crito en (3.12), donde Ay, Ay, ..., A, A" € FSy(U) y By, By, ..., B, € FSy(V)
son conocidos. En este contexto, bajo el Algoritmo 2, se verifican las siguientes

propiedades.

1. Si A’ A” € FSy(U) son tales que A" < A”, entonces B’ < B”.

2. Si A’ es completamente disjunto a cada A;, j € {1,2,...,p}, entonces B’ =
IF sobre V.

3.Si M > méax, G(t,1) = t paracadat € Iy i(A’;A;) = 1 para cada
j€41,2,...,p}, entonces B’ > max(B;,B,,...,B,).

4. Si M = max, G(t,1) = t para cadat € Iy i(A’"JA;) = 1 para cada
j€41,2,...,p}, entonces B’ = max(B;,B,,...,B,).
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5. Si M > méx, G >miny B, (v) (t) <i(A’,A;) paracada j € {1,2,...,p},
v €V ycadatel, entonces B’ > miax(By,Bs,...,B,).

DEMOSTRACION : Veamos, por ejemplo, la demostracion del primer apartado (el

resto de propiedades se demuestran de igual forma).

(1) Supongamos que A" < A”. Dado que i es creciente, entonces i (A, A;) <
i (A", A;) para cada j € {1,2,...,p}. Ademas, el caricter creciente de Gy de
M nos lleva a que B’ < B”. ]

Corolario 3.9.6 SiG > miny B (v) (t) <i(A,A) paracadav € Vycadatel,

entonces la conclusién del modus ponens particular de tipo 2 siguiente:

Regla: Si (u,t) es A, entonces (v, s) es B
Hecho: (u,t) es A

bajo el Algoritmo 2 satisface B’ > B. Y si G = min, entonces B’ = B.

DEMOSTRACION : En este caso particular, como A’ = A; = A y B; = B, entonces:

B’ (v) (t)

(By (v) (), (A", Aj))
(B (v) (t),7 (A, A)) > min (B (v) (1), i (A, A))

G
G
B (v) (t)

para cada v € V y cada t € I, por lo que B’ > B. Y si G = min, entonces se

verifica la igualdad. [

3.9.3. Ejemplo y discusién

En este apartado vamos a mostrar un ejemplo de aplicacién de los dos algo-
ritmos anteriores empleando nimeros difusos triangulares en el conjunto FS(I),
y discutiremos los resultados que vayamos obteniendo. Recordemos que, dados

tres nimeros reales a, b, c € I en el intervalo I tales que a < b < ¢, utilizamos la
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notacién (a/b/c) para referirnos al nimero difuso triangular de la familia FS(I)

cuya funcion de pertenencia es, para cada t € I,

(t—a .

, sia<t<ob,
b—a
1, sit =",

(a/b/c)[t] =
sib<t<e,

C —_—
0, en cualquier otro caso.

\

Sean U = {uy,us,u3} y V = {v1,v2} dos conjuntos finitos arbitrarios. Conside-
remos las siguientes reglas {R; : Aj — B;}_; (p = 2) que emplean los siguientes

numeros difusos de tipo 2:

A= bw) = (02/06/08), Bi=q $J09/1):
| i (us) = (05/0.75/1); ) = 08
Ay = ¢ Ay(up) =(0.3/0.4/0.8), B, = Ba(s) = (0.3/0.5/0.8)
| Aolus) = (0.7/0.8/0.9); .
y el hecho

A'(uy) = (0.4/0.6/0.8),
A= ¢ Alluy) = (0.2/0.5/0.7),
A(uz) = (0.8/0.9/1).
Mostramos la representacion grafica de las funciones de pertenencia de los

numeros difusos triangulares previos en las Figuras 3.11, 3.12 y 3.13. Para sim-

plificar los célculos, utilizamos:

» la funcién de solapamiento débil G(t,s) =t s para cada t,s € I, y

» la funcién de agregacion M (t,s) = (t + s)/2 para cada t, s € I (que posee

p = 2 argumentos).
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(a) A1 (u1) (b) Aq(us) c) A (us)

Figura 3.11: Representacion grafica de los nimeros difusos A;(u;)

(d) Ag(u) (e) Az(uz) £) Ag(us)

Algoritmo 1

Empleamos el indice de solapamiento O : FS(U) x FS(U) — I de tipo (1,0)
dado, para cada A, B € FS(U), por:

O(A, B) =sup min{A(u), B(u)}

uelU

= méx (mln{A(uZ) B(Uz)}>

= max (min{A(u), B(u1)}, min{ A(us), B(u2)},
min{A(us), B(us)}) -

Para cada j € {1,2} y cada t € [, calculamos

O (A'()(1), A () (1))

y obtenemos (véase la Figura 3.14):

(

0, si 0<t<0,2
25t—05, si 0.2<t<8/15,

O WD), Ay( 1)) = 4 22750 st B/15<t=<0T,

0, si 0.7<t<0.8,
10t —8, si 0.8<t<6/7,
| 4-4t, si6/7T<t<1;

M.A. Tiscar




3.9. ALGORITMOS DE INFERENCIA PARA SISTEMAS INTERPOLATIVOS DIFUSOS 135

(a) By(v1) (b) By(v2)

(c) Ba(v1) (d) Ba(v2)

Figura 3.12: Representacién gréfica de los nimeros difusos B;(vy,)

(a) A'(u1) (b) A'(uz) (¢) A/ (uz)

Figura 3.13: Representacion grafica de los nimeros difusos A’(u;)

/

0, si 0<t<0.3,

—3410f, si 0.3<t<0.35,

(10t —2)/3, si 0.35 <t < 16/35,

2 — 2.5t si 16/35 <t < 0.6,
O (A'(:)(t),Ax(-)(t)) = ¢ 3.5 —5t, si 0.6<t<0.7,

0, si 0.7<t<0.8,

10t — 8, si 0.8 <t<0.85,

9 — 10, si 0.85 <t<0.9,

0, si 09<t<l.

A continuacién, calculamos, para j,k € {1,2} y t € I,

G (By(w) (1), 0RO 4,0)(1) )
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(a) O (A'()(8), Ar()(1)) (b) O (A'()(1), A2 () (1))

Figura 3.14: Representacion grafica de los conjuntos difusos O (A'(-)(t), Aa(-)(1))

y obtenemos (véase la Figura 3.15):

G (By(v1)(t), O (A()(), Ar()(1)))

(

0, si0<t<04,
2 — 15t + 25t si 0.4 <t<0.5,
—{ 1754+ 1125t — 1252, si 0.5 <t < 8/15,
(3.5 — 5t)% si 8/15<t<0.7,
\0, si 0.7<t<1;
G (Bi(v2)(t), O (A'()(1), Ar(-)(1)))
(0, si 0<t<08,
| e4—1600 410022, si 0.8<t<6/7,
] 32472t —402, si 6/7T <t <009,
| 40(1 — )%, si 0.9<t<1;
G Ba(v1)(t), O (A'()(1), A2(-)(1)))
(0, si 0<t<05,
) 125875t + 12,587, si 0.5 <t <8/15,
| 875430t — 252, si 8/15<t<0.7,
0, si 0.7<t<1;
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G ( Ba(v2)(1), O (A'()(1), A2(-)(1)))

(

0,

0.75 — 6.25¢ + 12.5¢2,
(—4 + 25t — 25t2)/3,
(28 — 75t + 50t?) /3,

si 0<t<0.3,

si 0.3<t<0.5,
si 0.5 <t<8/15,
si 8/15 <t <0.7,

0, si 0.7<t<1.

Figura 3.15: Representacion grafica de los conjuntos difusos definidos como

G (Bj(ve)(t), O (A'()(2), Aj(-)(t))), para j, k € {1,2}

Finalmente, calculamos las expresiones del conjunto difuso B’ de tipo 2 dado
por:

B(u)(0) = M G Biw)(t), O W00, 40)0))

y obtenemos (véase la Figura 3.16):

.

0, si 0<t<04,
1 —75t+125t2, si 04<t<0.5,
B'(v1)(t) =< —0.25 + 1.25¢, si 0.5 <t<8/15,
1.75 — 2.5¢, si 8/15 <t <0.7,
0, si 0.7 <t<1;
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0, si 0<t<0.3,
(3—25t+502)/8, si 0.3<t<0.5,

(—4 425t — 25¢2)/6, si 0.5 <t < 8/15,
(28 — 75t + 5062) /6, si 8/15 <t < 0.7,

B'(v2)(t) = _
0, si 0.7<t<0.8,
32 — 80t + 50t2, si 0.8<t<6/7,
—16 + 36t — 20¢2, si 6/7<t<0.9,
[ 20(1 — )%, si 0.9<t<1.
/\ AN
(a) B'(v1) (b) B'(v2)

Figura 3.16: Representacién gréfica de los conjuntos difusos que definen la salida B’

de tipo 2 empleando el Algoritmo 1

Algoritmo 2

En este segundo caso, para ser coherente con la eleccién que hemos hecho en
el caso del primer algoritmo, utilizamos el indice de solapamiento i : FSo(U) x

FSo(U) — T de tipo (2,0) dado, para cada A, B € FSy(U), por:
i(A,B) = sup <m1’n{A(u)(t),IB%(u)(t)} uel, te ]1)

Como las funciones A(u;)(-),B(u;)(-) : I — I son continuas sobre el intervalo

compacto, poseen maximos absolutos, por lo que

i(A,B) = méx (méx {min{A(u,;)(t),]B%(ui)(t)}}) .

tel 1<4<3

Por tanto, para cada j € {1,2},

i(A', A;) = méx ( méx {min{A’(ui)(t), Aj(ui)@)}}) .

tel 1<:<3
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Observemos que, para cada j € {1,2} y cada t € [
e { min{ A (u;) (1), A;(u:) (1) }} = O(A/() (1), A;()(1)) .
Estas funciones fueron dibujadas en la Figura 3.14. Por consiguiente, sus res-

pectivos méaximos absolutos son (véase la Figura 3.17):

. 5 , 6
i(AA) = G y i(AAy) = =

0

2

Figura 3.17: Representacion gréfica de las funciones {t — O (A'(-)(t), A;(-)(?)) }j:1

y de sus maximos absolutos

Utilizando la funcién de solapamiento débil G(t,s) = ts, podemos calcular
G (B;(vg)(t),i(A", A;)) para cada j, k € {1,2} y cada t € I, y obtenemos ()véase
la Figura 3.18):

0, si0<t<04,
925t —10)/3, si 0.4 <t<0.5
G (By(0)(),i(, A)) = { BT IOB
(35— 500)/12, si 0.5 <t <0.7,
Lo, si 0.7 <t<I;
(0, si 0<¢<0.8,
G (By(v2)(t),i(A", A1) = ¢ 5(5t—4)/3, si 0.8 <t<0.9,

25(1—1)/3, si 09<t<I;

(0, si 0<t<05,

15(2t —1)/7, si 0.5 <t<0.7,
12(4 = 5t)/7, si 0.7<t<08,
0, si 0.8<t<1;

G (Ba(v1)(t),i(A, Ag)) =

\
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0, si 0<t<0.3,
3(10t —3)/7, si 0.3 <t <0.5,

G (B2(02)(t)’ i(A/’AQ)) - 4(4 _ 5t)/7’ si 0.5 <t<0.8,

\0, si 0.8 <t< 1.
(a)j=1, k=1 (b)j=1 k=2
() j=2 k=1 (d)j=2 k=2

Figura 3.18: Representacion grafica de las funciones G (B;(vy)(t),i(A’, A})), para
J.k € {1,2}

Utilizando la funcién de agregacion M, podemos calcular el conjunto difuso

B’ de tipo 2 empleando la expresion:

B'(vr)(t) =

J

G (B; (o) (1), i(A", A))

2
=1

y obtenemos, para cada k € {1,2} y cada t € I (véase la Figura 3.19):

0, si 0<t<04,
5(5t — 2)/6, si 0.4 <t<0.5,
B'(v1)(t) =< 5(2t+13)/168, si 0.5 <t <0.7,
6(4 — 5t)/7, si 0.7<t<0.8,
0, si 0.8 <t<I;
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o

, si 0<¢<0.3,
3(10t — 3)/14, si 0.3 <t <0.5,
B'(v2)(t) =< 2(4—5t)/7, si 05<t<0.8,
5(5t—4)/6, si 0.8 <t<0.9,
25(1 —1)/6, si 0.9<t<1.

(a) B'(v1) (b) B’ (v2)

Figura 3.19: Representacién grafica de los conjuntos difusos que definen la salida B’

de tipo 2 empleando el Algoritmo 2

Comparacién de resultados y discusién

La Figura 3.20 representa los conjuntos difusos B'(vy) y B'(vy) empleando el
Algoritmo 1 (en color rojo) o el Algoritmo 2 (en color azul).

ir 1r

(a) B'(v1) (b) B'(v2)

Figura 3.20: Comparacién de las salidas difusas B’ de tipo 2 empleando los

Algoritmos 1 (en rojo) y 2 (en azul)

Podemos observar que, al usar la funcién de solapamiento débil G(t, s) = ts,

el Algoritmo 1 es més complicado porque conduce a un momento en el que las
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funciones de pertenencia se multiplican. Por lo tanto, las funciones lineales (aso-
ciadas a nimeros difusos triangulares) se transforman en funciones parabdlicas

(convexas o concavas), que son mas dificiles de manejar.

Obsérvese que, dado que todas las funciones que hemos empleado son conti-
nuas, los conjuntos difusos de tipo 2 que hemos obtenido también son continuos

al verlos como funciones.

En ejemplo previo se mostré que los conjuntos difusos B'(vy) y B'(vg) con el
Algoritmo 1 son menores o iguales a sus funciones correspondientes al emplear
el Algoritmo 2. Este comportamiento es, por ahora, una pregunta abierta para

el futuro, pues no estd claro si ha de verificarse siempre en general.

Para terminar esta seccion, debemos destacar que existen otras configura-
ciones en las que los indices de solapamiento de tipo (2, k) pueden ser de gran
ayuda, especialmente en las aplicaciones. Por ejemplo, hay muchos contextos en
los que los conjuntos difusos de tipo 1 o de tipo 2 se operan a través de funciones
de agregacion. Para ello, suele ser necesario descender al contexto real y alli, con-
siderando nimeros reales, aplicar la funcién de agregacion. En otras palabras, es
usual calcular una operacién con dos conjuntos difusos A, B € FSy(X) de tipo 2
aplicando una funcién de agregacién M a los nimeros reales A(x)(t) y B(z)(t),
donde z € X y t € I. Sin embargo, los indices de solapamiento abren nuevas
vias en las que los conjuntos difusos de tipo 2 A y B pueden operarse directa-
mente obteniendo un conjunto difuso Z(A,B) € FSy(X) de tipo 2, un conjunto
difuso I(A,B) € FS;(X) de tipo 1, o incluso un escalar i(A,B) € FSy(X). Tales
familias de aplicaciones enriquecen las posibilidades de la investigacion. Este es
el caso de las medidas de similitud entre conjuntos difusos tipo 1 o tipo 2, que
pueden verse como estructuras algebraicas que asocian un nimero real a cada
par de conjuntos difusos de tipo 1 o de tipo 2 tratando de evaluar cuan simi-
lares o diferentes son los conjuntos difusos (véase [72, 79, 73]). Tales medidas
difusas generalmente satisfacen una propiedad de solapamiento (véase [72, 73]).
Parece razonable que, en futuros trabajos, se estudie el posible uso de indices

de solapamiento de tipo (2, k) en estos escenarios aplicados.

M.A. Tiscar




CAPITULO 4

Conclusiones e investigaciones futuras

Como es preceptivo en este tipo de memorias, bajo este ultimo titulo realiza-
mos una recapitulacion de los contenidos de la misma, partiendo de los objetivos
que nos planteamos en el primer capitulo y relaciondandolos con los temas que se
han abordado especialmente en el tercer capitulo. Describiremos algunos de los
logros que se han alcanzado pero también debemos destacar algunos aspectos
que, por una razoén u otra, no se han conseguido y que, por supuesto, quedan
pendientes para un futuro cercano. Ademas, teniendo en cuenta los resultados
que se han obtenido, nos han ido surgiendo cuestiones que pueden ser de interés

para desarrollar en futuras lineas de investigacion.

Comenzamos este capitulo recordando algunos de los objetivos que se plan-
tearon al inicio de la investigaciéon junto con su grado de consecucion. Hacemos
un recorrido desde lo méas general (repasando algunos propdsitos muy amplios
que decidimos abordar al principio del periodo de estudio), hasta lo particular

de los objetivos matematicos y estadisticos.

v' En primer lugar, consideramos que hemos conseguido establecer una guia
certera, en castellano, de conceptos previos a la que se puedan acercar
los investigadores que puedan estar interesados tanto en el contexto de

trabajo difuso en general como en temas de investigacién mas concretos.
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v' Hemos empleado una notacion clara y precisa, lo suficientemente general,
que nos ha permitido una descripcién rapida y agil de los contenidos de
la Memoria. Para nosotros era importante que el lector conociese en cada
momento el tipo de estructura algebraica que se estd manejando (conjuntos
o numeros difusos, de tipo 1 o de tipo 2) con solo observar la caligrafia

utilizada.

v" Hemos hecho hincapié en las nociones de conjunto difuso y de niimero difuso,
describiendo sus semejanzas y sus diferencias, tanto a nivel grafico como

a nivel analitico.

v' Desde el punto de vista estadistico, hemos puesto de manifiesto la estre-
cha relacion entre la nocién de conjunto difuso y las distribuciones de
probabilidad. Hemos recordado las contribuciones realizadas en memorias
anteriores y hemos puesto un nuevo grano de arena sobre el tema expli-
cando los nimeros difusos como niveles de probabilidad de afirmaciones

que conllevan incertidumbre.

Desde el punto de vista de los objetivos matematicos y estadisticos, podemos

comentar los siguientes aspectos.

v" Hemos introducido una amplia familia de operadores de aproximacién
Qs FS(I) — FN(I)

que son capaces de asociar un inico numero difuso normal a cada conjunto

difuso dentro de un cierto rango en el que se encuentra incluido el soporte.

v' Antes de ello, hemos explicado tanto la necesidad de considerar una familia de
este tipo de operadores como la utilidad que se le puede dar en diferentes

contextos, en especial en el marco del trabajo con nimeros difusos.

v" Hemos conseguido que dicha familia dependa de una amplia gama de parame-

tros iniciales, implementados como funciones reales de variable real, que
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pueden ser fijadas atendiendo a las necesidades o a los intereses de la

investigacion a desarrollar.

v' Hemos concretado una configuracion estandar de las condiciones iniciales
que puede ser aplicada por la mayoria de investigadores que se acerquen

inicialmente a esta familia de operadores.

v" Hemos estudiado las propiedades generales de los operadores de la familia in-
troducida, encontrando algunas propiedades que caracterizan a la familia:
por ejemplo, su forma de actuacién como operadores minimizantes respec-
to de la relacién de orden parcial punto a punto (es decir, de inclusién de

conjuntos difusos).

v" Hemos descrito los puntos fijos de dichos operadores, especialmente en los

casos mas sencillos.

v" Hemos realizado una introducciéon al estudio y a la aplicabilidad de las fun-
ciones de solapamiento, las cuales habian sido empleadas con gran éxito
en contextos computacionales para la determinacién de posibles solapa-

mientos entre los bordes de figuras en imagenes dadas.

v" Hemos mostrado los principales antecedentes acerca de la nocién de indice

de solapamiento para el caso de conjuntos difusos de tipo 1.

v" Hemos descrito los conjuntos difusos de tipo 2 y su posible utilizacién en el

contexto del manejo de la incertidumbre.

v" Hemos realizado un anélisis completo de las propiedades esenciales que verifi-
can las funciones de solapamiento y los indices de solapamiento existentes,

de cara a su posible generalizacion.

v" Hemos introducido una definicién adecuada de indice de solapamiento para

el caso de los conjuntos difusos de tipo 2.
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v" Hemos indagado sobre la posibilidad de extender dicha definicién a diferentes
niveles difusos de forma que un mismo concepto tenga diferentes particu-

larizaciones segtun el nivel difuso en el que nos encontremos.

v" Hemos establecido una definicién razonable de normalidad en el contexto
de los indices de solapamiento, con objeto de recuperar algunas de las
propiedades que se verifican en el contexto de los niimeros reales o de los

conjuntos difusos de tipo 1.

v' Hemos presentado amplias familias de ejemplos de indices de solapamiento de
conjuntos difusos de tipo 2, relacionandolos con las estructura algebraicas

previas.

v' Hemos puesto de manifiesto la existencia de diagramas conmutativos capaces

de describir fielmente las interconexiones entre unos conceptos y otros.

v" Hemos analizado la posible aplicacion de esta clase de indices en el contexto
de los sistemas interpolativos basados en reglas difusas cuando los an-
tecedentes, los hechos y las conclusiones son expresados como conjuntos

difusos de tipo 2.

v" Hemos introducido algoritmos de ejecucién que permiten deducir conclusio-

nes a partir de reglas y hechos difusos de tipo 2.
v" Hemos estudiado algunas de las propiedades que satisfacen dichos algoritmos.

v" Hemos interpretado dichos algoritmos como operadores que, a partir de cierta
informacion imprecisa, pueden llevar a conclusiones validas y coherentes

tanto con las premisas como con la intuicion humana.

v" Hemos comparado los resultados obtenidos con los dos procedimientos pro-
puestos, y hemos buscado regularidades en el comportamiento de cada uno

de ellos.

A tenor de los objetivos alcanzados que acabamos de mostrar, consideramos

que hemos establecido una via de trabajo sélida para el futuro con resultados
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derivados de estas lineas de investigacion. No obstante, al igual que se han
alcanzado muchos de los objetivos que nos habiamos planteado al inicio de
la investigacién, también debemos reconocer humildemente que no hemos sido
capaces de abordar otros desafios que nos surgieron al principio. Es de justicia
recopilar algunos de ellos, que nos serviran como base para seguir trabajando

en esta linea.

= No hemos tenido tiempo, por el momento, de analizar la influencia de
cada uno de los parametros iniciales sobre el resultado final al aplicar los
operadores de aproximacién, de tal forma que no nos encontramos ain en
condiciones de poder controlar aspectos concretos de la geometria de los

numeros difusos obtenidos.

= No hemos relacionado las estructuras generales de la nocién de espacio

métrico estadistico como base del trabajo con funciones de solapamiento.

= No hemos podido reflexionar acerca de la mejor forma de expresar afir-
maciones humanas que conlleven cierta carga de imprecision mediante
conjuntos difusos de tipo 2 y reglas difusas implementadas con estas es-

tructuras.

= No hemos orientado el estudio de los conjuntos difusos de tipo 2 mediante
técnicas clasificatorias y, por ende, mediante criterios de priorizacion de

informacion.

= No hemos mostrado cémo utilizar algunas de las nociones aqui descritas
como herramientas de trabajo en tareas avanzadas del alumnado de Ba-
chillerato (en especial, del alumnado de la materia optativa de Estadistica

en sus investigaciones practicas).

= No hemos desarrollado aplicaciones informéticas en software libre para el

manejo de los conceptos que hemos introducido.

A la vista de los resultados obtenidos y de la forma concreta en la que

se han obtenido, han surgido muchos interrogantes que, sin duda, pueden dar
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lugar a nuevas lineas de investigacion tan apasionantes como las que aqui se
han afrontado. A modo de ejemplo, planteamos algunas cuestiones abiertas que

deseamos investigar en un futuro cercano.

» Encontrar nuevas situaciones reales en las que los contenidos que aqui se han
introducido y estudiado puedan ser aplicados con éxito y modificarlos, si
fuese necesario, para adaptarlos a las necesidades de cada contexto difuso

concreto.

» Estudiar la posibilidad de modificar los operadores de aproximacion intro-
ducidos concibiéndolos para que se asocie un numero difuso que no sea

necesariamente normal, sino quedandonos a la altura adecuada.

» Estudiar la influencia exacta de los pardametros iniciales del método de apro-
ximacion, determinando la mejor forma de modificarlos para que los re-

sultados sean lo méas acordes posible a las necesidades de la investigacion.

» Estudiar la existencia de puntos fijos de los operadores introducidos, incluso

en casos mas complicados que la eleccion estandar.

» Profundizar en el estudio de la diferentes condiciones de normalidad que se
pueden plantear asociadas a un indice de solapamiento, ya que se trata
de una restriccion que debe ser estudiada con mas detenimiento en futu-
ras investigaciones hasta alcanzar la condicién que mejor se ajuste a las

aplicaciones practicas.

» Introducir nuevas condiciones de regularidad sobre indices de solapamiento
que permitan no solo relacionar, sino caracterizar en su mas amplio sen-
tido la diferentes interconexiones entre los distintos niveles de indices de

solapamiento.

» Estudiar en profundidad los algoritmos inferenciales propuestos, encontran-
do nuevas propiedades que puedan satisfacer y modificandolos segin las

aplicaciones concretas en las que se empleen.
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» Determinar contextos concretos donde se apliquen los algoritmos inferencia-
les descritos, siendo capaces de encontrar las mejores condiciones para
expresar aspectos humanos que conlleven incertidumbre (por ejemplo, la
afirmacién “esta persona es alta”) implementédndolos como conjuntos di-

fusos de tipo 1 o de tipo 2.

» Programar en software libre diferentes librerias que sean capaces de llevar
a cabo los algoritmos y procedimientos que se han descrito, y ponerlos a

disposicion de la comunidad cientifica en general a través del repositorio

de la Universidad de Granada.
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