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Capitulo 1. PROGRAMACION DINAMICA DETERMINISTICA

1.1. Introduccidén

La programacion dindmica encuentra la solucion optima de un problema con n
variables descomponiéndolo en n etapas, siendo cada etapa un subproblema de
una sola variable.

* Esta metodologia de optimizacion ha sido utilizada principalmente para
solucionar problemas donde las decisiones a tomar son de tipo secuencial.

Richard Bellman (1957): “Los subprocedimientos de un procedimiento 6ptimo
deben de ser también 6ptimos”.

 La solucion optima de un subproblema se utiliza como dato para el siguiente
subproblema.

» La descomposicion del problema es la que marca la forma como se hacen los
calculos recursivos. En general, las restricciones comunes de cada subproblema
deben mantenerse factibles.
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Ejemplo: La ruta mas corta

Se desea hallar la ruta mas corta entre dos puntos: punto 1y 7.

Entre estos dos puntos suponemos que se puede pasar por 5 puntos

Descomponemos el problema en etapas segun grafico

Juan Eloy Ruiz Castro



Si notamos como d(X;_;, X;) a la distancia desde X;_; a X; Yy fi(x;) a la distancia mas
corta en la etapa i hasta el nodo X; desde el inicio. Entonces se tiene que:

Etapa 1: nodos extremos 2,3y 4

f,2)=7 ; f,(3)=8 ; f,(4)=35y este minimo se alcanza desde el nodo 4.

Etapa 2: nodos extremos 5y 6
f,(5) = min{ f(2) + d(2, 5), f,(3) + d(3, 5), f,(4) + d(4,5)}=min{ 7+ 12,8 + 8, 5+ 7} = 12

Y este minimo se alcanza desde el nodo 4.
f,(6) =min{ f,(3) + d(3, 6), f,(4) + d(4, 6)}=min{ 8 + 9,5+ 13} = 17
Y este minimo se alcanza desde el nodo 3.

Juan Eloy Ruiz Castro



Etapa 3: nodo extremo 7
f,(7) = min{ £,(5) + d(5, 7), ,(6) + d(6, 7) }=min{ 12+ 9, 17 + 6} =21

Y este minimo se alcanza desde el nodo 5.

Por lo tanto se tiene en global, desde el nodo inicial que tras esta etapa La distancia
mas corta al nodo 7 viene dada por f;(7) = 21 estando el camino formado por los

nodos 1 ->4—5—7.
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Expresion mediante tablas

Etapa 1
d(Xp, X;)
X; =2 X;=3 X, =4
A
X,=1 7 8 5 /
Solucion 7 8 5
Optima
fi(x))
* 1 1 1
X; /
Etapa 2 /
fl(xl)+d(X19/$(2)
X, =15 / X, =6
X1:2 T+12 | ~—"— Etapa3 '
X;=3 8+ § 8+
X, =4 5+ 5+13 \ 04X, X3)
Solucién sl
Optima 12 17 %= 12+9
f,(%,) X2 2 . l0
X* 4 v/ . Solucién Optima~ 21
1 f3(X5)
*
X, i 5

Juan Eloy Ruiz Castro



Célculos recursivos para el problema

fi(x)=_ min (o () +d (X% 5 i1
(Xi_;,% ) posibles

siendo f (x,) = 0.

Principio de optimalidad. La politica 6ptima futura es independiente de las politicas
pasadas.

* La resolucion de este ejercicio se ha realizado de forma directa (forward), los calculos se
hacen de la etapa 1 a la 3.

e Pero, aunque este procedimiento parece mas logico, es habitual resolver de forma
inversa (backward) el problema.

* En ambos casos la solucidon es la misma.

* Motivo: la recursion es mas eficiente desde el punto vista computacional.

Juan Eloy Ruiz Castro



EXe)

min

todas las rutas

T X TG (XX e e = DY

(X;,X;,1 ) posibles

siendo f,(x,) = 0.

Etapa 3.
d(X3, X4) Solucion éptima
shiee X=7 f3(x3) }:\
9, ) ) @
6 6 6 7
Etapa 2.
d(X,, X;)+ f5(X3) Solucioén optima
X, X3=5 X3=6 f,(%y) X;
2 12+9=21 |  —ooeeee- 21 5
8 +9=17 9 +6=15 15
@ 7 +9=16 | 13+6=19 16 @ X Xa X3 Xy
Etapa 1.
d(Xy, X))+ F5(Xy) Solucidn optima
X, X,=2 X,=3 X,=4 f.(x,) X; b e
1 7+21=|8+15=23 5+ 16=21 21 @
28
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1.2. El problema de la mochila/equipo de vuelo/carga del conector

Este problema es un modelo de asignacion de recursos con distintas alternativas con
objeto de maximizar el ingreso total. Por ejemplo, qué articulos deben considerarse
meter en una mochila limitada para obtener un beneficio maximo.

Consideramos una mochila de peso maximo W con capacidad para n tipos de
articulos. Sea m; la cantidad de unidades de tipo i en la mochila y r; y w; el ingreso y
el peso por unidad del articulo i respectivamente. El problema que se presenta es el
siguiente

Maximizar Z = rm-=+r,m+...+rm

S.a.
w,m+w,m,+...+wm <W

m, > 0 enteros para todo I.

Juan Eloy Ruiz Castro



Elementos del modelo
 La etapa i es el articulo i. (n etapas)
« Las alternativas en la etapa i son m.= 0, 1, ..., Ent(W/w,)

* Bl estado de la etapa i (X;) es el peso total asignado a las etapas de i en adelante
(articulos). Es decir X, = X.,, +W.m,

i+1

f.(X;) : ingreso méximo para los articulos I, 1 + 1 ... n dado el estado X; (peso).

Algoritmo recursivo

fi(x)=  max y frm+ £, (%)} 5 i=L2..n
m,=0,1....,Ent w
X W I

fn+1 (Xn+1) i O

Juan Eloy Ruiz Castro



Por definicion: % = X, + WM,

fi(x)=  max {rimi+fi+1(xi+1)} ;  1=12,...,n

m;=0,1,.. .,Ent(w
Wi
X; W
fn+1 (Xn+1) = O
f'(XI): max {rimi+ fi+1(xi_Wimi)} ’ |:1929 >
m;=0,1....,Ent \\jvv

fn+1 (Xn+1) — O

10
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Ejemplo.

Un barco de 4 toneladas se carga con uno o mas de tres articulos. La siguiente tabla muestra
el peso unitario en toneladas (W;) y el ingreso en miles de euros por unidad, r;, del articulo I.
(Como se debera cargar el barco para obtener el maximo beneficio?

Articulo i W, I
1 2 31
2 3 47
3 1 14

Solucion
Etapa 3. Articulo 3.

El peso total exacto del articulo 3 no es conocido, por lo que X, y m; puede tomar los
valores enteros 0, 1, 2, 3, 4 que es la capacidad del barco. Por lo tanto, ;cuantos
articulos pueden tomarse del articulo 3? Cada articulo 3 tiene un peso W,=1, por lo que a
lo sumo puede haber Ent(4/1) = 4 articulos tipo 3. El cuadro siguiente muestra las

alternativas para esta etapa.
11

Juan Eloy Ruiz Castro



r;m; = 14m, Solucion 6ptima
Etapa 3 X3 U 1 7 e
Articulo 3. u ! " i
1 0 14 --- --- --- 14 |
2 0 14 28 --- --- 28 2
3 0 14 28 42 --- 42 3
4 0 14 28 42 56 56 4

Etapa 2. Articulo 2 Etapa 1. Articulo 1

FoMy+ f3(Xp-W,m,) Solucion rm,+ f,(x;-w,m,) = Solucion optima
Optima
47m,+ f3(X,-3m,) 31m,+ f,(x,-2m,)
Xy m,=0 m,=1 L) | m; X, m,=0 m,=1 m,=2 f.(x,) .
1
0 0+0 --- 0 0
0 0 0 0
1 0+14 --- 14 0
1 0+14 14 0
2 0+28 --- 28 0
2 0+28 31+0=31 --- 31 1
3 0+42 47 +0 47 1
3 0+47 | 31+14=45 --- 47 0
4 0+56 47+ 14 61 1
4 0+61 | 31+28=59 | 62+0 62 2
12
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Ejercicio. Realizar el ejercicio anterior considerando la capacidad del barco igual a 3

toneladas W=3.

r,m, = 14m, Solucion optima
X5 m=0 | my=1 | my=2 | my=3 | fi(x3) | m,
Etapa 3. 0 0 0 0
Articulo 3. 1 14 14 1
! Un articulo tipo 2
e s : Beneficio: 47
3 42 42 3

Etapa 2. Articulo 2 Etapa 1. Articulo 1

FoMyt f3(Xp-W,m,) Solucién rm,+ f,(x,-w;m;)= | Solucién 6ptima
Optima
47m,+ f3(x,-3m,) 31m,+ f,(x,-2m,)
X, m,=0 m,=1 H0G) | m; X, m,=0 m=1 f.(x,) m’
0 0 R 0 0
0 0 = 0 0
| 14 14 | 0
1 14 14 0
2 28 - 28 0
A o 2 28 | 31+0=31 31 1
3 42 47+0=47 47 1
N — < 3 47 31+14=45 @ m
N — N —

13
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Ejercicio propuesto. Realizar el ejercicio anterior considerando la capacidad del barco igual

a 5 toneladas W=5.

rsm; = 14m; Solucion

EtaPa S- X; | M;=0 [ my=1 | m;=2 | my=3 [ my=4 | my=5 f3(>21)3tlmr;;
Articulo 3.

0 0 0 0

1 — 14 14 1

2 — | - | 28 28 2

3 e | | - | 42 — | 42 3

4 e | = | = | — | 56 | - | 56 4

5 - —-- e - 56 70 70 5

14
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Etapa 2.

Articulo 2 Etapa 1. Articulo 1
FoMy+ f3(X,-w,m,) Solu'cic')n rm+f0-wymy) = Solucion
47m,+ f5(X,-3m,) opiima 31m+ f,(X;-2m;,) optima
X, m,=0 m,=1 f2(xp) m; X, m,=0 m=1 m,=2 fi(x) I’n;k
0 0 0 0 0 0 0 .
1 14 - 14 0 1 14 - — 14 0
2 28 28 |0 2 28 | 31+0=31 31 1
@ 42 47+0=47 | 47 @ 3 47 | 31+14=45 47 0
4 56 | 47+14=61| 61 | 1 4 61 | 31+28=59 | 62+0=62 | 62 2
5 70 | 47+28=75 | 75 1 5 75 | 31+47=78 | 62+14=76 @ (D

Un articulo tipo 1
y uno tipo 2
Beneficio: 78

Juan Eloy Ruiz Castro



Ejercicio

Un explorador debe cargar tres articulos en su mochila: alimentos, botiquin y ropa. La
mochila tiene tres pies cubicos de capacidad. Cada unidad de alimento ocupa 1 pie cubico.
Un botiquin ocupa % de pie cubico y cada prenda de vestir ocupa Y2 pie cubico. El
excursionista asigna los factores de prioridad 3, 4 y 5 al alimento, botiquin y ropa, lo que
significa que la ropa es el objeto mas valioso. De acuerdo con la experiencia, el
excursionista debe llevar al menos 1 unidad de cada articulo, y no mas de dos botiquines.

¢.Cual debe ser la composicion de la mochila?

Articulos W;

1: Alimentos | 1
2: Botiquin | 0.25
3: Ropa 0.5

-_

DB |W

W=3 ; m>1paratodoi y m,<2.

16
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Etapa 3.

Articulo 3.
rsm; = 5m, Solucion
Optima

X3 [ Mp=1 | my=2 | my=3 | my=4 | my=5| m=6 | fy(x;) | m;
5] 5 | | =] — | = | — | 3 1
1 — | a@ | = | = | = || = | W | 2
P s e s e e s s s
2 - | - | -l 20| =~ | —- | 20| 4
25| = | — | — | — | 25 | — | 25 5
3 e | = | = | - | - | 30 | 30 6

Articulos W, r;
1: Alimentos | 1 3
2: Botiquin | 0.25 4
3: Ropa 0.5 5

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 2. Articulo 2.

r,m,+ f3(X,-w,m,) = Solucion 6ptima
4m,+ f.(X,-0.25m,)
X, m,=1 m,=2 f,(X,) m;‘
0.75 4+5 --- 9 1
1 --- 8+5 13 2
1.25 4+10 -—- 14 1
1.5 --- 8+10 18 2
1.75 4+15 --- 19 1
2 8+15 23 2
2.25 4420 24 1
2.5 --- 8+20 28 2
2.75 4+25 --- 29 1
3 8425 33 2

Juan Eloy Ruiz Castro

Articulos W; I
1: Alimentos | 1 3
2: Botiquin | 0.25 4
3: Ropa 0.5 )
18



Etapa 1. Articulo 1.

rom,+ f,(x;-w,m,) = Solucién 6ptima
3m,+ f,(x;-my)

X, m,=1 m,=2 m,=3 f,(x,) m,
1.75 3+9 --- --- 12 1
2 3+13 --- --- 16 1
2.25 3+14 --- -—- 17 1
2.5 3+18 --- --- 21 1
2.75 3+19 6+9 --- 22 1
3 3+23 6+13 --- 26 1

Juan Eloy Ruiz Castro

Articulos W, I
1: Alimentos | 1 3
2: Botiquin | 0.25 4
3: Ropa 0.5 5
19



Etapa 1. Articulo 1.

Xy fL(x;) ml*
1.75 12 1
2 16 1
2.25 17 1
2.5 21 1
2.75 22 1
©, ©®

Etapa 3. Articulo 3.

Xs | f306) m;‘
0.5 5 1
1 10 2
W| s |&
2 20 4
2 25 5
3 30 6

Juan Eloy Ruiz Castro

Etapa 2. Articulo 2.

X f2(x0) m.

2.25 24 1

2.5 28 2

2.75 29 1

3 33 2
Articulos W, I
1: Alimentos | 1 3
2: Botiquin | 0.25 4
3: Ropa 0.5 5

Alimentos: 1

Botiquines: 2
Ropa: 3
Beneficio: 26

20
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1.3. Modelo para determinar namero de trabajadores

En una empresa, contrataciones y despidos se realizan de forma que las necesidades se
mantengan. Tanto contrataciones como despidos implican costos adicionales, entonces,

(cudl es la politica a seguir?

Supongamos que analizamos el comportamiento durante un tiempo n discreto (n
semanas), y que durante la semana I se requiere al menos una cantidad de trabajo b, (en
unidades de personal) y hay X; trabajadores. En esta semana se producen dos tipos de
costos: costo de mantenimiento de exceso de personal, C,(X.— b)), y costo de

contratacion, C,(X. — X._,).

21
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Elementos del modelo
 La etapa i es la semana. (N semanas)
» Las alternativas en la etapa i son X,

* El estado de la etapa i es la cantidad de trabajadores disponibles en la etapa iI-1;

f.(X; _,) : costo minimo dado el estado X;_, (numero de trabajadores la semana i—1).

Algoritmo recursivo

f(%,)=min{C (x —b)+C,(x—x_ )+ f (%)} ; |

X; =b,

fn+1 (Xn): O

1,2,...,n

Juan Eloy Ruiz Castro

X.

L
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Ejemplo.

Un constructor estima que en las proximas semanas necesitara como minimo 5, 7, 8,4y 6
trabajadores respectivamente. Cada trabajador en exceso tiene un coste semanal de 300
euros y la contratacion nueva tiene un coste fijo de 400 euros (independiente del nimero de

trabajadores que se contrate) mas 200 euros para cada trabajador nuevo contratado.

. Cuantos trabajadores debe contratar y despedir semanalmente?

Solucioén.

En este caso se tienen los siguientes valores para los parametros:

C,(xi—b)=3(x,—Db), x; >b.parai=12...,5.

C,(xi—X_)=4+2(X—X,_|), X; >X._,parai=12...,5.
23
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s g i Qe o e o)
Etapa 5. b, =6
C, (X5 _bs) +C, (Xs —X4) +f, (Xs) Solucion dptima
3(X;—6)+4+2(X—X,)
X4 Xs=6 f5(x4) X:
4 4+4=8 8 6
5 4+2=6 6 6
6 0 0 6

Etapa 4. b, =4

C, (% —b,)+C, (%, =% )+ fs(x,)

3(x,—4)+4+2(x, — %)+ f5(X,)

Solucion optima

X3 X=4 X4=5 X,=6

f4(X3) X:

8 3*0+0+8=8 3+6=9 6+0=6

6 6

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 3. b, =8

C, (% —b)+C, (% —x, )+ f,(X)
3(%,—8)+4+2(x,—%, )+ f,(X)

Solucion 6ptima

% X;=8 f3(Xy) X;

7 0+6+6=12 12 8

8 0+0+6=6 6 8

Etapa 2. b, =7
C, (X2 —Dh, ) +C, (x2 —X ) +f, (x2 ) Solucién dptima
3(%,—7)+4+2(%,—x )+ f,(x,)

X X,=7 X,=8 f, (X)) X;
5 8+12=20 3+10+6=19 19 8
6 6+12=18 3+8+6=17 17 8
7 12 3+6+6=15 12 7
8 12 3+6=9 9 8

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapal.b, =5

C.(x—b)+C,(x =% )+, (x)
3(%, —5)+4+2(x %)+ f,(x)

Solucién 6ptima

Xo X=5 X,;=6 X, =7 X,;=8 f,(Xo)
0 14+19=33 SliGamldufnemls L2 2m20no 33
=36 =36 38

Por lo tanto, se contratan para la primera semana a 5, la segunda semana a 3 mas, la tercera
semana nos quedamos igual, la cuarta semana se despiden 2 trabajadores y la ultima

semana tampoco se cambia.

26
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Ejercicio.

Un constructor estima que en las proximas semanas necesitara como minimo 5, 7, 8,4y 6
trabajadores respectivamente. Cada trabajador en exceso tiene un coste semanal de 300
euros y la contratacion nueva tiene un coste fijo de 400 euros (independiente del nimero de
trabajadores que se contrate). Cada semana un trabajador cobra un sueldo de 200 euros.

. Cuantos trabajadores debe contratar y despedir semanalmente?

Solucion.

C,(x;—b)=3(x,—Db), x; >b;parai=1,2...,5.

C,=4six, >x.; ; Cyx)=2x,parai=12...,5.

2
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Etapa 5. b, =6
Solucién 6ptima
C, (% —hy)+C, +C; (%) + fo (X5)
X4 Xs=0 fs(x4) X;
4 4+12 =16 16 6
5 4+12 =16 16 6
6 12 12 6
Etapa4.b,=4

C, (%, —b,)+C, +C,(x,)+ f;(x,)

Solucién 6ptima

X,=4

X4=5

X4=6 f,(%3) X:

8+16=24 3+10+16=29

6+12+12=30 24 4

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 3. b, =8

Solucién 6ptima

C,(%—b,)+C,+C,(x)+ f, (%)

Xa X;=8 f3(x,) Xy
f/ 4+16+24 =44 44 8
8 16+24 =40 40 8
Etapa2.b,=7
Solucion 6ptima
C, (% —b,)+C,+C,(x, )+ f,(x,)
X, X,=7 X,=8 (X)) X*
2
5 4+14+44 =62 3+4+16+40 =63 62 7
6 4+14+44 = 62 3+4+16+40 = 63 62 Vi
7 14+44 =58 3+4+16+40 =63 58 7
8 14+44 =58 3+16+40 =59 58 7 20
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Etapal.b, =5

Solucion 6ptima

0 4+10+62 =76 3+4+12+62 =81 6+4+14+58 = 82 9+4+16+58 = 87 76 5
30
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Ejercicio.

Un constructor estima que en las proximas semanas necesitara como minimo 5, 7, 8, 4y 6
trabajadores respectivamente. Cada trabajador en exceso tiene un coste semanal de 300
euros y la contratacion nueva tiene un coste fijo de 400 euros (independiente del nimero de
trabajadores que se contrate) mas 200 por trabajador contratado. Cada semana un
trabajador cobra un sueldo de 100 euros. ;Cuantos trabajadores debe contratar y despedir

semanalmente?

Solucion.

C,(x;—b)=3(x.—Db), x; >b;parai=12...,5.

C(%— X ) =42, — X ) siX; > X, 5 Cy(x)=X, parai=12...,5.

31
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Etapa 5. b, =6
Solucién 6ptima
C, (X —bs)+C, (X —x%,)+C; (% )+ fs (x5)
Xy X5:6 fS(X4) X;
4 4+4+6 = 14 14 6
5 4+2+6 =12 12 6
6 6 6 6
Etapa4.b,=4
Solucién 6ptima
C, (%, —b,)+C, (%, —%)+C,(x,)+ fs(x,)
Xs X, ~4 X4=5 X,=6 f4(x3) X>l<
4
8 4+14 =18 3+5+12 =20 6+6+6 = 18 18 4066

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 3. b, =8

Solucién 6ptima
C, (%, —by)+C, (% —%,)+C, (%) + f, ()

Xy X;=8 f3(%,) X;
g 442+8+18 =32 32 8
8 8+18 =26 26 8
Etapa2.b,=7
Solucion 6ptima
C (%, —b,)+C, (% —x)+C,(x,)+ f,(x,)
X, X,=7 X,=8 (X)) X*
2
5 4+4+7+32 =47 3+4+6+8+26 = 47 47 7068
6 4+2+7+32 =45 3+4+4+8+26 = 45 45 768
7 7+32 =39 3+4+2+8+26 =43 39 7
8 7+32 =39 3+8+26 =37 37 8 17

Juan Eloy Ruiz Castro



Etapal.b, =5
Solucion 6ptima
C, (% —b)+C, (% —%)+C;(x )+ f,(x)
X, X,=5 X,=6 X,=7 X,=8 f,(X) Xl*
0 4+10+5+47 = 66 3+4+12+6+45 =70 | 6+4+14+7+39 =70 | 9+4+16+8+37 =74 66 5

Juan Eloy Ruiz Castro

Cuatro caminos distintos.

Total 6600 euros de gasto minimo
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1.4. Modelo de reposicion de equipo

Cuando una maquina realiza un servicio, esta da ganancias y lo habitual es considerar que a
medida que avanza el tiempo su costo de mantenimiento es mayor y su productividad
menor. Cuando llega a tener cierta antigiiedad sera mas econdmico reemplazarla que seguir
manteniéndola. Por lo tanto este modelo se reduce a determinar la antigliedad mas

econdmica de una maquina.

Se analiza el comportamiento de una maquina durante un tiempo n (afios por ejemplo). Al
Inicio de cada periodo se debe decidir si se mantiene la maquina durante un periodo mas o se
cambia por una nueva.

* 1(t) :ingresos durante el periodo de tiempo de una maquina con t afios

* C(1) :costos durante el periodo de tiempo de una maquina con t afios
* 5(1) : valor de venta de una maquina con t periodos (afios) de antigliedad que se ha
decidido vender.
» Cada maquina tiene un costo de adquisicion igual a |.
35
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Elementos del modelo

 La etapa i es el periodo (afio)

* Las alternativas en la etapa I son reemplazar o conservar la maquina al comienzo del periodo
* El estado de la etapa I es la antigiiedad de la maquina al comienzo del periodo |

f.(t) : ingreso neto méximo para los afios I, i+1, ..., n dado que la maquina tiene t
anos de antigliedad al comienzo del periodo i.

Algoritmo recursivo

, rt)—ct)+ f;,, (t + 1) ; 81 se conserva
f; (t) = max .
r(0)+s(t)—1—-c(0)+ f,, (1) ;sisereemplaza
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Ejemplo

Un empresa debe determinar la politica Optima, durante los proximos cuatro afios, de
reemplazo de una maquina que en la actualidad tiene 3 afios. Toda maquina que tenga 6

anos debe reemplazarse siendo el costo de una maquina igual a 100000 euros. La siguiente

tabla recoge mas datos:

Tiempo t afios Ingreso r(t) Costo c(t) Ingreso por venta

s(t)

0 20000 200 —

1 19000 600 80000

2 18500 1200 60000

3 17200 1500 50000

4 15500 1700 30000

5 14000 1800 10000

6 12200 2200 5000

Juan Eloy Ruiz Castro
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Solucién

Grafico con la trayectoria de los tiempos

Etapa 4. Si actualmente la maquina tiene
3 afos, al comienzo de la ultima etapa
(transcurridos 3 afios) la maquina
resultante debe tener 6 afios, 3, 2 o 1 ano 2
segun si se reemplaza transcurridos 3, 1,

2 u ocurren dos reemplazamientos

Edad de 12 miquina, afios

K = Conservar
R = Reemplazar
& = Vender

= Fin

Adio de decision

NR R Solucién 6ptima
t r(t)+s(t+1)-c(t) r(0)+s(t)+s(1)-c(0)-1 f,(t) | Decision
1 19+60-0.6=78.4 20+80+80-0.2—100=79.8 79.8 R
2 18.5+50-1.2=67.3 20+60+80—-0.2—100=59.8 67.3 NR
3 17.2+30-1.5=45.7 20+50+80-0.2—100=49.8 49.8 R
6 Se debe reemplazar 20+5+80-0.2-100=4.8 4.8 R

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 3.

Edad de la miquina, afios

NR R Solucion 6ptima =™
t r(t)—c(t)+f,(t+1) r(0)+s(t) -c(0)-1+f,(1) f(t) | Decision
1 19-0.6+67.3=85.7 20+80-0.2-100+79.8=79.6 | 85.7 NR
2 18.5-1.2+49.8=67.1 | 20+60-0.2—100+79.8=59.6 | 67.1 NR
5 14-1.8+4.8=17 20+10-0.2-100+79.8=9.6 | 17 NR
Etapa 2.
NR R Solucion 6ptima
t r(t)—c(t)+f;(t+1) r(0)+s(t) -c(0)-1+f;(1) f,(t) | Decision
1 19-0.6+67.1=85.5 20+80-0.2-100+85.7=85.5 | 85.5 | RONR
4 15.5-1.7+17=30.8 20+30-0.2-100+85.7=35.5 | 35.5 R
Solucidn:
R—>R—>NR—->NR—Vender
Etapa 1.
P R—-NR—NR—NR —Vender
NR R Solucién 6ptima
t r(t)—c(t)H,(t+1) r(0)+s(t) -c(0)-1+f,(1) f,(t) | Decisién | | Beneficio maximo final:
3 17.2-1.5435.5=54.2 | 20+50-0.2-100+85.5=55.3 | 55.3 R 55300 euros

39

Juan Eloy Ruiz Castro



Ejercicio. Una empresa posee un tractor de 2 anos de antigiiedad y desea establecer una
politica de reemplazamiento durante los 5 afios siguientes. Estos tractores deben estar en
servicio al menos durante 3 afos pero tras 5 afos deben ser desechados. El precio actual
de un tractor es de 40000 euros disminuyendo un 10% por afio. El beneficio anual de un
tractor nuevo es de 30000 euros disminuyendo por afio de antigiiedad un 10%. El costo
anual de operacion de un tractor nuevo es de 1300 euros esperando un aumento anual

por antigiiedad del 10%. ;Coémo debe actuar la empresa?

£ s ®
=)
\U‘
£ @ @
o ® @ 0O
5 Vendo

*Q Q 0 O

! @ @ @ O

1 2 3 4 5 6
Ao de decision 40
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| =40

0 40 1.3 30

1 36 1.43 27

2 32.4 1.573 24.3

3 29.16 1.7303 21.87

4 26.244 1.90333 19.683

5 23.6196 2.093663 17.7147

Etapa 5
NR R Solucion 6ptima

t r(t)+s(t+1)-c(t) r(0)+s(t)+s(1)-c(0)-I f.(t) | Decision
1 27+32.4-1.43=57,97 No se reemplaza 57.97 NR
2 24.3+29.16-1.573=51,887 No se reemplaza 51.887 NR
3 | 21.874+26.244-1.7303=46.3837 | 30+29,16+36-1.3-40=53,86 | 53,86 R

Juan Eloy Ruiz Castro
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| =40

0 40 1.3 30
1 36 1.43 27
2 32.4 1.573 24.3
3 29.16 1.7303 21.87
4 26.244 1.90333 19.683
5 23.6196 2.093663 17.7147
Etapa 4
NR R Solucion dptima f(t)
t r(t)—c(t)+;(t+1) r(0)+s(t) -c(0)-1+f5(1) f,(t) Decision 57.97
1 27-1.43+51.887=77.457 No se reemplaza 77.457 NR
51.887
2 | 24.3-1.573+53.86=76.587 No se reemplaza 76.587 NR
53,86
3 Se reemplaza 30+23.6196-1.3-40+57.97=70.2896 | 70.2896 R
42
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| =40

0 40 1.3 30

1 36 1.43 27

2 32.4 1.573 24.3

3 29.16 1.7303 21.87

4 26.244 1.90333 19.683

5 23.6196 2.093663 17.7147

Etapa 3
NR R Solucion 6ptima t f, (D)
t r(t)—c(t)+f,(t+1) r(0)+s(t) -c(0)-1+f,(1) f5(t) Decisi6 1 77.457
n

1 27-1.43+76.587=102.157 No se reemplaza 102.157 NR 2 76.587
4 19.683- 30+26.244-1.3- 92.401 R v 70.2896

1.90333+70.2896=88.06927 40+77.457=92.401
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| =40

0 40 1.3 30
1 36 1.43 27
2 32.4 1.573 24.3
3 29.16 1.7303 21.87
4 26.244 1.90333 19.683
5 23.6196 2.093663 17.7147
Etapa 2
NR R Solucion optima t f.(1)
t r(t)—c(t)+f;(t+1) r(0)+s(t) -c(0)-1+f;(1) f,(t) | Decisio 1 | 102.157
n
3 21.87- 30+29.16-1.3- 120.01 R 4 92.401
1.7303+92.401=112.540 40+102.157=120.017 7
7
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| =40

0 40 1.3 30
1 36 1.43 27
2 32.4 1.573 24.3
3 29.16 1.7303 21.87
4 26.244 1.90333 19.683
5 23.6196 2.093663 17.7147
Etapa 1
NR R Solucién 6ptima f,(t)
t r(t)—c(t)+f,(t+1) r(0)+s(t) -c(0)-1+f,(1) f,(b) Decisio 120.01
n 7
2 24.3- No se puede reemplazar | 142.744 NR
1.573+120.017=142.744
Solucion:
NR—R—-NR—->NR—R — Vender
Beneficio maximo final:
142744 euros
45
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1.5. Modelo de inversiéon

Supongamos que se desean invertir las cantidades P, P,, P;,..., P al comienzo de cada
afio 1 =1, ...,n. Este dinero es posible invertirlo en dos bancos (B1 y B2). B1 paga una
tasa de interés r, y B2 paga un interés r,, ambos interés compuesto anual. Para impulsar
los depodsitos ambos bancos pagan bonos por nuevas inversiones, en porcentaje de lo
nuevo invertido. Estos porcentajes varian de un afio a otro siendo (;, y 0, para el afio | en
el banco B1 y B2 respectivamente. Estos bonos se pagan al final de afno en el que se hizo
la inversion reinvertiéndose al afio siguiente. Si embargo una vez depositada la inversion
esta debe permanecer los n afios. Determinar el programa de inversiones durante los n

anos siguientes.
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Elementos del modelo
* La etapa I es el periodo (afio)

» Las alternativas en la etapa | son las cantidades invertidas en el primer y segundo banco
l; y J; respectivamente

» Bl estado de la etapa I, X;, es la cantidad de capital disponible para inversion al iniciar al afio |

Claramente se observa que J; = X, — ;. Por lo tanto,

X, =P,
K= R Oy O O ) = R i A ) i e Ky s =25

La cantidad a poder reinvertir X; incluye los bonos por inversiones realizadas en el afio i—1.

Llamamos f,(X;) al valor 6ptimo de las inversiones para los afios i, i+1,..., n, dado X..

Llamamos S; a la suma acumulada al final del afio n desde el afio i por el ingreso desde

este afio. Entonces el problema se puede formular como sigue:
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Llamamos S; a la suma acumulada al final del afio n desde el afio I por el ingreso desde

este ano. Entonces el problema se puede formular como sigue:

Maximizar Z=S,tSs,+...+S
donde
s =1, (1+ rl)n“_i +(x —1,)(1+ rz)nﬂ_i

= ()" =) ()™ x5 i=1,2,,01

s, =1, (1+n+0,)+(x,—1,)(1+r,+q,,)
:(1+r1+qn1_(1+r2)_CIn2)|n+(1+r2+qnz)xn

f.(x;) : valor 6ptimo de las inversiones para los afios I, i1+1, ..., n dado que al comienzo de este
afio se tiene para poder invertir la cantidad X;.
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f.(x;) : valor 6ptimo de las inversiones para los afios I, i+1, ..., n dado que al comienzo de este
afio se tiene para poder invertir la cantidad X;.

Algoritmo recursivo

f.(%)=max{s+f (x,)} ; i=12..n-1

[
0<I; <X

fn+1 (Xn+1) — O

Ejemplo. Se desea invertir ahora 4000 euros y 2000 euros en los afos 2, 3 y 4. La tasa de
interés que ofrece Bl es del 8% anual compuesto y los bonos durante los 4 afios
siguientes seran del 1.8%, 1.7%, 2.1% y 2.5%, respectivamente. El banco B2 ofrece un
interés un 0.2% inferior a B1 pero su bono es un 0.5% mayor. Maximizar el capital

acumulado al final de 4 anos.
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Ejemplo. Se desea invertir ahora 4000 euros y 2000 euros en los afos 2, 3 y 4. La tasa de
interés que ofrece Bl es del 8% anual compuesto y los bonos durante los 4 afos
siguientes seran del 1.8%, 1.7%, 2.1% y 2.5%, respectivamente. El banco B2 ofrece un
interés un 0.2 inferior a B1 pero su bono es un 0.5 mayor en cada afio. Maximizar el

capital acumulado al final de 4 afios.

Soluciodn

P =4000 ; P, =P =P, =2000
=008 ; r,=0.078

g,=0018 ; q,=0017 ; @, =0.021 ; g, =0.025
g,=0.023 ; @,=0022 ; @,=0026 ; q,=0.030
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Etapa 4

f,(x,)= max {s,} =

0<1,<x4

siendo

6= (1410, =(1+1) =0 )l + (146, +8,)x,
:(1.08+0.025—1.078—0.030) [, +1.108X,

=-0.0031, +1.108x,

El maximo se alcanza en | 0

max {~0.0031, +1.108x,

0<1,<X4

Solucidn optima

Estado

f4(Xy)

I4

X4

1.108x%,

0

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 3

f, (%)= max {s,+ f,(x,)} = max{0.00432I,+1.162084x, + f, (X, )}

0<l3<x4 0<l53<x5

siendo

s =((1+0)" = (1+5,)" )L+ (141, %,
=(1.08° ~1.0787) 1, +1.078°x,
= 0.004321, +1.162084x,

La cantidad de capital disponible para el afio 4 es:

Xi =Pyt gl + s o= i) = P+ (@ = Gisy o) By A2 X

X, =Py + (g~ G3) I3 + O3, X3 = 2000 — 0.005 1+ 0.026x,

5

Juan Eloy Ruiz Castro



La cantidad de capital disponible para el afio 4 es:

X =P+l 0 K= L) =P+ (0 = %) iy T00 X
X4 =P, 1 (03, 0U3,) I3+ 03, X3=2000 — 0.005 I, + 0.026X,
Por lo tanto
f, (%)= méax {0.004321, +1.162084x, + f,(2000—0.005I, + 0.026x; )}

0<I;<%;

f, (%)= méx {0.004321, +1.162084x, +1.108-(2000—0.0051, + 0.026x, )}

0<I;<X;

f, (%)= méx {0.004321, +1.162084x, + 2216 —0.005541, +0.028808x, }

0<1;<x4

f, (%)= max {2216-0.001221, +1.1909x, }

0<13<x4

El maximo se alcanza en I3 = 0.

Solucion dptima
Estado f1(X3) |

X 2216+1.1909x, 0
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Etapa 2

f, (%)= méx {s, + f, ()} = méx {0.00698544811, +1.252726552x, + f, (x,)}

siendo

s, =((1+0) =(1+6) )L+ (1+1,) %,
=(1.08 ~1.078%)1, +1.078°x,
= 0.00698544811, +1.252726552X,

La cantidad de capital disponible para el afo 3 es:

X; =P+ (qi—l,l_ qi—l,z) I+ Oi_1o Xiy

X =P3+ (0, Uy) 1, + Gy, X,= 2000 — 0.005 1, + 0.022x,
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La cantidad de capital disponible para el afio 3 es:

X, =P;+ (qi—l,l_ qi—l,z) I+ Qi12 Xig

Xy = Ps+ (0, 1= Uy2) 1, + Gy, X,= 2000 — 0.005 1, + 0.022x,

Por lo tanto

f,(X,)= max {0.0069851, +1.25273x, + f,(2000—0.005I, + 0.022x, )}

0<I,<x,

f, (%)= méx {0.0069851, +1.25273x, +2216+1.1909(2000—0.0051, + 0.022x, )}

0<1,<x,

f, (X, )= max {4597.8+0.0010305I, +1.27893x, }

0<1,<X,

El maximo se alcanza en |2 = X,.

Solucion 6ptima
Estado f,(X,)

X 4597.8+1.27996x, .

a0
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Etapa 1
f(x)=méax{s +f,(x,)} =max{0.0100497371, +1.350439223x, + f,(x, )}

0<I,<x 0<I,<x

siendo

s =((1+5)" = (1+5,)" )1, +(1+5,)" x
=(1.08*~1.078* )1, +1.078"x,
=0.0100497371, +1.350439223x,

La cantidad de capital disponible para el afio 2 es:

X =Pt (@~ digo) i T i Xy
Xy =Py (0 1= 0y 9) |, 0y 5 X, = 2000 = 0.005 1, +0.023x,

Por lo tanto

f (X )= méx {0.0100497371, +1.350439223x, + f, (2000 —0.0051, + 0.023x,)}

0<I;<x \

f, (%)= max {7157.7+0.003651, +1.37984x, | £, (x,) = 4597.8-+1.27996x,

0<I,<x

56

Juan Eloy Ruiz Castro



f,(x )= max {7157.7+0.00365I, +1.37984x }

0<I,<x

El maximo se alcanza en I1 =X,.

Solucion 6ptima

Estado f.(x,) "
1
X,=4000 7157.7+1.38349x, x,=4000
\
Por lo tanto se tiene que:
|, =4000; I,=Xx,;1;,=0;1,=0
X, = 4000 X,= 4000

X, = 2000 — 0.005 I, + 0.023X, = 2072
X5 = 2000 — 0.005 I+ 0.022X,= 2035.22
X, =2000 + 0.026X,= 2052.92

Acumulacion final: S;+ S,+ s;+5,= 12691.70 euros

Juan Eloy Ruiz Castro
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Ejercicio propuesto. Extender el caso anterior a tres bancos. ;Puedes generalizarlo a

m bancos?

Elementos del modelo

* La etapa i es el periodo (afio)

» Las alternativas en la etapa I son las cantidades invertidas en el primer, segundo y tercer banco
l; , J; y W, respectivamente

» El estado de la etapa i, X;, es la cantidad de capital disponible para inversion al iniciar al afio |

Claramente se observa que W, = x; — |. — J; Por lo tanto,

X, =P,
KRR ] e S o IR SR O e S ) _
=Pi+ (@i s s) i T (@G 3) Jig F i3 X 5 1= 2,000

La cantidad a poder reinvertir X; incluye los bonos por inversiones realizadas en el afio i-1.
Llamamos f;(X;) al valor 6ptimo de las inversiones para los afios I, i+1,..., n, dado X

Llamamos S; a la suma acumulada al final del afio n desde el afio i por el ingreso desde
este aflo. Entonces el problema se puede formular como sigue:
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Llamamos S; a la suma acumulada al final del afio n desde el afio I por el ingreso desde

este ano. Entonces el problema se puede formular como sigue:

Maximizar Z=S,tSs,+...+S
donde
s, = Ii(1+r1)n+1 '+l (1+r )n+1 ! +(x -1, = J, )(1 3)””_i
:((1+rl)n+1—i _( n+1 |) ( n+1 i m I’3)n+1—i)\]i +(1+ I’3)n+1—i X i :1,2’”.,n_1

s,=1,(1+r+q,)+J, (1+r,+0,,)+(x,—1,-J3,)(1+r,+q,,)
:(1+r1+qn1_1_r3_qn3)ln+(1+r2+qn2_1_r3_qn3)‘]n+(1+r3+qn3)xn

f.(x;) : valor 6ptimo de las inversiones para los afios I, i1+1, ..., n dado que al comienzo de este
afio se tiene para poder invertir la cantidad X;.
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f.(x;) : valor 6ptimo de las inversiones para los afios I, i+1, ..., n dado que al comienzo de este
afo se tiene para poder invertir la cantidad X;.

Algoritmo recursivo

fi(x)=_max {si+f, (%)} 5 i=12..,n-1
O;Jié);ii—li

fn+1 (Xn+1) — O
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Ejemplo. Se desea invertir ahora 4000 euros y 2000 euros en los afos 2, 3 y 4. La tasa de
interés que ofrece Bl es del 8% anual compuesto y los bonos durante los 4 afos
siguientes seran del 1.8%, 1.7%, 2.1% y 2.5%, respectivamente. El banco B2 ofrece un
interés un 0.2 inferior a B1 pero su bono es un 0.5 mayor cada afio. La tasa de interés que
ofrece B3 es del 9% anual compuesto y los bonos durante los 4 afios siguientes son del

2%, 2%, 3% y 4%, respectivamente. Maximizar el capital acumulado al final de 4 anos.

Solucioén

P =4000 ; P, =P,=P,=2000
r=008 ; r,=0.078 ; r,=0.09

g,=0.018 ; @,=0.017 ; @, =0.021 ; q,=0.025
g,=0.023 ; @,=0.022 ; q,=0.026 ; q,=0.030
O = 0O e 00 g QOB g O 0
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Etapa 4

f,(x,)= max {s,} = max {-0.0251,-0.022J,+1.13x,}

0<I,<x4
0<J,4<X,—1,

siendo

S, :(1+r1+q41—(1+ r3+q43))l4+(1+ r,+0d, —(1+ r3+q43))J4+(1+ o+ 0, ) X,

0<1,<x,

0<dy<X,—1,

=-0.0251,-0.022J, +1.13X,

El maximo se alcanzaenl, =0y J, = 0.

Solucién optima

Estado

f,(x,)

|4

X4

1.13x,

0

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 3

f,(x,) :Oglrgix {s;+f,(x,)}
0<J;<x;— 15

siendo S, =((1+r1)2 —(1+r3)2) |, +((1+r2)2 —(1+r3)2)J3 + X, (1+r3)2
=-0.02171, -0.026016J, +1.1881Xx,

La cantidad de capital disponible para el afio 4 es:

X =Pt qi—l,lli—l T qi—l,z‘Ji—l T i3 X — L —Jdi)

X, = 2000 — 0.00915— 0.004J; + 0.03 X,
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La cantidad de capital disponible para el afio 4 es:

i =Pyt G b T odin T 0 (= i -

X, = 2000 — 0.00915— 0.004J; + 0.03 X,

Por lo tanto

f.(x.)= max
2 ( 3) 0<13<x5

= méx {2260-0.031871,-0.030536J, +1.222x,}

0<I3<x4
0<J;<x3— 13

i)

{-0.02171, -0.026016J, +1.1881x, +1.13%(2000~0.0091, —0.004J, + 0.03x, )}

El maximo se alcanzaen l; =0y J;=0

Solucion Optima

Estado

f3(x3)

X3

2260 +1.222X,

Juan Eloy Ruiz Castro
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siendo
s, =((1+1) ~(1+ £ ) )L, +{(1+ 5 -1+ )3, 4, (141
=—0.0353171,—0.04230245J, +1.295029x,

La cantidad de capital disponible para el afio 3 es:

X =Pt qi—l,lli—l T qi—l,z"]i—l T 03 X =L —Ji)

X, = 2000 — 0.0031,— 0.002J, + 0.02 X,
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La cantidad de capital disponible para el afio 3 es:

X =P+ qi—l,lli—l T qi—1,2‘]i—1 T i3 X =l —Ji)

X, = 2000 — 0.0031,— 0.002J, + 0.02 X,

Por lo tanto

f (x,)= max
2 ( 2) 0<1,<X,
0<J, <%, 1,

= méx {4704-0.0389831, —0.04474645J, +1.319469x,}

0<1,<X,
0<J,<x%,1,

~0.0353171, —0.04230245J, +1.295029x, + 2260
+1.222(2000—0.0031, —0.002J, + 0.02x, )

El maximo se alcanzaen |, =0y J, = 0.

Solucién 6ptima

Estado f,(X,)

% 4704 +1.319469x, 0 0

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 1

f,(x)= max {s,+f,(x,)}
0<d,<x -1,

siendo

si=((1+5) =(1+6)* ) +((1+ 1) ~(1+1)') 3, +x (1+1)’
=—0.051092651, —0.06114239J, +1.41158161x,

X =Pt qi—l,lli—l T qi—l,z“]i—l T 03 = Ly —Ji)

X, = 2000 — 0.0021, + 0.003J, + 0.02 X,

Por lo tanto
0<Il,<x

f,(x)=
0<J,<x, -1,

= mMAax {7342.938 —0.053731591, - 0,05718398J, +1 .43797099X1}

0<l,<x

~0.051092651, —0.06114239J, +1.41158161x, + 4704
+1.319469(2000—0.0021, + 0.003J, + 0.02x,)
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f(x)= méx {7342.938-0.053731591, —0,05718398J, +1.43797099x, }

0<Il,<x

El maximo se alcanzaen |, =0y J, =0

Solucion 6ptima
Estado f,(x)) * *
i | J;

X;=4000 7342.938+1.43797099x, 0 0

Por lo tanto se tiene que:

X, =4000;1,=0=J;7Z, =X,

X, =2080;1,=0=1J,; Z, =X,
X;=2041.6;J,=0=1;; Z, =X,
X =D 06D AR === 0 =iy

X, = 4000

Acumulacion final: S+ s,+ S;+5,= 13094,822 euros
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1.6. Resolucion de un problema lineal mediante programacion dinamica

Max z = 2X,+5X,
s.a.
2X, X, <430
X, <230
X5, X, =0

Elementos del modelo

» La etapa I es el nimero de variable

* Las alternativas en la etapa | son X,

* El estado de la etapa I es la holgura en las restricciones funcionales. Viene dado
para la etapa 2 por (R,, Q,) y representa los recursos 1 y 2 que se usan en esta etapa.

Para la etapa 1 viene dado por (R, Q,) representando los recursos 1 y 2 que se usan
en las etapas 1 y 2.

Juan Eloy Ruiz Castro
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Max z = 2X,+5X,
s.a.
2X, X, <430
X, <230
X, X, =0

Solucion

Etapa 2. Los recursos que se usan en esta etapa 2 por parte de X, son (R,, Q,). Llamamos

f,(R,, Q,) ala utilidad méxima para la etapa 2 dado el estado expuesto. Por lo tanto,

f, (RZ’Qz) B OSXIISIS'IX {sz} ™ oex Sgilr?{)lg 230} {SXZ}
0<%, <Qs =230 ? >

Este maximo se alcanza en el maximo de X, y esto ocurre cuando X,=min{R,, Q,}.

Solucién 6ptima

Estado s ( R,,Q, ) X,
(R,=430-2%,, Q,~230) 5 min{R,~430-2x,, 230} min {R,—430-2x,, 230}
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Max z = 2X, 15X,
S.a.
2X,1tX, <430
X, <230
X, %, =0

Etapa 1. En este caso los recursos totales de X, y X, son (R,, Q,)=(430, 230).

En esta etapa es claro que:

f(R,Q)= max {2x +f,(430-2x,230)} = méax {2x +5min(430-2x,,230)}

0<2x, <R, =430 0<x, <215

Expresamos en primer lugar la funcion minimo para los distintos valores de X;.

, 230 ;  0<x <100
m1n(430—2xl,230)=
430-2x, ; 100<x <215

Por lo tanto:

, %0 = U=x = 100
f,(430,230) = max
0sx=21s | 2, +5(430-2x) ; 100<x <215
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Solucién 6ptima

Estado

fl(RDQl)

(430, 230)

1350

100

Max z = 2X,+5X,

2X,1tX, <430
X, <230
X, X, =20

Por lo tanto el optimo se alcanza para X,=100. Desde la etapa 1 se tiene que

X, = min{R,, Q,}=min(430—2x,230) =min(430-200,230) =230

tomando la funcion objetivo el valor 1350.

Juan Eloy Ruiz Castro
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Ejercicio
Max z = 3X,+5X,
S.a.
X, <4
ooyl

3X,t2X, < 18

X, Xy =0
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Max z = 3x,+5X,
S.a.
X, <4
2%, <12

3x, 2%, < 18

Solucion
X, X, >0
Etapa 2. Los recursos que se usan en esta etapa 2 por parte de X, son (R,, Q,,W,).

Llamamos f,(R,, Q,,W,) a la utilidad méxima para la etapa 2 dado el estado expuesto. Por
lo tanto,

f (—.0O,W,)=  max 5% = max 5X
2 ( ’ Qz 272 ) 0<x,<Q,/2=12/2=6 { 2 } 0<x,<min{6,W,/2} { 2 }
0<x,<W, /2

Este maximo se alcanza en el maximo de X, y esto ocurre cuando X, = min{Q,/2, W,/2}.

Solucion dptima

Estado f, ( R,,Q, ) X,
(Q,=12, W,=18-3x,) 5 min{Q,/2=6, W,/2=9-3x,/2} min{Q,/2=6, W,/2=9-3x,/2}
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Etapa 1. En este caso los recursos totales de X; y X,son (R,, Q,, W;) = (4, 12, 18).

En esta etapa es claro que:

f,(R,—W,) = max {3x + f,(—,12,18-3x, )} = méx {3x1 +Smin (6,9 —%xlj}

0<x,<4 0<x,<4

Expresamos en primer lugar la funcién minimo para los distintos valores de X;.

3 6 ; 0<Xx =2
min(6,9——x1): 3 Max z = 3X,+5X,
2 9-——Xx ; 2=<x <4 s
X, <4
Por lo tanto: 2%, < 12
3x,+2x, < 18
3%, +30 ; 0<x <2 %20
f (4,—,18)=max 9
1( ) 0<x, <4 45_5)(1 T 23)(134

i,
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Solucién 6ptima

Estado

fl(RDQl)

(4,18)

36

Por lo tanto el optimo se alcanza para X,=2. Desde la etapa 1 se tiene que

X, = min{Q,/2, W,/2}= min(6,9—% le = min(6,9—%2) =6

tomando la funcion objetivo el valor 36.

Juan Eloy Ruiz Castro

Max z = 3X,+5X,
S.a.
X, <4
2X, <12
3X,+2x, < 18

X{, X, >0

76

FIVRTTRTTR TV TI



Ejercicio. Resolver el siguiente ejercicio de programacion lineal mediante programacion
dinamica.

Méx 7 = 4X,+14X,

S.a.
2Kt TG =21
X 42X, < 21
X, X, =20
Solucion

Etapa 2. Los recursos que se usan en esta etapa 2 por parte de X, son (R,, Q,). Llamamos

f,(R,, Q,) ala utilidad maxima para la etapa 2 dado el estado expuesto. Por lo tanto,

i

Juan Eloy Ruiz Castro



Este maximo se alcanza en el maximo de X, y esto ocurre cuando X,=min{R,/7, Q,/2}.

f,(R,Q,)= max {14x,}

0<%, <R, /7
0<%,<Q, /2
Solucion Optima
Estado f,(R,,Q,) X,
(R,, Q,) 14 min{R,/7, Q,/2} min{R,/7, Q,/2}

Etapa 1. En este caso los recursos totales de X, y X, son (R, Q,)=(21, 21).

En esta etapa es claro que:

f,(R,Q,)=max

0<x,<3

Juan Eloy Ruiz Castro

e U
)

{4x + f,(21-2x,21-7x)}

7

21

[ 2

= max

Qi=iistiiaG

——EXI R 7/3£X1£3

{4X1 + 14min(

Expresamos en primer lugar la funcion minimo para los distintos valores de X;.

3—7&;——5&
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Por lo tanto:

4?2 ;
f1(21,21):méx
0<x<3 | 147 -45x, ; T/3<X <3

Solucion Optima

Estado f(R.Q) X,
21.21) £ [0, 7/3]

Por lo tanto el optimo se alcanza para X, €[0,7/3]. Desde la etapa 1 se tiene que

, . [ 21-2x, 21-T7X 21-2X,
X, =min{R,/7, Q,/2}= min e = -

tomando la funcion objetivo el valor 42.
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Ejercicio. Resolver el siguiente ejercicio de programacion lineal mediante programacion
dinamica.
Max z = 3X,-2X,
s.a.
X tX, <6
X t3X,< 12

X;=20,X,>2
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Solucion

Etapa 2. Los recursos que se usan en esta etapa 2 por parte de X, son (R,, Q,). Llamamos

f,(R,, Q,) ala utilidad maxima para la etapa 2 dado el estado expuesto. Por lo tanto,

f,(R,,Q,)= max {3x,}=  mix }{3X2}:3min{R2,Q2/3}

0<x, <R, 0<x,<min{R,,Q,/3
0<%,<Q, /3
Solucion 6ptima
Estado f,(R,,Q,) X,
(Ry, Q,) 3 min{R,, Q,/3} min{R,, Q,/3}

(R,,Q,)=(6—x,12—Xx,)

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 1. En este caso los recursos totales de X, y X,son (R, Q,) = (4, 6).

En esta etapa es claro que:

f(R,Q) = mix {-2x + ,(R,,Q,)} = gnéui{—2xl +3min(6—xl,4—%J}
0£§§6 =X

Expresamos en primer lugar la funcién minimo para los distintos valores de X;.

Xl
—— ; 0<x <3
min(6—x1,4—%j= 3 :
6-X ; 3<Xx <4

Por lo tanto:

2x, +3L4—5J=—3x1 F12 5 0<x <3
f,(4,6) = max 3

0<x,<4

L2 H3( 62 ) = 185 B 1<

Juan Eloy Ruiz Castro
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Solucién 6ptima
Estado f,(R.Q) X
4, 6) 12 0
Solucién 6ptima
Estado f, ( R,,Q, ) X,

(Ry, Q) = (6, 12)

3 min{R,, Q,/3}=12

min{R,, Q,/3}=min{6, 4}=4

(R,Q,)=(6—x,12-Xx,)

Juan Eloy Ruiz Castro
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Ejercicio. Resolver el siguiente ejercicio de programacion lineal mediante programacion
dinamica.
Max z = 2X,-3X,
s.a.
X tX, <6
X t3X,< 12

X;=20,X,>2
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Solucion

Etapa 2. Los recursos que se usan en esta etapa 2 por parte de X, son (R,, Q,). Llamamos

f,(R,, Q,) ala utilidad maxima para la etapa 2 dado el estado expuesto. Por lo tanto,

Este maximo se alcanza en el maximo de X, y esto ocurre cuando X,=min{R,, Q,/3}.

£,(R,Q,)= max {-3x

2<%, <R,
2<X,<Q,/3
Solucion 6ptima
Estado f,(R,,Q,) X,
(Rza QZ) -6 2

(R,,Q,)=(6—x,12—Xx,)
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Etapa 1. En este caso los recursos totales de X, y X,son (R, Q,) = (4, 6).

En esta etapa es claro que:

f,(R.Q)= max
0<x <6

{2x + f,(R,,Q,)}

0<x<4

= méx {2x, —6} =2

Solucién 6ptima

Estado

fl(Rl’Ql)

(R2v QZ)

2

Juan Eloy Ruiz Castro
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Capitulo 2. PROGRAMACION DINAMICA PROBABILISTICA

Diferencia principal con la deterministica:

“Los estados y retornos de cada etapa son probabilisticos.”

2.1 Ganadora en Las Vegas

Una joven emprendedora experta en estadistica cree haber desarrollado un sistema
para ganar un popular juego en Las Vegas. Sus colegas no piensan que este sistema
sea tan bueno, por lo que le apuestan que si comienza con tres fichas, ella no tendra
cinco fichas después de tres jugadas. Cada jugada incluye apostar cualquier cantidad
de las fichas disponibles y ganar o perder este mismo numero de fichas. La joven
cree que su sistema le dara una probabilidad de 2/3 de ganar una jugada dada.

Suponiendo que la experta en estadistica esta en lo correcto, se quiere determinar su
politica Optima respecto a cudntas fichas apostar (s1 apuesta) en cada una de las tres
jugadas. La decision en cada jugada debera tener en cuenta los resultados de las
jugadas anteriores. El objetivo es maximizar la probabilidad de ganar la apuesta
hecha a sus colegas.

Juan Eloy Ruiz Castro
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Elementos del modelo
* La etapa i es la I-ésima jugada que realiza, iI=1, 2, 3
» Las alternativas son el numero de fichas que debe apostar en cada etapa i (a; )

* El estado x; de la etapa | es el nimero de fichas disponibles para apostar.

Objetivo final: maximizar la probabilidad de que la joven gane la apuesta, por lo tanto,
la funcion objetivo que debe maximizarse en cada etapa es la probabilidad de terminar

las tres jugadas con cinco fichas o mas.

f. (Xi )= probabilidad méxima de terminar las tres jugadas con cinco o mas fichas,

dado que la joven comienza la etapa I con X; fichas.
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Suponemos que la probabilidad de ganar una jugada dada es 2/3, como decia la

experta.

Algoritmo recursivo
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Etapa 3

f(%8y) ==, (% —a,)+= f,(x +a,) Solucion Optima
X; | &=0 |a;=1| ;=2 | a,=3 | a=4 | a,=5 | a=6 | ;=7 | f,(x)| a
0 0 0 0
1 0 0 0 <1
2 0 0 0 0 <2
3 0 0 2/3 2/3 — | 23 | 263
4 o | 23 | 213 2/3 2/3 23 | 1,2,364
5 1 23 | 23 2/3 23 | 23 1 0
6 1 1 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 --- 1 <1
7 1 1 1 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 1 <2
8 1 1 1 1 2/3 2/3 2/3 2/3 1 <3
9 1 1 1 1 1 2/3 2/3 2/3 1 <4
10 1 1 1 1 1 1 2/3 2/3 1 <5
11 1 1 1 1 1 1 1 2/3 1 <6
12 1 1 1 1 1 1 1 1 1 <7
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Etapa 3

Soluciéon Optima
| f(x) a,
0 0 0
1 0 <1
2 0 <2
3 2/3 2 0 mas
4 2/3 1 6 mas
5 1 0
6 1 <1
7 1 <2
8 1 <3
9 1 <4
10 1 <5
11 1 <6
12 1 <7

Juan Eloy Ruiz Castro

Etapa 3
Solucion Optima
%3 f, (Xs') a
0 0 0
1 0 <1
2 0 <2
3 2/3 2 0 mas
4 2/3 1 6 mas
5 6 mas 1 <X;-=5
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Etapa 2

Solucion Optima
fz(xz,az):§f3(x2—a2)+—f3(x2+a2) P
X, =0 |a=1]| a,= a,= a,= a,= a,= fz(xz) a;
0 0 0 0
1 0 0 0 <1
2 0 4/9 4/9 4/9 162
3 2/3 4/9 2/3 2/3 2/3 0,2,3
4 2/3 8/9 2/3 2/3 2/3 8/9 1
5 1 8/9 8/9 2/3 2/3 2/3 1 0
6 1 1 8/9 8/9 2/3 2/3 2/3 1 <1

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 2

Solucion Optima
fz(xz,az):§f3(x2—a2)+—f3(x2+a2) P
X, =0 |a=1]| a,= =3 | a,= a=5| a,=6 fz(xz) a;
0 0 -—- -—- --- -- -- -- 0 0
1 0 0 -—- --- -- -- -- 0 <1
2 0 4/9 4/9 -—- -—- -—- -—- 4/9 162
3 2/3 4/9 2/3 2/3 -- -- -- 2/3 0,2,3
4 2/3 8/9 2/3 2/3 2/3 --- --- 8/9 |
5 1 8/9 8/9 2/3 2/3 2/3 -- 1 0
6 1 1 8/9 8/9 2/3 2/3 2/3 1 <1
Solucion Optima
f,(%,8)==f(x-a)+=f(x+a) P
X, a,=0 |a,=1]| a,=2 a,=3 | a,= fz(xz) al
0 0 --- --- --- --- 0 0
1 0 0 --- --- --- 0 <1
2 0 4/9 4/9 -—- - 4/9 162
3 2/3 4/9 2/3 2/3 - 2/3 0,2,3
4 2/3 8/9 2/3 2/3 2/3 8/9 1
>5 1 1 < X5

Juan Eloy Ruiz Castro
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1 2 Soluciéon Optima
fl(xl,al):gfz(xl—a1)+§f2(x1+a1) P
X a,=0 [ a4=1 | a,=2 a,=3 fl(Xl) a’
3 2/3 20/27 2/3 2/3 20/27 1

Probabilidad maxima de tener 5 6 mas fichas tras tres jugadas: 20/27 = 0.7407

La estadistica debe actuar como sigue:

Jugada 1 Jugada 2 Jugada 3
| stgana a,=0
stgana a, =1 . )
sipierde a,=203
( sl gana =203
a=1 | [ sene & |
si pierde @, =——— apuesta perdida

si pierde a, = -

5 sigana a,=1,2,3,4
si pierde a, =——— apuesta perdida

“
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Ejercicio

Dos amigos necesitan 4000 € para un regalo de aniversario y solo disponen de 1000€.A
uno de ellos se le ocurre la idea de ir al casino y jugarsela. En dicho casino hay un juego
que consiste en lo siguiente. Cada uno de los amigos lanza una moneda y si salen dos caras
entonces el casino devuelve el triple de lo invertido (se pierde el dinero que aposto). Cual
sera la estrategia a seguir para maximizar la probabilidad de comprar el regalo después de

tres partidas.

Solucion

f.(x;) : probabilidad maxima de tener 4000 o mas euros al final del juego

fi(x)=0.25f,, (X +28)+0.75f, (x —a) ; i=1273
1 X, =4

f = T

(%) {o o
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Etapa 3

Juan Eloy Ruiz Castro

Solucién 6ptima
f,(%)=0.25f,(x,+2a,)+0.75f,(x;, —a,)
Estado a;=0 a;=1 az=2 a;=3 a;= f a*
3
0 0 0 0
1 0 0 0 =1
2 0 0.25 0.25 --- --- 0.25 1,2
3 0 0.25 0.25 0.25 --- 0.25 1,2,3
4 6 mas 1 0.25 0.25 0.25 0.25 1 Ay < X3-4
96



Etapa 2

Juan Eloy Ruiz Castro

Solucion 6ptima
£, (6 y=025, (X +24,)+0.751, (X, -4, )
Estado a,=0 a,=1 a,=2 a,=3 a,= f, a*
2
0 0 0 0
1 0 0.0625 --- --- --- 0.0625 1
2 0.25 0.25 0.25 --- --- 0.25 <2
3 0.25 0.4375 0.25 0.25 — 0.4375 1
f,(x,)=025f,(x, +2a,)+0.75f,(x,—a,) Solucion optima
2
0 0 0 0
1 0 0.0625 --- = 0.0625 1
3 0.25 0.4375 0.25 0.25 0.4375 1
o



Etapa 1

Juan Eloy Ruiz Castro

S l b4 r t-
f,(x)=025f,(x +2a)+0.75f,(x —a,) olucién optima
Estado a,=0 g f .
1 . ) al
1 0.0625 0.109375 7/64=0.109375 1
Estado 3
0 0
1 0.0625
3 0.4375
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Estrategia optima

La estadistica debe actuar como sigue:

Jugada 1 Jugada 2 Jugada 3
, sigana a,=0,1

sigana a, =1
- ? {si pierde a, =1,2

a1:1 %

si pierde a, =——— apuesta perdida (sin regalo)

Juan Eloy Ruiz Castro
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2.2 Optimizacion del valor esperado. Un juego aleatorio

Se gira una rueda con marcas de N numeros consecutivos: 1 a n. Por experiencia
previa se sabe que la probabilidad de que se detenga la rueda en un nimero i es p;.
Un jugador paga X euros por lanzar la rueda a lo sumo m veces, pudiendo parar
cuando lo desee antes de girar. El jugador gana siempre el doble de la cantidad
obtenida en el Ultimo giro. Si se lanza a lo sumo m veces la ruleta, ;cual es la

estrategia Optima para obtener el maximo ingreso esperado?
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Elementos del modelo

» La etapa I es el numero de giro, I=1,..., m

» Las alternativas son hacer girar una vez mas la rueda o terminar el juego. La decision
se toma al final de la etapa.

* El estado j de la etapa i es el nimero obtenido en el giro.

f.(J): ingreso maximo esperado desde etapa i hasta el final siendo el resultado del giro j.

Ingreso esperado desde la etapa I hasta fin del juego siendo ¢l resultado del ultimo giro |

2] ; sl termina el juego

< n
> pefia(k) ; sicontinva el juego

\_ k:1

101

Juan Eloy Ruiz Castro



Ecuacion recursiva
fn())=2]
f.(j)= méx{zj,z o) fm(k)};i =2,...,m-1
k=1

Ejemplo
Supongamos una rueda con los nimeros del 1 al 5. La probabilidad de detenerse en el
numero I es p,= 0.3, p,= 0.25, p,= 0.2, p,= 0.15, p,= 0.1. El jugador paga 5 euros para

realizar un maximo de 4 lanzamientos. Obtener la estrategia Optima para cada giro y el

ingreso esperado.
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Ejemplo

Supongamos una rueda con los numeros del 1 al 5. La probabilidad de detenerse en el
numero 1 es p,= 0.3, p,= 0.25, p,= 0.2, p,= 0.15, p;= 0.1. El jugador paga 5 euros para

realizar un maximo de 4 lanzamientos. Obtener la estrategia Optima para cada giro y el

ingreso esperado.

Soluciodn

Etapad4 f,(J) =2j

Solucion Optima
Resultado del giro 4 f,(J) =2j Decision
1 2 TERMINAR (impuesto)
2 4 TERMINAR (impuesto)
3 6 TERMINAR (impuesto)
4 8 TERMINAR (impuesto)
5 10 TERMINAR (impuesto)

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 3

5
f.(j))= méx{2j,z P, fi+l(k)}=_rgéx {2j,0.3*2+0.25%4+0.2*6+0.15*8+0.1*10}
k=1 1=2,....M

=max{2j,5}
Ingreso Solucion 6ptima
Resultado del Terminar Girar ) L. Decision
. f3(j)=maX{2j,5}
giro 3
1 2 5 5 Girar
9 4 5 5 Girar
3 6 5 6 Terminar
4 8 5 8 Terminar
5 10 5 10 Terminar
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Etapa 2

()= méX{zj,Z P fm(k)}: Max {2,0.3%5+0.25%5+0.2%6+0.15*8+0.1*10}
kel i1=2,...,.m

=max{2}j,6.15}

Ingreso Solucion Optima
Resul.tado del Terminar Girar f2 ( J) — méax { 7 J 6.1 5} Decision
giro 2

1 2 6.15 6.15 Girar

2 4 6.15 6.15 Girar

3 6 6.15 6.15 Girar

4 8 6.15 8 Terminar

f 10 6.15 10 Terminar

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 1

f(j)= méx{Zj,Z b, fm(k)}: max{2,0.3%6.15+0.25%6.15+0.2%6.15+0.15*8+0.1*10}
k=1

= méx{2j,6.8125}
Ingreso Solucién 6ptima
Resul.tado del Terminar Girar fl ( J) — max {2 J .6.81 25} Decision
giro |
1 2 6.8125 6.8125 Girar
2 4 6.8125 6.8125 Girar
3 6 6.8125 6.8125 Girar
4 8 6.8125 8 Terminar
%) 10 6.8125 10 Terminar
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Estrategia optima

Giro nimero

Estrategia Optima a seguir después del giro

1

4

Girar si sale 1,2,3.

Girar si sale 1,2,3.

Girar si sale 1,2.

Terminar

Ganancia esperada desde el inicio =

Z p, f,(k)=0.3%6.8125+0.25*%6.8125+0.2*6.8125+0.15*8 +0.1*10 = 7.309375
k=1

Al final la ganancia neta esperada es: 7.309375 — 5 =2.309375 euros

Ejercicio Propuesto

Considerando el ejemplo anterior. ;Qué ocurriria si todos los nimeros fuesen equiprobables?

Juan Eloy Ruiz Castro
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2.3. Problema de inversién

Una persona invierte hasta C euros en bolsa durante los n afios siguientes. Se
compran acciones a comienzo de afio y se venden al finalizar ese mismo ano. El
dinero acumulado se puede utilizar para reinvertirlo cada afio, todo o en parte. El
grado de riesgo se expresa probabilisticamente. Un estudio de mercado indica que
el retorno sobre la inversion esta afectado por m condiciones del mercado, que
pueden ser favorables o desfavorables, produciendo la condicion I un ingreso en
proporcion sobre lo invertido de r; con probabilidad p;. ;Como se debe invertir las

cantidades a lo largo de los afios?
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Elementos del modelo

 La etapa I es el afio al inicio

* Las alternativas son Y;: cantidades invertidas al comenzar el afio I.

* El estado de la etapa i es X;: cantidad de fondos disponibles para invertir al comenzar el

ano. El inicio es X1=C.

f.(x;): fondos esperados maximos para los afos I, i+1,..., n cuando al comenzar el afio i se
tiene para poder invertir X; .

Para la condicion k del mercado (que se presenta con probabilidad p,) se tiene que:

X0 =(1+6)Yi+(% —Y;)=X+Ly, ; k=1,...,m

109
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Ecuacion recursiva

fi(x)= OT&))E_ {Z P fiy (% + 1Y, )}a |
R =

fn+1 (Xn+1) — Xn+l

fn(xn)zogé;)(x {Z pk(xn +rkyn)}
—onen k=l

m
Notamos a la proporcion de ingreso medio como I = Z Pl ,entonces
k=1

B 0 ; 71r<0
yn_X >0

Juan Eloy Ruiz Castro
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Ejemplo
Se desean invertir 10000 euros durante los 4 afios siguientes. Cada afio hay una
probabilidad de 0.5 de doblar la cantidad, 0.2 de quedar igual y 0.3 perder lo

invertido. Proponer una estrategia optima de inversion.

Solucion

C=10000 ; n=4 ; m=3
p,=05 ; p,=02 ; p;=03
rr=1,;r=0,; r=-1

Etapa 4

r=02 f,(x)=12x,

Solucion Optima
Estado fy(X,) Vi
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Etapa 3

f (%)= max {pf, (% +ny;)+p, f, (6 +ny;)+ P f (X +1Yy;)}

0<y;<X3

— max {O.Sf (x, +y3)+0.2f4(x3)+0.3f4(x3—y3)}

0<y;<x

= max {0.5*1.2(x, +y,)+0.2*1.2x, +0.3*1.2(x, - ¥, )}

0<y;<X3

= max {1.2x, +0.24y,|

0<y;<X3

Por lo tanto f3 (X3) = 1.44X3

Solucién Optima

Estado

f3(X3)

Y,

X3

1.44 X,

X3

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 2

fz(xz): max {pl f3(X2 +r1y2)+ P, f3(X2 +r2y2)+ P; 1:3. (Xz +r3y2)}

0<y, <X,
= maX (0,51, (X, +,)+02f, () +03f, (- v,)}
—Omax {0.5%1.44(x, +Y,)+0.2%1.44x, +0.3*1.44(x,
SYaSX%
= max {1.44x, +0.288y,}

0<y, <X,

Por lo tanto f, (x,)=1.728x,

- y,)}

Solucién Optima

Estado f,(X,) y;

Xy 1.728 X, X,

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 1

f(x)=max{pf,(x+ny)+p,f,(x+ny)+pf,(x+ny )

Xl_yl)}

= max {0.5*1.728(x, +Y,)+0.2*1.728x, +0.3*1.728(x

0<y,<x

= max {0.5F,(x, +Y,)+0.2f,(x)+0.3f,(

0<y,<x
0<y,<x

= max {1.728x, +0.3456y, }

0=y <X

Por lo tanto f, (X )=2.0736x,

-y,)}

Solucién Optima

Estado

fi(x))

*

Yi

X

2.0736 X,

X

La politica optima es por lo tanto invertir todos los fondos a principio de cada afio y

en ese caso se espera que los dividendos finales sean de 20736 euros.

Juan Eloy Ruiz Castro
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Ejercicio.

Resolver el caso anterior si las probabilidades y proporciones de ingresos varian en los

distintos afios como sigue:

Ao Iy ) s P, ) Ps
1 2 1 0.5 0.1 0.4 0.5
2 1 0 -1 0.4 0.4 0.2
3 4 -1 -1 0.2 0.4 0.4
4 0.8 0.4 0.2 0.6 0.2 0.2

Juan Eloy Ruiz Castro
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i Afo I P s P, P Ps
Solucion 4 0.8 0.4 0.2 0.6 0.2 0.2
Etapa 4

Solucién Optima
Estado f,(%,) Y4
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f,(x,)=1.6x, | Afio r r, s P P, Ps
3 4 -1 -1 0.2 0.4 0.4
Etapa 3
f (%) = max {pf, (% +6Y5)+ P fy (6 +1Y3) + Py (O +1Ys )
= max {0.2F, (X, +4y,)+0.4f, (% —y,)+0.4f, (X, - y;)}
= O'Qi’i {0.2%1.6(X; +4y;)+0.4*1.6(X, - ¥;)+0.4*1.6(x, -y, )}
= ng’ig)ﬁg {1.6x,}
Por lo tanto f3 (X3) = 1.6X3
Solucién Optima
Estado f5(%3) y:
X3 1.6 X, 0<y;<X,
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f,(X)=1.6x| Afio r r, I, P, P, P,
2 1 0 -1 0.4 0.4 0.2
Etapa 2
fz (Xz) — 09}@)(( { P, 1t3> (Xz + r1y2)+ P, f3 (Xz + r2y2)+ P; f3 (Xz +hLY, )}
‘OUJ%{O 45, (%, +Y,)+0.45(x,)+0.2f(x,—y,)}
:o@f?iz{o 4%1.6(X, +Y,)+0.4%1.6x, +0.2*1.6(x, - ¥, )}
= Or<r;2a<>§2 {1.6x,+0.32y, }
Por lo tanto el maximo vale f2 (Xz) = 1.92X2
Solucién Optima
Estado f5(%3) y;
X, 1.92 X, Xy
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f,(x,)=1.92x,

Etapa 1

I

P

P,

P3

0.5

0.1

0.4

0.5

fL(x)=max {pf,(x+ny)+p,f, (% +ny)+p,f, (x +ny,)}

0<y,<x

= max {011, (x +2y,)+0.41, (x,+y,)+0.5F, (x +0.5y,)}

0<y,<x

= max {0.1%1.92(x, +2Y, )+ 0.4*1.92(x +y,)+0.5%1.92(x, +0.5y, )}

0<y,<x

= max {1.92x +1.632y,}

0<y;<x

Por lo tanto el maximo vale f, (X1) =3.552X

Solucién Optima

Estado

f3(x3)

*

Yi

X

3.552 X,

X

La politica optima es:
Ao 1: 10000 euros
Ano 2: Todos los fondos

Ano 3: Cualquier cantidad de lo que dispongo

Ano 4: Todos los fondos

Dividendos finales esperados: 35520 euros.

Juan Eloy Ruiz Castro
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2.4. Maximizacion de la probabilidad de lograr un ingreso

Consideramos el caso anterior pero ahora deseamos maximizar la probabilidad

de lograr cierta cantidad de ingreso. Las etapas, alternativas y estados no varian.

Llamamos fi(X;) a la probabilidad de obtener la cantidad S, dado que X; es la
cantidad de fondos disponibles al inicial el afio I, dado que se implementa una

politica 6ptima para los afios I, I+1, ..., n.

Ecuacion recursiva

(%)= max{Zpk » x+rky,)} i=1,..,n-1

0<y; <x;

f,(x,)= max {Zm: PP (X, +rkyn28)}

0<y,< 1

Juan Eloy Ruiz Castro
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Ejemplo

Una persona desea invertir 2000 euros. Tiene dos opciones: duplicar lo invertido
(probabilidad 0.3) o perder todo lo invertido (probabilidad 0.7). Las inversiones se venden
al final de cada afno y se reinvierte al comienzo. El proceso se repite durante tres afios.

Maximizar la probabilidad de obtener 4000 euros al final del periodo de tiempo.

Solucion

Etapa 3

En esta etapa, comienzo del tercer afio, el estado X; puede estar entre 0 y 8000 (los dos
anos anteriores ha doblado). La ecuacion recursiva resulta (los numeros de las
inversiones se dan en miles de euros):

f, (%)= max {i PP (X + 1Y, 24)}= Max {0.3P (X, +Y; =4)+0.7P (X, -y, 2 4)}
k=l

0<y;<x5 0<y;<x5

siendo X;=0, 1, ..., 8.
121
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0.3P(X, +Y, 24)+0.7P(x, —y, > 4) Optimo

X3 |Ys5] 1 [ 2314|5167 |8 || Vv
=0

00 0 0
| e ) S sl
210 0 (03 03] 2
3101(03(03]0.3 03] 1,2,3
Aol 0.3 1:0:3:4:0:3:10.5 1 0
51111 (03]103(0.3(0.3 1| <1
6 | 1| 1 1 10.3{0.3(0.3]0.3 1 <2
71111 I | 11]03(03(03|0.3 1 | <3
o e e Il 11 {11]03(03[03]03(1 | <4

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 2

f,(%)= max {0.3f,(x,+Yy,)+0.7f,(x,—y,)} .siendox,=0, 1, ..., 4.

0<y,<X,

0.3f,(X,+Y,)+0.7f,(x,—V,) Optimo
X, |Y,=0] 1 2 31| 4 f, Y, X, | T Vs
0 0 0 0 010 0
1 0 10.09 0.09 1 1 0] <I
2 [ 03 [ U0 TS 0.3 0,2 2 03 2
3103 (051|03/]0.3 0.51 1 3 103(1,2,3
4 1 [051({051{03(0.3 1 0 4 11 0
511 <1
6 | 1 =
7 1 <3
123
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Etapa 1

f(%)=max{0.3f,(x +y,)+0.7f,(x —¥,)} , siendo x,-2.

O<y,<2

03f,(% +y,)+0.7%,(x —y,) | OPtimo
X; | y,=0 1 2 | f |y |[ILX] b Y,
2 | 0.3 [0.3*0.51+0.7%0.09=0.21 | 0.3 | 0. 0,2 || O | O 0
6 3 1| 0.09 1
2 | 03 0,2
3 | 0.51 1
4 1 0
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Solucion:

Ano 1 Ano 2
INVIERTO INVIERTO
doblo x;=2
doblo x,=2  y,=0 pierdo x,=2
1= doblo x,=4
pierdo x,=2  y,=2 pierdo x;=0
AT doblo x,=4
doblo x,=4  y,= pierdo x;=4
=2 doblo x,=0
pierdo x,=0  y,= pierdo x,=0

Esta cantidad se obtiene con probabilidad maxima de f,(2)=0.3

Juan Eloy Ruiz Castro

Ao 3

INVIERTO
V3= SON
V3= SON
Y3~ S
Y3~
Y3~ S
Y3~ S
y;=0 N
y;=0 N
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2.5. Mas ejercicios
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Ejemplo

Un proyecto de investigacion sobre cierto problema de ingenieria tiene 3 equipos de
investigadores que buscan resolver el problema desde 3 puntos de vista diferentes. Se
estima que en las circunstancias actuales la probabilidad de que los respectivos equipos 1,
2, 3 fracasen es de 0.4, 0.6 y 0.8 respectivamente. El objetivo es minimizar la probabilidad
de fracaso de los 3 equipos y por ello se asignaran al proyecto 2 nuevos cientificos de alto
nivel, pero no se sabe en qué equipo es mejor integrarlos. Segin la asignacion a los
equipos, la probabilidad de fracaso cambia segun la tabla siguiente

N° de cientificos Probabilidad de fracaso de los equipos
asignados 1 2 3

0 0.40 0.60 0.80

1 0.20 0.40 0.50

2 0.15 0.20 0.30

Como deben asignarse los 2 nuevos cientificos para minimizar la suma de las
probabilidades de que los tres equipos fracasen?
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Elementos del modelo
* La etapa i es el equipo de investigacion (1, 2, 3)
» Las alternativas son Y;: nimero de cientificos que afiado al equipo |.

* El estado de la etapa i es X;: cantidad de cientificos que dispongo para afiadir en el equipo |

Se tiene que
Xit1 = X =Y
X, =2

f.(X;): probabilidad minima de la suma de fracasar el equipo i,..., 3

Ecuacion recursiva

f, (%)= min {P {fracasar el equipo i cuando se afiaden y; } + f,,, (X -V, )}

0<y; <x
(g =0
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Etapa 3

P {fracasar el equipo 3 cuando se anaden y3} Optimo
2 sl o y;=2 fy Ys
0 0.8 0.8 0
1 0.8 0.5 0.5 1
2 0.8 0.5 0.3 0.3 2

N° de cientificos
asignados

0
1
2

Juan Eloy Ruiz Castro

Probabilidad de fracaso de los equipos

1 2 3
0.40 0.60 0.80
0.20 0.40 0.50
0.15 0.20 0.30
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Etapa 2

: - Optimo
P {fracasar el equipo 2 cuando se afiadeny, } + f, (X, -V, ) P
X y,=0 y=1 y,=2 f) Yo
0 0.6+0.8=1.4 --- --- 1.4 0
1 0.6+0.5=1.1 0.4+0.8=1.2 --- 1.1 0
2 0.6+0.3=0.9 0.4+0.5=0.9 0.2+0.8=1 0.9 0-1
X fy Y3 N° de cientificos Probabilidad de fracaso de los equipos
0 0.8 0 asignados 1 2 3
1 | os 1 0 0.40 0.60 0.80
1 0.20 0.40 0.50
2 0.3 2 2 0.15 0.20 0.30

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 1

. ~ Optimo
P {fracasar el equipo 1 cuando se afiaden y, } + f, (X, —, )
X y,=0 y,=2 fy Y1
0 0.4+1.4=1.8 -=- 1.8 0
1 0.4+1.1=1.5 0.2+1.4=1.6 === 1.5 0
2 0.4+0.9=1.3 0.2+1.1=1.3 0.15+1.4=1.55 1.3 0-1
X, iy s N° de cientificos Probabilidad de fracaso de los equipos
asignados 2 3
0 1.4 0
0.60 0.80
Iy 11 0 0.40 0.50
0.20 0.30
2| 09 | 01

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 1

P {fracasar el equipo 1 cuando se afiaden y, } + f, (X, —, ) e
X) y,=0 y,;=1 Y1 =2 f Y1
0 0.4+1.4=1.8 === === 1.8 0
1 0.4+1.1=1.5 0.2+1.4=1.6 === 1.5 0
2 0.4+0.9=1.3 0.2+1.1=1.3 0.15+1.4=1.55 1.3 0-1

Rutas ¢ptimas

Equipo 1: +0 = Equipo 2: +0 = Equipo 3: +2

Equipo 1: +0 = Equipo 2: +1 = Equipo 3: +1
Al tercer equipo hay que darle 1 6 2

y el resto repartir como se quiera

Equipo 1: +1 = Equipo 2: +0 = Equipo 3: +1
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Ejemplo

Un proyecto de investigacion sobre cierto problema de ingenieria tiene 3 equipos de
investigadores que buscan resolver el problema desde 3 puntos de vista diferentes. Se
estima que en las circunstancias actuales la probabilidad de que los respectivos equipos 1,
2, 3 fracasen es de 0.4, 0.6 y 0.8 respectivamente. El objetivo es minimizar la probabilidad
de fracaso de los 3 equipos y por ello se asignaran al proyecto 2 nuevos cientificos de alto
nivel, pero no se sabe en qué equipo es mejor integrarlos. Segin la asignacion a los
equipos, la probabilidad de fracaso cambia segun la tabla siguiente

N° de cientificos Probabilidad de fracaso de los equipos
asignados 1 2 3

0 0.40 0.60 0.80

1 0.20 0.40 0.50

2 0.15 0.20 0.30

Como deben asignarse los 2 nuevos cientificos para minimizar la probabilidad de que
algin equipo fracase?
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Elementos del modelo
* La etapa i es el equipo de investigacion (1, 2, 3)
» Las alternativas son Y;: nimero de cientificos que afiado al equipo |.

* El estado de la etapa i es X;: cantidad de cientificos que dispongo para afiadir en el equipo |

F, . “Fallar el equipoi” ; 1=1,2,3

Y; : “N°de cientificos que se aniaden al equipoi” ; 1=1,2,3
R(ROE OR Mmtey: |Sl=ElEeE B Yimkey
P(Iflmlfzmlf_,,‘Ylezmﬂ):

P(EJY,AY,"Y,)P(F|F nY, Y, AY,)P(E|F,AF AY, Y, AY,)

En nuestro caso se tiene que

R e (e m = PR e e RIE MeN P )
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Se tiene que
AT &Y
X, =2

Por lo tanto

X=X =Y
S e e

f.(X;): probabilidad maxima de no fracasar el equipo I, i=1..., 3

Ecuacion recursiva

f. (X. ) = max {P {no fracasar el equipo I cuando se anaden Y. } f.., (Xi -, )}

' 0<y; <x

f,(x,)=1

130
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Etapa 3 P{E |Y1,Y2,Y3}

P {no fracasar el equipo 3 cuando se afiaden y3} Optimo
p Eml yi=1 y3=2 f, Y3
0 0.2 e .
1 0.2 0.5 0.5 1
2 0.2 0.5 0.7 0.7 2

N° de cientificos
asignados

0
1
2

Juan Eloy Ruiz Castro

Probabilidad de no fracaso de los equipos

1 2 3
0.60 0.40 0.20
0.80 0.60 0.50
0.85 0.80 0.70
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Etapa 2 P{lf2 IYI,YZ}-myc'iQIXF’{IE3 = :1,2,3}

. - Optimo
P {no fracasar el equipo 2 cuando se afiadeny, } - f, (X, -V, ) P
X y,=0 y=1 y,=2 f) Yo
0 0.4 *0.2=0.08 --- -—- 0.08 0
1 0.4 * 0.5=0.20 0.6 *0.2=0.12 --- 0.20 0
2 0.4 *0.7=0.28 0.6 *0.5=0.30 0.8 *0.2=0.16 0.30 1
X3 fy Y3 N° de cientificos Probabilidad de no fracaso de los equipos
0 0.2 0 asignados 1 2 3
1 | os 1 0 0.60 0.40 0.20
1 0.80 0.60 0.50
2 0.7 2 2 0.85 0.80 0.70

18
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Etapa 1

P{'El |Y1}'méX{P{|Ez Y =Y, Y, = Yz}P{ﬁs Yi=YY, =Y,,Y; = y3}}

Yi

. - Optimo

P {no fracasar el equipo 1 cuando se afladen'y, }- f, (x, -, ) -
X y;=0 y,=1 Y =2 f Yi
2 | 06*03=0.18 0.8*0.2=0.16  |0.85*0.08=0.068| 0.18 | 0

) f, Y,
0 (| 0.08 0
1 {| 0.20 0
2 1 0.30 1

Juan Eloy Ruiz Castro

N° de cientificos
asignados

0
1
2

Probabilidad de no fracaso de los equipos

1 2 3
0.60 0.40 0.20
0.80 0.60 0.50
0.85 0.80 0.70

138

''''''''''''



Etapa 1

: - Optimo

P {no fracasar el equipo 1 cuando se afladen'y, }- f, (x, -y, ) P
X y;=0 y,=1 Y =2 f Yi
2 0.6 *0.3=0.18 0.8 *0.2=0.16 0.85 * 0.08 =0.068| 0.18 0

Rutas ¢ptimas

Equipo 1: +0 = Equipo 2: +1 = Equipo 3: +1

El equipo 1 no hay que darle cientificos nuevos y uno a cada uno del resto de equipos.

Probabilidad minima de que algun equipo fracase : 1- 0.18 = 0.82
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Ejemplo

Una cadena de supermercados tiene 3 locales. La cadena compra diariamente 6
litros de leche a un proveedor y los distribuye en sus locales. Si un local vende un
litro de leche recibe un beneficio de 2 €, obteniendo por cada litro sobrante diario un
beneficio de 0.5 € al devolverlo al proveedor. La demanda de leche en cada local no
es conocida con anterioridad mostrando la siguiente tabla los valores posibles y su
probabilidad de ocurrencia:

Demanda Prob. Prob. Prob.
d; (local 1) (local 2) (local 3)
(litros)
1 0.6 0.5 0.4
2 0 0.1 0.3
3 0.4 0.4 0.3

Calcular el valor 6ptimo del nimero de litros de leche en cada local en un dia
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Etapa 3

el e i[Zmin{d3, Y} +0.5max {y, —d3,0}]P(D3 =d,) Optimo
X3 y;=0 y;=1 y;=2 y;=3 y;=4 Y;:=5 |y=6| f; | v,
0 0 0 0
1 0 2 2 1
2 0 2 3.4 3.4 2
3 0 2 3.4 4.35 4.35 3
4 0 2 3.4 4.35 4.85 485 | 4
5 0 2 3.4 4.35 4.85 555 535 5
6 0 2 3.4 4.35 4.85 5.35 | 5.85 | 5.85 6
Demanda Prob. Prob. Prob.
o (local 1) (local 2) (local 3)
(litros)
1 0.6 0.5 0.4
2 0 0.1 0.3
3 0.4 0.4 0.3
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Etapa 2

f, (%)= 3 [2min{d,, y,} + 0.5max{y, - d,, 0 JP (D, =d, )+ £,06, - ¥) Optimo
X, y,=0 y,=1 y,=2 y,=3 y,=4 =5 |¥=6| f, |V,
0 0 0 0
1 2 2 2 0,1
2 3.4 4 3.25 4 1
3 4.35 5.4 5.25 4.35 5.4 1
4 4.85 6.35 6.65 6.35 4.85 6.65 2
5 5o 6.85 7.6 705 6.85 555 775 3
6 5.85 7.35 8.1 8.7 8.25 7.35 [ 5.85 | 8.7 3
Demanda Prob. Prob. Prob.
o (local 1) (local 2) (local 3)
(litros)
1 0.6 0.5 0.4
2 0 0.1 0.3
3 0.4 0.4 0.3
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Etapa 1l

fl(xl):Ci[zmin{dl,yl}+0.5max{yl—dl,O}]P(Dl —d,)+ f,06 - y) Optimo
X y,=0 y,=1 y,=2 y,=3 y,=4 =5 |y;=6| f, Yo
6 8.7 9.75 9.75 9.6 8.7 7.2 5.7 |9.75| 1,2
Demanda Prob. Prob. Prob.
d; (local 1) (local 2) (local 3)
(litros)
1 0.6 0.5 0.4
2 0.1 0.3
3 0.4 0.4 0.3
Solucion: Ganancia esperada 9.75 euros
15352
2—>2—>2
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Ejemplo

Una cadena de supermercados tiene 3 locales. La cadena compra diariamente 6
litros de leche a un proveedor y los distribuye en sus locales. Si un local vende un
litro de leche recibe un beneficio de 2 €, obteniendo por cada litro sobrante diario un
beneficio de 0.5 € al devolverlo al proveedor. La demanda de leche en cada local no
es conocida con anterioridad mostrando la siguiente tabla los valores posibles y su
probabilidad de ocurrencia:

Demanda Prob. Prob. Prob.
d; (local 1) (local 2) (local 3)
(litros)
1 0.6 0.5 0.4
2 0 0.1 0.3
3 0.4 0.4 0.3

Calcular el maximo de la suma de las probabilidades de obtener cada local un
beneficio mayor de 3.5 euros. ;Cual es la politica a seguir?
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Etapa 3

Optimo
£ (%) = P{l,,.,, (2min{d,, y;} +0.5max{y, ~d,,0}) > 3.5|
X3 y,=0 y=1 y;=2 y3=3 y,=4 Y;=5 | ¥5=6 | f4 Y3
0 0 0 0
1 0 0 0 0,1
2 0 0 0.6 0.6 2
3 0 0 0.6 0.6 0.6 2,3
4 0 0 0.6 0.6 0.6 0.6 (234
5 0 0 0.6 0.6 0.6 1 1 5
6 0 0 0.6 0.6 0.6 1 1 1 5,6
Demanda Prob. Prob. Prob.
d; (local 1) (local 2) (local 3)
(litros)

1 0.6 0.5 0.4

2 0 0.1 0.3

3 0.4 0.4 0.3
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Etapa 2

Optimo
f,(%)=P{l,.,, (2min{d,,y,} +0.5max{y, —d,,0})>3.5}+ f, (%, ~y,)
X3 y;=0 y=1 y;=2 y3=3 y=4 Yi=5 |y;=6| Y3
0 0 0 0
| 0 0 0 0,1
2 0.6 0.6 0.5 0.6 0,1
3 0.6 0.6 0.5 0.5 0.6 0,1
4 0.6 0.6 1.1 0.5 0.5 1.1 2
5 1 1 1.1 1.1 0.5 1 1 2,3
6 1 1 1.1 1.1 1.1 1 1 1 2,3,4
Demanda Prob. Prob. Prob.
d; (local 1) (local 2) (local 3)
(litros)
1 0.6 0.5 0.4
2 0 0.1 0.3
3 0.4 0.4 0.3
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Etapa 1l

(e i[2min{dl,yl}+0.5max{yl ~d,,0}JP(D, =d,)+ f,(x - ) Optimo

dy=1

X1 y;=0 y,=1 y=2 yi=3 y,;=4 y=5 |yi=6| f, Y,

6 1 1 1.5 1 1 1 1 1.5 2
Demanda Prob. Prob. Prob.
d; (local 1) (local 2) (local 3)
(litros)
1 0.6 0.5 0.4
2 0 0.1 0.3
3 0.4 0.4 0.3

Solucién: Méaximo: 1.5
2>2—52
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Ejemplo

Una empresa sabe que la demanda de su producto durante cada uno de los cuatro meses
siguientes serda como sigue: 1 unidad en el primer mes; 3 unidades el segundo mes; 2
unidades el tercer mes; 4 unidades el cuarto mes. Al principio de cada mes la empresa debe
determinar cuantas unidades debe producir. El coste de preparacion de unidades por mes
tiene un fijo de 3 € (independiente del nimero de unidades producidas). Cada unidad tiene
un coste de 1 € de produccion y ademas al final de cada mes se paga 0.50 € por unidad en
inventario. La limitacion de capacidad permite la produccion de a lo sumo de 5 unidades
mensuales siendo la capacidad maxima del almacén de 4 unidades cada mes. La empresa
desea determinar un calendario de produccion para cada mes que cumpla a tiempo con las
demandas y que reduzca al minimo la suma de los costes de produccion y almacenamiento
durante 4 meses. Suponer que hay cero unidades al inicio del primer mes y cero unidades al

final del cuarto mes.

148
Juan Eloy Ruiz Castro



N° de etapas: 4

Alternativas: n° de unidades producidas el mes i (&;)
Estados: inventario al final de mes: X;< 4

di: n° de unidades demandadas mes |

a;,— d; : n° de unidades almacenadas el mes |

a; < 5para todo |

f.(X;) : coste minimo al final de los cuatro meses cuando el afio I se tienen X;
Ecuacion recursiva
min{3+a +0.5(x +a —d,)+ f (x+a-d)} ; a=0
f.(x)=
(%) min{0.5(x —d;)+ ., (x —d,)} . a =0
iz (O) —ild;

> |
N =Nt _di
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d, =1
d,=3
Etapa 4 4

P d, =2

Xs=X,+a,—-4=0 d,=4
Optimo

f,(x,)=3+a,+0.5(x,+a, —4)+ f;(x, +a,—4)

X, a,= a,=3 a,=2 a,=1 a,=0 f, | a,
4 0 0 0
3 3+1=4 4 1
2 3+2=5 5 2
1 3+3=6 6 3
0 3+4=7 7 4
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G|
Etapa 3 1
& d, =3
X, X 48 =24 d; =2
d,=4
f(x.)=3 0.5 2)+ f 2 Opt.
3(x3)_ +a, +0. (x3+a3— )+ 4(x3+513— )
Xy a,=5 a,=4 a,=3|a,=2| a,=1 |a,=0]| f, a,
4 — | 7 | 95 | 6 6 0
3 -—- -—- 8 10.5 10 7.5 7.5 0
2 3+4+2+0=9 11.5| 11 10.5 7 7 0
1 3+5+2+0=10 3+4+1.5+4=12.5| 12 |11.5 11 10 5
0 | 3+45+1.5+4=13.5 3+4+1+5=13 125 12 - 12 2
X, | f, | a,
4 0 0
3 4 1
2 5 2
1 6 3
gl 7 i

Juan Eloy Ruiz Castro




d =1
Etapa 2 d,=3

1y dy=2
XK =%5ta 55 d,=4

f,(x,)=3+a,+0.5 3)+ f 3) O
,(%,)=3+a,+0.5(x,+a, —3)+ f,(x, +a, —3)

Xo 18511854 fia,=3 1] 1ds=21{1as=1 a,=(0 L L=
4 | --- --- 14 14 12 10.5 1051 O
3| -- 15 15 13 14.5 12 12 0
2 | 16 16 14 | 15.5 16 --- 14 3
1 17 15 | 165 | 17 --- --- 15 4
O| 16 | 175 | 18 --- --- --- 16 5

Juan Eloy Ruiz Castro

f; | a
6 0
/75| 0
7 0
10| 5
12 | 2
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d, =1
Etapa 1 d,=3

d; =2
X, =X%+a-1=0 4 4

Opt.
f(x)=3+a +0.5(x +a —1)+f,(x +a —1)

X, | a=5 |a=4| a;=3 a,=2 a,=1 a,=0 fimfien
0| 20.5 | 20.5 21 20.5 20 --- 20 | 1
X | Ty = Costo minimo: 20 €
4 1105| O
3| 12 0 Afio 1 se produce 1

Afio 2 se producen 5
2 | 14 3 Afio 3 se producen 0

Afio 3 se producen 4
1| 15 4
0| 16 | 5

Juan Eloy Ruiz Castro
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Capitulo 3. SISTEMAS DE COLAS

3.1. Introduccién

Los modelos de colas tienen su origen en el estudio de disefio de problemas relacionados
con cambios automaticos de telefonia siendo analizados en primer lugar por Erlang a
comienzos del siglo XX. En estos sistemas de telefonia se plantean preguntas como:
¢(Cuantas lineas se requieren para dar un cierto grado de servicio?, ;Cudl es la probabilidad
de que un cliente tenga que esperar mas de un cierto tiempo hasta la conexion? Similares
preguntas se pueden extrapolar a otros sistemas: ;cudntos terminales se necesitan en un
sistema computacional para que el 80% de los usuarios accedan a esta en 20 segundos?,
(cudl seria el efecto en el tiempo promedio de espera de los clientes cuando cambia el

tamano del servicio de mantenimiento?
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Hoy dia en muchos establecimientos (bancos, supermercados,...) se ha adoptado
la forma de cola Ginica que se puede demostrar que es mucho mejor para el cliente.

(http://www.ciencia-explicada.com/2013/03/hacer-una-o-muchas-colas-en-el.html)
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Discutiremos en este tema los modelos de colas basicos de utilidad probada en el

analisis de una amplia variedad de sistemas estocasticos.
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3.2. La distribucién exponencial

3.2.1 Definicion. Una v.a. continua T se dice que sigue una distribucién exponencial de
razon A si su funcidon de densidad tiene la forma

ft)y=1e" ; t>0
Esperanza, varianza y funcién de distribuciéon de una v.a. exponencial
E[Ef Ziedic .
0 A

Var[T]=E[T* |-E[T] =j0°°zt2e”«tdt—%=%

P(T<t)=[ Ze*dt=1-e* ; t>0

BT || Asrtitimeing i
lin
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3.2.2 Propiedad de no memoria de la distribucion exponencial

Ejemplo. Se tiene una maquina cuyo tiempo de vida se distribuye exponencialmente con
media igual a 4 meses. Si la maquina esta nueva inicialmente, ;cudl es la probabilidad de
que siga funcionando transcurridos 1.5 meses?

Si de nuevo la maquina es observada cuando lleva trabajando 2 meses, ;cudl es la
probabilidad de que esté funcionando transcurridos 1.5 meses mas?

Solucioén

Sea T la v.a. tiempo de vida de la maquina. La razén de fallo de la misma es A = 0.25

» S1 la maquina esta nueva inicialmente, ;cual es la probabilidad de que siga funcionando
transcurridos 1.5 meses?

P (T > 1.5) — e—l-l.S — e—0.25-1.5 — e—1.375 — 0.6873

» Si de nuevo la maquina es observada cuando lleva trabajando 2 meses, ;cual es la
probabilidad de que esté funcionando transcurridos 1.5 meses mas?
Bl s v ) B sy R s

P T 35 T 2 o i — — - 71-(3.572): 70.25-1.5: 71.375:0.68 3
g P(T >2) Do) e e e :
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Propiedad de no memoria de la distribucion exponencial

Dada una v.a. exponencial T con razon A. Entonces se verifica para cualquier s, t > 0 que

P(T>t+s|T>s)=P(T >t)

Demostracion

—A(t+s)
P(T>t+s|T>s)= Pé‘;;t:)s) = ee_ﬂt =e " =P(T >1)
>

Nota. La distribucion residual a partir de cualquier valor S de una distribucion
exponencial es de nuevo exponencial del mismo parametro.
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3.2.3 Propiedad del minimo

Sea X e Y dos v.a. independientes distribuidas exponencialmente de parametros Ay L,
respectivamente, entonces la v.a. minimo de ambas distribuciones es exponencial de
razon A+u .

Demostracion

P(min(X,Y)>t)=P(X >t,Y >t)=P(X >t)P(Y >t)=e e _ o (rut

Nota. El minimo de un numero finito de distribuciones exponenciales se distribuye
exponencialmente con parametro la suma de los parametros.
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Ejemplo Propuesto. En una parada de autobus pasan el nimero 21 y el nimero 10. Se
sabe que el tiempo ( X ) desde la llegada del 21 hasta el proximo 21 se distribuye
exponencialmente de media 4 minutos. Andlogamente se sabe que el tiempo entre dos
llegadas consecutivas del niumero 10 ( Y ) es exponencial y que estas ocurren a 0.2 por
minuto. Si en cualquier instante de tiempo llego a la parada y ambas lineas de autobus
me llevan a mi destino. ;Cual es la probabilidad de que tenga que esperar mas de dos

minutos?
Solucioén

X = exp(4 =0.25)
Y > exp(4=0.2)

P(min(X,Y)>2)=e #2222 = 0.4066
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3.3. Proceso de nacimiento y muerte

Consideramos en esta seccion un proceso de Markov {N(t); 0 <t < o } que toma valores
enteros no negativos. Especial atencion le daremos al caso {N (t)} markoviano estacionario.

Por lo tanto verifica,
pij(t): P{N(t+u): J | N(u)=i,N(s);O£s<u}=P{N(t): J | N(O):i} paral, j =0,1,2,...

3.3.1. Definicion (proceso de nacimiento puro). Dado un proceso de Markov {N(t), t>0}, es
un proceso de nacimiento puro si dada una sucesion de nimeros positivos {4, } satisface los

siguientes postulados
(1) Pr{N(t+h)—N(t):1|N(t):k}zlkh+o(h) (h—>0)
(i1) Pr{N(t+h)—N(t):O|N(t):k}zl—lkh+o(h) (h—>0)
(iif) Pr{N(t+h)—N(t)<0|N(t)=k}=0
(111) N(0) = 0.

N(t) es el nimero de llegadas (nacimientos) en un intervalo (0, t].
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Diagrama de transiciones

ORnOROn

Construccion de las ecuaciones diferenciales
Notacion P, (1) = Pr{ N(t)= n}

P, (t+h) = py(t)(1—Ah)+o(h)

pn(t+h):ipk(t)Pr{N(t+h)—N(t):n_k| N(t):k}

= p,(O(1-2;h+0o(h))+ p, () (4,,h+0(h)).
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p0(0)=1
p,(0)=0 paran=1

*. . Resolucion de las ecuaciones diferenciales

{ p, () =e ™
:' p' (e + A p (e =1 p._ (e
%[ p,(De™ | =4, p, (De™

P, (t)e™ = I; A pn_l(x)el“xdx +K paran>1

P (1) = 4, e ' I; e P,y (x)dx + Ke ™
P, (0)=0

p,(t)=4, e L: e™p, ,(X)dx paranz=>1
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Condicion de normalizacion Z p,O=1< Z_

nO n

Cuando todas las razones de nacimiento son distintas se tiene desde

P, (1) = /In_le_l“t _‘: e’ p,_,(X)dx paran=>1

que
_/11

o, (t) = Zo& [l_e(ﬂq—ﬂo)t]
A=A

0

g !

(ﬂ’l _/Io)'”(ﬂ‘n _/10)

pn(t) :ﬁo"'ﬂnl\\

n—1 e_ﬂkt e_ﬂnt
+ ; n>1

k:l(/10_ﬂk)...(ﬂ’k—l_ﬂk)(/’]‘kﬂ_ﬂk).”(ﬂ“n_/’]’k) (ﬁ’ /1) (ﬂnl_;tn)

Se prueba por induccion
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Definicion Proceso de Poisson. Un proceso de Poisson de razéon A es un proceso de
nacimiento puro donde A, = A para todo K. Por lo tanto se tiene que se verifican los siguientes

postulados
(i) Pr{N(t+h)—N()=1|N()=k}=2h+o(h) (h—0)
(i) Pr{N(t+h)—N(t)=0|N(t)=k}=1-2h+o(h) (h—0)
(iil) Pr{N(t+h)—N(t)<0|N(t)=k} =0
(iii) N(0) = 0.

N(t) es el nimero de llegadas (nacimientos) en un intervalo (0, t].

Proposicion . Un proceso de Poisson de razon A verifica

P{N({t+s)—N(s)=n}=P{N(t)=n}=e™" (/:')

Nota. Para un valor t >0, el nimero de llegadas en un intervalo de longitud t se distribuye
como una Poisson At

N(t) > P(At)
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Relacion entre el proceso de Poisson y la distribucion exponencial.

El proceso de llegadas {N(t), t > 0} se dice que es un proceso de Poisson de razéon A ,
A >0 su los tiempos entre llegadas X,, X,, X;, ... se distribuyen todas como una

distribucion exponencial de razon A.
Ejemplo

Un grupo de taxis estan esperando a la llegada de pasajeros en una estacion de tren. Los
pasajeros llegan a los taxis mediante un proceso de Poisson con una media de 20
pasajeros por hora. Un taxi sale tan pronto como se recogen a cuatro pasajeros o a los
diez minutos de llegar el primer pasajero.

(a) Supongamos que tu llegas a un taxi y que en cinco minutos han llegado otros dos
pasajeros. ;Cual es la probabilidad de que ti esperes otros cinco minutos hasta la salida
del taxi?
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Ejemplo

Un grupo de taxis estan esperando a la llegada de pasajeros en una estacion de tren. Los
pasajeros llegan a los taxis mediante un proceso de Poisson con una media de 20
pasajeros por hora. Un taxi sale tan pronto como se recogen a cuatro pasajeros o a los
diez minutos de llegar el primer pasajero.

(a) Supongamos que tu llegas a un taxi y que en cinco minutos han llegado otros dos
pasajeros. ;Cual es la probabilidad de que ta esperes otros cinco minutos hasta la salida
del taxi?

(b) Supongamos que ti llegas a un taxi y que en tres minutos han llegado otros dos
pasajeros. Si después de esto transcurren dos minutos sin llegar nadie, ;cudl es la
probabilidad de que th esperes otros cinco minutos hasta la salida del taxi?

Unidad el minuto: A= 1/3

P{X> 5} = e53=0.1889
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Ejemplo

A una estacion de gasolina llegan vehiculos a repostar. El tiempo entre dos llegadas
consecutivas se distribuye de forma exponencial de razon 2 vehiculos por minuto. ;Cual es
la probabilidad de que lleguen a la estacion 4 vehiculos en 5 minutos? ;Cual es el nimero

esperado de llegadas en un cuarto hora?

Solucion

Unidad el minuto: A= 2

at)" i
P{N(5)=4}=e‘“( ) =e‘“’l(—)— =0.0189

n! 4!

(Cual es el nimero esperado de llegadas en un cuarto hora?
N(15) — P(30)
E[ N (15) |=30 llegadas
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3.3.2. Definicion de un Proceso de nacimiento y muerte

Una generalizacion del proceso de nacimiento puro es el proceso de nacimiento y
muerte. Si en un tiempo t el proceso esta en el estado n, después de un tiempo de

permanencia aleatorio el proceso se puede mover a los estados vecinos h—1 y n+1.

Postulados

Como en el caso de un proceso de nacimiento puro, suponemos que N(t) es un proceso de
Markov con espacio de estados {0, 1, 2, ...}. Dada dos sucesiones de numeros positivos {4, |

y {44} el proceso satisface los siguientes postulados
(1) Pr{N(t+h):k+1|N(t):k}:ﬁktho(h) (h—>0)
(i1) Pr{N(t+h):k—1| N(t):k}:ykh+0(h)
(ii1) Pr{N(t+h):k| N(t):k}zl—(ﬂq< +yk)h+o(h) (h—>0)
(1v) Pr{N(t): J N(t):k} =0y
(Ve =00 Ol A OS2

N(t) es el nimero de individuos en el tiempo t
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Diagrama de transiciones

@ ; @ ; @ ;
Hy H H3

La matriz
—4 Ao 0 0
mo —(A+wm) A4 0
Q=| 0 o (L) W
0 0 i —(l} +,u3)

se denomina generador infinitesimal del proceso. Los parametros A, Yy g se

denominan razones (infinitesimales) de nacimiento y muerte respectivamente.
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3.3.2.1 Distribucion del tiempo de permanencia en cada estado

Si notamos por X; al tiempo de permanencia del proceso {X(t)} en el estado i (i individuos en
el sistema) calculamos esta distribucion hasta que deja dicho estado. Llamamos a la funcion

de supervivencia del tiempo de permanencia en el estado | como

G,(t)=Pr{X, >t}

Dado que es un proceso de Markov se tiene que

Pr{X, >t+h}=G,(t+h)=Pr{X, >t+h| X, >t} Pr{ X, >t}
=Pr{X, >h{Pr{X, >t} =G, (h)G(t)

Aplicando los postulados

Gy(t+h) =GO Pr{X(t+h)=i| X (1) =i}]
=G,()[1-(4 + 4 )h+o(h) ]
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Asi

G(t+M)-G(t) _
h

tomando limites cuando h—0 y con la condicion inicial se tiene

(2‘1 T4 )Gi (t)+o(h)

Gh(t)= _(ﬂf. T H; )Gi (t)
Gi 0)=1

La solucion es
Gt)=e "™ )" . t>0

¢ Cual es la distribucion del tiempo de permanencia en el estado 1?

Exponencial de razon (razon de salida) A+
o _ _ A
Probabilidad de saltar tras ese tiempo al estado I +1: P +'ﬂ
Probabilidad de saltar tras ese tiempo al estado I -1: i A
i + 1ui
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3.3.2.2 Comportamiento estacionario de un proceso de nacimiento y muerte

En un proceso de nacimiento y muerte sin estados absorbentes se puede probar que el

siguiente limite existe y es independiente del estado inicial

%1_{2 p;(t)=p; 20

Podria ocurrir que p;=0 para todo J, pero cuando no siempre son ceros y satisfacen la

condicion de normalizacioén

2. p; =1
i=0

forman una distribucion de probabilidad que se denomina distribucion limite del

proceso. Esta distribucion limite es también estacionaria en el sentido
P; = Z P; pij(t)
i~0

PP =p
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Calculo de la distribucidén estacionaria

A,
0=0

H
Ay 4
(,uj +ﬂ‘j) Pj = 4, Pjy +/1j—1 P
— «—
4 i1
(4 +4) Py =P+ AP 5 21 . s
Ecuaciones de equilibrio

< /10 Py = 44 P,

P;=1  Condicién de normalizacion
\ =0

Lo
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Solucion del sistema por induccién

Desde 0 =-A4,p, + 14, P, se tiene que

/10
Pr=—"0

A
Para | =1

_ A
ﬂ‘Oﬂ'l.“ﬂ’j 1 i—0 | -
pJ — pO j pO para J _192939
oy e H 1
Obteniendo _ i
A A J
pJ = OAT j—1 pO :tho para J :1’2’3,
L B A,

Juan Eloy Ruiz Castro
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Determinamos p, desde la condicion de normalizacion

o0 o0

' H

j=0 j=1
De donde

4 o
h} si Zﬁ£<w

j=1 i=1 M

po{Hi

]
=1 =1 A

e T A
Luego la distribucion limite existe si z 7 <0
j=1 i=1 i

Juan Eloy Ruiz Castro

i o _J
B L | L LT ¥ |
i=1 j=1 i

i



Expresion matricial para el calculo de la distribucion estacionaria
pQ=0
pe=1

e: vector columna de unos de dimension apropiada

Si Q" es la matriz Q eliminando la primera columna se tiene que

p(€]Q")=(10)
p=(1,0)(¢Q")"
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Ejemplo. Determinar la distribucioén estacionaria de un proceso de nacimiento y muerte

con parametros A :a(j +1) Y M = B]J* paraj=0,1,2,... donde 0 < a < 3.

Solucion
AN a-a-2-a3ad--a jla! 1(a)

P; = ot leo: 2 2 ] gy 1\2 jﬂoz.—'(—j P, ;5 J=1
iy 1 B-p-2*-p-3--B-j (i) B jing

Determinamos p, desde la condicion de normalizacion

|
] T [1+e“/ﬂ —IT =g /f

= Z— Desarrollo de MacLaurin

_ I j
1 a : _/IB - . . l(aj e 06/,3
=—| — | e - 1>0 Siempre existe pues e =68 = o0
P, j!(ﬁJ D] D p ZJ! 3

j=1
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3.4. Elementos de una cola. Factor de utilizacion

Conceptos basicos asociados a un sistema de colas. Los elementos que intervienen en un

sistema de colas son los siguientes:

(a) Como se producen las llegadas (tiempo entre llegadas y tipo)

Las llegadas se caracterizan por la distribucion de los tiempos entre
llegadas suponiendo que son independientes ¢ idénticamente
distribuidos (Proceso de renovacion).

(b) Como se realiza el servicio (tiempo de servicio)
(c) Namero de servidores
Cuando hay varios servidores suponemos que hay una sola cola.
(d) Capacidad del sistema
Sistemas con y sin pérdidas
(e) Disciplina de cola

Se considera la disciplina FIFO (first in, first out). Esto se verifica cuando

hay un solo servidor
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Notacion: a/b/c/d

La notacién para un sistema de colas es la de Kendall

M : tiempos exponenciales
E, : Tiempos erlangianos de indice k
D : Deterministico

H, : Hiperexponencial (mezcla finita de exponenciales no idénticas)

G : Distribucion general
PH: Distribucion tipo fase

Ejemplos.

(1) Un sistema de colas donde las llegadas son Poissonianas, hay un servidor y los tiempos
de servicio son exponenciales se nota como M/M/1.

(2) Un sistema de colas con tiempos entre llegadas exponenciales, tiempo de servicio

erlangianos de indice K, con C servidores y una capacidad finita igual a K se nota como
M/E,/c/K.
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Medidas de efectividad asociadas a un sistema de colas

N(t): nimero de clientes en el sistema en el tiempo t.
N,(t): nimero de clientes en cola en el tiempo t.

N (t): namero de clientes siendo servidos en el tiempo t.

N(8) = N, () + N, (t)

W: Tiempo de espera de un cliente en el sistema (W, para el cliente n)
W+ Tiempo de espera en cola de un cliente (W, , para el cliente n)

S: tiempo de servicio de un cliente

W:Wq+S

W(x) = P(W < X) ; Wy(X)=P(W, <X)

Estudio de un sistema de colas en régimen estacionario el cual se consigue cuando
aumenta el tiempo y se producen unas condiciones de estabilidad (equilibrio)
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Ejemplo. D/D/1 con tiempo medio de servicio X 'y tiempos entre llegadas

Qué debe ocurrir para que el sistema no explote?, ;para que no crezca

indefinidiamente?

Solucion.

SiX <t se consigue el equilibrio

wete || ] ]
T ———

Salidas

En estas condiciones el sistema deterministico llegara un momento en el que un cliente

llegara y el sistema estara vacio alcanzando un estado de equilibrio.
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A(t): nimero de llegadas en [0, t]
Funcion escalonada creciente con tamafio de saltos igual al nimero de

clientes que llegan

D(t): nimero de salidas en [0, t]

Funcion escalonada creciente con puntos de salto los de salida

N(t) = At)— D(t) + N(0)

Definicion. Proporcion entre presentes y llegadas en un tiempo t

NGO
A(t)
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Definicion. Namero de llegadas por unidad de tiempo: A(t) = )

t

Definicion. Numero medio de clientes en el sistema en un intante en un intervalo
de tiempo [0, t]:

N(t) = % [, N

Definicion. Numero medio de clientes en cola en el sistema en un intante en un intervalo
de tiempo [0, t]: 3 1 ot
N, (t) = fjo N, (x)dx

Definicion. Tiempo medio de espera en cola para las llegadas en [0, t]:

1 A(t)

W, (t) = @ZWQ"

siendo W ; el tiempo de espera en cola del cliente .

A(t)

- - - 7 . . Al 1
Definicion. Tiempo medio de espera para las llegadas en [0, t]: W(t) = Ve O ZWi
i=1

siendo W el tiempo de espera del cliente I.
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.= : )
A=lmA(t) =lim ( ; razon de llegadas (inverso del tiempo medio entre llegadas)

t—o0 t—o0 t
t—o

— R
L=N=limN()= %ggf .[0 N(X)dX : namero medio de clientes

t—w

L, = Nq = lim Nq (t)= %EE%.[; N,(x)dx ; mnimero medio de clientes en cola

W =W =limW ()= 1ileWi ;  tiempo medio de espera en el sistema
t—o n—o N =
— .= 1
W, =W, = %ggwq (t) = %T;HZ_IZWQ" ;  tiempo medio de espera en cola
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Formula de Little, factor de utilizacion (intensidad de trafico)

Teorema (Formula de Little) Las siguientes relaciones son ciertas (considerando tiempos

entre llegadas independientes)

L=N=AW =AW
L, =N, =AW, =AW,
Demostracion. Ross. Consideramos en esta relacion que todos los clientes que llegan al

sistema son servidos.

Definicion. Factor de utilizacion

AE(S
Se define el factor de utilizacion de un sistema de colas como Q= ( )

C
donde A es la razén de llegadas, E(S) el tiempo esperado de servicio de un cliente y C el

numero de servidores.

AE(S) _ tiempo medio de servicio entre los C servidores

P = = llegadas(entradas) / salidas

C tiempo medio entre llegadas(entradas)
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Ejemplo: En un sistema D/D/1 con tiempo entre llegadas igual a 20 y de servicio igual a 15

hallar el factor de utilizacion e interpretarlo.

Solucion.

p= ;—Z =0.75 El servidor esta ocupado el 75% del tiempo y ocioso el 25%.

Ejemplo. Si en el caso anterior se cambia de servidor y el nuevo emplea un tiempo igual a
30 por cliente, ;cuanto vale el factor de utilizacion? ;cuantos servidores habria que poner

para que el sistema no explotase?

Solucion. En este caso se tiene que no es una probabilidad, explotando el sistema y se tiene
que

0= % =1.5 siendo ésta la intensidad de trafico (1.5 llegadas por salida).
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S1 se pone otro servidor se tiene una intensidad de traficos (factor de utilizacion)

igual a

_AE[S] 30
¢ 20-2

P =0.75 , cada servidor estaria ocupado el 75% de su tiempo.

Ejemplo. Se tiene una estacion de servicio (colas) con un unico canal de servicio e infinitas
fuentes de entrada. Hay dos tipos de usuarios, los del tipo 1 que son servidos en un tiempo
de 2 segundos y los del tipo 2 en un tiempo medio de 5 segundos. El 80% de la poblacion es
del tipo 1 y el 20% del tipo 2. Los usuarios llegan a razon de 15 llegadas/minuto. Calcular el

porcentaje de tiempo que esta ocupado el canal.

Solucion.

A =15 llegadas/minuto
1=30-0.84+12-0.2 =26.4 servicios/minuto

p= % =0.5682 , ocupado el 56.82% del tiempo
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3.5 Modelos de colas exponenciales

* Planteamiento del sistema

* Diagrama

 Ecuaciones de equilibrio

* Distribucion estacionaria. p, : probabilidad de que haya n individuos en el sistema

proporcion de tiempo que hay n en el sistema
» Medidas de efectividad

3.5.1 Sistema M/M/1

El sistema M/M/1 es un modelo de colas con llegadas de Poisson de razon A, los

tiempos de servicio exponencial de razén w4, un servidor y una capacidad ilimitada.
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Diagrama

A A A
—_— —_— —_—
M M H

El sistema es modelizado mediante un proceso de nacimiento y muerte con razones

A =4 ; n=0,12,3,
uo=u ; n=12734,.

Distribucion estacionaria

(:u_'_ﬂ’) pn ::upn+1+ﬂ“pn—1 9
APy = 1P,

Juan Eloy Ruiz Castro

n=1,2,3,...
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A A A
e e e
JZ JZ H

Solucion

pn:ioﬂ'l"'ﬂ‘n—l poziij p, para n=0,1,2,3,..
A Hy H

si p=—<1 (factor de utilizacion, intensidad de trafico, proporcion de ocupacion).
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Por lo tanto se tiene que

p,=p"(1-p) para n=0,1,2,3,...

p:£<1

U

Medidas de efectividad

NUmero medio de clientes en el sistema

Distribucion geométrica

i g OO .................... ¢( p) S :ZO pn oo é por lo tanto
L=>mp, =(1-p) 200" =(1-p)p 3 np™ —— T 7
n=0 n=0 . Nn=l 9'(p)= nZ::‘ np" = (1 —,0)2

Juan Eloy Ruiz Castro

Snp'=(1-p)pdnp" =L 5 p<l
n=0 n=1 1-,0
s L:L
1-p L—4
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Tiempo medio de espera en el sistema

L=AW =W =

— = Formula de Little

L
A A(l-p) u-2

Tiempo medio de espera en cola

_ 11 A
W =W-E[§]=———=— "
} 5] p—A pu p(u-A1)

NUumero medio de clientes en cola

2 = 2
Lq = ﬂv\/\_/q = i— = ii = ii(l - _j = > Férmula de Little
p(u=2) pu—A pu

Juan Eloy Ruiz Castro
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NUmero medio de clientes en cola cuando no esta vacia

Il
[Ms

nPr[N—n+1|N>2 :i m— lPr N m|N>2]
1 m=2 i

n

=X (m-1)
m=2
7'y =Pr[N=m|N2=2]=— )
P,
Z=am P P —Pn o mso
Sp, TPTP1=(1-p)-p(l-p) p* T

Juan Eloy Ruiz Castro
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m=2 P m=2 P m= P m=2
1

:?(L_pl)_ 2(1_p0 pl)

-1 L—p(l—p)j—%(l—(l—p)—p(l—p))
e p

_1[p=p(=p)|  _2-p ,_2-p-ltp_ I
Pl 1-p I-p I-p  1-p

L' :L P Lv — lu
q 1_,0 q IU—/I

Juan Eloy Ruiz Castro
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Ejemplo

En una entidad bancaria se realizan transacciones en un tiempo medio de 4 minutos

por transaccion. Los clientes llegan a la ventanilla donde realizan las transacciones

con una tasa de 10 clientes por hora. Suponiendo tiempos entre llegadas y de

servicio exponenciales se pide:

(a) Porcentaje de tiempo en que el cajero esta 0ci0so

(b) Tiempo medio de estancia de los clientes en la cola y en el sistema

(c) Numero medio de clientes en cola y nimero medio de clientes en cola cuando
no esta vacia

Solucibn A =1/6=0.1667 clientes/ minuto 0= 1/4=0.25 clientes/ minuto

(@) p,=1-2=1/3=03333 N .,
7 1/4 6 3
p(p—21) 1/4(1/4-1/6) 1/4 g e
b =P sk O s D
1-p 1/3 “1-p 1/3 1/3 9 3 Tl-p 1/3
Yo,
197
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3.5.2 Sistema M/M/1/K

El sistema M/M/1/K es un modelo de colas con llegadas de Poisson de razéon A, los
tiempos de servicio exponencial de razon g, un servidor y una capacidad limitada igual a
K.

Diagrama
2 2 A y) 2
m— m— e e
Co—Co—C— 2 =)
U U U i it

El sistema es modelizado mediante un proceso de nacimiento y muerte con razones con
espacio de estados finito S={0, 1, 2, ..., K}

A =4 ; n=0,12,.,K-1
P e 0 B A o4
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Distribucidn estacionaria

APy = 1P,
(+A) Py =P +AP,, 5 N=123,.. K-1
HP = AP

P, =P,
P =(1+1)p,—1p,, ; Nn=123,.,K-1

Pk =Py

199
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Solucion

Calculamos p,

K K l—r
1= P, =P " =p,
n=0

n=0
l-r
1_ I,.K+l

Po

Juan Eloy Ruiz Castro

=(1+r)rp,—rp, =r’p,
=(1+r)r’p,—r’p,=r’p,

p,=r"p, ; n=0,1,2,.,K

K+1

I-r
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S1 r=1 setiene que

Asipara n=0,L2,...,K

Juan Eloy Ruiz Castro

K K
1=> P, =p D r"=p,(K+1)=1
n=0 n=0

1
K+1

Distribucién geométrica truncada

Distribucion uniforme
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Medidas de efectividad

NUmero medio de clientes en el sistema

| — n=0 [l n=0 I n=1
K 1 & K
np. = n=—
nZ:(; Pr K+1nZ:0: 2
P(r) = Z}j: = II_KH por lo tanto
K nl_1—rK”—(K+1)(1—r)rK_l—Kr"(l—r)—r
i (e ()

Juan Eloy Ruiz Castro

( K 1— K 1— K r
ann = Kr+1 an” = Kr+1 anr”_l -
) =
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Factor de utilizacion

En este caso, dado que cuando hay K individuos los que llegan ya no son servidos,

hay que tener en cuenta la razon de entrada.

Razon de entrada: A, =A(1—py)

p =llegadas y entradas / salida=£ = i(l — P« ) =r (1 — Pk )
MU

Se denomina razén de pérdidas a los individuos perdidos por unidad de tiempo:

AP = A=A+ AP =A—-A(1-p )= A-2A

a
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Tiempo medio de espera en el sistema

(P K (K +1)r% +1
|: (K+l+) +:| ? r__'él
L:ﬂ,a_@VV:Lm }“a(l )(1 r) Formula de Little
A, K
; r=1
|24,
Tiempo medio de espera en cola
([ K — (K +1)r% +1
[ﬁ 1 (K+1+1) +:|_l , r=l
W, =W -g[s]={ A(-r)0-r)a
K 1
i , r=1
(24, w
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NUmero medio de clientes en cola

[ KE (K +1)r€ +1
[ K(+1+) +:|—,0 ) ==l
LW =) (1=r)-r)
q a’ 'q K Formula de Little
LA |
[ e
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Ejemplo

En una entidad bancaria se realizan transacciones en un tiempo medio de 4 minutos
por transaccion. Los clientes llegan a la unica ventanilla donde realizan las
transacciones con una tasa de 10 clientes por hora. En esta entidad hay capacidad
para 12 personas, de tal forma que cuando llega un cliente y estd completo debe
marchar. Suponiendo tiempos entre llegadas y de servicio exponenciales se pide:
(a) Porcentaje de tiempo en que el cajero esta 0ci0so

(b) Tiempo medio de estancia de los clientes en la cola y en el sistema

(c) Numero medio de clientes en cola y en el sistema

Solucibn A =1/6=0.1667 clientes/ minuto 0= 1/4=0.25 clientes/ minuto

1-r 1/3
(@) Po=T—x7 = = =0.3351
1-r 1-(2/3)

206
Juan Eloy Ruiz Castro



4
b)) r=——=—==
6 3

)La = )L(l_ p12) P, = r' P, =0.0026

A =A(1-p,,)=0.1662

rKr —(K+D)r+1] i{n@f _13@jm +1}

W = _
/1 1_rK+1 l—l’ 13
! J(-r) 0.1662 1—(2j 1
3) |3
13 1
z 12(2j —13(2j +1
G 3
= ~11.6272
2\’ 11
0.1662 1-() 1
3) |3
r| Kr"' —(K+1)r" +1
W, = [ (55 ]—l:7.6272

R e

Juan Eloy Ruiz Castro
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() W=11.6272
L=AW =0.1662-11.6272=1.9329

W, =7.6272

L, =AW, =0.1662-7.6272 =1.2679
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Ejemplo. Estudiar el modelo M/M/1/1. Hallar la distribucion y estacionaria asi como las

medidas de efectividad. Interpretar resultados y poner ejemplos de este modelo.

Solucion.

Distribucidn estacionaria

APy = 1P,
A
B, L=
U
Calculamos p,
1
1:p0+p1:p0+p1:p0(1+r) pozm
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Medidas de efectividad

NUmero medio de clientes en el sistema

Factor de utilizacion

En este caso, dado que cuando hay 1 individuo los que llegan ya no son servidos, hay

que tener en cuenta la razon de entrada.

r A A
Razon de entrada: /1a=/1(1—p1)=/1(1— J= = = &
1+r) I+r A+
A
P A+ u

Se denomina razon de pérdidas a los individuos perdidos por unidad de tiempo:

AP, = A=A+Ap, = A-A(1-p)=A-2A

a
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Tiempo medio de espera en el sistema

w=ts_fow-1
A, A U

Tiempo medio de espera en cola

W, =W -1 =0

q
U
NuUmero medio de clientes en cola

L, =AW, =0
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3.5.3 Sistema M/M/c

El sistema M/M/c es un modelo de colas con llegadas de Poisson de razon A, los tiempos

de servicio exponencial de razon z, una capacidad ilimitada y ¢ servidores. El sistema es

modelizado mediante un proceso de nacimiento y muerte con razones

Diagrama

Juan Eloy Ruiz Castro

A=A ; nN=0,1,2,34,..
IV n=1,....,c
S en s nze

4 4
-
cu cu

cu

_42/1
Cpt
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Distribucién estacionaria

APy = 1P,
(nu+2A)p,=(n+1)up,,+Ap,, ; n=L23,..,c-1

(cu+A)p,=cup,,+Ap,, ; nxc

Solucién

iz M i iz Cu _a MU

n c. 2 n 9 c n—c n
nzc : p=]120=[T2]1 po_l(ij (ij - (ij )
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Las sumas resultan

S LAY LAY L AV _L(AVS(AY LAY 1
“ecll w) el p) & u cl\w) S\ew) cl\u) 4

Cu

A
con A<Cu .Sillamamos r=— y p=—=— setiene que
U

cu ¢
2o (1} 1. 1 cre
E — — =—r =

n—_ ! r

= C Cl\ u

Asi

Juan Eloy Ruiz Castro
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Por lo tanto para p <1

1 c-1 rn CrC
—r" Y —+— . 1<n<c
n! |&=n! clc—r)

p, =

" 1 c-1 N cré -1
n—c r’ Z_+ 5 n=cC
cC e (=)

i el ph cre B ‘' e clph cre B re & -
L = —c)p. = Y — r | S r _
; nZ:;(n c)P: nZ_o:n'Jrc'(C—r) c!nzzcl(n c)e nz_;‘n'+c'(c—r) cvpnz_(;np

-1 0 or® -1 . /

or
i ey ; p<l RSN
nzz(;ﬂ! c!(c-r) C!(l—p)2 P ¢(p)—nzz;,p T por lo tanto
$(o)= np"=—1
nZ=1: (1-p)
Dilioy
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NuUmero medio de clientes en el sistema

L=AW = E(Wq 4+ lj — |_q +r Formula de Little
7

Tiempo medio de espera en cola

L
W =—
T

Tiempo medio en el sistema

L
W=—=1" =W +— Formula de Little
A

Juan Eloy Ruiz Castro
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Ejercicio. Calcular el niUmero medio de clientes en el sistema desde la propia definicion en

un modelo M/M/c

o0

o0 c—1 o0 c—1 00
L=> np,=> (n-c)p,+D.np,+ > cp, =L, +> np,+>cp,
n=0 n=0 n=c n=0 n=c

n=c

— | =ll
=l cre | el cre |
:L T n - - n
i n!+c!(c—r) T {nz_:; n!+c!(c—r)} nzzc“cc’”c!r

Pr =

Juan Eloy Ruiz Castro
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Ci cor
n=0

CF
cl(c—r)

rn
n!

c—1
n=0

Lq+{

cer!

=L
[ — r_v
-—- L
= S
| S
—
T _ -
gl 2
Q o
~~ o | ©
N
+ R
) _
[ (&)
-—- Ne——~
o _ (&} &
_ _
c fez
[ [
— S — [e]
[ [ [ Z [
o c (&) c
1 I L I
— e
0 T
I 1 ] 1
— ~—
— —
© _ © _
[ [
o\ © o||©
(@] (&)
+ +
o — = .
o | & | (e
— o — o
[ [ [ [
o c (&) c
1 | L |
+ +
O O
| |

Lq+r
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Ejemplo

En unos grandes almacenes hay dos cajeros para pagar el ticket de parking. Los
clientes llegan a razén de 8 por minuto. Cada uno de ellos permanece un tiempo
medio de 12 segundos siendo servido. Suponiendo que las llegadas son
Poissonianas y los tiempos de servicio exponenciales se pide:

(a) Probabilidad de que haya una maquina vacia.

(b) Tiempo medio de estancia de los clientes en la cola y en el sistema

(c) Numero medio de clientes en el sistema y en cola

M/M/2
) | ) i )
irn Cz_llr—n+_crc - 1<n<c i 8 2 H D ’ G2
n! |[s&sn! clc-r) > r=8/5=16 ; p=8/10=4/5
p, =+ ) |
c—-1 N c — 5 -
n_l r' Zr—+L ; nN>cC 8
c"c! |asn! clc-r) 1 s |3 :
(@ p,= +=+5 | =5
Clrn CrC
= = S rTc—p-| - .
o Lzén! c!(c—r)} I
=T —_
Bl 219
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L:MN:Z@W+—}:H r 2128 8 _ 40, iaas
1 A5 IS iG
(c)
L, 128/45 16
W,=— = = — =0.3555
A 45

L I _t6 1_
A A Tu 4505

=0.5555

Juan Eloy Ruiz Castro
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Ejemplo

Un chip esta en funcionamiento hasta que se produce un fallo en el mismo. Cuando
esto ocurre, comienza inmediatamente a funcionar otro pasando a reparacion el
primero y asi sucesivamente. El tiempo medio de funcionamiento del chip
sometido a estrés es de 720 horas. Cuando pasa al canal de reparacion el chip tarda
en ser reparado un tiempo medio de 120 horas. Si todos los tiempos son
exponenciales y hay un solo servicio de reparacion. ;Cual es el nimero esperado
de chips en el canal de reparacion? ;y en cola de reparacion? ;Cuanto tiempo estara
una unidad no operativa? ;Qué ocurriria si hay dos reparadores? (hacer este ultimo
caso en dias)

A=1/720 = _@_l
T N0 TG
1/6 1 1

=P :1/_6212(),2 Wz;t—p: ” = om

—5 5/6 5 —, 720%5/6 720*5 3600

2 A0?
L:'O :1/36:120.033 Wq: 0 _ 1/36 _ 1 _ 1
g [iio 5/6 30 l-p 720%5/6 720*%30 21600
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Ejemplo 2 reparadores

=]
= 1+l+ ! 144 =0.0011655
6 66| 24*121*36

W - L, _0.001655

g == =0.03496503
A 1/30

W =W, + - =0.03496503 +5 =5.03496503

7,
~5.03496503

30

L =AW =0.16783217

Juan Eloy Ruiz Castro

1

o(s)

d
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222



3.5.4. Sistema M/M/ o (autoservicio)

El sistema M/M/oo es un modelo de colas con llegadas de Poisson de razon A, los tiempos
de servicio exponencial de razén p, una capacidad ilimitada y con infinitos servidores. El

sistema es modelizado mediante un proceso de nacimiento y muerte con razones

Diagrama
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Distribucién estacionaria

ipo = HUpP,
(nu+A)p,=(n+1)up,, +Ap,, ; Nn=123,.

Solucién
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Por lo tanto

P, =i(£j e
N\ u

NuUmero medio de clientes en cola: Lq =i()

NuUmero medio de clientes en el sistema

L=AW = /'L(Wq 4+ lj =r= & Formula de Little
7 7

Tiempo medio de espera en cola: W, =0

Tiempo medio en el sistema
el
A A U

Juan Eloy Ruiz Castro

Formula de Little
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Ejemplo

Unos almacenes tienen sistema de pago iWallet (monedero digital mediante movil).
A estos grandes almacenes llegan clientes cada 10 segundos y estan comprando un
tiempo medio de 18 minutos. Suponiendo que las llegadas son Poissonianas y el
tiempo medio de permanencia en el centro exponencial se pide:

(a) Probabilidad de estar vacio el establecimiento a media mafiana.

(b) Numero medio de clientes en los almacenes

M/M/o
Wl o Y 2 A= s i 0 s

p() — e—l’ — e—108

L:zwzz(wq+lj=r=i=108
1z 1z
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3.5.5. Sistema M/M/c/K

El sistema M/M/c/K es un modelo de colas con llegadas de Poisson de razon A, los
tiempos de servicio exponencial de razoén g, una capacidad limitada igual a K y ¢

servidores. El sistema es modelizado mediante un proceso de nacimiento y muerte con

razoncs
A ; 0<n<K
A =
0 ; n>2K
_jnu n=1,....,c
SUE R
Diagrama

OmO=¥e O uit Cy=OD
H T cu cu E cu
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Distribucidn estacionaria

/1p0=,up1
(n/u+ﬂ“)pn:(n+1)/upn+l+ipn—l
(Cut+A)py=Cupy,+4p,,
CuPy = APk,
Solucion
I<n<c ; pn=l(ij Py
N\ u

c<n<K ; pnzll[/1 H H— .

i=1 /ui i=1 Izul =c+1 C,Ll

Calculamos p,

Juan Eloy Ruiz Castro

c!

n=1,2,3,....C

c<n<K-1

|

A

—1
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La suma es igual a

rc(l_pK—c+l)
N AR AT A < c!(1-p) 7
Sol) a2 Sl —SEe-
nec C CI\ U C\u) n=C H C: =0 rC(K—C+1)
v ; p=1

Se tiene entonces que

p0:<__

L

Si K— oo entonces se tiene el modelo M/M/c siempre que p<1

Si c=1 se tiene el modelo M/M/1/K y si c=1 y K—oo se tiene el modelo M/M/1 (o <1 )
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Numero medio de clientes en cola

K—-c K—c r CK —C

n+c . n

Lq: npn+c=§l,n n ’r pO_pOIO__'z:np
n=0 no C C"‘-»».._U=0

dado que para p#1

K—c+l1

_K—c n_l_p
¢(p)—n2=(;p T

rc l_pK—c+1_(K_C+1)(1_p)pK—c

c!

. C! 2

por lo tanto

l_pK—C+l_(K_C+l)(1_p)pK—C

$(p)=Y np"' =

NUmero medio de clientes en el sistema

1 7
L=AW :ﬁa(Wq+—j:Lq+—:Lq+r(l— P« )

H H

Juan Eloy Ruiz Castro

(1-p)

con

A

| (1-p)
" r(K-c)(K-c+1)

Po

A(1-py)
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Tiempo medio de espera en cola

Lq
Wq :7

Tiempo medio en el sistema

Vi L :Lq+r(1—pK):W +l
A, A, You

Juan Eloy Ruiz Castro
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Ejemplo

Un almacén de reparacion de televisores tiene capacidad para 6 unidades. Fuera de
este almacén hay dos oficinas de reparacion. A esta empresa le llegan aparatos para
reparar a razoén de 4 por cada ocho horas de apertura. El tiempo medio de
reparacion de un aparato es de 2 horas. Considerando exponencialidad, ;cual es el
numero medio de aparatos que estan siendo reparados? ;Y en el almacén? ;Cuanto
tiempo despu€s de dejar el aparato hay que decirle a un cliente que venga a

recogerlo?

L Ao =A(1=p) =0.4987
M/M/2/8 u=1/2

r=1,; p=1/2 1 K 1

( ) _1 Px = CKCC!(;) Po _7 P, =0.002611
c—1 rn - l_pK—c+1 : L
T & =13-—| = L
Po LZ(; n! + C!(l—p) —{3 27} =0.3342 W, :/1_(4 0628
c K—c+l1 K—c
L :pr_l—p —(K-c+1)(1-p)p ; szq+l T
q c! (1—p)2 0 s
:(l_éj Po =0-3155 L=2W =1.3107
2
DB

Juan Eloy Ruiz Castro



Ejercicio. Modelo con pérdidas de Erlang: M/M/c/c. ;Qué se obtiene cuando c tiende
a infinito?

Este modelo responde al trafico telefonico. En este sistema no hay cola y si pérdida de

clientes. Las llegadas son de Poisson y los tiempos de salida exponenciales. Las razones

quedan
Wi (el
A =
0 ; n=c
/un:n/u , n=1..,C
Diagrama

233
Juan Eloy Ruiz Castro



Distribucion estacionaria

ﬂ/p():ILlpl
(nu+4)p,=(n+1)up,, +4p,, ; n=L23,..,c-1
Cap, = AP,

Solucion

0<n<c ; p,=[]"p =
Calculamos p,

I—an Z—po

oo N!

C rn i : o 0 rn il
D= — Si c— o entonces se tiene Z_

n=0 n!
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Formula de pérdidas (Férmula B de Erlang)

NUmero medio de clientes en cola: Lq =0

NUmero medio de clientes en el sistema

-1 n c—1

L:inpnzinr —rz Z
n=l1 n=1

O n:O

Tiempo medio de espera en cola: W, =0

. : . 1
Tiempo medio en el sistema: W=—
7]

Juan Eloy Ruiz Castro
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Ejemplo

Uno de los hospitales de la ciudad ofrece todos los miércoles por la noches
revisiones gratis de vista. Un test necesita, por término medio, 20 minutos
distribuyéndose segiin una exponencial. Los clientes llegan segun una distribucion
de Poisson de media 6/hora, y los pacientes se atienden segun norma FIFO
debiendo irse a casa cuando los sanitarios estan todos ocupados. Los encargados
del hospital desean saber qué cantidad de personal sanitario deben disponer para
que se espere que deba irse menos de 1 cliente por hora. En este caso

(a) (Cual es la probabilidad de que estén parados todos los doctores?

(b) (Cual es el nimero medio de clientes en el hospital?

(c) (Cual es el nimero medio de doctores parados?

M/M/c/c A=6
H=3 r=2

Razon de pérdidas: Ap. <1 < p,<1/6=0.1667
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p, <1/6=0.1667

B e c
c=1 ; Pp= n—o:l_! =1/3 pﬁ%po =rp,=2/3=0.6667
e | c r?
=2 Po=| X[ =1/5=02  po=oPy =P =2/5-04
e re re 4
c=3 ; Po=| 2| =3/19=01579 P =Py = Py =g =0.2105
| re re 2
CERERRE s Do =U/7=0.1429  p=Py = Py=5-=00952<0.1667

19 38
L:r(l— pc) :2525218095

. Cual es el nimero medio de doctores parados?

Py +2p, +3p, +4p,

Juan Eloy Ruiz Castro
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_r 4 4 6 4 46

Py n!po p,+2p,+3p, +4p, :Z+7+7+7:E:2'1905
1

p0_7

plzrp():—
& 2

p2:7p027

p—r_3p —i

6 21

. Cual es el nimero medio de doctores parados?

El nimero medio de doctores parados es 1gual al nimero de doctores menos el nimero
medio de doctores ocupados. Es decir, nimero de doctores menos el nimero medio de
clientes en el sistema.

38 46

C-L =4-"—=—=2.1905
Gl
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3.5.6. Modelos con fuentes finitas
3.5.6.1. Modelo M/M/1/m/m

Se tienen M maquinas operativas que cuando fallan van a un canal de reparacion. El tiempo
de reparacion es exponencial de razon u y el de fallo de cada maquina es tambien
exponencial de razon A. Por lo tanto los clientes en este sistema son las maquinas que se

rompen. El estado del sistema es el nimero de maquinas no operativas.

Diagrama

A

> e —> —
R Cola de reparacion reparacion

> m (Diagrama de transiciones?
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Distribucidn estacionaria

mAp, = up,
(+(m-n)A)p, = up,, +(m-n+1)Ap,, ; n=123..m-1
/upmzﬂ’pm—l
Solucion
A n (m—i+1)iL m!
o<n<m ; p =[[72p, = po=r" p
S| (m—n)t™

Calculamos p,

n

u o mlr
l_gpn_Z(m_n)!pO

n=0

p“LZi(r?!—rr:)!y
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m—1 m—1 m—1
Razon media de llegadas al sistema A= Z}i‘n Pn = Z/ln Pn = Z(m T n)/1 Py
n=0 n=0 n=0

=/1m§i P, —Afnpn =Am(1-p, )-
n=0 n=0

=A(m-L)

NUmero medio de maquinas en el sistema

L Soon S S| " o,

NUmero medio de maquinas en cola

=3 (n-1)p, =3 np, - an—L 1+p,

n=1 n=1

Tiempo medio de espera en el sistema

L
/”t' = m L an nlp, Formula de Little

Juan Eloy Ruiz Castro

A(L-mp,,)
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Tiempo medio de espera en cola

_ L _L-1+p,
A A(m-L)

Formula de Little

3.5.6.2 Modelo con fuentes finitas m y ¢ reparadores (M/M/c/m/m)

C et
? 1
2
._>
3 > Cola de reparacion
_’
= e
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Diagrama de transiciones

mA (m-1)4 (m—c+1)4 (m—C)A
()=
Y7

Razones de cambio

A,=(m-n)A ; 0<n<m-1
_|nu 5 l<sn<c
i T I m

Distribucidn estacionaria

Amp, = up,

(nu+(m=-n)2)p, =nup,,+A(m-n+1)p,, ; n=123,.c-I
(cu+A(m-n+1))p, =cup,, +(mM-n)Ap,, ; csn=<m-1
CUPy, = APy,

Juan Eloy Ruiz Castro

2 A
— = @
<— <_ eee 4_
2u cu Cu Cu Cu

243



A pp(m=i+ DA (m-i+1)4

H Po =

izl M i u 0 cu
_ m! CE O (m_C+1)' _ m n!' .
T(moceic-r | (mon) U P
Calculamos p,
m c—l m cl/'m m/m ]
1= = - i © D
nzz(;pn = p”+nzzc:p” g[njr p°+n2;[n]c”°c!r i

Juan Eloy Ruiz Castro
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Razon media de llegadas al sistema

m-1

A=) A.p, ::]Z;(m—n)/ipn =A(m-L)

n=0

Numero medio de maquinas en el sistema
m c—1

L=ann=2n( ]r p0+2n( ]c = r"p,
n=0 n=0

w22

Ndmero medio de maquinas en cola

—1

=Y (n-c)p, =3 np, ~c3 P, - L-Sn pn—Can

n=cCc n=c n=c n=0
c—1 —1 1 c—1
:L—ann—c( Z sz—Z p,—C+CY p,=L- C+ZC n)p,
n=0 =0 n=0
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Quedando

c—1 m
L,=L-c+ pOZ(c—n)(njr”

n=0

Tiempo medio de espera en el sistema

c—1 m . m m n' "
n|_(r"+>n r
L pOLO (nj nZ:;‘ (njc”c! }
W:—:

A A(m-L)
Tiempo medio de espera en cola

c—1 m

. L—c+pOZ(c—n)( jr”
W —__94 _ n=0

A A(m-L)

Juan Eloy Ruiz Castro

Formula de Little

Formula de Little
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Ejemplo

Una fabrica de semiconductores usa cinco robots para la fabricacion de sus placas
de circuitos. Los robots se estropean periddicamente, y la compaifia tiene dos
reparadores para las reparaciones. Cuando un robot es arreglado, el tiempo hasta
que se rompe de nuevo se cree que es una exponencial distribuida con una media
de 30 horas. La empresa tiene suficiente trabajo en cola para asegurarse que todos
los robots en condiciones de trabajar estaran funcionando. El tiempo de reparacion
se distribuye segun una exponencial de media 3 horas. Al encargado le gustaria
saber el nimero medio de robots operativos en cualquier momento, el tiempo que
un robot tarda en ser reparado desde que se rompe, el porcentaje de tiempo que
algiin operario esta parado.
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M/M/c/m/m

m) m) n! |
l1<n<c ; pn=L Jr P, csn<K ; pn=( j I P
n n)c !
-1
1/ m m m n! c—1 m m m n!
= r'+ r L= nr"+>n "
SR W AW
A'=A(m-L)
c—1 m .
Lq:L—c+pOZ(;(c—n)(n]r
w==
Z!
L
Wq:f'
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M/M/2/5/5

w=L
ﬂ,'
W
q ﬂ/'
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M/M/2/5/5

-1 -1
L (5 > (5 '

pO:{Z[nerZ( jzrnl_'lrn} =[l+5-r+10-r2+10%r3+5-3r4+175r5} =0.6186
n=0 n=2

Lo (35 5. (5) n!
sz{Zn( jr”+2n( ]2?'1 r”}:p{S-HZO-rZ+30%r3+2003r4+§r5}:o_4648

5-0.4648

=(0.1511

1

L,=L-2+ pOZ(2—n)(zjr” =L—-2+p,[2+5r]=0.01127

n=0

W :L:3.O746
l!

q

L
W, = Tq' =0.07458
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3.6. SISTEMA M/G/1

El Modelo

Consideremos un sistema de colas con un solo servidor, tiempos de entre
llegadas exponenciales (media 1/A) y tiempos de servicio independientes e
idénticamente distribuidas con funcion de distribucion B(t), densidad si la hay

b(t) y media 1/u

Numero medio de clientes que llegan durante el tiempo de servicio de otro cliente

25l
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p’+ A0
_|_
2(1-p)

L=p Formula de Pollaczek-Khinchine

Numero esperado de clientes en el sistema

2 2 2
W=l pr 2 A0y L
2(1—p)

T p+p2+120§ 1 _pt+log
A 2(1=p) | # 2(1-p)4

2 2 2
L:/1W:'O + A oy
q q 2(1_p)
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Ejemplo

Un chip esta en funcionamiento hasta que se produce un fallo en el mismo. Cuando
esto ocurre, comienza inmediatamente a funcionar otro pasando a reparacion el
primero y asi sucesivamente. El tiempo medio de funcionamiento del chip
sometido a estrés es de 720 horas. Cuando pasa al canal de reparacion el chip
atraviesa dos etapas secuencialmente. La primera etapa es la reparacion
propiamente dicha y la segunda el ajuste final. El tiempo medio en la primera y
segunda etapa es de 100 y 20 horas respectivamente. Si todos los tiempos son
exponenciales y hay un solo servicio de reparacion. ;Cual es el nimero esperado
de chip en el canal de reparacion? ;y en cola de reparacion? ;Cuanto tiempo estara
una unidad no operativa?

A=1/720 - 202 4100° =10400 p=me =1
_ e : MG
2 2 _2
L:p+'0 + A0
2(1-p)
1 10400 1 31200 K
_1, 6> 720> _1 12 518400 1 12 216 _1 18+13
6 8 6 5 6 5 6 1080
3
B U
6 1080 1080 1080 gl
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L =0.1954

*
W L _720%211

=140,6667
A 1080
W, =W — L =140.6667 —120 =20.6667
U
L, =AW, = 20.0667 =0.0287

q q
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Capitulo 4. MODELOS DE INVENTARIOS
4.1. Modelos deterministicos de inventarios

4.1.1. Introduccion. Modelo General
Inventario (RAE): Asiento de los bienes y demds cosas pertenecientes a una persona o

comunidad, hecho con orden y precision.

Cualquier empresa debe tener un inventario bien realizado para el buen funcionamiento
de la misma.

Factores:

Demanda

Costos de compra

Costo de preparacion

Costo de almacenamiento

Pérdidas por no tener material, etc.

Un factor importante a tener en cuenta es la demanda de un producto. Dependiendo de si
ésta es deterministica o aleatoria hablaremos de inventarios deterministicos o aleatorios
respectivamente.
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Modelo General

Una politica de inventario debe contestar a las siguientes preguntas: cuando y cuanto se
debe pedir de un producto.

La respuesta se basa en minimizar el modelo de costo siguiente donde los costos deben ser
expresados en la cantidad econdmica del pedido y el tiempo entre pedidos.

Costo total = Costo compra + costo preparacion + costo almacenamiento + costo por pérdidas
Costo de compra: precio unitario del producto. Constante o con descuento.

Costo de preparacion: costo fijo por pedido independiente de la cantidad

Costo almacenamiento: costo por existencias en inventario

Costo por pérdidas: Pérdida potencial de ingresos y pérdida de buena voluntad de cliente

El sistema se puede basar en la revision periddica o en la revision continua donde se
realizan pedidos cuando se alcanzan distintos niveles que se denominan puntos de reorden.
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4.1.2. Modelos estaticos de cantidad economica de pedido (CEP 6 EOQ)

4.1.2.1 Modelo clasico de CEP

Se considera en este modelo una tasa constante de demanda con surtido instantaneo sin
faltante. Se define:

y : cantidad de unidades pedidas
D: Tasa de Demanda (unidades solicitadas por unidad de tiempo)

t, : duracion del ciclo de pedido (unidades de tiempo)

Nivel de Momentos en que se recibe el pedido
inventario \ \
Yp—mme—

L o —
—
b e e U

Inveniarkd |
promedio= 5

-

= 5 BT

= 2 Tiempe

2y
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Nivel de Momentos en que se recibe el pedido

inventario \ \

J_-' - — — M AN - - —

BT —
I

et —— e

Inveniark |
promedio= 5

s

¥ o

L jn = E — rﬁﬁ]'ﬂw

Nivel promedio de inventario igual a: y/2 unidades.

El modelo de costo requiere dos parametros:

= Costo de preparacion por pedido, K
» Costo de almacenamiento por unidad de inventario y tiempo, h.

Costo total por unidad de tiempo, TCU (total cost per unit of time), es igual a:

TCU (y) = costo de preparacion por unidad de tiempo + costo almacenamiento por
unidad de tiempo.
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TCU (y) = costo de preparacion por unidad de tiempo + costo almacenamiento por
unidad de tiempo.

TCU (y):tEJr hzy = yK + i12y Kb, hzy
: Y y
Minimizando la funcion TCU se obtiene el valor 6ptimo de Y.

dTCU(y):_DI2<+D:O
dy y°- 2

2DK
y= T
Unidades a pedir y tiempo entre peticion —
2K
t =y/D=,|—
e D

S
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Ejemplo. En la Universidad se cambian las bombillas a razéon de 100 unidades diarias.
Estas luces se piden de forma peridodica costando 9 euros el iniciar cada pedido de
compra. Cada luz en el almaceén cuesta 0.02 euros diarios, siendo el tiempo de entrega
inmediato. Determinar una politica dptima .

D: 100 unidades diarias
K: 9 euros por pedido
h: 0.02 euros por unidad y dia

La cantidad 6ptima a pedir es: y = 2[:( 300 bombillas

Longitud del ciclo y punto de reorden:

l: 2R =3 dias
D \/hD
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Si se considera el mismo modelo anterior pero la entrega no es inmediata, transcurre un
tiempo L, entonces en el modelo anterior hay que realizar el pedido cuando el nivel de
inventario bajaa LD wunidades. Nimero de unidades consumidas en un tiempo L.

Mivel dl.“'.- I
iventario

Unidades a pedir y tiempo hasta punto de __
reorden desde entrega de unidades

Juan Eloy Ruiz Castro

Puntos de reorden

RN

Tempo
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Ejemplo. En la Universidad se cambian las bombillas a razéon de 100 unidades diarias.
Estas luces se piden de forma peridodica costando 9 euros el iniciar cada pedido de
compra. Cada luz en el almacen cuesta 0.02 euros diarios, siendo el tiempo de entrega de
1 dia. Determinar una politica dptima .

D: 100 unidades diarias
K: 9 euros por pedido
h: 0.02 euros por unidad y dia

La cantidad 6ptima a pedir es: y = 2[:( 300 bombillas

Longitud del ciclo:

t:l— 2K =3 dias

"D \hD

Punto de reorden: LD =100 bombillas
t,—L=, /ig L =2 dias tras llegada de pedido

Juan Eloy Ruiz Castro
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2DK
y= h
Unidades a pedir y tiempo hasta punto de _|
reorden desde entrega de unidades
2K
t,-L=,—-L
L hD
2K
Esta expresion es validasi L <t, = y_ 22
D h
En otro caso se actiia como sigue:
2K
Se define: L, =L—nt, =L—n,[—— siendo n el mayor entero menor que
L L _ L Tras nt+1 ciclos, el tiempo desde
— = es decir Ent t_ = Ent| — que se pide hasta que se recibe
L % 0 % es L,
hD : \/ hD |

En este caso el punto de reorden esta en LD unidades e inicialmente (n+1)t,D
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Inicialmente hay (n+1)t,D unidades
Se pide inicialmente en los tiempos mt,-L, para m =1,..., n+1

Punto de reorden posterior: LD unidades
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Ejemplo. En la Universidad se cambian las bombillas a razon de 200 unidades diarias.
Estas luces se piden de forma periddica costando 75 euros el iniciar cada pedido de
compra. Cada luz en el almacen cuesta 0.02 euros diarios, siendo el tiempo de entrega,
desde peticion hasta colocacion, de 15 dias. Determinar una politica 6ptima .

D: 200 unidades diarias

K: 75 euros por pedido

h: 0.02 euros por unidad y dia
L: 15 dias

2DK :
La cantidad optima a pedires: Y =, /T =1224.74 bombillas

Longitud del ciclo:

=Y = |22 =6.12 dias
D \hD

Como el pedido se gastaria en 6.12 dias y la revision es cada 15 dias, entonces la cantidad
de ciclos incluidos en L es:

2K
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L =L-n|—= L—nB:15—2*6.12=2.76 dias

Punto de reorden: L D =552 unidades

Cuando se baja a 552 unidades hay que pedir 1224.74 bombillas (1225).

Costo diario:

KD hy 75*200 0.02%*1224.74
y 2 122474 2

EU= = 24.49 euros

Inicialmente hay (n+1)t,D = 3672 unidades

Se pide inicialmente en los tiempos mt,-L, para m =1,..., n+1

Tiempo de peticion 1: 3.36 dias
Tiempo de peticion 2: 9.48 dias
Tiempo de peticion 3: 15,6 dias

Juan Eloy Ruiz Castro
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4.1.2.2 CEP con discontinuidades de precio

Consideremos el modelo anterior pero en este caso si el tamano del pedido, Yy, es mayor

que un determinado limite q entonces se obtiene un descuento.

El precio de la compra unitario viene dado por:

C, , Y=¢Q
c:{ . ; C, >C,
C, 5 ¥Y>Q

Precio de compra por unidad de tiempo

Cy CY
= =Dc, ; <
t, y/D ! =4
<
G,y GCY
= =Dc, ; >
t, y/D 2 5 ¥4

&
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Costo total por unidad de tiempo:

TCU, (y)= DC1+Q+Ey . y<g

TCU (y) =+ y 2

KD h
TCUz(y):DC2+T+Ey . y>q

\

/2DK
Las funciones 1 y 2 alcanzan el minimo en el punto Y., = T

Graficamente

Costo )
& ] TC T,":

&
£

1}\ / J el Calculamos Q: numero de unidades para el que la
“&\\ / funcion 2 alcanza el costo minimo de la 1

TCU,(Q)=TCU,(y,)
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Calculamos Q: numero de unidades para el que la funcion 2 alcanza el costo minimo de la 1

TCU,(Q) =TCU, (¥,)

. /2DK TCU (y) = KyD i
TCU,(y)=Dc,+—+=Yy ; y>q
DCZ+Q+h—Q=Dcl+ KD + h ) y 2
Q 2 /2DK 2
h
2Q| Dc, —Dc, — A —D —2DK
/2DK 2 h
h 2KD
o - =0
Q h h
Costo
A y TCU, ;
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Determinacion de la cantidad optima

Costo

Minimo

Costo

Mo

Juan Eloy Ruiz Castro

fiinimo

Caso 3: ¢ cae en la zona I17, y* = y

L

% ; sigestaenIolll
; sigestaenll

Costo

|
|
|
1 i !

f
|
f
k
£

=—f ][] —
!

TCH,

Y ¢
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Ejemplo. Una empresa esta especializada en cambios de aceite de automovil. El servicio
compra aceite a precio de 3€ el galon. Si compra mas de 1000 galones entonces el precio
por galon es de 2.50 €. En el servicio se atienden unos 150 coches diarios y cada cambio
de aceite requiere 1.25 galones. El aceite es guardado con un costo de 0.02€ por galon y
dia. El costo por pedido es de 20€. El tiempo de entrega es de 2 dias. Determinar la
politica 6ptima de inventario.

g: 1000 unidades diarias

K: 20 euros por pedido

h: 0.02 euros por galon y dia

L: 2 dias

D: 150 x 1.25 = 187.5 galones/dia
C,: 3 euros por galon

C,: 2.50 euros por galon

y = \/2[;K _ \/ 2'12762 20 _ /375000 = 612.3724 galones

Dado que 1000=q >y, = 612.3724 (q en zona II o III) entonces calculamos Q

2l
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Dado que 1000=q >y, = 612.3724 (q en zona II o III) entonces calculamos Q

2 (468.75 —562.5- 370 0.014375000)

V375000

0.02

Q>+Q +375000 =0

Q? —10599.7448Q +375000 =0

Q ] 35.4970505

i 10599.7448 +/112354591.3 —1500000 _10599.7448+10528.7507 _ {10564.24775
2 2

Como ( esta en zona II o III entonces tomamos Q = 10564.24775.
Por lo tanto g esta en zona II siendo la cantidad 6ptima de pedido

y* == 1000 galones.

22
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y* == 1000 galones.

1000 1000

— =5.33 dias dura un ciclo
D 187.5

b

Como el tiempo de entrega no es inmediato, y L <t, entonces el punto de reorden es
LD = 2D = 375 galones.

Por lo tanto hay que solicitar 1000 galones cuando el nivel de inventario baja a 375
galones.
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4.1.2.3 CEP de varios articulos con limitaciéon de almaceén

Consideremos el modelo inicial donde se tienen distintos articulos con un espacio
de almacenamiento cada uno de ellos y una capacidad fija para todos ellos.

Se considera el articulo I, i = 1,..., n. Definimos para cada articulo

D . = Tasa de demanda del articulo |

K. = Costo de preparacion por pedido del articulo |

h. = costo de almacenamiento por unidad y tiempo del articulo |

y; = cantidad de pedido del articulo i

a; = area de almacenamiento necesaria por unidad de inventario del articulo |
A = Area maxima disponible para los n tipos de articulos

Suponiendo que no hay faltantes para cada tipo de articulo, se tiene que

Min TCU (yl,...,yn)=iLK‘Di - hiyiJ
y=1 yi 2

s.a. Zai y, <A ( consideraremos Zai Yy, = Aj
i=1

i=1
y. >0,i=1,..n
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Pasos a seguir para resolver:

Paso 1. Calculamos los valores 6ptimos no restringidos de las cantidades de pedido

so [PBRC
i h ) pooag

S1 estos valores verifican las restricciones ya se tiene la solucion. Si no es asi,
continuar con el paso 2.

Paso 2. Se utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange para determinar los
valores restringidos optimos de las cantidades de pedido.

Se define la funcion de Lagrange como
L(iﬂylr“ﬂyn):TCU(yl’ 9yn (Zayl J
K.D. h
i Z[ yl j (Za Y. j

2Tl
Juan Eloy Ruiz Castro



Ly oy I=TCU (yl,...,yn)—/l(Zaiyi —AJ
i=1

:iiKiDi + hiyij—i(i;,aiyi —A)

y=I1 yi 2
donde A <0 es un multiplicador de Lagrange.

Los valores Optimos de 4, y; se obtienen desde la siguiente condicion necesaria dado que
la funcion de Lagrange es convexa.

oL KD . h

= —+——-1a,=0
o, Y
%:—Zaiyi +A=0
oA 5

: ., , x 2K.D. : N
De la primera y segunda ecuacion se tiene que Y; = Y Z ay; =A
Para A"=0 se obtiene la solucidn sin restricciones. Si no se verifica la restriccion, se
obtienen los resultados aproximados dandole valores pequefios negativos a L™ hasta que

se verifique la restriccion, asociando en ese caso valores a los Y,
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Ejemplo. Analizar el siguiente inventario.

Articulo i K; (€) D; (uni. por dia) h; (€) a; (m?)
1 10 2 0.30
2 5 4 0.10
3 15 4 0.20

Area total disponible para almacenamiento: 25 m?2

Solucion

e =\/2'10'2 =11.55
h 0.30

x 2K 2:5-4
;= [ = |22 a0

h, N o0.10 Estas unidades ocupan: 56.04 m?
Y, = e, =\/2'15'4 =24.49
h, 0.20

T
Juan Eloy Ruiz Castro



Se realiza algoritmo computacional para el calculo, con valores de A negativos

pequefios, de forma que se verifique las restriccion.

Si se toma A = —0.348

2-10-2

2K, D, _\/ ~
030+2-0.348-1

% :\/hl+2-0.348-a1

2K, D, 254

& :\/h2+2-o.348.a2 B

215-4

2K, D, _\/
0.20+2-0.348-1

y3:\/h3+2-0.348-a3

Juan Eloy Ruiz Castro

\/0.10+2-O.348-1 -

11.57

-

Estas unidades ocupan: 25 m?
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4.1.3 Modelos dinamicos de CEP

Los modelos que a continuacion se presentan difieren de los anteriores es dos aspectos:
el nivel de inventario se revisa de forma periddica y la demanda puede cambiar de un

periodo a otro.

Un caso en el que se presenta la demanda dindmica determinista es el llamado
planificacion de los requerimientos de materiales (MRP).

Veamos dos modelos: uno sin costo de preparacion de pedido y otro con ¢€l.

4.1.3.1. Modelo sin costo de preparacion

Se tiene una planificacion con n periodos iguales. Cada periodo tiene una capacidad de
produccion limitada que puede incluir varios niveles de produccion. En un momento se
puede producir mas que la demanda inmediata produciéndose un costo por

almacenamiento.
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Supuestos:

* No hay costo de preparacion
» No se permiten faltas

 Funcion de costo unitario de produccion es constante en cualquier periodo o tiene
costos marginales crecientes.

e Costo unitario de almacenamiento es constante.

El problema de n periodos se puede formular como un modelo de transporte con Kn

fuentes y n destinos, donde K es la cantidad de niveles de produccion por periodo.

La capacidad de produccion de cada una de las kn fuentes de nivel de produccion
proporciona las cantidades de oferta. Las cantidades de demanda son la demanda de
cada periodo. La soluciéon del problema como modelo de transporte determina las

cantidades de produccion con costo minimo, en cada nivel de produccion.
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Ejemplo. Exeldo produce compuertas para chimeneas domésticas que se usan durante los
meses de diciembre a marzo. La demanda comienza lenta, llega a un maximo a la mitad de
la estacion y desaparece al final. Exeldo puede usar tiempo extra para satisfacer la
demanda. La tabla siguiente muestra la produccion y las demandas en los cuatro meses

invernales.

Capacidad
Mes | Normal (unidades) | Extra (unidades) | Demanda (unidades)
1 90 50 100
2 100 60 190
3 120 80 210
4 110 70 160

El costo unitario de produccion en cualquier periodo es de 6€ durante el tiempo normal
y de 9€ durante el tiempo extra. El costo mensual de almacenamiento es de 0.1€ por

unidad.

Juan Eloy Ruiz Castro
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Solucion

Para asegurar que el modelo no tiene faltantes “la oferta acumulada hasta
determinado mes debe ser igual como minimo a la demanda acumulada
correspondiente”. Asi,

Mes | Oferta acumulada | Demanda acumulada
1 140 100
2 300 290
3 500 500
4 680 660

Llamamos R; y O; a los niveles de produccion en tiempo normal y extra
respectivamente en los distintos periodos. Como la oferta acumulada final es mayor
que la demanda acumulada, se agrega un destino ficticio. Los costos unitarios de
“transporte” son la suma de los costos de produccion y almacenamiento.

Obviamente, los costos de destino del excedente son cero.
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i 2 3 4 Excedente
i 6.1 6.2 6.3 ik
I il
Q N 9.2 b3 {
O, | 3 1
Pa R 3} .1 .2 i
Hy TH)
LNE Y 9 2.1 9.2 i
7, S
o} SRR [ 6.1 1]
3 x 120 e
BRI 9 b1 {
Us | IR L —
N ' f 0
Ry e ; L M—
; 0! i
o, ik 50 2 -
Costo Total: 4685 euros
Capacidad
Mes | Normal (unidades) | Extra (unidades) | Demanda (unidades)
1 90 50 100
% 100 60 190
3 120 80 210
4 110 70 160

Juan Eloy Ruiz Castro
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4.1.3.2. Modelo con costo de preparacion

Estamos en el supuesto anterior pero en este caso hay un costo de preparacion cada vez
que se inicia un lote de produccion.

Llamamos para los distintos periodos:

z;: cantidad del pedido periodo |

D.: demanda en el periodo |

X;: inventario al inicio del periodo |

Ki: costo de preparacion en el periodo i

h.: costo unitario de almacenamiento del periodo I de la cantidad del pedido

Funcion costo de produccion y preparacion de pedido (el almacenamiento va por otro
lado en la funcion a minimizar) para el periodo I

Ci(zi): -

f_/%\
A~
+
o <o
—~
N
~
N N
A=
S
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Algoritmo de programacion dinadmica

El modelo se basa en minimizar la suma de los costos de produccion y
almacenamiento para los n periodos.

Para simplificar suponemos que ¢l costo de almacenamiento para el periodo I se

basa en el inventario de final del periodo que se define como X;,, = X; + z; — D;.

El estado de la etapa i se define como X;, el inventario al inicio del periodo.
En este caso se tiene que  0<Xx <D, +...+D,

En el caso extremo al comienzo del periodo i debe haber un inventario que cubra la
demanda completa restante.

Sea fi(x;) el minimo costo del inventario para los periodos I al Gltimo, dado el inventario

de comienzo de periodo I, X;.

f.(x)=min {C.(zi)+hixi+fi+l(xi+zi—Di )} ; 1=1,2,3,...,n

i
ngigz D;—X
j=i

fn+1 (Xn+1) o O
Xn+1 i 0

Ecuacidn recursiva

285
Juan Eloy Ruiz Castro



Ejemplo. Determinar la politica 6ptima del siguiente inventario

Periodo i Demanda D; | Costo preparacion K; | Costo almacenamiento h; (€)
1 3 3 1
2 2 7 3
3 4 6 2

El inventario inicial es X,=1 unidad. El costo unitario de produccion es de 10 € para cada

una de las 3 primeras unidades y de 20€ para cada unidad adicional.

Solucion

i 9

10z
Ci(Z‘):{30+20(zi—3) :

f.(x)= min {C.(zi)+hixi+fi+l(xi+zi—Di )} ; 1=1,2,3,..,n

OSZiSZ D;—X
j=i

fn+1 (Xn+1) = O
Xn+1 - O

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 3 0< x;<4 S e R B D e

Juan Eloy Ruiz Castro

C, ( Zs ) +h,X,
2,=0 | 2 3 4 Solucion Optima
*
X3 f3(x3) Z,
0 6+50=56 56 4
1 6+30+2=38 38 3
2 6+20+4=30 30 2
3 6+10+6=22 22 1
4 8 8 0
Periodo i | Demanda D; | Costo preparacion | Costo almacenamiento h; (€)
Ki
3 4 6 2
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Etapa2  0< x,<6 ; X, =X+Zz-D; ; 0<x,+2,-2<4 ; 2-X<7,<6-X,
C,(z,)+hx, + f,(x,+2,-2)
2,=0 1 2 3 4 5 6 Solucion
Optima
X5 f,(%) | z ;
0 --- - 83 5 87 e 105 5 8
1 7+10+3+56=76 | 68 70 82 88 68 2
2 | 6+56=62 | 7+10+6+38=61 | 63 65 71 61 1
3| 9+38=47 | 7+10+9+30=56 | 58 54 47 0
4 | 12430=42 | 7+10+12+22=51 | 47 42 0
5 | 15+22=37 | 7+10+15+8=40 | --- 37 0
6 | 18+8=26 26 0
X3 f3(x3)
0 56
1 38 Periodoi | Demanda D; | Costo preparacion | Costo almacenamiento h; (€)
2 30 Ki
% 2 7 3
3 29
4 8 288
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Etapal x;,=x+z-D,

. OSX2:1+21_3S6 ,2§21§8

C (z)+hx +f,(x+z-3)

z,=0 1 2 3 4 5 6 7 8 Solucion
Optima
Xy f, (X)) 21*
1 99 102 115 121 136 151 160 99 ]
Xy f5(%,)
0 75
1 68 Periodo i | Demanda D; Costo preparacion | Costo almacenamiento h; (€)
2 61 Ki
1 3 3 1
3 47 B
Solucion:
4 42 , .
Periodo 1 se piden 2
; i Periodo 2 se piden 3 _
6 26 Periodo 3 se piden 3 Costo final: 99 euros
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Algoritmo de programacion dinamica para costos marginales constantes o decrecientes

Cuando se tienen grandes demandas en el modelo anterior las tablas y calculos se hacen
muy grandes.

Un caso especial es cuando los costos unitarios, de produccion y almacenamiento, son
funciones no crecientes de la cantidad de produccion y nivel de inventario respectivamente.

Esto ocurre cuando la funcion de costo unitario es constante o cuando hay descuentos por
cantidad.

Se puede demostrar que

1. Dado el inventario inicial cero, es optimo satisfacer la demanda en cualquier periodo |
ya sea con produccion nueva o con el inventario, pero nunca con ambas cosas; es decir;
ZX=0.

Para el caso en que inicialmente hay unidades se puede eliminar la cantidad de las
demandas de los periodos sucesivos hasta que se agote.

2. La cantidad optima de produccion para el periodo i debe ser cero o debe satisfacer la
demanda de uno o mas de los periodos posteriores siguientes.
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Ejemplo. Sea el siguiente modelo de inventario con cuatro periodos.

Periodo i Demanda D; Costo preparacion K, Costo almacenamiento h; (€)
1 76 98 1
2 26 114 1
3 90 185 1
4 67 70 1

Inicialmente se tiene 15 unidades. El costo unitario de produccion es de 2€, y el costo
unitario de almacenamiento es de 1€ en todos los periodos.

Solucion

C(2)= 0 ; ;=0
K 42z 5 750

f.(x)= min {Ci(zi)+hixi+fi+l(xi+zi—Di )} ; 1=1,2,3,..,n
OSZisZDj—xi

fn+1(Xn+1):O

Xn+1:O
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Etapa 4

C,(z,)+hx,
2,=0 67 Solucion 6ptima
X4 f,(x,) z:
0 --- 204 204 67
67 67 --- 67 0
Periodo1 | Demanda D; | Costo preparacion K; Costo almacenamiento h; (€)
4 67 70 1

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 3

X4 f,(x,)
C,(z,)+hx + f, (X +z,—90)
0 204
2,=0 67 90 157 Solucion 6ptima
X f1(X3) o 67 67
3
0 --- --- 569 566 566 157
90 294 476 - - 294 0
157 224 --- --- - 224 0
Periodo i Demanda D; | Costo preparacion K, Costo almacenamiento h; (€)
3 90 185 1
4 67 70 1
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Etapa 2

Juan Eloy Ruiz Castro

X3 f3(%3)
C,(z,)+hx, + f,(x, +2, —26)
0 566
2,=0 26 67 90 116 | 157 | 183 | Solucion 6ptima
X, Lo | 5 190 294
2
0 3 e g R oA 60 116 = =
26 592 - --- 614 --- 678 --- 592 0
116 | 410 - 588 - --- --- --- 410 0
183 407 - --- --- --- - --- 407 0
Periodo i Demanda D; Costo preparacion K, Costo almacenamiento h; (€)
2 26 114 1
3 90 185 1
4 67 70 1
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Etapa 1

Juan Eloy Ruiz Castro

Xy f2(%)
C,(z,)+hx +f,(x +z,—76)
0 640
Z,=61 87 177 | 244 | Solucion 6ptima
X f (%)) zl* b 292
116 410
15 875 879 877 | 1008 | 875 61
183 407
Periodo i Demanda D; Costo preparacion K, Costo almacenamiento h; (€)
1 76 98 1
2 26 114 1
3 90 185 1
4 67 70 1
Solucion:
Periodo 1 se piden 61
Periodo 2 se piden 116 :
Periodo 3 se piden 0 Costo final: 875 euros
Periodo 4 se piden 67 295




Ejemplo (simplificado). Sea el siguiente modelo de inventario con cuatro periodos.

Periodo i Demanda D; Costo preparacion K, Costo almacenamiento h; (€)
1 76 98 1
2 26 114 1
3 90 185 1
4 67 70 1

Inicialmente se tiene 15 unidades. El costo unitario de produccion es de 2€, y el costo

unitario de almacenamiento es de 1€ en todos los periodos.

Solucion
0
G (Zi):{Ki +27,

f.(x)= min

OSZiSZ D;—X
j=i

fn+1 (Xn+1) = O
Xn+1 o O

Juan Eloy Ruiz Castro

{Ci(zi)+hixi+fi+l(xi+zi—Di )} ; 1=1,2,3,..,n
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Etapa 4

C,(z,)+hx,
2,=0 67 Solucion 6ptima
X4 f,(x,) z:
0 --- 204 204 67
67 67 --- 67 0
Periodo1 | Demanda D; | Costo preparacion K; Costo almacenamiento h; (€)
4 67 70 1

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 3

Juan Eloy Ruiz Castro

X4 f,(x,)
C,(z,)+hx + f, (X +2,—90)
0 204
2,=0 90 157 Solucion 6ptima
X boo) | g o 2
3
0 --- 569 566 566 157
90 294 294 0
157 224 --—- - 224 0
Periodo i Demanda D; | Costo preparacion K, Costo almacenamiento h; (€)
3 90 185 1
4 67 70 1
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Etapa 2

Juan Eloy Ruiz Castro

X3 f3(%3)
C,(z,)+hx, + f,(x, +2, —26)
0 566
2,=0 26 116 | 183 | Solucion optima
X5 f(x;) Z; 20 e
0 == 732 640 704 640 116 == s
26 592 - --- --- 592 0
116 | 410 | — | — | -— | 410 0
ol W ol L UL L ) ' 0
Periodo i Demanda D; Costo preparacion K, Costo almacenamiento h; (€)
2 26 114 1
3 90 185 1
4 67 70 1
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Etapa 1

Juan Eloy Ruiz Castro

Xy f2(%)
C,(z,)+hx +f,(x +z,—76)
0 640
Z,=61 87 177 | 244 | Solucion 6ptima
X f (%)) zl* b 292
116 410
15 875 879 877 | 1008 | 875 61
183 407
Periodo i Demanda D; Costo preparacion K, Costo almacenamiento h; (€)
1 76 98 1
2 26 114 1
3 90 185 1
4 67 70 1
Solucion:
Periodo 1 se piden 61
Periodo 2 se piden 116 :
Periodo 3 se piden 0 Costo final: 875 euros
Periodo 4 se piden 67 300




Ejemplo. Determinar la politica 6ptima del siguiente inventario

Periodo i Demanda D; | Costo preparacion K; | Costo almacenamiento h; (€)
1 10 20 1
2 15 17 1
3 7 10 1
4 20 18 3
5 13 5 1
6 25 50 1

Inicialmente hay 8 unidades y

de las unidades.

Juan Eloy Ruiz Castro

el costo unitario de produccion es de 10 € para cada una
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Etapa 6

Cs(Z4)+hyX,
Z,=( 25 Solucidon 6ptima

X6 f6(Xo) z;

0 300 300 25

25 25 25 0
Periodo i | Demanda D; | Costo preparacion | Costo almacenamiento h; (€)

Ki
6 25 50 1

Juan Eloy Ruiz Castro
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Etapa 5

Juan Eloy Ruiz Castro

X6 fo(Xs)
Cs(z5)+hyx, + fo (X5 +2z,—13)
0 300
2,=0 13 38 Solucidon Optima
X3 f3(x3) Zs 25 25
0 435 410 410 38
13 313 313 0
38 63 63 0
Periodoi | Demanda D; | Costo preparacion | Costo almacenamiento h; (€)
Ki
5 13 5
6 25 50
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Etapa 4

Juan Eloy Ruiz Castro

Xs f5(xs)
C,(z,)+hx, + f5(x, +z,—20)
0 410
2,=0 20 33 58 | Solucion 6ptima
4
o | — | 628661661628 20 38 63
20 | 470 | - | — | - | 470 0
33 | 412 | - | - | — | 412 0
58 237 --- --- --- 237 0
Periodo | Demanda D; | Costo preparacion K; | Costo almacenamiento h; (€)
4 20 18 3
5 13 5 1
6 25 50 1
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Etapa 3

C,(zy)+hx,+ f,(x,+2,—7)
2,=0 7 27 | 40 | 65 | Solucion optima

X3 f3(x3) Z:

0 708 750 822 897 708 i

7 635 635 0

27 497 497 0

40 452 452 0

65 302 302 0

Periodo | Demanda D; | Costo preparacion K; | Costo Alm. h; (€)
3 7 10 1
4 20 18 3
S 13 5 1
6 25 50 1
Juan Eloy Ruiz Castro

X4 f,(Xy)
0 628
20 470
33 412
58 237
305



Etapa 2

C,(z,)+hx, + f,(x, +z,—15) X; f3(%3)
Z,=0| 15 | 22 | 42 | 55 | 80 | Solucion Optima 0 708
X fH(x *
0 - 875 872 934 1 1019 | 1119 872 22
27 497
15 723 | 723 0
22 657 657 0 40 452
42 539 539 0 65 302
55 507 | - 507 0
80 382 | - 382 0
Periodo | Demanda D; | Costo preparacion K; | Costo Alm. h; (€)
2 15 17 1
3 7 10 1
4 20 18 3
5 13 5 1

Juan Eloy Ruiz Castro



Etapa 1

C (z)+hx +f,(x +z—10) X f,06)
z,=2| 17 | 24 | 44 | 57 | 82 | Solucion Optima 0 872
& 6% Z, 15 723
8 920 921 925 1007 | 1105 | 1230 920 2
Periodo i Demanda D; | Costo preparacion K; | Costo Alm. h; (€) 22 657
1 10 20 1 42 539
: 15 17 1 55 507
? ’ 10 1 80 382
4 20 18 3
5 13 5 1
6 25 50 1
Solucion:

Periodo 1 se piden 2

Periodo 2 se piden 22

Periodo 3 se piden 0 Costo final: 920 euros

Periodo 4 se piden 20

Periodo 5 se piden 38 307
Juan Eloy Ruiz Castro Periodo 6 se piden 0
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