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Consideramos ahora funciones racionales donde el denominador tiene raices multiples. Damos
diferentes versiones de la misma idea.

Ejercicio resuelto 1 (version 1).

1
—  dx.
/x2+2x+1 o

Solucién. Calculamos las raices del denominador. Como es de segundo grado, esto es facil, obte-
niendo x = 1 que es doble. Luego

1 1
/x2+2x+1 dx_/(x—l)2 dx.

Esta integral es inmediata con el cambio t = x — 1 (df = dx):

1 1 1 1 1
= dx= | Sdi=—te=— .
/x2+2x+1 ! /(x—l)2 ! /t2 ;e x+1+c

Ejercicio resuelto 2 (version 2). Hallar

3
/ al dx
34232 +4x—-8

Soluciéon. Como el grado del polinomio del numerador es el mismo que el del denominador,
dividimos primero:

2x% +4x—8

3y (3 2 —8) = —
( x)( X P2 8) 1+—x3+2x2+4x—8

— x>+ 2x2 +4x—8
2% +4x—8

Por tanto,

/ X’ J / - 2x% +4x—8 J +2/ x> +2x—4 d
X = — X=—X X.
—x3+2x2+4x—8 —x3+2x2+4x—8 —x3+2x2+4x—8

Hacemos la integral. Para ello hallamos las raices de —x> +2x? +4x — 8. Como es de grado 3, usa-
mos la regla de Ruffini. Si saliera una raiz, entonces nos quedaria luego un polinomio de segundo
grado, donde tenemos una férmula para hallar las raices. Las raices son x = —2 y x = 2, en este
caso es doble.




Obsérvese que el coeficiente lider del polinomio es —1. Dicho de otra manera, una cosa es
factorizar y otra es hallar las raices. Para factorizar, hay que hallar las raices. Pero en este caso,
hay que multiplicar por —1 para factorizar.

Por tanto,

042 +4x—8=—(x+2)(x—2)%

El signo — lo sacamos ahora de la integral:

/ x>+ 2x—4 / ¥ +2x—4 J
Xx=— X
—x3+2x% +4x—8 X3 —2x*—4x+38
Hacemos la integral. Para ello, ponemos primero
+2x—4 A LB C CA(x—2)2+B(x+2)(x—2)+C(x+2)
B2 —dx+8 x+2 x—2 (x—2)2 x> —2x2—4x+38 '

Como los denominadores son iguales, también los numeradores:
K2 —4=A(x—2)*+B(x+2)(x —2) +C(x+2).

Hallamos A, B y C dando valores. Ya sabemos de teoria que x = 2 y x = —2 no resuelve las tres
incdgnitas, y hay que dar un tercer valor:

x:—2:>—4:16A:>A:—%
x=2=4=4C=C=1

x:0:>—4:4A—4B+2C:>B:§

Por tanto, la integral que quedaba es igual a

:_% x—|1—2dx+451/xi2 dx+/(x_12)2 dx:—iln(x+2)+§ln(x—2)—x_2+c.
La integral que nos pedia es
—x+lln(x+2)—§ln(x—2)+ +c.
2 2 x—2
0

Hacemos varias integrales de funciones racionales donde el denominador tiene raices comple-
jas.

Ejercicio resuelto 3 (version 1).
[wias
—— dXx.
xX242x+5
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Solucién. Calculamos las raices del denominador y vemos que no tiene raices reales. Entonces
sabemos de teoria que una parte de la integral serd de tipo logaritmo y otra de tipo arcotangente.

Como el numerador es un polinomio de grado 0, simplemente es de tipo arcotangente

Hacemos cuadrado perfecto:

4245 = (x+1)*+4.

Entonces
/ 5 dx—/ 5 dr— t=x+1 _/ 5
2+2x+5 ) (x+1)244 7 | dr=dx | ) 2+4

3 u==% 5 1
= | ——dt= 2 2—/7dt
/(;)2+1 {dtdeu} 4) u2+1

1
+c.

5
—arctanu 4 ¢ = — arctan
2 2

Se podia, antes de hacer t = x+ 1, dividir numerador y denominador por 4, y luego la sustitucion

O
Ejercicio resuelto 4 (version 2). Hallar

/ x+2 J
- dx.
—6x+10

Solucién. El denominador no tiene raices reales. Ahora el numerador es de grado 1, luego ajus-
tamos primero para que sea de tipo logaritmo. La derivada del denominador es 2x — 6, luego

multiplicamos y dividimos por 2:

/ x+2 / 2x+4 / 2x—6 +1/ d
- dx+=- [ ——— dx
—6x+ 10 “2) 2 —6x+ 10 2/ 2—6x+10 2/ x2—6x+10

1
= e 10y [
2 n(x’—6x+10) + / —6x+10

y la integral que queda es como la del ejercicio anterior. Hacemos cuadrado perfectos
K —6x+10=(x—3)*+1
1 1 t=x—-3 1
———dx= | —————dx= = [ 5—=dt
/x2 * /(x—3)2—|—1 * { dt = dx } /t2—|—1

—6x+10
= arctan(r) + ¢ = arctan(x — 3) +c.

La integral final es
1
3 In(x* — 6x+10) + Sarctan(x — 3) +¢



Ejercicio resuelto 5 (version 3). Hallar

/
X.

Solucion. Por el método de Ruffinit, vemos si el denominador tiene raices, obteniendo que x = 1
es una, quedando
33T = (x—1)(x* +4x+7)

y el polinomio de segundo grado tiene raices complejas. El método nos dice:

x A N Bx+C A +4x+7)+ (Bx+C)(x—1)
B43243x—7 x—1 xX2+4x+7 B+3x24+3x—7 '

Igualando los numeradores:
x=A*+4x+7)+ (Bx+C)(x—1).
Damos valores a x:

1
x=1=>1=12A=A=—

12
7
x=0=0=7A-C=C=—
12
1
x:—1:>—1:4A—2(C—B):>B:—E
Por tanto la integral inicial es
—x+7 —x+7
. LI e L L [
12 x—l 12 x2+4x+7 12 12 x2+4x—i—7

Para la integral (version 2), hacemos la derivada del denominador, que es 2x + 4, luego multipli-
camos y dividimos por —2 y ajustamos:

/ —x+7 / 2x—14 / 2x+4 / —18
R x2+4x+7 T2 x2+4x+7 2 x2+4x—|-7

1
=—=1 dx+7+9 | ——
2 N0 +4r47) + / 2+4x+7
Ya sabemos que la integral es de tipo arcotangente (version 1)

X FAx+7=(x+2)*+3

/ 1 dx—/ 1 dr — t=x+2 / 1 d
X24+4x+7 ) (x+2)243 7 | dr=dx 2+3

1 1 = 171
o au= . 37/741
3) (Z)2+1 {dt: 3 du } Va3 |

N



1 1 2
= 35 arctanu + ¢ = \@5 arctam)i +c.

V3

La integral pedida es

1 1 3 2
Eln(x— 1)— ﬂln(x2 +4x+7)+ \4[arctan x\—%

+c.



