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EL VUELCO

INESTABLE ante el vuelco ESTABLE ante el vuelco



SISTEMAS ANTIVUELCO/AUTONIVELADO/AUTOBALANCEO

E.

Centro de masas “cerca” del punto
pivote/giro:  estable espontdneamente
(guiado por el peso)

-
-
-

.- | S~ Centro de masas “lejos” del punto pivote/giro:
requiere actuacion de contrabalanceo (sobre el
pivote o por un contragiro)

Gyro-cube



SISTEMAS ANTIVUELCO/AUTONIVELADO

GOMBOC: cuerpo convexo tridimensional homogéneo, que cuando
descansa sobre una superficie plana, tiene un solo punto de
equilibrio estable y otro inestable.




MECANISMO DE ESCAPE DE UN RELOJ DE PENDULO
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BIOMECANICA

Balancing with Vibration: A Prelude for “Drift and Act” Balance Control, PLoS One. 2009; 4(10): e7427.



EL PENDULO INVERTIDO LIBRE MAS SIMPLE . dO .. d*0
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PROBLEMA DE ESTABILIDAD (ENERGETICA)



LAS MATEMATICAS QUE NECESITAMOS
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CALCULO VARIACIONAL

La catenaria (minima energia

Problemas isovolumicos/isoperimétricos: ¢Cuerpo regular de menor area para un
potencial gravitatoria)

volumen/perimetro dado? (i.e. compacidad maxima y angulosidad minima)
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La braquistécrona (minimo tiempo)
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Linea Geodésica (minima distancia
entre dos puntos)
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CALCULO VARIACIONAL EN FISICA

De todas las trayectorias posibles (compatibles con las ligaduras), que puede seguir un
sistema dinamico para desplazarse de un punto a otro en un intervalo de tiempo
determinado, la trayectoria verdaderamente seguida es aquella que hace minima la
integral temporal de la diferencia entre las energias cinética y potencial.

Energia cinética: energia por estar en movimiento
Energia potencial: energia por estar en una posicion o configuracion determinada
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LAGRANGIANO 7l /
Ec. EULER-LAGRANGE
Transformada de Legendre Minimizacion condicionada
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H = q——— I HAMILTONIANO=verdadero sentido energético f (g) =0
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L=L-4(1)/(g)



CONFIGURACIONES (META)ESTABLES E INESTABLES

—

Metastable
Ilnestable Indiferente Estable
H(q.q)=f(4)+2g(q)
Busqueda de configuraciones extremas * __ Mas estable

2(4) _,

2
8q Deq \ ﬁq deg )

< () Méximo local/global inestabilidad

> () Minimo local/global metaestabilidad



ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN HOMOGENEAS
NO LINEALES
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@ SIn (y) — O Solucién no oscilatoria
dx”

dzy

dxz | 602 Sin (y) — () Ssolucién oscilatoria
d’y 5\
sy (y ) S1n (y) =0 Solucién dependiente del signo

‘|‘ a)z (X) Sin (y) — O Solucién mas compleja dependiente del sigho



Modelado del caminar natural Modelo: Pierna rigida (sin rodilla) libre=

varilla pivotada en el suelo
Y

Un paso= medio ciclo

1 Grado de libertad

Varilla de longitud [y masa m




Energia cinética de un sdlido rigido
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U=mgy, —mgiz mgi(cosﬁ—l)

Energia potencial gravitatoria

2 2
= lm(lé’)z —lmgl(COS 0 _1) Lagrangiano
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0 < lrad = 6’ —3—g€ — (0  Solucidn no oscilatoria 3—g ~1.25pasos /s

21 21



ACTUACION SOBRE PENDULO INVERTIDO
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Péndulo invertido y forzado horizontalmente con una sefial dependiente de
la inclinacion

Varilla de longitud [y masa m

1 Grado de libertad

x(@) Ligadura esclerénoma holénoma



Energia cinética de un sdlido rigido

X, =ésin¢9+x(6’) ) l
l x,, =—0cos@+x(0)
<y, =—cosb = 3 2
2 . [ - .
0 Vo =—§¢9s1n¢9
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T = lm{(iéjz +16 cos ex(9)+(x(¢9))2}+imz292



[ / Energia potencial gravitatoria

U=mgy —mg—=mg—(cosl—1
cm 2
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L= lm(l(lé)z +16 cos 0x(6) +(3’c(6’))2j—m i(cos:9—l) Lagrangiano
E 7
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Lazo de control: como lo resuelve un ingeniero

(1) 2 ol a(1)

dx* (cos 0) l|(
=&

dcosd

0

x(0+0)= sgn(&’)\/fglcos—

2




Péndulo invertido y forzado horizontalmente con una senal dependiente del
cambio de la inclinacion

Varilla de longitud [y masa m

1 Grado de libertad

x(H) Ligadura escleronoma holonoma



Energia cinética de un sdlido rigido

1 1 ] . . |
T=—mv: +—1 @’ :—m((xcm )2 +(7. )2)+—]Cm92
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[ / Energia potencial gravitatoria

U=mgy,. —mg—:mg—(cosﬁ—l)

2 2
]L:l (1(1«9) +lécos@fc(é)+(X(é))zj—mgi(cosﬁ—l) Lagrangiano
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() SENAL PARECIDA, SOLUCION MUY DIFERENTE



VIBRACION VERTICAL
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Consecuencias exoticas de vibraciones (verticales)

Vibration-Induced Climbing of Drops PRL 99, 144501 (2007)
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Brazil nut effect: segregation/stratification induced by vertical vibrations

Spontaneous stratification in granular mixtures,
Nature 386, 379-382 (1997)




Péndulo invertido y excitado verticalmente con una senal senoidal

Varilla de longitud [y masa m

1 Grado de libertad

y (f) = A Sin (C()Ot) Stabilization by vertical vibrations, Math. Meth. Appl.
. ; Sci.2009;32:1118-1128
Ligadura redbnoma



Energia cinética de un sdlido rigido

1 1 1 . . |
T=—mv: +—1 @’ :—m((xcm )2 +(7. )2)+—]Cm92
2 2 2 2

X, :ésinﬁ ) l
l X =—6cosf -
3 Vo =—=C0860 + Asin () = - 2
2 . [ - .
Vo =—=0sin0+ @ Acos(wyt)
1 5 cm 2
[, =—ml
e T2

2
T:lm[(ié’j 10w, Asin @ cos(wyt) +(w,4)” cos’ (a)ot)}r%mlz@.z



U = mgy. — mgé = mg (é(COS 0 — 1) + Asin (a)ot)j Energia potencial gravitatoria

Lagrangiano

L= %m(%(!é’)z —~ 10w, Asin 8 cos (@t ) +(w,4)” cos’ (a)ot)j —%m(gl(cos&’—lﬁ— 2gAsin(wyt))
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6"'_2[[_1_" go sm(a)ot) sing =0 A(a)o) sin(a)ot)>l Péndulo (paramétrico)

g




Kapitza averaging g

Perturbacion de angulo promedio (lento) con vibraciones pequenas vy rapidas

angle &
magnitude
H — ¢ + 5 (t) @ = cte durante Atzz—ﬂ iy

Wy 0.4 f . oo G
02t i 1
Kapitza P. L. (1951). "Dynamic stability of a pendulum i . . . |

when its point of suspension vibrates". Soviet Phys. JETP. ol 5 | 1 5] 24 || 3p 0 mied
21: 588-597.; Kapitza P. L. (1951). "Pendulum with a _:|.-‘-
vibrating suspension". Usp. Fiz. Nauk. 44: 7-15 |

-0.6

The effect of Kapitza pendulum and price equilibrium, Physica A 324 (2003) 388 — 395

7N
N , .y . -
“*En 1908, A. Stephenson encontrd que en la posicion vertical, i
con el péndulo arriba, puede ser estable si la frecuencia de " b et
excitacion es los suficientemente alta e

“*En 1951, el cientifico ruso Pyotr Kapitza analizo O
exitosamente este inusual y contraintuitivo fenomeno, ="-7
dividiendo el movimiento en uno rapido y otro lento, e N
introduciendo un potencial efectivo



Hamiltoniano

. OlL, 1 1 -\2 2 1 .
HZQE_LZEW{EF(Q) —(w,A) 6082(a)ot)j+5m(gl(cosé’—1)+2gAsm(a)Ot))

- %ml2 (9)2 +%m(—(a)0/1)2 cos’ (wyt)+ gl(cos@—1)+2gA sin(a)ot))

5 (0.0.6) = mi*(6) +7,, (6.1

Tratamiento de angulo promedio (lento)

6’:¢-|-é:(t) A< (@) > 3g;A(a)‘))zzcte

(1(0.0.)) =m0 (6) )+ (7 0.0) =T ()7, (9




LIGADURA f = f(¢,t)

y(t) = Asin () Asin (et )sin ¢

Isin& = Asin(w,t)sin ¢ P

¢ < lrad = 2[sin5 =[sin&



c<Klrad = Ilsmé=xE&l= & =§sin(a)0t)sin¢

= %a)o cos(w,t)sin ¢

<§> = O;<é§2 (t)> _ 1 (A;)o jz <in? ¢ <H(9,0,t>>=<%mlz(9)2>+<Veﬁ,(9,t)>

Ny,
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| 5 ([ \2 ] NETE .
ol (6) =i (47 + & +24¢)

(Lt (0 Lo (4 )L 3 2] s




& A

¢ << lrad = 2lsin5 ~El= &= TSin(a)Ot)sin¢

1( A4

(£)=0:(¢" (1)) = 5(7)2 sin’ ¢ (11(0.0.0)) = (£ (0] )+ {1, (0.1)
<I/eﬁ‘> %m(—(a)oAy <c032 (a)ot)> + gl(<cos(¢+ & (1 ))> )+ 2gA(sin (w, t)>)

<cos(¢+§(t))>z<cos¢—sin¢.§( )—%cos%‘ (¢ )> E~0

<Vﬁ>— ;m{;(a)ofl) gl+glcos¢(l(;j sin” ¢D




<H(9,¢9,t)>:%mlz [&2 %(A;’Oj sin’ ¢J+%m(—%(a)0/1)z —gl+glcos¢£1—(%) sin’ ¢}]

v 1 2 N AY 1 )
= —ml*(*)\+=m|| —glcosd+=(w.] | sind+glcosd——(w.A) — ol
- (¢)2[(g ¢3(o)j[21j ¢+ gloosg——(o,4) g]
BUSQUEDA DE CONFIGURACIONES DE EQUILIBRIO

Zﬁ (¢)= %m((—gl cos¢+§(woz)2j(%j sin> ¢+glcos¢—%(a)oA)2 _gl)

oV,

Y 21

1 . A\ . 2 AY . .
:Em[(glsmqﬁeq)(ﬁj sin” ¢eq+2(—glcos¢6q+§(a)ol)2j(—j sing,, cos¢eq—glsm¢eqj:0

Peq

1 AY (A4Y 4 AY
Emgl sing, [(Ej — 3(2—lj cos’ ., + g(a)ol)2 (Z_IJ cos g, — IJ =0 Ec. algebraica (tres raices reales)




Minimo local

0.0

-0.5

-1.0

Anti-
vuelco

Maximo
@, < /2

Minimo global



2 2
AY (L 4 20\
— | sing, | -3cos” ¢, +—(a@,l) cosg, +1-| —| [=0
21 L 3¢l A )
r¢eq, =0,7
21| _ A(o,) (2AV (o)1
cosg, ~———|1F,[1-3 5 _| [>0e33<—=" ;( ) <——-3
g A(a,) g A 3g
\ \ / Aseguradas para frecuencias muy altas
~ | 2
- eff (O)=—Zm(a)0A)
Configuraciones estables
(Minimos energéticos) _ 1 5 _
& =0 eﬁf(”):_zm(a’oA) —mgl <V, (0)

(£ (1)) =(&*(1))=0




Péndulo invertido y excitado horizontalmente con una senal senoidal

Varilla de longitud [y masa m

1 Grado de libertad

<>
x(t) — Asin(a)ot) Ligadura redbnoma



Energia cinética de un sdlido rigido

1 1 1 . . 1 :
T=—mv: +—1 @’ :—m((xcm )2 +(7. )2)+—]Cm92
2 2 2 2

( [ . .
X, =Esm¢9+Asm(a)0t) ( ,
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2 . [ - .
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12

2
T=—m (ié’j — 10w, Acos O cos(wyt)+(w,A) cos” (myt) +im125’2



U=mgy,. —mgé: mgé(cos@—l)

Energia potencial gravitatoria

L= %m (%(19)2 —~ 10w, Acos O cos(ayt)+(w,4) cos® (a)ot)j - mgé(cos 6—1)  Lagrangiano

%:%m(léa)OAsinﬁcos(a)ot))Jrmg(ésin@j
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o0 2 \3
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dt\ 06 ) 00

%m(%lzé +lay, AG sin @ cos (ot ) +1(w, ) Acos@sin(a)ot)) —%m(!é’a)OA sin@cos(a)ot)) —mg (ésin 0)

0

3 Alw,)
é+g{—1+ & cotﬁsin(a)ot)jsinEEO
21 g



Hamiltoniano

H:éa—ﬂf’—Lzlm(
00 2

%[292 —(@,4)’ cos’ (a)ot)j +%mgl(cos€—1)
_Lop (9)2 +lm(—(a) A)" cos® (@ t)+gl(cos<9—1))
6 2 ’ :

H(é’, H,t) — %ml2 (6")2 +V,,(0,1)

Tratamiento de angulo promedio (lento)

6’:¢—|—é:(t) A<<I,(a)0)2>>3—g

21

(1(0.0.)) =m0 (6) )+ (7 0.0) =T ()7, (9




UGADURA & =f(¢,t)

x(t)= Asin(w,t) Asin (@t )cos ¢

[sin& = Asin(aw,t)cos g :

¢ < lrad = 2Zsin5 =[sin&



E<Klrad = lsmé=xEl= & zﬁsin(a)ot)cos¢

= %a)o cos (@, )cos ¢

(£)=0:(& (1)) = 1 (A;oo j2 cos® 5 (1(6.0.0)={bm (6] )+ {11 02)

Ny,
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1 a2 ] AT ..
ol (6) =i (47 + &% +24¢)

(ot 0 )L (9 ) 34 2] oy




& A

¢ << lrad = ZZsinE &l = &= TSin(a)Ot)cos¢

1

(£)=0,(& (1)) = %GT cos’ (1(0.0.0) = (gt (0] ) (v (0:0)

<Veﬁ> — lm(—(a)o )2 <0052 (a)ot)> + gl(<cos(¢+ (f(t))> —1))

2

<cos(¢+ §(t))> S <cos¢—sin oc (1) —%cos HE? (t)>;§3 ~0

<Veﬁ> = %m[—%(a)()/l)z —gl+ gl cos¢[1 —(%) cos’ ¢D




<H(6", 6’,t)> = éml2 [¢2 +%(A;)°j cos’ ¢j+%m{—%(a)ofl)z —gl+gl cos¢[1—(%) cos’ ¢D

:émlz (¢§2)+%m[(—g1005¢+§(%1)2j(%) cos’ ¢+glcos¢—%(a)0/1)2 —glj

BUSQUEDA DE CONFIGURACIONES DE EQUILIBRIO

Iiﬂ (¢)= %m((—glcosgﬁ—k%(a)ol)zj(%j cos’ ¢+glcos¢—%(a)014)2 _gl)

b 2
off :%mL(ngin(ﬁeq)(%j cos> b, _2(—glcos¢eq -I—%(a)ol)zj[%j cos g, sing, —glsin¢6qJ:O

Peq

L [sin ¢ 3(£jzcos2¢ —i(a)l)2 4 2cos¢ ~1]=0 i '
5 g eq 7] eq 3gl 0 7] eq Ec. algebraica (tres raices reales)




Maximo global

Minimo

g2

Maximo local




Configuraciones inestables
(Maximos energéticos)

£ :i?sin(a)ot)

<§2 (t)> # <§2 (t)> %0

Menos restrictivo
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