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TEMA 1. ALGUNOS MODELOS CONTINUOS DE VARIABLES ALEATORIAS.
INTRODUCCION A LA INFERENCIA ESTADISTICA

1. Algunos modelos continuos de variable aleatoria:
¢ Distribucién uniforme
e Distribucién normal
e Distribucidn chi-cuadrado
* Distribucién t-student
e Distribucidn F-snedecor

2. Concepto de muestra y estadistico
3. Valor esperado y varianza de la media muestral

4. Valor esperado de la varianza y cuasivarianza muestral

DISTRIBUCION UNIFORME

Una variable aleatoria continua X sigue una distribucién uniforme (U(a, b)) cuando su funcién de densidad viene dada por

—a
0 , €n ofro caso

flx) = { bl siz € (a,b) (x)

Caracteristicas: 1

I
I
Funcion de distribucién :
I
[}
I

Of-====d

0 ,8ix < a
Flz) = i:: sia<z<bh X
1 ,siz>b a
Esperanza matematica La probabilidad de que tome un valor dentro de ese
EIX] = atb intervalo es la misma para cualquier sub-intervalo
C 2 de igual longitud
Varianza
. R: funcién de distribucion
Var(X) = ‘hzf) ‘ punif(cuantil,min=nimero,max=numero, lower.tail=T/F)

Cuantiles
qunif(probabilidad, min=ndmero,max=nimero, lower.tail=T/F)
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Ejemplo. El nUmero de automaviles que circulan por una plaza se considera que sigue una distribucidn uniforme. Si al
cabo de la tarde circulan como mdaximo 200 coches

a) halle la probabilidad de que en una tarde pasen como minimo 100 coches

b) Hallar el percentil 20

DISTRIBUCION NORMAL

Una variable aleatoria continua X sigue una distribucién normal de parametros uy o (N(u, o)) cuando su funcién de
densidad viene dada por

1
0ne r
1 _ (== )
] = e 222, z€R o>0, peR T
g\/ﬂ 0t b
06 F
Caracteristicas: 05
04
Esperanza mateméatica E[X]| = u o3t
0z | SEEESES )
Varianza Var(X) = &° o1t s W
. ) _

La distribucion normal o de Gauss modeliza gran cantidad de variables. El Teorema Central del Limite (que veremos mas
adelante) hace que sea la distribucion mas importante y mas utilizada.

R: funcién de distribucion

pnorm(cuantil, mean = g, sd = o ,lower.tail = T/F)
Cuantiles

gnorm(probabilidad, mean = u, sd = ¢ ,lower.tail = T/F)
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En un examen las notas siguen una distribucién Normal de media 78 y varianza 100. Halle la probabilidad de que, en ese
examen, un estudiante obtenga entre 76 y 80 puntos

¢Cudl es la nota maxima para el 20% de los peores alumnos?

Propiedad de reproductividad. La combinacién lineal de distribuciones normales sigue siendo una distribucién normal, cuya
media es la combinacién lineal de las medias de cada distribucidn y cuya varianza es la combinacidn lineal de las varianzas
de cada distribucidn con los coeficientes al cuadrado

n

Y= : ai - Xio n n N )
i=1 Y ~N é ai i E a; - o;
Xi~ N(pi,o7) =1 =

Una variable aleatoria continua Z sigue una distribucién normal de parametros 0y 1 (N(O,l)) si se distribuye como una
normal de media 0y varianza 1

Fu

ac 140.1)

Caracteristicas:

Funcion de densidad  f(z) = .)T*’f%- VzeR.

Esperanza matematica F/|Z] = 0.

Varianza Var(Z) =1

Tipificacion: Sea X una variable aleatoria con distribucion normal de pardmetros p y o. La variable aleatoria tipificada
X—u
o

Z:

se distribuye como una normal de parametros Oy 1.
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Dadas tres variables independientes con medias y varianzas respectivas: X;~N(5,2), X,~N(3,1), X3~N(6,4) y dada otra
variable Y~3X; + 2X, + X3, calcular la probabilidad del suceso Y = 16.

En un examen las notas siguen una distribucién Normal de media 78 y varianza 100. Halle la probabilidad de que, en ese
examen, un estudiante obtenga entre 76 y 80 puntos (TIPIFICANDO)

DISTRIBUCION CHI- CUADRADO

Una variable aleatoria continua X sigue una distribucién chi-cuadrado con n grados de libertad (x2) si se construye como la
suma de n variables independientes e idénticamente distribuidas segun una N(0,1):

n
2 = Z X2 Xi~ N(0,1), Vi.
i=1
Al parametro n se le denomina grados de libertad y coincide con el nimero de variables independientes usadas.

Propiedad de reproductividad. La distribucién chi-cuadrado es
reproductiva en sus grados de libertad:
k

2 i — 2 ‘
Xl'~XniJl =1, 'k = ZXL ~Xn1+~~»+nk o
i=1 ‘

R: funcién de distribucién

pchisg(cuantil, grados de libertad, lower.tail = T/F)
Cuantiles

qchisq(probabilidad, grados de libertad ,lower.tail = T/F)
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Sea una variable que sigue una distribucion chi-cuadrado con 6 grados de libertad. écuanto vale el percentil 90?

¢Cudl es la probabilidad de que la variable tome valores menores o iguales a 2.2?

DISTRIBUCION t-STUDENT

Una variable aleatoria continua T sigue una t-student con n grados de libertad (tn ) si se construye como el cociente entre
una variable aleatoria distribuida como una N(0,1) y la raiz cuadrada de una chi-cuadrado con n grados de libertad dividida

entre sus grados de libertad, siendo ambas variables independientes:

X . 2
T =—, X~N(0,1),Y ~ xpn-
/Y

V n
Caracteristicas: P
Es una distribucion simétrica
Para grados de libertad altos, la distribucion t-student se .|
aproxima a la normal tipificada

R: funcién de distribucién

pt(cuantil, grados de libertad, lower.tail = T/F)
Cuantiles

gt(probabilidad, grados de libertad ,lower.tail = T/F)
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Sea T una variable aleatoria que sigue una distribucion t de Student con 12 grados de libertad. Determine el percentil 90

¢Cudl es la probabilidad de que la variable se mayor que 1.7827?

DISTRIBUCION F-SNEDECOR

Una variable aleatoria continua F sigue una F-Snedecor con n y m grados de libertad (Fn,m) si se construye como el cociente
de dos variables aleatorias independientes y distribuidas segun chi-cuadrados con n y m grados de libertad,
respectivamente, divididas entre sus correspondientes grados de libertad.

2

- ; T 2
F =<, X N\r:-) ~ Xm-

R: funcién de distribucién

pf(cuantil, grados de libertad 1, grados de libertad 2, lower.tail = T/F)
Cuantiles

gf(probabilidad, grados de libertad 1, grados de libertad 2 ,lower.tail = T/F)
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Sea X una variable que se distribuye seguin una F-Snedecor de 3y 7 grados de libertad. Obtenga el percentil 90

¢Cudl es la probabilida de que la variable sea menor que 4.35?

1.2 CONCEPTO DE MUESTRA Y ESTADISTICO

Un problema fundamental en la estadistica consiste en estudiar alguna caracteristica desconocida de una poblacién
(variable aleatoria). Dicha cuestion serd estudiada en los proximos temas, se presentan a continuacién conceptos
necesarios para dicho estudio.

Poblacion: Conjunto de elementos sobre los que se quieres estudiar una o mas caracteristicas. El objetivo es inferir
conclusiones sobre valores numéricos de la poblacién, como la media, la proporcion, ...,etc. Como suele ser muy grande
(coste en tiempo y dinero) se selecciona una muestra.

Muestra: Subconjunto representativo (con caracteristicas similares a la poblacién) de elementos de la poblacién. Es
fundamental elegir adecuadamente los elementos de la muestra y el tamafio muestral. Normalmente trabajaremos con lo
que se conoce como muestreo aleatorio simple (m.a.s.; todos los elementos de la poblacién tienen la misma probabilidad
de estar en la muestra y son independientes entre ellos).

Hay que distinguir entre muestra y poblacién. Asi hablaremos de:

Parametro poblacional: caracteristica numérica de la poblacidén que sirve para distinguir total o parcialmente la distribucion
de probabilidad de la variable aleatoria estudiada. Los mas usados son la esperanza matematica y la varianza.

Estadistico muestral: cualquier funcidn real de las v.a. que forman la muestra, es decir, es una funcion de las observaciones
muestrales y no contiene ninguin valor o pardmetro desconocido
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Resumiendo, se entiende por parametro poblacional a las caracteristicas desconocidas de las distribuciones de
probabilidad, mientras que el estadistico muestral es un resumen de la informacién existente en la muestra.

Parametros poblacionales

Estadisticos muestrales

Tamafio poblacién: N

Tamaino muestra: n

Media poblacional: E[X]

Media muestral:

Varianza poblacional: Var(X)

Varianza muestral:

2 1

A 3 (%—X)
n—1 -

Proporcidn poblacional: p

Proporcién muestral:

1 ocurre ¢
0 | enotro caso

1.3 MEDIA MUESTRAL: SU ESPERANZA Y SU VARIANZA

Dada una muestra aleatoria simple X1, X5, ..., X;, de tamafio n de una variable aleatoria X, se define la media muestral como

n

v 1 4 X1+ Xo+---+ Xn
X = :Z;,\, -

n

Ejemplo. Sea X la variable aleatoria definida como tiempo (en horas) transcurridos en realizar el examen final de cierta
asignatura. Durante la ultima convocatoria se anotd el tiempo que tardé cada alumno en realizar dicho examen,
obteniéndose la siguiente muestra: 1, 1.7,1.8, 1.5, 1.85,1.3,2,1.9, 1.6, 1.75, 1.8, 1.9.

- 14+17+1'8+15+4+1'8+---4+1'754+1'84+19 201
X -

12 = — =1675

La esperanza de la media muestral es igual a la media poblacional: | [ T] = E[X]

e 1 1 N oy L= gy | . :
EX] = l.[;Z.\,]:Z‘:I..\, = :Z;I_ X] = —-n-E[X] = E[X

n
i=1

La varianza de la media muestral es igual a la varianza poblacional dividida por el tamaio muestral:

Var(X) = Var(X)

n
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1.4 VARIANZA'Y CUASIVARIANZA MUESTRALES: SU ESPERANZA

Dada una muestra aleatoria simple X, X5, ..., X;, de tamafio n de una variable aleatoria X, se define la varianza muestral
como: i

==Y, (%-X)

Y la cuasivarianza muestral sera:

La varianza y la cuasivarianza muestral se relacionan mediante la siguiente igualdad:

2
n—1

u-.‘i",z,:(n-ﬂl)-.q

R . . . v2 Fic i R
La esperanza de la cuasivarianza muestral es igual a la varianza poblacional: E [5.,1_1} =Var(X)

. . . . T n—-1
La esperanza de la varianza muestral es igual a la varianza poblacional multiplicada por el factor -

S5 -1 3
E[S,] = L el T Var(X)

n

Ejemplo
i | zi—7% | (z: —7)° 52 — ,0_19)_'_) — 00756
1 -0'675 0'4556 -
1'7 0'025 0'0006
18 | 0125 0'0156 S2 = % = 0'0825
1'5 -0'175 0'0306
1'85 0175 0'0306
13 -0'375 0’1406
2 0'325 0’1056
1'9 0'225 0'0506
1'6 -0'075 0’0056
1'75 0'075 0’0056
1'8 0125 0'0156
19 0'225 0’0506
0'9075
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TEMA 2. ESTIMACION PUNTUAL DE PARAMETROS

TCII

Concepto de estimador paramétrico
Obtencion de estimadores puntuales
Propiedades deseables de un estimador paramétrico

Estimacion puntual de parametros — 1/ 31
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Introduccion a la estimacion
Método de maxima verosimilitud
Método de los momentos

Propiedades deseables para un estimador paramétrico
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Supongamos que el numero medio de mensajes multimedia recibidos en el mévil semanal-
mente por los estudiantes de la Universidad de Granada puede considerarse como una
variable aleatoria con distribucion Poisson de parametro A. Un problema fundamental en
estadistica es conocer el valor del parametro desconocido )\, para lo cual existen distintas
técnicas.

En el presente tema se presenta la estimacion puntual, que consiste en obtener un
unico numero calculado a partir de las observaciones muestrales y que es utilizado como
estimacién del valor del parametro desconocido. Asi, se entiende por estimador un es-
tadistico muestral usado para calcular una aproximacion numérica de un parametro de-
sconocido de la poblacion. Esto es:

Definicion 1 Sea 6 el parametro desconocido de una determinada distribucion de prob-
abilidad. Un estimador de 0, que se denota como G(xl, - ,xn), sera un estadistico
muestral que aproxime el verdadero valor de € a partir de la muestra.

Téngase en cuenta que el estimador depende solo de la muestra y, en ningun caso, del
parametro que se desea estimar. Por tanto, el estimador sera un valor numérico distinto de-
pendiendo de la muestra considerada. Ademas, para cada parametro pueden existir varios
estimadores diferentes. En general, escogeremos aquel que posea mejores propiedades.

Estimacion puntual de parametros — 4 / 31

Método de maxima verosimilitud
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En esta seccion empezamos a estudiar los métodos de obtencion de estimadores pun-
tuales. Aunque se pueden obtener estimadores de forma simultanea para todos los
parametros poblacionales desconocidos de una distribucion, nos centraremos en estudiar
el caso en el que la distribucion de probabilidad depende de un Unico parametro descono-
cido.

El método de maxima verosimilitud consiste en escoger como estimador puntual aquel
valor del parametro que maximice la probabilidad de aparicién de los valores muestrales
obtenidos, es decir, aquel que maximice la funcion de probabilidad.

Ejemplo 1 Supongamos que el nimero de inundaciones por afio sigue una distribucion
de Poisson con parametro desconocido A. En una determinada provincia han ocurrido dos
inundaciones (valor observado) durante un afio, ¢,como se puede estimar el valor de \ si
solo conocemos una observacion?

Si los posibles valores de A fueran 1, 1'5, 2, 2’5y 3, la probabilidad de obtener la obser-
vacion dos seria, respectivamente, 0°1839, 0°2510, 0’2770, 0’2565 y 0°2250.

Observando las tablas correspondientes a la distribucion de Poisson se aprecia que el valor
de )\ que maximiza la probabilidad de aparicién del valor observado es 2. i

Estimacion puntual de parametros — 6 / 31



Método de maxima verosimilitud

indice Sea X una variable aleatoria (discreta o continua) cuya distribucion de probabilidad
depende de un Unico parametro desconocido 8. Dada una muestra aleatoria simple,

Xi,...,X,, de X, se define la funcién de verosimilitud como

Introduccion a la
estimacion

Método de maxima
verosimilitud

Método de los

[T P[X: = xi;0] , caso discreto

momentos L(e’ T1,... ;:En) — =1 " ,
Propiedades deseables H f(l'z, 9) , Caso continuo
para un estimador =1

paramétrico

donde p; = P[XZ- = T;; 6] denota la funcion de cuantia y f la funcion de densidad,
dependiendo de la naturaleza de la variable.

Entonces, el método para encontrar el estimador de 6 se convierte en el problema
matematico de maximizar la funcion L(6;x1,x2, ..., x,). Es decir, hallar aquellos val-
ores que anulan la primera derivada de L(0;z1,x2,...,x,) y hacen negativa a la se-
gunda.

TCII

Estimacion puntual de parametros — 7 / 31

Método de maxima verosimilitud

indi N 7y , . .. .. . .
e Luego 0 = O(z1,x2,...,T,) sera el estimador maximo verosimil del parametro 0 si
ntroduceion & 2 verifica que:
estimacion
Método de maxima 0 —~
verosimilitud %L(07 T1,T2,... 7'73”) = 07
Método de los
momentos 82 -~
5 L(0;z1,22,...,2) < 0.
Propiedades deseables 66

para un estimador
paramétrico Puesto que al derivar directamente la funcién de verosimilitud se suelen obtener expre-
siones complicadas, normalmente se maximiza el logaritmo neperiano de la funcién de

verosimilitud, ya que la solucién obtenida es la misma al ser mondétona creciente la funcion

logaritmo.
Por tanto, el estimador maximo verosimil sera aquel valor 6 que verifique que:
15 ~
50 InL(0;x1,x2,...,2,) = O,
62

wlnL(é\;xl,xz,...,xn) < 0.

TCII Estimacion puntual de parametros — 8 / 31
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A modo de resumen, para obtener un estimador por maxima verosimilitud, los pasos a
seguir son los siguientes:

B Calcular la funcion de verosimilitud de la muestra teniendo en cuenta la distribucion de
probabilidad de los datos obtenidos.

B Determinar el logaritmo de la funcion de verosimilitud. Se puede demostrar que si una
funcion alcanza un maximo en un punto, su logaritmo neperiano alcanza el maximo
en ese mismo punto. Esto nos facilitara buscar el estimador maximo-verosimil, ya que
generalmente es mas facil determinar el maximo del logaritmo de una funciéon que
directamente el de la funcion.

B Derivar el logaritmo neperiano con respecto al parametro que se pretende estimar e
igualar a cero para determinar el valor que maximiza dicha funcion. De esta expresion
despejaremos el estimador, comprobando que la segunda derivada evaluada en dicho
punto es negativa.

Estimacion puntual de parametros — 9 / 31

Método de maxima verosimilitud: Ejemplo 1
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A continuacién vamos a obtener el estimador maximo verosimil del parametro A de la
distribucion de Poisson. Después se obtendra su valor para las siguientes muestras corre-
spondientes al nUmero de visitas semanales recibidas por un profesor en tutorias:

Muestra 1: 3,3,6,2,1,4,0,2,2,5.

Muestra 2: 1,3,1,4,5,3,4,6,1, 3.

Dada una muestra aleatoria simple X1, ..., X,, procedente de una P()\), sabemos que
la funcion de probabilidad en este caso es

P[Xi:xi;)\]:e_’\-—

A AT
LNz, x0,...,2n) = He —
=1
>
Tq
AT AT AATT L A=l
— e —' e _'e ' = e n—
$1. LEQ. xn. l_[x'
il
i=1

Estimacion puntual de parametros — 10/ 31



Método de maxima verosimilitud: Ejemplo 1

indice : Entonces, tomando logaritmos
Introduccion a la
estimacion n n
. — . _ I
etodo de i InL(\;z1,22,...,2,) = E z; | -In\ —1n | | ;! n,
verosimilitud 1=1 =1
Método de los deri dol . teri
Tomenios y derivando la expresion anterior
Propiedades deseables E n
para un estimador N Z X
paramétrico . 0 =1
ﬁlﬂL(}\;Jfl,xQ,...,xn): S
Igualando a cero la derivada anterior se obtiene la igualdad
n
> Ti
i=1
N n =0,
cuya solucion es el posible estimador puntual buscado
n
~ 1 _
)\ = — E Xr; — X.
n <
=1
TCII Estimacion puntual de parametros — 11/ 31

Método de maxima verosimilitud: Ejemplo 1

indice : Para comprobar que es un maximo tendriamos que ver que la segunda derivada es nega-
Introduccién a la : tiva cuando se sustituye \ por el estimador obtenido.
estimacion N

Para obtener el valor del estimador maximo verosimil para cada una de las muestras con-

Vietodo de maxima sideradas tan sélo hay que calcular la media aritmética de cada coleccién de datos:

verosimilitud
Método de los ~ e 2 ~ 1 Ce 1
Vetodo de ; )\1:3—|—3+10+ —|—5:2l8’ N = —|—3+10+ —|—3:3/1_

Propiedades deseables E
para un estimador
paramétrico

TCII Estimacion puntual de parametros — 12/ 31



Método de maxima verosimilitud: Ejemplo 2

indice Una variable aleatoria con distribucidn gamma, con parametro o conocido, tiene funcién
Introduccion a la E de densidad:

estimacion :

Método de maxima : f(l' 9) — # . xa—l - exp {_f} x>0 a>0

verosimilitud : ! F(a)ea 0 ’ ’

Método de los

momentos : con valor esperado E[X] = af y varianza Var(X) = af®.
Propiedades deseables Para obtener el estimador puntual para 6 mediante el método de méaxima verosimilitud hay
para un estimador N . .. L i

que obtener en primer lugar la funcion de verosimilitud muestral. Es decir

paramétrico
n
1 n Z Z;
. - a—1 =1
L(O;x1,x2,...,25) = NORE le[lacz exp 7
Tomando logaritmo en la verosimilitud
n
n Z Xi
i=1
InL(0;x1,22,...,2,) = —nalnd —ninl(a) + (o — 1) ZIH%‘ — g
i=1
TCII Estimacion puntual de parametros — 13/ 31

Método de maxima verosimilitud: Ejemplo 2

indice :  derivando con respecto a 6
Introduccion a la ;
estimacion N i
: Tq
Método de maxima : 8 no i=1
verosimilitud 0 InL(0;x1,x2,...,2,) = b + ERE
Método de los .
momentos : e igualando a cero
: n
Propiedades deseables «
para un estimador . —nab + Z Li
paramétrico N =1 o
: 7 =0,
se obtiene la solucion
n
1
poy Z T —
é\ o =1 o x
(J,'l,...,CEn) = = —.
(6] (6]

Para confirmar que este valor es un maximo, habria que comprobar que la derivada se-
gunda es negativa cuando se sustituye en ella 6 por la solucién obtenida.

TCII Estimacion puntual de parametros — 14 / 31
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Este método se basa en la relacién existente entre los parametros poblacionales de-
sconocidos y los momentos poblacionales. Mas concretamente, consiste en trasladar esa
relacion sustituyendo los momentos poblacionales por los muestrales, para asi estimar los
primeros.

Dada una variable aleatoria, X, cuya distribucion de probabilidad depende de un Unico
parametro desconocido, el método de los momentos consiste en enfrentar caracteristicas
poblacionales, F[X "], a sus homdlogas en la muestra

n
12 r
n -

=1

En el caso que se estudia un unico parametro desconocido, habra que enfrentar un unico
parametro poblacional a un Unico parametro muestral (r = 1). Es decir, E[X] = X, de
forma que se plantea una ecuacioén, cuya solucion es el estimador puntual buscado.

Estimacion puntual de parametros — 16 / 31

Método de los momentos: Ejemplo 1
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A continuacion se van a obtener los estimadores puntuales por el método de los momentos
de las distribuciones de Poisson de parametro A y binomial de parametro p.

Adviértase que la igualdad a planteares E[X] = X.

En el caso de la binomial, E[X] = np, luego entonces np = X, y por tanto, el estimador
puntual buscado es

D=

§|><|

Mientras que para la Poisson, E[X] = M, luego directamente se obtiene que A\ = X.
Obsérvese que los estimadores obtenidos coinciden con los del método anterior. Esto se
debe a que, bajo ciertas condiciones, ambos métodos coinciden.

Estimacion puntual de parametros — 17 / 31
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Para estimar el parametro @ de una variable aleatoria con distribucion gamma, con
parametro o conocido, por el método de los momentos, simplemente habria que igualar
la media poblacional a la media muestral y despejar 6. Esto es

EX|=X=a0=X=0=

2|

Puede parecer que este método es mas sencillo de aplicar que el anterior, pero nada mas
lejos de la realidad. Supongamos que se ignora en este caso que E[X] = ab, entonces
tendria que calcular dicho valor esperado y, por tanto, se empieza a complicar este método.
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Propiedades deseables para un estimador
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Tras estudiar métodos enfocados a la obtencion de estimadores, a continuaciéon vamos
a preguntarnos por la calidad de las estimaciones que estos proporcionan. Necesitamos
alguna medida que nos permita seleccionar el mejor estimador, ya que recordemos que
para un mismo parametro desconocido es posible que exista mas de un estimador puntual.

A continuacion se estudiara como comprobar si un estimador verifica cada una de
estas propiedades.
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Dada una variable aleatoria, X, cuya distri/t\)ucién de probabilidad depende de un pa@metro
desconocido, 0, se dice que el estimador 6( X1, ..., X,,) de 6 es insesgado si E'[0] = 6.
Si no se verifica la condicién anterior, se dice que no es insesgado o que es sesgado, y

que tiene un sesgo F/ [é\?] — 0.

Ejemplo 2 Sea X una variable aleatoria cuya distrib/L\Jcién de probabilidad depende de un
parametro desconocido 0 tal que E[X] = 0y sea 0(X1,...,X,) = X un estimador
puntual de dicho parametro. N

Puesto que se ha demostrado que E[X] = E[X], entonces se verifica que E[f] =
E[Y] = 6, porlo que é\es un estimador insesgado de 6, es decir, que la media aritmética

siempre es estimador insesgado de la media poblacional.

Por tanto, en el caso en el que X se distribuya segin una Normal, una Poisson o una
Bernoulli O@=pup 0=yl =p, respectivamente), puesto que en estos casos se verifica
que 9(X1, e ,Xn) = X, entonces 0 es un estimador puntual insesgado de 0 de forma
inmediata.
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Ejemplo 3 Dada una muestra aleatoria simple X1, ..., X, procedente de una variable
aleatoria, X, distribuida segun una normal de parametros p 'y 02, entonces se verifica que
la media poblacional es E[X] = p y la varianza poblacional es Var(X) = o*.

Por tanto, en tal caso hemos demostrado que se verifica que E[S2_;] = 0%y E[S2] =
”—_102, es decir, la cuasivarianza muestral es un estimador insesgado de o2, mientras

n
que la varianza muestral lo es sesgado. i

Ejemplo 4 Una vez obtenido el estimador para el parametro 6 de una distribucion gamma

~ —

con « conocido, 9(951, e ,xn) = £ para estudiar si es insesgado hemos de comprobar

[e%
que se verifica que E[0] = 6. En efecto,

H@rzlﬂzlzéﬂmzéEth%ﬂz
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indice Dada una variable aleatori/g, X, cuya distribucion de probabilidad depende de un parametro
desconocido, 6, y siendo 8 un estimador puntual de 6. Los estimadores de un parametro 6

verifican siempre la siguiente desigualdad

Introduccion a la
estimacion

Método de maxima
verosimilitud

1
n-E [(% lnL(H;:U))Q] ‘

Método de los
momentos

Var (5) >

Propiedades deseables
para un estimador
paramétrico

donde L(0; x) es la funcion de verosimilitud para una muestra de tamarfio 1 (es decir, la
funcion de probabilidad para variables discretas o la funciéon de densidad para variables

Insesgadez .

Eficiencia continuas) 1

Consistencia Un estimador es eficiente si es insesgado y se verifica la igualdad en la expresion ante-
rior.

La expresion
1

n-E [(% lnL(@;x))Q] ’

recibe el nombre de cota de Frechet-Cramer-Rao.

'Por tanto, los estimadores sesgados no son eficientes.

TCII Estimacion puntual de parametros — 23 / 31

Eficiencia: Ejemplo 1

indice Para estudiar si el estimador maximo verosimil del parametro 6 de una distribucion gamma

A

con « conocido es eficiente hay que comprobar que Var (9) coincide con la cota de

Introduccion a la
estimacion

Frechet-Cramer-Rao.
Calculamos la varianza del estimador:

bd 2 2
Var(g):VW({):ivaT(Y):i.VL(X):i.ﬂze_.

Método de maxima
verosimilitud

Método de los
momentos

Propiedades deseables a O£2 Oé2 n O£2 n an
para un estimador

parametrico Calculamos la cota de Frechet-Cramer-Rao:

B LO;x) = Wwo‘_l -exp{—%}

Insesgadez
Eficiencia
Consistencia

B nl(f;z)=—In(l(a)) —alnfd+Inz* ' — 7

B 2InL(f;z)=—2+ & = 2a0

TCI1I
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[ 1

02

nE[(% 1nL(9;m))2] - an

La cota coincide con la varianza del estimador, luego el estimador es eficiente.
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Estudiemos a continuacion si el estimador puntual /):(Xl, e

, X)) = X del parametro

desconocido \ de una variable aleatoria discreta, X, distribuida segun una Poisson, que
sabemos que es insesgado, es también eficiente.
En este caso, se tiene que la funcion de probabilidad es:

Aﬂl’

PX =xN=¢ - —
!

con E[X]| =X =Var(X).
Con dicha informacién, calculamos la varianza del estimador:

B L(\zx) =

Var (X) =Var (7)

_ T
e N AT
xX.

2=0,1,2,..., A>0,
- Var (X) - i
o n on’

B InL(Az)=In (6_/\ : %) =Ine +ln%

= - Alne+In\* —Inz!l= - A+zln )\ — Inz!
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B Zhnl(\z)=-1+%=22

2 _ 2 — 2 ar
B B[(&mi()’] = B[(X2)?] = g _ verX) _

" nE{(BaplnlL(,\;m))Q] - %

El estimador X es eficiente ya que

Var(X):%: L
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Dada una variable aleay\)ria, X, cuya distribucion de probabilidad depende de un parametro
desconocido, 6, y sea 0(X1, R Xn) un estimador puntual de dicho parametro. Se dice
que dicho estimador es consistente cuando

lim P[|§(X1,...,Xn)—0| >e] —0, Ve>o0.

n— oo

Puesto que la condicion dada anteriormente no siempre es facil de comprobar, en la
practica se trabajara con la siguiente condicion suficiente:

~

B El estimador es asintoticamente insesgado: lim E[f] = 6.
n— oo

~

B El estimador tiene asintoticamente varianza cero: lim Var[f] = 0.
n— oo
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Consistencia: Ejemplo 1

indice Dada una variable aleatoria continua con funcién de densidad
Intr.oduc.cién ala E 2
estimacién g f(.’l?, /\) = ﬁ(/\ — aj), O<e < )\,

Método de maxima
verosimilitud

obtener el estimador del parametro A por el método de los momentos y comprobar que es
Método de los . .
momentos : consistente.
Propiedades deseables : Usando el metodo de los momentos, el estimador para una muestra de tamafio n saldra de
para un estimador : la igualdad que se obtiene al igualar el momento poblacional de orden uno con su homologo
paramétrico N
en la muestra
Insesgadez —
Eficiencia E[X] =z,
Consistencia 3 donde
. A A
E[X] = x- flr)de=---= =.
0 3
Por tanto,
A ~ _
—=T= =3
3
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Consistencia: Ejemplo 1

indice : Para estudiar la consistencia del estimador obtenido veremos si es asintéticamente inses-
Introduccion a la : gado y con varianza cero en el limite:
estimacion M Y N
_ N~ _ _ A o . o . _
Método de maxima u E[)\] - 3E[X] - 3E[X] - 3§ =A== nh_EI;O E[)\] - nh—{go A=A
verosimilitud o~ . 9 9 )\2 )\2
, B Var(\) =9Var(X) = 2Var(X) =255 = 5=
Método de los n n 18 2n
momentos
: . ~ . 2
Propiedades deseables E — lim VG,T’()\) = lim ;\_n = O,
para un estimador . n— 00 n—>00
— donde se ha usado que
Insesgadez
—— : A 2
Eficiencia )\
4 27 2 - o
Consistencia 3 E[X ] - / xz - f(l')dCU . Fa
3 0

con lo que
PUD LD &
Var(X) = E[X’] — (E[X])’ =2 - 2= = =,
(X) = BIX®| - (BIX])’ = & - 5 = T3
Luego se ha demostrado que el estimador obtenido es consistente.
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Técnicas Cuantitativas Il

TEMA 3. DISTRIBUCIONES DE LOS ESTADISTICOS
MUESTRALES
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Como se ha visto en el tema anterior, los estadisticos muestrales se pueden utilizar para
la estimacién puntual de los correspondientes parametros poblacionales. Pero ademas de
la estimacion puntual, existen otros métodos de estimacion de parametros poblacionales
como son los intervalos de confianza y los contrastes de hipotesis (que se estudiaran en
temas posteriores).

Para el estudio de estos métodos sera fundamental tener en cuenta el caracter aleatorio
de los estadisticos muestrales y conocer su distribucion.

Destacar que este tema se centra en estadisticos muestrales cuyas distribuciones de prob-
abilidad son obtenidas a partir de poblaciones con distribucion normal. Esta caracteristica
marcara también los siguientes temas de estimacion paramétrica mediante intervalos de
confianza y contraste de hipotesis.
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Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria simple de tamafio n procedente de una poblacién
N (p, o). Se verifica entonces que

(n —1)5?

2
2 ~ Xn—1-
g

A partir de ahora por S? denotaremos a la cuasivarianza muestral.

Ejemplo 1 Si suponemos que la variable altura de los jugadores de una determinado
equipo de baloncesto sigue una distribucion normal, calcular la probabilidad de que en una
muestra de 4 jugadores seleccionados al azar, la cuasi-desviacion tipica muestral supere
el valor de 0.42 cm si la desviacion tipica poblacional es 1.8 cm.

P[S>042] = P[S*>(0.42)*] =P[S*>0.1764]
= P|~——>- S| =P 1
)2 S° > 19 [x3 > 0.1633]
= 0.9833  [pchiq(0.1633, 3, lower.tail = F')]
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Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria simple de tamafio n procedente de una poblacion
N (u, o), donde o es desconocida. Se verifica entonces que

(X —p)vn
S

~tp_1.

Ejemplo 2 Si consideramos que el beneficio semanal de un determinado comercio es
una variable aleatoria cuya distribucion es aproximadamente Normal de media 1500 euros,
calcular la probabilidad de que una muestra de 5 semanas de lugar a una media muestral
superior a 1525 sabiendo que la cuasi-desviacion tipica muestral es 36.

Se tiene que o
(X —1500) /5

e ~ t4,

36

de forma que

(1525 — 1500)v/5
36
= Pty > 1.5528] = 0.0977

P[X >1525] = P |t

[pt(1.5528, 4, lower.tail = F)],

f
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Sea X1, ..

., X, una muestra aleatoria simple procedente de una variable aleatoria dis-

tribuida segun una Bernouilli de parametro p, entonces la variable aleatoria dada por la
proporcién muestral

1
p=-

tiene distribucion aproximadamente Normal

ﬁ~N<p>02

n

_pi-p))

si el tamafio muestral es suficientemente elevado y donde

A;

1

0

, si el individuo 7 presenta la caracteristica
en estudio con probabilidad p

, en otro caso

Adviértase, que a efectos practicos, para el analisis mediante intervalos de confianza y
contrastes de hipodtesis se suele admitir que

ﬁ~N<p,o2

n

-5
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Ejemplo 3 Si el 20% de las empresas estan dirigidas por mujeres, calcular, para una
muestra aleatoria de tamano 300, la probabilidad de que el porcentaje de empresas dirigi-
das por mujeres sea inferior al 15%.
Estamos ante un experimento de Bernouilli donde el éxito, p = 0.2, consiste en que una
empresa esté dirigida por una mujer. Luego sabemos que

p~N (0.2,02 =

Entonces: P[p < 0.15] = 0.0149
[pnorm(0.15, mean = 0.2, sd = sqrt(0.00053), lower.tail = T)] i

0.2-0.8
300

) = N(0.2,0° = 0.00053).
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Dadas X1,..., X, eY1,..., Y, dosmuestras aleatorias simples independientes proce-
dentes de sendas poblaciones normales N (u1,01) y N(u2,02), se verifica entonces
que

_ St o3

F=221.22
S3  of

~ I'n—1,m-—1

Ejemplo 4 Se sabe que la calificacion media de la asignatura Métodos Cuantitativos du-
rante el curso 2007/2008 fue de 4.3 y la desviacion tipica 1.1. Durante el curso 2008/2009
se llevaron a cabo ciertos cambios metodolégicos y la calificacion media aumenté a 5.6
siendo la desviacion tipica de 0.98. Si se seleccionan 20 alumnos al azar del curso
2007/2008 y otros 25 alumnos del curso 2008/2009, calcule la probabilidad de que la
primera muestra tenga una cuasivarianza muestral superior al triple de la segunda. i
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En este caso partimos de las distribuciones
X ~ N(4.3,1.1%),Y ~ N(5.6,0.98%)

y ademas sabemos que

S7 0.98°
Sz 1.1
Entonces la probabilidad deseada se obtiene como sigue

2 2 o [S3 B 0.98\* 7 0.98)?
P[ST >3 52]_P{S§>3}_P[(1_1) S§>3 T3

[pf(2.381,19, 24, lower.tail = F)]

F = ~ Fig 24.

= P[Fi9,24 > 2.381] = 0.0231
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Dadas X1,..., X, eY1,..., Y, dosmuestras aleatorias simples independientes proce-
dentes de dos poblaciones normales N (1, 01)y N (2, 02), siendo o1 y o2 desconoci-

das e iguales (07 = 05 = o). Entonces,

(X —Y) — (41— po)
Sp m4n

mn

~ tn+m—2;

donde
(n—1)-S7+(m—1)-53

n+m-—2

Sz =

Ejemplo 5 El tiempo, medido en segundos, que se tarda en realizar cierta tarea adminis-
trativa por un empleado con mas de dos afnos de experiencia sigue una distribucién normal
de media 200 segundos. Esa misma tarea llevada a cabo por un empleado recién con-
tratado tiene un tiempo medio de realizacion de 215 segundos. Tomando 15 empleados
al azar con mas de dos anos de experiencia y 5 empleados recién contratados, y sabi-
endo que las cuasivarianzas muestrales son 180 y 250 respectivamente, se pide calcular
la probabilidad de que el tiempo medio de realizacion sea mas de 10 segundos superior en
el caso de los empleados recién contratados, sabiendo que ambas varianzas poblacionales
son iguales. i
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Si definimos X como tiempo medio que tardan los empleados con mas de dos anos de
experiencia y Y como tiempo medio que tardan los empleados recién contratados. La
probabilidad que se desea calcular es P[Y > X + 10], es decir, P[X — Y < —10].
Suponiendo que el tiempo de realizacién de la tarea es una variable normal y que las
desviaciones tipicas son desconocidas pero iguales, usaremos el estadistico:

(X —Y) — (11 — p2)

20 ~ ts,
Sp ﬁ
donde
—1)-5% —1)-52 14 -1 42
SPZ\/(n ) 5t (m )52:\/ L0 13084,
n—+m—2 18
luego
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Distribucion para la diferencia de medias muestrales:

Varianzas poblacionales desconocidas e iguales

Distribucion para la

varianza muestral E o
Distribucion para la E o . Y _ ? _ _ _10 _ _
media muestral S P[X -Y S _10] — P ( ) (lu“l ,U’Q) S (:u’l H’Q)
Distribucion para la : m+n m+n
proporcion n:)uestral N - S mn S mn
Distribucion para el : B
cociente de varianzas E _1 _ 2 _ 21
Distribucion para la N = P t 0 00 5)
dif ia de medi . 1
muesvales ! 13.984y /15 + 3
Distribucion para la ; r
diferencia de b
. : = Pltigs< Pltig < 0.6929] = 0.7514,
proporciones E I 18 13.984 - 0. 516:| 18 ]
[pt(0.6929, 18, lower.tail = T')]
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Distribucion o ||a :  Dadas Xi,...,X,eY,...,Y,, dos muestras aleatorias simples independientes proce-
varianza muestra N

Distribucion para la : dentes de dos poblaciones normales N (1, 01) y N (u2,02), siendo o1 y o2 desconoci-
media muestral : das y diferentes. Entonces,

Distribucion para la

proporcion muestral N —_ J—
Distribucion para el : (X — Y) — (/’Ll — /J“Q) ~ by
cociente de varianzas ; S% Sg
Distribucion para la E n + m
diferencia de medias
muestrales : donde
Distribucién para la S g2 52 2
diferencia de $ <_1 + _2>
proporciones v = n m
2\ 2 2\ 2
51 52
n m
n—1 + m—1

Cuando los tamanos muetrales son grandes, se puede demostrar que:

(y — ?) — (:u’l — :u2) ~ N(O, 1)

S2 52
Z1 Z2
n + m
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Dadas X1,..., X, e Y1,...,Y,, dos muestras aleatorias simples independientes con
tamafnos n y m, procedentes de variables aleatorias de Bernouilli, con parametros pi y

p2. Se verifica entonces que la variable aleatoria

(ﬁl —]/52) - (pl —pz)

~ N(0, 1).
\/Pl(l—pl) + p2(1—p2)

mn m

Adviértase, que a efectos practicos, para el analisis mediante intervalos de confianza y
contrastes de hipodtesis se suele admitir que

(Pr—p2) = (1 =p2) N, 1),
\/51(1—51) + p2(1—p2)

n m
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Ejemplo 6 Segun los resultados publicados en el informe del 2008 realizado por Infoadex,
el 47°6% de la inversion publicitaria en el 2008 fue destinada a medios convencionales
mientras que en el 2007 se destind el 49'5%. Si se selecciona una muestra de 10 empre-
sas en cada uno de los afos, ¢cual es la probabilidad de que la proporcion muestral de
inversion en medios convencionales en el 2007 sea inferior a la del 20087

Siendo p1 la proAporci(')n de inversién publicitaria en el afio 2007 y P> en el 2008 y usando

p1—p2—(0.495—-0.476) .
0.495(1—0.495) |, 0.476(1—0.476) ~ N(O’ 1)’ se tiene
10 + 10

que Z =

0.019

P[pl<p2]:P[p1—p2<0]:P[Z<—m

} = P[Z < —0.086] = 0.4657

[pnorm(0.086, mean = 0, sd = 1, lower.tail = T)]
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TEMA 4. ESTIMACION DE PARAMETROS MEDIANTE
INTERVALOS DE CONFIANZA

TCII

Estimacion de parametros mediante intervalos de confianza — 1 /28
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Como ya hemos visto, la estimaciéon puntual aproxima mediante un ndmero el valor de
una caracteristica poblacional o parametro desconocido (la calificacion media de una asig-
natura, proporcion de alumnos con coche,...) pero no nos indica el error que se comete en
dicha estimacion.

En la practica, ademas de realizar la estimacion puntual de un parametro, lo razonable
seria obtener una herramienta que mida el margen de error de esa estimacion puntual.
Esa herramienta son los intervalos de confianza.

Un intervalo de confianza para un parametro con un nivel de confianza 1 — « donde
(O < o< 1) es un conjunto de valores entre los que esperamos que esté el verdadero
valor del parametro con una confianzade 1 — «:

Plparametro € (a,b)] =1—«

Pla < parametro < b =1—«

Los extremos del intervalo de confianza se construiran a partir de datos muestrales y, como
veremos, también dependeran del nivel de confianza.
Los valores mas habituales para el nivel de confianza 1 — «x son 0.9, 0.95y 0.99. A « se
le denomina nivel de significacion.
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Al igual que los estimadores puntuales eran variables aleatorias (tomaban diferentes val-
ores con distintas probabilidades, segun la muestra recogida), para cada muestra diferente,
los intervalos de confianza también seran diferentes.

Los intervalos de confianza se interpretan se la siguiente manera:

Un intervalo de confianza al 95% garantiza que, si tomamos 100 muestras y constru-
imos 100 intervalos, el verdadero valor del parametro estara dentro del intervalo en
aproximadamente el 95 de los intervalos construidos.

No es correcto decir “la probabilidad de que el parametro pertenezca al intervalo (a, b) es
1 — «” porque el parametro NO es una variable aleatoria. El intervalo es aleatorio ya que
sus extremos son funciones de la muestra y por lo tanto, debemos decir “la probabilidad
de que el intervalo (a, b) contenga al parametroes 1 — a” .

Una vez construido el intervalo a partir de una muestra dada, ya no tiene sentido hablar de
probabilidad. En todo caso, tenemos “confianza” de que el intervalo contenga al parametro.
La confianza recae en el método de construccion de los intervalos, que nos asegura que
(1 — @)100% de las muestras produciran intervalos que contienen al parametro.
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Sea X una variable aleatoria con distribucion N (1, 02). Se toma una muestra aleatoria
simple de dicha poblacion: X1, ..., X,.

El intervalo de confianza para la varianza poblacional (02) se construye de la siguiente
manera (Método pivote):

B Seleccionar un estadistico que contenga al parametro que se desea estimar (02),
cuya distribucion sea conocida y no dependa de dicho parametro:

—1
& S? ~ Xi—1

o2

B Como la distribucion esta variable aleatoria es independiente del valor del parametro,
se pueden encontrar dos cuantiles que definen un intervalo que contendra a esa vari-
able con probabilidad 1 —

n—1
o2

2 2 2
P Xn—l,% S S S Xn—l,l—% =1—«

donde

] X%—l,p es el valor de una X2 con n — 1 grados de libertad que deja a la izquierda
(por debajo) una probabilidad de p
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Intervalo de confianza para la varianza poblacional

'C;af? la Vla”anza : B Despejar el parametro desconocido en la desigualdad anterior:
poblaciona :

IC para la media N 2 2
poblacional : Xn—1, g < 1 Xn—1,1— g 1
IC para la proporcion . (7’L _ ]_)5’2 - g2 — (7’L _ ]_)5’2 - o

IC para el cociente de
varianzas

IC para diferencia de . 2 9

medias : ('n - 1)S 2 (n - 1)S o
R plT P 2 B0

IC para la diferencia de ¢ X2 o —= = X2 N

proporciones n—1,1— 5 n—1, g

Ejemplo 1 El gasto mensual (en euros) en clases particulares de los alumnos de la Facul-
tad de Ciencias Econémicas y Empresariales sigue una distribucién normal. Se toma una
muestra aleatoria de ocho alumnos y se obtienen los siguientes datos: 90, 87, 95, 105,
101, 100, 99, 97.

Se pide obtener un intervalo de confianza al 99% para la varianza poblacional. 1
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Intervalo de confianza para la varianza poblacional

IC para la varianza o
poblacional B X =96.75 8
IC para la media : | S2 _ _1 T, — 7 2 _ 245.5
poblacional . 8—-1 z;l( ¢ )
IC para | i¢ . 2 — 2 _
para apro?orcmn . Xg_l 10001 = X770.995 — 202777
IC para el cociente de 5 ’ 2 5
varianzas [ | XS—I,O'gOI = X7,0.005 = 0.9893

IC para diferencia de

medias M
IC para la diferencia de  + Por lo que el intervalo que contiene a la varianza poblacional con una confianza del 99%

proporciones § es (1211, 24817)

Script de R:

gasto=c(90, 87, 95, 105, 101, 100, 99, 97)
alpha=0.01

n =238

media_muestral=mean(gasto)
cuasi_varianza=var(gasto)

cuantil_inf= qchisq(1-(alpha/2),n-1,lower.tail = T)
cuantil_sup= qchisq((alpha/2),n-1,lower.tail = T)
lim_inf=(n-1)*cuasi_varianza/cuantil_inf
lim_sup=(n-1)*cuasi_varianza/cuantil_sup
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Sea X una variable aleatoria con distribucion N (1, 02). Se toma una muestra aleatoria
simple de dicha poblacién: X1, ..., X,. Elintervalo de confianza para la media pobla-
cional (p) se construye utilizando el método pivote:

B Seleccionar un estadistico que contenga al parametro que se desea estimar (,u) cuya
distribucién sea conocida y no dependa de dicho parametro:

(X —p)v/n
S

~tn_1

B Como la distribucion esta variable aleatoria es independiente del valor del parametro,
se pueden encontrar dos cuantiles que definen un intervalo que contendra a esa vari-
able con probabilidad 1 — o

X — p)/n
Pty g s%smm_g =1-a
donde

J tn—1,p es el valor de una t-student con n — 1 grados de libertad que deja a la
izquierda (por debajo) una probabilidad de p
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B Despejar el parametro desconocido en la desigualdad anterior:

Y como la distribucion t-student es simétrica:

— S — S
P [X _tn—l,l—%% <p< X—l-tn_l,l_g—] =1—-«

Ejemplo 2 Supongamos que la variable edad de los funcionarios esparioles es una vari-
able aleatoria con distribucion Normal. Construir un intervalo de confianza al 95% de confi-
anza para la media poblacional sabiendo que se ha recogido una muestra de 10 funcionar-
ios obteniéndose los siguientes datos: 38, 38, 50, 40, 40, 43, 58, 35, 44, 40. i
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B X =426 .
B S7= 1 ;(;c — X)? = 46.04

u t10—1,1—0-TO5 = t9,0.975 = 2.262

Por lo que el intervalo que contiene a la media poblacional con una confianza del 95% es

V/46.04
V10

P[37.75 < pu < 47.45] = 0.95.

v46.04
V10

P |42.6 —2.262 - < p < 42.6+2.262 - =095

Script de R:

edad=c(38, 38, 50, 40,40,43, 58, 35, 44, 40)
alpha=0.05

n

10

media_muestral=mean (edad)

cuasi_varianza=var (edad)

cuantil= qt(1-(alpha/2),n-1,lower.tail = T)
lim_inf=media_muestral-cuantil*sqrt(cuasi_varianza)/sqrt(n)
lim_sup=media_muestral+cuantil*sqrt(cuasi_varianza)/sqrt(n)

Estimacion de parametros mediante intervalos de confianza — 9/ 28

Intervalo de confianza para la proporcion

IC para la varianza
poblacional

IC para la media
poblacional

IC para la proporcion
IC para el cociente de
varianzas

IC para diferencia de
medias

IC para la diferencia de E

proporciones

TCI1I

Dada X1, ..

., X, una muestra aleatoria procedente de una distribucion de Bernoulli con

probabilidad de obtener exito p (proporcion).
El intervalo de confianza para la proporcion poblacional (p) se construye de la siguiente
manera:

B Seleccionar un estadistico que contenga al parametro que se desea estimar cuya dis-

tribucion sea conocida y no dependa de dicho parametro:

pD—0p

p(1—p)

~ N(0,1)(n es suficientemente grande)

B Encontrar dos cuantiles que definan un intervalo que contenga a esa variable con

probabilidad 1 — o

P —zl_%g §z1_% =1-—a.

donde Z1-g €s el valor de una N(O, 1) que deja a la izquierda una probabilidad de
1— &
2
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B Despejar el parametro desconocido:
(1 — 7 (1 — 7
P [ﬁ—zl_a\/u Spéﬁ—l—zl_a\/u] =1—a.
2 n 2 n

Ejemplo 3 Segun la encuesta publicada por "The Washington Post” el 5 de noviembre
de 2008, de los 17834 encuestados, el 47.3% afirmaba no haber votado por el candidato
Barack Obama. Se pide construir un intervalo de confianza al 99% para la verdadera
proporcion de votantes que lo hicieron por Obama.

B p=1-0473=0527

B n=17834
[ | Zl_% = 20.995 — 2.575

Por lo que el intervalo que contiene a la proporcion poblacional con una confianza del 99%
es (0.5173, 0.5366).
Si para ganar el candidato necesita contar con el 51% de votantes, ¢ hay alguna evidencia
para creer en su éxito?
Atendiendo al intervalo de confianza obtenido, hay fuerte evidencia a favor del triunfo del
candidato puesto que el intervalo al 99% esta por encima de 0.51. 1
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Script de R:

alpha=0.01

n = 17834

p_muestral=1-0.473

cuantil= gnorm(1-(alpha/2),mean=0, sd=1,lower.tail = T)
lim_inf=p_muestral-cuantil*sqrt(p_muestral*(1-p_muestral)/n)
lim_sup=p_muestral+cuantil*sqrt(p_muestral*(1-p_muestral)/n)
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Dadas Xi,...,X, e Yi,...,Y),, dos muestras aleatorias simples independientes

procedentes de dos poblaciones normales, N (i1,075)y N(p2,03).
2

. . . . . o
El intervalo de confianza para el cociente de varianzas poblacionales (0—3) se construye
1

de la siguiente manera:

2 2
| g_é : Z_§ ~ I'n—1,m-—1
2 — Sg 0‘% = f1-3
donde Fi_1,m—1;p es el valor de una F-Snedecor con n — 1 y m — 1 grados de
libertad que deja a la izquierda una probabilidad p
S2 0_2 52
| P{Fg-éga—égﬂ_%.é} =1-a
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Ejemplo 4 Supongamos que las notas de Métodos Cuantitativos siguen una distribucion
normal en los grupos existentes. Se selecciona una muestra aleatoria simple de 31 alum-
nos matriculados en los grupos de la manana y otra de 46 alumnos de los grupos de la
tarde, ambas independientes, y se obtienen como cuasivarianzas muestrales 49 y 36, re-
spectivamente. Se pide obtener un intervalo de confianza para el cociente de varianzas
poblacionales al nivel de confianza del 90%.

A partir de los datos muestrales del enunciado se tiene que
n=231, S7=49, m =46, S5 = 36.

Por otro Iado, para o = 0.1, F31_1746_1;0‘05 = 0’563 Yy F31_1746_1;0'95 =1.713.
2

El intervalo de confianza que contiene al cociente % con una confianza del 90% es
1

(0.41, 1.26) f
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Script de R:

alpha=0.1

n = 31

Cuasi_varianza_1=49

m=46

Cuasi_varianza_2=36

cuantil_inf= qgf(alpha/2,n-1,m-1 ,lower.tail = T)
cuantil_sup= qf (1-(alpha/2),n-1,m-1 ,lower.tail = T)
lim_inf=cuantil_inf*Cuasi_varianza_2/Cuasi_varianza_1
lim_sup=cuantil_sup*Cuasi_varianza_2/Cuasi_varianza_1
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Dadas dos muestras aleatorias simples independientes, X1,...,X, e Y1,...,Yn,
procedentes de dos poblaciones normales, N(ul, a%) y N(u2, U%), con varianzas de-
sconocidas e iguales (a% = ag = 02).

El intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales (11 — (2 Se construye
de la siguiente manera:

m ED-Gups) oy Gonde S, = 4/ BESEHM—DSE

Sp m+n n+m—2
. P l_tn+m—2;1—% S (X_SY)_T(:I:”_NZ) S tn—|—m—2;1—%] - 1 — « donde
P nm
tytm—2;1— o es el cuantil de una t-Student con n + m — 2 grados de libertad que

Q@

deja a la izquierda una probabilidad de 1 — 5
B Elintervalo de confianza para (1 — w2 al nivel de confianza 1 — « es:

m-+n
nm

AR (X —V)+t g5

[(Y — ?) — tl_%Sp

nm
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Ejemplo 5 A partir de la encuesta de Infoadex, la inversién publicitaria en medios conven-
cionales, en millones de euros, en una muestra de 6 empresas del sector automovilistico ha
sido: 86.6, 69.7, 45.1, 44, 42, 40.1. Mientras que tomando una muestra de tres empresas
dedicadas a la comunicacion se ha obtenido: 173.8, 87.5, 58.4. Suponiendo normalidad
y que las varianzas poblacionales son iguales, ¢se puede considerar que coinciden las
medias poblacionales de ambas variables?

A partir del enunciado se puede obtener:

B n=06 X =5458 57 = 364.73

B m=3Y =106.57, S2 = 3601.94

S, — \/(6—1)~364.25_>|——;(_32—1)~3601.94 — 35091
B {70975 =2.36

Sustituyendo en el intervalo:

6+3

(54.58 — 106.56) 4+ 2.36 - 35.91 5.3 = [—112.03, 8.06].

Como el intervalo de confianza construido contiene el 0, se puede afirmar, con un nivel de
confianza del 95%, que la inversion publicitaria media de ambos sectores puede ser igual.

f
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Script de R

inversion_1=c(86.6, 69.7, 45.1, 44, 42, 40.1)

inversion_2=c(173.8, 87.5, 58.4)

alpha=0.05

n==~6

media_muestral_1l=mean(inversion_1)

Cuasi_varianza_l=var(inversion_1)

m=3

media_muestral_2=mean(inversion_2)

Cuasi_varianza_2=var(inversion_2)

S_p=sqrt (((n-1)*Cuasi_varianza_1+(m-1)*Cuasi_varianza_2)/(n+m-2))

cuantil= qt(1-(alpha/2),n+m-2,lower.tail = T)

lim_inf=(media_muestral_l-media_muestral_2)-
cuantil*S_p*sqrt ((m+n)/ (n*m))

lim_sup=(media_muestral_1l-media_muestral_2)+
cuantil*S_p*sqrt ((m+n)/ (n*m))
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Dadas dos muestras aleatorias simples independientes, X1,..., X, e Yi,...,Ynm,
procedentes de dos poblaciones normales, N (u1,07) y N(p2,03), con varianzas de-
sconocidas y diferentes (a% #* a%).

El intervalo de confianza para la diferencia de medias poblacionales (i1
de la siguiente manera:

— U2 se construye

o (stesty’
B &Y -i—pa) _ rom
\/ﬁ+i§ t, donde v (ﬁ)Q sj)
" " n—1 + m—1
m P —tv.l_, < (X Y)2 (“12_“2) <ty -9 | = 1 — o donde t,.1_ o es el cuantil
’ 53 +s T2
de una t-Student con v grados de libertad que deja a la izquierda una probabilidad de
1— &
2

B Elintervalo de confianza para (11 — w2 al nivel de confianza 1 — « es:
= = E T S — /S? S2
(X —Y)—tyg o/ 2+ 2 (X=-Y) 4ty e/ L +=2
2 n m 2 n m
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Ejemplo 6 A partir de la encuesta de Infoadex, la inversion publicitaria en medios conven-
cionales, en millones de euros, en una muestra de 6 empresas del sector automovilistico ha
sido: 86.6, 69.7, 45.1, 44, 42, 40.1. Mientras que tomando una muestra de tres empresas
dedicadas a la comunicacion se ha obtenido: 173.8, 87.5, 58.4. Suponiendo normalidad y
que las varianzas poblacionales son diferentes, ¢se puede considerar que coinciden las
medias poblacionales de ambas variables?

A partir del enunciado se puede obtener:

B n=06 X =54.58 57 = 364.73

B m=3Y =106.57, S2 = 3601.94
B v~2

B {20975 =3.94

El intervalo que contiene a la diferencia de medias poblacionales con una probabilidad de
0.95es (—191.94, 87.97)

Como el intervalo de confianza construido contiene el 0, se puede afirmar, con un nivel de
confianza del 95%, que la inversion publicitaria media de ambos sectores puede ser igual.

f
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias con

varianzas poblacionales desconocidas y diferentes

IC para la varianza
poblacional

IC para la media
poblacional

IC para la proporcion
IC para el cociente de
varianzas

IC para diferencia de
medias

IC para la diferencia de E

proporciones
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Script de R:

inversion_1=c(86.6, 69.7, 45.1, 44, 42, 40.1)

inversion_2=c(173.8, 87.5, 58.4)

alpha=0.05

n==~6

media_muestral_1l=mean(inversion_1)

Cuasi_varianza_l=var(inversion_1)

m=3

media_muestral_2=mean(inversion_2)

Cuasi_varianza_2=var (inversion_2)

v=((Cuasi_varianza_1/n)+ (Cuasi_varianza_2/m)) "2/

((Cuasi_varianza_1/n)"2/(n-1)+(Cuasi_varianza_2/m) "2/ (m-1))

cuantil= qt(1-(alpha/2),v,lower.tail = T)

lim_inf=(media_muestral_l-media_muestral_2)-
cuantil*sqrt((Cuasi_varianza_1/n)+(Cuasi_varianza_2/m))

lim_sup=(media_muestral_1l-media_muestral_2)+
cuantil*sqrt((Cuasi_varianza_1/n)+(Cuasi_varianza_2/m))
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Ejemplo 7 Se desea comparar el tiempo que se necesita para completar la inscripcion
en dos aplicaciones informaticas de busqueda de empleo que se piensan lanzar al mer-
cado. Se toman dos muestras de 101 individuos cada una y se les pide que accedan a la
aplicacion y completen la ficha de inscripcion, obteniendo unas medias de 50.2 y 52.9 se-
gundos en la primera y segunda aplicacién, respectivamente, y unas varianzas de 4.75 y
5.35, respectivamente. Si se supone que las poblaciones estan normalmente distribuidas,
¢ existe diferencia entre las medias del tiempo de inscripcion en ambas aplicaciones?  f

Puesto que piden responder si las medias poblacionales son iguales, la herramienta a usar
sera un intervalo de confianza de diferencia de medias (y ver si contiene al cero). En tal
caso, se tienen dos opciones: varianzas poblacionales iguales o diferentes.

Para ver como considerar a las varianzas, se puede obtener el intervalo de confianza para
el cociente de varianzas y ver si contiene al uno. Si contiene al 1 las varianzas se consid-
eraran iguales y si no se creera que son diferentes.
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias

IC para la varianza : En primer lugar obtendremos el intervalo de confianza para el cociente de varianzas, esto
poblacional N
es:

IC para la media E 2 2
poblacional : S S

2
) }?n—l,nl—l;g : 27F1'n—1,m—1;1—g vy
IC para la proporcion 2 Sl 2 Sl

IC para el cociente de

A partir del enunciado se tiene que:

varianzas

Croadieendade L B np=101,57 = 2 .4.75 = 10 . 4.75 = 4.7975

medias 100

n—1
IC paralladiferencia de B mn =101, S% — _m_.535— 101 | 5.35 = 5.4035
proporciones N m—1 100

o B F, 1,2 = Flo0,10050.025 = 0.67

W Fo1m-1;1-¢ = F100,10050.975 = 1.48

El intervalo de confianza que contiene al cociente de varianzas con una confianza del 95%
es (0.759, 1.671)

Puesto que dicho intervalo contiene al 1, se puede afirmar, a un nivel de confianza del 95%,
que las varianzas poblacionales son iguales.
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias

IC para la varianza : Una vez comprobado que las varianzas poblacionales desconocidas son iguales, se puede
poblacional N . . . . .
calcular el intervalo de confianza para la diferencia de medias:

IC para la media

poblacional
IC para la proporcion — — m4+n — — m-+n
IC para el cociente de (X - Y) - tn+m—2§1—% SP nm (X - Y) + tn+m_2;1_%5p nm
varianzas
IC para diferencia de .
medias : Puesto que:
IC para la diferencia de ¢
proporciones E B 7 =50.2, g =529

W 1200,0.975 = 1.972

m S, =22584

El intervalo de confianza que contiene a la diferencia de medias poblacionales a un nivel
de confianza del 95% es (—3.327, —2'073).

Puesto que el intervalo es negativo, se puede afirmar al 95% de confianza, que 1 < uo.
Es decir, el tiempo medio de inscripcion es menor en la primera aplicacion.
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Intervalo de confianza para la diferencia de medias

IC para la varianza
poblacional
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IC para el cociente de
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IC para diferencia de
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IC para la diferencia de E

proporciones
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Script de R

alpha=0.05

n = 101

Cuasi_varianza_1l=(n/(n-1))*4.75

m=101

Cuasi_varianza_2=(m/(m-1))*5.35

cuantil_inf= gf(alpha/2,n-1,m-1 ,lower.tail = T)
cuantil_sup= qf(1-(alpha/2),n-1,m-1 ,lower.tail = T)
lim_inf=cuantil_inf*Cuasi_varianza_2/Cuasi_varianza_1
lim_sup=cuantil_sup*Cuasi_varianza_2/Cuasi_varianza_1

media_muestral_1=50.2

media_muestral_2=52.9

S_p=sqrt (((n-1)*Cuasi_varianza_1+(m-1)*Cuasi_varianza_2)/(n+m-2))
cuantil= qt(1-(alpha/2),n+m-2,lower.tail = T)
lim_inf=(media_muestral_l-media_muestral_2)-cuantil*S_p*sqrt ((m+n)/
lim_sup=(media_muestral_l-media_muestral_2)+cuantil*S_p*sqrt ((m+n)/
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Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones

IC para la varianza
poblacional

IC para la media
poblacional

IC para la proporcion
IC para el cociente de
varianzas

IC para diferencia de
medias

IC para la diferencia de E

proporciones
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Dadas dos muestras aleatorias simples de tamafo m y n procedentes de dos variables
aleatorias independientes distribuidas segun dos distribuciones de Bernouilli con probabili-
dades de éxito p1 y p2, respectivamente.

El intervalo de confianza para la diferencia de proporciones poblacionales p1 — p2 se
construye de la siguiente manera:

\/gl(l—p;f) +(’22<5322> ~ N(0,1).

n m

B P|-2 o< B1p2-i-p3) <, ,|=1]—ndondez a eselcuantl
2 \/p1(1—p1)+P2(1—p2) 2 2

de una N (0, 1) que deja a la izquierda una probabilidad de 1 — %
B Elintervalo de confianza para p1 — p2 al nivel de confianza 1 — « es:

[(ﬁl —p2) —zi-g - 0,(P1 —pP2) +z1-2 -5]

donde § = \/i’l(l_ﬁl) 4 p2(1—p3)

n m
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I.C. para la diferencia de proporciones

IC para la varianza
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IC para la media
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IC para diferencia de
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IC para la diferencia de E

proporciones
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Ejemplo 8 Segun la encuesta publicada por "The Washington Post” el 5 de noviembre
de 2008, el 95% de los encuestados de raza negra y el 43% de los encuestados de raza
blanca votaron por Obama. Sabiendo que de los 17834 total de encuestados 13.197 eran
de raza blanca, 2318 de raza negra, 1.427 eran latinos y el resto de otras razas. Construya
de un intervalo de confianza al 95% para la diferencia de proporciones entre los votantes
de raza blanca y de raza negra que votaron por Obama.

Dados los datos se tiene que:

m n=13197,p1 =043
B m =2318,p2 =0.95
W oz 9 =19

El intervalo de confianza que contiene a la diferencia de proporciones poblacionales es
(—0.532, —0.508).
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I.C. para la diferencia de proporciones

IC para la varianza
poblacional

IC para la media
poblacional

IC para la proporcion
IC para el cociente de
varianzas

IC para diferencia de
medias

IC para la diferencia de E

proporciones
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Script de R:

alpha=0.05
n = 13197
p_muestral_1=0.43
m=2318
p_muestral_2=0.95
cuantil= gnorm(1-(alpha/2) ,mean=0, sd=1,lower.tail = T)
lim_inf=(p_muestral_1-p_muestral_2)-
cuantil*sqrt ((p_muestral_1x(1-p_muestral_1)/n)+
p_muestral_2*(l-p_muestral_2)/m)
lim_sup=(p_muestral_1-p_muestral_2)+
cuantil*sqrt ((p_muestral_1*(1-p_muestral_1)/n)+
p_muestral_2*(l-p_muestral_2)/m)
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Introduccion al contraste de hipotesis

Introduccion
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diferencias de medias
Contraste para el
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En el presente tema se aborda el problema de inferencia sobre los
parametros desconocidos de una distribucion desde un nuevo enfoque. En
este caso desarrollaremos un procedimiento, conocido como contraste de
hipotesis, que va a permitir discernir si una propuesta sobre los posibles
valores que puede tomar un parametro puede considerarse o0 no como
cierta. Dicha decision sera tomada a partir de unas reglas basadas en la
informacion muestral.

Ejemplo1 Supongamos que el numero de horas semanales dedicado
por los empleados de cierta empresa a navegar por internet tiene una dis-
tribucion normal. Se toma una muestra de seis empleados y se obtiene:
12.2, 18.4, 23.1, 11.7, 8.2, 24. El dueno de la empresa quiere sabe si el
tiempo medio semanal dedicado por los empleados a navegar por internet
es superior a 10 horas. f
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Nuestro método de contraste comienza con una hipotesis sobre el
parametro llamada Hipétesis Nula (H(), que mantendremos a menos que
existan pruebas contundentes en contra de ella.

Si rechazamos la hipdtesis nula, entonces aceptaremos la segunda
hipotesis llamada Hipétesis Alternativa (H1).

Si no rechazamos la hipotesis nula, o bien es correcta la hipétesis nula,
o bien es correcta la alternativa pero nuestro método de contraste no es
suficientemente fuerte para rechazar la hipotesis nula.

Ejemplo 2 Siguiendo el ejemplo 1, el contraste que quiere resolver el
empresario es:

Ho T S 10

Hy: p>10
Por el momomento, lo Unico que sabemos es los que nos cuenta la mues-
tra: X =16.27y S = 6.53. i
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Tipos de hipétesis

Introduccion :  Hay dos tipos de hipétesis:

Contraste para la media ¢

Contraste para la : MW Hipdtesis simples: Si especifica un unico valor del parametro estudi-
varianza .

Contraste para la E adO

proporcion E . . . ‘e

Contraste para : W Hipotesis compuestas: Si especifica un rango de valores para el

diferencias de medias

parametro estudiado.

Contraste para el
cociente de varianzas

Contraste para la
diferencia de

proporciones Ejemplo 3 Sea X una variable aleatoria que modeliza el peso de los
© alumnos de la UGR y que se distribuye segun una normal de media p y
varianza o2. Nos planteamos contrastar si el verdadero valor de la me-
dia es 0 no 68 kg. Se han establecido distintas posibilidades clasificadas
en simples y compuestas (observar que el signo = siempre aparece en la
hipotesis nula):

0) Hy: p =068 b) Hy: p > 68 ) Hy: p <68
Hy: p#68 |’ Hy: p<68 |’ Hy: p>68
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Tipos de error

Introduccion :  Los posibles errores que se pueden cometer al realizar un contraste de
Contraste para la media ¢ ., .
hipbtesis son:

Contraste para la
varianza

Contraste para la E H

- : Hy cierta Hy falsa
Contraste para : Se rechaza H Error tipo | Decision correcta
diferencias de medias :

Contraste para el : No se rechaza H( | Decisién correcta Error tipo Il

cociente de varianzas
Contraste para la

diferencia de E Resum|end0

proporciones

B Se comete error de tipo | cuando se rechaza la hipétesis nula siendo
cierta.
A la probabilidad de cometer el error tipo | se le denomina nivel de
significacion y se le denota por «

B Se comete error de tipo Il cuando no rechazamos la hipotesis nula
siendo falsa.
A la probabilidad de cometer el error tipo Il se le denotapor Sya1l— (3
se le denomina potencia
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Lo ideal seria que las probabilidades de ambos errores fueran lo mas
pequenas posible a la hora de realizar un contraste pero esto es imposible
dado que un reduccién en la probabilidad de cometer un error de Tipo |
conlleva un aumento en la probabilidad de cometer un error tipo Il (y una
disminucién de la potencia del test).

En la practica se selecciona una probabilidad de cometer un error Tipo |
pequena (nivel de significacion)y se utiliza esa probabilidad para formular
la regla de decision del contraste.

Cuando realizamos un contraste la hipotesis nula se mantiene como ver-
dadera a menos que los datos contengan pruebas contundentes para rec-
hazarla. Fijando un nivel de significacion bajo, tenemos una pequena prob-
abilidad de rechazar una hipoétesis nula verdadera. Cuando la rechazamos,
la probabilidad de cometer un error es el nivel de significacion «.

Si no rechazamos la hipotesis nula, o bien es verdadera o bien nuestro
metodo para detectar una hipotesis nula falsa no tiene suficiente potencia.
Cuando rechazamos la hipotesis nula, tenemos pruebas contundentes de

que no es verdadera y, por tanto, de que la hipotesis alternativa es verdad.
Contraste de hipotesis — 5/ 22

Introduccidn al contraste de hipétesis

Introduccién

Contraste para la media ¢

Contraste para la
varianza

Contraste para la
proporcion

Contraste para
diferencias de medias
Contraste para el
cociente de varianzas
Contraste para la
diferencia de
proporciones

TCI1I

El procedimiento de contrastacion tiene las siguientes etapas:

B Planteamiento de hipdtesis nula y alternativa
B Eleccion del nivel de significacion o (habitualmente: 0.01, 0.05y 0.10)

B Seleccion de un estadistico de contraste. El estadistico tendra una
distribucion basada en la muestra y en el parametro especificado por
la hipotesis nula.

B Se calcula el conjunto de valores del estadistico de contraste que no
tienen la probabilidad de darse si la hipotesis nula es verdad. A este
conjunto de valores se le denomina Region de Rechazo.

B Calculamos el valor del estadistico segun la muestra y si ese valor esta
en la region de rechazo, rechazamos la hipotesis nula y aceptamos la
alternativa.

B Siel valor del estadistico NO esta en la region de rechazo, NO rechaz-
amos la hipotesis nula.
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Sea X una variable aleatoria cuya distribucion de probabilidades es normal
N(u, 02), donde o2 es desconocida. Dada una muestra aleatoria simple
X1,...,X,, procedente de X, los posibles test, al nivel de significacion
o, para la media de una poblacion normal con varianza desconocida, junto
a su correspondiente regidon de rechazo, son los siguientes:

Casos Regién de rechazo
Ho:u=uo} X — molvn
Hy :p# po S n-ll-a/2
HOZMSMO} (X—,uo)\/ﬁ>t
Hi > o S n-lla
Ho:uZuo} (X —po)vn _,
Hy :p < o S b

Donde ¢,,—1,, es el punto de una t-Student de n — 1 grados de libertad que
deja por debajo suya una probabilidad igual a a, es decir, P[t < tn_l,a] =

a,dondet ~ t,_1.
" Contraste de hipotesis — 7/ 22

Contraste para la media de una poblacion normal

Introduccion

Contraste para la media

Contraste para la
varianza

Contraste para la
proporcion

Contraste para
diferencias de medias
Contraste para el
cociente de varianzas
Contraste para la
diferencia de
proporciones

TCI1I

Ejemplo 4 Supongamos que el numero de horas semanales dedicado
por los empleados de cierta empresa a navegar por internet tiene una dis-
tribucién normal. Se toma una muestra de seis empleados y se obtiene:
12.2, 18.4, 23.1, 11.7, 8.2, 24. Contraste, a un nivel de significacion de
0.01, si el tiempo medio semanal dedicado por los empleados a navegar
por internet es superior a 10 horas.

A partir de los datos se obtiene que X = 16.27y S = 6.53. Para
contrastar, al 1%, las hipotesis

Hy:p <10
Hy:p>10 |’

(16.27 — 10)/6
6.53

Valor del estadistico experimental: T¢,,, = = 2.35.

Valor critico: t50.99 = 3.36
Dado que el estadistico experimental no esta en la region de rechazo, la
conclusién seria que no hay evidencias suficientes para rechazar la
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Contraste para la varianza de una poblacion normal

Sea X una variable aleatoria cuya distribucion de probabilidades es nor-
mal N (u, 02). Entonces, dada una muestra aleatoria simple X1, ..., X,
procedente de X, los posibles test, al nivel de significacion «, para la
varianza de una poblacion normal, junto a su correspondiente region de

rechazo, son los siguientes:

| Casos | Region de rechazo

.52 = 52 n — 1)S2 n — 1)S2
gg 22 ; Z% } % < Xi—l,a/Zé % > Xi—l,l—a/Q
Hgy:02 < §} (n—1)5’2>x2
H1 . 0,2 > o 0(2] n—1,1—«
Hg : o2 > o2 (n — 1)52 2
Hq s o2 <0'% } 0_(2) <Xn71,a

Donde X?L—l,a es el punto de una chi cuadrado de i — 1 grados de libertad
que deja por debajo suya una probabilidad igual a a, es decir, P[X <

X%—l,a] = a, donde y ~ X%_r
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Contraste para la varianza de una poblacién normal

Ejemplo 5 Una empresa de ventas de muebles toma una muestra del
almacén de 25 muebles elegidos al azar y calcula que el tiempo medio en
meses que lo tiene en stock es 1.5 con una cuasivarianza muestral de 0.8.
Contraste, con un nivel de significacion del 5%, si la varianza poblacional

puede tomar el valor 1.
Las hipotesis a contrastar, al 5%, seran:

Hy:0%2=1
Hy:02#1 [

(25 — 1)0.8

N

Valor del estadistico experimental: ngp = = 19.20,

Valores criticos: x0.025 = 12.40y x0.975 = 39.36.

Por tanto, la conclusion seria que no hay evidencias suficientes para

rechazar la hipoétesis nula.

1
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Contraste de hipétesis para la proporcion

niroduceion :  Sea X una variable aleatoria distribuida segiin una Bernouilli de parametro
Contraste para la media § . .
p. Dada una muestra aleatoria simple X1, ..., X,, procedente de X, los
c posibles test, al nivel de significacion «, para la proporcidon muestral, junto
ontraste para la N
proporcion :  asu correspondiente region de rechazo, son los siguientes:

Contraste para
diferencias de medias

Contraste para la
varianza

P s - Casos Region de rechazo
C.ontrasfe para la g H : _ ~
el SRR
: Hy :p # po (1—p)
: n
Hy:p< D —
0 p_po} p—p o,
Hiy:p>po p(1—p)
n
Hy:p> D —
0:P > po } e Y
Hiy:p<po p(1—p)
n

Donde Z, es el punto de una normal de media cero y varianza uno que
. deja por debajo suya una probabilidad igual a a, es decir, P[Z < Z,| = a,
TClI donde Z ~ N(O, 1) Contraste de hipotesis — 11/ 22

Contraste de hipotesis para la proporcion

ntroduceion Ejemplo 6 Segun el articulo publicado en La voz de Galicia, el 29 de

Contraste para la media

Contrasie para o noviembre de 2009, antes de la crisis la edificacion daba empleo al 14%
gﬁ::;e Saral :  de los extranjeros. Si se tomé una muestra de 110 habitantes extranjeros
proporcion : y 85 no trabajaban en la construccion, ¢Para un nivel de significacion del
Contraste para . . . ., R .
gerencias e medias = 0.05 puede considerarse que la afirmacion del periddico es cierta?
Contraste para el E H . — 0 14
cociente de varianzas N 4 . 0 - °
Comra‘st:pam ; :  Contraste de hipotesis: H, - p 014 (’
diferencia de M L- p # :
Al . Proporcion muestral: p = % = 0.23.
1 o 0.23 —0.14
Valor del estadistico muestral: Z.;, = ———— = 2.18.
0.23-0.77
110
Valores criticos: 29025 = —1.96 y 20.975 = 1'96.

Dado que el valor del estadistico muestral esta en la regidon de rechazo, se
rechaza la hipétesis nula. En consecuencia, la afirmacion del periédico
no es cierta. i
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poblacionales desconocidas e iguales

Sean X e Y dos variables aleatorias independientes distribuidas segin
una N(u1,02) y N(u2,03), respectivamente, donde las varianzas
son desconocidas e iguales. Dadas dos muestras aleatorias simples
Xi,...,X,eY, ..., Y, procedentes de X e Y, respectivamente, los
posibles test, al nivel de significacion «, para la comparacién de medias de
dos poblaciones normales con varianzas desconocidas e iguales son:

Casos Region de rechazo
Ho : p1 — p2 = po X —Y]—mo _,
Hy: M1 — U2 7é MO IS m+n ntm=2,1-a/2
_p _mn
Ho : p1 — p2 < po (X—Y)—,uo>t .
Hy @ py — p2 > po g . [min mmS i
LV _mn
Ho @ pp — p2 2 po (X =Y) — o
< tn+m—2 lo'
Hy @y — po < po g [min ’
p mn
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poblacionales desconocidas e iguales

donde ty,1,—2,4 €s el punto de una t-Student de n + m — 2 grados de
libertad que deja por debajo suya una probabilidad igual a a y

p n-+m—2

Ejemplo 7 Se desea comparar el tiempo que se necesita para completar
la inscripcion en dos aplicaciones informaticas de busqueda de empleo que
se piensan lanzar al mercado. Se toman dos muestras de 101 individuos
cada unay se les pide que accedan a la aplicacion y completen la ficha de
inscripcion, obteniendo una media de 50.2 y 52.9 segundos en la primera y
segunda aplicacion, respectivamente, y una cuasivarianza de 4.75 y 5.35,
respectivamente. Si se supone que las poblaciones estan normalmente
distribuidas y las varianzas poblacionales son iguales, ; existe diferencia
entre las medias del tiempo de inscripcion en ambas aplicaciones? o =
0.05 i
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poblacionales desconocidas e iguales

Hy : — -0
Contraste de hipstesis: -0 /1~ H2 }

Hy:pr—p2 #0

Valor del estadistico muestral: 1., = (50’2_12?;?1)(;0 = —8&8.538 donde
SP\/ 101101
2 (101—1)4.75+(101-1)5.35
Sp - 101+101—2 =5.05
Valores criticos: £200,0.975 = 1.972'y t200,0.025 = —1.972

Como el estadistico pertenece a la region de rechazo, se rechaza la
hipétesis nula. Existen diferencias en el tiempo medio de inscripcion.
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poblacionales desconocidas y diferentes

Sean X e Y dos variables aleatorias independientes distribuidas segun
una N(p1,0%) y N(uz2,03), respectivamente, donde las varianzas
son desconocidas y diferentes. Dadas dos muestras aleatorias simples
Xi,...,X,eY, ..., Y, procedentes de X e Y, respectivamente, los
posibles test, al nivel de significacion «, para la comparacion de medias de
dos poblaciones normales con varianzas desconocidas e iguales son:

Casos Regién de rechazo
H03.U1_M2:MO} |Y—7|—Mo>t
Hi: gy — pia 7 po [s7 s T

_n_m
H03,u1_,u2§,u0} (X—Y)—Mo>t
H. - o > > 5 v,1l—a
1 p1— B2 = Ho /i—kﬁ
_n_m
Hoim—mZ,uo} (X—Y)—,Lbo<t
. v,
Hy :pn — p2 < po 5, 83
n m
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donde t, , es el punto de una t-Student de v grados de libertad que deja
por debajo suya una probabilidad igual a a y

Ejemplo 8 Se desea comparar el tiempo que se necesita para completar
la inscripcion en dos aplicaciones informaticas de busqueda de empleo que
se piensan lanzar al mercado. Se toman dos muestras de 101 individuos
cada unay se les pide que accedan a la aplicacion y completen la ficha de
inscripcion, obteniendo una media de 50.2 y 52.9 segundos en la primera y
segunda aplicacion, respectivamente, y una cuasivarianza de 4.75 y 5.35,
respectivamente. Si se supone que las poblaciones estan normalmente
distribuidas y las varianzas poblacionales son diferentes, ;existe difer-

encia entre las medias del tiempo de inscripcion en ambas aplicaciones?
a=0.05 Contraste de hipotesis — 17/&2
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Contraste de hipotesis:
Hy:pr—p2 #0
_(50.2—52.9)—0

4.75 | 5.35
101 +Jo1 101

Ho:m—ugzo}

= —8.538

Valor del estadistico muestral: T, =

2
(%52 +%o7)
(1.%) (515’15)
101—-1 + 101—
Valores criticos: t,, 0 975 = 1.972y ¢, 9.005 = —1.972
Como el estadistico pertenece a la region de rechazo, se rechaza la

hipoétesis nula. Existen diferencias en el tiempo medio de inscripcion.

= 199.297

) —
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Sean X e Y dos variables aleatorias independientes distribuidas segin
una N(p1,0%) y N(u2,03), respectivamente. Dadas dos muestras
aleatorias simples X1,...,X,, e Yi,...,Y,, procedentesde X e Y, re-
spectivamente, los posibles test, al nivel de significacion «, para la com-
paracion de varianzas de dos poblaciones normales con medias descono-
cidas son:

Region de rechazo |

P )
Hg 10?2 =02 57 ST
— < F,,_ _ — > F, _ 11—

Hy : o2 750% Sg n—1,m 1,a/2°s§ n—1lm-1,1—a/2

) 2 52
HO : Ué S U% } 1 > Fn—l,m—l,l—a
Hy:0] > 05 S%

)

Hy : ai > a% S1 < F,_, L
Hy - 0% < o3 S% n—1lm—1,a

Donde Fj,—1m—1,q4 €s el punto de una F-Snedecorde n — 1ym — 1
grados de libertad que deja por debajo suya una probabilidad igual a a.
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Ejemplo9 Dos profesores estan interesados en comparar el nivel
académico de dos grupos en una misma asignatura. Tomando una mues-
tra de 81 alumnos para el primer grupo, se obtiene una nota media de
5.7 con una cuasivarianza de 1.2. Mientras que para una muestra de 61
alumnos del segundo grupo, se obtiene una nota media de 7 con cuasivar-
ianza igual a 2.2. ¢ Existe diferencia entre la dispersion de ambos grupos?
(o = 0.01)

q
[l V]

o . HO . ? = ].
Contraste de hipdtesis: U%
H, - U—% # 1

1.2
Valor del estadistico experimental: F,, = 29 = 0.545

Valores criticos: F80,60,O.005 =0.539y Fgo,éo,o'ggg, = 1.899

Como el valor del estadistico NO esta en la region de rechazo, no existe
evidencia empirica para rechazar la hipotesis nula. Es decir, no existe
evidencia empirica para rechazar que la dispersiones de ambos grupos
son iguales. f
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Sean X e Y dos variables aleatorias independientes que se distribuyen
segun dos distribuciones de Bernouilli con probabilidades de éxito p1 y p2,
respectivamente. Dadas dos muestras aleatorias simples X{,..., X, e
Yi,...,Y,, procedentes de X e Y, respectivamente, los posibles test, al
nivel de significacion «, para la diferencia de proporciones muestrales son:

Casos
Hy :p1 —p2 =po }

Region de rechazo
|(P1 — P2) — pol
- - A — > Rl—a/2
\/pl(l—Pl) + p2(1—p2)

Hi :p1—p2 # po

n m

Hy : p1 —p2 < po } (p1 — P2) — po -
Hy :p1 —p2 > po p1(1—p1) p2(1—p2) “
n + m
Hy :p1 —p2 > po } (p1 — P2) — Do
< Za
Hy :p1—p2 <po

\/151(1—151) + p2(1—p2)

n m

Donde z, es el punto de una normal de media cero y varianza uno que
deja por debajo suya una probabilidad igual a a.  Contraste de hipotesis — 21/ 22
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Ejemplo 10 Se encuestaron a 200 estudiantes de la UGR, de los cuales

20 manifestaron estar en contra del denominado "Plan Bolonia”. En la

UMA se encuestaron a 180 estudiantes, siendo 30 los que se mostraron

disconformes con el nuevo plan. Al nivel de significacion del 5%, ¢ puede

decirse que la proporcion de alumnos que no estan de acuerdo con Bolonia

es distinta en cada una de las provincias?

Del enunciado se obtiene que p; = % =0.1yps = % = 0.16.
Hy:p1—p2=0 }

Hy:pi—p2#0 [’

Valor del estadistico muestral:

Contraste de hipotesis:

0.1 —0.17
Legp = = —1.907
\/0.1(1—0.1) 0.17(1—0.17)
200 + 180
Valores criticos: 2p 025 = —1.96 y 29 975 = 1.96
Como el valor del estadistico NO esta dentro de la region de rechazo, NO
existe evidencia empirica para rechazar la hipoétesis nula. f
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Técnicas Cuantitativas Il
CONTRASTES NO PARAMETRICOS
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Introduccion

Introduccién

Contraste )(2

Contraste do Los contrastes no paramétricos son el método adecuado para extraer conclusiones es-
Kolmogorov-Smirnov ¢ tadisticas sobre datos cualitativos (nominales u ordinales) o sobre datos numéricos cuando
Contraste de Lilliefors 3 no se puede aceptar el supuesto de normalidad de la distribucién de probabilidad de la

Contraste K-S para dos  « L
muestras pObIaC|on.

Contraste Kruskal-Wallis E
para k muestras

B Contrastes de bondad de ajuste

[1 Contraste de bondad de ajuste x2.
[1 Contraste de bondad de ajuste Kolmogorov-Smirnov.
[] Contraste de normalidad de Lilliefors.

B Contraste de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras independientes
B Contraste de Kruskal-Wallis para k muestras independientes
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Contraste de bondad de ajuste X2

El contraste X2 se emplea para decidir si un conjunto de datos provienen de una dis-
tribucion de probabilidad dada. En general, planteamos:

Hy : X sigue una distribucion F'(X)
H; : X no sigue una distribucion F'(X)

Ejemplo1 Se observo una muestra de 300 sujetos que compraron una bebida refres-
cante. De estos sujetos, 75 seleccionaron la marca A, 110 seleccionaron la marca B y el
resto seleccion6 la marca C. Si tomamos un sujeto de forma aleatoria ¢ tiene las mismas
probabilidades de seleccionar cualquiera de las tres variedades?

Vamos a realizar un contraste de hipotesis donde la hipotesis nula es las tres categorias
tienen la misma probabilidad de ser elegidas. 1

La idea basica de este contraste consiste en comparar las frecuencias observadas en la
muestra, con las que se esperarian obtener si Hy fuese cierta. El test chi-cuadrado se ha
disenado para su aplicacion con distribuciones discretas, sin embargo, es valido también
para distribuciones de tipo continuo.

Contrastes no paramétricos — 3 / 23
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Contraste de bondad de ajuste X2

En este contraste trabajaremos con una muestra aleatoria de tamafo n procedente de una
v.a. (poblacion) X dividida en k clases exhaustivas y mutuamente excluyentes (es decir,
cada observacion muestral puede pertenecer a una sola de las categorias). Denotaremos
por O; a la frecuencia de la categoria i observada en la muestra.

Imaginemos que las probabilidades de pertenencia a cada una de las categorias que es-
pecifica la hipotesis nula son p1, p2,...,pk (por supuesto, la suma de estas probabilidades
debe ser 1).

Entonces, si hay n observaciones muestrales, el nUmero esperado en cada categoria, si
se cumple la hipotesis nula, es

E; = npi,i = 1,2, .k

Toda esta informacion se resumiria en una tabla de este tipo:

Ci | Oi | pp=Plx € Si]bajoHy | E; =n-p,

Ci | O1 P1 Ei=n-p

Cr | Ok Dk Er=n-px
n 1 n
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Contraste K-S para dos .

Contraste Kruskal-Wallis E

Contraste de bondad de ajuste X2

Ejemplo 2
C; O; | pi= P[CE € Sz] bajo Hyo | E; =n - p;
MarcaA | 75 % 100
MarcaB | 110 L 100
MarcaC | 115 g 100
300 1 300

A partir de los valores definidos definimos el estadistico de contraste como:
2 : (Oi - Ei)2
=3 S

donde la distribucion del estadistico de contraste sera una X%_l de k — 1 grados de
libertad.
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Contraste K-S para dos .

Contraste Kruskal-Wallis E

Prueba de bondad de ajuste X2

Para hallar Xﬁmp es aconsejable disponer los calculos en la tabla (o utilizar R):

Ejemplo 3
= i — (0,—E;)*

C; O, | pi=Plx € S;]bajo Hy | E; =n-p; o
MarcaA | 75 % 100 (7510180) —6.95
MarcaB | 110 % 100 (1101—0%)00)2 —1
MarcaC | 115 % 100 (1151—0%)00)2 — 995

300 1 300 oy =95

f

La interpretacion intuitiva del estadistico de contraste o experimental es Valores pequefios
del estadistico mostraran una alta concordancia entre las frecuencias que se observan y las
que se esperaban, por lo que no se podra rechazar Hg. Por otro lado, si el estadistico toma
un valor muy grande mostrara la discrepancia entre estas frecuencias y habra que rechazar
Hy. Luego fijado un nivel de significacion «, se rechaza Hy, si X2 > xi,l;l,a.

Contrastes no paramétricos — 6 / 23




Introduccion

Contraste x2

Contraste de
Kolmogorov-Smirnov

Contraste de Lilliefors mismas.
Contraste K-S para dos
muestras

CONDICION DE VALIDEZ DEL TEST.

Contraste Kruskal-Wallis
para k muestras

k — r — 1 grados de libertad.

TCII

Ejemplo 4 Para un nivel de significacion del 1%, calculamos X§—1,1—0.01 = X§,0.99 =
9.21, como X2 =95 > x§,0.99 = 9.21 entonces existen razones para rechazar Hy
con una significacion del 1%. Rechazamos que las preferencias por cada marca sean las

B SiE; < 5entonces X2 se hace grande y por tanto se rechaza H sin razén. Este con-
traste es apropiado siempre que E; > 5, para cualquier valor de 7. Si esto no ocurre
tendriamos que agrupar clases vecinas, pero por cada par de clases que se combinen
hay que reducir en 1 los grados de libertad de la distribucion chi del estadistico.

B Cuando se desee contrastar la hipotesis de que los datos estan generados por alguna
distribucién (p.e. Binomial, Poisson o Normal), con parametros de dicha distribucion
desconocidos se utilizaran los datos muestrales para obtener los estimadores pun-
tuales correspondientes, pero los grados de libertad de la chi-cuadrado del contraste
se reduciran en una unidad por cada parametro estimado. En general, si es necesario
estimar r parametros, la distribucion del estadistico de contraste sera una X%f,ul de

Prueba de bondad de ajuste X2

f
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Ejemplo 5 En un cajero automatico situado en el extrarradio de una ciudad se ha detec-
tado una baja utilizacién del mismo por los clientes de la sucursal bancaria. Con el fin de
investigar esta afirmacién, se ha controlado el numero de llegadas al mismo durante las
tardes en que la oficina permanece cerrada, contabilizandose los siguientes resultados:

Contraste X2 de bondad de ajuste

muestras

Numero de llegadas al cajero

Numero de tardes

Contraste Kruskal-Wallis
para k muestras

0
1
2
3
4 0o mas

21
18
7
3
1

TCI1I

Con base en esta informacion, ¢ existe alguna razon para creer que el nimero de llegadas
por tarde es una variable de Poisson con parametro 0.9? (o« = 0.05) i
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SOLUCION
Definimos la variable aleatoria X como el niumero de llegadas al cajero por la tarde,
cuya funcion de distribucion es una Poisson de parametro 0.9. Por tanto, planteamos las
hipotesis:

Ho : X — P(0.9)
Hy: X -+ P(0.9)

Para hallar las p; del cuadro resumen, utilizamos las tablas de la distribucion de Poisson y
calculamos P[X = 0], P[X = 1], P[X = 2], P[X = 3], P[X > 4]

O; piIP[:EESi] bajo H, | E; =n - p;
X=0]21 0.4066 20.33
X=1]18 0.3659 18.3
X=2|7 0.1647 8.24
X=3] 3 0.0494 247 < 5
X>41| 1 0.0134 0.67 < 5

50 1 = 50
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Como se puede observar, el nimero esperado de las observaciones de las clases X = 3
y X > 4 son inferiores a 5, por tanto para que se cumpla la condicion de validez del test
las agrupamos obteniendo:

O; piZP[JIESi] bajo Hyo | E; =n - p; %
X=0]21 0.4066 20.33 0.02208
X=1]18 0.3659 18.3 0.004918
X >2]11 0.2215 11.38 0.012689

50 1 ~ 50 x? =0.0393

Calculamos X3_1.1-0.05 = X3,0.05 = 5.99, como x> = 0.0393 # x3.0.05 = 5.99
entonces no existen razones para rechazar H( con una significacion del 5%. No podemos
rechazar que los datos provengan de una distribucién de Poisson de parametro 0.9. Esta
conclusion nos permite afirmar que el cajero es muy poco utilizado ya que el numero medio
de llegadas esperadas por tarde es menor de 1.
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Ejemplo 6 Una muestra sobre el nUmero de personas que diariamente requieren infor-
macién de un producto financiero ofrece los resultados 3, 0, 1, 3, 2,4, 4, 5,5, 3, 3, 1, 2,
2,3,4,3,3,2,45,1,0,4, 2,3, 1. ;Se puede aceptar que el nimero de personas que
requieren la mencionada informacién se distribuye segun una ley de Poisson?

SOLUCION

Definimos la variable aleatoria X como el nimero de personas que diariamente requieren
informacion. Para estudiar si el nimero de personas sigue una distribucion deA Poisson,
estimamos el valor del parametro \ a partir de la media de la muestra, es decir, A = X =

% = 2.7. Por tanto, planteamos las hipétesis

Ho: X — P(2.7)
Hy: X -» P(2.7)

O; piIP[:EESi] bajo Hyo | E; =n - p;
X=0] 2 0.0672 1.8144 < 5
X=1] 4 0.1815 49005 < 5
X=2]5 0.2450 6.615
X=3|8 0.2205 5.9536
X=4]5 0.1488 4.0176 < 5
X>51] 3 0.01370 3.699 < 5

27 1 27
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Al igual que nos pasaba en el ejemplo anterior, agrupamos las dos primeras clases y las
dos ultimas clases, obteniendo la tabla:

O; piZP[JIESZ'] bajo Ho | Ei =n - p; M
X<1]| 6 0.2487 6.7138 0.0761
X=2|5 0.2450 6.6140 0.3943
X=3|8 0.2205 5.9526 0.7035
>4 8 0.2858 7.7195 0.0104
27 1 27 x° = 1.1841

Hallamos X2—1—1,1—0.05 = X%,0.95 = 5.99, como x? = 1.1841 ¥ X§,0_95 =5.99
entonces no rechazamos H( con una significacion del 5%. Luego los datos provienen de
una distribucion de Poisson de parametro 2.7.
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Contraste de bondad ajuste de Kolmogorov-Smirnov

Introduccién : El test de Kolmogorov-Smirnov (K-S) permite contrastar si los datos observados en una
2 : . C .

Contraste X : muestra proceden de una poblacion con una distribucién de probabilidad dada de ante-

Contraste de : La hiootesi tabl .

Kolmogorov-Smirnov mano. La hipotesis que se establece es:

Contraste de Lilliefors : HO : X ~ F(X)

Contraste K-S para dos & Hy: X F(X)

muestras : ] ]

Contraste Kruskal-Wallis + Para contrastar este supuesto disponemos de una muestra 1, ..., x, extraida de esa

para k muestras : poblacién. Los pasos a seguir a la hora de realizar el contraste son:

1. Se ordenan los valores de la muestra de menor a mayor.
2. Para cada uno de los elementos muestrales, se calcula la funcion de distribucién bajo
H()Z

3. Se calcula la funcion de distribucién empirica o muestral:

numero de observaciones menores o iguales a x;

Folxz;) =
n( Z) numero total de datos
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Contraste de bondad ajuste de Kolmogorov-Smirnov

Introduccién : 5. Se calcula el Estadistico experimental

Contraste )(2 N

Contraste de 5 Dexp = max | FO(CUz) — F, (CUz) |
Kolmogorov-Smirnov .

Contraste de Lilliefors

Contraste K-S para dos .

muestras : 6. Fijado el nivel de significacion « y conocido el nUmero de elementos en la muestra,
S:rf:rs:‘zgt“r:za""va”is n, se obtiene el valor critico de la tabla correspondiente al Test K-S sobre Bondad de
Ajuste, que denotaremos D, .
Se rechaza Ho si Derp > Do

Ejemplo 7 Con un nivel de significacion del 5%, contraste la hipétesis de que los sigu-
ientes valores muestrales 4, 2, 5, 3, 4, 5, 4, 2 proceden de una distribucion normal con
media 3.5 y varianza 1.1%.

f
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Contraste K-S para dos E

Contraste Kruskal-Wallis E

Contraste de bondad ajuste de Kolmogorov-Smirnov

SOLUCION
Planteamos la hipotesis a contrastar

Ho: X ~ N(3.5,1.1%)
Hy: X =~ N(3.5,1.1%)

Resumimos la informacion que tenemos en una tabla ordenando los valores muestrales en
orden creciente:

Muestra | n; | IV; Fo(:Ez) Fn(iEz) | FQ(CE) — Fn(CE) |
2 2 | 2 [ P[X<2]=0.0863| =025 0.1637
3 1| 3 | P[X <3]=0.3247 | 2 =0.375 0.0503
4 3|6 | PX<4=06753| ¢=0.75 0.0747
5 2 | 8 | P[IX<5=09137| &= 0.0863
8
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Contraste K-S para dos ;

Contraste Kruskal-Wallis s

Contraste de bondad ajuste de Kolmogorov-Smirnov

Se calcula el estadistico experimental
Deyp = max | Fo(x) — F(z) |= 0.1637

Fijado el nivel de significacion al 5%, Do.os = 0.45427. Por tanto, como Degzp %
Dy .05 se mantiene la hipétesis nula. Luego, a un nivel de significacion del 5% y teniendo
en cuenta la informaciéon muestral, se concluye que los datos han sido extraidos de una
poblacion normal cuya media y varianza son 3.5y 1.1% respectivamente.
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Contraste de bondad ajuste de Kolmogorov-Smirnov

Ejemplo 8 Supongamos una muestra aleatoria de tamafio n = 6 constituida por las ob-
servaciones 0.38, 0.55, 0.32, 0.48, 0.50, 0.20. A un nivel de significacion del 5% ¢ se puede
afirmar que la muestra considerada procede de una poblacion con funcion de distribucion
F(X)?

0 <0
Flz)y=¢x 0<z<1
1 =z>1

SoLUCION. Con el fin de saber si los datos considerados pertenecen a una poblaciéon
con funcién de distribucion F'(X') recurriremos al test de K-S. En el cuadro siguiente se
muestran los pasos necesarios con el fin de obtener el estadistico de contraste de K-S.

Muestra | Fo(x;) | Fn(xi) | | Fo(x) — Fu(z) |
0.20 0.20 0.167 0.033
0.32 0.32 0.333 0.013
0.38 0.38 0.500 0.120
0.48 0.48 0.667 0.187
0.50 0.50 0.833 0.333
0.55 0.55 1 0.450
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Contraste K-S para dos E

Contraste Kruskal-Wallis E

Contraste de bondad ajuste de Kolmogorov-Smirnov

Luego,
Deyp = mazx | Fo(x) — F(z) |= 0.450

Por otro lado, el valor critico que se obtiene de la correspondiente tabla es Dg.o5 =
0.51926, y como consecuencia de que Dcsp # Do.os no hay evidencias significativas, a
un nivel de significacion del 5%, para rechazar la hipétesis nula. Por tanto, se mantiene la
hipotesis de que los datos muestrales han sido extraidos de una poblacién cuya funcién de
distribucion es

0 <0
Flz)y=<z 0<z<1
1 z>1
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El test de Kolmogorov-Smirnov no puede ser aplicado en aquellos casos en los que la
distribucién normal no tiene la informacién sobre los parametros poblacionales. En 1967
Lilliefors present6é una modificacion del test de K-S con el fin de contrastar la hipétesis de
normalidad donde no se especifica el valor de la media y varianza poblacional.

La hipotesis que se desea contrastar seria pues:

Ho: X ~ N (p,0%)
H, :XoON(u,az)

donde p y o2 son estimadas con X y S? respectivamente.

Los pasos a realizar coinciden con los desarrollados en el test de K-S, la unica diferencia

que presentan los dos test es la region de rechazo. Los valores criticos se buscan en la

tabla "correccion de Lilliefors para normalidad” y se denotara por Dy, .

1. Se ordenan los valores de la muestra de menor a mayor.

2. Para cada uno de los elementos muestrales, se calcula la funcion de distribucion real
bajo Hy.

3. Se calcula la funcion de distribucién empirica o muestral .

Se calcula el Estadistico experimental D.., = max | Fo(z;) — Fn(xi) |.

5. Fijado el nivel de significacion o, se rechaza Ho si Dezp > Dy o

-
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Ejemplo 9 Con el fin de estudiar el numero de accidentes laborales en una determinada
provincia se ha seleccionado, tras una campana de informacién y prevencién, una muestra
en la cual se recogi6 el numero de accidentes durante seis semanas consecutivas. Los
datos muestrales son 8, 11, 9, 7, 9y 10. ;Puede decirse, al 10% de significacion, que la
muestra considerada proviene de una poblacién normal? 1

SOLUCION. Considerando como estimador de p y 02, la media muestral, X = 9,vyla
cuasivarianza, S% = 2, respectivamente, la hipotesis a describir es

Ho: X ~ N(9,0° =2)
Hy: X o« N(9,0%=2)

A continuacion se resumen todos los resultados obtenidos en cada uno de los pasos:

Muestra | Fo(x;) | ni | Fn(xs) | | Fo(x) — Fn(z) |
7 0.0786 | 1 | 0.167 0.0880
8 0.2398 | 1 | 0.333 0.0936
9 0.5000 | 2 | 0.667 0.1667
10 0.7602 | 1 | 0.833 0.0730
11 09214 | 1 1 0.0786

Como se verifica que Degp = 0.1667 # Dr 0.10 = 0.294 entonces se puede afirmar, a

un nivel de significacion del 10% que los datos han sido extraidos de una poblacion normal.
Contrastes no parametricos — 20 / 23
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Contraste K-S para dos .

Contraste Kruskal-Wallis E

Contraste de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras

El contraste de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras permite contrastar si dos mues-
tras independientes (de tamafo n y m, respectivamente) han sido obtenidas de la misma
poblacion (se distribuyen igual).

Hy : F,,(x) = Fin(x)
H, : F,(x) # Fn(z)

Este test detecta todo tipo de diferencias en las distribuciones: diferencias en la tendencia
central (media, mediana), en la dispersion y en la asimetria.

Los pasos a realizar son:

1. Se entremezclan y se ordenan los valores de las dos muestras de menor a mayor.

2. Se calcula la funcion de distribucion empirica de las dos muestras.
3. Se calcula el Estadistico experimental

Dezp = max | Fr(xi) — Fr(z4) |
4. Se busca el valor critico (D) en las tablas de distribucion del estadistico. Hay dos

tablas distintas dependiendo de si n = m o los tamanos muestrales son distintos.
5. Fijado el nivel de significacion «, se rechaza Ho si Degp > Da.
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Contraste K-S para dos .
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Contraste de Kruskal-Wallis para k muestras

El contraste de Kruskal-Wallis permite contrastar si k muestras independientes han sido
obtenidas de la misma poblacion (se distribuyen igual).

H() : Fl(.il?) == Fk(.il?)

H, : existe alguna distinta

Consideremos k muestras aleatorias e independientes de tamafios n1, no, ..., k.

Sean = ni + n2 + - - - + nyg el tamafo total de la muestra

Los pasos a realizar son:

1. Se asignan rangos desde 1 a i al conjunto de n observaciones como si se tratara de

una sola muestra. Si existen empates se asigna el promedio de los rangos empatados.

2. Se calcula ; como la suma de los rangos asignados a las n; observaciones de la

muestra j.

r R?
n(iil) j=1 n_j —3(n+1) que,

bajo la hipétesis nula, tiene una distribucion Chi-cuadrado con k — 1 grados de libertad.

3. Se calcula el Estadistico experimental H., =

4. Fijado el nivel de significacion c, se rechaza Ho si Hezp > Xk—1;1—a-
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Ejemplo 10 Contrastar la hipétesis de que los siguientes valores muestrales proceden de
una misma poblacién (o = 0.05).

Muestra 1: 8, 15,9, 13, 18, 11, 17

Muestra 2: 4, 13,12, 13, 13, 10

Muestra 3: 13, 12, 12,12, 14, 3,6

Muestra 4: 14,7, 9, 10, 6, 10 1
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