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Introduccién

Introduccidn

Hasta ahora (en los cursos sobre Econometria previos) se ha tratado la estima-
cién de modelos econométricos explicando el comportamiento de una variable
enddgena (dependiente o explicada) a partir de un conjunto de variables exége-
nas (independientes, explicativas o regresores).

En este tema se va a introducir una metodologia (la de Box y Jenkins) que es
habitualmente usada en el andlisis de series econdmicas y en la que el compor-
tamiento de una variable se explica usando sélo su propio pasado.

Tasa de paro en Espafia desde el primer trimestre de 2002 al primer trimestre de 2015
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Introduccién

Introduccidn

Objetivo

Introducir el anélisis de series temporales en tiempo discreto (mediante modelos
estocasticos lineales) para explicar la estructura y prever la evolucién de una
variable observada a lo largo del tiempo.

@ Los datos son observados (tomados) en intervalos regulares de tiempo
(tiempo discreto: minutos, horas, dias, semanas, meses, trimestres, cua-
trimestres, semestres, afios, etc). Es decir, los datos estan ordenados cro-
nolégicamente (no son datos de seccién cruzada ni de panel).

@ El enfoque se denomina univariante ya que se usa Gnicamente la informa-
cién que aporta la propia serie. No se consideran variables exdgenas.

@ Esta metodologia, introducida por Box y Jenkins en 1970 con la publicacién
del libro “Time Series Analysis: Forecasting and Control”, trata de predecir
la evolucién de la serie usando sélo su evolucidén pasada y es (til para la
previsién a corto plazo.
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Introduccién

Introduccidn

Este enfoque pone mdas atencién a los datos que la Econometria tradicional,
dejando que sean los datos los que hablen. Van a ser fundamentales herramientas
no sélo estadisticas sino (como veremos) también graficas.

Algunos ejemplos:

@ Variables macroeconémicas como los indices de precios (IPC, vivienda,
etc.), tasas de paro, afiliacién a la Seguridad Social, PIB o indices burs3tiles.

@ Variables microeconémicas como las ventas de una empresa, gastos de una
familia o precios de un producto.

@ Variables ambientales como la velocidad del viento, grado de humedad,
temperaturas o precipitaciones en un determinado lugar.

@ Variables socio-demogréficas: nacimientos, matrimonios, defunciones, se-
paraciones, etc.

@ Variables médicas como la presion arterial, tensién, peso o altura de per-
sonas.
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Introduccién

Introduccidn

Nimero de pasajeros mensuales aeropuerto de granada de enero 2011 a junio de 2015 y valor mensual del euribor

de enero de 2005 a junio de 2015
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Consumo de gasolina mensual de enero de 1945 a diciembre de 1999 y datos diarios del indice Dow Jones de enero
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Introduccién

Introduccidn

Ventas mensuales de vino tinto en Australia de enero de 1980 a octubre de 1991 y accidentes mortales mensuales

de enero de 1973 a diciembre de 1978
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Proceso estocastico-Serie Temporal

Distribuciones marginales

e Proceso estocastico-Serie Temporal
@ Distribuciones marginales
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Proceso estocastico-Serie Temporal

Distribuciones marginales

Proceso estocastico

Definicién
Se define un proceso estocdstico como una sucesién de variables aleatorias { Y;},
teZ.

El subindice t se interpreta normalmente como el periodo (instante de tiempo)
al que corresponde la variable aleatoria Y;. Generalmente se considera que t =

1,...,T.
En las ciencias no experimentales (como la Eco- " Y2 e YT
nomia) la definicién de proceso estocastico es vi(1)  Yo(l) ... Yr(1)
puramente conceptual: se considera que una se- vi(2)  Ya(2) ... Y7(2)
rie temporal como una realizaciéon de tamaiio i(3) Y.(3) ... Y7(3)
uno de un proceso estocdstico (una dnica fila
de la tabla). Y1(n) YQ(n) . YT(n)
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Proceso estocastico-Serie Temporal

Distribuciones marginales

Proceso estocastico

Un ruido blanco {z:} es un proceso estocastico que se define como una secuen-
cia de variables aleatorias incorreladas que tienen esperanza cero y varianza
constante.

Se denomina blanco por analogia a la luz blanca y significa que todas las posibles
oscilaciones estan presentes con la misma intensidad.

Sus oscilaciones son rapidas.

Ruido Blanco
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Proceso estocastico-Serie Temporal

Distribuciones marginales

Proceso estocastico

A partir del ruido blanco anterior creamos un proceso de medias moviles:

1
Ve = g(Et—l +et +etq1)

Es una versién suavizada del ruido blanco anterior.
Sus oscilaciones son mas lentas.

Media Mévil

Modelos tradicionales: conceptos iniciales Econometria 3, GECO — Universidad de Gr.



Proceso estocastico-Serie Temporal

Distribuciones marginales

Proceso estocastico

A partir del ruido blanco anterior creamos un proceso denominado paseo alea-
torio con constante:

Xt =0 + Xe—1 + €¢

Si § = 0 se le denomina paseo aleatorio. Esta denominacién viene del hecho
de que el valor en el instante t depende del valor anterior mas un movimiento
completamente aleatorio determinado por el ruido blanco.
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Proceso estocastico-Serie Temporal

Distribuciones marginales

Distribuciones marginales

Definicié

Se llama funcién de medias de un proceso a una funcién del tiempo que pro-
porciona las esperanzas de las distribuciones marginales para cada instante:

E[Yt]:p/t, t:].7...7-l—7

donde T es el ndmero de observaciones disponibles. Si todas las variables tienen
la misma media, entonces la funcién de medias es constante, las realizaciones de
este proceso no mostraran ninguna tendencia y se dice que es un proceso estable
en media. )
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Proceso estocastico-Serie Temporal

Distribuciones marginales

Funcion de autocovarianzas

Definicién

Se define la funcién de varianzas de un proceso estocdstico {Y:} a la que pro-
porciona las varianzas en cada instante temporal:

Var(Y:) = o7 = E[(Y: — E(Y))?].

Se dice que el proceso es estable en varianza si éstas son constantes en el tiempo.
v

Definicién

Se define la funcién de autovarianzas de un proceso estocastico { Y:} a la que a
las que describe las covarianzas entre dos variables del proceso en dos instantes
cualesquiera:

COV(Y:, Yf+k) = Vt,t+k = E[(Yt — E( Yt))(yt+k — E( Yt+k))]~
Cuando k =0, 7, = Var(Ys).

.
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Proceso estocastico-Serie Temporal

Distribuciones marginales

Funcion de autocorrelacion

Definicién

Se define la funcién de autocorrelacién simple (FAC) de un proceso estocastico
{Y:} como la funcién que describe las correlacién entre dos variables del proceso
en dos instantes cualesquiera:

p P COV( Yt, Yt+k) _ Vt,t+k
tt+k = = .
* V/Var(Ye)y/Var(Yerk)  VetVerkerk

Esta funcién propociona medidas adimensionales de la dependencia lineal entre
variables.
Se mueve entre -1 y 1.
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Proceso estocastico-Serie Temporal

Distribuciones marginales

Funcién de autocorrelacién parcial

Definicién

Se define la funcién de autocorrelacion parcial (FACP) de un proceso estocastico
{Y:} como la correlacién lineal existente entre dos variables del proceso en dos
instantes cualesquiera pero eliminando el efecto que tienen los retardos interme-
dios sobre ellas:

C‘OI’I’(\/t7 Yt+k/Yt+17 Yt+2, ey Yt+k71)~

El primer valor de la FACP corresponde a la correlacién entre Y; e Yiy1 sin que
haya que eliminar la influencia de ningdn retardo intermedio (ya que no existen).
Por tanto, para k = 1 coinciden los valores de la FAC y FACP de cualquier
proceso estocastico.
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Series temporales

Objetivo del anélisis de series temporales
Operadores de retardo y de diferencias

e Series temporales
@ Objetivo del anilisis de series temporales
@ Operadores de retardo y de diferencias
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Series temporales - AR .
P Objetivo del anilisis de series temporales

Operadores de retardo y de diferencias

Series Temporales

Una serie temporal es una muestra de un proceso estocastico, es una muestra
de tamafio 1 de cada una de las T variables que conforman el proceso. Para que
una series temporal quede caracterizada debemos conocer las caracteristicas del
proceso estocastico que la genera.

Caracterizacion de un proceso estocdstico: a partir de las funciones de distribucién
0 a partir de los momentos. Puesto que el primer procedimiento es complicado,
se usa el segundo a pesar de que lleve a una caracterizacién mas incompleta.

Var(Y1) Cov(Y1,Y2) ... Cov(Yi,YT)
COV( Yg, Y1) Var( Yz) . COV( Y27 YT)
E[vi], E[Y2], ..., E[YT], ) : .
Cov(YT,Y1) Cov(YT,Y2) ... Var(YT)
T(T+1)

iiEn tal caso hay que estimar T medias distintas y ——— elementos distintos
de la matriz de varianzas-covarianzas, disponiendo de T observaciones!!

Por tanto, para poder efectuar inferencia sobre un proceso estocastico deben
imponerse una serie de restricciones o supuestos. Las habituales son considerar
que la serie temporal es estacionaria y ergoédica.
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Series temporales

Objetivo del anilisis de series temporales
Operadores de retardo y de diferencias

Especificar un modelo estadistico (una ecuacién matemdtica) que explique sus
movimientos a partir de la propia serie temporal retardada. El modelo que se
obtenga debe cumplir tres requisitos:

Describir los cambios de la serie con respecto al tiempo (tendencia, esta-
cionalidad, variaciones ciclicas y variaciones irregulares).

Predecir los valores futuros.

Contrastar hipdtesis sobre las caracteristicas a la que se refieren los valores
de la serie.

Etapas del andlisis:
Identificacién: Deteminar la especificacién del modelo.

Estimacién: Estimar los parametros del modelo especificado en la fase ante-
rior.

Validacién/Diagnosis: Analizar la validez del modelo estimado.

Prediccién: Realizar predicciones con el/los modelos elegidos y validados.
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Series temporales

Objetivo del anilisis de series temporales
Operadores de retardo y de diferencias

Etapas del andlisis

NO

Serie Temporal Identificacién Diagnosis

Sl

@Io validado S Prediccién

Figura: Fases en la modelizacién de una serie temporal
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Series temporales

Objetivo del anilisis de series temporales
Operadores de retardo y de diferencias

Operadores de retardo y de diferencias

Definicién

El operador retardo, denotado por B, aplicado a una variable temporal la retarda
en un periodo: BY; = Yi_1

BY, = Y,_x para k > 1

Bc = ¢, ¢ =constante.

A

Definicién

El operador diferencia regular, denotado por V, aplicado a una variable temporal
la transforma de la siguiente manera: VY; = (1 — B)Y: = Y; — Yi_1
VY, =(1-B)"Y;, k> 1

.
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Ruido Blanco

@ ruido Blanco
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Ruido Blanco

Ruido Blanco

Definicié

Un ruido blanco {e:} es un proceso estocastico que se define como una secuen-
cia de variables aleatorias incorreladas que tienen esperanza cero y varianza
constante:

E[Et] =0
Varle:] = E[e2] = o2

Covlet,es] = Eleres] =0

Principales propiedades:
@ No hay correlacién entre términos
@ Valores pasados no ayudan a pronosticar valores futuros.

Se llamar3 ruido blanco gaussiano (o normal) si la distribucién de {e:} es normal.
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Funcién de autocovarianzas
Funcién de autocorrelacién simple
Funcién de autocorrelacién parcial

Estacionariedad

e Estacionariedad
@ Funcidén de autocovarianzas
@ Funcidn de autocorrelacién simple
@ Funcién de autocorrelacién parcial

Econometria 3, GECO
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Funcién de autocovarianzas
Funcién de autocorrelacién simple
Estacionariedad Funcién de autocorrelacién parcial

Estacionariedad

La estacionariedad conlleva que la serie tenga un comportamiento estable a lo
largo del tiempo. Para que esto sea asi, una serie temporal debe cumplir las
siguientes caracteristicas:

@ No tener tendencia: no presentar un crecimiento o decrecimiento
sistematico ni cambios de nivel.

@ Ser homocedastica: a lo largo del tiempo las oscilaciones deben tenr una
amplitud mas o menos constante.

@ En caso de existir, deben detectarse comportamientos estacionales para
su correcta modelizacién.

@ La estructura de dependencia debe mantenerse constante (si una
observacién influye en la posterior, que esto ocurra siempre)

@ Para explicar el comportamiento de la serie deben tener mayor influencia
las observaciones mds cercanas.
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Funcién de autocovarianzas
Funcién de autocorrelacién simple
Estacionariedad Funcién de autocorrelacién parcial

Estacionariedad

Definicién

Un proceso estocdstico { Y;} se dice estacionario en sentido estricto si la funcién
de distribucién del proceso, F, permanece invariante con respecto al tiempo. Es
decir, si se verifica que: F( Y4, Ye, ..., Yy) = F(Ya+k, Yotk,-- -, Yek), VK.

El concepto de estacionariedad en sentido estricto implica el cumplimiento de
condiciones dificil de manejar en la préctica, por tal motivo se suele considerar
un concepto menos exigente:

Definicién

Un proceso estocdstico { Y:} se dice estacionario en sentido débil cuando todos
sus momentos de primer y segundo orden son invariantes en el tiempo.
Es decir, E[Y:] = py Cov(Ys, Yegn) = vn, Vt, h.

Bajo el supuesto de estacionariedad, el problema de conocer el proceso estocasti-
co que genera a la serie temporal se reduce a conocer la media, la varianza y las
autocovarianzas del proceso.
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Funcién de autocovarianzas
Funcién de autocorrelacién simple
Estacionariedad Funcién de autocorrelacién parcial

Funcion de autocovarianzas

La funcién de autocovarianzas de un proceso estocdstico estacionario es una
funcién del nimero de periodos de separacién entre las variables k:

Yeerk = Yk, k =0, £1, 2, ...
Sus propiedades son:

® v = Var(Ys) >0

@ 7k = v_k, para todo k entero (la funcién de autocovarianzas se calcula
solo para los valores no negativos del retardo k)

@ |vk| < o, para todo k entero
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Funcién de autocovarianzas
Funcién de autocorrelacién simple
Estacionariedad Funcién de autocorrelacién parcial

Funcion de autocorrelacion simple

La FAC de un proceso estacionario depende tinicamente del desfase entre los dos

instantes:
Yk Yk
Pk =—

T Vvm

Se suele representar mediante un gréfico de barras denominado correlograma.
Sus principales propiedades son:

@ po = 1
@ pi = p—k (la FAC se representa tinicamente para valores positvos).
® |pi| <1

@ pix — 0 cuando k — oo.
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Funcién de autocovarianzas
Funcién de autocorrelacién simple
Estacionariedad Funcién de autocorrelacién parcial

Funcién de autocorrelacién parcial

La FACP en el retardo k mide la influencia neta y directa que tendria Y;_x sobre

Y, es decir, se prescinde de las influencias que sobre Y;: tienen Yi_1, Yi—2,..., Yi—k+1-
Siguiendo esta definicién, la forma de calcular el coeficiente de la FACP en el
retardo k es obtener el coeficiente ¢ de la siguiente regresién:

Y. = k1 Yie1 + Dk2 Yico 4o+ Prk Yok + Vi,

Y: = Y: — E[Y{]

v es un proceso de media cero incorrelado con Y;_; para todo j.

A partir de esta ecuacién de regresién se puede calcular la expresion del coefi-
ciente ¢ de la FACP a partir de los coeficientes de la FAC.

Multiplicando a ambos lados de la regresién por \N’t,j paraj = 1, ..., k se obtiene:

Y, Y/tfj =¢uYi1 Y/tfj+¢k2 Yoo thjﬂ" ot Vi Y/t—j"‘vt thj, ji=,1,2...,k,
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Funcién de autocovarianzas
Funcién de autocorrelacién simple
Estacionariedad Funcién de autocorrelacién parcial

Funcién de autocorrelacién parcial

Tomando esperanzas:

Vi = draYj-1 + GrkoYj—2 + -+ SkYj—k + E[veYers], J=,1,2,...,k,
N——
0
y dividiendo por vo:

pi = Gripj—1 + Gkapj—2 + -+ drkpi—k, J=,1,2,...,k
Teniendo en cuenta que po = 1 y que px = p—_k, estas k ecuaciones quedarian
como:

pP1 = i+ bkepr + -+ Grkpr—1
P2 = ¢uapr+ G2+ -+ Prkpr—2
Pk =  Qripk—1+ Pkoprk—2 + - + Dk
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Funcién de autocovarianzas
Funcién de autocorrelacién simple
Estacionariedad Funcién de autocorrelacién parcial

Funcién de autocorrelacién parcial

y utilizando la regla de Cramer se obtienen los valores de ¢uk para k =1,2,...
Por ejemplo, denotando por p}(= ¢u) a los coeficientes de la FACP, los tres
primeros coeficientes se obtendrian de la siguiente manera:
Parak=1p=¢u=pl=du1=pm

Para k = 2:
o
p1 = ¢+ dnp o P P2 P2 — p3
= = = =
p2 = ¢aupr+ P P2 = 022 1 p 1-p3
pr 1
Para k = 3:
1 p1 m
pp 1
pL = ¢31+ P3p1+ P33p2 o2 s
P2 = ¢zpr+ b+ pupr = ph = ¢33 = P
p3 = @31p2 + P3p1 + P33 p11 p2
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Estimaciones muestrales

e Estimaciones muestrales
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Estimaciones muestrales

Estimaciones muestrales

Propos

Bajo estacionariedad en sentido debil, se pueden estimar los primeros momentos
poblacionales del proceso mediante los correspondientes momentos muestrales
de la serie temporal:

_ T
@ Media muestral: iy = Y =+ 3 V..
t=1
T _
@ Varianza muestral: 63 =40 = + > (Y: — Y).
t=1

@ Autocovarianza muestral en el retardo k:

=== kt;l(yt VNYik—Y), k=,1,2,...

Modelos tradicionales: conceptos iniciales Econometria 3, GECO — Universidad de Gr:



Estimaciones muestrales

Estimaciones muestrales

Proposicién (continuacién

@ Coeficiente de autocorrelacién muestral en el retardo k:

Ahora bien, cuando se trabaja con estos estimadores es necesario garantizar
que el proceso estocastico que genera la serie verifique unas condiciones tales
que los estimadores (generados con la serie temporal) tengan asintéticamente
(cuando el ndmero de observaciones es muy alto) las mismas propiedades que
los estimadores generados con distintas réplicas del proceso. A dichas condiciones
se les denomina condiciones de ergodicidad.
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Ergodicidad

@ crcodicidad
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Ergodicidad

Ergodicidad

Definicién

Se dice que un proceso estacionario en sentido débil es ergédico respecto de la
media si el estimador fiy calculado con la serie temporal para estimar la media
del proceso converge en media cuadratica al estimador de la media definido sobre
una muestra de réplicas independientes del proceso.

.

Definicién

Se dice que un proceso estacionario en sentido débil es ergédico respecto de
las autocovarianzas si los estimadores 4, calculados con la serie temporal pa-
ra estimar las autocovarianzas del proceso convergen en media cuadratica a los
estimadores de las autocovarianzas definidos sobre una muestra de réplicas in-
dependientes del proceso.

A
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Ergodicidad

Ergodicidad

Si un proceso es estacionario y ergddico, los estimadores presentados anterior-
mente verifican:

@ [y es un estimador consistente (en media cuadrética) de la media del
proceso.

@ 4o es un estimador consistente (en media cuadrética) de la varianza del
proceso.

@ 4, son estimadores consistentes (en media cuadrética) de las
autocovarianzas del proceso.

@ ji son estimadores consistentes (en media cuadratica) de los coeficientes
de autocorrelacién del proceso.

Cuando aumenta el nimero de observaciones de una serie temporal surge otro
problema: el ndmero de parametros desconocidos a estimar también aumenta.
La ergodicidad conlleva que variables del proceso suficientemente separadas en el
tiempo no estén correladas o, dicho de otra manera, la influencia de una variable
aleatoria sobre otra muy alejada en el tiempo se puede considerar nula.
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Proceso autorregresivo

Proceso autorregresivo de primer orden
Proceso autorregresivo de segundo orden
Proceso autorregresivo de orden p

En un proceso autorregresivo la variable en el periodo t es explicada por las
observaciones de ella misma en los periodos anteriores mas un término de per-
turbacidn. La expresién de un proceso autorregresivo de orden p (AR(p)) es:

Y: :5+¢1Yt71 +¢2Yt72+"'+¢pyt7p+€t

donde
@ 0 es una constante
@ ¢1,¢2,...,¢p son denominados pardmetros autorregresivos
@ £; es un ruido blanco

Utilizando el operador retardo B:

(1—(]51B—¢232_"'_¢po)Yt:5+Et
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Proceso autorregresivo de primer orden
Proceso autorregresivo de segundo orden
Proceso autorregresivo de orden p

Definicién

Un proceso estocastico {y: } sigue un modelo autorregresivo de orden 1, denotado
por AR(1), si se puede escribir como

Y: :§+¢Yt71+5t @(,ZSP(B)Yt =S 6+Et

donde J y ¢ son constantes y €; es un ruido blanco.

Representacién de un proceso AR(1) con § =0, ¢ =0,8e Yo =5

20 T T T T

ﬂ
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Proceso autorregresivo

Proceso autorregresivo de primer orden
Proceso autorregresivo de segundo orden
Proceso autorregresivo de orden p

Representacién de un proceso AR(1) con § =0, ¢ = —0,3 e Yo = —

|
I
%\HJ V VW L\‘\‘ Jw W W

I
M

I

4\ Ml

@m ”‘Jﬂ\‘ ‘V MW ™

Proposicién

@ ¢, estd incorrelado con los valores previos del proceso Y;:

@ & estd correlado con los valores futuros del proceso Y:
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Proceso autorregresivo de segundo orden
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AR(1). Condicién de Estacionariedad

Estacionariedad en Media
Si el proceso es estacionario en media se cumple que E[Y:—;] = u, Vi > 0.

Entonces:
E[Y:] = E[0+¢Yic1+e] =0+ E[pYio1] + E[ee] = 6 + SE[Yi-1]
vl
= M—¢u:5:>(1—¢>)u:6:E[Yt]:u:%,

Esta expresidn es finita si y solo si ¢ # 1.

Modelos univariantes lineales estacionarios
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Proceso autorregresivo de primer orden
Proceso autorregresivo de segundo orden
Proceso autorregresivo de orden p

AR(1). Condicién de Estacionariedad

Estacionariedad en Varianza
Si el proceso es estacionario en varianza se cumple que Var[Y:—i] = v, Vi > 0.
Entonces:

Var[Y:] = Var[d + ¢ Yi—1 + e:] = Var[¢pYi1] + Varled] + 2 - Cov(¢Yi-1,et).
—_———

0
Var[Y] = ¢*Var[Yio1] + Varle]
2
= Y-¢n=0=>1-¢)=0=0= 1%&

10>0,02>01-¢">0s ¢ <1

1—¢B:0©B:é@|8\>1
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AR(1). Condicién de Estacionariedad

Funcién de autocovarianzas
Para poder operar con mayor facilidad se transformara el modelo como sigue:

§
Sustituyendo esta expresidn en la ecuacién:
Ye = 64+¢Yim1i+er= E[Yt](l - f,b) + oY1+t
E[Y:]+ &(Yer — E[Yi]) + &1,
y entonces:
Ye— E[Yi] = ¢(Yeo1 — E[Y]) +&e. (1)
Si se denota Y; — E[Y:] como Y;:

Vt = Qﬂ’;t—l + €t.
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Proceso autorregresivo de primer orden
Proceso autorregresivo de segundo orden
Proceso autorregresivo de orden p

AR(1). Condicién de Estacionariedad

Funcién de autocovarianzas

Proposicién

Los momentos de primer y segundo orden de Y verifican:
@ Var[Yi] = Var[Y:] = 7.

® Vi = Yk-

Por tanto, los momentos de segundo orden de Y: e Y; coinciden por lo que la
obtencién de la funcién de autocovarianzas de Y: se puede realizar, de forma
mas sencilla, a partir de la funcién de autocovarianzas de Y;.
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AR(1). Condicién de Estacionariedad

Funcién de autocovarianzas

o = Var[Yi] = Var[Vi] = E[(Ve — E[VA])’] = E[(6 Ve +20)°]
g

= E[¢°YE1+20Yi 16t + €7
= ¢ E[V]+20 E[Vise] + E[ef] = ¢™y0 + 02
N—— N — N~

Yo 0 o'g
2 2 Ug
= YN-—¢ ’YOZUE:>’70:1_7¢2-
Y1 = COV(Yt, Yt—l) = COV(Vt, {’/t—l) = E[Y/t Vt—l] — E[S}t] E[S}t—ll
N N —

0 0
= E[(‘Zﬂ?t—l + Et)?t_l] = E[d)f/tz,l + \N/t_lst]
= GE[YE1]+ E[Yi 1] = do.
—— N——

70 0
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Proceso autorregresivo de primer orden
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AR(1). Condicién de Estacionariedad
Funcién de autocovarianzas

Y2 = COV(Yt, Yt72) = COV(Y/t, Y/t72) = E[Y/t S;t72] — E[S;t] E[thz]
—— ——
0 0

= E[(¢Vt—1 + 5t)?t72] = E[Qf)?t—l Vt—z + Vt—z&]
= ¢ E[thl \N/rfz] + E[S}t725t] =¢ m =d .
—_— —— ~~

71 0 P70

Yk = COV(Yt, thk) = C‘OV({/t7 Y/tfk) = E[\N/t{/tfk] - E[{/t] E[thk]
—~— ——
0 0
E[(Qfﬂ?t—l + 5t)\7t7k] = E[Qf’f/t—l \N/tfk + {/t—ké‘t]
P E[Vie1Yeoi] + E[Yiokee] = dn1 = ¢y,  Vk>1.
—_—— N——
Vk—1 0

Bajo la condicién de estacionariedad obtenida para la varianza (|¢| <16 |B| >
1), se tiene que la funcidn de autocovarianzas no depende del tiempo y el proceso

es estacionario.
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Proceso autorregresivo de primer orden

Proceso autorregresivo de segundo orden
Proceso autorregresivo de orden p

Funcion de autocorrelacién simple

A partir de la funcién de autocorrelacién, ««, suponiendo estacionariedad se tiene
la siguiente fas:

k
lzmzd)k’kz]ﬂ

po=1 pc=
Y %

Y: estad correlada con cualquier variable retardada Y:_. Por esta razén se dice
que el proceso AR(1) tiene memoria infinita. Aunque si el proceso es estacionario,
es decir si |¢p| < 1, dicha correlacién es mas débil a medida que aumenta el

retardo.
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Funcion de autocorrelacién simple

08

0.7

0.6

05

04

0.3

0.2

0.1

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figura: FAC para ¢ = 0,8
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Proceso autorregresivo de primer orden
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Funcion de autocorrelacién simple

0.6

04

0.2

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figura: FAC para ¢ = —0,7
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Proceso autorregresivo de primer orden
Proceso autorregresivo de segundo orden
Proceso autorregresivo de orden p

Funcion de autocorrelaciéon parcial

La FACP mide para cada retardo k el efecto directo de la variable retardada Y:_x
sobre Y; con independencia de los efectos indirectos.

Yi=0+¢Yeici+er=Ye =0+ ¢(6 + Yo + Et_1) + e
Se observa que Y:_ influye a Y; utilizando como intermediaria a Y;_1, es decir,
si Yi—1 no existiera Y:_» no podria influir en Y:. Por tanto, no existe efecto
directo de Y;_o sobre Y;: y el coeficiente de autocorrelacién de orden 2 seria
igual a cero. Es facil deducir que lo mismo ocurriria con los coeficientes de orden

superior a 2.
La FACP para un proceso AR(1) es:

h=p=¢, pp=0 Vk>2.
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Proceso autorregresivo de primer orden
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Proceso autorregresivo de orden p

Principales caracteristicas de un AR(1) estacionario

@ El parametro autoregresivo debe verificar que |¢| < 1
@ La FAC decae hacia cero (en valor absoluto) de forma rapida.

@ La FACP se anula para retardos iguales o superiores a 2.

Ejemplo (en el libro)

Dado el proceso Y; = 2,5+0,6- Y;—1 + €, donde €; es ruido blanco, calcular su
media, varianza, covarianza, funcién de autocorrelacién simple y los tres primeros
coeficientes de la funcién de autocorrelaciéon parcial.
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Proceso autorregresivo de primer orden
Proceso autorregresivo de segundo orden
Proceso autorregresivo de orden p

Definicién

Un proceso estocastico { Y: } sigue un modelo autorregresivo de orden 2, denotado
por AR(2), si se puede escribir como

Ye=d+@gYe1+tdmYeoteas (1—¢pB—¢pB)Y.=06+e

donde §, ¢1 y ¢ son constantes y &; es un ruido blanco.

A l
| U |
h
| I ﬂﬂ
. \A} Aﬂu\m‘\«‘ | “ \M,\HW\ H‘ “ R
i ww T ‘Wwv ‘\ ‘M\‘H/ J

AN A J \‘H

¢,, I
‘,v LJ

Figura: Proceso AR(2) con (¢1 = 0,8, ¢o = —0,3)
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AR(2). Condiciones de Estacionariedad

Estacionariedad en Media
Si el proceso es estacionario en media se cumple que E[Y;—j] = u, Vi > 0.

Entonces:
E[Y:] = E[f+¢1Ye1+d2Yea+e] =06+ E[¢1Ye 1]+ E[¢2Ye 2] + Eled]
0
= S+ GE[Yic1]l + QE[Yi2l = pn— dripp — pop =06
)
M ey )

Para que la media sea finita es necesario imponer que ¢1 + ¢2 # 1.
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Proceso autorregresivo de primer orden
Proceso autorregresivo de segundo or
Proceso autorregresivo de orden p

). Condicién de Estacionariedad

Estacionariedad en Varianza

La expresién de la varianza depende de las autocovarianzas de ordenes 1y 2 (de-
mostracién en libro). Estos tres pardmetros se obtienen resolviendo este sistema
de ecuaciones (Ecuaciones de Yule-Walker):

Yo = 171 + Poy2 + 02
Y1 = 170 + P
Y2 = P17 + P2%0

Obteniéndose:

_ 1-¢» o2 _ ¢ _ (%
P = Ta G e ar M= e 2= )

Para que la varianza sea positiva se debe cumplir que |2 < 1, 1+ ¢ < 1y

P2 — 1 < 1.
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18/46



Proceso autorregresivo
Proceso autorregresivo de primer orden
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AR(2). Condicién de Estacionariedad

Si se analiza la estacionariedad utilizando el polinomio caracteristico
B B®
1-¢1B—¢2

que se cumplan las condiciones de estacionariedad es equivalente a comprobar
que los médulos de las dos raices del polinomio caracteristico sean mayores
que uno.

Las soluciones (raices) de la ecuacién de segundo grado 1 — ¢ B — $B?=0
son:

B, = $1—/ P3+462 B, — $1+1/ P2 +4¢2

—2¢2 ’ —2¢2
Asi pues, el proceso AR(2) sera estacionario si se cumplen las condiciones:

P11/ P2 +402 d1—+/ P2 +402

202 ~2%, > 1.

> 1,
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Proceso autorregresivo de primer orden
Proceso autorregresivo de segundo orden
Proceso autorregresivo de orden p

Funcién de autocovarianzas

_ 1-¢ "g
707 [@Fe2) -2 03]
m= 1%

v = (£ + ¢2)70

Yk = P1Vk—1 + P2Yk—2, Yk >3

Funcidon de autocorrelacion

po = % =1
$170
—_m— 1=¢ _ 4
L= Y0 1-¢2
_ 7 _ dimtdove — 91
p2 =75 = Y0 1*¢2+¢2

Pk = O1Ppk—1 + P2pk—2
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Funcién de autocorrelacion parcial
La FACP estima el efecto directo que tiene Y;_x sobre Y;, excluyendo el efecto
indirecto de los valores intermedios Yi—k+t1, Ye—k+2,-- -, Yi—1.

Ye=0+d1Yee1+ d2Yeoo + ey,

Se observa que Y;_1 e Y:_» tienen efectos directos sobre Y, sin embargo Y;_3
y las variables con retardo mas alto necesitan de Y;_1 e Y:_2 para influir sobre
Y:, es decir, no tienen efectos directos. Por tanto, para un AR(2) los coeficientes
ph para k > 3 serdn iguales a cero.

Los dos primeros coeficientes parciales se pueden obtener a partir de las ecua-
ciones: )
pp — P2 — pP1

2 1-p

Modelos univariantes lineales estacionarios Econometria 3, GECO — Universidad de Gr.
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Principales caracteristicas de un AR(2) estacionario

@ La FAC decae de forma rapida hacia cero.
@ La forma de decrecimiento de la FAC depende de si las raices del
polinomio caracteristico son reales o complejas:
e Si toman valores reales, la FAC decrecerd de forma similar a

los procesos AR(1).
e Si toman valores complejos, la FAC mostrara oscilaciones

sinusoidales decrecientes.

@ La FACP se anula para retardos superiores o iguales a 3.

Ejemplo (en el libro)

Dado el proceso

Yt =1- 1742 0 Yt—l — 0,5 0 Yt—2 + &t
donde ¢ es ruido blanco con ¢2 = 0,5, calcular su media, varianza, covarianza,
funcién de autocorrelacion simple y los dos primeros coeficientes de la
autocorrelacién parcial.
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Se dice que un proceso estocastico { Y;} sigue un proceso autorregresivo de orden
p, AR(p), si se puede escribir como:

Y: = 5+¢1Yt—1 +¢2Yt—2+"'+¢pyt—p+€ty

donde 0, ¢1, P2, ..., ¢p son constantes y e¢ es ruido blanco con media cero y
varianza o?2.
El proceso AR(p) puede escribirse utilizando el operador retardo B de la siguiente
manera:

(1—¢1B—¢2B*> — - — ¢pBP)Y; =6 + e,

donde 1 — ¢ B — $2B* — -« — ¢, BP se denomina el polinomio caracteristico.
Condiciones de estacionariedad

Un proceso AR(p) es estacionario si el médulo de cada una de las p raices del
polinomio caracteristico es mayor que uno.
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Proceso autorregresivo de segundo orden
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Principales caracteristicas de un AR(p) estacionario

@ La FAC decae hacia cero de forma rapida.

@ La FACP se anula para retardos superiores a p.

Ejemplo (en el lib

Dado el proceso Y =2,5—1,8Y;_1 — 0,81Y;_> + & donde &; es ruido blanco.
Se pide:

Comprobar si es estacionario.

Calcular la media del proceso.

Calcular la varianza del proceso sabiendo que o2 = 2.
Calcular los coeficientes de retardos 1, 2 y 3 de la FAC.
Calcular la FACP.

eeeee
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Un proceso se denomina de medias mdviles cuando explica el valor de una de-
terminada variable en un periodo t en funcién de un término independiente y
una sucesién de perturbaciones correspondiente a periodos pasados ponderados

convenientemente.
La expresién genérica de un proceso de medias méviles MA(q) es la siguiente:

Ye=0+¢et+bhet—1+ 0er2+ -+ 046t—q,

donde
@ J es una constante
@ 01,0-,...,0q son denominados pardmetros de media movil
@ & es ruido blanco

Utilizando el operador retardo B:

Yi=06+ (14 6:1B+6:B°+ -4 0,8%e:,
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Media
E[Y:] = E[0] + Ele¢] +61 E[e¢e—1] 462 E[er—2] 4+ -+ - + 04 E[et—q] = 0. 3
~—~ —— —— ——
0 0 0 0

Denotando por Y: = Y; — E[Y:] = Y: — 0, el proceso MA(q) se puede expresar
de la siguiente manera:

Vt =¢er+ 011+ +048i—q,
Condicién de invertibilidad

Definicion

Un proceso Y; es invertible si puede ser representado como un proceso
autoregresivo de orden finito o un proceso autoregresivo de orden infinito pero
convergente.

Intuitivamente que un proceso sea invertible significa que puede explicarse en
funcidn de su propio pasado hasta un determinado retardo (AR finito) o que la
influencia del pasado se diluye con el tiempo (AR infinito convergente).
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De la expresién con el polinomio caracteristico del proceso MA(q):
Yi=(14 6B+ - +0,B%e:,

se obtiene: B
(1+6:1B+---460,B))'Y: =&

Por las propiedades de los polinomios se sabe que el inverso de un polinomio
finito es un polinomio infinito:

(1+OIB+"'+9qu)71:1+<P15+<P252+"'»

cuya expresidn es convergente si y solo si las g raices del polinomio caracteristi-
col+ 6B+ - -+ 04B son en médulo mayores que 1, es decir, |B;| > 1,
i =1,...,q9. A estas condiciones se les denomina condiciones de invertibilidad
del proceso MA(q).
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Se dice que un proceso estocastico {Y:} sigue un proceso de medias méviles de
orden 1, MA(1), si se puede escribir como:

Yt:6+8t+08t71<:>Yt:§+(1+98)5t

donde 4, 6 son constantes y ¢; es ruido blanco con media cero y varianza o2.

,\

ﬁ ﬂ T u\ w\‘\ ‘
| v/,m w W@V e M
i |

Figura: Proceso MA(1) con § = —0,8
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MA(1). Estacionariedad

Como se ha visto, la media del proceso es J y, por tanto, constante.
La varianza del proceso verifica:

v = Var[Vi] = Var[§ +¢e; + Oe:_1] = Var[e,] +6° Var[e:_1]
S—— —
o2 o2

+2 Cov(ee,0ee—1)
[ —
0
= =0l 6% = (14602,

Como 02 >0y 1+ 6% >0, la varianza es positiva y constante.
Para confirmar la estacionariedad del proceso hace falta ver que la funcién de
autocovarianzas no depende del tiempo.
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MA(1). Estacionariedad

Y1 = COV(Yt, thl) = COV(\N/t, S}tfl) = E[S}ts}ffl] — E[S}f] E[S}tfl]
—— ——
0 0

= E[Vts}tfl] = E[(Et + 0€t71)\7t71] = E[Et Y/tfl] +0 E[etfl Y/tfl] = 00’5
—_—— —_——

2
0 o2

Y2 = COV(Yt, Yt—2) = C‘OV(\N/t7 S'/t_Q) = E[S'/t S-/t—Z] — E[S'/t] E[Vt_Q]
N —
0 0
= E[Y:Yeoo] = E[(e¢ + Oec—1) Ye2] = Ele: V2] +0 E[ec—1Ye—2] = 0.
—— ——
0 0

Razonando de igual manera se obtiene que todos los coeficientes con retardos
superiores a dos son también nulos. Por tanto:

o= (14602, m=002, =0 Vk>2

No se necesita ninguna condicién para obtener la estacionariedad.
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Proceso de medias méviles de segundo orden
Proceso de medias méviles de orden g

Funcién de autocorrelacion simple

fo? 0 0

p=1 = (1+93)ag Siye P T 0 V=22
Funcién de autocorrelacion parcial
Si el proceso es invertible, es decir, si la raiz de su polinomio caracteristico 1+ 68
es mayor que 1 en valor absoluto, Y; se puede expresar en funcién de su propio
pasado.
Que el proceso MA(1) se pueda expresar como un AR(o0) significa que existe un
efecto directo entre la variable Y; y todas las demds variables retardadas Y;_1,
Y¢—2,... Por tanto, todos los coeficientes de la FACP son distintos de cero. Al ser
el proceso invertible también se sabe que estos coeficientes decrecen a medida
que aumenta el retardo, dicho con otras palabras, la influencia del pasado se
debilita a medida que las variables se alejan en el tiempo.
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Proceso de medias méviles Proceso de medias méviles de primer orden
Proceso de medias méviles de segundo orden
Proceso de medias méviles de orden g

Principales caracteristicas de un MA(1) invertible

@ Siempre es estacionario.

@ La FAC sélo tiene un coeficiente no nulo en el retardo 1, siendo 0 en el
resto.

@ La FACP no se anula, pero tiene un comportamiento convergente a cero.

Ejemplo (en el libro)

Dado el proceso Y = —1,5+¢e: — 0,3 - &¢_1, donde &; es ruido blanco con
o2 = 0,2, calcular su media, varianza, covarianza, funcién de autocorrelacién
simple y primeros tres coeficientes de la funcién de autocorrelacién parcial.
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Proceso de medias méviles Proceso de medias méviles de primer orden
Proceso de medias méviles de segundo orden
Proceso de medias méviles de orden g

Se dice que un proceso estocastico {Y:} sigue un proceso de medias méviles de
orden 2, MA(2), si se puede escribir como:

Ye=0+e+bice1+ oo YVe=0+ 1+ 0B+ 0:8%)e,

donde 6, 01, 0> son constantes y ¢; es ruido blanco con media cero y varianza o2.
Estacionariedad
La media de un proceso MA(2) es igual a J y, por tanto, constante.

Y = Var[Yi] = Var[d + et + b1ee—1 + Ore¢—2]
Varle:] +07 Var[e:—1] +63 Var[e:—»]
N—— —— ——

2 2 2
e 9e 9e

= o2+ 0702 + 0507 = (1467 + 63)02.
Como 02 > 0y 14607462 > 0, la expresién de la varianza es positiva y constante.
Falta comprobar que la funcién de autocovarianzas no depende del tiempo, de-
pende solo del retardo que separa a las variables.

Modelos univariantes lineales estacionarios Econometria 3, GECO — Universidad de Gr.

33/46



Proceso de medias méviles Proceso de medias méviles de primer orden
Proceso de medias méviles de segundo orden
Proceso de medias méviles de orden g

La funcién de autocovarianzas de un proceso MA(2) es:

w = (1+6+63)0? (4)
Moo= 6i(6+1)0? (5)
Y2 = bl (6)
v = 0,YVk>3 (7)

Como puede observarse, la funcién de autocovarianzas no depende del tiempo.
Por tanto, no es necesario imponer ninguna condicién para que el proceso MA(2)
sea estacionario.

Funcién de autocorrelacion simple

-1 - 91(92+1)O’§ . 01(92+1)
= T are i) 1+6+62

B 6202 _ 6> 0
P+ @ 1) 11+ TN

=0, Vk>3.
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Proceso de medias méviles Proceso de medias méviles de primer orden
Proceso de medias méviles de segundo orden
Proceso de medias méviles de orden g

Funcién de autocorrelacion parcial

Al igual que para el proceso MA(1), si un proceso MA(2) es invertible entonces
se puede expresar en funcidén de su propio pasado, por tanto, existe influencia
directa de todas las variables retardadas Y:_1, Y:_2,... sobre Y:. Es decir, todos
los coeficientes de la FACP serdn distintos de cero.

La FACP tiene infinitos valores distintos de cero que decrecen exponencialmente
a partir del primer valor hacia cero.
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Proceso de medias méviles Proceso de medias méviles de primer orden
Proceso de medias méviles de segundo orden
Proceso de medias méviles de orden g

Principales caracteristicas de un MA(2) invertible

@ Siempre es estacionario.
@ La FAC tiene sus dos primeros coeficientes distintos de cero.

@ La FACP no se anula, pero tiene un comportamiento convergente a cero.

Ejemplo (en el libro)

Dado el proceso Y: =e: — 0,8 -et—1 + 0,25 - &5, donde &; es ruido blanco con
Ug = 0,4, calcular su media, varianza, covarianza, funcién de autocorrelacién
simple y primeros tres coeficientes de la funcién de autocorrelacién parcial.
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Proceso de medias méviles Proceso de medias méviles de primer orden
Proceso de medias méviles de segundo orden
Proceso de medias méviles de orden g

Principales caracteristicas de un MA(q) invertible

@ Siempre es estacionario.
@ La FAC tiene los g primeros coeficientes distintos de cero.

@ La FACP no se anula, pero tiene un comportamiento convergente a cero.

Ejemplo (en el libro)

Considere el modelo Y; =5+ & — 0,86:—1 + 0,25¢;—» donde & es ruido blanco.
Sabiendo que o2 = 2 se pide:

@ Comprobar las condiciones de estacionariedad e invertibilidad.
@ Calcular la media y varianza del proceso.

© Obtener la FAC.

@ Calcular los dos primeros términos de la FACP.

© Hallar la representacién AR(co) del proceso.
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Procesos autorregresivos y de medias méviles

ARMA(p,q)

Se dice que un proceso {Y:} admite una representacién autorregresiva y de

medias mdviles de orden p, g respectivamente, si se puede modelizar a través de
la ecuacidn:

Ye=0+¢1Yeim1+¢2Yeo+ -+ dpYip+er+016e—1+boero+ -+ 0qer—g.
Este modelo se puede escribir en términos del operador de retardos:

Yt*¢1Yt—1*¢2Yt—2*"'*¢pyt—p = 5+5t+915t—1+925t—2+"'+9q5t—q
(1—¢1B—¢aB®>— - —¢pB”)Y: = 6+ (1+0B+6:B>+---+0,B%e:
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Procesos autorregresivos y de medias méviles

ARMA(p,q)

Teorema

Un proceso autorregresivo de medias mdviles finito ARMA(p,q) es estacionario
si y solo si el médulo de cada una de las raices del polinomio autorregresivo es
superior a uno.

.

Teorema

Un proceso autorregresivo y de medias mdviles finito ARMA(p,q) es invertible
si y solo si el médulo de cada una de las raices del polinomio de medias méviles
€es superior a uno.

.

El modelo ARMA(p,q):
@ Tiene media y varianza constantes.
@ Los primeros g coeficientes de la FAC estdn dados por la parte MA. A

partir del retardo g se producird un decrecimiento que vendrd dado por la
estructura AR.

@ Los primeros p coeficientes de la FACP estan dados por la parte AR. A
partir del retardo p se producird un decrecimiento que vendra dado por la
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Procesos autorregresivos y de medias méviles

ARMA(p,q)

Ejemplo (en el libro)

Considere el modelo Y; = 0,4Y;_1 + € + 0,81 donde ¢; es ruido blanco.
Sabiendo que o2 = 1 se pide:

@ Comprobar las condiciones de estacionariedad e invertibilidad.
@ Calcular la media y varianza del proceso.

© Obtener los coeficientes de orden 1y 2 de la FAC.

@ Calcular los coeficientes de orden 1y 2 de la FACP.

© Hallar la representacién AR(co) del proceso.

¢

Ejemplo (en el libro)

Dado el proceso (1+0,2-B)-Y; = (1 —0,7- B) - &, donde &; es ruido blanco
con 02 = 0,1, se pide contestar de forma razonada a las siguientes cuestiones:

@ Es el proceso estacionario e invertible?

@ Calcular la funcién de autocorrelacidén simple para los retardos 1 y 2.
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Teorema de Wold

Teorema de Wold

Teorema de Wold

Cualquier proceso estacionario Y: puede representarse como la suma de dos
procesos mutuamente incorrelados:

Y: = Dt + X,

donde D; es un proceso determinista y X: es un proceso MA(co).

Sin tener en cuenta la parte determinista, el Teorema de Wold establece que un
proceso estacionario puede expresarse como un proceso MA(co):
Ye=ci+ e 1+ gog ot =1+@B+ B+ )e

En la practica no es atil utilizar una expresion con infinitos términos pero un po-
linomio infinito se puede representar como el cociente de dos polinomios finitos:
6(B)
¢(B)
El Teorema de Wold permite que cualquier proceso estacionario sea descrito
como un proceso ARMA(p, q) o como sus casos particulares AR(p) y MA(q).

Yi=14 @B+ @B+ )e = er < ¢(B)Y: = 0(B)e:.
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Identificacién

Identificacidn

Ya se conoce el tipo de modelos que pueden describir a los procesos estaciona-
rios: autorregresivos, de medias méviles y autoregresivos de medias méviles.
Ahora se trata de elegir qué tipo de modelo se ajustaria mejor a la serie temporal
bajo estudio. Para ello se comparan las caracteristicas muestrales de la serie con
las caracteristicas tedricas de los modelos. Concretamente se hacen comparacio-
nes sobre las funciones de autocorrelacién simple y parcial.

Estadisticos muestrales

FAC FACP
AR(p) Decrecimiento exponencial Nula para kK > p
y/o sinusoidal amortiguado
MA(q) Nula para k > g Decrecimiento exponencial
y/o sinusoidal amortiguado
ARMA(p, q) | Decrecimiento exponencial | Decrecimiento exponencial
y/o sinusoidal amortiguado | y/o sinusoidal amortiguado

Cuadro: Comportamiento de la FAC y FACP para los procesos AR, MA y
ARMA
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Identificacién

Identificacidn

@ Las primeras apuestas deberian ser modelos puros AR o MA y despues
estudiar los modelos mixtos ARMA

@ Si la primera decisidn es sobre elegir un modelo AR o MA, se debe decidir
qué funcién de autocorrelacién muestral, la simple o la parcial, decrece:

e Si se decide que la que decrece es la FAC muestral se apostaria
por un modelo AR y el orden del modelo se decidiria viendo el
nimero de coeficientes no nulos significativos en los primeros
retardos de la FACP muestral

e Si se decide que la funcién de autocorrelacién muestral que
decrece es la parcial, se apostaria por un modelo MA y su
orden se decidiria viendo el niimero de primeros coeficientes
significativos de la FAC muestral
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Identificacién

Identificacidn

Inferencia
@ Bajo la hipétesis nula de que p} = 0: pf, — N(0, +)
Se rechazard la hipétesis nula a un nivel de significacién del 5% si el
i 5 esta i 2
estimador f, esta fuera del intervalo +—=.
Si se rechaza esta hipdtesis nula para los p primeros coeficientes, se
apostaria por describir la serie temporal bajo estudio con un proceso
AR(p).
. s A 1
@ Bajo la hipdtesis nula de que px = 0: px — N(O, %)
Se rechazard la hipétesis nula a un nivel de significacién del 5% si el
estimador p, esta fuera del intervalo :I:\%.
Si esto ocurre para los g primeros coeficientes, la serie bajo estudio se
describirfa mediante un proceso MA(q).
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Identificacién

Identificacidn

FAC de x

" 1.96T705 ——

0000 O0009o
o> RNvONMRD®

.
0 5 10 15 20
retardo

FACP de x

+1.96T0.5 ——

0000 O00O
oo rvONMRD®

o
o

.
10 15 20
retardo
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Identificacidn

Identificacién

-0.4
-0.6

-0.6
0

FAC de m

" 1.96T705 ——

.
5 10 15 20
retardo

FACP de m

+-1.96/T"0.5 ——

.
5 10 15 20
retardo
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Transformaciones que inducen estacionariedad en media y varianza

Una serie temporal es no estacionaria en media cuando tiene tendencia creciente
o decreciente, o cambios de nivel. Es decir, una serie no estacionaria no se mueve
de forma estable alrededor de una constante.

Paseo aleatorio: Y; = Y:_1+e¢:, (AR(1) cond =0y ¢ = 1)

T,
: W

025 L L L L
0 50 100 150 200

Figura: Grafico de un paseo aleatorio
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Transformaciones que inducen estacionariedad en media y varianza

Otra pista de que la serie no es estacionaria se puede encontrar en la FAC porque
decrece de forma muy lenta.

FAC de pa
1 T T T T
o5 —
oot L T
05
o 5 10 5 » »
retardo
FACP de pa
0; ' ' ' 106m05 —
JH
05
o 5 0 5 » »
retardo
Figura: FAC y FACP de un paseo aleatorio
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Transformaciones que inducen estacionariedad en media y varianza

La tendencia puede eliminarse tomando diferencias regulares: \VAA'A
En la practica, a lo sumo es necesario una (d = 1) o dos (d = 2) diferencias
regulares para obtener un comportamiento estable.

V?Y, = ARMA(p, q) < Y: — ARIMA(p, d, q)

Sobre el paseo aleatorio: Y; = Y;_1 + &:. Dado que ¢ = 1, se sabe que no es un
proceso estacionario pero su primera diferencia:VY; = e & Y: — Yi—1 = &, €s
un ruido blanco y, por tanto, estacionario.
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Transformaciones que inducen estacionariedad en media y varianza

FAC dedya
o ! ! ! 1060 —
01
008 I ¥ I 1 1 |
00051, | | I I I I I |
%3 ! ! ! ! !
o 5 10 15 2 5
retardo
FACP de dya
% ! ! ! ——
B I ———
% | | | | [
] ! ! ! ! !
o 5 10 15 2 %
retardo
Figura: FAC y FACP de las primeras diferencias
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Transformaciones que inducen estacionariedad en media y varianza

Si una serie es no estacionaria en varianza, el procedimiento habitual para con-
vertirla en estacionaria consiste en transformar la variable tomando logaritmos y
pasar a analizar la variable transformada, In Y%, en lugar de la original, Y.

0 62

- o

s8

0 se

@ s2
3 2000 3 )

Figura: Ndmero de fallecidos desde Enero de 1993 a Diciembre de 2013 y
su logaritmo

V,

Es importante destacar que esta transformacién ademas de inducir estacionarie-
dad en varianza también induce normalidad en los datos en algunos casos.
Si es necesario inducir estacionariedad en media y varianza, primero se aplicaran
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Estacionalidad

Proceso estacional autorregresivo
Proceso estacional de media movil

Proceso estacional autorregresivo y de media movil

Cuando la serie temporal presenta una pauta de comportamiento que se repite
con una periodicidad inferior a un afio (meses, trimestres, cuatrimestres,...) se
dice que la serie presenta estacionalidad.

A la periodicidad de los datos se le denota por s (s = 12 para meses, s = 4 para
trimestres, s = 3 para cuatrimestres y s = 2 para semestres).

Durante la modelizacién de un proceso ARIMA se debe tener en cuenta el com-
portamiento estacional ya que si, por ejemplo, se trabaja con datos mensuales, las
observaciones cada 12 meses estaran correladas. Por tanto, ademds de estudiar el
comportamiento regular de la serie (relacién entre observaciones sucesivas) hay
que tener en cuenta la relacién lineal existente entre observaciones del mismo
mes en afios consecutivos (comportamiento estacional).

La identificacién y especificacidon del modelo para la estructura estacional se hace
exactamente igual a la descrita hasta ahora, con la novedad de que en la FAC y
FACP hay que prestar especial atencién a los miultiplos de s: s,2s,3s,4s,....
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Estacionalidad

Proceso estacional autorregresivo
Proceso estacional de media movil

Proceso estacional autorregresivo y de media movil

Sea el proceso estacional puro autorregresivo de orden 1 con periodicidad s,
AR(1)s:

Y =Y s+er & (1 — OB°)Y; =&,
donde ¢; es ruido blanco.
Al ser un proceso autorregresivo es invertible para cualquier valor de ® y serd
estacionario si y solo si las s raices del polinomio (1 — ®B®) son, en modulo,

mayores que la unidad. Suponiendo que el proceso es estacionario, se obtiene:
Media: 1 = E[Y:] =0

Varianza:
Yo = Var(Y:) = E[Y?] = QE[YZ (] + E[e]] + 20E[Yi—sei]
= ®*yp+ol
_ o
e 1- o2
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Estacionalidad

Proceso estacional autorregresivo
Proceso estacional de media movil

Proceso estacional autorregresivo y de media movil

Funcién de autocovarianzas:

Vs = E[YiYi_s] = PE[Yi—sYi—s] + Ele: Yi—s] = P,
Yos =  E[Y:Yias] = PE[YiosYioas] + E[et Yioas] = Os = &0,
Vs = P

Dado que Y; se relaciona solo con las variables retardadas Y;—s, Y:—2s,... para
los retardos distintos de s o sus miiltiplos se tiene que:

h#s-j, v = E[YiYi—p] = E[(®Yies +€¢t) Yios]
= ¢E[thsyt7h] + E[at thh] =0.

Funcién de autocorrelacién simple:
Dado que p; = % la FAC, para j =1,2,3,..., sera:

po=1, ph:¢j7h:s'j7 pr=0, h#s-j.
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Estacionalidad

Proceso estacional autorregresivo
Proceso estacional de media movil

Proceso estacional autorregresivo y de media movil

Funcién de autocorrelacién parcial:
Atendiendo a la expresién del modelo AR(1)s parece claro que la tnica influencia
directa sobre Y; la tiene Y;_s, luego el tinico valor no nulo de la FACP serd para
Jj=s:

E=ps=0o, pf=0,Vj#s.

Para el proceso AR(P)s:
Yi=®1Yi s+ PoYios+ -+ PpYips + &4,

la FAC decrece con valores no nulos en los retardos estacionales, mientras que
la FACP serd nula excepto para los valores pf con h=s,2s,...,Ps.
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Estacionalidad

Proceso estacional autorregresivo
Proceso estacional de media movil

Proceso estacional autorregresivo y de media movil

Sea el proceso estacional de medias moviles de orden 1 con periodicidad s,
MA(1)s:

Yi=¢t+Ocr_s & Y: = (1 + OB°)ey,
donde ¢; es ruido blanco.
Como es un proceso de medias moviles es estacionario. El proceso serd invertible
si las s raices del polinomio (1 + ©B°) son, en médulo, mayores que uno. Sus
principales caracteristicas son:
Media: = E[Y:] =0
Varianza:

Yo = Var(Y:) = E[Y?] = E[¢]] + ©E[e_.] + 20E[eter—s]) = (1 + ©%)o?
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Estacionalidad

Proceso estacional autorregresivo
Proceso estacional de media movil

Proceso estacional autorregresivo y de media movil

Funcién de autocovarianzas:

h#s, v = E[Y:Yis] = E[(et 4+ Oct—s)(et—h + O€r—s_1)]
= Eleece—n+ Octct—s—h + Oct—sce—p + O’cr_scr—s_p] =0,
h=s, v = E[Y:Yion] = E[(er+ Oct—s)(et—n + Oct_s_1)]

= Eleters + Ocrer—2s + Oci_; + O%cr_ser—2s] = O0?.

Funcién de autocorrelacion simple

©

ph:W7h257 pn=0, h#s.

00:17
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Estacionalidad

Proceso estacional autorregresivo
Proceso estacional de media movil

Proceso estacional autorregresivo y de media movil

Funcién de autocorrelacion parcial: Teniendo en cuenta que el inverso del
polinomio (1 + ©B°%) es:

1

_ s 2 2s
Tom =1 TOB OB+

el modelo MA(1)s puede expresarse como un AR(c0)s:
(14OB° +0%B*+--- )Y, js =t & Vi = =0V, =0’ Y, 2,— Oyt 35— - +¢1,
y entonces la FACP sera nula excepto para los valores

P=—0 h=s-j j=123,...

Para el proceso MA(Q)s:
Yi =¢r + 0165 + Oz6r—2s + - - + Oqer—gs,

la FAC serd nula excepto en los retardos estacionales, mientras que la FACP
decrece con valores no nulos en los retardos estacionales.
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Estacionalidad

Proceso estacional autorregresivo
Proceso estacional de media movil

Proceso estacional autorregresivo y de media movil

Sea el proceso estacional autorregresivo y de medias moviles de orden (1,1) y
periodicidad s, ARMA(1,1)s:

yt = ¢Yt—s + Et + @61:_5 = (1 - ¢Bs)yt == (1 Jr @Bs)&,

donde €; es ruido blanco.

La FAC y FACP son funciones infinitas que decrecen tomando valores no nulos en
los retardos estacionales s, 2s, 3s, - - -, es decir, son andlogas a las de los modelos
ARMA(p,q).

A la hora de identificar modelos, la identificacién de la parte regular se hace
mirando los primeros retardos de los correlogramas y la identificacién de la parte
estacional mirando los retardos estacionales (s, 2s,...).

FAC de d,dremperatur

retardo

FACP de d,dremperatur
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Modelos ARIMA multiplicativos

Para eliminar la persistencia estacional fuerte se tomas diferencias estacionales:
Vs =1— B?® donde s es el periodo estacional.

La forma mds eficiente de incluir la estacionalidad en los modelos de series
temporales es de forma multiplicativa, asi un proceso estocastico {Y:} sigue un
modelo ARIMA(p, d, q) x (P, D, Q)s si responde a la siguiente expresién:

(1—¢g1B—¢2B° — - — $pBP)(1 — ®1B° — d,B* — ... — 0pB*)VIVLY, =
b+ (1+0:B+0:B+---+0,B9)(1+01B° +©B* + - +0gBY)ey,
donde:
@ V, = (1 — B®) es la diferencia estacional y D =0, 1
® V = (1 — B) es la diferencia regulary d = 0,1,2

El orden en que se apliquen las diferencias regular y estacional es indiferente.
Si ademds se consideran logaritmos para inducir estacionariedad en varianza, el
modelo se expresaria de la siguiente manera:

#(B)D(B°)VIVE InY: = 6 + 0(B)O(B*)e:.
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Estimacién de los modelos ARIMA

Tras la identificacion y especificacidn del modelo, el siguiente paso es la estima-
cién de los parametros del mismo. Con tal objetivo se pueden aplicar distintas
técnicas tales como:

@ Métodos de los momentos.

@ Método de maxima verosimilitud: condicional y exacta (usada por la gran
mayoria de paquetes informaticos).

Estimacién no lineal.

Estimacién por Minimos Cuadrados Ordinarios (cuando el término de
error no tenga autocorrelacién: modelos AR).
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Diagnosis sobre los parametros
Diagnosis sobre los residuos

Diagnosis del modelo

Los pardmetros estimados han de ser estadisticamente distintos de cero.

Los pardmetros estimados han de verificar las condiciones de
estacionariedad y/o invertibilidad, es decir, las raices de los polinomios
caracteristicos han de ser, en médulo, mayores que la unidad.

Sobreparametrizacién: en un modelo adecuado no deben existir factores
en la parte AR ni en la parte MA subceptibles de cancelarse. Por ejemplo,
(1-12B+0,35B*)VY; = (1 —0,7B)e:

(1-0,7B)(1 —0,5B)VY: = (1 — 0,7B)e:.

Si se sobrediferencia (se diferencia la serie mds veces de las necesarias),
también se sobreparametriza el modelo. Asi, si la parte MA no es
invertible podria indicar que se ha sobrediferenciado y que el modelo
correcto es mas sencillo.

Principio de parsimonia: el modelo ha de tener el minimo nimero de
parametros posible.
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Diagnosis sobre los pardmetros
Diagnosis sobre los residuos

Diagnosis del modelo

Los residuos resultantes deben comportarse como un proceso de ruido blanco.

@ La serie de los residuos ha de ser estacionaria en media y en varianza. Asi,
por ejemplo, si los residuos tienen tendencia (creciente o decreciente)
habria que diferenciar alguna vez mas. Si no es estacionaria en varianza,
habria que replantearse una transformacién de Box-Cox:

YA 1
A#O
A )
yt(A):
InY, A=0

@ Las FAC y FACP de los residuos no deben presentar ninguna estructura,
es decir, los coeficientes han de ser estadisticamente cero. Si a partir de
estas funciones se observa que los residuos presentan estructura
autorregresiva habria que reespecificar el modelo teniéndolo en cuenta,
igual si presenta una estructura de medias méviles.
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h N Diagnosis sobre los pardmetros
Diagnosis del modelo

Diagnosis sobre los residuos

Usar los estadisticos de Ljung-Box o Box-Pierce para analizar si los
residuos del modelo son ruido blanco.

Hop : los primeros m coeficientes de autocorrelacién
son conjuntamente cero
H : existe algln coeficiente de autocorrelacién no nulo
En el caso del contraste de Ljung-Box se rechaza la hipétesis nula si

m

~2
Qoo = T(T+2) 3 %4 > Xnpqle)
k=1

En el caso del contraste de Box-Pierce se rechaza la hipétesis nula si:

Qexp = Tzﬁi > X?n(a)
k=1
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Seleccién de modelos

Tras la diagnosis es posible que se consideren validos mads de un modelo para una
misma serie temporal. Para ello se recurre a los criterios de seleccién de modelos:
criterios de informacién de Akaike (AIC), el bayesiano de Schwarz (BIC) y el de
Hannan-Quinn (HQC).

Teniendo en cuenta que la verosimilud de un modelo viene dada por

£= —g (14 In(2-7) = In(T)) — % -In(SCR)

donde T es el nimero de observaciones disponibles y SCR es la suma de cua-
drados de los residuos, los criterios de informacién se definen como:

@ Criterio de Akaike: AIC = —-2-£+2-p.

@ Criterio de Schwarz: BIC = =2 - £+ p-In(T).

@ Criterio de Hannan-Quinn: HQC = —-2-£+42-p-In(In(T)).
donde p es el nimero de pardmetros que tiene el modelo y que actua como un
factor de penalizacién.
Utilizando estos criterios se escogeria aquel modelo con un menor valor de

AIC, BIC o HQC.
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles
Procesos autorregresivos de medias moviles

Prediccién puntual en modelos ARIMA

Y1,...YT ¥ €1,....6T son conocidas.

\A/T(k) = predictor de Y74« suponiendo informacién hasta el periodo T

A k se le denomina horizonte de prediccion.

El predictor que minimiza el error cuadratico medio de prediccion E7[(Yrix —
Y7(k))?] es la esperanza de la variable Y7 4 condicionada a la informacién

disponible:
YT(k) = E[YT+k/Y1, ceny YT] = ET[YTJrk].

Adviértase que:
@ E7[Y74is] = Y745 para s <0 ya que estos valores han sido observados.
@ Er[Yris] = Yr(s) para s > 0.
@ Er[er+s| = eT14s para s < 0 ya que estos valores son conocidos

® Er[er+s] =0 para s > 0 por ser &; ruido blanco.
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles
Procesos autorregresivos de medias moviles

Prediccién puntual en modelos ARIMA

AR(l) Yt = 5 + ¢Yr—1 + &¢.

k=1:Y7r(1) = Er[Yra]l=Er[6+¢Yr+er]l=0+0o6Yr.

k=2: \A/T(Z) = Er[Yri = Er[0+ dY141 +e742] = 6 + PET[Y711]
= 04+6Yr(1) =0+ 6(0+6Yr) =06(1+ ) + ¢ Yr.

k=3:Y7r(3) = Er[Yris]=Er[6+¢Yrio+eris] =0+ ¢Er[Yri2]

= 6+0Yr(2) =0+ ¢(6(1+¢) + ¢’ Yr)
= (1+o+¢)+¢°Yr
k>4:Yr(k) = 64+¢Vr(k—1)=61+¢+¢>+ -+ 1)+ ¢"Yr.

Si el proceso es estacionario (|¢| < 1):

5
Op:g

k
@ 1+p+¢ + - +¢ =15

Por tanto: R
Yr(k) = (1= ¢“ )+ 6" Y7.
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles
Procesos autorregresivos de medias moviles

Prediccién puntual en modelos ARIMA

Yr(k) = (1—¢")u+o"Yr.
Si el proceso es estacionario:

@ La prediccién es una combinacién lineal de la dltima observacién, Y7, y la
media estacionaria del proceso.

@ Segln se avanza al futuro (mayor es k), la dltima observacién recibe una
ponderacidén mds pequefia (|¢| < 1), por lo que aumenta la incertidumbre
con la que se predice.

@ Para un horizonte de prediccién grande (cuando k tiende a infinito), la
prediccion serad la media del proceso.
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Procesos autorregresivos

Procesos de medias méviles
Procesos autorregresivos de medias moviles
Prediccién puntual en modelos ARIMA

AR(2)Z Ye=0+ (,231 Yic1 + ¢2 Yi—o + €t

k=1: \A/T(l) = Er[Yrul=Er[0+ 1 YT+ d2YTo1 +e141]
= 0+ YT+ d2Y7ro1.
k=2: VT(2) = Er[Yrp =Er[d+ o1 Yri1i+ 2 YT +e142]

= 0+ nEr[Yri]+dYr = 5+¢1\A’T(1)+¢2YT
= 0+ + YT+ aYTo1)+ YT
= 01+ 1) + (1 + @) Y7 + dr162 Y71,
k=3: \A’T(3) = Er[Yri3] = Er[0+ d1Yrio + G2 Y71 + £743]
= 5+ nEr[Yrial + eEr[Yra]l =6+ 1 Y7(2) + 62 Y7 (1)

= 51+ ¢1+ o+ d1) + d1(eF + 262) YT + ($id2 + ¢3) Yr_1.

La prediccidn para cualquier horizonte (valor de k) depende de los dos dltimos
valores observados. En un AR(p) dependera de las dltimas p observaciones.
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles
Procesos autorregresivos de medias moviles

Prediccién puntual en modelos ARIMA

MA(].) Yt =40 + et + 051:71.

k=1: VT(].) = ET[YT+1] = ET[6+€T+1+9€T] =0+ 0er.
k=2: \A/T(Q) = Er[Yrp]=Er[d+erio+beria] =6
k>3:Yr(k) = Er[Yrul=Er[0+erix+0erin] =0

Con un MA(1) sélo se puede predecir con un valor distinto a la media de la serie
en un periodo hacia delante.
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles
Procesos autorregresivos de medias moviles

Prediccién puntual en modelos ARIMA

MA(2): Ye =0+ et + b1ee—1 + Ooer—o.

k=1:Yr(1) = Er[Yru]=Er[d+eri1+bier + 07 1]
= 0+ bieT +Oer-1.

k=2: \A/T(Q) = Er[Yri] = Er[d+erio+ 016711 + boer] =6 + boer.
k=3:Y7r(3) = Er[Yris]=Er[0+eris+bieTsa + bacria] = 0.
>3:Y7r(k) = Er[Yru] = Erld + etk + 1okt + O2eTik—2] = 6

Con un MA(2) sélo se pueden predecir valores distintos a la media de la serie en
uno o dos periodos hacia delante.

En un MA(q) para cualquier horizonte superior a g, la prediccién es la media del
proceso.
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles

Procesos autorregresivos de medias méviles

Prediccién puntual en modelos ARIMA

Sea un proceso ARMA(1,1):

Ye=0+ ¢Yeo1+ e + 01,

La expresion del predictor para los distintos horizontes es:

k=1:Yr(1) =
k=2:Yr(2) =
k=3:Yr(3) =
k>3:Yr(k) =

Er[Yru]l = Er[0 + dYr +eri1+0er] =0+ @Y7 + ber.

Er[Yri2] = E7[0 + ¢ Y7141 + €742 + O 744]

8+ GET[Yrin] =6+ ¢Y7(1) = 5(1+ ¢) + ¢ Y7 + ¢ber.
Er[Yri3] = E7[0 4+ ¢ Y742 + €743 + O 710]

8+ GET[ Y742 = 6 + ¢ V7(2)

S(1L+ ¢+ ) + Y7 + ¢*0er.

Er[Yrs] =0(1+ o+ ¢2 4+t ¢k*1) + ¢ky7_ _ ¢k71957_

(1= ¢ )+ Yr + ¢ e

Si el proceso es estacionario (|¢| < 1), la prediccién cuando el horizonte de
prediccién es muy alto (k tiende a infinito) es igual a la media del proceso.
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Actualizacién de predicciones en modelos ARIMA

ARIMA(p, d, q) : ¢p(B)V?Y: = 04(B)e:.

MA(o) : Y = (65(B)V°) *6,(B)e..

+o0
Representacién MA(oo) del proceso Yies: Yi =0 +¢er+ > tsce—s
s=1
Suponiendo que se observa Y71, el predictor a horizonte k teniendo informacién

hasta el instante T 4+ 1 es:

Vr(k) = Vr(k + 1) + (Ym - \“/T(l)) .
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles

Procesos autorregresivos y de medias méviles

Prediccién mediante intervalos de confianza en modelos ARIMA

Para estudiar la calidad de la prediccién realizada se analiza el error de prediccién
(diferencia entre el valor de la variable y la prediccién realizada). Asi, el error de
prediccién para el periodo T + k seria:

eT(k) = YT+k — \A/T(k)

Ademas, su varianza ofrece una medida del error cometido. Mas concretamente,
su raiz cuadrada es usada para construir intervalos de confianza para las predic-
ciones realizadas anteriormente mediante la expresién:

Y7 (k) & 1,961/ Var(er(k)),

donde se ha supuesto que el ruido blanco es gaussiano y que el intervalo se ha
construido con un 95 % de confianza.

Como se verd a continuacién, las amplitudes del intervalo de confianza para las
sucesivas predicciones de un modelo AR(p) crecen con el aumento de k, mientras
que para un modelo MA(q) permanecen constantes a partir de k = g + 1.
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles

Procesos autorregresivos y de medias méviles

Prediccién mediante intervalos de confianza en modelos ARIMA

AR(1): Yy =50+ ¢Yi1 + &
Error de prediccién:
k=1:er(1) = Yru—-Yr(D)=00+oYr+ern)— 0+ 0Yr)=cri.
k=2:er(2) Yri2— Y7(2)
B+ 0+ YT +eri) +e742) — (5(1+¢) + ¢°Y7)
ET+2 + PeT41.
Y7ok — \A/T(k)

2 k-1
= ertktPeTih—1t P ETih—2t+ -+ P TeTi1

k>2:er(k)
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles

Procesos autorregresivos y de medias méviles

Prediccién mediante intervalos de confianza en modelos ARIMA

Varianza del error de prediccion:

k=1:Var(er(1)) = o’
k=2:Var(er(2)) = E[er(2)’] = E[eT2 + ¢°cT41 + 204067 41]
= (1+¢°)02.

2 4 2Ak—1)y 2 1—¢* »
(1+(f> +¢ ++¢ )0'5—1_7&0'5.

k > 2: Var(er(k))

Si el proceso es estacionario, cuando k tiende a infinito la varianza del error de

2
prediccién tiende a iﬁ que es la varianza de un proceso AR(1).
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles

Procesos autorregresivos y de medias méviles

Prediccién mediante intervalos de confianza en modelos ARIMA

AR(2): Yi =0+ ¢1Yic1+ ¢2Yio +er
Error de prediccion:

k=1: eT(l) = YT+1 — \A/T(l)
= (0+nYr+oYroitera)—(0+diYr+d2Yro1) =€T41.
k=2: eT(2) = YT+2 — \A/T(2)

= (0+¢1(0+P1Yr+doYror+eri) + YT +eT42) —
(0(1+¢1) + (¢§ + &2) YT + 12 YT-1)

= €742+ P1ET41.
k=3:er(3) = Yri3—Y7(3) = - =eri3+ dreria + (45 + o)eri
Varianza del error de prediccion:
k=1: Var(er(1)
k=2: Var(er(2)
k =3: Var(er(3)

) = aﬁ.

) = (1+¢7)d?.

) Eler(3)’] = E[eT43] + ¢TE[T 2] + (65 + ¢2)°E[eT11]
(1+ 61 + (65 + ¢2)*)?.
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Procesos autorregresivos

Procesos de medias méviles
Procesos autorregresivos y de medias méviles

Prediccién mediante intervalos de confianza en modelos ARIMA

MA1): Ye =04t + bee
Error de prediccion:

k=1: eT(l) = YT+]_— VT(].):(6+5T+1+9€T)—((5+08T):€T+1.
k=2:er(2) = Yryo— \A/T(2)= (6+er42+0er41) — 0 =cr42 + OeT1.
k>2:er(k) = Yriu— \A/T(k) =(0+erik+0er4k-1)—0

= eryk+0eT4k-1-
Varianza del error de prediccién:

k=1:Var(er(1)) = o

k =2: Var(er(2)) Eler(2)’] = E[e71a + 07511 + 20eT16742]
(1+6°)02.
Eler(k)*] = EleTix + 0°cT 141 + 20e14k—167+4]
(1+ 602

La varianza del error de prediccién para k > 2 es la varianza del proceso MA(1),
es decir, alcanza su cota un periodo después de su orden.

k > 2: Var(er(k))
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles

Procesos autorregresivos y de medias méviles

Prediccién mediante intervalos de confianza en modelos ARIMA

MA(2): Ye =0+ et + brer—1 + Oaer o

Error de prediccion:

k=1l:er(l) =
k:2:er(2) =
k>2:er(k) =

Y741 — Y7 (1)

(6 +eri1+bier 4+ Oe7-1) — (0 + breT + Ooe7-2) = 741
Y2 — Y7 (2)

(6+erio+bieri1 + boer) — (0 + Ooe7) = €742 + O16711.
Yroo — Yr(k) = (0 + 14k + Oremih1 + OreTih2) — 6

eT+k + 016 T4k—1 + 02 THk—2.

Varianza del error de prediccion:

k=1: Var(er(1))
k =2: Var(er(2))

k > 2: Var(er(k))

2
= o:.

E[eT(2)2] = E[E%’+2 + 9%(‘:%[4,1 + 2015T+1€T+2]

= (1+6)d2

= Eler(k)’] = E[e7 4] + 0TE[eT k1] + O3E[€T 1]
(1463 +63)02.
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles

Procesos autorregresivos y de medias méviles

Prediccién mediante intervalos de confianza en modelos ARIMA

ARMA(L,1): Y = 6 + ¢Yeor + &0 + 0201

Error de prediccion:

k=1:er(1) = Yra—Yr(1)

(0+ YT +eri1 +0e7) — (0 + YT +0c7) = €711

Y72 — \A/T(Q)

(64 ¢Yri1 +eri2 + 0e711) — (5(1+ @) + ¢ Yr + plet)
co=erq0— (P + Oerya.

k=3:er(3) = Yris—Yr(3)

(6 4+ @Yri2+e743 +0e142) — (B(1+ ¢+ ¢°) + &> Y7 + ¢%0e7)
= - =crat (Pt 0)erio+ d(d+0)eria

k=2: eT(2)
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles

Procesos autorregresivos y de medias méviles

Prediccién mediante intervalos de confianza en modelos ARIMA

Varianza del error de prediccion:

k=1:Var(er(l)) = o

k=2:Var(er(2)) = E[eFa+(6—0)cr 1 —2(0+ 0)eriieTyo]
= (1+(¢+06)°)02.

k=3:Var(er(3)) = Elerys]+ (¢ —0)EleT 2] + 6°(¢ + 0)°E[eT 1]
= (1+(0+0)°(L+9¢°)0z.
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles

Procesos autorregresivos y de medias méviles

Prediccién mediante intervalos de confianza en modelos ARIMA

Calculo de la varianza del error de predicciéon en cualquier ARIMA

+oo
MA(+OO) Yt =0+ &t + Z ¢55t—s

s=1

R k—1
Error de prediccion: er(k) = Yrin — Y7 (k) = e1ak + D YseT4h—s

s=1
Varianza error de prediccién: Var (er(k)) = (1447 + -+ ¢5_4) o2
Intervalo de confianza al 95 % para la prediccién en un proceso ARIMA esta-

cionario:
Y7 (k) £ 1,961/ Var(er(k))

donde Var (er(k)) = (1 A z/zi,l) o2 siendo 1, . . ., k1 los primeros
k — 1 coeficientes de la representacién MA(+4o00) de dicho proceso.
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Procesos autorregresivos
Procesos de medias méviles

Procesos autorregresivos y de medias méviles

Prediccién mediante intervalos de confianza en modelos ARIMA

Capacidad predictiva del modelo
Se pueden comparar las predicciones realizadas con el verdadero valor de la
observacién y obtener asi una medida de la capacidad predictiva del modelo.
Considerando que de las T observaciones disponibles se usan las m primeras para
estimar el modelo, algunos de los estadisticos basicos que pueden usarse con tal
objetivo son:

T

. 1 .
Error Absoluto Medio (EAM): EAM = ——— o=V
t=T—m+1
1 u 52
Error Cuadratico Medio (ECM): ECM = T F;Hl (Yt - Yt) .

Valores del EAM o ECM préximos a cero son indicativos de una buena capacidad
predictiva.
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MODELOS DE FUNCION DE TRANSFERENCIA O MODELOS ARMAX:

@ Generalizacién del andlisis unidimensional de series temporales: incorporar
al modelo otras variables exégenas como explicativas.

@ Puesto que estas variables pueden aparecer retardadas se introducen
relaciones de caracter dinamico.

Y, recibe el nombre de output, y las explicativas, X, de input.

@ Algunos ejemplos de interés en Economia: variables impulso y escalén.
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Funcién de transferencia con un dnico input

Consideremos X;, Y: dos series debidamente transformadas para ser estaciona-
rias (en el caso de que no lo fueran).
El modelo ARMAX o modelo de funcién de transferencia se puede expresar como:

Y:

(VO+VIB+V282+V3B3+"')X1:+77(’

Xt + i Xe—1 + X2 + 3 X3+ - -+ 1e

@ 1; representa al ruido, se supone que es estacionario e independiente del
input X.

@ 1 se denominan coeficientes de respuesta al impulso: describen el peso
que tienen los valores pasados de X; a la hora de pronosticar Y;.

@ Para que la funcién de transferencia sea estable suponemos que
+o00o
E |VJ'| < 4-o00.
j=0

@ Observemos que en (1o + 1B+ s B? + 1/3B3 +...) hay infinitos términos.
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Funcién de transferencia con un dnico input

Esta situacién se solventa representando un polinomio de orden infinito como
cociente de dos polinomios de orden finito. Esto es:

ws(B) wo +wiB+wiB%+ ... +wsB*

5,(3) - 507513*5232*...75,8’ ’

v(B) =

Usualmente en aplicaciones de caracter econdmico los valores de r y s no son
superiores a 2.

wo+w1B+wgB2+...+wsBs)

X 1
(5o — 0B —0,B2— ... —o,B) M (1)

Yt:(
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Funcién de transferencia con un dnico input

En ocasiones el efecto de X; no se transmite de manera instantdnea a Y%, sino

que lo hace con un retardo de b periodos

+wiB+wB?+ ... B*
(wo +wiB +weB” + ... +ws )Xt—b+77:

Y, =

T (60— 0B —6B2—...—6B")
(wo—l—wlB—l—szz—i—...—i—wSBs) b

Y, =

T e —0B—5,B—... 5B Dt

Suponiendo, por comodidad, que dy = 1,

Yt = 61yt—1 + 52Yt—2 + -+ 5rYt—r
FwoXi—p + w1 Xe—p—1 + - -+ + ws Xe—p—s + perturbacion.
Mediante esta representacién se puede observar cémo la variable output, Y,
depende de su propio pasado y de la informacién actual (si b = 0) y pasada del

input, X.
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Variables impulso

Dado el proceso ARMA estacionario
(1_¢IB_"'_¢pBP)Yt: (14 6:1B+ -+ 0q)et,

suponemos que se ve afectado en un instante dado, t = tp, por un suceso
conocido, ¢.

0,sit#t

(1-n8 =0 B7)Ye = oh(tp (L4108, A ={ 3 5170

donde I; recibe el nombre de variable impulso.
El efecto puede darse en distintos periodos consecutivos. Esta situacién se podria
representar a partir de m variables impulso:

#p(B)Y: = al(to) + cle(t1) + - - + cmli(tm) + 0g(B)e:

coli(to) + cle—1(to) + - - + cmle—m(to) + 0q(B)e:
= (oot aB+- -+ cmB™)(to) + 0q(B)e:

donde c(B) describe el efecto de la variable impulso (todos sus coeficientes
provienen de la misma causa) y corresponde a una funcién de transferencia.
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Variables impulso

EJEMPLO

En una serie temporal diaria de transporte por carretera que mide el nimero de
vehiculos que circulan por una carretera ser produce un accidente que obliga a
cortes parciales durante dos dias hasta que se arreglan los desperfectos. Un mes
después del accidente se estima el siguiente modelo de intervencién donde /:(to)
es una variable impulso que toma el valor uno en el dia del accidente:

ze = —(2100 + 35008 + 1000B% + 400B°)le(to) + (1 — 0,5B)e:

Interpreta los efectos de la variable impulso.

El modelo de intervencién indica que el dia del accidente hubo una disminucién
de 2100 vehiculos. El segundo dfa la disminucién es de 3500 vehiculos. El tercer
dia, que las condiciones ya eran normales, hay todavia una disminucién del trafico
de 1000 vehiculos y el cuarto dia de 400.
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Variables escalén

Dado el proceso ARMA estacionario

(I=¢1B—+ = ¢pB°)Ye = (1+ 0B+ +0q)ee,
suponemos que se ve afectado por un efecto permanente, ¢, a partir de un
instante ty:
0, sit<t
(1=¢1B—-=$pB) Yt = coSe(to)+(1+01B+- - +04B%)er,  Se(to) = { 1 : t> tz

donde S; recibe el nombre de variable escalén.

Si se considera que el efecto permanente se introduce gradualmente (en varios
periodos consecutivos) hasta que se estabiliza, habria que considerar m variables
escalén:

¢p(B)Ye cSe(to) + c1Se(tr) + - + cmSe(tm) + 0q(B)ex
cole(to) + c1Se—1(to) + - - + cmSt—m(to) + 04(B)e:

= (Co-l—ClB-|-'~~+CmBm)St(to)+9q(B)6t

donde c(B) describe el efecto de la variable escalén y corresponde a una funcién
de transferencia.

El efecto total de la variable escalén, co+- - -+ cm, recibe el nombre de ganancia
de la funcién de transferencia.
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Variables escalén

EJEMPLO

En una serie temporal que mide las ventas mensuales de un articulo el efecto de
una subida de precios se representa mediante una variable escalén siguiendo este
modelo de intervencién:

z: = (=70 — 30B + 20B%)S:(to) + (1 — 0,3B)e:

Interpreta los efectos de la variable escalén

El modelo de intervencién indica que en el mes de la subida se produjo una
disminucién de 70 unidades. En el mes siguiente se produjo una disminucién
adicional de 30 unidades y en el tercero una subida de 20. El efecto total es una
bajada de 80 unidades, que es la ganancia de la funcién de transferencia.
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En los modelos econométricos convencionales, la varianza del término perturba-
cién se supone constante. Sin embargo, muchas series temporales econémicas,
principalmente las financieras, exhiben periodos de alta volatilidad seguidos de
periodos de relativa tranquilidad. En este caso, grandes choques (residuales)
estan seguidos por grandes choques en ambas direcciones, y pequeiios shocks
estdn seguidos por pequenas perturbaciones. Por ejemplo, los mercados bursati-
les se caracterizan por periodos relajados de baja volatilidad y alta volatilidad.
Esto es particularmente cierto en series con altas frecuencias (diarias o sema-
nales). Una forma de modelizar tales patrones es permitir que la varianza del
término perturbacién dependa de su propio pasado.
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Volatilidad: variaciones bruscas que pueden encontrarse en una serie de tiempo.
Aunque en el largo plazo la serie sea estacionaria y tenga, por tanto, varianza
constante, puede presentar oscilaciones a corto plazo donde cada periodo esté
influenciado por los inmediatamente anteriores, que es lo que recoge la varianza
condicional.

650 M 004
600
0o
550 Y
n 0

500
50 002

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 0 20 40 60 80 1000 1200 1400 1600 1800

Figura: Observaciones de la bolsa de Nueva York cada 5 dias (izquierda)
y de las primeras diferencias regulares de su logaritmo (derecha)
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Un buen modelo para abordar la volatilidad debe reflejar:

@ La volatilidad tiene tendencia a aparecer agrupada por periodos, los
periodos de alta volatilidad suelen mantenerse en el tiempo y lo mismo
ocurre con los periodos de baja volatilidad (efecto contagio).

@ A un periodo de alta/baja volatilidad, eventualmente, le sigue otro de
volatilidad normal. Es decir, existe un nivel normal de volatilidad al cual
ésta retorna eventualmente.

Estas caracteristicas muestran la existencia de regularidades en el comportamien-
to que posibilitan la deteccién de la volatilidad y, por tanto, su modelizacién.

Los modelos que utilizaremos reciben el nombre de procesos con varianza con-
dicionalmente heterocedastica (modelos ARCH). En 1982, Engle introduce
este tipo de modelos presuponiendo que la varianza condicional (no constante)
depende de sus valores pasados siguiendo una estructura autorregresiva. Poste-
riormente en 1986, Bollerslev generaliza dichos modelos incorporando estructura
de media mévil a la varianza condicional dando lugar a los modelos GARCH.
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En los procesos con varianza condicionalmente heteroceddastica se considera que
la varianza condicionada del ruido de un modelo ARMA (E[¢?/e;—1,...] =
E._1[¢?]) est4 condicionada por los valores pasados. Por tanto la varianza condi-
cionada no serd constante pues depende en cada instante t de los valores pasados
ent—1,t—2,...

Una estrategia simple es modelizar el cuadrado de las perturbaciones en funcién
de su pasado, por ejemplo:

2 2
€ = Qo + 1€5_1 + Vi,

donde v; es ruido blanco. De esta manera, la varianza condicionada de las per-
turbaciones depende del pasado de la perturbaciones:

Et—l[sf] =g+ el

Si a1 es cero, la varianza condicionada serd constante (no habra volatilidad). En
otro caso la varianza condicional evoluciona de acuerdo a un proceso autorregre-
sivo.

Ahora bien, la relacién lineal no tiene un tratamiento algebrdico cémodo, siendo
mas manejable especificar el ruido de forma multiplicativa.
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Se dice que {e:} sigue un proceso autorregresivo condicionalmente hetero-
cedastico de orden 1, ARCH(1), si:

2 2 2
€t = Viy /oo + 1€’ | & e = vy (ao + alst,l) ,

donde v; es ruido blanco con varianza igual a 1 e independiente de ;1.
Denotando por: h; = ag + a1€2_4

@ La media marginal (o no condicionada) vale cero:

Ele] = E[Vr\/hT]:E[L/:]/'E[\/hT]:O,

0

@ Teniendo en cuenta que la varianza marginal (no condicionada) es
constante, se tiene que:

[8%]

E[eZ] = E[vih] = ﬂ@-E[ht] = a0+ aE[ei_4] = E[¢}] =

1

17&1'

Para que la varianza sea positiva se ha de verificar que ag > 0y
0<a1 <1
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@ Covarianza:

Eleecej] = Elvvhvejv/hej] = E[L/:lE[thj] -E[Vher/he—j] =0, #0

0

Adn con la modelizacién ARCH, ¢; sigue siendo un ruido blanco. La influencia
de la modelizacién ARCH cae por completo en la varianza condicionada.

@ La media condicionada (a los valores pasados de la serie) vale cero:

Et—l[Et] = Etfl[Vt\/h»t] = Et—l[Vt] : Etfl[\/hT-‘]
= E[Vt] ‘Etfl[\/hit] = Oa
S~~~

0
@ La varianza condicional tiene una estructura parecida a un AR(1):

Eialef] = Ecalvih] = Ea[vi]- Eoalhe] = E[V{]-Ecr[hi]
~——
1

2 2
= a0+ aEiilerq] = a0+ aigr_1 = he,

Para que sea positiva se impone que los dos parametros sean positivos.
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De esta expresion E;—1[e?] = ao + aie?_; = h; se deducen las caracteristicas
deseables de los modelos con volatilidad:

@ Un valor alto/bajo de £2_; conduce a un valor alto/bajo de la varianza
del siguiente valor condicionada a €?_;, Et_l[sf]. De esta forma, se hace
mas probable que el siguiente dato, €2, sea también alto/bajo. Luego,
fuertes fluctuaciones inesperadas tienden a venir seguidas de periodos de
iguales caracteristicas.

@ Por otro lado, como tanto la media marginal como la condicionada son
cero, es posible que el valor de &2 sea pequefio (retorne a su media). De
esta forma disminuird la varianza condicionada de la observacién
siguiente, de manera que periodos de estabilidad tienden a venir seguidos
por periodos igualmente estables.
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Se dice que {e:} sigue un proceso autorregresivo condicionalmente hetero-
cedastico de orden g, ARCH(q), si:

€t = Vt\/hih

q
donde hy = ao + > axe?_, y v: es ruido blanco con varianza igual a 1 e
k=1
independiente de €¢—1,...,€¢—q.
De manera analoga a la anterior se obtiene que:

] E[Et] =0= Et—1[€t]-

q
@ E[e? = ﬁ de donde se deduce que ag, a1,...,aq >0y > ax < 1.
- oy k=1
k=1

q
@ E 1[e?] =ao+ 3. axe?_, = h: (la varianza condicionada depende de los

dltimos g valores de 2_;, luego tiene estructura autorregresiva).

Modelos de volatilidad estocdstica Econometria 3, GECO — Universidad de Gr:



Si el valor g del ARCH(q) es grande, se tiene que estimar un gran nimero de
pardmetros, o, . .., aq, con los problemas que esto puede suponer. Para evitarlos
se permite que la varianza condicionada tenga estructura ARMA:

El caso mas sencillo responde a la expresion:

ht = Et—l[gf] = ao + i1 + Bihe-1,

Se dice que {e:} sigue un proceso autorregresivo condicionalmente hetero-
cedastico generalizado de orden (1,1), GARCH(1,1), si:

Et =Vt ht,

donde h; = o + alsf,l + Biht—1 y v¢ es ruido blanco con varianza igual a 1 e
independiente de &¢_1.
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@ La media marginal y condicionada son cero: E[e;] =0 = E;—1[e:].

@ Teniendo en cuenta que la varianza marginal es estacionaria y la ley de
esperanzas iteradas:

Ele}]] = E[Vih]=E[V{] -E[h] = a0+ a1E[e} 1] + B1E[he-1]
——
1
I
4 Elhe] = E[Et—2[5§71]] = E[E[5§71/5t—27 = E[Effl]
4
o
= (7)) + OélE[é‘%,l] + ﬁlE[Ef,l] = E[E?] = ﬁlo—ﬁl
Para que la varianza sea positiva se ha de verificar que ap, 1,51 >0y

a1+ 1 < 1.
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@ La varianza condicionada corresponde a una estructura ARMA(1,1):

Et—l[E?] = Et—l[Vt2ht] = Et—l[Vf] : Et—l[ht] = oo + OélEt—l[Effll
+B1Ei—1[he—1] = a0 + igs g+ Bihi—1 = he,

donde se ha usado que:
Ei1[he—1] = Et—l[Et—2[E%71]] = Et—2[Et—1[€$71]] = Et—2[€%7]_] = he_1.

La novedad en este caso radica en la aparicién de un nuevo término que hace
que la varianza condicionada, h¢, dependa de un retardo suyo, h;—1. Asi, es de
esperar que haya rachas de mayor variabilidad que con los modelos ARCH(1)
debido al efecto directo de las varianzas condicionadas altas/bajas del instante

anterior.
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Se dice que {e:} sigue un proceso autorregresivo condicionalmente hetero-
cedastico generalizado de orden (p,q), GARCH(p.q), si:

Et =Vt ht,

donde . )
he=ao+ Y aici i+ Bihe;
i=1 j=1

y Vv: es ruido blanco con varianza igual a 1 e independiente de €;—_1,...,€¢—q.
De manera andloga a la anterior se obtiene que:

o E[Et] =0= Et71[€t].
@ E[e?] = ——20_ de donde se deduce que ag, a1, ...,aq >0,
Bj

j=1
q P
Biyo s Ba >0y > ai+> 8 <1
j=1

i=1

-
|

T
Ma
2
|
™Mo

q
@ Eq[e?] = o+ > ie? ; + > Bihi—j = h (la varianza condicionada
=1 =t

tiene estructura ARMA(p,q)).

p
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La modelizacién de modelos GARCH reside en el comportamiento del cuadrado
del ruido. Por tanto, para la identificacién de los mismos habra que basarse en
los residuos al cuadrado del modelo de series temporales analizado.

Los pasos a seguir son los siguientes:

@ Estimar el proceso estocdstico {Y:} con el mejor modelo ARMA posible.
En tal caso, dicho proceso es estacionario (media y varianza constantes) y
sus residuos deben responder a las caracteristicas de un ruido blanco.

@ Calcular el cuadrado de los errores y representar sus funciones de
autocorrelacién simple y parcial. La identificacién de un patrén
ARMA(p,q) para los cuadrados de los residuos seria indicativo de la
adecuacién de un modelo GARCH(p,q).
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Ejemplo.La serie correspondiente al PIB trimestral desde 1995 a 2015 es trans-
formada de la siguiente manera: se calcula su logaritmo neperiano y se hacen
primeras diferencias regulares y estacionales. El correlograma de la serie trans-
formada es:

FAC de sd_d_PiB

+ 13605 —— |

- 195mhos ——

Figura: Correlogramas del logaritmo neperiano, primeras diferencias
regulares y estacionales del PIB trimestral

Escribir la ecuacién del modelo.
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Puesto que los correlogramas se corresponden con un ruido blanco, la ecuacién
del modelo seria:

v4'V'InPIBt:€1~7
donde ¢; es ruido blanco.

El correlograma de los residuos al cuadrado de este modelo es:

FAC de sq_sd_d_|_PI8.

04 T T T T T T

+-196/T0.5 ——
ozl g 1
02 I I
01
o 1 ! L (L [ LI TR S B R |

retardo

FACP de sq_sd_d_|_PI8.

04 T T T T T T

retardo

En estos correlogramas se observa la existencia de estructura, por lo que en el
modelo ajustado hay volatilidad y tendriamos que identificar un modelo GARCH.
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Un procedimiento mas formal para detectar la presencia de estructura ARCH en
los errores es el siguiente:

@ Estimar el proceso estocastico {Y:} con el mejor modelo ARMA posible y
obtener el cuadrado de los errores.

@ Realizar una regresién de dichos residuos al cuadrado sobre una constante

y g retardos de los mismos:

2 2 2
& =aptoi€_1+ -+ g€ _g+ Ve

© Si no hay un patrén ARCH, los valores estimados de «j, con i =1,...,q,
deberian ser estadisticamente cero y el coeficiente de determinacién de
esta regresién auxiliar, R2,,, muy bajo.

Se rechazaria la hipétesis nula
H:ai=---=a4=0

si ngp =T Ra2u)< > Xc27(1 - a)

En definitiva, si se rechaza la hipétesis nula anterior se podria concluir (al nivel
de significacién usado) que hay estructura ARCH en los errores.
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Ejemplo. En el ejemplo anterior, se ha realizado el contraste para detectar la
presencia de estructura ARCH en los errores del modelo ajustado que tiene por
hipétesis nula

Ho L = 0
y se obtiene un coeficiente de determinacién para la regresién auxiliar igual a
0.048.
Teniendo en cuenta que g = 1 y que se disponen de 167 observaciones se tiene
que se rechaza la hipdtesis nula ya que

Xaxp = 167 - 0,048 = 8,016 > 3,81 = x(0,95)

Por tanto, en los errores hay estructura ARCH.
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Ejemplo. A partir de los residuos, e, del modelo
(140,2-B)-Y;=(1-07-B) &

se desea comprobar si hay volatilidad.
Con tal objetivo se plantea la regresién auxiliar

2 2 2 2
e =oaot+a1-€_1+o-€_ otz _3+Ww

obteniéndose un coeficiente de determinacién R2, = 0,018 y utilizando 100
observaciones.

Contraste

Ho : a1 = a2 = a3 = 0 (no existe estructura ARCH)

Hi : 3i tal que a; # 0 (existe estructura ARCH)

NO se rechaza la hipétesis nula ya que:

Xap = 100- 0,018 = 1,8 # 7,815 = x3(0,95).

Por tanto, no existe estructura ARCH en el modelo.
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Preliminares

Los modelos VAR:
@ analizan conjuntamente dos o mas series temporales

@ son muy Utiles cuando existe evidencia de causalidad simultdnea entre un
grupo de variables y sus relaciones se transmiten a lo largo de un
determinado nimero de periodos.

Modelo VAR con p retardos para dos variables:

Xe = o +auXei+--F+apXe—p + P Yec1 + - + Bip Yeep + a1s,
Yo = tanXi—1+ -+ oapXe—p+ o Yeo1+ -+ Bop Yeep + a2e,
donde

@ 0; representa el término independiente de la ecuacién i, con i = 1,2

@ ;i y Bjj representan los coeficientes de los procesos X e Y/,
respectivamente, en la ecuacién i y el retardo j, con j=1,...,p

@ ai: y ax: son dos series independientes e idénticamente distribuidas con
media cero.
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Modelos VAR(1)

Estructura del modelo

Asi, por ejemplo, si p =1 se tiene:
Xe = 614+ a1 Xe—1 + Pu Yeo1 + aie,
Yo = &+anXi—1+ Y1+ ax.

Expresado matricialmente:

Xe 01 4+ on Bu \ [ Xe—a o

Yi 02 an Pa Yi-1 aot
@ i1, muestra la dependencia lineal de X; con X;_1 en presencia de Y:_1.
@ (311, muestra la dependencia lineal de X;: con Y;_1 en presencia de X;_1.

@ o1, mide la relacidn lineal entre Y; y X;—1 en presencia de Y:_i.

@ (31, mide la relacidn lineal entre Y; y Y;_1 en presencia de X;_;.
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Modelos VAR(1)

Estructura del modelo

Caso 1. ﬂll = Q21 = 0.

Xe = 01+ auXe—1+ an,
Y; 02 + f21Yi—1 + ao:.

@ X; e Y;: no estan dindmicamente relacionados.

@ Cada serie sigue un modelo univariante AR(1) y se pueden tratar como
tales de acuerdo a lo estudiado en los tres primeros capitulos.

@ Se dice que las dos series estan desacopladas.
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Modelos VAR(1)

Estructura del modelo

Caso 2. f11 = 0 pero az; #0

Xe = 0+ anuXe—1+ aie,
Y = &+ oanXi—1+ B Yio1 + az.

@ X; no depende del valor pasado Y:_1, pero Y; si depende del valor pasado
X:i—1. Relacién unidireccional con X; actuando como una variable input y
Y: como una variable output. X; y Y: tienen una relacién de funcién de
transferencia.

@ El modelo implica la existencia de causalidad en sentido de Granger entre
las dos series con X; causando Y, pero no X; siendo causada por Y.

@ La informacién pasada X;_1 mejora la prediccién de Y, reduciendo la
varianza del error de prediccién.

De forma andloga, si a1 = 0 pero P11 # 0, entonces Y; causa X; pero X: no
causa Y;.
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Modelos VAR(1)

Estructura del modelo

Xt _ 61 o Pu Xi—1 E
() = (R)-(a 5 (3 (%)
Condicién de estacionariedad: Las series de un modelo VAR(1) son estaciona-

Qi1 511

son menores que
az B )

rias si todos los valores propios de la matriz (

uno en valor absoluto.
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Modelos VAR(2)

Transformacién de un modelo VAR(2) en un modelo VAR(1)

X 01+ a1 Xe—1 + a12Xe—2 + P11 Yee1 + P12 Yi—2 + a1,
Yi = o4+ anXi—1+anXi2+ BaYio1+ f2Yi2 + ax.

X: _ 01 n air Pu \ [ X
Y: 02 a1 P2 Yio1
a2 P2 Xi—2 art
+< an B ) ( Y2 >+( a¢ )
@ (11, muestra la dependencia lineal de X; con X;_1 en presencia de
Xi—2,Yi—1e Yio.

@ (21, mide la relacién lineal entre Y: y Y:—1 en presencia de Xi—1, X;—2 €
Yt72 .
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Modelos VAR(2)

Transformacién de un modelo VAR(2) en un modelo VAR(1)

Xe = 01+ anXe—1+ anXe—2 + 11 Yo + P12 Yei—2 + aie,
Y: 02 + a1 Xe—1 + a2 Xe—2 + o1 Yio1 + B2 Yi2 + ao:.

Xt 01 o1 Pu an P Xi-1 ait
Y: . 02 L] o= B axn P2 | [ Y L
Xi—1 0 1 0 0 0 Xi—2 0
Yio1 0 0 1 0 0 Yio 0

Zy =6 + P21 + a:
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Test de razén de verosimilitud

Identificacién del orden en modelos VAR Criterios de informacién

Dado el contraste:
Ho : el orden del VAR es p; }

Hi : el orden del VAR es p»

donde p1 < p2, se tiene que se rechaza la hipdtesis nula si el valor experimental:

(T =m)- (In (IZnl) = In (IZn1))

es mayor que el valor teérico de una x2 siendo r el nimero de pardmetros de
menos que hay que estimar en el modelo de la hipdtesis nula frente al de la
hipdtesis alternativa, y donde:

@ T corresponde al nimero de observaciones disponible,
@ m es el nimero de parametros a estimar bajo la hipétesis alternativa

@ |X,, |y |Xp]| son los determinantes de las estimaciones de las matrices de
varianzas-covarianzas de los residuos de cada modelo.

La forma idénea de actuar es considerar inicialmente que py = 1y p, = 2 e
ir aumentando gradualmente estos valores hasta que no se rechaze la hipdtesis
nula. En tal caso se tendria el orden idéneo para el modelo.
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Test de razén de verosimilitud

Identificacién del orden en modelos VAR Criterios de informacién

Para seleccionar el orden adecuado para el VAR es usar los distintos criterios de
informacién: Akaike, Schwarz o Hannan-Quinn. Asi, dado un criterio, se elegira
como orden idéneo del VAR el de aquel modelo que presente un menor valor.
Ejemplo. Determinar el orden del modelo VAR teniendo en cuenta:
Orden AlC BIC HQC
1 2.0749 | 2.3043 | 2.1622
2 1.7702 | 2.1526 | 1.9158
3 1.8080 | 2.3434 | 2.0119
4 1.9331 | 2.6214 | 2.1952
Orden AIC BIC HQC
1 2.0031 | 2.1621 | 2.0627
2 1.5355 | 1.8536 | 1.6547
3 1.5251 | 2.0021 | 1.7038
4 1.6646 | 2.3006 | 1.9028

Modelos vectoriales autorregresivos Econometria 3, GECO — Universidad de Granada 10/16



Causalidad de Granger

Funcién de respuesta al impulso

Validacién en modelos VAR

El objetivo del andlisis de causalidad de Granger es determinar si los retardos
de una variable influyen en otra y, por tanto, son utiles para explicarla.

Xe = +auXei+--F+apXe—p + P Y1+ -+ Bip Yeep + a1s,
Yo = tanXi—1+ -+ oapXe—p+ o Yeo1+ -+ Bop Yeop + a2e,
se tiene que:

@ Si los coeficientes f1; (primera ecuacién) son significativamente distintos
de cero, mientras que los ay; (segunda ecuacién) noloson, j=1,...,p,
se dice que hay causalidad en el sentido de Granger de Y hacia X.

@ Si los coeficientes ap; (segunda ecuacién) son significativamente distintos
de cero, mientras que los 31 (primera ecuacién) noloson, j=1,...,p,
se dice que hay causalidad en el sentido de Granger de X hacia Y.

@ Si ambos conjuntos de pardmetros son estadisticamente significativos
(distintos de cero), entonces se dice que hay causalidad en el sentido de
Granger bidireccional.

@ Si ninguno de los dos conjuntos es estadisticamente significativo (distinto
de cero), entonces se dice que no hay ninguna relacién de causalidad. En
este caso, se deberian analizar las series de forma individual siguiendo un
planteamiento unidimensional.
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Causalidad de Granger

Funcién de respuesta al impulso

Validacién en modelos VAR

Contrastes F-Snedecor:

Ho:puu=pfn=--=p0,p=0
Hi : Alguno de esos pardmetros es distinto de cero

Ho:oor =an =" =0p=0

Hi : Alguno de esos pardmetros es distinto de cero

Ejemplo. Para un modelo VAR(2) se ha obtenido la siguiente informacién sobre
los contrastes de restricciones cero. El nimero de observaciones utilizadas son 54.
i Existe relacién de causalidad en el sentido de Granger entre ambas variables?:

Ecuacién 12 variable  Ecuacién 22 variable
Todos los retardos de 12 variable
tienen coeficientes nulos F2,40 = 31.295 Fa49 = 3.7821
de forma simultdnea p-valor <0.001 p-valor=0.03
Todos los retardos de 22 variable
tienen coeficientes nulos F2,49 = 0.086 F2,49 = 48.405
de forma simultdnea p-valor=0.9175 p-valor < 0.001

Modelos vectoriales autorregresivos Econometria 3, GECO — Universidad de Granada 12/16



Causalidad de Granger

Funcién de respuesta al impulso

Validacién en modelos VAR

Puesto que los coeficientes del VAR son dificiles de interpretar individualmente,
para analizar la respuesta de una variable dependiente se estudia la funcién de
respuesta al impulso.

El objetivo del andlisis de la respuesta a un impulso radica en estudiar cémo afecta
al analisis realizado una distorsién en los datos. Es decir, calcular los efectos
(incremento o disminucién) a lo largo del tiempo ocasionados por una distorsién
en las perturbaciones del sistema. La distorsidn corresponde a un aumento de
una desviacién estandar en una de las perturbaciones del modelo. Es decir, la
distorsién en la ecuacidn i consiste en la raiz cuadrada del elemento (i, /) de la
diagonal principal de X,.
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Causalidad de Granger

Funcién de respuesta al impulso

Validacién en modelos VAR

Ejemplo. Para el modelo VAR(1) para dos variables sin término independiente:

Xe \ _ 1,168 —38,031 \ [ Xi n I
Y. )~ \ 0,0017 0,7158 Y1 a )’
[ 63,947  0,2528
~\ 0,2528 0,001324 /’
Se pide analizar el efecto que tiene una distorsién de una desviacién estdndar en

la perturbacién asociada a la primera variable X sobre X e Y en los tres primeros
periodos:

con:

M)
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Causalidad de Granger

Funcién de respuesta al impulso

Validacién en modelos VAR

Teniendo en cuenta que /63,947 = 7,9967:
X1 1,168 —38,031 \ (0 " 7,9967 \ [ 7,9967
Yy 0,0017 0,7158 0 0 N 0 ’
Xo 1,168 —38,031 \ [ 7,9967 n 0\ [ 93401
Y> 0,0017 0,7158 0 0 /) \ 0,013 /)’
X3 _ 1,168 —38,031 \ [ 9,3401 n 0\ [ 10,3923
Y3 - 0,0017 0,7158 0,0136 0 ) 0,0256 ’

Se puede observar que un incremento en X implica aumentos en X e Y.
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Prediccién en modelos VAR

Una de las ventajas de los modelos VAR sobre otro tipo de modelizaciones es su
capacidad predictiva. A partir de la expresién :

;=9 4+ Z;  +D2Z; 5+ +PZ ,+ay,

la prediccién 6ptima de Z; para k periodos futuros a partir de T observaciones
vendrd dada por:

2T(k) = E[ZT+k|ZT, ey 21] = ET[ZT+k].

Recordad que:
Erlarss] =0, s> 0,
Z2r(s) s>0
ET[ZT+5] = { Z7:l'(+s) s<0
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