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Resumen: El diagrama de caja fue creado por Tukey como herramienta en el
analisis exploratorio de datos y se utiliza para resumir y comparar distribucio-
nes en funcion de sus valores extremos, la medianay los cuartiles. Aunque su
ensefanza se incluye en diversas directrices curriculares para la educacion
secundaria, la investigacion relacionada con su comprension es todavia escasa.
Con la finalidad de identificar los conflictos semioticos en su interpretacion, se
presentan los resultados de un estudio de evaluacién de la comprension de este
grafico en 148 estudiantes universitarios del grado en Ciencias de la Actividad
Fisica y del Deporte después de estudiar el tema. Se examinan las respuestas
abiertas a una tarea con cuatro preguntas relacionadas con la identificacion de
la mediana y valores atipicos en el grafico y la interpretacion de los cuartiles
y los bigotes, y se analiza el nivel de lectura que alcanzan. Los resultados mues-
tran facilidad en la identificacion de los elementos del grafico, pero se observan
conflictos semidticos relacionados con la definicion y el calculo de la mediana,
asi como confusion en otros conceptos.
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Abstract: The box plot was developed by Tukey as a tool in exploratory data
analysis and is used to summarise and compare distributions in terms of their
extreme values, median and quartiles. Although its teaching is included in
various curricular guidelines for secondary education, research related to its
understanding is still scarce. In order to identify semiotic conflicts in its inter-
pretation, we present the results of a study to evaluate the understanding of
this graph in 148 university students of Physical Activity and Sport Sciences
after studying the subject. The open responses to a task with four questions
related to the identification of the median and outliers in the graph and the
interpretation of the quartiles and whiskers are analysed, looking at the reading
level achieved. The results show ease of identification of the elements of the
graph, although we observe semiotic conflicts related to the definition and
computation of median and confusion of other concepts.

Keywords: Semiotic conflicts, box plot data distribution, university students,
reading graphs, statistics education.

INTRODUCCION

El conocimiento estadistico cobra hoy un papel privilegiado para comprender la
amplia variedad y cantidad de informacion disponible en los medios de comu-
nicacién y asegurar una participacion activa en la sociedad, como fundamento
de la democracia (Engel et al, 2021). Es por ello necesario que, a lo largo de su
aprendizaje, el estudiantado adquiera conocimientos basicos de los diferentes
graficos y resumenes estadisticos, entre otros, los estadisticos de orden (Batane-
ro et al, 2020).

Dichos estadisticos de orden indican la posicién que ocupa un cierto valor
dentro de un conjunto de datos ordenados, entre ellos se encuentran el minimo,
el maximo y los cuartiles. Estos ultimos tienen una importancia especial en el
analisis exploratorio de datos, introducido por Tukey (1977), ya que sus valores
se ven poco afectados por la posible presencia de valores atipicos. Por esta razén,
el cuartil 2 o mediana es preferible a la media aritmética en ocasiones como
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medida de posicion central. A partir de estos estadisticos se han creado diferen-
tes graficos, siendo el mas conocido el diagrama de caja, también llamado
diagrama de cajas y bigotes (Chambers, 2018), en el cual se centra este trabajo.
Su construccion e interpretacion es posible una vez que se conocen las ideas
de variable y distribucion, medidas de posicion central, cuartiles y dispersion.
Dicho grafico es un instrumento potente que permite comparar visualmente los
valores centrales, 1a dispersion y la simetria o asimetria de varios conjuntos de
datos a partir de cinco resimenes estadisticos: los valores maximo y minimo, el
primer y tercer cuartil y la mediana (Pfannkuch, 2006).

Por medio de estos cinco valores, el diagrama de caja proporciona una vision
sintética de la variable y, al dividir los datos en cuatro partes de igual nimero
de efectivos a lo largo del rango de variacion de la variable, ayuda a descubrir
caracteristicas de los datos que no son tan evidentes en otras representaciones
(Bakker et al, 2004). Permite también comparar de forma sencilla distintas par-
tes de la distribucion de diferentes conjuntos de datos, por ejemplo, los valores
inferiores, centrales o superiores de la distribucion. A la vez, el citado diagrama
posibilita identificar los valores atipicos, asi como visualizar la dispersion y la
simetria o asimetria de los datos. Por todas estas propiedades, el diagrama de
caja apoya los procesos de transnumeracion (Wild y Pfannkuch, 1999), al faci-
litar la extraccién de nueva informacion del grafico que no es claramente per-
ceptible en el conjunto de datos brutos.

Como se ha indicado, el diagrama de caja utiliza como medida de posicion
central fundamental la mediana, que segun Mokros y Russel (1995) es mas facil
de comprender para algunos estudiantes que la media aritmética, siendo ademas
preferible a ésta Ultima cuando hay valores muy extremos o la distribucion de los
datos es asimétrica. La mediana suele considerarse en la inferencia no parameé-
trica, que se emplea con frecuencia cuando las muestras son pequenas y/o los
conjuntos de datos son ordinales o no normales (Gibbons y Chakraborti, 2020).

Ademas, el diagrama de caja usa como medidas de dispersion el rango y el
rango intercuartilico que son mas intuitivos que la desviacion tipica (Bakker et
al, 2004). Segun Biehler (2004), permite visualizar la dispersion y la densidad
de formas diferentes: a) globalmente en todo el conjunto de datos, b) dispersion
y densidad sobre y bajo la mediana vy, c) dispersion y densidad en diferentes
partes del grafico. De este modo propicia el trabajo con las variables cuantitati-
vas y la comparacion entre grupos, creando las condiciones para una posterior
introduccién de ideas informales de inferencia (Almeida et al, 2021). Por todas
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estas razones, Walker et al. (2018) consideran que hoy dia este diagrama sigue
siendo una herramienta util y relevante para representar los datos.

En las orientaciones curriculares espafnolas (Real Decreto 1105/2014, de 26 de
diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion Secundaria
Obligatoria y del Bachillerato), el estudio del diagrama de caja se introduce en el
tercer curso de la Ensenanza Secundaria Obligatoria (14-15 afios) con los siguientes
contenidos: Parametros de posicion: media, moda, mediana y cuartiles; Calculo,
interpretacion y propiedades; Diagrama de caja y bigotes. También en Costa Rica,
para el grado 11 (17 anos), encontramos como habilidades especificas utilizar
diagramas de cajas para comparar la posicion y la variabilidad de dos grupos de
datos (Ministerio de Educacién Publica [MEP], 2012) e igualmente se sugiere que se
puede iniciar el empleo del recorrido y el recorrido intercuartilico, e incluso recurrir
a la elaboracion de un diagrama de caja. Del mismo modo, lo encontramos en los
Common Core State Standards for Mathematics de los Estados Unidos (Council
of Chief State School Officers [CCSSI], 2010), donde es recomendado en niveles
de High school (grados de 9 a 12, es decir, a partir de los 15 afnos) para resumir
y comparar conjuntos de datos cuantitativos. En Canadg, a partir del grado 9 (15
anos), se recomienda el uso del diagrama de caja para representar y analizar
datos (Ontario Ministry of Education, 2020).

Aunque aparentemente simple, el aprendizaje del citado diagrama no es
siempre sencillo, como sefalan algunos autores (e.qg, Bakker et al, 2004; Biehler,
1997; Lem et al, 2013; Mayén et al, 2009). La investigacion relacionada con su
comprension es escasa y, generalmente, se ha llevado a cabo en la educacion
secundaria, siendo necesarios estudios sistematicos que evallien la comprension
del estudiantado universitario una vez que han estudiado el contenido. Para
completar esta carencia, el objetivo del trabajo es evaluar la lectura e interpre-
tacion de algunos elementos del diagrama de caja de los estudiantes del grado
en Ciencias de la Actividad Fisica y del Deporte de la Universidad de Granada,
después de la ensenanza de este tema. El estudio de este grafico esta incluido en
los contenidos de la asignatura de estadistica en este grado, debido a su utilidad
en la comparacion de variables asociadas a la practica de la actividad fisica y el
deporte (Newell et al, 2014) y su uso frecuente en la investigacion en esta area
de conocimiento (e.g, Castiblanco y Chaparro, 2015; de Mesa et al, 2016).

Seguidamente, se exponen los fundamentos y antecedentes del trabajo, se
describe el método y los resultados, finalizando con algunas conclusiones.
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MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

La investigacion se basa en la idea de conflicto semidtico tomada del enfoque
ontosemidtico (EOS) (Godino et al, 2007; 2019), los niveles de lectura de graficos
propuestos por Friel et al. (2001) y los antecedentes sobre comprension del
diagrama de caja.

ACTIVIDAD MATEMATICA Y CONFLICTOS SEMIOTICOS

Godino et al (2021) analizan diversas teorias de significado en educacion mate-
matica, entre ellas 1a propuesta en el EOS, donde el significado de un objeto
matematico (en este trabajo el diagrama de caja), se entiende como el sistema
de practicas que realiza una persona (significado personal), o una institucion
(significado institucional), para resolver las situaciones-problemas relacionadas
con el objeto. Se entiende por institucion a un conjunto de personas que se
interesan por resolver una misma clase de situaciones-problemas y que aplican
para ello herramientas compartidas. En este marco tedrico se asume la siguien-
te clasificacion de objetos primarios que intervienen en la actividad matematica:

* Campos de problemas: situaciones cuya solucion requiere practicas mate-
maticas de donde surge el objeto y pueden ser propias de la misma mate-
matica o extra-matematica. Un ejemplo en el caso del diagrama de caja seria
resumir la distribucion de un conjunto de datos mediante cinco puntos.

* Procedimientos: se emplean para resolver las situaciones. Por ejemplo, para
construir un diagrama de caja es necesario determinar los valores del
minimo, maximo, primer y tercer cuartil y la mediana.

* lenguaje: dado que los objetos matematicos son inmateriales, se necesitan
representaciones de estos para operar con ellos; en el trabajo con el diagra-
ma de caja, ademas del mismo grafico usamos los términos minimo, maximo,
mediana y cuartil, asi como simbolos para referirnos a ellos, entre otros.

* Definiciones de conceptos: como por ejemplo los de minimo, maximo,
mediana, cuartiles, extremos y valor atipico.

* Proposiciones: relaciones y propiedades, por ejemplo, el diagrama de caja
permite identificar caracteristicas de localizacion, dispersion y forma de la
distribucion de un conjunto de datos.

* Argumentos: son requeridos para justificar las soluciones de los problemas
0 comunicarlas a otras personas.
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Los objetos descritos se relacionan en la actividad matematica formando
correspondencias, que Godino et al. (2007) denominan funciones semioticas y
tienen tres componentes: la expresion (por ejemplo, “diagrama de caja’), su
contenido (la representacién de un diagrama de caja) y el criterio o regla de
correspondencia entre la expresion y el contenido (las reglas de construccion
del diagrama). Los autores definen como conflicto semidtico cualquier discor-
dancia entre los significados atribuidos a una expresion por dos sujetos (perso-
nas o instituciones), en este caso entre el significado atribuido por el estudiante
y el significado dentro de la matematica. Si la disparidad se produce entre sig-
nificados institucionales se habla de conflictos semitticos de tipo epistémico,
mientras que si se produce entre el significado personal de un sujeto y el de la
institucion serian conflictos semidticos cognitivos. Ademas, los conflictos semio-
ticos epistémicos y cognitivos se pueden clasificar en conceptuales (confusion
entre conceptos o propiedades), notacionales (uso o interpretacion del lenguaje
matematico) y procedimentales (si afectan a los procedimientos). Resaltamos el
hecho de que los conflictos semioticos respecto a un objeto matematico, por
ejemplo, la mediana, no dependen de la tarea propuesta, sino de su comprension
por parte del estudiante. Asi pues, el estudiante puede presentar el mismo con-
flicto al interpretar la mediana en un diagrama de caja o al calcular la mediana
a partir de un conjunto de datos. Utilizaremos en este trabajo la idea de conflic-
to semiotico en el estudio del objeto matematico diagrama de caja y de otros
objetos que el estudiante pueda relacionar con este grafico y en el andlisis y
explicacion de las respuestas incorrectas de los estudiantes.

NIVELES DE LECTURA DE GRAFICOS ESTADISTICOS

En la lectura o interpretacion de un grafico pueden plantearse preguntas de
diferente nivel de dificultad, lo que ha llevado a algunos autores a definir dis-
tintos niveles jerarquicos en la lectura de un grafico. En este trabajo utilizaremos
los tres siguientes niveles de lectura propuestos por Friel et al. (2001) para el
analisis de las respuestas de los estudiantes:

L1. Leer los datos: se requiere Unicamente la lectura literal de un elemento
explicitamente representado en el grafico, lo cual supone que el estudian-
te comprenda los criterios de representacion del grafico. Un ejemplo en el
caso del diagrama de caja seria leer el valor de la mediana.
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2. Leer entre los datos: se precisa comparar o realizar calculos con conjuntos
de datos del grafico, para lo cual, una vez realizada la lectura de primer ni-
vel es necesario organizar u operar de algiin modo con la informacion ob-
tenida. Determinar el rango intercuartilico en el diagrama de caja requiere
este nivel, pues precisa identificar los dos cuartiles y hallar su diferencia.

L3. Leer mas alld de los datos: consiste en inferir una informaciéon no repre-
sentada explicitamente en el grafico, lo que requiere un conocimiento
mas profundo del grafico, para poder realizar inferencias a partir del mis-
mo o extrapolar valores. Por ejemplo, identificar el tipo de asimetria de la
distribucion a partir de las caracteristicas del diagrama de caja.

COMPRENSION DEL DIAGRAMA DE CAIA

Se pueden encontrar investigaciones que analizan la construccion y la interpre-
tacion del diagrama de caja por estudiantes que conocen previamente el signi-
ficado y calculo de las medidas de posicién y dispersion y estan aprendiendo a
construir o interpretar el diagrama de caja. Bakker et al. (2004) indican que la
construccion del grafico es sencilla cuando se conocen los extremos, mediana
y cuartiles. Sin embargo, en una investigacion realizada con 259 estudiantes de
secundaria, los autores indican que solo 30% construyeron correctamente un
diagrama de caja cuando no conocian esos datos. Los que construyeron correc-
tamente el grafico no tuvieron dificultad en leer cualquiera de los cinco valores
que determinan el grafico, es decir, en realizar una lectura del grafico de nivel
L1 en la terminologia de Friel et al. (2001). Sin embargo, solo la mitad de los que
realizaron un grafico correcto identificaron acertadamente que 50% de los datos
estaban por encima de la mediana; esta cifra se redujo a 10% para indicar
correctamente que 75% de los datos estan por encima del primer cuartil.

Las dificultades en la interpretacion del grafico son debidas a varias razones.
Bakker et al. (2004) recuerdan que los cuartiles dividen los datos en cuatro grupos
con el mismo numero de elementos en cada uno, e indican que este hecho es
dificil de comprender para la mayoria del estudiantado. El grafico no representa los
valores individuales de los datos ni tampoco sus frecuencias, como ocurre en el
grafico de barras o de lineas, sino densidades, donde la densidad es inversamente
proporcional a la amplitud de cada parte del gréfico (Biehler, 1997).
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Otra confusion frecuente al interpretar un diagrama de caja es pensar que
la linea que divide en dos partes a la caja representa a la media aritmética, que
en ocasiones se representa con un punto y no a la mediana (Lem et al, 2013).
Estos autores también describen casos de estudiantes que piensan que la ampli-
tud de los intervalos entre los puntos que separan el grafico es proporcional a
la frecuencia de valores comprendidos entre ellos, en lugar de aceptar que cada
uno de estos intervalos contiene 25% de los datos. Ademas, en ocasiones centran
su atencion en el drea de la caja, sin enfocarse en los bigotes, creyendo que no
hay datos en la parte representada por ellos.

A su vez, Biehler (1997) senala la dificultad de pasar de concebir cada dato
aisladamente a considerar la distribucion como un todo e informa que, al inter-
pretar el diagrama de caja, algunos estudiantes tratan de pensar en la situacion
de valores aislados dentro del grafico. Advierte también que la comprension del
grafico implica entender que la mediana es una medida de posicion central, y
tanto la longitud de la caja como la de los bigotes son medidas de dispersion.
Sin embargo, no siempre se visualiza la mediana como una propiedad de toda
la distribucion, sino del individuo situado en el centro de esta. Asimismo, el autor
indica que la dificultad de interpretacion del grafico se debe a su inherente
multiplicidad, al permitir diferentes tipos de comparaciones cuando se conside-
ran varios conjuntos de datos: entre medianas, cuartiles, maximos y minimos,
rangos intercuartilicos, etcétera.

Algunos estudiantes encuentran dificil incluso comparar solo un atributo
(como la dispersion); mas todavia poder realizar la serie de comparaciones
exigidas por el diagrama de caja. En este sentido, Pfannkuch (2007) observa que
el estudiantado razona y compara los cinco puntos que definen el grafico y los
utilizan para crear un diagrama de caja, aunque su atencion con frecuencia se
limita a estos puntos y no a la distribucion completa. Watson (2012) informa
que en educacion secundaria se tienen dificultades con el razonamiento pro-
porcional, o que dificulta la comprensién del porcentaje de datos comprendido
en cada parte del diagrama de caja. Finalmente, Carvalho et al. (2019) analizan
la interpretacion del diagrama de caja por parte de 93 estudiantes de secunda-
ria con edades comprendidas entre 13 y 15 anos. Aunque la construccion del
grafico fue sencilla, los autores obtuvieron un porcentaje elevado de no respues-
tas (34.3%) a preguntas relacionadas con la dispersion y la asimetria de la
distribuciéon y solo una proporcion muy pequena de estudiantes interpretaron
correctamente las dos propiedades a partir del grafico.
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Las investigaciones citadas han sido realizadas con alumnado de secunda-
ria o bachillerato y, en ocasiones, habia pasado tiempo desde que estudiaron la
materia. En este trabajo se realiza una evaluacién de la interpretacion de diver-
sos elementos del grafico por parte de estudiantes universitarios justo al finalizar
la ensenanza del tema. Ademas, se indican los niveles de lectura de graficos
necesarios para resolver las cuestiones que se plantean en cada uno de los
apartados de la tarea propuesta y se trata de interpretar las dificultades descritas
en investigaciones previas en términos de conflictos semioticos.

METODOLOGIA

La muestra estuvo compuesta por 148 estudiantes de la asignatura de Estadis-
tica, en el 22 curso del Grado en Ciencias de la Actividad Fisica y del Deporte
de la Universidad de Granada (entre 19 y 21 anos). Aunque su formacion en
estadistica es muy diversa, ya que acceden al grado por diferentes estudios, la
toma de datos para este trabajo fue realizada después de haberse tratado el
tema en la citada asignatura. Concretamente, se estudiaron las definiciones de
mediana, cuartiles, percentiles y diferentes medidas de dispersion, se ensefio6 su
calculo a partir de datos aislados, 1a tabla de frecuencias o una representacion
grafica, se mostraron sus propiedades y se explicd la construccion e interpreta-
cion del diagrama de caja, empleando para ello, tanto lecciones magistrales
como la resolucion de ejercicios de aplicacion. La tarea que se analiza en este
trabajo (figura 1), fue planteada en una sesion de clase, donde se informé a los
sujetos que la finalidad principal de la misma era mejorar la ensefanza del
temay los estudiantes tuvieron el tiempo necesario para completarla individual-
mente y por escrito. La actividad fue preparada para esta investigacién con
objeto de evaluar la forma en que los estudiantes leen e interpretan el diagrama
de caja, asi como para detectar posibles conflictos semioticos.
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El diagrama de cajas y bigotes correspondiente al nimero de partidos empatados en una
temporada por una serie de equipos es el siguiente:

T
|
|
*
1
=

4 5 6
Numero de partidos empatados
a) Indica el valor de la mediana

b) ¢Puedes explicar qué significa que la caja esté situada entre 1y 3 partidos
empatados?

c) ¢Que significa que el bigote izquierdo del diagrama sea mas corto que el derecho?

d) ¢Hay algin dato atipico?

Figura 1. Tarea propuesta a los estudiantes.

En la tarea se presenta un diagrama de caja de la variable numero de partidos
empatados por equipo en una temporada por una serie de equipos; asi pues, si
dos equipos juegan juntos y empatan, se cuenta este empate para cada uno de
estos dos equipos.

El grafico presentado en la figura 1 se dio construido a los estudiantes y fue

elaborado por los autores del trabajo de la siguiente forma, la cual fue explica-
da a los estudiantes durante la ensenanza del tema:

284

Se dibuja un rectangulo cuyo extremo inferior es el primer cuartil Cy y el
extremo superior el tercer cuartil C3 (1 y 3 respectivamente en la tarea). Por
tanto, por debajo del primer extremo de la caja se situan 25% de los datos,
englobandose dentro de la caja 50% de los valores centrales y por encima
de la caja 25% de los datos restantes.

Con una linea vertical se senala la mediana, la cual estara obligatoriamen-
te en la caja, en la tarea Me=2.

La diferencia RI=C3 — C; es el recorrido intercuartilico que es una medida
de dispersion asociada a la mediana. En el ejemplo RI=3—1=2.

El limite del bigote situado a la izquierda del primer cuartil se determina
mediante la férmula Lj =C; — 1.5 X RI. Si el valor resultante es mayor que
el minimo de la distribucion, el bigote llegaria hasta L;, que es limite acep-
tado para que un valor de la variable se considere normal. Los valores
menores que L; se representarian aisladamente en el grafico, por ejemplo,
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con un asterisco. Si el valor L; es menor que el minimo, el bigote inferior
solo se extiende hasta el minimo de la distribucion, que es lo que ocurre
en el ejemplo.

£l limite del bigote situado a la derecha del tercer cuartil se determina
mediante la formula Ls =C3 + 1.5 X RI. Si el valor resultante es menor que
el maximo de la distribucion, el bigote llegaria hasta Ls, que es limite
aceptado para que un valor de la variable se considere normal. Los valores
mayores que Ls se representarian aisladamente en el grafico, por ejemplo,
con un asterisco. Esto es lo que ocurre en la tarea dada, donde hay un
valor atipico, que es también el maximo de la distribuciéon y corresponde
a 7 partidos. Si el valor Ls es mayor que el maximo, el bigote superior solo
se extiende hasta el maximo.

Para resolver la tarea, los estudiantes han de recordar el significado de cada uno
de los elementos del grafico antes descritos y que estudiaron las semanas
inmediatamente anteriores a la evaluacion, pues construyeron a mano varios
de estos diagramas, tanto para variables discretas, como continuas.

La interpretacion, por parte de los estudiantes, del diagrama de caja de la
tarea se motivo por el planteamiento de cuatro apartados (figura 1, incisos a, b,
cy d). Con el primer apartado, se analiza la identificacion de la mediana dentro
del grafico, la cual se representa mediante una linea vertical dentro de la caja,
por lo que se espera que los estudiantes respondan que la mediana es 2. Se
trata de una actividad de nivel de lectura L1 en la clasificacion de Friel et al
(2001), pues solo es necesario leer un elemento del grafico.

En el segundo apartado se pretende, en primer lugar, que los estudiantes
identifiquen los cuartiles como valores que limitan la caja en el grafico, lo que
requiere también un nivel de lectura L1 (Friel et al, 2001), puesto que solo se
necesita recordar el convenio de construccion del grafico. Ademas, se espera
que realicen una interpretacion de los cuartiles, como valores que delimitan el
50% central de los datos (partidos empatados por equipo). En resumen, se espe-
ra que respondan a la pregunta indicando que los valores 1y 3 son los cuarti-
les de la distribucion y, en consecuencia, 50% de valores de la variable esta
comprendido entre 1 y 3. Ello requiere conocer la definicion de los cuartiles y
calcular la diferencia entre el porcentaje de valores que deja debajo el tercer
cuartil C3(75%) y el primero Cy (25%), por lo que el nivel de lectura requerido
es L2, ya que se realizan operaciones con los datos. Como ademas los valores
75% y 25% no estan representados en el grafico, sino que deben ser deducidos
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por el estudiante al recordar la definicion de cuartil, el nivel de lectura que se
precisa realmente es L3, inferir informacién no directamente representada en el
grafico (Friel et al, 2001).

El tercer apartado evalta la determinacion de la dispersion relativa de cada
parte de la distribucion a partir del grafico. Que el bigote izquierdo tenga menor
longitud que el derecho significa que los valores de la variable situados desde
el minimo hasta el primer cuartil son mas homogéneos que los situados por
encima del tercer cuartil. Es decir, hay menos variabilidad en el numero de par-
tidos empatados por 25% de los equipos que menos veces han empatado que
en 25% de los equipos que han empatado mayor numero de veces. Teniendo en
cuenta que la mediana se situa en el centro de la caja, la distribucién del nimero
de partidos empatados por los equipos es asimétrica a la derecha. La pregunta
requiere no solo una lectura de los datos o una comparacion o calculo con ellos,
sino también inferir informacion no representada directamente en el grafico, por
lo que es necesario un nivel de lectura L3 en la clasificacion de Friel et al. (2001).

El ultimo apartado valora la deteccién de valores atipicos en el grafico, por
lo que los estudiantes deberian identificar el valor 7 como un nimero de parti-
dos empatado atipico. Esto solo supone recordar el convenio de representacion
de valores atipicos, es decir un nivel de lectura L1 (Friel et al, 2001).

RESULTADOS Y DISCUSION

Una vez recogidas las respuestas escritas de los estudiantes a la tarea plantea-
da en la figura 1, se llevo a cabo un analisis de su contenido (Krippendorff,
2013), el cual consistio en clasificar las respuesta mediante un proceso inducti-
vo y cualitativo y discutiendo varias veces entre los autores la codificacion
hasta llegar a un consenso. El proceso permitio crear una serie de categorias de
analisis para cada uno de los apartados junto a las frecuencias relativas a cada
una de ellas. Dichas categorias tienen en cuenta las respuestas correctas, par-
cialmente correctas e incorrectas y sus tipos.

Igualmente, mediante un proceso ciclico de analisis y discusion, se llego a
la identificacion y clasificacion de los conflictos semidticos en las respuestas de
los estudiantes. En la descripcion de los diferentes conflictos semidticos se utili-
zaron las notaciones C1, C2, .. cuando se trate de conflictos conceptuales o P1,
P2, ., si son procedimentales, mientras que las transcripciones de las respuestas
de los estudiantes fueron denotadas como E1, E2, etcétera.
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APARTADO A: IDENTIFICACION DE LA MEDIANA EN EL DIAGRAMA DE CAIA

Las respuestas de los estudiantes a la pregunta sobre el valor de la mediana se
han clasificado de la siguiente forma:

1. Respuesta correcta. Se identifica la mediana como el valor que corresponde
al segmento que divide verticalmente en dos partes la caja en el grafico,
dando como valor de la mediana 2. Por tanto, se muestra conocimiento de
este elemento del grafico y se alcanza un nivel de lectura L1 (Friel et al, 2001).

2. Respuesta incorrecta, indicando que el valor de la mediana es 3.5. Los
estudiantes que dan esta respuesta no identifican la mediana en el gra-
fico; por ello, tratan de calcularla aplicando su definicion, es decir, como
centro del conjunto de datos ordenados. Sin embargo, al no conocer los
datos individuales, esto es, el nimero de partidos que ha empatado cada
equipo, toman los valores posibles de la variable presentados en la escala
del eje horizontal como si fuesen los valores de los datos, todos ellos con
frecuencia 1. Puesto que en este supuesto habria 8 valores diferentes de la
variable (0 a 7), la mediana deberia ser la media aritmética de los dos cen-
trales, al encontrarnos en el caso de indeterminacién (cuando dos valores
corresponden a la definicion de mediana), que estos estudiantes resuel-
ven correctamente obteniendo el valor 3.5. Por tanto, en el procedimiento
descrito encontramos un conflicto conceptual (C1), también reportado por
Ruiz (2013), consistente en confundir los datos con valores posibles de la
variable representados en la escala. Ademas, cada valor de la variable se
considera con frecuencia unitaria, no teniendo en cuenta la frecuencia en
el calculo de la mediana, conflicto conceptual (C2) descrito por Barros et al.
(2009) y Mayén et al (2009). Hacemos notar que la confusion entre valores
de la variable y de la escala puede deberse al hecho de que la variable es
discreta, por lo que habria en el futuro que realizar otro estudio similar utili-
zando un grafico de una variable continua, para comprobar que el conflicto
permanece. Sin embargo, es claro que la frecuencia de cada valor no puede
serigual a 1, porque en dicho caso, la mediana seria 3.5,y el primer y tercer
cuartil tomarian los valores 1.5 y 5.5, respectivamente, en contra de lo que
aparece representado en el diagrama de caja.

3. Respuesta incorrecta, indicando que el valor de la mediana es 3. En estos
casos, los estudiantes han utilizado el procedimiento descrito en la catego-
ria anterior, pero sin tener en cuenta el valor del dato atipico. Esto es, al no

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 34, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2022 287



Ana E. Madrid, Silvia M. Valenzuela-Ruiz, Carmen Batanero, José A. Garzon-Guerrero

conocer los datos individuales, utilizan los valores presentados en la escala
del eje horizontal como valores de la variable, como si tuviesen todos ellos
frecuencia 1y, ademas, olvidan el valor del dato atipico, conflicto procedi-
mental (P1) identificado por Cobo (2003).

4. Otras respuestas incorrectas. Otros estudiantes no identifican la mediana
en el grafico y tratan de aplicar su definicién, mostrando otros conflictos
semioticos. En algunos casos, como en el ejemplo E1, utilizan los valores
de los datos, pero no su frecuencia y tampoco son capaces de resolver el
caso de indeterminacion, por lo cual, dan un intervalo de valores para la
mediana. Se trataria de un conflicto procedimental (P2) que fue descrito por
Mayén et al. (2009). En el ejemplo E2 el estudiante confunde un posible
valor de la variable con el lugar que ocupa en la serie de datos ordenados,
determinando como mediana el nimero de orden del valor central de los
datos, lo que seria otro conflicto semiodtico conceptual (C3), que no ha sido
descrito en la investigacion previa sobre la mediana o diagrama de caja.

El: La mediana estd situada entre el 3y el 4.
E2: Me % =45

Tabla 1. Distribucién de Respuestas en el Apartado a. Determinacion de la Mediana

Respuesta Numero de estudiantes Porcentaje
Respuesta correcta 117 791
Respuesta incorrecta 3 3 2
Respuesta incorrecta 3.5 3 2
Otras respuestas incorrectas 8 54
No responde 17 115

Este apartado, en que solo se requiere un nivel de lectura del grafico L1, la
mayoria de los estudiantes dio la solucion correcta (tabla 1), siendo el porcen-
taje de respuestas incorrectas similar al de estudiantes que no dieron respuesta.
Este resultado coincide con los de Carvalho et al. (2019) y Edwards et al. (2017).
Las respuestas incorrectas se deben a conflictos conceptuales relacionados con
una de las definiciones de la mediana o procedimentales en su calculo.
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APARTADO B: SIGNIFICADO DE LOS VALORES QUE DELIMITAN LA CAJA DEL DIAGRAMA

En este apartado se pregunta por la identificacién de los extremos de la caja,
que serfan los valores correspondientes al primer y tercer cuartil de la distribucion
de datos, y la interpretacion de su significado. Las respuestas obtenidas se han
clasificado de la siguiente forma:

1. Respuesta correcta, identificando los cuartiles como valores que delimitan
los extremos de la caja en el grdfico. Los estudiantes identifican los cuartiles
en el diagrama de caja que representa el numero de partidos empatados
por equipo, por lo cual completan el nivel de lectura L1. Ademas, los in-
terpretan correctamente indicando, que dichos limites sefnalan el intervalo
de valores en que se sitta 50% central de los datos. Por ello, han inferido
informacion que no esta directamente representada en el grafico operan-
do con ella (recuerdan el porcentaje de datos que corresponde a cada
uno de los cuartiles y determinan su diferencia), alcanzando los niveles
L2y L3. En el ejemplo E3 se identifican correctamente los cuartiles, se in-
dica que entre los dos cuartiles hay 50% de equipos, que han empatado
entre 1y 3 partidos y se usa ademas la notacion de los cuartiles que se
ha utilizado en la ensenanza del tema.

E3: C1=1; C3= 3; 50% de los equipos han empatado entre 1y 3 partidos.

2. Respuesta correcta sin referenciar los cuartiles. En estos casos, como el
ejemplo E4, senalan el porcentaje de equipos que empatan entre 1y 3
partidos, sin utilizar el término cuartil. Para calcular ese porcentaje (50%),
el estudiante ha tenido que identificar y recordar la definicién de cuartil, e
inferir el porcentaje de casos por debajo de cada uno, operando con estos
porcentajes; por tanto, se alcanza también el nivel L3 de lectura.

E4: Que 50% de los equipos ha empatado entre 1y 3 veces.
3. Respuesta parcialmente correcta, en la que se identifican los cuartiles como
extremos de la caja, con lo cual se completa la primera parte de la pregunta,

que requiere el nivel de lectura del grafico L1 (Friel et al, 2001). Pero no se
interpretan estos cuartiles ni se indica claramente que entre ellos se situa el
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50% de los valores centrales de la distribucién, por lo cual estos estudiantes
no alcanzan los niveles L2 y L3 de lectura del grafico.

E5: Que el cuartil 1 es 1 partido y el cuartil 3 son 3 partidos.

Respuesta parcialmente correcta, indicando que los extremos de la caja son
los valores entre los que se sitia la mediana. Es una respuesta parcialmen-
te correcta, puesto que, aunque es cierto que la mediana esta situada entre
estos extremos, se situaria entre cualquier par de valores comprendidos
entre el maximo y el minimo. No se interpreta el porcentaje de casos situa-
dos entre los dos cuartiles ni se usa el término cuartil. La respuesta podria
alcanzar el nivel L2 de lectura, pues realiza una comparacion, pero no da
ningun valor numérico de los cuartiles como respuesta; Unicamente indica
que la mediana estd incluida entre los dos cuartiles.

E6: Que la mediana correspondiente al numero de partidos empatados se encuen-
tra entre estos 2 valores.

Respuesta incorrecta, dando el rango de los datos. En estas respuestas
confunden el rango intercuartilico, el cual delimita al 50% de los datos, con
el rango, que incluye 100% de los datos, lo cual es otro conflicto conceptual
(C4) no descrito en la investigacion previa sobre interpretacion del diagra-
ma de caja. A la vez, se esta suponiendo que los extremos de la caja son
los valores maximo y minimo de la distribucion.

E7: Que el minimo numero de partidos que empato el equipo fue 1y el maximo 3.
Respuesta incorrecta, indicando que entre dichos valores se sitdan la mayo-
ria de los datos. Es una respuesta incompleta y poco precisa, pues entre los
cuartiles se sittia el 50%, que no es la mayor parte de los datos.

E&: Que la mayoria de los datos se encuentra en ese rango.

Otras respuestas incorrectas. En el ejemplo que sigue, E9, se hace referencia a
la dispersion, pero no a los cuartiles o el porcentaje de casos dentro de la caja.

Aungue es verdad que el ancho de la caja permite analizar la dispersion de la
parte central de los datos, no permite estudiar la correspondiente a los extremos
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de la distribucion, que vendria dada por la longitud de los bigotes. Ademas, no
se responde a la pregunta sobre el significado de los extremos de la caja,
sino que se indica una posible utilidad de estos. No obstante, no se produce la
confusion entre frecuencia y densidad, senalada por Biehler (1997).

E9: Quiere decir que los datos, en ese intervalo estdn muy agrupados o son muy
homogéneos.

En la tabla 2 se presentan los resultados del seqgundo apartado. Aunque el por-
centaje de respuestas correctas y parcialmente correctas es alto (46%) es muy
inferior al de las respuestas correctas de la pregunta anterior. Un importante
porcentaje de estudiantes (18.2%) no responde la pregunta, lo cual atribuimos
al mayor nivel de lectura requerido en la misma (L3). También son frecuentes
los errores de interpretacion del recorrido intercuartilico como rango de todos o
la mayoria de los datos. El porcentaje de no respuestas, aunque alto, es mucho
menor que el obtenido por Carvalho et al. (2019).

Tabla 2. Distribucion de Respuestas en el Apartado b. Identificacion e Interpretacion
de los Cuartiles

Respuesta Numero de estudiantes Porcentaje
Respuesta correcta
Identifican e interpretan los cuartiles 20 135
Interpretacion correcta sin identificar los cuartiles 3 20

Respuesta parcialmente correcta
Identifica los cuartiles y no los interpretan 44 29.8
Valores entre los que se sitia la mediana 1 0.7

Respuestas incorrectas

Rango de los datos 13 8.8
Rango de la mayoria de los datos 23 155
Otros errores 17 115
No responde 27 182
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APARTADO C: INTERPRETACION DE LA LONGITUD DE LOS BIGOTES DE UN DIAGRAMA
DE CAIA

En la pregunta sobre el significado de la diferente longitud de los bigotes del
grafico se requiere no solo una lectura de los datos o una comparacion o calculo
con ellos, sino también inferir informacion no representada directamente en el
grafico, por lo que es necesario un nivel de lectura L3. Se han obtenido los siguien-
tes tipos de respuesta:

292

Respuesta correcta, centrada en la dispersion. Se menciona la dispersion
relativa de los datos a ambos lados de la caja, indicando que la variabilidad
de los datos situados por encima del tercer cuartil seria mayor que la que
corresponde a los localizados bajo el primero. Seria una respuesta correcta,
aunque muchos estudiantes lo expresan con poca precision.

E10: Que hay mas variabilidad en el 25% de los equipos con mas partidos empa-
tados, que en el 25% de los equipos con menos partidos empatados.

Respuesta correcta, basada en la asimetria. Las respuestas que han sido
clasificadas de esta forma son las de los estudiantes que relacionan la
diferencia de longitud de los bigotes con el tipo de asimetria de la distribu-
cion, mostrando su capacidad de relacion entre este concepto y la forma
del gréfico.

E11: Que la distribucién es asimétrica, con desviacion a la derecha.

Respuesta correcta, haciendo referencia a la distancia del minimo o mdxi-
mo y el cuartil. El estudiante responde relacionando la longitud de los bigo-
tes con la distancia entre los cuartiles y los extremos de la distribucion. Es
otra manera correcta de exponer la mayor variabilidad de la distribucion en
uno de los intervalos de esta.

E12: Que el valor minimo estd mas cercano al C1=1 que el valor maximo con
respecto al C3=3.

Respuesta incorrecta, utilizando incorrectamente la distancia del extremo
del bigote y el cuartil. Los estudiantes relacionan de manera incorrecta los
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limites que se utilizan en el diagrama para detectar los valores atipicos,
con el primer o tercer cuartil o con los extremos de los bigotes. Notese que,
por construccion, los limites para determinar los valores atipicos estan a la
misma distancia de su cuartil mas cercano, por lo que los dos ejemplos
siguientes (E13 'y E14) son incorrectos. Seria un conflicto procedimental (P3),
no descrito con anterioridad en la literatura, consistente en no conocer o
comprender la regla de construccion de estos limites.

E13: Que el Li estd mas cercano del Q1 que el Q3 del Ls
E14: El valor mas pequeno se encuentra mas cerca el limite inferior que el valor
mas grande respecto al limite superior.

5. Respuesta incorrecta, relacionando la longitud de los bigotes con la frecuen-
cia de datos que hay en cada intervalo. Independientemente de en qué zona
crean que hay mas datos, la respuesta es incorrecta, ya que en ambas zonas
hay 25% de los valores de la distribucién. Es un conflicto conceptual (C5) que
implica pensar que el ancho de la caja representa frecuencias y no densida-
des. Fue descrito por Biehler (1997) y Lem et al. (2013).

E15: Que por el lado izquierdo hay mas valores dentro de la amplitud.

6. Respuesta incorrecta, indicando que el limite inferior del bigote izquierdo es
menor que el limite superior del bigote derecho. Dicha afirmacion siempre
es cierta, no tiene que ver con la longitud de los bigotes.

E16: Que el Li es menor que el Ls.

7. Otras respuestas incorrectas. En la que se muestra a continuacion el estu-

diante indica los valores en los que se sittian los extremos de los bigotes

sin interpretar el significado de la longitud de estos.

E17: Que el bigote izquierdo tiene el minimo en 0y el bigote derecho un maximo
en 6.

Como puede verse en la tabla 3, 19.6% de los estudiantes han interpretado

correctamente la longitud de los bigotes y han hecho referencia a la dispersion,
a la asimetria o las distancias entre los cuartiles y el maximo y el minimo de la
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distribucion en proporciones similares. Este porcentaje es algo mayor que el
obtenido por Carvalho et al. (2019), aunque los autores piden interpretar simul-
taneamente la dispersion y simetria. En nuestro trabajo, la pregunta fue abierta
y se aceptaron como correctas cualquiera de las dos interpretaciones, asi como
la de la distancia entre cuartiles y extremos. Si fue similar el porcentaje de no
respuesta en este apartado al de Carvalho et al (2019). Explicamos la mayor
dificultad del apartado por la necesidad de un nivel de lectura L3.

Tabla 3. Distribucion de Respuestas en el Apartado c. Interpretacion de la Longitud
de los Bigotes

Respuesta Numero de estudiantes Porcentaje

Respuestas correctas

Dispersion 11 74
Asimetria 8 54
Distancias correctas 10 6.8

Respuestas incorrectas

Distancias incorrectas 6 4.0
Frecuencias de datos 14 95
Relacion entre limites 9 6.1
Otras incorrectas 40 270
No responde 50 338

APARTADO D: IDENTIFICACION DE VALORES ATIPICOS A PARTIR DE UN DIAGRAMA DE CAJA

Finalmente se pide a los estudiantes identificar un valor atipico en el diagrama
de caja, tarea que solo requiere conocer los convenios de construccién y un
nivel de lectura L1. Las respuestas se clasificaron de la siguiente forma:

1. Respuesta correcta. El estudiante identifica correctamente el punto aislado
en el grafico como un valor atipico, es decir, el valor 7.

2. Respuesta incorrecta. No reconocen el valor atipico en el grafico. En al-
gunos de estos casos, se deduce que el estudiante sabe que los valores
atipicos son aquellos que sobrepasan ciertos limites. Sin embargo, al no ver
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dichos limites representados en el grafico, no son capaces de identificar el
valor atipico, como ocurre con la siguiente respuesta:

E18: No, porque ningun bigote sobrepasa ninguna linea.
El porcentaje de respuestas correctas a esta pregunta es alto, vease tabla 4, por
lo que podemos pensar que ha sido una pregunta muy facil de resolver ya que la
actividad requiere un bajo nivel de lectura L1 y que los estudiantes saben identi-

ficar los datos atipicos a partir de un grafico de caja.

Tabla 4. Distribucion de Respuestas en el Apartado d. Identificacion de Valores Atipicos

Respuesta Nuamero de estudiantes Porcentaje
Respuesta correcta 114 770
Respuesta incorrecta 8 54
No responde 26 176

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Nuestro trabajo confirma los resultados de estudios anteriores (Bakker et al,
2004; Carvalho et al, 2019; Edwards et al, 2017), realizados con estudiantes de
educacion secundaria y bachillerato, en el sentido de que resulta sencillo para
los estudiantes, en nuestro caso universitarios, leer de forma literal elementos
del diagrama de caja, como la mediana o los valores atipicos; lectura que solo
requiere de un nivel L1.

También se confirma la mayor dificultad en su interpretacion (posicion de la
mediana, significado de los valores que delimitan la caja y de la longitud de los
bigotes, identificacion de un valor atipico), obteniéndose una frecuencia de res-
puestas correctas mucho menor en la interpretacion de los extremos del grafico y
de la longitud de los bigotes; interpretacion que demanda un nivel de lectura L3.

El andlisis de las respuestas a estas actividades ha llevado a identificar los
siguientes conflictos semioticos, por parte de los estudiantes:

C1. Confundir los valores posibles de la variable con los valores del conjunto
de datos representados en la escala del grafico; este conflicto fue repor-
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tado por Ruiz (2013). Podria deberse a haber trabajado con una variable
discreta, por lo que consideramos necesario completar esta investigacion
utilizando graficos de variables continuas.

CZ2 Considerar en el calculo de la mediana que la frecuencia de cada valor es
unitaria. Tanto Barros et al (2009), como Mayén et al (2009) encuentran
estudiantes que no consideran las frecuencias en el calculo de la mediana.

(3. Considerar la mediana como el numero de orden del valor central de los
datos. Es decir, se confunde el valor de la variable y la posicion que ocu-
pa dicho valor en el conjunto de datos ordenados. Este conflicto ha sido
identificado por primera vez en este trabajo.

(4. Confundir rango y rango intercuartilico; no hemos encontrado este conflic-
to descrito en los antecedentes.

(5. Pensar que el ancho de la cajay las dos partes en que se divide represen-
tan frecuencias, en lugar de densidades. Fue descrito por Biehler (1997) y
Lem et al (2013).

P1. No tener en cuenta los valores atipicos para el calculo de la mediana, que
fue informado por Cobo (2003).

P2. No resolver el caso de indeterminacion en el calculo de la mediana dando
dos valores o un intervalo de valores como mediana. Descrito en Mayén
et al (2009).

P3. No conocer o confundir la regla para determinar los limites que permi-
ten identificar la presencia de valores atipicos. Conflicto no identificado
anteriormente.

Aunque algunos de los conflictos ya habian sido sefalados anteriormente, el
trabajo ha permitido identificar nuevos conflictos conceptuales y procedimenta-
les que deben ser tomados en cuenta por los profesores al planificar la ense-
nanza del temay que constituyen una aportacion original del trabajo.

Estos resultados sugieren la necesidad de reforzar la competencia de lectura
de graficos de nivel superior en los estudiantes universitarios y, en particular, su
capacidad de interpretacion del diagrama de caja, que es un instrumento impor-
tante de transnumeracién (Pfannkuch, 2006), puesto que de él pueden obtenerse
diferentes tipos de relaciones ocultas en el conjunto de datos, como la asimetria,
la densidad y la dispersion en diferentes partes del conjunto de datos, ademas de
la deteccion de valores atipicos. Para atender esta necesidad, serfa importante au-
mentar el numero de actividades en que los estudiantes deben construir diagramas
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de caja con variables discretas y continuas y también proponerles la interpretacion de
los elementos del diagrama de caja, una vez construido.

Tradicionalmente la ensenanza de los graficos estadisticos pone el énfasis
en su construccion o en la lectura literal de los mismos, mostrando el grafico
como una ilustracién de los datos. Seria importante un cambio de la ensenanza
para utilizarlos como instrumento de razonamiento y descubrimiento de patro-
nes, que permitan obtener conclusiones a partir de dichos graficos. Ilgualmente
es importante reforzar la lectura de graficos en niveles superiores en la clasifi-
cacion de Friel et al (2001), incluyendo la lectura critica, para decidir, por ejem-
plo, si existe una representacion mas adecuada de los datos.

Son limitaciones del trabajo haber utilizado solo un grafico de caja para
plantear las diferentes preguntas y centrarse en un tipo particular de estudiantes.
Es importante por ello ampliar la investigacion, utilizando otras tareas diferentes,
por ejemplo, con variables estadisticas continuas para analizar la posible influen-
cia de la utilizada en este trabajo en alguno de los conflictos semioticos descri-
tos. Igualmente se debiera ampliar el estudio a estudiantes universitarios de
otras especialidades y estudiantes de bachillerato.
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