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Nota introductoria

El presente Manual de Geometria I desarrolla los contenidos usuales de Algebra Lineal en el
primer cuatrimestre del primer curso de los grados de Mateméticas y Fisica, con el nivel de rigor,
abstraccién y generalidad propio de estos grados.

Para adaptar su contenido a los estudiantes que ingresan por primera vez en la Universidad, el
Tema 1 incluye preliminares en los que cada estudiante tendrd que detenerse mas o menos segun su
formacién. Las cinco primeras secciones de este tema incluyen:

1. Cuestiones elementales intuitivas sobre 16gica y conjuntos, que pueden suponerse a las de otras
asignaturas de matematicas.

2. La definicién y primeras propiedades de objetos algebraicos como grupos y cuerpos.

3. Un repaso de sistemas de ecuaciones lineales (SEL) por el método de Gauss, en el que se deja
constancia del uso de las propiedades algebraicas de los cuerpos.

4. El enunciado y demostracién de las propiedades del grupo de permutaciones que se usaran
posteriormente.

5. La definicion directa del determinante de una matriz cuadrada, junto a la demostracién de algu-
nas de sus propiedades relevantes.

A estas secciones se les aflade una dltima donde se aplican los determinantes a la resolucién
de SEL. Su objetivo es que el estudiante pueda ejercitarse en ellas a lo largo de todo el curso. No
obstante, para ello es necesario usar algunas propiedades de determinantes y rangos que en ese punto
atn no se han demostrado. Por esta razén, en la primera subseccién se anticipan explicitamente
los resultados que se usan sin demostrar, asi como los temas en los que se acabardn demostrando. Se
espera asi que el estudiante pueda resolver ejercicios usando correctamente herramientas con las que,
probablemente, tenga alguna familiaridad. No obstante, insistimos en que a lo largo del resto del libro
ninguna de estas propiedades se usard hasta que se demuestre formalmente.

Los Temas 2 y 3 desarrollan la teoria de espacios vectoriales y aplicaciones lineales. Incluyen
también los correspondientes conceptos de espacios afines. Estos conceptos se desarrollan en Fisica
s6lo en el primer curso, por lo que resultan necesarios para los alumnos de este grado. En Matematicas,
se estudiardn con detalle en cursos superiores. No obstante, su ubicacidn dentro del presente manual
puede servir para fijar ideas posteriormente.

Los conceptos de espacio vectorial cociente y dual pueden presentar dificultades por su nivel de
abstraccion. El cociente se estudia completamente en el Tema 3, mostrandose como aplicacién
suya el primer teorema de isomorfia. El Tema 4 se dedica especificamente al dual. Aunque no sea
imprescendible aqui, adoptamos los convenios de indices superiores e inferiores usuales en Fisica y
que acabardn siendo necesarios cuando se estudien tensores en otros cursos. En el Tema 5 se estudian
los determinantes desde el punto de vista tensorial. Creemos que es conveniente incluirlo aqui porque,
por una parte, los determinantes cierran todas las demostraciones de las herramientas que se usan y,
por otra, proporcionan una interpretacion geométrica intuitiva en términos de elementos de volumen.
Ademads, proporcionaran un ejemplo interesante de tensor que puede servir de motivacién para su
inmediatamente posterior estudio.

El libro contiene demostraciones o resultados que pueden resultar algo repetitivos. El lector, mas
que estudiar pasivamente resultados, debe tratar de demostrarlos por si mismo, considerando asi mu-
chas proposiciones y corolarios como ejercicios resueltos.
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e 1

Tema

Preliminares

1.1. Fundamentos: logica, conjuntos y aplicaciones

Los contenidos de esta parte, que estdn en los fundamentos de toda la matematica, se verdn de
modo extendido en otras asignaturas. Para nuestros propositos resulta suficiente el Tema 0 del libro
de A. Romero [3], en el cual se basa esta seccidon de los apuntes.

Como notacién, usaremos N,Z, (Q,R para denotar los nimeros naturales, enteros, racionales y
reales, respectivamente.

1.1.1. Algunos elementos y notacion de logica

La Logica, que subyace en los fundamentos de las Matemdticas, estudia las reglas que permi-
ten hacer razonamientos vdlidos. Nos restringiremos aqui a algunas ideas intuitivas sobre ella y su
lenguaje bésico.

Una proposicion es un enunciado que puede ser verdadero o falso. Partiendo de dos proposiciones
P, ¢, podemos formar otras proposiciones mas complejas usando ciertas operaciones légicas; la verdad
o falsedad de cada nueva proposicion dependerd de la de p y ¢, asi como de la operacién logica.
Concretamente:

= Conjuncién: pAgq, que se lee “pyq”.
Esta proposicion es verdadera cuando lo son simultdneamente las dos, p y ¢, y falsa en caso
contrario, esto es, cuando es falsa al menos una de las proposiciones p, q.

= Disyuncién: pV g, que se lee “p 6 ¢”.
Esta proposicion es verdadera cuando lo es al menos una de los dos proposiciones p, g y falsa
en caso contrario, esto es, cuando son falsas tanto p como g.

= Negacién —p, que se lee “no p”.
Este enunciado es verdadero cuando p es falso, y es falso cuando p es verdadero.

Nota. En Logica se supone siempre que si una proposicion es verdadera entonces su negacion
es falsa (y viceversa, de hecho, se entiende que —(—p) = p). Esto no sélo coincide con lo
que sugiere nuestra intuicién, sino que tiene una raiz més profunda: no es dificil demostrar,
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Fundamentos: l6gica, conjuntos y aplicaciones 7

usando reglas 16gicas simples, el llamado principio de explosio’rﬂ en el caso de que exista una
proposicion p tal que p y —p sean ciertas, entonces cualquier otra proposicion g seria cierta
también.

Ejercicio. Discutase si las siguientes afirmaciones son proposiciones y, en caso afirmativo, cudl
es su negacion en el lenguaje cotidiano: (a) “Puede que llueva mafiana”, (b) “Esta frase tiene
cinco palabras”.

LT3

Condicional: p = ¢, que se lee de varios modos alternativos: “si p entonces ¢”, “p implica q”,
“p es suficiente (o condicion suficiente) para ¢”, “q es necesario (o condicién necesaria) para

LR N3

p”, “q se deduce de p”.EI
La proposicién p = g es verdadera cuando se da uno de los siguientes dos caso (i) py g son
verdaderas, o (ii) p es falsa, sea g verdadera o no. Asi, se tiene:

(a) Si p = g es verdadera, y p también lo es, entonces g es verdadera. A este modo de razonar
se le llama modus ponendo ponens (“modo que, afirmando, afirma”, entendiendo que al afirmar
p se afirma g).

(b) Si la proposicién p = g es verdadera, y g es falsa (esto es, g es verdadera) entonces p
es falsa (esto es, =p es verdadera). A este modo de razonar se le llama modus tollendo tollens
(“modo que, negando, niega”, entendiendo que al negar g se niega p).

(c) De los dos puntos anteriores, de deduce que p = g es verdadera si y sélo si lo es =g = —p.
A esta ultima implicacion se le llama el contrarreciproco de la primera.

Para ejercitarse, el lector puede tomar p como la proposicién “llueve”, g como “la calle esta

mojada” y aplicar todo lo dicho a la proposicién p = g (“si llueve entonces la calle estd moja-
da”).

Condicional reciproco: p <= ¢, que se lee “sélo si p entonces g”.
Puede tomarse como una notacién alternativa para ¢ = p, por lo que se reduce al caso anterior
(y puede leerse de modos alternativos similares a los de ese caso).
Equivalencia: p < ¢, que se lee “p equivale a g” o “p siy sélosi g”’.
Puede tomarse como una notacion abreviada de (p = ¢q) A (p <= q). Asi, p < g es verdadera
cuando (i) p y g son verdaderas, o (ii) p y g son falsas.
Como hemos visto, la proposicién p = g era equivalente a su contrarreciproco; esto lo podemos
escribir ahora:

(p=4q) <= (-p<=—q),
(por supuesto, el reciproco p < ¢ no es equivalente).

Como notacidén ldgica que también usaremos, se tienen los simbolos:

Cuantificador universal V, que se lee “para todo”.

Cuantificador existencial 4, que se lee “existe”; si se escribe 3! se lee “existe un inico”.

Estos simbolos se aplicardn a menudo en la proxima seccidn, lo que servird como ejemplo de su uso.

'En terminologia cldsica, ex contradictione quodlibet (o ex falso quodlibet): de la contradiccién (se sigue) lo que se

quiera.

ZPara la proposicién p se usan nombres como antecedente, protasis o hipétesis, y para la ¢ consecuente, apédosis o tesis.
3Esto no se corresponde totalmente con la idea intuitiva de lo que es una implicacién, pero no entraremos en una tal
discusién cuyas sutilezas exceden nuestros objetivos.

Universidad de Granada.



Fundamentos: 16gica, conjuntos y aplicaciones 8

1.1.2. Conjuntos
Conceptos generales

De manera intuitiva, suficiente para nuestros objetivos, entenderemos por conjunto una colecciéon
cualquiera de objetos; de cada uno de estos objetos se dird que es un elemento del conjunto. Los
elementos de un conjunto pueden determinarse por extension (esto es, enumerando todos y cada uno
de ellos) o por comprensién (enunciando una propiedad que los caracterice inequivocamente). Si X
es un conjunto, de cualquiera de sus elementos diremos que pertenece a X, lo cual se denota x € X
(equivalentemente, se dice que X contiene a x, y se denota X > x)EI Diremos que dos conjuntos X, Y
son iguales, lo que denotaremos X =Y, cuando tienen los mismos elementos, esto es, cuando todo
elemento de X también lo es de Y y todo elemento de Y también lo es de X. Asi, en notacién légica,
X =Y significa:

(VxeX,xeY)AN(VyeY,yeX).

Dados dos conjuntos A y X, diremos que A es un subconjunto de X si todo elemento de A es un

elemento de X, esto es, cuando:

VxeAxeX, 0, igualmente, xEA=xeX.

En este caso, escribiremos A C X, que se lee A incluido en X (o X incluye a A). Resulta inmediato de
las deficiniones que, para cualesquiera conjunto X,Y:

X=Y <  (XCY)A(YCX)

Todo conjunto X admite dos subconconjuntos a los que llamaremos impropios el propio conjunto X
y el conjunto vacio (esto es, el que no tiene ningtin elemento), el cual denotaremos @. Este tiltimo se
puede admitir sin incurrir en contradiccion y resulta util desde el punto de vista 16gico, como se verd
mads adelante. A cualquier subconjunto de X que no sea impropio, se le llamara propio.

Operaciones entre conjuntos

Dado un conjunto X, al conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de X le llamaremos
conjunto de las partes de X, y lo denotaremos P(X). Se tiene asi: A € P(X) siy s6losi A C X.

Ejercicio. Dado un nimero natural n, se define el conjunto X, = {1,2,...,n}. Construir P(X,)
paran = 1,2,3. ; Cudntos elementos tiene? Generalizese para cualquier valor de n (véase nota|(l1.32).

Dados A, B € P(X), se definen los siguientes subconjuntos de X:
» Interseccion, ANB:={xe€X:(x€A)A(x € B)}.

» Union, AUB:={xcX:(xcA)V(x€B)}.

» Diferencia, A\B:={x€X: (x€A)A(x QB)}E]

4Nota. Para definir los conjuntos, implicitamente se ha supuesto una clase de objetos preexistente. Algunos de estos
objetos podrian ser conjuntos previamente definidos, pero no se permite que un conjunto sea elemento de si mismo (pues
no estaria entre los objetos preexistentes) u otras construcciones autorreferentes similares. Lo contrario darfa lugar a la
conocida paradoja de Russell: si a los conjuntos se les permitiera contenerse a si mismos, entonces podriamos construir el
conjunto X de todos los conjuntos que no son elementos de si mismos; se llega entonces a un absurdo al tratar de determinar
si X es un elemento de si mismo o no (piénsese cuidadosamente qué contradiccién ocurriria si se supone que lo es y si se
supone que no lo es).

5Qbsérvese que nuestro uso del simbolo C es el mismo que el del simbolo C (el cual remarca que se puede dar la
igualdad). El simbolo C denota que se da la inclusién pero no la igualdad (esto es, que la inclusién es estricta).

%En ocasiones a la diferencia también se le denota A — B, y se lee A menos B.
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A la diferencia X \ A también se le llama complementario de A en X .

Ejercicio. Representar los conjuntos asi definidos usando diagramas de Venn (busquese qué son,
si no se conocen).

Nota. A partir de las definiciones anteriores no es dificil definir la interseccién o la unién de una
coleccidn finita, o incluso infinita, de subconjuntos de X.

Dados dos conjuntos X, Y se define su producto cartesiano X XY como

XxY: {(x,y):(xeX)A(yeY)},

donde (x,y) es el par ordenado formado por x e y (en este orden). Aqui, por par ordenado se entiende
un conjunto de dos elementos en el que importa el orden en el que se enumeran; dado (x,y), a x se
le llama primer elemento del par, y a y segundo elemento. El producto cartesiano X X Y es, pues, el
conjunto de todos los pares ordenados cuyo primer elemento pertenece a X y cuyo segundo elemento
pertenece a Y.IZ]

Ejercicio. Explicar la diferencia existente entre los objetos que aparecen en cada caso (a), (b), (c)
siguiente: (a) x, {x}, (x,x); (b) {x,y}, {y,x}; (¢) (x,9), (%)

Ejercicio. Si X e Y tienen un nimero finito n y m de elementos, respectivamente, ;cuantos ele-
mentos tiene X X Y?
Relaciones binarias

Para definir el concepto de relacion binaria en un conjunto X, observemos primero que podemos
construir el producto cartesiano X X X (como un caso particular de la definicién general X x Y).
Llamaremos relacion binaria en X a cualquier subconjunto R de X x X. Cuando un par (x,y) € X x X
pertenezca a X diremos: “x estd relacionado con y”, y escribiremos x&y.

Algunas posibles propiedades que puede que verifique una relacion binaria son:

= Reflexiva: todo elemento estd relacionado consigo mismo, esto es: x € X = xR x.
n Simétrica: xRy = yRx.
» Transitiva: (xRy) N\ (yRz) = xRz.

» Antisimétrica: (xRy) N\ (yRx) = x=y.

"Nota. Aunque la definicién anterior de par ordenado es suficiente para nuestros propdsitos, es de sefialar que la nocién
de “orden” no ha sido introducida todavia dentro de la teorfa de conjuntos. No obstante, se puede definir el par ordenado sin
hacer mencién explicita al orden, concretamente, (x,y) := {{x},y}. Obsérvese que, conjuntistamente {{x},y} = {y, {x}},
pero en cualquiera de estas dos expresiones x “se distingue” de y (por lo que se sitiia a x como primera componente del par
(x,¥)): de hecho, no se considera x en si mismo como elemento del par, sino el conjunto cuyo tnico elemento es x.

A partir de esta definicion, es facil formalizar los conjuntos ordenados de un nimero finito de elementos, que se denomi-
nardn ternas, cuz(1d>ruplas, quintuplas o, en general, n-uplas, seglin tengan 3, 4, 5 6 n elementos, respectivamente. Asi, p. €j.,
R":=Rx---x"WR.
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Fundamentos: 16gica, conjuntos y aplicaciones 10

Ejercicio. Ponganse ejemplos de dos relaciones que sean a la vez simétricas y antisimétricas, una
de ellas que verfique ademds la propiedad reflexiva, y la otra que no la verifique.

Una relacién binaria R se dice que es de orden si verifica las propiedades reflexiva, antisimétrica
y transitiva. Si en una relacion de orden se verifica ademas:

Vx,yeX, (xRy)V(yRx)

la relacién se llama de orden total.

Ejercicio. Compruébese que las siguientes relaciones binarias son relaciones de orden:

(i) En el conjunto R de los nimeros reales, la relacién “ser menor o igual a” (esto es, X es la
relacion <).

(ii) En el conjunto P (X) de las partes de un conjunto X, la relacion ‘estar incluido en” (esto es, K
es la relacién Q).

(Es alguna de estas dos relaciones de orden total?

Relaciones de equivalencia

De entre las relaciones binarias, estaremos especialmente interesados en las del siguiente tipo.

Definicion 1.1. Dado un conjunto X, diremos que una relacion binaria R C X x X es de equivalencia
si satisface las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva. En este caso, el simbolo R_se sustituird
por el stimbolo ~.

Ejercicio. (i) Se consideraen X = {1,2,3,4,5,6} larelacién binariaR = {(1,1),(1,2),(3,5),(6,5)}.
Se pide completar R hasta una relacion de equivalencia, es decir, hallar la tnica relacién binaria R’
que verifica las siguientes propiedades: (a) R’ incluye a R (esto es, R C R'), (b) R’ es de equivalencia,
y (¢) R’ es la relacion binaria mds pequefia que verifica estas dos propiedades (mds pequefia en el
sentido de que si R” es otra relacion binaria que verifica (a) y (b) entonces R’ C R”).

(i1) Discutir si, dado un conjunto arbitrario X y una relacion binaria R cualquiera en X, existe
una relacién binaria R’ que complete R hasta una relacion de equivalencia (esto es, que satisfaga las
propiedades (a), (b) y (c) del apartado anterior).

Definicién 1.2. Sea (X,~) un conjunto dotado con una relacion de equivalencia. Para cada x € X se
define la clase de equivalencia de x por

x| :={yeX:y~x},

esto es, [x] es el conjunto de todos los elementos de X que estdn relacionadosﬁ con x. Llamaremos
conjunto cociente X / ~ al conjunto de todas las clases de equivalencia.

Obsérvese que cada clase [x] es un subconjunto de X y un elemento de X/ ~, y que X/ ~ es un
subconjunto de P(X).

Ejercicio. Se considera en R? la relacién de equivalencia “estar a la misma distancia del origen”.
Determinar el conjunto cociente.

8Debido a la propiedad simétrica, no importa si “estar relacionado” se interpreta en el sentido x ~ y 6 y ~ x (0 ambos).
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Proposicion 1.3. Las clases de equivalencia de (X, ~) verifican:

(i) x € [x]. Por tanto, ninguna clase de equivalencia es vacia, y la union de todas las clases de
equivalencia es X.

(ii) si y € [x] entonces [x] = [y|. En consecuencia, las clases de equivalencia son disjuntas dos a
dos, esto es:

b #D = Knbl=o.

Demostracion. (i) Como por la propiedad reflexiva x ~ x, se sigue x € [x]. Asi, la clase de un elemento
nunca puede ser vacia (pues el propio elemento estd en la clase) y la unién de todas las clases es el
conjunto X.

(ii) Para demostrar [y] C [x], sea z € [y], esto es, z ~ y. Como, por hipétesis, y ~ x, aplicando la
propiedad transitiva se sigue z ~ x, esto es, z € [x], como se queria.

Para demostrar [x] C [y], sea z € [x], esto es, z ~ x. Por hipétesis, y ~ x, y por la propiedad simétrica
x ~y. Aplicando la propiedad transitiva a z ~ x, x ~ y, se sigue z ~ y, esto es, z € [y], como se queria.

Para la dltima afirmacion, razonando por el contrarreciproco si 3z € [x] N [y] entonces [z] = [x] y
[z] = [v] (apliquese dos veces la afirmacidn anterior) por lo que [x] = [y], como se queria. [J

Como consecuencia de la proposicion las clases de equivalencia que forman X/ ~ satisfacen:
(1) No son vacias.
(2) Son disjuntas dos a dos.
(3) Su unién es todo X.
En general, dado el conjunto X, una particion P de X es una coleccion de subconjuntos de X que
satisfacen las propiedades (1), (2) y (3). La proposicion anterior implica por tanto que el conjunto
cociente X/ ~ es una particién de X. El siguiente ejercicio muestra que, de hecho, toda particién de
X puede verse como el conjunto cociente para una ~ canénicamente determinada.

Ejercicio. Sea P una particién de X, y se considera la relacién binaria en X: “x esté relacionado con
y siy s6lo si x, y pertenecen a un mismo elemento de P”. Demostrar que esta relacion binaria es de
equivalencia y que su conjunto cociente coincide con P.

Nota. A cada elemento y de un clase [x] se le llama representante de la clase. El hecho de que si y € [x]
entonces [y| = [x] sugiere que todos los representantes de la clase son “igualmente buenos” a la hora
de denotar esa clase.

1.1.3. Aplicaciones entre conjuntos
Concepto

Sean X, Y dos conjuntos. Una aplicacion f de X aY es unaregla que asigna a cada elemento de X
un dnico elemento de Y. La aplicacion se representa f : X — Y, y escribiremos x — y o bien f(x) =y
si y es el dnico elemento de Y que se asigna a x mediante f. Al conjunto X se le llama dominio (o
conjunto inicial) de la aplicacion, a Y el codominio (o conjunto final) y a f(x) imagen por f de x. La
imagen de la aplicacién f, Imf, es el subconjunto del codominio que contiene las imédgenes de todos
los elementos de X, esto es:

Imf:={f(x):xeX}={yeY|TxeX:y=f(x)} CY.
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El grafo o grdfico de la aplicacién f se define como el siguiente subconjunto del producto cartesiano
X xY:

G(f) = Al f))lxe X} ={(xy) e X xY[y=f(x)}

Observacion. Una aplicacién queda caracterizada totalmente por su dominio, codominio y grafo (esto
es, si estos tres objetos son iguales para dos aplicaciones f, f entonces f = f).

No obstante, dos aplicaciones pueden ser distintas incluso si sus dominios y grafos coinciden. De
hecho, son diferentes las aplicaciones fi : N — N, x— x%,y f> : N = R, x — x*. También es distinta la
aplicacion f3 : R — R, x — x2, a pesar de que tanto su codominio como su regla para asignar imagenes
coincidan con los de f>.

Proposicion 1.4. (i) El grafo G(f) satisface:

(a)VxeX,dyeY: (x,y) € G(f).

(b) (x,),(x,y) €G(f) =y =Y
Reciprocamente, si C es un subconjunto de X XY que verifica las propiedades (a) y (b) del grafo
entonces existe una tinica aplicacion f : X — Y tal que C = G(f).

Demostracion. (a) Dado x, su imagen f(x) es el elemento y € Y buscado.

(b) Por la definicién del grafo, y = f(x) y también y’ = f(x). Como por la definicién de aplicacién
la imagen de x es unica, se sigue y = y'. Para la dltima afirmacion, obsérvese primero que C satisface
la siguiente propiedad, que equivale a (a) y (b):

VxeX,3dlyeY: (x,y) €C. (1.1)

Por tanto, basta con definir f : X — Y como la aplicacién que asigna a cada x € X el tnicoy € Y
determinado por la propiedad (I.T)). Esta propiedad asegura directamente tanto que f es una aplicacion
como que C es su grafo. La unicidad de f se debe a que cualquier otra aplicacién f : X — Y tal que
G(f) = C tendria el mismo dominio, codominio y grafo que £, por lo que serfa igual a f. DET]

Generacion de aplicaciones a partir de otras

Dada una aplicacién f : X — Y y un subconjunto A de su dominio (A C X), se define la restriccion
de f a A, denotada f|4, por:

flatA—=Y, x— f(x),

esto es, la regla que asigna a cada elemento x su imagen es la misma que la de f, pero f|4 la aplica
s6lo a los elementos de A.

La aplicacién f : X — Y también permite definir aplicaciones entre los correspondientes conjuntos
de las partes. Concretamente, la aplicacion imagen directa,

£ P(X) > P(Y).  Av fi(A):={f(x) : x €A}

9Nota. La proposicién permite eliminar la ligera imprecisién que se cometié al definir el concepto de aplicacién
usando la expresion “una regla que asigna”. En efecto, se puede definir de manera totalmente formal una aplicacién como
una terna (X,Y,C) en la que X,Y son conjuntos y C es un subconjunto de X x ¥ que satisface (I.1)).

Si se adoptara esta definicién de aplicacidn, la proposicién[T.4]dejarfa de tener sentido (esencialmente, estarfa incluida en
la definicién). No obstante, la demostracién de su tltima parte serviria como motivacidn para recuperar la idea intuitiva de
que, gracias a las propiedades de C, la aplicacién f “asigna” a cada elemento de X uno de Y.

10 Anglogamente, si se considera cualquier B C ¥ que incluya Imf, se puede obtener una aplicacién f |B restringiendo el

codominio, esto es, f|® : X — B, x+— f(x).
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y la imagen reciproca,

ffiPY)—PX). B f'(B):={xeX:f(x)eB}.

Nota. En ocasiones se abusa de la notacién escribiendo f(A) en lugar de f.(A), y f~!(B) en lugar de
f*(B). Esto no es formalmente correcto, por lo que no debe de hacerse (al menos mientras no se tenga
la suficiente préctica para entender inequivocamente cuando se estd abusando de la notacidn).

Observacion. De la definicion se sigue:

(a) f«(A) CY,porloque f.(A) € P(Y),

(b) f*(B) C X, por lo que f*(B) € P(X),

(©) £(X) =Imf, f*(¥) =X,

(d) cuando B C Y verifica BN Im f = 0 entonces f*(B) = 0 (el cual es un subconjunto de X y, de
hecho, de cualquier otro conjunto).

Definicion 1.5. Se consideran las aplicaciones f : X —Y,g:Y — Z, en la que el codominio de f
coincide con el dominio de g. Se define su composicion go f por:

gof:X—=2Z,  x—(gof)(x):=g(f(x),

esto es, cada (go f)(x) se obtiene aplicando a x primero f (que por este motivo aparece notacional-
mente a la derecha en go f) y luego aplicando g a la imagen f(x).

Ejercicio. (i) Sean f,g : R — R definidas por:
fx)=x"+1, g(x)=¢", Vx eR.

Calcular go fy fog.

(ii) Sean f : X = Y y g : X' — Y’ dos aplicaciones entre conjuntos. Supongamos que se puede
definir g o f, ;bajo qué condiciones se puede definir también f o g?

(iii)) Compruébese que la definicién de composicién se puede extender naturalmente al caso de
funciones f: X —Y,g:Y' — Z talesque Im f C Y'.

Proposicion 1.6. Se consideran las aplicaciones f : X —Y,g:Y — Z h:Z — W. Entonces
(hog)of=ho(gof). (1.2)

Demostracion. Claramente, ambos miembros de la igualdad estan bien definidos como aplicaciones y
tienen igual dominio y codominio. La regla de asignacién de imdgenes también coincide pues:

[(hog)o f]=(hog)(f(x)) =h(g(f(x))), [ho(gof)](x)=h((gof)(x)) =h(g(f(x))),  VxeXD

Nota. La proposicion|[I.6]se puede enunciar diciendo que la composicion es asociativa. La proposicion
también justifica que la notacién ho go f es inequivoca, pues se puede usar para indicar cualquiera de
las dos expresiones (1.2).
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Tipos notables de aplicaciones y descomposiciéon canénica
Definicion 1.7. Sea f : X — Y una aplicacion. Se dice que f es:

» Inyectiva: si elementos distintos de X tienen imdgenes distintas en'Y, esto es, para todo x,x' € X
tales que x # x' se tiene f(x) # f(x') (equivalentemente, cuando f(x) = f(x') = x=x).

= Suprayectiva, sobreyectiva, sobre o exhaustiva: si todo elemento de Y es imagen de alguno de
X, estoes,Vy €Y, Ix € X : f(x) =y (equivalentemente, si Im f=Y).

» Biyectiva: si f es inyectiva y suprayectiva, esto es, V'y € Y, lx € X: y = f(x).

En este caso, se define la aplicacion inversa de f, que denotaremos f~', estableciendo que
F~ () es el iinico x € X tal que f(x) =y.

Ejemplos generales de estos tipos de aplicaciones son:
» Lainclusién i de un subconjunto: dado A C X, i: A — X, x — x. La inclusién i es inyectiva.
= La proyeccién candnica T sobre un conjunto cociente: dado (X, ~),
X=X/~ x = m(x) = [x].
La proyeccién T es suprayectiva.

= Laaplicacién identidad Iy : dado un conjunto X, Iy : X — X, x — x (caso particular e la inclusién
cuando A = X). La identidad Ix es biyectiva.

Ejercicio. Témese como f : D — R cada una de las siguientes cuatro funciones elementales: x —
x2,e*,4/x, In(x), siendo en cada caso D C R su dominio natural. Determinese cudles de ellas son
inyectivas, suprayectivas o biyectivas. ;Es alguna de estas aplicaciones la inversa de otra?

Proposicion 1.8. La composicion de dos aplicaciones inyectivas (respectivamente, suprayectivas,
biyectivas es inyectiva (respectivamente, suprayectiva, biyectiva).

Demostracion. Higase como ejercicio. [

Podemos caracterizar la aplicacion inversa como sigue.
Lemal.9. Sean f: X —Y,g:Y > Z.
= Sigo f esinyectiva entonces f es inyectiva.
m Si go f es suprayectiva entonces g es suprayectiva.
Por tanto, si go f es biyectiva entonces f es inyectiva y g es suprayectiva.

Demostracion. Para la primera afirmacion, si f no fuera inyectiva existirian x,x’ € X, x # x’ tales que

f(x) = f(x’). En consecuencia, (go f)(x) = g(f(x)) = g(f(x')) = (go f)(¥'), y go f no es inyectiva.
Para la segunda, sea z € Z. Como g es suprayectiva, existe x € X tal que z = (go f)(x) = g(f(x)).
Por tanto, z es la imagen por g de f(x) € Y. O

Proposicion 1.10. Sean f: X — Y, g:Y — X dos aplicaciones tales que
gof=1Ix, fog=1I.

Entonces f,g son biyectivasy g = f~\.
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Demostracion. Aplicando el lema anterior a la primera igualdad se obtiene la inyectivdad de f y la
suprayectividad de g y, aplicdndolo a la segunda, la inyectivdad de g y la suprayectividad de f, de
donde se sigue la biyectividad de ambas.

Claramente, gy f~! tienen igual dominio y codominio. Seay € Y y x = f~!(y), estoes, f(x) = y.
Se tiene entonces g(y) = g(f(x)) = (go f)(x) = Ix(x) =x = f~'(y), por lo que g y f~! coinciden. OJ

Una aplicacién arbitraria no tiene por qué ser inyectiva o suprayectiva. No obstante, toda aplica-
cién se puede escribir como composicién de una aplicacidn inyectiva, una biyectiva y una suprayecti-
va, del modo canénico que se describe a continuacidn.

Teorema 1.11 (Descomposicién candnica de una aplicacidn). Sea f : X — Y una aplicacion. Se

define la relacion de equivalencia en X: x ~xX' < f(x) = f(X'), y se considera su proyeccion canénica

n: X — X/ ~, que es sobre. Asimismo, se consideraIm fy su inclusion i :Im f — Y, que es inyectiva.
Se tiene entonces que la aplicacion

b:(X/~) — Imf, b([x]) := f(x)
estd bien definida, es biyectiva y verifica:
f=iobom.

Demostracion. En primer lugar, obsérvese que, efectivamente, la relacion binaria ~ es (trivialmente)
una relacién de equivalencia.

Mostrar que b estd correctamente definida como aplicacion requiere una cierta discusion. Al defi-
nirse la imagen por b de toda la clase [x] como la imagen por f del representante x (éste es el signifi-
cado de b([x]) := f(x)), uno podria preguntarse qué ocurriria si tomaramos un representante distinto
x' para esa clase. Esto es, si X’ ~ x entonces [x'] = [x] y también se tendria b([x]) = b([x']) = f(x). No
obstante, el hecho de que x ~ X" significa precisamente f(x') = f(x) (por la definicién de la relacién
de equivalencia), la imagen que de [x] se obtiene por b es independiente del representante escogido,
esto es, b estd bien definida como aplicacion.

La inyectividad de b se sigue entonces porque si b([x]) = b([y]) entonces f(x) = f(y) y, por tanto,
x ~y,esto es, [x] = [y].

Para la suprayectividad de b, si z € Im f entonces existe un x € X tal que z = f(x). Por tanto
b([x]) =z estoes, z € Im b.

Finalmente, es inmediato que f y ioboT tienen igual dominio y codominio. Por tanto, su igualdad
se deduce de

iobom(x) =i(b(n(x))) =i(b([x]) =i(f(x)) = f(x), VxeX. O

Como un tltimo comentario, obsérvese que f es inyectiva si y sélo si 7 lo es, y que f es suprayectiva
siy solosiiloes.
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1.2. Grupos, cuerpos y matrices

Abstrayendo las operaciones y propiedades conocidas en el conjunto R de los nimeros reales,
introducimos en esta seccién el concepto de cuerpo y las estructuras algebraicas previas (grupos,
anillos) necesarias para su comprension.

Nuestro objetivo aqui s6lo es proporcionar el concepto de cuerpo para poder definir en general
el de espacio vectorial, asi como el de grupo, por ser una estructura geométrica basica. En otras
asignaturas del grado se desarrollaran con detalle todas las estructuras que veremos aqui. Asi, aunque
el lector tenga ahora en mente sélo la intuicién de un cuerpo como R, podra entender con facilidad
que las propiedades de los espacios vectoriales construidos sobre R se extienden con generalidad a
espacios vectoriales sobre cualquier cuerpo.

1.2.1. Grupos

Sea G un conjunto. Una operacion o ley de composicion interna es cualquier aplicacion del tipo
-:Gx G — G. Usaremos la notaciétﬂ

:GxG — G
(xy) = x-y
Obsérvese que las operaciones usuales +, - en R (esto es, la suma + y el producto usual -), verifican

nuestra definicién y convenios.
Algunas posibles propiedades que puede tener la operacion - son:

1. Asociativa: x-(y-z) = (x-y) -z, Vx,y,2 € G.
2. Elemento neutro: de € G (al que llamaremos elemento neutro) tal que e-x =x-e¢ =x, Vx € G.

3. Elemento simétrico (supuesta la existencia de un elemento neutro e € G):

Vx € G, 3% € G (al que llamaremos elemento simétrico de x) talque x-Xx =X-x = e.
4. Conmutativa: x-y =y-x, Vx,y € G.

Definicion 1.12. Un grupo es el par (G,-) formado por un conjunto Gy una operacion - en G que
verifica las tres primeras propiedades anteriores. Si ademds verifica la cuarta, el grupo se dird con-
mutativo o abeliano.

Proposicion 1.13. En todo grupo (G,-):

(a) El elemento neutro e es tinico,

(b) Se puede “simplificar”, esto es, x-y = x-y =y =y (simplificacién por la izquierda) y andlo-
gamente x-y = x' -y = x = x' (simplificacién por la derecha).

(c) El simétrico X de cada elemento x es tinico. Mds aiin, si dos elementos x,y del grupo verifican
X-y = e entonces x es el simétrico de y (e y es el simétrico de x).

Demostracion. (a) Si € fuera otro elemento neutro: ¢’ = ¢’ - e = e, la primera igualdad usando que e
es neutro, y la segunda que ¢’ lo es.

11Obsérvese el convenio de denotar x -y a la imagen -((x,y)). Se pueden usar otros simbolos (p.€j., %), para denotar
operaciones con el mismo convenio.
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(b) Para demostrar la primera implicacién, operando ambos miembros por el simétrico X de x por
la izquierda, se tiene:

T-(xy) =% (x-y)

por la propiedad asociativa:

por la elemento simétrico:
e-y=e-y

y por la elemento neutro y = y/, como se queria demostrar. La otra implicacion se demuestra andloga-
mente, operando ambos miembros por el simétrico y de y por la derecha.
(c) Consecuencia sencilla de (a) y (b). U

Suele denotarse al (inico) elemento simétrico de x como x~ !, y llamérsele también elemento inverso;
en algunos grupos particulares se le da un nombre distinto. Algunos ejemplos de grupos son:

» (R,+). Claramente, el neutro es ¢ = 0, y el elemento simétrico de x es —x, al cual se le llama
elemento opuesto de x.

» R\ {0}, con la restriccién natural del producto usual de R; obviamente, ¢ = 1, al simétrico de x
se le denotax™! (6 1 /x) y se le llama inverso.

= Dado un conjunto X consideremos el conjunto Biy (X) formado por todas las aplicaciones
biyectivas de X en X. Claramente, la composicion o es una operacién en Biy (X), y se verifica
que el par (Biy (X),0) es un grupo cuyo neutro es la aplicacion identidad.

Cuestion: ;Cudles de los grupos anteriores son conmutativos?
Ejercicio 1.14. Demostrar que, en todo grupo (G, -) se verifica:
Xy = JX, Vx,y € G.

/qué ocurre si el grupo es conmutativo?

1.2.2. Anillos y cuerpos

Consideremos ahora un conjunto A dotado de dos operaciones, que denotaremos +, . ; esto es,
una terna (A, +,.).

Definicion 1.15. Diremos que (A,+,.) es un anillo si verifica las siguientes propiedades:

1. (A,+) es un grupo conmutativo.
(Convenio: si no se especifica lo contrario, al elemento neutro se le denotard 0y a la operacion
+ se le llamard suma en A.)

2. (A,.) verifica la propiedad asociativa.

(Convenio: si no se especifica lo contrario, a la operacion . se le llamard producto en A.)
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3. (A,+,.) verifica la propiedad distributiva de la suma respecto al producto, esto e@'

x.(y+z) = xy+xz (distributiva por la izquierda) y
(y+2)x = yx+zx (distributiva por la derecha),

para todo x,y,7 € A.

Observacion 1.16. Es facil comprobar que en todo anillo se verifica 0 . x = x . 0 = 0 (obsérvese que
0.x = (0+0).x = 0.x+ 0.x y simplifiquese por el simétrico de 0.x).

Casos particulares de anillos son:
= Anillo unitario: anillo cuyo producto tiene elemento neutro, estoes, A1 €A:x.1=1.x=x,
para todo x € A.

Al elemento neutro para el producto se le llamara elemento unidad (y se le denotara 1).

= Anillo unitario no trivial: anillo unitario en el que 1 # 0.

Nota: si un anillo unitario no verifica esta propiedad, es decir, 1 = 0 (es un anillo trivial), se
tiene que A = {0} (pues x = 1.x = 0.x = 0 para todo x € A).

= Anillo conmutativo: anillo en el que el producto es conmutativ esto es, x.y = y.x,Vx,y € A.

Observacion 1.17. Es sencillo comprobar que en un anillo unitario (—1)-x = —x (pues sumados a
1 - x dan el neutro para la operacién +) asi como (—1)(—x) = x (pues se puede aplicar la propiedad
anterior a —x y se sabe que para la operacion de grupo + se sabe —(—x) = x).

Proposicion 1.18. Sea (A,+,.) un anillo unitario no trivial y sea
GA)={zcA: I 'eA/zz ' ="z=1}

(esto es, G(A) contiene los elementos z que admiten un elemento simétrico para el producto, al cual
denotaremos 7~ y llamaremos inverso). Entonces la operacion . es restringible a G(A) y (G(A),.) es
un grupo (en particular, el inverso es tinico).

Demostracion. La restringibilidad de . es inmediata porque, si x,y € G(A) la asociatividad del produc-
to implica directamente (x.y)~! =y~ !.x~!. Trivialmente, la restriccién hereda la propiedad asociativa
y 1 € G(A), por lo que (G(A),.) es un grupo con elemento neutro 1. [J

Ejercicio 1.19. En el ambiente de la proposicién anterior, demuéstrese:

(a) La operacién + nunca es restringible a G(A) (por tanto, G(A) no puede tener una estructura de
grupo con +).

(b) Si x,y € A verifican x # 0 # y pero x.y = 0 (0 admite divisores) entonces x,y & G(A).

Remarquemos que 0 ¢ G(A) por la observacion Con estos conceptos previos podemos ya
definir el de cuerpo, que usaremos continuadamente.

Definicion 1.20. Un cuerpo (K,+,.) es un anillo unitario no trivial en el que el producto verifica la
propiedad elemento simétrico para todo x € K \ {0}, esto es G(K) = K \ {0}.
El cuerpo (K,+,.) se dird conmutativo si el producto . verifica la propiedad conmutativa.

12 Convenio: extenderemos la notacién sobre prelacién de operaciones usual en R, de modo que (x.y) + (x.z) se denotard
simplemente x.y + x.z.
13Recuérdese que la operacién suma + era siempre conmutativa en un anillo.
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Es fécil comprobar que un conjunto dotado de dos operaciones (K,+,.) es un cuerpo si y sélo si:
1. (K,+) es un grupo conmutativo
2. K\ {0} es un grupo con la restriccién natural de la operacién producto definida en tod K.
3. Se verifica la propiedad distributiva de la suma respecto al producto.

Algunos ejemplos de anillos y cuerpos son los siguientes:

» (Z,+,.) es un anillo unitario (no trivial), pero no un cuerpo.

Como se senalard mdas adelante, estas mismas propiedades las tiene el conjunto de matrices
reales cuadradas de un orden fijo n X n, con su suma y producto usuales.

» Sea p € N un nimero naturaﬂ El conjunto pZ(:= {0, p,—p,2p,—2p,...}) de los miltiplos de
p, con su suma y producto naturales (restriccion de los de Z) forma un anillo. Si p # 1 este
anillo no es unitario.

= El conjunto Z/pZ de los enteros médulo pZ (esto es, el conjunto cociente, que denotaremos
7./ pZ, para la relacion de equivalencia en Z “dos enteros estan relacionados si y s6lo si su resto
al dividir por p es el mismo”, el cual estd formado por p clases de equivalencia), tiene una
estructura natural de anillo unitario conmutativo (con operaciones en el cociente inducidas por
las de Z). Para p primo este anillo es un cuerpo. En el caso p = 2, este cuerpo K = Z /27 tendria
dos elementos K = {[0],[1]} y las operaciones se definirian por:

O +[0]=[0], [0]+[1]=[1], [1]+[0]=[1], [1
O].[0}=[o], [o].[]=10], [1.[o]=[0], [

Puede comprobarse directamente como ejercicio que K = {[0],[1]} con las operaciones ante-
riores es un cuerpo conmutativ

(Q,+,.), (R,+,.) son cuerpos conmutativos.

Ejercicio 1.21. Calciilese G(A) para cada uno de los anillos unitarios anteriores.

En adelante, trabajaremos siempre con cuerpos conmutativos, denotados simplemente por K,
salvo mencién explicita de lo contrario.

1.2.3. El cuerpo C de los nimeros complejos

Por su gran importancia en Matemdticas (incluso a un nivel muy elemental) definiremos aqui el
cuerpo C de los niimeros complejos, el cual se estudirara con detalle en otras asignaturas del grado.

Al igual que los nimeros reales se definen como una extension de los racionales la cual, permite,
por ejemplo, considerar como un niimero (real) a la raiz de 2 (esto es, que la ecuacién x> = a siempre

admita alguna solucién cuando a > 0), los complejos se definen a partir de los reales para dotar de

14En particular, esta propiedad impedird que (K,+,.) pueda ser un anillo unitario trivial.

15Como convenio, supondremos que los naturales o incluyen el 0.

16En este cuerpo, al sumar el elemento unidad consigo misma se obtiene 0. En general, se dice que la caracteristica de
un cuerpo K es p € N si p es el menor natural tal que al operar p veces la unidad consigo misma se obtiene 0, esto es,
1+---4+P 1 =0;en caso de que esto no ocurra para ningin natural, se dice que la caracteristica de K es 0. Para p primo,
los cuerpos Z/pZ tienen caracteristica p, mientras que los cuerpos con los que trabajaremos usualmente (Q, R, C) tienen
caracteristica 0.
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sentido a la raiz de niimeros negativos (esto es, que la ecuacién x> = a siempre admita alguna solucién

incluso cuando a < 0). Para ello, se introduce la llamada unidad imaginaria i, que desempefia el papel
de ser una solucién de \/—1, y se extienden las operaciones +,. de R de manera natural a cualquier
combinacién de niimeros reales y la unidad imaginaria, teniendo siempre en cuenta que i> = —1.

Formalmente, se define el cuerpo C de los nimeros complejos como (R?,+,.) donde para cada
ndmero complejo z = (x,y) € R? a x (resp. y) se le llama la parte real (resp. parte imaginaria) de z, y
las operaciones se definen por:

() + &) = (X y+)y)
(x,).(,y) = (e’ = yyxy +y)
para todo (x,y), (¥',y’) € R? (en estas definiciones, los simbolos +, . a la izquierda de las igualdades

denotan, respectivamente, la suma y producto de complejos que se estd definiendo sobre R?, mientras
que a la derecha representan la suma y producto usuales en R). Se define la unidad imaginaria como

i:=(0,1).

Usando i, simplificamos la notacién escribiendo x en lugar de (x,0) de modo que (0,y) = y.i (que
también se denotard indistintamente como y i, asi como por i y). Asi, podemos escribir cada niimero
complejo (x,y) como

de modo que las definiciones anteriores se reescriben:

(tiy) + (¢ +) = () il +))
(x+iy).(+0) = (xX—yy)+i(xy +yx).

La definicién formal de los complejos permite visualizarlos como puntos de un plano (plano de Ar-
gand). Intuitivamente, el papel de multiplicar por i un complejo z equivale a rotar en el plano R? a z

7/2 radianes (90 grados sexagesimales), usando el sentido positivo de giro (opuesto al del movimiento
de las agujas del reloj). Dado un complejo z = x + iy se define su conjugado

Zi=x—1iy
(simétrico a z con respecto al eje de abscisas) y su mddulo (que generaliza el valor absoluto en R)
2] == V2 +y* (= Vz.2).

No es dificil demostrar que todo complejo z = x -+ iy admite una representacion polar, del tipo

z=r(cos®+isend), (1.3)

donde r no es més que el médulo de z'y 6 su argument (este ultimo, cuando x > 0, puede calcularse
como 8 = arctan(y/x), y resulta sencilla dar férmulas para los casos x < 0). Dado un segundo nimero
complejo expresado en forma polar 7 = r/(cos 0’ +isen®’), de las propiedades del producto y suma:

z.Z =rr' ((cosBcos® —senBsend’) +i(senBcos® +cosBsen®’)) = rr' (cos(0+6') +isen(6+6'))

(la dltima igualdad usando las férmulas conocidas del seno y coseno de una suma). Esto es, el pro-
ducto de dos nimeros complejos es otro complejo cuyo médulo es el producto de los médulos, y su
argumento puede escogerse como la suma de los argumentos.

Usando las propiedades anteriores no es dificil comprobar:

170bsérvese que cuando z # 0, el argumento estd definido univocamente salvo la suma de un niimero entero de veces 2.
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C es un cuerpo conmutativo.

De hecho, la suma y producto definidos en C heredan de manera natural las propiedades de cuerpo

que verifican la suma y el producto en R. Es de sefialar que, para cada z =a+ib € C\ {0} su inverso
para el producto es (compruébese directamente):

-1 a . b
= —1
< 2+ ‘a2t

<mnemotécnicamente !

S
7z zZ |7?

Para la forma polar (T.3), se tiene z ! = r~!(cos(—8) + isen(—8))

Nota 1 (Expresion exponencial). Definiendo,

¢ :=cos®+isen®
(lo que se justifica cuando se estudia el desarrollo en serie de potencias de la exponencial, e =
Y ow"/n!,y se compara con el de las funciones seno y coseno), la representacion polar se reescribe
z=r.e®

. Y . 7 / «
Dado un segundo complejo 7/ = .e® se tiene entonces z.7 = (r.r’ ).e’(e+e ), consistentemente con
férmulas anteriores. Asi, para cada n € N, el conjunto {6‘2”"/ ":k=0,1,...n— 1} estd formado por
las raices n-ésimas de la unidad (las n soluciones complejas de la ecuacion 7" = 1).

Nota 2 (Cuaterniones). De un modo similar a como se construyen los nimeros complejos a partir de
los reales, se define el cuerpo de los niimeros cuaterniones (o cuaternios). En este caso, el conjunto
es R*, donde se definen

l: (0717070)7 J = (0707170)7 k = (0’07071)

de modo que podemos reescribir cada (x,y,z,7) € R* como:

(x,y,2,t) = x+iy+ jz+kt.

Se define la suma usual, componente a componente, mientras que para el producto se opera de manera
natural imponiendo las relaciones:

P=P=k=ijk=-1
(usando la notacién 2

= i.i, etc.) De estas relaciones no es dificil demostrar i.j =k; j.i= —k; j.k=1;

k.j = —i; k.i = j; i.k = —j. Las operaciones resultantes +, . dotan a R* de una estructura de cuerpo,
el cual no es conmutativo. A H := (R*, +,.) se le llama el cuerpo de los cuaternione

I18Este cuerpo también se puede construir a partir de C de un modo analogo a como construimos C a partir de R (esto
es, como “complejos de los nimeros complejos™). Para ello denotamos z + jw al par de complejos (z,w), consideramos la
suma componente a componente, e introducimos el siguiente producto (que extiende al de C): (z1 + jwi).(z2 + jw2) :=
(z1.22 —w1.w2) + j(Ziwa2 +wi.22). Denotando por k a i.j, esto es, k := (i+ j0).(0+ j1) = 0+ j(—i), se puede reobtener H.
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1.2.4. Matrices y sus estructuras algebraicas

Sea K un cuerpo conmutativo y m,n € N. Una MATRIZ de orden m X n con coeficientes en K es
una coleccién de m - n elementos de K dispuestos rectangularmente y entre paréntesis en m filas “ho-
rizontales” y n columnas “verticales”. Usualmente, denotaremos a las matrices por letras mayusculas
como A, B,C..., mientras que os elementos o entradas de la matriz aparecerdn en letras mindsculas y
con subindices. De este modo, toda matriz de orden m x n es de la forma:

ar a2 Aln

azl ann aop
A= ,

aml Am2 - Amn

donde cada g;; es un elemento de K. De forma abreviada escribiremos a veces A = (a;;) y también
a;j = (A);j. Notese que cada elemento de A tiene dos subindices: el primero nos indica la fila y el
segundo la columna. Por ejemplo, el elemento ay3 es el que se encuentra en la segunda fila y en la
tercera columna. Diremos que dos matrices A = (a;;) y B = (b;;) de 6rdenes m x n'y m’ x n’ son
IGUALES sim =m', n=n"y a;; = bjj, para cualesquierai =1,...,my j=1,...,n. Dada A € My,
su matriz TRASPUESTA A’ € M, .., es la que se obtiene cambiando las filas de A por columnas, esto
€S (Al)j,' = 4jj.

La MATRIZ NULA 0,x, (0, simplemente, 0) es la matriz cuyos elementos coinciden todos con el
neutro 0 de K. Una matriz con una sola fila (m = 1) se llama MATRIZ FILA o VECTOR FILA. Una
matriz con una sola columna (n = 1) se llama MATRIZ COLUMNA o VECTOR COLUMNA.

Una matriz con el mismo nimero de filas que de columnas (m = n) se llama MATRIZ CUADRADA
de orden n. La DIAGONAL PRINCIPAL de una matriz cuadrada A = (a;;) estd formada por los ele-
mentos a; con i = 1,...,n, a la suma de estos elementos se le llama TRAZA de A, y la denotaremos
tr(A) (= Y a;;). Una MATRIZ DIAGONAL es una matriz cuadrada tal que todos los elementos que
no estdn en la diagonal principal son cero. Esto significa que a;; =0 paracadai,j=1,...,nconi# j.
Ejemplos de este tipo de matrices son la MATRIZ (CUADRADA) NULA de orden n, que denotaremos
0, (0,=0,,x,) v la MATRIZ IDENTIDAD de orden 7, que denotaremos por /,, (todos los elementos de la
diagonal principal son iguales a 1 y el resto se anulan). Para facilitar algunas expresiones, se introduce
el simbolo dependiente de dos indices §;;, llamado delta de Kronecker, el cual esiguala 1sii= jya
0 en caso contrario. Por ejemplo, la matriz identidad I, verifica:

1 sii=j

(1,,)[,:5,,:{ 0 siig) Vii€{lon

Desde un punto de vista formal, una matriz puede definirse simplemente como una aplicacién A :
{L,...,m} x{1,...,n} = K, (i, j) = aij. Denotaremos por M,,,(K) al conjunto de todas las matrices
de orden m X n con coeficientes en K. Cuando m = n (matrices cuadradas de orden n) simplificaremos
la notacion M,,,(K) por M, (K).

Dadas dos matrices A = (a;;) y B = (b;j) en M,,<,(K) definimos su suma A + B como la matriz
en M« (K) cuyo elemento ij es a;; + b;; (con la suma de K). Esto significa que A + B = (a;; + b;;).
Por otro lado, dado @ € K 'y A = (a;j) en M,,x,(K), definimos su producto a-A como la matriz en
M, xn(K) cuyo elemento ij es a - a;; (con el producto de K). Esto significa que a-A = (a- a;;).

Nota 1.22. Es un ejercicio sencillo comprobar que (M,,«,(K),+) tiene una estructura de grupo con-
mutativo. De hecho, mds adelante mostraremos con detalle que, si consideramos también el producto
por escalares de K, se obtiene una estructura de lo que llamaremos espacio vectorial (ejemplo [2.13).

Departamento de Geometria y Topologia



Grupos, cuerpos y matrices 23

Dadas dos matrices A = (a;j) € Muxn(K),B = (b)) € Myxp(K) (sobre el mismo cuerpo K y
tales que el nimero de columnas de la primera coincide con el de filas de la segunda) se define su
PRODUCTO A - B = (cit) € My, por:

(A-By=cy=Y aij-by, Vie{l,---.m}, Vie{l,---p}.

1

n
=
Sus propiedades fundamentales se resumen en el siguiente resultado.
Proposicién 1.23. Sean A,A" € My, xn, B,B' € Myyxp, C € Myyy:
1. Asociativa: (A-B)-C=A-(B-C).
. Neutro por la derecha: A -1, = A.
. Neutro por la izquierda: I, - A = A.

. Distributiva por la derecha: A-(B+B') =A-B+A-B.

. Producto por 0 (a derecha e izquierda): A - 0,5, = Opmxp, Ogxm - A = Ogxp.

2

3

4

5. Distributiva por la izquierda: (A+A")-B=A-B+A’-B.

6

7. Relacion con el productode K: a-(A-B) = (a-A)-B=A-(a-B).
8

: Linealidaﬂ de la aplicacion trasposicion (' : Myxn(K) — Mysm(K),A — A?):
8a. (A+A") = A"+ (A" (traspuesta de la suma igual a suma de traspuestas).

8b. (a-A)' = a-A" (traspuesta del producto por un escalar igual a escalar por la traspuesta).
9. Involutividad: (A")' = A.
10. Relacion del producto con la trasposicion: (A-B)' = B" - A'.

Demostracion. 1. ((A 'B) 'C)il = ZIIZ:I (A 'B)ik Ckl = Z/f:l (Z;le a,‘j 'bjk) Ckl = ZZZI (Zl}:l (aij . bjk) . C]d)
(donde se usa dos veces la definicion del producto de matrices y la distributividad de - en K)
=Yooy (Xioyaij- (bj-cu)) = Xy (Xf—y a@ij- (bjx - cur))
(donde se usa la asociatividad de - en K y la conmutatividad de + en K)
=Y yaij- (Xo_ (bjx-cu)) = Xi_yaij-(B-C)ji=(A-(B-C))a
(donde se usa la distributividad de - en K y dos veces la definicién del producto de matrices).

2.(A-D)y = Yo aij 8j1 = aj;, donde todos los sumandos en la tltima expresién se anulan salvo
cuando j =, en cuyo caso se tiene 1 = Jy;.

3-9. Ejercicio inmediato.

10. ((A-B)") ji = (A-B)ij = Xi—1 @ik - bj = Xy (A ki - (B) jk = Lhy (B) jw - (A)wi = (B AT) ji,
donde en las igualdades se usan, resp., las definiciones de traspuesta, de producto de matrices, de
traspuesta, la conmutatividad de - en K, y la definicion de producto de matrices. [J

Observacion 1.24. En la proposicion anterior, si m # p entonces, aunque tenga sentido multiplicar
A-Bnolotiene B-A. Sim = p entonces A-B € M, (K)y B-A € M,(K), por lo que los dos productos
son necesariamente distintos si m # n. Pero incluso cuando m = n el producto puede ser diferente:

0 1 10
A—<0 O), B—(O 0) — A~B—02, B’A—A(#Oz).

19Este nombre se justificard con precisién en el Tema 3.
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Proposicion 1.25. M, (K) dotados de la suma y producto de matrices definidos, es un anillo unitario.
Para n > 2, este anillo no es ni conmutativo ni un cuerpo.

Demostracion. Como se ha dicho, (My,x,(K),+) es siempre un grupo conmutativo, por lo que, en
particular, esto ocurre para m = n. Las propiedades 1, 4 y 5 de la proposicion [1.23| completan la
estructura de anillo y las 2,3 el que sea unitario.

La observacion .24 no s6lo muestra con un contraejemplo que el producto no es conmutativo en
M;(K) (para cualquier cuerpo conmutativo K) sino también que 0, admite divisores, lo que impide
que (M>(K),+,-) sea un cuerpo (véase el ejercicio . Este ejemplo puede extenderse trivialmente
para matrices cuadradas de orden n > 2 (afiadiendo 0 mds all4 de la primera submatriz cuadrada de
orden 2), lo que completa el resultado. [J

Definicion 1.26. Diremos que A € M,,(K) es regular (o invertible) si admite inversa para el producto
matricial. Al conjunto de todas estas matrices lo [lamaremos grupo lineal general de orden n sobre K,
y lo denotaremos GL(n,K)

Consistentemente con la proposicion GL(n,K) = G(M,(K)) y tiene estructura de grupo
para el producto matricial. Como justificaremos mds adelante (seccion , si X € M,,(K) basta con
demostrar que existe una matriz cuadrada X que verifique bien X - X = I,,, bien X - X = I,,, para que X
sea la inversa de X y, por tanto, X € GL(n,K).

Ejercicio 1.27. Demuéstrese que si A € GL(n,K) entonces A’ € GL(n,K) siendo (A") ™! = (A~1)'.

1.3. Sistemas de Ecuaciones Lineales (Método de Gauss)

1.3.1. Definiciones

Sea K un cuerpo (conmutativo). Una ECUACION LINEAL CON COEFICIENTES EN K es una ex-
presion del tipo
aixi+...+a,x, =b,

en la que n es un nimero natural y ay, .. .,a,,b son elementos de K. Los elementos a; se llaman coefi-
cientes, el nimero b se llama término independiente y las variables x; son las incégnitas. Cuando haya
pocas incégnitas las representaremos simplemente por las letras x,y,z,7,w,...,etc. Una SOLUCION
de la ecuacion consiste en una n-tpla (o,...,0,) de elementos de K de forma que al sustituir cada
incdgnita x; por el elemento o; se cumple la ecuacion, esto es:

a o +...+a,d, =b.

Se llama SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES CON COEFICIENTES EN K (lo escribiremos sim-
plemente SEL para abreviar) a una familia de m ecuaciones lineales sobre K todas ellas con las mismas
n incégnitas. Siempre escribiremos un SEL de forma que las incégnitas aparezcan en el mismo orden
en todas las ecuaciones. Por tanto, un SEL tiene el siguiente aspecto:

anxi + apxx + ... + apxp = b
ayx; + apxy + ... + awmx, = b
amx1 + amx2 + ... 4+ amxn = by
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Una SOLUCION de un SEL es una n-upla (o.,...,0,) de elementos de K que sean solucién a la
vez de todas las ecuaciones del SEL. También diremos que x| = o, ...,Xx, = O, es solucion. El pro-
blema principal que abordaremos es el de determinar si un SEL tiene soluciones y, en caso afirmativo,
calcularlas todas.

Los sistemas de ecuaciones lineales se clasifican segun la cantidad de soluciones que tienen. Un
SEL se dice INCOMPATIBLE (SI) si no tiene ninguna solucién. De lo contrario se dice COMPATIBLE
(SC). Un sistema compatible puede ser:

1. SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (SCD) si tiene una tnica solucion.
2. SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO (SCI) si tiene mas de una solucién.

Discutir un SEL consiste en decidir de qué tipo es segin la clasificacion anterior. Resolver un SEL
consiste en calcular todas las soluciones del SEL si las hay. Ya con una ecuacién tan sencilla como
ax = b se manifiestan todas las opciones posibles de sistemas.

Diremos que un SEL es HOMOGENEO si todos sus términos independientes son iguales a cero.
Es evidente que un SEL de este tipo siempre serd compatible, pues se tiene por lo menos la solucién
x1=0,...,x,=0.

1.3.2. Sistemas escalonados

Para resolver cualquier SEL aprenderemos primero a resolver sistemas que sean especialmente
sencillos. Estos son los llamados sistemas escalonados.

Diremos que un SEL es ESCALONADO (para una ordenacién de las incégnitas) si la primera
incdgnita de cada ecuacidn no aparece (esto es, se halla multiplicada por 0) en ninguna de las siguien-
tes ecuaciones.

Nota. Para que la definicidn anterior tenga sentido es preciso recordar nuestro convenio de que siem-
pre escribiremos un SEL de forma que las incégnitas aparezcan en el mismo orden en todas las
ecuaciones. De lo contrario, un mismo SEL podria ser a la vez escalonado y no serlo. Por ejemplo, el
SEL dado por:

x +y +z = 0
y -z =0
y = 38

no esta escalonado, mientras que el mismo SEL escrito como:

x +y +z = 0
-z +y = 0
y = 8

si cumpliria la definicién de SEL escalonado. El problema es que este tltimo SEL no esta escrito segtin
nuestro convenio y, por tanto, no tiene sentido plantearse si estd escalonado o no. Para considerar el
anterior sistema como un SEL deberemos escribir en las tres ecuaciones primero la incégnita x, luego
la z y por ultimo la y. Es de observar que, en un SEL escalonado, si el nimero m de ecuaciones fuera
mayor que el nimero n de incégnitas entonces las dltimas m — n ecuaciones deben ser del tipo:

Oxj + -+ +0x, = b; Vie{n+1,...,m}.

Para discutir y/o resolver un SEL escalonado procedemos asi:
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1. Si el SEL contiene una ecuacion del tipo Ox; + - - - + Ox, = b con b # 0 entonces el sistema es
incompatible. De lo contrario el SEL serd compatible y pasamos al paso 2.

2. Identificamos las incdgnitas principales y las incdgnitas secundarias del SEL. Las principa-
les son las que aparecen como primera incognita en alguna de las ecuaciones del sistema. Las
secundarias son las restantes. Si todas las incégnitas son principales entonces el SEL serd com-
patible determinado. De lo contrario se tratard de un SEL compatible indeterminado. Esto com-
pletarfa la discusion del SEL.

3. Si no hay incégnitas secundarias entonces la tnica solucién del SEL se calculard despejando
directamente las incdgnitas principales de abajo hacia arriba. En caso de que haya incégnitas
secundarias, entonces se asigna a cada una de ellas un pardmetro distinto, y se despejan las
incdgnitas principales en funcién de estos pardmetros de abajo hacia arriba.

En particular, se deduce del procedimiento anterior que todo SEL escalonado compatible con coefi-
cientes en un cuerpo infinito tiene una tnica solucién o infinitas.

Como ejemplo, vamos a resolver el SEL con coeficientes reales siguiente:

x 3y +2z +w = =5
y +z +w = -2,
-w = 1

que es claramente escalonado. La variable z es secundaria mientras que x,y,w son principales. Por
tanto, ponemos z = A donde A es un parametro real, y la dejamos pasdndola al miembro derecho:

x + 3y +w = —-5-2A
y +w = —2-A (1.4)
-w = 1

Como una primera opcidn, éste es un sistema que se puede resolver directamente, sin mas que
despejar de abajo hacia arriba las incégnitas x, y, w en funcién de A. De hecho, se obtiene directamente
w = —1 en la tercera ecuacion, y sustituyendo en la segunda:

y=—1-—2
Sustituyendo ahora los valores obtenidos de w,y en la primera:
x=-3y—-w—-5-2A=343A+1-5-2A=—-1+A

Anticipando la forma de operar del método de Gauss (que veremos a continuacién), podemos
también resolver (1.4) reduciéndolo progresivamente a un sistema con una ecuacién e incoginta me-
nos. De hecho, sumando la tltima ecuacion a las dos primeras, el sistema (I.4) resulta equivalente a
resolver:

x + 3y = —4-2)
y - —1-\ (1.5)
—-w = 1

y multiplicando ahora la ecuacién (I.5) por -3 y sumédndosela a la primera, asi como la dltima por —1:

X = —14+A
y = —1—-A (1.6)
w = —1
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el cual proporciona directamente la solucion.

En cualquier caso, deducimos que estamos ante un SCI con soluciones x = —1+A,y=—1—A,z=
A, w=—1l,paratodoA € R,estoes, {(—1+A,—1—AA —1): AR}

Observacion 1.28. Es inmediato comprobar que un SEL escalonado es incompatible si y s6lo si una
de sus ecuaciones es del tipo 0 = b con b # 0. En el caso compatible, es determinado si y s6lo si todas
sus incdgnitas son principales.

1.3.3. Sistemas equivalentes. Método de Gauss

Diremos que dos SEL son EQUIVALENTES si tienen el mismo ndmero de incégnitas y exactamente
las mismas soluciones. Si el nimero de incdgnitas es n, lo que queremos decir es que una n-upla
(ay,...,0) de elementos de K es una solucion del primer SEL si y sélo si lo es también del segundo.

El método de Gauss es un proceso mediante el que cualquier SEL se transforma en un SEL esca-
lonado equivalente. De este modo, las soluciones del nuevo sistema (calculadas por el procedimento
descrito en la seccién anterior) coinciden con las soluciones del SEL original.

La conversion de un SEL en otro escalonado se lleva a cabo mediante las siguientes TRANSFOR-
MACIONES ELEMENTALES sobre el SEL:

(I) Intercambiar el orden de dos ecuaciones cualesquiera del SEL.
(II) Multiplicar cualquier ecuacion del SEL por un elemento de K distinto de cero.

(IIT) Sustituir una ecuacién del SEL por el resultado de sumarle a dicha ecuacién otra ecuacién del
SEL (eventualmente multiplicada antes por un elemento de K, usando el caso (II)).

Evidentemente, debemos asegurarnos de que este tipo de transformaciones sobre el SEL no alteran
las soluciones. Esto se prueba en el siguiente resultado:

Proposicion: Las transformaciones anteriormente descritas transforman un SEL en otro SEL equi-
valente con el original.

Demostracion: En sencilla aunque pesada de escribir. Llamemos S a un SEL dado por:

anxy + apxy + ... + amx, = b
an.xl + ai2‘ X + ... + am' xp = b
Cljl.)q + aj2‘x2 + ... + AjpXp = bj
L dm1X1 + amX2 + ... + amXp, = D
Denotemos por Ey,...,E;, ..., Ej,...,E, alas ecuaciones del SEL.

Si intercambiamos dos ecuaciones de orden, por ejemplo E; y E;, entonces el SEL resultante S’ es
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el siguiente:

ajpx; + apxa + ... + apx, = b
ajixy + apx2 + ... + apxp, = bj

: : : ;
anxy + apxx + ... + awx, = b;
amiX1 + amxx + ... + auuxn = by

que es claramente equivalente con S. Asi una transformacion de tipo (I) nos lleva a un SEL equivalente.
Si multiplicamos una ecuacion E; de S por un elemento a € K con a # 0, entonces el SEL resultante
S’ es el siguiente:

ajlxy  +  apx + ... +  apxs, = b

(aapn)x1 + (aap)x2 + ... + (aawm)x, = ab;

amx1 +  amwmxx + ... +  aumxn, = by
Veamos que S es equivalente a . Sea (0, ...,0,) una solucién de S. Como Sy S’ tienen todas las
ecuaciones iguales salvo quizds la i-ésima, entonces (o,...,0,) es solucién de todas las ecuaciones

de S salvo quizés E!. Pero también es solucién de E!, pues como a;1x1 + apxa + ...+ ain Xy = b;,
al multiplicar esta igualdad por a, y usar la propiedad asociativa del producto en K, se llega a que
(aan)x1 + (aap)xa+ ...+ (aai) x, = ab;. Esto prueba que toda solucién de S lo es también de S'.
Supongamos ahora que (o, ..., 0,) es una solucién de §’. Al igual que antes, se sigue que (0., ..., 0;)
es solucién de todas las ecuaciones de S salvo quizds la i-ésima. Pero también es solucién de E;,
pues como (aaj; ) x; + (aapn)x2+ ...+ (aay)x, = ab;, al multiplicar esta igualdad por a~! (que exis-
te por ser K un cuerpo y a # 0), y usar la propiedad asociativa del producto en K, se llega a que
aj| X1 +apxy+...+ap,x, = b;. Esto prueba que Sy S’ son equivalentes. De aqui se concluye que una
transformacién de tipo (II) nos lleva a un SEL equivalente.

Finalmente, consideremos el tipo (II). Sea S’ el SEL que resulta de S cuando la ecuacién E; se
sustituye por aE; + E; con a € K (realmente bastaria con a = 1, pues en caso contrario aplicariamos
primero el tipo (II)). Por las propiedades distributivas en K el SEL obtenido es:

ai xi + anxy + ... + AlpXn = by
a1 Xy + apXxp + ... + AinXn = b,‘
(aai1+aj1)x1 + (Cla,'z-l-ajz)xz + ... + (aam +aj,,)xn = abi—i-bj
am1 X1 + ama X2 + ...+ An Xn = b
Sea (0,...,0,) una solucién de S. Como Sy §' tienen todas las ecuaciones iguales salvo quizds la
j-ésima, entonces (a.j,...,0,) es solucién de todas las ecuaciones de S’ salvo quizds de E; Como
(Otl,. ..,0(,,,) cumple E; ij, entonces a;1 X1 +apxy+ ...+ ainxn =b; y ajixit+apx+...+apux, =
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b;. Si multiplicamos la primera igualdad por a y la sumamos a la segunda igualdad, obtenemos jus-
tamente que (Q.,...,0,) cumple E; Asi, toda solucién de S lo es también de §'. Reciprocamente,
supongamos que (0l,...,0,) es una solucién de S’. Al igual que antes, se sigue que (0, ...,0) €s
solucién de todas las ecuaciones de S salvo quizds de E;. Como (o, ...,0,) cumple E] y E; entonces
apx1+apxa+...+ainxy =biy (aapn+aj)x1+(aap+ap)xo+...+(aain+aj,) x, = abij+b;. Si
multiplicamos la primera igualdad por —a y la sumamos a la segunda igualdad, obtenemos justamente
que (0., ...,0,) cumple E;. Esto prueba que Sy S’ son equivalentes y concluye la prueba.

El METODO DE GAUSS para SEL se basa en realizar sobre el SEL tantas transformaciones de tipo
(D, I) o (IIT) como sea necesario hasta llegar a un SEL escalonado. Por el teorema anterior, el SEL
asi obtenido es equivalente con el original, por lo que al resolverlo estamos calculando exactamente
las soluciones del original.

Ejemplo: Apliquemos el método de Gauss para resolver el SEL con coeficientes en R dado por:

x 43y 42z = -5
3x +y -2z = 1 |
2x +y -z = 0

que claramente no esta escalonado. Para comenzar a escalonar el SEL necesitamos eliminar la inc6gni-
ta x de la segunda ecuacion y de la tercera ecuacién. Para ello, utilizamos transformaciones de tipo
(III). Sustituimos la segunda ecuacién por el resultado de sumarle la primera multiplicada por —3. Del
mismo modo, sustituimos la tercera ecuacién por el resultado de sumarle la primera multiplicada por
—2. De este modo, llegamos al SEL. dado por:

x +3y +2z = -5
-8y —8 = 16 ,
-5y =5z = 10

que es equivalente con el original pero todavia no estd escalonado, ya que la incégnita y es la primera
de la segunda ecuacién y de la tercera ecuacién. En estos momentos observamos que los coeficientes y
el término independiente de la segunda ecuacién son multiplos de —8. De igual modo, los coeficientes
y el término independiente de la tercera ecuacion son multiplos de 5. Aplicamos tansformaciones de
tipo (II) para simplificar las ecuaciones segunda y tercera: dividimos la segunda ecuacién por —8 y la
tercera por 5. Al hacerlo, llegamos al siguiente SEL equivalente con el original:

x 43y +2z = -5
y 4z = -2,

que sigue sin estar escalonado ya que la incognita y es la primera de la segunda ecuacién y de la
tercera ecuacion. Finalmente, para eliminar la incgnita y en la tercera ecuacion realizamos una trans-
formacién de tipo (III): sustituimos la tercera ecuacidn por el resultado de sumarla con la segunda
ecuacion. Asi llegamos a este SEL equivalente con el original:

x 43y +2z = -5
y 4z = -2

que ya estd escalonado. Razonando como en el SEL escalonado que resolvimos en la seccion anterior,
se tratan x,y como incOgnitas principales y z como secundaria. Escribimos entonces z = A, y

x 43y = -5 =-2A
y = -2 =i
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éste se puede resolver sin mds que susituir en la primera ecuacién el valor de y obtenido en la segunda,
o bien simplificindolo ain mds, multiplicando la segunda fila por —3 y sumdndosela a la primera:

X = 1 +Ar
y = =2 —A

En cualquier caso, deducimos que el SEL original es un SCI con soluciones:
x=14+A y=-2—-A, z=A, con AER.
Alternativamente, el conjunto de soluciones del SEL se escribe como:
{(1+A,-2—A,A) /L eR}.

El ejemplo anterior muestra cdmo se pueden aplicar transformaciones elementales en un ejemplo
concreto para transformar un SEL en otro equivalente escalonado. Para aplicaciones tedricas necesi-
taremos poder garantizar que esto siempre se puede conseguir para cualquier SEL. Esto se hace por
induccién, obteniéndose:

Teorema: Todo SEL es equivalente a un SEL escalonado mediante una cantidad finita de transfor-
maciones elementales.

Corolario: Si un SEL con coeficientes en un cuerpo infinito es compatible indeterminado, entonces
tiene infinitas soluciones.

Demostracion: Por el teorema previo el SEL serd equivalente a otro escalonado. Y sabemos que un
SCI escalonado sobre un cuerpo infinito tiene infinitas soluciones.

1.3.4. Expresion matricial del método de Gauss

En la practica, uno se da cuenta de que al aplicar el método de Gauss se estdn escribiendo super-
fluamente las incognitas: lo que de verdad importa en todo el proceso son los coeficientes del SEL y
sus términos independientes. Para abreviar la escritura se suele desarrollar el método de Gauss con la
ayuda de las matrices (seccién[[.2.4). Consideremos un SEL general dado por:

anxi + apxy + ... + ampxs = b
ax; + anxy + ... + apx, = b
AmiX1 + amx2 + ... + AuuXy = by

Se llama MATRIZ DE COEFICIENTES del SEL a la matriz de orden m x n dada por:

ar a2 Aln

azl anp azp
A=

aml Am2 - Amn

Se llama MATRIZ AMPLIADA del SEL a la matriz de orden m x (n+ 1) dada por:

ain ap - a | b

a ap -+ axy | by
(Alb) =

aml Am2 -+ Amn | by
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Noétese que cada fila de (A|b) codifica una de las ecuaciones del SEL. De hecho, los elementos de
la columna j-ésima con j = 1,...,n son los coeficientes del SEL que acompafian a la incognita x;.
Ademas, la dltima columna contiene los términos independientes del SEL. La barra vertical en la
matriz ampliada indica donde aparece el signo igual en cada ecuacién del SEL. Es claro que el SEL
queda determinado de forma dnica por su matriz ampliada.

Las transformaciones elementales que se aplican a un SEL para convertirlo en escalonado tie-
nen su contrapartida en el ambiente matricial. Asi, establecemos tres tipos d¢ TRANSFORMACIONES
ELEMENTALES POR FILAS de una matriz, a saber:

(A) Intercambiar la posicién de dos filas (esto se corresponde con una transformacién de tipo (I)
para el SEL).

(B) Multiplicar una fila por un elemento de K distinto de cero (esto se corresponde con una trans-
formacién de tipo (II) para el SEL).

(C) Sustituir una fila por el resultado de sumarle a dicha fila otra fila que ha sido previamente
multiplicada por un elemento de K (esto se corresponde con una transformacién de tipo (III)
para el SEL).

La implementacién matricial del método de Gauss tiene tres pasos:

1. Escribir la matriz ampliada del SEL.

2. Efectuar transformaciones elementales por filas hasta obtener la matriz ampliada asociada a un
SEL escalonado.

3. Escribir el SEL escalonado equivalente al que se ha llegado y resolverlo.

Ejemplo: Queremos resolver el SEL dado por:

x 43y 42z = =5
3x 4y -2z = 1
2x +y —z = 0

Realizamos los siguientes pasos:

1. Escribimos la matriz ampliada del SEL. En nuestro caso particular, obtenemos:

1 3 2| =5
31 =2 1
21 -1 0

Nétese que cada una de las tres primeras columnas proporciona los coeficientes que acompafian
a cada una de las inc6gnitas, mientras que la cuarta columna es la de términos independientes.

2. Realizamos sobre la la matriz ampliada tantas transformaciones elementales por filas como sea
necesario hasta obtener la matriz ampliada de un SEL escalonado. En nuestro caso se obtiene:

1 3 2] -5 N 1 3 2] =5 ~
31 =2 1 (-3R+FR | 0 —8 —8 | 16 | ik
2 1 -1 0/ (2r+1 \ 0 =5 =5 10 1R

1 -5 N 1 3 2] =5

0 -2 01 1] =2

0 —1 -1 2 F+F; 0 00 0
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3. En este punto se puede escribir el SEL obtenido y resolver. En nuestro ejemplo el SEL al que
llegarfamos es:
x +3y +2z = -5
{ y t+z = =27

ya solucionado en la seccién anterior. Reescribiendo matricialmente el proceso:

1 3 2| =5 1 0 —1 1
F—3F: _
o1 1| 2" 7" 1lo1 1] =2 ~<(1)(1) }'_;)
00O 0 00 O 0
donde la dltima ecuacién se ha suprimido obteniéndose un sistema equivalente, que se puede

resolver directamente. Merece comentarse que, continuando matricialmente, podemos tomar la
coordenada secundaria como un parametro z = A € R y reescribir la matriz del sistema escalo-

nado, para cada A, como
1 0 1+A
01| —2-A)’°

generandose directamente la solucion x = 1 + A,y = —2 — A, esto es,

{(14+1,—2—AA) /L ER]).

Nota: (Es posible realizar transformaciones elementales por columnas para resolver un SEL? La
respuesta es no y la razén es muy sencilla: este tipo de transformaciones no convierten un SEL dado
en otro equivalente. Por ejemplo, consideremos el SEL con coeficientes reales dado por:

{x—l—y:Z

x —y =0

que es un SCD con solucién x =y = 1. Su matriz ampliada es:

wm-(1 _1[5):

Al multiplicar por 2 la segunda columna obtendriamos la matriz:

1 22
1 2|0 )’
que es la matriz ampliada del SEL con coeficientes reales dado por:

x + 2y = 2
x — 2y = 07

el cual es un SCD con solucién x = 1, y = 1/2, distinta a la anterior.

Ejercicio: Discutir y resolver el siguiente SEL con coeficientes reales:

x 4+ 2y + s = 7
y + z — 25 4+t = 2.
2x — y 4+ z 4+ 4 +t =0
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Ejercicio: Discutir y resolver el siguiente SEL con coeficientes complejos:

ix + 2y + z = 0
x - 3y + 2z = 0
2ix + (i+Dz = i

Ejercicio: Discutir y resolver el siguiente SEL con coeficientes reales:

-4y — z = -7
x 4+ y 4+ z = 2
x = 2y + z = =2
—x + 2y = 3

1.3.5. Calculo de la matriz inversa por el método de Gauss-Jordan

Aunque més adelante se verd otro método de calculo de la matriz inversa (y se discutird con detalle
cuando una matriz admite inversa), conviene estudiar ahora este problema por el procedimiento de
Gauss-Jordan, basado en las propiedades estudiadas de los SEL.

Sea A € M, (K) una matriz regular. Calcular su inversa equivale a solucionar la ecuacién de n?
incégnitaﬂ (xij):

X1 ot Xin
A-X=1I, donde X =
Xnl  * Xnn
Obsérvese que la ecuacién puede interpretarse diciendo que al multiplicar A por cada una de las

columnas de X se obtiene cada una de las columnas de I,, por lo que se tiene el SEL de n” ecuaciones
y n? incégnitas:

X11 1
Al---]o0 X1 0
oA )| o

Xnn 1

Por ser A regular, este sistema debe ser compatible y determinado@ Por tanto, puede resolverse por el
método de Gauss-Jordan realizando transformaciones elementales por filas. Obsérvese que las mismas
transformaciones elementales que se usen para las primeras »n filas se pueden usar para cada uno de
los siguientes grupos de n filas. Por esta razon, reescribiremos la matriz ampliada del sistema original

como:
apy - ap| 1 - 0

(Alln) =
anl DY ann 0 DY 1
Bastara entonces con realizar transformaciones elementales por filas hasta obtener la matriz identidad
I, en la parte izquierda de la matriz (la cual seria la matriz de Hermite para cada uno de los n sistemas

20vgase la discusién en la seccién especialmente el punto 2.

2IDe hecho, consistentemente con la seccién (a) por ser A regular |A| # 0, (b) teniendo en cuenta el ejercicio
la primera matriz de la férmula anterior tiene determinante |A|" # 0, por lo que también es regular y (c) multiplicando por
la inversa de esta matriz a la izquierda de ambos miembros de la igualdad se obtendra la (inica) solucién del SEL.
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de n ecuaciones con n? incégnitas en que se descompone el original). En ese momento, cada una de

las columnas a la derecha serd la solucién del SEL de n? ecuaciones para la correspondiente columna
de incégnitas de X, esto es, se obtendrd a la derecha la matriz buscada A~!. (Por supuesto, si esto no
pudiera llevarse a cabo la matriz A no seria regular).

En el siguiente ejemplo, el lector puede ir comprobando en un caso particular el procedimiento
general antes descrito. Estudiemos si A € GL(n,K), donde

1 2
a=(0 )
Para ello, obsérvese que

1 2] 10 1 2] 10
(A|12)_<—12 } 01>N<04 } 1 1)

Asi, A es regular. Usando transformaciones elementales de abajo hacia arriba

(AlB) 1 2 1 0 1 0 1/2 —1/2
2 01 | 1/4 1/4 01 | 1/4 1/4
En consecuencia, la inversa de A es:

()

1.4. El grupo de permutaciones

Seguimos aqui como referencias el libro de M. Castellet e I. Llerena “Algebra Lineal y Geometria”
Ed. Reverté, Barcelona, 2000) y el de Angel Primo Martinez “Matemiticas. Curso de Orientacién
Universitaria”, Reverté SM, 1987122]

1.4.1. Conceptos basicos

Sean € Ny A ={l,...,n}. Una permutacion de A es cualquier aplicacién biyectiva 6 : A —
A; denotaremos S, al conjunto de todas las permutaciones de@ A. Como se explic en el tema de
preliminares, la composicién de dos aplicaciones biyectivas es biyectiva y el conjunto de todas las
aplicaciones biyectivas de un conjunto en si mismo tiene estructura de grupo con la composicién. En
resumen:

Proposicion 1.29. (S,,0) tiene estructura de grupo, al que se llamard grupo de las permutaciones
(de n elementos), y se simplificard la notacion denotdndolo solamente S,,.

En el contexto de permutaciones, a la composicion se le suele llamar producto, y se denota:

o[ 1 2 - n
~\o(l) o@2) -+ on)
22Desarrollos mds extensos en algebra pueden consultarse en los libros de S. Mc Lane y G. Birkhoff, N. Jacobson 6 J.K.
Goldhaber y G. Ehrlich.

23 La definicién y todo el desarrollo se puede generalizar trivialmente a cualquier conjunto A = {ay,...,a,} con n ele-
mentos (se escribe entonces S4 6 Biy(A)); este caso general se obtiene sin mds que considerar 1,...,n como los subindices
de ay,...,ay.
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Ejemplo 1.30. Son permutaciones en S3:

oo (123 _(t23) . (123\ (123
31 2)" " \132)" 3 21)7" "\ 213)

Nota. Obviamente, s6lo la segunda fila en nuestra representacion de la permutacion resulta relevante.
Asi, por ejemplo, G seria representable sélo por (3 12) o la n-tpla (3,1,2). En ese caso, tendria que
tenerse presente que la permutacién asociada es la que aplica cada i a la componente i-ésima de la
n-upla (que no debe confundirse con la permutacién inversa, la cual aplicaria cada i al ordinal de su
posicion dentro n-tpla). No obstante, no seguiremos esa notacion, que se podria confundir con la de
los ciclos més adelante.

Ejercicio 1.31. (/) Constriiyanse explicitamente todos los elementos de S1,S, y S3.

(2) Demuéstrese por induccion que el cardinal (niimero de elementos) de S, esn! :=1-2-----
(n—1)-n

(3) Compruébese que S, es conmutativo si'y solo sin < 2.

Nota 1.32. Aunque fuera de nuestros objetivos, el lector puede extender el ejercicio anterior compro-
bando las siguientes propiedades elementales de combinatoria para un conjunto A de n elemento@

(1) Variaciones. A una m-ipla (subconjunto ordenado) formada por m < n elementos distintos de
A se le llama variacion (sin repeticion) de n elementos tomados de m en m y al nimero de todas las
variaciones construibles con los elementos de A lo denotaremos V,, ,,. Se verifica:

n!

Vam=n-(n—1)---(n—m+1) = (1.7)

(n—m)!’
Vu,m coincide con el nimero de aplicaciones inyectivas de un conjunto de m elementos en uno de n
elementos. Cuando m = n cada variacién es una permutacién y se tiene V, , = n! (por convenio, se
define 0! = 1 de modo que la férmula siga siendo vdlida).

(2) Combinaciones. A un subconjunto (no ordenado) formado por m < n elementos (distintos) de
A se le llama combinacion (sin repeticion) de n elementos tomados de m en m y al nimero de todas
las combinaciones construibles con los elementos de A lo denotaremos C,, ,,. Se verifica:

Com= Vi = ! = ( " ) (1éase “nuimero combinatorio n sobre m”).
’ m!  m!(n—m)! m
De la férmula anterior es inmediato comprobar C,,, = C, ,—n» (que puede obtenerse también per-
catdndose de que cada vez que formamos un subconjunto con m elementos, los restantes elementos de
A forman un subconjunto de n —m elementos) y Cpm = Cy—1 m—1 + Cn—1,m (si nos fijamos en un ele-
mento, el primer sumando es el nimero de combinaciones en las que participa y el segundo el niimero
en las que no participa), lo cual permite calcular recursivamente C,, ,, (tridngulo de Tartaglia).
(3) Binomio de Newton. Si x,y € K (cuerpo conmutativo):

(x+y)n :mf—’0< :1 )xn_m'ym

(procédase por induccién usando las propiedades de los nimeros combinatorios). En particular,

n

2= < ":1 > =Cuo+ - +Cun,

m=0

que es el cardinal de P(A), esto es, el nimero de subconjuntos incluidos en A.

24 Ampliable en Wikipedia https://es.wikipedia.org/wiki/Combinatoria
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Un elemento j € {1,...,n} se llamard fijo por la permutacion j € S, si 6(j) = j, y no fijo en caso
contrario. Si j no es fijo, podemos construir la sucesién:
J:0(7),6%(f)---0"(j)..

(donde 6% := G600y 6 := oo’ ). Dado que A = {l,...,n} es finito, en algiin momento o*( ;)
coincidira con los anteriores.

Lema 1.33. Seac €S,y j € {1,...,n} no fijo. El primer r > 1 tal que " (j) € {j,6(j)...,6"1(j)}
debe cumplir 6" (j) = j.

Demostracion. En efecto, si 6’ (j) = ¢”(j) y r > h > 1 entonces, componiendo r — h veces con la
inversa 6! se tiene 6" "*(j) = j (esto es, j ya habria salido antes). 1

Sean pues j,6(j),6%(j),...6"~!(j) distintos con 6’ (j) = j. Diremos que G € S, es un ciclo de
orden r si deja fijos todos sus elementos salvo r de ellos que se pueden escribir como en la sucesién
anterior. Esto es, un ciclo es una permutacién cuyos elementos no fijos se reordenan circularmente:

j= o) =)= () =
Como notacién simplificada para ciclos, se escribe la r-upla
6 =(/,6()),0°());---0" (/)

(obsérvese que en esta notacién no aparece explicitamente el valor n de S,,; en cualquier caso n no
puede ser menor que ninguno de los elementos de la r-tipla). A un ciclo de orden 2 se le llama
trasposicion. Una trasposicion (j,k), 1 < j < k < n se dice de indices contiguos cuando k = j+ 1. A
un ciclo de orden n (en §,,) se le llama permutacion ciclica.

Ejemplo 1.34. En S5 haciendo corresponder 1 —2 —4 — 3 — 5 — 1 se tiene la permutacion:

¢

es un ciclo de orden 5 (o permutacién ciclica). Andlogamente 1 — 2 — 3 — 4 — 1 proporciona:

5
1

W A~

z ), esto es (1,2,4,3,5) € Ss

L\

1 2 3 45
(2 34 ] 5), esto es (1,2,3,4) € Ss,

que es un ciclo de orden 4.

Ejemplo 1.35. Las permutaciones de ¢ y T del ejemplo son ciclos:
c=(1,3,2) € S, T=(2,3) €8s,

siendo ademads T una trasposicion. Es fécil comprobar que las seis permutaciones de S3 son ciclos
(admitiendo la identidad como el ciclo trivial de orden 1). Claramente, esto no ocurre en S, si n > 4.

Se dice que dos ciclos 6,6’ € S, son disjuntos cuando ningin j € {1,...,n} es, a la vez, un
elemento no fijo para 6 y ¢’ (esto es, los elementos no fijos de ¢ son fijos para ¢’ y viceversa).
Claramente, dos ciclos disjuntos conmutan (es decir, 6 0 6’ = 6’ 0 G). En adelante, al usar la notacién
para ciclos, omitiremos el simbolo de composicién siempre que no haya lugar a confusion.
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Ejemplo 1.36. Los ciclos 6 = (1,2),6 = (3,4) € S4 son disjuntos. Se tiene:

— N

1 3 4
! _ _ o
GoG —(1,2)(3,4)—< ’ 43 )-(3,4)(1,2)—0 Xej
Proposicion 1.37. (1) Toda permutacion 6 € S, se puede expresar como producto (composicion) de
ciclos disjuntos dos a dos.
(2) Todo ciclo de orden r se puede expresar como producto de r — 1 trasposiciones.

(3) Toda permutacion se puede expresar como producto de trasposiciones.

Demostracion. (1) Si o no es la identidad, se toma un elemento no fijo, ji, y se genera el ciclo

G = (jlac(jl)vcz(jl)v‘"70”71(].1))

(donde 6" (j;) = j; y todos los elementos anteriores son distintos). Si 6 = G| se obtiene el resul-
tado; en caso contrario existird un elemento j, que es fijo para 6; y no fijo para G, y que generara
andlogamente un ciclo

62 := (j2,6(}2),6°(j2),--.-67 7' (j))-

Este segundo ciclo, necesariamente, es disjunto de 6, pues si 6*1 (j;) = 6% (j,) entonces o' %2 (j}) =
Jj2 (y j2 no seria fijo para G1).

Procediendo inductivamente, una vez obtenidos m ciclos disjuntos G1, ..., G, si todo elemento no
fijo j de ¢ es también no fijo para alguno de los ciclos, entonces 6 = G o --- 0 Gy, (pues j sélo puede
ser no fijo para uno de los ciclos 6,,; y, por construccion, 6, (j) = 6(;j)). En caso contrario, se puede
construir un nuevo ciclo disjunto G,,+1, hasta agotar todos los elementos no fijos de ¢ en un nimero
finito de pasos.

(2) Basta con comprobar (inductivamente):

(Jtsg2se-sdrtsdr) = (1 02) (G2, J3) - - (=2, Jr—1) (=1, Jir)-

(3) Inmediato de los dos puntos anteriores. lI

Observacion 1.38. Merece también comentarse que toda trasposicion (j, j+h), 1 < j< j+h<nse
puede expresar como producto de 24 — 1 trasposiciones de indices contiguos, concretamente:

(G, j+h) =0, j+ D) +1,j+2)...(j+h—=2,j+h—1)(j+hj+h—1)...(j+2,j+D(+1,j).

v~

Ello se comprueba inductivamente. Informalmente, el producto de las & trasposiciones de indices
contiguos a la derecha hace “avanzar” h posiciones a la imagen del elemento j (hasta “dejar atrds”
a j—+ h, ocupando esa posicién) y, a continuacion, el de las 4 — 1 trasposiciones a la izquierda hace
“retroceder” a la imagen del elemento j+ & (hasta ocupar la posicién j-ésima).

Ejemplo 1.39. Como casos particulares:

1 23 456 78
36485 721

> = (1,3,4,8)(2,6,7) = (2,6,7)(1,3,4,8)

» (1,3,4,8) =(1,3)(3,4)(4,8)
» (2,6) =(2,3)(3,4)(4,5) (6,5)(5,4)(4,3)(3,2).
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1.4.2. Paridad y signo

La permutacién identidad / y, por tanto, cualquier otra, se puede expresar de muchas maneras
como producto de trasposiciones. Nuestro objetivo es comprobar que la paridad del nimero p de
trasposiciones (esto es, el cardcter par o impar de p) es la misma en todas esas expresiones.

Lema 1.40. La permutacion identidad I no se puede expresar como producto de un niimero impar de
trasposiciones.

Demostracion. Consideremos el siguiente producto
P:=Tl<icj<a(j—1)
donde i, j € {1,...,n} (obsérvese P # 0). Dada una permutacién, ¢ € S, definimos:
oP :=Ii<i<j<n(0(j) — 0(0))-

La demostracién del lema se basa en el siguiente aserto, aparentemente anecddtico, que se comprobard
aparte por discusion de casos:

Aserto. Si G es una trasposicién entonces 6P = —P.

Supongamos entonces que / se escribe como una composicén
I=7T50---0Tp0T

donde las T; son s trasposiciones. Por la definicién de 6P es claro que /P = P; sin embargo, aplicando
el aserto sucesivamente a cada una de las s trasposiciones se tiene:

P=(-1)P.

Y, como P # 0, necesariamente, s es par. []

Discusion del aserto. Sea 6 = (h,k),h < k y comprobemos 6P = —P. Por conveniencia del lector, el
razonamiento general se ird ilustrando con el caso n =5, 6 = (2,4). Asi, P = Ps es:

Ps=2-1)3-1)4-1)5-1)(3-2)(4—-2)(5-2)(4—-3)(5-3)(5—4).
Veamos el efecto de 6 = (h, k) sobre cada factor (j—i) con 1 <i< j<n:

» Ningiin efecto. Si i # h,k, j # h,k entonces (j —i) = (6(j) —o(i)).
Para Ps, 6 = (2,4): los factores (3—1),(5—1), (5 — 3) quedan inalterados.

» Cambio de orden en la expresion de P dos factores (no afecta a P). Ocurre en dos subcasos:

e Para cada i < h, cuando j = h 'y cuando j = k: cambian de orden (h —i), (k—1i).
Para Ps, 6 = (2,4): cambian de orden (2—1) y (4 —1).

e Paracada j > k, cuando i = h y cuando i = k: cambian de orden (j — h), (j —k).
Para Ps, 6 = (2,4): cambian de orden (5—2)y (5—4).

= Cambio de signo y de orden de dos factores (no afecta a P). Para cada [ tal que h < [ < k el
factor con i =h,j =1y el factorconi=1,j =k (estoes, (I —h)y (k—1)) se cambian el uno
por otro, cambian ademads de signo.

Para Ps, 6 = (2,4): se cambia (3 —2) por (3—4),y (4—3) por (2—3).
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= Cambio de signo de un unico factor (y, por tanto, del signo de todo P). Parai =h,j =k se
cambia el factor (k— h) por (h— k).

Para Ps, 6 = (2,4): se cambia (4 —2) por (2 —4).

En resumen, sélo en el tltimo de los casos se produce un cambio de signo que afecte a P. |l

Teorema 1.41. Si G se expresa como composicion de p trasposiciones y de q trasposiciones,
6=1p0%p-100T201, G =PgOPg-10--°P20P1,
entonces p 'y q tienen la misma paridad, esto es, o ambos son pares o ambos impares.

Demostracion. Para toda trasposicién T se tiene ToT = I, esto es, 1~ = 1. Por tanto, usando la primera

expresion de o se tiene 6 l=1010-0 T,—1°7T,. En consecuencia:

I=06 "00=(T10T20:--0T)_107T,)0(PyOPg—10---0P20PY).

Esto es, I es producto de p + g trasposiciones y basta usar que, por el lema, p + g es par. I

Este teorema asegura la consistencia de la siguiente definicion.

Definicion 1.42. Una permutacion G se llama par si se puede expresar como producto de un niimero
par de trasposiciones, e impar si como producto de un niimero impar de trasposiciones.

Proposicion 1.43. La aplicacion signo (o signatura) sig definida por:

‘- . | +1 sicespar
sig S, — {+1,—1}, szg(G)—{ 1 sicesimpar,

verifica las siguientes propiedades{zﬂ'
(i) sig(c07) = sig(0)- sig(T)
(ii) sig(I) = 1, sig (6~') = sig(c).
(iii) Si & en un ciclo de orden r, entonces sig(c) = (—1)"1.

Demostracion. (i) Inmediato de que si G y T se expresan como producto de p y ¢ trasposiciones,
entonces G o T se expresa como producto de p + g trasposiciones.
(i1) Inmediato.

(iii) Usese la prop. 2). 1

Ejercicio 1.44. Demuéstrese que en cada grupo S, con n > 2 el niimero de permutaciones pares es
igual al de las impares.

25La propiedad (i) es equivalente a decir que sig es un homomorfismo de grupos, y la (ii) se puede ver como un caso
particular de una propiedad general para cualquier homomorfismo de grupos.
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1.4.3. Numero de inversiones

Describimos a continuacién una forma sistematica de calcular la signatura de una permutacion.

Definicion 1.45. Dada G € S, diremos que dos elementos i < j de A presentan un permanencia si
6(i) < 6(j) y una inversion si o(i) > o(j). El nimero de inversiones de G es el niimero total de
inversiones obtenidos con todos los pares (i, j) tales que 1 < i < j <n, y se denotard [o).

Asi, para calcular [o] basta con contar el nimero de total de alteraciones del orden natural en la

1 2 -~ n
segundaﬁlade(c(l) 5(2) .- G(n))'

Ejemplo 1.46. Para calcular el nimero de inversiones de
G 1 23 435
~\3 4215
basta con contar para cada elemento k de la segunda fila (k = o(i)) cudntos elementos / (I = 6(j))
menores que k (esto es, 6(i) > o(j)) aparecen a su derecha (de modo que i < j) y sumar. En concreto:
Para k = 5: cero.
Parak=4:dos(2y 1)
Parak=3:dos(2y 1)
Para k = 2:uno (el 1)

Para k = 1: cero (necesariamente)
Por tanto, [6] =0+2+2+14+0=5.

Proposicion 1.47. Toda permutacion 6 € Sy, se puede expresar como producto de [G] trasposiciones.
Por tanto, sig(c) = (—1)!°,

Demostracion. Razonando por induccién sobre 7, el resultado es trivial para n = 1, y supongamoslo
valido para n — 1. Sea i tal que 6(i) = n, por lo que que i presenta inversiones con j =i+ 1,...,n.
Compongamos G con las correspondientes n — i trasposiciones, obteniendo

6:=((o(n),0(i))(c(n—1),06(i)...(c(i+2),0(i))(c(i+1),0(i))) o © (1.8)

Como 6(i) = n, se tiene [G] = [6] — (n— i) y también &(n) = n. Esta dltima igualdad permite usar
la hipétesis de induccidén y expresar 6 como producto de [G] trasposiciones. Sustituyendo esta ex-
presion en (1.8) y despejando se obtiene una expresion de 6 como producto de [5] + (n— i) = [0]
trasposiciones. La dltima afirmacién es inmediata de la definicién de la aplicacién sig. 1l

Ejemplo 1.48. Usando el procedimiento de la demostracion anterior, expresemos 6 = < ; g ? )

como composicién de [6] = 3 trasposiciones. Observemos primero 6(1) =3y

—anan (1 22)=(121).

Se tiene entonces 6(3) =3y [6] =3 —2 = 1. Repitiendo el proceso para G se tiene:

1:(2,1)(3,1)(3,2)(; : 31‘) esto e, (; . f>=(3,2)(3,1)(2,1).
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Nota 1.49. Es de remarcar que [6] no es el minimo nimero de trasposiciones necesario para expresar
G (de hecho, en el ejemplo anterior G era directamente una trasposicion, 6 = (1,3)). El minimo es
siempre < n — 1, como puede comprobarse escribiendo la permutacién como composicioén de ciclos
disjuntos, y cada ciclo de orden r como composicion de r — 1 trasposiciones (proposicion |1.37).

1.5. Determinante de una matriz cuadrada

El concepto de determinante de una matriz de cuadrada A € M,,(K) sobre un cuerpo K se desarro-
llara mas adelante en relacion con los tensores determinantes y endomorfismos. No obstante, por su
utilidad préctica lo introducimos a a continuacién, y mostramos algunas de sus propiedades elementa-
les. En toda esta seccion, K serd un cuerpo conmutativo de caracteristica distinta de 2. Anticipando la
nomenclatura que usaremos en espacios vectoriales, llamaremos escalares a los elementos del cuer-
po K.

1.5.1. Nocion de determinante

Definicion 1.50. Sea A = (a;j) € M,,(K). Se define el determinante de A como

detA := Z sig(G) Aag(1)1 -+ Ao(n)n (1.9)

cES,
Usaremos también las notaciones:

aiy - dip
detA = |A| =
(2775 DR ¢ 7]

(el simbolo |- | no debe confundirse aqui con “valor absoluto” o “mddulo”). Obsérvese que en cada
sumando de la definicién aparece un unico elemento de cada fila y de cada columna. El siguiente
resultado muestra que el papel de filas y columnas es intercambiable en la definicién de determinante.

Proposicion 1.51. detA = detA’, para toda A € M,,(K).

Demostracion. Sea A = (a;j) y A" = (b;j) (esto es, b;; = aj;). Se tiene entonces:

detA = ZGES,, Sig(G) Ao(1)1 -+ Ao(n)n
= Yoes, S18(0) di6-1(1) -+ o 1(n) = Loes, SI8(67") ars-1(1) -+ Gno1(n)
= Yes, Si8(T) Aix(1) - - - Anr(n) = Lres, SIE(T) De(1)1 -+ Da(nyn
= det A’

donde en la segunda linea primero se reordenan (usando la conmutatividad de K) los factores de cada
sumando por orden creciente de superindice, y a continuacion se usa sig(c) = sig(c™!), en la tercera
se toma T = 6" (al ser biyectiva la aplicacién 6 ++ 6! en S, resulta equivalente sumar en ¢ € S,
queenT=06"! €5), yacontinuacién se cambia cada a; jporbji. 1

Observacion 1.52. Como consecuencia de esta proposicion, todas las propiedades de los determinan-
tes que se obtengan “por columnas” serdn también vélidas “por filas” y viceversa. Para incluir ambos
casos, llamaremos linea a cualquier fila o columna de A.
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1.5.2. Propiedades elementales de los determinantes

Resumimos a continuacién algunas propiedades de los determinantes, que se deducen de su defi-
nicién y de las propiedades estudiadas de la signatura de las permutaciones.
1. De la definicion de |A| a partir de permutaciones, se tiene directamente (hdgase como ejercicio):

apr a2
azr an

= dajidzz —dapaz,

apr a2 as
ax; Gy a3 | = a1a22033 +a12az3as) +aj3az1az — a13aaz; — adpdz1ds3 — a11a3a3,
asp dasy dass

(regla de Sarrus).

2. |A"| = |A] (proposicién|1.51} que permite usar la observacion [1.52]).

3. a) Si una linea de A se multiplica por el escalar a € K entonces el determinante de la matriz
resultante también queda multiplicado por a. En particular: |aA| = a"|A|.

Dem. Como en cada sumando de la férmula (1.9) aparece un dnico elemento de cada fila y de
cada columna, necesariamente en cada sumando aparecerd un Unico elemento de la linea mul-
tiplicada por a. Usando la conmutatividad de K podemos suponer que a es el primer factor de
cada sumando, por lo que basta con “sacar factor comtn” a aplicando la propiedad distributiva
en el cuerpo K.

b) Si cada uno de los elementos a; de una linea se expresa como la suma de dos escalares
ax = by + ¢ entonces |A| es igual a la suma de dos determinantes, uno de ellos con cada escalar
ay reemplazando por el primer escalar de la suma, by, y el otro con el segundo, c.

Dem. Al reemplazar cada a; por by + ¢ en (1.9), se obtiene que en cada sumando se reempla-
za por un Unico factor por (b + cx). El resultado se obtiene entonces sin mds que aplicar la
propiedad distributiva en K.

4. Si se intercambian dos lineas del mismo tipo (filas o columnas) de A, el determinante de la
matriz resultante cambia de signo. Mas atin, dada una permutacién Gy € S, si A% es la matriz
que se obtiene cambiando cada fila i-ésima de A por la 6y (i)-ésima, entonces:

|A%] = sig(c0) |A].
Dem. Razonemos el caso en que se intercambian las filas i-ésima y j-ésima 1 <i < j <n.

Llamemos T a la permutacion que se obtiene como trasposicion de i y j, y sea A" a la corres-
pondiente matriz obtenida permutando las filas i, j:

detA® := Y 5cg, S12(0) Ao(x(1))1 - - - Ao(t(n))n = — Loes, SIE(007T) @[(gor)(1)]1 - - - A[(6ot) (n)] n
= —Yocs, Si8(0") dor(1)1 - - - Ao/ (n)n = —detA.
donde en la primera igualdad se ha usado que, por ser T una trasposicion, sig(cot) = —sig(c)

y en la segunda se ha llamado ¢’ a 6o Ty se ha usado que, fijada T, la aplicacién ¢ — ¢’ es
una biyeccion en S,. La afirmacién sobre A°° es inmediata si Gy es una trasposicion y el caso
general se reduce a éste sin mas que escribir Gy como composicién de un nimero par o impar
de trasposiciones.

5. Si dos lineas paralelas de |A| son iguales entonces |A| = 0.

Dem. Como consecuencia directa de 4 se tiene detA = —detA.
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10.

Si dos lineas paralelas de |A| son proporcionales (en particular, si una es nula) entonces |A| = 0.
Dem. Consecuencia directade 3ay 5.

Si una linea de A se puede expresar como combinacion linea@ del resto de lineas del mismo
tipo (filas o columnas), entonces |A| = 0.

Dem. Consecuencia directa de 3by 6.

. Siauna linea de A se le suma una combinacion lineal del resto de lineas del mismo tipo (filas o

columnas), entonces el valor del determinante no varia.

Dem. Consecuencia directa de 3by 7.

det (I,,)=1.
Dem. Recordemos que, usando la delta de Kronecker (1;,);; = ;; por lo que:

det(l,) = Yoes, Si2(0) S (1)1 - - Oc(nyn = O11 -+ - O = 1.

Si C es otra matriz cuadrada de orden n, entonces |A -C| = |A| - |C|. En particular |A-C| = |C-A].

Nota. La demostracién de esta propiedad no es inmediata a partir de la definicion de los deter-
minantes (I.9). De hecho, posponemos su demostracién hasta que estudiemos tensores deter-
minante (teorema aunque podemos usar la propiedad con fines practicos en adelante,
como discutiremos en la seccién

Observacion 1.53. De las dos tltimas propiedades se deduce que, si A € M,,(K) es regular, se tiene:

1 =det(A-A™") = detA-det(A™")

En particular, detA # 0. Mds atin, de la propiedad 7 se sigue entonces que si una linea de A es combi-
nacidn del resto entonces A no puede ser regular.

Ejercicio 1.54. Escribanse explicitamente las propiedades anteriores para una matriz cuadrada y el
caso en que las lineas que se consideran son columnas.

Ejercicio 1.55. ;En cudles de las propiedades anteriores se ha usado que la caracteristica de K es
distinta de 2? ;En cudles que K es conmutativo?

1.5.3. Desarrollo del determinante por los adjuntos de una linea. Regla de Chio

Dada la matriz A = (a;;) llamaremos:

» Menor complementario del elemento (i, j): determinante 0;; de la matriz que se obtiene supri-

miendo la fila i-ésima y la columna j-ésima de la matriz A.

» Adjunto del elemento (i, j): escalar A;; := (—1)/oy;.

26 Anticipamos de nuevo la nomenclatura de los espacios vectoriales. Aqui queremos decir simplemente que la linea
mencionada al principio se puede escribir como la suma de todas las otras lineas del mismo tipo tras haber multiplicado
todos los elementos de cada una de estas lineas por un escalar (que puede ser distinto para lineas distintas).

27Una demostracién distinta puede consultarse en el libro de L. Merino y E. Santos.
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Proposicion 1.56. Para cada iy, jo € {i,...n} se verifican
n n
A=Y aigjhiyj = ) aijhijy
j=1 i=1

(desarrollo de |A| por los adjuntos de la fila ig-ésima y columna jo-ésima, respectivamente P;gl

Demostracion. Consideremos primero el caso ig = 1. Si S[j] :={c € S, : 6(1) = j} se tiene:

Al = Xoes, (=D aio(1)- - uoim)
= 2?21 aij (ZG]GS[j (_1)[G] ars(2) - - anc(n))
= ;!:1(_1)]__ aij (ZGES[]]( )[G] (-1 26(2) * - - Ano(n ))
= i (=1 layou; =Yy ary (= 1) ou; = Ty Ay,

donde en la primera linea de la férmula se usa la definicién de |A| (= |A’|) y en las otras:
» Segunda linea: se agrupan los términos de la primera segin el valor de j = 6(1)
» Tercera linea: se multiplica y divide por (—1)/~1.
» Cuarta linea. Para la primera igualdad se usa la expresion del menor complementario:

01 j = Yoes[j] (— )[G] U=V a a26(2) - - - Ano(n)

De hecho, en cada sumando los valores 6(2),...,6(n) pueden verse como una permutacion
del conjunto A = {1,...,j—1,j+1,...,n} (véase la nota a pie de pégina cuyo nimero de
inversiones se calcula descontando a [o] las j — 1 inversiones correspondientes a 6(1) = j.

En la segunda igualdad se usa (—1)/~! = (—1)/*! y en la dltima la definicién de adjunto.

Para el caso iy > 1, haciendo iy — 1 trasposiciones de indices contiguos de filas para llevar la ip-ésima
hasta la primera posicion, se llega a una nueva matriz Ao cuyo determinante es |Ag| = (—1)0~1A|.
Los menores complementarios de la primera fila de Ay son iguales a los menores complementarios de
la fila ip-ésima de A. Sin embargo, los adjuntos de A difieren en el factor (—1)©~!. Por eso, desa-
rrollando |Ag| por los adjuntos adjuntos de su primera linea (usando el caso resuelto anteriormente) y
multiplicando la expresién por (—1)©~!, se obtiene precisamente el desarrollo del determinante de A
por los adjuntos de su fila ip-ésima.

Finalmente el caso del desarrollo por la columna jy-ésima se reduce al del desarrollo por filas sin
mas que trasponer la matriz y usar que los menores complementarios del elemento (i, j) de la matriz
Ay (j,i) de la matriz A’ coinciden (por la propiedad 2 del principio de esta seccién). |l

Usando el desarrollo por adjuntos, el calculo de un determinante de orden n se reduce al de n
determinantes de orden n — 1. En principio, esto permite reducir el cdlculo de un determinante de orden
n > 3 al caso n = 3, el cual resulta computable por la regla de Sarrus. Sin embargo, este procedimiento
no seria nada eficiente: se necesitaria calcular n!/3! = n!/6 determinantes de orden 3. Empero, las
otras propiedades de los determinantes permiten simplificar esos célculos.

Explicamos a continuacién la llamada regla de Chio para el célculo de determinantes de orden
superior. Esencialmente, esta regla consiste en conseguir que todos los elementos de una linea del

28 Al desarrollo de un determinante por los adjuntos de una linea también se le llama desarrollo de Laplace y puede
generalizarse para calcular el determimante de una matriz a partir de menores complementarios de submatrices cuadradas
de cualquier orden; véase, por ejemplo, el libro de M. Castellet e I. Llerena.
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determinante de A sean nulos excepto uno de ellos, al cual llamaremos elemento base o pivote, que se
podra tomar como 1. Asi, el desarrollo por los adjuntos de esa linea asegura que |A| coincide con el

adjunto del elemento base. Explicitamente:

1. Se escoge una linea que contenga un 1 o un -1 y el mayor nimero posible ceros. En el caso de
que ningtn elemento sea 1 6 —1, se puede escoger uno de los elementos no nulost]a de la linea
(escogida de entre las de mas ceros), y dividir todos los elementos de esa linea por a; esto hace
que que el determinante quede dividido por a. lo que se tendrd en cuenta multiplicando por ese

escalar el resultado@]

2. Una vez escogido el elemento base, se consigue que el resto de los elementos de su linea, fila
o columna, sean nulos multiplicando sucesivamente la columna o fila del elemento base por un

escalar apropiado y restdndolo (o0 sumédndolo) a las otras lineas paralelas.

Por ejemplo, si el elemento base es el (1,1) y se escoge como linea su fila, se multiplicara

sucesivamente su columna por ajs,...,d1, y se restard a las siguientes columnas:
1 aip - Al 1 0
IA| = ay ax -+ a4y || G21 a2 —apaz axp, — a1pa1
apl ap2 -+ App anl ap2 —Aai2dapl Appn — A1nAnl

3. |A| es entonces el adjunto del elemento base o su opuesto, segiin el elemento base fuera 1 6 —1:

JAl=1-A11+0-App+---40-Ay, = Ayy.

Ejemplo 1.57. Calculemos el siguiente determinante usando la regla de Chio:

S = B~ W
N = W W
NN =N
W = = W

Los pasos son entonces: (1) tomamos como elemento base el (3,1) (pues es un 1 y su columna tiene
el mayor ndmero de ceros), y desarrollaremos por los adjuntos de su columna, (2) para conseguir que
en la columna del elemento base los otros elementos sean 0, multiplicamos la tercera fila por 5y 4 y
se la restamos a, respectivamente, la primera y la segunda, y (3) el determinante se reduce entonces al

adjunto del elemento (3, 1) de la nueva matriz. Esto es:

532 3 0 -2 -8 -2
43 1110 Sl =T 3 s
1121 1 1 2 1
0223 0 2 2 3

-2

-2
-1
2

-8
-7
2

-2
-3
3

Este dltimo determinante ya es resoluble por la regla de Sarrus. No obstante, puede ser mas sencillo
seguir aplicando la regla de Chio, tomando ahora como base el elemento (2, 1) y desarrollando por

2Por supuesto, si todos los elementos de la linea son 0, el determinante también es 0, y no se debe hacer nada.
30En ocasiones, también se puede obtener un 1 multiplicando una linea por un escalar y suméandosela a otra. En otras

ocasiones se puede simplemente reajustar el siguiente paso con facilidad.
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los adjuntos de su columna:

-2 -8 -2 0 6 4 6 4
—1 -7 3 |=|-1 =7 =3 |=(=1)(-1)"! . _3‘:30.
2 2 3 0 —12 -3

A
Ejercicio 1.58. Se considera la matriz por cajas <?‘O"%> donde A € M,(K),D € M,,,(K),C €

M ysn(K). Demuéstrese:
AlO
det( c1D > = |A|.|D|

1.5.4. Inversa de una matriz regular

A continuacién vamos a demostrar que toda matriz con determinante no nulo es regular, propor-
cionando explicitamente su matriz inversa

Proposicion 1.59. Dada A = (a;j) € M,(K) una matriz cuadrada, y sea A € M,(K) la matriz cuyo
elemento (i, j) es el adjunto del elemento (i, j) de A, para todo i, j € {1,...,n}. Se verifica:

1 Yio ailje = Ypo akibej = 6;j]A

,paratodoi,j € {1,...,n}.
2. A-N=AN-A=|A|lL,.
3. Si|A| # 0 entonces A es regular y su inversa viene dada por:

A=A
Al

Demostracion. 1.En el caso i = j, el resultado se obtiene porque el primer miembro no es més que el
desarrollo de |A| por los adjuntos de su fila i-ésima, mientras que el segundo miembro lo es por los de
su columna j-ésima. En el caso i # j el primer miembro se anula (y andlogamente el segundo) porque
es igual al desarrollo por adjuntos de una matriz con dos filas repetidas; concretamente, la matriz que
se obtiene reemplazando en A su fila j-ésima por su fila i-ésima (nétese que el adjunto del elemento
(j,k) es el mismo para esas dos matrices).

2. Obsérvese que al calcular el elemento (i, j) del primer miembro (y andlogamente del segundo):

n n
(A-AY)ij =Y au(A)j =Y adj = 8;j|Al,
k=1 k=1

la dltima igualdad por el apartado anterior.
3. Como |A| # 0, basta con multiplicar A por A’/|A| por la derecha y la izquierda y aplicar la
igualdad anterior. I

31 De 1a observacién sabfamos (aunque atn no lo hayamos demostrado) que, si una matriz A es regular, entonces
|A| # 0. Por tanto, sabemos ahora que A es regular si y sélo si |A| # 0 (véase la observacién sobre resultados no
demostrados en este primer capitulo).

Departamento de Geometria y Topologia



Aplicaciones de los determinantes a los SEL 47

Ejemplo 1.60. Calculemos la inversa de la matriz

12 -1
A= 3 4 =3
2 2 2

Calculamos en primer lugar su determinante (el cual debe resultar distinto de 0)

1 2 -1 1 2 -1
34 -3|=/0 -2 0]|=-8.
2.2 2 0 -2 4

Computamos a continuacién la matriz de sus adjuntos:

14 —12 -2
A=| -6 4 2
2 0 -2

Para calcular la inversa, basta con trasponer y dividir por el determinante:

| : 14 -6 -2 ~7/4  3/4 1/4

A= — N=— | -12 4 0 |= 3/2 —-1/2 0
Al (—8)

-2 2 =2 1/4 —1/4 1/4

1.6. Aplicaciones de los determinantes a los SEL

Debido a la importancia practica de la resolucién de los SEL a lo largo del curso, vamos a con-
tinuacion a describir los conceptos y técnicas principales asociadas a ellos. Como detallamos en el
préximo apartado, para ello anticiparemos algunos conceptos y resultados que se estudiardn con mas
profundidad y se demostrardn més adelante.

1.6.1. Conceptos y resultados anticipados

Ya habiamos anticipado el significado de que una linea (fila o columna) de una matriz sea com-
binacion lineal del resto (seccién [I.5.2] propiedad 7). Anticipamos ahora también que un conjunto
de lineas se dice linealmente independiente cuando ninguna de ellas se puede expresar como com-
binacion lineal del restﬂ Llamaremos entonces rango por columnas (resp. por filas) de una matriz
A € M,»,(K) al nimero méaximo de columnas (resp. filas) linealmente independientes de A.

Los resultados que demostraremos a lo largo del curso pero que anticipamos ahora para poder
obtener resultados pricticos son:

» Tema [2| (a) Una matriz cuadrada A € M, (K) es regular si y sélo si su rango (por columnas)

es igual a n. Esto se demostrard al estudiar las bases de un espacio vectorial en el Tema 2
(obs. [2.158). Es de remarcar que este resultado es una primera caracterizacion importante de
GL(n,K).
(b) Si se tiene un conjunto linealmente independiente de r lineas de A y, al afiadirle una maés,
las r+ 1 lineas son linealmente dependientes, entonces la dltima linea se puede expresar como
combinacién lineal de las r primeras (Prop. [2.94). Esta propiedad subyace al cdlculo del rango
de una matriz que describiremos méas adelante.

32En particular, si alguna linea est4 repetida el conjunto se considera linealmente independiente, porque una de las lineas
repetidas se puede expresar como combinacion lineal de la otra con coeficiente 1 y el resto de columnas con coeficiente 0.
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. Tema SiA € Myun(K),CE M,y p(K) entonces el rango (por columnas) de A - C es menor o
igual al minimo entre el rango de A y el de C. Esto serd una consecuencia inmediata del concepto
y propiedades del rango de una aplicacion lineal (corolario [3.20). Como una consecuencia, si
m=p=nyA-C=I, entonces los rangos de A y C son iguales a n, por lo que, necesariamente,
A'y C son regulares y C = A~ (corolario[3.58).

Esto es, como anunciamos debajo de la definicién [1.26, dada A € M,(K) basta con demostrar
que existe una matriz cuadrada X tal que o bien A- X = I, o bien X - A = I, para asegurar que A
sea regular y X su inversa.

= Tema E} Para cualquier A € M,,,,(K) el rango de A por filas es igual a su rango por columnas
(teorema 4.30). Esto se demostrara a partir del concepto de aplicacién traspuesta y las propie-
dades de su rango.

Como consecuencia de esta propiedad, habitualmente se habla solo del rango de la matriz, sin
especificar si es por filas o columnas.

» Tema 5| Si A,C € M,(K) entonces |A -C| = |A|.|C| (teorema |5.17)). Esto se demostrard tras
estudiar el concepto de determinante de un endomorfismo (véase la observacién ??) y ya se
enuncié como propiedad [I0]en la subseccién

Como consecuencia, toda matriz regular debe tener determinante # 0. Esto, unido al célculo
explicito de la inversa de una matriz A con |A| # 0, proporciona la importante caracterizacion
siguiente: una matriz cuadrada A es regular si y s6lo si |A| # 0.

A lo largo del resto de esta seccion, se dard una primera justificacién de los resultados sobre rangos
y SEL partiendo de la base de que estas propiedades anticipadas son ciertas. El objetivo es sélo que
el lector pueda ir ejercitandose con la practica de determinantes, ya que en los capitulos siguientes no
se presupone ninguna de estas propiedades hasta que se demuestre formalmente. Se invita al lector a
que, una vez terminado el curso, vuelva a leer la presente seccién y compruebe que, efectivamente,
sabe demostrar todo lo que aqui se dice.

1.6.2. Calculo del rango de una matriz m x n

Dada una matriz cualquiera A € M,,«,(K), se llama submatriz de A a cualquier matriz que se
obtenga suprimiendo k filas y / columnas de A, donde k € {0,1,...m}, [ € {0,1,...,n}. Llamare-
mos menor de orden h de A, donde h € {1,..., Min{m,n}}), al determinante de cualquier submatriz
cuadrada i x h de A (obtenida suprimiendo m — A filas y n — h columnas).

Proposicion 1.61. El rango r de la matriz A € My, (K) es igual al mayor orden h de los menores de
A distintos de 0.

Demostracion. Parar > h, basta con darse cuenta de que las 4 columnas (o filas) de un menor distinto
de O tienen que ser linealmente independientes y, por tanto, las correspondientes / lineas de la matriz
A también son independientes.

Para la desigualdad r < h, obsérvese que A contiene r columnas independientes, las cuales forman
una submatriz S € M, . Ahora bien el rango de S (por columnas) coincide con su rango por filas (esto
es, con el rango de S") y, por tanto, r filas de S son independientes. Estas r filas forman una submatriz
cuadrada C de Sy, por tanto, también de A y verifican |C| # 0 al ser independientes sus lineas. |
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Definicion 1.62. A los menores de A distintos de 0 de mayor orden (esto es, de orden igual al rango
rde A) se les llamard menores principales.

El rango de A se reduce entonces a encontrar un menor principal. Aunque a menudo esto se pueda
hacer con simple inspeccion, debe desarrollarse un método sistematico. Obsérvese que si, por ejemplo,
se ha obtenido un menor de orden & < Min{m,n} distinto de 0, no resultaria nada eficiente tener que
calcular todos los menores de orden 4+ 1 para poder demostrar que el rango de A es h. Explicamos a
continuacién un método apropiado, ilustrdndolo con el cdlculo del rango de la matriz:

-5 -3 1 -1 0
-1 0 2 10
Ag = 1 1 1 10
2 0 -4 -2 0
3 -3 -3 20

1. Se suprimen todas las lineas que sean nulas, o proporcionales a otra (o que se aprecie facilmente
que se pueden escribir como combinacién lineal del resto).

En nuestro ejemplo se puede suprimir la dltima columna (por ser nula) y la cuarta fila (por ser
proporcional a la segunda). EI problema se reduce entonces a calcular el rango de{ﬂ

5 3 1 -1
1 0 2 1
A= 1 1 1 1
3 3 3 2

2. Escogemos un elemento de la matriz dada A que sea distinto de O (con lo que podemos asegurar
que el rango es al menos 1). A continuacion, orlamos ese menor, esto es, formamos un menor
de orden superior en una unidad, afadiéndole una nueva fila y columna de la matriz dada A.
Si uno de esos menores es no nulo, podemos asegurar que el rango es al menos 2, y repetir
sucesivamente el proceso.

En el ejemplo, primero escogemos el elemento el -5 (elemento (1,1)) que es distinto de 0,

y a continuacion lo orlamos con los elementos de las segundas fila y columna para obtener:

-5 -3
=3,

-1 0

también distinto de O, por lo que el rango es al menos 2. Obsérvese que se anula el siguiente

menor que se obtiene orlando de la manera mas sencilla:

-5 -3 1
—1 0 2|=0.
1 11

3. En el caso de que tengamos un menor C no nulo de orden 4 y, al orlarlo, se obtenga uno nulo,
podemos escoger como sigue los menores de orden .+ 1, con el objetivo de detectar si una
linea de la matriz original depende de las lineas seleccionadas por C. Fijemos la fila f con la
que orlamos C (fijando la columna seria andlogo) y consideremos la submatriz S que se obtiene
con todas las filas seleccionadas por C y la fila f. En S, orlemos C con f y cada una de las
columnas de S. Si uno de esos menores es 0, podemos asegurar que la columna de S con que

33 No obstante, el lector puede comprobar que el procedimiento sigue siendo vélido sin suprimir la cuarta fila, aunque
resulte més lento.
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se orla C es combinacién lineal de las columnas de § seleccionadas por C. En consecuencia,
si todos esos menores son 0, el rango (por columnas) de S serd &. Como este rango es igual al
rango por filas de S, la fila f serd combinacién de las filas de A que contienen a las de C, por lo
que la podemos suprimir.

En nuestro ejemplo nos fijamos ahora en la submatriz

-5 -3 1 -1
S=( -1 0 2 1],
1 1 1 1
y observamos:
-5 =31 -5 -3 -1
-1 0 2|=-1 0 1]=0.
1 11 1 1 1

En consecuencia, el rango de S es dos (cada una de sus dos tltimas columnas se escribe como
combinacién lineal de las dos primeras). Por tanto, su rango por filas también es dos, y la tercera
fila de S se tiene que poder expresar como combinacion lineal de las dos primeras. Suprimimos

esta fila de la matriz y el problema se reduce al calculo del rango de:

-3

-3

1 -1
2 1
-3 2

Orlando de nuevo, se obtiene:

-5
A= -1
-3
-5 -3 1
-1 0 2
3 -3 -3
-5 -3 -1
-1 0 1
-3 -3 2

(esto es, la tercera columna de A, es combinacidn lineal de las dos primeras) y

£0.

Esta tltima desigualdad nos proporciona un menor principal de A, y, por tanto, de Ag. En
consecuencia, el rango de Ag es 3.

Observacion 1.63. Consideremos las transformaciones elementales (por filas) introducidas para el
estudio de los SEL en la seccion [1.3.4] Es facil darse cuenta que estas transformaciones no alteran
el rango (por filas) de la matriz a la que se aplica (y, por tanto, tampoco alterardn el rango si
se realizan por columnas). Ademas, es un ejercicio sencillo comprobar que el rango de una matriz
escalonada coincide con el nimero de filas no nulas que contiene. Asi, el procedimiento de Gauss
permite también calcular el rango de una matriz (y puede, eventualmente, combinarse con el descrito
en términos de menores principales).

1.6.3. SEL: regla de Cramer y Teorema de Rouché-Frobenius

Apliquemos a continuacion los resultados previos a los SEL, empezando con los de Cramer.

3Esto se puede razonar tanto directamente (a partir la definicién de rango) como por aplicacién de la proposicién [1.61]
ya que las transformaciones elementales no cambian el signo (positivo, negativo o nulo) de los correspondientes menores.
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Proposicion 1.64. (Regla de Cramer.) Un SEL de Cramer, esto es, del tipo

X1 by ap ap v dip
a a .. a
Ax=b donde x=| : |,b=] : |, a=]| " 2 e My(K),
tn bn nl Adp2 - Qpn

|A| # 0 es compatible y determinado, y su tinica solucion x = A~'b se expresa:

by apn - a an b1 - an an ap - b
by ax» - ay a by -+ ay ay axy -+ b
X b, amp - am N ant by - ay X apl am - by
1= 2= ce. =
|A| ’ Al ’ " A

(obsérvese que en el numerador de la incognita xj, se reemplaza la columna j-ésima de la matriz A
por la columna de términos independientes).

Demostracion. Por ser A regular, resulta inmediato que es compatible y determinado con tnica solu-
cién x = A~!h. Usando la forma explicita de la matriz inversa:

| | Y1 Aubi
x=Alb=—Ab=— : :

|A] Al . b

i=18inYi

y la expresion de la solucién se obtiene sin mds que tener en cuenta que cada componente Y7 | A;jb; =
Y1 biAij no es mds que el desarrollo por los adjuntos de la columna j-ésima en el numerador de la
expresion de cada x;. 1

Ejemplo 1.65. Discutiremos y resolveremos el SEL

2x1—x2+x3 =3
2)(2 —X3 = 1
—X1 +x2 =

El determinante de 1a matriz de los coeficientes es:

2 -1 1 21 0 )
0 2 —-1]|= 0 2 -1 :‘ 11 ‘:3.
-1 1 0 -1 1 0

En consecuencia, éste es un sistema compatible y determinado, cuya solucion se puede obtener por la
regla de Cramer:
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1 2 -1 3 1 015
X3 = 3 0 2 1 |= 3 02 1|=3
-1 1 1 -1 1 1
Consideremos ahora un SEL arbitrario,
A-x=b, AeM,x,. (1.10)
Reescribiéndolo
ah ap ain by
S ERS B PRl PR
am am2 Amn b

resulta evidente que el sistema es compatible si y s6lo si la columna de los términos independien-
tes se puede escribir como combinacion lineal de las columnas de A, proporcionando entonces los
coeficientes una solucién del sistema. Se tiene asi (Teorema de Rouché-Frobeniusﬁ]):

» EISEL (1.10) es compatible siy solo si el rango r de la matriz A del sistema coincide con el de
la matriz ampliada (A|D). En este caso:

1. Podemos tomar un menor principal de A (que serd también principal para (A|D)) y su-
primir las filas de la matriz ampliada que no coincidan con las filas de ese menor (pues
se corresponderdn con ecuaciones que se expresan como combinacién lineal de las no
suprimidas).

2. Las columnas del menor principal determinan r incégnitas que tomaremos como princi-
pales del sistema. Las otras n — r se consideran secundarias, se las puede tomar como
parametros A, ...A,_, y aplicarles la regla de Cramer.

En particular, el SEL serd determinado si 'y solo sin=r.

Esto es, suponiendo que esas incognitas principales son las r primeras (o renombrando las incégnitas
para que asi ocurra) el SEL original resulta equivalente a:

anxi+---+ayx, =by — al(rJrl);\'l T al(rJr(nfr):n))}"nfr
anXx)+---+apx, =b,— ar(r—i—l)?\‘l T ar(r—i—(n—r):n)xn—r

Para cada valor de los pardmetros, este sistema es de Cramer, por lo que puede usarse directamente la
regla de Cramer para solucionarlo:

by _al(rJrl);\'l = aphy app - ay,
by — ar(r—&-l);\/l Ay % S R
X1 = geee
ay - air
arl o Ay

35Habiendo sido demostrado por multiples mateméticos cercanos en el tiempo, recibe otros nombres como Rouché-
Capelli en paises angloparlantes e Italia, o Rouché-Fontené en Francia.
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apy al(rfl) bl_al(r+l);"1"'—aln}""*V
arl e ar(r—]) br — ar(r_,’_]))\,] [ Clmknfr
X =
ay - ayr
a1 0 Qyr

Ejemplo 1.66. Discutiremos y resolveremos el SEL

x1+xp+x3+xs =1
—xptx2—x3+x4 =0 »,
—X1+5x —x3+5x4 =2

cuya matriz ampliada es:

N =
N O =

Para calcular el rango de la matriz del sistema, se considera el menor

i ' =2(#0). El rango

es, por tanto, al menos 2. Orlando este menor, se tiene:

11 1 1 11
-1 1 -1 |=0, -1 1 1|=0.
-1 5 -1 -1 55

Por tanto, el menor escogido es un menor principal de la matriz del sistema, cuyo rango es 2. Para la
matriz ampliada, orlamos el menor principal usando la columna de términos independientes. Como

111
11 0/|=0,
-1 50

el rango de la matriz ampliada también es dos, y el sistema resulta ser compatible e indeterminado.
Para resolverlo, teniendo en cuenta el menor principal escogido, se suprime la tercera fila y se escogen
X1,X> como incdgnitas principales. Asi, las otras dos se toman como pardmetros,

x=A  x=>,

y el sistema se reescribe:
X14+x =1-M -\
—X14+x =AM —N )

Su solucién usando la regla de Cramer es entonces:

R T Ve PO N T
T=50 am=-n 1|27 M
_l. L s hat?) _l_;b
A I T W VS ) M
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Espacios vectoriales

Los espacios vectoriales son estructuras bdsicas en matemadticas que aparecen no sélo en Geo-
metria, sino también en Algebra o en Calculo, que abstraen propiedades conocidas a nivel elemental
de R". A pesar de su sencillez, desempeian un papel clave en el estudio de figuras complicadas como
curvas o superficies; de hecho, el método que se sigue para estudiar estas figuras consiste en asociar-
les en cada punto el espacio vectorial que “mejor las aproxime” en la cercania del punto (la recta o el
plano tangente en ese punto) y en analizar como este espacio vectorial cambia al movernos sobre la
figura.

Los espacios vectoriales también son muy importantes en otras ciencias, como la Fisica, donde
es habitual el empleo de espacios vectoriales para modelar magnitudes como las velocidades o las
fuerzas; de hecho, la definicion formal de espacio vectorial que estudiaremos resulta esencial para
distinguir entre las propiedades intrinsecas de esas magnitudes (asociadas a su naturaleza fisica) y las
extrinsecas (dependientes de las coordenadas con las que un observador las mida).

2.1. Definicion, primeras propiedades y ejemplos

2.1.1. Concepto de espacio vectorial

Cuando hablamos de vectores pensamos en segmentos de recta orientados (flechas), con propie-
dades tales como la “direccidon”, el “sentido” o el “moddulo”. Sabemos desde la ensefianza secundaria
que en el plano o en el espacio dos vectores se pueden sumar obteniéndose otro vector. También se
puede multiplicar un nimero real por un vector y el resultado es un nuevo vector. Ademads, estas ope-
raciones presentan algunas propiedades con similitudes a las que se vieron en la definicidn de anillo.
Pues bien, los espacios vectoriales suponen la abstraccién matemdtica de los conjuntos que admiten
una suma interna y un producto por elementos de un cuerpo de modo que se cumplen esas mismas
propiedades. La definicién de espacio vectorial se centra sélo en esa suma y producto, sin tener en
cuenta otros conceptos con el que el alumno pueda estar familiarizado (como el de médulo, producto
escalar o vectorial), y que se irdn desarrollando conforme se profundice més en Geometria.

Definicion 2.1. Sea (K,+,-) un cuerpo conmutativo. Un espacio vectorial (e.v.) sobre (K,+,-) o K-
espacio vectorial es una terna (V,+,-K) formada por un conjunto V (a posteriori necesariamente no
vacio) dotado de una operacion (ley de composicion interna) en 'V,

+:VxV =V
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y una aplicacion
KXV =V

o ley de composicion externa de K sobre V tales que:

1) (V,+) es un grupo conmutativo. Esto es, la operacion + en V, que asocia a cada par (u,v) €
V XV un vnico u+v €V verifica las propiedades ya estudiadas de grupo abeliano:

(i) Asociativa: (u+v)+w = u+ (v+w), para cualesquiera u,v,w € V.

(ii) Elemento neutro: existe un elemento e €V tal que v+e =e+v =v, para todo v € V.
Al neutro lo denotaremos 0 e incluso 0 cuando se le quiera distinguir explicitamente del
neutro 0 de (K,+).

(iii) Elemento simétrico: para cadav €'V, existe w € V tal que v+w =w+v = 0. Al elemento
simétrico de v se le denotard —v y se le llamard opuesto de v.

(iv) Conmutativa: u+v =v+u, para todo u,v € V.

1l) La ley de composicion externa - : K XV — V, que asocia a cada a € K y cada v € V un tinico
vector que denotaremos a-v € V, verifica las propiedades:

(i) Pseudoasociativa: (a-b)-v=a-(b-v), paratodo a,b €K ytodov eV,
(ii) Unimodular: 1-v =v, para todo v € V, donde 1 es el elemento neutro de (K \ {0},-)

(iii) Distributiva respecto de la suma en K: (a+Db)-v=a-v+b-v, para cualesquiera a,b € K
yveV,

(iv) Distributiva respecto de la suma enV:a-(u+v)=a-u+a-v, paratodo a € Ky cuales-
quierau,v €'V.

Observacion 2.2. (1) En la definicién anterior se usan con frecuencia los simbolos + y - para repre-
sentar dos conceptos distintos: para +, las operaciones en (V,+) y (K, +); para - la segunda operacién
del cuerpo (K,+,-) y laley de composicién externa en el espacio vectorial. Como ejercicio, explique-
se qué significa cada simbolo cada vez que aparece en la definicién anterior. ;Hay alguna posibilidad
de confusién en la notacién?

(2) El lector puede comprobar directamente que R? es un espacio vectorial con la suma en R?
usual

(0,3 + () = (e y+Y) Y(xy), (¢,y) €R?

y la ley de composicién externa de R sobre R?:
a-(x,y):=(a-x,a-y) VxeR, V(x,y)eR2

Obsérvese que, en cada caso, en el miembro izquierdo los simbolos +, - denotan las operaciones que
se estan definiendo en el espacio vectorial, mientras que en el derecho esos mismos simbolos denotan
la suma y productos usuales en R.

(3) En adelante, al igual que hablaremos simplemente del “cuerpo K™’ cuando se sobreentiendan las
operaciones (sin especificarlas explicitamente), hablaremos del espacio vectorial V (K) sin especificar
sus leyes de composicion externa e interna, e incluso V si se sobreentiende cudl es el cuerpo (ya sea
uno concreto o uno genérico). Asi, el ejemplo del punto 2) anterior se denotard R?(R) o sélo R?.
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(4) Notese que la operacion - en un anillo parece tener propiedades muy similares a la ley de
composicion externa en un e.v. Sin embargo, en un anillo el producto - es una operacién en él (es una
ley de composicién interna porque multiplican dos elementos del anillo, obteniéndose entonces otro
elemento del anillo) mientras que en un e.v. el producto - no es interno (se multiplica un elemento de
K por otro de V resultando un elemento de V). Esto justifica que la primera propiedad del producto -
de un e.v. no sea una propiedad asociativa propiamente dicha, y se le llame “pseudoasociativa”.

(5) No se ha usado en la definicion que el cuerpo K sea conmutativo y, de hecho, podria mantener-
se esta definicion cuando no lo es. No obstante, en ese caso, tendriamos dos opciones distintas para
la propiedad pseudoasociativa: (a.b).v =a.(b.v) y (a.b).v = b.(a.v). Para darse cuenta de que esta se-
gunda opcidn seria tan razonable como la primera, bastaria con denotar la ley de composicién externa
escribiendo primero el elemento de V y luego el de K. Concretamente, poniendo: v - a, la segunda
opciodn se escribiria v- (a-b) = (v-a)-b. Segin la opcién que se escogiera para la propiedad pseudo-
asociativa se hablarfa de un espacio vectorial por la izquierda (nuestra opcién por defecto) o por la
derecha (la anterior opcién alternativa). No obstante, nosotros no tendremos en cuenta esta sutileza
(ni otras que aparecerian mds adelante), al suponer siempre que los cuerpos sean conmutativos.

Definicion 2.3. Si V es un e.v. sobre K, llamaremos escalares a los elementos de K y vectores a los
elementos de V; usualmente, usaremos las letras a,b,c, ... para referirnos a los escalares y las letras
u,v,w,... para referirnos a los vectores.

La operacion + de V se llamard suma de vectores y la ley de composicion externa - de K sobre V
se llamard producto de escalares por vectores. Cuando K =R (resp. K = C) diremos que V es un e.v.
real (resp. e.v. complejo).

2.1.2. Propiedades elementales

Es de remarcar que, como en todo espacio vectorial V(K), se cumple que (V,+) es un grupo
abeliano, todas las propiedades que conocemos de grupos se mantienen para la suma de vectores. En
particular (compruébese como un ejercicio de repaso)

Proposicion 2.4. En todo espacio vectorial V (K):
(a) El elemento neutro 0 de la suma de vectores es tinico.
(b) La suma de vectores permite simplificar:

viw=v+w =w=w  wrtv=wHv=>w=w, Vv, w,w' € V.

(c) Para cada vector v, su elemento opuesto —v es uinico, y de la igualdad v+w = 0 se deduce
w = —v,v = —w (en particular —(—v) =v).

Como notacién, dados u,v € V escribiremos u — v para referirnos al vector u + (—v). Esto se
llamard diferencia de vectores y consiste en sumar al primero el opuesto del segundo. Obsérvese que,
cuando consideramos ademads el producto por escalares, expresiones como

_(a'v)v (_a)'V7 a-(—v),

son conceptualmente distintas (;qué significa el signo — en cada caso?) Sin embargo, la siguiente
proposicién nos tranquilizard al demostrar, en particular, que las tres coinciden, por lo que se puede
escribir de manera no ambigua —a-v. De hecho, serd facil darse cuenta de que otros abusos de notacién
usuales como no escribir explicitamente el simbolo del producto escalar (esto es, poner av en vez de
a-v) o no distinguir notacionalmente entre el neutro 0 de (K,+) y 0 de (V,+), no deben dar lugar a
ambigiiedad o confusion.
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Proposicion 2.5. Sea V(K) un e.v. Se verifican las siguientes propiedades:

1) a-0=0 (esto es, a-ﬁza),para todo a € K.

2) 0-v=0 (esto es, O-v:a),para todoveV.

3) Dadosac KyveV,sia-v=0, entoncesa=006v=0.

4) —(a-v)=(—a)-v=a-(—v), paratodoa € K ytodoveV.

5) —v=(=1)-v, paratodov V.

6) —(u+v)=—u—v(estoes, —(u+v) = (—u)+(—v)), para todou,v € V.

7) (—=a)-(—v)=a-v, paratodo a € K y todov €V.

8) Sia-u=a-vconaceK,a#0yu,v eV, entonces u=nv.

9) Sia-v=b-vcona,be KyveV conv+#0, entonces a=b.
Demostracion. 1). Usando la propiedad de neutro para 0en (V,+) y la distributiva

a-0=a-(0+0)=a-0+a-0,

por lo que el resultado se obtiene simplificando en (V,+) (para mas claridad en la simplificacion,
obsérvese que en el miembro izquierdo se puede sustituir a - 0 por a- 0+ 0).
2) Usando ahora que 0 es el neutro en (K, +):

0-v=(0+0)-v=0-v+0-v

por lo que basta de nuevo con simplificar.

3)Seana € Ky v eV cona-v=0. Del enunciado se sigue que basta con demostrar: si a # 0
entonces v = 0. Como K es un cuerpo, podemos tomar el inverso a~!'. Multiplicando por a~!' a ambos
lados de a - v =0, y usando la propiedad 1), se tiene:

O=a'(av)=(@"'a)v=1v=y,

donde se ha usado la propiedad pseudoasociativa en la segunda igualdad, y la unimodular en la Gltima.

4) Tenemos que demostrar dos igualdades. Usando la proposicién[2.4|c), para la primera igualdad
basta con comprobar que al sumar a-v con (—a) - v se obtiene 0, y para la segunda que también ocurre
al sumarlo con a- (—v). Claramente:

a-v+(—a)-v=(a+(—a))-v=0-v

av+a-(—v)=a-(v—v)=a-0=0,
donde en la primera igualdad de cada caso se usa una de las propiedades distributivas, y en la dltima
igualdad en se usan 2) y 1), resp.

5) Témese a = 1 en la primera igualdad 4) y dsese la propiedad unimodular.
6) Por 4) y una de las distributivas, se tiene:

—(u+v)=(-1-(u+v)=(-1)-u+(-1)-v=—u+(—v)=—u—v
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(para la dltima igualdad, obsérvese que en cualquier anillo unitario se tiene (—1)-a = —a por lo que

(=1)-(=a) = =(-a) = a).

7) Por la propiedad 5) y la pseudoasociativa, se tiene:

(~a)-(~1)) v =a-»

8) Multipliquese por @~ a ambos lados de a-u = a- v y tsese la pseudoasociativa y la unimodular.
9) Laigualdad a-v=">b-vequivale aa-v— (b-v) = 0. Partiendo de esta igualdad, usando 4) y una
de las distributivas:

—
|
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~—
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O=a-v—(b-v)=a-v+(=b)-v=(a+(=b))-v=(a—Db)-v

Como por hipétesis v # 0, de la propiedad 3), se sigue a — b = 0, es decir, a = b. 1

Observacion 2.6. Una consecuencia inmediata de la propiedad 9) es la siguiente: si V es un e.v. sobre
un cuerpo infinito K, entonces o bien V tiene un vinico vector (el nulo) o bien contiene infinitos. En
efecto, supongamos que existe v € V con v # 0. Afirmamos que la familia L(v) :={a-v: a € K} es
infinita. De hecho, si ocurriese a-v = b - v, entonces por la propiedad 9) se tendria a = b. Por tanto,
para diferentes valores de a € K los vectores a - v son distintos. Como K es infinito, entonces L(v)
también lo es. Y como L(v) C V, entonces V es infinito.

Ejercicio 2.7. Demostrar que si'V es un e.v. sobre K entonces se cumplen las igualdades:
a-(u—v)y=a-u—a-v,
(a—b)-v=a-v—>b-v,

para todo a,b € K y todo u,v €V.

Ejercicio 2.8. (1) Obsérvese que el enunciado de la propiedad 6) de la proposicion[2.5]sélo involucra
propiedades de (V,+). ;Se puede deducir directamente de las propiedades de este grupo?

(2) Demostrar que en un e.v. la conmutatividad de la suma de vectores es una consecuencia de
los otros axiomas que aparecen en la definicion.

Ejercicio 2.9. Sea V un e.v. sobre K. Usar induccion sobre m € N, m > 3, para comprobar:
(Vitv2to V1) Fvm=vi+ (2t V1 V),

para cada familia finita {v,vy,...,Vim—1,Vm} de vectores de V. Gracias a esta propiedad y a la con-
mutatividad de la suma en'V se sigue que podemos sumar los vectores de {vi,va,...,Vy—_1,v} en el
orden que queramos. Asi, tiene sentido escribir:

Vi+vat ...t V1t Vn

para referirnos a dicha suma.
Supongamos ahora que a,ay,...,a, € Kyv € V. Demostrar por induccion:

a-(vi+...4vm)=a-vi+...+a- vy,
(a1 +...+am)-v=a;-v+...+ay v
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2.1.3. Algunos ejemplos de espacios vectoriales

A continuacién mostraremos diversos ejemplos que reflejan la riqueza y abundancia de espacios
vectoriales en distintas ramas de las matemadticas. En cada uno indicaremos escalares, vectores, igual-
dad de vectores, suma de vectores y producto de escalares por vectores. Ademas, mostraremos cudles
son el vector cero y los vectores opuestos.

Ejemplo 2.10 (Los espacios k). Generalizando el ejemplo de R?(IR) considerado en la observacién
[2.2] podemos sustituir R por un cuerpo (conmutativo) K cualquiera y el exponente 2 por cualquier
nimero natural. Vedmoslo explicitamente.

Sea K un cuerpo y n € N. Generalizando el concepto de par ordenado, una n-ipla en K es una
coleccién de n elementos de K separados por comas y delimitados por paréntesis, esto es, un elemento
del producto cartesiano K x --- x " K (formalmente, el producto cartesiano de n conjuntos se puede

definir inductivamente a partir del ya visto para dos). Asi, una n-tpla es de la forma (xi,...,x,)
donde x; € K para cada i = 1,...,n. Diremos que dos n-uplas (xi,...,x,) € (y1,...,y,) son iguales si
x; =y; para cada i = 1,...,n. Representaremos por K" al conjunto de todas las n-tiplas en K. Sobre

este conjunto definimos las siguientes operaciones realizadas “coordenada a coordenada” mediante la
suma y el producto de K:

(xla"'axn)—l_(yla'-'ayn) = ()Cl +y1>"'7xn+yn)a Cl'(XI,...,Xn) = (a-x1,...,a'xn).

Usando las propiedades de la suma y del producto en K es facil verificar que las operaciones anteriores
convierten a K" en un e.v. sobre K, que se denotard K" (K) o simplemente K". Claramente, el vector
nulo estd dado por (0, .. .,0), mientras que el opuesto de (xi,...,x,) es (—xi,...,—x,). (Estos espacios
serdn muy importantes pues veremos que, en cierto sentido, son los modelos de dimension finita.)

Ejercicio 2.11. Sean V| y V; dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K. Demostrar que el
producto cartesiano Vi X Vo = {(vi,v2) 1 vi € Vi, va € Va} es un espacio vectorial sobre K cuando se
define la suma y el producto por elementos de K como:

(ur,up) + (vi,v2) = (ug+vi,us+v2),
a-(vi,va) = (a-vi,a-vm),
para todo (uj,u),(vi,v2) € Vi x Vo y todo a € K.

Ejercicio 2.12. En R3 se considera la suma de elementos coordenada a coordenada y el producto
por escalares reales dado por:

ax(x,y,z) = (a-x,a-y,2016-a-z),

para todo a € R y (x,y,z) € R?. Determinese si R con estas operaciones satisface las propiedades
de un espacio vectorial real.

Ejemplo 2.13 (Espacios de matrices). Sean m,n € N, y consideremos el conjunto M,,,(K) de todas
las matrices de orden m x n con coeficientes en K, del que ya hicimos un estudio preliminar. Veamos
con detalle que M,,,(K) tiene estructura de e.v. con la suma A + B = (a;;j + b;;), para todo A =
(aij),B = (bij) € Myxn(K)y el producto a-A = (a-a;j), paratodo a € Ky A = (a;j) € Muyxn(K).

Para comprobar que la suma de matrices es asociativa, sean A = (a;;),B = (b;j),C = (c;j) €
M, (K). Entonces:

(A+B)+C = (ajj+bij) + (cij) = ((aij +bij) +cij)
= (aij+ (bij+cij)) = (aij) + (b,-j—i—cij) =A+(B+0),
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donde hemos usado cémo se suman matrices y la propiedad asociativa de la suma en K.

Veamos que la suma de matrices tiene neutro. Definimos la matriz nula de orden m X n como la
matriz de M,,x,(K) cuyas entradas coinciden todas con el elemento 0 € K. La denotaremos 0.
Dada cualquier matriz A = (a;;) en M,,»,(K), se tiene:

A"‘Omxn - (a1]+0) = (aij) :A7
Opxcn+A = (O—Fa,‘j) = (a,-j) =A,

donde hemos usado cémo se suman matrices y que O es el neutro para la suma en K.

Veamos que la suma de matrices verifica la propiedad elemento simétrico. Sea A = (a;;) una
matriz en My,,(K). La matriz opuesta de A es la matriz en M,,,(K) definida por —A = (—a;;). Se
tiene:

A+ (—A) = (aij+ (—aij)) = (0) = Opsn, 2.1)
—A+A= (_ai/_*_aij) = (0) = Omxn, 2.2)

donde hemos usado c6mo se suman matrices y que —a;; es el opuesto de a;; en K.
Veamos que la suma de matrices es conmutativa. Sean A = (a;;) y B = (b;;) dos matrices en
M5 (K). Entonces:

A+ B = (ajj+bij) = (bij+aij) = B+A,

donde hemos usado cémo se suman matrices y la propiedad conmutativa de la suma erﬂ K.
Comprobemos ahora la propiedad pseudoasociativa. Dados a,b € K y A = (a;j) € Mpuxa(K), se
tiene:
(a-b)-A=((a-b)-aij) =(a-(b-aij)) =a-(b-a;j) =a-(b-A),

donde hemos usado cémo se multiplican elementos de K por matrices y la propiedad asociativa del
producto de K.
Comprobemos la propiedad unimodular. Dada A = (a;;) € My,<n(K), se tiene:

1-A=(1-a;) = (a;;) =A,

donde hemos usado que 1 es el neutro para el producto en K.
Comprobemos por dltimo las dos propiedades distributivas. Sean a,b € K y tomemos también
A = (aij) y B= (bij) en My, (K). Se tiene:

(a+b)A = ((a—l—b)-a,-j) = (a-aij+b-aij) = (a-aij)—i—(b-a,-j) :a-A—l—b-A,
a-(A+B) :a~(a,-j+b,-j) = (a-(aij—i-bij)) = (a-a,-j—i—a-b,-j)
= (a-aij)+(a'b,~j) :a-A—i—a-B,

donde hemos usado cémo se suman matrices, cdmo se multiplican elementos de K por matrices, y la
propiedad distributiva en K (obsérvese que, aunque en K s6lo hay una propiedad distributiva, aqui se
usa “distribuyendo la suma a la izquierda” en el primer caso y “a la derecha” en el segundo).

Todo lo anterior demuestra que M,,,(K) (dotado de las operaciones naturales antes definidas y
que no se especifican ahora en la notacién) es un e.v. sobre K. Obsérvese que el vector nulo es la
matriz 0,,%,. Ademads, el vector opuesto de A es la matriz —A antes definida.

1Obsérvese que hemos demostrado la propiedad conmutativa al final, pues esta es una propiedad adicional a la estructura
de grupo. No obstante, si ésta se demuestra antes entonces se puede simplificar la demostracién de la propiedad elemento
neutro y elemento simétrico (por ejemplo, bajo conmutatividad bastaria con demostrar (2.I) para que también se verificara

2.
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Ejemplo 2.14. [Espacios de funciones] El siguiente ejemplo es relevante en Andlisis Matematico.
Sea X un conjunto y K un cuerpo. Una funcion de X en K es cualquier aplicacién f : X — K (la cual
asociard a cada elemento x € X un tnico elemento f(x) € K, siendo X el dominio y K el codominio
de f). Como para cualesquiera aplicaciones con el mismo dominio y codominio, f,g : X — K son
iguales si y s6lo si f(x) = g(x) para todo x € X y; en este caso, escribimos f = g. Representaremos
por F(X,K) al conjunto de todas las funciones de X en K. Veamos que F (X, K) admite una estructura
natural de e.v. sobre K.
Dadas dos funciones f,g : X — K definimos su suma como la funcién

freg:X—=K,  (f+g)):=f)+gl), xeX.
Dado a € K y una funcién f : X — K definimos su producto como la funcién
a f:X—K, (a-f)(x):=a- f(x), VxeX.

Usando las propiedades de anillo unitario de K se comprueba facilmente que F(X,K) es un e.v. sobre
K con las operaciones anteriores. De hecho, el vector nulo es la funcion cero 0 : X — K que asocia a
cada x € X el elemento O € K. Ademads el vector opuesto de una funcidn f: X — K es la funcién de X
en K que asocia a cada x € X el opuesto —f(x) de f(x) en K.

Como caso particular, si K =R y X C R, entonces F(X,R) es el e.v. real de todas las funciones
reales de una variable real definidas en X. Cuando X = N obtenemos el e.v. real de las sucesiones de
niimeros reales.

Ejercicio 2.15. Sea X un conjunto no vacio y V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Denotamos
por F(X,V) al conjunto de las aplicaciones f : X — V. En F(X,V) se definen la suma y el producto
por elementos de K siguientes:

(f+e)x) =f(x)+8(x), WxeX, VfgeF(X,V),
(a-f)(x)=a- f(x), VxeX, VYaeK, VfeF(X,V).

Demostrar que, con estas operaciones, F(X,V) es un espacio vectorial sobre K.

Ejemplo 2.16 (Espacios de polinomios). Existen dos maneras naturales de definir los polinomios
sobre un cuerpo (conmutativo) K, del cual supondremos ademds que tiene caracteristica O (esto es,
sumando su unidad iteradamente nunca se obtiene 0). La primera de ellas es como el subconjunto de
todas las aplicaciones polindmicas de F(K,K). éstas son las aplicaciones p € F(K,K) que pueden
expresarse como un polinomio, esto es, mediante una expresion del tipo

p(x):a0+a1-x+...+dn'xn, VXGK, (23)

donde n € NU {0} (el valor de n puede variar con p, pero siempre es finito) y a; € K para cada
i=0,...,n (se entiende que x' significa operar x consigo mismo i veces en (K ,-)). Es ficil comprobar
que las operaciones suma y producto por escalares ya definidas en F(X,K) para el caso particular
X =K, se inducen de manera natural en el conjunto de todas las aplicaciones polindmicas (esto es,
si p,q son aplicaciones polinémicas y a € K entonces p+q y a- p son aplicaciones polindmicas).
Ademds, la aplicacion cero se puede escribir como un polinomio (el polinomio nulo, que se puede es-
cribir como 0 =04 0x+ ...+ 0x" para cualquier n) y el opuesto de una aplicacién polinémica resulta
ser también una aplicacién polindmica. En consecuencia, se comprueba con facilidad que el conjunto
de todas los aplicaciones polindmicas tiene una estructura de espacio vectorial. De hecho, cuando con-
sideremos mds adelante el espacio de los polinomios K|[x] lo consideraremos siempre en este sentido.
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Ademas, por simplicidad, supondremos siempre que K es el cuerpo R 6 C, lo que haremos explicito
denotidndolo K.

La segunda forma de definir los polinomios es interesante especialmente en dlgebra; la explicare-
mos brevemente sin ahondar en consideraciones mds penetrantes. Dado un cuerpo K, una expresion
polinémica con coeficientes en K es una expresion del tipo:

p(x)=apt+arx+...+a,x", 2.4)

donde n € NU{0}, a; € K para cadai =0,...,n y donde x,x%,...,x" se consideran como simbolos.
Se define la expresién polindmica nula como pg = 0, y diremos que una expresién polindmica no
nula tiene grado n si se escribe como en (2.4) con a, # 0. En adelante, se adopta el convenio para
cualquier expresion polindmica distinta de la nula que a, # 0 (esto es, si a, = 0 no se escribe el
término correspondiente a,x” en (2.4)). Bajo este convenio, representaremos por K[x]| al conjunto
de todas las expresiones polindmicas con coeficientes en K. Obsérvese que, cuando se consideraban
funciones polindmicas, p denotaba una tal funcién y p(x) su valor en el punto x € K. Al considerar
expresiones polinémicas, p(s) denota directamente la expresion (2.4). Para denotar polinomios es
habitual considerar la notacién p(x), aunque luego se traten como funciones polinémicas.

Comprobemos que K[x], considerado como conjunto de expresiones polindmicas, tiene una es-
tructura natural de e.v. sobre K. Dados p(x) =ap+ajx+...+a,x"y q(x) =bo+bi1x+ ...+ byx™
en K[x] con n < m, definimos:

p(x)+q(x) = (ag+bo) + (a1 + b)) x+ ...+ (an+b,) X" + by 1 X 4 4 by X,

es decir, sumamos los monomios del mismo grado; una expresién andloga se toma si n > m. En el
caso n = m, debe tenerse presente que tal vez a, + b, = 0, por lo que en este caso se suprime el
correspondiente monomio de la expresién (esta precaucion hay que tenerla en cuenta de nuevo para
la nueva expresion polinémica si a,— + b,—1 = 0, y asi sucesivamente). Dados a € K y un polinomio
p(x)=ap+arx+...+a,x" en K[x], definimos:

a-p(x)=(a-ap)+(a-a))x+...4+ (a-ay)x",

en el caso a = 0 se entiende consistentemente a.p(x) = po. No es dificil comprobar que, con las
operaciones anteriores, K[x| es un e.v. sobre K. El vector cero es la expresiéon polindmica nula po,
mientras que el opuesto de una expresion polinémica p(x) = ap+ajx+ ...+ a,x" es la expresion
—ap—a1x—...—ayx".

Observacion 2.17. Es interesante observar que en los los ejemplos anteriores la suma y el producto de
escalares por vectores se construyen a partir de la suma y del producto en K. De hecho, las propiedades
de las operaciones de e.v. se deducen a partir de las propiedades de anillo unitario que cumple K.

Observacion 2.18. En la definicion de e.v., la importancia del cuerpo K queda de manifiesto en lo
siguiente: un mismo conjunto puede ser un e.v. sobre diferentes cuerpos para la misma operacioén
suma. Por ejemplo, sabemos que, de manera natural, C admite una estructura de espacio vectorial
sobre C, la cual denotamos C(C) (véase el ejemplo con K =Cyn=1). No obstante, de manera
natural, C también admite una estructura de e.v. real, que denotaremos C(RR), definida como sigue.
En primer lugar, consideramos siempre su suma natural, esto es, dados z=x+yiyw=x"+y"ien C,
la suma estd dada por:
z+w=(x+x)+ O +y)i

Claramente, (C,+) es un grupo abeliano (de hecho, esto lo sabiamos de las propiedades de C como
cuerpo). Definimos ahora el producto por escalares reales como la ley de composicién externa R x
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C—C,queacadaa e Ryz=x+yi€ Cproporcionaa-z:= (a-x)+ (a-y)i (estaley de composicion
externa no es mas que la restriccion a R x C del producto en C, el cual servia a su vez como ley de
composicién externa para C(C)). Con estas operaciones es facil comprobar que C es un e.v. real.

Esta observacion es general para los cuerpos Q C R C C: manteniendo la misma operacion suma
-+, todo espacio vectorial real (V,+,-R) genera un espacio vectorial sobre Q, sin mas que restringir el
dominio de la ley de composicion externa - : R xV —V al subconjunto Q x V C R x V; analogamente,
todo espacio vectorial sobre C genera uno sobre R (y, por tanto, sobre Q). Mdas adelante veremos que
hay mucha diferencia entre estas estructuras de e.v. sobre diferentes cuerpos.

2.1.4. Espacios afines

En Geometria Elemental, se suelen considerar como un ejemplo de espacio vectorial el de los
vectores (segmentos orientados) de un plano que tienen un punto prefijado, el cual sirve de “origen”
comun para todos los vectores. La estructura geométrica de ese plano (sin prefijar el punto) y su
relacién con la de espacio vectorial resulta manifiesta en el siguiente concepto.

Definicion 2.19. Un espacio afin sobre un cuerpo conmutativo K es una terna (A4, 4(K), @) donde 4
es un conjunto, a cuyos elementos llamaremos puntos, A(K) es un espacio vectorial sobre K, y @ es
una aplicacion

©0:A4AxA4— El, (P,Q) — @(P,Q), que denotaremos simplificadamente PQ,

para los que se verifica:
1. Para cada O € A4, la aplicacion A — /74 0 — 0Q, es biyectiva.
2. Para cada P,Q,R € 4, PO+ OR = PR.

A :‘4(1( ) le llamaremos el espacio vectorial asociado (o espacio de direcciones). En el contexto de
espacios afines, al par (P,Q) € 4 x 4 se le llama vector ligado de origen Py extremo Q'y a PQ su co-
rrespondiente vector libre. Cuando no haya posibilidad de confusién, abusaremos de la nomenclatura
llamando espacio afin a 4 (en lugar de a la tripleta formada por A4, a y la aplicaciéon 4 x 4 — ﬁl).

Proposicion 2.20. Sea A un espacio afin.

1) Fijado un punto O € A4, para cada v € A, existe un tinico P € 4 tal que OP = v (esta iiltima
igualdad también la denotaremos: P = O +v).

2) PQ =0si, y sélo si, P = Q.
3) PO = —QP.
4) Identidad afin del paralelogramo: Si PQ = RS, entonces PR = QOS.

Demostracion. 1) No es més que una reformulacién de la propiedad|[I]en la definicién.

2) Para la condicién suficiente, aplicando la propiedadal caso P = Q =R se sigue: PP = PP+ PP
y, simplificando en A, PP = 0.

Para la condicién necesaria, podemos decir ahora que PQ = 0 implica PQ = PPy, por la unicidad
del extremo establecida en el apartado 1), se tiene P = Q.

3) Por la propiedad [2|de la definicién, PQ + QP = 0 (la tltima igualdad por el apartado anterior),
de donde QP es el opuesto en 4 de PQ.
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4) Aplicando dos veces la propiedad [2| se tiene: PR = PQ + OR = PQ + (QS + SR), (jhdgase un
dibujo!) por lo que la igualdad pedida se obtiene de que SR = —PQ (usando la hipétesis PQ = RS y
el apartado anterior) y usando las propiedades de la suma de vectores en 4. Il

El siguiente ejercicio justifica que todo espacio vectorial V (K) se puede considerar como un es-
pacio afin cuyo espacio de direcciones es el propio V(K).

Ejercicio 2.21. Dado un e.v. V(K) se considera la terna formada por (V,V(K),—), donde el primer
elemento de la terna es el conjunto donde se define V (K), el segundo elemento es el propio e.v. V(K)
y el simbolo — denota la operacion en 'V :

VXV =YV, (vyw) »v—w ((=v+(—w)).

Compruébese que esta terna es un espacio afin con espacio vectorial asociado V (K).

Intuitivamente, un espacio vectorial puede verse como un espacio afin si lo consideramos como
espacio de puntos “olviddndonos de quién era el 0”. Andlogamente, un espacio afin es intuitivamente
un “espacio vectorial del que nos olvidamos de quién es su vector 0”.

En la préxima seccién veremos que, de manera natural, las rectas y planos de R® pueden con-
siderarse siempre como espacios afines (y sélo cuando ademds pasan por el origen, también como
espacios vectoriales).

Nota 2.22 (Geometria Elemental y vectores libres). En la presente nota se discuten las nociones re-
lacionadas de vectores libres, ligados y equipolentes con las que el estudiante puede haber tenido
contacto Geometria Elemental. En ella pretendemos justificar desde un punto de vista meramente
intuitivo que cuando se modela un plano o el espacio ordinario (digamos, que percibimos sensorial-
mente), en el que presuponemos sélo que hay una nocién natural de paralelismo (que no trataremos
de formalizar) la estructura natural de este modelo es la de espacio afin. Por su puesto, el espacio 4
de puntos seria el propio plano o espacio, mientras que el espacio vectorial asociado es el de vectores
libres, los cuales se obtienen a partir de vectores ligados por la llamada relacion de equipolencia.

Asi, nos centraremos en un plano IT en el que suponemos que las propiedades intuitivas de pa-
ralelismo conocidas de Geometria Elemental pueden llevarse a cabo. Escogido un punto Py € II,
llamaremos vector ligado de origen Py y extremo P € IT al segmento orientado PyP que empieza en
Py y termina en P (formalmente este segmento queda caracterizado como el par (P, P) € IT x IT). En
el conjunto Vp, de los vectores ligados en Py, se definen

1. La operacién suma mediante:
PP +PQ = RR,

donde R es el tnico punto de IT obtenido como cuarto vértice para el paralelogramo construido
a partir de los lados PyP y PyQ (entendiéndose que los otros tres vértices son Py, P,Q, y que el
paralelogramo puede degenerar en un segmento o un punto).

2. La ley de composicion externa (producto por escalares) del cuerpo K, que tomaremos igual a
Q 6 R, se construye considerando progresivamente los casos en que a € K es natural, entero,
racional o irracional. Asf, si a = 2 se construye a - PyP trasladando paralelamente el segmento
PP hasta hacer coincidir su origen con P, y para a = n € N esta operacién se repite del modo
obvio n veces. Para a = —1 definimos — PP trasladando paralelamente el vector ligado PPy € Vp
hasta hacer coincidir su origen con Py; de manera natural se define entonces a - PyP para a € Z.
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En Geometria Elemental, el teorema de Tales permite dividir un segmento en n € N partes
iguales (usando sdélo el paralelismo y sin “medir su longitud”), lo cual conduce a una definicién
natural de (1/n) - PyP para n € Ny, entonces, a definir a - PyP para a € Q. Si se quiere extender
intuitivamente este producto por escalares para todo a € R, podemos aproximar a por nimeros
racionales r,, € Q, y tomar 7 - PyP como limite de los 7, - PyP.

Las propiedades intuitivas del paralelismo permiten justificar que, con las anteriores operaciones,
(Vp,,+,-K) admite una estructura natural de espacio vectorial para K =R 6 Q.

Para pasar de la estructura de espacio vectorial de los vectores ligados a cada punto a la de espacio
afin de todo el plano, definiremos el concepto de vector libre como sigue. Consideramos el conjunto
de todos los vectores ligados en cualquier punto Py € IT:

Viig 1= {PoP : Po,P €T1}.
A continuacidn, se define la siguiente relacién binaria ~,, llamada de equipolencia, en th:

PyP ~, Q0Q <= el cuadrildtero que generan con PyQy y PQ es un paralelogramo.

Las propiedades del paralelismo permiten asegurar que ~, es una relaciéon de equivalencia. A cada

clase de equivalencia [PyP] se le llama vector libre y el conjunto cociente

Viib = VIig/ ~e

es el conjunto de los vectores libres del plano I1. En este espacio se define la operaciéon suma

[P()P] + [QOQ] = [R()Rp +RORQ]

donde Ry es cualquier punto escogido en II, y Rp,Rp se selecionan como los (tinicos) puntos de IT
tales que:
RoRp € [P()P], R()RQ S [Q()Q]

De nuevo, las propiedades intuitivas del paralelismo nos permiten asegurar que esta definicién es
consistente. De hecho, el vector libre obtenido como suma resulta independiente del punto Ry que se
escoja en 1. Andlogamente, se define el producto por escalares:

a-[PyP] :=[a-PyP]

para todo a € Ry [PyP] € V};p, (el cual, de nuevo, resulta ser independiente de que se tome cualquier

otro representante RoRp de la clase [PyP]). Con las operaciones anteriores, el conjunto Viip de los
vectores libres resulta ser un espacio vectorial sobre K. Mds atin, la terna (I1, V};,(K), @) donde

XM=V,  (PQ)—o((P,Q)) :=[PO]

resulta ser un espacio afin. Como notacién habitual, se escribe simplemente PQ en lugar de la clase
[PQ], en consistencia con la notacién para ¢ en la definicién de espacio afin, o bien se usan letras
con flechas i, V, las cuales recuerdan que no se trata de puntos ni pares de puntos (sino, formalmente,
clases de equivalencia).

Es de remarcar que, en Fisica, se suelen definir los vectores (libres o ligados) usando, ademas de
la nocién de paralelismo, la de longitud o modulo par el segmento orientado. Esto presupone que se
dispone de alguna herramienta para medir esos segmentos. Si se parte del concepto de longitud, se
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podria simplificar nuestra construccién anterior (por ejemplo, para definir el producto por un esdalar
positivo a > 0 bastarfa con multiplicar la longitrud por a). No obstante, es de remarcar que el concepto
de longitud no es necesario para todo el desarrollo que haremos aqui de espacios vectoriales, sino que
es un concepto adicional (y muy importante) que se introducird en espacios (vectoriales o afines)
métricos.

No insistiremos en ejemplos como los de la nota anterior, que se irdn aclarando a lo largo del
Grado en Matematicas.

2.2. Subespacios vectoriales

Una vez definido el concepto de espacio vectorial vamos a introducir otra de las nociones funda-
mentales de esta asignatura: la de subespacio vectorial. Intuitivamente, si V(K) es un e.v y U es un
subconjunto de V, parece 1dgico decir que U es un subespacio vectorial de V si U hereda de forma
natural la estructura de e.v. de V, es decir, si se puede definir en U una estructura de e.v. sobre K a
partir de la estructura ya existente en V. En esta seccién nos ocuparemos de estudiar esta nocidn, asi
como de mostrar varios ejemplos y métodos de construccién de subespacios vectoriales.

2.2.1. Definicion, caracterizaciones y ejemplos

Consideraremos en adelante un e.v. V sobre un cuerpo K y, como siempre, denotaremos por + y
por - a la suma de vectores en V y al producto de escalares por vectores, resp.

Definicion 2.23. Sea U C V un subconjunto de V. Diremos que U es un subespacio vectorial (s.v.) 0
una subvariedad lineal de V (K) si se verifican:

(i) La operacion suma +:V XV —V enV se puede restringir a U, esto es: para todo u,v € U se
tiene u+v € U (se dice entonces que U es cerrado para +).

En consecuencia, se induce una operacion +y : U xU — U, (u, u )= u+ u', que, en adelante,
denotaremos con el mismo simbolo + que la suma en U.

(ii) El producto por escalares - : K xV — V en V(K) se puede restringir a U, esto es, para todo
aceKyueU,entoncesa-ucU (U es cerrado para -).

En consecuencia, se induce una ley de composicion externa -y : K x U — U, (a,u) — a-u que,
en adelante, denotaremos con el mismo simbolo - que la suma en 'V (K).

(iii) Las operaciones en U definidas en (i) y (ii) cumplen todas las propiedades de un e.v.

En resumen, U es un s.v. de 'V si las operaciones de V (K) se pueden restringir a U y, entonces, U es
un e.v. con estas operaciones restringidas

La definicién anterior es facil de entender pero no resulta muy préctica, pues hay que comprobar
numerosas propiedades. No obstante, vamos a demostrar que es suficiente con verificar (i) y (ii) (esto
es, que se puedan restringir las operaciones a U) y que U no es vacio para tener un s.v., lo cual resultara
mucho mads sencillo de aplicar sobre ejemplos concretos.

2Se comprobard en la demostracién de la Proposiciénque en ese caso el neutro de (U, +) tiene que coincidir con el
de (V,+) y el simétrico de un elemento de (U, +) coincidird con el simétrico de ese elemento en (V,+). Ahi se demostrard
usando las propiedades de subespacios vectoriales, pero es facil darse cuenta de que estas propiedades son generales cuando
se estudia un subgrupo (U, +) de un grupo arbitrario (V,+).
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Proposicion 2.24. Sea V(K) une.v.yU CV, U # 0. Se verifica que U es un s.v. de V(K) si y sélo si
se cumplen estas dos propiedades:

(i) Siu,ve U, entoncesu+v e U,
(ii) Siae Kyue U, entoncesa-u € U.

Demostracion. Supongamos primero que U es un s.v. de V. Necesariamente, U cumple (i), (ii) y (iii)
de la definicién de s.v. por lo que, en particular, cumple las propiedades (i) y (ii) del enunciado.

Reciprocamente, supongamos que U cumple (i) y (ii). Para demostrar que U es un s.v. de V basta
entonces con demostrar que se cumple (iii), es decir, que las restricciones de + y - al subconjunto U
cumplen todas las propiedades de la definicién de e.v.

Empecemos con demostrar la estructura de grupo conmutativo de (U,+). La asociatividad de
(U,+) significa que (u+v) +w =u+ (v+w), para todo u,v,w € U. Ahora bien, esto es inmediato,
pues sabemos que esta igualdad se cumplia para cualesquiera u,v,w € V estén o no en U), por ser V
un e.v. Andlogamente se comprueba que la suma en U es conmutativa.

Ahora nos preguntamos si la suma en U tiene un neutro, es decir, buscamos e € U tal que u+e =
e+u = u, paracada u € U. Si demostramos que el vector 0 de V tiene que estar en U, entonces bastara
con tomar e = 0 (al ser 0 el neutro de la suma en todo V, también lo serd en U). Para probar que 0 € U,
basta con tomar cualquier u € U (obsérvese que U no era vacio por hipdtesis) y observar que 0 =0-u
en V(K). Usando (ii) se sigue que 0 € U.

Veamos que la suma de U tiene opuestos. Sea u € U. Queremos encontrar v € U tal que u+v =
v+u = 0. Si probamos que —u (el opuesto de u en V) estd en U, entonces bastard con tomar v = —u
para acabar. Pero esto es consecuencia de (ii), pues —u = (—1) - u.

Las propiedades que quedan por comprobar (pseudoasociativa, unimodular y distributivas) se de-
muestran igual que la asociativa y la conmutativa de la suma. Concretamente, como estas propiedades
son validas en V, y las operaciones que consideramos en U se obtienen al restringir las de V, entonces
también se cumplen en U. |

Podemos incluso unificar las dos propiedades anteriores como sigue.

Proposicion 2.25. Sea V(K) un e.v.yU CV, U # 0. Se verifica que U es un s.v. de V(K) si y sdlo si
se cumplen la siguiente propiedad:

a-u+b-velU, paratodoa,beKytodou,velU. (2.5)

Demostracion. Basta con comprobar que esta propiedad se verifica si y s6lo si se cumplen las propie-
dades (i) y (ii) en la proposicion [2.24] anterior.

(=) Vamos a deducir a partir de (i), (ii) la propiedad escrita en (2.3). Sean a,b € K 'y u,v € U. Por
la propiedad (ii) sabemos que a-u 'y b - v pertenecen a U. Por la propiedad (i) sabemos que la suma de
a-uy b-vtambién pertenece a U, estoes, a-u—+b-v € U, como se queria.

(<) Reciprocamente, supongamos que se cumple (2.3) y comprobemos que se satisfacen (i) y (ii).
Para (i), sean u,v € U, y nos preguntamos si u+v € U. Esto se cumple porque u+v=1-u+1-v,y
esta dltima expresion pertenece a U gracias a (2.5)). Para (ii) sea ahoraa € K 'y u € U y comprobemos
que a-u € U. Esto se cumple porque a-u =a-u+0=a-u+0-u, y esta dltima expresion pertenece a

U gracias a (2.9). |
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Ejercicio 2.26. Demuéstrese que un subconjunto U no vacio de V(K) es un s.v. si y sélo si verifica:
a-u+velU, paratodoaé€Kytodou,veU. (2.6)

Observacion 2.27 (Criterio del vector nulo). Obsérvese que si V(K) es un espacio vectorial entonces
V no puede ser el conjunto vacio (pues V(,+) debe tener un elemento neutro). Aunque se deduce
de la definicién de subespacio ningin s.v. puede ser vacio esta propiedad se debe imponer en las
proposiciones [2.24] [2.25)). Mas atin, en la demostracién de la proposicién [2.24] se puso de manifiesto
el siguiente hecho: si U es un s.v. de V, entonces 0 € U. Esto significa que todos los subespacios
vectoriales de un e.v. deben contener forzosamente al vector cero. En particular, podemos afirmar que
si0 ¢ U, entonces U no es uns.v. de V.

Ejemplo 2.28. El criterio anterior nos dice que la propiedad de ser s.v. es restrictiva. De hecho, dentro
de un e.v. hay “pocos” subespacios vectoriales. Por ejemplo, en R? algunos subconjuntos sencillos
como la circunferencia de ecuacién x> 4+ y? = 1 o la recta de ecuacién y = x + 1 no son subespacios
vectoriales, pues no contienen al vector nulo de R2,

Por supuesto, seria un error aplicar el criterio del vector nulo afirmando que si 0 € U entonces
U es un s.v. Esta afirmacion NO es cierta en general, como muestra el siguiente contragjemplo. En
R?(R) tomamos el subconjunto U = {(0,0),(1,0)}. Es claro que U contiene al vector nulo de R?. Sin
embargo, se puede comprobar de varias maneras que U no es un s.v. de R?. Por ejemplo, si tomamos
u=(1,0) € U, entonces 2-u = (2,0) ¢ U, con lo que falla la propiedad (ii) en la proposicion 2.24|(la
cual coincidia con la (ii) en la definicién de s.v.). Con mas generalidad, U no puede ser un subespacio
vectorial porque tiene dos vectores y sabemos que todo e.v. real con mds de un vector debe tener
infinitos vectores (observacion [2.6)).

Algunos ejemplos de subespacios vectoriales

Ejemplo 2.29 (Subespacios vectoriales impropios). Todo e.v V(K) tiene siempre dos subespacios
vectoriales especiales, que son U = {0} y U = V. Estos subespacios se llama impropios. Todo s.v.
de V que no sea uno de los anteriores se llamara propio. Por supuesto, los subespacios impropios de
V(K) son distintos en todo espacio vectorial excepto en el e.v. trivial V = { 0}.

Ejemplo 2.30 (Rectas y planos). Usando la Proposicién es ficil comprobar que en R?(R) las
rectas que pasan por el origen son subespacios vectoriales. Analogamente, las rectas y planos de R3
que pasan por el origen son s.v. de R? (véase también el ejemplo [2.36). Las rectas y planos que no
contienen al origen no son s.v. de R3 (serdn subespacios afines).

El siguiente ejemplo servird para poner de manifiesto la relevancia del cuerpo K cuando hablamos
de subespacios vectoriales.

Ejemplo 2.31 (Dependencia con el cuerpo). Sabemos que C admite las estructuras de e.v. real C(R)
y de e.v. complejo V(C). Veamos que las diferentes estructuras de e.v. se reflejan en los posibles
subespacios vectoriales.

Sea U = {bi : b € R} la familia de nimeros complejos imaginarios (aquellos cuya parte real se
anula). Veamos que U es un s.v. de C(R), usando la Proposicion Claramente U no es vacio
(0€U),yseanu=>hiyv=>~"ivectores en U. Entonces u +v = (b+ b') i, que también pertenece a
U. Del mismo modo, siu =bi € Uy a € R, entonces a-u = (a-b)i, que pertenece a U.

3No deben confundirse los subespacios impropios de V(K) con los subconjuntos impropios de V. Estos son el vacio (que
no es un subespacio impropio) y V.
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Sin embargo, U no es un s.v. de C(C). En efecto; si lo fuera, se debera cumplir que a-u € U para
cada a € C y cada u € U. Para ver que esta propiedad falla, basta tomara =i€ Cyu=ic U; de

hecho, se cumple a-u=i-i=i*>=—1¢ U.

Ejemplo 2.32 (Polinomios de grado menor o igual que 7). Recordemos (ejemplo [2.16) que K[x] es el
e.v. sobre K cuyos vectores son los polinomios en la variable x con coeficientes en un cuerpo K. Para
cada n € N, denotamos:

Kulx] = {p(x) € K[x] : grado(p(x)) <n}
={ap+arx+...+ayx, : a; €K,Vi=0,...,n}.

Veamos que Kj[x] es un s.v. de K[x]. Usaremos la Proposicion Sean a,b € Ky p(x),q(x) € Ky[x].
Si escribimos p(x) =ap+ajx+...+ayx, y g(x) = bo+ b1 x+ ...+ b, x,, entonces resulta claro que:

a-p(x)+b-q(x)=(a-ap+b-by)+(a-a1+b-b))x+...+(a-a,+b-b,)x",
que, obviamente, pertenece a K, [x].

Los siguientes tres ejemplos muestran espacios de sucesiones y funciones que aparecen en Andli-
sis Matematico. Cada uno de ellos pueden verse como un subespacio de un e.v. F (X, K) (ejemplo[2.14)
para una eleccién apropiada de X con K =R

Ejemplo 2.33 (Subespacio de sucesiones convergentes). Sea F(N,R) el e.v. real de las sucesiones de
nimeros reales. Sea U C F(N,R) el subconjunto formado por las sucesiones convergentes. Propieda-
des elementales de Analisis Matemdtico demuestran que las proposiciones son aplicables a
U, por lo que U resulta ser un s.v. de F(N,R).

Ejemplo 2.34 (Subespacios de funciones continuas y derivables). Sea F(I,R) el e.v. real de las fun-
ciones f : I — R, donde I es un intervalo de R que contenga mds de un punto. Dentro de F(I,R)
consideramos los subconjuntos U y W formados, respectivamente, por las funciones continuas y por
las derivables en todo /. Propiedades elementales de Analisis Mateméatico demuestran que las propo-
siciones son aplicables a U y W, por lo que ambos resultan ser son subespacios vectoriales
de F(I,R).

Ejemplo 2.35 (Subespacios de funciones integrables). Sea F([a,b],R) el e.v. real de las funciones
f:]a,b] — R. Dentro de F([a,b],R) consideramos el subconjunto U formado por las funciones acota-
das e integrables. Propiedades elementales de Analisis Matemético demuestran que las proposiciones
son aplicables a U, por lo que U resulta ser un s.v. de F([a,b],R).

Ejemplos en SEL y matrices simétricas/antisimétricas

Por su importancia en nuestros objetivos de Geometria, detallemos algunos ejemplos de subespa-
cios vectoriales como los obtenidos en K" como solucién a un SEL homogéneo o los subespacios de
las matrices cuadradas formados por las matrices simétricas y por las antisimétricas.

Ejemplo 2.36 (Subespacio de soluciones de un SEL. homogéneo). Sea K un cuerpo. Consideremos
un SEL de m ecuaciones y n incégnitas con coeficientes en K:

anxi: + apxx + ... + apxp = b
ayx; + apxa + ... + awmx, = b
amx1 + amx2 + ... + amxn = by
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Sea U el subconjunto de K" formado por todas las soluciones del SEL. Una condicidn necesaria para
que U seaun s.v. de K" es que (0,...,0) € U. Ahora bien, esto ocurrird si y s6lo si by = ... =b,, =0,
es decir, el SEL es homogéneo. En tal caso, no es dificil verificar mediante la Proposicién que U
es un s.v. de K", al cual llamaremos subespacio de soluciones del SEL.

Con més detalle, supongamos que a,b € Ky u = (y,...,0,),v = (B1,...,Bn) € U. Queremos
dempstrar que el vector a-u+b-v=(a-a;+b-Pi,...,a-a,+b-B,) estd en U. Fijamos un indice
i=1,...,my comprobamos que se cumple la ecuacion i-ésima:

aj(a-oq+b-B1)+...4+ai(a-o,+b-B,)
=a(ajpog+...+apoy,)+b(ano+...+apo,) =0,

donde se han usado propiedades del cuerpo K, asi como que u,v € U. Esto demuestraque a-u+b-v
es una solucién de todas las ecuaciones del SEL, es decir, a-u+b-v e U.

Como conclusidn, las soluciones de un SEL homogéneo no se distribuyen de cualquiera manera
dentro de K", sino que lo hacen de forma que resulte un s.v. deE] K". Volveremos a esta cuestion mas
adelante cuando hablemos de las ecuaciones cartesianas de un s.v. de K".

Observacion 2.37. En general, si tenemos un sistema de m ecuaciones no lineales con coeficientes en
K y n incégnitas que sea homogéneo en el sentido de que incluya al vector nulo como una solucidn,
entonces el conjunto de soluciones U puede ser o no un s.v. de K”. Por ejemplo U = {(x,y) € R? :
x> —y =0} no es un s.v. de R?. Para comprobarlo, basta con observar que los vectores u = (1,1) y
v =(2,4) estdn en U, mientras que u+v = (3,5) no lo esté. Por otro lado, U = {(x,y) € R? : x> +y*> =
0} = {(0,0)}, que s es un s.v. (impropio) de R?.

Ejemplo 2.38 (Matrices simétricas y antisimétricas como subespacios de M, (K)). Recordemos que,
dada una matriz A = (a;j) en My,x,(K), se definia la matriz traspuesta de A como la matriz A’ en
M, «m(K) cuyas filas se obtienen escribiendo ordenadamente las columnas de A, es decir, si A = (a;;)
entonces A’ = (aj;). Asi, la trasposicién de matrices definfa una aplicacién

Ui Mpn(K) = Mypxem(K), A Al
que cumple las siguientes propiedades (proposicion[I.23):
1) (A+B) =A"+B', paracadaA,B € My, (K),
2) (a-A) =a-A',paracadaa € KycadaA € My, (K),
3) (A")' = A, paracada A € My, (K).

A continuacion trabajaremos en el espacio M, (K) de las matrices cuadradas de orden n con coeficien-
tes en K. Obsérvese que para matrices cuadradas se tieneﬂ

"M, (K) — M,(K), tot = Iy, k) (aplicacion identidad en M, (K)), esto es, =1

4Un ejemplo de las dificultades que se encontrarian si prescindiéramos de la hipétesis de que el cuerpo K es conmutativo
(digamos, considerando que K"(K) es un espacio vectorial por la izquierda, véase la observacién 5)) seria que no se
obtiene el mismo SEL si se multiplican los coeficientes a la derecha de las incégnitas que si se hace a la izquierda. Este tipo
de discusiones excede nuestros objetivos.

5 A una aplicacién que coindice con su inversa se le llama involutiva. Asi, para matrices cuadradas, la trasposicion es pues
una aplicacién involutiva. Para matrices no cuadradas esto no es estrictamente cierto ya que, aunque se verifique (A')" = A4,
los dos simbolos de trasposicién denotan ahi aplicaciones con distinto dominio y codominio. Pese a todo, a la propiedad
(A" = A se le suele llamar involucién, como hicimos en la proposicién
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Diremos que una matriz A = (a;;) en M,(K) es simétrica si A’ = A (nétese que esto sélo tiene
sentido para matrices cuadradas), esto es, aj; = a;j, para cada i, j = 1,...,n. Para estas matrices no
hay ninguna restriccién sobre los elementos diagonales a;; que constituyen la diagonal principal de
la matriz cuadrada, pero la parte de la matriz “por debajo de la diagonal principal” tiene que coincidir
con la parte “por encima de la diagonal principal”. Ejemplos triviales de matrices simétricas son la

. o . . (1 2 .
matriz nula 0, y la matriz identidad /,, o la matriz <2 O) € M>(R). De hecho, toda matriz diagonal
A = (ajj) (esto es, tal que a;; = 0 si i # j) es simétrica.

Diremos que una matriz A = (a;;) en M, (K) es antisimétrica si A’ = —A, esto es, aj; = —a;, para
cada i, j=1,...,n. Para estas matrices la parte de la matriz “por debajo de la diagonal principal” es
opuesta a la parte “por encima de la diagonal principal”. Esto implica a;; =0 paratodoi=1,...,nenel

caso de que K sea un cuerpo con caracteristica distinta de 2, esto es, en donde se tenga 1 + 1 # 0 (como

) € M(R) son

ocurre en R, Q 6 C) pues de aj; = —a;; se deduce 2a;; = 0. Las matrices 0, y ((2) 0

antisimétricas, mientras que I, no lo es.
En general, una matriz A € M,(K) no serd simétrica ni antisimétrica. Denotaramos los conjuntos
de matrices simétricas y antisimétricas:

Sa(K)={AeM,(K): A'=A} A, K)={AeM,(K): A" = —A}.

Es facil demostrar que S,(K) y A, (K) son s.v. de M,,(K). Lo comprobaremos solamente para S, (K) (la
prueba para A,(K) es andloga y se deja como ejercicio). Para ello emplearemos la Proposicion m
Seana,b € Ky A,B € S,(K). Queremos comprobar que a-A+b-B € S,,(K), es decir, (a-A+b-B)' =
a-A+b-B. Esto es cierto por la siguiente cadena de igualdades:

(a-A+b-B) =(a-A)+(b-B) =a-A'+b-B =a-A+b-B,

donde hemos usado las propiedades 1) y 2) de la trasposicion de matrices, asi como las igualdades
A" = Ay B' = B que se verifican porque A,B € S,(K).

2.2.2. Subespacio generado por una familia de vectores

En esta seccién mostraremos un método para construir de forma rdpida subespacios vectoriales de
cualquier espacio vectorial y empezaremos también a vislumbrar la idea fundamental en la teoria de
espacios vectoriales consistente en que una cantidad “pequena” (finita en muchos de los casos que nos
interesardn) de vectores puede generar todo el espacio vectorial. Comencemos con un ejemplo.

Ejemplo 2.39. En R? consideramos el subconjunto dado por U = {(x,y,z) € R® : x —2y+ 3z = 0}.
Como U es el conjunto de soluciones de una ecuacién lineal homogénea entonces U es un s.v. de
R3 (intuitivamente, un plano en R? que pasa por el origen). Nos preguntamos ahora cémo se pueden
describir expresamente todos los vectores de U. Esto nos lleva a calcular todas las soluciones de la
ecuacion x —2y+3z = 0. Si ponemos y = A y z = u, entonces x = 2A — 3u. Por tanto, todos los vectores
de U son de la forma (x,y,z) con x =2A—3u, y = Ay z=u, con A, u € R. Dicho de otro modo:

U ={(2h—3u,\u) R’ | ue R},

que nos da una descripcion de los vectores de U en funcién de los pardmetros reales A y u. Ahora, si
en la expresion de los vectores de U “‘separamos los pardmetros”, tenemos que:
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La tdltima igualdad nos permite expresar U como:
U={A(2,1,0)+pu-(=3,0,1)| A, u € R}.

Esto significa que U est4 formado exactamente por los vectores de R que se obtienen a partir de
s6lo dos de ellos, el (2,1,0) y el (—3,0, 1), cuando los multiplicamos por escalares reales y sumamos.
Dicho de otro modo, usando solo los vectores (2,1,0) y (—3,0, 1) podemos recuperar o generar todos
los demds vectores de U mediante la suma y el producto por escalares (las operaciones de R como
espacio vectorial real). Tiene sentido entonces decir que U es el plano vectorial generado por (2,1,0)
y (=3,0,1). No es dificil dibujar esta situacién en R3 (o pensarla en el espacio de vectores libres del
espacio) para tener una vision geométrica de lo que estamos haciendo.

El anterior ejemplo motiva las siguientes definiciones.

Definicion 2.40. Sea V(K) un e.v. y S = {vi,...,vy} un conjunto finito no vacio de vectores de V.
Una combinacion lineal (c.l.) de S es cualquier vector v de V obtenido al multiplicar cada v; por un
escalar a; € K y después sumar los vectores resultantes, esto es, que se puede expresar como:

v=a;-vi+...+au vm, dondea;c K, Vie{l,...,m}.
Denotaremos L(S) al subconjunto de V formado por los vectores obtenidos como c.1. de S, esto esﬂ
L(S)=L(vi,...,vm)={ar-vi+...+am vy :a; €K,Yi=1,...,m}.

Si § CV es cualquier conjunto infinito de vectores, denotaremos L(S) al subconjunto de V formado
por todas las combinaciones lineales de subconjuntos finitos (no vacios) de vectores de S, esto es:

L(S)={a1-vi+...4+am-vm :meN v, €S, aq;,cK,Vi=1,...,m}.

Observacion 2.41. Es fécil comprobar (jhdgase!): (a) cualquier subconjunto no vacio S’ C S verifica
L(S") C L(S) (en particular, en el caso finito L(S) es también igual al conjunto de todas las combina-
ciones lineales de subconjuntos finitos de S) y (b) si en la expresiones de las combinaciones lineales
hubiera dos vectores v;,v;,i # j repetidos, se obtendria el mismo conjunto L(S) al suprimir uno de
ellos (por lo que abusaremos de notacion permitiendo listar repetidamente los elemento de S).

Ejemplo 2.42. Si tomamos los vectores de R dados por u = (1,0,0) y v= (0,0, 1), entonces L({u,v}) =
{a-u+b-v|a,beR}={(a,0,b) : a,bc R}.

Noétese que el conjunto S no tiene por qué ser un s.v. de V (en el ejemplo anterior ni siquiera
contenia al vector nulo). Sin embargo, demostraremos enseguida que L(S) si es un s.v. De hecho, es
el s.v. de V “mads pequefio” que contiene a S'y, por tanto, el mas préximo a § en cierto sentido.

Proposicion 2.43. Sea V(K) un e.v. S CV no vacio. Entonces L(S) es un s.v. de V que contiene a S.
Mas aiin, L(S) es el s.v. mds pequeiio que contiene a S, en el sentido de que si U es un s.v. de V que
verifica S C U, entonces L(S) C U.

%Dicho de otro modo, un vector v € V, cumple v € L(S) si y s6lo si existen escalares ay,...,an € K tales que v =
ay-vi+...+an v

"Mis formalmente, L(S) se puede definir cuando S es una m-tipla de vectores; en este caso, resulta independiente de la
reordenacién de sus componentes y L(S) = L(S’) si §’ es una (m — 1)-tipla obtenida suprimiendo un vector repetido en S.
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Demostracion. Para comprobar que L(S) es un s.v. de V usaremos la Proposicion Sean a,b € K
y u,v € L(S). Por definicién de L(S) podemos expresar u y v como combinaciones lineales finitas
de vectores de S. Esto significa que u = a; -u; + ...+ ay, - u,, para ciertos m € N, uy,...,u,, €Sy
ai,...,am € K, mientras que v=>b;-vi+...+b, v, paraciertosn € N, vy,...,v, €Sy by,...,b, € K.
Por tanto:

a-ut+b-v=a-(ar-u1+...+an-ty)+b-(by-vi+...4+by-v,)
=(a-a1) - uy+...+(a ap) wy+b-b1) - vi+...+(b-by) vy,

donde hemos usado la propiedad distributiva respecto de la suma de vectores y también la pseudoaso-
ciativa. Teniendo en cuenta la observacion[2.41|(b), la expresion anterior es una c.l. de m + n vectores
de S. Concluimos por tanto que a-u+b-v € L(S), como se queria.

Veamos que S C L(S). Dado v € S, para comprobar que v € L(S) tenemos que expresar v como c.l.
finita de vectores de S. Pero esto es obvio, ya que v = 1-v por la propiedad unimodular.

Por iltimo, supongamos que U es un s.v. de V con § C U. Queremos ver que L(S) C U. Sea
v e L(S). Esto implicaque v=ay -vi+...+ay vy, paraciertosm € N, vy,...,v,, €Syay,...,an €K.
Como U esuns.v.de V y cada v; € U se sigue que v € U (U es cerrado para la suma y el producto
por escalares). Esto concluye la demostracién. 1

Ejemplo 2.44. Para S = {v} a L({v}) se le denotard también L(v). En particular, cuando v = 0 se tien
L(0) = {0}; cuando v # 0, al s.v. L(v) se le llama recta vectorial de V generada por v.

La proposicion y observacion anteriores permiten redefinir L(S) para cualquier S C V como sigue.

Definicion 2.45. Sea V un e.v. sobre K 'y S CV con S # 0. Llamaremos envolvente lineal de S o
subespacio vectorial de V generado por S al menor subespacio vectorial L(S) que contiene a S, esto
es, siS=0 entonce L(S) = {0} y, si S # 0 entonces L(S) es el conjunto de todas las combinaciones
lineales (finitas) de vectores de S segiin la Definicion [2.40)

2.2.3. Operaciones con subespacios vectoriales

A continuacion construiremos nuevos subespacios vectoriales a partir de subespacios vectoriales pre-
viamente dados. Recordemos en primer lugar los conceptos conjuntistas de union e interseccion.

Sobre los conceptos de interseccion y union conjuntista

Sea X un conjunto, y P(X) el conjunto de sus partes, formado por todos los subconjuntos de X.
Dados A, B € P(X) se define su intersecciéon AN By su unién A UB como los siguientes subconjuntos
de X:

ANB:={xeX:x€cAyxeB} AUB:={xeX:x€Ab6xecB}.

Obsérvese que tanto N como U pueden verse como operaciones en P(X).

Ejercicio 2.46. Compruébese: (a) las operaciones union e interseccion verifican las propiedades
asociativa y conmutativa, y (b) conjuntamente verifican las siguientes propiedades distributivas:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC), VA,B,C € P(X)

8Esto es, L(0) no es el vacio, sino el subespacio impropio {0}, ya que este es el subespacio vectorial méds pequefio de V
(y, como todo conjunto, contiene a 0).
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¢ Cudl es el elemento neutro para la operacion interseccion en P(X)? ;Y para la union? ﬂ

La asociatividad permite definir inductivamente la interseccion y unién de un nimero finito de
subconjuntos de X. También se puede definir directamente para una coleccién arbitraria (finita o no)
de subconjuntos {A; € P(X) : i € I} (donde I es cualquier conjunto de indices para etiquetar los
elementos de la coleccién) como sigue:

NiciA; == {XGX|X€A,‘,Vi€I}, UiciA; == {x€X|E|i€I:x€A;}.

Claramente, esta definicidn es consistente con la previa para dos o un conjunto finito de subconjun-
to Tras estos preliminares, empezaremos hablando sobre la interseccidn de subespacios que resulta
especialmente sencilla. Después estudiaremos la unién, que lleva aparejada el concepto de suma de
subespacios y, finalmente, la suma directa. En nuestro estudio, consideraremos una familia finita de
subespacios, aunque la extension al caso infinito es sencilla. Segin el nivel de dificultad que encuentre
el lector, le recomendamos que haga un estudio detallado considerando s6lo dos subespacios o bien
con una familia infinita de ellos.

Interseccion de subespacios

Definicion 2.47. Sea V(K) un e.v. y {Uy,...,Uy} una familia finita de subespacios vectoriales de
V(K). La interseccion de dicha familia es el subconjunto de V definido por su interseccion conjuntista,
esto es:

m
(Ui:==UiN...NU,={veEV:veUparacadai€cI}.

i=1

Comprobemos que tal interseccion resulta ser un s.v. de V.

Proposicion 2.48. Si {U,,...,U,} es una familia finita de subespacios vectoriales de V (K), entonces
la interseccion U = N \U; es un s.v. de V.

Demostracion. Usaremos la Proposicién[2.25] Claramente, la interseccién de subespacios es no vacia,
pues todos ellos contienen al vector nulo. Sean a,b € K 'y u,v € U. Queremos demostrar que a-u+b-

veU,esdecir,quea-u+b-veU;,paracadai=1,...,m. Ahora bien, como u,v € U, entonces u,v €
U;, paracadai=1,...,m. Finalmente, como cada U; es un s.v. de V se concluye que a-u+b-v € U;,
paracadai=1,...,m. 1

Observacion 2.49. (1) La interseccion U = N, U; es el mayor s.v. de V que estd contenido a la vez
en cada U;. En efecto, si W es otro s.v. de V de manera que W C U;, para cada i = 1,...,m, entonces
es obvio que W C U, por definicién de interseccion.

(2) Con una prueba formalmente andloga se demuestra que la intersecciéon de cualquier familia
(no necesariamente finita) de subespacios vectoriales de V es un s.v. de V.

9La estructura precisa de las operaciones interseccién, AN B, y unién, AU B, junto a la de tomar complementario en X,
denotado X \ A 6 X — A, se estudian en l6gica de conjuntos dentro de las dlgebras de Boole.

10Esta definicién formal, aunque muy intuitiva, puede no obstante resultar un poco chocante cuando se lleva al limite.
Asi, si se tomara I = 0 se obtendria N;cpA; = X, UjcpA; = 0.
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Suma de subespacios vectoriales

Como la interseccidon de subespacios vectoriales es un subespacio vectorial, tiene sentido plan-
tearse si lo mismo ocurre con la unién (JZ; U; de subespacios vectoriales Uy, ..., Uy, de V(K):

m
UUi::UlLJ...UUm:{VGV :v €U paraalgini € I}.
i=1

En general, la union de subespacios vectoriales de un mismo e.v. V(K) no es un subespacio vectorial
(aunque siempre habré ejemplos particulares en que esta unidn si sea un s.v.).

Ejemplo 2.50. Cada eje de coordenadas es un s.v. de R? (es una recta que pasa por el origen). Sin
embargo, la unién de los dos ejes no lo es, pues si tomamos u y v vectores no nulos con cada uno de
ellos en un eje distinto, se tiene entonces u + v no permanece en la unién de los ejes. Por otra parte,
en R3 1a unién de un plano U que pasa por el origen y de una recta W C U que pasa por el origen es
igual a U, que es trivialmente un s.v. de R3,

Desde un punto de vista numérico el contraejemplo anterior es el siguiente. En R? consideramos
Uy ={(x,y) €ER? : y=0} y Us = {(x,y) € R? : x=0}. Ya sabemos que U; y U, son s.v. de R? (son
conjuntos de soluciones de ecuaciones lineales y homogéneas). Para comprobar que U; UU, no es un
s.v. de R?, tomando u = (1,0) € U UU, y v = (0,1) € U; UU,, obtenemos que u+v = (1,1), que no
pertenece a Uy UU,.

Dado que la unién de subespacios vectoriales no tiene por qué ser un nuevo s.v., tiene sentido
plantearse la siguiente cuestion: ;es siempre posible encontrar un s.v. U de V que contenga a todos los
U; y que tenga “algo que ver” con ellos? Obviamente, si tomamos U = V tenemos un s.v. que contiene
a todos los U;. Ahora bien, esto no es satisfactorio, pues al elegir V no estamos teniendo en cuenta la
forma concreta de los U;. Lo ideal para U es que fuese el s.v. “mds pequefio que contenga a todos los
U;” (en el sentido de la proposicién [2.45) para que, de algiin modo, “esté préximo” a los U;. Esta idea
motiva la siguiente definicién.

Definicion 2.51. Sea V(K) un e.v. y {Uy, ..., Uy} una familia finita de subespacios vectoriales de V.
Definimos la suma de la familia como el subconjunto de V dado por:

m

m
YUu=U+...+U,=L(JU).
i=1 i=1

Esto es (véase la proposicion , Y Uiesuns.v. deV que contiene a todos los U; y que, ademds,
es el subespacio vectorial mds pequerio que verifica esta propiedad (si U es cualquier otro s.v. de V
conU; CU paracadai=1,...,m, entonces Y 1" U; CU).

Demostremos a continuacion que cada u € Y/ ; U; se puede expresar como una suma finita de
vectores u; € U;, lo que justifica la notacién empleada para el subespacio suma.

Proposicion 2.52. Sea V(K) un e.v. y {Uy,..., Uy} una familia finita de subespacios vectoriales de
V(K). Entonces:

m
Ui:{ul_'_"'"f_um‘uieUi,Vi:1,...,m}.
i=1
Por tanto, dado u € V, se cumple que u € Y/* | U; si'y solo si u=uy + ...+ uy, donde u; € U; para
cadai=1,...,m.
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Demostracion. Denotaremos por U al subconjunto de vectores de V siguiente:
U:{M1+...—|—Mm|uiEUi,Vi: 1,...,m}.

Para demostrar que }'" | U; = U, procederemos por doble inclusién.

(C). Para demostrar }'7* | U; C U, es suficiente con ver que U es un s.v. de V con U; C U para
cada i = 1,...,m (recuérdese la proposicién 2.43)). Sean a,b € K y u,v € U. Por definicién de U
tenemosque u =u;+...+ Uy yv=vi+...+ vy, conu;,v; € U, paracadai=1,...,m. Veamos que
a-u+b-veU.Paraello:

a-ut+b-v=a-(up+...4up)+b-(vi+...+vp)
=(a-u1+b-vi)+...4+ (@ up+b-vy).

Si llamamos w; = a-u; + b -v;, entonces a-u+b-v=w; + ... +wy,, donde cada w; € U; (por ser U;
uns.v.de V). Asi,a-u+b-v €U, lo que prueba que U es un s.v. de V. Ademds, si u € U; entonces
u=04+...40+u+0+...+0, donde cada u ocupa la posicién j-ésima y cada sumando estd en el
correspondiente s.v. U;. Por tanto, u € U. Esto muestra que U; C U paracada j=1,...,m.

(D). Finalmente, veamos que U C Y/, U;. Dado u € U, se tiene que u = uj + ...+ uy, con u; € Uj
para cada i = 1,...,m. Recordemos que Y.;"; U; = L(U",U;), por lo que Y}, U; estd formado por
las combinaciones lineales finitas de vectores de U, U;. En particular, como podemos escribir u =
L-up+...+ 1 uy, sesiguequeuc ¥, U;. 1

Observacion 2.53. La definicion y propiedades de la suma de una familia de subespacios vectoriales
se extiende de de cualquier familia (no necesariamente finita) de subespacios de manera formalmente
andloga, sin mds que tener en cuenta que las sumas que se hagan de elementos del espacio vectorial
serdn siempre finitas.

Ejemplo 2.54. En R3 si tomamos como U; y U, dos ejes coordenados, entonces es facil comprobar
que U; + U, es el plano vectorial que los contiene. Veamos este ejemplo numéricamente.

Sean U; y U, los subespacios de R? dados por Uy = {(x,y,z) €ER? : x=2=0} y U> = {(x,y,2) €
R? : y =z =0}. Sabemos que U; + U, = {uj +uy|u; € Uy, uy € U>}. Ahora, si u € U entonces
u; = (0,y,0), mientras que si uy € U, entonces up = (x,0,0). Asi, u; +up = (x,y,0). Esto prueba
Uy +Us C{(x,y,z) €R? : z=0}. De hecho, se tiene U; + U, = {(x,y,z) € R? : z=0}. Para probar la
inclusién {(x,y,z) €R? : z=0} C U; + U, nétese que si v = (x,y,0), entonces v = (0, y,0) + (x,0,0) =
uy +uy donde uy € Uy y up € Us.

Ejercicio 2.55. Demostrar que Uy + U, = R?, donde U, y U, son los subespacios dados por Uy =
{(x,y) eR? : y=0} y U = {(x,y) e R? : x=0}.

Suma directa de subespacios vectoriales

Sea V(K) un e.v. y {Uj,...,U,} una familia finita de subespacios vectoriales de V(K). Dado
ue Y U, sabemos que u = u; + ...+ u, donde u; € U;, para cada i = 1,...,m. Ahora bien, esta
forma de expresar # como suma de vectores en cada sumando U; no tiene por qué ser tnica, es decir,
podran existir otros vectores u; € U;, distintos de los anteriores, y tales que u = u} + ...+ uj,. Veamos

un ejemplo de que esto puede efectivamente ocurrir.
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Ejemplo 2.56. Sean U; = {(x,y,2) € R?® : x =0} y U = {(x,y,2z) € R* : z =0}. No es dificil de-
mostrar que Uy + U, = R3, pues todo vector v = (x,y,z) de R? se puede expresar como u; + u,, donde
uy = (0,y,z) €Uy y us = (x,0,0) € U,. Veamos que el vector nulo de R? se puede expresar de muchas
formas distintas como suma de un vector de U; y otro de U,. En efecto, tenemos por ejemplo (0,0,0) =
(0,1,0)+(0,—1,0) o (0,0,0) = (0,2,0) 4 (0,—2,0). De hecho (0,0,0) = (0,a,0) + (0, —a,0), para
cadaa € R.

Ahora nos planteamos cémo se puede evitar esta falta de unicidad, es decir, bajo qué condiciones
la expresién de u € Y/ ; U; como suma de vectores u; € U; es tinica. Veremos mds adelante que esta
cuestion tiene que ver con descomponer un €.v. en piezas mds pequenas.

Proposicion 2.57. Sea V(K) un e.v. y {Uy,...,Uy} una familia finita de subespacios vectoriales de
V(K) con m > 2. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) Para cada u € Y} U; existen vectores univocamente determinados u; € U; tales que u = u +
Uy,

(ii) (Z{ZIU,-)FTUH] ={0}, paracada j=1,....m—1.

Veremos primero cdmo se demuestra la proposicion en el caso m = 2, que sera el mas frecuente.
Asi motivaremos también la prueba del caso general.

Demostracion en el caso m = 2. En este caso, la afirmacion (i) significa que, para cada vector u €
U, + U,, existen vectores univocamente determinados u; € Uy y uy € U, tales que u = u; +uy. La
afirmacion (ii) se reduce a la igualdad U; NU, = {0}.

Veamos que (i) implica (ii). Sea u € U; N U,. Queremos ver que # = 0. Nétese que u = u+ 0 con
uclU;y0eU,,. Ademds, u =0+ucon 0 € Uy y u € U. Como por hipdtesis u se expresa de forma
Unica como suma de un vector de U; y otro de U,, entonces u = 0.

Veamos que (ii) implica (i). Sea u € U, + U, y supongamos que hay dos expresiones de u como
suma de un vector de U; y otro de U,. Asi, existen ul,u’l el y uz,u’z € U, tales que u = uy +up
y u = u} + ub. Queremos ver que u} = u; y u = up. Tenemos u; + uy = u + uh, que equivale a
u) —uy = up — uy. Llamemos v := u} —u; = up — uy. De estas igualdades, y usando que U, U, son
subespacios vectoriales de V, se sigue que v € U NU,. Como suponemos que U NU, = {0} entonces
v=0. Como v = u} — u; deducimos que u; = u}. Y como v = up — u5 concluimos que u, = u5. I

Demostracion en el caso general. Veamos que (i) implica (ii). Fijamos j € {1,...,m —1}. Queremos
Ver que (Z{Zl U;)NUj;1 = {0}. Tomemos un vector u en dicha interseccién. Como u € Z{:] U; en-
tonces u = uy +...+uj con u; € U; para cadai = 1,...,j. A partir de aqui podemos expresar u de
dos formas distintas como suma de vectores de U;, a saber, u = uy +...+u; +0+ujo+...+uyy
u=0+...40+u+0+...4+0. Por la hipétesis (i) todos los vectores de las expresiones anteriores
son nulos. En particular, u = 0.

Reciprocamente, veamos que (ii) implica (i) por induccién sobre el nimero de m de sumandos.
El resultado ya ha sido demostrado para m = 2 (o, si, se prefiere, resulta trivial para m = 1), por lo
que supondremos ahora como hipétesis de induccién que resulta cierto param — 1. Seau € Y| U;
y supongamos que podemos expresar # de dos formas como suma de vectores en U;. Asi, para cada
i=1,...,m, existen u;,u; € U; tales que u = uy +...+u, y u = uj + ...+ u,. Queremos ver que
u,=u; paracadai=1,...,m. Tenemos uj + ...+ u, = u} + ... +uj,, que equivale a

(u1 —Mll)+---+(um71 _u:n—l) = ul/n_um'
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Poniendo v := u), — u,, como U, es un s.v. de V, se tiene v € U,, y, andlogaamente u; — u§ € U; para
cadai=1,...,m— 1. Por tanto, v € Z?";ll U; y aplicando la hipdtesis (ii) con j = m — 1 se sigue
v = 0. Esto implica que ), = uy, y (u1 —u}) + ...+ (41 —u,,_,) = 0. Esta ultima igualdad supone
escribir el vector 0 como suma de vectores pertenecientes a U; con i = 1,...,m — 1. Podemos ahora
aplicar la hipétesis de induccion a {Uj,...,Uy,—1} (obsérvese que como los m subespacios satisfacian
la hipétesis (ii), los primeros m — 1 subespacios también la verifican), y suponer que verifican (i).
Escribiendo el vector 0 como 0+ ...+ 0, y considerando cada O como un vector de U; para cada
i=1,...,m—1,sededuce u;, — u; = 0 paracadai=1,...,m — 1, lo que concluye el resultado. |

Observacion 2.58. Una consecuencia inmediata de la equivalencia establecida en la proposicién an-
terior es que la condicidn (ii) resulta ser independiente de la ordenacion de los subespacios U; (pues
es equivalente a (i), que obviamente resulta independiente de tal ordenacién).

Definicion 2.59. Sea V(K) un e.v. y {U\,..., Uy} subespacios vectoriales de V. Diremos que la su-
ma de subespacios Y.i", U; es directa si se verifican las condiciones alternativas de la proposicion
anterior (esto es, (Z{Zl U)NUji1 = {0} para cada j=1,...,m—1 o, equivalentemente, para cada
u € Y U, existen vectores tinicos u; € U, para i =1,...,m, tales que u = uy + ...+ u,). En este
caso, denotaremos al subespacio suma Uy @ ... D U, o, abreviadamente, ®'" U,

m

En el caso de que se dé la igualdad V = @} \U; se dice que V es suma directa de {Uy, ..., Uy}.

En el caso particular m = 2, la expresién U = U; @ U, significa que U = U; + U, y Uy NU, = {0}.
Equivalentemente, para cada u € U existen vectores Unicos u; € Uy y up € U, tales que u = uy + up.
En tal caso, diremos también que U, es un subespacio complementario o suplementario de Uy en U.

Ejemplo 2.60. En el EjemploMteniamos una situacion en la que R? = U} +U,. Sin embargo, no es
cierto que R? = U; @ U, pues vimos que el vector nulo se expresa de infinitas formas distintas como
suma de un vector de U, y otro de U,. Por otro lado, se tiene que U; NU, # {0}, pues (0,1,0) € U;NUs>.

Ejercicio 2.61. Sean U, y U, los subespacios de R? del Ejercicio Demostrar que R*> = U, @ U.

Ejemplo 2.62. [Suma directa de matrices simétricas y antisimétricas] Sea n € N y K un cuerpo con
caracteristica distintade 2 (2:= 1+ 1 # 0, como en K =R, Q o C). Siguiendo con las propiedades de
matrices vistas en el ejemplo[2.38] vamos a demostrar que:

Mn(K) = Sn(K) 69An(K)'

Para ello hay que comprobar dos propiedades: M, (K) = S,(K) +A,(K) y S,(K)NA,(K) ={0,}.
Veamos que M,(K) = S,(K)+A,(K). La inclusién S, (K) + A, (K) C M,(K) es obvia. Probar que

M,(K) C S,(K)+An(K) significa mostrar que toda matriz A € M,(K) se puede expresar como B+ C,

verificindose B € S,(K) y C € A,(K). Nétese que, como 2 # 0, entonces A se escribe como:

1 1
A=—-(A+AN+=-(A—A).
S (A+A) 42 (A-A)

En la igualdad anterior el simbolo 1/2 representa el inverso de 2 en K (que existe al suponer 2 # 0). Si
llamamos B = (1/2)(A+A") y C=(1/2)(A—A"), entonces se tiene A = B+ C. Veamos que B € S,,(K)
y C € A,(K) a partir de propiedades de la trasposicion de matrices:

B = l(A +A" = ! (A" +(AY)) = l(A’ +A) =B,

2 2 2
1 1 1
C'= 3 (A—A" = 3 (AT —(A)) = 3 (A'—A)=—C.
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Por dltimo, comprobemos que S,,(K) NA,(K) = {0,}. Sea A € S,(K)NA,(K). Nos preguntamos
si A =0,. Como A € S,(K), entonces A" =A. Y como A € A,(K) tenemos A’ = —A. Encadenando
ambas igualdades se sigue que A = —A y, por tanto, A+ A = O,,. Asi, 2A = O, y como 2 # 0, llegamos
a A = 0,, como se queria.

2.24. Subespacios afines

Definicion 2.63. Sea (ﬂ,g ,®) un espacio afin. Un subespacio afin § es un subconjunto (no vacio) de
A tal que el conjunto

S={p(P,Q)=PQ:PQc S}

es un subespacio vectorial de Ay (S ,3 , @) es un espacio afin, donde
Ps:SxS—=S,  (PQ)—PQ
se obtiene como restriccion de .

La siguiente caracterizacién de los subespacios afines es titil desde el punto de vista practico.

Proposicion 2.64. Sea (ﬂ,ff, ©) un espacio afin y S C A un subconjunto no vacio. Equivalen:
(i) S es un subespacio afin.
(ii) El conjunto S= {@ : P,Q € S} es un subespacio vectorial de 1.
(iii) Existe un P € S tal que Sp := {PQ: Q € S} es un subespacio vectorial de A.
En este caso, 31) = 3' (y, por tanto, 3]) es independiente de P).

Demostracion. De la propia deﬁmclon se tiene (i)=-(ii). El reciproco (i)<=(ii) se verifica porque:
(1) paracada O € S, la aplicacién § — S, Q +— 0Q es biyectiva (es suprayectiva porque para cualquier
PR con P,R € S el punto O + PR debe pertenecer a S y es inyectiva porque si no tampoco lo seria
la aplicacién 4 — :‘21, Q+ 0Q) y (2) para cada P,Q,R € S, PO+ OR = PR (pues esta propiedad se
verificaba para todo P,Q,R € A4).

(ii)é(iii) S no es vacio (pues PP=0¢€ 9) Yy, para todo u,v € S, a,b € K se tiene por hipdtesis
au+bv € S por lo que P+ (au+bv) € Sy au+bv € SP

(111):(11) Basta con comprobar que se verifica SP = $. La inclusién C es trivial. Para D, sea
u=OR € S. Entonces PO, PR € Sp. Se tiene entonces u = QP + PR = —PQ+ PR, que pertenece a Sp
por ser un subespacio vectorial. |

Usando la caracterizacion (iii) es inmediato demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 2.65. Sea 4 un espacio afin. Dados P € A4 y un subespacio vectorial W de 4, el conjunto:
W =P+W ={P+w:we W} es el unico subespacio afin A que contiene a Py tiene por espacio
vectorial asociado W.

Ejemplo 2.66. Sabemos que en K"(K) las soluciones de cualquier SEL homogéneo forman un subes-
pacio vectorial. Aunque lo detallaremos mds adelante, es ficil comprobar directamente que las solu-
ciones de cualquier SEL compatible forman un subespacio afin, cuyo espacio vectorial asociado es
precisamente el subespacio del correspondiente SEL. homogéneo. En particular, las rectas y planos de
IR (pasen o no por el origen) son subespacios afines de R3.
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Interseccion de subespacios afines

A diferencia del caso de los subespacios vectoriales, la interseccion de dos subespacios afines §; y
S» puede ser vacia (piénsese en dos rectas paralelas del plano). No obstante, si nos aseguramos de que
esta interseccién no es vacia, entonces §; NS, serd también un subespacio afin. Esto lo formulamos a
continuacién para una familia arbitraria de subespacios afines Sy, (con o variando en algtin conjunto
de indices 1).

Proposicion 2.67. Sea {3‘0@ : o € I} un conjunto arbitrario de subespacios afines de A tal que
NoaerSa # 0. Entonces NgepSq es un subespacio afin de espacio vectorial asociado NgerSq.

Demostracion. Escogiendo cualquier P = MNgerSq, €s inmediato comprobar: P+ ﬂaelga = NgerSe. 1

A continuacién damos una caracterizacion sencilla de cuando se intersecan dos subespacios afines.

Proposicion 2.68. Dos subespacios afines P, + 31, P, + 3'2 se intersecan si y solo si PP, € 31 + 3’2.
En este caso, si P pertenece a la interseccion (P + 851) N (P, +5) =P+ (51NS5H).

Demostracién. (=) Escogiendo P en la interseccién: PP, = PP+ PP, = —PP, + PP, € §; + 5.
(<) Sea Pi1P, = v; +v con vy € S1, v €.5,. Entonces: P, = Py + (vi +v2) = (P +vi) 4+ v2 por
lo que el punto P> + (—v;) = P + v; pertenece a la interseccion. |

Ejercicio 2.69. Compruébese que, si S,T son subespacios afines de A, equivalen:

1. SNT#0
2. ParatodoPES,QETsetiene@ég%—f.
3. ExistenPGS,QETtalesque@€§+7".

Suma de subespacios afines

Definicion 2.70. Dado cualquier subconjunto no vacio C C A el subespacio afin generado por C, que
se denotard (C), es el menor subespacio afin que contiene a C, esto es, la interseccion de todos los
subespacios afines de A que contienen C. En particular, si Sy S' son dos subespacios afines, su suma
S+ S’ se define como el subespacio afin generado por SU S’

Nota: El propio espacio afin A4 es siempre un subespacio afin que contiene a C. Asi, la proposicion
asegura que, efectivamente, el subespacio afin generado por C tiene estructura de subespacio
afin.

Proposicion 2.71. Dados dos subespacios afines S; = Py —1—3‘1, $H =P+ 32, su suma S tiene por
subespacio director L(PiPy) + S1 + 5.

Demostracion. Facilmente se tiene S1,5 C Py + (L(P1P,) +8 + 3‘2) por lo que, teniendo en cuenta
la definicion de subespacio afin suma, basta con comprobar:

P+ (L(P1P) + 5 +32) cS y como P; € S basta con: L(PP,) +5+5CS.

DeS=P —i—S y 51 C S se sigue 51 C S yde P, € S se sigue PP, C S. Razonando analogamente con
P se sigue 52 C S. Por tanto, al ser Sun subespacio vectorial, L(P;P,) +51 +52 C 5 |
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2.3. Bases, dimension y coordenadas en un espacio vectorial

Una de las ideas principales en la teoria de espacios vectoriales consiste en expresar todos los
vectores a partir de “unos pocos” mediante combinaciones lineales. El alumno ya debe de tener al-
guna familiaridad con esta idea, que aparece en la ensefianza preuniversitaria y cuando se trabaja con
vectores libres. Por ejemplo, si en el e.v. real R? (o en los vectores libres del plano) fijamos un “sis-
tema de referencia” formado por dos vectores no colineales {e1,e2} entonces cualquier otro vector
Vv se expresa como a-ej + b - ey para ciertos a,b € R (para ello, basta proyectar v sobre las rectas
vectoriales L(e) y L(e2)). Esto significa que R? = L(ey, e2), es decir, con tan sélo dos vectores de R?
podemos generar todos los demds haciendo combinaciones lineales. Ademads, la forma de expresar v
como c.l. de e y e; es tinica, esto es, se tiene R? = L(e) & L(e2). Asf, los escalares a,b € R tales que
v=a-e;+b-eysontnicos y se llaman coordenadas de v en el sistema de referencia. Con argumentos
andlogos, en el e.v. real R? se tiene R® = L(ey,ez,e3), donde {e},es,e3} es el sistema de referencia
formado por cualesquiera tres vectores no coplanarios. Ademds, la forma de expresar v € R? como
c.l. de {ey,es,e3} es tnica, es, decir R® = L(e;) © L(ey) @ L(e3). Asf, se puede hablar como antes de
coordenadas asociadas a un vector de R? respecto del sistema de referencia dado. En este apartado del
tema desarrollaremos todas estas ideas en cualesquiera espacios vectoriales y afines.

2.3.1. Sistemas de generadores

Comenzaremos precisando la idea de generar todos los vectores de un e.v. a partir de unos pocos.

Definicion 2.72. Sea V(K) y sea S C V un subconjunto. Se dice que S es un sistema de generadores
(s.d.g.) o conjunto generador de V si V = L(S). En el caso de que S no sea vacio, esto equivale a que
todo vector de V se expresa como c.l. (/finita!) de vectores de S, es decir, para cada v € V, existen
m € N, vectores vy,...,vy, € Sy escalares ay,...,a, € K, tales que v=a; -vi+...+apy - vp.

Es obvio que V = L(V) y, por tanto, V es un s.d.g. de V. Esto no es muy interesante si nuestro
objetivo es generar todos los vectores de V (probablemente infinitos) a partir de la menor cantidad
posible de vectores. En particular, y como primera aproximacion, nos interesardn los e.v. que tengan
un s.d.g. finito.

Definicion 2.73. Sea V un e.v. sobre un cuerpo K. Diremos que V es finitamente generado (f.g.) si
V admite un s.d.g. con un niimero finito de vectores, esto es, si existe S = {vy,..., vy} CV tal que
V = L(S) (por lo que para cada v €V, existen ay,...,an € K tales que v=ay-vi+ ...+ ap V).

Practiquemos un poco las definiciones anteriores con ejemplos concretos.

Ejemplo 2.74. Nos preguntamos si en R? el conjunto S = {v,v,} con v; = (1,0) y vo = (1,1) es un
s.d.g. Para ello tomamos un vector v = (x,y) € R? y estudiamos si es c.l. de S. Buscamos a,b € R tales
que v=a-v;+b-v,. Al tomar componentes y operar esta igualdad se transforma en (x,y) = (a+b,b).
Por tanto, llegamos al SEL dado por las ecuaciones a+b = xy b =y, que es compatible determinado
con soluciones b =y, a = x — y. Esto prueba que S es un s.d.g. de R?. En particular, R? es f.g. como
e.v. real. En el caso particular v = (—2,3) se tiene que a = -5y b =3, porloque v=—5-v; +3-v;.

Ejemplo 2.75. Nos preguntamos si en R? el conjunto S = {v{,v2,13} con vi = (1,2), vo = (2,4)
y v3 = (3,6) es un s.d.g. Para ello tomamos v = (x,y) € R? y estudiamos si es c.l. de S. Buscamos
a,b,c € R tales que v=a-v; +b-vy 4+ c-v3. Tomando componentes y operando, esto equivale a
que (x,y) = (a+2b+3c,2a+4b+ 6¢). Llegamos asi a un SEL con ecuaciones a +2b+3c =xy
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2a-+4b+6¢ =y. Obviamente este SEL serd compatible si y sélo si 2x = y. Por tanto, si v = (x,y) € R?
no cumple que 2x =y, entonces v no es c.l. de S. Esto ocurre por ejemplo con el vector v = (0,1).
Concluimos que S no es un s.d.g. de R2.

Ahora mostraremos algunos s.d.g. para los espacios vectoriales que estudiamos en la primera
seccion de este tema.

Ejemplo 2.76. Sean € Ny K un cuerpo. Consideremos K” como e.v. sobre K. Paracadai € {1,...,n}
definimos ¢; = (0,0,...,1,...,0,0), donde el 1 se encuentra en la i-ésima posicién. Afirmamos que el
conjunto S = {ey,...,e,} esuns.d.g. de K". Esto se debe a que todo vector v = (x1,...,X;,...,X,) € K"
se escribe como xj-ey+...+x;-e¢;+ ...+ x, - €,, que es una c.l. de S (nétese que los coeficientes de la
combinacién coinciden con las componentes del vector). En particular, K" es f.g. como e.v. sobre K.

Ejemplo 2.77. Sean m,n € Ny K un cuerpo. Consideremos M,,x,(K) como e.v. sobre K. Para cada
par de indices i € {1,...,m} y j € {1,...,n}, definimos E;; = (ey;) como la matriz en M,,,(K) tal
que ey =0si (k,1) # (i, )) e,-j = 1. Afirmamos que el conjunto S = {E;;|i=1,...,m, j=1,...,n}
es un s.d.g. de M,,,(K) como e.v. sobre K. Esto se debe a que toda matriz A = (a;;) en My,»,(K) se
expresa como:

m n
A= Z Zaij'Eij =an-En+...+am Enn+...+am Emi + - - - + ayn Evn,
i=1j=1

que es una c.l. de S (nétese que los coeficientes de la combinacion coinciden con las entradas de A).
En particular, M,,,»,(K) es f.g. como e.v. sobre K.

Ejemplo 2.78. Sea K =R 6 C un cuerpo y K[x] el e.v. sobre K de los polinomios con coeficientes
en K. Para cada i € NU {0} definimos p;(x) = x, entendiendo que po(x) = 1. Afirmamos que el
conjunto S = {p;(x)|i € NU{0}} es un s.d.g. de K[x]. Esto se debe a que todo polinomio p(x) =
ap+ayx+...+a,x" se escribe como ag - po(x) +aj - pi(x)+...+a, - pu(x), que es una c.l. finita de
elementos de S. Nétese que S es un conjunto infinito numerable.

Lo anterior no demuestra que K[x] no es f.g., pues pudiera existir algin s.d.g. de K[x] que fuera
finito. Veamos que esto es imposible. Supongamos que S = {p;(x),..., pm(x)} fuese un s.d.g. de Klx].
Para cada i € {1,...,m} denotamos n; = grado(p;(x)). Sea n = méax{ni,...,n,}. Es claro entonces
que S C K, [x] y, por tanto, L(S) C K, [x]. De este modo, el polinomio en K[x] dado por p(x) = x"*!
no se expresa como c.l. d S; de hecho, p(x) ¢ K,[x]. Esto es una contradiccion, por lo que se sigue
que K[x] no es f.g. como e.v. sobre K.

Ejemplo 2.79. En el e.v. real F(R,R) de las funciones f : R — R consideramos el subconjunto U
de las funciones dos veces derivables y tales que f”(x) 4 f(x) = 0 para cada x € R. No es dificil de-
mostrar, usando la Proposicién [2.25]y reglas de derivacion conocidas de la ensefianza secundaria, que
U es un s.v. de F(R,R). El estudio de ecuaciones diferenciales{]z] demuestra que, si f € U, entonces
existen a,b € R tales que f(x) = a-sen(x)+b-cos(x), para cada x € R. Reciprocamente, es fécil
comprobar que cada funcién f de este tipo pertenece a U. Asi, deducimos que U = L(sen(x),cos(x)).
En particular, U es f.g. como e.v. real.

Ahora mostraremos la influencia de K cuando hablamos de s.d.g. y de espacios f.g.

Usando la delta de Kronecker las matrices E; j se reescriben entonces (E;;j) = 8 - 8.

12Una forma de justificar esto considerando los polinomios como aplicaciones polinémicas con coeficientes en K seria
comprobar que al derivar n+ 1 veces p(x) se obtiene (n+ 1)! # 0, mientras que al hacerlo con c.1. se S se obtiene 0.
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Ejemplo 2.80. 1. Sea C el cuerpo de los nimeros complejos. Sabemos que C es un e.v. complejo y
también un e.v. real. Teniendo en cuenta el Ejemplocon K=Cyn=1sesiguequeS={l}es
un s.d.g. de C como e.v. complejo. Sin embargo, S = {1} no es un s.d.g. de C como e.v. real, ya que
ningtin nimero imaginario puro se expresa como a- 1 con a € R. De hecho, L(S) = R cuando vemos
C como e.v. real.

2. Sabemos que R es f.g. como e.v. real. También podemos ver R como e.v. sobre K = Q (la suma
seria la de nimeros reales y el producto de un racional por un real seria el producto usual en R). En
un ejercicio de la relacion de problemas se propone probar que R no es f.g. como e.v. sobre Q.

Ya hemos comentado que nuestro objetivo es encontrar s.d.g. de un e.v. que sean “lo mds pequefios
posible”. Esto nos conduce al siguiente problema.

Cuestion 2.81. SiV es un e.v. sobre Ky V es f.g., ;cudl es el menor nimero de vectores que puede
tener un s.d.g. de V'?

Nétese que el nimero minimo de vectores de un s.d.g. es una medida del “tamafio” del e.v. pues
es intuitivo que, cuantos m4s vectores sean estrictamente necesarios para generarlo, mis grande serd
el espacio. Responderemos a la Cuestion [2.81] a lo largo de esta seccion (observacion [2.113). De
momento nos podemos plantear cudndo es posible suprimir algtin vector de un s.d.g. de forma que el
resultado siga siendo un s.d.g. con menos vectores. Es obvio que esto no se puede hacer en general
(piénsese por ejemplo en el s.d.g. de R? dado por dos vectores no colineales {e;,e,}). El préximo
resultado nos dice que un s.d.g. se puede “refinar” siempre que contenga vectores “‘que no aporten
informacién”. Probaremos este principio en el caso finito (el caso infinito queda como ejercicio).

Proposicion 2.82 (Ampliacién y reduccién de s.d.g.). Sea V un e.v. sobre un cuerpo Ky S={vi,..., v}
un s.d.g. deV.

(i) SiS'CVyScCS, entonces S esuns.d.g. deV.

(ii) Siexistd i € {1,...,m} tal que v; € L(S—{v;}), entonces S—{vi} = {Vi,..., Vi 1,Vis1, -, Vm}
esuns.d.g. deV.

Demostracion. (i) Como S es s.d.g. de V entonces V = L(S). Nétese que L(S') es un s.v. de V que
contiene a S y, por tanto, a S. Esto implica que L(S) C L(S’) por la Proposicién De aqui se sigue
que V C L(S). Y como L(S") C V llegamos a L(S') = V.

(ii). Sea v € V. Queremos ver que v se expresa como c.l. de S — {v;}. Por un lado, como S es un
s.d.g. de V, se tiene que:

v=a1-Vi+...+a—1-Vi-1+a;Vi+aiy1 Vi1 ...+ Ay Vi
Por otro lado, como v; € L(S — {v;}), entonces:

vi=by-vi+...+bi_1-viii+biy1vigi+... by v

140Obsérvese que incluso en el caso V = {0},5 = {0} el convenio L(0) = {0} explicado en la Observacién es
consistente aqui.
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Sustituyendo la igualdad anterior en la expresién de v como c.l. de S, y usando propiedades de un e.v.,
llegamos a:

v=ay-vi+...+ai-1-viq
+a;i-(b1-vi+...+bi1-vic1+big1 - Vig1+ ...+ by )
+air1Vig1+ ...t ap vy
=(ar+ai-b1) - vi+...+(ai—1+a;i-bi_1) vi_
+(@iv1 +ai-biv1) - vigr + ...+ (@n + @i ) - Vi,

lo que nos dice que v € L(S — {v;}), como se queria demostrar. |l

Ejercicio 2.83. Compruébese que la proposicion anterior se extiende al caso de que S sea infinito,
obteniéndose asi:

Si S CV es un s.d.g. se verifica (i) todo S' CV que incluya S es un s.d.g., (ii) sive Syve
L(S—{v}) entonces S —{v} es un s.d.g.

2.3.2. Conjuntos linealmente independientes

La Proposicién [2.82](ii) implica que si un s.d.g. contiene vectores que se escriben como c.l. de los
demads generadores, entonces dichos vectores se pueden eliminar para obtener un s.d.g. mis pequeiio.
Asi, un s.d.g. serd “irreducible” y, por tanto, tendra el menor niimero posible de vectores cuando
ningln generador sea c.l. del resto. Esto nos llevard a la nocién de sistema linealmente independiente,
pero antes pero antes la caracterizaremos como sigue.

Lema 2.84. Sea S = {vi,...,vpn},m € N un subconjunto (finito no vacio) de V. Equivalen:

(i) Ningiin vector v; € S verifica vi € L(S\ {vi}) (esto es, en el caso m > 2 ningiin vector de S se
puede escribir como combinacion lineal del resto de vectores de Sy, en el caso m =1, vi #0).

(ii) La tinica combinacion lineal de elementos de S igual a 0 es la que se obtiene con todos sus
escalares nulos, esto es: dados ay,...a, € K si

avi+---+auv, =0

entonces
ap=---=a;,=0.

Demostracion. (i) = (ii). Razonando por el contrarreciproco, existen escalares ay,...,a, € K no
todos nulos tales que aj - vy +...4+dap vy, =0. Sea i € {1,...,m} tal que a; # 0. Si en la igualdad
anterior despejamos a; - v; tenemos:

ai-vi=(—a1) - vi+...+(=ai-1) vio1 +(=aiy1) -vigr + ...+ (=am) - V-

Como K es un cuerpo y a; # 0 podemos multiplicar por ! y usar las propiedades de - para obtener:

1

vi=(—a; -al)-vl—l—...—{—(—ai_]-ai,l)-vi,1+(—ai ai+1)-vi+1+...+(—ai_1-am)-vm,

por lo que v; € L(S — {v;}) (obsérvese que en el caso m = 1 se tiene necesariamente i = 1 y se obtiene
directamente v; = 0, por lo que v; € {0} = L(0) = L(S\ v1)).

(ii) = (i). Supongamos por el contrarreciproco que existe v; € S tal que v; € L(S\ {v;}). Sim =1
eso quiere decir v; € L(0) = {0}, esto es, vi = 0, por lo que la combinacién lineal 1-v; = 0 contradice
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(ii), como se queria. Si m > 2, existe i € {1,...,m} tal que v; € L(S — {v;}), por lo que podemos
escribir:
Vvi=a1-vi+...+ai—1- Vi1 +ai+1Vig1 + ...+ am - Vi

Sumando el opuesto de v; en ambos lados de la igualdad llegamos a:
apvi+...tai—1vicir+(=1) - vi+ a1 vigr+ ... Fam v =0,

que es una expresion del vector nulo como c.l. de S con (al menos) el escalar (—1), que multiplica a
v;, distinto de 0, obteniéndose una contradiccién con (ii). I

Observacion 2.85. Obsérvese que si S verifica la propiedad (ii) entonces cualquier subconjunto S’ C §
también la verifica. De hecho, reordenando los elementos de S para que los m’ primeros sean los de S’
(esto es, suponiendo S’ = {vy,...,v,s} sin pérdida de generalidad) se tiene

arvi+...aw vy = ar-vi+-taw vy +0-vy+--4+0-v,.

Por tanto, si el primer miembro de esta expresion fuera igual a 0 entonces también lo seria el segundo
y, por la independencia lineal de S, se obtendria a; = --- = a,y = 0.

La observacion y lema anteriores motivan la siguiente definicién.

Definicion 2.86. Sea V(K) un s.v. y S C V cualquier subconjunto. Diremos que S es linealmente
independiente (L.i.) si las tinicas combinaciones lineales de elementos de S que son iguales a 0 son las
que se obtienen con todos sus escalares nulos, esto es: para todo {vy,...,vm} C S, yay,...am € K:

ay-vi+--+a, vy=0 = ay=...a, =0. 2.7
En caso contrario, diremos que S es linealmente dependiente.
Observacion 2.87. Podemos distinguir entonces los siguientes casos:
s Como caso limite, si S = 0 entonces es 1.i.

= Si S es finito no vacio, basta con comprobar la propiedad (2.7) para el caso en que {vy,..., vy} =
S (por la observacién [2.85| no hace falta tener en cuenta sus subconjuntos). Por tanto, la inde-
pendencia lineal resulta equivalente a la propiedad (i) del lema

» Si S es infinito, S serd Li. si y s6lo si todo subconjunto finito S" de S es 1i. Como para §' la
caracterizacién (i) del lema [2.84] es aplicable, esta caracterizacion sigue siendo vilida incluso
cuando S es infinito.

Como resumen, de las observaciones anteriores y de la definicion de independencia lineal se tiene
la siguiente extension del lema|2.84|al caso S vacio y S infinito (jcompruébese!):

Teorema 2.88. Sea S C V cualquier subconjunto. Equivalen:
(i) Ningiin vector v; € S verifica v; € L(S\ {vi}).
(ii) S es linealmente independiente (segiin la definicion[2.86)).

En este caso, cualquier subconjunto S' C S también es linealmente independiente.
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Ejemplo 2.89. Consideremos algunos casos particulares de S:

1. En el caso de que S tenga un tnico vector, S = {v}, se sigue: S es L.i. si y s6lo si v # 0.

En efecto, sabemos por las propiedades de e.v. que la igualdad a-v = 0 ocurre si y sélo si
a=006v=0. Asi, si v# 0 entonces la igualdad sélo se da si a = 0, por lo que {v} es Li.
Reciprocamente, si v = 0 la igualdad se da para todo a € K, por lo que {0} no es L.i.

2. Si S contiene al vector nulo, entonces serd linealmente dependiente.

En efecto, sabemos que S’ = {0} es linealmente dependiente y, por hipétesis S’ C S, por lo
que la dltima afirmacién del teorema [2.88| implica la dependencia lineal de S (como ejercicio,
demuéstrese directamente usando sélo la definicién de independencia lineal).

3. Supongamos ahora S = {u,v}. Que S sea l.d. equivale a que u es proporcional a v o v es pro-
porcional a u. Que u sea proporcional a v significa que u = a - v para cierto a € K. Si u es
proporcional a vy u # 0 entonces v # 0, a # 0y v=a"' -u, es decir, v es proporcional a u. Sin
embargo, la relacién de proporcionalidad entre vectores no es simétrica en general; de hecho,
el vector 0 es proporcional a todos los demds pero el tinico vector proporcional a 0 es 0. Por
lo anterior, S = {u,v} es Li. si y s6lo si u # 0, v # 0 y u no es proporcional a v. En tal caso,
llamaremos a L(u,v) el plano (vectorial) generado por u y v.

4. En el caso de los vectores libres del plano (nota [2.22)), el punto anterior se suele resumir di-
ciendo: {i,V} es Li. si y s6lo i,V no son colineales. Para una cantidad mayor de vectores, el
concepto de dependencia lineal generaliza al de colinealidad. Asi, para los vectores libres del
espacio, el conjunto S = {i,V,w} en es 1.d. si y sélo si los vectores de S son coplanarios, es
decir, existe un plano vectorial que los contiene a todos.

Convenio 2.90. En adelante se considerara la independencia lineal permitiendo el caso de que en los
conjuntos haya dos “elementos repetidos”. Asf, si, por ejemplo S = {vi,....v;,...,v},..., vy} cumple
i < jyvi=v; se entenderia que ese conjunto es l.d. a causa de la combinacion lineaﬂ L-vi+(=1)-
v; = 0. En nuestra definicion formal de conjunto esto no podria ser. No obstante, también podemos
formalizar la idea subyacente a este caso con el sguiente convenio:

(a) Cuando se toma una combinacién lineal de un conjunto finito S, se entiende implicitamente
que este conjunto es un conjunto ordenado, esto es, que S es una n-tipla de vectores.

(b) Se definen las combinaciones lineales para para cualquier n-tipla de vectores tomando combi-
naciones lineales de los elementos que la forman con el convenio de que, en el caso de que alguno de
ellos esté repetido k veces, se permiten k repeticiones de ese vector en cada expresion de la corres-
pondiente combinacién lineal.

Asi, en el ejemplo inicial, el conjunto S debe entenderse como la n-tipla S = (vi,...v; =v,...,v; =
V,...,Vm), que es linealmente dependiente por tener dos vectores repetidos.

Una propiedad relevante de los conjuntos l.i. es la siguiente.

Proposicion 2.91. Sea S C V un conjunto Li. Entonces todo v € L(S) se escribe de manera tinica
como combinacion lineal de los elementos de S, esto es:

/ / / /
V=dap-Vi+- oty Vy=a Vit a, Vn = ay =ay,...,Qy = dy,. (2.8)

I5Esto es consistente con nuestro criterio sobre columnas linealmente independientes en una matriz en la nota a pie
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Demostracion. Operando en el espacio vectorial se tiene de la expresion a la izquierda:

(a1 —dy)-vi+-+(am—ay) - vm =0,

que es una combinacion lineal de elementos de S igual a 0. Al ser Sli.a; —ad} =---=ay, —a, =0. |

Observacion 2.92. (a) El reciproco de la proposicion anterior es inmediato. De hecho, que el vector
0 se escriba como combinacién lineal tnica de los elementos de S, es precisamente la definicion de
ser linealmente independiente.

(b) Merece la pena darse cuenta de que le expresion (2.8)) recoge el significado de que todo vector
de L(S) se escribe como combinacién lineal inica de los elementos de S. Esto resulta claro en el caso
de que S sea finito (teniendo en cuenta de que en el caso S = @ no hay nada que comprobar). En el caso
de que S sea infinito, que se pueda escribir v como combinacién lineal de dos maneras de elementos
de S quiere decir que existen dos subconjuntos finitos S; y S, tales que v € L(S1) y v € L(S2). Ahora
bien, §' := S; US; es finito y tanto L(S;) como L(S,) estan incluidos en L(S'). Por tanto, v se podria
escribir como combinacién lineal de elementos de " de dos maneras. No obstante, la expresion (2.8)
dice que esas dos maneras son la misma (y, de hecho, v € L(S; N $,)).

Resulta intuitivo pensar que el nimero méximo de vectores que puede tener una un conjunto Li. es
una medida del “tamafio” del e.v., pues indica en cudntas direcciones podemos movernos libremente
dentro del espacio. Esto nos lleva a un problema similar al que planteamos para s.d.g. (cuestién[2.81)).

Cuestion 2.93. Si V es un e.v. sobre K y V es f.g., ;cudl es el mayor nimero de vectores que un
conjunto l.i. de V puede tener?

De momento, damos una primera respuesta sobre cudndo podemos ampliar una familia L.i.

Proposicion 2.94 (Ampliacién de conjuntos L.i.). Sea V(K) un e.v. y S CV un conjunto L.i. Siv € V
verifica v ¢ L(S), entonces el conjunto SU{v} es también L.i.

Demostracion. Escribamos 0 como una combinacién lineal finita de elementos de SU{v}. Si v no es
uno de los vectores de la combinacidn, todos los coeficientes serdn nulos por ser S independente. En
consecuencia, basta con tomar cualquier c.l. finita del tipo a; - vi + ...+ ap - Vi + as1 - v =0, con
ar,...,amy1 € K, vy,...,vy € S. Queremos ver que a; =0 paracadai=1,...,m+ 1. Como S es Li.
la demostracién concluye si vemos que a,,+1 = 0 (ya que la c.l. anterior nos daria una expresion del
vector nulo como c.l. de vectores de S). Ahora bien, si a4+ # 0 podriamos despejar v en la ecuacién
de arriba y tendriamos:

V= (—01;1+1 -ay) ~v1—|—...+(—a,;lrl “Ap) * V-

Esto implicarfa que v € L(S), lo que supone una contradiccién. [l

Observacion 2.95. Combinando este resultado con la tltima afirmacién del teorema y las pro-
piedades de los sistema de generadores se obtiene, para cualesquieraS C S CVyveV:

» Si Sesuns.d.g. entonces S’ es un s.d.g.

SiSesli.yS =SU{v} entonces: S’ es 1.i. si y s6lo si v & L(S).
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= Si$ esli. entonces S es Li.

SiS ess.dg yS =SU{v}entonces: S ess.d.g.siysélosiveL(S).

Practiquemos a continuacion las caracterizaciones del concepto de independencia lineal en algu-
nos ejemplos concretos.

Ejemplo 2.96. En R? el conjunto S = {v{,v2,v3} con vy = (1,0), v = (1,1) y v3 = (0,1) es L.d. ya
que v = v +v3. En particular, el teorema@]implica la existencia de una c.l. del tipoa- vy +b- vy +
¢-v3 = 0 con no todos los coeficientes nulos. Podemos calcularlas explicitamente: tomando compo-
nentes y operando, la igualdad anterior se transforma en (a +b,b+c) = (0,0). Por tanto, llegamos al
SEL homogéneo de ecuaciones a+b =0y b+ c = 0. Este SEL es compatible indeterminado (estd
escalonado y tiene incégnitas secundarias), por lo que tiene infinitas solucioes. Asi, para encontrar
una expresion no trivial de O como c.l. de S basta encontrar una solucién no trivial del SEL anterior,
por ejemplo a =1, b = —1 y ¢ = 1. Se comprueba enseguida que, efectivamente, v{ — vy +v3 = 0.
Posteriormente demostraremos que en R? no puede haber conjuntos Li. con més de dos vectores.

Ejemplo 2.97. Estudiemos si en R[x] el conjunto S = {p;(x), p2(x), p3(x)} donde p;(x) = x> +x+1,
p2(x) = 2x 41y p3(x) = x>+ 1 es Li. Dada una c.l. del tipo a- p; (x) +b - pa(x) +c- p3(x) = 0 nos
preguntamos si a = b = ¢ = 0. Operando, la igualdad anterior se transforma en (a+c) x>+ (a-+2b) x +
(a+b+c) =0. Esto nos lleva al SEL homogéneo de ecuacionea+c =0,a+2b=0ya+b+c=0.
Este SEL es compatible determinado y, por tanto, su Unica solucién es a = b = ¢ = 0. Concluimos que
la familia S es Li.

Comprobemos a continuacién que varios s.d.g. importantes que estudiamos en la anterior subsec-
cidn son Li. en el espacio correspondiente.

Ejemplo 2.98. Caso de K". En K" el conjunto S = {ej,...,e,} del Ejemplo es Li. Para verlo

tomamos una c.l. del tipo a; -e; + ...+ a, - e, = 0 y nos preguntamos si a; = O paracadai=1,...,n.
Al tomar componentes y operar, la igualdad anterior se transforma en (ay,...,a,) = (0,...,0), por lo
quea; =...=a, =0.

Caso de Myn(K). En My,»,(K) el conjunto S = {E;j|i=1,...,m, j=1,...,n} definido en el
Ejemplo es 1.i. Para verlo tomamos una c.1. del tipo

m n
Y Y aij-Ej=an-En+...4aim Eint...+am Eni + ...+ G Enn = Omcn,
i=1 j=1

y nos preguntamos si a;; = 0 paracadai=1,...,mycada j=1,...,n. Teniendo en cuenta como se
definen las matrices E;; la igualdad anterior equivale a la igualdad A = 0,,,, donde A = (g;;). A partir
de aqui se concluye lo que se queria.

Caso de K]x]. En K[x] el conjunto S = {p;(x)|i € NU{0}} definido en el Ejemplo es 1.i. Hay
que comprobar que cada subconjunto finito de S es 1.i. Tomamos asi cualquier 8’ = {p;, (x),...,p;, (x)} C
Sy una c.l. del tipo aj - p;, (x) + ...+ am - p;,, (x) = 0. Como p;, (x) = x'*, la igualdad previa implica
inmediatamente que a; =0 paracadai=1,...,m.

Finalmente, veamos que el papel de K es importante cuando hablamos de independencia lineal.

16Si se consideran los polinomios como aplicaciones polinémicas, esto puede deducirse derivando esta igualdad dos
veces, con lo que se obtiene 2(a+c¢) = 0 asi como (a+ 2b)x+ (a+ b+ c) = 0, derivando a continuacién esta igualdad una
vez , de donde resulta a4 2b = 0 asi como a+b+c = 0.
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Ejemplo 2.99. Sea C el cuerpo de los nimeros complejos. Tomemos la familia S = {v;,v,} con
vi =1y v =i. Si pensamos en C como e.v. complejo entonces S es l.d. pues v, =i-vy. Si vemos C
como e.v. real entonces S es l.i. pues v y v son no nulos y no proporcionales (no existe a € R tal que
Vo=a-viy).

Ejercicio 2.100. Sea S = {vi,...,v,} es un subconjunto finito no vacio de V (K). Demuéstrese:
S es Li. si'y solo si se tiene la suma directa L{v,} & --- @& L{v;}.

2.3.3. Concepto de base y dimension
Teorema de Steiniz

Ya hemos comentado que nos interesa encontrar s.d.g. de un espacio f.g. que tengan la menor
cantidad posible de vectores, asi como conjuntos l.i. que sean lo mdas grandes posibles, y planteamos
dos cuestiones (la y al respecto. El préximo teorema establece una desigualdad entre los
nimeros de vectores de tales conjuntos. Mds atin, el teorema servira tanto para motivar la definicién
de base como para demostrar que dos bases de un espacio vectorial f.g. tienen el mismo nimero de
vectores.

Teorema 2.101 (Teorema de Steinitz). Sea V un e.v. sobre un cuerpo K. Supongamos que tenemos dos
subconjuntos finitos S = {uy,ua, ... ,uy}, que es un s.d.g.y S = {vi,va,..., v}, que es Li. Entonces,
se cumple que m > k.

Demostracion. Se va a proceder por contradiccion. Para ello basta con considerar el caso k =m+ 1
ya que, en el caso contrario, se obtendria la contradiccion con el subconjunto de S’ formado por sus
primeros m + 1 elementos, ya que este conjunto también es linealmente independiente. La idea de la
contradiccidn que se persigue se desarrolla en los siguientes m pasos:

Paso 1: se toma v; y se se demuestra que, salvo una reordenacion de los elementos de S, se puede
sustituir el primero de ellos por v; de modo que S; := {vi,uz,...,u,} sigue siendo un s.d.g.

Paso 2: se toma v, y se se demuestra que, salvo una reordenacion de los elementos de Sy, se puede
sustituir el segundo de ellos por v, de modo que Sy := {vi,v2,u3...,u,} sigue siendo un s.d.g.

(...) Paso m: se toma v, y se se demuestra que, el m-€ésimo (esto es, el ltimo) de los elementos se
Sm—1:=1{v1,V2,U3...,Vi—1,Un}, se puede sustituir por v,, de modo que S, := {vi,va,..., vy} sigue
siendo un s.d.g. Se tiene entonces que el vector v, 1 € S’ se escribird como c.l. de S, esto es, de los
m primeros vectores de ', lo que contradice que S’ es L.

Paso 1. Como S es un s.d.g. de V, la Proposicién (i) nos dice que S = {vi,ur,up, ... .un} es
un s.d.g. de V. Ademds, el vector vy de S’ se expresa como una c.l. de S, es decir, existen escalares
ap,az,...,a, € K tales que:

vi=aj-uy+axy-uy+...+ay Uy.

Noétese que v; # 0 por ser S’ 1i. Asi, en la igualdad de arriba no todos los coeficientes del miembro
derecho son nulos. Reordenando y renombrando si fuese necesario los vectores de S, podemos suponer
a; # 0 (esto no resta generalidad al argumento). Despejamos entonces el vector u; en la ecuacion de
arriba y obtenemos:

u :afl-v1+(fa171-az)-u2+...+(fa1*1-am)~um,

por lo que u; es una c.l. de {vi,us,...,u,}, es decir, u; € L(S; — {u1}). Aplicando la Proposi-
cién (i) deducimos que Sy = S — {u; } = {vi,u2,...,uy,} esuns.d.g. de V.
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Ahora distinguimos dos casos. Si m = 1 entonces S; = {v; } y como existe el vector v, € ', éste
tiene que ser una c.l. de S (al ser S; un s.d.g. de V). Esto es una contradiccién porque S’ era Li. Si
m > 2 entonces continuamos con el siguiente paso.

Paso 2 (opcional para comprender mejor el procedimiento general). Como S es un s.d.g. de V, la
Proposicién (i) dice que S, = {vi,va,u2,...,uy} es uns.d.g. de V. Ademas, el vector v, de S’ se
podra expresar como c.l. de Sy, es decir, existen by, ...,b, € K tales que:

Vva=by-vi+by-uy+bz-us...+by-uy.

Necesariamente, alguno de los escalares b; con i > 1 tiene que ser distinto de 0, porque, si no, se tendria
una contradiccién con que el conjunto {vi,v,2} (incluido en §') es Li. Tras renombrar los vectores se
puede suponer que b, # 0y, despejando el vector u; en la ecuacion de arriba, obtenemos:

u2:b2_1 'V2+(—b2_1 'b])'V1+(—b2_1-b3)~u3—|—...—|—(—b2_1-bm)~um,

por lo que up es una c.l. de {vi,vy,...,u,}, es decir, uy € L(Sy — {uz}). Aplicando la Proposiciénm
(ii) se llega a que S» = S — {ua} = {v1,v2,u3,...,uy} esuns.d.g. de V.

Ahora distinguimos dos casos. Si m = 2 entonces S; = {vi,v2} y el vector v3 € §, serd c.l. de S,
(al ser S, un s.d.g. de V). Esto contradice que S’ es L.i. Si m > 2 pasamos al siguiente paso.

Pasos sucesivos hasta m. Procediendo como en los casos anteriores, repetimos m veces el proceso
para obtener que S,, = {vi,v2,...,vu} es un s.d.g. de V. Como m+ 1 < k, existe el vector v, €',
el cual serd una c.l. de S, (al ser S, un s.d.g. de V). Esto contradice que S’ es 1.i.

Para concretar més este procedimiento, supongamos que se han hecho m’ € {1,2,...,m—1,m}
pasos, y admitamos inductivamente que el conjunto S,y := {vi,..., Vi, Vi s1,---,Vm} €s un s.d.g. de
V. Distinguimos dos casos.

Si m’ = m se tiene la contradiccién buscada (el conjunto S,, U{v,,+1} es Li, por estar incluido en
S’, pero esto es absurdo ya que v, € L(S),), al ser este ultimo conjunto un s.d.g. por la hipétesis de
induccion).

En el caso m' < m, el vector v,y de S’ se podrd expresar como c.l. de S,,, es decir, existen
c1,---,cm € K tales que:

Vi1 =C1 VIt Cp - Upy + Cr1 " U1+ oo+ C - Uy

Necesariamente, alguno de los escalares b; con i > 1 tiene que ser distinto de 0, porque, si no, se
tendria una contradiccién con que el conjunto {vy,...,v,s} (incluido en §’) es Li. Tras renombrar los
tltimos m — m' vectores se puede suponer que ¢,y 1 # 0. Despejando el vector u,, | en la ecuacion
anterior, se obtiene:

_ 1 -1 —1
Up'+1 = Cm’+1 'V2+ (_Cm/+1 ’C]) Vi +...+ <_Cm’+1 'Cm) ‘U,

porlo que u,y 1 esunac.l.de {vi,...,Vyi1,... Um}, esdecir, uy 1 € L(Syy+1 — {ttyr+1}). Aplicando
la Proposicion sellegaaque Sy i1 := S i1 — {11} = {V1seoe Vi1, Upi 42, - -+ U } €S UN s.d.g.
de V. Por tanto, supuesto que el proceso es valido para m’ pasos, también lo es para m’ + 1, y puede
repetirse hasta llegar a m’ = m. 1

Ejercicio 2.102. Encontrar cuatro subconjuntos finitos S; C R* con i = 1,2,3,4, tales que S| sea
s.d.g. perono Li., Sy sea s.d.g. y L.i., S3 no sea s.d.g. pero st L.i. y S4 no sea s.d.g. ni Li. (esto ilustra que
no existe relacion entre el concepto de s.d.g. y el de conjunto l.i. mds alld del teorema de Steinitz).
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Nocién y existencia de bases
La idea de la demostracién anterior sugiere la relevancia de conjuntos que sean a la vez s.d.g. y l.i.

Definicion 2.103. Sea V un e.v. sobre un cuerpo K. Una base de V es cualquier subconjunto B C'V
tal que B esun s.d.g. deV y Bes Li.

Esta definicion es valida para cualquier e.v. (aunque no sea f.g.). La idea es tener un s.d.g. irre-
ducible, en el sentido de que ningdn vector es c.l. del resto. La terminologia “base” se justifica si
pensamos que a partir de una cantidad minima de vectores estamos generando todos los demas. A lo
largo de esta asignatura nos interesardn especialmente los e.v. que tengan bases finitas.

Ejemplo 2.104. Los sistemas de referencia formados por dos vectores no colineales en el espacio de
los vectores del plano o por tres no coplanarios en los del espacio son bases.

Ejemplo 2.105. Bases candnicas de algunos espacios vectoriales notables (véase el ejemplo [2.98)):

En K", el conjunto B, = {ey,...,e,} definida en el Ejemplo es una base, que llamaremos
base usual o canonica de K".

En My, «n(K), el conjunto B, = {E;j|i=1,...,m, j=1,...,n} definida en el Ejemplo es una
base, que llamaremos base usual o candnica de M, (K).

En K[x], el conjunto B, = {p;(x) |i € NU{0}} con p;(x) = x’ es una base de K[x], que llamaremos
base usual o candnica de Klx].

El disponer de una base en un e.v. es algo muy deseable, pues nos permite construir todos los
vectores a partir de una cantidad minima de ellos. En el caso limite del espacio vectorial trivial V =
{0}, el conjunto vacio cumple formalmente los requisitos para ser base (pues es L.i. y L(0) = {0} = V).
A continuacién lo demostraremos para un caso mucho mds interesante.

Teorema 2.106 (Existencia de bases). Sea V un e.v. sobre un cuerpo K.
Si 'V es finitamente generado entonces admite al menos una base.
Mads aiin, si S es cualquier s.d.g. de V, entonces existe una base B de V incluida en S (‘B C S).

Demostracion. Escribiendo S = {vy,...,v,}, Laidea consiste en ir eliminando uno a uno generadores
de S que se expresan como c.l. del resto hasta obtener, en una cantidad finita de pasos, un s.d.g. que
es también 1.i. Para formalizarlo con precision, operaremos por induccién sobre el cardinal m de S.

El caso m = 0 resulta trivialmente cierto porque, si S = 0 entonces V = {0} (por ser S s.d.g.), que
admite como base @ (C S). Aunque se puede realizar la induccién empezando m = 0, vale la pena
discutir el casom =1, esto es, S = {v; }. Si V = {0} necesariamente vi =0y labase es 0. SiV # {0}
v1 # 0 (por ser S un s.d.g.) y, en consecuencia, S es Li. Asi, S resulta ser una base de V.

Supongamos ahora por hipétesis de induccién que todo s.d.g con m — 1 elementos contiene una
base, y consideremos un s.d.g. S de m elementos. Si S es un conjunto Li., entonces S es una base de
V y se concluye el resultado. De lo contrario, existe i € {1,...,m} tal que v; € L(S — {v;}). Gracias a
la Proposicion (ii) sabemos que S — {v;} es un s.d.g. de V. Puesto que S — {v;} consta de m — 1
vectores, la hipétesis de induccién garantiza que contiene una base. 1l

Nota 2.107. Resulta también cierto que los e.v. no finitamente generados admiten bases. No obstante,
para demostrarlo se requiere el llamado axioma de eleccion, el cual excede los contenidos del presente
curso. Por conveniencia del lector, 1o esbozamos brevemente. De entre las distintas formulaciones del
axioma de eleccién, consideramos la que proporciona el Lema de Zorn:
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Sea X cualquier conjunto no vacio con una relacién de orden parcial < que verifica:

toda cadena C C X (esto es, todo subconjunto C totalmente ordenado por <) posee una
cota superior (esto es, un elemento s tal que a < s para todo a € C).

Entonces, X admite un elemento maximal M € X (esto es, M satisface la propiedad: si
a € X verifica M < a entonces M = a).

Para demostrar la existencia de bases en V(K), se toma como X el conjunto de todos los subconjuntos
linealmente independientes de V (X no es vacio, pues 0 € X) y como relacién de orden parcial la rela-
cioén de inclusidn (no estricta) C. Un cadena C en X no es més que una coleccion totalmente ordenada
por C de subconjuntos l.i. de X, y la unién s de todos ellos sirve como cota superior (obsérvese que
s € X, esto es, s es l.i., porque cualquier subconjunto finito suyo estard incluido en algtin elemento a
de la cadena, el cual es L.i. por la definicién de X). El elemento maximal M que proporciona el Lema
de Zorn es necesariamente una base. En efecto, M es l.i. por pertenecer a X. M es un s.d.g. porque,
dado cualquier v € V, el conjunto M U{v} es L.d. (pues si no M U{v} seria Li. por la proposicién[2.94]
y, por tanto, M no seria maximal), por lo que v € L(M) (contrarreciproco de la proposicién .

Dimension

La demostracién del teorema anterior nos hace pensar que un e.v. no trivial V que sea f.g. tendra
varias bases, pues a partir de cualquier s.d.g. se consigue una base eliminando sucesivamente gene-
radores que se escriben como c.l. del resto. De hecho, es facil darse cuenta de que si el cuerpo K es
infinito entonces a partir de una base se pueden construir infinitas. Como consecuencia directa del
teorema de Steinitz, comprobaremos que, aunque existan muchas bases, todas tienen algo en comun:
el nimero de vectores que poseen (obsérvese que esto no se ha visto atin, pues aunque dos bases son
siempre irreducibles como s.d.g., en principio podria ocurrir que una tuviese mds vectores que la otra).

Teorema 2.108 (de la dimensién). Todas las bases de un espacio f.g. son finitas y tienen el mismo
niimero de vectores.

Demostracion. Veamos primero que todas las bases son finitas. Supongamos que hubiera dos bases B;
y B, donde ‘B; tiene m vectores y B, tiene infinitos. Como B, es Li. entonces cualquier subconjunto
finito de B, también lo es. Tomando un subconjunto B} en B, con m + 1 vectores y aplicando el
teorema de Steinitz con B; y B} tendriamos una contradiccién. Esto implica que todas las bases de
V son a la vez finitas o infinitas. Como V es f.g. hemos visto en la prueba del Teorema [2.106| que V
tiene bases finitas. Por tanto, todas las bases de V son finitas. Finalmente, dadas dos bases finitas B;
y B, con m y k vectores, respectivamente, aplicamos el teorema de Steinitz tomando B como s.d.g. y
B’ como conjunto Li. Esto nos da k < m. Intercambiando los papeles de By B’ llegamos am < k. 11

Gracias al teorema anterior la siguiente definicion tiene sentido.

Definicion 2.109. Se define la dimension de un e.v. V(K), que denotaremos dimg (V'), como sigue: (i)
siVesfg yV #{0}, definimos dimg (V) como el niimero (natural) de vectores de cualquier base de
V, (ii) si V. = {0} definimos dimg(V) =0, y (iii) si V no es f.g. diremos que el e.v. es de dimension
infinita y escribiremos dimg (V) = oo.

En particular, diremos que V es una recta vectorial si dimg(V) =1, y que V es un plano vectorial
si dimg (V) =2.
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Ejemplo 2.110. Tenemos dimrR" = n, la dimension del espacio vectorial de los vectores libres del
plano es 2, y la de los vectores libres del espacio 3, dimg(K") = n, y dimg(Myxn(K)) = m-n,
dimg (M, (K)) = n* y dimg (K[x]) = . Podemos comprobar que K[x] no es f.g. o bien razonando
como se hizo en el Ejemplo o bien porque ya sabemos que K[x] tiene una base infinita (Ejem-
plo[2.103), por lo que si fuese f.g. todas sus bases serfan finitas.

Veamos ahora que la dimensién de un espacio f.g. depende de forma esencial del cuerpo.

Ejemplo 2.111. Si vemos C como e.v. complejo entonces una base de C es Br = {1} y, por tanto,
dimc(C) = 1. Si vemos C como e.v. real entonces una base estd dada por Bg = {1,i}, de donde
dimg (C) = 2. En la relacién de problemas se generaliza este hecho: si V es un e.v. complejo con
dim¢ (V) = n, entonces V es un e.v. real con dimg (V) = 2n.

No obstante, cuando se sobrentiende el cuerpo K en el que se trabaja, se puede suprimir el subindi-
ce K de la expresion dimg (V), esto es, escribir s6lo dim(V').

Ahora podemos dar una interpretacién de la dimension de un espacio f.g. que resuelve de manera
precisa dos cuestiones pendientes de las secciones anteriores.

Corolario 2.112. Sea V(K) un espacio vectorial f.g. Dados S = {vy,..., vy}, un s.d.g. deV, y §' =
{uy,...,ux} un conjunto Li. en'V, entonces:

k < dimg (V) < m.

Demostracion. V admite una base B con n vectores, siendo n = dimg (V). Si aplicamos el teorema de
Steinitz con S como s.d.g. de V y ‘B como conjunto l.i. tenemos que n < m. Si aplicamos el teorema
de Steinitz con B como s.d.g. de V y S’ como conjunto Li. deducimos que k < n, concluyéndose la
demostracion. I

Observacion 2.113 (Respuesta a las cuestionesy. El corolario anterior implica que dimg (V)
es el minimo de vectores que un s.d.g. de V puede tener. Esto resuelve la cuestién Asimismo
dimg (V) es el mayor nimero de vectores que un conjunto L.i. en V puede tener. Esto resuelve la cues-
tién Se sigue que ambas cuestiones tienen la misma respuesta y, por tanto, dimg (V') es un valor
representativo del “tamafio” de V.

En el teorema[2.106|hemos demostrado que, a partir de cualquier s.d.g., se puede obtener una base
eliminando eventualmente algunos vectores. Ahora veremos que también se puede conseguir una base
afadiendo vectores a un conjunto l.i.

Teorema 2.114 (ampliacién de la base). Sea V un e.v. con dimg(V) =n € N. Si S = {vy,..., v} es
un conjunto Li. y k < n, entonces existen n — k vectores, Vii1,...,v, €V tales que B = {vy,...,v,
Vit1,---,Vn} es una base de'V.

Demostracion. En el caso k = n, basta con comprobar que S es un s.d.g. En efecto, si no lo fue-
ra, existirfa un vector v € V \ {v} y SU{v} seria li. (proposicion con k = n+ 1 vectores, en
contradiccidén con el corolario anterior.

En el caso k < n, S no es un s.d.g. de V (de lo contrario S seria una base, en contradiccion con el
teoremal[2.108)), por 1o que existe vy € V con vei1 ¢ L(S). En consecuencia, el conjunto SU{ve1} =
{V1y..yVk,vk+1} es Li. (de nuevo por la proposicion . Si k+ 1 = n este conjunto serd una base,
aplicando el caso k = n antes estudiado. En caso contrario, se repite el argumento un total de n — k
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Veces{Z] hasta conseguir un conjunto B = {vy,...,Vk,Vk+1,-..,Vn} que es Li. y tiene exactamente n
vectores, la cual serd una base aplicando de nuevo el caso k = n. 11

Observacion 2.115. Como caso particular, a partir de cualquier vector v € V con v # 0 se puede
construir una base B de V con v € B. Como resulta patente en la demostracion, la forma de ampliar
un conjunto L.i. no es dnica, en general.

Ejemplo 2.116. En R? el vector u = (1,—2) es no nulo, y por tanto, existe una base B de R? con
u € B. Para construir B basta elegir un vector v € R? que no sea proporcional a u. Tomando por
ejemplo v = (0, 1) es fécil probar que B = {u,v} es una base de R>.

Nota 2.117. El teorema [2.114] se puede extender a dimension infinita, esto es, cualquier conjunto
linealmente independiente S se puede ampliar a una base. Su demostracién puede llevarse a cabo
razonando con argumentos similares a los de la nota[2.107]

Ejercicio 2.118. Sea V un e.v. no trivial sobre un cuerpo K. Supongamos que 'V es f.g. y que S,S' son
dos subconjuntos finitos de vectores de V de modo que S' C S, S es s.d.g. y S’ es Li. Demostrar que
existe una base B de 'V tal que S' C B C 8.

A continuacion refinamos el corolario[2.112]mostrando que sus desigualdades son Gptimas: cuan-
do alguna de ellas se convierte en igualdad el conjunto correspondiente es una base de V. Esto resulta
interesante desde el punto de vista practico, pues para demostrar que un subconjunto de un espacio
vectorial f.g. que tenga tantos vectores como la dimensidn es una base, basta con que sdlo una de las
dos condiciones de la definicion (s.d.g ¢ l.i.) se verifique.

Corolario 2.119. Sea V un e.v. sobre un cuerpo K con dimg(V) = n > 1. Dada un subconjunto
B ={vi,...,vu} con nvectores de V, son equivalentes estas afirmaciones:

(i) B es una basedeV.
(ii) Besuns.d.g. deV.
(iii) Besli enV.

Demostracion. Es obvio que (i) implica (ii) y (iii) por definicién de base. Veamos que (ii) implica
(i). Supongamos que ‘B es s.d.g. de V. Si B no fuese L.i. podriamos emplear el Teorema para
conseguir una base de V eliminando algunos vectores de B. Asi, obtendriamos una base de V con una
cantidad de vectores menor que n, lo que contradice el teorema[2.108] Por dltimo, (iii) implica (i) se
sigue directamente del teorema[2.114con n = m. 1

Remarquemos que el resultado anterior no seria cierto en dimension infinita.

Ejemplo 2.120. Consideremos el conjunto B = {u,v} del Ejemplo [2.116] Como ‘B tiene 2 vectores
y dimg (R?) = 2 se sigue que B serd una base de R? si B es Li. Pero esto es inmediato, ya que los
vectores 1 y v no son proporcionales.

Finalmente, el siguiente resultado (sobre todo su apartado (3)) también tiene gran utilidad préctica.

17Formalmente, se puede proceder por induccién segiin el valor de n — k. Anteriormente se han demostrado los casos
n—k=0,1.
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Proposicion 2.121. Sea V(K)unev.yS={vi,...,vn} CV yv eV tal que v=avi +...amvy, para
ciertos ay,...,ay € K. Sea S; el conjunto que se obtiene reemplazando en S al vector v; por v, esto es,
Si={vi,.. -, Vi1,V Vit1,...,Vm }. Se verifica:

(1) En el caso de que S sea s.d.g., S; es s.d.g. si a; # 0.

(2) En el caso de que S sea Li., S; es Li. si (y sélo si) a; # 0.

(3) En el caso de que S sea una base, S; es una base si'y sélo si a; # 0.

Demostracion. (1) Reduccién ya conocida de un s.d.g. (proposicion (ii)).

(2) La demostracién puede hacerse directamente (como se propone en el ejercicio [2.122| a con-
tinuacion). No obstante, la haremos ahora anticipando propiedades de subespacios vectoriales, las
cuales se desarrollardn en la préxima subseccion.

Observemos primero que, al ser S un conjunto Li., dimg(L(S)) = m. Si a; # 0 se tiene v; € L(S;)
(porque v; se puede despejar de la expresion de v). En consecuencia S C L(S;) y se tiene L(S) = L(S;)
(pues S; C L(S) es inmediato). Por tanto, S; es una base de L(S), ya que es un s.d.g. de m elementos en
un espacio vectorial de dimensién m. En particular, S; es 1.i. como subconjunto de L(S) y, por tanto,
también es L.i. como subconjunto de V (ya que la suma y el producto por escalares en U son los de V
restringidos)l];gl

(3) Inmediato de los casos anteriores. I

Ejercicio 2.122. Pruébese el apartado (3) de la proposicion anterior directamente de las definiciones
de s.d.g, conjunto Li. y base.

2.3.4. Bases y dimension de un subespacio. Formula de Grassmann

Sea V(K) un e.v. Si U es un s.v. de V entonces U es un e.v. sobre K con las operaciones de V
restringidas, por lo que, en particular, podemos hablar tanto de bases de U como de la dimension de
U sobre K, a la cual denotaremos dimg (U ).

Observacion 2.123. Para cualquier subconjunto S de U, toda combinacién lineal de S como sub-
conjunto de U es también una combinacién lineal como subconjunto de V, y viceversa. Esto es una
consecuencia inmediata de que la suma y el producto por escalares en U son restriccion de los de V.
Asi, trivialmente, si una combinacion lineal de elementos de S, vista como c.l. en V, es distinta de 0,
entonces también es distinta de 0, vista como una c.l. en U. En consecuencia, rodo subconjunto S de
U que sea li. en U, también es L.i. en'V.

Ejemplo 2.124. Si U = {(x,y) € R? : x —y = 0} entonces una base de U es By = {(1,1)} y, por
tanto, dimg (U) = 1.

Ejemplo 2.125. Si S = {vy,...,v,,} es Li.en V, entonces S es una base de U = L(S) y dimg (U) = m.
Si los vectores de S no son necesariamente L.i. entonces dimg (U) < m en virtud del Corolario2.112

Ejemplo 2.126. En K, [x] el conjunto B, = {p;(x)|i € {0,1,...,n}} = {1,x,...,x"} es una base de
K, [x], que llamaremos base usual o candnica de K, [x] y representaremos por B,. En consecuencia,
dimg (K, [x]) =n+1.

18por otra parte, es trivial que si a; = 0, entonces v se escribe como combinacién lineal del resto de vectores de S
(vi € Si\ {v}). por lo que S; es linealmente dependiente.
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Mais tarde veremos como calcular eficazmente la dimensioén de un subespacio solucién de un SEL
homogéneo y de un subespacio U = L(S) con S finito.

Ejercicio 2.127. Calciilese una base de cada subespacio de matrices S,(K) y A, (K) (con caracteristi-
ca de K # 2), y compruébese dimgS,(K) =n(n+1)/2, dimkA,(K) =n(n—1)/2.

Si U es un s.v. de V resulta natural plantearse estas cuestiones: jes U un espacio f.g. si loes V?
¢ Qué relacion hay entre dimg (U) y dimg (V)? (Y entre las bases de U y de V? Responderemos estas
preguntas en el siguiente resultado.

Proposicion 2.128. Sea V(K) un e.v. finitamente generado, n = dimg (V), y U un s.v. de V. Entonces:
(i) U esf.g., ysudimension m = dimg (U) satisface m < n, ddndose la igualdad si 'y sélo siU =V.

(ii) SeaO0<m<nyBy={vi,...,Vm} unabase de U. Entonces existen n—m vectores vy 1, ...,y €
V tales que B=1{v1,...,Vi,Vins1,---,Vn} esunabasedeV,y el subespacioW :=L(vy11,...,Vm)
es un complementario de U en'V, esto es, V. =U &W.

Demostracion. (i) Si U no fuera f.g., razonando como en el teorema [2.114] podriamos construir un
conjunto l.i. en U y, por tanto, Li. en V, con un vector mas que la dimensién n de V, lo que es absurdo.
Igualmente, seria absurdo m > n, por lo que m < n. Si m = n cualquier base By de U es un conjunto
L.i. en V de n vectores. Por tanto, By es una base de V (corolario , yU=L(By)=V.

(ii) La primera afirmacién es una consecuencia inmediata del Teorema Para la dltima se
debe comprobar V. =U +W y UNW = {0}. Para la suma, basta con observar que de B C UUYV se
sigue L(B) CL{UUW)(=U+W)y, porser Buns.d.g,V CL(B) CU+W.

Sea ahora v € U NW. El resultado se obtiene trivialmente si U = {0} 6 W = {0}, por lo que
podemos suponer 0 < m < n. Como U = L(By) existen escalares aj,...,a, € K tales que v = a; -
vit+...4+am-vm. Ycomo W = L(vyy1,...,v,) existen dyi1,...,a, € K tales que v = dpi1 - Vi1 +
...+ay, - v,. Restando ambas igualdades para v obtenemos

O=ay - vi+...4+am Vvm—am+1 Vinr1 + ... —ay - vy,

que es una expresion del vector nulo como c.l. de B. Puesto que ‘B es l.i. se concluye a; = 0, para todo
i=1,...,m.Portanto,v=0. l

Observacion 2.129. La demostracion anterior nos da un método de construccién de subespacios
complementarios. En efecto, hemos visto que si By = {vy,...,v;,} es una base de U y la completamos
con vectores {Vy11,...,v,} hasta obtener una base de V, entonces el subespacio W = L(vy41,...,Vy)
es un complementario de U en V. Nétese que cada completacion de By hasta una base de V dara lugar
a un complementario eventualmente distinto. Ademas, desde el punto de vista prictico, si conocemos
ya una base B de V(K) podemos entonces escoger los vectores para la ampliacion de entre los de B
(compruébese).

Ejemplo 2.130. Sea U el s.v. de R? dado por U = L(u) con u = (1, —2). Es claro que By = {u} es una
base de U y, por tanto, dimg(U) = 1. Dado w = (0, 1), entonces B = {u,v} es una base de R y, por
tanto, W = L(w) es un complementario de U en R?. Asimismo, si w’ = (1,0) y W’ = L(w) entonces
W' es otro complementario. Asi, se cumplen R? =U @W = U & W' (obsérvese que W # W/, esto es,
ino se puede “simplificar” en la igualdad anterior!).
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Definicion 2.131. Sea V(K) une.v.yU CV uns.v. de V. Si dimg(U) = 1 diremos que U es una recta
vectorial en V. Si dimg (U) = 2 diremos que U es un plano vectorial en V.
SiV es f.g. llamamos codimension de U en V al niimero en NU{0} dado por:

codimg(U) = dimg (V) — dimg (U).
Si codimg (U) = 1, es decir, dimg(U) = dimg(V) — 1 diremos que U es un hiperplano vectorial de V.

Observacion 2.132. Es obvio que U =V si y sélo si codimg (U) = 0. Asi, la codimensién de U en V
es una medida de lo “préximo” que esta U de coincidir con V.

Terminamos esta seccidn resolviendo la siguiente cuestion: ;qué relacién hay entre la dimensién
del subespacio suma U; 4 U, y las dimensiones de los sumandos? ;Cémo construir una base de U; +
U, a partir de bases de U; y de U;? ;Qué papel desempefia Uy NU,?

Teorema 2.133 (Férmula de Grassmann). Sea V(K) un e.v. y sean Uy y U, dos s.v. finitamente gene-
rados de V. Se verifica:

dimg (U; +Us) = dimg (Uy) + dimg (Us) — dimg (U; NUs).

Observacion 2.134. La férmula tiene sentido, pues todos los espacios que aparecen son f.g. Por otra
parte, esta formula resulta natural si se piensa, p. €j., en el nimero de elementos de la unién de dos
conjuntos finitos (o en propiedades como el volumen de dos objetos cuya interseccidn es no vacia).

Demostracion. Seam = dimg (U NU,) y n; = dimg (U;) para cada i = 1,2. Queremos demostrar que
dimg (Uy + U,) = n; + np — m. Nuestro objetivo es construir una base de U; + U, con exactamente
n1 + np — m vectores.

Sea By,nv, = {v1,-..,vm} una base de Uy N U, (si Uy NU, = {0}, tomamos consistentemente
By,nu, = 0). Por la Proposicion (i1), como U; NU; es un s.v. de U; y de U,, podemos en-
contrar vectores van, . .,vﬁll_ € U; tales que B; = {vy,.. .,vm,vfn+1,...,vﬁli} es una base de U;. Sea
W, = L(vjn IRTEES ,vﬁli), que es un s.v. de U; (obsérvese que si U} NU, = U;, tomamos consistentemnete
W; ={0}). Porla Proposici(’)n(iv) sabemos que U; = (U} NU,) ®W,, para cada i = 1,2. Ademas

Uy nWw, ={0} (y andlogamente U, "W, = {0}) (2.9)

ya que, por la construccion de Wa, {0} = (Ui NU2) NWo = U N (U, NW,2) = Uy NW, (la tltima
igualdad porque W, C U,). Consideremos ahora el conjunto de vectores:

1 12 2
B=BIUB={Vl,- sV Vii1s- Vs Vi 15> Viny

Una primera observacidn sobre este conjunto es que no se han escrito dos vectores repetidos en la

1

expresion del miembro derecho (la unica posibilidad no trivial serfa v; = v? para algin i € {m+

1

I,...,m}yje{m+1,...,n2}, peroen ese caso ese vector comin v :=v; = v? perteneceria a Uy NU>,

por lo que v se podria escribir como c.1. de {vi,...,v,}, en contradiccién con la independencia lineal
de cada B;). Por tanto, en B hay m+ (n; —m) + (n, —m) = ny +ny —m vectores, y basta con demostrar:

= ‘Besunabase de U; + Us.

Para comprobar que B un s.d.g. de U; + U,, basta con observar: L(B) = L(B; U B,) = U, + Us.
Para comprobar que B es un conjunto l.i. en U; + U,, dada una expresion del tipo:

m ] 2
Yoaivi+ Y bivi+ Y =0,
i=1

i=m+1 i=m+1
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nos preguntamos si todos los coeficientes son nulos. La igualdad anterior es equivalente a:

Zal vi+ Z bi-vj =— Z ¢i-vi, (2.10)

i=m+1 i=m+1
donde el miembro izquierdo de la igualdad es un vector de U y el derecho es un vector de W,. Usando
(2.9) los dos miembros de la igualdad (2.10)) coinciden con el vector nulo, es decir:

m

Za, vi+ Z b;- v-O— Z ci ,.

i=m+1 i=m+1

A partir de aqui deducimos que todos los coeficientes se anulan ya que B; es L.i. y {vm Ty 2 1 estd

incluido en B;, que es también 1.i. |

7}’[2

Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente resultado, cuya prueba queda como ejercicio.

Corolario 2.135. Sea V(K) un espacio vectorial finitamente generado. Dados dos subespacios vec-
toriales Uy y U, de V, son equivalentes estas afirmaciones:

(i) dimg (U, + U,) = dimg (U;) + dimg (U>).
(ii)) UyNU, ={0}.
Ejercicio 2.136. Sea V(K) un espacio vectorial y {U,,U,,U} subespacios de V, U finitamente gene-
rado, tales que Uy,U, C U. Demostrar que son equivalentes:
(i) U=U @ U,.
(ii) dimg(U) = dimg(Uy) + dimg (Uy).
(iii) Para cada base de U;, i = 1,2, se tiene que B; U B, es una base de U.
¢/ Se puede obtener toda base de U como en el punto (iii)?

Ejercicio 2.137 (Generalizacion de la férmula de Grassmann para una suma finita de subespacios). .
Sea V(K) un e.v. y sea {U; : i = 1,...,m} una familia finita de s.v. finitamente generados de V (K).

Entonces:
dimg (Z Ui) ZdZmK Z dlm[( Z ﬂ Ul+1

i=1
En particular, equivalen: (a) Uy & ... ®U,, y (b) dimg (Y7L, U;) = YL dimg (U;). (Sugerencia: ténga-
se en cuenta el ejercicio ii) y la definicion )

2.3.5. Coordenadas respecto de una base

Una de las utilidades principales de tener una base en un e.v. es la de poder identificar cada vector
con una familia de escalares que llamaremos coordenadas. Veamos en detalle cémo se realiza esta
identificacion.

Sea V(K) un e.v. y B = {vy,...,v,} una base de V. Como B es un s.d.g. de V sabemos que
todo vector de V se expresa como c.l. de B. Dicho de otro modo, para cada v € V, existen escalares
ai,...,a, € Ktalesquev=aj-vy+...+a,-v,. Como esta propiedad la cumple cualquier s.d.g. de V
nos planteamos si, al ser B una base, tenemos alguna ventaja adicional. Esto es lo que veremos en el
siguiente resultado.
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Teorema 2.138 (existencia de coordenadas). Sea V(K) un e.v. y B = {vi,...,v,} una base de V.
Entonces, para cada v € V, existen escalares tinicos ay,...,a, € K tales que v=a;-vi+...+a, v,

Demostracion. Sea v € V. La existencia de escalares a; que cumplen v =a; - vy + ... +a, - v, se
debe a que B es un s.d.g. de V. La unicidad de estos escalares es consecuencia de la independencia
lineal de B; aunque esta propiedad se vio en la proposicion [2.91] para todo conjunto Li., la detallamos
nuevamente por su importancia.

Supongamos que tenemos dos expresiones de v como c.l. de ‘B, esto es,

v=da;-vi+...+a, vy,
v=bi-vi+...4+b,v,.

para ciertos escalares ay, ... ,a,, b1, ...,b, € K. Queremos demostrar que a; = b;, paracadai=1,...,n.
Si a la primera igualdad de arriba le restamos la segunda, llegamos a:

(ay—b1) vi+...+(ay—by) vy, =0,

que es una expresion del vector nulo como c.l. del conjunto B. Como ‘B es l.i. deducimos que a; — b; =
0 paracadai=1,...,n, como se queria demostrar. lI

Observacion 2.139. El reciproco del resultado anterior es cierto. De hecho, si V(K) es un e.v. y
B ={v1,...,va} CV, son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) BesunabasedeV.
(i) V=L(v1)®...®&L(vy).
(iii) Para cada v € V, existen escalares tUnicos a; € K talesque v=aj-vi+...+a, - v,.

La demostracién de estas equivalencias queda como ejercicio.

El teorema previo nos indica que, en presencia de una base, tenemos una “determinacién numéri-
ca” de los vectores, pues a cada vector le asociamos de forma Unica tantos escalares como la di-
mensién. No obstante, debemos discutir un detalle sobre la ordenacién de los escalares y la base.
Obsérvese que en el teorema anterior los elementos de la base estaban ordenados por un subindice.
Esta ordenacién coincidia con la ordenacion fisica de los simbolos vy,...v,, pero desde un punto de
vista conjuntista se verifica, por ejemplo {v;,v2} = {v2,v;}. Como los escalares deben asignarse con
precision a los vectores, introducimos el siguiente concepto.

Definicién 2.140. Diremos que una n-iipla B= (vy,...,v,) €V x ... x "V es una base ordenada si
el conjunto {vi,...,v,} es una base de V (K).

Con este concepto, pasamos a dar nombre a los escalares proporcionados por el teorema[2.138]

Definicién 2.141. Sea V(K) un e.v. y B = (vi,...,v,) una base ordenada de V(K). Dado v € V, a
la tinica n-upla de escalares (ay,...,a,) € K" tal que v=ay vy + ...+ ay, - v, se le llamard n-ipla
de coordenadas o, simplemente, coordenadas, de v respecto de B. En tal caso escribiremos la n-tipla
como columna:
aj
VB =

an
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Ejemplo 2.142. Las bases ordenadas B = (vi,v2,...,v,) y B' = (v2,v1,...,v,) dan lugar a la misma
base conjuntista B = {vi,va,...,v,} ={v2,vi,...,v,}. Dadov €V, si
aj
a
VB —
ap

son las coordenadas de v respecto de B, entonces:

a

ai
Vg —

an

son las coordenadas de v respecto de B'; obviamente vg # vp'.

Convenio 2.143. Aunque las coordenadas de un vector constituyen una n-upla que se asigna a una
base ordenada (no a una base), usualmente se abusa del lenguaje y no se distingue entre bases y bases
ordenadas. Esto puede hacerse cuando se proporcione la base B de modo que tenga una ordenacién
natural (digamos, el orden en el que se ha escrito), aunque no se esté diciendo explicitamente que estd
ordenada. Asi, si mencionamos coordenadas en una base ‘B, presuponemos implicitamente alguna
ordenacién.

Observacion 2.144. Dada una base ordenada B = (vy,...,v,) en V, las coordenadas vz de un vector
v € V proporcionan un elemento de K" (identificando cada n-upla con un elemento de M, (K)). La
aplicacion

fBIV—>Kn, v'—>fB(v):vB

es asi una biyeccion entre V y K. Anticipando el lenguaje del préximo tema, fp es un isomorfismo
de espacios vectoriales: ademds de la biyectividad, cuample que fg(a-u+b-v) =a- fg(u)+b- f5(v),
para todo a,b € K y todo u,v € V. Esto equivale a la identidad (a-u+b-v)p =a-ug+b-vp, que se
puede demostrar como ejercicio.

Este isomorfismo fp establece una “identificaciéon” (dependiente de B) entre V y K como espa-
cios vectoriales sobre K. Asi, las propiedades de V que s6lo dependan de la estructura de e.v. son
equivalentes a las mismas propiedades en K”. Por ejemplo, es facil demostra@ directamente que
S=A{u,...,un} es un s.d.g. (resp. una familia 1.i.) de V si y solo si Sg = {(u1)s,...,(un)p} €s un
s.d.g. (resp. una familia L.i.) de K".

Ejercicio 2.145. Sea V(K) un e.v. y B = (v1,...,v,) una base ordenada de V. ;Qué coordenadas
tiene el vector nulo respecto de B? ;Y cada uno de los vectores v;?

Ejemplo 2.146. Una consecuencia directa de lo anterior es que R(Q) (recuérdese la observacion
2.18) no es finitamente generado. En efecto, si existiera una base B con n € N vectores, la aplicacién
fB : R — Q" seria biyectiva, contradiciendo el hecho sabido de que R no es numerable.

Ejercicio 2.147. Demuéstrese que si V (R) es un espacio vectorial con dimgV > 0, entonces V(Q) no
es finitamente generado.

19Demostraremos un resultado més general vilido para todo isomorfismo de e.v. en el tema siguiente.
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En los siguientes ejemplos se calculan las coordenadas en algunas de las bases ya estudiadas.

Ejemplo 2.148. Si en K" tomamos la base (ordenada) usual B, = (ey,...,e,) entonces cada vector
v=(x1,...,X;) € K" se expresa como v = xj - €] + ...+ X, - €,. Esto implica que:
X1
vBu = Y
Xn

es decir, las coordenadas coinciden con las componentes del vector. Esta es una propiedad exclusiva
de B, que facilita mucho los calculos.

Ejemplo 2.149. Si en M,,.,(K) tomamos B, = {E;j|i=1,...,m, j=1,...,n}, entonces cada A =
(aij) € Myxn(K) se expresacomo A = Y7 | Y'i_1a;j- E;j. Tomando B como una base ordenada (con-
sistentemente con el convenio [2.143] ordenaremos B suponiendo que en primer lugar se tienen los
elementos de la primera fila con su ordenacién natural, después los de la segunda, etc.) esto implica
que las componentes de la matriz coinciden con sus coordenadas en B, (suponiendo andlogamente
que la m x n-dpla de coordenadas se escribe como una matriz situando las n primeras coordenadas en
la primera fila, las n siguientes en la segunda, etc.)

Ejemplo 2.150. Si en K, [x] tomamos la base usual B, = (1,x,...,x") se cumple que cada p(x) =
ag+ayx+...+a,x" se expresa como p(x) = ag- po(x) +ay - p1(x) +...+a,- pa(x), donde p;(x) =,
para cada i =0, 1,...,n. Asi, las coordenadas de p(x) respecto de B, coinciden con los coeficientes
del polinomio (ordenados de menor a mayor).

En general, el cdlculo de las coordenadas respecto de una base es equivalente a la resolucién de
un SEL compatible determinado. Veamoslo con un ejemplo.

Ejemplo 2.151. En R? consideramos el conjunto B = {v{,v,} con v = (1,0) y vo = (—1,1). Es obvio
que B es una base de R? pues dimg(R?) =2y B es Li. (v; y v, no son proporcionales). Calculemos
las coordenadas de v = (x,y) € R2 respecto de B (con su ordenacién natural), esto es, los el inico par
de escalares (a,b) € R? tales que v =a-v; + b - v,. Operando y tomando componentes llegamos a la
igualdad (x,y) = (a — b,b), de donde se tiene el SEL de ecuaciones a —b = x y b = y. Este SEL es
compatible determinado con soluciones a =x+yy b = y. Por tanto:

VB = ( x+y > .
y
Se comprueba rapidamente que, efectivamente, v = (x+y) - v; +y - v». Por ejemplo, si v = (—2,7)
entonces v =15-v; +7-v,. Sin embargo, en B, se tiene que v= —2-¢; +7 - e3.

En el ejemplo anterior apreciamos que un mismo vector puede tener coordenadas distintas en
distintas bases. Nos preguntamos ahora lo siguiente: ;qué relacion existe entre las coordenadas de un
vector en dos bases distintas de un mismo e.v.? Para responder esta cuestién necesitamos relacionar
los vectores de ambas bases.

Para fijar ideas, supongamos que V es un e.v. sobre un cuerpo K con dimg (V) = n. Tomamos dos
bases B = (vi,...,vy) y B = (V|,...,V}) de V. Dado v € V, la cuestién es: ;qué relacién hay entre
vg y ve'? (p. €j., supongamos que conocemos vg y queremos determinar vy a partir de vg). Para ello
necesitamos conocer cémo los vectores de B se expresan como c.l. de los de B'.
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Definicion 2.152. En las condiciones anteriores, la matriz de cambio de base de B a B es la matriz en
M, (K), que denotaremos M(I,B' +— B), cuya columna j-ésima contiene las coordenadas del vector
v; de B respecto de B'. Lo simbolizamos asi:

M(ILB' < B) = ((v)s | (v)p | ... | (va)w) (=: Bp).

Esto es, si (ajj) es M(I,B' <— B) entonces v; =Y a;jv, para todo j=1,...,n

Observacion 2.153. Por construccion, el rango (por columnas) de la matriz M(I,B’ <+ B) es el méxi-
mo posible (esto es, n; recuérdese la observacion [2.144). Reciprocamente, se se tiene una base B y
una matriz A de rango n, existe una tnica base B’ tal que A = M(I,B' + B).

Ahora ya podemos resolver el problema que nos habiamos planteado.

Proposicion 2.154 (cambio de base). En las condiciones anteriores, se tiene:

vg =M(I,B' < B)-vg, Vv e V.
X1 x) x) X1
Estoes, sivg=| @ |yvp=] : entonces | : | =M(I,B' <+ B)-
Xn X
o, equivalentemente,

r_
X, =

-

Il
—_

aijjXj, Vi:L...,n

Llamaremos a cualquier de las igualdades anteriores la expresion matricial del cambio de base de B a
B'. Ademds, esta expresion matricial caracteriza a M(I,B' < B) en el siguiente sentido: si A € M,,(K)
verifica vg = A - vg para todo v € V, entonces A = M(I,B' < B).

Demostracion. Partimos de:
/ / / .
vi=apj-vi+...+ap-v, = Zaij"’i paracada j=1,...,n,

asi como de

n
V=XVt ...t Xy V= in~vi.
i=1
Buscamos expresar v como c.l. de B'. Sustituyendo cada v; de la primera ecuacién en la segunda
obtenemos la igualdad:

v=xi-(ay Vi +...Fap V) + .o+ x - (a Vit g V)

n n n

n n
= fo Z"tl Z foau Vi Z (aijxj)v Z Z aijx;)v
i=1 i=1 j=1

Jj=i i= j=1 i=1

'~

:(a11-x1+...+a1n~xn)-v1+...—|—(an1 X1+ Ay Xn) YV,

que nos expresa v como c.l. de B'. Esto significa que los coeficientes de la c.l. anterior son las coor-
denadas de v respecto de B'. Por definicién de producto de matrices, la entrada i-ésima de vp es el
producto de la fila i-ésima de M (I, B’ < B) con el vector columna vg.

Para la dltima afirmacidn, restando las igualdades que verifican A y M (I, B’ +— B) se tiene:

(A—=M(I,B < B)) -vg = 0(= 0yx1).
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Tomando vg = (v;)p donde v; es el j—ésimo vector de la base B (esto es (v;)p tiene todas las com-
ponentes 0 salvo la j—ésima, que es igual a 1) se obtiene que la columna j—ésima estd compuesta de
ceros y, al ocurrir esto para toda columna, A — M(I,B’ <+ B) = 0(= 0,,x,,). 1

Ejemplo 2.155. En K", la matriz M(I,B, + B) = ((v1)s,| (v2)s, | --- | (va)B,) es aquella cuyas co-
lumnas contienen las componentes de los vectores de B.

Ejemplo 2.156. En R? consideramos la base B = (v{,v2) con vi = (1,0) y vo = (—1,1) del ejem-
plo[2.151] Ya vimos que, para cada v = (x,y) € R? se tiene:

VB:<x+y>7
y

con un célculo directo de las coordenadas. Vamos a llegar ahora al mismo resultado usando un cambio
de base. Tomando B,, como base de referencia, la Proposicion [2.154|nos dice que:

vg=M(I,B < B,)-vg,, donde M(I,B < B,) = ((e1)s,(€2)B)-

Necesitamos las coordenadas de e; y e con respecto a B. Tras unos célculos sencillos:

(e1)p = ( (1) ) y(ez)B:< | >,por10queM(l,B<—Bu): ( (1) | )

Por ultimo, teniendo en cuenta que en B, las coordenadas de un vector estidn dadas por sus compo-

nentes, deducimos que:
N LTy (x\_ [ x+y
5=V o0 1 y ) y '

con lo que llegamos al mismo resultado de antes.

Para terminar, veremos algunas propiedades generales de las matrices de cambio de base que
se relacionan con las propiedades del producto de matrices. Recordemos primero que una matriz
cuadrada, A € M,(K) se dice regular si admite inversa para el producto, esto es, si existe otra matriz
cuadrada, A~! tal que A-A~! = A~!.A = I,, donde I, € M,,(K) es la matriz identidad, definida por
(In) jk = Ok, paratodo j,k=1,...,n.

Proposicion 2.157. Sea V(K) un e.v. de dimensién n € N, y sean B,B',B" tres bases ordenadas de
V(K). Se verifica:

(i) M(I,B < B") = M(I,B < B')-M(I,B' < B").

(ii) M(I1,B < B) es la matriz identidad I,.

(iii) M(I, B' < B) es una matriz regular y su inversa verifica: M(I,B' + B)~! = M(I,B «+ B').

Demostracion. Para (i), sea v cualquier vector de V. La Proposicion [2.154|nos dice:
vgr =M(I,B" < B') -vp vg =M(I,B' <+ B) - vp.
Sustituyendo la segunda igualdad en la primera, y usando la asociatividad del producto de matrices:
vgr = (M(1,B" < B')-M(I,B' + B)) -vg.

Por otra parte, también sabemos:
vpr = M(I,B” — B) - VB
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por lo que la igualdad requerida se deduce de esta igualdad caracteriza a M (I,B” <— B), segtin la dltima
afirmacién de la Proposicion [2.154
La afirmacion (ii) es inmediata. Para (iii), aplicando la parte (i) y a continuacién (ii):

M(I,B<«+ B')-M(I,B' + B) =M(I,B + B) = 1,,

y para la igualdad M(1,B' < B)-M(I,B < B") = I, basta con intercambiar el papel de las bases. I

Observacion 2.158. Cada matrizA € M,,(K) puede verse como la matriz de coordenadas de n vectores
V1,...,v, de algin e.v. V(K) de dimensién n en alguna base B de este espacio (p. ej. V = K", B=B,),
esto es A = ((V1)g, ..., (V,)p). Con esta interpretacion, podemos obtener ahora como consecuencia
sencilla de nuestro estudio el resultado: A € M, (K) es regular si y sélo si su rango (por columnas)
es n. (<) Al ser el rango n, A es una matriz de cambio de base (observacién , por lo que es
regular por el apartado (iii) de la proposicion anterior. (=) Si ay(V1)g+ -+ an(v,)p = 0, se tiene:

0 aj
] =Al
0 a,
Y, al ser A regular basta con multiplicar ambos miembros por A~! para obtener a; =0,--- = a, = 0.

Ejemplo 2.159. Una de las aplicaciones usuales del resultado anterior es realizar con facilidad cam-
bios de base en K" a través de la base usual B,,, siempre que se sepa calcular la matriz inversa.

Por ejemplo, sea B una base de K" y supongamos que queremos calcular M (I,B < B,,), el cambio
de base de coordenadas de B, a B. Por el corolario previo tenemos M(I,B < B,) = M(I,B, < B)™".
La ventaja de M(I,B, < B) frente a M(I,B < B,) es que su cdlculo suele ser inmediato, pues basta
escribir por columnas las componentes de los vectores de B (eso si, para terminar de obtener M (I, B +
B,) necesitamos saber calcular M (I, B, < B)*l). Asi, el resultado del ejemplo se reobtendria:

1 -1\ "' (11
M(I,B+B,)=M(,B,+B) ' = ( 0 1 ) = ( 01 ) ,
Mas atin, dadas cualesquiera dos bases B, B’ de K" se puede escribir:
M(I,B' + B)=M(I,B <+ B,)-M(I,B, < B),

donde M(I,B < B,,) se calcula por el procedimiento anterior, y M(I, B, < B) es inmediata.
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2.4. Aplicaciones: revision del rango y ecuaciones de un subespacio

Terminaremos este tema aprovechando la teoria de espacios vectoriales que hemos estudiado para
revisar algunas propiedades interesantes ya vistas en la teoria de matrices y que se pueden obtener
sin necesidad del concepto de determinante. Deduciremos también algunos principios que seran de
utilidad en el célculo de bases y dimensiones de subespacios vectoriales.

2.4.1. Transformaciones elementales. Extraccion de bases de un s.d.g.

Sea V(K) un e.v. y U = L(S) un s.v. no trivial generado por S = {vi,...,v,}. Nuestro objeti-
vo es revisar el significado de las transformaciones elementales y, mediante ellas, calcular una base
(ordenada) de U asi como dimg (U).

Proposicion 2.160. Sea V un e.v. sobre K y U = L(S) con S = {vi,...,vi,...,Vj,...,vm} C V. Enton-
ces, se tiene:

1. Si se considera S como un conjunto ordenado (como en la nota[2.90), entonces cualquier reor-
denacion S’ de S es también un s.d.g.

2. SiaeKya#0, entonces S" ={vi,...,a-vi,...,vj,...,vy} esun s.d.g. de U.
3. Sia €K entonces S" ={vi,...,vi,...,vj+a-vi,...,vm} esun s.d.g. de U.

Demostracion. El lema es consecuencia tanto de la Proposicion [2.82 como de la[2.121] Usaremos la
primera de ellas, aunque resulta mas inmediato de la segunda.

Es obvio que, desde el punto de vista conjuntista, S = S’ y, por tantﬂ L(S") =L(S) =U. Por
otro lado, sia € K y a # 0, se tiene que SU{a-v;} es un s.d.g. de U. Como v; =a~' - (a-v;) entonces
(SU{a-vi})—{vi} = 8" esuns.d.g. de U. Por tltimo, dado a € K, sabemos que SU{v;+a-v;} es un
s.d.g.de U. Y comov; = (vj+a-v;)+ (—a)-v;, entonces (SU{vj+a-v;})—{v;} =5" esuns.d.g
de U (pues la proposicién 2) resulta aplicable). 1

Veamos c6mo aplicar el lema previo para calcular una base de U = L(S), donde S = {vy,...,vn}
es una familia de vectores en K". Sea M la matriz cuya fila i-ésima se identifica con v;. El lema anterior
nos dice que, aplicando a M transformaciones elementales por filas, obtenemos un nuevo s.d.g. de U.
Procedemos como en el método de Gauss, realizando transformaciones hasta conseguir la matriz de
un SEL escalonado. Entonces, las filas no nulas se identifican con una base de U, y el nimero de tales
filas es dimg (U).

Ejemplo 2.161. Calculemos una base y la dimensién del s.v. de R* dado por U = L(S), donde S =
{(1,-2,1,0),(2,3,-2,1),(4,—1,0,1)}. Escribiendo los generadores por filas asociamos la matriz:

1 -2 1 0
M=|2 3 =21
4 -1 0 1

20Se puede apreciar ahora que, en la definicién de L(S) para S finito, se fijaba implicitamente una ordenacion de los
elementos de S, si bien el resultado era obviamente independiente de esta ordenacién por la conmutatividad de la suma.
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Apliquemos transformaciones elementales por filas hasta conseguir la matriz de un SEL escalonado.

1 -2 1 0
M~ 0 7 —4 1
0O 0 00

Como el vector nulo se puede eliminar de cualquier s.d.g., se sigue que B={(1,—2,1,0),(0,7,—4,1)}
sigue siendo un s.d.g. Ademads, B es claramente l.i. (esto es una propiedad general para las filas no nu-
las de cualquier matriz escalonada, jcompruébese!), por lo que B resulta ser una base y dimg (U) = 2.

Es de sefalar que las dos primeras filas de la matriz original M también proporcionan una base
B ={(1,-2,1,0),(2,3,—2,1)} yaque B se generd a través de transformaciones elementales de estos
dos vectores. El lector puede comprobar que todo esto resulta consistente con las propiedades que
maneje del rango por determinantes de una matriz.

Observacion 2.162. (1) Este procedimiento resulta extensible a cualquier s.d.g. finito S de un s.v.
U de cualquier e.v. finitamente generado V(K). Teniendo en cuenta la observacion basta con
fijar una base B de V(K), tomar las coordenadas de los elementos de S en esa base y considerar el
subespacio en K" generado por estas coordenadas. Asi, la base que se obtiene para este subespacio
proporciona las coordenadas en B de la base requerida de L(S).

(2) Como comparacién, el Teorema afirma que existe una base B de U con B C S. Para
construir B debemos ir eliminando de S sucesivamente un vector que se exprese como c.l. del resto de
generadores. Este proceso puede ser muy tedioso, sobre todo si m es grande. En el procedimiento ex-
plicado, las transformaciones elementales permiten construir un s.d.g. de U en el que la independencia
lineal sea muy sencilla de estudiar.

2.4.2. Rango de una matriz

Podemos revisar ahora la definicion de rango de una matriz teniendo en cuenta lo aprendido de
espacios vectoriales.

Definicion 2.163. Sea K un cuerpoy m,n € N. Dada una matrizA = (a;;) en My« (K), definimos v; =
(aij,...,amj), que es el vector en K™ cuyas componentes coinciden con las entradas de la columna
j-ésima de A. Definimos el rango de A por columnas o, simplemente, rango de A como:

rg(A) =dimg(U), con U = L(vy,...,vy).

Asf, rg(A) resulta ser el nimero maximo de columnas L.i. en A cuando se interpretan como vectores
de K™. Es claro de esta definicion que rg(A) € NU{0}, rg(A) < n (al estar generado U por n vectores)
y 1g(A) <m (pues U C K™). Ademds, rg(A) = 0 si y s6lo si A = 0,,x,. Gracias a la proposicién 2.160]
y a la definicién de rango deducimos lo siguiente.

Corolario 2.164. El rango de A es invariante por transformaciones elementales por columnas de A.

Observacion 2.165. Las transformaciones elementales por columnas de A pueden verse como trans-
formaciones elementales por filas de A’. Veremos con detalle en la seccion que los rangos de A y
A’ son iguales, por lo que se podrén realizar transformaciones elementales por filas y transformaciones
elementales por columnas sin cambiar el rango de una matriz@ El caso particular de este resultado
para matrices regulares se verd en la proposicion [2.168]

21Esta libertad para el calculo del rango contrasta con la necesidad de hacer las transformaciones elementales sélo por
filas (o solo por columnas, si hubiéramos dispuesto los vectores por columnas) en el procedimiento de extraer una base de un
s.d.g. visto entre la proposicién[2.160]y el ejercicio De hecho, si alli se llevaran a cabo transformaciones elementales
por columnas cambiariamos los vectores del s.d.g.
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Ejercicio 2.166. Calcular, en funcion del pardmetro a € R, el rango de la matriz:

a l a
A_<1 1 1)’

Ahora podemos dar caracterizaciones de los conceptos fundamentales de la Seccion [2.3]a través
de condiciones sobre el rango.

Proposicion 2.167. Sea S = {vi,...,v,} una familia de vectores en K™. Consideremos la matriz en
Myyxn(K) dada por A= ((v1),| (v2)s, | --- | (vu)B,). Entonces:

(i) S esuns.dg. de K" (necesariamente entonces n > m) si 'y solo si rg(A) = m.
(ii) S es una familia L.i. en K™ (necesariamente entonces n < m) si'y sélo si rg(A) = n.
(iii) S es una base de K™ si'y sélo sin=myrg(A) =n.

Demostracion. Sabemos que rg(A) = dimg(U) con U = L(S). Si S es s.d.g. de K™ entonces U =
L(S) = K™ y rg(A) = m. Reciprocamente, si rg(A) = m, entonces dimg (U) = m = dimg (K™). Como
U es un s.v. de K™ deducimos que L(S) = U = K. Esto demuestra (i).

Si S es Li. entonces S es base de U y, por tanto, rg(A) = dimg (U) = n. Reciprocamente, sirg(A) =
n, entonces dimg (U) = n. Como S es un s.d.g. de U con exactamente n vectores, el corolario
nos dice que S es un base de U. En particular, S es l.i. Esto demuestra (ii).

El apartado (iii) es consecuencia directa de (i) y (ii).

2.4.3. Matrices regulares
Como una aplicacién, caractericemos de modo sencillo a las matrices regulares.

Proposicion 2.168. Para toda matriz cuadrada A € M,(K) equivale:

(i) rg(A) = n (esto es, sus n columnas son independientes como elementos de K").

(ii) A es la matriz de cambio de base M(I,B, < B) donde B es el subconjunto de K" formado por
las columnas de A con su ordenacion natural.

(iii) A es una matriz regular, esto es, admite inversa.

(iv) A" es una matriz regular.

(v) Las n columnas de A" son independientes como elementos de K", esto es, el rango de A por
filas es n.

Demostracion. (i) < (ii). Inmediata de la proposicién
(ii) = (iii). La inversa de A es M (I, B < B,) por la proposicion [2.157(ii).

(iii) = (i). Igualemos una c.l. de las columnas de A a 0, esto es, sean ay,...,a, € K tales que:
0 an ain a
=a N T =A-
0 ani Apn Ap

Como, por hipétesis, A admite inversa, basta con multiplicar el primer y el tltimo miembro por A~!
para obtener a; =0,...,a, =0.
Esto concluye la equivalencia de las tres primeras hipdtesis.
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(iii) < (iv). Para la implicacion hacia la derecha, si A admite inversa entonces A’ debe tener
por inversa (A’) ™! = (A=)’ ya que, aplicando las propiedades elementales del producto de matrices:
Al (A7) = (A"1-A) =I' = I, y andlogamente (A~ )" - A’ = I,,. Para la implicacion hacia la izquierda,
si A" es regular entonces, usando la implicacién anterior, también es regular (A")" = A.

(iv) & (v) Apliquese (i) < (iii) a A". 1

Observacion 2.169. (1) En la demostracién anterior, la base B, y el espacio vectorial K"(K) no re-
presentan ningtin papel especial. Esto es, se puede escoger cualquier otro e.v. V(K) de dimensién n
asi como cualquier base ordenada suya B, y los pasos de la demostracion funcionarian igual reem-
plazandolos por K"(K) y B, (recuérdese la observacién .

(2) Merece la pena recordar que el grupo lineal general GL(n,K) formado por todas las matrices
regulares de orden n sobre K gozaba de estructura de grupo para el producto matricial. La proposicién
[2.157| permite ahora reinterpretar las propiedades de ese grupo a partir de las matrices cambio de base.

Ejercicio 2.170. Estudiar si el conjunto S = {(1,0,—1),(1,2,5),(—2,1,3)} es una base de R>.

2.4.4. Ecuaciones paramétricas de un subespacio

Sisstemas de generadores y ecuaciones paramétricas

Sea U un s.v. de K" con dimg (U) = k > 1. Tomemos una base By = (uj,uz,...,u;) de U. Como
U = L(By), los vectores de U son exactamente de la forma v = A; -u; + Ay - up + ... + A - 1 con
Ai € K, paracadai=1,... k. Escribiendo explicitamente v = (x1,X2,...,%,) Y u; = (¢1,C2j,---,Cnj)

entonces la igualdad v = A; -uq + ... + At - i, se escribe

X1 C11 Clk
X2 2] Cok
=M| |+t
Xn Cnl Cnk

0, tomando las componentes de las filas:

X1 =1 -7\,1+012'7\,2+...+C1k-7\.k,

X =ca-MAcn-h+.o oo M,
. ) ) (2.11)

Xn =cCnl M+t o M

que son unas ecuaciones paramétricas para U. Notese que hay n ecuaciones paramétricas con k
pardmetros Ay, ..., A. Los coeficientes que acompaiian a cada A; son las coordenadas de u; en la base
usual B,. Cuando damos cada pardmetro un valor concreto, obtenemos un vector de U, y los valores
de los parametros son las coordenadas de ese vector en la base original By. En particular, el vector i-
ésimo de la base By se recupera de las ecuaciones paramétricas sin mds que tomar Ay =---=A;_; =0,
Ai=1 Ay =--=X,=0.

Obsérvese que si By so6lo fuera un sistema de generadores de U podriamos escribir expresiones
andlogas. En este caso se dice que los pardmetros no son independientes, y distintas elecciones de ellas
pueden generar una mismo vector. Pasar de esas ecuaciones a unas con parametros independientes
(esto es, ecuaciones paramétricas seglin nuestra definicion) se reduce a extraer una base del s.d.g. y
expresar las ecuaciones en funcién exclusivamente de esa base.
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Con mads generalidad, podemos considerar un espacio vectorial V(K) en el que se ha fijado pre-
viamente una base B, y un subespacio U del que se toma una base By (cuyos vectores no tienen por
qué tener una relacién particular con los de B). En este caso, las coordenadas de los vectores de U
en esa base se expresan mediante la igualdad (2.11)), donde ahora los (c;;) denotan, para cada j las
coordenadas del vector u; e B.

Las soluciones de un SEL homogéneo como ecuaciones paramétricas

Consideremos un SEL. homogéneo:
A-x=0, A€ Myxn(K), xeM,(K)=K"

Nuestro estudio de SEL usando transformaciones elementales se puede resumir (compruébese) en:

(1) Las soluciones del SEL. homogéneo forman un subespacio vectorial de K".

(2) Las transformaciones elementales de ecuaciones del SEL producen nuevos SEL equivalentes.

(3) Si se suprime del SEL una ecuacion cuyos coeficientes sean combinacion lineal del resto se
obtiene un SEL equivalente.

(4) El SEL original es equivalente a uno escalonado de r € {0,...,m} ecuaciones, ninguna de
ellas idénticamente nulas. En este SEL escalonado los coeficientes por filas son independientes y r
coincide con el rango (por filas) de la matriz original A.

(5) Este SEL escalonado permite distinguir entre r incégnitas principales, las cuales considerare-
mos a continuacidn que son las » primeras xi, . . ., x, (sin pérdida de generalidad pues en caso contrario,
se podrian renombrar las incégnitas) y n — r secundarias, x,41,...,X,.

(6) Todas las soluciones se construyen tomando: (a) valores arbitrarios para las incdgnitas secun-
darias, las cuales se consideran entonces como pardmetros x,11 = Aq,..., X, = Ay, € K, y (b) para
las incégnitas principales, combinaciones lineales apropiadas de esos pardmetros:

X1 =anh +“'+al(n—r)7\‘n—r X1 ai ai(n—r)
: esto es, =M e A

Xy =ar A+ +ar(nfr)knfr Xr arl an—r

(7) Las soluciones equivalen a las ecuaciones paramétricas de un subespacio de K" de dimension n —r:

x1 = anh+taigopnha-r
Xr = anhM+---+ ar(n—r)}\‘n—r
Xr41 = }\41

Xn - }\fn—r

2.4.5. Ecuaciones implicitas de un subespacio

Cuando un subespacio U de K" viene dado por un SEL homogéneo Ax = 0 de m ecuaciones que
sean linealmente independientes (esto es, el rango -por filas- de (A) = m) diremos que este SEL es un
sistema de ecuaciones cartesianas (o implicitas) para U. Si se considera un espacio vectorial V" (K)

22Recuérdese el isomorfismo f : V — K", que establece una biyeccidn entre vectores (asi como s.d.g., conjuntos Li. y
subespacios vectoriales) de V(K) y de K"(K) establecido en la observacion[2.144
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en el que se ha fijado una base B y las coordenadas de los vectores de U en esa base vienen dadas
por un SEL homogéneo en K" de ecuaciones linealmente independientes, diremos que este SEL es un
sistema de ecuaciones implicitas en la base B para U o, simplemente, unas ecuaciones impll’cita
de U en B. Dadas unas ecuaciones implicitas de U en alguna base B, para calcular unas ecuaciones
paramétricas basta con resolverlo, como se explic6 en el apartado anterior. Describimos a continuacién
cOmo solucionar el problema inverso.

Sea By = (u1,...,ux) una base de U, el cual es un s.v. de un e.v. V(K), del cual se tiene una base
B prefijada. Consideremos la matriz C € M, (K):

C = ((u1)|(u2)p] ... | (ux)B).

Sea v € V y escribamos vg = x = (x1,...,x,)". Como By es una base de U, deducimos que v € U si
y so6lo si el rango por columnas de (C|x) es k. Las ecuaciones implicitas tienen la mision de asegurar
que la linea de las incognitas es combinacion lineal de las de los vectores de By . Describamos con
ejemplos algunos modos de asegurar esta propiedad.

Ejemplo 2.171. (Cdlculo de ecuaciones implicitas usando transformaciones elementales. PEI

(A) Calculemos las ecuaciones cartesianas para la recta U = L((1,3,—2)) C R? (en la base usual
B,). Claramente, By = {(1,3,—2)} es una base de U y la discusion anterior asegura que el sistema
debe tener asociadas n — k = 3 — 1 = 2 ecuaciones cartesianas. Un vector v = (x,y,z) de R? pertenecerd
a U siy solo si es proporcional a (1,3, —2). Esto equivale a que la matriz dada po

c\ (1 3 =2
X - X1 X2 X3
cumpla rg (€) = 1. Para ello podemos escalonar,
c\ (1.3 2 13 -2
x) \x1 x x3 0 —3x;1+x2 2x1+x3

(multiplicando la primera fila por x y restidndosela a la segunda). Esta matriz tendrd rango 1 si y sélo
si la segunda fila es 0, esto es,

—3x1+x =0 } 2.12)

2x14+x3=0

(B) Ecuaciones cartesianas para el plano W = L((1,3,—2),(1,1,1)) C R? (en la base usual B,,).
Claramente, By = {(1,3,—2),(1,1,1)} es Li. y, por tanto, una base de W, por lo que el sistema debe

23Usualmente el término de ecuaciones implicitas se considera en este ambiente general, mientras que el de carfesianas
se reserva para el caso particular de K" con la base usual B,,, como hemos hecho en esta seccion.

24Ms adelante se describe el procedimiento de calculo usando determinantes, que puede ser el mds conveniente desde el
punto de vista practico general. Por completitud, en esta nota se describe otro procedimiento, cuyo significado geométrico
se entenderd mejor tras estudiar el espacio dual.
Cada ecuacién cartesiana es del tipo ax; + bx; + cx3 = 0. Imponemos que el vector (1,3,—2) la cumpla; esto nos lleva
a la ecuacion lineal a + 3b — 2¢ = 0, cuyo s.v. de soluciones U* tiene dimensién 2. Una base de U™ viene dada por B* =
{(-3,1,0),(2,0,1)}. Asi, las ecuaciones cartesianas que se obtienen para U son de nuevo —3x| +x, =0y 2x; +x3 =0.

Z5Por supuesto, es irrelevante trabajar por columnas, como haciamos al escribir coordenadas en la matriz (C |x) antes, que

por filas, como haremos ahora al escribir directamente los elementos de K" = R3 en la matriz <g>
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tener asociadas n —k =3 — 2 = 1 ecuacién cartesiana. Un vector v = (x1,x2,x3) de R3 pertenecerd W
si es combinacién lineal de By . Esto equivale a que la matriz dada por:

1 3 =2
<C> = 1 1 1
X - - -
X1 X2 X3
cumpla rg (£) = 2. Para ello escalonamos
1 3 =2 ~ 1 3 -2 1 3 -2
1 1 1 ~Fi+P 0 -2 3 ~ 0 -2 3
X1 X2 X3 (—x)F1+F3 0 —3xi4+x 2x1+x3 (=3x+y)F2+2F; 0 0 —5x;1+3x+2x3
Esta matriz tendrd rango 2 si y sélo si la tercera fila es 0, esto es,
| —5x1 +3x,+2x3 = 0. (2.13)

Observacion 2.172. Dados dos s.v. U, W de V(K), podemos dar procedimientos generales para cons-
truirU+W yUNW:

Suma U + W. Si se tienen ecuaciones paramétricas de U y W resulta inmediato construir bases
By, By de cada subespacio. Entonces By UBy es un s.d.g. de U + W y se puede extraer de esta union
una base (y construir unas ecuaciones paramétricas) de U + W.

Interseccion U NW. Si se tienen ecuaciones implicitas de U y de W en una misma base B, el SEL
formado por todas estas ecuaciones tiene por soluciéon U NW, por lo que de este SEL se puede extraer
unas ecuaciones implicitas de U NW.

No obstante, a la hora de la practica otros procedimientos pueden ser mas convenientes. Por ejem-
plo, supongamos que se dispone de una base By = (uy,...,u,) de V(K) y unas ecuaciones implicitas
de W en una base B. Un vector arbitrario u de U se escribe entonces u = xjuj + -- - + x,u,, donde
X1,...xr € K y tendrd unas coordenadas up que dependen de los escalares x;. Imponiendo que estas
coordenadas up satisfagan las m ecuaciones implicitas de W se obtiene un SEL de m ecuaciones y r
incégnitas, del que se pueden extraer unas ecuaciones implicitas para U NW.

Calculo practico de las ecuaciones implicitas usando determinantes.

El procedimiento de calculo del rango de una matriz proporciona un método sistematico para el
célculo de las ecuaciones implicitas. En resumen, nos enfrentamos a los dos problemas siguientes,
que resultan esencialmente equivalentes. Sea V(K) un e.v. finitamente generado y U un subespacio
vectorial suyo:

1. Dada una base de By = (uy,...,ux), de cuyos elementos se conocen sus coordenadas en una
base B = (vi,...,v,) de V(K) calcular unas ecuaciones implicitas para U en la base B.

Procedimiento. Se escribe la matriz A = ((u1)g]...|(ux)p) y se halla un menor principal (que
tendrd orden k, al ser By linealmente independiente). Se impone entonces que tenga rango k la
matriz (x|A), donde la columna afiadida x := (xj,...x,)" representa las n incégnitas (para las
ecuaciones implicitas). Para conseguir esto, se orla el menor principal con los elementos de la
columna afiadida, y se impone que los # — k menores asi obtenidos sean iguales a 0 (generdndose
asi las n — k ecuaciones implicitas, necesariamente independientes, buscadas).
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2. Dada unas ecuaciones paramétricas de U en la base B, calcular unas ecuaciones implicitas de U

en esa base.
Procedimiento. Sabemos que, si Aj,...,A; son los parametros, podemos obtener una base de
U mediante k elecciones independientes de ellos (canénicamente (A = 1,Ay = 0,..., 04— =

0,A,=0),...,(A; =0,A» =0,...,Ay_1 = 0,2 = 1), lo que reduce el problema al caso anterior.

Ejemplo 2.173. Consideremos en R? el subespacio U de ecuaciones paramétricas en la base usual:

xX] = A 20
Xy = 7\.1 —7\‘2
X3 = —A1 +2A,

y construyamos las implicitas en esa misma base. Tomando las elecciones candnicas de los pardme-
tros, encontramos una base By de U, que proporciona la matriz A de coordenadas en la base usual:

1 2 X1 1 2
A= 1 -1 y construimos entonces xA) =1 »» 1 -1
-1 2 x3 —1 2

La submatriz formada por las dos primeras filas y columnas de A nos proporciona un menor principal
de A. Orlando este menor en (x|A) (de la dnica manera posible) se tiene la (tGinica) ecuacién implicita
que define U:

X1 1 2
0= X2 1 —1 :x1—4x2—3X3
x3 —1 2

(obsérvese que el determinante se computa con facilidad desarrollando por los adjuntos de la columna
de las incognitas).

Ejemplo 2.174. Consideremos ahora el ejemplo[2.171] y calculemos las ecuaciones implicitas usando
rangos y determinantes en los dos casos (A) y (B) alli considerados.

(A) Razonando como en ese ejemplo, vamos a asegurar ahora rg (g) = 1 usando determinantes.
Para ello observamos que su elemento (1, 1) proporciona un menor principal de orden 1. Orlamos este
menor e imponemos que los menores de orden 2 asi obtenidos sean nulos, esto es:

1 3
X1 X2

1 -2
X1 X3

—0, =0.

Desarrollando explicitamente los determinantes se obtiene un SEL equivalente al antes obtenido en
(de hecho, es el mismo SEL salvo reordenacion del las incégnitas).

(B) Razonando andlogamente, vamos a asegurar ahora rg (%) = 2 teniendo en cuenta que la sub-
matriz cuadrada formada por las primeras dos filas y columnas nos da un menor principal de orden 2.
Orlamos este menor e imponemos que el inico menor de orden 3 asi obtenido (esto es, el determinan-
te) es nulo:

1 3 -2
0=|1 1 1 | =5x1 —3x, — 3x3,
X X3 X3

que es equivalente a la ecuacién implicita (2.13)) obtenida antes. Desde un punto de vista préctico,
el célculo de la ecuacién implicita se simplifica desarrollando el determinante por los adjuntos de la
linea de las incégnitas.
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Ejemplo 2.175. Sea considera en U el siguiente subespacio vectorial generado por cuatro pardmetros,
de los que no se presupone que sean independientes:

X1 = —A 20 +3A3 2N
X =M “2h +A 2N
x3 = 20 —4h A3 +M

X4 = 27\,1 —47»2 +37\,3 +57\44

Nuestro objetivo serd calcular unas ecuaciones implicitas para U (en la base usual). No obstante,
como no se presupone que los pardmetros sean independientes, comprobaremos en primer lugar el
rango de la matriz obtenida mediante las elecciones candnicas de los pardmetros (las cuales ahora
s6lo proporcionardn un sistema de generadores de U), esto es:

-1 2 32
1 -2 1 2
b4 1 1 (2.14)
2 -4 35
Claramente, la segunda columna es proporcional a la primereFﬂ Suprimiendo ésta, tomamos como
menor no nulo _i ? = 0. Orlandolo, vemos que el rango es dos, puesto que:
-1 3 2 -1 3 2
1 1 2]=0, y 11 2|=0.
2 -1 1 2 35

En consecuencia, sélo los pardmetros Aj, A3 son independientes (en el sentido de que las correspon-
dientes columnas primera y tercera de la matriz (2.14) son independientes, y la segunda y cuarta se
pueden calcular como combinacién linea de ellas). Para calcular las ecuaciones implicitas requeridas
debemos asegurar que el rango de la matriz

x; —1 3
X2 1 1
X3 2 —1
X4 2

es dos. Orlando el menor principal antes escogido, se obtienen las ecuaciones implicitas:

x1 —1 3 xi —1 3
0= X2 1 1 :—3X1—|—5X2—4)C3, 0= X2 1 1 :X1+9X2—4X4.
X3 2 -1 X4 2 3

26E] Jector puede ejercitarse en el calculo del rango sin tener en cuenta este hecho.
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2.5. Espacios afines: independencia afin y sistemas de referencia

A continuacién extenderemos espacios afines algunos de los conceptos estudiados.

2.5.1. Dimension

Definicion 2.176. Dado un espacio afin A, su dimension dim A es la dimension del espacio vectorial
asociado A.

En particular, para un subespacio afin § de A4 se tiene dim § < dim 4. y, como consecuencia de
las proposiciones [2.68]y
Corolario 2.177. Si S,T son subespacios afines de 4, entonces:
1. Si SNT # 0 entonces: dim(SNT) = dim(SNT) y dim(S + T) = dim(S + 7).
Por tanto (al menos en dimension finita):
dim($§+7) =dimS$ +dim 7 —dim(§N7).
2. SiSNT = @, entonces: dim(S +T) =dim(S+T) + 1
Por tanto (al menos en dimension finita):

dim(S +7T) = dim$ +dim 7 — dim($N7T) + 1.

2.5.2. Independencia afin

Sean k+ 1 puntos {Py,Pi,...,Pc}, k > 0, de un espacio afin 4, y denotemos S = (Py,P,...,FP)
al subespacio afin que generan (definicién b y S a su espacio vectorial asociado. Sea Sy =
L{PyP1,...,Py,P}.

Proposicion 2.178. Con las definiciones anteriores, S = Py + So y, por tanto:

1. 3':30

2. 3 :L{P()Pl,...,P()Pk} :L{P,'P(),Pipl ...,Pl'P,‘_l,Pl'P,‘_;,_l ...,Pl‘,Pk} para todo i = 1,...,](.
3. Equivalen:

a) {PoP;:i=1,2,...,k} es linealmente independiente.

b) Paracada j € {1,...,k}, es linealmente independiente el conjunto
{PiP:ic{0,....j—1,j+1,...k}}
c) dimS = k.

Demostracion. Claramente, Py —i—30 es un subespacio afin que contiene a {Py, Py, ..., P} y todo subes-
pacio afin que contiene a este conjunto debe contener a Py + S, por lo que Py+.5p =.5. De ahi resultan
inmediatas las afirmaciones 1y 2. Para 3, son inmediatas las equivalencias de a) y ¢) y de b) y ¢). |

Definicion 2.179. Sea A un espacio afin. Un conjunto de k+ 1 puntos de 4, {Py,...,Pt}, k € NU
{0}, se dice que es afinmente independiente si el subespacio afin que generan (Py,Py,...,P;) tiene
dimension k. En caso contrario, el conjunto es afinmente independiente.
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Desde un punto de vista practico, la proposicién anterior nos dice que esto equivale a que { PoP,, ..., Po, Px}
sea linealmente independiente.

Ejercicio 2.180. Sean P,Q € 4. Demostrar:

= Si P # Q, entonces (P,Q) es un subespacio afin de dimensién 1, y es el tinico subespacio afin
de dimensién 1 que los contiene.

= (P,Q)=(Q,P).
» SiR € (P,Q)y Resdistinto de Py de Q entonces (P,R) = (P, Q).
» SiA,B,C € (P,Q) entonces AC,AB son linealmente dependientes.

En particular, si la dimensién n de A4 es finita y se tienen n 4 1 puntos independientes, fijado uno
de ellos se genera una base del espacio vectorial director, lo que analizaremos en la proxima seccién.

2.5.3. Sistemas de referencia afines

Definicion 2.181. Sea 4 un espacio afin. Un sistema de referencia afin o, simplemente, referencia
afin, es el par R = (0, B) formado por un punto 0 € 4 al que llamaremos origen y una base ordenada
B del espacio vectorial asociado A.

Fijado el sistema de referencia afin, para cada P € A4 el vector OP se puede expresar de manera
Unica como combinacidn lineal de elementos de B.

Nos restringiremos a dimension finita n € N, donde si B = (vy,...,v,) era equivalente dar un con-
junto ordenado (O, P, ...,P,) de n+ 1 puntos afinmente independientes relacionados por la igualdad

P=0+v, Vi=1,...n

ai
Para cada punto P € 4, la tinica n-tpla de escalares Pg = | : | € R" tales que

an
oP = Zai vi= ZaiOPiv
i=1 i=1

se le llama. n-ipla de coordenadas afines o, simplemente, coordenadas afines de Q respecto del
sistema de referencia ..

Teniendo en cuenta las propiedades conocidas de los SEL (que se resumian en el Teorema de
Rouché Frobenius), y el estudio de las eucaciones implicitas de subespacios vectoriales, resulta fécil
demostrar.

Proposicion 2.182. Ecuaciones de un subespacio afin. Se considera un sistema de referencia afin
R =(0,P,...,P,) de un espacio afin 4.

1. Sea M € Mpyn(R) con m < n'yrango(M) = m, y un vector (columna) b € R™ tal que el SEL
M -x = b es compatible. Entonces el conjunto S = {P € 4 : MPg = b} (formado por los puntos
cuyas coordenadas en R_son soluciones del SEL M -x = b) es un subespacio afin de A y verifica:
dimS =n—m.
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2. Dado un subespacio afin S de 4, con dimS =k € {0,...,n— 1}, existe una matriz M €
Mpxn(R) con m =n—k < nyrango(M) = m, y un vector b € R™ tales que S ={P € 4 :

3. En cualquiera de los dos casos anteriores, las ecuaciones implicitas del subespacio director,
respecto de la base (OPy,...,OP,) son MPz = 0.

2.5.4. Paralelismo en subespacios afines

Definicion 2.183. Sea 4 un espacio afin y sean Sy S’ dos subespacios afines de 4. Se dice que S
es paralelo a S’ si el subespacio asociado de S estd incluido en el subespacio asociado de S'. Si los
subespacios asociados son iguales, se dice que Sy S’ son paralelos y se escribe S|.S'.

Si ni S es paralelo a S' ni S' es paralelo a S, diremos que los subespacios son secantes (0 se
cortan) si SN’ # 0 y que se cruzan en caso contrario.

Proposicion 2.184. Sea 4 un espacio afin'y sean S'y S’ dos subespacios afines de 4.
1. Si S es paralelo a S, entonces o bien S C S’ 0 bien SNS' = 0.
2. Si §||S’, entonces o bien S =S’ o bien SNS' = 0.

3. (Postulado de las paralelas). Sea P € 4\S. Entonces, existe un inico subespacio afin S’ que
pasa por P tal que S||S', el cual verifica SNS' = 0.

Demostracion. 1. Siexiste P€ SNS' de S C S sesigue: S=P+SCP+5 =5
2. En la demostracién anterior, si S = .5’ entonces S = .5'.
3. Claramente, P+ S es el tinico subespacio afin que satisface las condiciones de §’. |l

Como un ejercicio opcional, el resto de esta seccién permite demostrar un teorema clasico.

Definicion 2.185. Sean A,A,,A3 € A tres puntos que caen sobre una misma recta afin tales que A| #
Aj. La razén simple se define como el iinico escalar (A1A2A3) € K tal que A1A3 = (A1A2A3)AA).

Lema 2.186. En un espacio afin de dimension finita n > 2, todo hiperplano (subespacio afin de
dimension n — 1) y toda recta no paralela al hiperplano se cortan exactamente en un punto.

Teorema 2.187. (de Thales de las paralelas). Sea A4 un espacio afin de dimension finitan > 2, y Hy, H,
v Hj tres hiperplanos distintos y paralelos. Sean ry y ry dos rectas no paralelas a H, y consideremos
los puntos de interseccion A; = riNH;, Bi=ryNH; i =1,2,3. Entonces,

(A1A2A3) = (B1B2B3)

Sugerencia: en el ambiente algebraico introducido, la demostracion de este teorema cldsico (uno de
los dos tradicionalmente atribuidos a Thales) se reduce a comprobar By + (A1A2A3)B1B; € Hs.
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Tema

Aplicaciones lineales

En este tema, nuestro objetivo serd el de estudiar aplicaciones entre distintos espacios vectoria-
les (sobre el mismo cuerpo) que “preserven” o “respeten” las operaciones propias de cada espacio.
Estas aplicaciones, a las que llamaremos lineales, conllevan un rango, que se relacionard con el de
las matrices. También permiten introducir el concepto isomorfismo de e.v. el cual, en el caso finita-
mente generado, hace resaltar la importancia de los e.v. K"(K). Interpretaremos las matrices m X n
a partir de aplicaciones lineales entre espacios K"(K), K™ (K), lo que nos permitira entender mejor
tanto las propiedades de las matrices como las de las aplicaciones lineales. Finalmente, ganaremos en
abstraccion introduciendo los espacios cocientes. Aparte de ser un ejemplo de espacio vectorial con
interés en si mismo, estos espacios permiten dar una demostracion alternativa del teorema del rango y
reinterpretar la descomposicion candnica (vélida para cualquier aplicacién entre conjuntos) en el caso
de aplicaciones lineales. En adelante, siempre consideraremos dos e.v. V(K), V' (K) construidos sobre
el mismo cuerpo conmutativo K.

3.1. El concepto de aplicacion lineal

3.1.1. Definicion y primeras propiedades

Definicion 3.1. Dados dos e.v., V(K),V'(K), una aplicacion f :V — V' se dice que es lineal u homo-
morfismo de espacios vectoriales si verifica las siguientes dos propiedades:

(i) Es un homomorfismo de grupos, entre (V,+)y (V' ,+), esto es:
flu+v) = f(u)+ f(v), Vu,v € V.
(ii) fla-v)=a-f(v),VueV,Vack.

Nota 3.2. El nombre de homomorfismo de grupos para la primera propiedad es general para aplica-
ciones entre dos grupos cualesquiera. De hecho, las propiedades que obtengamos para las aplicaciones
lineales y que no dependan del producto por escalares, resultan validas también para cualquier homo-
morfismo de grupos.

Podemos resumir las dos condiciones anteriores en una unica:

Proposicion 3.3. Una aplicacion f:V — V' es lineal si y sélo si verifica:

flau+b-v)=a-f(u)+b-f(v) Yu,veV, Va,beKk.
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Demostracion. (=) Aplicando primero (i) y después (ii):
fla-u+bv) = fla-u)+ flb-v) = a- () +b- f(v)
(<) Aplicando la condicién expresada:

flu+v) = f(l-u+1~3):1-f(u)+1
fla-v)= fla-v+0-0)=a-v+0-f(

(v) = f(w)+ ()

a-v

—

f
0)

donde Oy 0 son, resp., el escalar nulo de K y el vector nulo de V. |l

Algunas propiedades simples de las aplicaciones lineales son las siguientes:

Proposicion 3.4. Sea f:V — V' una aplicacion lineal. Se verifica:
1. £(0) =0 (esto es, f(0) =0’ donde 0y 0/ son, resp. los vectores nulos de V y V'),
2. f(—v)=—f(v), YveV.
3N aiu) =Y Jai- f(w), Yu; €V, Va; €K, Vi€ {1,... k}.
4. 8i S CV entoncedl| f(L(S)) = L(f(S)).
5. SiU esuns.v.deV, entonces f(U) es un s.v. de V'. En particular, Im(f) es un s.v. de V'.
6. SiU esuns.v. deV'’ entoncef*I(U’) esuns.v. deV.

Demostracion. 1. Claramente, f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), donde en la tltima igualdad se usa la
propiedad (i) de las aplicaciones lineales. El resultado se sigue sumando — f(0) a ambos miembros.

2. Para demostrar que f(—v) es el opuesto de f(v), operamos ambos elementos y comprobamos
que se obtiene el vector cero de V': f(v) + f(—v) = f(v+ (—v)) = £(0) = 0 (la primera igualdad por
la propiedad (i), la segunda por ser —v el opuesto de v, y la tercera por el punto 1 anterior).

3. Inmediato por induccién sobre el nimero de sumandos.

4. Si S es un conjunto finito, S = {uj, ..., u,}, el punto 3 anterior afirma que la imagen de cualquier
elemento en L(S) es una combinacién lineal de f(S) = {f(u1),...,f(um)}, y viceversa, lo que prueba
la doble inclusién. Si S es infinito, el problema se reduce al caso finito, porque en las combinaciones
lineales de Sy L(S) s6lo interviene un conjunto finito de vectores.

5. Aplicando el apartado anterioﬂ: fU)=f(L(U)) =L(f(U)), que es un s.v. Para la tltima
afirmacion, basta con aplicar la primera a (V) = Im(f).

! Abusando de la notacién, para cada C C V denotamos por £(C) a lo que, rigurosamante, es fx(C) := {f(v) : v € C}
(recuérdese que fi : P(V) — P(V') era la aplicacién imagen directa entre los conjuntos de las partes de V' y V').

2 Abusando de la notacién, para cada C' C V' denotamos por f~1(C’) a f*(C') := {v €V : f(v) € C'} C V (recuérdese
que f*: P(V') — P(V) era la aplicacién imagen reciproca). Remarquemos que f no tiene por qué ser biyectiva, esto es,
71 no denota la aplicacién inversa aqui.

3Una demostracion directa alternativa es la siguiente. Sean u’,w’ € f(U), por lo que existen u,w € U tales que f(u) =
W', f(w) =w,ysean a,b € K. La pertenencia de au’ + bw' a f(U) se deriva de la linealidad de f:

au' +bw' = af(u)+bf(w) = flau+bw) € f(U),

donde se usa au+ bw € U (que es consecuencia de que U seaun s.v. y u,w € U).
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6. Sean u,w € f~1(U"), por lo que existen u’,w’ € U’ tales que f(u) =u', f(w) =w', y sean
a,b € K. Usando la linealidad de f,

flau+bw) =af(u)+bf(w)=au' +bw' €U’

(la pertenencia de au’ +bw’ a U’, consecuencia de que U’ es uns.v. y u’,w' € U’). Por tanto, au+bw €
F~YU"), como se queria demostrar.

Nota 3.5. Los puntos 1 y 2 de la proposicion anterior se han demostrado usando solamente la propie-
dad (1) en la definicion de aplicacion lineal. Por esto, resultan validas para cualquier homomorfismo de
grupos (véase la nota [3.2| anterior). No obstante, ambos puntos se pueden demostrar también usando
s6lo la propiedad (ii) (hdgase como ejercicio).

Como ejemplos sencillos y generales de aplicaciones lineales se tienen:

1. La aplicacién identidad Iy : V — V, Iy(v) := v, para todo v € V (que también denotaremos
simplemente /), es claramente lineal en cualquier e.v. V(K). Es de remarcar que las estructuras
de e.v. que soporta V en el dominio y el codominio de Iy se entiende que son la misma.

2. Laaplicacién nula fy : V — V', fo(v) := 0 para todo v € V, (que también denotaremos simple-
mente 0) es claramente lineal para todo par de e.v., V(K) y V/(K).

La aplicacion nula puede verse como un caso particular de aplicacién constante. Concretamente,
sea vy € V' un vector fijo y definamos la aplicacién constante igual a vy como f,, : V — V’,
T (v) :== v}, para todo v € V. Claramente, de entre todas la aplicaciones constantes de V a V' la
aplicacion nula es la tnica lineal (;por qué?).

3. La homotecia de razén A € K\ {0, 1}, definida por H, : V — V, Hy(v) = A, Vv € V, es clara-
mente linealf]

4. SiU CV esun s.v. de V(K), la aplicacion inclusién i : U — V, i(u) = u para todo u € U, es
claramente lineal.

5. Generalizando el ejemplo anterior, si f : V — V' es lineal y U C V es un s.v., la restriccion de f
aU, fly : U —V es una aplicacion lineal.

El ejemplo anterior es el caso particular del presente cuando f es Iy y, por tanto i = (Iy)|y.

Ejemplo 3.6. [Aplicaciones lineales y K"] (i) Se considera en K" (K) la i—ésima proyeccion p; : K" —
K definida por p;((x1,...,x,)) = x;, para todo (xy,...,x,) € K". Claramente, esta aplicacion es lineal.
(ii) Sea A € M, (K). Considerando los elementos de K" y K™ como columnas, la aplicacion
fa: K" — K™ dada por f4(x) = A-x, también es claramente lineal. Como veremos a lo largo del tema,
toda aplicacion lineal de K" en K™ se puede escribir de este modo.
(iii) Fijemos n vectores {vi,...,v,} de V(K). La aplicacién f : K" — V,dada por f((xi,...,x,)) =
Y x;v; es lineal (generalizaremos este ejemplo en el teorema [3.8)).

Ejercicio 3.7. Sea F(R,R) el conjunto de todas las aplicaciones de R en Ry U el conjunto de todas
las aplicaciones de R en R que son derivables en todo punto (que es un s.v. de F(R,R). Demostrar
que la aplicacion Der: U — F(R,R), que a cada funcion h le hace corresponder su funcion derivada
1 (esto es, h— 1), es lineal.

4Compruébese, (;qué pasaria si K no fuera conmutativo?).
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3.1.2. Construccion de aplicaciones lineales extendiendo por linealidad

Veremos a continuacién que toda aplicacién lineal queda determinada cuando se prescriben las
imdgenes de los vectores de una base, y construiremos explicitamente la aplicacion.

Teorema 3.8. Sea V(K) un espacio vectorial de dimension n € Ny B= (v1,...,v,) una base (orde-
nada) suya. Sea (W, ..., w;,) una n-iipla de vectores de V'(K). Entonces existe una iinica aplicacion
lineal f:V — V' que verifica f(v;) = w} paratodoi € {1,...,n}.

Demostracion. Como una observacion previa, si f existe entonces las condiciones que se le imponen
la determinan de manera unica. En efecto, como cada v € V se escribe como v = Y| a;v; para ciertos
escalares a; (las coordenadas de v en B) univocamente determinados, se tendra

n

n n
fO) =Y ami) =Y aif (i) =) aw;
i=1 i=1 i=1
(la segunda y tercera igualdades por las condiciones impuestas a f, y la tercera por la definicién de
f). Esto demuestra que, si f existe, entonces es Unica y, de hecho, sélo puede estar definida por la
expresion:

f) =) aw;.
i=1

Por tanto, basta con demostrar que esta definicion de f satisface las condiciones requeridas.
Claramente, f(v;) = w!, pues (vi)p = (0,...0,1,0,...,0)", donde el 1 aparece en la posicién i-
ésima. Para demostrar que f es lineal, si tomamos un segundo vector genérico w = Y"' | b;v; y dos
escalares cualesquiera a,b € K se tiene, sin mds que usar las propiedades de los sumatorios:
n n n
av+bw=a Za,-v,- +b Z byvi = Z(aa,- +bb;)vi,
i=1 i=1 i=1

Por tanto:

flav+bw) =

biwi=af(v)+bf(w),
1

n n
(aa; +bb;))w: = a Z awi+b
= i=1

n

1 i

la primera y tercera igualdades por la definicién de f, y la segunda por las propiedades de los suma-
torios, con lo que se prueba la linealidad. §

Observacion 3.9. (1) No se impone ninguna restriccion sobre los vectores w/ (por ejemplo, podrian
ser todos iguales). No obstante, es inmediato de la construccién que el conjunto {w},...,w,} es un
sistema de generadores de Im(f). Ademas, veremos a lo largo del tema que esta familia es linealmente
independiente (resp. un sistema de generadores, una base) en V' si y sélo si f es inyectiva (resp.
suprayectiva, biyectiva)

(2) Al procedimiento constructivo de f en el teorema |3.8|se le llama extension por linealidad (de
los valores de f sobre la base B).

(3) En este teorema se ha supuesto que V(K) es finitamente generado. No obstante, si se elimina
esta restriccion y se fijan una base (posiblemente infinita) B y una aplicacién B — V', v; — w/, entonces
el mismo procedimiento de extensién por linealidad demuestra la existencia de una Unica aplicacién
lineal f: V — V' tal que f(v;) = w) para todo v; € B. Obsérvese que en ningidn caso se ha supuesto
que V'(K) sea finitamente generado.

(4) Del teorema se concluye que dos aplicaciones lineales son iguales si coinciden en alguna base.
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3.1.3. Tipos de aplicaciones lineales. Isomorfismos

El siguiente resultado proporciona un modo de construir aplicaciones lineales a partir de otras, y
serd usado en la discusién de los tipos de aplicaciones lineales.

Proposicion 3.10. Sean V,V'.V" tres e.v. sobre el mismo cuerpo K, y sean f:V —V', g:V' — V"
aplicaciones lineales.

(1) La composicion go f :V — V" es una aplicacion lineal.

(2) Si f es biyectiva entonces la aplicacion inversa f~' : V' —V es lineal.

Demostracion. (1) Paratodov,w €V, a,b € K:

goflav+bw) =g(f(av+bw)) =g(af(v)+bf(w)) =ag(f(v))+bg(f(w)) =a(gof)(v)+b(gof)(w)

(la linealidad de f y de g se usan, resp., en la segunda y tercera igualdades), como se queria.

(2) Para comprobar f~!(av' +bw') = af (V') + bf L (W), W ,w' € V' a,b € K, basta con de-
mostrar que las imdgenes por f de ambos miembros de esta igualdad coinciden (la inyectividad de f
implica entonces que son iguales), esto es:

flaf= () +of~ W) =af (T ) +bf(f71 (W) =av +bw = f(f~ (@ +bw'))

(la primera igualdad por la linealidad de f), como se queria. |l

Definicion 3.11. Diremos que una aplicacién lineal f:V — V' es un:
e monomorfismo si f es inyectiva
e epimorfismo si f es suprayectiva (esto es, sobre, exhaustiva).
e isomorfismo si f es biyectiva

En el casoV =V’ diremos que f es un endomorfismo. Si f es un endomorfismo biyectivo diremos
que es un automorfismo (del e.v. V(K)).

Corolario 3.12. La composicion de dos monomorfismos (resp. epimorfismos, isomorfismos) es un
monomorfismo (resp. epimorfismo, isomorfismo).

Demostracion. Por la proposicién 3.10(1) se sabe que la composicién de aplicaciones lineales es li-
neal, y por las propiedades de las aplicaciones entre conjuntos que la composicién de dos aplicaciones
inyectivas (resp. suprayectivas, biyectivas) es inyectiva (resp. suprayectiva, biyectiva). I

Definicion 3.13. Se dice que V(K) es isomorfo a V'(K) si existe un isomorfismo de e.v. de V a V'
(esto es, con dominio V y codominio V').

Proposicion 3.14. La relacion “ser isomorfo a” en la clase de todos los e.v., es una relacion de
equivalencia, esto es, verifica las propiedades:

(i) Reflexiva: todo e.v. es isomorfo a si mismo.

(ii) Simétrica: si V(K) es isomorfo a V'(K) entonces V'(K) es isomorfo a V (K).

(iii) Transitiva: si V(K) es isomorfo a V'(K) y V'(K) es isomorfo a V"(K) entonces V'(K) es
isomorfo a V(K)
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Demostracion. (i) Inmediato de que la aplicacién identidad es un isomorfismo.

(i) Inmediato de que (por lo proposicién 2)), si f:V — V' es un isomorfismo entonces
f~1: V' =V es un isomorfismo.

(iii) Inmediato de que la composicién de dos isomorfismos es un isomorfismo. 1

El préximo resultado muestra que en la clase de equivalencia de cada e.v. finitamente generado
existe un e.v. del tipo K" (K).

Proposicion 3.15. Sea V(K) un e.v. de dimensionn € Ny sea B= (v1,...,v,) una base. La aplicacion:
n
bBZK”—>V, bB(xl,...,xn) = Zx,-vi, V(xl,...,xn) cK"
i=1

es un isomorfismo de e.v.

Demostracion. Es inmediato que bp es lineal, de hecho, es la extension por linealidad de la aplicacién
que lleva la base usual B, en B (respetando sus ordenaciones). La inversa de esta aplicacion es la que
asigna a cada vector sus coordenadas en la base B. Por tanto, la inyectividad es consecuencia de la
unicidad de las coordenadas en la base (la indepencia lineal de B) y la suprayectividad de que tales
coordenadas existan (B es un sistema de generadores). I

Observacion 3.16. Del hecho de que bp es lineal y biyectiva se deduce que bgl es lineal también
(proposicién [3.10(2)). No obstante, es facil de deducir directamente la linealidad de la aplicacién que
a cada vector de un e.v. le hace corresponder sus coordenadas en B (de hecho, estas propiedades se
adelantaran en el tema anterior, observacion [2.144).

3.2. Niucleo, imagen y rango

3.2.1. Propiedades del nicleo paralelas a las de la imagen

Definicion 3.17. Sea f:V — V' una aplicacién lineal. El ntcleo de f se define como el subconjunto:

Nuc(f) = f~'({0}) = {v e V: f(v) = 0}.

Sabemos de la proposicion 5) que Im(f) es un subespacio vectorial de V' y, (como en cualquier
aplicacion, sea lineal o no) f es suprayectiva si y s6lo si Im(f) =V’. Veamos a continuacién resultados
para el nicleo con cierto paralelismo a los de la imagen.

Proposicion 3.18. Sea f:V — V' una aplicacion lineal:
(i) Nuc(f) es un subespacio vectorial de V.
(ii) f es inyectiva si 'y sélo si Nuc(f) = {0}.

Demostracion. (i) Consecuencia inmediata de la proposicién 6) (aplicada a U’' = {0}).

(i1) Observemos en primer lugar que, por la proposici(’)nl), siempre 0 € Nuc(f). Si suponemos
que f es inyectiva, no puede existir otro vector v # 0 en Nuc(f), pues violaria la inyectividad (f(0) =
f(v), 0 # v). Reciprocamente, supongamos que Nuc(f) = {0}. Si f(v) = f(w) para ciertos u,w € V
entonces f(v—w) = f(v) — f(w) = 0. Esto es, v—w € Nuc(f) = {0} y v =w, como se queria. I
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Definicion 3.19. Sea f:V — V'. Llamaremos nulidad de f a la dimension de Nuc(f), y rango de f a
la dimension de Im(f), y los denotaremos, n(f) y r(f), resp.

Trivialmente n(f) < dim V, r(f) < dim V'.

Corolario 3.20. Si [ : V — V' es lineal entonces r(f) <dimgV. Mds aiin:
(a) siU es un s.v. de V entonces dim(f(U)) < dim(U), y
(b) si g : V' — V" is lineal entonces r(go f) < Minimo {r(f),r(g)}.

Demostracion. Para la primera afirmacién tsese la observacion [3.9(1). Para (a) apliquese lo anterior
a f|y. Para (b), apliquese a g, ; teniendo en cuenta Im(g o f) = Im(glyy, ;). |

Ejercicio 3.21. Constriiyanse ejemplos donde las desigualdades del corolario sean estrictas.

3.2.2. Caracterizaciones y existencia de monomorfismos y epimorfismos

Caracterizamos a continuacidn la inyectividad y suprayectividad mediante los conceptos de inde-
pendencia lineal y sistema de generadores.

Teorema 3.22. Para cualquier f:V — V' lineal:
1. Equivalen:

a) f es un monomorfismo.
b) Si S CV es linealmente independiente entonces f(S) es Li.
c¢) Existe una base B de V tal que f(B) es L.i.

2. Equivalen:

a) f es un epimorfismo.
b) Para todo sistema de generadores S C V, se tiene que f(S) es un s.d.g. de V'.
c) Existe un sistema de generadores S C 'V, tal que f(S) es un s.d.g. de V'

3. Equivalen:

a) f es un isomorfismo.
b) Para toda base B C 'V, se tiene que f(B) es una base de V'.
c) Existe una base B C V, tal que f(B) es una base de V'.

Demostracion. En cada punto demostraremos ciclicamente a)=> b) = ¢) = a).
1.a) = b). Sea {w),...,w),} C f(S), donde w} = f(w;) paratodoi=1,...,my {wy,...,w,} CS.
Tomemos una combinacién lineal igualada a 0,

O=aiw)+---+aw,=arf(w)+ - +anf(wn) = flawi + -+ aywn).

Como f(0) =0y f esinyectiva se sigue ajw; + - - - +a,wy,, = 0, y por ser S Li. todos los escalares son
nulos, como se queria. b) = ¢) Resulta inmediato, supuesto que se sabe de la existencia de alguna base
BenV (lo que demostramos en el caso finitamente generado, y explicamos que ocurria en todo espacio
vectorial). ¢) = a) Supongamos que f no es inyectiva, y sea entonces u € Nuc(f) \ {0}. Escribiendo
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u como combinacion lineal de B, u = av; -+ - + ayvy, con {viy,...,v,} C By, necesariamete, no todos
los escalares ay,...,a, € K nulos, se tiene

0= f(u) = flarvi---+awvn) =arf(vi) +- - +anf(vn)

en contradiccién con la independencia lineal de f(B).

2. a)= b) Sea V' € V'. Por la suprayectividad, existe v € V tal que f(v) =V'. Por ser S un sistema
de generadores, existen wy,...,w,, € Sy escalares ay,...,a,, € K tales que v=a;w; +--- + aWp.
Por tanto:

V= fv) = flarwi+ -+ amwn) = ar f(wi) + -+ amf(wm) € L(£(5)),

como se queria. b) = ¢) Tomando S =V se sigue trivialmente. ¢) = a) Como f es lineal, Im(f) es
un subespacio vectorial de V' 'y L(f(S)) = f(L(S)) C Im(f). Por ser . Por ser S un s.d.g. de V se dala
igualdad y, por ser f(S) un s.d.g. de V/, Im(f) =V'.

3. Inmediato de las correspondientes implicaciones en los puntos 1y 2. I

Como consecuencia, se obtiene el siguiente resultado que complementa al teorema|3.8

Corolario 3.23. Sea f:V — V' lineal, y sea B una base de V.
1. f(B) es linealmente independiente siy solo si f es inyectiva. En este caso, dimgV < dimgV'.
2. f(B) es un sistema de generadores si'y solo si f es suprayectiva. En este caso, dimgV > dimgV'.
3. f(B) es una base si'y sélo si f es biyectiva. En este caso, dimgV = dimgV'.

Demostracion. Las tnicas afirmaciones que no estdn contenidas en el teorema [3.22]son las referentes
a las dimensiones. En el caso de que V tenga dirnensiérﬂ n € N, la primera (resp. segunda, tercera)
afirmacion se deduce de que f(B) es un subconjunto linealmente independiente (resp. un sistema de
generadores, una base) de V con n elementos. En el caso de que V no sea finitamente generado enton-
ces las expresiones dimgV < dimg V'’ y dimgV = dimgV’ de los casos 1y 3, resp., deben entenderse
simplemente como que V' no es finitamente generado (lo que resulta obvio, pues f(B) es infinito
y linealmente independiente), mientras que la expresién dimgV > dimgV’ del punto 2 no implica
ninguna restriccion sobre si V' es finitamente generado o ndﬂ |

El teorema también se puede combinar con los resultados anteriores para concluir que las
restricciones sobre las dimensiones en el corolario las cuales eran necesarias para la existencia
de un monorfismo o un epimorfismo, también son suficientes para su existencia. Por simplicidad, nos
restringiremos a dimension finita, aunque el resultado es cierto sin esta restriccion.

Corolario 3.24. Sean V(K) y V'(K) e.v. de dimensiones n,m € N, resp.
1. Existe un monomorfismo de V a V' si 'y sélo si n < m.

2. Existe un epimorfismo de V a V' si 'y sélo sin > m.

3Si V = {0} las afirmaciones siguen teniendo sentido tomando B = 0 y L(0) = 0, como se explic6 en el tema anterior.

%No obstante, las desigualdades entre las dimensiones en el caso de que V no sea finitamente generado también pueden
interpretarse en el sentido mds fuerte de que el cardinal de la base B es mayor, menor o igual que el de cualquier base de V.
Aunque bajo esta interpretacion los resultados siguen siendo ciertos, su demostracién excede nuestros objetivos.
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3. Existe un isomorfismo de V a V' siy sélo sin = m.

Demostracion. Las implicaciones hacia la derecha en los puntos 1, 2 y 3 estdn contenidas en el co-
rolario anterior. Para las implicaciones hacia la izquierda, sean B 'y B’ bases de V y V', resp. Si
n < m (resp. n > m, n = m) existe una aplicacion inyectiva (resp. suprayectiva, biyectiva) de B a B'.
Extendiendo esta aplicacién por linealidad (teorema se obtiene una aplicacién lineal de V a V’
que es un monomorfismo (resp. epimorfismo, isomorfismo) por el corolario |

Aunque inmediata, insistimos en la siguiente importante consecuencia.

Corolario 3.25. Sean V(K) y V'(K) dos e.v., V(K) es f.g.
o V y V' son isomorfos si y solo si tienen igual dimension.
e V(K) es isomorfo o bien a K"(K), para un tinicon € N, o bierﬂa {0}.
e Si f:V — V' esunisomorfismoyU un s.v. de V, entonces dimgU = dimg (f(U))

Demostracion. Las dos primeras afirmaciones son inmediatas del punto 3 del corolario anterior. Para
la tercera, como f(U) es un s.v. de V' (proposicién 5)), basta con observar que la aplicacién
U — f(U), v+~ f(v) (obtenida restringiendo el dominio y codominio de f) es un isomorfismo. 1

Observacion 3.26. Esencialmente, este corolario reduce el estudio de los e.v. finitamente generados
al caso de K"(K). De hecho, implicitamente se usa la ultima afirmacion cuando, dada una base B,
para calcular la dimensién de un s.v. de V, se toma un s.d.g. finito y se calcula el rango de la matriz
obtenida con sus coordenadas.

3.2.3. Teorema del rango

Demostraremos a continuacién una importante relacién entre el niicleo y la imagen de una aplica-
cién lineal o, con mds precision, entre su nulidad n(f) y rango r(f) (definicién|3.19).

Teorema 3.27. Sea f:V — V' lineal tal que dimgV = n € NU{0}. Entonces,
dimgV = dimg (Nuc(f)) + dimg (Im(f)), esto es, n=n(f)+r(f).

Demostracion. Tomemos una base BNucf{Vi,---;Va(s)} de Nuc(f) y ampliémosla a una base de
V(K), B={V1,---,Vn(f)>Vn(f)+1>---»Va}- Sabemos que f(B) es un sistema de generadores de Im(f)
(vease la observacién 1)) y, puesto que los vectores v; con i < n(f) se aplican en 0, el con-
junto {f(Vu(f)+1),--->f(va)} es también un s.d.g de Imf. Como este conjunto tiene n —ny vecto-
res, basta con comprobar que es linealmente independiente (pues se obtiene entonces el resultado
r(f) =n—n(f)). Tomemos por tanto una combinacién lineal suya igualada a O:

0= an(f)+1f(vn(f)+l) +ee +anf(vn) = f(an(f)+lvn(f)+l 4 +anvn)a

la ultima igualdad aplicando la linealidad de f. La formula anterior implica que a,(f)41Va(f)+1+ -+
ayvy, €ENuc(f) y, por tanto, este vector se puede escribir como combinacién lineal de los elementos de
Bnucy- Esto es, para ciertos escalares ay, . ..., a,(r) se tiene:

An(f)+1Vn(f)+1 T+ FanVn = a1Vt F du(f) Va(p)-

7La disyuntiva de casos se evita definiendo K% := {0}.
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Pasando los términos del segundo miembro al primero, se tiene una combinacién lineal de la base
B igualada al vector 0. Por tanto, todos los coeficientes de la combinacién deben ser nulos y, en
particular, a, (s = -+ = a, = 0, como se queria demostrar. |

Como una aplicacion de este teorema se tiene:

Corolario 3.28. Sea f:V — V' una aplicacion lineal entre espacios finitamente generados de igual
dimension. Equivalen:

(i) f es biyectiva,

(ii) f es inyectiva, y

(iii) f es suprayectiva.

En consecuencia, si g : V' — 'V es lineal y cumple go f es un isomorfimo entonces g y f son
isomorfismos. En este caso, si go f = Iy entonces g = f~\.

Demostracion. Sea n la dimension comin. De la igualdad n = n(f) 4 r(f) se deduce: f es inyectiva
(esto es, n(f) = 0), si y solo si r(f) =n (esto es, f es suprayectiva). Para la tltima afirmacion, basta
con observar que por la hipétesis f debe ser inyectiva y g sobre (o bien tsese el corolario 3.20). I

3.3. Expresion matricial de una aplicacion lineal

Sabemos que, dada una matriz A € M,,»,(K), se puede definir la aplicacién lineal f4 : K" — K™
sin mds que multiplicar por A las n-iplas del dominio, consideradas como columnas (véase ejemplo
@kii)). Teniendo en cuenta que, usualmente, consideramos los elementos de K" y K™ como filas,
mientras que escritos por columnas representan las coordenadas en la base usual B! de K" y B de
K™, podemos expresar f4 como sigue:

fA K" — Km, (fA(x))BZZ =A X (31)

Nuestro objetivo serd mostrar cdmo, aunque en espacios vectoriales arbitrarios no existe ninguna base
preferida (a la que podamos llamar usual o canénica), cualquier aplicacion lineal se puede representar
de esta forma, una vez escogidas bases del dominio y codominio. A lo largo de toda esta secciéon V' y
V' serdn siempre espacios vectoriales de dimensiones n,m € N, respectivamente.

3.3.1. Matriz asociada a una aplicacion lineal

Definicion 3.29. Sea f :V — V' lineal y sean B = (vi,...,v,) y B = (V},...,V},) bases de V y V',
resp. La matriz de f en las bases By B es la matriz en My,«,(K), la cual, denotaremos M(f,B,B’)
o, preferentemente, M(f,B' < B), cuya columna j-ésima contiene las coordenadas del vector f(v;)
respecto de B', para todo j € {1,...,n}. Lo simbolizamos asi:

M(f,B < B) = (f(vi)p [ f(v2)p |- | f(va)m)-
Con esta definicién, como anunciamos, podemos generalizar la expresion vista para fj.

Proposicion 3.30 (Ecuaciones de f en By B'). En las condiciones anteriores, se tiene:

fv)p =M(f,B' < B)-vp Yy EeV.
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Llamaremos a la igualdad anterior expresion matricial de f en las bases B y B'. Esta igualdad ca-
racteriza M(f,B' < B), esto es, si A € My xn(K) verifica f(v)g = A-vg para todo v € V, entonces
A=M(f,B' + B).

Demostracion. Tomemos escalares (a;;) de modo que:
m
N Ce. /
Fv)) = Y vi
i=1

De esta forma, la j-ésima columna de M(f,B’ <— B) contiene exactamente a los escalares a;; con
i=1,...,n. Escribamos ahora un vector genérico v € V como combinacién lineal de B:

V= ixj"\}j
j=1

es decir, vp contiene a los escalares x; coni = 1,...,n. Buscamos calcular las coordenadas (x/, . ..,x,)"
de f(v) en B'. Teniendo encuenta las dos tltimas férmulas y usando la linealidad de f, se tiene:

f) _f<fo'Vi> =Y % fv) =) % < aij'V§>
i = = \=

n m n
J— . P / —_ PP . . /
—Z Xj-aij-Vv; —Z ajj-xj | -v;.
i=1 \Jj=1 i=1 \j=1

Obsérvese que las coordenadas buscadas x; verifican

\
=
1
M=
K2l
~<\

i=1

y, por la unicidad de estas coordenadas, se pueden igualar los coeficientes de cada v} obteniéndose:

n
/— e .
X;= Zau X;j
j=1

esto es, la expresion buscada f(v)p = (a;j) - vp.

Para la tdltima afirmacion, se razona como en el caso del cambio de base (prop. [2.154)), esto es,
basta con darse cuenta de que al ser A-vg = M(I,B' < B) - vg para todo vg, la igualdad de cada
columna se sigue tomando sucesivamente vz = (1,0,...,0),...,(0,0,...,1)". 1

Observacion 3.31. Dada una matriz A € M,,,, la aplicacion lineal asociada fy : K" — K™ verifica:
A=M(fs, B! < BY).
De hecho, la férmula (3.1)) es la expresion matricial de f4 en Bl y B!'. Mas aiin, toda aplicacién lineal
f K" — K™ es del tipo fa, donde A se calcula simplemente como A = M(f, B} < Bl).
El siguiente resultado puede verse como una generalizacion del caso K", K™ a cualesquiera e.v.

Corolario 3.32. Sea A € My,,(K), y V(K),V(K') e.v. de dimensiones n,m resp. Fijadas bases B de
V y B de V' existe una unica aplicacion lineal f : V — V' tal que A= M(f,B' < B).
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Demostracion. Es una aplicaciéon inmediata del teorema (compruébese como ejercicio). 1l

Observacion 3.33. Un caso particular de aplicacion lineal es la identidad Iy : V — V. Claramente,
M(ly,B < B) es igual a la matriz identidad I, para cualquier base B. Sin embargo, si tomamos dos
bases distintas se tiene:

M(ly,B < B) = ((v1)g|(v2)p | ... | (va)p) = M(I,B' < B),

esto es, las matrices de cambio de base pueden verse como casos particulares de las matrices de
aplicaciones lineales.

El siguiente resultado muestra una primera propiedad de compatibilidad de las operaciones defi-
nidas entre matrices y entre aplicaciones lineales.

Proposicion 3.34. Sean V(K),V'(K),V"(K) e.v. y B,B',B", resp., bases ordenadas de cada uno.
(i)Si f:V =V, g:V' = V" son lineales entonces:

M(gof,B" + B)=M(g,B" < B')-M(f,B' + B).
(ii) f es un isomorfismo si'y sélo si M(f,B’' < B) es regular. En este caso
M(f',B+~B)=M(f,B' + B)"!

Demostracion. Para (i), la demostracion es andloga a la del cambio de base estudiada en el tema
anterior. Sea v cualquier vector de V. Por la proposicion|3.30

g(f(v)p =M(I,B" < B')- f(v)y  f(v)y =M(I,B' ¢ B)-vs.
Sustituyendo la segunda igualdad en la primera, y usando la asociatividad del producto de matrices:
g(f(V))VBN = (M(ng” < B/) M(va, A B)) *VB.

Como la expresién matricial de go f (esto es, ((go f)(v))pr = M(go f,B” + B)-vp) caracteriza a
M(go f,B" < B), se sigue la igualdad pedida.
Para (ii), si f es un isomorfismo, basta aplicar la parte (i) y luego la observacién para obtener:

M(f~ B+ B)-M(f,B' + B)=M(ly,B+ B) =1,

Reciprocamente, si M(f,B’ < B) es regular, la tnica aplicacién lineal 4 :V — V' tal que M(h,B +
B') = M(f,B' < B)~! (recuérdese el corolario[3.32)), verifica:

M(h,B <+ B')-M(f,B' + B) =1,=M(Iy,B + B),
M(f,B' <+ B)-M(h,B+ B)=1,=M(ly,B' + B)

de donde ho f = Iy, foh = Iy, esto es, f es biyectiva y h es la inversa de f. Il

Corolario 3.35. Sea f:V — V' lineal, B,B dos bases de V y B',B' dos bases de V'. Entonces:
M(f,B' < B)=M(ly,B' + B') -M(f,B' < B)-M(ly,B <+ B)

Demostracion. Trivialmente, f = Iys o foly y por la proposicion [3.34fi) el miembro derecho es
M(lyro foly,B «+ B). 1
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3.3.2. Rango y matrices equivalentes

El corolario [3.35] permite ver la relacion entre la matriz de una misma apliacién lineal cuando se
cambian las bases. A onctinuacion, estudiaremos con detalle lo que tienen en comun todas esas bases.
El siguiente ejercicio permite comprobar una primera relacidn con las transformaciones elementales.

Ejercicio 3.36. Sea f:V — V' lineal, B,B dos bases de V' y B',B' dos bases de V', B= (v1,...,v,),
B' = (V,,...,v},). Calcular la relacion entre M(f,B' < B) y M(f,B' «+ B) en cada caso:

1. (Transformaciones elementales por columnas.) B' = B' y B se obtiene de B, para 1 <i < j <n:
1.- Cambiando de orden los elementos v;y v ;.
2.- Cambiando v| por a-v;, siendo a # 0 (a € K).

3.- Cambiando v; por a-v;+vj, siendo a € K.

2. (Transformaciones elementales por filas.) B= By B’ se obtiene de B', para 1 <i < j < m:
1.- Cambiando de orden los elementos v; y V'
2.- Cambiando v por a=' -V!, siendo a # 0 (a € K).

3.- Cambiando v} por v —a-V',, siendo a € K.

Proposicion 3.37. El rango r(f) de una aplicacion lineal f :V — V' coincide con el rango (por
columnas) de su matriz M(f,B’' < B) en cualesquiera bases BdeV y B' de V'.

Demostracion. Sean B= (vy,...,v,),B' = (v},...,v),), r(f) esladimensién de L{ f(vi),..., f(va)} C
V’. Como sabemos que la aplicacién by : K™ — V', (x1,...,x,) — Y1, x;v; es un isomorfismo, esa
dimensién coincide con la de L{bg'(f(v1)),...,bg' (f(va))} C K™ (recuérdese el dltimo punto del
corolario . El resultado se concluye entonces porque cada bl;,l (f(v;)) es precisamente la columna

i-ésima de M(f,B' < B). 1

Como consecuencia de la demostracion del teorema del rango, se tiene entonces:

Proposicion 3.38. Sea f:V — V' lineal. Entonces existen bases Bde V 'y B' de V' tales que:

L | Op-
M(f.B +B)= ( P )
O(mfr)xr ‘ O(mfr)x(nfr)

donde r € {0,1,...,Min{m,n}} es el rango de f (por lo que estd univocamente determinado).

Demostracion. Procediendo como en la demostracion del teorema del rango, tdmese una base B =
(Vi,-++yVp,Vrsl,- .. v,) donde ahora son los dltimos n — r vectores los que forman una base del niicleo
(en aquel teorema se pusieron en las primeras posiciones). Sabemos entonces que {f(vi),...,f(v,)}
es un conjunto 1. i., por lo que se puede ampliar hasta una base B = (f(v1),...,f(v;),Vii1s--5V))

de todo V'. Es inmediato entonces comprobar que la matriz de f en estas bases B, B’ es de la forma
requerida. 1l
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Observacion 3.39. Obsérvese que, si tomamos otras dos bases, B,B’ de V y V' resp., por la férmula
del cambio de base para aplicaciones lineales (corolario|3.35), se tiene

S L | Opn
M B/ B — 1 . r r><(n r) 'P
(f7 = ) Q < O(mfr)xr ‘ O(mfr)x(nfr)

donde las matrices P 'y Q son de cambio de base y, por tanto, regulares. Concretamente, P = M (Iy, B <
B) € Gl(n,K).y Q=M(ly/,B' + B') € Gl(m,K)

Esta relacion entre matrices y aplicaciones lineales, motiva los siguientes conceptos.
Definicion 3.40. (i) El nicleo de la matriz A € M, (K), denotado Nuc(A), es:
Nuc(A) = {x e M1 |A-x =0},

que coincide con el niicleo de la aplicacion f4 : K" — K™ (tomando los elementos de K" y K™ como
columnas). Asimismo, la imagen de A es Im(A) := Im(fy).

(ii) Una segunda matriz C sobre K es equivalente a A si existen e.v. V,V', bases B,B de V, B',B'
de V' y una aplicacion lineal f :V — V' tales que:

A=M(f,B + B), C=M(f,B «B)

(en particular, A € My, (K)).

Con la definicién anterior, es facil comprobar que si dos matrices A y C son equivalentes entonces
existen matrices regulares P, Q (de érdenes n x n'y m x m, resp.) tales que C = Q~'AP. El siguiente
resultado muestra, en particular, que el reciproco es cierto. Por tanto, la existencia de tales Py Q se
puede considerar como una definicidn alternativa de que A y C sean equivalentes.

Proposicion 3.41. Sean A,C € M. Las siguientes afirmaciones equivalen:
1. Ay C son equivalentes.

2. Ay C tienen el mismo rango (por columnas).

. . . . I, | O .
3. Ay C son equivalentes a una misma matriz m X n del tipo (%) (necesariamente, con r

univocamente determinado).
4. Existen matrices regulares P € Gl(n,K) y Q € Gl(m,K) tales queﬂC =0 1.A-P

5. Escogidos dos e.v. V, V' de dimensiones n,m, resp. y una base B,B' en cada uno de ellos, resp.,
y construida la vinica aplicacion lineal f :V — V' tal que

A=M(f,B'+ B),
se pueden hallar dos nuevas bases B,B' enV, V', resp. tales que
C=M(f,B' + B).

En particular, puede escogerse V = K", V' = K™, B = B!, B=B.

8Obviamente, la propiedad es cierta escribiendo Q en lugar de 9~'. No obstante, escogemos Q! por conveniencia, de
modo que en la observacién Py Q representen cambios de bases “con barra” B, B’ a “sin barra” B, B’ (su utilidad serd
manifiesta cuando se estudien las matrices semejantes).
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Demostracion. (1 = 2). Ambas matrices sirven para la expresion matricial de una misma aplicacién
lineal f y sabemos entonces (proposicién(3.37): rango(A) = rango(f) = rango (C).
2 = 3) Consideramos las aplicaciones lineales asociadas f4, fc : K* — K™. Por la proposicién

3.38| sabemos que A y C son equivalentes a matrices del tipo < 18 8 ), ( Ig g >, resp. El

resultado se sigue de r4 = rango (A) = rango (C) = r¢.
(3 = 4) Por la observacion existen matrices regulares Py, Pc € Gl(n,K) y Qa,Qc € Gl(m,K)

tales que:
I. | O I. | O
A —1 r 2 C —1 r P
—QA<9 9>A7 —Qc<9 9>C

Oa-A-P'=Qc-C-P-1, y, por tanto, C=(0g"-0a)-A- (P Po)

por lo que basta con tomar P = P, ' - Pc € Gl(n,K) y Q = O, - Oc € Gl(m,K).

(4 = 5)Dado A =M(f,B’ + B), construiremos las nuevas bases requeridas a partir de Py Q. Sean
By B’ las tnicas bases en V y V' que verifican respectivamente: P = M (ly,B < B),Q = M(ly1,B’ <
B'). Se tiene entonces:

de donde

C=Q '"“"A-P=M(y,B < B) -M(f,B « B)-M(ly,B <+ B) = M(f,B' + B)

(la primera igualdad por hipétesis y la dltima por el cambio de bases para aplicaciones lineales).
(5 = 1) Trivial de la definicién de matrices equivalentes. 1l

Ejercicio 3.42. Compruébese que cada una de las siguientes propiedades caracteriza que las matri-
ces Ay C sean equivalentes:

(i) Las aplicaciones lineales asociadas fa, fc : K" — K™ tienen el mismo rango.

(ii) C puede obtenerse a través de transformaciones elementales por filas y columnas de A (véase

el ejercicio i
El nombre equivalente en la definicion ii) es consistente con su uso en relaciones binarias:

Corolario 3.43. La relacion binaria “ser equivalente a” en el conjunto de todas las matrices sobre
el mismo cuerpo conmutativo K, es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Del punto[2]de la proposicion[3.41]se tiene que dos matrices cualesquiera son equiva-
lentes si y sélo si tienen el mismo niimero de filas, el mismo nimero de columnas y el mismo rango.
Estas propiedades verifican trivialmente las de una relacién de equivalencia. 1l

Finalmente, demos una interpretacion de los SEL.

Corolario 3.44. Sea A € My, (K),b € Myx1(K) y el SEL Ax = b.

(i) Las soluciones del SEL coinciden con f, ' (b) (imagen reciproca de b).

(ii) El SEL es compatible si'y solo si b € Im(f4). En particular, es compatible en el caso ho-
mogéneo b = 0 donde el conjunto de soluciones es Nuc(fy).

(iii) En el caso compatible, el conjunto de soluciones f, 1(b) se expresa a partir de cualquier
solucion particular xq del sistema como el subespacio afin xo+ Nuc (fs) := {xo+y|y € Nuc(f1)}.

9Para un estudio més detallado de las transformaciones elementales puede verse el libro de L. Merino y E. Santos.
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(iv) La dimension de Nuc (f4) (y, por tanto, la del subespacio afin f, ' (b) en el caso compatible)
coincide con n— dim(Imfy).
(v) Cuando el SEL sea compatible, serd también determinado siy sélo si f es inyectiva.

Demostracion. La tnica afirmacion no trivial es (iii), esto es f; ' (b) = {xo+y|y € Nuc(fa)}. Parala
inclusién O, fa(xo+y) = fa(xo) + fa(y) = b-+0 = b. Para C, si xo,x) € f; ' (b) entonces f(x}—x) =
f(xh) — f(xo) =b—b=0,estoes,y:=x;,—xo € Nucfy. I

3.3.3. Estructura de espacio vectorial de Lin(V (K),V'(K))

Dados los e.v. V(K),V'(K) (no necesariamente finitamente generados) consideremos el conjunto
Lin(V(K),V'(K)) de todas las aplicaciones lineales de V en V', que denotaremos simplemente,

Lin(V,V’) := {f:V — V'|fes lineal }.

Usando la estructura de e.v. en V’, podemos definir unas operaciones suma y producto por escalares
en Lin(V,V’):

+:Lin(V,V’) x Lin(V,V’) = Lin(V,V’), (f,g)— f+g donde (f+g)(v)
-:K xLin(V,V') = Lin(V,V"), (a,f)~—a-f donde (a-f)(v

f)+8v),
Cl'f(V),

paratodo v € V, a € K. No obstante, antes se debe comprobar que las aplicaciones asi definidas son
lineales.

Lema 3.45. Las definiciones anteriores son consistentes, esto es, f+g € Lin(V,V’), a- f € Lin(V,V’),
para todo f,g € Lin(V,V') y todo a € K.

Demostracion. Para la suma (el producto por escalares queda como ejercicio):

(f+g)(av+ww) = flav+bw)+glav+bw) = (af(v)+bf(w))+ (ag(v)+bg(w))
a(f(v)+g(v) +b(f(v)+gw)) =a-(f+g)(v)+b-(f+g)(w)

para todo v,w € V, a,b € K, donde en la primera linea se usa primero la definicién de la suma en
Lin(V,V’) y después la linealidad de f y g, y en la segunda se agrupan términos operando en V' y se
vuelve a aplicar la definicion de suma en Lin(V, V). 11

Proposicion 3.46. Con estas operaciones, (Lin(V,V'),+-K) es un espacio vectorial (al cual denota-
remos simplemente Lin(V,V')).

Demostracion. Queda como ejercicio, que puede comprobarse de al mneos dos maneras distintas: (a)
demostrando directamente todas las propiedades de e.v., o (b) puesto que se sabe del tema anterior
que el conjunto F(X,V’) de todas las aplicaciones de X en V' tiene una estructura natural de e.v.,
comprobando que Lin(V,V’) es un subespacio vectorial de F(X,V’) paraX =V. 1

En el caso finitamente generado, hay una relacion natural entre estas operaciones de Lin(V,V’) y
las de My, (K).
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Proposicion 3.47. Sean V,V' e.v. sobre K de dimensiones n,m € N con bases B, B', resp. Entonces:
M(f+g,B < B)=M(f,B + B)+M(g,B' < B), M(a-f,B' <+ B)=a-M(f,B' < B)
para todo f,g € Lin(V,V'), a € K.

Demostracion. Sean B = {vi,...,v,} y B'= {V},...,v},}, y sea bp' : V' — K™ la aplicacién que a
cada Vv’ € V' le hace corresponder sus coordenadas en B'. La expresion para la suma se deduce de que
la columna j-ésima de M(f + g, B’ + B) esta formada por:

(F+8)v))e = by ((f +8)(v))) = by (f(v;) + b5 (g(v)),

que es la suma de las columnas j-ésimas de M(f,B <+ B) y M(g,B’ + B). Para el producto por
escalares, razénese andlogamente. 1

La relacién entre las estructuras de e.v. de matrices y aplicaciones lineales queda entonces resu-
mida en el siguiente resultado.

Teorema 3.48. Sean V,V’ e.v. sobre K de dim. n,m € N. Fijadas bases B, B' de V,V' resp., la aplica-
cion Fg . p definida por:

Fp p:Lin(V,V') = My, f=M(f,B +B),
es un isomorfismo de e.v. En consecuencia, dimiLin(V,V') = m.n, y una base de Lin(V,V') es:
Bp.p:={f;€Lin(V,V"):M(f;j,B' + B) =E;;,Vie {1,....m},Vje{l,....n}}

donde Ejj € My, es la matriz que tiene todos sus elementos nulos excepto un 1 en la posicion (i, j)
(esto es, (Eij)kl = Siksjl)-

Demostracion. La linealidad de Fp . p es el contenido de la proposicién [3.47] anterior, y su biyec-
tividad ya se conocfa (corolario [3.32)). El resto es inmediato de que el conjunto de las matrices E;;

forma una base de M,,»,(K) y, por tanto, el conjunto de sus preimdgenes por Fp . p es una base de
Lin(V,V’). |

3.3.4. Anillo de endomorfismos y matrices semejantes

Recordemos que los endomorfismos son un caso especial de aplicaciones lineales f : V — V' en
los que el dominio coincide con el codominio, V = V’. Denotaremos End(V) := Lin(V,V), y todos
los resultados vistos a lo largo de esta anterior resultan aplicables ahora. No obstante, se tiene ahora
que la composicién de dos endomorfismos siempre tiene sentido y es un nuevo endomorfismo, por lo
que se puede definir la ley de composicion interna en End(V):

o:End(V)xEnd(V)  (f,h) > foh

Esto es similar al caso de las matrices cuadradas M,,(K), para las cuales el producto proporcionaba
una ley de composicién interna. Recuérdese ademds que M, (K) gozaba de una estructura de anillo
unitario con la suma y producto (de la cual carecian las matrices no cuadradas).
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Proposicion 3.49. (End(V),o,+) es un anillo unitario (al cual llamaremos anillo End(V)).
(End(V),+,-K) es un espacio vectorial (al que denotaremos simplemente End(V)).

Demostracion. Se puede comprobar ficilmente que se verifican todas las propiedades de anillo, sien-
do la aplicacién identidad /y su elemento unitario. La segunda afirmacién es un caso particular de la
estructura de e.v. de Lin(V,V’). 1

En el caso finitamente generado, cuando se estudian las matrices asociadas a endomorfismos se
tiene una posibilidad nueva: escoger la misma base B en el dominio y codominio. Denotaremos:

M(f,B) :=M(f,B <+ B).
Se tiene entonces como una consecuencia inmediata del teorema [3.48}
Corolario 3.50. Sea V(K) un e.v. de dim. n € N. Fijada una base B de V la aplicacion:
Fp:End(V) — M,, f—M(f,B),
es un isomorfismo de e.v. En consecuencia, dimxEnd(V) = n?, y una base de End(V) es:
Bg:={f;; €End(V): M(fi;,B) = E;j, Vi,j€ {1,...,n}}.

Observacion 3.51. De la aplicacién Fp se puede decir también que es un isomorfismo de anillos
unitarios, al ser una aplicacién biyectiva entre dos anillos unitarios que verifica:

Fg(foh)=Fp(f) -Fs(h),  F(f+h)=Fg(f)+Fs(h), Fp(ly)=1I,  Vf,hcEnd(V),

esto es, Fp “preserva’” (o “respeta”) las estructuras de anillos unitarios de su dominio y codominio. []EI

La eleccién B = B’ sugiere el siguiente refinamiento de la relacion “ser equivalente a” entre ma-
trices.

Definicién 3.52. Dos matrices cuadradas A,C € M, (K) son semejantes cuando existe un e.v. V(K),
dos bases B, B y un endomorfismo f € End(V) que verifican:

A=M(f,B) y C=M(f,B).
Razonando como en la proposicion [3.41]se tiene ahora:
Proposicion 3.53. Sean A,C € M,,. Equivalen:
1. Ay C son semejantes.

2. Existe una matriz regular P € Gl(n,K) tal que C =P~'-A-P.

10También podemos justificar ahora que si dos matrices cuadradas satisfacen A - C = I, entonces A y C son regulares y
C-A=1,, esto es, C = A~!. De hecho, tomando, por ejemplo V = K", B = B,, los endomorfismos £, s determinados por A
y C resp. verifican foh = Iy por lo que /& es biyectivo (en caso contrario, se llega a un absurdo aplicando la composicién a
un v € Nuc(h) \ {0}) y f es biyectivo (al absurdo se llegaria ahora tomando v € Nuc(f) \ {0} y aplicando la composicién
a h~!(v)). En consecuencia, existe la inversa 4~ ! que se puede componer a la derecha de ambos miembros en foh = Iy,
obteniéndose f = h~!. Por tanto, A y C son regulares y A = M(f,B) = M(h~',B) = M(h,B)~! = C~!. Demostraciones
distintas se obtendrdn mds adelante, usando determinantes.
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3. Escogidos cualquier e.v. V(K) de dimension n, y una base B de V, y construido el iinico endo-
morfismo f:V —V tal que
A=M(f,B),

se puede hallar una nueva base B en'V tal que
C=M(f,B).
En particular, puede escogerse V= K", B=B,,.
Demostracion. (1 = 2). Particularizando la férmula del cambio de base para aplicaciones lineales:
M(f,B)=M(ly,B <+ B)-M(f,B)-M(ly,B < B)

En nuestro caso, por hipétesis, C = M(f,B) y A= M(f,B), por lo que basta tomar P = M(Iy,B < B).
(2 = 3) Dado A = M(f,B), construiremos la nueva base requerida a partir de P. Sea B la tnica
base en V que verifica: P = M(ly,B < B). Se tiene entonces:

C=P'-A-P=M(ly,B+ B)-M(f,B)-M(ly,B + B) = M(f,B)

(la primera igualdad por hipdtesis y la Gltima por el cambio de bases para aplicaciones lineales).
(3 = 1) Trivial de la definicién de matrices semejantes. I

Resulta ficil de comprobar ahora (p. ej, dsese el punto [2] de la proposicion anterior):
Corolario 3.54. La relacion binaria “ser semejante a” en M, (K) es una relacion de equivalencia.

A diferencia del caso de matrices equivalentes, caracterizadas por el rango, no existe una carac-
terizacion sencilla de cudndo dos matrices son semejantes. Una condicién necesaria la proporciona el
siguiente resultado.

Proposicion 3.55. Sean A,C € M, (K) dos matrices semejantes. Entonces sus trazas coinciden.

Demostracion. Recordemos primero que si X,Y € M, (K) entonces tr(X -Y) =tr(Y - X). Usando que
C =P '.A.P setiene:

w(C)=tw(P ' (A-P)=tu(A-P)-P)=tw(A (P-P")) =u(A)

donde se usa la asociatividad del producto y la propiedad anterior de la trazacon X = P~!, Y = AP. 1

Este resultado tiene la importante consecuencia de que permite dar una definicién consistente para
la traza de cualquier endomorfismo de un e.v. finitamente generado.

Definicion 3.56. Sea V(K) finitamente generado 'y f € End(V). La traza de f se define como la traza
de la matriz M(f,B), para cualquier base B de V (K).

El siguiente ejercicio ilustra la gran diferencia que existe en que dos matrices cuadradas sean
semejantes o equivalentes; concretamente, lo muy restrictivo que supone para una matriz el ser seme-

I
jante a una del tipo (Tr‘%) )
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Ejercicio 3.57. (1) Sea h € End(V) que verifica hoh = h (a estos endomorfismos se les llama pro-
yectores, por las propiedades que se van a ver). Demostrar:

(a) V. = Im(h) & Nuc(h) (sea o no'V finitamente generado). Ademds, si v=u-+w con u €lm(h) y
w €Nuc(h) entonces h(v) = u.

(b) Si dimgV =n € N, existe una base B tal que

I, Oy (n—r
M(h,B)_<O 5 (n=1) )
(n—r)xr (n—r)x(n—r)

donde r es el rango de P. Por tanto, en cualquier otra base B:

i | Ot .
O(nfr)xr ‘ O(nfr)x(nfr)

para alguna matriz regular P € Gl(n,R).

(2) Reciprocamente, si h es un endomorfismo cuya matriz en alguna base B satisface la igualdad
anterior, entonces h verifica hoh = h.

(3) Como conclusion para dimension n € N, un endomorfismo h verifica hoh si y sélo existe
alguna base tal que la ecuacion en coordenadas de h para esa base es

/ /
X| =X[yeeun.. s X, =Xpy X =0, )X

(4) (Solucién de la ecuacién matricial X2 = X.) Una matriz cuadrada X € M, (K) verificaX - X =X
si y sélo si es semejante a una del tipo:

< I, ‘ 0r><(n—r) >
O(nfr)xr ‘ O(nfr)x(nfr)a

para algiinr € {0,1,...,n}.
Finalmente, sefialemos como consecuencia una propiedad ttil de las matrices.

Corolario 3.58. Sean A,C € M,,(K). Si A-C es regular entonces A y C son regulares. En particular,
siA-C =1, entoncesC =A"".

Demostracion. Se consideran los endomorfismos f4 y fc de K" cuyas matrices en la base usual B,
de K" son A y C, respectivamente. Como M (f4 o fc,B,) = A - C, que es regular, entonces el rango de
fao fc es ny, necesariamente, también son iguales a n el rango de fy y el de f¢ (corolario . Por
tanto, 4 y fc son isomorfismos y las matrices A = M(f4,B) y C = M(f,B) son regulares. |
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3.4. Aplicaciones afines y grupo afin

3.4.1. Aplicaciones afines y afinidades

Definicion 3.59. Sean A4, 4’ dos espacios afines cobre el mismo cuerpo K. Una aplicacion f: A — A’
es afin si existe una aplicacion lineal f : A — A’ de manera que para cualesquiera O, P € 4, se cumple:

f(P)= f(0)+ f(OP). (3.2

En el caso de que f sea biyectiva, diremos que f es un isomorfismo afin y, en este caso, A es (afinmen-
te) isomorfo a A'. Si ademds, A = A', f es una afinidad.

Observacion 3.60. Es fdcil comprobar:
(1) Equivalen para f : 4 — 4" (i) f(P)(= f(0+OP)) = f(0) + f(OP), y (ii) f(OP) = f(O)f(P)
(2) Si f: 4 — 4 verifica la relacién (3.2)) para un punto O y una aphcac1on lineal f entonces
la verificard para todo punto O’ € 4 y para la misma aplicacién lineal f (la cual queda determinada
univocamente).

Proposicion 3.61. Dos aplicaciones afines fi,f> : A — A’ son iguales si y solo si: (a) fl = fz y
(b) coinciden en un punto, esto es, fi(Q) = f2(Q) para algiin Q € 4.

Demostracion. Si se verifican (i) y (ii), aplicando (3.2)) para O = Q, se obtiene que coinciden en todo
punto P € A4. Reciprocamente, si f; y f» son iguales, coinciden en un punto (por coincidir en todos)

y, por B2), fi = fo

Proposicion 3.62. (Existencia y determinacion de aplzcaczones aﬁnes ).
(1) Fijados P € A,P' € 4’ y una aplicacion lineal ¢ : 4 — A’ existe una inica aplicacién afin

f:4— 4 tal que f(P) =Py f =¢.

(2) Si A tiene dimension n, fijados n+ 1 puntos independientes Py,...,P, € Ay n+ 1 puntos
cualesquiera Py, ... P, € A existe una unica aplicacion afin f: A — A' tal que f(P;) = P! para
i=0,...,n

Demostracion. (1) Basta con comprobar que la aplicacién

£(Q) =P +4¢(PQ), VQ € 4,

satisface las propiedades requeridas.
(2) Se reduce a aplicar el punto anterior anterior con P = Py, P' = P, : 4 — 4’ 1a dnica
p p 0y
aplicacion lineal determinada por f(PyP;) = PP parai=1,....n. |

Algunas propiedades de las aplicaciones afines de demostracion sencilla son las siguientes:
1. La composicién de dos aplicaciones afines en una aplicacién afin.
2. Una aplicacién afin f : 4 — A’ es inyectiva, exhaustiva o biyectiva si y s6lo si lo es f.

3. Lainversa de una aplicacién afin biyectiva f en una aplicacién afin y f—_{ = (f)_l.

Como consecuencia de esta propiedad y la(l] la relacién “ser afinmente isomorfo a” es una
relacién de equivalencia en la clase de todos los espacios afines sobre un mismo cuerpo.
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4. Dos espacios afines de dimension finita sobre el mismo cuerpo son isomorfos si y sélo si tienen
la misma dimensién n. En particular, son isomorfos a K" (dotado de su estructura afin natural).

5. Para cada v € 4, la traslacién a lo largo de v, definida por T, : 4 — A4,P — P+ v, es una
afinidad que verifica f = Id.

Reciprocamente, si una aplicacién afin f: 4 — 4 verifica f = Id, entonces f es una traslacién

a lo largo de un vector v € Aalo largo de un vector v que se puede escribir como v = Pf(P
para cualquier P € 4.

6. Laimagen por una aplicacién afin f de un subespacio afin .S es un subespacio afin de subespacio
director f(5). En particular, la imagen de f es un subespacio afin de dimensi6n igual al rango
de f.
3.4.2. [Expresion matricial.

Sean 4y 4’ dos espacios afines de dimensiones finitas, con referencias afines
R=(0,B= (vi,...,vn)), R = (0B = (v),...,v,))),

resp., y sea [ : 4 — A4’ una afinidad. De la relaci6n

o=

f(X) = 1(0)+f(0X)
se sigue, para las coordenadas afines x = Xp, X' = f(X)}:
X' = b+ Mx

donde b es la columna de las coordenadas de f(O) en R’y M = M(f,B' < B).
En forma més compacta, podemos escribir:

X\ (M b X

1) L0 1 1
Observacion 3.63. (1) Con esta notacion, la composicion de aplicaciones afines se corresponde con
el producto de matrices, de un modo completamente andloga al caso de las aplicaciones lineales.

(2) Tomando como f la aplicacién identidad, también se obtienen las ecuaciones del cambio de
sistema de referencia afin, andlogas a las del caso vectorial.

3.4.3. El grupo afin

Nos restringimos a continuacion al caso de afinidades. Resulta inmediato de las propiedades lis-
tadas de las aplicaciones afines;

Teorema 3.64. Dado un espacio afin A4, sus afinidades forman un grupo con la composicion.
Si la dimension n es finita, este grupo es isomorfo al de afinidades del espacio afin K".

Con este resultado en mente y la expresién matricial vista para las aplicaciones afines, resulta
natural definir entonces:
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Definicion 3.65. El grupo afin de dimensién n € N, denotado GA(n), es el grupo de las afinidades de
K". Fijando en K" la referencia afin usual R , = ((0,...,0),B,) y expresando cada afinidad en esta
referencia, GA(n) se identifica con

{(Ag f);MeGL(n),beK"}

siendo GL(n) el grupo de matrices regulares (lineal general) de orden n, el cual a su vez era identifi-
cable naturalmente con el grupo de isomorfismos vectoriales de K".

De manera natural, GL(n) y (K", +) pueden verse, respectivamente, como los subgrupos de GA(n)

(0 0 meamd  {(% 2 )uvere).

Observacion 3.66. Desde un punto de vista algebraico, GA(n) es el producto semidirecto de los dos
subgrupos anteriores.

Finalmente, decribimos otras afinidades notables, para lo cual introducimos el siguiente concepto.

Definicion 3.67. Dada una afinidad f de un espacio afin A, diremos que P € 4 es un punto fijo de f
si f(P) =P, que C C A4 es invariante por f si f(C) = C.

Claramente, si C estd formado por puntos fijos entonces es invariante, pero el reciproco no es cierto.

Ejemplo 3.68. A una afinidad f : 4 — A4 tal que f =r-Iz conr# 0,1 se le llama homotecia de razén
r (obsérvese que r = 0 se corresponde con la aplicacién afin cuya imagen es un solo punto, la cual no
es una afinidad por no serbiyectiva, y r = 1 con una traslacion).

Una homotecia tiene un tnico punto fijo, O € 4 (que se suele tomar como origen de coordenadas),
el cual puede calcularse escogiendo un punto aunxiliar P € 4 usando:

O=P+—Pf(P).

1—r

Esta igualdad se deduce de:

0 = £(0) = f(P+PO) = f(P)+ f(PO) = f(P)+rPO < PO=Pf(P)+rPO
©PO={LPf(P) & 0=P+{LPf(P)

—r

Ejemplo 3.69. Sea A4 un espacio afin de dimensién n € N. A una afinidad f: 4 — A4 tal que ]_‘2 =13,
con f # I3 se le llama simetria afin.

En el caso f = —I entonces [ es tambi€n una homotecia de razon r = —1, por lo que deja un
Unico punto fijo O, y a la simetria se le llama simetria central o inversion respecto a O.

En general, se sabe de los ejercicios de aplicaciones lineales que de fz = I3 se deduce =
VieV_ i, donde Vi ={ve A: f(v)=v}yV. i ={ve a: f(v) = —v}.

Ademéds, no es dificil comprobar:

(a) el punto medio entre cualquier punto y su imagen P+ Pf(P)/2 es un punto fijo, y

(b) escogido un punto fijo O, el conjunto de los puntos fijos es O + V.

Como casos particulares se tiene:

(1) Si dimV; = 1 entonces los puntos fijos de f forman una recta s o eje de simetria, y se dice que
f es una simetria (afin) axial respecto a la recta s.

(i1) Si dimV| = n — 1 entonces los puntos fijos de f forman un hiperplano de simetria H,y f es
una simetria (afin) especular respecto al hiperplano H.
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3.5. Espacios cocientes y teorema de isomorfia

Hemos visto que las soluciones de un SEL compatible A - x = b se pueden escribir como un con-
junto del tipo xo+ Nucfa : {xo+y|y € Nuc(fa)} (corolario[3.43). Mds prpiamente, es un subespacio
afin que puede entenderse como un “subespacio (no vectorial) paralelo” a Nuc f4 que pasa por xp.

Veremos ahora que, en general, dado un e.v. V(K) y un subespacio vectorial suyo U, tiene sentido
considerar un nuevo espacio vectorial, que denotaremos V /U, cuyos elementos se escriben de modo
natural mediante expresiones del tipo v+ U (esto es, son los “subespacios paralelos” a U). Como una
aplicacién de estos espacios vectoriales, veremos un teorema de isomorfia para aplicaciones lineales,
que extiende al teorema del rango.

3.5.1. Espacios vectoriales cocientes

Sea V(K) une.v.y U C V un s.v. Definimos la siguiente relacién binaria ~ en V:
vew < v—welU

Proposicion 3.70. (1) La relacion binaria ~ es de equivalencia.
(2) Para cada v € V, su clase de equivalencia [v] viene dada por [v| = {v+u:u € U} por lo que
la denotaremos v+ U, esto es:
v+U :={v+ulucU}.

Asimismo, al conjunto cociente V | ~ formado por todas las clases anteriores, lo denotaremos V JU.

Demostracion. (1) Propiedad reflexiva: comov—v=0¢& U, setiene v~ v, paratodov € V.

Propiedad simétrica: siv ~wentoncesv—w=u € U y,alserU uns.v., w—v = —u € U, esto es,
Wy,

Propiedad transitiva: si v~V y v ~ V" entonces v—Vv =uec U y Vv —Vv'=u' € U por lo que
v—V"'=(v—=V)+ (V' —V")=u+u €U (la pertenencia a U por ser un s.v.) esto es, v ~ V",

(2) Para demostrar [v] C {v+u:u € U}, obsérvese que si V' € [v] entonces v/ —v = u € U por lo
que VvV =v+u paraun u € U. Para la inclusién contraria, como (v+u) —v =u € U las clases de v+ u
y v coinciden, esto es, v+u € [v]. |

Nos podemos preguntar si V /U hereda una estructura de e.v. a partir de la de V, pues parece
natural definir:

+: V/UxV/U = VU o KxV/U —  V/JU

v+U,w+U) — (v+w)+U (a,v+U) — (a-v)+U -3)

No obstante, esta definicion presenta la dificultad de que se lleva a cabo escogiendo los representantes
vy w de cada clase, y podriamos preguntarnos qué ocurriria si tomdramos otros representantes v' €
v+U,w €w+U, esto es, si la clase de v/ +w' y a-V' serian las mismas clases que definen v+w'y
a - v, resp. El siguiente lema proporciona una respuesta afirmativa.

Lema 3.71. Supongamos que v,v',w,w satisfacen v+U =V +U, w+U =w' +U. Entonces:
v4+w)+U=0+w)+U y (av)+U=(a"V)+U,

esto es, las operaciones + y - estdn consistentemente definidas por las expresiones en (3.3).

Departamento de Geometria y Topologia



Espacios cocientes y teorema de isomorfia 141

Demostracion. Por hipétesis, v—v = u, € U,w —w' = u,, € U. Por tanto,
v+w) = +w)=v-V)+w-w)=u,+u, €U, av—aVv=a(v-—V)=au €U,

estoes,V +w € (v+w)+U ytambiéna-v € (a-v)+ U, como se queria. 1l

Proposicion 3.72. Con las operaciones definidas en (3.3), (V/U,+ - K) es un espacio vectorial, al
cual llamaremos espacio cociente de V sobre U, y denotaremos simplemente V /U.

Demostracion. Es una computacion directa aplicando las definiciones de las operaciones y las pro-
piedades de e.v. de V(K). Lo demostramos para una de ellas y el resto queda como ejercicio.
Propiedad distributiva del producto por escalares respecto a la suma de vectores:

a-(v+U)+(w+U))= a- (v+w)+U)=(a-(v+w))+U=((a-v)+(a-w))+U
= ((av)+U)+((a-w)+U)=a-(v+U)+a-(w+U)

donde en las igualdades de la primera linea se usan, por orden, la definicién de la sumaen V /U, la del
producto por escalares en V /U y la propiedad distributiva del producto por escalares en V, mientras
que en la segunda se usan la definicién de la suma en V /U y la del producto por escalares en V /U. 1

3.5.2. Basey dimension de V /U
Como en toda relacién de equivalencia, la proyeccion natural
n:V—V/U, v v+U

es una aplicacién suprayectiva. No obstante, en nuestro caso podemos decir mas.

Proposicion 3.73. La proyeccion T es un epimorfismo de e.v. En consecuencia, la imagen por T de
cualquier sistema de generadores de V es un s.d.g. de V /U.

Demostracion. Basta con demostrar que T es lineal, puesto que sabemos es suprayectiva y que la
ultima afirmacidn se cumple para todos los epimorfismos. Con este fin, para todo v,w € U,y a,b € K:

w(av+bw) = (av+bw)+U = (av+U)+ (bw+U) =a-(v+U)+b-(w+U) = an(v) + br(w),

la primera y dltima igualdades por la definicién de m, la segunda por la de la suma en V /U y la tercera
por la del producto por escalares en V/U. 1

El siguiente resultado nos permite computar de manera practica la dimensién de V /U y una base
suya, a partir de elementos de V.

Teorema 3.74. SeaV un e.v. finitamente generado y U C 'V un subespacio vectorial. Si W es un subes-
pacio complementario de U (esto es, V=U ®W)y By = {wi,...,wi} es una base de W entonces

TC(Bw)Z{W1—‘rU,...,Wk+U}

es una base de V /U. Por tanto, dimg(V /U) = dimgV —dimgU.
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Demostracion. Si ampliamos By hasta una base B = {wy,...,wg,u1,...,un} de V, donde By =
{u1,...,un} es una base de U. Sabemos por la proposicion anterior que 7(B) es un s.d.g. de V /U
y, como u; + U, ... ,u, + U son todos iguales a la clase del 0, se pueden suprimir del s.d.g. sin que
pierda esta caracteristica, esto es, T(By ) es un s.d.g. de V /U. Para comprobar su independencia lineal,
sean ay,...,a; € K tales que:

0+U=a (wi+U)+--+ar(we +U) = (ayw1 +-- -+ agpwi) + U.

Esto quiere decir que ayw; + - - - +agwy € U, por lo que se puede escribir como combinacién lineal de
la base By . Por tanto, existirdn escalares by, ..., b, € K tales que:

aywi + -+ axwi = biuy + -+ -+ bruy,, estoes, aywy+---+agwg —buy + -+ — by, = 0.

Como B = By UBy es una base, todos los coeficientes de esta combinacién lineal son 0; en particular,
a; = ---=a; =0, como se queria. I

Observacion 3.75. Es facil comprobar que el teorema anterior es valido incluso en dimensién infinita,
en el sentido de que para cualquier suplementario W de U y cualquier base By de W su proyeccion
7(Bw) es una base de V/U. Como consecuencia, si U es finitamente generado pero V no lo es,
entonces V /U tampoco es finitamente generado.

Observacion 3.76. El teorema anterior permite construir explicitamente una base de V /U
Paso 1: Se construye una base By = {uj,...,uy,} de U.
Paso 2: Se amplia By hasta una base B = {uy,...,tp, Vipi1,---,Vn} de V.
Paso 3: El conjunto {vy+; +U,...,v,+U} esunabase de V/U.

Ejercicio 3.77. Se considera en M;(K) el subespacio U formado por las matrices de traza nula.

(a) Calcular una base By ;; de M>(K)/U y las coordenadas de G i) en esa base.

(b) Si By es la base usual de M, (K) y mt: M>(K) — M>(K) /U la proyeccion canénica, calcular las
coordenadas de cada uno de los elementos de 7(Bp) en la base By /; obtenida en el punto anterior.

3.5.3. Teorema de isomorfia

Recordemos que toda aplicacién f : X — Y entre dos conjuntos admitia una descomposicién
canénica f = iobo p. Para ello, se establece la relacién de equivalencia en X: x ~ x’ si y s6lo si

f(x) = f(x') y se define:
» p:X — X/ ~ eslaproyeccion canénica en el espacio cociente, que resulta ser suprayectiva.

» b:(X/~)—Im(f),dadapor b([x]) = f(x), paratodo x € X estd consistentemente definida por
como se establecié ~, y resulta ser biyectiva.

» i:Im(f) — Y es la inclusién natural, que resulta ser inyectiva.

Nuestro objetivo es comprobar que, si X,Y son espacios vectoriales X = V(K), Y =V/(K) y f es
lineal, entonces la relacién ~ coincide con la que define el espacio cociente de V sobre Nuc(f), de
modo que V /Nuc(f) resulta ser isomorfo a Im(f).
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Teorema 3.78 (Primer teorema de isomorfia.). Sea f :V — V' una aplicacién lineal, y sea ~ la
relacion de equivalencia en'V dada por v ~ w siy sélo si f(v) = f(w). Entonces

v~wev—we Nuce(f), esto es, [v] = v+ Nuc(f), (3.4)

y se verifica f =iobo p donde:
(i) p:V =V /Nuc(f) es un epimorfismo de e.v.
(ii) b : V /Nuc(f) — Im(f) es un isomorfismo de e.v.
(iii) i :Im(f)) — V' es un monomorfismo de e.v.

Demostracion. Para demostrar (3.4):
vewe f(v)=f(w) & f(v—w)=0<v e Nuc(f),

donde en la segunda equivalencia se usa la linealidad de f.

La descomposicién f = iobo p (incluyendo la consistencia de la definicién de b) se sabe que
ocurre para cada aplicacion, sea lineal o no. No obstante, la linealidad de f asegura que también lo
son tanto la inclusion i como la proyeccién p (esta ultima por la proposicion [3.73). Basta por tanto
con demostrar la linealidad de b, para lo cual:

b((a-(v+Nuc(f))+c-(w+Nuc(f))) = b((av+cw)+Nuc(f)) = f(av+cw) =af(v)+cf(w)
= a-b(v+Nuc(f))+c-b(w+Nuc(f))

para todo v+ Nuc(f),w+ Nuc(f) € V/Nuc(f), y todo a,c € K, donde se ha usado sucesivamente la
definicién de las operaciones en V /U, la definicién de b, la linealidad de f y de nuevo la definicién
deb. 1

Observacion 3.79. Por el punto (ii) se tiene que V /Nuc(f) es isomorfo a Im(f). Puesto que, en
dimension finita para V, sabemos (teorema|3.74) que la dimensién del primero es dimg (V /Nuc(f)) =
dimgV —dim gNuc(f), se reobtiene ahora la formula del rango: dimgV =dimgNuc(f)+ dimgIm(f).

Ejercicio 3.80. Sea V(K) un espacio vectorial y U,W CV dos subespacios. Demostrar:
1. SiV =U®W entonces V /W es isomorfo a U

2. Con mds generalidad (2° Teorema de isomorfia): (U +W)/W es isomorfoa U /(UNW).

(Suger. Compruébese que la aplicacion g : U — (U +W) /W es un epimorfismo con Nuc(g) =
UNW yiisese el teorema[3.78])

3. (37 Teorema de isomorfia.) SiU C W, entonces (V /U) /(W /U) es isomorfoaV /W.

(Suger. Compruébese que la aplicacion h:V /U — V /W estd bien definida y es un epimorfismo
con Nuc(h) =U /W y tsese el teorema )

En el caso dimV < oo, compruébese la consistencia de los isomorfismos con el cdlculo de dimensiones
por la formula de Grassmann.
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Tema

El espacio dual

El espacio dual es un caso particular del espacio de todas las aplicaciones lineales entre dos e.v.
prefijados Lin(V,V’) para el cual V' es el cuerpo K(K) sobre el que estd definido V. Por tanto, podre-
mos aplicar a él todo lo que sabemos sobre Lin(V,V’). Entre otras aplicaciones, este concepto permite
dar una interpretacién geométrica de la trasposicién de una matriz y sus propiedades.

Restringiremos nuestro estudio al caso finitamente generado. Asi, en adelante, V(K) serd un e.v.
de dimensién n € NU{0}.

4.1. Concepto de espacio dual y forma lineal
Definicion 4.1. Dado un e.v. V(K), su espacio dual es el espacio

V*(K) :=Lin(V,K)={0:V — K : 0 lineal}.
A cada elemento del dual § € V*(K) se le llamard forma lineal de V.

De la propia definicion se sigue inmediatamente:

Corolario 4.2. Dado un e.v. V de dimension n, el espacio dual V*(K), dotado de sus operaciones
naturales, es un espacio vectorial de la misma dimension n.

Demostracion. Basta con particularizar las propiedades generales de Lin(V,V’) para concluir que
V* = Lin(V,R) es un e.v., cuya dimensi6n resulta ser: dimV -dimK =n-1=n. 1

Si fijamos una base ordenada B = (vy,...,v,) de V(K) y tomamos {1} como eleccién estandar
de una base en K(K) entonces para cada ¢ € V*(K) podemos calcular la matriz de la aplicacién ¢
expresada en dichas bases M (¢, {1} < B), la cual resulta ser igual a (¢(v;)...¢(v,)). De esta forma,
siv=Ya;v; €V entonces

ai

an
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=M(,{l}«<B)-| : |€K.

an
Por ejemplo, dado ¢ : R® — R, 0(x,y,z) = x — 2y + 3z, se tiene M(0, {1} < B) = (1,-2,3).

Ejercicio 4.3. Demostrar que toda forma lineal ¢ € (K")*(K) se escribe como ¢(x1,...,x,) =Y 1 bixi
para ciertos by,...,b, € K.

Observacion 4.4. Por el ejercicio anterior, el niicleo de una forma lineal ¢ € (K")*(K) es el conjunto
de soluciones del sistema lineal homogéneo:

bixi+ -+ bux, =0,

cuyas soluciones, siempre que ¢ no sea la forma lineal nula, constituyen un subespacio vectorial de
dimension n — 1. Estas propiedades se generalizan automaticamente a cualquier espacio vectorial V,
sin mds que fijar una base ordenada y calcular M (¢, {1} < B).

La importancia del ndcleo para las formas lineales se pone de manifesto a continuacioén.

Proposicion 4.5. Sea ¢ € V*(K):

(a) Si ¢ no es la forma lineal nula entonces Nuc(d) es un hiperplano vectorial, esto es, dimgNuc(0) =
n—1.

(b) Si H C 'V es un hiperplano vectorial, existe un forma lineal ¢ tal que Nuc(¢) = H.

(c) Dos formas lineales no nulas ¢, son proporcionales (esto es, Y = ad para algiin a € K\ {0})
si y s6lo si sus niicleos coinciden.

Demostracion. (a) Por el teorema del rango, dimgNuc(¢) = n—dimgIm(¢). Como Im(¢) C Ky ¢ no
es la forma lineal nula, Im(¢) = K, de donde dimgIm(¢) = 1y se sigue el resultadcﬂ

(b) Sea By = {vi,...,v,—1} una base de H y sea v, € V cualquier vector que amplia By a una
base Bde V (esto es, v, & H). La tnica forma lineal ¢ : V — K tal que

O) = =01) =0,  0(vy) =1

satisface claramente H C Nuc(¢) € V. Como la dimensién de H coincide con la de Nuc(¢) (por el
apartado (a)), H = Nuc(9).

(c) Claramente, de ¥ = ad se sigue ¢(v) =0 = y(v) = 0, esto es, Nuc(¢) CNuc(y) y, como
a # 0, también se verifica la inclusion contraria. Reciprocamente, llamemos H al nicleo comin, H =
Nuc(¢) = Nuc(y) y, como en el apartado anterior, construyamos una base B ampliando una By de H.

Se tiene entonces:
M(¢,{1} < B)=(0,...,0,0(vn)), O(va) #0
M(y, {1} < B) = (0,...,0,¥(vn)), y(va) #0

por lo que basta con tomar a = y(v,) - ¢(v,) . I

Ejercicio 4.6. (1) Si O,y € V*, demostrar: Y = ad para algiin a € K si y solo si Nuc(¢) C Nuc(y).

(2) Demostrar que las aplicaciones ¢,y : R? — R, d(x,y) = 2x + y,y(x,y) = x — 2y son for-
mas lineales independientes. Representar grdficamente los niicleos de ¢, y,20 y ¢ +\ asi como las
preimdgenes de 1 € R para cada una de esas formas lineales.

La observaciénsugiere una demostracién con un punto de vista alternativo.
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4.2. Base dual

Consideremos los espacios vectoriales V(K ), V*(K) y fijemos una base B = (vy,...,v,) de V(K).

Teorema 4.7. Existe una tinica base B* = (¢',...,¢") de V*(K) que verifica
0'(vj) =8, Vije{l,....n}, (donde 8'es la delta de Kronecker). 4.1)
A esta base B* se le llamard base dual de la base B.

Demostracion. Mediante el procedimiento de extension lineal (teorema 3.8) se sigue inmediatamente
que, para cada indice i € {1,...,n} las relaciones (4.1I)) definen univocamente una forma lineal. Por
tanto, basta con demostrar que el conjunto B* es linealmente independiente (recuérdese que dimgV =
n). Sean ay,...,a, € K tales que:

a0+ +a,0" =0

donde el 0 a la derecha debe entenderse como la forma lineal nula (0(v) = 0,Vv € V). Aplicando
ambos miembros de la igualdad a cada vector de la base v; se obtiene

0=

(ngE

ai¢i(vj) = Zalé’j = aj
i=1

1

como se queria. I

Corolario 4.8. Si v €V verifica ¢(v) = 0 para todo ¢ € V* entonces v = 0.

Demostracion. Siv # 0 se puede ampliar una base B = (v =vy,v3,...,v,) de V, y el primer elemento
¢! de B* verifica ¢'(v) =1#£0. I

Observacion 4.9. Para los elementos de la base dual se tiene

M(¢' {1} +B) = (1,0,...,0)

M@ {1} < B) = (0,0,....1).

Esto es, la base dual coincide con la base Bg 5 obtenida en general para Lin(V,V’) en el teorema
para V' =R, B' = {1}. De hecho, como en el caso de Lin(V,V’), se tiene para cualquier forma lineal
¢ que M(0,{1} < B) coincide con las coordenadas (escritas por filas) de ¢ en la base B*.

Esta tdltima observacion justifica el siguiente convenio.

Convenio. Usaremos la notacién M(¢,B) := M(0,{1} < B), y abusaremos del lenguaje llamando a
esta matriz (tipo fila) coordenadas de ¢ en B (en lugar de coordenadas de ¢ en B*, que propiamente es
una matriz columna). Por este motivo, también denotaremos ¢ = M (9, B); esto es, 0 = (¢p+)".

Observacién 4.10. Fijada la base B = (vy,...,v,) y su base dual B* = (¢',...,¢") se verifica ¢/ (v) =
O/ (Y av) =YY" a0/ (vi) =Y a8 = al. Esto es,

n

v=0'Wvi+-+ " v =Y 0’ V)i, WEV.
i=1
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Andlogamente, si € V*y 0 = Y., b;¢' entonces ¢(v;) = ¥ b;8; = b;. Esto es,

n

O=0()o" +--+0()9" = Y o(v)o', VoeV. (4.2)

i=1

Convenio. Los siguientes convenios sobre las posiciones de indices (que se seguirdn en adelante) re-
sultan imprescindibles para el estudio sistematico y uso practico de tensores. El lector sélo interesado
en el espacio dual puede o no seguirlos.

Los indices de los vectores de la base B se escribirdn como subindices B = (v, ..., v,) mientras
que las coordenadas de un vector v en la base B se escribirdn como superindices (a',...,a") de modo
que se tiene: v =Y a'v;.

Los indices de las formas de la base B* se escribirdn como superindices B = (¢',...,0") mientras
que las coordenadas de una forma ¢ en la base B* se escribirdn como subindices (by,...,b,) de modo

que se tiene: ¢ = Y, b;0'.

Las matrices de cambio de base que se estudiardn a continuacién serdn consistentes con este
convenio, levantando cuando sea preciso el indice de fila (para el cambio en V) o el de la columna
(para el cambio en V*); esta notacion sera también consistente con el convenio que se seguird para
aplicaciones lineales y trasposicion, tomando esas aplicaciones como la identidad.

Cambio de base en el dual

Sean B = (v1,...,v,), B= (71,...,7,) dos bases de V(K) y B = (¢0!,...,0", B = (9,...,8")

sus respectivas bases duales. Supongamos que

n
V=Y d i, vje{l,...,n} 4.3)
i=1
es decir,
al1 aln
M(Iy,B«B)=(d)ij=| + . : |. (4.4)
a" a’,

Siguiendo estos convenios de posicion de indices, si v € V' y escribimos v =Y, a'v; = Z;?:l a'vjse
: i_yn i =j
tiene a' =Y. a';a’. Esto es,

1

S
Q

=M(ly,B<«+ B)- :
a" a’
Proposicion 4.11. Con la notacién anterior:
M(Iy+,B" < B*) = M(Iy,B + B)". 4.5)
Demostracion. Escribimos ahora ¢f = i1 jk(T)j donde los elementos de la matriz (b jk) serdn los de

la matriz M (1d B« B*) (el indice superior es ahora el segundo, por lo que indicara columna y no
fila). Asi, li se sigue de b jk =0k(v;) = akj (la primera igualdad por ). |
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Observacion 4.12. Como consecuencia de 1} sio=Y" b= =1 b ]6] se tiene
b ji= Z a’ j b,‘,
i=1

: : ho— (5. — Vv i _\n i :
(o bien, directamente, b; = ¢(v;) = i a';0(v;) = ¥ a'; b;). Es de remarcar que, en las igualdades
anteriores, si un indice aparece libre en un miembro de la igualdad (esto es, no se corresponde al de
un sumatorio en ese miembro), también aparece libre y en la misma posicion (arriba o abajo) en el
otro miembro.

Ejercicio. Se consideran en R? la base usual B, y la base
B=((0,1,1),(1,0,1),(—1,—1,0)).

Hallar las coordenadas de la forma lineal ¢(x,y,z) = x+2z en B: y B, asi como la matriz de cambio
de base M(Iy-,B: < B").

" u

4.3. Teorema de Reflexividad

Sean V(K) y V*(K) un espacio vectorial y su dual, respectivamente. Podemos considerar el dual de
V*(K), o bidual de V(K): V**(K) = (V*(K))*. Estos tres espacios vectoriales tienen igual dimension
y, por tanto, son isomorfos. Sin embargo, mientras que no existe ningtin isomorfismo candnico general
entre V(K) y V*(K), si podemos definir uno entre V(K) y V**(K). Ello, en la practica, equivale a
considerar ambos espacios como iguales y a que no nos resulte necesario recurrir a espacios como el
dual del bidual V***(K) (que seria naturalmente isomorfo al dual V*(K)), etc.

Lema 4.13. Fijado un vectorv €V la aplicacion

d,: V" =K
o —o(v)

es lineal y, por tanto, pertenece al bidual V**(K).
Demostracion. Aplicando la definicién de ®,,

D, (a +by) = (ad+by)(v) = ad(v) +by(v) = a®,(9) + b, (y)

para todo 0,y € V* y para todo a,b € K. 1

Teorema 4.14. (de Reflexividad). La aplicacion

bV SV
v =,

es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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Demostracion. Por el lema anterior, la aplicacion & estd definida consistentemente. Para demostrar
que es lineal, debemos comprobar que @y 1p(= P(av+bw)) es igual a a®, + b, (= adP(v) +
b®(w)) para todo v,w € V, a,b € K. Para ello, aplicamos ambos a una forma lineal genérica ¢ € V*:

Dy ipw(9) = Olav+bw) =ad(v)+bd(w)
(a®y, +bDy)(0) = aPy(0) + 5Dy (0) = ad(v) +bd(w),

comprobandose que son iguales. Para demostrar la biyectividad de ®, basta con comprobar su inyec-
tidad (al tener V' 'y V** la misma dimension ﬁnitaﬂ esto es, Nuc(®) = {0}. Sea v € V tal que ¥, es la
forma nula del bidual. Esto quiere decir ®,(¢) = 0, esto es, ¢(v) = 0, para todo ¢ € V*, lo que implica
que v es 0 (véase el corolario . |

Corolario 4.15. Toda base B' = (0',...,¢") de V*(K) es la base dual de una iinica base B de V (K).

Demostracion. En efecto, dada la base del dual B’, podemos tomar su base dual B C V**, y escribir
B* =(®,,,...,®,,)donde B= (vi,...,v,) es labase ® ! (B*) de V(K), proporcionada por el teorema
de reflexividad. Se tiene entonces

8 =a,(0)=0'(vj), Vije{l,...,n},

la primera igualdad por ser B la base dual de B’ y la segunda por la definicién de ®. En consecuencia,
B’ satisface la ecuacién ¢'(v;) = 53 que define la base dual de B, estoes, B* = B'. I

Observacion 4.16. El significado del Teorema de Reflexividad puede entenderse como sigue. Sean B,
B dos bases de V (K). Sabemos que existe un tnico isomorfismo F : V — V* que, de manera ordenada,
aplica B en B* y, andlogamente, un tnico isomorfismo G : V* — V** que aplica B* en su base dual
B**. De igual modo, con B obtenemos isomorfismos F : V — V*, G : V* — V**. En general, F # F y
G # G. Sin embargo, las composiciones GoF,GoF : V — V** si verifican Go F = Go F’; de hecho, por
el corolario ambos coinciden con el isomorfismo que proporciona el Teorema de Reflexividad.

4.4. Anuladores

Como se comenté en la observacién[4.4] el niicleo de una forma lineal siempre se puede ver como
la solucién de un sistema lineal homogéneo de una sola ecuacién:

ax' +---+ax"=0.

En el caso de que tengamos un sistema de m ecuaciones, cada fila de su matriz A = (&' j) proporciona

una forma lineal ¢/ que “anula” a todas las soluciones del sistema. En general, todo subespacio vecto-
rial U puede verse de este modo cuando escribimos unas ecuaciones implicitas para él. Desarrollamos
a continuacion estas ideas.

Definicion 4.17. Dado cualquier subconjunto S C 'V, se define su anulador en V* como

an(S) ={p eV :0(v)=0,Vv € S}.

2Es de remarcar que esto no ocurre en dimensién infinita, por lo que el estudio del espacio dual es mas complicado
entonces.
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Proposicion 4.18. EI anulador verifica las siguientes propiedades:
(1) an(S) es un subespacio vectorial de V*.
(2) Si S C § entonces an(S) D an(S').
(3) an(S) = an(L(S))
(4) an({0}) =V*; an(V) = {0} (donde 0 € V* es la forma lineal nula).

Demostracion. (1) Sean ¢,y € an(S), a,b € K. Entonces, para cualquier vector v de S:
(a+ by)(v) = ad(v) + b(v) =a-0+b-0 =0,

esto es, ad + by € an(S)

(2) Es inmediato (jcompruébese!).

(3) La inclusién D es consecuencia del apartado anterior. Para la contraria, sea ¢ € an(S) y w €
L(S), estoes, w = Y aviconvy,...,v, €S. Entonces,

o(w) = q)(iaivi) = iaﬁb(w) = i{ai -0=0.

(4) Trivialmente, an({0}) C V*, y la inclusién contraria se da porque ¢(0) = 0 para todo ¢ € V*
(al ser ¢ una aplicacién lineal).

Trivialmente, an(V') D {0}, y la inclusién contraria equivale a decir que si v € V verifica ¢(v) =0
para todo ¢ € V entonces v = 0, lo que ya es conocido (corolario . |

Teorema 4.19. Sea U un subespacio vectorial de V (K) de dimension m. Entonces:

(1) dimg(an(U)) =n—m.

(2) Si ® es el isomorfismo del teorema de reflexividad entonces ®(U) = an(an(U)), esto es, con
la identificacion natural de V y V**, U = an(an(U)).

(3) Dado otro subespacio W, se tiene que U =W siy sélo si an(U) = an(W).

Demostracion. (1) Sea B= (vi,...,Vm,Vim+1,---,Vs) una base de todo V(K) obtenida ampliando una
By = (vi,...,vy) de U. Labase dual B* = (0',...,0™,0™"! ... ¢") verifica {0""!,...,¢"} C an(U)
trivialmente. Puesto que este conjunto es linealmente independiente y consta de n — m elementos, basta
con comprobar que es un sistema de generadores de an(U ). Para ello, sea ¢ € an(U) y escribdmoslo
como combinacién lineal de B*:

O=010"+... 00" + by 0" 4 b0

Como cada b; verifica b; = ¢(v;) y los primeros m vectores de B pertenecen a U (que estd contenido
en el ndcleo de 0), se sigue b; = -+ = b,, = 0, como se queria demostrar.

(2) Como por el apartado anterior dimg (an(an(U)) = n— dimg(an(U)) = dimg (U ), la cual coin-
cide con dimg (P (U)), basta con demostrar la inclusién C, que es inmediata (para cada u € U y todo
¢ € an(U) se tiene ®,(0) = ¢(u) =0, esto es, , € an(an (U)) como se queria)

(3) La implicacion hacia la derecha es trivial. Hacia la izquierda, de an(U) = an(W) se sigue
an(an(U)) = an(an(W)) y por el apartado anterior U = W. 1

Observacion 4.20. Desde el punto de vista tedrico, el punto (1) del teorema permite construir
explicitamente una base del anulador de S:
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Paso 1: se determina una base Bg = {vy,...,v, } de L(S).

Paso 2: se amplia hasta una base B = (Vi,..., Vi, Vii1,---,Vn) de V(K).

Paso 3: Se construye la base dual B* = (¢!,... ¢", ¢+ ... ¢").

Paso 4: {0™T!,... 0"} es la base de an(S) que se buscaba.
Ademas, puede usarse que si se construy6 la base B calculando sus coordenadas respecto a otra base
prefijada By, esto es, si se conoce M(ly, By < B), entonces el Paso 4 se resuelve sin mds que tener en
cuenta M(Iy,By <— B)' = M(ly~,B* < By;), y calcular la inversa de esta tltima matriz.

No obstante, desde un punto de vista practico, debe tenerse en cuenta lo siguiente. Siempre que
se tenga un subespacio vectorial U determinado por unas ecuaciones implicitas (bien porque se esté
trabajando en K"(K) o, con mds generalidad, porque se haya prefijado una base B de V y se esté
trabajando con coordenadas en esa base):

alx'+ ... +dx =0
St =0
entonces la fila i-ésima puede verse como la ecuacién del niicleo de la forma lineal W' tal que
Y = (d'y,....d,)

de modo que una base de an(U) es, directamente f| {y',... y"}.
Por otra parte, el punto (2) del teorema anterior asegura que, si {y', ..., y"} genera el anulador
de U, entonces U es el anulador de {w',... y™"}.

Observacion 4.21. En resumen, desde un punto de vista practico, en el caso de que U esté determi-
nado por ecuaciones implicitas, estas ecuaciones proporcionan directamente an(U ). En el caso de que
U estéd determinado por paramétricas, bastarfia entonces con calcular sus ecuaciones implicitas, para
lo cual podemos aplicar lo estudiado en la Seccion [2.4.4] (usando eventualmente propiedades de los
determinantes).

Ejemplo 4.22. En el Ejemplo una base de an(U) estd formada por las formas lineales {0, y}:
O(x1,x2,x3,%4) = —3x1 +5x2 —4xz,  W(x1,x2,x3,X4) =x1 +9x2 —4dxy V(x1,x2,X3,x4) € R*.
Ejercicio 4.23. Se consideran los siguientes subespacios vectoriales de R3:
U={(x,yz) eR¥:x—y+z=0}, W=L({(1,1,1),(3,2,0)}.
Calcular bases de an(U), an(W), an(U +W) y an(U NW).

Ejercicio 4.24. Sean U,W dos subespacios vectoriales de V(K). Demostrar:

(1) an (U+W) =an(U)N an(W),

(2) an (UNW) = an(U)+ an(W).

Nota: es posible demostrar el apartado (2) a partir del apartado (1) (tomense los anuladores de
cada miembro de (2) y apliquense (1) y el teorema de reflexividad).

3Por supuesto, si no estuviera garantizado que las ecuaciones son independientes, este conjunto de formas serfa un
sistema de generadores de an(U), del cual se podria extraer una base.
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Ejercicio 4.25. Dado cualquier subconjunto S C V* definimos su anulador en'V como
an(S)={veVv:o(v)=0,¥6c S} (= NopesNuc(9)).

(1) Enunciar propiedades para an(S) andlogas a las vistas para an(S) en la proposicion
comprobdndolas de dos maneras: (a) directamente, y (b) aplicando el teorema de reflexividad.

(2) Comprobar que, en el caso finito, S = {0',...,0™}, su anulador puede escribirse como la
solucion de un SEL homogéneo de m ecuaciones y n incégnitas (véase la observaciond.4).

(3) Demostrar que si S C V*, su anulador en V, any(S) y su anulador en V**, any(S) estdn

relacionados por el teorema de reflexividad, esto es, ®(any (S)) =any+(S).

4.5. Trasposicion de aplicaciones lineales

Sean V(K), V/(K) dos espacios vectoriales de dimensiones n,m € NU{0} y f:V — V' una
aplicacion lineal. Para cada ¢/ € V*(K) podemos considerar la composicion de aplicaciones lineales
¢'of:V — K. Esta composicién también lineal y, por tanto, ¢' o f € V*(K).

Definicion 4.26. Dada una aplicacion lineal f : V — V', su aplicacion traspuesta f* se define por:

frvr v
O = f1(¢) =0 0of.

Las propiedades de la trasposicién se resumen en el siguiente resultado.

Proposicion 4.27. Sea f:V — V' lineales.

(1) La aplicacion traspuesta ' es lineal.

(2) Il, = Iy, esto es, la traspuesta de la aplicacion identidad en'V es la identidad en V*.

(3)SiV" es otro ev. y h: V' — V" es lineal entonces (ho f)' = flol.

4) (f+g) =f+gvy(a f) =a-f, para todo g € Lin(V,V’), a € K. Mds aiin, la aplicacién
trasposicion

t:Lin(V,V') — Lin(V"*,V*)
fo=r

es un isomorfismo de espacios vectoriales.
(5) Con la identificacion natural de V con V** y V' con V'**,

f=() estoes  f=()o(f) o
donde ®:V — V**, @ : V! — V™** son los isomorfismos naturales por reflexividad.

Demostracion. (1) Veamos que, para todo ¢,y € V™* y a,b € K se tiene f'(a-¢'+b-y) =a-
FH (&) +b- f'(y). Como ambas expresiones pertenecen a V*, comprobaremos que proporcionan el
mismo resultado al aplicarlas a un v € V arbitrario:

[f'(@- 0" +b-y)(v) = (a-¢'+b-W)(f(v) =a-0'(f(v)) +b-¥(f(v))
[a-f1(@)+b-f (W) = a-[f(O)])+b- [ (W)](v) =a-0(f(v)) +b- ¥ (f(v)

donde en la primera igualdad de la primera linea y la dltima de la segunda se usa la definicion de la
traspuesta.
(2) Paratodo ¢ € V*, I},(0) = doly = ¢.
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(3) Como (ho f)', f' oh' : V" — V* debemos comprobar que, para todo ¢" € V"* se tiene (ho
F)H0") = fToh'(¢"). Ambas expresiones pertenecen a V*, y es facil comprobar que coinciden:

(ho f)(9") = ¢"o(hof)
(fo)(@") = f(H(")=f(¢"coh)=(¢"oh)of,

y la igualdad se sigue de la asociatividad de la composicion.

(4) Para probar la linealidad basta con tomar también b € K y demostrar (a- f+b-g) =a- f' +
b-g'. Como ambas se definen de V"* — V*, debemos demostrar (a- f+b-g)' (¢') = (a- f'+b-g")(0)
para ¢/ € V'*:

(a-f+b-g)(¢)= ¢o(a-f+b-g)
(@ f'+b-g)(0)= a-f(¢)+b-g(¢)=a-(§'cf)+b-(¢'og)

y la igualdad de ambas expresiones se sigue de la linealidad de ¢’ (jcompruébese aplicdndolas a un
v € V arbitrario!).

Para demostrar que la aplicacién trasposicién es un isomorfismo, basta con comprobar que es
inyectiva (al tener su dominio y codominio la misma dimensién), y para esto que su nucleo es 0, esto
es, si /' =0 entonces f = 0. Ahora bien, si f' = 0 se tiene f'(¢') = ¢’ o f = 0 para todo ¢’ € V'*. Asi,
para cada v € V se tiene ¢/ (f(v)) = 0 para todo ¢’ € V"*, por lo que f(v) = 0, como se queria.

(5) Debemos demostrar @' o f = (f*)" o ®. Como ambas tienen a V como dominio y a V"** como
codominio, debemos demostrar que CID}(V)(: @ o f(v)) coincide con (f*)"(®,)(= (f") o ®(v)) para
todo v € V. Como ambos pertenecen a V'**, debemos comprobar que coinciden al aplicarlo a un
¢’ € V'* arbitrario:

) (¢)

o'(f(v))
() (@)](¢) = [@

vo f11(07) = B [f1 ()] = Py (¢ 0 f) = (9" £)(v),

esto es, la igualdad se cumple aplicando las definiciones de trasposicién e isomorfismos @, ®’. 1

Para trabajar con bases, fijemos la siguiente notacién. Tomamos bases B = (vi,...,v,), B’ =
(Vh,...,vh)enV y V', resp., y sus correspondientes bases duales B* = (¢',...,¢"),B* = (¢',...,¢").
Aunque no sea imprescindible, conviene subir uno de los indices de las matrices de las aplicaciones
lineales, el de fila o el de columna segiin la aplicacion sea entre V 'y V' o sus duales. Esto es:

e Al construir M(f,B' <+ B) subiremos (consistentemente con convenios anteriores) el primer
indice (filas) para los elementos de esa matriz , esto es, escribiremos f(v;) =Y d' v En consecuencia,
para cada columna j, los @' ; son las coordenadas del vector f (vj) enlabase B, con el correspondiente
indice i arriba.

e Sin embargo, si A* : V* — V'* es una aplicacién lineal entre los correspondientes espacios duales,
para los elementos de la matriz M (h*,B™* < B*) subiremos el segundo mdlce (columnas), esto es,
escribiremos 7*(¢/) = Y, a lj ¢"’. En consecuencia, para cada columna j, los a;’ son las coordenadas de
la forma h*(¢/) en la base B'*, con el correspondiente indice i abajo.

Proposicion 4.28. La matriz de la aplicacion traspuesta f' verifica:

M(f',B* + B*)=M(f,B' < B)".
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Demostracion. (i) Si se denota por a' j (resp. bij ) el elemento (i, j) de la matriz de f (resp. de f*) se
obtiene:

L .
a ﬁb”(%) = aji

b = [P @) = @ 0 £)() = 07 () = ¢’f<lila6vé> =

N
™=
L

(obsérvese que el indice de columna y el de fila a la izquierda coincide, resp. con el de fila y columna
ala derecha). 1

Observacion 4.29. Tomando f = Iy, de este resultado se reobtiene la férmula del cambio de base:
M(ly-,B* + B"*) = M(I},,B* + B"*) = M(ly,B' + B)'.

La proposicion anterior permite afirmar que el rango de f coincide con el de su traspuesta, supues-
to conocido que el rango de una matriz coincide con el de su traspuesta. No obstante, el siguiente
resultado permite dar una demostracién directa para aplicaciones lineales y, en consecuencia, deducir
ese resultado para matrices.

Teorema 4.30. Para cualquier aplicacion lineal f :V —V':
(i) an(Im f) = Nuc(f").
(ii) rango(f) = rango(f").
En consecuencia, para cualquier matriz A € My, (K) se tiene rango(A) = rango(A").

Demostracion. (i) Sea ¢’ € V*, aplicando las definiciones:

o' ean(Imf) < o (f(v)=0,WweV & ¢of=0 < f(¢)=0 < ¢ cNucf
(ii) Aplicando el teorema del rango a f”, el apartado anterior y que dim(an(Im(f)) = m—dim(Im(f)):
rango(f") := dim(Imf*) = m — dim(Nucf*) = m — dim(an(Im(f)) = dim(Im(f)) = rango(f).

Finalmente, para demostrar la tltima afirmacion, dada A podemos hallar una aplicacién lineal f
cuya matriz asociada sea A (corolario[3.32) y el rango r de f coincidird con el de A (proposicién [3.37).
Segiin se acaba de demostrar, r coincide con el rango de f* y, como A’ es la matriz asociada a f’ en
bases apropiadas (proposicién , el rango de A’ coincide con r. |

Observacion 4.31. Este dltimo resultado muestra que se puede desarrollar toda la teoria de aplicacio-
nes lineales independientemente de la de matrices. Una vez hecho esto, las propiedades de las matrices
se deducen inmediatamente de las de las aplicaciones lineales.

Corolario 4.32. an(Nuc f) = Im(f").

Demostracion. Las siguientes dos demostraciones tienen interés propio.

Dem. 1 Aplicando el apartado (i) del teorema anterior a f’, se sigue an(Im f")=Nuc((f")").
Tomando anuladores en ambos miembros se tiene an(an((Im f*))=an(Nuc((f*)")), y el resultado se
sigue aplicando el teorema de reflexividad en V*. J

Dem. 2 Para la inclusién (D), dado ¢ € Im(f"), sea ¢/ € V'* tal que ¢ = f*(¢’) = ¢’ o f. Claramente,
esta composicion se anula sobre Nuc(f) por lo que ¢ € an(Nuc(f)).

La inclusién (C) se obtiene directamente porque las dimensiones de ambos subespacios son igua-
les: dim(an(Nuc f))= dim(Im(f))= dim(Im(f")), la dltima igualdad por (ii) del teorema O
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Por completitud, incluimos también a continuacién una demostracién directa y constructiva de la
inclusién (C).

Demostracion alternativa de (C). Sea ¢ € an(Nucf), esto es, Nuc(f) C Nuc(¢). Podemos suponer
¢ # 0 (pues el resultado seria trivial en este caso), con lo que Nuc(0) tiene dimensién n — 1. Cons-
truyamos una base B = (vi,v2,...,V,Vri1,...,Vy) de V tomando primero una base de Nuc(f), que
constituird los ultimos n — r vectores de B, amplidndola a continuacién a una base de Nuc(¢), que
constituira los vectores de B a partir del segundo, y finalmente ampliando ésta a una base de V usando
un vector v; (el cual, obviamente, no pertenecerd a Nuc(¢)) de modo que ¢(v;) = 1. Necesariamente,
Bl = {f(1),...,f(v;)} C V' es una base de Im(f), y podemos escoger una forma lineal ¢’ que
cumpla: ¢'(f(v1)) =1y ¢' se anula sobre f(v2),...,f(v,;) (por ejemplo, ¢’ se puede construir am-
pliando Bj,, ¢ hasta una base ordenada B’ de V y escogiendo el primer elemento de su dual B™). Se
sigue entonces ¢ = f*(¢’), pues al aplicar f*(¢’) sobre la base inicial B se obtiene:

FO)v)= ¢'(fv))=1 (=6(n)) (por la eleccién de ¢')
F O = ¢(Fn) =0 (=0(w)) Vke{2,...,r} (por la eleccién de ¢')
FONv) = ¢(fw) =0 (=0(w)) Vke{r+1,....n} (porque f(vx)=0)

En consecuencia, ¢ € Imf’, como se queria demostrar. I

Corolario 4.33. (i) f es suprayectiva si y sélo si f' es inyectiva.
(ii) f es inyectiva si y sélo si f' es suprayectiva.

Demostracion. (i) f es sobre siy sélo si Imf = V', lo que equivale a an(Imf)= {0} y, por el apartado
(1) del teorema a que Nucf’ = {0}, esto es, a que f’ sea inyectiva.

(ii) Razoénese andlogamente usando el corolario(o bien aplicando el apartado (i) a f* y usando
el teorema de reflexividad). 1

Observacion 4.34. Sin=dim V, m = dim V' € N es facil comprobar:
(A) f es suprayectiva < las columnas de M(f,B’ < B) forman un sistema de generadores de K™
< el rango (por columnas) de M(f,B’ < B) es m.
Andlogamente:
(B) f es inyectiva < las columnas de M(f,B’ +— B) son linealmente independientes en K"
& el rango (por columnas) de M(f,B’ < B) es n.
Puesto que M(f",B* + B”*) = M(f,B' +— B)' se tiene aplicando la anterior a f':
(A’) f' es es suprayectiva <> las filas de M(f, B’ < B) forman un sistema de generadores de K"
& el rango (por filas) de M(f,B' < B) es n.
y andlogamente:
(B’) f" es inyectiva <> las filas de M(f,B’ < B) son linealmente independientes en K"
< el rango (por filas) de M(f,B’ < B) es m.
Como por el teorema el rango por filas de M(f,B’ «+— B) coincide con su rango por columnas, se
siguen: (A) & (B’), (B) & (A’) (lo que proporciona una demostracién alternativa del corolario 4.33).
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Tema

Determinantes

El lector tendra probablemente cierta familiaridad con diversas interpretaciones del determinante
de una matriz cuadrada, al menos en los casos 2 x 2 y 3 x 3. Si se consideran las columnas de esas
matrices como elementos de R? y R3, el valor absoluto del determinante se corresponde, respectiva-
mente, con el drea del paralelogramo cuyos lados estdn generados por los dos vectores de R? y el
volumen del paralelepipedo de lados generados por los tres vectores de R>. En particular, esta drea o
volumen es cero si y s6lo si los correspondientes vectores son linealmente dependientes (esto es, el pa-
ralelogramo degenera en un segmento o en un punto, y el paralelepipedo en un paralelogramo o en un
segmento o en un punto). Todo ello es generalizable a dimensién superior. Nosotros desarrollaremos
el concepto de determinante sin entrar en la discusidn de los conceptos de drea o volumen (los cuales
es natural posponer hasta el estudio de longitudes en espacios vectoriales métricos); no obstante, dare-
mos algunas interpretaciones intuitivas sobre determinantes (secciones[5.2.1}[5.4.1][5.4.2)). Asimismo,
desarrollaremos aqui el concepto de determinante en relacién con nuestro estudio de endomorfismos.

Recordemos que el concepto de determinante de una matriz cuadrada y bastantes de sus propieda-
des elementales se conocen desde la seccion[I.5] Ahora revisaremos este concepto y terminaremos de
demostrar sus principales propiedades. Nuestro estudio se desarrolla en cuatro pasos: (1) el concepto
de tensor determinante, (2) el tensor determinante asociado a una base ordenada (lo que muestra, en
particular, la existencia de tensores determinantes no idénticamente nulos), (3) el determinante de una
matriz cuadrada, como caso particular del anterior, y (4) el determinante de un endomorfismo, con el
que se gana en abstraccion y, como recompensa, se obtiene simplicidad en algunas demostraciones.

Salvo mencién explicita de lo contrario, V(K) serd en adelante un e.v. de dimensién n € N sobre
un cuerpo K de caracteristica distinta de 2. Aunque no presupondremos el estudio de determinantes
del tema I} avisaremos con diversas notas la aparicién de razonamientos andlogos a los desarrollados
en ese tema.

5.1. Tensores determinantes

Definicion 5.1. Sea V(K) un e.v. de dimension n € N. Diremos que una aplicacion:
D:Vx--x"Wy 5K (5.1)

es un tensor determinante si verifica:
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(i) Es multilineal, esto es, lineal en cada una de sus n variables en el sentido:

DWi,...,aWiy...,wy) = a-Dwi,...,Wi,...,wy)
DWi,...,wi+Wi,...,wy) = D(Wi,...,Wiy...,wn) +D(wi,...,wh ..., w,)

para tod(ﬂwl,...,wn,w§ eV,ackK, ie{l,...,n}.

(ii) Es antisimétrico (o hemisimétrico), esto es, para cada par de variables i, j € {1,...,n}, i < j,
se verifica:
D(Wi,..c,Wisoo oWy oo ,Wy) = —=D(Wi, .0, Wiy Wiy oo, W) (5.2)

Nota 5.2. El determinante de una matriz det A visto en el tema[I] (definicién puede verse como
una aplicacién que, a la n-tpla de columnas de A (vistas como elementos de K"(K)) le hace corres-
ponder un escalar, lo que puede verse como un caso particular de (3.1)). Las propiedades (i), (i) que
definen el tensor determinante pueden verse entonces como una abstraccion de las correspondientes
propiedades que se dedujeron para det A (las[3]y [ de la seccion[1.5.2)).

Observacion 5.3. Puesto que suponemos que la caracteristica de K es distinta de 2, la propiedad de
ser antisimétrico equivale (supuesta la multilinealidad de D) a la de ser alternado, esto es,

D(Wi,.. Wisoo oy Wiy ywy) =0, si wi=w; (5.3)

para cualquier par de indices i < j (se sefialan sé6lo las posiciones i-ésima y j-€sima entre puntos
suspensivos). FormalmenteE]:
(=) Si D es antisimétrico se tiene aplicando (5.2) para w = w; = w:

DWi, ..oy, Wy W) = —D(Wi, ooy wy oo Wy W)

por lo que 2D(wy,...,w,...,w,...,w,) = 0, y como caracteristica(K) # 2 se sigue (5.3).
(<) Si D es alternado, se sigue de (5.3)) poniendo w = w; +w; en las posiciones i-ésima y j-ésima:

0= DWi,...,w=wWi+Wj,...,Www;+wj,...,w,)
= DWi,.. oy Wise o, Wiso oo swy) DWWy W, W)
+D(Wi, oo Wiy Wiy W) D (Wi, Wiy Wiy W),

donde en la dltima igualdad se ha usado la linealidad respecto a las variables i, j. Usando de nuevo
(5.3) los dos primeros sumandos del tltimo miembro son nulos y se obtiene (5.2).

Es facil comprobar que el conjunto D(V') de todos los tensores determinantes sobre V tiene una
estructura de espacio de espacio vectorial.

Ejercicio 5.4. Compruébese, en el conjunto D(V) de todos los tensores determinantes sobre V, la
suma D+ D' y el producto por escalares a-D para D,D’' € D(V),a € K definidos por:

(D+D)(wiy...owy) = D(wi,...,wy)+D'(wi,...,wy)
(@a-D)(Wi,...,wy) = a-D(wy,...,wy)
para todo wy,...,w, €V, son también tensores determinantes y, con estas operaciones, (D(V),+,-K)

resulta ser un espacio vectorial soerﬂ K.

En general, un tensor m-covariante es una aplicacién V x - - - x (my K que es multilineal en este sentido.
2Este tipo de propiedad se discuti6 ende la de la seccién|1.5.2
3De hecho, pueden verse como un subespacio vectorial del espacio vectorial de todas las aplicaciones V x - - - X My K.
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Proposicion 5.5. Todo tensor determinante D verifica:
(1) Para cualquier permutacion 6 € Sy:

D(Ws(1)s- - s Wo(n)) = Sig(0) -D(wi,...,wy)

(2) D(wi,...,wi,...,w,) =0sialguno de los vectores w; es 0, o si se repiten dos de los argumentos
de D (esto es, w; = w; para algin par de indices i # j).

(3) Si uno de los vectores w; es una combinacion lineal del resto de vectores, el valor del determi-
nante se anula, esto es:

k 1 k—1 _k+1
D(wl,...,Zawk,...,wn):O, VYa',...,a" " ,d"",...d" €K.
iZi

(4) Si a uno de los vectores w; se le aiiade una combinacion lineal del resto de vectores, el valor
del determinante no cambia, esto es:

D(wl,...,wi—i—Zakwk,...,wn) =D(Wi,...,Wi,...,Wy).

ki
(5) D queda determinado por su valor sobre una base B = (vy,...,v,). Esto es, si D'y D' son dos

tensores determinantes sobre V tales que D(v1,...,v,) =D'(v1,...,v,) entonces D = D'

Demostracion. EI(I) Si 6 es una permutacion sig(c) = —1 y la propiedad se deduce de la antisimetria

de D. En caso contrario se escribe ¢ como composicidon de k trasposiciones y se aplica k veces el
resultado para trasposiciones.

(2) Para la primera afirmacion, obsérvese w; = 0 - w; y apliquese la linealidad respecto a la variable
i—ésimzﬂ La segunda se ha demostrado en la observacién .

(3) En efecto, por la linealidad en la i-ésima variable:

D(wl,...,Zakwk,...,wn) = ZakD(wl, e Wiy e ey Wh)
ki ki
y cada sumando es nulo, porque el vector wy aparece en las variables k-ésima e i-ésima de D.
(4) Aplicando la linealidad respecto a la variable i-ésima:

D(wl,...,wi—i-):k#iakwk,...,wn) :D(wl,...,w,-,...,w,,)—|—D(w1,...,zk¢iakwk,...,wn)
=D(Wi,...,Wiy...,Wp).

(la dltima igualdad por el apartado anterior.)

(5) Sean n vectores w; = } i’ ; aijv,- para j = 1,...,n. Cambiando el subindice mudo i por i; en la
expresion de cada w; para evitar confusiones:

D(wi,...,wy) = D( Z:laii"iw'-72;;:1ai}ivi,,)

n n i i . .
PRRERES S (al...aZD(vll,...,vl")).

En esta expresion, serd nulo cada sumando (escrito entre paréntesis grandes) para el cual alguno de

los indices iy, ...,i, se repita. Por tanto, podemos restringirnos a los casos en que ij,...,i, Son una
permutacion, esto es, ij = 6(1),...,i, = 6(n) para algiin

1 ... n
c= € S,.
( 1 ... on) > "
4Las demostraciones de (1) a (4) son andlogas a las vistas en la seccién

5Como una argumento alternativo, la propiedad se verifica porque, fijados los valores de w j con j # 1, se tiene una
aplicacidn lineal en la variable i-ésima, la cual aplicard el O en el 0.
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Asi, se pueden reemplazar los sumatoriosﬂ Yio Xl 1 = X0 =1 Por Yses, obteniéndose:

D(wi,...,ws) = Yoes, a® f ..ac(n,gD(vc(l),...,vc(n))>
Yoes, aG(lf ..ac(",lsig(c)D(vl,...,v,,)), 5.4)
= (Zoes,(@...a®")sig(0)) D(vi,...,v)

la segunda igualdad por el punto (1) anterior. Obsérvese que, para llegar al dltimo miembro, sélo
se han aplicado las propiedades de los tensores determinantes, de modo que para otro tal tensor D’
se habria obtenido la misma expresién reemplazando el término D(vy,...,v,) por D'(vy,...,v,). Por
tanto, si ambos términos coinciden, entonces D y D’ coinciden sobre cualesquiera n-vectores. |l

5.2. Tensor determinante en una base

La demostracién del dltimo punto de la proposicion [5.5|sugiere, por una parte, la construccién de
un tensor determinante (usando la formula (5.4))) y, por otra, que a partir de €l se pueden construir
todos los tensores determinantes.

Definicién 5.6. Dada una base ordenada B = (vi,...,v,) de V, llamaremos determinante en B a la
aplicacion
detg: Vx--- xmy K
. o(1)  oln) (5.5
(Wis-ooswn) = Yoes, sig(o)a (. ..a
donde w;j = Z;’:laijvipara j=1,...,n
Proposicion 5.7. El determinante en B = (vy,...,v,) verifica:
(1) detg es un tensor determinante.
(2) detg(vy,...,vy) = 1, y es el unico tensor determinante que verifica esta igualdad.
(3) Si D es cualquier tensor determinante, se tiene: D = D(vy,...,v,)detg.
(4) Si B= (vy,...,V,) es otra base ordenada, entonces:
detz =detz(vi,...,vy) -detg o, mds mnemotécnicamente, detz = detg(B)-detp (5.6)

Demostracion. (1) Multilinealidad: si se toman a,b € K, u; =Y, bijvi € V y en la expresion (3.5)
que deﬁpe detg se reemplaza en la variable j-ésima el vector w;(= Z?:laijvi) por aw; + bu; =
i1(aa’;+bb';)v; se tiene:

detg(wi,...,aw;+buj,...,w,) = Yses,sig(0) 6(11)...(aac(j;+bbc(j})...a0(",z

a
=aY scs, sig(o) aG(ll) a4 bY ses, sig(o) ac(lf .. .bc(j; o

J
=adetg(wi,...,wj,...,w,) +bdetg(wy,...,uj,...,w,)

Antisimetria respecto a las variables i < j: si T es la trasposicion (i, j)

. | . .
ety (W1} Wa(s-- - We(j)o - Wein) = Koes, sig(0) a” ) 'G'(f((j E;)T(i) ' 'c;(éf:'(;}(j : .c.(il(c '(;T)(") o(x(r)
. 1 n
:ZGeSn(—mg(Gor()l))a 1(.)...a (;‘) ...C(l) j] .. W
. 1 n
= —Ypcs, sig(p) L d P ]j...ap n
6Se pasa de n" sumandos, correspondientes a las variaciones con repeticion de {1,...,n} tomados de n en n, a tener n!

sumandos, correspondientes a las permutaciones (sin repeticion).
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donde en la segunda fila se ha usado que sig(c) = —sig(co1T) (puesto que T es una trasposicién) y se
han reordenado los factores en orden creciente de subindices; en la tercera se ha tomado p =Go7Ty se
ha usado que, al ser biyectiva en §,, la aplicacién 6 — G o T, resulta equivalente sumar en ¢ € S, que
enp=0Co0TES.

(2) En este caso d’ = 5;. (delta de Kronecker) por lo que todos los sumandos en (5.3) son nulos
salvo el correspondiente a la permutacién identidad, que es igual a 1. La unicidad es inmediata de la

proposicién[5.5(5).
(3) Puesto que el ambos miembros de la igualdad son tensores determinantes, por la proposicién
5) basta con comprobar que ambos coinciden al aplicarse sobre (vy,...,v,). Pero esto es inmediato

usando el punto (2) para el cilculo del miembro derecho.
(4) Apliquese el punto anterior a D = det; 1

Como consecuencia, se tiene una caracterizacion sencilla (y usada en la practica) de cudndo n
vectores son linealmente independientes.

Corolario 5.8. Sea B una base’y S ={wi,...,w,} C V.S es linealmente independiente (y, por tanto,
una base) si y sélo si detg(wy,...,wy,) #0.

Demostracion. (<) Si fuera linealmente dependiente, sabemos que D(wy,...,w,) = 0 para todo ten-
sor determinante D (en particular, para D = detp).

(=) Puesto que B = (wy,...,w,) es una base, se tiene detg = detg(w1,...,w,)detz por lo que si
detg(wy,...,w,) se anulara entonces detg = 0. |

Finalmente, damos la siguiente consecuencia para el espacio vectorial D(V') de todos los tensores
determinantes (considerado en el ejercicio[5.4), la cual no era en absoluto evidente de su definicién.

Corolario 5.9. Fijada una base B = (vi,...,v,), la aplicacion
D(V) =K, D—D(vy,...,v)
es un isomorfismo de e.v. En consecuencia, dimg(D(V)) =1y D(V) = L{detg}.
Demostracion. La aplicacion es lineal (jcompruébese!) trivialmente e inyectiva por la proposicién[5.5(5).

También es suprayectiva porque todo a € K es la imagen del tensor determinante adetp. 1l

Observacion 5.10. Todo tensor determinante D distinto del nulo se puede expresar como D = detz
para alguna base B. Para comprobarlo si B = (vy,...,v,) es cualquier base entonces D(vy,...,v,) =

a # 0. Tomando la nueva base B = (¥; =a~' -v|, 7y =v,...,7, = v,) se tiene
D = D(vy,v,...,v,)detg :D(cfl V1, V2...,vy)detg = a ' a-detg = detg

(apliquese la proposicion 5 .7(3)ﬂ

7 Alternativamente, puede razonarse que si B se obtiene cambiando uno de los vectores v j de B por vj:=Av;con A #0,
entonces todas las coordenadas de un vector v € V coinciden en B y B excepto las j-ésimas a’, @’ (resp.), que verifican
a’ =\ 4/ (de modo que ajvj=da;v;). Por tanto, detz = A1 detp.
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5.2.1. Interpretacion para K = R: elemento de volumen

En geometria elemental, una base de R? genera un paralelogramo y una de R? un paralelepipedo.
En general, en un e.v. real V(R) podemos decir que una base B = (uy,...,u,) genera un n-paralelelipe-
do (o simplemente paralelepipedo) P definido por

Pg:={ajui+---+anu, :ai,...,a, €[0,1]}.
Fijado un tensor determinante no nulo Dy, llamaremos volumen de Pg con respecto a Dy a
vol(Pg) := |Do(uy,...,un)| (= |Do(B)|)

(nétese que se ha tomado el valor absoluto en K = R). La expresioén de Pg y de su volumen tiene
sentido incluso si permitimos que los vectores de B sean linealmente dependientes. En este caso Pg
estarfa incluido en un subespacio de dimensién < n y su volumen seria O (se podria considerar como
un paralelepipedo degenerado). Para justificar intuitivamente el nombre de volumen, obsérvese:

1. Sabemos que Dy =detp, para alguna base By = (v1,...,v,) que satisfaga Dy(By) = 1 (la eleccién
de By no es unica). En particular, P, tiene volumen 1 con respecto a Dy.

Asi, Dy se puede representar como un paralelepipedo Pg, de V(R) el cual fija el “elemento de
volumen unitario”.

2. Si construimos a partir de B una nueva base B = (myvy,...,m,v,) con my,...,m, € R\ {0}
entonces (por la multilinealidad de D)

vol(Pg) = |Do(B)| = |my - -my - Do(Bo)| = |my -~ -my| - vol(Pg, ).

En el caso de que my,...,m, sean enteros, esto es consistente con la intuicién de que el para-
lelepipedo Ps ocuparia un volumen que seria cubierto por exactamente |mj - my---m,| copias
de Pp,. De manera natural esta interpretacién se extiende al caso de que los my,...,m, sean

racionales o cualesquiera reales.

3. Si construimos a partir de B una nueva base B reemplazando el dltimo elemento v, de By por
Vpi=v,+ ):f’:_ll a;v;, donde ay,...,a, 1 € R, entonces (usando ademas la antisimetria de D)

vol(Pg) = |Do(B)| = |Do(B)| = vol(Pg,)-

Esto es consistente con la intuicién de que Pg y Pp, son paralelepipedos con una cara comun (la
formada por los n — 1 primeros vectores de By By) y, al obtenerse ¥, desplazando v,, paralela-
mente a esa cara, P y Pp, deben ocupar el mismo volume

Las consideraciones anteriores permiten visualizar el valor absoluto de Dy del siguiente modo: se
fija un paralelepido Pp, (tal que Dy = Pp,) el cual servird como elemento de volumen para medir el
volumen de cualquier otro paralelepipedo (y, en general, de cualquier otro subconjunto de V (R)).

14

8Este tipo de intuicién justifica las férmulas “drea= base x altura” para un paralelogramo en R? y “volumen = (4rea de la
base) x altura” en R? de la geometria elemental (no obstante, nosotros ni siquiera hemos necesitado aqui ningtin concepto
de “perpendicularidad”, el cual resulta necesario para el de “altura” en geometria elemental).
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5.3. Determinante de una matriz cuadrada

Podemos ahora redefinir el determinante de una matriz cuadrada A = (a' j) que anticipamos en el
primer capitulo y deducir muchas de sus propiedades. Para ello, sea B, = (e1,...,e,) la base usual de
K"y, fijada A, consideremos los vectores w; € K" tales que (w;)g, es la j-ésima columna de A (esto
es, wj = (w;)p ). Comparando la férmula del det A introducida en (I.9) y la del determinante en una
base (5.5)) aplicada a B = B, es inmediato:

detA = detg, (w1,...,wy),
esto es, el determinante de A es igual a detp, aplicado a sus columnas, vistas como elementos de K".
Con més generalidad:
Corolario 5.11. Sea B una base de un espacio vectorial V, sean w1, ..., w, € V y sea A la matriz que
se obtiene escribiendo por columnas (W), ..., (wy)p. Entonces
detA = detB(wl, e ,Wn).
En particular, si By B son dos bases ordenadas de V :
detM(Iy,B < B) =detg(B) vy, por tanto, detz = detM(Iy,B < B) - detp

Demostracién. Inmediata del razonamiento previo (dsese (5.6) para la dltima igualdad).

5.4. Determinante de un endomorfismo

Veamos a continuacién como todo endomorfismo f de V permite definir, para cada tensor deter-
minante D, otro tensor determinante que denotaremos f*(D), y sus consecuencias.

Lema 5.12. Sea f € End(V).
(1) Para cada D € D(V) la aplicacion:

ff(D): vx..Wxv — K
Wiyeeoown) = D((f(W1),..., f(wn))

es también un tensor determinante.
(2) Mds atin, la aplicacion:
ff: D(V) —
D —
es una aplicacion lineal, esto es, f* € End(D(V)).
(3) En consecuencia, f* es un muiltiplo de la aplicacion identidad de D(V).

Demostracion. Los puntos (1) y (2) son una computacién directa de la que damos los pasos, que
puede justificar detalladamente el lector.
(1) Multilinealidad:

f5D)  (wiy...,awi+bwi, ... ,wy) =
= D((f(w1),-... flawi+bw)),..., f(wn)) = D((f(W1),...,af (wi) +Df (W), ... f(wn))

aD((f(w1),--. fWi),., f(wa)) +BD((f(W1), .., f(Wh),- o, f(wa))
= af*Dwi,...,Wiye..,wy) +bf* D(Wi, ... Wiy ,wy)
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Antisimetria:

F Dwi,...,wiyoo Wiy oo ,wy) =D(f(W1), .. fwi), o fwg), .o, f(
==D(fW1),.... fWj),o. o, fWi),o oo, fwn)) = —=f*D(wi,...,wj,. ..

(2) Para demostrar f*(aD+bD') = af*(D)+bf*(D’) se aplican a la misma n-tpla:

Wn))

7Wla"'7wn)

(@D +bD' ) (wy,...,wy) = (aD+bD)((f(W1),---, f(wn))
aD((f(w1),..., f(wn)) +bD'§Ef(W1)w-7f(Wn))

(af*(D)+Dbf*(D"))(wiy...,wn) = af*(D)(wi,...,wy) +bf* (D) (wy,...,wy)
= aD((f(w1),.., f(wn)) +bD'((f(w1),-.., f(wn)),

obteniéndose la misma expresién en ambos casos, como se queria.
(3) Inmediato por ser f*: D(V) — D(V) lineal y (por el corolario[5.9) dimg(D(V)) = 1. |

El dltimo punto permite dar una sorprendente definicidn del determinante de un endomofismo.

Definicion 5.13. Para cada f € End(V), llamaremos determinante de f al vinico escalar det f € K tal
que (segtin el punto (3) del lema anterior) verifica

f* = detf . ID(V)

Una primera propiedad de este determinante es, por supuesto, su consistencia con la del determi-
nante de una matriz.

Proposicion 5.14. Sea f € End(V) y B cualquier base de V. Entonces:
det f = detM(f,B),

Demostracion. De f* =detf -Ip(y) se sigue f*detg = det f - detg. Cambiando el orden de los miem-
bros de esta igualdad y aplicando ambos a B = (vy,...,v,):

detf = f*detg(vy,...,vy) =detg(f(v1),...,f(vn)) =detM(f,B),

donde en la dltima igualdad se aplica el corolario (tomando w; = f(v;)). I

Observacion 5.15. (1) En el resultado anterior la matriz de f debe calcularse en un tinica base (esto
es, se estd tomando M(f,B) = M(f,B < B)). Esto es posible porque f es un endomorfismo; remar-
quemos que no hemos definido el determinante para una aplicacion lineal entre dos e.v. distintos,
aunque tengan la misma dimension.

(2) Una consecuencia inmediata de la anterior proposicién es que si dos matrices A y C son seme-
jantes entonces sus determinantes son iguales. De hecho, por ser semejantes (segin la deﬁnici(’)lﬂ
existe un endomorfismo f de algin espacio vectorial V tal que A = M(f,B) y C = M(f,B) para dos
bases B,Bde V; por tanto, detA = det f = detC.

(3) Podriamos preguntarnos si no habria sido mas facil definir directamente det f como el deter-
minante de la matriz M (f, B) y demostrar entonces que el valor de este determinante es independiente
de la base B escogida. No obstante, la demostracién de este hecho pasaria por saber algunas pro-
piedades del determinante de matrices, entre ellas que el determinante del producto de dos matrices

9Recuérdense también las caracterizaciones en la proposicién m
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cuadradas es el producto de los determinantes de las dos matrice§ | La demostracién directa de este
resultado, empero, no es sencille[rl, mientras que a partir de nuestra definicion de det f va a resultar
practicamente inmediata.

Lema 5.16. (1) Iy, = Ipy).
(2) Si f,h € End(V) entonces (foh)* = h* o f*.
Demostracion. (1) Dado D € D(V'), para comprobar I;; (D) = D, sean wy,...,w, € V:

Iy (D)(wi,...,wy) =D(Iy(w1),...,Iy(wn)) =D(wi,...,wp)

(2) De nuevo, para comprobar la igualdad, se aplican ambos términos al mismo D € D(V) vy,
entonces, a la misma n-tpla:

[(foh) (D)} (wi,...,wn) =

((foh)(wi),....(foh)(wn))
("o f)D) (Wi, -, W) (f

(w1
( *(D))](W wn) = [fH(D)](R(w1), ..., h(wn))
(f(h(w1)), .. ( (wn)))

que claramente coinciden. Asi, (foh)*(D) = (h* o f*)(D) para todo D, como se queria. I

D
[h
D

Teorema 5.17. (1) El endomorfismo y la matriz identidad verifican: detly = 1, detl, = 1.
(2) La composicion de endomorfismos y el producto de matrices verifican:

det(foh)=detf-deth, Vf,heEnd(V); det(A-C) = detA - detC, VA,C € M,(K).

(3) f € End(V) es biyectivo si y sélo si det f # 0. En este caso, det(f~) = (detf) I, Consisten-
temente, A € M, (K) es regular si y solo si detA # 0. En este caso, det(A~!) = (detA

(4) det f = det(f").

Demostracion. (1) La primera igualdad es inmediata por el primer punto del lema previo y la defi-
nicién de detly. Para la segunda, usando la proposicion detl, = detM(ly,B) = detly =1 (o
alternativamente, por computacion directa en la definicién [1.50).

(2) La igualdad para f,h se sigue de que, por la definicidn de determinante:

(foh)" =det(foh)- Ipy), I o f* = (deth-Ipy)) o (det f-Inwy)) = (deth-det f) - Inwy)

y de que las dos expresiones coinciden por el segundo punto del lema anterior.
Para la igualdad en el caso de matrices, fijemos cualquier e.v. V(K) de dimensién n y cualquier
base suya (p. ej. V(K) = K"(K),B = B,), y sean f,h tales que A= M(f,B),C = M(h,B). Entonces:

det(A-C) =det(M(f,B)-M(h,B)) =detM(foh,B) =det(foh) = (detf)(deth) = (detA)(detC).
(3) Fijada cualquier base B = (vy,...,v,) se tiene (véase la proposicion [5.14):

det f = detg(f(v1),...,f(vs))

19De hecho, sabemos que M(f,B) = P~'M(f,B)P para la matriz regular P = M(Iy, B + B), por lo que la demostracién
se obtendria si se demuestra que det(P~'M(f,B)P) = det(P~')det(M(f,B))detP y det(P~') = (detP)~!
ygase el libro de Merino y Santos para una demostracion a partir de propiedades de matrices elementales.
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el cual es distinto de 0 si y s6lo si {f(vi),...,f(vn)} es linealmente independiente (corolario [5.8) y,
por tanto, si y solo si f es biyectiva. Ademds, en este caso

1 =detly =det(fof') = (detf)(detf"),

estoes, det f ! = (det f)~ L.
Para el caso de la matriz A, tomamos f como en el punto anterior de modo que A = M(f,B) y:

Aregular <= f biyectiva <= detf#0 <= detA(=detM(f,B))#0.

En este caso, det(A~!) = det(M(f,B) ') =detM(f!,B) =detf ! = (detf)~! = (detA) .
(4) Como el determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta (proposicion [L.51:

detf = detM(f,B) = det(M(f,B)") = detM(f',B) = det(f").

5.4.1. Interpretacion para K = R: orientacion

Podemos completar la interpretacion del tensor determinante vista en la seccién dando una
interpretacion de su signo. En primer lugar, la propiedad det(A - C) = detA - detC, aplicada a matrices
de cambio de base, permite resolver facilmente lo siguiente.

Ejercicio 5.18. Se considera el conjunto B formado por todas las bases ordenadas de V(R). Se
Establece la relacion binaria ~ en B:

B~ B < detg(B')(=detM(1,B <+ B')) > 0, VB,B' €B.

Demuéstrese que la relacion ~ es de equivalencia y existen exactamente dos clases de equivalencia.

A cada una de estas clases de equivalencia obtenidas en el ejercicio anterior se le llama una
orientacién de V(R). En R"(R), la base usual genera su orientacion usual. Para n < 3 esta orientacion
(con el modo habitual de visualizar R, R? y R?) se puede interpretar intuitivamente como sigue:

= n = 1. Las bases son escalares distintos de cero, la orientacién usual se corresponde con los
escalares positivos o “clase de las bases que apuntan a la derecha”, mientras que los escalares
negativos forman la “clase de las bases que apuntan a la izquierda”.

= n =2. La orientacién usual se corresponde con las bases B = (v,v;) que definen el “giro en el
sentido positivo” (opuesto a las agujas del reloj), mientras que las bases de la otra orientacién
definen el “giro en sentido negativo”. Intuitivamente, para las bases del sentido de positivo
se puede ir girando v; en vectores que sigan formando base con v, hasta llegar a un vector
proporcional a v, y que apunte en el mismo sentido que v, (en esas bases, al girar en sentido
contrario se llegaria antes a un vector linealmente dependiente con v, que apunta en sentido
opuesto a v).

= n = 3. La orientacidn usual se corresponde con las bases B = (v, v2,v3) que definen el “sentido
de giro de un sacacorchos” (girando de v; a v, en el plano generado por estos vectores, de
los dos semiespacios que determina este plano, el vector v3 cae en el que se desplazaria un
sacacorchos al girar para abrir una botella).
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5.4.2. Interpretacion para K = R: determinante de un endomorfismo

Consistentemente con las secciones[5.2.1ly[5.4.1] podemos interpretar det f en un espacio vectorial
real como sigue. Sea B = (vi,...,v,) una base (ordenada), P el paralelepipedo que determina, y
f(B)=(f(v1),--.,f(va)), que determina andlogamente Py(g).

= det f # 0 si y s6lo si f(B) es una base, esto es, si y s6lo si Py es un paralelepipedo (no
degenerado).

Como la anulacion de det f es independiente de la base escogida, el que Py(p) sea no degenerado
también resulta independiente de la base escogida.
» En este caso, det f > 0 siy sélo si las bases By f(B) determinan la misma orientacion.

Como el signo de det f es independiente de la base escogida, esta propiedad equivale a que
cualquier base B determine la misma orientacién que f(B).

Andlogamente, det f < 0 equivale a que una base B determine la orientacion distinta a la de

f(B) y, por tanto, a que cualquier base B determine la orientacién distinta a la de f(B).

» Finalmente, de las definiciones resulta inmediato:
|detf| = vol(Py(g))/vol(Ps),

que resulta independiente tanto de la base B escogida como del tensor determinante no nulo
respecto al cual se esté calculando el volumen. Obsérvese que f(Pg) es igual al paralelepipedo
posiblemente degenerado Py(g). Por tanto, |detf| puede verse como el factor de proporcionali-
dad, para todo paralelepipedo Pg entre el volumen de su imagen f(Pg) y el volumen de Pg.

El lector puede ejercitarse con las interpretaciones anteriores para comprobar ahora si la propiedad
det(foh) = detf -deth (y, por tanto, det(A - C) = detA - detC) le resulta intuitivamente evidente.
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Nota sobre el uso lingiiistico del género

En el presente libro se usa el género masculino y femenino del modo tradicional en la lengua
espafiola, que es consistente con la evolucidn fonética latina del masculino/ femenino/ neutro:

bonus/ bona/ bonum > bueno/ buena/ bueno.

Asi, la expresion “el lector”, usada a lo largo del texto, no presupone ningin sexo, pues para ello habria
que haber especificado “el lector varén”. En esta eleccién se ha tenido en cuenta que la expresion
inclusiva mds extendida en el dmbito educativo seria “el lector o la lectora”. Sin embargo, éste es un
recurso de creacion reciente que deja patente la imposicion de un género binario, lo cual si podria
entenderse como una extralimitacion sobre eleccion de sexo u orientacion sexual o como una falta
de empatia con algunos colectivos totalmente impropia en la época actual. Asi, se ha seguido tanto el
criterio de la RAEE-I como las decisiones en otros paises hablantes de lenguas latinasEl sin apreciar el
autor que exista una alternativa clara (que, en su caso, deberia de obtenerse consensuadamente entre
los paises hispanohablantes ||

12400 que comiinmente se ha dado en llamar lenguaje inclusivo es un conjunto de estrategias que tienen por objeto evitar
el uso genérico del masculino gramatical, mecanismo firmemente asentado en la lengua y que no supone discriminacién
sexista alguna.” (Cuenta en twitter RAEinforma, 10/10/2021.)

13E] gobierno francés, después de que la Academia francesa de la lengua (L’Académie Frangaise) se posicionara en con-
tra, prohibié este tipo de lenguaje en la docencia argumentando que las técnicas de desdoblamiento o evitacidon de género
dificultan el aprendizaje y distraen la fluidez de razonamiento (Bulletin officiel de 1’éducation nationale, de la jeunesse et
des sports, 06/05/2021, https://www.education.gouv.fr/bo/21/Hebdo18/MENB2114203C.htm). En Italia la reper-
cusion del debate no es comparable a la de Espaia, y el criterio de la Accademia della Crusca se mantiene en la ensefianza.

I4E] autor confiesa no poder decantarse en una eleccién a la ligera. Por ejemplo, “la persona lectora™ como regla llevaria
a “las personas estudiantes”, “las personas nifias”, “las personas bebés”, ad nauseam. La terminacion “e”, ciertamente, per-
mitirfa introducir un neutro ex novo que enriquezca el lenguaje. Sin embargo, mientras que unos (unas personas) lo usarian
para evitar férmulas repetitivas, otros (otras personas) preferirian mantener formas duplicativas binarias “la presidenta o
el presidente” (posiblemente temiendo que la terminacidn “e” se pudiera identificar como masculina) y aun otros (otras
personas) preferirian una afirmacion ternaria: “todos, todas y todes”. En cualquier caso, este tipo de modificacion tendria
gran calado y multiples posibles ramificaciones, por lo que deberia despertar algun tipo de consenso en una lengua de medio

millardo de hablantes.
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