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Este articulo analiza el tratamiento de la variable aleatoria y sus
aplicaciones sobre distribuciones de probabilidad en libros de texto de
educacion secundaria de Chile, desde el Enfoque Ontosemiotico del
Conocimiento y la Instruccion Matemadticos. Asi, un modelo es utilizado
para el analisis de objetos matemdticos en libros de texto y curriculo
escolar chileno, mediante el analisis de contenido. Los resultados
demuestran diversidad de lenguajes, conceptos, proposiciones,
procedimientos y argumentos ligados a los temas, aunque algunos son
identificados en el curriculo y excluidos en libros o viceversa,
demostrandose falta de coherencia entre los documentos.
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Mathematical Objects Linked to Random Variable and its Applications on
Probability Distributions in Chilean Secondary School Textbooks

This paper analyzes the treatment of the random variable and its
applications on probability distributions in Chilean high school textbooks,
from the Ontosemiotic Approach to Mathematical Knowledge and
Instruction. Thus, a model is used for the analysis of mathematical objects
in the Chilean textbooks and the Chilean school curriculum by means of
content analysis. The results show a diversity of languages, concepts,
propositions, procedures and arguments linked to the topics, although
some of them are identified in the curriculum and excluded in books or
inversely, showing a lack of coherence between the documents.
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Objetos matematicos ligados a variaveis aleatérias e as suas distribuigdes
de probabilidade em livros escolares chilenos

Este artigo analisa o tratamento da varidvel aleatoria e suas aplicagoes
nas distribuigoes de probabilidade nos livros escolares chilenos do ensino
médio, a partir da Abordagem Ontosemiotico ao Conhecimento e a
Instru¢do Matemadtica. Assim, um modelo é utilizado para a andlise de
objetos matematicos nos livros didaticos e curriculos escolares chilenos,
por meio da andlise de conteudo. Os resultados mostram uma diversidade
de idiomas, conceitos, proposicoes, procedimentos e argumentos ligados
aos topicos, embora alguns sejam identificados no curriculo e excluidos
nos livros ou vice-versa, demonstrando uma falta de coeréncia entre os
documentos.

Palavras-chave: Distribuicdo binomial; Distribuicdo normal; Educacao escolar;
Manuais escolares; Objetos matematicos; Variavel aleatoria

El estudio de la variable aleatoria y su familia de distribuciones es esencial de
abordar en la educacion escolar, pues se presentan en experiencias cotidianas
(Pfannkuch, 2018). Debido a tal escenario los conceptos estocésticos aludidos han
sido incorporados en el curriculo de diferentes paises entre los grados 9°y 12° (15
a 18 afios). Esta tendencia es observada en los Principles and Standards for School
Mathematics de la National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000),
que proponen trabajar la variable aleatoria y su media, introducir su funciéon de
probabilidad a través de los enfoques de probabilidad frecuencial y clasico, y
estudiar la distribucién binomial mediante estos dos enfoques. También aquella
tendencia es evidenciada en Common Core State Standards for Mathematics de la
National Governors Association Center for Best Practices y el Council of Chief
State School Officers NGACBP y CCSSO, 2010), que sugieren en torno a la
variable aleatoria abordar lo sefialado e introducir la distribucion normal mediante
los enfoques frecuencial y clasico.

En tanto los Pre-K—12 Guidelines for Assessment and Instruction in Statistics
Education Il (GAISE II) (Bargagliotti et al., 2020) proporcionan una estructura
conceptual para la educacion estadistica de preescolar a grado 12°, en tres niveles
de desarrollo de habilidades (A, B y C). Particularmente para el nivel C en el
contexto del rol de la probabilidad en estadistica, proponen entre los conceptos
necesarios de estudiar la variable aleatoria y su media, ademéas de la distribucion
normal mediante los dos enfoques de probabilidad sefalados. Chile no es
indiferente a aquella realidad, debido a que las actuales Bases Curriculares del
Ministerio de Educacion (MINEDUC, 2015; 2019a) introducen la variable
aleatoria en grado 10° (15 a 16 afos) e incluyen trabajar sus funciones de
probabilidad y distribucion desde el enfoque de probabilidad clasico. En grado 11°
(16 a 17 afios) sugieren abordar su media, desviacion estandar y varianza, y para
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grado 12° (17 a 18 afios) el estudio de las distribuciones binomial y normal bajo
los enfoques clésico y frecuencial.

De esta manera, resulta interesante cuestionarnos como en los libros de texto
escolar son abordados los temas aludidos, pues para los profesores aquel recurso
representa el curriculo y manera de entender y practicar la ensefianza (Escolano,
2009). Sin embargo, son limitados los estudios que indagan en estos documentos
el tratamiento de la variable aleatoria y su familia de distribuciones.

En esta perspectiva sobre la variable aleatoria, Ortiz (2002) caracterizdé su
significado institucional desde el andlisis a 11 libros de texto espanoles para grado
11°. Entre sus resultados propone 11 definiciones y propiedades vinculados a esta,
observando en pocos libros a lo mas dos propiedades o un concepto, y cuatro
lenguajes (verbal, simbdlico, grafico y tabular). También, Doukhan y Gueudet
(2019) estudiaron su tratamiento en libros franceses, mediante un analisis
comparativo entre dos textos de grado 9° y 10° cuyos resultados muestran que
ambos documentos emplearon cuatro diferentes lenguajes, especificados
previamente.

Respecto a las distribuciones de probabilidad, Li et al. (2021) analizaron
comparativamente el tratamiento de la binomial en seis textos de diferentes paises
(China, Jap6n, Singapur, Estados Unidos y Reino Unido), para los grados 10° a
12°. Los resultados mostraron que: los libros estadounidense y singapurense
abordaron un nimero mayor de temas en torno al modelo (12) y el chino uno
menor (5); los estadounidenses fomentaron mayor diversidad de formas en
presentar el contenido (tablas y graficos, y uso de herramientas tecnologicas), y el
chino solo uso tecnologia en el contexto de calculos. Por su parte, Valverde (2017)
establecio el significado institucional de la normal a partir del estudio a dos libros
de texto espafioles de grado 11°y 12° y entre sus resultados observd que: gran
parte de los conceptos se presentaron formal y confusamente; fueron promovidos
los procedimientos de calculo de probabilidad y tipificacion, el lenguaje verbal,
simbolico, tabular y gréfico, y cinco argumentos, predominando la justificacion de
respuesta mediante ejemplos o contragjemplos y grafica.

Ademas, Setiawan (2020) indago6 el tratamiento de la variable aleatoria y
distribuciones binomial y normal en cinco textos indonesios para grado 12°. En sus
resultados expuso que: todos los libros proporcionan una definicion de variable
aleatoria, presentdndola uno formalmente como funcion, tres errobneamente como
variable y uno con ideas poco claras; fueron identificados a lo sumo seis temas
sobre la binomial en dos textos y solo uno promueve el uso de tabla para el calculo
de probabilidades; han sido reconocidos a lo mas diecinueve temas sobre la normal
en un libro.

Por otra parte, sobre investigaciones centradas en la comprension a nivel
escolar de los conceptos probabilisticos de interés, encontramos la desarrollada por
Bizet y Ramos (2022), que valoraron en estudiantes chilenos de grado 10° (15 a 16
afios) la construccion de variable aleatoria y su funcion de probabilidad mediante
un proceso de instruccion, evidenciando respecto al primer concepto que el 64%
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de los participantes logro identificarlo y representarlo en lenguaje verbal, grafico
o tabular, y en relacion con el segundo un 59%. En tanto Sanchez y Landin (2014)
analizaron en estudiantes mexicanos de grado 12° (17 a 18 afos) la aplicacion de
la expresion algebraica de la funcion de probabilidad de la binomial para resolver
dos cuestionarios, evidenciando en el segundo que pocos lograron comprenderla y
emplearla adecuadamente, y concluyendo que el diagrama de arbol favorece la
comprension de aquella distribucion. Mientras que Valdez y Salinas (2019)
indagaron en estudiantes mexicanos de grado 12° (17 a 18 anos) la resolucion de
problemas sobre la normal, observando que lograron desarrollar el proceso de
estandarizacion, pero lo hicieron mecanicamente, manifestando dificultad para
comprender algunas de sus etapas e identificar la relacion entre la probabilidad y
el area bajo la curva normal.

Por tanto, el presente estudio tiene el objetivo de analizar el tratamiento
otorgado a la variable aleatoria y sus aplicaciones sobre distribuciones de
probabilidad en cinco libros de texto chilenos destinados a los grados 9° a 12°, bajo
la perspectiva del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion
Matematicos (EOS), debido a que Chile no cuenta con informacién al respecto.

MARCO TEORICO

La investigacion se fundamenta en el EOS (Godino et al., 2020), donde la
matematica emerge de la resolucion de situaciones-problemas para lo cual se
realizan determinadas practicas matematicas, entendidas como actuaciones o
expresiones verbal, grafica, etc. desarrollada por una persona o compartidas en una
institucion (Godino, 2017).

En las practicas matemadticas surgen e interactian objetos matematicos,
definidos como entidades materiales o inmateriales que apoyan y regulan la
actividad matematica (Godino et al., 2020). En este ambito, han sido diferenciado
seis tipos de objetos matematicos primarios (Font et al., 2013): situaciones-
problemas (tareas, actividades o problemas que promueven la actividad
matematica); lenguaje (expresiones, notaciones o términos en sus diversos
registros de representacion utilizados para enunciar o resolver tareas); conceptos
(descripciones o definiciones relacionadas con un objeto matematico, aplicadas en
la resolucion de actividades); proposiciones (caracteristicas o propiedades de
conceptos, usadas en solucionar tareas); procedimientos (algoritmos, técnicas de
calculos u operaciones desarrollados para responder actividades); argumentos
(enunciados empleado para aprobar o justificar proposiciones y procedimientos, o
la respuesta a tareas).

También, en la actividad matematica, las redes que se establecen de la
interaccion de aquellos objetos primarios son llamadas configuraciones (Godino
et al., 2020): cognitiva, propia de una persona o epistémica, especifica de una
institucion. La nocion de configuracion epistémica es una herramienta util para
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analizar textos matematicos de diferentes épocas (Font y Godino, 2006) y en la
actualidad ha sido empleada en diversas investigaciones sobre educacion
estadistica, por ejemplo, en los trabajos de Alvarado y Batanero (2008), Batanero
et al. (2015) y Vasquez y Alsina (2017).

De esta manera, en la presente investigacion empleamos la herramienta de
configuracion epistémica descrita para indagar en cinco textos chilenos el
lenguaje, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos que intervienen
en el tratamiento de la variable aleatoria y sus aplicaciones sobre distribuciones de
probabilidad. Asi este trabajo complementa y completa nuestra investigacion
previa (Bizet et al., en prensa-a), donde identificamos en aquellos libros las
situaciones-problemas y sus contextos en torno a los temas sefalados, y permite
establecer la configuracion epistémica asociada a la variable aleatoria y sus
distribuciones de probabilidad en libros de texto de educacion secundaria chilena
(grado 9° a 12°).

METODO

Este estudio fue realizado desde una perspectiva cualitativa y es de tipo
exploratorio-descriptivo (Hernandez et al., 2014). Su desarrollo comprendi6 tres
etapas (ver Figura 1) fundamentado en el modelo para el andlisis de objetos
matematicos en libros de texto de Vasquez y Alsina (2015).

Etapa 1. Reconocimiento y analisis de los objetos matematicos presentes en
el curriculo escolar

g

Etapa 3. Contraste de los objetos matematicos vinculados al
tratamiento de la variable aleatoria y distribuciones de
probabilidad presentes en el curriculo y libros de texto escolares

]

Etapa 2. Indagacién de libros de texto escolares

2.1 Seleccion de unidades :> 2.2 Reconocimiento y analisis de
v lecciones de analisis los objetos matematicos presentes

,--------q
N —————

Figura 1. Etapas desarrolladas en la investigacion

En la etapa 1 empleamos como material de investigacion el principal documento
curricular de Chile propuesto por el Ministerio de Educacion, las Bases
Curriculares (MINEDUC, 2015; 2019a) para los grados 9 a 12, ademas del

PNA 17(2)



V. Bizet, E. Molina-Portillo y J. M. Contreras 206

instrumento que hace posible su ejecucion denominado Programas de estudio de
Matematica (MINEDUC, 2016; 2019b; 2019c).

Para la etapa 2, seleccionamos una muestra intencionada, compuesta por dos
series de libros de texto chilenos que permanecian vigentes en el curso escolar
2021 (ver Tabla 1), donde cada una abarc6 los grados 10° (15 a 16 afios), 11° (16
a 17 afios) y 12° (17 a 18 anos). Las series son de reconocidas editoriales del pais,
la primera considerd los libros utilizados en la educacion publica y subvencionada,
entregados gratuitamente por el MINEDUC y elaborados por Ediciones SM, donde
T1 esta en sintonia con las Bases Curriculares dirigidas a grado 12° (MINEDUC,
2015) y T2 responde al escenario vigente de las Bases Curriculares para los grados
11°y 12° (MINEDUC, 2019a). La segunda serie incluy¢ los textos mas usados en
la ensefianza privada, los cuales son disefiados por la Editorial Santillana, donde
el contenido de variable aleatoria presente en T3 atienden a las Bases Curriculares
vigentes para grado 10° (MINEDUC, 2015), y respecto a los contenidos de
distribuciones binomial y normal expuesto en T4 y TS5, responden al escenario
vigente de las Bases Curriculares para los grados 11°y 12° (MINEDUC, 2019a).

Tabla 1

Libros de texto utilizados en el andlisis

Serie  Cddigo Grado Referencia Editorial Ao

1 Tl 10° Diaz et al., 2020 Ediciones 2020
T2 11°-12° Osorio et al., 2020 SM 2019

2 T3 10° Blanco et al., 2009a Santillana 2009
T4 11° Blanco et al., 2009b 2009
T5 12° Departamento de investigacion 2014

educativa, 2014

Tanto en la primera como segunda etapa, los documentos fueron indagados
utilizando el andlisis de contenido (Krippendorff, 1990) mediante un proceso
ciclico e inductivo, abarcando los pasos que se detallan (Cobo, 2003):
¢ Distinguir capitulos que tratan los temas de variable aleatoria y/o
distribuciones de probabilidad.
¢ Indagacion de capitulos seleccionados e identificacion de los objetos
matematicos primarios (lenguaje: L; conceptos: C; proposiciones: PP;
procedimientos: P; argumentos: A), introducidos implicita o explicitamente
en el tratamiento de los temas en cuestion.
¢ Construccion de tablas que presentan los objetos matematicos reconocidos
en el curriculo y textos escolares analizados.
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RESULTADOS

Etapa 1: Objetos matematicos presentes en el curriculo escolar

El curriculo chileno incluy6 diversos objetos matematicos sobre los temas de
interés (ver Tablas 2 y 3), aquellos para grado 10° y 11° principalmente estan
vinculados a la variable aleatoria (v.a.), mientras que los de ultimo grado a sus
aplicaciones en distribucién binomial (d.b.) o distribucion normal (d.n.).

Este documento para la variable aleatoria promovio cuatro tipos de lenguaje
(verbal, simbolico, grafico y tabular) y cinco métodos de validacion (justificacion
mediante ejemplo o contragjemplo, representacion grafica, simulacion con
herramienta tecnologica y objetos manipulables, y razonamiento algebraico).
Present6 los demads objetos en orden de complejidad creciente, aunque omitio el
concepto de funcidon de densidad, la proposicion sobre su caracterizacion mediante
la funcion de distribucidn, los procedimientos de calculo de probabilidades
aplicando dichas funciones y los argumentos mediante razonamiento verbal-
deductivo y andlisis-sintesis. Ademas, excluyd abordar la integral, entonces los
conceptos de funcion de distribucion, media, varianza y desviaciéon estandar
sugirio trabajarlos inicamente para el caso de variables aleatorias discretas.

Tabla 2
Lenguaje y conceptos vinculados al tratamiento de la variable aleatoria y sus
aplicaciones sobre distribuciones en el curriculo chileno

Nivel
Objeto matematico 10°  11° 12°

Lenguaje  L1. Verbal via. v.a. db.ydn

L2. Simbdlico v.a. v.a. db.ydn

L3. Grafico v.a. v.a. db.ydn

L4. Tabular v.a.  v.a. d.n.
Conceptos Cl. Variable aleatoria via. v.a. db.ydn

C2. Funcién de probabilidad v.a. v

C3. Funcién de densidad

C4. Funcion de distribucion v.a. v.a.

C5. Parametros de una variable aleatoria.
C5.1 Media; C5.2 Varianza; C5.3 v.a. v.a.
Desviacion estandar

C6. Distribucion binomial: C6.1 Funcion de
probabilidad; C6.2 Funcién de distribucion; d.b.
C6.3 Media; C6.4 Varianza
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Tabla 2
Lenguaje y conceptos vinculados al tratamiento de la variable aleatoria y sus
aplicaciones sobre distribuciones en el curriculo chileno

Nivel
Objeto matematico 10°  11° 12°
C7. Distribucién normal: C7.1 Funcion de va.
densidad; C7.2 Media; C7.3 Desviacion
estandar; C7.4 Moda; C7.5 Mediana d.n.

Nota. v.a: El lenguaje o concepto estan vinculados a la variable aleatoria; d.b: El lenguaje esta
vinculado a la distribucion binomial; d.n.: El lenguaje esta vinculado a la distribucion normal.

En las distribuciones binomial y normal, el curriculo fomento tres tipos de lenguaje
(verbal, simbolico y grafico) y cuatro métodos de justificacion (mediante
representacion grafica, simulacion con herramienta tecnologica, generalizacion y
razonamiento algebraico). Ademads, incluyo solo en el contexto de la normal el
lenguaje tabular y para la binomial la validacion mediante simulacién con objetos
manipulables. Respecto a los restantes objetos primarios, primero presento los
relativos a la binomial seguidos por los de la normal, con ascendiente dificultad,
donde excluy6 el procedimiento de correccidon por continuidad, los argumentos
mediante ejemplos o contraejemplos y solo para la normal abordé los conceptos
de moda y mediana.

Tabla 3
Proposiciones, procedimientos y argumentos vinculados al tratamiento de la
variable aleatoria y sus aplicaciones sobre distribuciones en el curriculo
chileno

Objeto matematico Nivel
11° 12° 13°
Proposiciones
PP1. Caracterizacion de variable aleatoria y variable algebraica v.a.
PP2. Caracterizacion de variables aleatorias discreta y continua v.a.

PP3. Caracterizacion de la variable aleatoria mediante la funcion de  v.a. v.a.
probabilidad

PP4. Propiedades de la funcion de probabilidad v.a. va.

PP5. Caracterizacion de la variable aleatoria mediante la funcion de
distribucion

PP6. Propiedades de la funcion de densidad v.a.
d.n.
PP7. Caracterizacion de la distribucion binomial d.b.
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Tabla 3
Proposiciones, procedimientos y argumentos vinculados al tratamiento de la
variable aleatoria y sus aplicaciones sobre distribuciones en el curriculo
chileno

Objeto matematico Nivel
11° 12° 13°

PP8. Caracterizacion de la distribucion normal d.n.
PP9. Propiedades de la funcion de densidad de la normal d.n.
PP10. Propiedades para el célculo de probabilidades con

Y ] d.n.
distribucion normal estandar
PP11. Propiedad de los intervalos centrales (+30) d.n.
PP12. Condicion para aproximar una distribucion binomial a una dn
normal o

Procedimientos

P1. Calculo de la cardinalidad del dominio de una variable aleatoria a
discreta mediante combinatoria v
P2. Particion disjunta del espacio muestral v.a. v.a. va.
P3. Determinacion del dominio de una variable aleatoria discreta o va va

probabilidad asociada a sus valores utilizando diagrama de arbol

P4. Calculo de probabilidad de una variable aleatoria discreta

aplicando la funcion de probabilidad viado va. v

P5. Calculo de probabilidad de una variable aleatoria discreta
aplicando la funcion de distribucion

P6. Calculo de probabilidad de una variable aleatoria continua
aplicando la funcion de densidad

P7. Calculo de pardmetros de una variable aleatoria discreta

: . v.a. v.a.

empleando sus expresiones algebraicas
P8. Célculo de probabilidades aplicando la funcién de probabilidad db
de una distribucion binomial e
P9. Calculo de probabilidades aplicando la funcién de distribucion

PR : d.b.
de una distribucion binomial
P10. Calculo de media y varianza de la binomial mediante db
expresiones algebraicas o
P11. Célculo de probabilidad empleando la propiedad de los
i d.n.
intervalos centrales (+30)
P12. Tipificacion d.n.
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Tabla 3
Proposiciones, procedimientos y argumentos vinculados al tratamiento de la
variable aleatoria y sus aplicaciones sobre distribuciones en el curriculo
chileno

Objeto matematico Nivel
11° 12° 13°
P13. Calculo de probabilidades utilizando la tabla de distribucion dn
normal estandar o
P14. Correccion por continuidad
Argumentos

Al. Justificacion por medio de ejemplo o contraejemplo v.a. v.a.
A2. Justificacion a través de la representacion grafica va. S‘E
A3. Justificacion mediante simulacion con d:b:
A3.1. Herramienta tecnologica v.a. d.n.
A3.2. Objetos manipulables™®** v.a. d.b.
A4. Justificacion mediante la generalizacion* d.b.
d.n.
AS. Razonamiento algebraico va va. S‘E

A6. Razonamiento verbal-deductivo®* ¥ *#*

A7. Justificacion mediante analisis-sintesis™** ¥ ***

Nota. v.a.: La proposicion, procedimiento o argumento se vincula a la variable aleatoria; d.b.:
El argumento se usa para trabajar la distribucion binomial; d.n.: El argumento se usa para
trabajar la distribucion normal. *: No aplica para variable aleatoria; **: No aplica para
distribucion binomial; ***: No aplica para distribucion normal.

Etapa 2.1: Unidades y lecciones indagadas en libros de texto

En los cinco libros indagados seleccionamos las unidades y lecciones que tratan la
variable aleatoria y sus aplicaciones en distribuciones de probabilidad (ver Tablas
4 y 5). Segtn expone la Tabla 4, en grado 11°, T2(1) excluye contenidos sobre
variable aleatoria, opuesto con lo explicitado por el curriculo para este contexto
que sugiri6 trabajar su media, varianza y desviacion estandar. La Tabla 5 evidencia
que para grado 11°, T4 propuso estudiar la distribucion binomial, lo que difiere
con los lineamientos curriculares que introdujeron su estudio en grado 12°.
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Tabla 4
Unidades y lecciones de serie 1 vinculadas al tratamiento de variable aleatoria y
su familia de distribuciones

Nivel Texto Unidad Leccién Péginas
10° T1 Probabilidad Definicion de variable aleatoria 136-147
y Estadistica Probabilidad de una variable aleatoria 158-159
Grafica de la distribucion de una funcidén
de probabilidad
11°  T2(1) No se presenta contenido sobre los temas
12° T2(2) Toma de Valor esperado y varianza de una 165-182
decisiones en variable aleatoria

o 185-191
situaciones

X Distribucién binomial
de incerteza

Variable aleatoria continua
Distribucion normal
Distribucion normal estandar

Aproximacion normal a la binomial

La Tabla 4 muestra que la serie 1 omiti6 utilizar herramientas tecnoldgicas durante
el tratamiento de los temas de interés. En tanto la serie 2 (ver Tabla 5) promovid
utilizar software en el estudio de la variable aleatoria (T3 y T4) y distribucion
normal (T5), lo cual estd en consonancia con el curriculo chileno que en los grados
10° y 12° aborddé el mecanismo de validacion mediante simulaciéon con
herramientas tecnologicas.

Tabla 5

Unidades y lecciones de serie 2 vinculadas al tratamiento de variable aleatoria y
su familia de distribuciones

Nivel Texto Unidad Leccién Péginas

10° T3 Probabilidad Variable aleatoria 320-335

Funcion de probabilidad de una variable
aleatoria

Funcioén de distribucion de probabilidad

Gréficos de funcion de probabilidad y
distribucion de probabilidad

Uso de software

11° T4 Probabilidad  Funcion de probabilidad de una variable 146-165
aleatoria discreta
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Tabla 5
Unidades y lecciones de serie 2 vinculadas al tratamiento de variable aleatoria y
su familia de distribuciones

Nivel Texto Unidad Leccién Péginas

Funcion de distribucion de probabilidad 168-175
de una variable aleatoria discreta

Uso de software

Valor esperado, varianza y desviacion
estandar

Modelo de distribucioén binomial

12° T5 Datos y azar  Variable aleatoria continua 222-241
Distribucion de probabilidad normal 254-261

Uso de software

Etapa 2.2: Objetos matematicos presentes en libros de texto

La metodologia sefialada permitié indagar libros de texto chilenos y establecer la
presencia o ausencia de objetos matematicos primarios sobre variable aleatoria y
su familia de distribuciones identificados. Ahora exponemos los resultados de esta
fase, donde son descritas las diversas categorias de acuerdo con el lenguaje,
conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos asociados a los temas en
cuestion, incorporando un ejemplo en aquellas que sea necesario para su mejor
comprension. Los objetos primarios que se describen a continuacion, junto con las
situaciones-problemas identificadas previamente (Bizet et al., en prensa-a) forman
la configuracion epistémica de textos escolares chilenos sobre la variable aleatoria
y distribuciones de probabilidad binomial y normal.

Lenguaje
En el anélisis de los libros identificamos cuatro lenguajes utilizados para presentar
y trabajar los temas de interés.

L1. Lenguaje verbal. Palabras y frases que describen tareas, conceptos o sus
propiedades, procedimientos y argumentos necesarios para responderlas. Sobre la
variable aleatoria encontramos diversidad de términos: variable aleatoria discreta;
espacio muestral; dominio y recorrido; preimagen; valores de la variable aleatoria;
evento o suceso aleatorio; funcion algebraica; variable aleatoria no discreta; tipo
de variable aleatoria; variable aleatoria continua; funcién de probabilidad; grafica;
probabilidad; funcion de distribucion; funcion de densidad; area achurada o
sombreada; intervalo real; curva; promedio o media; valor esperado o esperanza;
varianza; variabilidad; homogeneidad; desviacion estandar o tipica.
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También sobre las distribuciones de probabilidad reconocimos diversos
términos: (i) distribucion binomial; modelo binomial; variable aleatoria binomial;
variable de Bernoulli; experimento de Bernoulli; pardmetros; probabilidad,
modelo de distribucion; funcién de probabilidad; funcion de distribucion; suceso
aleatorio; valor esperado o media; varianza; (ii) distribucion normal; media;
desviacion estdndar; curva normal o de densidad; area; probabilidad; datos;
intervalo real; funcion de densidad; simetria; mediana; distribucion normal
estandar; tipificaciéon o normalizacidn; aproximacién; ajuste; correccion por
continuidad.

L2. Lenguaje simbdlico. Notaciones simbolicas y expresiones algebraicas que
posibilitan desarrollar operaciones con conceptos y trabajar con mayor grado de
complejidad. Las Tablas 6 y 7 ejemplifican lo observado en libros sobre notaciones
y expresiones algebraicas asociada a la variable aleatoria y sus aplicaciones en
distribuciones de probabilidad respectivamente.

Tabla 6

Ejemplos de L2 sobre variable aleatoria
Concepto Notacion Expresion algebraica
Variable X X(w) = x;

aleatoria

Funcion de f(x) fx) =PX =x;)
probabilidad Propiedades:

fed) +-+fx) =1, Xf(x) =1 0sf) =<1
Funcion de F(x) F(x;) =PX < x;)

distribucion
Funcion de f(x) f(x)=P@a<X<h)
densidad
Media wEX) p=xplx)+...+x, - plxy),

k

B = ) % P(x)

i=1

Varianza 02, 02 = (1, — @) - p(xy) + -+ (p — 7 - ply)

Var(X) Var(X) = E(x?) — (E(X))’

Desviacion s(X) s(X) = Var(X)

estandar
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Tabla 7

Ejemplos de L2 sobre distribuciones binomial y normal

214

Concepto Notacion Expresion algebraica

V.a. con distribucion X - B(n,p)

binomial X~B(n,p)

Funcion de f(x) f)=C}-p*-1-p)m™~*

probabilidad n

distribucion binomial P(X =x) = (x) RART A

Funcién de distribucion  F(x) F(x)=PX<x)= X¥,Cl-p'-q""

de la v.a. binomial

Media U U=n-p

Varianza o? o’=n-p-q

V.a. con distribucién Z~N(u,o)

normal

Funcion de densidad f(x) 1 raewy?

distribucion normal flo) = a\/%e (7
Propiedad +30:
Plu—o<X<u+o)=0,683
P(u—20<X<u+20)=0954
P(u—30 <X <u+30)=0,997

V.a. con distribucion  X~N(0,1)  , _ X—p

normal estandar T o

Funcion de densidad () %2

distribucion normal
estandar

fO)==ez

Probabilidades en un intervalo:

i. P(Z<a),a=0
ii. P(Z=a),a=0
iii. P(Z<a), a<0
iv. P(Z=a), a<0

v. P(@<Z<b)=P(Z<b)-P(Z<a)
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Tabla 7

Ejemplos de L2 sobre distribuciones binomial y normal
Concepto Notacion Expresion algebraica
Aproximacion B(n,p)~ Correccion por continuidad

binomial por la normal N, o) P(Y <a) = P(X < a+0,5)

P(Y<a)=PX<a-0,5)
P(Y >a)=P(X >a—05)
P(Y>a)=P(X>a+0,5)

L3. Lenguaje grdfico. Entre los objetos de la estocastica se reconocen los gréficos.
En los libros indagados la variable aleatoria fue representada en diagrama sagital
(Figura 2.a). Su funcion de probabilidad se grafic6 empleando también dicho
diagrama (Figura 2.a), el poligono de frecuencias (Figura 2.b) y el grafico de barra
(Figura 2.c); y su funcion de densidad fue graficada en el plano cartesiano (Figura
2.e). Su funcidn de distribucion se representd en el plano cartesiano (Figura 2.d).

a. Diagrama sagital b. Poligono de frecuencias c. Grafico de barra
Q X(€) PX=x) i Funcién de probabilidad
(.9 L0 : % - —
€9 s1 = R i
(s, ¢) N - %\‘ X
(s.s) > | l
=

—X £
Valores de la va. X

d. Plano cartesiano e. Plano cartesiano
Y1 px=x
1
e /
i
/0,75 \\
p— ] v 0,5 \
\
/ /10,25 \
— / V) .

/ \
o 1 2 3 4 s & >3 -075 -05 -025 0 025 05 075 1 X

Figura 2. Ejemplo de L3 sobre variable aleatoria

Respecto al tratamiento de la familia de distribuciones en los textos
inspeccionados, la funcion de probabilidad de la binomial se representd en un
grafico de barra (Figura 3.a), mientras que la funcion de densidad de la normal fue
graficada con la curva normal, representando distintos contextos: intervalos
centrados en la media (Figura 3.b), célculo de probabilidades en un intervalo
(Figura 3.c) o aproximacion de la binomial por la normal (Figura 3.d).
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a. Grafico de barra b. Curva normal sobre intervalos  d. Curva normal sobre
T centrados en la media apoximacion de la binomial por la
a8 . BT T - o
? LT sl “ oy normal

34,1% [ 341%

L e ==
1 :

c. Curva normal sobre célculo de probabilidad en un intervalo

1. 11 111. 1v. V.
obabilidad dada por la tabla es P(Z < 0,3). 3 j i

jopes

Figura 3. Ejemplo de L3 sobre distribuciones binomial y normal

L4. Lenguaje tabular. Otro objeto caracteristico de la estocéstica son las tablas. En
los libros indagados se identificé que la variable aleatoria fue representada en una
tabla de conteo (Figura 4.a). Para representar su funcion de probabilidad se
construyeron tablas de probabilidad horizontal (Figura 4.b) y vertical (Figura 4.c),
mientras que su funcidn de distribucion se representd en una tabla de probabilidad
acumulada horizontal (Figura 4.d) y vertical (Figura 4.e). En el tratamiento de la
funcion de densidad de la normal estandar esta fue representada en una tabla de
probabilidad (Figura 4.1).

a. Tabla de conteo b. Tabla de probabilidad horizontal c. Tabla de
probabilidad vertical
Q. X X; 2 4 6 8
c« 2 P(X =x;) 0,25 035 015 0,25 X L
ss 0
d. Tabla de probabilidad acumulada e. Tabla de probabilidad : = :4.
horizontal acumulada vertical 7 1
X; 0 1 2 3 f(x) = P(X = x;) F(x) = P(X S x) | 8 |f®8)=0,107_
PX<x) | 0275 0425 0855 1 s T 7
f. Tabla de probabilidad s -rixs Total S

o [ oot [ 002 [ 003 [ o004 [(005)] 006 | 007
0 | 055000 | 0.5040 05080 | 0.5120 | 05160 | 05199 | 05239 | 0.5279 |
0,1 | 05398 | 0,5438 | 0,5478 | 0,5517 | 0,5557 | 0,5596 | 05636 | 0,5675 | <4 <
(02)05793 L 05832-os0m-ersorerrersodr (6 5967) 06026 | 06064

Figura 4. Ejemplo de L4 sobre variable aleatoria y aplicaciones en distribuciones
binomial y normal

La Tabla 8 expone las representaciones sobre variable aleatoria y su familia de
distribuciones (binomial y normal) identificadas en los libros indagados, las cuales
demostraron una complejidad semidtica de los temas a nivel escolar. Apreciamos
sobre la variable aleatoria que tanto la serie 1 como 2, promovieron cuatro
lenguajes para su representacion. En relacion con la binomial, T2(2) fomentd
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mayor variedad de representaciones que T4, aunque ninguno empled una tabla de
valores de su funcién de probabilidad, que podria facilitar el procedimiento de
calcular probabilidades en este contexto. Por ultimo, para el tratamiento de la
normal, evidenciamos que T2(2) y TS5 trabajaron los cuatro lenguajes.

Tabla 8

Lenguajes sobre variable aleatoria y distribuciones de probabilidad

Lenguaje Variable aleatoria Distribuciones binomial y normal
Serie 1 Serie 2 Serie 1 Serie 2

TI T21) T22) T3 T4 TS5 TI T2) T22) T3 T4 TS

L1. Verbal X X X X X b,n b n
L2. Simbdlico X X X X X b,n b n
L3. Grafico X X X X X b,n n
L4. Tabular X X X X X n n

Nota. X: El lenguaje se usa en el libro para trabajar la variable aleatoria; b: El lenguaje se usa
para trabajar la distribucion binomial; n: El lenguaje se usa para trabajar la distribucion normal

Conceptos

Identificamos en los libros la presencia o ausencia de conceptos involucrados en
el tratamiento de la variable aleatoria y su familia de distribuciones, ademas de la
forma en que son introducidos. Segun Sfard (1991) un concepto matematico es
posible definirlo de manera operacional (descripcion de formula u operacion) o
estructural (descripcion de condiciones y propiedades). Por tanto, observamos si
estos objetos fueron abordados mediante ejemplos, operacionalmente,
estructuralmente o combinando aquellas formas, reconociendo un nimero total de
dieciséis conceptos.

C1. Variable aleatoria. Fue abordada explicitamente en cinco textos, definiéndola
correctamente como una funcion cuyo dominio es el espacio muestral y recorrido
los nimeros reales o un subconjunto de ellos. También se realizo la distincion entre
las de tipo discreta y continua, afirmando por ejemplo sobre la primera que
“pueden asumir una cantidad finita o infinita numerable de valores” (TS5, p.222),y
respecto a la segunda “su recorrido es un intervalo de numeros reales” (T1, p.137).

C2. Funcion de probabilidad. También llamada funciéon de cuantia o distribucion
de probabilidad, fue presentada explicitamente en T1, T3 y T4, describiéndola
adecuadamente como una funcioén que asocia a cada valor de la variable aleatoria
discreta una posibilidad de ocurrencia.

C3. Funcion de densidad. Nombre que recibe la funcion de probabilidad de una
variable aleatoria continua, solo T2(2) y TS5 la introdujeron como aquella que
permite calcular la probabilidad de que la variable pertenezca al intervalo /a, b/,
mediante el calculo del 4rea bajo la curva de la funcion entre los valores a y b.
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C4. Funcion de distribucion. Los textos T1, T3 y T4 estudiaron esta para el caso
de variables aleatorias discretas, donde fue descrita como la funcién que
proporciona la probabilidad acumulada hasta un valor determinado de la variable,
y solo T3 expuso su domino (nimeros racionales) y recorrido (intervalo /0,1]).

CS5. Parametros de una variable aleatoria. Corresponden a la media, varianza y
desviacion estandar, los cuales simplifican el estudio y comparacion de
distribuciones de probabilidad, aunque los libros analizados solo trabajaron con
aquellos para variables aleatorias discretas.

C5.1. Media. También denominado esperanza o valor esperado, fue tratado por
T2(2) y T4 mediante su expresion algebraica (ver Tabla 5); ademas T4 lo definid
en lenguaje verbal como “el promedio ponderado de los valores de X con sus
respectivas probabilidades™ (p.170) y describié una caracteristica para el contexto
de juego (p.155): “(i) este es justo si £(X)=0; (ii) injusto si £(X)<0; (iii) favorable
si E(X)>0".

C5.2. Varianza. Fue abordada por T2(2) y T4 mediante su expresion algebraica
(ver Tabla 5); también T4 la describié en lenguaje verbal como “el promedio de
las distancias al cuadrado de los valores en X hasta la media” (p.170), y describid
su caracteristica, que indica el grado de dispersion que posee la variable aleatoria
respecto a su valor esperado.

C5.3. Desviacion estandar. Trabajada por T2(2) en lenguaje verbal como “la raiz
cuadrada de la varianza” (p.165) y T4 en lenguaje simbdlico mediante su expresion
algebraica (ver Tabla 5).

C6. Distribucion binomial. Este modelo de probabilidad para variables aleatorias
discretas fue introducido en T2(2) y T4, mediante las caracteristicas de un
experimento de Bernoulli: (i) genera solo dos resultados; (ii) la probabilidad de
obtener uno de ello es p y el otro es /-p. Luego se sefiald que al realizar aquel
experimento n veces se genera una distribucion binomial, presentandose su
funcion de probabilidad (C6.1) en lenguaje simbdlico (ver Tabla 6). Solo T4
abordo explicitamente su funcion de distribucion (C6.2) mediante su expresion
algebraica (ver Tabla 6), y lo mismo ocurrié en T2(2) con su media (C6.3) y
varianza (C6.4).

C7. Distribucion normal. Aquel modelo de probabilidad para variables aleatorias
continuas fue tratado en T2(2) y TS5 presentando su funcion de densidad (C7.1) por
medio de una expresion algebraica (ver Tabla 6), aunque sol6 el primero explicito
el dominio (nimeros reales) y nicamente el segundo describié su media (C7.2) y
desviacion estandar (C7.3). En este aspecto ambos textos excluyeron trabajar los
conceptos de moda (C7.4) y mediana (C7.5).

La distribucién normal estdndar o tipificada fue abordada por dos textos: en
T2(2) implicitamente cuando trabajé el proceso de tipificacion de la variable,
mientras que TS5 presentd explicitamente su funcion de densidad (C7.6) en
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lenguaje verbal, afirmando que es un caso particular de la normal donde su media
es 0 y desviacion estandar 1, y lenguaje simbdlico mediante una expresion
algebraica (ver Tabla 7).

La Tabla 9 sintetiza la manera que los libros introdujeron los conceptos
descritos. Esta evidencia que el concepto mas definido fue variable aleatoria,
seguido por sus funciones de probabilidad y distribucion. El primero fue
presentado en las dos series de forma operacional, estructural y mediante ejemplo,
aunque se observo que en grado 12, T2(2) y TS emplearon solo estas dos ultimas.
Las funciones mencionadas fueron introducidas por ambas series de tres formas
diferentes, pero la primera abordo los contenidos solo en grado 10 (T1), mientras

que la segunda entregd mayor continuidad presentandolos en los grados 10 (T3) y
11 (T4).

Tabla 9

Forma de introduccion de conceptos sobre variable aleatoria y distribuciones
de probabilidad

Concepto Serie 1 Serie 2
T1 T2(1) T2(2) T3 T4 T5
C.1. Variable aleatoria ESO ES ESO SEO SE
C.2. Funcidn de probabilidad EOS EOS SOE
C.3. Funcion de densidad OSE OSE
C.4. Funcidn de distribucion EOS EOS EOS
C.5. Parametros de una variable
aleatoria:
C.5.1 Media O EOS
C.5.2. Varianza O ESO
C.5.3. Desviacion estandar E ESO
C.6. Distribucion binomial:
C.6.1. Funcion de probabilidad SO EO
C.6.2. Funcion de distribucion EO
C.6.3. Media )
C.6.4. Varianza 0]
C.7. Distribuciéon normal:
C.7.1. Funcion de densidad SO SO
C.7.2. Media E
C.7.3. Desviacion estandar E
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Tabla 9
Forma de introduccion de conceptos sobre variable aleatoria y distribuciones

de probabilidad

Concepto Serie 1 Serie 2
C.7.4. Moda
C.7.5. Mediana

C.7.6. Funcion de densidad de la SO
normal estandar
Nota. E: Definicion mediante ejemplo; O: Definicion operacional; S: Definicion estructural.

También la Tabla 9 muestra diferencias entre las dos series de texto cuando
introdujeron los conceptos menos definidos, como los pardmetros de una variable
aleatoria, donde la primera emple6 para la media y varianza la forma operacional
y para la desviacion estandar un ejemplo, mientras que la segunda utilizo las tres
formas que propusimos. Respecto al concepto de distribucion binomial, la serie 1
presentd su funcion de probabilidad de forma estructural y operacional, y su media
y varianza operacionalmente, y en tanto la serie 2, introdujo sus funciones de
probabilidad y distribucion de manera operacional y a través de ejemplos. En
cuanto a la distribucion normal, ambas series presentaron su funcion de densidad
de forma estructural y operacional, aunque solo la segunda introdujo la funcion de
densidad de la normal estandar del mismo modo sefialado, y la media y desviacion
estandar mediante ejemplos.

Proposiciones
Reconocimos doce caracteristicas y propiedades sobre variable aleatoria y su
familia de distribuciones en los libros examinados.

PPI. Caracterizacion de la variable aleatoria y variable algebraica. Explica la
diferencia entre estas: la primera es una funcion cuyo domino es el espacio
muestral de un experimento aleatorio, y la segunda corresponde a un simbolo que
representa cualquier nimero o rango de estos en un conjunto de nimeros dados.
Solamente se abord6 implicitamente en T1.

PP2. Caracterizacion de variables aleatorias discreta y continua. Senala la
diferencia entre sus recorridos, pues la primera toma un numero finito
(x4, X3, ..., X,) O infinitos numerables de valores (x;,X5,..), mientras que la
segunda toma todos los valores comprendidos en un intervalo de recta real. Esta
fue propuesta en T1, T2(2), T3 y TS.

PP3. Caracterizacion de la variable aleatoria mediante la funcion de
probabilidad. Cada variable aleatoria hereda una medida de probabilidad que la
caracteriza y representa la probabilidad de cada uno de sus valores, lo que
Unicamente se omitio en T2(1).
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PP4. Propiedades de la funcion de probabilidad. Presenta las condiciones que
debe satisfacer esta funcion: (i) p; = 0, para todo j; (ii) Zle pj=1o0Xlipj=
1. Fueron estudiadas en T1, T3 y T4.

PP5. Caracterizacion de la variable aleatoria mediante la funcion de distribucion.
Cada variable aleatoria define una funcién que describe la probabilidad de que ella
sea menor o igual a uno de sus valores real. Esto se trabajo en T1, T3 y T4.

PP6. Propiedades de la funcion de densidad. Expone las condiciones que debe
satisfacer esta funcion: (i) su probabilidad no es negativa; (ii) el area limitada por
su grafica en su dominio y el eje de la abscisa es 1. Estas propiedades se trabajaron
en T2(2) y TS.

PP7. Caracterizacion de la distribucion binomial. Establece las caracteristicas del
contexto donde el modelo es aplicable: (i) situacion que presenta un suceso
dicotomico observado n veces; (ii) los posibles resultados en cada ocasion son
independientes. Estas se identificaron en T2(2) y solo (i) en T4.

PPS8. Caracterizacion de la distribucion normal. Constituye las caracteristicas del
contexto donde esta distribucién es aplicable: (i) situacion modelada por una
variable aleatoria continua; (ii) sus valores se agrupan en torno a un valor central
y sus valores extremos no son frecuentes. Estas caracteristicas solo fueron
mencionadas en T(2) y TS5.

PP9. Propiedades de la funcion de densidad de la normal: (i) Esta es simétrica
con respecto a la media; (ii) la media es, ademas, la mediana y la moda de la
distribucion; (iii) x = pu es el punto sobre el eje horizontal donde la curva tiene su
maximo; (iv) la curva tiene sus puntos de inflexiébn en x = u + o ; (v) el eje de
abscisas es una asintota de la funcion. Dos libros presentaron algunas de estas
propiedades: T2(2) a (i), (iv) y parcialmente (ii), y TS a (i), (v) y parte de (i1).

PP10. Propiedades para el célculo de probabilidades con distribucién normal
estandar: (i) P(Z <a) oP(Z<a),cona = 0; (ii) P(Z=a) o P(Z > a), con
a=>0; (ii)P(Z<a)oP(Z<a),cona<0; ({iv)P(Z=a)oP(Z>a), con
a<0;(V)P(@a<Z<b)=P(Z<b)—P(Z < a). Todas fueron trabajadas en
T2(2) y T5.

PPI11. Propiedad de los intervalos centrales (£30). También denominada
distribucion de casos en relacion con la desviacion tipica y media, corresponde a:
() Pu—o<X<u+o)=683%; (ii)) P(u—20 <X <u+20) ~954%;
(iii)) P(u— o < X < u+ o) = 99,7%;. Fue abordada explicitamente en T2(2) e
implicitamente en T5.

PP12. Condicién para aproximar una distribucion binomial a una normal. Dada
una variable aleatoria X~B(n, p), si n es un valor grande de manera que cumple:
i) n=30; (i) n-p>5; (ii1)) n-(1—p)>5, entonces B(n,p)~N(n-

p,Jn-p-(1—p)). Unicamente TS y T2(2) sefalaron explicitamente las
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condiciones (ii) y (iii), y sobre (i) solo el primero menciond que n debe ser un valor
grande.

La Tabla 10 resume las proposiciones reconocidas en los libros analizados.
Esta evidencia que la mas abordada fue la caracterizacion de la variable aleatoria
mediante su funcién de probabilidad, seguido por las caracteristicas de las
variables aleatorias de tipo discreta y continua, ambas incluidas en las dos series.
La menos propuesta ha sido la caracterizacion de variable aleatoria y variable
algebraica. En tanto las proposiciones que aparecen con baja frecuencia fueron las
vinculadas a las distribuciones binomial y normal y las propiedades de la funcion
de densidad, presentes unicamente en un documento de cada serie.

Tabla 10
Proposiciones sobre variable aleatoria y distribuciones de probabilidad
binomial y normal

Proposiciones Serie 1 Serie 2
Tl T2(1) T2(2) T3 T4 T5

PP1. Caracterizacion de variable X
aleatoria y variable algebraica

PP2. Caracterizacion de variables X X X X
aleatorias discreta y continua

PP3. Caracterizacion de la variable X X X X X
aleatoria mediante la funcion de
probabilidad

PP4. Propiedades de la funcion de X X X
probabilidad

PP5. Caracterizacion de la variable X X X
aleatoria mediante la funcion de

distribucion

PP6. Propiedades de la funcion de X X
densidad

PP7. Caracterizacion de la X X
distribucion binomial

PP8. Caracterizacion de la X X
distribucion normal

PP9. Propiedades de la funcion de X X
densidad de la normal

PP10. Propiedades para el calculo X X
de probabilidades con distribucion
normal estandar
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Tabla 10
Proposiciones sobre variable aleatoria y distribuciones de probabilidad
binomial y normal

Proposiciones Serie 1 Serie 2

PP11. Propiedad de los intervalos X X
centrales (£30)

PP12. Condicion para aproximar X X
una distribucion binomial a una
normal

Procedimientos
Identificamos catorce algoritmos, técnicas de calculo u operaciones empleadas en
los textos para resolver problemas sobre variable aleatoria y su familia de
distribuciones.

P1. Cdalculo de la cardinalidad del dominio de una variable aleatoria discreta
mediante combinatoria. Aquella técnica de conteo es empleada en determinar la
cantidad de elementos del espacio muestral para luego establecer sus elementos o
probabilidad asociada a un valor de la variable. Este procedimiento se desarrollo
en Tl y T3.

P2. Particion disjunta del espacio muestral. Realizada para determinar lo sucesos
aleatorios elementales asociados a cada valor de una variable aleatoria discreta, lo
que fue abordado implicitamente en T1, T3 y T4.

P3. Determinacion del dominio de una variable aleatoria discreta o probabilidad
asociada a sus valores utilizando diagrama de arbol. Solamente T1 sugirid
elaborar un diagrama de arbol para identificar el espacio muestral vinculado al
experimento aleatorio propuesto.

P4. Cdalculo de probabilidades de una variable aleatoria discreta aplicando la
funcion de probabilidad. Permite determinar la posibilidad de ocurrencia de cada
elemento de la variable y compararlas. Esto fue promovido en la mayoria de los
libros a excepcion de T2(1).

P5. Calculo de probabilidad de una variable aleatoria discreta aplicando la
funcion de distribucion. Proporciona la probabilidad acumulada hasta algun valor
de la variable aleatoria, lo cual se trabajé en T1, T3 y T4.

P6. Cdlculo de probabilidad de una variable aleatoria continua aplicando la
funcion de densidad. Calcular probabilidades en este contexto involucra emplear
integrales, concepto excluido en el curriculo chileno. Asi se observd que T2(2) y
TS5 sugirieron determinar el area bajo la curva de la funcion de densidad mediante
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la interpretacion geométrica de la integral por calculo de areas de figuras
geométricas simples.

P7. Cdlculo de parametros de una variable aleatoria discreta empleando sus
expresiones algebraicas. Unicamente T4 incluyé determinar la media, varianza y
desviacion estandar de ese tipo de variable mediante la expresion algebraica
correspondiente. En tanto, T2(2) abordd parcialmente este proceso, dado que
excluyo el calculo de la desviacion.

P8. Calculo de probabilidades aplicando la funcion de probabilidad de una
distribucion binomial. Solo T2(2) y T4 promovieron utilizar la expresion
algebraica de aquella funcion para determinar probabilidades, omitiendo el uso de
una tabla con sus valores.

PY. Calculo de probabilidades aplicando la funcion de distribucion de una
distribucion binomial. Solamente fue incluido explicitamente en T4 mediante el
reemplazo de valores en la expresion algebraica de dicha funcién, mientras que
T2(2) lo abord6 implicitamente.

P10. Cdlculo de media y varianza de la binomial mediante expresiones
algebraicas. Unicamente T2(2) promovidé este procedimiento a través del
reemplazo de valores, sobre la situacion binomial dada, en la expresion algebraica
del parametro correspondiente.

P11. Cdlculo de probabilidad empleando la propiedad de los intervalos centrales
(£30). Corresponde a determinar la probabilidad de que una variable aleatoria
distribuida normalmente pertenezca a un intervalo centrado en su media y radio k
=1, 2 y 3 desviaciones estandar, desarrollado solo en T2(2) y T5.

P12. Tipificacion. La probabilidad asociada a cualquier distribucion normal es
posible expresarla en términos de la normal estandar. El procedimiento,
denominado tipificacion o normalizacion, permite determinar ese valor y consiste
en transformar una variable aleatoria X~N(u,0)en Z~N(0,1) mediante una
expresion algebraica. Esto solamente fue trabajado en T2(2) y T5.

P13. Cdalculo de probabilidades utilizando la tabla de distribucion normal
estandar. Consiste en utilizar una tabla de valores de la normal estdndar para
determinar la probabilidad de que una variable aleatoria tome valores en un
intervalo dado, calculo que solo fue incluido en T2(2) y T5.

P14. Correccion por continuidad. Utilizar la distribuciéon normal como
aproximacion de la binomial involucra este procedimiento que consiste en cambiar
un nimero discreto a un intervalo real ubicado a 0,5 por arriba o 0,5 por debajo de
aquel nimero. Esto se debe a que se emplea un modelo de probabilidad de variable
aleatoria discreta para aproximarlo a uno de variable aleatoria continua.
Unicamente fue abordado explicitamente en T2(2) e implicitamente en T5.
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La Tabla 11 sintetiza los procedimientos identificados en los textos indagados.
Entre los mas incluidos destacan calcular probabilidades de una variable aleatoria
discreta utilizando sus funciones de probabilidad y distribucion, y realizar una
particion disjunta del espacio muestral; mientras que los procedimientos
observados con baja frecuencia han sido los relativos a las distribuciones binomial
y normal, asi como también algunos vinculados a la variable aleatoria discreta
(establecer sus parametros mediante expresion algebraica y cardinalidad de su
dominio empleando combinatoria) y continua (calcular probabilidades empleando
su funcion de densidad). Ademas, el menos promovido fue determinar el dominio
de una variable aleatoria discreta o sus probabilidades utilizando el diagrama de
arbol.

Tabla 11
Procedimientos sobre variable aleatoria y distribuciones de probabilidad
binomial y normal

Procedimientos Serie 1 Serie 2
T1 T2(1) T2(2) T3 T4 T5

P1. Calculo de la cardinalidad del X X
dominio de una variable aleatoria
discreta mediante combinatoria

P2. Particion disjunta del espacio X X X
muestral
P3. Determinacion del dominio de X

una variable aleatoria discreta o
probabilidad asociada a sus valores
utilizando diagrama de arbol

P4. Calculo de probabilidades de X X X X X
una variable aleatoria discreta

aplicando la funcion de

probabilidad

P5. Calculo de probabilidad de una X X X
variable aleatoria discreta

aplicando la funcion de

distribucién

P6. Calculo de probabilidad de una X X
variable aleatoria continua

aplicando la funcion de densidad

P7. Calculo de parametros de una X X
variable aleatoria discreta

empleando sus expresiones

algebraicas
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Tabla 11
Procedimientos sobre variable aleatoria y distribuciones de probabilidad
binomial y normal

Procedimientos Serie 1 Serie 2
T1 T2(1) T2(2) T3 T4 T5
P8. Calculo de probabilidades X X

aplicando la funcion de
probabilidad de una distribucion
binomial

P9. Calculo de probabilidades X X
aplicando la funcion de

distribucion de una distribucion

binomial

P10. Calculo de media y varianza X
de la binomial mediante
expresiones algebraica

P11. Célculo de probabilidad X X
empleando la propiedad de los
intervalos centrales (+30)

P12. Tipificacion X X
P13. Célculo de probabilidades X X
utilizando la tabla de distribucion

normal estandar

P14. Correccion por continuidad X X

Argumentos

Reconocimos en los textos examinados seis métodos de validacion sobre variable
aleatoria, tres en distribucién binomial y cinco para distribucion normal, que
permitieron relacionar los objetos matematicos anteriores y las situaciones-
problemas identificadas por Bizet et al. (en prensa-a).

Al. Justificacion mediante ejemplo o contraejemplo. Emplea un ejemplo con datos
especificos para comprobar una proposicion o explicar un procedimiento. Este fue
abordado por cinco libros en el &mbito de la variable aleatoria, y por tres (T2(2),
T4 y T5) en el contexto de distribuciones binomial o normal, ejemplificandose en
la Figura 5.

A2. Justificacion a través de la representacion grafica. Usa las caracteristicas
visuales de un grafico para aprobar o refutar afirmaciones, o validar una
proposicion o solucionar un problema. Ella fue incluida en cinco textos en el
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contexto de variable aleatoria (ejemplo en la Figura 6) y solo en T2(2) para el
ambito de distribuciones binomial y normal.

En una variable aleatoria continua X, la probabilidad de que esta tome exactamente yp,
valoraes 0, es decir, P(X=a) =0.

Esto se puede interpretar de la siguiente manera. Si se escoge aleatoriamente a una
persona en la calle y mides su masa, se podria preguntar cual es la probabilidad de
que la masa de ella sea 76,43 kg. Esta es una situacion compleja, ya que al considerar
ese numero estamos buscando personas cuya masa, en kilogramos, sea exactamente
76,430000... y seguro gue al utilizar instrumentos de mayor precision observermnos valores
diferentes a los de una balanza comtin, por ejemplo, 76,431 kg 0 76,43001 kg.

ienc mas sentido preguntar cudl es Iz probabilidad de encontrar a una persona cuya
masa se ubique, por cjemplo, entre 75 kg y 80 kg. Es decir, en una variable aleatoria
continua lo natural es calcular la probabilidad de que la variable aleatoria se encuentre
en un intervalo dado. Intuitivamente se pude notar que a medida que el intervalo s
hace cada vez mas pequenio, es més dificil encontrar a una persona cuya masa cumpla

con ese requisito,

Figura 5. Ejemplo de A1 (TS5, p. 224)

te figura se muestra el gréfico de la funcién de probabilidad de una va. X. Respecto de la funcién de probabilidad del
[ nf| 0, es ‘-whi. dero que:

Funcién de probabilidad

. RecX=1(01 2234

Il. la probabilidad de obtener 1 es igual a la probabilidad de obtener 3.

. la probabilidad de obtener a lo més 3 es de 68,75%. I I

A. Sololl D. lly

B. lyll E. Lyl '»-f* -
C. Uyl il‘mnldodph\\x

Figura 6. Ejemplo de A2 (T4, p.153)

A3. Justificacion mediante simulaciones con herramienta tecnologica u objeto
manipulable. Consiste en el andlisis de resultados obtenidos en simulacién de
experimentos aleatorios por medio de software (A3.1) u objetos como chinche,
moneda, dado, aparato de Galton, etc. (A3.2), para extraer conclusiones y validar
la solucion a problemas. Solo el primer método de validacion fue promovido por
T3 y T4 en el ambito de la variable aleatoria y por T5 en el contexto de la normal,
como muestra la Figura 7.

A4. Justificacion mediante la generalizacion. A partir de ciertas condiciones es
desarrollada una demostracion informal o formal para obtener conclusiones
extensibles a problemas que cumplen con las mismas caracteristicas iniciales.
Solamente fue utilizado para justificar proposiciones por TS5 en el ambito de la
normal (ver Figura 8).
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Mediante una planilla de célculo se simulard el lanzamiento de 2 dados, para calcular la funcién de probabilidad de la va. X
definida como X: valor absoluto de la diferencia de sus caras, en 50, 1.000 y 5.000 lanzamientos.

Calcula el error para cada una de las simulaciones.

1Qué observas respecto al error de las probabilidades a medida que aumentan los lanzamientos?

En el siguiente grifico y tabla, se muestran los valores de la funcién de probabilidad de la v.a. X, para 50, 1.000 y 5.000 lanzamientos,
las cuales se comparan con la funcién de probabilidad tedrica de la v.a. X, indicando la diferencia o error, con repecto al valor tedrico.

&) x 0o | 1 2 3 4 5
8 . i - 50 0,22 0,34 0,20 0,10 0,08 0,06
i 1000 | 017 ]| 028 | 024 017 [ olo]| o005
e ~-ouwanets | [ 5000 | 017 [ 028 [ o021 | o1 [ on] oos
= ; ) T Tedrico | 018 | 027 [ 03| 018 [ ofi| 005
oss — Eror | 00s | 006 | -003 | 008 [-003M | -0007
o Eror | 0003 | 0007 | 0017 | 0003 | -00T | -000%
ol [

——— X Eoo | 0003 | 0007 [-0017 | 0013 |-000Ti | -0.005

En el gréfico se observa que a medida que aumenta el nimero de lanzamiento de los dados la probabilidad de cada uno de los
valores de la v.a. X tienden a ser los mismos. Lo anterior se observa al comparar la diferencia entre la probabilidad experimental
y tedrica de X. En la tabla se observa que el error tiende a disminuir a medida que la cantidad de ensayos aumenta. Este principio
se conoce como ley de los grandes nimeros, y afirma que al repetir un experimento aleatorio un nimero muy grande de veces
la frecuencia relativa de cada suceso elemental se aproxima a la probabilidad del suceso.

Figura 7. Ejemplo de A3 (T3, p. 326-327)

Considera el experimento de lanzar un dado cinco veces y contar cudntas veces obtenemos
un punto. ;Qué tipo de variable aleatoria se puede definir?
La variable aleatoria que se puede definir es X: la cantidad de veces que se obtiene un

3 i
punto. Esta variable aleatoria es discretay se puede modelar como X ~ B(S, E)‘

Siquisiéramos hacer el mismo conteo del ejemplo, pero esta vez lanzando el dado 30,
50y 90 veces, obtendriamos los siguientes graficos, que muestran la funcion de
probabilidad en cada caso:

N

Distribucion binomial conn=50yp = %

Y Y
0,lsj\ 1 Distribucion binomialconn=30yp = % 7

0,164
0,144
0,124

X

Yo Distribucion binomial conn =90y p= %
0124

014
0,084
0,06
om-
0,02

-0 2 4 6 8 10121416 18 20 22 24 26 28 30 32 x

Amedida que la cantidad de lanzamientos aumenta, los gréficos de la distribucion
binomial se van aproximando a la distribucién normal. Luego, si n es lo suficientemente
grande, la distribucién binomial se puede aproximar por una normal de mediau=npy
una desviacién estandar o= Vnp (1 - p).
Se debe notar que se esta aproximando una variable aleatoria discreta con un modelo
de variable aleatoria continua.
En general, lo anterior ocurre para cualquier distribucion binomial en la que n sea un
valorgrande, y py 1~ p no sean valores muy pequefos. Cuanto mayor sea n, mejor
se aproxima la distribucion binomial a la normal. En la préctica, se estima que la

| aproximacion es aceptable cuando se cumple que:np > 5y n(l —p) > 5.

Figura 8. Ejemplo de A4 (TS5, p. 233-234)
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+ Considera las siguientes variables aleatorias asociadas a experimentos diferentes.

a;six;=1 2a;siy; =1
PX=x)=19 b,six=2 PY=y)=q bisiy,=2
0,6;six.=3 03;siy =3

a. ;Cudles son los valores de a y b?

Figura 9. Ejemplo de A5 (T1, p. 142)

A5. Razonamiento algebraico. Involucra la representacion, generalizacion y
formalizacion de regularidades en diversos ambitos de la matematica, como en
probabilidad, con el proposito de ayudar a expresar el pensamiento algebraico
(variables, ecuaciones y funciones). Este argumento fue fomentado para justificar
procedimientos por cinco libros en el contexto de la variable aleatoria y en tres
(T2(2), T4 y TS) para las distribuciones binomial o normal, como se ejemplifica
en la Figura 9.

Un juego cor a bolita de una urna que contiene 7 bolitas rojas y 3 azules > SOS MAT
Sana $ 500 ) fe color rojoy el jugador debe pagar § 1.500 er
casode que la E ente jugar En el efemplo 2, el valor esperado de la
va. es la ganancia media que
onsidera la v.a. X:monto a ganar, por lo tanto X puede tomar los siguientes valores: cuando se juega un nimero elevado de
=500 sale bolita de color rojo, gana $ 500. o iRl bRl esEsY
15 sale bolitaide colorazul: plerde ) un juego Justo si el valor esperadc
' : pieile 31500 E(X) es iqual 2 0.
La funcién probabilidad de X es: B unjuego injusto si E(X) <.
W unjuego favorable si E(X) > 0.
10
X=x)=1= =-1.50
) 10
0 en cualquier ot
Por tar
E(X) —+(-1.500) - = !
Luego, no es un juego conveniente para el jugador, ya que E(X) < 0.

Figura 10. Ejemplo de A6 (T4, p. 155)

A6. Razonamiento verbal-deductivo. Reconoce un vinculo entre proposiciones que
permiten lograr un resultado necesario de interpretar para obtener conclusiones.
Fue utilizado por T1 y T4 en torno a la variable aleatoria para justificar
procedimientos y respuesta a problemas, como ejemplifica la Figura 10.

A7. Justificacion mediante analisis-sintesis. Indaga las cualidades de un problema
propuesto, las cuales conducen a concluir propiedades o caracteristicas de un
concepto. Esto fue promovido por T2(2), T3 y T4 en el ambito de la variable
aleatoria y es ejemplificado en la Figura 11.
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Analiza la siguiente situacién y responde:

Dos veterinarios discuten acerca de la variable X: “cantidad de liquido

pulguicida aplicado en el gato”. e
: . No, la variable no es discrem\\
251" Por ejemplo, la dosis recomendada |
[ para este gato es 0,25 ml que noes \‘

va \_  unnimeronatural. __/

/ La variable es discreta
| porqué se pueden expresar
[ en gotas que son ndmeros
\__ naturdles

¢Con cudl de las dos personas estas de acuerdo? Discute con tu curso.

Para convencer a su colega, el veterinario dice que la variable aleatoria no

es discreta porque la cantidad en ml del liquido puede interpretarse de la Analisis
misma manera que un intervalo de nimeros reales. Segun su razonamiento,

¢cuantos cantidades distintas podria haber entre 0,1 mly 0,25 cm?

¢En qué otros casos ocurre algo parecido?

Una variable aleatoria continua, a diferencia de la discreta, es una variable que
dentro de un intervalo puede tomar cualquier nimero real y su recorrido es un Sintesis
intervalo de los nimeros reales.

Figura 11. Ejemplo de A7 (T2(2), p. 172)

La Tabla 12 resume los argumentos reconocidos en los libros examinados. Aquella
demuestra que los mas promovidos fueron la validacion mediante ejemplo o
contraejemplo y el razonamiento algebraico, presente en ambas series. Del mismo
modo, destaca con alta frecuencia la justificacion por medio de representacion
grafica. Mientras que los mecanismos de validacion menos incluidos han sido la
simulacion con software y la generalizacion, solamente observados en la serie 2.
Ademas, ningun texto promovio la justificacion a través de simulacion con objeto
manipulable en el contexto de la variable aleatoria o distribucion binomial.

Tabla 12

Argumentos sobre variable aleatoria y distribuciones binomial y normal

Argumentos Variable aleatoria Distribuciones binomial y normal
Serie 1 Serie 2 Serie 1 Serie 2

TI T21) T22) T3 T4 TS5 T1I T2) T22) T3 T4 TS

Al. Ejemplos X X X X X Xbn Xb X

A2. Graficos X X X X X Xbn

A3. Simulacion:

A3.1. Tec- X X X
nologia n
A3.2. Mani-
pulable***
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Tabla 12
Argumentos sobre variable aleatoria y distribuciones binomial y normal

Argumentos Variable aleatoria Distribuciones binomial y normal
A4. Generali-
zacion*

AS. Algebraico X X X X X Xbn Xb

5 5

A6. Verbal- X X

deductivo** Y
skskek

A7. Analisis- X X X

sintesis™* ¥ ***

Nota. X: El argumento se usa en el libro para trabajar la variable aleatoria; b: El argumento se
usa con la distribucion binomial; n: El argumento se usa en la distribucion normal. *: No aplica
para variable aleatoria; **: No aplica para distribucion binomial; ***: No aplica para la normal

Etapa 3: Contraste entre Curriculo Escolar Chileno y Libros de Texto

El andlisis desarrollado al curriculo y textos escolares sobre los objetos
matematicos demostr6 que entre los documentos existe coherencia en el lenguaje
empleado, dado que para la variable aleatoria y distribucion normal propusieron
cuatro tipos (verbal, simbolico, grafico y tabular), y en la binomial tres (verbal,
simbdlico y grafico), aunque la segunda serie de libros excluy6 el lenguaje grafico.

Sobre las proposiciones identificamos discrepancias solo en la variable
aleatoria, pues el curriculo sugiri6 cinco, excluyendo su caracterizacién mediante
la funcion de distribucion. Mientras que la serie 1 propuso seis, y la serie 2 presentd
cinco omitiendo la caracterizacion de variables aleatoria y algebraica. Para las
distribuciones binomial y normal aquellas normativas sugirieron una y cinco
proposiciones respectivamente, igual que las propuestas por cada serie.

En los conceptos también observamos diferencias: el curriculo para la variable
aleatoria present6 seis conceptos, excluyendo su funcion de densidad, mientras que
cada serie mostrd los siete identificados. En la binomial el curriculo promovid
cuatro, a diferencia de la primera serie que establecid tres (omitiendo su funcion
de distribucion), y la segunda serie dos (omitiendo su media y varianza). Para la
normal el curriculo sugiri6 seis, en cambio la serie 1 solo uno, descartando la
funcion de densidad de la normal estdndar, media, desviacion, moda y mediana, y
la serie 2 unicamente presentd cuatro, omitiendo las dos ultimas sefialadas.

También en los procedimientos existid desarmonia. El curriculo para la
variable aleatoria promovié cinco, ignorando calcular probabilidades con sus
funciones de distribucion y densidad. Mientras la serie 1 propuso siete y la serie 2
presentd seis excluyendo determinar probabilidades o su dominio utilizando
diagrama de arbol. En la binomial, el curriculo presentd tres procedimientos al
igual que la primera serie, pero la segunda serie promovio dos, descartando
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calcular su media y varianza mediante expresiones algebraicas. Para el ambito de
la normal el curriculo sugirié tres procedimientos exceptuando la correccidén por
continuidad, mientras que cada serie de libros cuatro.

Por ultimo, en los argumentos encontramos incongruencias: el curriculo en la
variable aleatoria fomentd cinco tipos, suprimiendo el razonamiento verbal-
deductivo y la justificacion mediante analisis-sintesis, a diferencia de la serie 1 que
promovio cinco, descartando las simulaciones utilizando herramienta tecnoldgica
y objeto manipulable; por otro lado, la serie 2 promovio seis, omitiendo la tltima
nombrada. Para la binomial, el curriculo presentd cinco argumentos, excluyendo
la validacion mediante ejemplo o contraejemplo, en tanto la primera serie
contempld tres, exceptuando la argumentaciéon a través de generalizacion y
simulaciones con herramienta tecnologica y objeto manipulable, y la segunda serie
solo present6 dos, descartando aquellas tres y la justificacion mediante grafica. En
la normal, el curriculo promovi6 cuatro, omitiendo el argumento mediante ejemplo
o contraejemplo, mientras que la serie 1 sugirid tres, descartando la validacion
mediante simulacion con herramienta tecnologica y generalizacion, y la serie 2
contempld cuatro, suprimiendo la justificacion por medio de representacion
grafica.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El analisis realizado permitié mostrar como es abordada la variable aleatoria y sus
aplicaciones sobre distribuciones de probabilidad en libros de texto escolares
chilenos, por ello se analizaron las lecciones sobre estos temas en cinco libros de
texto, dirigidos a los grados 9° a 12°, desde la perspectiva del EOS. Asi
evidenciamos que existen objetos matematicos identificados en el curriculo
chileno que fueron excluidos de los libros de texto, y viceversa, demostrandose
una falta de coherencia entre las directrices propuestas por el MINEDUC (2015;
2019a) y aquel recurso. En términos del EOS, la indagacion del lenguaje,
conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos en los libros chilenos en
torno a los temas en cuestion posibilitd el analisis de los principales elementos que
contribuyen a la resolucion de las situaciones-problemas propuestas en estos textos
escolares (Bizet et al.,, en prensa-a), donde aquellos objetos matematicos se
organizan formando la configuracion epistémica de textos escolares chilenos sobre
variable aleatoria y distribuciones binomial y normal.

El estudio desarrollado muestra sobre el tratamiento de la variable aleatoria en
textos escolares que en el contexto escolar chileno el lenguaje sugerido concuerda
con los cuatro tipos observados por Doukhan y Gueudet (2019) en el ambito
francés. Este escenario podria favorecer a mejorar el conocimiento de los
estudiantes chilenos sobre el concepto en cuestion, es decir, los resultados
constatados por Bizet y Ramos (2022), quienes observaron en la resoluciéon a un
problema que el 64% de aquellos participantes identifico y represent6 en lenguaje
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verbal, figural o tabular la variable aleatoria y el 59% su distribucion de
probabilidad.

Ademas, la variedad de conceptos en torno a la variable aleatoria (siete, desde
C1 a C5.3) y sus proposiciones (seis, desde PP1 a PP6) identificadas en los textos
chilenos, evidencia resultados mas alentadores que los observados por Ortiz (2002)
en el contexto espaiol, quien constatd en tales libros solo uno y tres de estos tipos
de objetos respectivamente. En Chile, aquella realidad promueve el estudio de
variable aleatoria en la escuela y esta en consonancia con directrices curriculares
internacionales que recomienda fomentar su conocimiento entre los conceptos
probabilisticos basicos (Bargagliotti et al., 2020; NCTM, 2000). Sin embargo, el
procedimiento de emplear diagrama de arbol fue poco promovido en los libros
chilenos, siendo algo que favorece posteriormente la comprension de la binomial
(Sanchez y Landin, 2014).

Por otra parte, este trabajo actualiza el estudio de Li et al. (2021), quienes
reconocieron sobre la binomial 12 temas en textos escolares, pues nuestra
investigacion indagdé de manera diferenciada el lenguaje, conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos en torno a aquel modelo. Aunque en
este contexto constatamos que los libros chilenos excluyen el lenguaje tabular. La
ausencia de la representacion tabular de un concepto probabilistico, en el inicio o
transicion de su estudio, para Lugo-Armenta y Pino-Fan (2021) es una situacion
preocupante, debido a que no se diversifica los tipos de lenguajes y transiciones
entre estos, y limita el desarrollo de habilidades de razonamiento estadistico,
siendo este ultimo aspecto una necesidad en todo egresado de educacion escolar
para afrontar los requerimientos de la ciudadania (Bargagliotti et al., 2020). Este
escenario es contario al resultado de Setiawan (2020) que observo en el dambito
indonesio la utilizacion del lenguaje tabular de la binomial para calcular
probabilidades. Por tanto, recomendamos incluir la tabla de su funcion de
probabilidad y aquel procedimiento que involucra su uso.

Respecto al tratamiento de la normal en libros escolares concluimos aspectos
positivos y negativos. Del lado positivo, actualizamos el estudio de Setiawam
(2020), quien identificd sobre ella 19 temas, pues nosotros diferenciamos sus
objetos matematicos, identificando en los textos chilenos los mismos cuatro
lenguajes observados por Valverde (2017). Un procedimiento mas que esta (la
correccion por continuidad). Como negativo, reconocemos que los libros
analizados promovieron solo introducir conceptos de forma estructural y
operacional, similar a lo expuesto en otro trabajo desarrollado en Espafia que
sefiala alto nivel de formalidad (Valverde, 2017), este resultado podria implicar
una agudizacion de aquellos problemas de los estudiantes sefialados por Valdez y
Salinas (2019) como identificar la relacion entre la probabilidad y el area bajo la
curva normal y comprender algunas etapas del proceso de estandarizacion.

También el tratamiento de la normal en los textos indagados incluyé menor
variedad de mecanismos de validacion que los observados por Valverde (2017),
destacando entre los mas presentados la validacion mediante ejemplos y
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contraejemplos, concordando con ella, y como menos fomentados la simulacién
con herramienta tecnoldgica. Sin embargo, lineamientos curriculares
internacionales recomiendan que los estudiantes realicen simulaciones mediante
software para construir distribuciones de probabilidad empiricas, comparando
estos resultados con las distribuciones de probabilidad tedricas (NCTM, 2000),
como por ejemplo la normal y binomial, debido a que la tecnologia es una buena
herramienta para mejorar la comprension de estas dos distribuciones (Choo-Kim
y Choo-Peng, 2015).

Este estudio completa nuestros trabajos previos respecto a aspectos
involucrados en las situaciones-problemas sobre variable aleatoria y sus
aplicaciones en distribuciones de probabilidad presentes en: (a) el curriculo escolar
chileno (Bizet et al., en prensa-b) que en conjunto representan el significado
institucional de referencia de los tdpicos de interés; (b) textos escolares chilenos
(Bizet et al., en prensa-a) que unidos representan el significado institucional
pretendido de los temas en cuestion. Por tanto, la informacioén presentada es un
insumo valioso para los profesores de matematica, investigadores de su didactica
y encargados de elaborar libros de texto, interesados en disefiar propuestas de
ensefianza en beneficio de mejorar la educacion estocastica escolar.
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MATHEMATICAL OBJECTS LINKED TO
RANDOM VARIABLE AND ITS APPLICATIONS
ON PROBABILITY DISTRIBUTIONS IN CHILEAN
SECONDARY SCHOOL TEXTBOOKS

Valeria Bizet, Elena Molina-Portillo and José¢ Miguel Contreras

This research aims to analyse the treatment given to the random variable and its
applications to probability distributions in five Chilean textbooks for grades 9 to
12 from the Ontosemiotic Approach to Mathematical Knowledge and Instruction
perspective. This study was conducted from a qualitative approach and is
exploratory-descriptive. Its development comprised three stages based on a model
for analysing mathematical objects in textbooks. In the first stage, the leading
Chilean curricular documents for grades 9 to 12 were analysed using the content
analysis technique. The language, concepts, propositions, procedures and
arguments linked to the random variable and binomial and normal distributions
were identified. In the second stage, through content analysis, five Chilean
textbooks still in force in the 2021 school year were investigated, and the primary
mathematical objects on the topics of interest were recognized. In the third stage,
a contrast was made between the mathematical objects linked to the random
variable and probability distributions present in the Chilean curriculum and school
textbooks. The results show a diversity of languages, concepts, propositions,
procedures and arguments linked to the topics. However, some are identified in
the curriculum and excluded in books or vice versa: about the language of the
random variable and normal distribution, those documents are coherent, unlike
what is observed for the binomial; regarding the propositions on binomial and
normal distributions, there is harmony between the curriculum and Chilean books,
although there are discrepancies about the random variable; about the concepts
linked to the random variable and binomial and normal distributions, there is
incongruence between the documents analysed; concerning the procedures around
the random variable and binomial and normal distributions, there is disharmony
between the curriculum guidelines and Chilean texts; and regarding the arguments
on the random variable and binomial and normal distributions, there is
incongruence between the documents.
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