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Resumen

La modelizaciéon estadistica constituye un conjunto de formulaciones
matematicas que proporcionan un mejor entendimiento de los fenémenos,
especialmente en los que subyacen relaciones entre variables que a su vez
poseen influencia aleatoria. En este trabajo de tesis se realiza la modelizacién
estadistica del fenémeno delictivo, mediante el desarrollo de estructuras
estocasticas en procesos puntuales espacio-temporales, con el propésito de
reproducir eventos de la forma mas exacta posible a la realidad en funcién de
su evolucion en el espacio, tiempo y espacio-tiempo.

En primer lugar, se estructura la dependencia espacio-temporal de los pro-
cesos auto-excitados espacialmente correlacionados, considerando una ecua-
cién en diferencias estocastica para la intensidad del proceso espacio-temporal,
que captura tanto la dependencia debida a la auto-excitacién como la depen-
dencia en un proceso espacial subyacente. Se sigue el razonamiento de Clark
y Dixon (2021) y Reinhart (2018), pero capturando la no linealidad de las
covariables espacio-temporales mediante una estructura aditiva generalizada
(GAM) con B-splines. En segundo lugar, se estructura un modelo de proceso
espacio-temporal latente, es decir, un procesos de Cox log-gaussiano (LGCP),
con una funcién de intensidad separable de primer orden. La componente de-
terminista temporal es el resultado de un modelo lineal generalizado (GLM)
con efectos de covariables meteoroldgicas, dias y meses del afio, parametros
de regresién armonica, periodicidad anual de las tasas de incidencia y tenden-
cia global. Para la componente determinista espacial se considera un GAM
siguiendo el razonamiento de Diggle et al. (2005), Taylor et al. (2013) y Gon-
zélez y Mateu (2021), pero con estimacién de suavidad integrada con B-splines
univariantes. Por su parte, para la componente estocastica, se considera un
campo gaussiano que modeliza la dependencia y la variacién espacio-temporal
de los eventos. En tercer lugar, se identifican los mecanismos de auto-excitacién
entre las series de delitos en un tiempo continuo mediante los procesos pun-
tuales de Hawkes. Se estima la tasa de background de cada componente con
una reconstruccién estocastica no paramétrica; ésta incluye una periodicidad
temporal, una componente espacial separable y una tendencia a largo plazo.
Para la estimacion semi-paramétrica de los coeficientes de relajacién se utiliza
maxima verosimilitud para estabilizar y asegurar el proceso de estimacion. Se
sigue el algoritmo iterativo de Zhuang y Mateu (2019) y Zhuang (2006). Los
modelos de procesos puntuales espacio-temporales son buenas herramientas
matematicas para analizar datos, por lo que los modelos descritos proporcio-
nan predicciones confiables, como se muestra a lo largo de esta memoria con
datos de delitos.

Con la intencién de ir més alld de la modelizacién y las predicciones
de patrones puntuales, se formula un procedimiento para identificar las
excedencias espaciales en LGCP bivariantes y sus regiones asociadas, asi como
también la cuantificacién de la peligrosidad en términos de probabilidades.



Para esto, se modeliza la descomposicion espacial de los hurtos (delito
sin uso de violencia) y robos a personas (delitos con uso de violencia o
amedrentamiento) para representarlos en una variacién asociada a un tipo
de delito en particular, lo que es posible mediante una estructura estocastica
compuesta por una componente dentro del flujo y otra entre flujos. Y se
incorpora un enfoque de medidas de riesgo como el Valor en Riesgo y el
Déficit Esperado (Malevergne y Sornette, 2006). Estas medidas estdn basadas
en percentiles de la distribucion de los delitos que exceden un umbral alto.
Se considera una estructura de dependencia mediante la cépula extrema de
Gumbel-Hougaard (Salvadori et al., 2007) y distribuciones marginales de
Pareto generalizadas (Castellanos y Cabras, 2007; Abad et al., 2014).

En general, se adopta un marco bayesiano con MCMC-MALA y maxima
verosimilitud para la inferencia sobre los parametros de los diferentes modelos.
Se hace estudio de casos con datos reales de delitos registrados en la ciudad
de Riobamba-Ecuador y algunas covariables temporales, espaciales y espacio-
temporales. Los resultados obtenidos proporcionan informacién relevante
sobre el modelizado, prediccion y comportamiento extremo localizado de
eventos delictivos; sin embargo, pueden ser de mucha utilidad para aplicarse a
conjuntos de datos de diversas areas. Finalmente, se exponen las conclusiones
y se plantean algunas ideas abiertas.



Summary

Statistical modeling is a set of mathematical formulations which provi-
de a better understanding of phenomena, especially those that underlie rela-
tionships between variables that in turn have random influence. In this thesis
work, the statistical modeling of criminal phenomena is carried out through
the development of stochastic structures in spatio-temporal point processes,
in order to reproduce events as accurately as possible to reality in terms of
their evolution in space, time and space-time.

First, the spatio-temporal dependence of spatially correlated self-excited
processes is structured, considering a stochastic difference equation for the
intensity of the spatio-temporal process, which captures both the dependence
due to self-excitation and the dependence on an underlying spatial process.
The reasoning of Clark and Dixon (2021) and Reinhart (2018) is followed,
but capturing the nonlinearity of the spatio-temporal covariates by means
of a generalized additive structure (GAM) with B-splines. Second, a latent
spatio-temporal process model, i.e. a LGCP, is structured with a separable
first order intensity function. The deterministic time component is the result
of a generalized linear model (GLM) with meteorological covariate effects, days
and months of the year, harmonic regression parameters, annual periodicity
of incidence rates and global trend. For the spatial deterministic component
a generalized additive model (GAM) is considered, following the reasoning,
of Diggle et al. (2005), Taylor et al. (2013) and Gonzalez and Mateu (2021),
but with integrated smoothness estimation with univariate B-splines. And
for the stochastic component, we consider a Gaussian field that models
the spatio-temporal dependence and variation of the events. Thirdly, self-
excitation mechanisms are identified among the crime serie in a continuous
time by means of Hawkes point processes. The background rate of each
component is estimated with a nonparametric stochastic reconstruction; it
includes a temporal periodicity, a separable spatial component and a long-term
trend. The semi-parametric maximum likelihood estimation of the relaxation
coefficients to stabilize and secure the estimation process, and the iterative
algorithm of Zhuang and Mateu (2019) and Zhuang (2006) are followed.
Spatio-temporal point process models are good mathematical tools for data
analysis, and therefore, the described models provide reliable predictions, as
shown throughout this thesis in crime data.

In order to go beyond modeling and predictions of point patterns, a
procedure is formulated to identify the spatial exceedances in bivariate LGCP
and their associated regions, as well as the quantification of the hazard in
terms of probabilities. For this, we model the spatial decomposition of thefts
(crime without the use of violence) and robberies (crime with the use of
violence or intimidation) to represent them in a variation associated with a
particular type of crime, which is possible by means of a stochastic structure
composed of a within-flow component and anotherone between-flows. For



this modeling, we use log-Gaussian Cox processes along the same line of
Taylor et al. (2015). And a focus on risk measures such as Value-at-Risk
and Expeted Shorfall (Malevergne and Sornette, 2006) is incorporated. These
measures are based on percentiles of the distribution of offenses exceeding a
high threshold. A dependency structure using the extreme Gumbel-Hougaard
copula is considered (Salvadori et al., 2007), and generalized Pareto marginal
distributions (Castellanos and Cabras, 2007; Abad et al., 2014).

In general, a Bayesian framework with MCMC-MALA and maximum
likelihood is adopted for the inference on the parameters of the different
models. A case study is developed with real data of crimes registered in the
city of Riobamba-Ecuador and some temporal, spatial and spatio-temporal
covariates. The results obtained provide relevant information on the modeling,
prediction and extreme localized behavior of criminal events; however, they
can be very useful to be applied to data sets of different areas. Finally,
conclusions are drawn and some open ideas are put forward.
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Introduccién

Los métodos de analisis de datos para los procesos puntuales han recibido
cierta atencién en el campo de la Estadistica durante las décadas de 1950
y 1960. Concretamente, Cox (1955) se centrd en los eventos que ocurren al
azar en el espacio o el tiempo, las componentes de la varianza y la correlacién
entre los eventos de diferentes tipos, e introdujo la nocién de un proceso de
Poisson doblemente estocastico, que en la actualidad se le conoce como proceso
de Cox. Posteriormente, Bartlett (1963) introdujo métodos estadisticos para
procesos puntuales basados en sus densidades espectrales de potencia o
también llamadas funciones de densidad de covarianza correspondientes. Lewis
y Govier (1964) demostraron que la densidad de autocovarianza para un
proceso es proporcional a la densidad de probabilidad de convolucién de
la diferencia de dos variables aleatorias independientes, con un resultado
estrechamente relacionado para la funcién de autocorrelacion de los recuentos.
La metodologia sobre el estudio de las observaciones en forma de eventos
puntuales que ocurren en un continuo, espacio o tiempo, fue descrita por
Cox y Lewis (1966) junto con ejemplos de aplicaciones de procesos puntuales
univariantes y multivariantes. En este contexto, Hawkes se propuso llevar el
enfoque del andlisis espectral de Bartlett a un nuevo tipo de proceso, un
proceso puntual auto-excitado como un resultado particular, y con las mismas
propiedades de segundo orden que un cierto proceso doblemente estocéstico
(Hawkes, 1971b,a; Hawkes y Oakes, 1974).

Los modelos de procesos puntuales espacio-temporales surgen de la ne-
cesidad de caracterizar la evolucién temporal del comportamiento espacial de
cantidades aleatorias. Estos modelos enfatizan el avance de los procedimientos
de inferencia sobre la funcién de intensidad y las caracteristicas de segundo
orden del proceso. En palabras sencillas, estos modelos estiman una funcién
de intensidad que predice la tasa de eventos en cualquier localizacién espacial
(z,y) y tiempo t. En las dltimas décadas, se han realizado avances en la esti-
macion, inferencia, simulacién y herramientas de diagnéstico para los modelos
de procesos puntuales en general. Estos avances han tomado mayor importan-
cia en aplicaciones como medio ambiente (Siino et al., 2018; Nasirzadeh et al.,
2021; Lieshout et al., 2012; Pratiwi et al., 2017; Reinhart, 2018), presencia de
plantas o animales (Mgller y Diaz-Avalos, 2010; Myllyméki y Penttinen, 2009;
Hlian et al., 2012; Serra et al., 2014; Sgrbye et al., 2019; Flagg y Hoegh, 2022),
salud (Benes et al., 2002; Rostami et al., 2017; Johnson et al., 2019; Chiang
et al., 2022; Heinen, 2003), finanzas (Ait-Sahalia et al., 2015; Hawkes, 2018;
Moreno Trujillo, 2019; Heinen, 2003; Fokianos y Tjgstheim, 2011), andlisis de
medios sociales (Ilhan y Kozat, 2020), accidentes de tréafico (Tang et al., 2022)
y otras multiples areas.

Al ser la delincuencia un fenémeno que afecta a todos los paises, y que a
través del tiempo trae consecuencias para la sociedad en general, este trabajo



de tesis concentra el desarrollo de estructuras estocédsticas de procesos pun-
tuales espacio-temporales como los procesos de Cox log-gaussianos (LGCP) y
auto-excitados como el de Hawkes (SEHP) y el Spatial Integer Generalized
Auto-Regressive Conditionally Heteroscedastic Correlation (SPINGARCH)
para eventos delictivos, siguiendo los razonamientos principalmente de Bad-
deley et al. (2000, 2014), Taylor et al. (2013, 2015), Clark y Dixon (2021),
Zhuang y Mateu (2019), ademds de formular un procedimiento que permite
identificar las excedencias en LGCP bivariantes, sus regiones asociadas y una
cuantificacién de la peligrosidad en términos de probabilidad o riesgo, por lo
que se incluye la estructura estocastica LGCP espacial bivariante.

Una forma de cuantificar la peligrosidad es mediante medidas de riesgo
extremo, puesto que estan definidas en términos de la distribucién de pérdidas,
que en el campo delictivo se refiere a la probabilidad de identificar anomalias
en términos de un nimero de eventos delictivos igual o que exceda algun valor
predeterminado. Las medidas de riesgo mas comunes son Value at Risk (VaR)
y Expected Shortfall (ES). El VaR es el a-ésimo percentil de la distribucién
y el ES es el tamano de las anomalias esperadas, dado que se supera el VaR
(Malevergne y Sornette, 2006). Una de las principales dificultades para estimar
el VaR es modelizar la estructura de dependencia, especialmente debido a que
el VaR esta relacionado con la cola de la distribucién, por lo que su punto de
partida es la teoria de valores extremos (Abad et al., 2014).

La Extreme Value Theory (EVT) surge con Fréchet (1927), Fisher y
Tippett (1928), Mises (1936), Gnedenko (1943) y Gumbel (1958), quienes
demostraron que el mayor o menor valor de un conjunto de variables aleatorias
distribuidas independientemente tiende a una distribucién asintética que sélo
depende de la variable bésica, y con el uso de constantes de normalizacién y
centrado la distribucién limite pertenece a un dominio de atraccién de Gumbel,
Fréchet o Weibull (Gnedenko, 1943). El método maés frecuente para identificar
valores extremos es el Peak Over Threshold (POT). Para el caso bivariante se
incluye el uso de cépulas (Malevergne y Sornette, 2006; Salvadori et al., 2007),
puesto que permiten derivar distribuciones conjuntas independientemente de
su distribucién marginal, especialmente para la medicién del riesgo.

En este contexto, la memoria de tesis se compone de seis capitulos, que se
describen a continuacion.

El capitulo 1 introduce en forma general los principios bésicos y caracte-
risticas de los procesos puntuales espaciales y espacio-temporales de Poisson,
y topicos necesarios para las medidas de riesgo. Los primeros apartados se
concentran en los procesos de Poisson y el Ultimo expone definiciones sobre
valores extremos, copulas, cépulas extremas y medidas de riesgo como el VaR
y ES.

El capitulo 2 muestra una extensién de los modelos mecanisticos auto-
excitados de Hawkes, denominados por sus siglas en inglés SPINGARCH



(Spatial Integer Generalized Auto-Regressive Conditionally Heteroskedastic).
Este es un estudio publicado con el titulo A Spatially Correlated Model
with Generalized Auto-regressive Conditionally Heteroskedastic Structure for
Counts of Crimes en Entropy Journal, que se puede encontrar en https://
www.mdpi.com/1099-4300/24/7/892 (Escudero et al., 2022). La introduccién
resume algunos avances y aplicaciones. La metodologia describe la estructura
del modelo, el enfoque para abordar adecuadamente la relacién espacio-
temporal y la estimacién de parametros mediante inferencia bayesiana con
MCMC. Los resultados detallan las estrategias utilizadas para la incorporacion
de variables ex6genas temporales, espaciales y espacio-temporales mediante
Generalized Additive Model (GAM) con B-splines para capturar la no
linealidad. El estudio de caso con datos reales se realiza con eventos delictivos
registrados en tres instituciones gubernamentales de la ciudad de Riobamba-
Ecuador.

El capitulo 3 muestra los modelos LGCP espacio-temporales. La introduc-
cién resume algunos avances y aplicaciones en diversas areas. La metodologia
describe la estructura de las componentes deterministas temporales y espa-
ciales, la componente estocastica que modeliza la dependencia y la variacién
espacio-temporal de los eventos, asi como la estimacién de los parametros me-
diante un enfoque bayesiano con MCMC y MALA. Los resultados detallan
las estrategias para la inclusion de efectos de variables meteorologicas para la
componente temporal y B-splines para las covariables espaciales basadas en
distancias. El estudio de caso con datos reales se realiza sobre delitos registra-
dos en la ciudad de Riobamba-Ecuador durante el periodo 2010-2014.

El capitulo 4 muestra el modelo mecanistico auto-excitado semi-paramétrico
de Hawkes. La introducciéon resume algunos avances y diversas areas de apli-
cacion. La metodologia describe la técnica de reconstruccion estocéstica para
la estructura de las componentes de background (basal) y triggering (desen-
cadenante), y la estimacién de los pardmetros por méxima verosimilitud. Los
resultados detallan el historial de las observaciones, la componente de perio-
dicidad y tendencia a largo plazo, funciones de respuesta espacial, temporal y
bondad de ajuste. Se incluyen las predicciones obtenidas con LGCP sobre el
background como un enfoque de modelizacién complementaria entre los dos
modelos. El estudio de caso con datos reales se realiza con los eventos delic-
tivos utilizados en el LGCP, para identificar el grado de influencia de eventos
pasados sobre nuevos eventos.

El capitulo 5 muestra la formulacién de un procedimiento para cuantifi-
car riesgos extremos en LGCP espaciales bivariantes. La introduccién resume
algunos aspectos sobre la medicion del riesgo considerando un enfoque de co6-
pulas extremas. La metodologia describe las estructuras de la modelizacién
basada en LGCP espaciales bivariantes, distribuciones de Pareto Generaliza-
das, cépulas extremas de Gumbel-Hougaard, medidas de riesgo (VaR y ES) y
la estimacion de los pardmetros mediante un enfoque bayesiano con MCMC



y maxima verosimilitud. Los resultados detallan las estrategias de simulacién,
discretizacion, uso de las copulas y cuantificacién de la peligrosidad delictiva
mediante el calculo del VaR y ES univariante y bivariante. El estudio de caso
con datos reales se realiza con delitos de hurto y robo a personas registradas
en la ciudad de Riobamba durante el ano 2014.

El capitulo 6 resume las conclusiones y las aportaciones del presente
trabajo, y senala alguna de sus posibles evoluciones como futuras lineas de
investigacion.

La memoria finaliza con una exhaustiva y actualizada bibliografia que ha
sido revisada para el desarrollo de la investigacion.



1. Procesos estocasticos de
Poisson y medidas de
riesgo

1.1. Introduccién

En esta seccion se hace una descripcion rapida de los fundamentos tedricos
necesarios, especialmente para quienes inician el estudio del impresionante
campo de los modelos de procesos puntuales espacio-temporales. Se muestra
una definicién general de procesos estocasticos de Poisson, y se incluye la
descripciéon de algunos procesos puntuales espaciales y espacio-temporales.
Como complemento a los modelos de procesos puntuales, se incorporan los
principios béasicos sobre teoria de valores extremos, copulas y medidas de
riesgo.

Se toman como referencia principal los trabajos de Davis et al. (2021),
Zhuang y Mateu (2019), Clark y Dixon (2018), Gonzilez et al. (2016),
Baddeley et al. (2015), Taylor et al. (2015), Taylor et al. (2013), Cressie y
Moores (2021), Salvadori et al. (2007), Malevergne y Sornette (2006), Coles
(2001), Kriele y Wolf (2014), entre otros autores.

Proceso estocastico

Un proceso estocastico es una coleccién de variables aleatorias, definidas
en un dominio como el tiempo, el espacio, el espacio-tiempo u otro parametro
o argumento. Se suele utilizar:

e Y (t) para denotar un proceso estocdstico que varfa durante un perfodo
de tiempo continuo 0 < t < T. Cuando se considera que el tiempo es
discreto, por ejemplo, la hora, el dia, el mes, el ano, etc., es frecuente
usar la notacién Y;; en este caso, Y; se denomina serie temporal.

e Y (s) para denotar un proceso estocistico espacial definido sobre un
dominio S € R%, donde s denota una ubicacién espacial descrita por
un numero finito de dimensiones, como latitud, longitud, altitud, entre
otras.



e Y (s,t) para denotar un proceso estocdstico espacio-temporal, es decir,
que varia en el espacio y en el tiempo.

1.2. Proceso de Poisson

El proceso de Poisson es uno de los procesos estocasticos de recuento mas
utilizados, especialmente en escenarios donde se cuentan las ocurrencias de
ciertos eventos que parecen ocurrir en una cierta tasa completamente aleatoria.
Por ejemplo, si a partir de datos histéricos, se sabe que los terremotos se
producen con un cierto ritmo en tiempos y lugares completamente aleatorios,
el proceso de Poisson podria ser un buen modelo para este tipo de fenémenos.
En la practica, el proceso de Poisson o sus extensiones se han utilizado para
modelizar fenémenos como el nimero de accidentes de trafico, delitos en un
lugar o zona, localizacién de usuarios en una red inaldmbrica, solicitudes de
documentos individuales en un servidor web, el estallido de guerras, entre
otros.

Variable aleatoria de Poisson. Se dice que Y es una variable aleatoria
de Poisson con pardmetro A, denotada como Y ~ Poisson(\), si su funcién
de masa de probabilidad es de la forma

exp (—A)AF .
fy(k): { — sikeN (11)
0 en otro caso

con EY] = Ay Var(Y) = A Si Y; ~ Poisson()\;) e independientes para
1=1,2,...,n, entonces Y1 + Yo + -+ - + Y, ~ Poisson(A; + Aa + -+ + \,).

Definicién. Sea A > 0 fijo. El proceso de recuento Z(t),t € [0,00), se
llama proceso de Poisson con intensidad o tasa A si se cumple:

1. Z(0) =0.
2. Z(t) tiene incrementos independientes.

3. El nimero de llegadas en cualquier intervalo de longitud ¢ > 0 tiene
distribucién Poisson(At).

Detalles de este tipo de procesos pueden verse, por ejemplo, en Pishro-
Nik (2016). Es importante notar que la tercera condicién implica que la
distribucién del ntimero de llegadas en cualquier intervalo depende sélo de
la longitud del intervalo, y no de la ubicacién exacta del intervalo en la recta
real. Por tanto, el proceso de Poisson tiene incrementos estacionarios.

Si un proceso estocéstico representa la llegada de individuos a una cola a
lo largo del tiempo, es de esperar que posea incrementos independientes, pero
no necesariamente estacionarios (podria haber momentos con mayor flujo de
llegadas).



1.3. PROCESOS DE POISSON NO HOMOGENEOS

1.3. Procesos de Poisson no homogéneos

En un proceso de Poisson no homogéneo los tiempos entre dos llegadas
consecutivas ya no siguen una distribucién exponencial, ni son independientes,
es decir, no se cumple la condicién tres de la definiciéon de proceso de Poisson.
Por ejemplo, sea Z(t) el nimero de clientes que llegan a un restaurante de
comida répida en el tiempo ¢. Inicialmente se cree que los clientes llegan de
forma algo aleatoria, por lo que se podria querer modelizar Z(t) como un
proceso de Poisson. Sin embargo, se observa que la tasa de llegada de clientes
es mayor durante la hora de la comida (incrementos no estacionarios). En estos
casos, se podria modelizar Z(t) como un proceso de Poisson no homogéneo.
Este proceso tiene todas las propiedades de un proceso de Poisson, excepto el
hecho de que su tasa es una funcién del tiempo, es decir, A = A(¢).

Definicién. Sea A(t) : [0,00) — [0,00) una funcién integrable; el
proceso de recuento Z(t),t € [0,00) toma el nombre de proceso de Poisson
no homogéneo con tasa A(t) si se cumple que:

1. Z(0) = 0.

2. Z(t) tiene incrementos independientes para cualquier ¢ € [0, 00).

Para un proceso de Poisson no homogéneo con tasa A(t), el nimero
de llegadas en cualquier intervalo es una variable aleatoria de Poisson. Sin
embargo, su parametro puede depender de la ubicacién del intervalo; mas
concretamente, se puede escribir como

t+1
Z(t+1)— Z(t) ~ Poisson </ A(a)da) . (1.2)

1.4. Procesos espaciales

Segun Cressie y Moores (2021), en estadistica espacial, la incertidumbre en
la teoria cientifica se expresa de forma probabilistica a través de un proceso
estocdstico espacial {Y(s) : s € .}, donde Y(s) es el valor del atributo
aleatorio de la ubicacién s, y . es un subconjunto de un espacio d-dimensional.
El espacio euclideo R? indexa todas las posibles ubicaciones espaciales de
interés. Dentro de . hay un conjunto S (posiblemente aleatorio) que indexa
las partes de . relevantes para el estudio. S puede tener un conjunto de
propiedades diferentes, dependiendo de si el proceso espacial es un proceso
geoestadistico, un proceso de malla (lattice) o un proceso puntual.
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1.4.1. Clasificacién

e Para un proceso geoestadistico, S = S, en donde S¢ es un conjunto
conocido sobre el que las localizaciones varian continuamente. El area o
volumen es mayor que cero.

e Para un proceso de malla, S = S”, donde S” es un conjunto conocido
cuyas localizaciones varian discretamente, finito o infinito numerable. El
area o volumen de ST es igual a cero.

e Para un proceso puntual, S = S*, donde S* es un conjunto aleatorio
formado por puntos aleatorios en el espacio euclideo R®.

1.4.2. Procesos puntuales

Un proceso de puntos espacial es una coleccién numerable de localizaciones
aleatorias S = S C .. El proceso de recuento, denotado como {Z(A): A C
7} estd estrechamente relacionado con este conjunto aleatorio de puntos, en
donde . indexa todas las posibles localizaciones de interés, a mas de asumir
que estd acotado. Por ejemplo, si A es un subconjunto dado de . y dos de
los puntos aleatorios {s;} estdn contenidos en A, entonces Z(A) = 2. Ya que
SP = {s;} es aleatorio y A es fijo, Z(A) es una variable aleatoria definida en
los enteros no negativos.

Claramente, las distribuciones conjuntas [Z(A1), ..., Z(An)], para cuales-
quiera subconjuntos {A; : j = 1,...,m} contenidos en . (posiblemente
superpuestos) y para cualquier m = 0,1,2,..., estdn bien definidas. La de-

pendencia espacial se puede ver a través de la proximidad espacial entre los
{A;}. Si se consideran sélo dos subconjuntos fijos A; y As (es decir, m = 2)
y, para evitar la ambigiiedad causada por la posibilidad de compartir puntos,
se impone que A; N Ay sea vacio, entonces no se exhibe dependencia espacial
si hay independencia estadistica, eso es,

[Z(A1)7 Z(A2)] = [Z(A1)][Z(A2)]' (1-3)

El proceso puntual basico conocido como proceso de Poisson tiene la
propiedad de independencia, y su proceso de conteo asociado satisface

Z(A)
2] = exp (XA s A 7, (1.4

donde A(A) = [, A(s)ds. En la ecuacién (1.4) A(-) es una funcién de intensidad
definida segiin

E[Y (ds)]

_ 15
osiso |os| (15)



1.4. PROCESOS ESPACIALES

donde ds es un conjunto pequeno centrado en s € ., y cuyo volumen es |ds].

La expresion (1.4) da como resultado un proceso de Poisson homogéneo en
el caso de A\(s) = X para todo s € .. Por ejemplo, la Figura 1.1 muestra una
simulacién probabilistica equivalente para Z(), en . = [0,1] x [0, 1], con
pardmetros A = 50 y Z () = 53.
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Figura 1.1: Realizacién de un proceso de Poisson homogéneo

La simulacién condicionada a Z(.%), {s1,...,8z(»)} i.i.d. segiin la distri-

bucién uniforme
e ifue.s
[u] :{ NED) I u (1.6)
0 en otro caso,

explica la razén por la que un proceso de Poisson homogéneo se denomina
proceso Completely Spatially Random (CSR) y se usa como linea de base
para probar la ausencia de dependencia espacial en un proceso de puntos. Es
decir, antes de que un modelo espacial se ajuste a un patréon de puntos, a
menudo se lleva a cabo una prueba de la hipétesis nula de que el patréon de
puntos se origina en un proceso de CSR. El rechazo de CSR justifica entonces
el ajuste de procesos puntuales espacialmente dependientes a los datos (Diggle
et al., 2013).

Procesos no homogéneos

Si la densidad media de puntos es una funcién A(s) de la ubicacién espacial
s, dada una region del espacio B, dividida en pequenos pixeles, el nimero
esperado de puntos que caen en el pixel es A\(s)As, donde As es el drea del
pixel. El nimero total esperado de puntos en B es la suma de estos valores
A(s)As, sobre todos los pixeles con centroides s dentro de B. En el limite a
medida que el tamafio del pixel se hace infinitesimal, esta suma se convierte
en

/ A(s)ds. (1.7)
B
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Un proceso de puntos de Poisson es no homogéneo con funcién de
intensidad A(s) si:

e El ntimero esperado de puntos que caen en una regién B es u =
S5 A(s)ds, la integral de la funcién de intensidad A(s) sobre la region
B

e Si el espacio se divide en regiones no solapadas, los patrones aleatorios
dentro de estas regiones son independientes entre si.

e El ntimero aleatorio de puntos que caen en una regiéon determinada tiene
una distribucién de probabilidad de Poisson.

Detalles sobre procesos puntuales espaciales no homogéneos pueden con-
sultarse en Baddeley et al. (2015).

1.4.3. Procesos de Cox
Procesos mixtos

El ejemplo més sencillo de un proceso de Cox es el proceso de Poisson mixto
en el que se genera un ntmero aleatorio A, con el cual se construye un proceso
de Poisson uniforme con intensidad A. Dada una realizacién de A, el niimero
esperado de puntos que caen en una regién B es E[n(Y (s) N B)|A] = A|B|. Al
promediar los diferentes resultados posibles de la intensidad estocastica A, se
obtiene

E[n(Y NB) = E[E[n(Y N B) | A]] = E[A|B|] = E[A] |B]. (1.8)

Por tanto, la intensidad del proceso de Poisson mixto es A = E[A], el valor
medio de la intensidad de la parte aleatoria. También se puede encontrar
la varianza del ntmero de puntos que caen en una regién B, utilizando el
principio de anélisis de la varianza:

Varln(Y NB)] = E[Var[n(Y N B) | A]] + Var(En(Y N B) | A]), (1.9)

donde, en el lado derecho, el primer término es la variabilidad debida al proceso
de Poisson, y el segundo término es la variabilidad debida a A. Para un valor
dado de A, el nimero de puntos tiene una distribucién de Poisson, con varianza
igual a la media, Var[n(Y N B)|A] = E[n(Y N B)|A] = A\|B|, por lo que se
obtiene

Var[n(Y N B)] = (EA)|B| + (VarA)|BJ*. (1.10)

Si la varianza de n(Y N B) supera su media, es indicativo de que los
recuentos de puntos estan sobredispersos.

10



1.4. PROCESOS ESPACIALES

Modelo log-lineal

El modelo log-lineal general engloba a los modelos de intensidad siguientes:

e Homogénea: A(s) = .

e Homogénea en diferentes regiones: A(s) toma el valor 3; cuando s estd
en la regién B;, donde f3; es el pardmetro a estimar.

e Proporcional a la linea de base: A(s) = 0b(s), donde b(s) es una funcién
conocida como linea de base y # es un parametro a estimar.

e Exponencial con covariable: \(s) = exp(a+ 5X(s)), donde X (s) es una
covariable espacial, y a y § son parametros a estimar.

e Incidencia elevada: A(s) = b(s) exp(a + X (s)).

El modelo de intensidad log-lineal o modelo de proceso de Poisson
modulado estd dado por

No(s) = exp(B(s) + 67 X(s)) o

= exp(B(s) + 61 X1(s) + - + 0,X,,(s)), .
donde B(s) y X(s) = (Xi(s),...,Xp(s)) son funciones conocidas, y 0 =
(01,...,0,) son parametros a estimar (Baddeley et al., 2015).

El logaritmo de la intensidad es una suma de términos que representan
diferentes efectos; incluso se puede agregar un término en el modelo que
dé cuenta de la probabilidad de observar un punto. Existen supuestos de
modelizacién plausibles que dan lugar a modelos de procesos de Poisson
de forma aditiva o multiplicativa. Un modelo de la forma aditiva tiene una
funcién de intensidad A(s) = v1(s) +72(s) +. .., donde los términos i (s) son
interpretables como las intensidades de los procesos de Poisson asociados con
diferentes origenes o causas que dan lugar al proceso puntual observado. Un
modelo multiplicativo tiene la forma

A(s) = exp(A(s) + Bi(s) + Ba(s) +...), (1.12)

donde el primer término A(s) es una intensidad de base en escala logaritmica
y los siguientes términos Bj(s), Ba(s),... pueden interpretarse como efectos
de adelgazamiento o modulacion. La forma multiplicativa es mas conveniente
para la inferencia, y corresponde directamente a la elecciéon candnica del enlace
logaritmico en un modelo lineal generalizado de Poisson (Baddeley et al.,
2015).

11



€ o %0 %
°
. °
° ° °
° e © °
° ° o®
°
°
°
o LI
(a) Intensidad motriz (b) Intensidad motriz y (c) Puntos

puntos

Figura 1.2: Generacién de un proceso de Cox

Proceso de Cox

Segun Baddeley et al. (2015), el modelo de Cox postula que existe una
funcién de intensidad subyacente espacialmente variable, A(s), que es aleatoria
porque depende de factores externos no observables, asi como de covariables
observables. Si la superficie de intensidad A(s) fuera conocida, los puntos
constituirfan un proceso de Poisson con funcién de intensidad A(s). Los
procesos de Cox, también conocidos como procesos de Poisson doblemente
estocdsticos o procesos de Poisson modulados, fueron introducidos por Cox
(1955).

Para generar una realizacién del proceso de Cox, primero se genera
una realizacién de la funcién aleatoria subyacente A(s), también llamada
intensidad motriz (véase la Figura 1.2a). La intensidad motriz esta oculta, slo
se observan los puntos (véase la Figura 1.2b). Dada esta funcién, se genera una
realizacién de un proceso de Poisson con intensidad A(s). Para la generacién
de realizaciones de procesos de Cox, véase el codigo R en Baddeley et al.
(2015).

La funcién aleatoria A(s) puede ser generada por cualquier mecanismo
aleatorio que se elija, siempre que produzca una funcién de intensidad valida.
Los valores de A(s) deben ser no negativos, y cada realizacién de A(s) debe
ser integrable sobre conjuntos acotados.

Segtin Mgller y Waagepetersen (2007), es necesario destacar tres puntos
de importancia estadistica:

e Aunque se esté modelizando una heterogeneidad ambiental aleatoria,
Y (s) es estacionario si A(s) es estacionaria.

e No se puede distinguir el proceso de Cox Y(s) de su correspondiente
proceso de Poisson Y (s)|A(s) cuando sélo se dispone de una realizacién

de ys.
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1.4. PROCESOS ESPACIALES

e La probabilidad es en general desconocida, mientras que las densidades
del producto pueden ser tratables (véase detalles en Mgller y Waagepe-
tersen, 2007).

Campos aleatorios

Dado un espacio de probabilidad (€, F, P), un campo aleatorio es una
coleccién de variables aleatorias definidas sobre dicho espacio, con indice en
algin espacio topoldgico o geométrico, por ejemplo, un espacio euclideo d-
dimensional:

Y ={Y(s):se s CR}, (1.13)

donde .# define un subconjunto discreto o continuo de R<.

1.4.4. Procesos de Cox log-gaussianos (LGCP)

Segtn Baddeley et al. (2015), el enfoque més natural es construir modelos
para )Y(s) = log(A(s)), es decir, el logaritmo de la intensidad estocéstica.
De este modo, la escala logaritmica también asegura que los valores de
intensidad sean positivos. En muchas aplicaciones tiene sentido suponer que
Y(s) tiene una distribucién gaussiana para cada localizacién s. Adem4s, para
cada par de localizaciones (s, u), el par de valores ()(s),)(u)) deben tener
una distribucién gaussiana bivariante. En general, para cualquier conjunto
elegido de ubicaciones sy, ..., s, los valores correspondientes Y(s1),...,V(sn)
debe tener una distribucién conjunta gaussiana multivariante. Una funcién
aleatoria Y(s) con estas propiedades se denomina campo aleatorio gaussiano
(véase un ejemplo en la Figura 1.3, en donde (a) representa la relizacién de un
campo aleatorio log-gaussiano, y (b) el patrén generado por el correspondiente
proceso de Poisson).

° : g ®* 8
8 e 8 g o“.o.. .‘,
N ¥

230 240 250

:.f ".& .:.?,0&0.:.0
I et 1%,

(a) Intensidad log-gaussiana  (b) Proceso puntual

Figura 1.3: Fase de generacién de un proceso de Cox log-gaussiano
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Dado que las variables aleatorias gaussianas pueden tomar valores negati-
vos, un verdadero campo aleatorio gaussiano no puede constituir un modelo
para la intensidad. Sin embargo, el campo aleatorio log-gaussiano obtenido
mediante exponenciacién de un campo aleatorio gaussiano siempre es no ne-
gativo, pudiendo usarse como la intensidad de un proceso puntual. Un proceso
de Cox log-gaussiano (LGCP) es un proceso de Cox cuya intensidad estocds-
tica es de la forma

A(s) = exp(V(s)), (1.14)

donde Y(s) es un campo aleatorio gaussiano. Una gran ventaja de )(s) es
que estd completamente especificado por sus momentos de primer y segundo
orden:

u(s) = E[Y(s)], (1.15)

C(s,u) = Cov(Y(s), Y(u) = EY(s)Y(w)] - p(s)u(u). (1.16)

Dos campos aleatorios gaussianos con las mismas funciones de media y
covarianza son, pues, idénticos con respecto a su distribuciéon de probabilidad.
Los campos aleatorios gaussianos se pueden ajustar y reescalar de la misma
manera que las variables aleatorias gaussianas. Si )y(s) es un campo aleatorio
gaussiano con media 0 y funcién de covarianza Cy(s,u), y si a(s) y b(s)
son funciones no aleatorias, entonces Y(s) = a(s)Vp(s) + b(s) es un campo
aleatorio gaussiano con funcién media p(s) = b(s) y funcién de covarianza
C(s,u) = a(s)a(u)Cy(s,u). Esto hace posible construir una amplia gama de
campos aleatorios gaussianos no homogéneos, y por lo tanto, procesos de Cox
log-gaussianos no homogéneos a partir de una pequefia coleccién de modelos
estacionarios.

En los modelos donde C es isotrédpica, es decir, sélo depende de la distancia
r = ||s — ul| entre las localizaciones s y u, la funcién de covarianza seréd de la
forma

C(s,u) = Co(r) = o2y (;) , (1.17)

donde ¢ > 0 es un pardmetro de escala, 0> > 0 el pardmetro de varianza y
~(r) una funcién de correlaciéon bien definida. La funcién exponencial es una
de las mas utilizadas en este contexto, de forma que se tiene en este caso

Co(r) = 0% exp (Z) . (1.18)

Se puede incorporar el efecto de covariables a través de la formulacién del
campo aleatorio de intensidad.

14



1.5. PROCESOS ESPACIO-TEMPORALES

1.5. Procesos espacio-temporales

1.5.1. Tipo de datos

Segin Sahu (2022), los datos se denominan espacio-temporales siempre
que cada uno de ellos lleve asociada una ubicacién y una marca de tiempo,
incluyendo datos que se observan en un solo punto del tiempo o en una sola
ubicacion en el espacio. La agregacién en el tiempo o el espacio reduce la
variabilidad de los datos a analizar, y limita el alcance de las inferencias que
se pueden hacer. Por ejemplo, no es posible detectar tendencias mensuales
simplemente analizando datos agregados anuales.

Una de las primeras tareas en el analisis de datos espacio-temporales es
elegir las resoluciones espaciales y temporales de interés para modelizar los
datos. Por ello, es importante definir los objetivos inferenciales del estudio,
ademds de decidir sobre las resoluciones espaciales y temporales més altas
posibles a las que se deben hacer las inferencias; esto ayuda a determinar si se
estd sujeto a trabajar con datos diarios, mensuales o anuales. Una resolucién
demasiado fina, ya sea temporal y/o espacial, puede representar un gran
desafio en el procesamiento, modelizacién y andlisis de datos; por lo tanto,
es importante mantener un equilibrio.

1.5.2. Procesos puntuales espacio-temporales

El término proceso de puntos o patrén de puntos espacio-temporales hace
referencia a que la informacién principal es sobre una coleccién de datos que,
de algtin modo, evolucionan en el espacio y en el tiempo.

Si se considera una regién de estudio espacial no discreta S € R? y un
marco temporal T' € R, los datos se tratan como una coleccién de eventos
instantaneos, cada uno de los cuales ocurre en una ubicacién espacial s en un
tiempo t; es decir, en t se observa como maximo un suceso en la ubicacion s.
Por lo tanto, no se considera que un evento permanezca en s después de su
ocurrencia.

Un proceso puntual espacio-temporal de Poisson Y (s, t) en S x T C R?2 xR
satisface las siguientes condiciones:

e En cualquier conjunto acotado A C S x T, N(Y N A) sigue una
distribucién de Poisson con un nimero esperado [, A(s,t)da(s,t). Por
ejemplo, si se supone A = Ag x Ap C S x T entonces el valor esperado
es el niimero esperado de puntos en la regiéon Ag C S y en el intervalo
de tiempo Ap C T. Nétese que da(-, ) indica la medida de Lebesgue en
el espacio-tiempo.
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e Para cualesquiera k subconjuntos arbitrarios disjuntos de S x T, por
ejemplo, Ay, As, ..., A, su cardinalidad N(Y N Ay),..., N(Y N Ag) son
variables independientes.

Ademads, para cualquier intervalo de tiempo [t1,t3] C T la proyeccién de Y
sobre S define un proceso de Poisson espacial en S con funcién de intensidad
fttlz A(s,t)dt. De manera similar, para cualquier conjunto de A C S la
proyeccion de Y sobre T' define un proceso de Poisson temporal con funcién

de intensidad [, A(s,t)ds (Moradi y Mateu, 2020).

1.5.3. Caracteristicas

A continuacién se muestran varias definiciones fundamentales que carac-
terizan a los procesos puntuales espacio-temporales segtin Diggle et al. (2005)
y Gonzélez et al. (2016).

Un proceso puntual espacio-temporal Y (s,t) es un subconjunto
aleatorio numerable de R? x R, donde un punto (s, t) corresponde a un evento
en la regién espacio-temporal, tal que s € R? ocurre en el tiempo ¢t € R.
Se considera patrén puntual espacio-temporal a una realizacién del proceso
puntual, dada por una coleccién de puntos {}7; = {(s;, )}y € S x T.

Definicién. Una vecindad cilindrica B[(s,t),r,h] centrada en (s,t) €
S x T con un radio espacial v > 0 y un radio temporal h > 0, se define
como

B[(S,t)77"7h} :B[S’T] X [t_h?t+h] (1 19)

={(u,)) eSxT:|ls—u||<r [t—1] <h}, '
donde B[s,7] = {u € S :||s — u|| < r} es una esfera euclidea con centro en
s € S yradio r, ||- || representa la distancia euclidea y | -| el valor absoluto. En
este contexto, B, = B[(0,0),r,h] define una forma de medir las distancias
espacio-temporales.

Definicién. Sea Y (s,t) un proceso puntual espacio-temporal en S x T C
R? x R. Se dice que Y (s,t) es completamente estacionario si el proceso
desplazado (u,l) + Y (s,t) con (u,l) € S x T tiene la misma distribucion
que el proceso original Y (s,t) para cualquier (s,t) € S x T.

Definicién. Sea Y (s,t) un proceso puntual espacio-temporal en S x T C
R? x R. Se dice que Y (s,t) es espacialmente isotrépico si, para cualquier
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1.5. PROCESOS ESPACIO-TEMPORALES

rotacion r alrededor del origen, el proceso rotado rY (s,t) = {(rs,t) : (s,t) €
Y} tiene la misma distribucidn que Y (s,t).

Las densidades producto A*), con k > 1, son herramientas fundamentales
en el an4lisis estadistico de procesos puntuales. A%) se pueden definir mediante
el teorema de Campbell. Este teorema establece que, dado un proceso puntual
espacio-temporal Y (s,t) en R? x R, para cualquier funcién no negativa h en

2
Bl wa)| = [ b 6N )

€1, 6k €EY
k
X Hd@.
=1

(1.20)

1.5.4. Funcion de intensidad espacio-temporal

Definicion. La medida de intensidad A para un proceso puntual espacio-
temporal estd dada por A(Ax B) = E[N(Ax B)], AxB C SxT. Sila medida
de intensidad se puede escribir como

A(AxB):/A/B/\(s,t)dsdt, (1.21)

con Ax BC ST, donde \(s,t) es una funcién no negativa, entonces (s, t)
se llama funcion de intensidad de Y (s,t). Si A(s,t) = X > 0, entonces se dice
que Y (s,t) es homogéneo o estacionario de primer orden con intensidad A; de
lo contrario, se dice que Y (s,t) es no homogéneo.

Separabilidad de primer orden

Se habla de separabilidad de primer orden si la funcién de intensidad
de primer orden se puede factorizar en espacio y tiempo; es decir, para
(s,t) € R?2 x R, A(s,t) se representa como el producto de sus componentes
marginales espacial y temporal,

A(s, ) = A1 (s)Aa(t), (1.22)

y en su forma continua,

A(A x B) = /A A (s)ds /B Ao (1), (1.23)
17



donde A1 (+) ¥ A2(+) son funciones no negativas y no necesariamente tnicas.

Un proceso estacionario espacio-temporal puntual Y (s,t) es automética-
mente separable de primer orden ya que su intensidad A = A; Ay > 0 es cons-
tante. Si Y (s, t) es estacionario en el espacio, implica que A(s, t) depende sélo
de t; por tanto, también es separable de primer orden siendo \; una constante
no negativa. Del mismo modo, cuando Y (s, t) es estacionario en el tiempo, lo
que implica que A(s,t) dependa sélo de s, la separabilidad de primer orden
se mantiene con Ao y es una constante no negativa. Se definen las funciones
marginales de intensidad espacial y temporal como sigue:

A = (o) [ sty
T (1.24)

A(t) = Aalt) /S M (s)ds,

por lo que satisface A(s,t) o A(s)A(t) si Y (s,t) es estacionario. Para Y (s, t)
con intensidad homogénea A, A(s) y A(t) serian constantes.

Estimacion

Considerando que generalmente se dispone de una unica realizacién, al
estimar la funcién de intensidad de primer orden (conjunta espacio-temporal)
la tarea es encontrar estimadores para A : S x T"— R que sean insesgados.

Si se supone separabilidad de primer orden, se puede encontrar \ a través
de estimadores insesgados de sus componentes marginales, espacial A(s) y
temporal A(t), de la forma

< 1 /-

As,t) = — (A(s)ﬁ(t)) : (1.25)

n

que también constituye un estimador insesgado del nimero esperado de
puntos. Para estimaciones no paramétricas, Diggle et al. (2005) muestran
una estimacién para )\ mediante un método de suavizado con un nicleo
gaussiano, y para la componente temporal mediante un modelo de regresiéon
estandar log-lineal de Poisson, debido a que A(t) representa el valor esperado
incondicional del ntimero de casos en un tiempo t; (véase Diggle et al., 2005,
Taylor et al., 2015 y Gonzélez et al., 2016). Se pueden consultar otros modelos
sobre estimacién de A(s) y A(t) no paramétricos en Choi y Hall (2001) y
Contreras Rozo (2018). Para un método de suavizado en bases polinomiales,
véanse los capitulos 2 y 3, y para un semi-paramétrico véanse Zhuang y Mateu
(2019) y el capitulo 4.

Funciones de intensidad condicionadas

La funcién de intensidad condicionada \*(s,¢|.#%) de un proceso puntual
espacio-temporal es la tasa esperada de que se produzcan puntos en torno a
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1.5. PROCESOS ESPACIO-TEMPORALES

la localizacién espacio-temporal (s, t) condicionada a la historia 74 (conjunto
de localizaciones y tiempos de todos los eventos del proceso que ocurren antes
del tiempo t) con t € T. Es decir, 54 es la familia de o-algebras generada
por los eventos que ocurren en tiempos hasta ¢, pero sin incluir ¢ (Gonzalez
et al., 2016; Zhuang y Mateu, 2019). Segiin Gonzdlez et al. (2016) y referencias
incluidas, se tiene que

N (s, t|26)dsdt = B[ (ds x dt)| /), (1.26)

con (s,t) €dsxdt C S xT.

Factor de efecto de borde

El factor de correccién de borde es el producto de un factor de correcciéon de
borde espacial y otro temporal. Los efectos de borde surgen porque los puntos
que aparecen fuera de los limites de la regién de estudio no son tomados
en cuenta para estimar los estadisticos de resumen, por lo que producen
estimaciones sesgadas.

Los mecanismos y estimadores para corregir el efecto de borde estan
bien sustentados para el caso espacial, en particular la correcciéon de bordes
isotrépicos (véase Gabriel, 2014; Gonzalez et al., 2016). Del mismo modo se
da la extensién al caso espacio-temporal, en donde los mas comunes son: el
isotropico, de bordes modificados y de traslacion. En general, se determina
un factor de correccién de bordes en funcién de ciertos pesos. La descripcién
de cada uno de los métodos puede verse en Gabriel (2014), Gonzélez et al.
(2016).

Medidas de momento de segundo orden

Permiten determinar si los puntos tienden a formar agregaciones o
presentar dispersiéon (regularidad) en un rango de distancias. Esto se logra
mediante la funcién de correlacién por pares, medidas de momentos de segundo
orden reducidas (funciones L y K) y los estadisticos de resumen basadas en
las distancias entre puntos (como las funciones F, Gy J).

e Funcién de correlaciéon por pares

Las medidas de interacciéon espacio-temporal de segundo orden, en
particular en presencia de no homogeneidad, estan dadas por la funcién
de correlacién por pares,

_ /\2(517 52)
9(61,&2) = NEINE) (1.27)
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con &1,& € S x T. Si los puntos son independientes unos de otros como
es el caso del proceso de Poisson, g(-,-) = 1. Cuando ¢(-,-) > 1 indica
la presencia de atraccién entre los puntos (agregacién), mientras que
g(+,+) < 1 indica repulsién (regularidad).

Al igual que en el caso de la separabilidad de primer orden, se dice que
la funcién de correlacién por pares es separable si

9((s,1), (w,1)) = g1(s,w)ga(t, 1), (1.28)

donde g1 y g2 son funciones no negativas (Moller y Ghorbani, 2012).

Definicién. El proceso puntual espacio-temporal Y (s,t) es estacionario
de sequndo orden ponderado por la intensidad si

g((s,t), (0, 1)) = g(s —u,t —1), (1.29)

para cualquier (s,t),(u,l) € S x T, donde g es alguna funcién no
negativa.

Si el proceso también es isotrépico, entonces g(s — u,t — 1) = go(r, h),
es decir, g(+,-) s6lo depende de las distancias r = ||[s —u|| y h = |t — ],
donde gy es alguna funcién no negativa. La funciéon de correlacién por
pares puede extenderse a 6rdenes generales k > 2 de la forma

Ne(&, .. 6)

k ) )

g (51)"'7616) = 5 (130)
Hf:l )‘(fz)

con &1,...,& € S x T. Su estimacién no paramétrica estd dada por

n n

R 1 .ﬁe S; — S — 1)K ti—t‘—l
ey = L3 3y Rl sl =Dl bl g

i=1 j=1,j#i )‘(Szﬁ ti)A(Sja tj)wij

conr > ¢, t > 9, donde R y K95 son funciones niicleo unidimensionales
con anchos de banda espacial y temporal e y ¢, respectivamente
(véanse mas detalles sobre funciones niicleo en Baddeley et al., 2015).
Finalmente, w;; son pesos (factores de correccién de bordes) que corrigen
la pérdida de informacién relativa a la interaccién que se produce entre
los puntos cercanos a la frontera de S x T, y sus valores dependeran del
método elegido.

Intuitivamente, la probabilidad de observar un par de eventos de
Y (s,t) que ocurren simultdneamente en cada uno de los dos conjuntos
infinitesimalmente pequefios con centros (s, t), (u,!), y volimenes d(s, t),
d(u,l), estd dada por el producto de una funcién de los localizaciones
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1.5. PROCESOS ESPACIO-TEMPORALES

(s,u) y las dreas (ds,du), y una funcién que depende de los tiempos
(t,1) y las longitudes (dt, dl), es decir,

[xl(s)xl(u)gl (s,u)dsdu} X [xg(t)xz(z)gg(t,ndtdz} . (1.32)

Medidas de momentos de segundo orden reducidas

Funcién K. Representa el niimero esperado de puntos en una esfera de
radio r cuyo centro es un punto en Y no considerado en el conteo. Sea
Y (s, t) un proceso puntual espacio-temporal de intensidad estacionaria
reponderada de segundo orden; entonces,

K(r,h) = /1[Hs|| <1t < hg(s,t)d(s, 1), (1.33)

conr >0y h >0, donde ||s|| es la distancia euclidea en R? y ¢ es un
valor absoluto.

En el caso estacionario, MK (s,t) puede interpretarse como el niimero
esperado de puntos dentro de un cilindro de radio r y altura 2h
(para algunas especificaciones sobre la funcién K, véase Van Lieshout
y Baddeley, 1996; Moller y Ghorbani, 2012; Rodriguez Cortés, 2014;
Gonzalez et al., 2016; Gabriel, 2014, entre otros autores).

Estadisticos de resumen

Los estadisticos de resumen basados en las distancias entre puntos, como
las funciones F', G y J, son utilizados para cuantificar las interacciones
en los procesos espacio-temporales no homogéneos.

Funcién F'. Es la funcién de distribucion de la distancia desde un origen,
u otro punto fijo en R?, hasta el punto mas cercano en Y.

Funcién G. Es conocida también como funcién al vecino mas cercano,
y se interpreta como la funcién de distribucién de la distancia desde un
punto tipico hasta el vecino méas cercano en Y.

Funcién J. Fue propuesta por Van Lieshout y Baddeley (1996), y esté
dada de la siguiente forma:

J(r) = &7 (1.34)

para F(r) < 1. Para un proceso Poisson homogéneo en R? se cumple
J(r) < 1. En general, para valores pequenos de r > 0, F(r) < G(r) (o
J(r) < 1) indica agregacién o clustering, y F(r) > G(r) (o J(r) > 1)
regularidad (Moller y Waagepetersen, 2003). (Para mdas detalles sobre
cada una de estas funciones véase Van Lieshout y Baddeley, 1996;
Rodriguez Cortés, 2014; Gonzélez et al., 2016, entre otros autores).

21



1.5.5. Clasificacién

Rodriguez Cortés (2014) y Gonzélez et al. (2016) exponen una clasificacion
de los modelos espacio-temporales mas recientes. Sin embargo, al identificar
que la distribucién estacionaria del proceso espacio-temporal INGARCH es
equivalente a un proceso auto-excitado dado por Hawkes (1971a), y que los
modelos SPINGARCH conservan las propiedades de los INGARCH, se los
incluye en la clasificacién. Por lo tanto, los modelos espacio-temporales se
pueden clasificar de la siguiente forma:

Modelos espacio-temporales empiricos

e Procesos de Poisson homogéneos

e Procesos de Poisson no homogéneos

e Procesos de Neyman-Scott

e Procesos geométricos anisotrépicos de Poisson
e Procesos de inhibicién

e Procesos de Strauss

e Procesos de Cox

e Procesos de Cox log-gaussianos

e Procesos estacionarios de Poisson y shot-noise de Cox
Modelos espacio-temporales mecanicistas
e Procesos de Poisson

e Procesos de auto-excitaciéon

— Procesos de Hawkes semi-paramétricos

— Procesos Integer Generalized Auto-Regressive Conditionally Hete-
roscedastic (INGARCH)

— Procesos Spatial Integer Generalized Auto-Regressive Conditio-
nally Heteroscedastic Correlation (SPINGARCH)

— Procesos de secuencias de réplicas de tipo epidémico (ETAS)

1.6. Medidas de riesgo

En esta seccién se describen algunas definiciones y teoremas elementales
necesarios para el andlisis y cuantificacién de las probabilidades de eventos
extremos.

Se toman principalmente las definiciones y teoremas descritos de Salvadori
et al. (2007), Malevergne y Sornette (2006), Markose y Alentorn (2005), Abad
et al. (2014), McNeil y Frey (2000), Coles (2001), entre otros autores.
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1.6. MEDIDAS DE RIESGO

1.6.1. Teoria de valores extremos

La teoria de valores extremos o EVT (Extreme Value Theory) es el drea
de la estadistica dedicada a desarrollar modelos y técnicas para estimar
(cuantificar) el comportamiento estocdstico de los eventos inusuales o raros
de uno o varios procesos, es decir, de aquellos valores que pertenecen a las
colas de la distribucién y estan alejados de su media o mediana. La EVT es
una herramienta que trata de dar la mejor estimacion posible de la cola de la
distribucién; es 1til incluso en ausencia de datos histéricos, ya que permite la
modelizacién del comportamiento empirico basindose en el conocimiento de
la distribucion asintotica.

Tiene una amplia aplicacién en medio ambiente, hidrologia, meteorologia,
geologia, finanzas, seguros, entre otras areas.

Valores extremos univariantes

El anélisis de valores extremos univariantes se desarrolla a partir de los
resultados de Fréchet (1927), Fisher y Tippett (1928) y Von Mises (1936)
(Salvadori et al., 2007), que sientan las bases de la teorfa probabilistica de
valores extremos unidimensional. Al modelizar los méximos de una variable
aleatoria, la EVT desempena el mismo papel fundamental que el teorema del
limite central al modelizar la suma de variables aleatorias. En ambos casos, la
teoria indica cudles son las distribuciones limite.

Comunmente se presentan dos enfoques para identificar los extremos en
los datos reales.

Zs i i Z3
i
: % i Za 2 Zs 2y
i i %
i : 2,
i : L e e R e B
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
‘ : ’ L. | ‘ ‘ |
1 1
1 2 3
(a) Méximos de bloque (b) Excesos sobre un umbral ¢

Figura 1.4: Enfoques para identificar valores extremos en datos reales

Maximos por bloques

Es el método tradicional, utilizado para analizar datos con estacionalidad.
Considera el maximo o el minimo que toma la variable en periodos sucesivos,
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por ejemplo, meses, afios, etc. En la Figura 1.4a se muestran observaciones z3,
z5 Vv 211, que representan maximos de bloque para tres periodos con cuatro
observaciones en cada periodo.

Sea Zy,...,Z, una secuencia de variables aleatorias i.i.d. con funcién de

distribucién comtun F'y M, el maximo:

M, =méx{Z1,...,Zn}. (1.35)

La distribucién de M,, podria obtenerse de manera exacta a partir de
la distribucién de las n variables, teniendo en cuenta las propiedades de
independencia (véase Coles, 2001).

La ley limite para los maximos de bloque consiste en la bisqueda de
secuencias de constantes {b,;n > 1} y {an;n > 1} (véase mas detalles sobre

su célculo en Salvadori et al., 2007) tales que la distribucién de M} = Mzi_b"
converge a una distribuciéon no degenerada cuando n — oo, es decir,
lim F"(anz + by) = G(2). (1.36)

n—oo
El rango completo de distribuciones limite que podra seguir M, vendra
dado por el teorema de valores extremos de Fisher-Tippett (1928).

Teorema. Si existen sucesiones de constantes {a, > 0}, {b,}, y alguna
funcion de distribucion no degenerada G tal que

(o35 -

P (Mn‘bn < z) — P (anz + bn) = G(2), (1.37)

cuando n — o0, para todos los puntos donde G es continua, entonces G(z),
con z € R, pertenece a alguna de las distribuciones siguientes:

1. Gumbel:
G(z):exp{—exp {_Z;b]} —00 < 7 < 00 (1.38)
2. Fréchet: -
) AR
G(z) = {exp L=, 25 (1.39)
3. Weibull:

G(z) = {eXp {_ (_ng)n} , 2<b (1.40)



1.6. MEDIDAS DE RIESGO

con a > 0 pardmetro de escala, b € R pardmetro de posicion yn > 0 pardmetro
de forma.

Las tres distribuciones mencionadas se conocen como distribuciones de
valores extremos. Este resultado es muy importante, ya que la distribucién
asintotica de los méaximos M siempre pertenece a una de estas tres
distribuciones, independientemente de la distribucién original F'.

Segtin Markose y Alentorn (2005), Jenkinson (1955) y Von Mises (1936)
propusieron una tinica representacién paramétrica estandar para las tres distri-
buciones, conocida como Distribucién de Valores Extremos Generaliza-
da o GEVD (Generalized Extreme Value Distribution). Para ello se establece
¢ = n~! para la distribucién de Fréchet, & = —n~! para Weibull y el caso
limite £ = 0 para la distribucién de Gumbel, dando como resultado

eyt —1
GEVe y0(2) = {exp el L ro
exp {—exp [-=£]}, £E=0

con{z: 1+&(z—p)/o > 0} y u pardmetro de posicién, o pardmetro de escala
y £ parametro de forma, satisfaciendo —oo < < 00,0 >0y —00 < & < 0.
El parametro de forma indica el espesor de la cola de la distribucién. Si el
valor del pardmetro es alto, la cola de la distribucién es mas pesada. Si £ <0
la variable Z tendra distribucion de Weibull, si £ = 0 distribucién de Gumbel
y si & > 0 distribucién de Fréchet.

Teorema. Si existen sucesiones de constantes {a, > 0} y {b,} tales que

P [M"_b” < z] 5 G(e), (1.42)

Gnp

cuando n — 0o, para una distribucion G no degenerada, entonces G pertenece
a la familia de distribuciones GEV,

G(Z):exp{— [1+g<’z;“)]1/£}. (1.43)

La representacion generalizada es especialmente 1itil cuando hay que calcular
estimaciones de maxima verosimilitud, ya que, en general, no se conoce de
antemano el tipo de distribucién limite de la muestra.

Este ultimo teorema esta estrechamente relacionado con la propiedad de
estabilidad maximal.

Definicion. Una distribucion G se denomina max-estable si, para todo
n=2,..., existen constantes a,, > 0 y b, tales que,

G"(anz + by) = G(z), con z € R. (1.44)

Es decir, una distribucién es max-estable si y solo si es una distribucion
de GEV. Esto conduce a que al tomar maximos muestrales se genere una
distribucién idéntica, pero con distintos parametros de localizacion y escala.
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Excesos sobre un umbral

Estos métodos utilizan los datos de forma maés eficiente, concentrandose
en las realizaciones que superan un determinado umbral (alto). Por ejemplo,
en la Figura 1.4b, las observaciones z1, zo, 23, 25, 27 Y 211 superan el umbral
¢ y constituyen eventos extremos. Se les conoce también como picos sobre un
umbral o POT (Peaks Over Threshold). Y por ello, es el método més utilizado,
a pesar de que, en general, se dispondra de muy pocas observaciones para
umbrales altos.

Sea Zi,Zs,... una secuencia de variables aleatorias i.i.d. con funcién
de distribucién marginal F, y sean Z las excedencias Z = Z — c. El
comportamiento de Z vendra dado por la probabilidad condicionada

1—F(c+2)

PlZ >c+z|Z > = T F

z> 0. (1.45)

F y la distribucién de las excedencias del umbral deberian ser conocidas; sin
embargo, en la practica no sucede asi, por lo que se hallan aproximaciones
GEV.

Segtn el teorema de Pickands (Pickands, 1975), para un umbral suficien-
temente alto, los excesos de la variable Z sobre ¢, dado que Z > ¢, tienen
aproximadamente Distribucién de Pareto Generalizada o GPD (Gene-
ralized Pareto Distribution); es decir, la funcién de distribucién asintética de
(Z — ¢), condicionada a Z > ¢, estd dada por

-1/
GPDU,g(z):{l_{[l—i_'E(&)i ) 57&8 (1.46)

1/¢
con z > 0, (1+ %Z) >0yd=0c+&(c—p); —00 < & < +oo pardmetro de
forma y & pardmetro de escala. Para una GPD estdndar se denota GPD:..

El comportamiento de la GPD esta determinado por &, es decir:
e Si & < 0, la distribucién esta acotada superiormente, 0 < z < —%, y la
distribucién pertenece al dominio de atraccién de Weibull.

e Si £ = 0, la distribucién pertenece al dominio de atraccion de Gumbel,
para 0 < z < 4o00.

e Si ¢ > 0, la distribucién pertenece al dominio de atraccién de Fréchet,
para 0 < z < 400.

En lo que refiere a & = g, por simplicidad, se utilizard o en lugar de &.
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1.6. MEDIDAS DE RIESGO

Seleccion del umbral

Para elegir el umbral adecuado se debe tomar en cuenta que un umbral muy
bajo aumentaria el sesgo del modelo, mientras que un umbral demasiado alto
generaria un nimero de excedencias muy pequenio, incrementando su varianza.
Para ello, se dispone de varios métodos; sin embargo, aqui se detallan los dos
mAas comunes:

e Esperanza de la GPD. Estd basado en la esperanza de la GPD, de
forma que, si Z sigue esta distribucién con parametros o y &,
o
Si la GPD es vélida para las excedencias del umbral ¢g, para un término
arbitrario Z de la serie, tendra

o
E|Z — ¢|Z > co] = : Cog, con £ > 1, (1.48)
donde o, es el pardmetro de escala de la distribucién de excedencias del
umbral ¢g. Esto quiere decir que, sila GPD es védlida para las excedencias
de cg, serd igualmente valida para cualquier umbral ¢ > ¢y mediante una
sustitucién del pardametro de escala por o.. Entonces se tiene que

Oc, +&cC
1-¢

Se espera que los resultados de la expresién (1.49) varien linealmente
segin como la variacién de c se ajuste a la GPD apropiada. Esto conduce

{ (c, nic i(z(i) — c)) te< anéx} , (1.50)

siendo 2(1),2(2), - - -, 2(n.) las observaciones que exceden el umbral ¢, y
Zmax €l maximo de la Z;, dando como resultado el grafico de vida residual
media (véase la Figura 1.5). El umbral debe estar dentro del intervalo
donde el grafico muestre una tendencia lineal.

E|Z —cZ > ] = (1.49)

e Ajuste de la GPD. Consiste en ajustar la GPD en un rango de
umbrales, sobre el cual se elegird ¢ de acuerdo a la presencia de
estabilidad de los parametros estimados. Si una GPD es razonable
para modelizar las excedencias de un umbral ¢y, también lo serd para
¢ > ¢y, con parametros de forma £ idénticos y parametros de escala que
satisfacen la relacién

Oc = 0co + &(c— ¢p), siempre que & # 0, (1.51)
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Figura 1.5: Vida residual media

donde o, es el valor del pardmetro de escala de la GPD para un umbral
¢ > c¢g. Este problema se puede solucionar reparametrizando o, como

0" =0, — &, (1.52)

considerandola como constante con respecto a c. Las estimaciones de o*
y de & deberian ser constantes por encima de ¢g si ¢g es un umbral valido
para que los excesos sean GPD (Coles, 2001). Los intervalos de confianza
para 5 se obtendran a través de la matriz de varianzas-covarianzas,
mientras que los intervalos de confianza para &* requieren el uso del
método delta.

También existen modelos semi-paramétricos construidos en torno al esti-
mador de Hill (véase Beirlant et al., 1996; Ciuperca y Mercadier, 2010; Abad
et al., 2014; Mora Valencia, 2010).

1.6.2. Valores extremos multivariantes

La teoria matemdtica de valores extremos multivariantes (MEV) es un
campo relativamente novedoso. Diversos aspectos estan bien desarrollados y
existen andlogos de los modelos de bloque y umbral. Como en el caso uni-
variante, estos modelos sélo tienen justificaciones asintéticas, y su idoneidad
para cualquier aplicacién préctica debe comprobarse con cuidado (Salvadori
et al., 2007).

El andlisis de los MEV se basa en una ordenacién por componentes.

Para una serie vectorial iid. (Z;1,...,Z;ip), ¢ = 1,...,n, con funcién
de distribucién conjunta F' y marginales Fi,..., F}, el vector de méximos
por componentes, M,, viene dado por M, = (M,,...,M,,), donde
M, ; = max{Z1 ;,...,Z, ;}, para j = 1,...,p. Bajo condiciones generales,

M, ; convenientemente normalizado converge en distribucién a un miembro
de la clase de distribuciones de valores extremos multivariantes o MEVD
(Multivariate Extreme Value Distributions).
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1.6. MEDIDAS DE RIESGO

Distribuciones de valores extremos multivariantes

Sean Z; = (Z;j1,...,Z;p), con i = 1,...,n, vectores aleatorios i.i.d. de
dimension p con funcién de distribucion F. Como en el caso univariante, una
forma estandar de operar es buscar la existencia de secuencias de constantes
{an; > 0} y {bn;}, Vj = 1,...,p, y una funcién de distribucién G con
marginales no degeneradas, tales que, cuando n — oo,

M,1—b M, ,—b
G(z1,...,2) = lim P 2,1 7 Unl <z, R RP <
n— oo Qp,1 Qn,p (153)
- nlggo F'(an,121 4+ bps ooy anp2p + bnp) = G(2p),

con Z = (Z1,...,Zp) € RP, donde G es la funcién de MEVD y F pertenece
al dominio de atraccion maximal de G.

Se han propuesto varios métodos de analisis de excedencias de umbrales,
todos ellos basados en la aproximacién de F' en una regién extremal definida
usando las condiciones del dominio de atraccion especificado. La especificacion
de las distribuciones multivariantes en términos de copulas proporciona un
enfoque muy util en este contexto.

1.6.3. Copulas

Uno de los procedimientos mas comunes al analizar eventos extremos
multivariantes es el uso de cépulas, por su capacidad de reflejar diversos tipos
de dependencia entre dos o méas variables aleatorias, independientemente de su
distribucién marginal; méas concretamente, las cépulas permiten representar
la estructura de dependencia existente entre varias funciones de densidad
univariantes o multivariantes, ya que conducen a una funciéon de densidad
conjunta.

Sean X e Y dos variables aleatorias con funcion de distribuciéon conjunta
denotada por H,
H(z,y) = PIX <z;Y <y, (1.54)

con marginales F y F5 continuas y estrictamente crecientes, por lo que existen
sus inversas F|~ by Fy ! Entonces, la cépula estd dada por

% (u,v) = H (F7 ' (u), Fy ' (v)), Vu,v € [0,1]. (1.55)

La funcion % es el tnico objeto que obedece a la propiedad de invariancia bajo
mapeo estrictamente creciente y que captura completamente la dependencia
total entre X e Y. Es importante destacar las siguientes propiedades:

1. €(u,1)=uy €(1,v) =v, Yu,v € [0,1].
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2. €(u,0) =%(0,v) =0, Yu,v € [0,1].

3. € es 2-creciente, es decir, Yu; < ug v v1 < va: €(uzg,v2) — € (ug,v1) —
%(Ul,vg) + %(ul,vl) > 0.

Esta ultima propiedad es una simple traduccién de la no negatividad de las
probabilidades, concretamente de

PF7 (u) <X < F 'ug); Fy Hor) <Y < Fy ' ()] (1.56)

Estas tres propiedades definen el objeto matematico llamado cépula
introducido por Sklar (1959).

Definicién. Una funcion € : [0,1]" — [0,1] es una n-cdpula si goza de
las siguientes propiedades:

e Vue[0,1], ¢(1,...,1,u,1,...,1) =u.
e Vu; €1[0,1], €(u1,...,u,) =0 si al menos una de las u; es igual a cero.

e & es n-creciente, es decir, el €-volumen cuyos vértices se encuentran
en [0,1]™ es positivo.

De esta definicién se deriva que una cépula no es mas que una distribucién
multivariante con soporte en [0,1]™ y con marginales uniformes. Se deduce
inmediatamente que una suma convexa de cépulas sigue siendo una copula.
Las copulas son muy utiles para representar distribuciones multivariantes
(Malevergne y Sornette, 2006).

Teorema de Sklar. Dada una funcion de distribucion n-dimensional F
con marginales continuas F, ..., F,, existe una unica n-cdpula € : [0,1]" —
[0,1] tal que,

F(z1,...,xy) = C(Fi(x1), ..., Fy(xy,)). (1.57)

Este teorema proporciona tanto una parametrizacién de las distribuciones
multivariantes como un esquema de construccién de cépulas. En efecto, dada
una distribucién multivariante F' con marginales F1i, ..., F,, la funcién

C(uy.. . uy) = F(F7 (u), .. E N ug)) (1.58)

es automaticamente una n-cépula de la distribucién multivariante F' (Male-
vergne y Sornette, 2006).
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1.6. MEDIDAS DE RIESGO

Familias de cépulas

Como se muestra en el teorema de Sklar, para cada distribucién multiva-
riante se puede derivar facilmente una cépula. Sin embargo, solo unas pocas
familias de cépulas desempenan un papel relevante.

A continuacién se describen en forma rapida algunas de las familias de
copulas:

e Coépulas elipticas. Se derivan de las distribuciones elipticas multiva-
riantes, siendo las mas importantes las de Gauss y de Student. Por cons-
truccién, se acercan la una a la otra en su parte central, y en su cola
s6lo cuando aumenta los grados de libertad de la Student. Como con-
secuencia, a veces es dificil distinguir entre ellas, incluso con pruebas
sensibles. Pueden tener comportamientos drasticamente diferentes con
respecto a la dependencia entre los extremos (véanse detalles de cada
una de estas cépulas en Malevergne y Sornette, 2006; Salvadori et al.,
2007, entre otros).

e Coépulas arquimedianas. Engloban miltiples cépulas y gozan de
ciertas propiedades interesantes. Se han desarrollado diversos modelos
para dar cuenta de la dependencia entre multiples fuentes de riesgo.

Definicion. Sea ¢ una funcion continua estrictamente decreciente,
conveza, de [0,1] en [0,00] tal que ©(1) = 0. Sea =Y la pseudoinversa
de ¢, es decir,

A1 (1) = {so—(l)(t) 0= ! i(g)@) (1.59)
FEntonces,
@ (u,v) = = (p(u) + p(v)) (1.60)

es una copula arquimediana con generador .

La generalizacién a una n-cépula esta dada por
G (ur, .y un) = @ (p(ur) + -+ (un)) = Go; (1.61)
esta formulacién se cumple (es decir, &, es en realidad una cépula n-

arquimediana) si y sélo si @~ es n-monétona,

k, [—1]
(—1)* %k(t) >0, Vk=0,1,....n. (1.62)

Cuando esta ultima relacién se cumple para todo n € N, se dice que
o= es completamente monétona. En tal caso, la cépula bivariante
arquimediana se puede generalizar a cualquier dimension.
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La complejidad de la estructura de dependencia entre n variables se
integra en una funciéon de una sola variable . Esto transforma una
formulaciéon multidimensional en otra mucho més sencilla de caracter
unidimensional. Las mas comunes son:

— Cépula de Clayton. Es una copula limite, dada por
1
€S (u,v) = méx ([u‘e +o?—1] " ,O) ) (1.63)

con 6 € [—1,00) y generador p(t) = #(t7' — 1).

— Coébpula de Gumbel. Describe la dependencia mediante la teoria
de valores extremos, y estd dada por

€ (u,v) = exp (— [(—nw)? + (—nv)?] %) ) (1.64)

con 0 € [1,00) y generador p(t) = (—Int)?.
— Copula de Frank. Estd dada por

¢F (u,v) = %ln <1 + G N 1)> : (1.65)

eft—1
e -1

con 6 € Ry generador ¢(t) = —In

Un procedimiento general para construir los generadores de cépulas
arquimedianas ha sido propuesto por Marshall y Olkin (1988) (véanse
més detalles en Malevergne y Sornette, 2006).

Coépulas de valor extremo

Otra familia de copulas de uso comin son las cépulas de valores extre-
mos. Se derivan de la estructura de dependencia de la distribucién GEV mul-
tivariante; ademds, son capaces de representar procesos de max-estabilidad
multivariantes.

Definicion. Una d-copula € que satisface la relacion
Cl,. .. ,uk) =€ (uy,... uq), Yk >0, (1.66)

se denomina Cépula de Valor Extremo o EVC (Extreme Value Copula).

Ademas, si F' pertenece al dominio de atraccién maximal, entonces la
funcién % es la EVC limite de F.

Una de las familias que satisface la definicién de EVC es la cépula de
Gumbel-Hougaard, dada por
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1.6. MEDIDAS DE RIESGO

Go(u)* = exp {— [(—kInw)?, ..., (—kInug)?] 1/9} = Ck(u). (1.67)

Esta es la tnica familia arquimediana de EVC (Salvadori et al., 2007).

NOTA: La expresion (1.66) destaca una caracteristica fundamental de las
EVC, més conocida como propiedad de max-estabilidad (véanse mds detalles
en Salvadori et al., 2007).

1.6.4. Medidas de riesgo

Segin Kriele y Wolf (2014), se conoce como riesgo a la posibilidad de que se
produzcan acontecimientos desfavorables. Cuando se intenta captar el riesgo
de forma cuantitativa resulta ser un fenémeno de multiples aspectos.

Matematicamente consiste en identificar las fluctuaciones, es decir, se
tienen en cuenta tanto las variaciones favorables como las desfavorables.
Entonces, sea (2,47, P) un espacio de probabilidad con una o-algebra &/
y una medida de probabilidad P. Se denota como .#Zz($,R?) el espacio de
variables aleatorias valoradas en RF

Z:Q-=RF we Z(w), (1.68)

es decir, aspectos medibles con respecto a &/ y a la o-algebra de Borel.
Definicion. Una medida de riesgo es una aplicacion

p: MOLR) =R, Z— p(X), (1.69)
donde A (Q,R) C Az, R) es un subespacio vectorial adecuado (que

depende de p).

Existen multiples formas de medir el riesgo (véanse detalles en Kriele y
Wolf, 2014); sin embargo, se hace referencia a las mas comunes:

Valor en riesgo (VaR)

El valor en riesgo o VaR (Value-at-Risk) es el a-ésimo percentil de la
distribucién F,

VaR,(Z) =inf{z e R: Fz(z) > a}, (1.70)
donde Fz es la funcién de distribuciéon de Z. VaR,, es la minima pérdida que
se produce en el 100(1 — o) % de los peores escenarios.

En el lenguaje de la Estadistica, el valor en riesgo representa el cuantil a
inferior de la distribucién de Z. En el caso especial de que Fz sea invertible,
se tiene que

VaR,(Z) = F;' (o), (1.71)
donde 1 >a >0y Fgl(a) es la inversa de Fz. Al igual que F, se trata de

cantidades tedricas que no se conocen (véanse més detalles en Kriele y Wolf,
2014).
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Riesgo de cola

El valor de riesgo de cola, a diferencia del valor en riesgo, también pondera
las pérdidas mas elevadas.

Definicion. El valor del riesgo de cola viene dado por la esperanza
condicionada
TVaR.(Z) = E[Z|Z > VaR.(Z2)]. (1.72)

Proporciona informacién sobre la pérdida esperada del 100(1 — ) % de los
peores escenarios en que se supera el VaR,. El valor del riesgo de cola para el
mismo nivel de confianza « es siempre mayor que VaR, y en el caso extremo
es igual a VaR.

Para variables con distribucién continuas Z, Z5 también tiene la propiedad
de subaditividad:

TVaRa(Zy + Z3) < TVaRa(Z1) + TVaRa(Zs), (1.73)

que expresa intuitivamente que el riesgo en un colectivo diversificado es menor
o igual que la suma de los riesgos individuales. Esta propiedad no se cumple en
general para variables aleatorias con funciones de distribucién que presentan
discontinuidades (saltos).

Déficit esperado (ES)

El déficit esperado o ES (Expected Shortfall) estd estrechamente relacio-
nado con el riesgo de cola, y muestra subaditividad para todas las variables
aleatorias.

Definicion. El déficit esperado, también conocido como valor en riesgo
promedio (Average Value-at-Risk), viene dado por

ESo(Z / VaR,( (1.74)

En el caso continuo, TVaR,(Z) = ESy(Z).

Para el caso bivariante, sea la variable aleatoria L = Ly 4+ Lo la pérdida
total en una situacién de riesgo, y sea F, su funcién de distribucion. Entonces
se define el valor en riesgo andlogamente a la expresion 1.70. (Véanse mds
detalles sobre medidas de riesgo en Kriele y Wolf, 2014).
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2. Modelos

espacio-temporales

auto-regresivos para datos
de conteo (SPINGARCH)

En este capitulo se muestra el contenido del articulo publicado en Entropy
Journal que se puede encontrar en https://www.mdpi.com/1099-4300/24/
7/892 (Escudero et al., 2022).

2.1. Introduccion

El modelizado de series temporales de recuentos ha recibido una atencién
considerable y creciente desde los afios 50 (Cox, 1955; Bartlett, 1963;
Hawkes, 1971b,a; Hawkes y Oakes, 1974) y en las ultimas décadas (véase
Kedemo y Fokianos, 2002; Jung y Tremayne, 2011; Davis et al., 2021; Xu y
Zhu, 2022; Wei} et al., 2022). Se sabe que algunas distribuciones discretas
bien conocidas, como Poisson y la binomial negativa (NB), sélo pueden
tratar la sobredispersion; sin embargo, las distribuciones Poisson generalizada
(GP) y Poisson doble (DP) pueden tratar tanto la sobredispersién como la
subdispersién. Estos dos ultimos modelos presentan algunas deficiencias o
limitaciones. Alternativamente, la clase de modelos basados en la observacién
denominados modelos Integer Generalized Auto-Regressive Conditionally
Heteroscedastic (INGARCH), propuestos por Heinen (2003) y Ferland et al.
(2006), muestran flexibilidad para modelizar una amplia gama de casos de
sobredispersion y subdispersién, al mismo tiempo que poseen propiedades que
los hacen metodolégicamente atractivos y ttiles en la practica.

Aunque un modelo clasico de Poisson INGARCH parece proporcionar un
marco adecuado para modelizar datos de series temporales de recuentos y se
ha aplicado a varios campos, Fokianos y Tjgstheim (2011) seflalan que no
puede emplearse para modelizar correlacién negativa entre recuentos, y puede
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incluir exclusivamente covariables que resulten en un término de regresién
positivo, ya que, de lo contrario, la media del proceso de Poisson se vuelve
negativa. Ademads, la media condicionada es igual a la varianza condicionada,
y esta restriccién puede conducir a un rendimiento deficiente de un modelo
INGARCH de Poisson en la existencia de posibles observaciones extremas.
Para superar estos inconvenientes, se han propuesto dos modelos INGARCH
para modelizar la sobredispersion o la subdispersiéon en el mismo marco. Se
trata del modelo DP (Heinen, 2003) y el modelo GP (Zhu, 2012a) (véase
también Zhu (2012b) para una propuesta de una distribucién Conway-Maxwell
(COM) Poisson INGARCH).

En la literatura de estadistica espacial, Besag (1974) realiza un primer
intento de estructurar las relaciones espaciales para los datos de recuentos,
donde la distribucién del modelo de datos se especifica condicionalmente dada
una vecindad espacial fija. Sin embargo, esto conduce a un modelo estadistico
que solo permite una correlacién negativa. Augustin et al. (2006) y Kaiser y
Cressie (1996) demuestran cémo se podrian hacer modificaciones al modelo
estadistico que permitian tanto la correlacién negativa como la positiva.
La suposicién importante en estas clases de modelos es que la distribucién
de recuentos observados puede especificarse condicionalmente a partir de
recuentos observados en vecinos espaciales, la cual es una suposiciéon de Markov
en el espacio.

Los datos de recuentos en la literatura estadistica espacial se han abordado
predominantemente a través de la estructura en un proceso latente, mientras
que en series de tiempo han evolucionado de forma diferente. Por ejemplo,
el modelo INGARCH de Ferland et al. (2006) y Heinen (2003) es un modelo
de series de tiempo para recuentos bajo una distribucién de Poisson con la
esperanza como funcién de los dos anteriores. Ferland et al. (2006) demuestran
c¢émo INGARCH(1,1) es andlogo a ARMA(1,1) para recuentos. La distribucién
estacionaria del proceso INGARCH(1,1) también es equivalente a un proceso
estocdstico dado en Hawkes (1971b), a menudo llamado proceso puntual auto-
excitante.

En Reinhart (2018) se dan extensiones al proceso de Hawkes para
incorporar la estructura espacio-temporal. Las consideraciones de ramificacién
en Clark y Dixon (2018) o casi repeticién de eventos (Andresen y Malleson,
2015) dan lugar a procesos puntuales espacio-temporales auto-excitantes.
Estos modelos son extensiones de los procesos temporales de Hawkes, donde
la tasa de eventos depende de la historia del proceso (Reinhart, 2018).
Estos procesos se han mostrado beneficiosos para modelizar la dindmica de
terremotos, epidemias, incendios forestales, accidentes de transito, homicidios,
violaciones, terrorismo o delitos, que es el problema motivador de este capitulo.
Se pueden encontrar diversos trabajos en este ultimo contexto, por ejemplo,
véase Mohler et al. (2011), Hu et al. (2018), Clark y Dixon (2021), Andresen
y Malleson (2015).
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2.2. DESCRIPCION DE LOS DATOS

Este capitulo estd motivado por el andlisis de los datos delictivos en la
ciudad de Riobamba-Ecuador, proporcionados por tres organismos guberna-
mentales, con el objetivo de comprender su comportamiento e interaccién con
la sociedad y coadyuvar con informacién para las instituciones piblicas a op-
timizar sus acciones. Algunos estudios exploratorios existentes (véanse Cepa
et al., 2018 y Trejo et al., 2013) muestran caracteristicas de este fenémeno
delictivo. Sin embargo, no van més all4 en la propuesta de un marco de mo-
delizacién espacio-temporal.

El desafio general es como modelizar adecuadamente la relacién espacio-
tiempo entre las observaciones, especialmente si se va a realizar cualquier ané-
lisis estadistico. Siguiendo la linea de razonamiento de Clark y Dixon (2021),
se tiene en cuanta la variacion espacial al considerar un modelo Spatial In-
teger Generalized Auto-Regressive Conditionally Heteroscedastic Correlation
(SPINGARCH). Este modelo comparte las propiedades de INGARCH y per-
mite la correlacion espacial al agregar un proceso log-gaussiano latente es-
pacialmente correlacionado (Clark y Dixon, 2018). En este marco de trabajo
y en paralelo a Clark y Dixon (2021), se formula una ecuacién en diferen-
cias estocastica para la intensidad del proceso espacio-temporal dentro de una
clase de modelos espacio-temporales auto-excitados espacialmente correlacio-
nados, que capturan tanto la dependencia debida a la auto-excitacién como
la dependencia de un proceso espacial subyacente. De hecho, se considera al-
gunas extensiones de Clark y Dixon (2021) para adaptar dicha metodologia
al contexto de datos de Riobamba en particular. Se observa que el modelo
de Clark y Dixon (2021) considera una estructura de regresion lineal en las
covariables que también son constantes en el tiempo. Entonces, se propone
estructurar la dependencia espacio-temporal de recuentos de delitos de la ciu-
dad de Riobamba-Ecuador mediante una combinacién de covariables basadas
en la distancia que varian de forma natural tanto en el espacio como en el
tiempo. Asi pues, se considera bases B-splines dentro de un modelo aditivo
generalizado que le permite manejar la variacién espacio-temporal y las de-
pendencias no lineales. De hecho, este es otro aspecto que se diferencia con
respecto al modelo de Clark y Dixon (2021). La estrategia B-splines también
permite combinar covariables que solo varfan en el espacio con otras (como
las meteoroldgicas) que solo varian en el tiempo, y con aquellas basadas en
distancias que varian tanto en el espacio como en el tiempo. En conjunto esta
estrategia es mas flexible y se adapta mejor al caso de los datos de Riobamba.

2.2. Descripcion de los datos

La inseguridad ciudadana es uno de los principales problemas que afectan
al desarrollo de la poblaciéon en cualquier pais. Riobamba es una ciudad
ecuatoriana, cabecera del cantén Riobamba y capital de la provincia de
Chimborazo (véase la Figura 2.1). Se encuentra en la regién interandina,
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rodeada de varios volcanes, como el Chimborazo, Tungurahua, Altar y
Carihuairazo. Ubicada a 2754 m. sobre el nivel del mar, tiene un clima andino
frio con una temperatura promedio de 12°C. Segun el censo de 2010, esta
ciudad tenia 234170 habitantes y un crecimiento poblacional del 1,06 % hasta
2014.

Figura 2.1: Ciudad de Riobamba-Ecuador

El comercio y turismo son caracteristicas tipicas de la ciudad, considerada
como una central de negocios, empleo y educacién por ser la tercera ciudad con
mayor numero de instituciones de educacion a nivel superior. Sin embargo, uno
de los principales problemas que acechan a esta ciudad son los actos delictivos
como asaltos, robos en viviendas y locales comerciales, e intimidacién,
entre otros, que causan confusion, preocupacién e importantes pérdidas a la
poblacién (Chévez et al., 2013). En la encuesta nacional ecuatoriana realizada
en 2011, la provincia de Chimborazo ocupé el séptimo lugar con un 16,9 %
de personas que han sido victimas de algiin delito, el 73,4 % de la poblacién
considera que la ciudad es insegura y el 38,0 % experimenté al menos un evento
delictivo en su barrio. Segin Castro et al. (2015), el gobierno ecuatoriano
promovié un conjunto de nuevas politicas para reducir la delincuencia entre
2010 y 2014. Estas politicas involucran a la sociedad civil organizada y a
las entidades competentes. A finales de 2014 la tasa de victimizacién, los
homicidios y los robos disminuyen, pero aumenta el nimero de denuncias de
la sociedad, como sefial de mayor confianza en las instituciones competentes.

Se utilizan los datos de tres organismos gubernamentales cuya misién y
visién es garantizar la seguridad ciudadana y la convivencia social (Unidades
Policiales Comunitarias (UPC), Consejo de la Judicatura de Chimborazo
(CJCH) y Ministerio del Interior (MI)). La Figura 2.2a muestra los actos
delictivos denunciados desde MI para 2010-2014. La Figura 2.2b representa
los actos delictivos flagrantes registrados por el CJCH para el periodo 2015-
2019, es decir, los delitos cometidos con la detencién del agresor en 24
horas, y finalmente, la Figura 2.2c muestra los delitos registrados por la
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2.2. DESCRIPCION DE LOS DATOS

Crime 2010 Crime 2011 Crime 2012

(a) Delitos registrados por MI (2010-2014)

Crime 2015 Crime 2016 Crime 2017

(b) Delitos Flagrantes registrados por CJCH (2015-2019)

Crime 2015 Crime 2016 Crime 2017

(c) Delitos registrados por UPC (2015-2017)

Figura 2.2: Delitos registrados por tres entidades gubernamentales en la ciudad
de Riobamba
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Figura 2.4: Densidad poblacional (azul) y ubicaciones de los puntos de
referencia

UPC para el periodo 2015-2017. La informacién fue proporcionada bajo un
contrato de confidencialidad y no esta disponible directamente en ninguin sitio
web; sin embargo, se pueden consultar estadisticas de resumen de delitos
subidos por el Ministerio del Interior a partir de 2015 en http://cifras.
ministeriodegobierno.gob.ec/comisioncifras/inicio.php.

El registro ideal de la informacion dicta que el MI guarda todos los informes
de las otras dos instituciones, como se muestra en la Figura 2.3. Sin embargo,
esto dista mucho de ser cierto y al analizar los tres conjuntos de datos se
comprobard esta anomalia.

i Unidades Policiales Coqsejo de la Ministerio del
Crime R Comunitarias Judicatura de . Interior
event W . Chimborazo .

UPC “CJCH’ MI

Figura 2.3: Estructura jerarquica para el registro de delitos en la ciudad de
Riobamba

La ciudad de Riobamba esta dividida en 141 sectores o barrios, como se
muestra en la Figura 2.4. Adicionalmente se tienen las ubicaciones geograficas
en espacio y tiempo de los delitos. El Servicio Integrado de Seguridad
911 (ECU911) proporcioné como puntos de referencia las ubicaciones de
las unidades policiales comunitarias (UPC) y de las cdmaras de vigilancia
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2.2. DESCRIPCION DE LOS DATOS

instaladas en lugares estratégicos en toda la ciudad (cam) (ECU911, 2020).
Se consideran algunos puntos de referencia importantes de la ciudad que
describen aquellas areas con un mayor trafico vehicular y peatonal como:
ubicaciones de parques (par), mercados (cc) (plazas, centros comerciales,
supermercados) y hospitales (hos). Como covariable solamente espacial se
tiene en cuenta la densidad poblacional estimada a nivel de sector o barrio.
En cuanto a las variables temporales se consideran los promedios mensuales
de temperatura y precipitacién en la ciudad de Riobamba (véase la Figura
2.5), pueden ser descargadas de la pagina web del GEAA (http://ceaa.
espoch.edu.ec:8080/redEma/), dado que existen estudios previos (Andresen
y Malleson, 2015) que relacionan los delitos de hurto con este tipo de
covariables.

L
Average precipitation
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1 1

L

!

Average air temperature
10 12 14 16 18 20

Months Months

(a) Temperatura (b) Precipitacién

Figura 2.5: Promedios mensuales de temperatura y precipitacion en la ciudad
de Riobamba

Un primer anélisis exploratorio por meses muestra que la mayor cantidad
de delitos registrados por MI se centra en enero, junio y octubre, los delitos
flagrantes son maés elevados en febrero, septiembre y octubre, y los delitos
registrados por la policia se incrementan en enero, abril y mayo (véase la
Figura 2.6a). Esto es una muestra de comportamiento distintivo entre los
tres conjuntos de datos de delitos utilizados, y de que el mes juega un papel
importante.

20102014
20152019
20152017

20102014
20152019
20152017
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Crimes average
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Months Days
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Figura 2.6: Descripcién media de eventos por meses y dias, para los delitos
registrados por MI (2010-2014), CJCH (2015-2019) y UPC (2015-2017)

41



Al observar los datos por dias de la semana (véase la Figura 2.6b), se
visualiza mayor ntiimero de delitos los viernes y sdbados, y de acuerdo a su
ubicacion espacial (véase la Figura 2.2), existe un alto nivel de casos delictivos
en el centro de la ciudad.
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Figura 2.7: Distribucién de las covariables

Se tiene en cuenta las distancias al vecino mas cercano entre cualquier
evento delictivo y la ubicacién del punto de referencia correspondiente. Estas
distancias informan sobre el vinculo entre un delito, en particular en los
puntos de referencia, asi como también si los puntos de referencia actiian
como atractores o repulsores de los delitos. La distribucién de estas distancias
se muestra en la Figura 2.7, observandose que las distancias pequenas entre
eventos delictivos y puntos de referencia son mucho mas frecuentes que las
mas grandes, lo que indica que estos puntos de referencia podrian ser fuentes
o atractores de delitos.

2.3. Metodologia

2.3.1. Modelo

El enfoque metodolégico general de esta seccién es estructurar la dependen-
cia espacio-temporal de recuentos a través de una combinacién de dependencia
espacial en un modelo de proceso latente y dependencia temporal en un mo-
delo de datos, con factores exdgenos que varian en el espacio y/o el tiempo.
Siguiendo a Clark y Dixon (2021) se considera una ecuacién en diferencias es-
tocéstica para la intensidad del proceso espacio-temporal dentro de una clase
de modelos espacio-temporales auto-excitados espacialmente correlacionados
para datos de recuento, estos modelos capturan la dependencia del modelo de
datos como la de un proceso espacial latente. En particular, el estudio se cen-
tra en los modelos SPINGARCH(1,1), que en general, permite al modelizador
definir la autocorrelacién presente en los datos y la relaciéon media-varianza
con mayor flexibilidad.

42



2.3. METODOLOGIA

Se denota por si,ss,...,8, un vector de ubicaciones espaciales que per-
manecen fijas en el tiempo, y t el periodo de tiempo discreto correspondiente.
N|s;| indica la vecindad espacial de la ubicacion s;, Y (s;, ) el proceso obser-
vado en la ubicacién espacial s; y tiempo ¢, y X (s;,t) es el proceso latente no
observado.

Se utiliza una distribuciéon de Poisson condicional y se establece una
estructura espacio-temporal en la covarianza del proceso log-gaussiano latente.
El modelo de datos, Y (s;, t), se puede definir condicionalmente dado un modelo
de proceso X(s;,t), que es una suposicion critica en esta técnica. Como
resultado, el modelo de proceso es una funcién tanto de covariables espaciales
o temporales observables como de errores espaciales latentes no observables.

En este caso particular, se considera que la intensidad espacio-temporal
A(s, t) proporciona el modelo de proceso, y el modelo completo es una ecuacién
en diferencias estocdstica que opera directamente en la funcién de intensidad.
Por tanto, los recuentos de delitos en el espacio y el tiempo, Y (s;,t), son
variables aleatorias de Poisson distribuidas condicionalmente parai =1,...,n,
es decir, Y (s;, t)|A(s;, t) ~ Poisson(A(s;,t)), donde A(s;, t) representa la tasa
en s; en el tiempo ¢; por lo tanto, F [Y (s, t)|A(s;, t)] = A(si, t).

Bajo el supuesto de que un cambio en la tasa de delitos en una ubicacién y
periodo especificos es una funcién de caracteristicas geograficas particulares de
la ubicacién dada por a; = (s, , @y, - , s, )T (también conocido como base
de referencia, simplemente una funcién de factores exégenos, potencialmente
variables), junto con otros dos factores, un deterioro natural , y victimizacién
repetida 7, se tiene un modelo de la forma

(A(sist + At) — A(si, 1))
At

para cada ¢ = 1,...,n, donde kK = (1 — x) representa estrés en ausencia
de victimizacién repetida, y n captura el cambio esperado debido a acciones
repetidas o casi repetidas (Hu et al., 2018; Clark y Dixon, 2018). Con At = 1 en
la expresién (2.1), este modelo se convierte en un modelo SPINGARCH(1,1),
con Y(s;,t) definido condicionalmente en la intensidad A(s,¢) que se puede
modelizar utilizando covariables espaciales y temporales observables as,,
asi como errores latentes no observables ¢;. De este modo, el modelo final
propuesto se define a través de la siguiente estructura jerarquica:

= exp(as,;) — KA(S;, t) + nY (84, 1), (2.1)

At = exp(Xy +€) +nYi—1 + KA1, (2.2)

con

X; ~ Gau (at, (Inn — CC)f1 02>

e ~ Gau (0, (IO’?)) ,

43



donde A\; = (A(s1,t), A(S2,t),- .., A(Sn, t))T es una cadena de Markov en (R*)"
y la misma notacién se aplica para Y; y X;. I, ,, es la matriz de identidad, o2
es la varianza condicional, y ¢ controla la cantidad de dependencia espacial
en el modelo no capturado por las covariables en «;. La estructura espacial
a gran escala se explica en el proceso latente X; mediante el parametro de
regresion espacial «y, mientras que la estructura espacial a pequena escala
se explica mediante la especificaciéon condicionada de X;. Para este tltimo
se usa un modelo Auto-Regresivo Condicionado (CAR) (a través de vecinos
espacialmente adyacentes),

X(si,1)| X (s5,1),8; € Nlsi| ~ N(u(si,t),0%) (2.3)

con

w(si,t) = afs;,t) + ¢ Z X(sj,t) — a(s;,t).

s; EN|s;|

Aqui C es una matriz con entradas (4,5) = 1 si las ubicaciones s; y s; son

vecinas. La variacién en el proceso espacio-temporal se obtiene al agregar
- . . . iid

adicionalmente ruido espacio-temporal, dejando €(s;, t) ~ N(0, o).

2.3.2. Inferencia bayesiana de parametros

El modelo jerarquico definido en la Seccién 2.3.1 depende de un conjunto de
pardmetros en el nivel final de la jerarquia, dado por 0 = (n, s, a,(,0,0¢), de
manera similar a un modelo Besag-York-Mollié (BYM) clasico (Morris et al.,
2019; Clark y Dixon, 2018; Boulieri et al., 2017) que define un modelo espacial
totalmente bayesiano (véase Thamrin y Alimun, 2019).

Siguiendo a Clark y Dixon (2021), el marco inferencial bayesiano consiste
en actualizar los pardmetros 6 seguin los datos disponibles a través de una
densidad a priori () y una densidad o probabilidad condicionada m(data|f)
para obtener w(6|data), una densidad a posteriori de 6 dados los datos. La
distribucién conjunta a priori de los parametros en el modelo se puede expresar
como m(0) = w(n|k)w(k)w(a)m(o)m(o)w((), donde se asume independencia
entre los puntos excepto por n y k debido al condicionamiento n 4+ £ < 1.
Haciendo U(s;,t) = Y (s;,t) + €(s;,t), la distribucién condicionada completa
para modelizar ¢ viene dada por

T
m(0Y,U) x Hﬂ(}ﬂ)\t)w()\t\)\t_l,i/}_l,e,Ut)7r(Ut,9)77()\0|9)7r(Y0\)\0)7T(9),
t=1
(2.4)
y por U se tiene

T
7(U]Y,0) x Hﬂ(Yt|)\t)7T()\t|)\t,17Y},1, 0, U)m(Ue]0)m(No|0)7m (Yo |Xo). (2.5)

t=1
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2.3. METODOLOGIA

Para cualquier inferencia sobre los pardmetros, MCMC (Markov Chain
Monte Carlo) debe tomar muestras de la densidad de estado latente total U,
lo que requiere una evaluacion de

—T xn

log(27) +% log [=7(6)] - %(Xt — ) TS (0) (X — o).
(2.6)

1Og(U|at7 0,0¢, C) X

Dado que la estructura de vecindad es constante para todos los periodos,
se puede interpretar X;(f) como la matriz de covarianza espacio-temporal
completa (It 1 ® Iy, — C) " to? + I, xro?.

La dispersién de la estructura de covarianza significa que los tnicos calculos
de $(X¢ — a)tTEjTl(G)(Xt — a¢) que deben ocurrir son para vecinos espaciales.
Por lo tanto, el desafio es el calculo del determinante en log|2;1(9)|. La
estructura especifica de £71(0) = (I — C)(1/0?) hace que log|E71(6)| =
ﬁ + log |In,n, — (N|, donde N es la matriz de vecindad o adyacencia.

Esto a su vez se puede reescribir como log |2JT1(9)| = lggXUTg + Tlog |S71(0)],
resultando finalmente en

n
nxT

-1 _ -1
log 57 (0)| = TIog 570 x 25 + 7Y 0 -0 (2

con x; los valores propios de la matriz de vecindad que dependen tnicamente
de su estructura y no de los parametros.

2.3.3. Estimacioén de la funcién de factores exégenos

La accién de las covariables deterministas que dependen del espacio o del
espacio-tiempo es altamente no lineal sobre las respuestas. Por lo tanto, se
utiliza un modelo aditivo generalizado (GAM) que admite la estimacion de
suavidad integrada abordando la falta de linealidad (Gasparrini et al., 2017;
Taylan et al., 2010; Goetz et al., 2011). GAM da como resultado un método
analitico més eficiente que los modelos lineales més cldsicos (Ravindra et al.,
2019). La relacién entre cada predictor x; y la media de la variable respuesta
g(u) es indirecta, porque se calcula utilizando la funcién f(x;) (generalmente
funciones splines que tienen bases polinémicas; Taylan et al., 2010), dada de
la forma

9(u) = Bo + Z filzi). (2.8)
i=1

También se puede tener versiones multivariantes por instantes temporales.
Por ejemplo,
9t(u) = Bo + fi(z1,22), (2.9)
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con f; una superficie espacial suavizada en el tiempo t-ésimo. Esta superficie
suavizada para cada t se puede escribir como f;(x1,z2) = Bgth® |, donde B, =
B; ® B; es una base B-spline k-dimensional de dimensién I x kiks derivada
del producto de Kronecker por fila de los B-splines de base marginal para B,

By w(t) = (1&?), . ,(ctl)k2>T. Se debe tener en cuenta que ki y ko son los
numeros de columnas de las bases marginales By y B, respectivamente, y
dependen del niimero de nodos y grado de polinomios utilizados para generar
estas bases (Vicente et al., 2021). Aqui, se utiliza el criterio de validacién
cruzada generalizado (GCV) para estimar los pardmetros que proporcionan el
grado de suavizado.

2.4. Resultados

La ciudad de Riobamba esta dividida en m = 141 barrios (véase la Figura
2.4), cuyos centroides se denotan por {si,ss,...,s141}. Se halla la matriz de
adyacencia o vecindad necesaria para determinar el proceso latente espacial;
esta es una matriz dispersa que permite optimizar los costos computacionales
(Solarte et al., 2013).

La unidad temporal en este trabajo es el mes del ano, por lo que se
considera el niimero de delitos por barrio en cada mes. Como los tres conjuntos
de datos tienen periodos de tiempo diferentes, se establecen los instantes de
tiempo para MIy CJCH como ¢ € {1,2,...,60},y para UPCt € {1,2,...,35}.

Como ya se dijo en la Seccién 2.2, se consideran las distancias del vecino
més cercano de cada delito a las unidades de policia comunitaria (UPC), a
las cdmaras de vigilancia (cam), a los mercados (cc), a los parques (par) y a
los hospitales (hos). Estas distancias son tomadas en promedio por sector,
proporcionando matrices de dimensién m x n. La densidad de poblacién
(pob) se incorpora al modelo como una covariable espacial de dimensién
m x 1. Inicialmente se consideran dos variables meteorolégicas (véase la Figura
2.5), con temperaturas promedio mensuales que oscilan entre 12 y 15 °C y
precipitaciones entre 0.00 y 0.15 mm. Asi, aunque son consideradas en otros
estudios, en la region particular no son influyentes en promedios mensuales en
los eventos delictivos.

Se prueban todas las combinaciones posibles de un GAM multivariante, y
se encuentra que los GAM univariantes proporcionan los mejores resultados.
Por lo tanto, se utiliza un modelo aditivo generalizado univariante con B-

. P 23] . . . .
splines ctbicos (denotado por f;™') que permite la incorporacién de relaciones
no lineales entre cada covariable y la variable de respuesta. El modelo
GAM completo tomando las covariables deterministas o factores exdgenos
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propuestos inicialmente es el siguiente:

S =B ~13]
ar =Po+ f1 (UPC)+ fo (cam)+

N N N N (2.10)
+ 5% ee) + B war) + . (hos) + B (pob).

Finalmente se muestra el modelo representativo con cada conjunto de
datos:

S op ~ )
o™ =By + for (cam) + f1  (par),

- 03]
a7l = By + f3 (cc) + fo  (pob),

P — B+ BB wre) + B (cam).

La Figura 2.8 representa el modelo ajustado correspondiente con B-splines
para cada conjunto de datos. Se observa cémo el modelo propuesto alcanza a
caracterizar las variaciones de datos reales.

2010-2014 20152019 20152017

Figura 2.8: B-splines cubicos de las covariables exdgenas para los delitos de
los tres grupos de datos

Una vez estimado el parametro a; y manteniendo fijo ¢ = 0.99, los
pardmetros restantes 8 = (1, k, 0, 0.) se estiman utilizando un marco bayesiano
como se explica en la Seccién 2.3. Se usan distribuciones Beta informativas
para 1y k, y Cauchy para o y o..

Se ejecutan tres cadenas de Markov de 70000 iteraciones cada una por
pardmetro y para cada uno de los tres conjuntos de datos. Las primeras
10000 iteraciones se descartan como periodo de preparacién y se toman las
muestras cada 100 iteraciones para eliminar cualquier posible autocorrelacién.
Las Figuras 2.9a, 2.10a y 2.11a muestran las cadenas MCMC para los cuatro
pardmetros y para los tres conjuntos de datos, visualizandose la convergencia
y estabilidad de estas cadenas. Las distribuciones a posteriori de cada uno
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de los pardametros se muestran en las Figuras 2.9b, 2.10b y 2.11b. También
se muestra la autocorrelacion de los parametros simulados de la distribucién
a posteriori, confirmando la ausencia de autocorrelacién (véanse las Figuras
2.9¢c, 2.10c y 2.11c). Las Tablas 2.1-2.3 muestran los estadisticos de resumen
de las estimaciones y de diagnostico para las distribuciones a posteriori.
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(a) Convergencia (b) Distribucién (c) Auto correlacién

Figura 2.9: Inferencia bayesiana para los registros delictivos de MI (2010-
2014), donde n = eta k = etacross, o = 1/tau y o. = stds

Tabla 2.1: Distribuciones a posteriori de los pardmetros para los registros
delictivos de MI (2010-2014)

Post-param mean sd 2.5% 50.0% 97.5% n_eff Rhat H

n 0.35 0.03 0.29 0.35 0.40 685 1.00 2.99
K 0.01 0.01 0.00 0.01 0.04 920 1.00 3.01
1/02 0.01 0.00 0.01 0.01 0.01 1028 1.00 2.69
o? 1.37 0.03 1.31 0.037 1.42 618 1.01  2.95

€

Teniendo en cuenta que k (coeficiente de deterioro) pondera el valor
esperado (es decir, la intensidad) mientras que 7 (coeficiente de victimizacion)
pondera los datos u observaciones en si, se espera que 7 sea mayor para
los delitos de MI ya que a partir de 2015 se incrementan las intervenciones
policiales en respuesta a un mayor nimero de denuncias. Ademas, K es mayor
para la UPC, lo que indica que el modelo pondera més la intensidad esperada,
dando maéas importancia a lo esperado que a los datos reales. Conviene
recordar que el tamano efectivo de la muestra (n_eff) y una medida de
equilibrio en cadena (Rhat) son el ntimero de extracciones independientes en
la muestra y los estadisticos de diagndstico sobre la convergencia de la cadena,
respectivamente. Rhat iguales o cercanos a 1 son indicativos de convergencia
(Vuong et al., 2020).
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Figura 2.10: Inferencia bayesiana para los registros delictivos de CJCH (2015—
2019), donde n = eta k = etacross, o = 1/tau, o = stds

Tabla 2.2: Distribucién de pardmetros para los delitos de CJCH (2015-2019)

Post-param  mean sd  2.5% 50.0% 97.5% n eff Rhat H

i 0.01 0.01 0.00 0.01 0.50 530 1.00 2.98
K 0.13 0.04 0.04 0.14 0.21 342 1.01 2.86
1/0? 0.66 0.12 045 0.65 0.93 1057  1.00 3.07
O 1.59 0.06 1.47 1.59 1.70 293 1.01  2.68

:::::
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(a) Convergencia (b) Distribucién (¢) Auto correlacién

Figura 2.11: Inferencia bayesiana para los registros delictivos de UPC (2015—
2017), donde n = eta, k = etacross, o = 1/tau, o. = stds

Para completar la informacién, también se halla la entropia de Shannon
para cada uno de los pardmetros asociados a cada uno de los tres conjuntos de
datos. Aprovechando la salida del MCMC para cada parametro, para el que
se tiene una muestra a posteriori de tamano 1050, se discretiza su longitud
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de rango en un numero de bins igual al valor entero mas cercano a la raiz
cuadrada del tamano de la muestra, y se calcula la entropia H a partir de
estos intervalos.

Tabla 2.3: Distribucién a posteriori de los parametros para delitos de UPC
(2015-2017)

Post-param mean sd 2.5% 50.0% 97.5% n_eff Rhat H

i 0.01 0.01 0.00 0.01 0.03 635 1.00 2.89
K 0.67 0.04 0.59 0.67 0.74 505 1.00 2.96
1/0? 0.77 0.14 0.53 0.75 1.08 881 1.00 291
Oc 0.83 0.07 0.68 0.83 0.96 79 1.02  2.70

El valor de H se muestra en las Tablas 2.1-2.3, y refleja la incertidumbre
asociada a cada pardmetro. Una H pequeiia indica una pequefia incertidumbre
en la estimacién del pardmetro y, por tanto, una mayor confiabilidad en su
valor. De hecho, los parametros estimados con menor incertidumbre son 7 y
1/0? para el perfodo 20152019, x para 2010-2014, y 1/0? para 2015-2017.

2010-2014 2015-2019 2015-2017

(a) MI (b) CICH (c) UPC

Figura 2.12: Diferencias espacio-temporales entre delitos reales y predicciones

Como herramienta de bondad de ajuste, se hallan los errores cuadraticos
medios temporales de prediccién (MSPE) (véase la Tabla 2.4), que informan de
una medida de las diferencias entre los valores de las predicciones y los reales,
observando que el SPINGARCH con B-splines ctibicos muestra los valores de
MSPE maés bajos. También se calculan las diferencias entre las predicciones
y los valores reales en el desplazamiento espacio-temporal (véase la Figura
2.12), siendo los MSPE 0.45 (MI), 0.20 (CJCH), y 0.41 (UPC), manteniéndose

pequenos en términos generales.
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2010-2014 2015-2010 20152017
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Figura 2.13: Delitos reales y predicciones

Tabla 2.4: Errores cuadraticos medios temporales (MSPE)

DATA INGARCH SPINGARCH_ Lineal SPINGARCH_ B-splines

MI 1990.97 891.33 364.66
CJCH 351.81 301.39 122.93
UPC 508.88 373.66 56.24

Como ilustracién final, se compara la prediccién temporal de SPIN-
GARCH(1,1) con las covariables modelizadas a través de B-splines, SPIN-
GARCH(1,1) con covariables estaticas en el tiempo y modelizadas linealmen-
te, y modelo INGARCH(1,1). Los resultados comparativos se muestran en la
Figura 2.13, y se observa que SPINGARCH(1,1) con covariables suavizadas
con B-splines proporciona los mejores predicciones, ya que se acercan mas a
los datos de delitos reales.

2010-2014 2015-2019 2015-2017

R0 7000 T00D 7000 764000 T T T W me0  reowo  reno e o0

(a) MI (b) CJCH (c) UPC

Figura 2.14: Predicciones espaciales de delitos para los tres grupos de datos

Para este modelo, también se informa de las predicciones espaciales para los
tres conjuntos de datos sobre delitos en la ciudad de Riobamba, lo que ilustra
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que el modelo espacio-temporal es lo suficientemente flexible para proporcionar
predicciones temporales y también predicciones espaciales.

2.5. Discusién y conclusiones

Este capitulo formula un modelo estadistico que contiene tanto dependen-
cia espacial latente como dependencia temporal en forma de una ecuacién en
diferencias estocéastica para la intensidad espacio-temporal. Este modelo es
consistente con las creencias comunes sobre como la violencia y el crimen evo-
lucionan en el espacio y el tiempo. De hecho, el modelo propuesto es un modelo
espacio-temporal auto-excitado correlacionado espacial y temporalmente, que
captura tanto la dependencia en los datos como la dependencia de un proceso
espacial latente en la linea que lo hacen los modelos INGARCH(1,1). Otro
aspecto del modelo presentado es que el efecto de las covariables exdgenas se
anade mediante B-splines no lineales, lo que mejora los modelos anteriores que
solo tienen formas lineales en las covariables y no varian en el tiempo.

Se sigue un marco inferencial bayesiano, ya que es flexible y puede manejar
la estimacién de un gran niimero de parametros con estructuras complejas,
como las consideradas en este apartado en el espacio y el tiempo. Se ha logrado
estimar la estructura de vecindad en el espacio y el comportamiento de auto-
regresion en el tiempo.

Al analizar los datos delictivos en la ciudad de Riobamba, mediante
una extensa busqueda e inspecciéon preliminar se detectan las covariables
més influyentes basadas en la distancia y cémo se incorporan al modelo de
prediccién. Destacamos algunas diferencias entre los tres tipos de conjuntos
de datos. En el caso de los registros generales (conjunto de datos de 2010
2014), las distancias minimas a las cdmaras de vigilancia y a los parques son
relevantes, porque a través de la vigilancia de estas ciAmaras se prevé o se da
por hecho que suceda un evento delictivo, y en lugares, como los parques, hay
una mayor proteccién policial sobre todo los fines de semana. En el caso de
los delitos flagrantes (2015-2019), las covariables relevantes son las distancias
a la variable mercados (plazas, centros comerciales y supermercados) y la
densidad de poblacién, ya que un mayor movimiento poblacional contribuye
a la alerta y denuncia inmediata de los hechos delictivos. Por ltimo, para los
registros policiales (2015-2017), las distancias a cdmaras y UPC tienen una
influencia mas representativa, puesto que la mayoria de las victimas acuden a
la policia en primera instancia solicitando ayuda, independientemente de que
el hecho delictivo registrado sea denunciado legalmente o no. Los resultados de
la estimacién muestran mayor ntimero de delitos en el sector 65, denominado
San Alfonso, un posible motivo pudiera ser que en el periodo 2010-2014 el
mayor mercado de la ciudad se encontraba en aquel sector. Sin embargo,
para los registros de delitos flagrantes (2015-2019), las predicciones muestran
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2.5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

mayor numero de eventos en las areas 37, 55, 76 y 141 que corresponde a los
sectores de La Dolorosa, La Merced, La FEstacion y Tubasec, respectivamente,
mientras que para los expedientes policiales (2015-2017) se destacan otros
nueve sectores (véase la Figura 2.14, 2015-2017).

Estos resultados pueden ser utilizados por las entidades gubernamentales
encargadas de la seguridad ciudadana para optimizar recursos mejorando la
planificacién, el despliegue de unidades policiales o el patrullaje y verifica-
cién aleatoria. Ademds, proporcionan informacion valiosa para las entidades
gubernamentales encargadas de la seguridad ciudadana, para optimizar los
recursos mejorando la planificacion, el despliegue de las unidades policiales o
el patrullaje y la verificacién aleatoria. Los datos utilizados en este estudio,
aunque vienen en forma de coordenadas espacio-temporales, tienen algunas
limitaciones. Una de ellas es que los datos proporcionados por las entidades
gubernamentales no tienen informacién detallada sobre el delito y las carac-
teristicas de los hechos. Si tuvieran alguna informacién adicional, se podrian
haber utilizado modelos mas complejos con informaciéon de marcas. Otro as-
pecto es que el INEC (institucién gubernamental que proporciona y pone a
disposicién los datos censales) tiene como unidad minima de estudio las pa-
rroquias y no lleva estadisticas por distritos y/o por sectores o barrios de
las ciudades. Esto obliga a desagregar de forma empirica los datos aportando
burdas aproximaciones de poblacién.
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3. Modelos
espacio-temporales de Cox
log-gaussianos (LGCP)

3.1. Introduccion

Los modelos de procesos de Cox log-gaussianos (LGCP) fueron propuestos
por Cox (1955). Toman el nombre de procesos de Poisson doblemente
estocasticos porque surgen como un proceso de Poisson no homogéneo con
una medida de intensidad aleatoria log-gaussiana (Diggle et al., 2013). Esta
medida de intensidad se suele especificar mediante una funcién conocida
como proceso o superficie de intensidad A (Brix y Diggle, 2001). Tiene una
estructura multiplicativa, lo que permite incorporar informacién de covarianza
mediante componentes deterministas temporales y espaciales, y un término
residual modelizado por un proceso de ruido (Mgller y Diaz-Avalos, 2010). Una
elecciéon adecuada de la funcién de correlacién espacio-temporal proporciona
una estimacién del proceso gaussiano subyacente confiable.

El desarrollo de herramientas computacionales forma parte importante de
los avances en la modelizacién de los LGCP. La estimacion de parametros con
métodos de Markov Chain Monte Carlo (MCMC) e Integrated Nested Laplace
Approximation (INLA) proporciona un enfoque bastante preciso para ajustar
modelos gaussianos latentes complejos, y lo mas relevante es que se obtienen
respuestas similares (Serra et al., 2014). Sin embargo, la literatura muestra con
maés frecuencia el uso de MCMC para hallar la distribucién a posteriori del
campo gaussiano no observado o de la funciéon de intensidad aleatoria, donde
el campo gaussiano se aproxima mediante una funcién escalonada obtenida
por discretizacion.

La ventaja de los modelos discretizados es que pueden ser facilmente
explorados, utilizando el muestreo de Gibbs, pero no convergen a un resultado
razonable, ya que los lados de los cuadrantes tienden a cero (Rathbun y
Cressie, 1994). Sin embargo, Moller et al. (1998) muestran que los LGCP
pueden ser simulados exactamente sin ningin problema con los efectos
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de borde, y las a posteriori aproximadas convergen a las a posteriori
exactas cuando el tamano de las celdas para la discretizacién tiende a cero
(Waagepetersen, 2004). También se incluyen la escala espacial, los efectos de
borde, la pre-eleccién en los modelos LGCP (Illian et al., 2012), y una funcién
de verosimilitud aproximada para llevar a cabo la inferencia espacio-temporal
no estacionaria. El método utiliza modelos basados en la convoluciéon para
capturar la estructura de correlacién espacio-temporal (Rodrigues y Diggle,
2012).

Debido a su potencial contintian surgiendo contribuciones. Por ejemplo, el
establecimiento de funciones de covarianza separables y no separables, sobre
una region espacial acotada y cruzada con tiempo circular, con el propdsito de
modelizar la periodicidad de la componente determinista temporal (Shirota y
Gelfand, 2017). Con respecto a la estimacién de pardmetros de segundo orden,
Siino et al. (2018) utilizan el método de contraste minimo, especificamente pa-
ra la clase de los LGCP espacio-temporales homogéneos. Por otro lado, Sgrbye
et al. (2019) realizan una combinacién de campo estructurado espacialmente
escalado con un campo aleatorio no estructurado. Para ello emplean un para-
metro de precisiéon comin y un hiperparametro adicional, este tiltimo identifica
la fraccion de varianza explicada por el término estructurado espacialmente.
El escalado adecuado hace que el andlisis sea invariante a la resolucion de la
cuadricula. Kuronen et al. (2022) muestran un LGCP jerdrquico, en el que
un conjunto de puntos afecta a otro, pero no a la inversa. Hessellund et al.
(2020) exponen un método de validacién cruzada para la seleccién de modelos
y un algoritmo para la inferencia regularizada. Estos pueden utilizarse para
obtener modelos dispersos para funciones de correlacién por pares cruzados.

La principal herramienta computacional que usan Taylor et al. (2013) para
los LGCP es MCMGC, e incluyen la lectura y conversién de datos, la estimacién
de los componentes y parametros clave del modelo, la especificacién de las
cantidades de salida y simulacion, el cdlculo de los valores esperados de Monte
Carlo, el post-procesamiento y la simulaciéon de conjuntos de datos. Utilizan
un enfoque bayesiano para llevar a cabo la inferencia. En este contexto, se
han desarrollado contribuciones sobre nuevos métodos computacionales de
inferencia para mejorar la teorfa general de convergencia (Simpson et al.,
2016) y las aproximaciones discretas que superan una limitacién inherente
a los modelos espaciales basados en estructuras de Markov (Johnson et al.,
2019).

Los avances computacionales han hecho de los LGCP modelos practicos
y adaptables a multiples areas, en las que el riesgo relativo se observa de
forma incompleta a través de la lente de los datos de patrones puntuales o
de recuentos agregados, por ejemplo, en medio ambiente (Siino et al., 2018;
Nasirzadeh et al., 2021), presencia de plantas o animales (Mgller y Diaz-Avalos,
2010; Myllymaki y Penttinen, 2009; Illian et al., 2012; Serra et al., 2014; Sgrbye
et al., 2019; Flagg y Hoegh, 2022), salud (Benes et al., 2002; Rostami et al.,
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2017; Johnson et al., 2019), accidentes de trafico (Tang et al., 2022), anélisis
de medios sociales (IThan y Kozat, 2020), entre otros.

En el ambito delictivo la literatura de los LGCP es reducida a comparaciéon
con otro tipo de modelos, como por ejemplo, el modelo auto-excitado
de Hawkes. Entre los pocos ejemplos destaca Shirota y Banerjee (2019),
que aplican LGCP a datos de delitos en San Francisco e investigan la
recuperacién de la superficie de intensidad. Gonzélez y Mateu (2021) utilizaron
la metodologia LGCP para eventos delictivos como homicidio, robo de
automéviles, robo en tiendas, robo de motocicletas y otros tipos de robos.

En este capitulo se modelizan datos de delitos registrados durante el
periodo 2010-2014 en la ciudad de Riobamba-Ecuador, en la linea de Taylor
et al. (2013) y Gonzalez y Mateu (2021) pero capturando la no linealidad
de las covariables espaciales basadas en distancias. Se utiliza modelos lineales
generalizados con base B-splines y efectos de variables meteoroldgicas para la
componente temporal. Se realizan predicciones para seis semanas consecutivas
al periodo analizado.

3.2. Descripciéon de los datos

La ciudad de Riobamba tiene aproximadamente 225741 habitantes. Estéd
situada en el hemisferio sur (longitud 761780 y latitud 9815149), que corres-
ponde a una localizacién en el centro del Ecuador, por lo que toma el nombre
de Corazén de la patria (véanse la Figura 3.1 y en el capitulo 2 més detalles
sobre esta ciudad). Esta caracteristica en particular, hace de Riobamba una
ciudad que concentra actividades gubernamentales, comerciales, laborales y
educativas; dando lugar a un movimiento considerable en las actividades dia-
rias de la poblacién, y con ello provocacién en el incremento en las acciones
delictivas como robos a personas, viviendas y locales comerciales, asaltos, in-
timidaciones, hurtos, estafas, entre otros tipos de delitos (INEC, 2012), que
causan confusién, preocupacién y pérdidas importantes a la poblacién en ge-
neral (Chévez et al., 2013).

Para el estudio con datos reales de este capitulo, se utilizan los registros de
eventos delictivos del perfodo 2010-2014 (véase la Figura 3.2), proporcionados
por las autoridades del Ministerio del Interior a mediados del 2015 bajo
restricciones de confidencialidad. Los resimenes y estadisticos descriptivos
sobre delitos a partir del 2015 pueden ser descargados de la pagina web http:
//cifras.ministeriodegobierno.gob.ec/comisioncifras/inicio.php.
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Figura 3.1: Ubicacién geografica de la ciudad de Riobamba-Ecuador

Crime 2010 Crime 2011 Crime 2012

Figura 3.2: Delitos registrados durante el periodo 2010-2014 en la ciudad de
Riobamba

Los actos delictivos en la ciudad de Riobamba presentan comportamientos
acordes al calendario y horarios de las actividades comunes de la poblacién,
es decir, este fenémeno tiende a incrementarse de acuerdo al movimiento de
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la poblaciéon al realizar sus actividades laborales, comerciales, recreativas,
familiares, y de acuerdo al calendario de celebraciones o dias festivos de la
ciudad.

January February March April

August

October November December

Figura 3.3: Eventos delictivos mensuales en la ciudad de Riobamba

La Figura 3.3 muestra los registros delictivos clasificados por meses. El
degradado de colores indica mayor (color intenso) y menor (color claro) niimero
de eventos. Se identifica el mayor niimero de eventos en el siguiente orden (de
mayor a menor): enero, octubre y junio, seguidos de septiembre, diciembre y
mayo, con una tendencia decreciente a partir de julio, noviembre, abril, agosto
y febrero, y el menor niimero de registros en marzo. En general, en el afio 2010
se ha registrado el menor niimero de delitos (aproximadamente 902 hechos),
mientras que en 2014 superan los 3000.

Como referencias importantes para la modelizacién, se toman las distancias
mas cortas desde el evento delictivo hasta los lugares estratégicos como
las unidades de policia comunitaria, las camaras de vigilancia instaladas en
lugares estratégicos de la ciudad (ECU911, 2020), dreas con mayor trafico
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de vehiculos y peatones como parques, supermercados (plazas, mercados y
supermercados) y hospitales, ya que los delitos se concentran en las areas
industriales, comerciales y recreativas, y los delincuentes actiian de acuerdo a
su reloj biolégico (Zhuang y Mateu, 2019).

Inicialmente se consideran como covariables temporales, los promedios
semanales de la temperatura del ambiente, la sensacién térmica, la radiacién
solar global, la temperatura del suelo y la humedad relativa (variables
descargadas de http://ceaa.espoch.edu.ec:8080/redEma/). Esto debido
a que el clima tiene un impacto en los robos (Andresen y Malleson, 2015),
sin embargo, se identifica que sélo las tres primeras covariables temporales
son significativas, por lo que, se utilizan estas tres variables en promedios
semanales (véase la Figura 3.5).
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Figura 3.4: Covariables espaciales de la ciudad de Riobamba

Se utilizan como covariables espaciales las distancias a UPC, camaras,
supermercados y parques. Para el modelo final no se usan las ubicaciones de
los hospitales porque no contribuyen a captar la varianza no explicada. Las
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UPC se sittian en la zona central de la ciudad y algunas en los alrededores. Las
camaras de vigilancia muestran una distribuciéon que abarca casi toda el area
de estudio. Los supermercados se concentran en la parte mas interna de la
ciudad, y los parques estén a lo largo de las calles principales desde el Sureste
hasta el Noroeste (véase la Figura 3.4). Adem4s, el color més claro indica el
punto de referencia en cada covariable. A medida que avanza la decoloracién
se identifican las distancias méas lejanas al lugar donde se ha cometido algtin
tipo de delito.

Se identifica que la mayoria de delitos registrados sucedieron a pequenas
distancias con respecto a los UPC, cdmaras de vigilancia, supermercados y
parques. Se cree que esto es debido al alto movimiento peatonal, aprovechando
los delincuentes esta circunstancia, es decir, son puntos de atraccién para los
actos delictivos.
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Figura 3.5: Promedio semanal de las covariables temporales

Las covariables temporales temperatura del aire, sensacién térmica y
radiacién solar global muestran una periodicidad aproximadamente anual
(véase la Figura 3.5), con los valores minimos y mdximos de 10.86°C y
16.71°C, 9.63°C' y 15.68°C, y 148.26W/m? y 644.91W/m?, respectivamente.
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3.3. Metodologia

Si un evento delictivo estd dado en una ubicacién s; y en un intervalo
de tiempo t; con ¢ = 1,...,n, entonces un conjunto de eventos dados en
s €S CR?ytiempot € T C R se denomina patrén puntual, y el modelo
estocastico que conduce los datos se denomina proceso puntual espacio-
temporal.

Segin un proceso de Cox log-gaussiano espacio-temporal no homogéneo,
es decir un proceso de Poisson con intensidad estocdstica A(s,t), el nimero
de eventos Z(s,t) que surgen en cualquier s € S durante [t1,t3] € T es una
distribucién de Poisson condicionada, dada por

ta
Zs [t1,ta] ™ Poisson{/ / A(s,t)dsdt}. (3.1)
5/t

La funcién de intensidad A(s,t) se descompone en el producto

A(s, ) = Als,t) exp {V(s, 1)} , (3-2)

donde la funcién Y (s, t) es un proceso gaussiano continuo, tanto en el espacio
como en el tiempo.

Considerando la separabilidad de primer orden, es decir A(s, t) = A(s)u(t),
se tiene

A(s,t) = A(s)u(t) exp {V(s, )}, (3.3)

donde p(t) es la componente determinista temporal, A(s) la componente
determinista espacial, y exp (Y(s,t)) un campo de intensidad aleatorio log-
gaussiano que modeliza la dependencia y la variacion espacio-temporal de los
eventos (componente estocdstica espacio-temporal).

3.3.1. Componente determinista temporal

Para estimar la componente determinista temporal p(t), se utilizan
diversos modelos. En este capitulo se utiliza un modelo lineal generalizado
(GLM) con estructura dada en Diggle et al. (2005) como sigue:

f(t) = dc+ 0t + O + a1 cos(wt) 4 B sin(wt) + aacos(2wt) + Basin(2wt), (3.4)
donde, 6. denota el efecto de las covariables meteoroldgicas, d; el efecto de

tendencia, d,, el efecto del mes del ano, a y 8 son los pardmetros de regresién
armoénica, y w la periodicidad en las tasas de incidencia.
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3.3. METODOLOGIA

3.3.2. Componente determinista espacial

Para estimar la componente determinista espacial A(s), se utiliza un
modelo aditivo generalizado (GAM)(Gasparrini et al., 2017; Siino et al., 2018)
con B-splines univariantes (Durbén, 2015), de la forma

P
In(A(s)) = Bo+ Y fi(wi(s)), (3.5)
i=1
donde 5y es la ordenada en el origen, x;(s) es una covariable espacial, f;(x;(s))
es una funcién suave de las covariables definida en bases polinémicas, y p es
el niimero de covariables.

Los GLM y GAM incorporan las relaciones no lineales existentes entre
las covariables temporales y espaciales, y logran un rendimiento predictivo
robusto (Goetz et al., 2011).

3.3.3. Componente estocastica espacio-temporal

Si Y(s,t) es estacionario de segundo orden, la funcién de covarianza
minimamente parametrizada esta dada por

C (Y (s1,t1),Y (s2,t2)) = 0 (|Is1 — 2|, [t — t2) (3.6)

donde (-) es la funcién de correlacién espacial isotrépica del campo aleatorio
gaussiano, ||-|| es la distancia en R? (norma euclidea), y |t; —t2] es la distancia
en R. Segin Moller et al. (1998), bajo estacionariedad, si ||s; —sz2|| = r ¥y
|t1 — ta] = h, la funcién de correlacién por pares se expresa como

g(r,h) = exp {027(7“, h)} . (3.7)

En una especificacion separable, la funciéon de covarianza del campo
aleatorio gaussiano tiene la forma C(r,h;¢,0) = o2y1(r; ¢)v2(h;6). Nétese
que esta estructura separable no implica necesariamente que la propiedad
de separabilidad de segundo orden se cumpla, como se muestra en Moller y
Ghorbani (2012) y Siino et al. (2018). Una estructura separable muy comun
es la familia exponencial (Brix y Diggle, 2001; Gonzalez y Mateu, 2021), de la
siguiente forma:

(C(r,h;qi),@):a2exp{—;}exp{—2}, (3.8)

donde o es el pardmetro de escala de intensidad logaritmica, ¢ es el parametro
de escala espacial y 6 el parametro de escala temporal; los dos tultimos
pardmetros son las tasas a las que la funcién de correlacién disminuye en
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el espacio y en el tiempo. La media del proceso (s, t) es —%2, de modo que,
Elexp{Y(s,t)}] = 1.

Para llevar a cabo la inferencia bayesiana aproximada para el campo
gaussiano no observado o modelos gaussianos latentes, se puede utilizar el
algoritmo de Monte Carlo con Cadenas de Markov (MCMC) o la aproximacion
integrada anidada de Laplace (INLA), en combinacién con el Algoritmo de
Langevin Ajustado por Metrépolis (MALA). Tanto MCMC (véase més detalles
en Taylor et al., 2013) como INLA (véase mds detalles en Flagg y Hoegh,
2022) proporcionan un enfoque rdpido y bastante preciso para ajustar modelos
gaussianos latentes complejos (Taylor et al., 2013), reforzando la inferencia
espacio-temporal bayesiana para los campos aleatorios gaussianos (Serra et al.,
2014). Sin embargo, se utiliza MCMC en combinacién con el MALA para
estimar la media y la varianza de exp ()/(s,t)) para cada centroide de las
celdas de la malla espacial y algin intervalo temporal, ademas de, utilizar
muestras de las distribuciones predichas del proceso discretizado Y3, ¢, dado
Zy, +; (Brix y Diggle, 2001), como

™ (}/—ti:tj |Zti:tj) x (Zti:t]‘ |‘Y—ti:tj) m (}/ti:t]‘) 7i < j? (3'9)

donde las observaciones Z son los recuentos de celdas en una malla de tamano
M x N = 2™ x 2™ para numeros enteros positivos m y n, que se extiende
a una malla de tamafio 2M x 2N para el célculo (Moller et al., 1998). Para
evaluar m(Y;,.;) en la expresién (3.9), los pardmetros del proceso Y deben
ser conocidos o estimados a partir de los datos. La estimacion de o, ¢ y 0
se realiza mediante contraste minimo (Moller et al., 1998; Davies y Hazelton,
2013), aunque también se puede realizar mediante un enfoque bayesiano o por
métodos ad-hoc (Zhai y Lafferty, 2017).

Se utiliza la funcién g (véase la expresiéon 3.7) (Baddeley et al., 2000;
Taylor et al., 2013) para estimar los pardmetros de covarianza espacial o y ¢
del modelo, y la correlacién del parametro temporal 6.

En la inferencia para el proceso de Cox log-gaussiano, aplicando MALA,
la simulacion Monte Carlo de w (Yti;tj |Zt,i;tj), se vuelve mas eficiente cuando
se trabaja con una transformacion lineal de Y, parcialmente determinada por
la matriz C, donde C'/? = QX'/2Q*, X es una matriz diagonal de valores
propios de C, @) es una matriz unitaria con entradas dadas por la transformada
discreta de Fourier, y Q* denota la transposicién hermitiana de Q.

SiT, =A"Y2Q (Yt - %2), el objetivo de interés viene dado por,
tj

™ (Z:|Y7)
t

t=t;

™ (Fti) 7T (Ft|Ft—1) 5 (310)

™ (thj:tj|Zti:tj) X [
t=t;+1

donde [H?:tl T (Zt\Y})] corresponde a (Zt,;:tj |Yt,~,:tj), y el dltimo termino de
la derecha de (3.10) es la densidad conjunta, (Fti;tj), por la propiedad de
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3.3. METODOLOGIA

Markov. Como Y y por tanto I' es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, la
densidad de transicién 7 (I'y|T;—1) tiene una expresién explicita como densidad
gaussiana (Brix y Diggle, 2001). Dado que el gradiente de la densidad de
transicion también puede escribirse explicitamente, el algoritmo de Metrépolis-
Hastings con una propuesta de tipo Langevin es un método MCMC natural
y eficiente para el muestreo de la densidad de prediccién (Roberts y Tweedie,
1996; Moller et al., 1998),

q(I,T))=N F’;F+%V10g{7r(F|Z)},h2I , (3.11)

donde N (y; 1y, 0y) denota una densidad gaussiana con media p, y varianza
oy evaluada en y, I es la matriz identidad y h > 0 es un parametro de escala
(Metropolis et al., 1953; Hastings, 1970).

3.3.4. Modelos de prediccion

Para predecir los delitos después del ultimo tiempo de observacion, es
necesario calcular la intensidad en t; + k,

A(s;t; + k) = Ao(s)pg (¢ + k) exp{Y (s,t; + &)}, (3.12)

donde k es un entero positivo, y es necesario inferir la distribucién de
Y (s,t; + k) dada la informacién observada. La independencia condicional del
modelo conduce a

Y (5.t 012 = [ 1Y (5.t + DY (5. 8)] [V (s 8)]2) Y (s.8). (313)
Las estimaciones de predicciones de la media y la varianza vienen dadas por
B (s,t; + k)| 2)] = exp {—0k} B [V (5,4;)| 2] + (1 — exp {~0k}) . (3.14)

VIY(s,tj+ k)| 2Z)] = (exp {—0k})> V [Y (s, 8;)| Z] + (1 — exp {—20k}) o2
(3.15)

Con ello, se generan muestras aleatorias gaussianas con media segin
(3.14) y varianza segun (3.15) para cada s;. Para evaluar el procedimiento
de prediccién, se calcula el error cuadrético medio (MSE) y el RMSE.

3.3.5. Modelo para la identificacién de excedencias

En la misma linea que Diggle et al., 2005; Rodrigues y Diggle, 2012;
Gonzalez y Mateu, 2021, la probabilidad de excedencias puede expresarse como
la esperanza, de la siguiente forma,

Plexp{Y(s,t)} > c|Z] = Ely,.,12) (I{exp (Yi,ut,) > c})- (3.16)

En la préctica, (3.16) permite identificar cualquier anomalia, es decir, si
en algtn lugar especifico, la intensidad delictiva supera un umbral estipulado.
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3.4. Resultados

Para el modelo LGCP con estructuras separables, se estima la componente
determinista temporal u(t) con soporte ¢ € {1,2,...,255}, que corresponde a
255 semanas.

Tabla 3.1: Coeficientes estimados mediante GLM para la componente temporal

Covariables Coef.  Std.Error wval.z Pr(> |z|) Signif.
(Intercept) 81.44 10.02 8.13 0.00 ok
Temperature -0.47 0.02 -2.35 0.02 *
Solar radiation 0.002 0.00 4.69 0.00 ok
Thermal sensation  0.06 0.02 3.67 0.00 ok
Linear trend -60.75 7.31 -8.31 0,00 ok
February 0.09 0.05 1.65 0.10 .
March -0.13 0.06 -2.31 0.02 *
April -0.16 0.06 -2.90 0.01 K
May -0.12 0.06 -2.16 0.03
June -0.14 0.06 -2.56 0.01
July -0.04 0.05 -0.77 0.44
August 0.10 0.05 1,97 0.05 *
September -0.09 0.06 -1.54 0.12
October 0.075 0.05 1.42 0.16
November -0.03 0.06 -0.58 0.56
December 0.04 0.05 0.74 0.46
Tuesday -0.10 0.04 -2.39 0.02 *
Wednesday -0.14 0.04 -3.36 0.00 ok
Thursday -0.04 0.04 -0.96 0.34 ook
Friday 0.01 0.04 0.19 0.85
Saturday -0.08 0.04 -1.81 0.07 .
Sunday -0.11 0.04 -2.59 0.01 *x
Sine 67.24 7.44 9.04 0.00 oAk
Sine2 5.37 0.98 5.50 0.00 ork
Cosine -95.32 11.78 -8.09 0.00 ook
Cosine2 16.46 1.84 8.94 0.00 ok

Se incluyen en el modelo lineal generalizado (GLM) los efectos de cova-
riables temporales como temperatura del ambiente (d,¢), sensacién térmica
(0st), radiacién solar global (d,4) (véase la Figura 3.5), los efectos del dia de
la semana (J4) tomando el lunes como base, los efectos del mes del ano (d,,)
tomando enero como base, los pardmetros de regresién armoénica (o = 1/8 y
B = 1/8), la periodicidad semanal de las tasas de incidencia (w) y la pendiente
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3.4. RESULTADOS

para la tendencia global (7;).

La Tabla 3.1 muestra los coeficientes estimados con el valor AIC més bajo
(AIC = 2047.9), siendo las variables mds significativas (* * %) la radiacién
solar global, la sensacién térmica, la tendencia, el miércoles, el jueves, y tres
términos que modelizan el componente periédico. Las variables radiacién solar
global, sensacién térmica, los meses de febrero, agosto, octubre, diciembre,
viernes y tres componentes periédicas influyen en el aumento en la tasa de
eventos delictivos, mientras que la temperatura ambiental, la tendencia y
los meses de marzo, abril, mayo, junio, julio, septiembre, noviembre, martes,
sdbado y domingo tienden a reducirla (véase la Tabla 3.1).

La serie temporal de los sucesos delictivos semanales originales muestra
un crecimiento acelerado a partir de la semana 200 aproximadamente (véase
la Figura 3.6), alcanzando frecuencias que duplican el nimero de eventos
identificados en semanas anteriores. Se cree que posiblemente se deba a
las mejoras en el sistema de registro de actos delictivos, cambios en las
autoridades, mejoras en las politicas de vigilancia y seguridad, aumento del
personal policial (Castro et al., 2015), o cualquier otra razén. Sin embargo,
se decide incluir estos datos en el andlisis para identificar si los modelos
propuestos son capaces de captar la variabilidad de esta naturaleza.

100
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Crimes frequency
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Figura 3.6: GLM para la componente determinista temporal ()

El GLM (linea verde de la Figura 3.6) trata de alcanzar los extremos
de variacién de los eventos delictivos originales; sin embargo, no los alcanza,
siendo insuficiente por si mismo.

Para la componente determinista espacial A(s) se define una malla de
32 x 32, dando un 4rea aproximada de 996m? en cada celda; sin embargo,
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pueden elegirse mallas con mayor o menor dimensiéon en funcién de la
capacidad para cubrir su coste computacional.

Tabla 3.2: Coeficientes estimados mediante GAM con B-splines para la
componente espacial

Covariates Coefficients S.E. CI95.lo CI95.hi Zval Ztest

(Intercept) -9.57 0.04  -9.66 -9.49 -218.41  *kx
bs(im.UPC)1 7.22 0.17 6.89 7.55 43.08 ok
bs(im.UPC)2 -2.54 0.14 -2.81 -2.27 -18.46 ork
bs(im.UPC)3 4.52 0.15 4.22 4.81 29.84 ok
bs(im.cam)1 3.85 0.22 3.41 4.29 17.17 ok
bs(im.cam)2 -6.45 0.27  -6.98 -5.93 -24.10 e
bs(im.cam)3 2.26 0.27 1.73 2.78 8.45 ok

bs(im.cc)1 -3.15 0.14 -3.42 -2.88 -22.52 ok

bs(im.cc)2 -0.97 0.22  -1.40 -0.53 -4.38 ook
bs(im.cc)3 129 022 <172 -0.87  -6.00
bs(im.par)1 -0.47 0.17  -0.81 -0.13 -2.73 ok
bs(im.par)2 -4.63 0.26  -5.15 -4.11 -17.56 ok
bs(im.par)3 0.20 0.18 -0.15 0.56 1.11

La relacion de cada predictor con la media de la variable respuesta no es
directa, sino a través de la funcién f;(X;(s)) indicada en la expresién (3.5).
La estimacion GAM con coeficientes B-splines puede verse en la Tabla 3.2,
donde las covariables espaciales fueron altamente significativas para cada B-
spline. Las distancias a UPC y camaras de vigilancia en su mayoria aportan
a incrementar la intensidad espacial delictiva, mientras que las distancias a
supermercados y parques aportan en la reduccién.

755000 7a0000 785000

Figura 3.7: GAM para la componente determinista espacial A(s)

68



3.4. RESULTADOS

En la Figura 3.7 los colores verdes intensos significan una mayor frecuencia
de actos delictivos en esas dreas (centro de la ciudad) y muestran alrededor
de 120 eventos, mientras que las areas de color claro representan aproxima-
damente 20 eventos delictivos. La zona del centro de la ciudad es el lugar
preferible por los delincuentes para cometer cualquier acto delictivo.
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(c) Autocovarianza espacio-temporal.

Figura 3.8: Estimaciéon de los pardmetros de escala espacial y temporal
mediante la funcién de correlacién por pares

La Figura 3.8 muestra las funciones de correlacién por pares y la de
covarianza del proceso estocastico evaluado sobre el conjunto de datos. Los
pardmetros de escala espacial o y ¢ se estiman mediante la funcién g (véase
la Figura 3.8b). La funcién de autocorrelacién de los recuentos de eventos por
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unidad de tiempo estiman el pardmetro de escala temporal 6 (véase la Figura
3.8b) y la funcién de covarianza espacio-temporal (véase la Figura 3.8¢c). Para
un proceso de Poisson espacio-temporal la covarianza es cero y la funcién de
correlacién por pares es 1.

Mediante el método de contraste minimo se obtiene que qAS =107.21, 6 =
1,89 y 6 = 1.02. Las funciones de covarianza y autocovarianza exponenciales
muestran que las curvas empiricas tienen un comportamiento similar a las
teodricas, es decir, el ajuste con covariables tanto temporales como espaciales
es adecuado; la Figura 3.8 corrobora lo expuesto.

Para modelizar la componente estocéstica, se utiliza un procedimiento
MCMC con 300000 iteraciones en el algoritmo MALA, un periodo de burn-in
de 30000, y una frecuencia de 100 para almacenar los célculos y predecir los
delitos desde la semana 256 hasta la 261. Las predicciones se calculan mediante
simulaciones de las medias y varianzas estimadas (expresiones 3.14 y 3.15).
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Figura 3.9: Series temporales de los delitos reales y predicciones

En el ajuste temporal, la contribuciéon de la modelizacion LGCP (véase
la Figura 3.9) es muy notable con respecto a la componente temporal
determinista, es decir, el modelo alcanza los extremos mas altos y méas bajos de
la serie temporal de los eventos originales. Las predicciones (linea roja) tienen
un comportamiento bastante aproximado a los datos reales. Por ejemplo, en
la ampliacién que se muestra dentro de la Figura 3.9, se puede observar la
proximidad entre los delitos reales y la prediccién con mas detalle. Para las
semanas 256 a 261 tienen un comportamiento muy similar. La media de las
diferencias es de 7 delitos (véase la Figura 3.11).
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Figura 3.10: Delitos originales y predicciones para las semanas [256, 261]

En la Figura 3.10 se observan los delitos tanto para los datos originales
como para las predicciones. Los colores claros muestran el menor nimero
de delitos, mientras que los tonos verdes intensos identifican los valores
maximos de eventos encontrados en cada semana. En la Figura 3.10a se
muestran algunas localizaciones que llegan hasta un maximo de 7 y 2 eventos,
especificamente para las semanas 257 y 259, respectivamente, mientras que en
las predicciones con LGCP se observan hasta un maximo de 5 delitos en las
semanas 258 y 3 desde la semana 259 hasta la 261 (véase la Figura 3.10b).

La distribucion de los delitos en los datos originales y las predicciones
muestra una tendencia a la aglomeracién hacia el centro de la ciudad. Se hallan
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los errores cuadréticos medios (MSE) desde el enfoque temporal y espacial.
El MSE para las predicciones en el periodo de observaciéon es 105.88 y su
correspondiente raiz cuadrada (RMSE) de 10.29. La Figura 3.11 representa
el comportamiento de las diferencias entre delitos reales y predicciones en
funcién del tiempo. Los puntos sobre la linea horizontal en cero identifican
sobrestimacién, mientras que los puntos por debajo corresponden a las cifras
de delincuencia subestimadas. Los valores del MSE en funcién del espacio
para las seis semanas de predicciéon son 1.31, 0.69, 0.72, 0.65, 0.83, 0.96,
respectivamente.
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Figura 3.11: Diferencias temporales entre los delitos originales y predicciones
con LGCP

Para identificar las superficies de excedencia, se fija como umbrales los
valores correspondientes a los cuantiles 90 %, 75 % y 50 % de la distribucién
marginal estimada de exp{Y'(s;t)}, mostrando mayor concentracién en el
centro de la ciudad (véase la Figura 3.12). En la Figura 3.12 el color azul
intenso indica los lugares con el menor nimero de eventos y el rojo las areas
con las mas altas frecuencias de delitos. Con estos resultados se identifica
que gran parte de los sectores Loma de Quito, La Estacion, Santa Rosa y La
Concepcién son los que requieren mayor vigilancia policial.
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Figura 3.12: Probabilidad de excedencias a posteriori
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3.5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

3.5. Discusién y conclusiones

Los LGCP son procesos de Poisson no homogéneos con intensidades alea-
torias log-gaussianas. Su funcién de intensidad es multiplicativa, permitiendo
incorporar informacién de primer orden mediante componentes deterministas
temporales y espaciales e informaciéon de segundo orden mediante una com-
ponente estocastica. La eleccién de la funcién de correlacién espacio-temporal
debe ser cuidadosa para obtener una estimacion adecuada del proceso gaus-
siano subyacente.

La motivacién para la aplicacién de la estructura LGCP espacio-temporal
es el fenémeno delictivo de la ciudad de Riobamba. Al analizar los datos de
delitos de esta ciudad se ha encontrado que el mes de enero posee mayor
numero de registros, lo que se cree coherente debido a las festividades de
los ultimos dias del mes de diciembre y los primeros dias de enero. Para la
estimacién de la intensidad del proceso se considera una estructura separable
y funcién de covarianza de forma exponencial, tanto para la componente
temporal como para la espacial (Brix y Diggle, 2001).

Siguiendo la propuesta de Gonzédlez y Mateu (2021) aplicada a los
delitos de la ciudad de Riobamba, proporciona los siguientes valores para los
pardmetros estimados: 02 = 1.91 y ¢ = 235.77 (metros) para la varianza
y dependencia espacial, respectivamente, y § = 1.07 (semanas) para la
dependencia temporal. El cdlculo del MSE para las respuestas espaciales de las
seis semanas de predicciones proporciona valores de 1.58, 1.16, 0.98, 1.46, 1.68
y 1.31, respectivamente. La propuesta presentada e este capitulo incorpora
una componente temporal mediante un GLM con efectos de los promedios
semanales de temperatura del ambiente, sensacién térmica y radiacion solar
global, los dias de la semana, meses del ano y ciclicidad semanal a través
de las funciones seno y coseno; una componente espacial mediante un GAM
con bases B-splines, con efectos de covariables basadas en distancias a UPC,
camaras de vigilancia, supermercados y parques; y una componente estocastica
mediante algoritmo MCMC con iteraciones MALA (Diggle et al., 2005; Taylor
et al., 2013; Gonzdlez y Mateu, 2021). Se obtiene valores estimados para los
pardmetros del modelo como sigue: 02 = 1.89 para la varianza espacial,
¢ = 107.21 (metros) para la dependencia espacial y § = 1.02 (semanas)
para la dependencia temporal. Los valores de MSE de las predicciones de
seis semanas son 1.31, 0.69, 0.72, 0.65, 0.83 y 0.96, respectivamente. Como se
puede observar, las caracteristicas incluidas en nuestra propuesta reducen los
errores en las predicciones.

La identificacién de excedencias, es decir, las ocurrencias de eventos
delictivos que superan a los cuantiles 90 %, 75 % y 50 %, corresponden a gran
parte de los sectores denominados Loma de Quito, La estacion, Santa Rosa 'y
La Concepcidn, por lo que estos serian los lugares que requieren mayor atencién
policial.
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4. Modelos

espacio-temporales
semiparameétricos
auto-excitados de Hawkes

4.1. Introduccién

Los Self-exciting Hawkes Processes (SEHP) son modelos propuestos por
Hawkes (1971b). Surgen como un resultado particular de los procesos tem-
porales de Hawkes, pero con las mismas propiedades de segundo orden de
un proceso doblemente estocdstico. Hawkes y Oakes (1974) demostraron que
cualquier proceso puntual estacionario auto-excitado con intensidad finita se
puede interpretar como un proceso de conglomerados de Poisson. Son amplia-
mente utilizados para pronosticar la tasa de eventos como una funcién del
espacio, el tiempo y su historia previa.

Los SEHP se dividen en dos subprocesos, uno de background (centros
de conglomerados) y otro de triggering (desencadenante). El primero es
considerado como un proceso de Poisson, que puede ser no homogéneo en
el espacio y/o no estacionario en el tiempo, y el segundo estd compuesto
por el efecto excitante de todos los eventos ocurridos en el pasado. En otras
palabras, una vez que ocurre un evento en el proceso, sin importar si es un
evento de background o un evento excitado por otros, excita un proceso de
su propia descendencia directa de acuerdo con algunas reglas de probabilidad.
Mas concretamente, los SEHP capturan el comportamiento triggering y de
background de forma natural. Estas caracteristicas permiten identificar algin
tipo de dependencia auto-excitada (Hawkes, 1971a; Hawkes y Oakes, 1974;
Ogata, 1988).

A partir de su introducciéon se han desarrollado multiples herramientas
potentes como, por ejemplo, la desclasificacién y reconstruccién estocastica
basada en modelos (Zhuang et al., 2002), en la que se supone que la funcién
triggering tiene una forma paramétrica, pero el background debe estimarse
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de forma no paramétrica a partir de los eventos de background, y a la vez se
requiere determinar si cada suceso fue desencadenado por el background, por
lo que es un procedimiento iterativo. En cuanto a la desclasificacion estocastica
independiente del modelo, Marsan y Lengliné (2010) demuestran que puede
considerarse como un algoritmo de maximizacién de valores esperados.

Més adelante Chiodi y Adelfio (2011) introducen el enfoque predictivo
basado en probabilidad directa, en el que, en lugar de maximizar directamente
la verosimilitud, consideran incrementos log-verosimilitud, utilizando los
eventos pasados para predecir el evento futuro. Este enfoque se convirtié en
un método semiparamétrico con el desarrollo de Adelfio y Chiodi (2015).
Entre otros avances, se han realizado procedimientos de simulacién para
la estimacién de mdxima verosimilitud (Ozaki, 1979; Cui et al., 2019);
metodologias de estimacion totalmente no paramétrica para conocer la forma
de la funcion de triggering espacio-temporal y las tendencias temporales de la
tasa de background (Mohler et al., 2011); incorporacién de las caracteristicas
espaciales, la casi repeticion, los efectos triggering, métodos de inferencia y
herramientas de diagndstico (Reinhart y Greenhouse, 2017); generalizacion
del método de reconstruccion estocastica no paramétrica, para estimar cada
componente en la tasa de background y la respuesta triggering que aparece en
la intensidad condicionada del modelo (Zhuang y Mateu, 2019).

Los SEHP han sido ampliamente utilizados en campos donde se observa
la agrupacién espacio-temporal de eventos de conteo (Reinhart, 2018). Por
ejemplo, en medio ambiente (Lieshout et al., 2012; Pratiwi et al., 2017;
Reinhart, 2018), salud (Chiang et al., 2022), finanzas (Ait-Sahalia et al., 2015;
Hawkes, 2018; Moreno Trujillo, 2019), delitos como se describe més adelante,
entre otros.

Reinhart (2018) describe algunas aplicaciones en datos sobre delitos; sin
embargo, se mencionan otros ejemplos, como el modelo Next Hit Predictor
(NHP), que encuentra la ubicacién mds probable del préximo delito en
serie a través de un modelo de riesgo cuidadosamente disenado, habiendo
demostrado resultados prometedores en décadas de datos de delitos en serie
(Li y Wang, 2018). Zhu y Xie (2022) capturan los vinculos de los incidentes
de la delincuencia multivariante marcada, tratando de extraer del texto
libre registrado marcas del incidente, con el propdsito de incluir la nocién
de modus operandi. Se introduce un novedoso marco de inferencia basado
en transformaciones aleatorias y descenso de gradiente para aprender el
proceso, para lo cual Ilhan y Kozat (2020) integran los célculos del nticleo
espacial por transformaciones aleatorias basadas en caracteristicas de Fourier
y lo aplican para incluir la prediccién de delitos. Liu y Vanhatalo (2020)
disenan un método de regularizacion de graficos para integrar de forma
eficaz la estructura espacial previa para el aprendizaje de la matriz de
influencia entre los diferentes lugares. Park et al. (2021) proponen un algoritmo
marcado para estimar la tasa de background no paramétrica en funcién de las
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4.2. DESCRIPCION DE LOS DATOS

covariables demogréficas, utilizando datos de delitos violentos relacionados
con las bandas. Yuan et al. (2021) desarrollan un método no paramétrico para
la reconstrucciéon de la red a partir de conjuntos de datos espacio-temporales
multivariantes, utilizando tanto la informacién temporal como espacial, y no
asumen una forma paramétrica especifica de la dindmica de la red. Okawa
et al. (2021) amplian una red neuronal convolucional (CNN) combindndola
con la convolucién de nicleo continuo, y disenan la intensidad condicionada
del proceso de Hawkes basada en el modelo de red neuronal ampliado que
acepta imagenes. Realizan varias aplicaciones, entre ellas a datos de conflictos
armados y protestas.

Entre los més recientes, Jun y Cook (2022) muestran una generalizacién de
la estructura de la funcién de intensidad espacio-temporal, permitiendo la no-
separabilidad, la no-estacionariedad y la intensidad cruzada (entre grupos).
Utilizan muestras de datos de terrorismo en Afganistdn para el andlisis
univariante y de Nigeria para el bivariante. Mencionan que sus modelos
superan a los modelos estandar del proceso de Hawkes.

En este contexto, motivados por el potencial de los SEHP, se modeliza el
fenémeno delictivo de la ciudad de Riobamba-Ecuador, como complemento a
los resultados obtenidos con el LGCP (véase el capitulo 3), con el propédsito
de estimar el background y cuantificar el efecto triggering.

4.2. Descripcién de los datos

Se utilizan los datos de eventos delictivos descritos en la Seccion 3.2
del capitulo 3, con el fin de aprovechar el potencial de cada una de sus
estructuras estocasticas y conseguir una caracterizacién méas completa del
fenémeno delictivo de la ciudad de Riobamba-Ecuador.

Para el modelizado con SEHP es importante tener en cuenta la unidad
temporal, puesto que de ello depende el planteamiento de su periodicidad.
Para los delitos registrados en la ciudad de Riobamba-Ecuador, se toma como
unidad temporal el dia de 24h, es decir, se determina que como minimo se
puede reconstruir la periodicidad semanal y tendencia a largo plazo (mientras
més pequena sea la unidad temporal, mas detallados serdn los resultados).

En la Figura 4.1a se muestra una descripcion del historial de los datos de
delitos mediante un degradado de colores, es decir, en funcién del tiempo. Los
puntos en color rojo representan los primeros sucesos del 2010 y en magenta
los dltimos sucesos del 2014. En la distribucién acumulativa (véase la Figura
4.1b) se puede observar crecimiento acelerado aproximadamente a partir del
dia 1500, lo que indica mayor frecuencia delictiva en el ultimo afio del periodo
de estudio.
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Figura 4.1: Distribucién de los eventos delictivos en la ciudad de Riobamba-
Ecuador y su funcién acumulativa

Las Figuras 4.2a y 4.2b despliegan color intenso (magenta) en las coordena-
das y dias en los que se ha registrado un mayor ntimero de eventos delictivos, lo
que contrasta con la Figura 4.1b descrita anteriormente. Ademas, se identifica
que los eventos son algo més frecuentes alrededor de las longitudes 9815(1000)
y 9816(1000), y latitud 762(1000).
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Figura 4.2: Historial de eventos delictivos en la ciudad de Riobamba-Ecuador

4.3. Metodologia

El proceso de Hawkes describe los mecanismos de excitacién entre una serie
de eventos que ocurren en un dominio de tiempo o espacio-tiempo continuo,
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4.3. METODOLOGIA

que se explican detalladamente en Hawkes (1971b), Hawkes (1971a), Zhuang
y Mateu (2019), Schoenberg et al. (2019), Chiang et al. (2022).

Hawkes menciona que el proceso auto-excitado con la intensidad condicio-
nada A(t) puede escribirse como

t
At)y=p +/ g(t = 0)dA (1), (4.1)
—0o0

donde p es la tasa de ocurrencia de eventos espontdneos (también llamados
eventos de background), g(t) es la tasa de ocurrencia de la descendencia directa
generada por un evento ocurrido antes de ¢ (denotado por t ), y .4 es un
proceso puntual denotado por A4 = {t;,i € T}. Es importante sefialar que
[ <ty py gson no negativos.

Para el proceso de Hawkes espacio-temporal la funcién de intensidad
condicionada viene dada por

A(t,z,y) = ,u(t)u(x,y)Jr/ii //Sg(t —lLz—uy—v)dAS(uxvxl), (4.2)

donde u(t) es la componente temporal de la tasa de background, u(x,y)
representa la tendencia espacial de la tasa de background en (z,y), y
g(t—1, z—u,y—v) el subproceso triggering por un evento ocurrido previamente
en (u,v) en el tiempo [, siendo (z,y) y (u,v) localizaciones de eventos dados
en un area S € R2.

La funcién de intensidad condicionada espacio-temporal para los delitos
de la ciudad de Riobamba, utilizando el método de reconstruccion estocastica
para la estimacion no paramétrica de g, e, pw, s v g, estd dada por

A(t,z,y) =pope(t) pw (t) s (, y)

+A t///sg(t— Dhie —wy— dA @xoxD), D)

donde g9 v A son los coeficientes de relajacién a estimar, p(t) y puw (t) son el
término de tendencia y la periodicidad semanal en los componentes temporales
de la tasa de background, respectivamente, us(x,y) representa la tendencia
espacial de la tasa de background, y g y h son funciones de densidad de
probabilidad, es decir, [;° g(l)dl = 1, [ [¢h(u,v)dudv = 1. La funcién de
respuesta de background espacio-temporal estd separada en una componente
espacial y otra temporal, para evitar la estimacién no paramétrica de una
funcién en tres dimensiones.

Las componentes peridédicas de la tasa de background formuladas en la
expresiéon (4.3) no se pueden estimar directamente mediante el método de
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reconstruccién estocdstica, por lo que se utiliza el método residual (véase
Baddeley et al., 2005; Zhuang, 2006; Zhuang y Mateu, 2019), es decir, mediante

la propiedad de la intensidad condicional
/ /f (t,)A(t m)dtdm] . (4.4

donde [T7, T5] es un intervalo de tiempo, S es el drea, .4 es el proceso espacio-
temporal con intensidad A(¢,z) y f(t,2) es un proceso predecible. Siempre que
exista la integral en cualquier lado o que f no sea negativa.

[ / F(t2)d N (dt x dz)
[Tl TQ] xS

4.3.1. Componente de background

Dada una realizacién de .4/, con t dias y localizaciones (z,y), la tasa de
background esta compuesta por el término de tendencia a largo plazo p:(t), la
periodicidad semanal puyw (t) y la tendencia espacial pg(x,y). Segun Zhuang y
Mateu (2019), la reconstruccién de cada término estd dada como sigue:

Zw (t; € [t — Dt + D)), (4.5)

Zw Tt e[t+7—AOnt+7+24Ay),

Z@z T; € vax+A]) (ie[y_Ay7x+Ay])7

donde wl( ) y wZ(W) son las ponderaciones global y semanal de los datos para

todos los i y 7, @; es la probabilidad de que el evento ¢ sea un evento de
background y A, A, y A, son nimeros positivos pequefios. Los valores de
las ponderaciones son la clave para la reconstruccion de los términos de la tasa
de background.

Las ponderaciones estan dadas por

¢ e(t)ps (@i, yi)
t - Beliis Be, Yi) 4.
e A(tza T, yz) ’ ( 6)

LW = w(t)us (@i, yi)
' Ati, i yi)

propie (ts) pow (ti) pos (i, yi )
A(ti7 T, yl) ’
NOTA: wgt) en su forma general es w® (¢, z,y) = f(t,z,y). Sustituyendo en

(4.4) se obtienen los términos de la componente de background (véase algunos
detalles en Zhuang y Mateu, 2019).

i =
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4.3.2. Componente de triggering

Segun la reconstruccién de Zhuang y Mateu (2019), la estimacion de g se
realiza mediante

§(t) o< > pigd (tj —ti € [t = Dyt + Ay)), (4.7)

donde p es la componente de excitacion, con ¢ < j, dada por

g(t; — ti)h(x; — xi,y; — ys) (4.8)

Pij = )
! A(tj, 75, y;)

y h se estima de la forma
h(@,y) o> pis x (25— 25 € [3 = Doy + D) T (yy — 95 € ly = Doy + D))
0,3
(4.9)
donde A, y A, son nimeros positivos pequeios.

4.3.3. Estimacion de coeficientes

Una vez estimados u, pw, s, g y h se actualizan los coeficientes p y A
por maxima verosimilitud.

La funcién de verosimilitud esta dada por

n T
log(L) = Y log {A (6,1,10)} ~ /0 / /S A(tz,y) dedydt,  (4.10)

y sus ecuaciones de maximos son

~ pltopw (tps (@i yi)
; A(tis @i, i) v=0 (4.11)

n

Z Zj;tj<ti gty — ti)h(xj — @i y; — vi)
A(ts, @i, y:)

~G =0, (4.12)

i=1

¢=Y /: //sg(t (@ — @iy — yi)dadydt, (4.13)

donde

U= /0 ' / /S pae (8) o (8) pos (2, y) dvdydt.

Las ecuaciones de los maximos se resuelven mediante el siguiente sistema:
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A T iz O 4.14
G ’ ( )
(2) _ n — A(Q)G
0 U ’
donde n es el nimero de eventos, y ¢, es la probabilidad de background, dada
por

(4.15)

_ fropue (i) s () s (1, yi) .
propue (ti) pow (Ei ) s (@35 yi) + A D250 oy, 9(t; — ti)h(@s — @iy y; — yi)
(4.16)

®i

Como se puede observar en la expresion (4.16), para estimar ¢; es necesario
conocer los coeficientes de relajaciéon y los coeficientes también necesitan a ¢;,
por lo que se trata de un procedimiento iterativo. Se asumen valores iniciales
en 1y y Ay se obtiene ; para todo i, dado que ya se han estimado los
coeficientes s, pw, s, gy h; se actualiza los coeficientes de relajacion pg y
A, y se vuelve a recalcular ¢; hasta que se alcance la convergencia.

4.3.4. Suavizado y correccién del efecto de borde

Se suavizan las estimaciones para que los resultados de las reconstrucciones
sean robustos y de este modo asegurar la convergencia. Para ello se utilizan
funciones de nicleo.

Si R es el nicleo gaussiano dado por &(z;w) = \/217“0 exrp (—i), con w

2w?
el ancho del nticleo, |x] representa el mayor entero no mayor que x, y h el
ancho de banda, con h, para el espacio y h; para el tiempo, las ecuaciones de
estimacién suavizadas se convierten en:

fu(t) o Y w8t — tiw)

7/7)
pw(®) o Y w™ ST Rt + T [1:/)7)] - Thiww),
i k=0

fus(z,y) o > @iz — mi3we) R(Y — yiswy),

9(t) o< Y pigf(t =t + tizwy),
ij

h(z,y) o< > pijR(x =z + ziswn, ) R(Y — yj + vi; wh,),
4,J
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Para corregir el efecto de borde, cada una toma la forma

N ) Rt —t;w)
alt) oy w; ,
Z: S, R(u—tiwr)du

g (1) o 3w Do AL 4 7106/T) — Ths o)
- ¢ fOT Ru —t;ww)du

. _ R — it we)R(Y — ¥is wy)

fis(x,y) o ;‘PZI fS Au — 25 w,)R(v — yi;wy)dud’v’

D, Pia X R(t—t;+tiwg)
fTiti R(u—tjwg)du

g(t g 4.17
) % (4.17)
ZM pij X R(x—zj+iiwn, )R(Y—Y;j+yiwh, )
~ R(p—zj+xiwn, )R(—y;+yi;why)dxd
Wz, y) J ] s he ) R(L—yj+y )dzdy (4.18)

Yl {(wi+a,yi +y) €S} ’

respectivamente. Los denominadores en las expresiones (4.17) y (4.18) son el
nimero de veces que se observa el efecto triggering en el desfase temporal t o
espacial (z,y) (Zhuang y Mateu, 2019).

4.3.5. Bondad de Ajuste

Para identificar la bondad de ajuste del modelo (andlisis residual), se
utilizan los tiempos transformados segin la propuesta de Ogata (1988) y la
reformulacién de Zhuang y Mateu (2019):

t;
ti > 7= / / A (,z,y) dedydt. (4.19)
0o Js

La expresion (4.19) transforma el proceso puntual A = {(t;, 2, v:), @ =
1,2,---,n}, en un proceso estacionario de Poisson con tasa unitaria (proceso
de Poisson estdndar) 4 = {7 : i =1,--- ,n} denominada secuencia temporal
transformada. Dado que A(t,z,y) es desconocida en el andlisis de datos
reales, es posible sustituirla por A(t,:c,y), que es una buena aproximacién
del modelo verdadero, y obtener una secuencia temporal transformada que
es aproximadamente un proceso de Poisson estdndar. Por tanto, si dicha
secuencia no se desvia significativamente del proceso de Poisson estdndar, se
puede concluir que el modelo se ajusta bien a los datos.
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Dadas las caracteristicas de A~ /, las bandas de confianza se pue-
den construir mediante los estadisticos relacionados con el proceso de
Poisson (Zhuang y Mateu, 2019). La curva de frecuencia acumulativa
(7%- = fot Is A(t, z,y)dadydt, z) siempre conecta (0,0) y (T, n), donde A(t, z, y)
es el modelo estimado a partir de los datos en [0, T] utilizando la estimacién
de méxima verosimilitud y n = N ([0, T] x S). Para cada entero positivo k,
si k < n, el intervalo de confianza para 75 es el mismo que kZ, donde Z una
variable aleatoria bajo una distribucién beta con pardmetro (k+1,n —k+1);
cuando k > n, 7, puede aproximarse mediante una distribucién gamma con

pardmetro de forma k — n y pardmetro de escala 1 (véase més detalles en
Schoenberg, 2002).

4.4. Resultados

El anélisis de datos se inicia con la presentacién de la variable tiempo en
forma continua mediante el uso de fechas julianas. Como se menciona en la
seccién 4.2, es importante identificar la unidad temporal segtin la granularidad
de los datos. Al disponer de los registros diarios de los eventos delictivos, se
realiza la reconstruccién de la periodicidad semanal y la tendencia a largo
plazo. Como los delincuentes actiian segin las actividades recurrentes de la
localidad no se considera la periodicidad de la tasa de background.
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Figura 4.3: Periodicidad semanal y tendencia a largo plazo

En la Figura 4.3a se muestra la periodicidad semanal, en donde se observa
un comportamiento estrictamente decreciente en domingo y lunes (domingo
inicio de semana). A partir del martes un crecimiento lento, pero a medida
que avanza al fin de semana su pendiente aumenta con mayor velocidad hasta
alcanzar el valor maximo en el dia sibado. Por la forma de la curva entre los
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dias se intuye que posiblemente exista algin patron de delincuencia en funcién
de las horas del dia. El crecimiento acelerado de los eventos en los fines de
semana (especialmente viernes y sébados) se cree que es un efecto debido al
incremento de peatones que circulan por la ciudad, es decir, en esos dias se
presentan mayor ntimero de personas en los lugares ptblicos y los delincuentes
aprovechan para actuar.

En cuanto a la tendencia a largo plazo (véase la Figura 4.3b) es evidente
que en el dltimo ano (2014) los delitos aumentan répidamente, llegando
a ser el ano con mayor nimero de eventos registrados. Los afios 2010 y
2012 presentan mayor variabilidad que el 2013. Los datos muestran un
crecimiento delictivo lento hasta aproximadamente los tltimos meses del 2013.
Las politicas de seguridad que el gobierno ecuatoriano ha promovido a partir
del 2010 al parecer se reflejan especialmente en el 2014, y como consecuencia,
se incrementa el nimero de denuncias de forma acelerada (Castro et al., 2015).

La Figura 4.4 muestra las funciones de respuesta temporal y espacial. La
funcién de respuesta temporal (véase la Figura 4.4a) indica que una vez que
ha ocurrido un delito es probable que se desencadene otro evento en el tiempo
t, mientras que la funcién de respuesta espacial (véase la Figura 4.4b) indica
la distancia a la que posiblemente suceda dicho evento. Es decir, una vez
que se ha producido un delito es probable que se desencadene otro suceso
aproximadamente a un radio de 175m en los 3.5 dias posteriores.
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Figura 4.4: Funciones de respuesta temporal y espacial

Las componentes de background y triggering se estiman no paramétrica-
mente utilizando el método de reconstruccién estocéstica, y los coeficientes de
relajacion por el método de maxima verosimilitud. Por esta razén se conoce
el método como semiparamétrico. Los valores de los pardmetros de relajacién
que cuantifican la tasa de background y el efecto triggering son g = 0.027 y
A = 0.752 con log(L) = —898.98, en donde A = 0.75 implica que el 75% del
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fenémeno delictivo de la ciudad de Riobamba puede explicarse por el efecto
triggering, es decir, los delincuentes son reincidentes, y de alguna manera no
son atrapados por el personal policial. Mientras que la tasa de background
contribuye tan solo un 3 %.
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Figura 4.5: Tasa de ocurrencia en el dominio del tiempo transformado

La Figura 4.5 muestra la frecuencia acumulada de los eventos delictivos y
los cambios en la tasa de ocurrencia en el dominio del tiempo transformado
(eventos delictivos en una secuencia estacionaria), donde los tiempos de
ocurrencia originales no muestran cambios en el promedio de ocurrencias
(véase la Figura 4.5a). En cuanto a los tiempos transformados se observan
cambios alrededor de los tiempos 500, 1000, 2000, 3960, 4700 y en los tltimos
registros, que corresponden a los eventos delictivos de julio a diciembre de 2014
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4.4. RESULTADOS

(véase la Figura 4.5b). El cambio més notable se produjo aproximadamente
en el tiempo transformado 3960, por lo que se muestra una ampliacién de éste
a la derecha de la Figura 4.5b para identificarlo. El comportamiento delictivo
en toda la ciudad muestra similitud en los primeros 4 anos de datos, mientras
que en el ltimo ano se produce un crecimiento acelerado.
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Figura 4.6: Tasa de background u,(z,y)

La tasa de background pup(x,y) (véase la Figura 4.6) muestra valores
elevados que se concentran en el centro de la ciudad (color rojo intenso).
Una caracteristica peculiar en la exponencial de la tasa de background es la
visualizacion de la distribucién de los eventos en forma de estructuras lineales
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a lo largo de la ciudad. Este comportamiento promueve la idea de que las calles
principales de la ciudad también podrian ser un factor de atracciéon para los
delitos (véase la Figura 4.6), supuesto particular que seria relevante tomar en
cuenta para futuros estudios.

Relative Level
10
L
Relative Level

Relative Level

Time (days) Time (days) Time (days)

(a) (b) (c)

S~ = Va — Al
=l a —a,
= e

— A
/ — Downtown
E Suburd
— Sububw
Subub E
R — Swubs
5 - — SububN

|
20
L

Relative Level
2

Relative Level

1 A B A el

/wf/ .| P e

T T T T T T T T
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500 0 500 1000 1500

Time (days) Time (days) Time (days)
(d) (e) ()

Figura 4.7: Periodicidad semanal y tendencia a largo plazo, clasificadas segiin
los puntos cardinales y los afios

Se aprovecha la reconstruccién de la periodicidad semanal y de la tendencia
a largo plazo del background para identificar el comportamiento delictivo
segun los puntos cardinales de la ciudad y los cinco afios de registros
estudiados.

Su comportamiento semanal estd estrechamente relacionado con las acti-
vidades comerciales, laborales y recreativas de la poblacién. Por ejemplo, los
dias domingos y lunes muestran comportamientos planos, tanto en las perio-
dicidades segtin los puntos cardinales (véase las Figuras 4.7a y 4.7b) como
anuales (véase la Figura 4.7c); entre los posibles motivos, serfa debido a que
la mayoria de locales comerciales se mantienen cerrados, las personas tienden
a mantenerse en casa junto a sus familiares y/o acuden a visitar las zonas
recreativas familiares. A partir del dia martes hasta su valor maximo en siba-
dos el fenémeno delictivo crece de forma acelerada y con mayor variabilidad,
especialmente entre anos.
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Con respecto a la tendencia a largo plazo, al Oeste y al Norte de la
ciudad la frecuencia delictiva es predominante (véase las Figuras 4.7d y 4.7e,
respectivamente), pero con mayor variabilidad entre el Este y el Oeste. De
alguna manera, en los dos primeros afios, en el Norte y el Sur los eventos son
menos variables hasta aproximadamente los tltimos meses del 2013; a partir
de ahi la variabilidad aumenta hasta unos meses antes de finalizar el 2014, ya
que vuelven a ser similares hasta su culminacién (véase la Figura 4.7f).
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Figura 4.8: Eventos delictivos reales (negro) y predicciones (verde) para las
seis semanas, sobre el background us(z,y)

Es interesante visualizar las posibles ubicaciones de las predicciones
delictivas para las seis semanas consecutivas al conjunto de datos analizado,
los cuales se obtienen mediante simulaciones basadas en las intensidades de las
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predicciones obtenidas con el proceso de Cox log-gaussiano (véase el capitulo
3) sobre la tasa de background resultante del SEHP (véase la Figura 4.8).
Las lineas azules muestran los limites de las divisiones de los sectores o
barrios dentro del perimetro de la ciudad, los puntos negros corresponden a
las ubicaciones de los delitos reales registrados y los verdes a las predicciones.
Se puede observar que las predicciones no estan aleatoriamente alejadas de
los eventos reales, y en su mayoria estan sobre las areas sombreadas del
background.

4.5. Discusioén y conclusiones

La teoria del patron delictivo menciona que la delincuencia es un fenémeno
que tiene un comportamiento basado en patrones. Es decir, tanto en el espacio
como en el tiempo los delitos no se distribuyen de forma aleatoria ni uniforme,
dando lugar a la existencia de sectores concretos que concentran gran parte
de las infracciones, asi como también reincidencia de sujetos que cometen
multiples delitos (Higgins y Swartz, 2018).

Son muchos los métodos estadisticos empleados con el propésito de
describir los patrones delictivos; sin embargo, en su mayoria llegan a identificar
los sectores con alta frecuencia delictiva, pero no cuantifican la reincidencia.
Los modelos de procesos puntuales espacio-temporales auto-excitados de
Hawkes poseen caracteristicas relevantes que permiten predecir la tasa de
eventos en funciéon del espacio, el tiempo y el comportamiento histérico
de eventos anteriores, dando lugar a una cuantificacion de la reincidencia
mediante la estimacién del efecto desencadenante (triggering).

En este capitulo se ha realizado la modelizaciéon de los datos de eventos
delictivos registrados durante 2010-2014 en la ciudad de Riobamba. El andlisis
se inicia con la descripcion del comportamiento de los delitos mediante graficos
de colores degradados para visualizar la evolucién de este fendomeno a través
del tiempo. La estimacion paramétrica mediante la reconstrucciéon estocastica
de la periodicidad semanal y la tendencia temporal a largo plazo facilita la
identificacién del comportamiento delictivo desde el punto de vista de los
diferentes dias de la semana, punto cardinales y por anos, asi como también
la obtencién de las componentes de background y triggering. La estimacion de
los pardmetros de relajacion por maxima verosimilitud facilita el algoritmo
iterativo para la estimacién de los parametros de relajacién, es decir, la
cuantificacion del efecto de reincidencia.

Zhuang y Mateu (2019) estabilizan su modelizado con fi = 0.77 y A =0.029
en datos de robos, con un valor de log-verosimilitud log(L) = —920.81. Esto
indica que aproximadamente un 3% de los robos desencadenan otro evento
(reincidencia), es decir, el proceso estd dominado por el background. Mientras
que en la ciudad de Riobamba sucede lo contrario, ya que se obtiene un efecto

90



4.5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

triggering de A = 0.752 y background de 4 = 0.027, con un valor de log-
verosimilitud log(L) = —898, 98. Esto significa que el efecto triggering domina
el proceso, ya que puede explicar el 75% de los datos. Es decir, los eventos
son cometidos repetitivamente por los mismos delincuentes (reincidencias de
sujetos), posiblemente debido a la falta de seguimiento policial a los diferentes
casos, no denuncia por temor a las represalias, o, de alguna manera, los sujetos
consiguen evadir el Ambito legal de la localidad. En cuanto al background, tan
solo contribuye aproximadamente en un 3 %.

Las funciones de respuesta espacial y temporal reconstruidas en la
componente de background y triggering implican que, una vez que se ha
producido un delito, es probable que desencadene otro en aproximadamente
los 3.5 dias siguientes en un radio aproximado de 175m de distancia. Estos
resultados son confiables debido a que los tiempos transformados que han
permitido identificar el cambio en la tasa de ocurrencia del background a largo
plazo se mantienen dentro del intervalo de confianza. La tasa de background
ha permitido visualizar el efecto de agrupacién en diferentes areas de la
ciudad, especialmente en las dreas con mayor movimiento comercial, laboral
y recreativo.

La simulacién de eventos en base a las intensidades predichas con el
proceso de Cox log-gaussiano (LGCP) permite visualizar los eventos reales y
las predicciones sobre el background estimado por el SEHP. Es decir, en forma
conjunta, proporciona informacién méas completa sobre el fenémeno delictivo.
Sus estructuras estocasticas permiten caracterizar el movimiento delictivo en
forma diaria, predicciones semanales, tendencia a largo plazo y patrones de
comportamiento en la reincidencia de eventos, tanto en el tiempo como en el
espacio, proporcionando resultados de gran interés para la sociedad en general.

Una desventaja que se ha considerado especialmente relevante en los SEHP
es el coste computacional, puesto que el algoritmo iterativo requiere de un
tiempo considerable para alcanzar la convergencia.
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5. Medidas de riesgo en
LGCP bivariantes

5.1. Introduccion

La delincuencia es un fenémeno social negativo y una realidad en la mayoria
de los paises del mundo, por ello los esfuerzos se concentran en la busqueda
de estrategias para su control y/o prevencion.

El fenémeno delictivo tiene un comportamiento basado en patrones, dando
lugar a la existencia de sectores concretos que concentran gran parte de las
infracciones (Higgins y Swartz, 2018). El desafio es identificar aquellos sectores
que condensan anomalias delictivas y cuantificar la peligrosidad en términos de
probabilidad o riesgo. La tarea es compleja debido a la dificultad para predecir
validamente conductas humanas. Sin embargo, los modelos de procesos de Cox
log-gaussianos (LGCP) muestran estructuras estocdsticas que se aproximan a
capturar patrones de comportamiento en las actividades humanas, haciendo
de estas buenas herramientas que proporcionan estimaciones confiables para
el fenémeno delictivo. Un primer acercamiento a la identificacion de eventos
extremos en modelos LGCP univariantes lo muestran Diggle et al. (2005),
Rodrigues y Diggle (2012), Taylor et al. (2013) y Gonzélez y Mateu (2021), en
donde identifican la relacién entre el riesgo actual y el esperado que supera un
umbral estipulado, pero no hacen referencia al caso bivariante ni multivariante.

Las medidas de riesgo VaR (Value-at-Risk) y ES (Expected Shortfall) son
una posible forma de cuantificar el riesgo, y tanto la EVT (Extreme Value
Theory) como las cépulas contribuyen a mejorar la precisién de su estimacién
(Hsu et al., 2012; Karmakar, 2017; Yu et al., 2018; Manosalva, 2020).

En este contexto, este capitulo se concentra, en primer lugar, en la modeli-
zacion de las componentes dentro del flujo y entre flujos de los hurtos y robos
a personas, permitiendo descomponer la variacién espacial de los dos tipos de
eventos en una variacién asociada a un tipo en particular. Se incluyen efectos
de covariables espaciales y estimacion de los parametros del campo latente
con enfoque bayesiano. Y en segundo lugar, en la estimacién de las medidas
de riesgo VaR y ES dada una estructura de dependencia mediante la copula
extrema de Gumbel-Hougaard (Salvadori et al., 2007), cuyas marginales se
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refieren a eventos que exceden un umbral dado, siendo aproximados mediante
la distribucién de Pareto Generalizada (GPD) (Castellanos y Cabras, 2007;
Abad et al., 2014).

La EVT se enfoca a formas de analizar aquellos fenémenos con compor-
tamientos fuera del patrén comin. En particular, para el caso bivariante se
puede abordar mediante cépulas (Salvadori et al., 2007). Esto es debido a que
toda distribucién multivariante admite una representacién en términos de una
cépula y un conjunto de distribuciones marginales (Joe, 2015). El propédsito
de utilizar cépulas es encontrar familias paramétricas flexibles para ser uti-
lizadas como descriptores de las estructuras de dependencia evidentes en los
datos (Joe, 2015; Henderson et al., 2021). Las cdpulas permiten simular fdcil-
mente distribuciones bivariantes y analizar su estructura. La representacién
de Sklar (1959) sugiere que la construccién de la distribucién conjunta de la
cHpula sea modelizada mediante la estimacién de las funciones de distribucion
acumulativas marginales y la estimacién de la cépula de forma independiente.

Para la estimacién de las funciones de distribucién acumulativas margina-
les, De Haan (1970) y los resultados de inferencia estadistica propuestos por
Pickands (1975) motivaron el desarrollo de modelos basados en excedencias de
umbrales. Esto hizo que la EVT evolucionara desde los enfoques de maximos
por bloques y de pico sobre un umbral (POT).

En la actualidad el método POT es uno de los més utilizados, debido a que
evita el problema de pérdida de datos. Sin embargo, la forma de seleccionar
un umbral adecuado es compleja, dado que la estimacién de valores extremos
depende del umbral. Si el umbral es demasiado bajo, la cola no alcanza el
criterio de convergencia, lo que provocarda un gran sesgo, y si el umbral es
demasiado alto, se tendran pocos datos, dando lugar a una alta varianza y,
como consecuencia resultados poco fiables. Por lo tanto, la eleccién de un
umbral adecuado implica un equilibrio entre el sesgo y la varianza (Yang
et al., 2018). Entre los métodos més comunes para la eleccién del umbral
estd el basado en la esperanza de la GPD, que da origen al grafico de vida
residual media. La estimacién de los parametros de la GPD por maxima
verosimilitud ha sido considerada por Smith (1985) y se han encontrado
varias inconsistencias debido al tamano de las muestras (Hosking y Wallis,
1987; Grimshaw, 1993) y estimaciones del pardmetro de forma fuera del
intervalo (—1/2,1/2) (Gémez, 2008). En consecuencia, la inferencia bayesiana
es una buena alternativa, especialmente con a priori de Jeffreys debido a que
proporcionan buenos resultados (Castellanos y Cabras, 2007).

Para la modelizacién del pardmetro de dependencia de la copula se
suele seleccionar basandose en la estimaciéon de maxima verosimilitud. Como
resultado, se espera que el parametro de la copula extrema de Gumbel-
Hougaard capture la dependencia localizada entre los dos patrones de
delitos. Es importante tener en cuenta que un volumen pequeiio de datos
no proporciona suficientes observaciones para formar una estructura de
dependencia distintiva (Henderson et al., 2021).
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5.2. DESCRIPCION DE LOS DATOS

Las medidas de riesgo VaR desde el punto de vista delictivo se refieren a la
probabilidad de identificar delitos iguales o que excedan valores predetermi-
nados, para una localizaciéon dada, es decir, cualquier anomalia que justifique
algin tipo de intervencién policial sin previo aviso. El periodo de tiempo y el
nivel de confianza (el cuantil) son los dos pardmetros principales que deben
elegirse de forma adecuada al objetivo general de la medicion del riesgo. El
cuantil suele ser muy pequeno; por ejemplo, el 1% de los peores resultados.
Sin embargo, se puede usar el valor que estipule el modelo de gestién de ries-
go interno de la oficina de policia o ley regulatoria del pais para controlar la
exposiciéon al riesgo; la cifra tipica es de alrededor del 5 %.

En este contexto, se propone un procedimiento para identificar excedencias
espaciales y sus regiones asociadas, asi como también cuantificar la peligrosi-
dad en términos del VaR y ES localizado en patrones puntuales bivariantes
modelizados con LGCP. Para ello se consideran los delitos de hurtos (sus-
traccién de alguna cosa sin empleo de fuerza o violencia) y robos a personas
(sustraccién de algo con empleo de fuerza, violencia o intimidacién a las per-
sonas) registrados en la ciudad de Riobamba-Ecuador.

5.2. Descripcion de los datos

Se consideran los datos de eventos delictivos registrados durante el afio
2014 en la ciudad de Riobamba-Ecuador. Se dispone de multiples tipos de
delitos; sin embargo, se toman los datos de hurto y robo a personas, eventos
que cominmente son tratados como si fuesen un solo tipo de delitos. En la
Figura 5.1 se observa un mayor nimero de registros de hurtos (707 puntos
verdes) que robos a personas (350 puntos celestes). Ambos patrones puntuales
muestran tendencia a agruparse en el centro de la ciudad.

Como referencias importantes para la modelizacion mediante LGCP se
tienen en cuenta algunas covariables; en particular, se toman las distancias
més cortas entre cada evento y las unidades de policia comunitaria (UPC),
las cdmaras de vigilancia instaladas por toda la ciudad (ECU911, 2020) y
las dreas con mayor trafico vehicular y peatonal (parques, mercados, plazas,
supermercados, hospitales y cajeros automaticos).
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Robo a personas

Hurto

Figura 5.1: Hurtos y robos a personas registrados durante 2014 en la ciudad
de Riobamba

Se toman aquellas referencias como puntos estratégicos, debido a que la
delincuencia se mueve en funciéon de las actividades diarias de la poblacién
(Zhuang y Mateu, 2019), ademés del interés de capturar la mayor variabilidad
posible.
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Figura 5.2: Malla computacional

Mediante una malla computacional de dimensiones 64 x 64, con un ancho
de celda de 150m (véase la Figura 5.2), se construye una superposicién de
poligono a poligono para inferir los valores de las covariables en la malla (véase
la Figura 5.3).
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Figura 5.3: Covariables espaciales ajustadas a la malla computacional deter-
minada

La Figura 5.3 muestra en color degradado las distancias entre los eventos
registrados en cada localizacion y los puntos de referencia. El color rojo indica
mayor distancia y el color azul las mas pequenas. La covariable mercados
agrupa a centros comerciales, plazas y mercados, por sus caracteristicas
comerciales algo semejantes.

5.3. Metodologia

5.3.1. Modelo LGCP bivariante

Un proceso de Cox con intensidad log-gaussiana multivariante para un
patrén de puntos multitipo tiene la forma

Z;(s) ~ Poisson {A;(s)} (5.1)

AZ(S) = CA)\l(S) exp{X(s)iﬁi + yl(S) + yk+1(S)}, coni=1,2,...,k, (52)

donde Z;(s) es el nimero de eventos de tipo i en la celda de la malla
computacional que contiene al punto s, k representa los tipos de eventos,
Cy4 es el area de celda en la malla, A(s) actia como un offset, X(s) es
un vector de valores de las covariables con efectos asociados 3, e Y;(s) con
i =1,...,k 4+ 1 son procesos gaussianos latentes con parametros en escala
trasformada 7;{log(o;),log(¢;)} (Taylor et al., 2015).
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Como se modelizan dos tipos de eventos, k£ = 2, las intensidades estaran
dadas de la forma

Aq(s) = CaA(s) exp{X(s)151 + Ni(s) + Vs(s)} (5.3)

As(s) = CaA(s) exp{X(s)202 + Va(s) + Vs(s)}. (5.4)

El modelo para cada uno de los dos flujos de eventos es un proceso de
Cox log-gaussiano, cuya parte estocastica estd compuesta de dos elementos,
una componente dentro del flujo y otra entre los flujos. La idea principal es
descomponer la variacién espacial de los dos tipos de eventos en una variacién
asociada a un tipo particular, ); con ¢ = 1,2, y una comin YVg1. Asi, aunque
Y1 e Vo muestren un patrén espacial individual, el proceso )3 capta las dreas
de alta o baja intensidad que son comunes a los dos tipos.

La estimacién de los parametros se realiza mediante aproximaciones,
debido a que el método de contraste minimo no es capaz de identificar
pardametros en un componente aleatorio especifico, posiblemente debido al
bajo nimero de recuentos en los datos originales (Taylor et al., 2015). Las
aproximaciones obtenidas se refieren a los procesos estocasticos Yy + Vs e
Yo + Y3 v la funcién de correlacién es exponencial e incorrelada:

Var[Yy + V3] = Var[V1] + Var|[Vs]
= a2cxp {T} +o*2cxp{r}
! o1 8 ¢3 (5.5)

= 202exp{_(;};

siguiendo el mismo razonamiento para ) incorrelada con Ys, se tiene

Var[Ys + V3] = 05 exp {—r} + 02 exp {—r} =202 exp {_T} ,  (5.6)
P2 ®3 ¢

bajo el supuesto de que r es la distancia euclidea, y por ejemplo, o = 01 = 03

v ¢ = ¢o = ¢3. Esto implica que la varianza de Y; o Vs es aproximadamente la

mitad de la varianza estimada y su pardmetro de escala es aproximadamente

igual al pardmetro de escala estimado (Taylor et al., 2015).

5.3.2. Estimacién de parametros para el LGCP bivarian-
te

Para estimar los pardmetros del modelo LGCP se utiliza un enfoque
bayesiano, debido a que proporciona un procedimiento de inferencia flexible y
a menudo soluciones practicas, especialmente para la inferencia que surge de
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5.3. METODOLOGIA

modelos estadisticos complejos. Ademads, no hace ninguna distincién formal
entre la estimacién de 3, i y la prediccién de Y, y de este modo incorpora
naturalmente la incertidumbre de los parametros en la inferencia predictiva.

Se definen las probabilidades a priori gaussianas multivariantes para
y una gaussiana multivariante en la escala logaritmica para los parametros

positivos o y ¢, es decir,  ~ N(ug,23) y n = {log(c),log(¢)} ~ N(pn, Xp).

La muestra {50 (@) v () Mo~ w(B,m,Y|Z), que en si misma ya es

compleja, se obtiene mediante los métodos Gibbs y MALA.

La idea es simular la distribucién estacionaria de 7(8,7n,Y|Z) a partir de
una cadena de Markov. Una vez inicializada la cadena en 0, {B(O), n(0), Y(o)},
el i-ésimo paso del algoritmo consiste en extraer un candidato {f*,n*,Y*}
para la densidad propuesta g (8*,7*,Y*[30~Y, n(=D Y (=1) y aceptarlo, es
decir, estableciendo {3, 7 Y = g() () Y ()1 con probabilidad

] (8%, %, Y*|Z) q (BU1, =D Y=g pr y™)
) W(ﬁ(i—1)7n(i—l)7Y(i—l)|z) q (5*777*7Y*|ﬁ(i—1),n(i—1)’y(i—1))

(5.7)

El disefio de ¢ es una mezcla de paseo aleatorio y nticleos de la propuesta
de Langevin. Se usa MALA para aprovechar la informacion del gradiente
en w(3,m,Y|Z). Se trabaja con una transformada de Y, especificamente T,

donde Y = Zi/ I+ un, vy un subindice n que denota la dependencia de los
pardmetros del proceso latente.

Sea ¢ = {f,n,T'} un MALA completo. Se utiliza el nicleo

2
g (C(i*)K(i—l)) _N [Ci*;C(i_l) n %EoptVIOg {ﬂ (C(i—1)|Z>} 7h220pt:| 7
(5.8)
donde h es una constante de escala. La eleccién ideal para 3., seria la inversa
de la matriz de informacién de Fisher, pero debido a su alta dimensionalidad
es preferible utilizar una aproximacién a la inversa negativa de dicha matriz
(véase detalles en Taylor et al., 2015).

Valores extremos bivariantes

Sean Zi, y 2, dos variables aleatorias de excesos con funcién de
distribucién conjunta Hg y marginales continuas F_ y Fy_; entonces

He =% (F_'(v), F5_'(v)) (5.9)

en términos de una tinica funcién cépula ¢ : [0,1]¢ — [0, 1].
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5.3.3. Estimacién de las funciones de distribucién acu-
mulativas marginales

El enfoque POT utiliza los datos de forma eficiente, centrandose en las
localizaciones s cuyas realizaciones superan un umbral c. Segin el teorema
de Pickands (Pickands, 1975) Zs = Zs — ¢ (Zs recuentos de delitos en cada
localizacién s) tienen aproximadamente distribucién de Pareto generalizada
(GPD) con pardmetros de forma £(s) y de escala o(s) para cada localizacién
s y por cada tipo de delitos.

La literatura menciona que existen varios métodos para estimar los
pardmetros de la GPD, siendo el MLE la méds comun; sin embargo, debido
a sus deficiencias y limitaciones descritas en la introduccién de este capitulo,
se adopta un enfoque bayesiano.

Para cada localizacién s de los dos tipos de eventos, se definen las a priori
de Jeffreys (invariantes bajo reparametrizacion), dadas por

(£(s),0(s)) oc ot (s) (1 +&(s) (1 +26(s)) 71, (5.10)
con {(s) > —0.5,y o(s) > 0.

La expresion (5.10) se obtiene a partir de la matriz de covarianzas limite,
dada por la inversa de la matriz de informacién de Fisher (Davison y Smith,
1990), de la forma

1—-£&(s) (20%(s)  o(s)
L) ( " —f(s))’ £(s) < 0.5, (5.11)

Se puede ver que para £(s) = 0 le corresponde la a priori de Jeffreys
m(&(s),o(s)) para el pardmetro de escala de la distribucién exponencial, bajo
el supuesto de que £(s) y o(s) tienen a priori independientes y que sélo la
distribucién marginal de o(s) es impropia (véase ejemplos de simulacién de a
priori de Jeffreys en Castellanos y Cabras, 2007).

La densidad a posteriori no estd disponible en forma fija para n > 1, por lo
que se aproxima numéricamente. Para esto se utiliza MCMC, concretamente
un algoritmo de Metrépolis-Hasting dentro de un muestreo de Gibbs; el niicleo
estd dado por

m(£(s),0(8)1Z(s)) oo™ "D (s)(1 + £(s)) (1 + 2€(s) 712

1+&(s)

x ﬁl (1 +&(s) Zi(S)> i (5.12)

a(s)
con &(s) > —0.5, % > —1/méx (21(8),...,2n(8)) y o(s) > 0.
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5.3. METODOLOGIA

5.3.4. Estimacion del parametro de dependencia

Se toma la familia de cépulas de Gumbel-Hougaard (GHC), puesto que
satisfacen la definicién de coépula de valor extremo (EVC) (véase Salvadori
et al., 2007); ademads es especifica para colas derechas, que es lo que se requiere
para los extremos delictivos. Estd parametrizada por un 6 > 1 real y se define
como

J 1/6
CEH (u) = exp | — lz {—1n(ui)}9] , ue 0,14 (5.13)

El primer paso practico en la construccién de un modelo para cépulas es
comprobar si los Z son mutuamente independientes, es decir, si pueden con-
siderarse como una muestra aleatoria simple de H(s). Como el procedimiento
de la simulacién realizada ya garantiza la condicién de que Z sean i.i.d., no se
realizan las comprobaciones; sin embargo, puede consultarse sobre los test de
independencia y bondad de ajuste de coépulas en Kojadinovic y Yan (2010).

Siguiendo los razonamientos de Kojadinovic y Yan (2010), Kong et al.
(2015), si H(s) puede ser interpretada por una distribucién exponencial
bivariante, se puede definir un parametro 6 > 0 en cada localizacién s para
modelizar la estructura de dependencia entre Z1(s) y Z2(s). Se utiliza el
teorema de la transformacion integral para obtener u = Fz_(z) y v = Fz_(2),
las marginales normalizadas, de forma que v y v de cada localizacién s oscilen
en el intervalo [0, 1]. Con las variables transformadas, aplicando el teorema de
Sklar, es posible expresar la distribucién conjunta de Z;(s) y Z3(s) como una
funcién de GHC de la siguiente forma:

G (4, v) = exp (_ [(—Inu)? + (—hw)e]W) (5.14)
y funcién de densidad de probabilidad

9" (—Inulnv)’!

udv uv

exp(p!?) [0 + (0 - 1)t/ 0D, (5:15)

donde p = (—Inu)? + (—Inw)?, siendo 6 el pardmetro desconocido a estimar
en cada localizacién s.

Considerando un conjunto de observaciones (21, 22;), 4, j =1,2,...,n, en
cada localizacién s, con distribuciones marginales normalizadas v = Fz, (2),
v = Fz,(2) y una estructura de dependencia que se puede modelizar mediante
una funcién de GHC a través de un parametro 6, las funciones de log-
verosimilitud vienen dadas por

In €S (Olu,v) = —Inuw + (0 4+ 1) In(lnulnv) — p'/%+

+n [/ 072 4 (9 - 1)pH O] (519
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siendo

0 = argmazx Z In €S (0|, v). (5.17)

i=1

Periodo de retorno

El periodo de retorno de un evento proporciona un medio sencillo para
el andlisis de riesgos. Normalmente, se define como el tiempo medio que
transcurre entre dos realizaciones sucesivas del evento dado (véase més detalles
en Salvadori, 2004). Para el caso bivariante, se considera para cada localizacién
s una secuencia ¢ = Fq, Fs, ... de eventos independientes. Cada suceso F; se
caracteriza por el comportamiento conjunto de las variables aleatorias Z; y
Zs,, teniendo cépula €CH y ley conjunta F = €CH (Fy, F;). Se puede suponer
que los sucesos ocurren en los instantes t; <t < ..., es decir, se utiliza como
modelo un proceso temporal de puntos marcados. Una definicién muy general
del periodo de retorno T' del suceso (medible) E es la siguiente:

T =9(P(E)) = — (5.18)

donde p es el tiempo medio de llegada de los sucesos de la secuencia ¢; por
ejemplo, considerando los méximos anuales, u = 1 ano. El periodo de retorno
T es una funcién 9 : # — [u, +00) que depende de la medida de probabilidad
inducida por F', donde .¥ es la o-algebra de los sucesos medibles del espacio
de probabilidad considerado. En el caso univariante, el suceso de interés es
E = [Z > ], para algtin umbral ¢ dado.

Para el caso bivariante, dada la cépula €SH y un nivel de probabilidad

t € I, un enfoque directo implica el uso de la medida de Kendall Kgcn(t) de
la region

Byon(t) = {(u,v) € 2 €CM (u,v) <t} (5.19)

en donde By (t) es la parte del cuadrado unitario que se encuentra sobre

la isolinea de €.SH con un nivel de t, o por debajo y a la izquierda de ésta. Si
€SH es MEV, la medida de Kendall de Becn(t) viene dada por

chsGH tH=t—01- T%aSGH)t Int, (5.20)

donde T4on es el valor de la 7 de Kendall asociada a la cépula ¢cCH.
Claramente las cépulas MEV con el mlsmo valor de 7 comparten la misma
funcion Kegcu. Ahora, sip € I (p = Fz 1(&) y & umbral critico fijado) es
un nivel de probablhdad critico arbltrarlo entonces la isolinea de € er que
tiene el nivel p puede utilizarse para definir dos regiones complementarias,
la de los sucesos subcriticos dada por Bch(ﬁ) y la de los supercriticos

dada por BcgsGH (p) = I*|Bgon(p). Al igual que en el caso univariante,
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puede introducirse un periodo de retorno T para estos tultimos sucesos
(potencialmente peligrosos), asociado al nivel critico p, como

T = 9(Kgon(p) = #%GH(@. (5.21)

Notese que Kgon (p) es la medida de Kendall de la regiéon de los eventos
supercriticos, un andlogo multivariante del evento univariante Z > p. En
Durante y Salvadori (2010), T se denomina periodo de retorno secundario,
para diferenciarlo del estandar,

1
T

P= oGy o) GO (0’ (5.22)

con wy, = (up,v,) un punto situado en la isolinea de €. que tiene un nivel p.
Entonces, el evento de interés corresponde a la regién de 12 en la que U > u,
0oV > v,, o bien ambos (véase més detalles en Durante y Salvadori, 2010).

5.4. Resultados

Se utiliza el modelo lineal propuesto por Taylor et al. (2015), que para este
estudio COI"I"GSPOUde a X ~ Xypc+ Xcameras + Xmarks +Xparks +Xhospitals +
X arnm. Las covariables se interpolan mediante la media ponderada por area,
debido a que son numéricas (véase la Figura 5.3).

Se utiliza p1g = 7, que corresponde al niimero de covariables y la constante,
para X5 = 10°, para pu, = (1,500) y para X, = 0.15 (matriz diagonal
dimensién dos). Los valores iniciales para 7 pueden ser cambiados segin
convenga. Y se define una funcién de covarianza exponencial para Y; e Y5
y Matérn para Y3.

EI MCMC con MALA se ejecuta con 100000000 iteraciones, burn-in inicial
de 10000000 y una toma de muestras cada 90000 iteraciones de las 90000000
establecidas. Una vez finalizado el proceso computacional, se realizan las
comprobaciones de diagndstico mediante el analisis de convergencia de la a
posteriori logaritmica.

En la Figura 5.4 se puede observar que, el logaritmo de la a posteriori
(log-target) de los pardmetros se inicié aproximadamente en —13.000, pero
rapidamente parece estabilizase alrededor de —35.000 y —36.000.
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Figura 5.4: Diagnéstico de la convergencia de la distribucion a posteriori de
los parametros (log-target)
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Figura 5.5: A priori y a posteriori de cada parametro

El pardmetro o muestra una mayor desviacién de la a priori en comparacion
con el parametro ¢; por lo tanto, se debe tener cuidado al hacer declaraciones
inferenciales fuertemente probabilisticas sobre estos parametros, ya que
parecen estar influenciados por la a priori.

La Figura 5.6 muestra las a posteriori de las funciones de covarianza para
cada tipo de delito y su comportamiento conjunto.

Una vez establecida la convergencia satisfactoria de la cadena, se pueden
hacer inferencias sobre el modelo. En primer lugar, se obtiene la tabla de
estimaciones de los pardmetros (véase la Tabla 5.1).
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Figura 5.6: Covarianzas a posteriori para Y7, Y5 e Y3

Como muestra la Tabla 5.1, los pardmetros del campo latente o) son
significativos a excepcién de o que corresponde a hurtos. Todos los parametros
de escala espacial ¢ son significativos con medianas de 1361m, 1584m y
1382m, respectivamente.

Tabla 5.1: Valores de los pardmetros estimados

Pardmetros Mediana Inf. 95% Sup. 95%  Signif.
o1 7.33e-01  5.05e-01 1.08 no sig.
o1 1.36e+03 6.14e+02 2.27e403
o2 5.47e-01 3.25e-01 8.38e-01
o)) 1.58e+03 7.78e4+02  2.29e+03
o3 1.93e+00 1.41e4+00 2.48e4-00
b3 1.38¢+03 9.98e+02  1.69e+403
exp[B1 (Intercept)] 1.04e-05  3.29¢-06  7.57e-05
exp[f1 (UPC)] 1.00e4+00 1.00e+00  1.00e400

exp|B1(Cameras)) 9.99¢-01  9.97e-01  1.00e+00 no sig.
exp[beta; (Markets)] 1.00e+00 1.00e+00 1.00e+00

exp[B1(Parks)) 1.00e+00 1.00e+00  1.00e+00

exp[B1 (AT M)] 1.00e4+00  9.99e-01 1.00e+00  no sig.
exp[Ba(Intercept)] 5.89e¢-06  1.63e-06 1.96e-05

exp|[B2(UPC)] 1.00e+00 1.00e+00  1.00e+00

exp|B2(Cameras)) 9.97e-01  9.95e-01  9.99e-01

exp[B2(Markets)] 9.99e-01  9.98¢e-01  1.00e+00  no sig.
exp|Ba(Parks)]  1.00e+00 1.00e+00  1.00e+00
exp[B2(ATM)]  1.00e+00 1.00e+00  1.00e+00
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El efecto de las distancias a hospitales no es significativo para ninguno de
los dos tipos de delitos, por lo que esta covariable fue retirada. Las distancias
a las cdmaras de vigilancia y ATM no son significativas para hurtos, lo que
indica menor probabilidad de que un evento ocurrido cercano a estos puntos
de referencia sea hurto. Del mismo modo, si se hace referencia a la covariable
mercados, ésta no es significativa para robo a personas, es decir, es poco
probable que un evento ocurrido cercano a los mercados se trate de un robo
con uso de violencia o amedrentamiento.

Con respecto a las demds covariables, por cada metro de distancia a
los diferentes puntos de referencia considerados, se tiene un aumento en la
intensidad delictiva por hurto y robo a personas, segin se recoge en las
columnas 3 y 4 de la Tabla 5.1, con una mediana aproximada de 1.00 y 0.99
para los tipos de delitos, respectivamente.

Vale la pena destacar que las covariables no significativas posiblemente no
son atractores significativos para este tipo de delitos.

La Figura 5.7 muestra las intensidades resultantes para Y7, Y2 e Y3. Se
identifica que Y3 concentra las intensidades en el centro de la ciudad. Para
facilitar la descripcién de los resultados, cada vez que se haga referencia
al centro de la ciudad, se sobreentenderd que se trata de las regiones que
contienen los limites adyacentes a los sectores denominados La Fstacion, La
Panaderia y Loma de Quito.
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Figura 5.7: Intensidad estimada de hurtos (A1), robos a personas (Az) y
conjunta (As)

La Figura 5.8 muestra la probabilidad condicionada de que un punto
en cada ubicacién sea de un hurto (lado derecho) o robo a personas (lado
izquierdo). Es méas probable que se cometan més hurtos que robos a personas
independientemente del lugar, puesto que los hurtos se marcan con mayor
frecuencia en gran parte de la ciudad.
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Figura 5.8: Probabilidades condicionadas

9814000 9816000 9818000 9820000
L I 1 1

9812000
L

T T T T T
756000 758000 760000 762000 764000

Output Grid: M = 64 N = 64

+4 Centroides @ Hurtos g Ventanadeslizante @ HurtosenlaVD
Grid (vD)

Figura 5.9: Discretizacién de delitos mediante una ventana deslizante

A partir de la intensidad conjunta hallada mediante el LGCP bivariante
y considerando las inconsistencias en la estimacién de los parametros de la
GPD en muestras pequenas (n < 500) descrita en la literatura (véase Salvadori
et al., 2007; Malevergne y Sornette, 2006; Northrop et al., 2017, entre otros), se
simulan 1000 patrones puntuales mediante la distribucién de Poisson para cada
tipo de delito. Luego se realiza la discretizacién mediante el uso de una ventana
deslizante (VD) para regularizar, suavizar y contrarrestar el efecto de exceso
de ceros, es decir, una ventana con movimientos de aproximadamente 139m en
horizontal y 135m en vertical. El drea de la VD cuadriplica las distancias de
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los deslizamientos y recorre toda el drea de la malla definida (véase la Figura
5.9).

Tomando la sugerencia de la representacion de Sklar, en primer lugar se
describe la estimacion de las funciones de distribucién acumulativas marginales
Fi,..., Fy.

15

Exceso medio
10

| | | | T |
0 20 40 60 80 100

Umbral c

Figura 5.10: Vida residual media de exceso de delitos

La literatura explica varias formas de elegir el umbral. Sin embargo, se usa
el método basado en la esperanza de la GPD, de forma que si Z(s) sigue esta
distribucién con pardmetros o(s) y £(s), el umbral puede ser el valor donde
el grafico de vida residual media muestre una tendencia lineal, por lo que se
analizan los posibles valores contenidos dentro del intervalo donde se visualiza
dicha tendencia. Para los datos de hurtos y robos a personas que se analizan,
la eleccién del valor del umbral podria tomarse entre aproximadamente 14
y 80 (véase la Figura 5.10). Para fijar el umbral se realizan andlisis previos
en funcién de las estimaciones de los pardmetros de forma £(s) obtenidas
con MCMC, para ¢ = 15, ¢ = 30 y ¢ = 45 (véase la Figura 5.11). Los
colores verdes intensos muestran las ubicaciones donde es més probable que
se presenten eventos delictivos. Ademads, muestran tendencia a concentrarse
aproximadamente en la zona antes mencionada como centro de la ciudad.

Se identifica que los valores de los pardmetros de forma para hurtos son
distintos a los obtenidos para robos a personas. Sin embargo, ambos tipos de
delitos tienden a centrarse en similares localizaciones s.
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Figura 5.11: Parametro de forma £ de la GPD para ¢ = 15, ¢ =30 y ¢ = 45,
respectivamente

Se fija el umbral en ¢ = 15 con el propédsito de incluir la mayoria de
localizaciones con excedencias en el cdlculo de las medidas de riesgo; ademaés,
al tomar un umbral mas alto se dificulta la formacién de pares necesarios para
el uso de las copulas. Por el teorema de Pickands, los excesos sobre el umbral
estan distribuidas segiin una GPD, por lo que se realiza estimacién bayesiana
de los pardmetros de escala o(s) y de forma £(s) de la GPD para cada
localizacion s, con ayuda de MCMC (véase la Figura 5.12). Las estimaciones
de los pardmetros de forma para todas las localizaciones s muestran valores
£(s) < 0, lo que indica que pertenecen al dominio de atraccién de Weibull.
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En las Figuras 5.12, 5.13 y 5.14 se muestran los resultados del ajuste de
los pardmetros de forma £(s) y de escala o(s) para algunas localizaciones s.
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Figura 5.12: Histogramas de los pardmetros de escala o(s) y de forma £(s) de
la GPD, para tres de las localizaciones s
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Figura 5.13: Densidades predictivas de las distribuciones a posteriori de los
pardmetros de la GPD para algunas de las localizaciones s
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5.4. RESULTADOS

Los pardmetros de escala o(s), tienden a tomar valores grandes, lo que
permite asumir la existencia de la distribucion marginal de los excesos sobre
el umbral c. La Figura 5.13 muestra las densidades predictivas resultantes de
la distribucién a posteriori de los parametros de la GPD para algunas loca-
lizaciones s. Como se observa, las distribuciones muestran comportamientos
distintos, pero en general, todas tienden a la GPD.
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Figura 5.14: Niveles de retorno de la GPD de hurtos y robos a personas para
tres de las localizaciones s

Una de las gréficas que permiten identificar el ajuste de los parametros
de la GPD suele ser la curva de nivel de retorno, por lo que se muestra
en la Figura 5.14 para tres localizaciones s. Se observan diferencias visibles,
tanto para hurto como para robo a personas, especialmente presencia de ruido
para ambos tipos de delitos. En forma general, las excedencias son GPD y
los pardmetros de forma £(s) indican colas ligeras. Los valores de £(s) para
hurtos son méas bajos que en robos a personas, y estos tltimos presentan cierta
tendencia a formar colas pesadas en al menos una localizacién (véase la Figura
5.15).
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Figura 5.15: Resumen de los valores de los pardmetros de forma £(s)
resultantes

Una vez estimadas las distribuciones marginales acumulativas, se realiza la
estimacién de las cépulas de Gumbel-Hougaard denotadas como €S | siendo
una alternativa para medir los riesgos bivariantes.

En primer lugar, se estima el pardmetro de dependencia 6 de la cépula
%SCH por maxima verosimilitud para cada localizacion s y se representan
los resultados a través de curvas de nivel (véase la Figura 5.16) y su valor
restringido a la regién de estudio (véase la Figura 5.17).
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Figura 5.16: Curvas de nivel de los valores del pardmetro de dependencia (6)
de las cépulas de Gumbel-Hougaard
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5.4. RESULTADOS

La Figura 5.16 muestra las curvas de nivel de los valores del pardmetro
de dependencia de ‘(a”SCH en cada localizacién s, en donde se identifica mayor
dependencia en la regiéon del centro de la ciudad.
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Figura 5.17: Valores del parametro de dependencia (6) de la copula de Gumbel-
Hougaard en la regién de estudio

En la Figura 5.17 se observa el comportamiento de la dependencia
considerando su representatividad con respecto a la regién de estudio; en
donde, a partir del color amarillo, naranja y hasta el color rojo representan
niveles crecientes de la dependencia, alcanzando valores de 6 hasta 2.76,
con una media aproximada de 1.40. Los valores de 6 tienden a 1 en las
localizaciones que bordean la regién central de la ciudad; esto indica que los
hurtos y los robos a personas tienen comportamientos independientes (color
celeste) mientras més se alejan del centro de la ciudad.

Estos resultados son de interés para la oficina de policia, debido a que
permiten asociar los tipos de delitos en cada zona geografica y la posible
ocurrencia de nuevos eventos, ademas de proveer informaciéon que coadyuve a
la optimizacion de los recursos en la planificacién de estrategias para el control
y/o prevencién de ocurrencias, y de algiin modo contrarrestar este fenémeno.

En la Figura 5.18 se muestran las cépulas €¢H resultantes para tres
localizaciones s, dado el pardmetro de dependencia 6(s).
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Figura 5.18: Cépulas extremas de Gumbel-Hougaard para tres de las localiza-
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5.4. RESULTADOS

En la Figura 5.19 se muestra la distribucién conjunta (H) obtenida con
la €¢H sobre el 50%, 75% y 90 %, respectivamente. Aproximadamente 26
sectores o barrios se encuentran marcados, de los cuales, los valores méas altos
(localizaciones de color amarillo) estdn en alrededor de 12, 9 y 6 regiones para
los porcentajes analizados, respectivamente. Esta informacién es relevante,
tanto para la policia como para la sociedad en general, puesto que indica un
foco de alerta para el respectivo seguimiento.

A continuacién, se analizan las distribuciones de u y v estandarizadas
(véase la Figura 5.20), que en general para todas las localizaciones s tienen
cierta aproximacién a la normal en concordancia con el teorema central de
limite (véase la Figura 5.20).

Robo a personas Hurto Robo a personas
© - al
o = -
Z = Z z @
® o ] B ©
c c o~ c
o T o [
a o [=] o =
o o
o o )
o o o
v v
Hurto Hurto
~ g
- - °
o
Z £ = z
b W 9 w oo
5 o & 5§ ©
-
[=] [=] =3 o
o o )
o o o
3 2 4 0 1 2 4 3 2 4 0 1 2
u v u
Robo a personas Hurto Robo a personas
©o @«
o - =
o
= = = =
B ° k] b
c c o c =
S o s o s O
[=] o [=] [=]
o o o
=) = =
S 4 3 21 0 1
v u v

Figura 5.20: Distribuciones de u y v normalizadas

Se estiman las medias y las varianzas de los excesos en cada s por maxima
verosimilitud. Se realizan 5000 simulaciones de eventos delictivos y se incluyen
las curvas de contorno a 1.25,2, 5,10, 20, 50, 100, 200 y 500 niveles de retorno.
En la Figura 5.21 se muestran los resultados obtenidos para algunas de las
localizaciones. Se identifica mayor dispersion en las localizaciones con menor
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numero de eventos delictivos, y mayor aglomeracion en aquellas con mayor
nimero de eventos.
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Figura 5.21: Simulacién de hurtos y robos a personas para algunas de las
localizaciones s mediante ¥ y sus contornos

Los resultados muestran que las copulas modelizan la dependencia de los
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5.4. RESULTADOS

hurtos y robos a personas razonablemente (véase la Figura 5.21), lo que se
corrobora con el andlisis de errores cuadraticos medios (véase la Figura 5.22).
Para hallar el RMSE (root-mean-square), se simula el nimero de excesos que
corresponda a cada localizaciéon. Se observa que los RMSE mas altos son 13
para hurtos y 11 para robos a personas, como minimo 5 para ambos tipos
de delitos, y una media de 9 y 7, respectivamente, por unidad de drea (VD).
Existe diferencia significativa entre los RMSE para ambos tipos de delitos.

Vi

Figura 5.22: Error cuadratico medio (RMSE) para hurtos y robos a personas,
respectivamente
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Una vez analizado el ajuste de las cépulas de Gumbel-Hougaard, se hallan
los VaR,(s) para cada localizacién s con o = 0.95, tanto de forma univariante
como bivariante. Para el caso bivariante, aproximadamente 35 sectores cubren
las localizaciones marcadas, presentando mayor ntmero de delitos (color
amarillo) en aquellas que coinciden con los limites adyacentes de los sectores
denominados La Estacién, La Panaderia y Loma de Quito (véase la Figura
5.23).
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Figura 5.23: VaR.g5(s) bivariante

Para el caso univariante, los hurtos se identifican con mayor frecuencia
en el sector denominado La Concepcion (véase la Figura 5.24a), y el robo a
personas se concentra aproximadamente al Sur-Este del sector denominado
Loma de Quito y los sectores vecinos La Estacidn y La Panaderia (véase la
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Figura 5.24b). Se identifica que aproximadamente suceden 22 hurtos y 19 robos
a personas por cada 4 x (138.62m x 134.52m) de &rea.
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Figura 5.24: VaRy 95(s) univariante
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Figura 5.25: Resumen de los VaRg g5(s) univariante y bivariante

Es relevante mencionar que en el centro de la ciudad se concentran los
comercios, la circulacién vehicular y peatonal, asi como también el mayor
numero de cdmaras de vigilancia.
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5.4. RESULTADOS

La Figura 5.25 muestra mayor peligrosidad (riesgo) en hurtos por cada
unidad de area, y diferencia significativa con respecto a la peligrosidad por
robos a personas.
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Figura 5.26: Ratio de excepciones para VaRp.g5(s) univariante y bivariante
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Figura 5.27: Resumen del ratio de excepciones del VaRg g5(s) univariante y
bivariante

Se evalian las medidas de riesgo mediante el ratio de excepciones para cada
localizacién s, tanto para el caso univariante como para el bivariante (véase
la Figura 5.26). En forma general, la Figura 5.27 resume los valores, en donde
se observa una media de 0.057 para hurto, de 0.054 para robo a personas y
de 0.057 para el caso bivariante. Los valores se aproximan a 1 — « para cada
caso, por lo que se pueden aceptar como validas, puesto que no subestiman
ni sobrestiman la peligrosidad. Sin embargo, al realizar el andlisis detallado,
se observa que varias localizaciones presentan tendencia a la subestimacién o
sobrestimacion.
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5.5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En cuanto al ESjg5(s), la Figura 5.28 muestra los resultados para el caso
univariante y bivariante.
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Figura 5.29: Resumen estadistico de los valores del ESj.g5(s), univariante y
bivariante

En la Figura 5.29 se observa que tanto los hurtos como los robos a personas
se presentan con mayor frecuencia en el centro de la ciudad, con promedios de
53 hurtos y 52 robos a personas, por cada 4 x (138.62m x 134.52m) de area.
No existe diferencia significativa entre el ESy 5(s) de ambos tipos de delitos.
Con respecto al ESj g5(s) bivariante, el promedio resultante es de 109 eventos.

5.5. Discusién y conclusiones

En multiples aplicaciones se plantea como objetivo predecir las excedencias
espaciales y sus regiones asociadas, debido a que los sucesos inusuales
(anomalfas) tienden a afectar fuertemente el medio en donde se desarrolla
el fenémeno estudiado. Zhang et al. (2008) proponen un enfoque de funcién
de pérdida de Baddeley dado un umbral. Utilizan métricas de imagen
para imagenes binarias de cambios de temperatura. Moser y Ghosh (2021)
identifican localizaciones de excedencias en un patrén puntual sobre inventario
forestal, utilizando regresién no paramétrica con suavizado de nucleo. El
estudio més cercano a procesos puntuales LGCP lo realizan Diggle et al.
(2005), pero de forma univariante. Como se puede observar, los tres enfoques
se basan en patrones puntuales univariantes y no asocian las medidas de riesgo
VaR ni ES.

En este capitulo se formula un procedimiento para identificar las exceden-
cias espaciales bivariantes, sus regiones asociadas y una cuantificaciéon de la
peligrosidad en términos de probabilidad o riesgo. Se utilizan patrones pun-
tuales bivariantes modelizados con procesos de Cox log-gaussianos (LGCP).
Se sigue un enfoque bayesiano tanto en la estimacién de los pardmetros para
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la modelizacién con LGCP como para los pardametros de escala y de forma de
la distribucién de Pareto generalizada (GPD).

Para lograr resultados confiables, se simulan como minimo 1000 patrones
puntuales LGCP de cada tipo de eventos. Se realiza la discretizacién de los
delitos mediante una ventana deslizante, estrategia que también sirve como
método de regularizaciéon y reduccién de la aparicién de ceros. El proceso de
simulacién de patrones puntuales garantiza distribuciones marginales i.i.d.,
por lo que directamente se estiman por maxima verosimilitud los pardmetros
de dependencia de cada una de las cépulas extremas de Gumbel-Hougaard
utilizadas. Una vez obtenidas las distribuciones conjuntas resultantes de las
cépulas, se hallan los excesos del LGCP bivariante sobre los cuantiles 50 %,
75 % vy 90 %, y sus regiones asociadas, asi como también las simulaciones de los
delitos estimados. Se hallan las medidas de riesgo VaR y ES para hurtos y robos
a personas en forma marginal y conjunta, para las distintas localizaciones.

Se identifica que las localizaciones marcadas con alta probabilidad se
asocian a 4 sectores o barrios, calificandolos como altamente peligrosos. Esto
corresponde a un aproximado del 3% (144 sectores son considerados dentro
del perimetro estudiado).

Esta informacién es de relevancia para fortalecer y sustentar los planes de
accion de la oficina de policia, debido a su interés particular en identificar y
dar seguimiento a las localizaciones con porcentajes altos de eventos delictivos,
ademas de mantener un foco de alerta en aquellas localizaciones que superan
un cierto umbral, segin VaR y ES, asi como también identificar los tipos de
delitos.

A pesar de que se muestra un procedimiento para eventos delictivos, este
enfoque seria aplicable a cualquier tipo de eventos en un contexto bivariante
0, por extension, multivariante.
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6. Conclusiones e ideas
abiertas

6.1. Conclusiones

Desde el punto de vista cientifico es habitual querer predecir fenémenos en
funcién de su evolucién espacial, temporal y espacio-temporal. Los procesos
estocéasticos de Poisson dan origen a los procesos de Cox log-gaussianos
(LGCP) y auto-excitados de Hawkes. Sus estructuras estocasticas para la
intensidad son flexibles, lo que permite la incorporacién de informaciéon de
primer orden mediante componentes deterministas espaciales y temporales, y
de segundo orden mediante componentes estocésticas.

Se describen a continuacién aspectos relativos a la implementacién practica
de los enfoques de modelizaciéon abordados en este trabajo de tesis.

Los modelos auto-excitados como el SPINGARCH trabajan con tiempos
discretos y unidades espaciales de referencia tipo dreas (manzanas, barrios,
distritos, ciudades, paises, etc.). Esto hace que el investigador realice esti-
maciones sobre lugares previamente delimitados. La estructura en forma de
ecuacién en diferencias estocédstica permite capturar la dependencia tanto del
modelo de datos como del proceso espacial latente. La accién de la funcién de
factores exdgenos es altamente no lineal, de modo que el uso de B-splines hizo
que las predicciones sean mas ajustadas a la realidad.

Los modelos LGCP pueden trabajar con tiempos discretos o continuos y
sobre estructuras espaciales regulares o irregulares. Légicamente, la comple-
jidad computacional de estos modelos dependera del nivel de desagregacion
espacio-temporal. La estructura separable de primer orden facilita la incor-
poracion de efectos de variables meteoroldgicas en la componente temporal, y
B-splines en las covariables basadas en distancias para la componente espacial.
Esto proporcioné predicciones robustas.

Los modelos auto-excitados de Hawkes se trabajan con tiempo continuo y
referencias puntuales. Su estructura separable facilita modelizar los términos
de las componentes de background y triggering. La estimacion de sus coefi-
cientes de relajacién permite identificar el efecto desencadenante (reincidencia)
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en tiempo y espacio. Se muestra este modelo como complemento del LGCP,
puesto que la estructura de background se toma como base sobre la cual se
simulan eventos a partir de las intensidades predichas con el LGCP, dando
una visiéon general de los posibles eventos sobre el background.

Los modelos LGCP espaciales bivariantes asocian la interaccién entre dos
tipos de eventos, lo que permite estimaciones de cada evento condicionados a
un efecto comin entre los dos. Se toma el efecto comiin para la simulaciéon
de patrones puntuales, y con ello se formula un procedimiento basado
en copulas extremas de Gumbel-Hougaard, que identifica las excedencias
espaciales bivariantes y sus regiones asociadas. Las medidas de riesgo VaR
y ES cuantificaron la peligrosidad delictiva localizada, con una media del
ratio general equilibrada, es decir, en general no se subestima ni sobrestima
la peligrosidad.

Los modelos descritos tienen numerosas ventajas en cuanto a flexibilidad
en su estructura y resultados. Y especialmente en el a&mbito delictivo, porque
han permitido cuantificar en su totalidad lo que postula la teoria de patrones
delictivos descrita en Higgins y Swartz (2018).

Se menciona como posible desventaja el alto coste computacional, puesto
que se requiere un tiempo considerable para lograr la convergencia en la
estimacién de los parametros.

Mediante la redaccién de esta memoria, se facilita al publico en general
el acceso a las metodologias que se emplean en investigaciones actuales sobre
fenémenos de recuentos, con interaccién del espacio y el tiempo, especialmente
en el contexto de los patrones puntuales y medidas de riesgo.

6.2. Ideas abiertas

En el contexto de los temas abordados en cada uno de los capitulos son
muchas las ideas abiertas, especialmente en lo referente al campo de andlisis
delictivo. Sin embargo, podrian ser de mayor interés las siguientes:

e Incorporar covariables con caracteristicas categoricas, como lo mencio-
nan Zhu y Xie (2022), de forma que, al combinar la informacién y la
coincidencia de palabras clave de los informes policiales, los incidentes
relacionados podrian capturarse automaticamente y ayudar a los inves-
tigadores policiales a identificar el modus operandi de la delincuencia.

e Incorporar efectos de covariables temporales y espaciales en el algoritmo
interactivo de Zhuang y Mateu (2019), para identificar influencia
temporal y/o espacial en las componentes de background y triggering.
Como caso particular, contemplar en una periodicidad diaria para
variables meteorolégicas, especialmente si las variaciones entre los
promedios diarios, semanales o mensuales no son significativas.
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6.2. IDEAS ABIERTAS

Identificar los delitos que ocurren solo en la red de calles de una ciudad,
ya que mejora la tarea de modelizaciéon. En tal caso, el plano euclideo
tiene que ser sustituido por el soporte de la red (ver por ejemplo Gilardi
et al., 2022).

Plantear modelos para predicciones de ubicaciéon de delitos en serie
usando el método Next Hit Predictor (NHP), que adopta el marco
de procesos auto-excitantes especificos creados para caracterizar las
correlaciones entre delitos cometidos por un mismo delincuente (ver Li
y Wang, 2018).

Formular una estructura no lineal para la inferencia de las covariables
espaciales en la malla computacional, y buscar estrategias para incorpo-
rar dicha estructura en la modelizacién con LGCP espacial bivariante,
puesto que se cree que la estructura propuesta por Taylor et al. (2015)
requiere un alto nivel de iteraciones para alcanzar la convergencia de los
pardmetros estimados. Ademaés, de considerar la posibilidad de incorpo-
rar covariables espaciales especificas para cada tipo de eventos.

Modelizar delitos espacio-temporales bivariantes con estructura de
covarianza no separable, ya que para el caso univariante Siino et al.
(2018) mencionan que una estructura no separable parece describir mejor
los datos. Y de este modo, analizar el efecto de la no separabilidad
espacio-tiempo en las medidas de riesgo.

Al ser la GPD sensible tanto al parametro de forma como al de escala,
serfa interesante profundizar en el planteamiento de algin método
que permita estimar los umbrales variables acordes al comportamiento
localizado de los delitos extremos, debido a que para umbrales demasiado
bajos las colas no alcanzan el criterio de convergencia, lo que provoca
un gran sesgo y, por defecto, resultados incorrectos; sumado a esto, las
caracteristicas especificas que presenta cada localizaciéon. Por otro lado,
si los umbrales son demasiado altos, se dificulta la formacién de pares
que respeten su realizaciéon. Una alternativa pudiera ser el planteamiento
de Northrop et al. (2017), que utilizan la validacién cruzada bayesiana
para abordar el equilibrio comparando umbrales basados en la capacidad
de prediccion en niveles extremos.

Serfa interesante profundizar en la estimacién bayesiana para hallar
los parametros de dependencia de las copulas, sobre todo de cépulas
extremas, puesto que las implementaciones en software son limitadas,
asi como también para obtener simulaciones de las medidas VaR y ES,
y disponer de distribuciones futuras del riesgo.
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