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Resumen

La modelización estadística constituye un conjunto de formulaciones
matemáticas que proporcionan un mejor entendimiento de los fenómenos,
especialmente en los que subyacen relaciones entre variables que a su vez
poseen influencia aleatoria. En este trabajo de tesis se realiza la modelización
estadística del fenómeno delictivo, mediante el desarrollo de estructuras
estocásticas en procesos puntuales espacio-temporales, con el propósito de
reproducir eventos de la forma más exacta posible a la realidad en función de
su evolución en el espacio, tiempo y espacio-tiempo.

En primer lugar, se estructura la dependencia espacio-temporal de los pro-
cesos auto-excitados espacialmente correlacionados, considerando una ecua-
ción en diferencias estocástica para la intensidad del proceso espacio-temporal,
que captura tanto la dependencia debida a la auto-excitación como la depen-
dencia en un proceso espacial subyacente. Se sigue el razonamiento de Clark
y Dixon (2021) y Reinhart (2018), pero capturando la no linealidad de las
covariables espacio-temporales mediante una estructura aditiva generalizada
(GAM) con B-splines. En segundo lugar, se estructura un modelo de proceso
espacio-temporal latente, es decir, un procesos de Cox log-gaussiano (LGCP),
con una función de intensidad separable de primer orden. La componente de-
terminista temporal es el resultado de un modelo lineal generalizado (GLM)
con efectos de covariables meteorológicas, días y meses del año, parámetros
de regresión armónica, periodicidad anual de las tasas de incidencia y tenden-
cia global. Para la componente determinista espacial se considera un GAM
siguiendo el razonamiento de Diggle et al. (2005), Taylor et al. (2013) y Gon-
zález y Mateu (2021), pero con estimación de suavidad integrada con B-splines
univariantes. Por su parte, para la componente estocástica, se considera un
campo gaussiano que modeliza la dependencia y la variación espacio-temporal
de los eventos. En tercer lugar, se identifican los mecanismos de auto-excitación
entre las series de delitos en un tiempo continuo mediante los procesos pun-
tuales de Hawkes. Se estima la tasa de background de cada componente con
una reconstrucción estocástica no paramétrica; ésta incluye una periodicidad
temporal, una componente espacial separable y una tendencia a largo plazo.
Para la estimación semi-paramétrica de los coeficientes de relajación se utiliza
máxima verosimilitud para estabilizar y asegurar el proceso de estimación. Se
sigue el algoritmo iterativo de Zhuang y Mateu (2019) y Zhuang (2006). Los
modelos de procesos puntuales espacio-temporales son buenas herramientas
matemáticas para analizar datos, por lo que los modelos descritos proporcio-
nan predicciones confiables, como se muestra a lo largo de esta memoria con
datos de delitos.

Con la intención de ir más allá de la modelización y las predicciones
de patrones puntuales, se formula un procedimiento para identificar las
excedencias espaciales en LGCP bivariantes y sus regiones asociadas, así como
también la cuantificación de la peligrosidad en términos de probabilidades.



Para esto, se modeliza la descomposición espacial de los hurtos (delito
sin uso de violencia) y robos a personas (delitos con uso de violencia o
amedrentamiento) para representarlos en una variación asociada a un tipo
de delito en particular, lo que es posible mediante una estructura estocástica
compuesta por una componente dentro del flujo y otra entre flujos. Y se
incorpora un enfoque de medidas de riesgo como el Valor en Riesgo y el
Déficit Esperado (Malevergne y Sornette, 2006). Estas medidas están basadas
en percentiles de la distribución de los delitos que exceden un umbral alto.
Se considera una estructura de dependencia mediante la cópula extrema de
Gumbel-Hougaard (Salvadori et al., 2007) y distribuciones marginales de
Pareto generalizadas (Castellanos y Cabras, 2007; Abad et al., 2014).

En general, se adopta un marco bayesiano con MCMC-MALA y máxima
verosimilitud para la inferencia sobre los parámetros de los diferentes modelos.
Se hace estudio de casos con datos reales de delitos registrados en la ciudad
de Riobamba-Ecuador y algunas covariables temporales, espaciales y espacio-
temporales. Los resultados obtenidos proporcionan información relevante
sobre el modelizado, predicción y comportamiento extremo localizado de
eventos delictivos; sin embargo, pueden ser de mucha utilidad para aplicarse a
conjuntos de datos de diversas áreas. Finalmente, se exponen las conclusiones
y se plantean algunas ideas abiertas.



Summary

Statistical modeling is a set of mathematical formulations which provi-
de a better understanding of phenomena, especially those that underlie rela-
tionships between variables that in turn have random influence. In this thesis
work, the statistical modeling of criminal phenomena is carried out through
the development of stochastic structures in spatio-temporal point processes,
in order to reproduce events as accurately as possible to reality in terms of
their evolution in space, time and space-time.

First, the spatio-temporal dependence of spatially correlated self-excited
processes is structured, considering a stochastic difference equation for the
intensity of the spatio-temporal process, which captures both the dependence
due to self-excitation and the dependence on an underlying spatial process.
The reasoning of Clark and Dixon (2021) and Reinhart (2018) is followed,
but capturing the nonlinearity of the spatio-temporal covariates by means
of a generalized additive structure (GAM) with B-splines. Second, a latent
spatio-temporal process model, i.e. a LGCP, is structured with a separable
first order intensity function. The deterministic time component is the result
of a generalized linear model (GLM) with meteorological covariate effects, days
and months of the year, harmonic regression parameters, annual periodicity
of incidence rates and global trend. For the spatial deterministic component
a generalized additive model (GAM) is considered, following the reasoning,
of Diggle et al. (2005), Taylor et al. (2013) and González and Mateu (2021),
but with integrated smoothness estimation with univariate B-splines. And
for the stochastic component, we consider a Gaussian field that models
the spatio-temporal dependence and variation of the events. Thirdly, self-
excitation mechanisms are identified among the crime serie in a continuous
time by means of Hawkes point processes. The background rate of each
component is estimated with a nonparametric stochastic reconstruction; it
includes a temporal periodicity, a separable spatial component and a long-term
trend. The semi-parametric maximum likelihood estimation of the relaxation
coefficients to stabilize and secure the estimation process, and the iterative
algorithm of Zhuang and Mateu (2019) and Zhuang (2006) are followed.
Spatio-temporal point process models are good mathematical tools for data
analysis, and therefore, the described models provide reliable predictions, as
shown throughout this thesis in crime data.

In order to go beyond modeling and predictions of point patterns, a
procedure is formulated to identify the spatial exceedances in bivariate LGCP
and their associated regions, as well as the quantification of the hazard in
terms of probabilities. For this, we model the spatial decomposition of thefts
(crime without the use of violence) and robberies (crime with the use of
violence or intimidation) to represent them in a variation associated with a
particular type of crime, which is possible by means of a stochastic structure
composed of a within-flow component and anotherone between-flows. For



this modeling, we use log-Gaussian Cox processes along the same line of
Taylor et al. (2015). And a focus on risk measures such as Value-at-Risk
and Expeted Shorfall (Malevergne and Sornette, 2006) is incorporated. These
measures are based on percentiles of the distribution of offenses exceeding a
high threshold. A dependency structure using the extreme Gumbel-Hougaard
copula is considered (Salvadori et al., 2007), and generalized Pareto marginal
distributions (Castellanos and Cabras, 2007; Abad et al., 2014).

In general, a Bayesian framework with MCMC-MALA and maximum
likelihood is adopted for the inference on the parameters of the different
models. A case study is developed with real data of crimes registered in the
city of Riobamba-Ecuador and some temporal, spatial and spatio-temporal
covariates. The results obtained provide relevant information on the modeling,
prediction and extreme localized behavior of criminal events; however, they
can be very useful to be applied to data sets of different areas. Finally,
conclusions are drawn and some open ideas are put forward.
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Introducción

Los métodos de análisis de datos para los procesos puntuales han recibido
cierta atención en el campo de la Estadística durante las décadas de 1950
y 1960. Concretamente, Cox (1955) se centró en los eventos que ocurren al
azar en el espacio o el tiempo, las componentes de la varianza y la correlación
entre los eventos de diferentes tipos, e introdujo la noción de un proceso de
Poisson doblemente estocástico, que en la actualidad se le conoce como proceso
de Cox. Posteriormente, Bartlett (1963) introdujo métodos estadísticos para
procesos puntuales basados en sus densidades espectrales de potencia o
también llamadas funciones de densidad de covarianza correspondientes. Lewis
y Govier (1964) demostraron que la densidad de autocovarianza para un
proceso es proporcional a la densidad de probabilidad de convolución de
la diferencia de dos variables aleatorias independientes, con un resultado
estrechamente relacionado para la función de autocorrelación de los recuentos.
La metodología sobre el estudio de las observaciones en forma de eventos
puntuales que ocurren en un continuo, espacio o tiempo, fue descrita por
Cox y Lewis (1966) junto con ejemplos de aplicaciones de procesos puntuales
univariantes y multivariantes. En este contexto, Hawkes se propuso llevar el
enfoque del análisis espectral de Bartlett a un nuevo tipo de proceso, un
proceso puntual auto-excitado como un resultado particular, y con las mismas
propiedades de segundo orden que un cierto proceso doblemente estocástico
(Hawkes, 1971b,a; Hawkes y Oakes, 1974).

Los modelos de procesos puntuales espacio-temporales surgen de la ne-
cesidad de caracterizar la evolución temporal del comportamiento espacial de
cantidades aleatorias. Estos modelos enfatizan el avance de los procedimientos
de inferencia sobre la función de intensidad y las características de segundo
orden del proceso. En palabras sencillas, estos modelos estiman una función
de intensidad que predice la tasa de eventos en cualquier localización espacial
(x, y) y tiempo t. En las últimas décadas, se han realizado avances en la esti-
mación, inferencia, simulación y herramientas de diagnóstico para los modelos
de procesos puntuales en general. Estos avances han tomado mayor importan-
cia en aplicaciones como medio ambiente (Siino et al., 2018; Nasirzadeh et al.,
2021; Lieshout et al., 2012; Pratiwi et al., 2017; Reinhart, 2018), presencia de
plantas o animales (Møller y Díaz-Avalos, 2010; Myllymäki y Penttinen, 2009;
Illian et al., 2012; Serra et al., 2014; Sørbye et al., 2019; Flagg y Hoegh, 2022),
salud (Beneš et al., 2002; Rostami et al., 2017; Johnson et al., 2019; Chiang
et al., 2022; Heinen, 2003), finanzas (Aït-Sahalia et al., 2015; Hawkes, 2018;
Moreno Trujillo, 2019; Heinen, 2003; Fokianos y Tjøstheim, 2011), análisis de
medios sociales (Ilhan y Kozat, 2020), accidentes de tráfico (Tang et al., 2022)
y otras múltiples áreas.

Al ser la delincuencia un fenómeno que afecta a todos los países, y que a
través del tiempo trae consecuencias para la sociedad en general, este trabajo
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de tesis concentra el desarrollo de estructuras estocásticas de procesos pun-
tuales espacio-temporales como los procesos de Cox log-gaussianos (LGCP) y
auto-excitados como el de Hawkes (SEHP) y el Spatial Integer Generalized
Auto-Regressive Conditionally Heteroscedastic Correlation (SPINGARCH)
para eventos delictivos, siguiendo los razonamientos principalmente de Bad-
deley et al. (2000, 2014), Taylor et al. (2013, 2015), Clark y Dixon (2021),
Zhuang y Mateu (2019), además de formular un procedimiento que permite
identificar las excedencias en LGCP bivariantes, sus regiones asociadas y una
cuantificación de la peligrosidad en términos de probabilidad o riesgo, por lo
que se incluye la estructura estocástica LGCP espacial bivariante.

Una forma de cuantificar la peligrosidad es mediante medidas de riesgo
extremo, puesto que están definidas en términos de la distribución de pérdidas,
que en el campo delictivo se refiere a la probabilidad de identificar anomalías
en términos de un número de eventos delictivos igual o que exceda algún valor
predeterminado. Las medidas de riesgo más comunes son Value at Risk (VaR)
y Expected Shortfall (ES). El VaR es el α-ésimo percentil de la distribución
y el ES es el tamaño de las anomalías esperadas, dado que se supera el VaR
(Malevergne y Sornette, 2006). Una de las principales dificultades para estimar
el VaR es modelizar la estructura de dependencia, especialmente debido a que
el VaR está relacionado con la cola de la distribución, por lo que su punto de
partida es la teoría de valores extremos (Abad et al., 2014).

La Extreme Value Theory (EVT) surge con Fréchet (1927), Fisher y
Tippett (1928), Mises (1936), Gnedenko (1943) y Gumbel (1958), quienes
demostraron que el mayor o menor valor de un conjunto de variables aleatorias
distribuidas independientemente tiende a una distribución asintótica que sólo
depende de la variable básica, y con el uso de constantes de normalización y
centrado la distribución límite pertenece a un dominio de atracción de Gumbel,
Fréchet o Weibull (Gnedenko, 1943). El método más frecuente para identificar
valores extremos es el Peak Over Threshold (POT). Para el caso bivariante se
incluye el uso de cópulas (Malevergne y Sornette, 2006; Salvadori et al., 2007),
puesto que permiten derivar distribuciones conjuntas independientemente de
su distribución marginal, especialmente para la medición del riesgo.

En este contexto, la memoria de tesis se compone de seis capítulos, que se
describen a continuación.

El capítulo 1 introduce en forma general los principios básicos y caracte-
rísticas de los procesos puntuales espaciales y espacio-temporales de Poisson,
y tópicos necesarios para las medidas de riesgo. Los primeros apartados se
concentran en los procesos de Poisson y el último expone definiciones sobre
valores extremos, cópulas, cópulas extremas y medidas de riesgo como el VaR
y ES.

El capítulo 2 muestra una extensión de los modelos mecanísticos auto-
excitados de Hawkes, denominados por sus siglas en inglés SPINGARCH
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(Spatial Integer Generalized Auto-Regressive Conditionally Heteroskedastic).
Este es un estudio publicado con el título A Spatially Correlated Model
with Generalized Auto-regressive Conditionally Heteroskedastic Structure for
Counts of Crimes en Entropy Journal, que se puede encontrar en https://
www.mdpi.com/1099-4300/24/7/892 (Escudero et al., 2022). La introducción
resume algunos avances y aplicaciones. La metodología describe la estructura
del modelo, el enfoque para abordar adecuadamente la relación espacio-
temporal y la estimación de parámetros mediante inferencia bayesiana con
MCMC. Los resultados detallan las estrategias utilizadas para la incorporación
de variables exógenas temporales, espaciales y espacio-temporales mediante
Generalized Additive Model (GAM) con B-splines para capturar la no
linealidad. El estudio de caso con datos reales se realiza con eventos delictivos
registrados en tres instituciones gubernamentales de la ciudad de Riobamba-
Ecuador.

El capítulo 3 muestra los modelos LGCP espacio-temporales. La introduc-
ción resume algunos avances y aplicaciones en diversas áreas. La metodología
describe la estructura de las componentes deterministas temporales y espa-
ciales, la componente estocástica que modeliza la dependencia y la variación
espacio-temporal de los eventos, así como la estimación de los parámetros me-
diante un enfoque bayesiano con MCMC y MALA. Los resultados detallan
las estrategias para la inclusión de efectos de variables meteorológicas para la
componente temporal y B-splines para las covariables espaciales basadas en
distancias. El estudio de caso con datos reales se realiza sobre delitos registra-
dos en la ciudad de Riobamba-Ecuador durante el periodo 2010–2014.

El capítulo 4 muestra el modelo mecanístico auto-excitado semi-paramétrico
de Hawkes. La introducción resume algunos avances y diversas áreas de apli-
cación. La metodología describe la técnica de reconstrucción estocástica para
la estructura de las componentes de background (basal) y triggering (desen-
cadenante), y la estimación de los parámetros por máxima verosimilitud. Los
resultados detallan el historial de las observaciones, la componente de perio-
dicidad y tendencia a largo plazo, funciones de respuesta espacial, temporal y
bondad de ajuste. Se incluyen las predicciones obtenidas con LGCP sobre el
background como un enfoque de modelización complementaria entre los dos
modelos. El estudio de caso con datos reales se realiza con los eventos delic-
tivos utilizados en el LGCP, para identificar el grado de influencia de eventos
pasados sobre nuevos eventos.

El capítulo 5 muestra la formulación de un procedimiento para cuantifi-
car riesgos extremos en LGCP espaciales bivariantes. La introducción resume
algunos aspectos sobre la medición del riesgo considerando un enfoque de có-
pulas extremas. La metodología describe las estructuras de la modelización
basada en LGCP espaciales bivariantes, distribuciones de Pareto Generaliza-
das, cópulas extremas de Gumbel-Hougaard, medidas de riesgo (VaR y ES) y
la estimación de los parámetros mediante un enfoque bayesiano con MCMC
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y máxima verosimilitud. Los resultados detallan las estrategias de simulación,
discretización, uso de las cópulas y cuantificación de la peligrosidad delictiva
mediante el cálculo del VaR y ES univariante y bivariante. El estudio de caso
con datos reales se realiza con delitos de hurto y robo a personas registradas
en la ciudad de Riobamba durante el año 2014.

El capítulo 6 resume las conclusiones y las aportaciones del presente
trabajo, y señala alguna de sus posibles evoluciones como futuras líneas de
investigación.

La memoria finaliza con una exhaustiva y actualizada bibliografía que ha
sido revisada para el desarrollo de la investigación.
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1. Procesos estocásticos de
Poisson y medidas de
riesgo

1.1. Introducción
En esta sección se hace una descripción rápida de los fundamentos teóricos

necesarios, especialmente para quienes inician el estudio del impresionante
campo de los modelos de procesos puntuales espacio-temporales. Se muestra
una definición general de procesos estocásticos de Poisson, y se incluye la
descripción de algunos procesos puntuales espaciales y espacio-temporales.
Como complemento a los modelos de procesos puntuales, se incorporan los
principios básicos sobre teoría de valores extremos, cópulas y medidas de
riesgo.

Se toman como referencia principal los trabajos de Davis et al. (2021),
Zhuang y Mateu (2019), Clark y Dixon (2018), González et al. (2016),
Baddeley et al. (2015), Taylor et al. (2015), Taylor et al. (2013), Cressie y
Moores (2021), Salvadori et al. (2007), Malevergne y Sornette (2006), Coles
(2001), Kriele y Wolf (2014), entre otros autores.

Proceso estocástico
Un proceso estocástico es una colección de variables aleatorias, definidas

en un dominio como el tiempo, el espacio, el espacio-tiempo u otro parámetro
o argumento. Se suele utilizar:

• Y (t) para denotar un proceso estocástico que varía durante un período
de tiempo continuo 0 ≤ t ≤ T . Cuando se considera que el tiempo es
discreto, por ejemplo, la hora, el día, el mes, el año, etc., es frecuente
usar la notación Yt; en este caso, Yt se denomina serie temporal.

• Y (s) para denotar un proceso estocástico espacial definido sobre un
dominio S ∈ Rd, donde s denota una ubicación espacial descrita por
un número finito de dimensiones, como latitud, longitud, altitud, entre
otras.
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• Y (s, t) para denotar un proceso estocástico espacio-temporal, es decir,
que varía en el espacio y en el tiempo.

1.2. Proceso de Poisson
El proceso de Poisson es uno de los procesos estocásticos de recuento más

utilizados, especialmente en escenarios donde se cuentan las ocurrencias de
ciertos eventos que parecen ocurrir en una cierta tasa completamente aleatoria.
Por ejemplo, si a partir de datos históricos, se sabe que los terremotos se
producen con un cierto ritmo en tiempos y lugares completamente aleatorios,
el proceso de Poisson podría ser un buen modelo para este tipo de fenómenos.
En la práctica, el proceso de Poisson o sus extensiones se han utilizado para
modelizar fenómenos como el número de accidentes de tráfico, delitos en un
lugar o zona, localización de usuarios en una red inalámbrica, solicitudes de
documentos individuales en un servidor web, el estallido de guerras, entre
otros.

Variable aleatoria de Poisson. Se dice que Y es una variable aleatoria
de Poisson con parámetro λ, denotada como Y ∼ Poisson(λ), si su función
de masa de probabilidad es de la forma

fY (k) =
{

exp (−λ)λk

k! si k ∈ N
0 en otro caso

(1.1)

con E[Y ] = λ y V ar(Y ) = λ. Si Yi ∼ Poisson(λi) e independientes para
i = 1, 2, . . . , n, entonces Y1 + Y2 + · · · + Yn ∼ Poisson(λ1 + λ2 + · · · + λn).

Definición. Sea λ > 0 fijo. El proceso de recuento Z(t), t ∈ [0,∞), se
llama proceso de Poisson con intensidad o tasa λ si se cumple:

1. Z(0) = 0.

2. Z(t) tiene incrementos independientes.

3. El número de llegadas en cualquier intervalo de longitud t > 0 tiene
distribución Poisson(λt).

Detalles de este tipo de procesos pueden verse, por ejemplo, en Pishro-
Nik (2016). Es importante notar que la tercera condición implica que la
distribución del número de llegadas en cualquier intervalo depende sólo de
la longitud del intervalo, y no de la ubicación exacta del intervalo en la recta
real. Por tanto, el proceso de Poisson tiene incrementos estacionarios.

Si un proceso estocástico representa la llegada de individuos a una cola a
lo largo del tiempo, es de esperar que posea incrementos independientes, pero
no necesariamente estacionarios (podría haber momentos con mayor flujo de
llegadas).
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1.3. PROCESOS DE POISSON NO HOMOGÉNEOS

1.3. Procesos de Poisson no homogéneos

En un proceso de Poisson no homogéneo los tiempos entre dos llegadas
consecutivas ya no siguen una distribución exponencial, ni son independientes,
es decir, no se cumple la condición tres de la definición de proceso de Poisson.
Por ejemplo, sea Z(t) el número de clientes que llegan a un restaurante de
comida rápida en el tiempo t. Inicialmente se cree que los clientes llegan de
forma algo aleatoria, por lo que se podría querer modelizar Z(t) como un
proceso de Poisson. Sin embargo, se observa que la tasa de llegada de clientes
es mayor durante la hora de la comida (incrementos no estacionarios). En estos
casos, se podría modelizar Z(t) como un proceso de Poisson no homogéneo.
Este proceso tiene todas las propiedades de un proceso de Poisson, excepto el
hecho de que su tasa es una función del tiempo, es decir, λ = λ(t).

Definición. Sea λ(t) : [0,∞) 7→ [0,∞) una función integrable; el
proceso de recuento Z(t), t ∈ [0,∞) toma el nombre de proceso de Poisson
no homogéneo con tasa λ(t) si se cumple que:

1. Z(0) = 0.

2. Z(t) tiene incrementos independientes para cualquier t ∈ [0,∞).

Para un proceso de Poisson no homogéneo con tasa λ(t), el número
de llegadas en cualquier intervalo es una variable aleatoria de Poisson. Sin
embargo, su parámetro puede depender de la ubicación del intervalo; más
concretamente, se puede escribir como

Z(t+ l) − Z(t) ∼ Poisson

(∫ t+l

t

λ(α)dα
)
. (1.2)

1.4. Procesos espaciales

Según Cressie y Moores (2021), en estadística espacial, la incertidumbre en
la teoría científica se expresa de forma probabilística a través de un proceso
estocástico espacial {Y (s) : s ∈ S }, donde Y (s) es el valor del atributo
aleatorio de la ubicación s, y S es un subconjunto de un espacio d-dimensional.
El espacio euclídeo Rd indexa todas las posibles ubicaciones espaciales de
interés. Dentro de S hay un conjunto S (posiblemente aleatorio) que indexa
las partes de S relevantes para el estudio. S puede tener un conjunto de
propiedades diferentes, dependiendo de si el proceso espacial es un proceso
geoestadístico, un proceso de malla (lattice) o un proceso puntual.
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1.4.1. Clasificación

• Para un proceso geoestadístico, S = SG, en donde SG es un conjunto
conocido sobre el que las localizaciones varían continuamente. El área o
volumen es mayor que cero.

• Para un proceso de malla, S = SL, donde SL es un conjunto conocido
cuyas localizaciones varían discretamente, finito o infinito numerable. El
área o volumen de SL es igual a cero.

• Para un proceso puntual, S = SP , donde SP es un conjunto aleatorio
formado por puntos aleatorios en el espacio euclídeo Rd.

1.4.2. Procesos puntuales

Un proceso de puntos espacial es una colección numerable de localizaciones
aleatorias S ≡ SP ⊂ S . El proceso de recuento, denotado como {Z(A) : A ⊂
S } está estrechamente relacionado con este conjunto aleatorio de puntos, en
donde S indexa todas las posibles localizaciones de interés, a más de asumir
que está acotado. Por ejemplo, si A es un subconjunto dado de S y dos de
los puntos aleatorios {si} están contenidos en A, entonces Z(A) = 2. Ya que
Sp = {si} es aleatorio y A es fijo, Z(A) es una variable aleatoria definida en
los enteros no negativos.

Claramente, las distribuciones conjuntas [Z(A1), . . . , Z(Am)], para cuales-
quiera subconjuntos {Aj : j = 1, . . . ,m} contenidos en S (posiblemente
superpuestos) y para cualquier m = 0, 1, 2, . . . , están bien definidas. La de-
pendencia espacial se puede ver a través de la proximidad espacial entre los
{Aj}. Si se consideran sólo dos subconjuntos fijos A1 y A2 (es decir, m = 2)
y, para evitar la ambigüedad causada por la posibilidad de compartir puntos,
se impone que A1 ∩A2 sea vacío, entonces no se exhibe dependencia espacial
si hay independencia estadística, eso es,

[Z(A1), Z(A2)] = [Z(A1)][Z(A2)]. (1.3)

El proceso puntual básico conocido como proceso de Poisson tiene la
propiedad de independencia, y su proceso de conteo asociado satisface

[Z(A)] = exp {−λ(A)}λ(A)Z(A)

Z(A)! ; A ⊂ S , (1.4)

donde λ(A) ≡
∫

A
λ(s)ds. En la ecuación (1.4) λ(·) es una función de intensidad

definida según

λ(s) ≡ ĺım
|δs|→0

E[Y (δs)]
|δs|

, (1.5)
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1.4. PROCESOS ESPACIALES

donde δs es un conjunto pequeño centrado en s ∈ S , y cuyo volumen es |δs|.

La expresión (1.4) da como resultado un proceso de Poisson homogéneo en
el caso de λ(s) ≡ λ para todo s ∈ S . Por ejemplo, la Figura 1.1 muestra una
simulación probabilística equivalente para Z(S ), en S = [0, 1] × [0, 1], con
parámetros λ = 50 y Z(S ) = 53.

Figura 1.1: Realización de un proceso de Poisson homogéneo

La simulación condicionada a Z(S ), {s1, . . . , sZ(S )} i.i.d. según la distri-
bución uniforme

[u] =
{

1
λ(S ) if u ∈ S

0 en otro caso,
(1.6)

explica la razón por la que un proceso de Poisson homogéneo se denomina
proceso Completely Spatially Random (CSR) y se usa como línea de base
para probar la ausencia de dependencia espacial en un proceso de puntos. Es
decir, antes de que un modelo espacial se ajuste a un patrón de puntos, a
menudo se lleva a cabo una prueba de la hipótesis nula de que el patrón de
puntos se origina en un proceso de CSR. El rechazo de CSR justifica entonces
el ajuste de procesos puntuales espacialmente dependientes a los datos (Diggle
et al., 2013).

Procesos no homogéneos

Si la densidad media de puntos es una función λ(s) de la ubicación espacial
s, dada una región del espacio B, dividida en pequeños píxeles, el número
esperado de puntos que caen en el píxel es λ(s)∆s, donde ∆s es el área del
píxel. El número total esperado de puntos en B es la suma de estos valores
λ(s)∆s, sobre todos los píxeles con centroides s dentro de B. En el límite a
medida que el tamaño del píxel se hace infinitesimal, esta suma se convierte
en ∫

B

λ(s)ds. (1.7)
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Un proceso de puntos de Poisson es no homogéneo con función de
intensidad λ(s) si:

• El número esperado de puntos que caen en una región B es µ =∫
B
λ(s)ds, la integral de la función de intensidad λ(s) sobre la región

B.

• Si el espacio se divide en regiones no solapadas, los patrones aleatorios
dentro de estas regiones son independientes entre sí.

• El número aleatorio de puntos que caen en una región determinada tiene
una distribución de probabilidad de Poisson.

Detalles sobre procesos puntuales espaciales no homogéneos pueden con-
sultarse en Baddeley et al. (2015).

1.4.3. Procesos de Cox

Procesos mixtos

El ejemplo más sencillo de un proceso de Cox es el proceso de Poisson mixto
en el que se genera un número aleatorio Λ, con el cual se construye un proceso
de Poisson uniforme con intensidad Λ. Dada una realización de Λ, el número
esperado de puntos que caen en una región B es E[n(Y (s) ∩B)|Λ] = Λ|B|. Al
promediar los diferentes resultados posibles de la intensidad estocástica Λ, se
obtiene

E [n(Y ∩B)] = E [E [n(Y ∩B) | Λ]] = E[Λ |B|] = E[Λ] |B| . (1.8)

Por tanto, la intensidad del proceso de Poisson mixto es λ = E[Λ], el valor
medio de la intensidad de la parte aleatoria. También se puede encontrar
la varianza del número de puntos que caen en una región B, utilizando el
principio de análisis de la varianza:

V ar[n(Y ∩B)] = E [V ar[n(Y ∩B) | Λ]] + V ar(E[n(Y ∩B) | Λ]), (1.9)

donde, en el lado derecho, el primer término es la variabilidad debida al proceso
de Poisson, y el segundo término es la variabilidad debida a Λ. Para un valor
dado de Λ, el número de puntos tiene una distribución de Poisson, con varianza
igual a la media, V ar[n(Y ∩ B)|Λ] = E[n(Y ∩ B)|Λ] = λ|B|, por lo que se
obtiene

V ar[n(Y ∩B)] = (EΛ)|B| + (V arΛ)|B|2. (1.10)

Si la varianza de n(Y ∩ B) supera su media, es indicativo de que los
recuentos de puntos están sobredispersos.
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1.4. PROCESOS ESPACIALES

Modelo log-lineal

El modelo log-lineal general engloba a los modelos de intensidad siguientes:

• Homogénea: λ(s) ≡ λ.

• Homogénea en diferentes regiones: λ(s) toma el valor βj cuando s está
en la región Bj , donde βj es el parámetro a estimar.

• Proporcional a la línea de base: λ(s) = θb(s), donde b(s) es una función
conocida como línea de base y θ es un parámetro a estimar.

• Exponencial con covariable: λ(s) = exp(α+ βX(s)), donde X(s) es una
covariable espacial, y α y β son parámetros a estimar.

• Incidencia elevada: λ(s) = b(s) exp(α+ βX(s)).

El modelo de intensidad log-lineal o modelo de proceso de Poisson
modulado está dado por

λθ(s) = exp(B(s) + θTX(s))
= exp(B(s) + θ1X1(s) + · · · + θpXp(s)),

(1.11)

donde B(s) y X(s) = (X1(s), . . . , Xp(s)) son funciones conocidas, y θ =
(θ1, . . . , θp) son parámetros a estimar (Baddeley et al., 2015).

El logaritmo de la intensidad es una suma de términos que representan
diferentes efectos; incluso se puede agregar un término en el modelo que
dé cuenta de la probabilidad de observar un punto. Existen supuestos de
modelización plausibles que dan lugar a modelos de procesos de Poisson
de forma aditiva o multiplicativa. Un modelo de la forma aditiva tiene una
función de intensidad λ(s) = γ1(s) + γ2(s) + . . . , donde los términos γk(s) son
interpretables como las intensidades de los procesos de Poisson asociados con
diferentes orígenes o causas que dan lugar al proceso puntual observado. Un
modelo multiplicativo tiene la forma

λ(s) = exp(A(s) +B1(s) +B2(s) + . . . ), (1.12)

donde el primer término A(s) es una intensidad de base en escala logarítmica
y los siguientes términos B1(s), B2(s), . . . pueden interpretarse como efectos
de adelgazamiento o modulación. La forma multiplicativa es más conveniente
para la inferencia, y corresponde directamente a la elección canónica del enlace
logarítmico en un modelo lineal generalizado de Poisson (Baddeley et al.,
2015).
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(a) Intensidad motriz (b) Intensidad motriz y
puntos

(c) Puntos

Figura 1.2: Generación de un proceso de Cox

Proceso de Cox

Según Baddeley et al. (2015), el modelo de Cox postula que existe una
función de intensidad subyacente espacialmente variable, Λ(s), que es aleatoria
porque depende de factores externos no observables, así como de covariables
observables. Si la superficie de intensidad Λ(s) fuera conocida, los puntos
constituirían un proceso de Poisson con función de intensidad Λ(s). Los
procesos de Cox, también conocidos como procesos de Poisson doblemente
estocásticos o procesos de Poisson modulados, fueron introducidos por Cox
(1955).

Para generar una realización del proceso de Cox, primero se genera
una realización de la función aleatoria subyacente Λ(s), también llamada
intensidad motriz (véase la Figura 1.2a). La intensidad motriz está oculta, sólo
se observan los puntos (véase la Figura 1.2b). Dada esta función, se genera una
realización de un proceso de Poisson con intensidad Λ(s). Para la generación
de realizaciones de procesos de Cox, véase el código R en Baddeley et al.
(2015).

La función aleatoria Λ(s) puede ser generada por cualquier mecanismo
aleatorio que se elija, siempre que produzca una función de intensidad válida.
Los valores de Λ(s) deben ser no negativos, y cada realización de Λ(s) debe
ser integrable sobre conjuntos acotados.

Según Møller y Waagepetersen (2007), es necesario destacar tres puntos
de importancia estadística:

• Aunque se esté modelizando una heterogeneidad ambiental aleatoria,
Y (s) es estacionario si Λ(s) es estacionaria.

• No se puede distinguir el proceso de Cox Y(s) de su correspondiente
proceso de Poisson Y (s)|Λ(s) cuando sólo se dispone de una realización
de YS .
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1.4. PROCESOS ESPACIALES

• La probabilidad es en general desconocida, mientras que las densidades
del producto pueden ser tratables (véase detalles en Møller y Waagepe-
tersen, 2007).

Campos aleatorios

Dado un espacio de probabilidad (Ω,F , P ), un campo aleatorio es una
colección de variables aleatorias definidas sobre dicho espacio, con índice en
algún espacio topológico o geométrico, por ejemplo, un espacio euclídeo d-
dimensional:

Y =
{
Y (s) : s ∈ S ⊆ Rd

}
, (1.13)

donde S define un subconjunto discreto o continuo de Rd.

1.4.4. Procesos de Cox log-gaussianos (LGCP)

Según Baddeley et al. (2015), el enfoque más natural es construir modelos
para Y(s) = log(Λ(s)), es decir, el logaritmo de la intensidad estocástica.
De este modo, la escala logarítmica también asegura que los valores de
intensidad sean positivos. En muchas aplicaciones tiene sentido suponer que
Y(s) tiene una distribución gaussiana para cada localización s. Además, para
cada par de localizaciones (s,u), el par de valores (Y(s),Y(u)) deben tener
una distribución gaussiana bivariante. En general, para cualquier conjunto
elegido de ubicaciones s1, . . . , sn los valores correspondientes Y(s1), . . . ,Y(sn)
debe tener una distribución conjunta gaussiana multivariante. Una función
aleatoria Y(s) con estas propiedades se denomina campo aleatorio gaussiano
(véase un ejemplo en la Figura 1.3, en donde (a) representa la relización de un
campo aleatorio log-gaussiano, y (b) el patrón generado por el correspondiente
proceso de Poisson).

(a) Intensidad log-gaussiana (b) Proceso puntual

Figura 1.3: Fase de generación de un proceso de Cox log-gaussiano
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Dado que las variables aleatorias gaussianas pueden tomar valores negati-
vos, un verdadero campo aleatorio gaussiano no puede constituir un modelo
para la intensidad. Sin embargo, el campo aleatorio log-gaussiano obtenido
mediante exponenciación de un campo aleatorio gaussiano siempre es no ne-
gativo, pudiendo usarse como la intensidad de un proceso puntual. Un proceso
de Cox log-gaussiano (LGCP) es un proceso de Cox cuya intensidad estocás-
tica es de la forma

Λ(s) = exp(Y(s)), (1.14)

donde Y(s) es un campo aleatorio gaussiano. Una gran ventaja de Y(s) es
que está completamente especificado por sus momentos de primer y segundo
orden:

µ(s) = E[Y(s)], (1.15)

C(s,u) = Cov(Y(s),Y(u)) = E[Y(s)Y(u)] − µ(s)µ(u). (1.16)

Dos campos aleatorios gaussianos con las mismas funciones de media y
covarianza son, pues, idénticos con respecto a su distribución de probabilidad.
Los campos aleatorios gaussianos se pueden ajustar y reescalar de la misma
manera que las variables aleatorias gaussianas. Si Y0(s) es un campo aleatorio
gaussiano con media 0 y función de covarianza C0(s,u), y si a(s) y b(s)
son funciones no aleatorias, entonces Y(s) = a(s)Y0(s) + b(s) es un campo
aleatorio gaussiano con función media µ(s) = b(s) y función de covarianza
C(s,u) = a(s)a(u)C0(s,u). Esto hace posible construir una amplia gama de
campos aleatorios gaussianos no homogéneos, y por lo tanto, procesos de Cox
log-gaussianos no homogéneos a partir de una pequeña colección de modelos
estacionarios.

En los modelos donde C es isotrópica, es decir, sólo depende de la distancia
r = ∥s − u∥ entre las localizaciones s y u, la función de covarianza será de la
forma

C(s,u) = C0(r) = σ2γ

(
r

ϕ

)
, (1.17)

donde ϕ > 0 es un parámetro de escala, σ2 > 0 el parámetro de varianza y
γ(r) una función de correlación bien definida. La función exponencial es una
de las más utilizadas en este contexto, de forma que se tiene en este caso

C0(r) = σ2 exp
(

−r
ϕ

)
. (1.18)

Se puede incorporar el efecto de covariables a través de la formulación del
campo aleatorio de intensidad.
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1.5. PROCESOS ESPACIO-TEMPORALES

1.5. Procesos espacio-temporales

1.5.1. Tipo de datos

Según Sahu (2022), los datos se denominan espacio-temporales siempre
que cada uno de ellos lleve asociada una ubicación y una marca de tiempo,
incluyendo datos que se observan en un solo punto del tiempo o en una sola
ubicación en el espacio. La agregación en el tiempo o el espacio reduce la
variabilidad de los datos a analizar, y limita el alcance de las inferencias que
se pueden hacer. Por ejemplo, no es posible detectar tendencias mensuales
simplemente analizando datos agregados anuales.

Una de las primeras tareas en el análisis de datos espacio-temporales es
elegir las resoluciones espaciales y temporales de interés para modelizar los
datos. Por ello, es importante definir los objetivos inferenciales del estudio,
además de decidir sobre las resoluciones espaciales y temporales más altas
posibles a las que se deben hacer las inferencias; esto ayuda a determinar si se
está sujeto a trabajar con datos diarios, mensuales o anuales. Una resolución
demasiado fina, ya sea temporal y/o espacial, puede representar un gran
desafío en el procesamiento, modelización y análisis de datos; por lo tanto,
es importante mantener un equilibrio.

1.5.2. Procesos puntuales espacio-temporales

El término proceso de puntos o patrón de puntos espacio-temporales hace
referencia a que la información principal es sobre una colección de datos que,
de algún modo, evolucionan en el espacio y en el tiempo.

Si se considera una región de estudio espacial no discreta S ∈ R2 y un
marco temporal T ∈ R, los datos se tratan como una colección de eventos
instantáneos, cada uno de los cuales ocurre en una ubicación espacial s en un
tiempo t; es decir, en t se observa como máximo un suceso en la ubicación s.
Por lo tanto, no se considera que un evento permanezca en s después de su
ocurrencia.

Un proceso puntual espacio-temporal de Poisson Y (s, t) en S×T ⊆ R2 ×R
satisface las siguientes condiciones:

• En cualquier conjunto acotado A ⊆ S × T , N(Y ∩ A) sigue una
distribución de Poisson con un número esperado

∫
A
λ(s, t)d2(s, t). Por

ejemplo, si se supone A = AS ×AT ⊆ S × T entonces el valor esperado
es el número esperado de puntos en la región AS ⊆ S y en el intervalo
de tiempo AT ⊆ T . Nótese que d2(·, ·) indica la medida de Lebesgue en
el espacio-tiempo.
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• Para cualesquiera k subconjuntos arbitrarios disjuntos de S × T , por
ejemplo, A1, A2, . . . , Ak, su cardinalidad N(Y ∩A1), . . . , N(Y ∩Ak) son
variables independientes.

Además, para cualquier intervalo de tiempo [t1, t2] ⊂ T la proyección de Y
sobre S define un proceso de Poisson espacial en S con función de intensidad∫ t2

t1
λ(s, t)dt. De manera similar, para cualquier conjunto de A ⊂ S la

proyección de Y sobre T define un proceso de Poisson temporal con función
de intensidad

∫
A
λ(s, t)ds (Moradi y Mateu, 2020).

1.5.3. Características

A continuación se muestran varias definiciones fundamentales que carac-
terizan a los procesos puntuales espacio-temporales según Diggle et al. (2005)
y González et al. (2016).

Un proceso puntual espacio-temporal Y (s, t) es un subconjunto
aleatorio numerable de R2 ×R, donde un punto (s, t) corresponde a un evento
en la región espacio-temporal, tal que s ∈ R2 ocurre en el tiempo t ∈ R.
Se considera patrón puntual espacio-temporal a una realización del proceso
puntual, dada por una colección de puntos {ξ}n

i=1 = {(si, ti)}n
i=1 ⊆ S × T .

Definición. Una vecindad cilíndrica B[(s, t), r, h] centrada en (s, t) ∈
S × T con un radio espacial r > 0 y un radio temporal h > 0, se define
como

B[(s, t), r, h] = B[s, r] × [t− h, t+ h]
= {(u, l) ∈ S × T : ||s − u|| ≤ r, |t− l| ≤ h},

(1.19)

donde B[s, r] = {u ∈ S : ||s − u|| ≤ r} es una esfera euclídea con centro en
s ∈ S y radio r, || · || representa la distancia euclídea y | · | el valor absoluto. En
este contexto, Brh = B[(0, 0), r, h] define una forma de medir las distancias
espacio-temporales.

Definición. Sea Y (s, t) un proceso puntual espacio-temporal en S × T ⊆
R2 × R. Se dice que Y (s, t) es completamente estacionario si el proceso
desplazado (u, l) + Y (s, t) con (u, l) ∈ S × T tiene la misma distribución
que el proceso original Y (s, t) para cualquier (s, t) ∈ S × T .

Definición. Sea Y (s, t) un proceso puntual espacio-temporal en S × T ⊆
R2 × R. Se dice que Y (s, t) es espacialmente isotrópico si, para cualquier
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1.5. PROCESOS ESPACIO-TEMPORALES

rotación r alrededor del origen, el proceso rotado rY (s, t) = {(rs, t) : (s, t) ∈
Y } tiene la misma distribución que Y (s, t).

Las densidades producto λ(k), con k ≥ 1, son herramientas fundamentales
en el análisis estadístico de procesos puntuales. λ(k) se pueden definir mediante
el teorema de Campbell. Este teorema establece que, dado un proceso puntual
espacio-temporal Y (s, t) en R2 × R, para cualquier función no negativa h en
(R2 × R)(k),

E

 ̸=∑
ξ1,...,ξk∈Y

h(ξ1, . . . , ξk)

 =
∫
R2×R

· · ·
∫
R2×R

h(ξ1, . . . , ξk)λk(ξ1, . . . , ξk)

×
k∏

i=1
dξi.

(1.20)

1.5.4. Función de intensidad espacio-temporal

Definición. La medida de intensidad Λ para un proceso puntual espacio-
temporal está dada por Λ(A×B) = E[N(A×B)], A×B ⊆ S×T . Si la medida
de intensidad se puede escribir como

Λ(A×B) =
∫

A

∫
B

λ(s, t)dsdt, (1.21)

con A×B ⊆ S×T , donde λ(s, t) es una función no negativa, entonces λ(s, t)
se llama función de intensidad de Y (s, t). Si λ(s, t) ≡ λ > 0, entonces se dice
que Y (s, t) es homogéneo o estacionario de primer orden con intensidad λ; de
lo contrario, se dice que Y (s, t) es no homogéneo.

Separabilidad de primer orden

Se habla de separabilidad de primer orden si la función de intensidad
de primer orden se puede factorizar en espacio y tiempo; es decir, para
(s, t) ∈ R2 × R, λ(s, t) se representa como el producto de sus componentes
marginales espacial y temporal,

λ(s, t) = λ1(s)λ2(t), (1.22)

y en su forma continua,

Λ(A×B) =
∫

A

λ1(s)ds
∫

B

λ2(t)dt, (1.23)
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donde λ1(·) y λ2(·) son funciones no negativas y no necesariamente únicas.
Un proceso estacionario espacio-temporal puntual Y (s, t) es automática-

mente separable de primer orden ya que su intensidad λ = λ1λ2 ≥ 0 es cons-
tante. Si Y (s, t) es estacionario en el espacio, implica que λ(s, t) depende sólo
de t; por tanto, también es separable de primer orden siendo λ1 una constante
no negativa. Del mismo modo, cuando Y (s, t) es estacionario en el tiempo, lo
que implica que λ(s, t) dependa sólo de s, la separabilidad de primer orden
se mantiene con λ2 y es una constante no negativa. Se definen las funciones
marginales de intensidad espacial y temporal como sigue:

λ(s) = λ1(s)
∫

T

λ2(t)dt,

λ(t) = λ2(t)
∫

S

λ1(s)ds,
(1.24)

por lo que satisface λ(s, t) ∝ λ(s)λ(t) si Y (s, t) es estacionario. Para Y (s, t)
con intensidad homogénea λ, λ(s) y λ(t) serían constantes.

Estimación

Considerando que generalmente se dispone de una única realización, al
estimar la función de intensidad de primer orden (conjunta espacio-temporal)
la tarea es encontrar estimadores para λ̂ : S × T → R que sean insesgados.

Si se supone separabilidad de primer orden, se puede encontrar λ̂ a través
de estimadores insesgados de sus componentes marginales, espacial λ̂(s) y
temporal λ̂(t), de la forma

λ̂(s, t) = 1
n

(
λ̂(s)λ̂(t)

)
, (1.25)

que también constituye un estimador insesgado del número esperado de
puntos. Para estimaciones no paramétricas, Diggle et al. (2005) muestran
una estimación para λ̂ mediante un método de suavizado con un núcleo
gaussiano, y para la componente temporal mediante un modelo de regresión
estándar log-lineal de Poisson, debido a que λ(t) representa el valor esperado
incondicional del número de casos en un tiempo ti (véase Diggle et al., 2005,
Taylor et al., 2015 y González et al., 2016). Se pueden consultar otros modelos
sobre estimación de λ̂(s) y λ̂(t) no paramétricos en Choi y Hall (2001) y
Contreras Rozo (2018). Para un método de suavizado en bases polinomiales,
véanse los capítulos 2 y 3, y para un semi-paramétrico véanse Zhuang y Mateu
(2019) y el capítulo 4.

Funciones de intensidad condicionadas

La función de intensidad condicionada λ∗(s, t|Ht) de un proceso puntual
espacio-temporal es la tasa esperada de que se produzcan puntos en torno a
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1.5. PROCESOS ESPACIO-TEMPORALES

la localización espacio-temporal (s, t) condicionada a la historia Ht (conjunto
de localizaciones y tiempos de todos los eventos del proceso que ocurren antes
del tiempo t) con t ∈ T . Es decir, Ht es la familia de σ-álgebras generada
por los eventos que ocurren en tiempos hasta t, pero sin incluir t (González
et al., 2016; Zhuang y Mateu, 2019). Según González et al. (2016) y referencias
incluidas, se tiene que

λ∗(s, t|Ht)dsdt = E[N (ds × dt)|Ht], (1.26)

con (s, t) ∈ ds × dt ⊆ S × T .

Factor de efecto de borde

El factor de corrección de borde es el producto de un factor de corrección de
borde espacial y otro temporal. Los efectos de borde surgen porque los puntos
que aparecen fuera de los límites de la región de estudio no son tomados
en cuenta para estimar los estadísticos de resumen, por lo que producen
estimaciones sesgadas.

Los mecanismos y estimadores para corregir el efecto de borde están
bien sustentados para el caso espacial, en particular la corrección de bordes
isotrópicos (véase Gabriel, 2014; González et al., 2016). Del mismo modo se
da la extensión al caso espacio-temporal, en donde los más comunes son: el
isotrópico, de bordes modificados y de traslación. En general, se determina
un factor de corrección de bordes en función de ciertos pesos. La descripción
de cada uno de los métodos puede verse en Gabriel (2014), González et al.
(2016).

Medidas de momento de segundo orden

Permiten determinar si los puntos tienden a formar agregaciones o
presentar dispersión (regularidad) en un rango de distancias. Esto se logra
mediante la función de correlación por pares, medidas de momentos de segundo
orden reducidas (funciones L y K) y los estadísticos de resumen basadas en
las distancias entre puntos (como las funciones F , G y J).

• Función de correlación por pares
Las medidas de interacción espacio-temporal de segundo orden, en
particular en presencia de no homogeneidad, están dadas por la función
de correlación por pares,

g(ξ1, ξ2) = λ2(ξ1, ξ2)
λ(ξ1)λ(ξ2) , (1.27)
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con ξ1, ξ2 ∈ S × T . Si los puntos son independientes unos de otros como
es el caso del proceso de Poisson, g(·, ·) = 1. Cuando g(·, ·) > 1 indica
la presencia de atracción entre los puntos (agregación), mientras que
g(·, ·) < 1 indica repulsión (regularidad).
Al igual que en el caso de la separabilidad de primer orden, se dice que
la función de correlación por pares es separable si

g((s, t), (u, l)) = g1(s,u)g2(t, l), (1.28)

donde g1 y g2 son funciones no negativas (Moller y Ghorbani, 2012).

Definición. El proceso puntual espacio-temporal Y (s, t) es estacionario
de segundo orden ponderado por la intensidad si

g((s, t), (u, l)) = ḡ(s − u, t− l), (1.29)

para cualquier (s, t), (u, l) ∈ S × T , donde ḡ es alguna función no
negativa.
Si el proceso también es isotrópico, entonces ḡ(s − u, t − l) = g0(r, h),
es decir, g(·, ·) sólo depende de las distancias r = ||s − u|| y h = |t− l|,
donde g0 es alguna función no negativa. La función de correlación por
pares puede extenderse a órdenes generales k ≥ 2 de la forma

gk(ξ1, . . . , ξk) = λk(ξ1, . . . , ξk)∏k
i=1 λ(ξi)

, (1.30)

con ξ1, . . . , ξk ∈ S × T . Su estimación no paramétrica está dada por

ĝ(r, h) = 1
4πr

n∑
i=1

n∑
j=1,j ̸=i

K1ϵ(||si − sj || − r)K2δ(|ti − tj | − l)
λ̂(si, ti)λ̂(sj , tj)wij

, (1.31)

con r > ϵ, t > δ, donde K1ϵ y K2δ son funciones núcleo unidimensionales
con anchos de banda espacial y temporal ϵ y δ, respectivamente
(véanse más detalles sobre funciones núcleo en Baddeley et al., 2015).
Finalmente, wij son pesos (factores de corrección de bordes) que corrigen
la pérdida de información relativa a la interacción que se produce entre
los puntos cercanos a la frontera de S × T , y sus valores dependerán del
método elegido.
Intuitivamente, la probabilidad de observar un par de eventos de
Y (s, t) que ocurren simultáneamente en cada uno de los dos conjuntos
infinitesimalmente pequeños con centros (s, t), (u, l), y volúmenes d(s, t),
d(u, l), está dada por el producto de una función de los localizaciones
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1.5. PROCESOS ESPACIO-TEMPORALES

(s,u) y las áreas (ds, du), y una función que depende de los tiempos
(t, l) y las longitudes (dt, dl), es decir,[

λ̂1(s)λ̂1(u)g1(s,u)dsdu
]

×
[
λ̂2(t)λ̂2(l)g2(t, l)dtdl

]
. (1.32)

• Medidas de momentos de segundo orden reducidas
Función K. Representa el número esperado de puntos en una esfera de
radio r cuyo centro es un punto en Y no considerado en el conteo. Sea
Y (s, t) un proceso puntual espacio-temporal de intensidad estacionaria
reponderada de segundo orden; entonces,

K(r, h) =
∫

1 [∥s∥ ≤ r, t ≤ h] g(s, t)d(s, t), (1.33)

con r > 0 y h > 0, donde ∥s∥ es la distancia euclídea en R2 y t es un
valor absoluto.
En el caso estacionario, λK(s, t) puede interpretarse como el número
esperado de puntos dentro de un cilindro de radio r y altura 2h
(para algunas especificaciones sobre la función K, véase Van Lieshout
y Baddeley, 1996; Moller y Ghorbani, 2012; Rodríguez Cortés, 2014;
González et al., 2016; Gabriel, 2014, entre otros autores).

• Estadísticos de resumen
Los estadísticos de resumen basados en las distancias entre puntos, como
las funciones F , G y J , son utilizados para cuantificar las interacciones
en los procesos espacio-temporales no homogéneos.
Función F . Es la función de distribución de la distancia desde un origen,
u otro punto fijo en R2, hasta el punto más cercano en Y .
Función G. Es conocida también como función al vecino más cercano,
y se interpreta como la función de distribución de la distancia desde un
punto típico hasta el vecino más cercano en Y .
Función J . Fue propuesta por Van Lieshout y Baddeley (1996), y está
dada de la siguiente forma:

J(r) = (1 −G(r))
(1 − F (r)) , (1.34)

para F (r) < 1. Para un proceso Poisson homogéneo en R2, se cumple
J(r) < 1. En general, para valores pequeños de r > 0, F (r) < G(r) (o
J(r) < 1) indica agregación o clustering, y F (r) > G(r) (o J(r) > 1)
regularidad (Moller y Waagepetersen, 2003). (Para más detalles sobre
cada una de estas funciones véase Van Lieshout y Baddeley, 1996;
Rodríguez Cortés, 2014; González et al., 2016, entre otros autores).
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1.5.5. Clasificación
Rodríguez Cortés (2014) y González et al. (2016) exponen una clasificación

de los modelos espacio-temporales más recientes. Sin embargo, al identificar
que la distribución estacionaria del proceso espacio-temporal INGARCH es
equivalente a un proceso auto-excitado dado por Hawkes (1971a), y que los
modelos SPINGARCH conservan las propiedades de los INGARCH, se los
incluye en la clasificación. Por lo tanto, los modelos espacio-temporales se
pueden clasificar de la siguiente forma:

Modelos espacio-temporales empíricos

• Procesos de Poisson homogéneos

• Procesos de Poisson no homogéneos

• Procesos de Neyman-Scott

• Procesos geométricos anisotrópicos de Poisson

• Procesos de inhibición

• Procesos de Strauss

• Procesos de Cox

• Procesos de Cox log-gaussianos

• Procesos estacionarios de Poisson y shot-noise de Cox

Modelos espacio-temporales mecanicistas

• Procesos de Poisson

• Procesos de auto-excitación

— Procesos de Hawkes semi-paramétricos
— Procesos Integer Generalized Auto-Regressive Conditionally Hete-

roscedastic (INGARCH)
— Procesos Spatial Integer Generalized Auto-Regressive Conditio-

nally Heteroscedastic Correlation (SPINGARCH)
— Procesos de secuencias de réplicas de tipo epidémico (ETAS)

1.6. Medidas de riesgo
En esta sección se describen algunas definiciones y teoremas elementales

necesarios para el análisis y cuantificación de las probabilidades de eventos
extremos.

Se toman principalmente las definiciones y teoremas descritos de Salvadori
et al. (2007), Malevergne y Sornette (2006), Markose y Alentorn (2005), Abad
et al. (2014), McNeil y Frey (2000), Coles (2001), entre otros autores.
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1.6. MEDIDAS DE RIESGO

1.6.1. Teoría de valores extremos

La teoría de valores extremos o EVT (Extreme Value Theory) es el área
de la estadística dedicada a desarrollar modelos y técnicas para estimar
(cuantificar) el comportamiento estocástico de los eventos inusuales o raros
de uno o varios procesos, es decir, de aquellos valores que pertenecen a las
colas de la distribución y están alejados de su media o mediana. La EVT es
una herramienta que trata de dar la mejor estimación posible de la cola de la
distribución; es útil incluso en ausencia de datos históricos, ya que permite la
modelización del comportamiento empírico basándose en el conocimiento de
la distribución asintótica.

Tiene una amplia aplicación en medio ambiente, hidrología, meteorología,
geología, finanzas, seguros, entre otras áreas.

Valores extremos univariantes

El análisis de valores extremos univariantes se desarrolla a partir de los
resultados de Fréchet (1927), Fisher y Tippett (1928) y Von Mises (1936)
(Salvadori et al., 2007), que sientan las bases de la teoría probabilística de
valores extremos unidimensional. Al modelizar los máximos de una variable
aleatoria, la EVT desempeña el mismo papel fundamental que el teorema del
límite central al modelizar la suma de variables aleatorias. En ambos casos, la
teoría indica cuáles son las distribuciones límite.

Comúnmente se presentan dos enfoques para identificar los extremos en
los datos reales.

(a) Máximos de bloque (b) Excesos sobre un umbral c

Figura 1.4: Enfoques para identificar valores extremos en datos reales

Máximos por bloques

Es el método tradicional, utilizado para analizar datos con estacionalidad.
Considera el máximo o el mínimo que toma la variable en períodos sucesivos,
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por ejemplo, meses, años, etc. En la Figura 1.4a se muestran observaciones z3,
z5 y z11, que representan máximos de bloque para tres períodos con cuatro
observaciones en cada período.

Sea Z1, . . . , Zn una secuencia de variables aleatorias i.i.d. con función de
distribución común F y Mn el máximo:

Mn = máx{Z1, . . . , Zn}. (1.35)

La distribución de Mn podría obtenerse de manera exacta a partir de
la distribución de las n variables, teniendo en cuenta las propiedades de
independencia (véase Coles, 2001).

La ley límite para los máximos de bloque consiste en la búsqueda de
secuencias de constantes {bn;n ≥ 1} y {an;n ≥ 1} (véase más detalles sobre
su cálculo en Salvadori et al., 2007) tales que la distribución de M∗

n = Mn−bn

an

converge a una distribución no degenerada cuando n → ∞, es decir,

ĺım
n→∞

Fn(anz + bn) = G(z). (1.36)

El rango completo de distribuciones límite que podrá seguir M∗
n vendrá

dado por el teorema de valores extremos de Fisher-Tippett (1928).

Teorema. Si existen sucesiones de constantes {an > 0}, {bn}, y alguna
función de distribución no degenerada G tal que

P

(
Mn − bn

an
≤ z

)
= Fn (anz + bn) → G(z), (1.37)

cuando n → ∞, para todos los puntos donde G es continua, entonces G(z),
con z ∈ R, pertenece a alguna de las distribuciones siguientes:

1. Gumbel:

G(z) = exp
{

− exp
[
−z − b

a

]}
, −∞ < z < ∞ (1.38)

2. Fréchet:

G(z) =
{

0, z ≤ b

exp
{

−
(

z−b
a

)−η
}
, z > b

(1.39)

3. Weibull:

G(z) =
{

exp
{

−
(
− z−b

a

)η
}
, z < b

1, z ≥ b
(1.40)
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1.6. MEDIDAS DE RIESGO

con a > 0 parámetro de escala, b ∈ R parámetro de posición y η > 0 parámetro
de forma.

Las tres distribuciones mencionadas se conocen como distribuciones de
valores extremos. Este resultado es muy importante, ya que la distribución
asintótica de los máximos M∗

n siempre pertenece a una de estas tres
distribuciones, independientemente de la distribución original F .

Según Markose y Alentorn (2005), Jenkinson (1955) y Von Mises (1936)
propusieron una única representación paramétrica estándar para las tres distri-
buciones, conocida como Distribución de Valores Extremos Generaliza-
da o GEVD (Generalized Extreme Value Distribution). Para ello se establece
ξ = η−1 para la distribución de Fréchet, ξ = −η−1 para Weibull y el caso
límite ξ = 0 para la distribución de Gumbel, dando como resultado

GEVξ,µ,σ(z) =
{

exp
{

−
[
1 + ξ

(
z−µ

σ

)]−1/ξ
}
, ξ ̸= 0

exp
{

− exp
[
− z−µ

σ

]}
, ξ = 0

(1.41)

con {z : 1+ξ(z−µ)/σ > 0} y µ parámetro de posición, σ parámetro de escala
y ξ parámetro de forma, satisfaciendo −∞ < µ < ∞, σ > 0 y −∞ < ξ < ∞.
El parámetro de forma indica el espesor de la cola de la distribución. Si el
valor del parámetro es alto, la cola de la distribución es más pesada. Si ξ < 0
la variable Z tendrá distribución de Weibull, si ξ = 0 distribución de Gumbel
y si ξ > 0 distribución de Fréchet.

Teorema. Si existen sucesiones de constantes {an > 0} y {bn} tales que

P

[
Mn − bn

an
≤ z

]
→ G(z), (1.42)

cuando n → ∞, para una distribución G no degenerada, entonces G pertenece
a la familia de distribuciones GEV,

G(z) = exp
{

−
[
1 + ξ

(
z − µ

σ

)]−1/ξ
}
. (1.43)

La representación generalizada es especialmente útil cuando hay que calcular
estimaciones de máxima verosimilitud, ya que, en general, no se conoce de
antemano el tipo de distribución límite de la muestra.

Este último teorema está estrechamente relacionado con la propiedad de
estabilidad maximal.

Definición. Una distribución G se denomina max-estable si, para todo
n = 2, . . . , existen constantes an > 0 y bn tales que,

Gn(anz + bn) = G(z), con z ∈ R. (1.44)

Es decir, una distribución es max-estable si y solo si es una distribución
de GEV. Esto conduce a que al tomar máximos muestrales se genere una
distribución idéntica, pero con distintos parámetros de localización y escala.
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Excesos sobre un umbral

Estos métodos utilizan los datos de forma más eficiente, concentrándose
en las realizaciones que superan un determinado umbral (alto). Por ejemplo,
en la Figura 1.4b, las observaciones z1, z2, z3, z5, z7 y z11 superan el umbral
c y constituyen eventos extremos. Se les conoce también como picos sobre un
umbral o POT (Peaks Over Threshold). Y por ello, es el método más utilizado,
a pesar de que, en general, se dispondrá de muy pocas observaciones para
umbrales altos.

Sea Z1, Z2, . . . una secuencia de variables aleatorias i.i.d. con función
de distribución marginal F , y sean Z las excedencias Z = Z − c. El
comportamiento de Z vendrá dado por la probabilidad condicionada

P [Z > c+ z|Z > c] = 1 − F (c+ z)
1 − F (c) , z > 0. (1.45)

F y la distribución de las excedencias del umbral deberían ser conocidas; sin
embargo, en la práctica no sucede así, por lo que se hallan aproximaciones
GEV.

Según el teorema de Pickands (Pickands, 1975), para un umbral suficien-
temente alto, los excesos de la variable Z sobre c, dado que Z > c, tienen
aproximadamente Distribución de Pareto Generalizada o GPD (Gene-
ralized Pareto Distribution); es decir, la función de distribución asintótica de
(Z − c), condicionada a Z > c, está dada por

GPDσ,ξ(z) =
{

1 −
{[

1 + ξ
(

z
σ̃

)]−1/ξ
}
, ξ ̸= 0

1 − exp
(
− z

σ̃

)
, ξ = 0

(1.46)

con z ≥ 0,
(

1 + ξz
σ̂

)1/ξ

> 0 y σ̃ = σ + ξ(c− µ); −∞ < ξ < +∞ parámetro de
forma y σ̃ parámetro de escala. Para una GPD estándar se denota GPDξ.

El comportamiento de la GPD está determinado por ξ, es decir:

• Si ξ < 0, la distribución está acotada superiormente, 0 < z < − σ̃
ξ , y la

distribución pertenece al dominio de atracción de Weibull.

• Si ξ = 0, la distribución pertenece al dominio de atracción de Gumbel,
para 0 < z < +∞.

• Si ξ > 0, la distribución pertenece al dominio de atracción de Fréchet,
para 0 < z < +∞.

En lo que refiere a σ̃ = σ, por simplicidad, se utilizará σ en lugar de σ̃.
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1.6. MEDIDAS DE RIESGO

Selección del umbral

Para elegir el umbral adecuado se debe tomar en cuenta que un umbral muy
bajo aumentaría el sesgo del modelo, mientras que un umbral demasiado alto
generaría un número de excedencias muy pequeño, incrementando su varianza.
Para ello, se dispone de varios métodos; sin embargo, aquí se detallan los dos
más comunes:

• Esperanza de la GPD. Está basado en la esperanza de la GPD, de
forma que, si Z sigue esta distribución con parámetros σ y ξ,

E[Z] = σ

1 − ξ
, con ξ > 1. (1.47)

Si la GPD es válida para las excedencias del umbral c0, para un término
arbitrario Z de la serie, tendrá

E[Z − c0|Z > c0] = σc0

1 − ξ
, con ξ > 1, (1.48)

donde σc0 es el parámetro de escala de la distribución de excedencias del
umbral c0. Esto quiere decir que, si la GPD es válida para las excedencias
de c0, será igualmente válida para cualquier umbral c > c0 mediante una
sustitución del parámetro de escala por σc. Entonces se tiene que

E[Z − c|Z > c] = σc0 + ξc

1 − ξ
. (1.49)

Se espera que los resultados de la expresión (1.49) varíen linealmente
según como la variación de c se ajuste a la GPD apropiada. Esto conduce
a {(

c,
1
nc

nc∑
i=1

(z(i) − c)
)

: c < zmáx

}
, (1.50)

siendo z(1), z(2), . . . , z(nc) las observaciones que exceden el umbral c, y
zmáx el máximo de la Zi, dando como resultado el gráfico de vida residual
media (véase la Figura 1.5). El umbral debe estar dentro del intervalo
donde el gráfico muestre una tendencia lineal.

• Ajuste de la GPD. Consiste en ajustar la GPD en un rango de
umbrales, sobre el cual se elegirá c de acuerdo a la presencia de
estabilidad de los parámetros estimados. Si una GPD es razonable
para modelizar las excedencias de un umbral c0, también lo será para
c > c0, con parámetros de forma ξ idénticos y parámetros de escala que
satisfacen la relación

σc = σc0 + ξ(c− c0), siempre que ξ ̸= 0, (1.51)
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Figura 1.5: Vida residual media

donde σc es el valor del parámetro de escala de la GPD para un umbral
c > c0. Este problema se puede solucionar reparametrizando σc como

σ∗ = σc − ξc, (1.52)

considerándola como constante con respecto a c. Las estimaciones de σ∗

y de ξ deberían ser constantes por encima de c0 si c0 es un umbral válido
para que los excesos sean GPD (Coles, 2001). Los intervalos de confianza
para ξ̃ se obtendrán a través de la matriz de varianzas-covarianzas,
mientras que los intervalos de confianza para σ̃∗ requieren el uso del
método delta.

También existen modelos semi-paramétricos construidos en torno al esti-
mador de Hill (véase Beirlant et al., 1996; Ciuperca y Mercadier, 2010; Abad
et al., 2014; Mora Valencia, 2010).

1.6.2. Valores extremos multivariantes
La teoría matemática de valores extremos multivariantes (MEV) es un

campo relativamente novedoso. Diversos aspectos están bien desarrollados y
existen análogos de los modelos de bloque y umbral. Como en el caso uni-
variante, estos modelos sólo tienen justificaciones asintóticas, y su idoneidad
para cualquier aplicación práctica debe comprobarse con cuidado (Salvadori
et al., 2007).

El análisis de los MEV se basa en una ordenación por componentes.
Para una serie vectorial i.i.d. (Zi,1, . . . , Zi,p), i = 1, . . . , n, con función
de distribución conjunta F y marginales F1, . . . , Fp, el vector de máximos
por componentes, Mn, viene dado por Mn = (Mn,1, . . . ,Mn,p), donde
Mn,j = máx{Z1,j , . . . , Zn,j}, para j = 1, . . . , p. Bajo condiciones generales,
Mn,j convenientemente normalizado converge en distribución a un miembro
de la clase de distribuciones de valores extremos multivariantes o MEVD
(Multivariate Extreme Value Distributions).
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1.6. MEDIDAS DE RIESGO

Distribuciones de valores extremos multivariantes

Sean Zi = (Zi,1, . . . , Zi,p), con i = 1, . . . , n, vectores aleatorios i.i.d. de
dimensión p con función de distribución F . Como en el caso univariante, una
forma estándar de operar es buscar la existencia de secuencias de constantes
{an,j > 0} y {bn,j}, ∀j = 1, . . . , p, y una función de distribución G con
marginales no degeneradas, tales que, cuando n → ∞,

G(z1, . . . , zp) = ĺım
n→∞

P

{
Mn,1 − bn,1

an,1
≤ z1, . . . ,

Mn,p − bn,p

an,p
≤ zp

}
= ĺım

n→∞
Fn(an,1z1 + bn,1, . . . , an,pzp + bn,p) → G(zp),

(1.53)

con Z = (Z1, . . . , Zp) ∈ Rp, donde G es la función de MEVD y F pertenece
al dominio de atracción maximal de G.

Se han propuesto varios métodos de análisis de excedencias de umbrales,
todos ellos basados en la aproximación de F en una región extremal definida
usando las condiciones del dominio de atracción especificado. La especificación
de las distribuciones multivariantes en términos de cópulas proporciona un
enfoque muy útil en este contexto.

1.6.3. Cópulas

Uno de los procedimientos más comunes al analizar eventos extremos
multivariantes es el uso de cópulas, por su capacidad de reflejar diversos tipos
de dependencia entre dos o más variables aleatorias, independientemente de su
distribución marginal; más concretamente, las cópulas permiten representar
la estructura de dependencia existente entre varias funciones de densidad
univariantes o multivariantes, ya que conducen a una función de densidad
conjunta.

Sean X e Y dos variables aleatorias con función de distribución conjunta
denotada por H,

H(x, y) = P [X ≤ x;Y ≤ y], (1.54)

con marginales F1 y F2 continuas y estrictamente crecientes, por lo que existen
sus inversas F−1

1 y F−1
2 . Entonces, la cópula está dada por

C (u, v) = H
(
F−1

1 (u), F−1
2 (v)

)
, ∀u, v ∈ [0, 1]. (1.55)

La función C es el único objeto que obedece a la propiedad de invariancia bajo
mapeo estrictamente creciente y que captura completamente la dependencia
total entre X e Y . Es importante destacar las siguientes propiedades:

1. C (u, 1) = u y C (1, v) = v, ∀u, v ∈ [0, 1].
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2. C (u, 0) = C (0, v) = 0, ∀u, v ∈ [0, 1].

3. C es 2-creciente, es decir, ∀u1 ≤ u2 y v1 ≤ v2: C (u2, v2) − C (u2, v1) −
C (u1, v2) + C (u1, v1) ≥ 0.

Esta última propiedad es una simple traducción de la no negatividad de las
probabilidades, concretamente de

P
[
F−1

1 (u1) ≤ X ≤ F−1(u2);F−1
2 (v1) ≤ Y ≤ F−1

2 (v2)
]
. (1.56)

Estas tres propiedades definen el objeto matemático llamado cópula
introducido por Sklar (1959).

Definición. Una función C : [0, 1]n → [0, 1] es una n-cópula si goza de
las siguientes propiedades:

• ∀u ∈ [0, 1], C (1, . . . , 1, u, 1, . . . , 1) = u.

• ∀ui ∈ [0, 1], C (u1, . . . , un) = 0 si al menos una de las ui es igual a cero.

• C es n-creciente, es decir, el C -volumen cuyos vértices se encuentran
en [0, 1]n es positivo.

De esta definición se deriva que una cópula no es más que una distribución
multivariante con soporte en [0, 1]n y con marginales uniformes. Se deduce
inmediatamente que una suma convexa de cópulas sigue siendo una cópula.
Las cópulas son muy útiles para representar distribuciones multivariantes
(Malevergne y Sornette, 2006).

Teorema de Sklar. Dada una función de distribución n-dimensional F
con marginales continuas F1, . . . , Fn, existe una única n-cópula C : [0, 1]n →
[0, 1] tal que,

F (x1, . . . , xn) = C (F1(x1), . . . , Fn(xn)). (1.57)

Este teorema proporciona tanto una parametrización de las distribuciones
multivariantes como un esquema de construcción de cópulas. En efecto, dada
una distribución multivariante F con marginales F1, . . . , Fn, la función

C (u1, . . . , un) = F (F−1
1 (u1), . . . , F−1

n (un)) (1.58)

es automáticamente una n-cópula de la distribución multivariante F (Male-
vergne y Sornette, 2006).
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Familias de cópulas

Como se muestra en el teorema de Sklar, para cada distribución multiva-
riante se puede derivar fácilmente una cópula. Sin embargo, solo unas pocas
familias de cópulas desempeñan un papel relevante.

A continuación se describen en forma rápida algunas de las familias de
cópulas:

• Cópulas elípticas. Se derivan de las distribuciones elípticas multiva-
riantes, siendo las más importantes las de Gauss y de Student. Por cons-
trucción, se acercan la una a la otra en su parte central, y en su cola
sólo cuando aumenta los grados de libertad de la Student. Como con-
secuencia, a veces es difícil distinguir entre ellas, incluso con pruebas
sensibles. Pueden tener comportamientos drásticamente diferentes con
respecto a la dependencia entre los extremos (véanse detalles de cada
una de estas cópulas en Malevergne y Sornette, 2006; Salvadori et al.,
2007, entre otros).

• Cópulas arquimedianas. Engloban múltiples cópulas y gozan de
ciertas propiedades interesantes. Se han desarrollado diversos modelos
para dar cuenta de la dependencia entre múltiples fuentes de riesgo.
Definición. Sea φ una función continua estrictamente decreciente,
convexa, de [0, 1] en [0,∞] tal que φ(1) = 0. Sea φ[−1] la pseudoinversa
de φ, es decir,

φ[−1](t) =
{
φ−1(t) si 0 ≤ t ≤ φ(0)

0 si t ≥ φ(0). (1.59)

Entonces,
C (u, v) = φ[−1](φ(u) + φ(v)) (1.60)

es una cópula arquimediana con generador φ.
La generalización a una n-cópula esta dada por

C (u1, . . . , un) = φ[−1](φ(u1) + · · · + φ(un)) = Cn; (1.61)

esta formulación se cumple (es decir, Cn es en realidad una cópula n-
arquimediana) si y sólo si φ[−1] es n-monótona,

(−1)k dkφ[−1](t)
dtk

≥ 0, ∀k = 0, 1, . . . , n. (1.62)

Cuando esta última relación se cumple para todo n ∈ N, se dice que
φ[−1] es completamente monótona. En tal caso, la cópula bivariante
arquímediana se puede generalizar a cualquier dimensión.
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La complejidad de la estructura de dependencia entre n variables se
integra en una función de una sola variable φ. Esto transforma una
formulación multidimensional en otra mucho más sencilla de carácter
unidimensional. Las más comunes son:

— Cópula de Clayton. Es una cópula límite, dada por

C Cl
θ (u, v) = máx

([
u−θ + v−θ − 1

]− 1
θ , 0

)
, (1.63)

con θ ∈ [−1,∞) y generador φ(t) = 1
θ (t−1 − 1).

— Cópula de Gumbel. Describe la dependencia mediante la teoría
de valores extremos, y está dada por

C G
θ (u, v) = exp

(
−
[
(− ln u)θ + (− ln v)θ

] 1
θ

)
, (1.64)

con θ ∈ [1,∞) y generador φ(t) = (− ln t)θ.
— Cópula de Frank. Está dada por

C F
θ (u, v) = 1

θ
ln
(

1 +
(
e−θu − 1

) (
e−θv − 1

)
e−θ − 1

)
, (1.65)

con θ ∈ R y generador φ(t) = − ln eθt−1
e−θ−1 .

Un procedimiento general para construir los generadores de cópulas
arquimedianas ha sido propuesto por Marshall y Olkin (1988) (véanse
más detalles en Malevergne y Sornette, 2006).

Cópulas de valor extremo

Otra familia de cópulas de uso común son las cópulas de valores extre-
mos. Se derivan de la estructura de dependencia de la distribución GEV mul-
tivariante; además, son capaces de representar procesos de max-estabilidad
multivariantes.

Definición. Una d-cópula C que satisface la relación

C (uk
1 , . . . , u

k
d) = C k(u1, . . . , ud), ∀k > 0, (1.66)

se denomina Cópula de Valor Extremo o EVC (Extreme Value Copula).

Además, si F pertenece al dominio de atracción maximal, entonces la
función C es la EVC límite de F .

Una de las familias que satisface la definición de EVC es la cópula de
Gumbel-Hougaard, dada por
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1.6. MEDIDAS DE RIESGO

Cθ(u)k = exp
{

−
[
(−k ln u1)θ, . . . , (−k ln ud)θ

]1/θ
}

= Ck
θ (u). (1.67)

Esta es la única familia arquimediana de EVC (Salvadori et al., 2007).
NOTA: La expresión (1.66) destaca una característica fundamental de las

EVC, más conocida como propiedad de max-estabilidad (véanse más detalles
en Salvadori et al., 2007).

1.6.4. Medidas de riesgo
Según Kriele y Wolf (2014), se conoce como riesgo a la posibilidad de que se

produzcan acontecimientos desfavorables. Cuando se intenta captar el riesgo
de forma cuantitativa resulta ser un fenómeno de múltiples aspectos.

Matemáticamente consiste en identificar las fluctuaciones, es decir, se
tienen en cuenta tanto las variaciones favorables como las desfavorables.
Entonces, sea (Ω,A , P ) un espacio de probabilidad con una σ-álgebra A
y una medida de probabilidad P . Se denota como MB(Ω,R2) el espacio de
variables aleatorias valoradas en Rk

Z : Ω → Rk, ω 7→ Z(ω), (1.68)

es decir, aspectos medibles con respecto a A y a la σ-álgebra de Borel.
Definición. Una medida de riesgo es una aplicación

ρ : M (Ω,R) → R, Z 7→ ρ(X), (1.69)

donde M (Ω,R) ⊆ MB(Ω,R) es un subespacio vectorial adecuado (que
depende de ρ).

Existen múltiples formas de medir el riesgo (véanse detalles en Kriele y
Wolf, 2014); sin embargo, se hace referencia a las más comunes:

Valor en riesgo (VaR)

El valor en riesgo o VaR (Value-at-Risk) es el α-ésimo percentil de la
distribución F ,

V aRα(Z) = ı́nf{z ∈ R : FZ(z) ≥ α}, (1.70)
donde FZ es la función de distribución de Z. V aRα es la mínima pérdida que
se produce en el 100(1 − α) % de los peores escenarios.

En el lenguaje de la Estadística, el valor en riesgo representa el cuantil α
inferior de la distribución de Z. En el caso especial de que FZ sea invertible,
se tiene que

V aRα(Z) = F−1
Z (α), (1.71)

donde 1 > α ≥ 0 y F−1
Z (α) es la inversa de FZ . Al igual que F , se trata de

cantidades teóricas que no se conocen (véanse más detalles en Kriele y Wolf,
2014).
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Riesgo de cola

El valor de riesgo de cola, a diferencia del valor en riesgo, también pondera
las pérdidas más elevadas.

Definición. El valor del riesgo de cola viene dado por la esperanza
condicionada

TV aRα(Z) = E[Z|Z > V aRα(Z)]. (1.72)

Proporciona información sobre la pérdida esperada del 100(1 −α) % de los
peores escenarios en que se supera el V aRα. El valor del riesgo de cola para el
mismo nivel de confianza α es siempre mayor que VaR, y en el caso extremo
es igual a VaR.

Para variables con distribución continuas Z1, Z2 también tiene la propiedad
de subaditividad:

TV aRα(Z1 + Z2) ≤ TV aRα(Z1) + TV aRα(Z2), (1.73)

que expresa intuitivamente que el riesgo en un colectivo diversificado es menor
o igual que la suma de los riesgos individuales. Esta propiedad no se cumple en
general para variables aleatorias con funciones de distribución que presentan
discontinuidades (saltos).

Déficit esperado (ES)

El déficit esperado o ES (Expected Shortfall) está estrechamente relacio-
nado con el riesgo de cola, y muestra subaditividad para todas las variables
aleatorias.

Definición. El déficit esperado, también conocido como valor en riesgo
promedio (Average Value-at-Risk), viene dado por

ESα(Z) = 1
1 − α

∫ 1

α

V aRy(Z)dy. (1.74)

En el caso continuo, TV aRα(Z) = ESα(Z).

Para el caso bivariante, sea la variable aleatoria L = L1 + L2 la pérdida
total en una situación de riesgo, y sea FL su función de distribución. Entonces
se define el valor en riesgo análogamente a la expresión 1.70. (Véanse más
detalles sobre medidas de riesgo en Kriele y Wolf, 2014).
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2. Modelos
espacio-temporales
auto-regresivos para datos
de conteo (SPINGARCH)

En este capítulo se muestra el contenido del artículo publicado en Entropy
Journal que se puede encontrar en https://www.mdpi.com/1099-4300/24/
7/892 (Escudero et al., 2022).

2.1. Introducción

El modelizado de series temporales de recuentos ha recibido una atención
considerable y creciente desde los años 50 (Cox, 1955; Bartlett, 1963;
Hawkes, 1971b,a; Hawkes y Oakes, 1974) y en las últimas décadas (véase
Kedemo y Fokianos, 2002; Jung y Tremayne, 2011; Davis et al., 2021; Xu y
Zhu, 2022; Weiß et al., 2022). Se sabe que algunas distribuciones discretas
bien conocidas, como Poisson y la binomial negativa (NB), sólo pueden
tratar la sobredispersión; sin embargo, las distribuciones Poisson generalizada
(GP) y Poisson doble (DP) pueden tratar tanto la sobredispersión como la
subdispersión. Estos dos últimos modelos presentan algunas deficiencias o
limitaciones. Alternativamente, la clase de modelos basados en la observación
denominados modelos Integer Generalized Auto-Regressive Conditionally
Heteroscedastic (INGARCH), propuestos por Heinen (2003) y Ferland et al.
(2006), muestran flexibilidad para modelizar una amplia gama de casos de
sobredispersión y subdispersión, al mismo tiempo que poseen propiedades que
los hacen metodológicamente atractivos y útiles en la práctica.

Aunque un modelo clásico de Poisson INGARCH parece proporcionar un
marco adecuado para modelizar datos de series temporales de recuentos y se
ha aplicado a varios campos, Fokianos y Tjøstheim (2011) señalan que no
puede emplearse para modelizar correlación negativa entre recuentos, y puede

35



incluir exclusivamente covariables que resulten en un término de regresión
positivo, ya que, de lo contrario, la media del proceso de Poisson se vuelve
negativa. Además, la media condicionada es igual a la varianza condicionada,
y esta restricción puede conducir a un rendimiento deficiente de un modelo
INGARCH de Poisson en la existencia de posibles observaciones extremas.
Para superar estos inconvenientes, se han propuesto dos modelos INGARCH
para modelizar la sobredispersión o la subdispersión en el mismo marco. Se
trata del modelo DP (Heinen, 2003) y el modelo GP (Zhu, 2012a) (véase
también Zhu (2012b) para una propuesta de una distribución Conway-Maxwell
(COM) Poisson INGARCH).

En la literatura de estadística espacial, Besag (1974) realiza un primer
intento de estructurar las relaciones espaciales para los datos de recuentos,
donde la distribución del modelo de datos se especifica condicionalmente dada
una vecindad espacial fija. Sin embargo, esto conduce a un modelo estadístico
que solo permite una correlación negativa. Augustin et al. (2006) y Kaiser y
Cressie (1996) demuestran cómo se podrían hacer modificaciones al modelo
estadístico que permitían tanto la correlación negativa como la positiva.
La suposición importante en estas clases de modelos es que la distribución
de recuentos observados puede especificarse condicionalmente a partir de
recuentos observados en vecinos espaciales, la cual es una suposición de Markov
en el espacio.

Los datos de recuentos en la literatura estadística espacial se han abordado
predominantemente a través de la estructura en un proceso latente, mientras
que en series de tiempo han evolucionado de forma diferente. Por ejemplo,
el modelo INGARCH de Ferland et al. (2006) y Heinen (2003) es un modelo
de series de tiempo para recuentos bajo una distribución de Poisson con la
esperanza como función de los dos anteriores. Ferland et al. (2006) demuestran
cómo INGARCH(1,1) es análogo a ARMA(1,1) para recuentos. La distribución
estacionaria del proceso INGARCH(1,1) también es equivalente a un proceso
estocástico dado en Hawkes (1971b), a menudo llamado proceso puntual auto-
excitante.

En Reinhart (2018) se dan extensiones al proceso de Hawkes para
incorporar la estructura espacio-temporal. Las consideraciones de ramificación
en Clark y Dixon (2018) o casi repetición de eventos (Andresen y Malleson,
2015) dan lugar a procesos puntuales espacio-temporales auto-excitantes.
Estos modelos son extensiones de los procesos temporales de Hawkes, donde
la tasa de eventos depende de la historia del proceso (Reinhart, 2018).
Estos procesos se han mostrado beneficiosos para modelizar la dinámica de
terremotos, epidemias, incendios forestales, accidentes de tránsito, homicidios,
violaciones, terrorismo o delitos, que es el problema motivador de este capítulo.
Se pueden encontrar diversos trabajos en este ultimo contexto, por ejemplo,
véase Mohler et al. (2011), Hu et al. (2018), Clark y Dixon (2021), Andresen
y Malleson (2015).
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2.2. DESCRIPCIÓN DE LOS DATOS

Este capítulo está motivado por el análisis de los datos delictivos en la
ciudad de Riobamba-Ecuador, proporcionados por tres organismos guberna-
mentales, con el objetivo de comprender su comportamiento e interacción con
la sociedad y coadyuvar con información para las instituciones públicas a op-
timizar sus acciones. Algunos estudios exploratorios existentes (véanse Cepa
et al., 2018 y Trejo et al., 2013) muestran características de este fenómeno
delictivo. Sin embargo, no van más allá en la propuesta de un marco de mo-
delización espacio-temporal.

El desafío general es cómo modelizar adecuadamente la relación espacio-
tiempo entre las observaciones, especialmente si se va a realizar cualquier aná-
lisis estadístico. Siguiendo la línea de razonamiento de Clark y Dixon (2021),
se tiene en cuanta la variación espacial al considerar un modelo Spatial In-
teger Generalized Auto-Regressive Conditionally Heteroscedastic Correlation
(SPINGARCH). Este modelo comparte las propiedades de INGARCH y per-
mite la correlación espacial al agregar un proceso log-gaussiano latente es-
pacialmente correlacionado (Clark y Dixon, 2018). En este marco de trabajo
y en paralelo a Clark y Dixon (2021), se formula una ecuación en diferen-
cias estocástica para la intensidad del proceso espacio-temporal dentro de una
clase de modelos espacio-temporales auto-excitados espacialmente correlacio-
nados, que capturan tanto la dependencia debida a la auto-excitación como
la dependencia de un proceso espacial subyacente. De hecho, se considera al-
gunas extensiones de Clark y Dixon (2021) para adaptar dicha metodología
al contexto de datos de Riobamba en particular. Se observa que el modelo
de Clark y Dixon (2021) considera una estructura de regresión lineal en las
covariables que también son constantes en el tiempo. Entonces, se propone
estructurar la dependencia espacio-temporal de recuentos de delitos de la ciu-
dad de Riobamba-Ecuador mediante una combinación de covariables basadas
en la distancia que varían de forma natural tanto en el espacio como en el
tiempo. Así pues, se considera bases B-splines dentro de un modelo aditivo
generalizado que le permite manejar la variación espacio-temporal y las de-
pendencias no lineales. De hecho, este es otro aspecto que se diferencia con
respecto al modelo de Clark y Dixon (2021). La estrategia B-splines también
permite combinar covariables que solo varían en el espacio con otras (como
las meteorológicas) que solo varían en el tiempo, y con aquellas basadas en
distancias que varían tanto en el espacio como en el tiempo. En conjunto esta
estrategia es más flexible y se adapta mejor al caso de los datos de Riobamba.

2.2. Descripción de los datos

La inseguridad ciudadana es uno de los principales problemas que afectan
al desarrollo de la población en cualquier país. Riobamba es una ciudad
ecuatoriana, cabecera del cantón Riobamba y capital de la provincia de
Chimborazo (véase la Figura 2.1). Se encuentra en la región interandina,
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rodeada de varios volcanes, como el Chimborazo, Tungurahua, Altar y
Carihuairazo. Ubicada a 2754 m. sobre el nivel del mar, tiene un clima andino
frío con una temperatura promedio de 12°C. Según el censo de 2010, esta
ciudad tenía 234170 habitantes y un crecimiento poblacional del 1,06 % hasta
2014.

Figura 2.1: Ciudad de Riobamba-Ecuador

El comercio y turismo son características típicas de la ciudad, considerada
como una central de negocios, empleo y educación por ser la tercera ciudad con
mayor número de instituciones de educación a nivel superior. Sin embargo, uno
de los principales problemas que acechan a esta ciudad son los actos delictivos
como asaltos, robos en viviendas y locales comerciales, e intimidación,
entre otros, que causan confusión, preocupación e importantes pérdidas a la
población (Chávez et al., 2013). En la encuesta nacional ecuatoriana realizada
en 2011, la provincia de Chimborazo ocupó el séptimo lugar con un 16,9 %
de personas que han sido víctimas de algún delito, el 73,4 % de la población
considera que la ciudad es insegura y el 38,0 % experimentó al menos un evento
delictivo en su barrio. Según Castro et al. (2015), el gobierno ecuatoriano
promovió un conjunto de nuevas políticas para reducir la delincuencia entre
2010 y 2014. Estas políticas involucran a la sociedad civil organizada y a
las entidades competentes. A finales de 2014 la tasa de victimización, los
homicidios y los robos disminuyen, pero aumenta el número de denuncias de
la sociedad, como señal de mayor confianza en las instituciones competentes.

Se utilizan los datos de tres organismos gubernamentales cuya misión y
visión es garantizar la seguridad ciudadana y la convivencia social (Unidades
Policiales Comunitarias (UPC), Consejo de la Judicatura de Chimborazo
(CJCH) y Ministerio del Interior (MI)). La Figura 2.2a muestra los actos
delictivos denunciados desde MI para 2010–2014. La Figura 2.2b representa
los actos delictivos flagrantes registrados por el CJCH para el periodo 2015-
2019, es decir, los delitos cometidos con la detención del agresor en 24
horas, y finalmente, la Figura 2.2c muestra los delitos registrados por la
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2.2. DESCRIPCIÓN DE LOS DATOS

(a) Delitos registrados por MI (2010-2014)

(b) Delitos Flagrantes registrados por CJCH (2015-2019)

(c) Delitos registrados por UPC (2015-2017)

Figura 2.2: Delitos registrados por tres entidades gubernamentales en la ciudad
de Riobamba
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Figura 2.4: Densidad poblacional (azul) y ubicaciones de los puntos de
referencia

UPC para el periodo 2015–2017. La información fue proporcionada bajo un
contrato de confidencialidad y no está disponible directamente en ningún sitio
web; sin embargo, se pueden consultar estadísticas de resumen de delitos
subidos por el Ministerio del Interior a partir de 2015 en http://cifras.
ministeriodegobierno.gob.ec/comisioncifras/inicio.php.

El registro ideal de la información dicta que el MI guarda todos los informes
de las otras dos instituciones, como se muestra en la Figura 2.3. Sin embargo,
esto dista mucho de ser cierto y al analizar los tres conjuntos de datos se
comprobará esta anomalía.

Figura 2.3: Estructura jerárquica para el registro de delitos en la ciudad de
Riobamba

La ciudad de Riobamba está dividida en 141 sectores o barrios, como se
muestra en la Figura 2.4. Adicionalmente se tienen las ubicaciones geográficas
en espacio y tiempo de los delitos. El Servicio Integrado de Seguridad
911 (ECU911) proporcionó como puntos de referencia las ubicaciones de
las unidades policiales comunitarias (UPC) y de las cámaras de vigilancia
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2.2. DESCRIPCIÓN DE LOS DATOS

instaladas en lugares estratégicos en toda la ciudad (cam) (ECU911, 2020).
Se consideran algunos puntos de referencia importantes de la ciudad que
describen aquellas áreas con un mayor tráfico vehicular y peatonal como:
ubicaciones de parques (par), mercados (cc) (plazas, centros comerciales,
supermercados) y hospitales (hos). Como covariable solamente espacial se
tiene en cuenta la densidad poblacional estimada a nivel de sector o barrio.
En cuanto a las variables temporales se consideran los promedios mensuales
de temperatura y precipitación en la ciudad de Riobamba (véase la Figura
2.5), pueden ser descargadas de la página web del GEAA (http://ceaa.
espoch.edu.ec:8080/redEma/), dado que existen estudios previos (Andresen
y Malleson, 2015) que relacionan los delitos de hurto con este tipo de
covariables.

(a) Temperatura (b) Precipitación

Figura 2.5: Promedios mensuales de temperatura y precipitación en la ciudad
de Riobamba

Un primer análisis exploratorio por meses muestra que la mayor cantidad
de delitos registrados por MI se centra en enero, junio y octubre, los delitos
flagrantes son más elevados en febrero, septiembre y octubre, y los delitos
registrados por la policía se incrementan en enero, abril y mayo (véase la
Figura 2.6a). Esto es una muestra de comportamiento distintivo entre los
tres conjuntos de datos de delitos utilizados, y de que el mes juega un papel
importante.

(a) Mensual (b) Diario

Figura 2.6: Descripción media de eventos por meses y días, para los delitos
registrados por MI (2010-2014), CJCH (2015-2019) y UPC (2015-2017)
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Al observar los datos por días de la semana (véase la Figura 2.6b), se
visualiza mayor número de delitos los viernes y sábados, y de acuerdo a su
ubicación espacial (véase la Figura 2.2), existe un alto nivel de casos delictivos
en el centro de la ciudad.

Figura 2.7: Distribución de las covariables

Se tiene en cuenta las distancias al vecino más cercano entre cualquier
evento delictivo y la ubicación del punto de referencia correspondiente. Estas
distancias informan sobre el vínculo entre un delito, en particular en los
puntos de referencia, así como también si los puntos de referencia actúan
como atractores o repulsores de los delitos. La distribución de estas distancias
se muestra en la Figura 2.7, observándose que las distancias pequeñas entre
eventos delictivos y puntos de referencia son mucho más frecuentes que las
más grandes, lo que indica que estos puntos de referencia podrían ser fuentes
o atractores de delitos.

2.3. Metodología

2.3.1. Modelo

El enfoque metodológico general de esta sección es estructurar la dependen-
cia espacio-temporal de recuentos a través de una combinación de dependencia
espacial en un modelo de proceso latente y dependencia temporal en un mo-
delo de datos, con factores exógenos que varían en el espacio y/o el tiempo.
Siguiendo a Clark y Dixon (2021) se considera una ecuación en diferencias es-
tocástica para la intensidad del proceso espacio-temporal dentro de una clase
de modelos espacio-temporales auto-excitados espacialmente correlacionados
para datos de recuento, estos modelos capturan la dependencia del modelo de
datos como la de un proceso espacial latente. En particular, el estudio se cen-
tra en los modelos SPINGARCH(1,1), que en general, permite al modelizador
definir la autocorrelación presente en los datos y la relación media-varianza
con mayor flexibilidad.
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2.3. METODOLOGÍA

Se denota por s1, s2, . . . , sn un vector de ubicaciones espaciales que per-
manecen fijas en el tiempo, y t el período de tiempo discreto correspondiente.
N |si| indica la vecindad espacial de la ubicación si, Y (si, t) el proceso obser-
vado en la ubicación espacial si y tiempo t, y X(si, t) es el proceso latente no
observado.

Se utiliza una distribución de Poisson condicional y se establece una
estructura espacio-temporal en la covarianza del proceso log-gaussiano latente.
El modelo de datos, Y (si, t), se puede definir condicionalmente dado un modelo
de proceso X(si, t), que es una suposición crítica en esta técnica. Como
resultado, el modelo de proceso es una función tanto de covariables espaciales
o temporales observables como de errores espaciales latentes no observables.

En este caso particular, se considera que la intensidad espacio-temporal
λ(s, t) proporciona el modelo de proceso, y el modelo completo es una ecuación
en diferencias estocástica que opera directamente en la función de intensidad.
Por tanto, los recuentos de delitos en el espacio y el tiempo, Y (si, t), son
variables aleatorias de Poisson distribuidas condicionalmente para i = 1, . . . , n,
es decir, Y (si, t)|λ(si, t) ∼ Poisson(λ(si, t)), donde λ(si, t) representa la tasa
en si en el tiempo t; por lo tanto, E [Y (si, t)|λ(si, t)] = λ(si, t).

Bajo el supuesto de que un cambio en la tasa de delitos en una ubicación y
período específicos es una función de características geográficas particulares de
la ubicación dada por αt = (αs1 , αs2 , · · · , αsn

)T (también conocido como base
de referencia, simplemente una función de factores exógenos, potencialmente
variables), junto con otros dos factores, un deterioro natural χ, y victimización
repetida η, se tiene un modelo de la forma

(λ(si, t+ ∆t) − λ(si, t))
∆t = exp(αsi) − κλ(si, t) + ηY (si, t), (2.1)

para cada i = 1, . . . , n, donde κ = (1 − χ) representa estrés en ausencia
de victimización repetida, y η captura el cambio esperado debido a acciones
repetidas o casi repetidas (Hu et al., 2018; Clark y Dixon, 2018). Con ∆t = 1 en
la expresión (2.1), este modelo se convierte en un modelo SPINGARCH(1,1),
con Y (si, t) definido condicionalmente en la intensidad λ(s, t) que se puede
modelizar utilizando covariables espaciales y temporales observables αsi ,
así como errores latentes no observables ϵt. De este modo, el modelo final
propuesto se define a través de la siguiente estructura jerárquica:

λt = exp(Xt + ϵt) + ηYt−1 + κλt−1, (2.2)
con

Xt ∼ Gau
(
αt, (In,n − ζC)−1

σ2
)

ϵt ∼ Gau
(
0,
(
Iσ2

ϵ

))
,
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donde λt = (λ(s1, t), λ(s2, t), . . . , λ(sn, t))T es una cadena de Markov en (R+)n

y la misma notación se aplica para Yt y Xt. In,n es la matriz de identidad, σ2

es la varianza condicional, y ζ controla la cantidad de dependencia espacial
en el modelo no capturado por las covariables en αt. La estructura espacial
a gran escala se explica en el proceso latente Xt mediante el parámetro de
regresión espacial αt, mientras que la estructura espacial a pequeña escala
se explica mediante la especificación condicionada de Xt. Para este último
se usa un modelo Auto-Regresivo Condicionado (CAR) (a través de vecinos
espacialmente adyacentes),

X(si, t)|X(sj , t), sj ∈ N |si| ∼ N(µ(si, t), σ2) (2.3)
con

µ(si, t) = α(si, t) + ζ
∑

sj∈N |si|

X(sj , t) − α(sj , t).

Aquí C es una matriz con entradas (i, j) = 1 si las ubicaciones si y sj son
vecinas. La variación en el proceso espacio-temporal se obtiene al agregar
adicionalmente ruido espacio-temporal, dejando ϵ(si, t)

iid∼ N(0, σϵ).

2.3.2. Inferencia bayesiana de parámetros

El modelo jerárquico definido en la Sección 2.3.1 depende de un conjunto de
parámetros en el nivel final de la jerarquía, dado por θ = (η, κ, α, ζ, σ, σϵ), de
manera similar a un modelo Besag-York-Mollié (BYM) clásico (Morris et al.,
2019; Clark y Dixon, 2018; Boulieri et al., 2017) que define un modelo espacial
totalmente bayesiano (véase Thamrin y Alimun, 2019).

Siguiendo a Clark y Dixon (2021), el marco inferencial bayesiano consiste
en actualizar los parámetros θ según los datos disponibles a través de una
densidad a priori π(θ) y una densidad o probabilidad condicionada π(data|θ)
para obtener π(θ|data), una densidad a posteriori de θ dados los datos. La
distribución conjunta a priori de los parámetros en el modelo se puede expresar
como π(θ) = π(η|κ)π(κ)π(α)π(σ)π(σϵ)π(ζ), donde se asume independencia
entre los puntos excepto por η y κ debido al condicionamiento η + κ < 1.
Haciendo U(si, t) = Y (si, t) + ϵ(si, t), la distribución condicionada completa
para modelizar θ viene dada por

π(θ|Y,U) ∝
T∏

t=1
π(Yt|λt)π(λt|λt−1, Yt−1, θ, Ut)π(Ut, θ)π(λ0|θ)π(Y0|λ0)π(θ),

(2.4)
y por U se tiene

π(U |Y, θ) ∝
T∏

t=1
π(Yt|λt)π(λt|λt−1, Yt−1, θ, Ut)π(Ut|θ)π(λ0|θ)π(Y0|λ0). (2.5)
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2.3. METODOLOGÍA

Para cualquier inferencia sobre los parámetros, MCMC (Markov Chain
Monte Carlo) debe tomar muestras de la densidad de estado latente total U ,
lo que requiere una evaluación de

log(U |αt, σ, σϵ, ζ) ∝ −T × n

2 log(2π)+ 1
2 log |Σ−1

f (θ)|− 1
2(Xt −αt)T Σ−1

f (θ)(Xt −αt).
(2.6)

Dado que la estructura de vecindad es constante para todos los períodos,
se puede interpretar Σf (θ) como la matriz de covarianza espacio-temporal
completa (IT,T ⊗ In,n − C)−1σ2 + In×Tσ

2
ϵ .

La dispersión de la estructura de covarianza significa que los únicos cálculos
de 1

2 (Xt −α)T
t Σ−1

f (θ)(Xt −αt) que deben ocurrir son para vecinos espaciales.
Por lo tanto, el desafío es el cálculo del determinante en log |Σ−1

f (θ)|. La
estructura específica de Σ−1(θ) = (I − C)(1/σ2) hace que log |Σ−1(θ)| =

n
2 log σ2 + log |In,n − ζN |, donde N es la matriz de vecindad o adyacencia.
Esto a su vez se puede reescribir como log |Σ−1

f (θ)| = n×T
log σ2 + T log |Σ−1(θ)|,

resultando finalmente en

log |Σ−1
f (θ)| = T log |Σ−1(θ)| ∝ n× T

log σ2 + T

n∑
j=1

(1 − ζχj), (2.7)

con χj los valores propios de la matriz de vecindad que dependen únicamente
de su estructura y no de los parámetros.

2.3.3. Estimación de la función de factores exógenos

La acción de las covariables deterministas que dependen del espacio o del
espacio-tiempo es altamente no lineal sobre las respuestas. Por lo tanto, se
utiliza un modelo aditivo generalizado (GAM) que admite la estimación de
suavidad integrada abordando la falta de linealidad (Gasparrini et al., 2017;
Taylan et al., 2010; Goetz et al., 2011). GAM da como resultado un método
analítico más eficiente que los modelos lineales más clásicos (Ravindra et al.,
2019). La relación entre cada predictor xi y la media de la variable respuesta
g(u) es indirecta, porque se calcula utilizando la función f(xi) (generalmente
funciones splines que tienen bases polinómicas; Taylan et al., 2010), dada de
la forma

g(u) = β0 +
p∑

i=1
fi(xi). (2.8)

También se puede tener versiones multivariantes por instantes temporales.
Por ejemplo,

gt(u) = β0 + ft(x1, x2), (2.9)
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con ft una superficie espacial suavizada en el tiempo t-ésimo. Esta superficie
suavizada para cada t se puede escribir como ft(x1, x2) = Bsψ

(t) , donde Bs =
B1 ⊗ B2 es una base B-spline k-dimensional de dimensión I × k1k2 derivada
del producto de Kronecker por fila de los B-splines de base marginal para B1,
B2 y ψ(t) =

(
ψ

(t)
1 , ..., ψ

(t)
k1k2

)T

. Se debe tener en cuenta que k1 y k2 son los
números de columnas de las bases marginales B1 y B2, respectivamente, y
dependen del número de nodos y grado de polinomios utilizados para generar
estas bases (Vicente et al., 2021). Aquí, se utiliza el criterio de validación
cruzada generalizado (GCV) para estimar los parámetros que proporcionan el
grado de suavizado.

2.4. Resultados

La ciudad de Riobamba está dividida en m = 141 barrios (véase la Figura
2.4), cuyos centroides se denotan por {s1, s2, . . . , s141}. Se halla la matriz de
adyacencia o vecindad necesaria para determinar el proceso latente espacial;
esta es una matriz dispersa que permite optimizar los costos computacionales
(Solarte et al., 2013).

La unidad temporal en este trabajo es el mes del año, por lo que se
considera el número de delitos por barrio en cada mes. Como los tres conjuntos
de datos tienen períodos de tiempo diferentes, se establecen los instantes de
tiempo para MI y CJCH como t ∈ {1, 2, . . . , 60}, y para UPC t ∈ {1, 2, . . . , 35}.

Como ya se dijo en la Sección 2.2, se consideran las distancias del vecino
más cercano de cada delito a las unidades de policía comunitaria (UPC), a
las cámaras de vigilancia (cam), a los mercados (cc), a los parques (par) y a
los hospitales (hos). Estas distancias son tomadas en promedio por sector,
proporcionando matrices de dimensión m × n. La densidad de población
(pob) se incorpora al modelo como una covariable espacial de dimensión
m×1. Inicialmente se consideran dos variables meteorológicas (véase la Figura
2.5), con temperaturas promedio mensuales que oscilan entre 12 y 15 °C y
precipitaciones entre 0.00 y 0.15 mm. Así, aunque son consideradas en otros
estudios, en la región particular no son influyentes en promedios mensuales en
los eventos delictivos.

Se prueban todas las combinaciones posibles de un GAM multivariante, y
se encuentra que los GAM univariantes proporcionan los mejores resultados.
Por lo tanto, se utiliza un modelo aditivo generalizado univariante con B-
splines cúbicos (denotado por f̂ [3]

i ) que permite la incorporación de relaciones
no lineales entre cada covariable y la variable de respuesta. El modelo
GAM completo tomando las covariables deterministas o factores exógenos
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propuestos inicialmente es el siguiente:

αt =β̂0 + f̂1
[3]

(UPC) + f̂2
[3]

(cam)+

+ f̂3
[3]

(cc) + f̂4
[3]

(par) + f̂5
[3]

(hos) + f̂6
[3]

(pob).
(2.10)

Finalmente se muestra el modelo representativo con cada conjunto de
datos:

αMI
t = β̂0 + f̂2

[3]
(cam) + f̂4

[3]
(par),

αCJCH
t = β̂0 + f̂3

[3]
(cc) + f̂6

[3]
(pob),

y
αUP C

t = β̂0 + f̂1
[3]

(UPC) + f̂2
[3]

(cam).

La Figura 2.8 representa el modelo ajustado correspondiente con B-splines
para cada conjunto de datos. Se observa cómo el modelo propuesto alcanza a
caracterizar las variaciones de datos reales.

(a) MI (b) CJCH (c) UPC

Figura 2.8: B-splines cúbicos de las covariables exógenas para los delitos de
los tres grupos de datos

Una vez estimado el parámetro αt y manteniendo fijo ζ = 0.99, los
parámetros restantes θ = (η, κ, σ, σϵ) se estiman utilizando un marco bayesiano
como se explica en la Sección 2.3. Se usan distribuciones Beta informativas
para η y κ, y Cauchy para σ y σϵ.

Se ejecutan tres cadenas de Markov de 70000 iteraciones cada una por
parámetro y para cada uno de los tres conjuntos de datos. Las primeras
10000 iteraciones se descartan como período de preparación y se toman las
muestras cada 100 iteraciones para eliminar cualquier posible autocorrelación.
Las Figuras 2.9a, 2.10a y 2.11a muestran las cadenas MCMC para los cuatro
parámetros y para los tres conjuntos de datos, visualizandose la convergencia
y estabilidad de estas cadenas. Las distribuciones a posteriori de cada uno
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de los parámetros se muestran en las Figuras 2.9b, 2.10b y 2.11b. También
se muestra la autocorrelación de los parámetros simulados de la distribución
a posteriori, confirmando la ausencia de autocorrelación (véanse las Figuras
2.9c, 2.10c y 2.11c). Las Tablas 2.1–2.3 muestran los estadísticos de resumen
de las estimaciones y de diagnóstico para las distribuciones a posteriori.

(a) Convergencia (b) Distribución (c) Auto correlación

Figura 2.9: Inferencia bayesiana para los registros delictivos de MI (2010–
2014), donde η = eta κ = etacross, σ = 1/tau y σϵ = stds

Tabla 2.1: Distribuciones a posteriori de los parámetros para los registros
delictivos de MI (2010-2014)

Post-param mean sd 2.5 % 50.0 % 97.5 % n_eff Rhat H
η 0.35 0.03 0.29 0.35 0.40 685 1.00 2.99
κ 0.01 0.01 0.00 0.01 0.04 920 1.00 3.01

1/σ2 0.01 0.00 0.01 0.01 0.01 1028 1.00 2.69
σ2

ϵ 1.37 0.03 1.31 0.037 1.42 618 1.01 2.95

Teniendo en cuenta que κ (coeficiente de deterioro) pondera el valor
esperado (es decir, la intensidad) mientras que η (coeficiente de victimización)
pondera los datos u observaciones en sí, se espera que η sea mayor para
los delitos de MI ya que a partir de 2015 se incrementan las intervenciones
policiales en respuesta a un mayor número de denuncias. Además, κ es mayor
para la UPC, lo que indica que el modelo pondera más la intensidad esperada,
dando más importancia a lo esperado que a los datos reales. Conviene
recordar que el tamaño efectivo de la muestra (n_eff) y una medida de
equilibrio en cadena (Rhat) son el número de extracciones independientes en
la muestra y los estadísticos de diagnóstico sobre la convergencia de la cadena,
respectivamente. Rhat iguales o cercanos a 1 son indicativos de convergencia
(Vuong et al., 2020).
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(a) Convergencia (b) Distribución (c) Auto correlación

Figura 2.10: Inferencia bayesiana para los registros delictivos de CJCH (2015–
2019), donde η = eta κ = etacross, σ = 1/tau, σϵ = stds

Tabla 2.2: Distribución de parámetros para los delitos de CJCH (2015–2019)

Post-param mean sd 2.5 % 50.0 % 97.5 % n_eff Rhat H
η 0.01 0.01 0.00 0.01 0.50 530 1.00 2.98
κ 0.13 0.04 0.04 0.14 0.21 342 1.01 2.86

1/σ2 0.66 0.12 0.45 0.65 0.93 1057 1.00 3.07
σϵ 1.59 0.06 1.47 1.59 1.70 293 1.01 2.68

(a) Convergencia (b) Distribución (c) Auto correlación

Figura 2.11: Inferencia bayesiana para los registros delictivos de UPC (2015–
2017), donde η = eta, κ = etacross, σ = 1/tau, σϵ = stds

Para completar la información, también se halla la entropía de Shannon
para cada uno de los parámetros asociados a cada uno de los tres conjuntos de
datos. Aprovechando la salida del MCMC para cada parámetro, para el que
se tiene una muestra a posteriori de tamaño 1050, se discretiza su longitud
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de rango en un número de bins igual al valor entero más cercano a la raíz
cuadrada del tamaño de la muestra, y se calcula la entropía H a partir de
estos intervalos.

Tabla 2.3: Distribución a posteriori de los parámetros para delitos de UPC
(2015–2017)

Post-param mean sd 2.5 % 50.0 % 97.5 % n_eff Rhat H
η 0.01 0.01 0.00 0.01 0.03 635 1.00 2.89
κ 0.67 0.04 0.59 0.67 0.74 505 1.00 2.96

1/σ2 0.77 0.14 0.53 0.75 1.08 881 1.00 2.91
σϵ 0.83 0.07 0.68 0.83 0.96 79 1.02 2.70

El valor de H se muestra en las Tablas 2.1–2.3, y refleja la incertidumbre
asociada a cada parámetro. Una H pequeña indica una pequeña incertidumbre
en la estimación del parámetro y, por tanto, una mayor confiabilidad en su
valor. De hecho, los parámetros estimados con menor incertidumbre son η y
1/σ2 para el período 2015–2019, κ para 2010–2014, y 1/σ2

e para 2015–2017.

(a) MI (b) CJCH (c) UPC

Figura 2.12: Diferencias espacio-temporales entre delitos reales y predicciones

Como herramienta de bondad de ajuste, se hallan los errores cuadráticos
medios temporales de predicción (MSPE) (véase la Tabla 2.4), que informan de
una medida de las diferencias entre los valores de las predicciones y los reales,
observando que el SPINGARCH con B-splines cúbicos muestra los valores de
MSPE más bajos. También se calculan las diferencias entre las predicciones
y los valores reales en el desplazamiento espacio-temporal (véase la Figura
2.12), siendo los MSPE 0.45 (MI), 0.20 (CJCH), y 0.41 (UPC), manteniéndose
pequeños en términos generales.
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(a) MI (b) CJCH (c) UPC

Figura 2.13: Delitos reales y predicciones

Tabla 2.4: Errores cuadráticos medios temporales (MSPE)

DATA INGARCH SPINGARCH_Lineal SPINGARCH_B-splines
MI 1990.97 891.33 364.66

CJCH 351.81 301.39 122.93
UPC 508.88 373.66 56.24

Como ilustración final, se compara la predicción temporal de SPIN-
GARCH(1,1) con las covariables modelizadas a través de B-splines, SPIN-
GARCH(1,1) con covariables estáticas en el tiempo y modelizadas linealmen-
te, y modelo INGARCH(1,1). Los resultados comparativos se muestran en la
Figura 2.13, y se observa que SPINGARCH(1,1) con covariables suavizadas
con B-splines proporciona los mejores predicciones, ya que se acercan más a
los datos de delitos reales.

(a) MI (b) CJCH (c) UPC

Figura 2.14: Predicciones espaciales de delitos para los tres grupos de datos

Para este modelo, también se informa de las predicciones espaciales para los
tres conjuntos de datos sobre delitos en la ciudad de Riobamba, lo que ilustra
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que el modelo espacio-temporal es lo suficientemente flexible para proporcionar
predicciones temporales y también predicciones espaciales.

2.5. Discusión y conclusiones

Este capítulo formula un modelo estadístico que contiene tanto dependen-
cia espacial latente como dependencia temporal en forma de una ecuación en
diferencias estocástica para la intensidad espacio-temporal. Este modelo es
consistente con las creencias comunes sobre cómo la violencia y el crimen evo-
lucionan en el espacio y el tiempo. De hecho, el modelo propuesto es un modelo
espacio-temporal auto-excitado correlacionado espacial y temporalmente, que
captura tanto la dependencia en los datos como la dependencia de un proceso
espacial latente en la línea que lo hacen los modelos INGARCH(1,1). Otro
aspecto del modelo presentado es que el efecto de las covariables exógenas se
añade mediante B-splines no lineales, lo que mejora los modelos anteriores que
solo tienen formas lineales en las covariables y no varían en el tiempo.

Se sigue un marco inferencial bayesiano, ya que es flexible y puede manejar
la estimación de un gran número de parámetros con estructuras complejas,
como las consideradas en este apartado en el espacio y el tiempo. Se ha logrado
estimar la estructura de vecindad en el espacio y el comportamiento de auto-
regresión en el tiempo.

Al analizar los datos delictivos en la ciudad de Riobamba, mediante
una extensa búsqueda e inspección preliminar se detectan las covariables
más influyentes basadas en la distancia y cómo se incorporan al modelo de
predicción. Destacamos algunas diferencias entre los tres tipos de conjuntos
de datos. En el caso de los registros generales (conjunto de datos de 2010–
2014), las distancias mínimas a las cámaras de vigilancia y a los parques son
relevantes, porque a través de la vigilancia de estas cámaras se prevé o se da
por hecho que suceda un evento delictivo, y en lugares, como los parques, hay
una mayor protección policial sobre todo los fines de semana. En el caso de
los delitos flagrantes (2015–2019), las covariables relevantes son las distancias
a la variable mercados (plazas, centros comerciales y supermercados) y la
densidad de población, ya que un mayor movimiento poblacional contribuye
a la alerta y denuncia inmediata de los hechos delictivos. Por último, para los
registros policiales (2015–2017), las distancias a cámaras y UPC tienen una
influencia más representativa, puesto que la mayoría de las víctimas acuden a
la policía en primera instancia solicitando ayuda, independientemente de que
el hecho delictivo registrado sea denunciado legalmente o no. Los resultados de
la estimación muestran mayor número de delitos en el sector 65, denominado
San Alfonso, un posible motivo pudiera ser que en el periodo 2010-2014 el
mayor mercado de la ciudad se encontraba en aquel sector. Sin embargo,
para los registros de delitos flagrantes (2015–2019), las predicciones muestran
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mayor número de eventos en las áreas 37, 55, 76 y 141 que corresponde a los
sectores de La Dolorosa, La Merced, La Estación y Tubasec, respectivamente,
mientras que para los expedientes policiales (2015–2017) se destacan otros
nueve sectores (véase la Figura 2.14, 2015–2017).

Estos resultados pueden ser utilizados por las entidades gubernamentales
encargadas de la seguridad ciudadana para optimizar recursos mejorando la
planificación, el despliegue de unidades policiales o el patrullaje y verifica-
ción aleatoria. Además, proporcionan información valiosa para las entidades
gubernamentales encargadas de la seguridad ciudadana, para optimizar los
recursos mejorando la planificación, el despliegue de las unidades policiales o
el patrullaje y la verificación aleatoria. Los datos utilizados en este estudio,
aunque vienen en forma de coordenadas espacio-temporales, tienen algunas
limitaciones. Una de ellas es que los datos proporcionados por las entidades
gubernamentales no tienen información detallada sobre el delito y las carac-
terísticas de los hechos. Si tuvieran alguna información adicional, se podrían
haber utilizado modelos más complejos con información de marcas. Otro as-
pecto es que el INEC (institución gubernamental que proporciona y pone a
disposición los datos censales) tiene como unidad mínima de estudio las pa-
rroquias y no lleva estadísticas por distritos y/o por sectores o barrios de
las ciudades. Esto obliga a desagregar de forma empírica los datos aportando
burdas aproximaciones de población.
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3. Modelos
espacio-temporales de Cox
log-gaussianos (LGCP)

3.1. Introducción

Los modelos de procesos de Cox log-gaussianos (LGCP) fueron propuestos
por Cox (1955). Toman el nombre de procesos de Poisson doblemente
estocásticos porque surgen como un proceso de Poisson no homogéneo con
una medida de intensidad aleatoria log-gaussiana (Diggle et al., 2013). Esta
medida de intensidad se suele especificar mediante una función conocida
como proceso o superficie de intensidad Λ (Brix y Diggle, 2001). Tiene una
estructura multiplicativa, lo que permite incorporar información de covarianza
mediante componentes deterministas temporales y espaciales, y un término
residual modelizado por un proceso de ruido (Møller y Díaz-Avalos, 2010). Una
elección adecuada de la función de correlación espacio-temporal proporciona
una estimación del proceso gaussiano subyacente confiable.

El desarrollo de herramientas computacionales forma parte importante de
los avances en la modelización de los LGCP. La estimación de parámetros con
métodos de Markov Chain Monte Carlo (MCMC) e Integrated Nested Laplace
Approximation (INLA) proporciona un enfoque bastante preciso para ajustar
modelos gaussianos latentes complejos, y lo más relevante es que se obtienen
respuestas similares (Serra et al., 2014). Sin embargo, la literatura muestra con
más frecuencia el uso de MCMC para hallar la distribución a posteriori del
campo gaussiano no observado o de la función de intensidad aleatoria, donde
el campo gaussiano se aproxima mediante una función escalonada obtenida
por discretización.

La ventaja de los modelos discretizados es que pueden ser fácilmente
explorados, utilizando el muestreo de Gibbs, pero no convergen a un resultado
razonable, ya que los lados de los cuadrantes tienden a cero (Rathbun y
Cressie, 1994). Sin embargo, Moller et al. (1998) muestran que los LGCP
pueden ser simulados exactamente sin ningún problema con los efectos
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de borde, y las a posteriori aproximadas convergen a las a posteriori
exactas cuando el tamaño de las celdas para la discretización tiende a cero
(Waagepetersen, 2004). También se incluyen la escala espacial, los efectos de
borde, la pre-elección en los modelos LGCP (Illian et al., 2012), y una función
de verosimilitud aproximada para llevar a cabo la inferencia espacio-temporal
no estacionaria. El método utiliza modelos basados en la convolución para
capturar la estructura de correlación espacio-temporal (Rodrigues y Diggle,
2012).

Debido a su potencial continúan surgiendo contribuciones. Por ejemplo, el
establecimiento de funciones de covarianza separables y no separables, sobre
una región espacial acotada y cruzada con tiempo circular, con el propósito de
modelizar la periodicidad de la componente determinista temporal (Shirota y
Gelfand, 2017). Con respecto a la estimación de parámetros de segundo orden,
Siino et al. (2018) utilizan el método de contraste mínimo, específicamente pa-
ra la clase de los LGCP espacio-temporales homogéneos. Por otro lado, Sørbye
et al. (2019) realizan una combinación de campo estructurado espacialmente
escalado con un campo aleatorio no estructurado. Para ello emplean un pará-
metro de precisión común y un hiperparámetro adicional, este último identifica
la fracción de varianza explicada por el término estructurado espacialmente.
El escalado adecuado hace que el análisis sea invariante a la resolución de la
cuadrícula. Kuronen et al. (2022) muestran un LGCP jerárquico, en el que
un conjunto de puntos afecta a otro, pero no a la inversa. Hessellund et al.
(2020) exponen un método de validación cruzada para la selección de modelos
y un algoritmo para la inferencia regularizada. Estos pueden utilizarse para
obtener modelos dispersos para funciones de correlación por pares cruzados.

La principal herramienta computacional que usan Taylor et al. (2013) para
los LGCP es MCMC, e incluyen la lectura y conversión de datos, la estimación
de los componentes y parámetros clave del modelo, la especificación de las
cantidades de salida y simulación, el cálculo de los valores esperados de Monte
Carlo, el post-procesamiento y la simulación de conjuntos de datos. Utilizan
un enfoque bayesiano para llevar a cabo la inferencia. En este contexto, se
han desarrollado contribuciones sobre nuevos métodos computacionales de
inferencia para mejorar la teoría general de convergencia (Simpson et al.,
2016) y las aproximaciones discretas que superan una limitación inherente
a los modelos espaciales basados en estructuras de Markov (Johnson et al.,
2019).

Los avances computacionales han hecho de los LGCP modelos prácticos
y adaptables a múltiples áreas, en las que el riesgo relativo se observa de
forma incompleta a través de la lente de los datos de patrones puntuales o
de recuentos agregados, por ejemplo, en medio ambiente (Siino et al., 2018;
Nasirzadeh et al., 2021), presencia de plantas o animales (Møller y Díaz-Avalos,
2010; Myllymäki y Penttinen, 2009; Illian et al., 2012; Serra et al., 2014; Sørbye
et al., 2019; Flagg y Hoegh, 2022), salud (Beneš et al., 2002; Rostami et al.,
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2017; Johnson et al., 2019), accidentes de tráfico (Tang et al., 2022), análisis
de medios sociales (Ilhan y Kozat, 2020), entre otros.

En el ámbito delictivo la literatura de los LGCP es reducida a comparación
con otro tipo de modelos, como por ejemplo, el modelo auto-excitado
de Hawkes. Entre los pocos ejemplos destaca Shirota y Banerjee (2019),
que aplican LGCP a datos de delitos en San Francisco e investigan la
recuperación de la superficie de intensidad. González y Mateu (2021) utilizaron
la metodología LGCP para eventos delictivos como homicidio, robo de
automóviles, robo en tiendas, robo de motocicletas y otros tipos de robos.

En este capítulo se modelizan datos de delitos registrados durante el
período 2010–2014 en la ciudad de Riobamba-Ecuador, en la línea de Taylor
et al. (2013) y González y Mateu (2021) pero capturando la no linealidad
de las covariables espaciales basadas en distancias. Se utiliza modelos lineales
generalizados con base B-splines y efectos de variables meteorológicas para la
componente temporal. Se realizan predicciones para seis semanas consecutivas
al periodo analizado.

3.2. Descripción de los datos

La ciudad de Riobamba tiene aproximadamente 225741 habitantes. Está
situada en el hemisferio sur (longitud 761780 y latitud 9815149), que corres-
ponde a una localización en el centro del Ecuador, por lo que toma el nombre
de Corazón de la patria (véanse la Figura 3.1 y en el capítulo 2 más detalles
sobre esta ciudad). Esta característica en particular, hace de Riobamba una
ciudad que concentra actividades gubernamentales, comerciales, laborales y
educativas; dando lugar a un movimiento considerable en las actividades dia-
rias de la población, y con ello provocación en el incremento en las acciones
delictivas como robos a personas, viviendas y locales comerciales, asaltos, in-
timidaciones, hurtos, estafas, entre otros tipos de delitos (INEC, 2012), que
causan confusión, preocupación y pérdidas importantes a la población en ge-
neral (Chávez et al., 2013).

Para el estudio con datos reales de este capítulo, se utilizan los registros de
eventos delictivos del período 2010–2014 (véase la Figura 3.2), proporcionados
por las autoridades del Ministerio del Interior a mediados del 2015 bajo
restricciones de confidencialidad. Los resúmenes y estadísticos descriptivos
sobre delitos a partir del 2015 pueden ser descargados de la página web http:
//cifras.ministeriodegobierno.gob.ec/comisioncifras/inicio.php.
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Figura 3.1: Ubicación geográfica de la ciudad de Riobamba-Ecuador

Figura 3.2: Delitos registrados durante el período 2010-2014 en la ciudad de
Riobamba

Los actos delictivos en la ciudad de Riobamba presentan comportamientos
acordes al calendario y horarios de las actividades comunes de la población,
es decir, este fenómeno tiende a incrementarse de acuerdo al movimiento de
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la población al realizar sus actividades laborales, comerciales, recreativas,
familiares, y de acuerdo al calendario de celebraciones o días festivos de la
ciudad.

Figura 3.3: Eventos delictivos mensuales en la ciudad de Riobamba

La Figura 3.3 muestra los registros delictivos clasificados por meses. El
degradado de colores indica mayor (color intenso) y menor (color claro) número
de eventos. Se identifica el mayor número de eventos en el siguiente orden (de
mayor a menor): enero, octubre y junio, seguidos de septiembre, diciembre y
mayo, con una tendencia decreciente a partir de julio, noviembre, abril, agosto
y febrero, y el menor número de registros en marzo. En general, en el año 2010
se ha registrado el menor número de delitos (aproximadamente 902 hechos),
mientras que en 2014 superan los 3000.

Como referencias importantes para la modelización, se toman las distancias
más cortas desde el evento delictivo hasta los lugares estratégicos como
las unidades de policía comunitaria, las cámaras de vigilancia instaladas en
lugares estratégicos de la ciudad (ECU911, 2020), áreas con mayor tráfico
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de vehículos y peatones como parques, supermercados (plazas, mercados y
supermercados) y hospitales, ya que los delitos se concentran en las áreas
industriales, comerciales y recreativas, y los delincuentes actúan de acuerdo a
su reloj biológico (Zhuang y Mateu, 2019).

Inicialmente se consideran como covariables temporales, los promedios
semanales de la temperatura del ambiente, la sensación térmica, la radiación
solar global, la temperatura del suelo y la humedad relativa (variables
descargadas de http://ceaa.espoch.edu.ec:8080/redEma/). Esto debido
a que el clima tiene un impacto en los robos (Andresen y Malleson, 2015),
sin embargo, se identifica que sólo las tres primeras covariables temporales
son significativas, por lo que, se utilizan estas tres variables en promedios
semanales (véase la Figura 3.5).

Figura 3.4: Covariables espaciales de la ciudad de Riobamba

Se utilizan como covariables espaciales las distancias a UPC, cámaras,
supermercados y parques. Para el modelo final no se usan las ubicaciones de
los hospitales porque no contribuyen a captar la varianza no explicada. Las
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UPC se sitúan en la zona central de la ciudad y algunas en los alrededores. Las
cámaras de vigilancia muestran una distribución que abarca casi toda el área
de estudio. Los supermercados se concentran en la parte más interna de la
ciudad, y los parques están a lo largo de las calles principales desde el Sureste
hasta el Noroeste (véase la Figura 3.4). Además, el color más claro indica el
punto de referencia en cada covariable. A medida que avanza la decoloración
se identifican las distancias más lejanas al lugar donde se ha cometido algún
tipo de delito.

Se identifica que la mayoría de delitos registrados sucedieron a pequeñas
distancias con respecto a los UPC, cámaras de vigilancia, supermercados y
parques. Se cree que esto es debido al alto movimiento peatonal, aprovechando
los delincuentes esta circunstancia, es decir, son puntos de atracción para los
actos delictivos.

Figura 3.5: Promedio semanal de las covariables temporales

Las covariables temporales temperatura del aire, sensación térmica y
radiación solar global muestran una periodicidad aproximadamente anual
(véase la Figura 3.5), con los valores mínimos y máximos de 10.86◦C y
16.71◦C, 9.63◦C y 15.68◦C, y 148.26W/m2 y 644.91W/m2, respectivamente.
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Si un evento delictivo está dado en una ubicación si y en un intervalo
de tiempo ti con i = 1, . . . , n, entonces un conjunto de eventos dados en
s ∈ S ⊆ R2 y tiempo t ∈ T ⊆ R se denomina patrón puntual, y el modelo
estocástico que conduce los datos se denomina proceso puntual espacio-
temporal.

Según un proceso de Cox log-gaussiano espacio-temporal no homogéneo,
es decir un proceso de Poisson con intensidad estocástica Λ(s, t), el número
de eventos Z(s, t) que surgen en cualquier s ∈ S durante [t1, t2] ∈ T es una
distribución de Poisson condicionada, dada por

Zs,[t1,t2] ∼ Poisson

{∫
S

∫ t2

t1

Λ(s, t)dsdt
}
. (3.1)

La función de intensidad Λ(s, t) se descompone en el producto

Λ(s, t) = λ(s, t) exp {Y(s, t)} , (3.2)

donde la función Y(s, t) es un proceso gaussiano continuo, tanto en el espacio
como en el tiempo.

Considerando la separabilidad de primer orden, es decir λ(s, t) = λ(s)µ(t),
se tiene

Λ(s, t) = λ(s)µ(t) exp {Y(s, t)} , (3.3)

donde µ(t) es la componente determinista temporal, λ(s) la componente
determinista espacial, y exp (Y(s, t)) un campo de intensidad aleatorio log-
gaussiano que modeliza la dependencia y la variación espacio-temporal de los
eventos (componente estocástica espacio-temporal).

3.3.1. Componente determinista temporal

Para estimar la componente determinista temporal µ(t), se utilizan
diversos modelos. En este capítulo se utiliza un modelo lineal generalizado
(GLM) con estructura dada en Diggle et al. (2005) como sigue:

µ̂(t) = δc +δt +δm +α1cos(wt)+β1sin(wt)+α2cos(2wt)+β2sin(2wt), (3.4)

donde, δc denota el efecto de las covariables meteorológicas, δt el efecto de
tendencia, δm el efecto del mes del año, α y β son los parámetros de regresión
armónica, y w la periodicidad en las tasas de incidencia.
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3.3.2. Componente determinista espacial

Para estimar la componente determinista espacial λ(s), se utiliza un
modelo aditivo generalizado (GAM)(Gasparrini et al., 2017; Siino et al., 2018)
con B-splines univariantes (Durbán, 2015), de la forma

ln(λ̂(s)) = β0 +
p∑

i=1
fi (xi(s)) , (3.5)

donde β0 es la ordenada en el origen, xi(s) es una covariable espacial, fi(xi(s))
es una función suave de las covariables definida en bases polinómicas, y p es
el número de covariables.

Los GLM y GAM incorporan las relaciones no lineales existentes entre
las covariables temporales y espaciales, y logran un rendimiento predictivo
robusto (Goetz et al., 2011).

3.3.3. Componente estocástica espacio-temporal

Si Y(s, t) es estacionario de segundo orden, la función de covarianza
mínimamente parametrizada esta dada por

C (Y (s1, t1) ,Y (s2, t2)) = σ2γ (||s1 − s2||, |t1 − t2|) , (3.6)

donde γ(·) es la función de correlación espacial isotrópica del campo aleatorio
gaussiano, || · || es la distancia en R2 (norma euclídea), y |t1 −t2| es la distancia
en R. Según Moller et al. (1998), bajo estacionariedad, si ||s1 − s2|| = r y
|t1 − t2| = h, la función de correlación por pares se expresa como

g(r, h) = exp
{
σ2γ(r, h)

}
. (3.7)

En una especificación separable, la función de covarianza del campo
aleatorio gaussiano tiene la forma C(r, h;ϕ, θ) = σ2γ1(r;ϕ)γ2(h; θ). Nótese
que esta estructura separable no implica necesariamente que la propiedad
de separabilidad de segundo orden se cumpla, como se muestra en Moller y
Ghorbani (2012) y Siino et al. (2018). Una estructura separable muy común
es la familia exponencial (Brix y Diggle, 2001; González y Mateu, 2021), de la
siguiente forma:

C (r, h;ϕ, θ) = σ2 exp
{

− r

ϕ

}
exp

{
−h

θ

}
, (3.8)

donde σ es el parámetro de escala de intensidad logarítmica, ϕ es el parámetro
de escala espacial y θ el parámetro de escala temporal; los dos últimos
parámetros son las tasas a las que la función de correlación disminuye en
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el espacio y en el tiempo. La media del proceso Y(s, t) es − σ2

2 , de modo que,
E [exp {Y(s, t)}] = 1.

Para llevar a cabo la inferencia bayesiana aproximada para el campo
gaussiano no observado o modelos gaussianos latentes, se puede utilizar el
algoritmo de Monte Carlo con Cadenas de Markov (MCMC) o la aproximación
integrada anidada de Laplace (INLA), en combinación con el Algoritmo de
Langevin Ajustado por Metrópolis (MALA). Tanto MCMC (véase más detalles
en Taylor et al., 2013) como INLA (véase más detalles en Flagg y Hoegh,
2022) proporcionan un enfoque rápido y bastante preciso para ajustar modelos
gaussianos latentes complejos (Taylor et al., 2013), reforzando la inferencia
espacio-temporal bayesiana para los campos aleatorios gaussianos (Serra et al.,
2014). Sin embargo, se utiliza MCMC en combinación con el MALA para
estimar la media y la varianza de exp (Y(s, t)) para cada centroide de las
celdas de la malla espacial y algún intervalo temporal, además de, utilizar
muestras de las distribuciones predichas del proceso discretizado Yti,tj dado
Zti,tj

(Brix y Diggle, 2001), como

π
(
Yti:tj |Zti:tj

)
∝ π

(
Zti:tj |Yti:tj

)
π
(
Yti:tj

)
, i < j, (3.9)

donde las observaciones Z son los recuentos de celdas en una malla de tamaño
M × N ≡ 2m × 2n para números enteros positivos m y n, que se extiende
a una malla de tamaño 2M × 2N para el cálculo (Moller et al., 1998). Para
evaluar π(Yti:tj

) en la expresión (3.9), los parámetros del proceso Y deben
ser conocidos o estimados a partir de los datos. La estimación de σ, ϕ y θ
se realiza mediante contraste mínimo (Moller et al., 1998; Davies y Hazelton,
2013), aunque también se puede realizar mediante un enfoque bayesiano o por
métodos ad-hoc (Zhai y Lafferty, 2017).

Se utiliza la función g (véase la expresión 3.7) (Baddeley et al., 2000;
Taylor et al., 2013) para estimar los parámetros de covarianza espacial σ y ϕ
del modelo, y la correlación del parámetro temporal θ.

En la inferencia para el proceso de Cox log-gaussiano, aplicando MALA,
la simulación Monte Carlo de π

(
Yti:tj |Zti:tj

)
, se vuelve más eficiente cuando

se trabaja con una transformación lineal de Y , parcialmente determinada por
la matriz C, donde C1/2 = QX 1/2Q∗, X es una matriz diagonal de valores
propios de C, Q es una matriz unitaria con entradas dadas por la transformada
discreta de Fourier, y Q∗ denota la transposición hermitiana de Q.

Si Γt = Λ−1/2Q
(
Yt − σ2

2

)
, el objetivo de interés viene dado por,

π
(
Γti:tj

|Zti:tj

)
∝

[
tj∏

t=ti

π (Zt|Yt)
][

π (Γti
)

tj∏
t=ti+1

π (Γt|Γt−1)
]
, (3.10)

donde
[∏tj

t=ti
π (Zt|Yt)

]
corresponde a

(
Zti:tj |Yti:tj

)
, y el último termino de

la derecha de (3.10) es la densidad conjunta, π
(
Γti:tj

)
, por la propiedad de
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Markov. Como Y y por tanto Γ es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck, la
densidad de transición π (Γt|Γt−1) tiene una expresión explícita como densidad
gaussiana (Brix y Diggle, 2001). Dado que el gradiente de la densidad de
transición también puede escribirse explícitamente, el algoritmo de Metrópolis-
Hastings con una propuesta de tipo Langevin es un método MCMC natural
y eficiente para el muestreo de la densidad de predicción (Roberts y Tweedie,
1996; Moller et al., 1998),

q (Γ,Γ′) = N

[
Γ′; Γ + 1

2∇ log {π (Γ|Z)} , h2I

]
, (3.11)

donde N(y;µy, σy) denota una densidad gaussiana con media µy y varianza
σy evaluada en y, I es la matriz identidad y h > 0 es un parámetro de escala
(Metropolis et al., 1953; Hastings, 1970).

3.3.4. Modelos de predicción

Para predecir los delitos después del último tiempo de observación, es
necesario calcular la intensidad en tj + k,

Λ(s; tj + k) = λ0(s)µ0 (tj + k) exp {Y (s, tj + k)} , (3.12)

donde k es un entero positivo, y es necesario inferir la distribución de
Y (s, tj + k) dada la información observada. La independencia condicional del
modelo conduce a

[Y (s, tj + k) |Z] =
∫

[Y (s, tj + k)|Y (s, tj)] [Y (s, tj)|Z] dY (s, tj). (3.13)

Las estimaciones de predicciones de la media y la varianza vienen dadas por

E [Y (s, tj + k)|Z)] = exp {−θk}E [Y (s, tj)|Z] + (1 − exp {−θk})µ (3.14)

V [Y (s, tj + k)|Z)] = (exp {−θk})2
V [Y (s, tj)|Z] + (1 − exp {−2θk})σ2.

(3.15)
Con ello, se generan muestras aleatorias gaussianas con media según

(3.14) y varianza según (3.15) para cada si. Para evaluar el procedimiento
de predicción, se calcula el error cuadrático medio (MSE) y el RMSE.

3.3.5. Modelo para la identificación de excedencias

En la misma línea que Diggle et al., 2005; Rodrigues y Diggle, 2012;
González y Mateu, 2021, la probabilidad de excedencias puede expresarse como
la esperanza, de la siguiente forma,

P [exp {Y (s, t)} > c|Z] = E[Yti:tj
|Z]
(
I
{

exp
(
Yti:tj

)
> c
})
. (3.16)

En la práctica, (3.16) permite identificar cualquier anomalía, es decir, si
en algún lugar específico, la intensidad delictiva supera un umbral estipulado.
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Para el modelo LGCP con estructuras separables, se estima la componente
determinista temporal µ(t) con soporte t ∈ {1, 2, . . . , 255}, que corresponde a
255 semanas.

Tabla 3.1: Coeficientes estimados mediante GLM para la componente temporal

Covariables Coef. Std.Error val. z Pr(> |z|) Signif.
(Intercept) 81.44 10.02 8.13 0.00 ***

Temperature -0.47 0.02 -2.35 0.02 *
Solar radiation 0.002 0.00 4.69 0.00 ***

Thermal sensation 0.06 0.02 3.67 0.00 ***
Linear trend -60.75 7.31 -8.31 0,00 ***

February 0.09 0.05 1.65 0.10 .
March -0.13 0.06 -2.31 0.02 *
April -0.16 0.06 -2.90 0.01 **
May -0.12 0.06 -2.16 0.03 *
June -0.14 0.06 -2.56 0.01 *
July -0.04 0.05 -0.77 0.44

August 0.10 0.05 1,97 0.05 *
September -0.09 0.06 -1.54 0.12
October 0.075 0.05 1.42 0.16

November -0.03 0.06 -0.58 0.56
December 0.04 0.05 0.74 0.46
Tuesday -0.10 0.04 -2.39 0.02 *

Wednesday -0.14 0.04 -3.36 0.00 ***
Thursday -0.04 0.04 -0.96 0.34 ***

Friday 0.01 0.04 0.19 0.85
Saturday -0.08 0.04 -1.81 0.07 .
Sunday -0.11 0.04 -2.59 0.01 **

Sine 67.24 7.44 9.04 0.00 ***
Sine2 5.37 0.98 5.50 0.00 ***

Cosine -95.32 11.78 -8.09 0.00 ***
Cosine2 16.46 1.84 8.94 0.00 ***

Se incluyen en el modelo lineal generalizado (GLM) los efectos de cova-
riables temporales como temperatura del ambiente (δat), sensación térmica
(δst), radiación solar global (δrg) (véase la Figura 3.5), los efectos del día de
la semana (δd) tomando el lunes como base, los efectos del mes del año (δm)
tomando enero como base, los parámetros de regresión armónica (α = 1/8 y
β = 1/8), la periodicidad semanal de las tasas de incidencia (w) y la pendiente
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para la tendencia global (γt).

La Tabla 3.1 muestra los coeficientes estimados con el valor AIC más bajo
(AIC = 2047.9), siendo las variables más significativas (∗ ∗ ∗) la radiación
solar global, la sensación térmica, la tendencia, el miércoles, el jueves, y tres
términos que modelizan el componente periódico. Las variables radiación solar
global, sensación térmica, los meses de febrero, agosto, octubre, diciembre,
viernes y tres componentes periódicas influyen en el aumento en la tasa de
eventos delictivos, mientras que la temperatura ambiental, la tendencia y
los meses de marzo, abril, mayo, junio, julio, septiembre, noviembre, martes,
sábado y domingo tienden a reducirla (véase la Tabla 3.1).

La serie temporal de los sucesos delictivos semanales originales muestra
un crecimiento acelerado a partir de la semana 200 aproximadamente (véase
la Figura 3.6), alcanzando frecuencias que duplican el número de eventos
identificados en semanas anteriores. Se cree que posiblemente se deba a
las mejoras en el sistema de registro de actos delictivos, cambios en las
autoridades, mejoras en las políticas de vigilancia y seguridad, aumento del
personal policial (Castro et al., 2015), o cualquier otra razón. Sin embargo,
se decide incluir estos datos en el análisis para identificar si los modelos
propuestos son capaces de captar la variabilidad de esta naturaleza.

Figura 3.6: GLM para la componente determinista temporal µ(t)

El GLM (línea verde de la Figura 3.6) trata de alcanzar los extremos
de variación de los eventos delictivos originales; sin embargo, no los alcanza,
siendo insuficiente por sí mismo.

Para la componente determinista espacial λ(s) se define una malla de
32 × 32, dando un área aproximada de 996m2 en cada celda; sin embargo,
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pueden elegirse mallas con mayor o menor dimensión en función de la
capacidad para cubrir su coste computacional.

Tabla 3.2: Coeficientes estimados mediante GAM con B-splines para la
componente espacial

Covariates Coefficients S.E. CI95.lo CI95.hi Zval Ztest
(Intercept) -9.57 0.04 -9.66 -9.49 -218.41 ***

bs(im.UPC)1 7.22 0.17 6.89 7.55 43.08 ***
bs(im.UPC)2 -2.54 0.14 -2.81 -2.27 -18.46 ***
bs(im.UPC)3 4.52 0.15 4.22 4.81 29.84 ***
bs(im.cam)1 3.85 0.22 3.41 4.29 17.17 ***
bs(im.cam)2 -6.45 0.27 -6.98 -5.93 -24.10 ***
bs(im.cam)3 2.26 0.27 1.73 2.78 8.45 ***
bs(im.cc)1 -3.15 0.14 -3.42 -2.88 -22.52 ***
bs(im.cc)2 -0.97 0.22 -1.40 -0.53 -4.38 ***
bs(im.cc)3 -1.29 0.22 -1.72 -0.87 -6.00 ***
bs(im.par)1 -0.47 0.17 -0.81 -0.13 -2.73 **
bs(im.par)2 -4.63 0.26 -5.15 -4.11 -17.56 ***
bs(im.par)3 0.20 0.18 -0.15 0.56 1.11

La relación de cada predictor con la media de la variable respuesta no es
directa, sino a través de la función fi(Xi(s)) indicada en la expresión (3.5).
La estimación GAM con coeficientes B-splines puede verse en la Tabla 3.2,
donde las covariables espaciales fueron altamente significativas para cada B-
spline. Las distancias a UPC y cámaras de vigilancia en su mayoría aportan
a incrementar la intensidad espacial delictiva, mientras que las distancias a
supermercados y parques aportan en la reducción.

Figura 3.7: GAM para la componente determinista espacial λ(s)
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3.4. RESULTADOS

En la Figura 3.7 los colores verdes intensos significan una mayor frecuencia
de actos delictivos en esas áreas (centro de la ciudad) y muestran alrededor
de 120 eventos, mientras que las áreas de color claro representan aproxima-
damente 20 eventos delictivos. La zona del centro de la ciudad es el lugar
preferible por los delincuentes para cometer cualquier acto delictivo.

(a) Estimación de σ y ϕ (b) Estimación de θ

(c) Autocovarianza espacio-temporal.

Figura 3.8: Estimación de los parámetros de escala espacial y temporal
mediante la función de correlación por pares

La Figura 3.8 muestra las funciones de correlación por pares y la de
covarianza del proceso estocástico evaluado sobre el conjunto de datos. Los
parámetros de escala espacial σ y ϕ se estiman mediante la función g (véase
la Figura 3.8b). La función de autocorrelación de los recuentos de eventos por
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unidad de tiempo estiman el parámetro de escala temporal θ (véase la Figura
3.8b) y la función de covarianza espacio-temporal (véase la Figura 3.8c). Para
un proceso de Poisson espacio-temporal la covarianza es cero y la función de
correlación por pares es 1.

Mediante el método de contraste mínimo se obtiene que ϕ̂ = 107.21, σ̂ =
1, 89 y θ̂ = 1.02. Las funciones de covarianza y autocovarianza exponenciales
muestran que las curvas empíricas tienen un comportamiento similar a las
teóricas, es decir, el ajuste con covariables tanto temporales como espaciales
es adecuado; la Figura 3.8 corrobora lo expuesto.

Para modelizar la componente estocástica, se utiliza un procedimiento
MCMC con 300000 iteraciones en el algoritmo MALA, un período de burn-in
de 30000, y una frecuencia de 100 para almacenar los cálculos y predecir los
delitos desde la semana 256 hasta la 261. Las predicciones se calculan mediante
simulaciones de las medias y varianzas estimadas (expresiones 3.14 y 3.15).

Figura 3.9: Series temporales de los delitos reales y predicciones

En el ajuste temporal, la contribución de la modelización LGCP (véase
la Figura 3.9) es muy notable con respecto a la componente temporal
determinista, es decir, el modelo alcanza los extremos más altos y más bajos de
la serie temporal de los eventos originales. Las predicciones (línea roja) tienen
un comportamiento bastante aproximado a los datos reales. Por ejemplo, en
la ampliación que se muestra dentro de la Figura 3.9, se puede observar la
proximidad entre los delitos reales y la predicción con más detalle. Para las
semanas 256 a 261 tienen un comportamiento muy similar. La media de las
diferencias es de 7 delitos (véase la Figura 3.11).
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(a) Datos originales.

(b) Predicciones con LGCP.

Figura 3.10: Delitos originales y predicciones para las semanas [256, 261]

En la Figura 3.10 se observan los delitos tanto para los datos originales
como para las predicciones. Los colores claros muestran el menor número
de delitos, mientras que los tonos verdes intensos identifican los valores
máximos de eventos encontrados en cada semana. En la Figura 3.10a se
muestran algunas localizaciones que llegan hasta un máximo de 7 y 2 eventos,
específicamente para las semanas 257 y 259, respectivamente, mientras que en
las predicciones con LGCP se observan hasta un máximo de 5 delitos en las
semanas 258 y 3 desde la semana 259 hasta la 261 (véase la Figura 3.10b).

La distribución de los delitos en los datos originales y las predicciones
muestra una tendencia a la aglomeración hacia el centro de la ciudad. Se hallan
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los errores cuadráticos medios (MSE) desde el enfoque temporal y espacial.
El MSE para las predicciones en el periodo de observación es 105.88 y su
correspondiente raíz cuadrada (RMSE) de 10.29. La Figura 3.11 representa
el comportamiento de las diferencias entre delitos reales y predicciones en
función del tiempo. Los puntos sobre la línea horizontal en cero identifican
sobrestimación, mientras que los puntos por debajo corresponden a las cifras
de delincuencia subestimadas. Los valores del MSE en función del espacio
para las seis semanas de predicción son 1.31, 0.69, 0.72, 0.65, 0.83, 0.96,
respectivamente.

Figura 3.11: Diferencias temporales entre los delitos originales y predicciones
con LGCP

Para identificar las superficies de excedencia, se fija como umbrales los
valores correspondientes a los cuantiles 90 %, 75 % y 50 % de la distribución
marginal estimada de exp {Y (s; t)}, mostrando mayor concentración en el
centro de la ciudad (véase la Figura 3.12). En la Figura 3.12 el color azul
intenso indica los lugares con el menor número de eventos y el rojo las áreas
con las más altas frecuencias de delitos. Con estos resultados se identifica
que gran parte de los sectores Loma de Quito, La Estación, Santa Rosa y La
Concepción son los que requieren mayor vigilancia policial.

Figura 3.12: Probabilidad de excedencias a posteriori
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3.5. DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES

3.5. Discusión y conclusiones

Los LGCP son procesos de Poisson no homogéneos con intensidades alea-
torias log-gaussianas. Su función de intensidad es multiplicativa, permitiendo
incorporar información de primer orden mediante componentes deterministas
temporales y espaciales e información de segundo orden mediante una com-
ponente estocástica. La elección de la función de correlación espacio-temporal
debe ser cuidadosa para obtener una estimación adecuada del proceso gaus-
siano subyacente.

La motivación para la aplicación de la estructura LGCP espacio-temporal
es el fenómeno delictivo de la ciudad de Riobamba. Al analizar los datos de
delitos de esta ciudad se ha encontrado que el mes de enero posee mayor
número de registros, lo que se cree coherente debido a las festividades de
los últimos días del mes de diciembre y los primeros días de enero. Para la
estimación de la intensidad del proceso se considera una estructura separable
y función de covarianza de forma exponencial, tanto para la componente
temporal como para la espacial (Brix y Diggle, 2001).

Siguiendo la propuesta de González y Mateu (2021) aplicada a los
delitos de la ciudad de Riobamba, proporciona los siguientes valores para los
parámetros estimados: σ2 = 1.91 y ϕ = 235.77 (metros) para la varianza
y dependencia espacial, respectivamente, y θ = 1.07 (semanas) para la
dependencia temporal. El cálculo del MSE para las respuestas espaciales de las
seis semanas de predicciones proporciona valores de 1.58, 1.16, 0.98, 1.46, 1.68
y 1.31, respectivamente. La propuesta presentada e este capítulo incorpora
una componente temporal mediante un GLM con efectos de los promedios
semanales de temperatura del ambiente, sensación térmica y radiación solar
global, los días de la semana, meses del año y ciclicidad semanal a través
de las funciones seno y coseno; una componente espacial mediante un GAM
con bases B-splines, con efectos de covariables basadas en distancias a UPC,
cámaras de vigilancia, supermercados y parques; y una componente estocástica
mediante algoritmo MCMC con iteraciones MALA (Diggle et al., 2005; Taylor
et al., 2013; González y Mateu, 2021). Se obtiene valores estimados para los
parámetros del modelo como sigue: σ2 = 1.89 para la varianza espacial,
ϕ = 107.21 (metros) para la dependencia espacial y θ = 1.02 (semanas)
para la dependencia temporal. Los valores de MSE de las predicciones de
seis semanas son 1.31, 0.69, 0.72, 0.65, 0.83 y 0.96, respectivamente. Como se
puede observar, las características incluidas en nuestra propuesta reducen los
errores en las predicciones.

La identificación de excedencias, es decir, las ocurrencias de eventos
delictivos que superan a los cuantiles 90 %, 75 % y 50 %, corresponden a gran
parte de los sectores denominados Loma de Quito, La estación, Santa Rosa y
La Concepción, por lo que estos serían los lugares que requieren mayor atención
policial.
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4. Modelos
espacio-temporales
semiparamétricos
auto-excitados de Hawkes

4.1. Introducción

Los Self-exciting Hawkes Processes (SEHP) son modelos propuestos por
Hawkes (1971b). Surgen como un resultado particular de los procesos tem-
porales de Hawkes, pero con las mismas propiedades de segundo orden de
un proceso doblemente estocástico. Hawkes y Oakes (1974) demostraron que
cualquier proceso puntual estacionario auto-excitado con intensidad finita se
puede interpretar como un proceso de conglomerados de Poisson. Son amplia-
mente utilizados para pronosticar la tasa de eventos como una función del
espacio, el tiempo y su historia previa.

Los SEHP se dividen en dos subprocesos, uno de background (centros
de conglomerados) y otro de triggering (desencadenante). El primero es
considerado como un proceso de Poisson, que puede ser no homogéneo en
el espacio y/o no estacionario en el tiempo, y el segundo está compuesto
por el efecto excitante de todos los eventos ocurridos en el pasado. En otras
palabras, una vez que ocurre un evento en el proceso, sin importar si es un
evento de background o un evento excitado por otros, excita un proceso de
su propia descendencia directa de acuerdo con algunas reglas de probabilidad.
Más concretamente, los SEHP capturan el comportamiento triggering y de
background de forma natural. Estas características permiten identificar algún
tipo de dependencia auto-excitada (Hawkes, 1971a; Hawkes y Oakes, 1974;
Ogata, 1988).

A partir de su introducción se han desarrollado múltiples herramientas
potentes como, por ejemplo, la desclasificación y reconstrucción estocástica
basada en modelos (Zhuang et al., 2002), en la que se supone que la función
triggering tiene una forma paramétrica, pero el background debe estimarse
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de forma no paramétrica a partir de los eventos de background, y a la vez se
requiere determinar si cada suceso fue desencadenado por el background, por
lo que es un procedimiento iterativo. En cuanto a la desclasificación estocástica
independiente del modelo, Marsan y Lengliné (2010) demuestran que puede
considerarse como un algoritmo de maximización de valores esperados.

Más adelante Chiodi y Adelfio (2011) introducen el enfoque predictivo
basado en probabilidad directa, en el que, en lugar de maximizar directamente
la verosimilitud, consideran incrementos log-verosimilitud, utilizando los
eventos pasados para predecir el evento futuro. Este enfoque se convirtió en
un método semiparamétrico con el desarrollo de Adelfio y Chiodi (2015).
Entre otros avances, se han realizado procedimientos de simulación para
la estimación de máxima verosimilitud (Ozaki, 1979; Cui et al., 2019);
metodologías de estimación totalmente no paramétrica para conocer la forma
de la función de triggering espacio-temporal y las tendencias temporales de la
tasa de background (Mohler et al., 2011); incorporación de las características
espaciales, la casi repetición, los efectos triggering, métodos de inferencia y
herramientas de diagnóstico (Reinhart y Greenhouse, 2017); generalización
del método de reconstrucción estocástica no paramétrica, para estimar cada
componente en la tasa de background y la respuesta triggering que aparece en
la intensidad condicionada del modelo (Zhuang y Mateu, 2019).

Los SEHP han sido ampliamente utilizados en campos donde se observa
la agrupación espacio-temporal de eventos de conteo (Reinhart, 2018). Por
ejemplo, en medio ambiente (Lieshout et al., 2012; Pratiwi et al., 2017;
Reinhart, 2018), salud (Chiang et al., 2022), finanzas (Aït-Sahalia et al., 2015;
Hawkes, 2018; Moreno Trujillo, 2019), delitos como se describe más adelante,
entre otros.

Reinhart (2018) describe algunas aplicaciones en datos sobre delitos; sin
embargo, se mencionan otros ejemplos, como el modelo Next Hit Predictor
(NHP), que encuentra la ubicación más probable del próximo delito en
serie a través de un modelo de riesgo cuidadosamente diseñado, habiendo
demostrado resultados prometedores en décadas de datos de delitos en serie
(Li y Wang, 2018). Zhu y Xie (2022) capturan los vínculos de los incidentes
de la delincuencia multivariante marcada, tratando de extraer del texto
libre registrado marcas del incidente, con el propósito de incluir la noción
de modus operandi. Se introduce un novedoso marco de inferencia basado
en transformaciones aleatorias y descenso de gradiente para aprender el
proceso, para lo cual Ilhan y Kozat (2020) integran los cálculos del núcleo
espacial por transformaciones aleatorias basadas en características de Fourier
y lo aplican para incluir la predicción de delitos. Liu y Vanhatalo (2020)
diseñan un método de regularización de gráficos para integrar de forma
eficaz la estructura espacial previa para el aprendizaje de la matriz de
influencia entre los diferentes lugares. Park et al. (2021) proponen un algoritmo
marcado para estimar la tasa de background no paramétrica en función de las
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covariables demográficas, utilizando datos de delitos violentos relacionados
con las bandas. Yuan et al. (2021) desarrollan un método no paramétrico para
la reconstrucción de la red a partir de conjuntos de datos espacio-temporales
multivariantes, utilizando tanto la información temporal como espacial, y no
asumen una forma paramétrica específica de la dinámica de la red. Okawa
et al. (2021) amplían una red neuronal convolucional (CNN) combinándola
con la convolución de núcleo continuo, y diseñan la intensidad condicionada
del proceso de Hawkes basada en el modelo de red neuronal ampliado que
acepta imágenes. Realizan varias aplicaciones, entre ellas a datos de conflictos
armados y protestas.

Entre los más recientes, Jun y Cook (2022) muestran una generalización de
la estructura de la función de intensidad espacio-temporal, permitiendo la no-
separabilidad, la no-estacionariedad y la intensidad cruzada (entre grupos).
Utilizan muestras de datos de terrorismo en Afganistán para el análisis
univariante y de Nigeria para el bivariante. Mencionan que sus modelos
superan a los modelos estándar del proceso de Hawkes.

En este contexto, motivados por el potencial de los SEHP, se modeliza el
fenómeno delictivo de la ciudad de Riobamba-Ecuador, como complemento a
los resultados obtenidos con el LGCP (véase el capítulo 3), con el propósito
de estimar el background y cuantificar el efecto triggering.

4.2. Descripción de los datos

Se utilizan los datos de eventos delictivos descritos en la Sección 3.2
del capítulo 3, con el fin de aprovechar el potencial de cada una de sus
estructuras estocásticas y conseguir una caracterización más completa del
fenómeno delictivo de la ciudad de Riobamba-Ecuador.

Para el modelizado con SEHP es importante tener en cuenta la unidad
temporal, puesto que de ello depende el planteamiento de su periodicidad.
Para los delitos registrados en la ciudad de Riobamba-Ecuador, se toma como
unidad temporal el día de 24h, es decir, se determina que como mínimo se
puede reconstruir la periodicidad semanal y tendencia a largo plazo (mientras
más pequeña sea la unidad temporal, más detallados serán los resultados).

En la Figura 4.1a se muestra una descripción del historial de los datos de
delitos mediante un degradado de colores, es decir, en función del tiempo. Los
puntos en color rojo representan los primeros sucesos del 2010 y en magenta
los últimos sucesos del 2014. En la distribución acumulativa (véase la Figura
4.1b) se puede observar crecimiento acelerado aproximadamente a partir del
día 1500, lo que indica mayor frecuencia delictiva en el último año del periodo
de estudio.
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(a) Delitos. (b) Distribución acumulativa.

Figura 4.1: Distribución de los eventos delictivos en la ciudad de Riobamba-
Ecuador y su función acumulativa

Las Figuras 4.2a y 4.2b despliegan color intenso (magenta) en las coordena-
das y días en los que se ha registrado un mayor número de eventos delictivos, lo
que contrasta con la Figura 4.1b descrita anteriormente. Además, se identifica
que los eventos son algo más frecuentes alrededor de las longitudes 9815(1000)
y 9816(1000), y latitud 762(1000).

(a) Delitos (longitud & días). (b) Delitos (latitud & días).

Figura 4.2: Historial de eventos delictivos en la ciudad de Riobamba-Ecuador

4.3. Metodología

El proceso de Hawkes describe los mecanismos de excitación entre una serie
de eventos que ocurren en un dominio de tiempo o espacio-tiempo continuo,
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que se explican detalladamente en Hawkes (1971b), Hawkes (1971a), Zhuang
y Mateu (2019), Schoenberg et al. (2019), Chiang et al. (2022).

Hawkes menciona que el proceso auto-excitado con la intensidad condicio-
nada Λ(t) puede escribirse como

Λ(t) = µ+
∫ t_

−∞
g(t− l)dN (τ), (4.1)

donde µ es la tasa de ocurrencia de eventos espontáneos (también llamados
eventos de background), g(t) es la tasa de ocurrencia de la descendencia directa
generada por un evento ocurrido antes de t (denotado por t_), y N es un
proceso puntual denotado por N = {ti, i ∈ T}. Es importante señalar que
l < t y µ y g son no negativos.

Para el proceso de Hawkes espacio-temporal la función de intensidad
condicionada viene dada por

Λ(t, x, y) = µ(t)µ(x, y)+
∫ t_

−∞

∫ ∫
S

g(t− l, x− u, y − v)dN (u× v × l), (4.2)

donde µ(t) es la componente temporal de la tasa de background, µ(x, y)
representa la tendencia espacial de la tasa de background en (x, y), y
g(t−l, x−u, y−v) el subproceso triggering por un evento ocurrido previamente
en (u, v) en el tiempo l, siendo (x, y) y (u, v) localizaciones de eventos dados
en un área S ∈ R2.

La función de intensidad condicionada espacio-temporal para los delitos
de la ciudad de Riobamba, utilizando el método de reconstrucción estocástica
para la estimación no paramétrica de µt, µt, µW , µS y g, está dada por

Λ(t, x, y) =µ0µt(t)µW (t)µs(x, y)

+A

t−∫
−∞

∫ ∫
S

g(t− l)h(x− u, y − v)dN (u× v × l),
(4.3)

donde µ0 y A son los coeficientes de relajación a estimar, µt(t) y µW (t) son el
término de tendencia y la periodicidad semanal en los componentes temporales
de la tasa de background, respectivamente, µs(x, y) representa la tendencia
espacial de la tasa de background, y g y h son funciones de densidad de
probabilidad, es decir,

∫∞
0 g(l)dl = 1,

∫ ∫
S
h(u, v)dudv = 1. La función de

respuesta de background espacio-temporal está separada en una componente
espacial y otra temporal, para evitar la estimación no paramétrica de una
función en tres dimensiones.

Las componentes periódicas de la tasa de background formuladas en la
expresión (4.3) no se pueden estimar directamente mediante el método de
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reconstrucción estocástica, por lo que se utiliza el método residual (véase
Baddeley et al., 2005; Zhuang, 2006; Zhuang y Mateu, 2019), es decir, mediante
la propiedad de la intensidad condicional[∫

[T1,T2]×S

f(t, x)dN (dt× dx)
]

= E

[∫ T2

T1

∫
S

f(t, x)Λ(t, x)dtdx
]
, (4.4)

donde [T1, T2] es un intervalo de tiempo, S es el área, N es el proceso espacio-
temporal con intensidad Λ(t, x) y f(t, x) es un proceso predecible. Siempre que
exista la integral en cualquier lado o que f no sea negativa.

4.3.1. Componente de background

Dada una realización de N , con t días y localizaciones (x, y), la tasa de
background esta compuesta por el término de tendencia a largo plazo µt(t), la
periodicidad semanal µW (t) y la tendencia espacial µS(x, y). Según Zhuang y
Mateu (2019), la reconstrucción de cada término está dada como sigue:

µ̂t(t) ∝
∑

i

w
(t)
i I (ti ∈ [t− △t, t+ △t]) , (4.5)

µ̂w(t) ∝
∑

i

w
(W )
i I (ti ∈ [t+ 7 − △t, t+ 7 + △t]) ,

µ̂s(x, y) ∝
∑

i

φiI (xi ∈ [x− △x, x+ △x]) I (yi ∈ [y − △y, x+ △y]) ,

donde w(t)
i y w

(W )
i son las ponderaciones global y semanal de los datos para

todos los i y j, φi es la probabilidad de que el evento i sea un evento de
background y △t, △x y △y son números positivos pequeños. Los valores de
las ponderaciones son la clave para la reconstrucción de los términos de la tasa
de background.

Las ponderaciones están dadas por

wt
i = µt(ti)µS(xi, yi)

Λ(ti, xi, yi)
, (4.6)

wW
i = µW (ti)µS(xi, yi)

Λ(ti, xi, yi)
,

y
φi = µ0µt(ti)µW (ti)µS(xi, yi)

Λ(ti, xi, yi)
,

NOTA: w(t)
i en su forma general es w(t)(t, x, y) = f(t, x, y). Sustituyendo en

(4.4) se obtienen los términos de la componente de background (véase algunos
detalles en Zhuang y Mateu, 2019).
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4.3.2. Componente de triggering

Según la reconstrucción de Zhuang y Mateu (2019), la estimación de g se
realiza mediante

ĝ(t) ∝
∑
i,j

ρijI (tj − ti ∈ [t− △t, t+ △t]) , (4.7)

donde ρ es la componente de excitación, con i < j, dada por

ρij = g(tj − ti)h(xj − xi, yj − yi)
λ(tj , xj , yj) , (4.8)

y h se estima de la forma

ĥ(x, y) ∝
∑
i,j

ρij × I (xj − xi ∈ [x − △x, x + △x]) I (yj − yi ∈ [y − △y, y + △y]) .

(4.9)
donde △x y △y son números positivos pequeños.

4.3.3. Estimación de coeficientes

Una vez estimados µt, µW , µS , g y h se actualizan los coeficientes µ y A
por máxima verosimilitud.

La función de verosimilitud está dada por

log(L) =
n∑

i=1
log {Λ (ti, xi, yi)} −

∫ T

0

∫ ∫
S

Λ (t, x, y) dxdydt, (4.10)

y sus ecuaciones de máximos son
n∑

i=1

µt(ti)µW (ti)µS(xi, yi)
Λ(ti, xi, yi)

− U = 0, (4.11)

n∑
i=1

∑
j:tj<ti

g(tj − ti)h(xj − xi, yj − yi)
Λ(ti, xi, yi)

−G = 0, (4.12)

donde
G =

∑
i

∫ T

ti

∫ ∫
s

g(t− ti)h(x− xi, y − yi)dxdydt, (4.13)

U =
∫ T

0

∫ ∫
S

µt(t)µw(t)µs(x, y)dxdydt.

Las ecuaciones de los máximos se resuelven mediante el siguiente sistema:
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A(2) =
n−

∑n

i=1 φi

G
, (4.14)

µ
(2)
0 = n−A(2)G

U
, (4.15)

donde n es el número de eventos, y φi es la probabilidad de background, dada
por

φi = µ0µt(ti)µw(ti)µs(xi, yi)
µ0µt(ti)µw(ti)µs(xi, yi) +A

∑
j:tj<ti

g(tj − ti)h(xj − xi, yj − yi)
.

(4.16)

Como se puede observar en la expresión (4.16), para estimar φi es necesario
conocer los coeficientes de relajación y los coeficientes también necesitan a φi,
por lo que se trata de un procedimiento iterativo. Se asumen valores iniciales
en µ0 y A y se obtiene φi para todo i, dado que ya se han estimado los
coeficientes µt, µW , µS , g y h; se actualiza los coeficientes de relajación µ0 y
A, y se vuelve a recalcular φi hasta que se alcance la convergencia.

4.3.4. Suavizado y corrección del efecto de borde

Se suavizan las estimaciones para que los resultados de las reconstrucciones
sean robustos y de este modo asegurar la convergencia. Para ello se utilizan
funciones de núcleo.

Si K es el núcleo gaussiano dado por K(x;ω) = 1√
2πω

exp
(

− x2

2ω2

)
, con ω

el ancho del núcleo, ⌊x⌋ representa el mayor entero no mayor que x, y h el
ancho de banda, con hx para el espacio y ht para el tiempo, las ecuaciones de
estimación suavizadas se convierten en:

µ̂t(t) ∝
∑

i

w
(t)
i K(t− ti;ωt)

µ̂W (t) ∝
∑

i

w
(W )
i

⌊T/7⌋∑
k=0

K(t− ti + 7 ⌊ti/7⌋ − 7k;ωW ),

µ̂S(x, y) ∝
∑

i

φiK(x− xi;ωx)K(y − yi;ωy),

ĝ(t) ∝
∑
i,j

ρijK(t− tj + ti;ωg),

ĥ(x, y) ∝
∑
i,j

ρijK(x− xj + xi;ωhx
)K(y − yj + yi;ωhy

),
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Para corregir el efecto de borde, cada una toma la forma

µ̂(t) ∝
∑

i

w
(t)
i

K(t− ti;ωt)∫ T

o
K(u− ti;ωt)du

,

µ̂W (t) ∝
∑

i

w
(W )
i

∑T/7
k=o K(t− ti + 7⌊ti/7⌋ − 7k;ωW )∫ T

o
K(u− ti;ωW )du

,

µ̂S(x, y) ∝
∑

i

φi
K(x− xi : ωx)K(y − yi;ωy)∫ ∫

S
K(u− xi;ωx)K(v − yi;ωy)dudv

,

ĝ(t) ∝

∑
i,j

ρij×K(t−tj+ti;ωg)∫ T −ti

0
K(u−tj ;ωg)du∑

i I (ti + t ≤ T ) , (4.17)

ĥ(x, y) ∝

∑
i,j

ρij×K(x−xj+xi;ωhx )K(y−yj+yi;ωhy )∫ ∫
s
K(µ−xj+xi;ωhx )K(µ−yj+yi;ωhy)dxdy∑

i I {(xi + x, yi + y) ∈ S}
, (4.18)

respectivamente. Los denominadores en las expresiones (4.17) y (4.18) son el
número de veces que se observa el efecto triggering en el desfase temporal t o
espacial (x, y) (Zhuang y Mateu, 2019).

4.3.5. Bondad de Ajuste

Para identificar la bondad de ajuste del modelo (análisis residual), se
utilizan los tiempos transformados según la propuesta de Ogata (1988) y la
reformulación de Zhuang y Mateu (2019):

ti → τi =
∫ ti

0

∫
S

Λ (t, x, y) dxdydt. (4.19)

La expresión (4.19) transforma el proceso puntual N = {(ti, xi, yi), i =
1, 2, · · · , n}, en un proceso estacionario de Poisson con tasa unitaria (proceso
de Poisson estándar) N

′ = {τ : i = 1, · · · , n} denominada secuencia temporal
transformada. Dado que Λ(t, x, y) es desconocida en el análisis de datos
reales, es posible sustituirla por Λ̂(t, x, y), que es una buena aproximación
del modelo verdadero, y obtener una secuencia temporal transformada que
es aproximadamente un proceso de Poisson estándar. Por tanto, si dicha
secuencia no se desvía significativamente del proceso de Poisson estándar, se
puede concluir que el modelo se ajusta bien a los datos.
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Dadas las características de N
′ , las bandas de confianza se pue-

den construir mediante los estadísticos relacionados con el proceso de
Poisson (Zhuang y Mateu, 2019). La curva de frecuencia acumulativa(
τ̂i =

∫ ti

0
∫

S
Λ̂(t, x, y)dxdydt, i

)
siempre conecta (0, 0) y (T, n), donde Λ̂(t, x, y)

es el modelo estimado a partir de los datos en [0, T ] utilizando la estimación
de máxima verosimilitud y n = N ([0, T ] × S). Para cada entero positivo k,
si k < n, el intervalo de confianza para τk es el mismo que kZ, donde Z una
variable aleatoria bajo una distribución beta con parámetro (k+ 1, n− k+ 1);
cuando k > n, τk puede aproximarse mediante una distribución gamma con
parámetro de forma k − n y parámetro de escala 1 (véase más detalles en
Schoenberg, 2002).

4.4. Resultados

El análisis de datos se inicia con la presentación de la variable tiempo en
forma continua mediante el uso de fechas julianas. Como se menciona en la
sección 4.2, es importante identificar la unidad temporal según la granularidad
de los datos. Al disponer de los registros diarios de los eventos delictivos, se
realiza la reconstrucción de la periodicidad semanal y la tendencia a largo
plazo. Como los delincuentes actúan según las actividades recurrentes de la
localidad no se considera la periodicidad de la tasa de background.

(a) Periodicidad semanal. (b) Tendencia.

Figura 4.3: Periodicidad semanal y tendencia a largo plazo

En la Figura 4.3a se muestra la periodicidad semanal, en donde se observa
un comportamiento estrictamente decreciente en domingo y lunes (domingo
inicio de semana). A partir del martes un crecimiento lento, pero a medida
que avanza al fin de semana su pendiente aumenta con mayor velocidad hasta
alcanzar el valor máximo en el día sábado. Por la forma de la curva entre los
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días se intuye que posiblemente exista algún patrón de delincuencia en función
de las horas del día. El crecimiento acelerado de los eventos en los fines de
semana (especialmente viernes y sábados) se cree que es un efecto debido al
incremento de peatones que circulan por la ciudad, es decir, en esos días se
presentan mayor número de personas en los lugares públicos y los delincuentes
aprovechan para actuar.

En cuanto a la tendencia a largo plazo (véase la Figura 4.3b) es evidente
que en el último año (2014) los delitos aumentan rápidamente, llegando
a ser el año con mayor número de eventos registrados. Los años 2010 y
2012 presentan mayor variabilidad que el 2013. Los datos muestran un
crecimiento delictivo lento hasta aproximadamente los últimos meses del 2013.
Las políticas de seguridad que el gobierno ecuatoriano ha promovido a partir
del 2010 al parecer se reflejan especialmente en el 2014, y como consecuencia,
se incrementa el número de denuncias de forma acelerada (Castro et al., 2015).

La Figura 4.4 muestra las funciones de respuesta temporal y espacial. La
función de respuesta temporal (véase la Figura 4.4a) indica que una vez que
ha ocurrido un delito es probable que se desencadene otro evento en el tiempo
t, mientras que la función de respuesta espacial (véase la Figura 4.4b) indica
la distancia a la que posiblemente suceda dicho evento. Es decir, una vez
que se ha producido un delito es probable que se desencadene otro suceso
aproximadamente a un radio de 175m en los 3.5 días posteriores.

(a) Respuesta temporal. (b) Respuesta espacial h(x, y).

Figura 4.4: Funciones de respuesta temporal y espacial

Las componentes de background y triggering se estiman no paramétrica-
mente utilizando el método de reconstrucción estocástica, y los coeficientes de
relajación por el método de máxima verosimilitud. Por esta razón se conoce
el método como semiparamétrico. Los valores de los parámetros de relajación
que cuantifican la tasa de background y el efecto triggering son µ̂ = 0.027 y
Â = 0.752 con log(L) = −898.98, en donde Â = 0.75 implica que el 75 % del
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fenómeno delictivo de la ciudad de Riobamba puede explicarse por el efecto
triggering, es decir, los delincuentes son reincidentes, y de alguna manera no
son atrapados por el personal policial. Mientras que la tasa de background
contribuye tan solo un 3 %.

(a) Tiempo original (t)

(b) Tiempo transformado (τ)

Figura 4.5: Tasa de ocurrencia en el dominio del tiempo transformado

La Figura 4.5 muestra la frecuencia acumulada de los eventos delictivos y
los cambios en la tasa de ocurrencia en el dominio del tiempo transformado
(eventos delictivos en una secuencia estacionaria), donde los tiempos de
ocurrencia originales no muestran cambios en el promedio de ocurrencias
(véase la Figura 4.5a). En cuanto a los tiempos transformados se observan
cambios alrededor de los tiempos 500, 1000, 2000, 3960, 4700 y en los últimos
registros, que corresponden a los eventos delictivos de julio a diciembre de 2014
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(véase la Figura 4.5b). El cambio más notable se produjo aproximadamente
en el tiempo transformado 3960, por lo que se muestra una ampliación de éste
a la derecha de la Figura 4.5b para identificarlo. El comportamiento delictivo
en toda la ciudad muestra similitud en los primeros 4 años de datos, mientras
que en el último año se produce un crecimiento acelerado.

Figura 4.6: Tasa de background µs(x, y)

La tasa de background µb(x, y) (véase la Figura 4.6) muestra valores
elevados que se concentran en el centro de la ciudad (color rojo intenso).
Una característica peculiar en la exponencial de la tasa de background es la
visualización de la distribución de los eventos en forma de estructuras lineales
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a lo largo de la ciudad. Este comportamiento promueve la idea de que las calles
principales de la ciudad también podrían ser un factor de atracción para los
delitos (véase la Figura 4.6), supuesto particular que sería relevante tomar en
cuenta para futuros estudios.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 4.7: Periodicidad semanal y tendencia a largo plazo, clasificadas según
los puntos cardinales y los años

Se aprovecha la reconstrucción de la periodicidad semanal y de la tendencia
a largo plazo del background para identificar el comportamiento delictivo
según los puntos cardinales de la ciudad y los cinco años de registros
estudiados.

Su comportamiento semanal está estrechamente relacionado con las acti-
vidades comerciales, laborales y recreativas de la población. Por ejemplo, los
días domingos y lunes muestran comportamientos planos, tanto en las perio-
dicidades según los puntos cardinales (véase las Figuras 4.7a y 4.7b) como
anuales (véase la Figura 4.7c); entre los posibles motivos, sería debido a que
la mayoría de locales comerciales se mantienen cerrados, las personas tienden
a mantenerse en casa junto a sus familiares y/o acuden a visitar las zonas
recreativas familiares. A partir del día martes hasta su valor máximo en sába-
dos el fenómeno delictivo crece de forma acelerada y con mayor variabilidad,
especialmente entre años.

88



4.4. RESULTADOS

Con respecto a la tendencia a largo plazo, al Oeste y al Norte de la
ciudad la frecuencia delictiva es predominante (véase las Figuras 4.7d y 4.7e,
respectivamente), pero con mayor variabilidad entre el Este y el Oeste. De
alguna manera, en los dos primeros años, en el Norte y el Sur los eventos son
menos variables hasta aproximadamente los últimos meses del 2013; a partir
de ahí la variabilidad aumenta hasta unos meses antes de finalizar el 2014, ya
que vuelven a ser similares hasta su culminación (véase la Figura 4.7f).

Figura 4.8: Eventos delictivos reales (negro) y predicciones (verde) para las
seis semanas, sobre el background µs(x, y)

Es interesante visualizar las posibles ubicaciones de las predicciones
delictivas para las seis semanas consecutivas al conjunto de datos analizado,
los cuales se obtienen mediante simulaciones basadas en las intensidades de las
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predicciones obtenidas con el proceso de Cox log-gaussiano (véase el capítulo
3) sobre la tasa de background resultante del SEHP (véase la Figura 4.8).
Las líneas azules muestran los límites de las divisiones de los sectores o
barrios dentro del perímetro de la ciudad, los puntos negros corresponden a
las ubicaciones de los delitos reales registrados y los verdes a las predicciones.
Se puede observar que las predicciones no están aleatoriamente alejadas de
los eventos reales, y en su mayoría están sobre las áreas sombreadas del
background.

4.5. Discusión y conclusiones

La teoría del patrón delictivo menciona que la delincuencia es un fenómeno
que tiene un comportamiento basado en patrones. Es decir, tanto en el espacio
como en el tiempo los delitos no se distribuyen de forma aleatoria ni uniforme,
dando lugar a la existencia de sectores concretos que concentran gran parte
de las infracciones, así como también reincidencia de sujetos que cometen
múltiples delitos (Higgins y Swartz, 2018).

Son muchos los métodos estadísticos empleados con el propósito de
describir los patrones delictivos; sin embargo, en su mayoría llegan a identificar
los sectores con alta frecuencia delictiva, pero no cuantifican la reincidencia.
Los modelos de procesos puntuales espacio-temporales auto-excitados de
Hawkes poseen características relevantes que permiten predecir la tasa de
eventos en función del espacio, el tiempo y el comportamiento histórico
de eventos anteriores, dando lugar a una cuantificación de la reincidencia
mediante la estimación del efecto desencadenante (triggering).

En este capítulo se ha realizado la modelización de los datos de eventos
delictivos registrados durante 2010–2014 en la ciudad de Riobamba. El análisis
se inicia con la descripción del comportamiento de los delitos mediante gráficos
de colores degradados para visualizar la evolución de este fenómeno a través
del tiempo. La estimación paramétrica mediante la reconstrucción estocástica
de la periodicidad semanal y la tendencia temporal a largo plazo facilita la
identificación del comportamiento delictivo desde el punto de vista de los
diferentes días de la semana, punto cardinales y por años, así como también
la obtención de las componentes de background y triggering. La estimación de
los parámetros de relajación por máxima verosimilitud facilita el algoritmo
iterativo para la estimación de los parámetros de relajación, es decir, la
cuantificación del efecto de reincidencia.

Zhuang y Mateu (2019) estabilizan su modelizado con µ̂ = 0.77 y Â = 0.029
en datos de robos, con un valor de log-verosimilitud log(L) = −920.81. Esto
indica que aproximadamente un 3 % de los robos desencadenan otro evento
(reincidencia), es decir, el proceso está dominado por el background. Mientras
que en la ciudad de Riobamba sucede lo contrario, ya que se obtiene un efecto
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triggering de Â = 0.752 y background de µ̂ = 0.027, con un valor de log-
verosimilitud log(L) = −898, 98. Esto significa que el efecto triggering domina
el proceso, ya que puede explicar el 75 % de los datos. Es decir, los eventos
son cometidos repetitivamente por los mismos delincuentes (reincidencias de
sujetos), posiblemente debido a la falta de seguimiento policial a los diferentes
casos, no denuncia por temor a las represalias, o, de alguna manera, los sujetos
consiguen evadir el ámbito legal de la localidad. En cuanto al background, tan
solo contribuye aproximadamente en un 3 %.

Las funciones de respuesta espacial y temporal reconstruidas en la
componente de background y triggering implican que, una vez que se ha
producido un delito, es probable que desencadene otro en aproximadamente
los 3.5 días siguientes en un radio aproximado de 175m de distancia. Estos
resultados son confiables debido a que los tiempos transformados que han
permitido identificar el cambio en la tasa de ocurrencia del background a largo
plazo se mantienen dentro del intervalo de confianza. La tasa de background
ha permitido visualizar el efecto de agrupación en diferentes áreas de la
ciudad, especialmente en las áreas con mayor movimiento comercial, laboral
y recreativo.

La simulación de eventos en base a las intensidades predichas con el
proceso de Cox log-gaussiano (LGCP) permite visualizar los eventos reales y
las predicciones sobre el background estimado por el SEHP. Es decir, en forma
conjunta, proporciona información más completa sobre el fenómeno delictivo.
Sus estructuras estocásticas permiten caracterizar el movimiento delictivo en
forma diaria, predicciones semanales, tendencia a largo plazo y patrones de
comportamiento en la reincidencia de eventos, tanto en el tiempo como en el
espacio, proporcionando resultados de gran interés para la sociedad en general.

Una desventaja que se ha considerado especialmente relevante en los SEHP
es el coste computacional, puesto que el algoritmo iterativo requiere de un
tiempo considerable para alcanzar la convergencia.
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5. Medidas de riesgo en
LGCP bivariantes

5.1. Introducción

La delincuencia es un fenómeno social negativo y una realidad en la mayoría
de los países del mundo, por ello los esfuerzos se concentran en la búsqueda
de estrategias para su control y/o prevención.

El fenómeno delictivo tiene un comportamiento basado en patrones, dando
lugar a la existencia de sectores concretos que concentran gran parte de las
infracciones (Higgins y Swartz, 2018). El desafío es identificar aquellos sectores
que condensan anomalías delictivas y cuantificar la peligrosidad en términos de
probabilidad o riesgo. La tarea es compleja debido a la dificultad para predecir
válidamente conductas humanas. Sin embargo, los modelos de procesos de Cox
log-gaussianos (LGCP) muestran estructuras estocásticas que se aproximan a
capturar patrones de comportamiento en las actividades humanas, haciendo
de estas buenas herramientas que proporcionan estimaciones confiables para
el fenómeno delictivo. Un primer acercamiento a la identificación de eventos
extremos en modelos LGCP univariantes lo muestran Diggle et al. (2005),
Rodrigues y Diggle (2012), Taylor et al. (2013) y González y Mateu (2021), en
donde identifican la relación entre el riesgo actual y el esperado que supera un
umbral estipulado, pero no hacen referencia al caso bivariante ni multivariante.

Las medidas de riesgo VaR (Value-at-Risk) y ES (Expected Shortfall) son
una posible forma de cuantificar el riesgo, y tanto la EVT (Extreme Value
Theory) como las cópulas contribuyen a mejorar la precisión de su estimación
(Hsu et al., 2012; Karmakar, 2017; Yu et al., 2018; Manosalva, 2020).

En este contexto, este capítulo se concentra, en primer lugar, en la modeli-
zación de las componentes dentro del flujo y entre flujos de los hurtos y robos
a personas, permitiendo descomponer la variación espacial de los dos tipos de
eventos en una variación asociada a un tipo en particular. Se incluyen efectos
de covariables espaciales y estimación de los parámetros del campo latente
con enfoque bayesiano. Y en segundo lugar, en la estimación de las medidas
de riesgo VaR y ES dada una estructura de dependencia mediante la cópula
extrema de Gumbel-Hougaard (Salvadori et al., 2007), cuyas marginales se
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refieren a eventos que exceden un umbral dado, siendo aproximados mediante
la distribución de Pareto Generalizada (GPD) (Castellanos y Cabras, 2007;
Abad et al., 2014).

La EVT se enfoca a formas de analizar aquellos fenómenos con compor-
tamientos fuera del patrón común. En particular, para el caso bivariante se
puede abordar mediante cópulas (Salvadori et al., 2007). Esto es debido a que
toda distribución multivariante admite una representación en términos de una
cópula y un conjunto de distribuciones marginales (Joe, 2015). El propósito
de utilizar cópulas es encontrar familias paramétricas flexibles para ser uti-
lizadas como descriptores de las estructuras de dependencia evidentes en los
datos (Joe, 2015; Henderson et al., 2021). Las cópulas permiten simular fácil-
mente distribuciones bivariantes y analizar su estructura. La representación
de Sklar (1959) sugiere que la construcción de la distribución conjunta de la
cópula sea modelizada mediante la estimación de las funciones de distribución
acumulativas marginales y la estimación de la cópula de forma independiente.

Para la estimación de las funciones de distribución acumulativas margina-
les, De Haan (1970) y los resultados de inferencia estadística propuestos por
Pickands (1975) motivaron el desarrollo de modelos basados en excedencias de
umbrales. Esto hizo que la EVT evolucionara desde los enfoques de máximos
por bloques y de pico sobre un umbral (POT).

En la actualidad el método POT es uno de los más utilizados, debido a que
evita el problema de pérdida de datos. Sin embargo, la forma de seleccionar
un umbral adecuado es compleja, dado que la estimación de valores extremos
depende del umbral. Si el umbral es demasiado bajo, la cola no alcanza el
criterio de convergencia, lo que provocará un gran sesgo, y si el umbral es
demasiado alto, se tendrán pocos datos, dando lugar a una alta varianza y,
como consecuencia resultados poco fiables. Por lo tanto, la elección de un
umbral adecuado implica un equilibrio entre el sesgo y la varianza (Yang
et al., 2018). Entre los métodos más comunes para la elección del umbral
está el basado en la esperanza de la GPD, que da origen al gráfico de vida
residual media. La estimación de los parámetros de la GPD por máxima
verosimilitud ha sido considerada por Smith (1985) y se han encontrado
varias inconsistencias debido al tamaño de las muestras (Hosking y Wallis,
1987; Grimshaw, 1993) y estimaciones del parámetro de forma fuera del
intervalo (−1/2, 1/2) (Gómez, 2008). En consecuencia, la inferencia bayesiana
es una buena alternativa, especialmente con a priori de Jeffreys debido a que
proporcionan buenos resultados (Castellanos y Cabras, 2007).

Para la modelización del parámetro de dependencia de la cópula se
suele seleccionar basándose en la estimación de máxima verosimilitud. Como
resultado, se espera que el parámetro de la cópula extrema de Gumbel-
Hougaard capture la dependencia localizada entre los dos patrones de
delitos. Es importante tener en cuenta que un volumen pequeño de datos
no proporciona suficientes observaciones para formar una estructura de
dependencia distintiva (Henderson et al., 2021).
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Las medidas de riesgo VaR desde el punto de vista delictivo se refieren a la
probabilidad de identificar delitos iguales o que excedan valores predetermi-
nados, para una localización dada, es decir, cualquier anomalía que justifique
algún tipo de intervención policial sin previo aviso. El periodo de tiempo y el
nivel de confianza (el cuantil) son los dos parámetros principales que deben
elegirse de forma adecuada al objetivo general de la medición del riesgo. El
cuantil suele ser muy pequeño; por ejemplo, el 1 % de los peores resultados.
Sin embargo, se puede usar el valor que estipule el modelo de gestión de ries-
go interno de la oficina de policía o ley regulatoria del país para controlar la
exposición al riesgo; la cifra típica es de alrededor del 5 %.

En este contexto, se propone un procedimiento para identificar excedencias
espaciales y sus regiones asociadas, así como también cuantificar la peligrosi-
dad en términos del VaR y ES localizado en patrones puntuales bivariantes
modelizados con LGCP. Para ello se consideran los delitos de hurtos (sus-
tracción de alguna cosa sin empleo de fuerza o violencia) y robos a personas
(sustracción de algo con empleo de fuerza, violencia o intimidación a las per-
sonas) registrados en la ciudad de Riobamba-Ecuador.

5.2. Descripción de los datos

Se consideran los datos de eventos delictivos registrados durante el año
2014 en la ciudad de Riobamba-Ecuador. Se dispone de múltiples tipos de
delitos; sin embargo, se toman los datos de hurto y robo a personas, eventos
que comúnmente son tratados como si fuesen un solo tipo de delitos. En la
Figura 5.1 se observa un mayor número de registros de hurtos (707 puntos
verdes) que robos a personas (350 puntos celestes). Ambos patrones puntuales
muestran tendencia a agruparse en el centro de la ciudad.

Como referencias importantes para la modelización mediante LGCP se
tienen en cuenta algunas covariables; en particular, se toman las distancias
más cortas entre cada evento y las unidades de policía comunitaria (UPC),
las cámaras de vigilancia instaladas por toda la ciudad (ECU911, 2020) y
las áreas con mayor tráfico vehicular y peatonal (parques, mercados, plazas,
supermercados, hospitales y cajeros automáticos).

95



Figura 5.1: Hurtos y robos a personas registrados durante 2014 en la ciudad
de Riobamba

Se toman aquellas referencias como puntos estratégicos, debido a que la
delincuencia se mueve en función de las actividades diarias de la población
(Zhuang y Mateu, 2019), además del interés de capturar la mayor variabilidad
posible.

Figura 5.2: Malla computacional

Mediante una malla computacional de dimensiones 64 × 64, con un ancho
de celda de 150m (véase la Figura 5.2), se construye una superposición de
polígono a polígono para inferir los valores de las covariables en la malla (véase
la Figura 5.3).
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Figura 5.3: Covariables espaciales ajustadas a la malla computacional deter-
minada

La Figura 5.3 muestra en color degradado las distancias entre los eventos
registrados en cada localización y los puntos de referencia. El color rojo indica
mayor distancia y el color azul las más pequeñas. La covariable mercados
agrupa a centros comerciales, plazas y mercados, por sus características
comerciales algo semejantes.

5.3. Metodología

5.3.1. Modelo LGCP bivariante

Un proceso de Cox con intensidad log-gaussiana multivariante para un
patrón de puntos multitipo tiene la forma

Zi(s) ∼ Poisson {Λi(s)} (5.1)

Λi(s) = CAλi(s) exp{X(s)iβi + Yi(s) + Yk+1(s)}, con i = 1, 2, . . . , k, (5.2)

donde Zi(s) es el número de eventos de tipo i en la celda de la malla
computacional que contiene al punto s, k representa los tipos de eventos,
CA es el área de celda en la malla, λ(s) actúa como un offset, X(s) es
un vector de valores de las covariables con efectos asociados β, e Yi(s) con
i = 1, . . . , k + 1 son procesos gaussianos latentes con parámetros en escala
trasformada ηi{log(σi), log(ϕi)} (Taylor et al., 2015).
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Como se modelizan dos tipos de eventos, k = 2, las intensidades estarán
dadas de la forma

Λ1(s) = CAλ(s) exp{X(s)1β1 + Y1(s) + Y3(s)} (5.3)

y
Λ2(s) = CAλ(s) exp{X(s)2β2 + Y2(s) + Y3(s)}. (5.4)

El modelo para cada uno de los dos flujos de eventos es un proceso de
Cox log-gaussiano, cuya parte estocástica está compuesta de dos elementos,
una componente dentro del flujo y otra entre los flujos. La idea principal es
descomponer la variación espacial de los dos tipos de eventos en una variación
asociada a un tipo particular, Yi con i = 1, 2, y una común Yk+1. Así, aunque
Y1 e Y2 muestren un patrón espacial individual, el proceso Y3 capta las áreas
de alta o baja intensidad que son comunes a los dos tipos.

La estimación de los parámetros se realiza mediante aproximaciones,
debido a que el método de contraste mínimo no es capaz de identificar
parámetros en un componente aleatorio específico, posiblemente debido al
bajo número de recuentos en los datos originales (Taylor et al., 2015). Las
aproximaciones obtenidas se refieren a los procesos estocásticos Y1 + Y3 e
Y2 + Y3 y la función de correlación es exponencial e incorrelada:

V ar[Y1 + Y3] = V ar[Y1] + V ar[Y3]

= σ2
1 exp

{
−r
ϕ1

}
+ σ2

3 exp
{

−r
ϕ3

}
= 2σ2 exp

{
−r
ϕ

}
;

(5.5)

siguiendo el mismo razonamiento para Y2 incorrelada con Y3, se tiene

V ar[Y2 + Y3] = σ2
2 exp

{
−r
ϕ2

}
+ σ2

3 exp
{

−r
ϕ3

}
= 2σ2 exp

{
−r
ϕ

}
, (5.6)

bajo el supuesto de que r es la distancia euclídea, y por ejemplo, σ = σ1 = σ3
y ϕ = ϕ2 = ϕ3. Esto implica que la varianza de Y1 o Y3 es aproximadamente la
mitad de la varianza estimada y su parámetro de escala es aproximadamente
igual al parámetro de escala estimado (Taylor et al., 2015).

5.3.2. Estimación de parámetros para el LGCP bivarian-
te

Para estimar los parámetros del modelo LGCP se utiliza un enfoque
bayesiano, debido a que proporciona un procedimiento de inferencia flexible y
a menudo soluciones prácticas, especialmente para la inferencia que surge de
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modelos estadísticos complejos. Además, no hace ninguna distinción formal
entre la estimación de β, η y la predicción de Y , y de este modo incorpora
naturalmente la incertidumbre de los parámetros en la inferencia predictiva.

Se definen las probabilidades a priori gaussianas multivariantes para β
y una gaussiana multivariante en la escala logarítmica para los parámetros
positivos σ y ϕ, es decir, β ∼ N(µβ ,Σβ) y η = {log(σ), log(ϕ)} ∼ N(µη,Ση).

La muestra {β(j), η(j), Y (j)}N
j=1 ∼ π(β, η, Y |Z), que en si misma ya es

compleja, se obtiene mediante los métodos Gibbs y MALA.

La idea es simular la distribución estacionaria de π(β, η, Y |Z) a partir de
una cadena de Markov. Una vez inicializada la cadena en 0, {β(0), η(0), Y (0)},
el i-ésimo paso del algoritmo consiste en extraer un candidato {β∗, η∗, Y ∗}
para la densidad propuesta q

(
β∗, η∗, Y ∗|β(i−1), η(i−1), Y (i−1)) y aceptarlo, es

decir, estableciendo {β(i), η(i), Y (i) = β(∗), η(∗), Y (∗)}, con probabilidad

min

{
1, π(β∗, η∗, Y ∗|Z)
π(β(i−1), η(i−1), Y (i−1)|Z)

q
(
β(i−1), η(i−1), Y (i−1)|β∗, η∗, Y ∗)

q
(
β∗, η∗, Y ∗|β(i−1), η(i−1), Y (i−1)

)} .
(5.7)

El diseño de q es una mezcla de paseo aleatorio y núcleos de la propuesta
de Langevin. Se usa MALA para aprovechar la información del gradiente
en π(β, η, Y |Z). Se trabaja con una transformada de Y , específicamente Γ,
donde Y =

∑1/2
n Γ + µη, y un subíndice η que denota la dependencia de los

parámetros del proceso latente.

Sea ζ = {β, η,Γ} un MALA completo. Se utiliza el núcleo

q
(
ζ(i∗)|ζ(i−1)

)
= N

[
ζi∗

; ζ(i−1) + h2

2 Σopt∇ log
{
π
(
ζ(i−1)|Z

)}
, h2Σopt

]
,

(5.8)
donde h es una constante de escala. La elección ideal para Σopt sería la inversa
de la matriz de información de Fisher, pero debido a su alta dimensionalidad
es preferible utilizar una aproximación a la inversa negativa de dicha matriz
(véase detalles en Taylor et al., 2015).

Valores extremos bivariantes

Sean Z1s y Z2s dos variables aleatorias de excesos con función de
distribución conjunta Hs y marginales continuas F1s y F2s ; entonces

Hs = C
(
F−1

1s
(u), F−1

2s
(v)
)
, (5.9)

en términos de una única función cópula C : [0, 1]d → [0, 1].
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5.3.3. Estimación de las funciones de distribución acu-
mulativas marginales

El enfoque POT utiliza los datos de forma eficiente, centrándose en las
localizaciones s cuyas realizaciones superan un umbral c. Según el teorema
de Pickands (Pickands, 1975) Zs = Zs − c (Zs recuentos de delitos en cada
localización s) tienen aproximadamente distribución de Pareto generalizada
(GPD) con parámetros de forma ξ(s) y de escala σ(s) para cada localización
s y por cada tipo de delitos.

La literatura menciona que existen varios métodos para estimar los
parámetros de la GPD, siendo el MLE la más común; sin embargo, debido
a sus deficiencias y limitaciones descritas en la introducción de este capítulo,
se adopta un enfoque bayesiano.

Para cada localización s de los dos tipos de eventos, se definen las a priori
de Jeffreys (invariantes bajo reparametrización), dadas por

π(ξ(s), σ(s)) ∝ σ−1(s)(1 + ξ(s))−1(1 + 2ξ(s))−1/2, (5.10)

con ξ(s) > −0.5, y σ(s) > 0.

La expresión (5.10) se obtiene a partir de la matriz de covarianzas límite,
dada por la inversa de la matriz de información de Fisher (Davison y Smith,
1990), de la forma

1 − ξ(s)
N

(
2σ2(s) σ(s)
σ(s) 1 − ξ(s)

)
, ξ(s) < 0.5. (5.11)

Se puede ver que para ξ(s) = 0 le corresponde la a priori de Jeffreys
π(ξ(s), σ(s)) para el parámetro de escala de la distribución exponencial, bajo
el supuesto de que ξ(s) y σ(s) tienen a priori independientes y que sólo la
distribución marginal de σ(s) es impropia (véase ejemplos de simulación de a
priori de Jeffreys en Castellanos y Cabras, 2007).

La densidad a posteriori no está disponible en forma fija para n > 1, por lo
que se aproxima numéricamente. Para esto se utiliza MCMC, concretamente
un algoritmo de Metrópolis-Hasting dentro de un muestreo de Gibbs; el núcleo
está dado por

π(ξ(s), σ(s)|Z(s)) ∝σ−(n+1)(s)(1 + ξ(s))−1(1 + 2ξ(s))−1/2

×
n∏

i=1

(
1 + ξ(s)zi(s)

σ(s)

)− 1+ξ(s)
ξ(s)

,
(5.12)

con ξ(s) > −0.5, ξ(s)
σ(s) > −1/máx (z1(s), . . . , zn(s)) y σ(s) > 0.
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5.3.4. Estimación del parámetro de dependencia

Se toma la familia de cópulas de Gumbel-Hougaard (GHC), puesto que
satisfacen la definición de cópula de valor extremo (EVC) (véase Salvadori
et al., 2007); además es específica para colas derechas, que es lo que se requiere
para los extremos delictivos. Está parametrizada por un θ ≥ 1 real y se define
como

C GH
s (u) = exp

−

[
d∑

i=1
{− ln(ui)}θ

]1/θ
 , u ∈ [0, 1]d. (5.13)

El primer paso práctico en la construcción de un modelo para cópulas es
comprobar si los Z son mutuamente independientes, es decir, si pueden con-
siderarse como una muestra aleatoria simple de H(s). Como el procedimiento
de la simulación realizada ya garantiza la condición de que Z sean i.i.d., no se
realizan las comprobaciones; sin embargo, puede consultarse sobre los test de
independencia y bondad de ajuste de cópulas en Kojadinovic y Yan (2010).

Siguiendo los razonamientos de Kojadinovic y Yan (2010), Kong et al.
(2015), si H(s) puede ser interpretada por una distribución exponencial
bivariante, se puede definir un parámetro θ ≥ 0 en cada localización s para
modelizar la estructura de dependencia entre Z1(s) y Z2(s). Se utiliza el
teorema de la transformación integral para obtener u = FZs(z) y v = FZs(z),
las marginales normalizadas, de forma que u y v de cada localización s oscilen
en el intervalo [0, 1]. Con las variables transformadas, aplicando el teorema de
Sklar, es posible expresar la distribución conjunta de Z1(s) y Z2(s) como una
función de GHC de la siguiente forma:

C GH
s (u, v) = exp

(
−
[
(− ln u)θ + (− ln v)θ

]1/θ
)

(5.14)

y función de densidad de probabilidad

∂C GH
s

∂u∂v
= (− ln u ln v)θ−1

uv
exp(℘1/θ)

[
℘2/(θ−2) + (θ − 1)℘1/(θ−2)

]
, (5.15)

donde ℘ = (− ln u)θ + (− ln v)θ, siendo θ el parámetro desconocido a estimar
en cada localización s.

Considerando un conjunto de observaciones (z1i, z2j), i, j = 1, 2, . . . , n, en
cada localización s, con distribuciones marginales normalizadas u = FZ1(z),
v = FZ2(z) y una estructura de dependencia que se puede modelizar mediante
una función de GHC a través de un parámetro θ, las funciones de log-
verosimilitud vienen dadas por

ln C GH
s (θ|u, v) = − ln uv + (θ + 1) ln(ln u ln v) − ℘1/θ+

+ ln
[
℘2/(θ−2) + (θ − 1)℘1/(θ−2)

]
,

(5.16)
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siendo

θ̂ = argmax

n∑
i=1

ln C GH
s (θ|u, v). (5.17)

Periodo de retorno

El periodo de retorno de un evento proporciona un medio sencillo para
el análisis de riesgos. Normalmente, se define como el tiempo medio que
transcurre entre dos realizaciones sucesivas del evento dado (véase más detalles
en Salvadori, 2004). Para el caso bivariante, se considera para cada localización
s una secuencia ε = E1, E2, . . . de eventos independientes. Cada suceso Ei se
caracteriza por el comportamiento conjunto de las variables aleatorias Z1 y
Z2, teniendo cópula C GH

s y ley conjunta F = C GH
s (F1, F2). Se puede suponer

que los sucesos ocurren en los instantes t1 < t2 < . . . , es decir, se utiliza como
modelo un proceso temporal de puntos marcados. Una definición muy general
del periodo de retorno T del suceso (medible) E es la siguiente:

T = ϑ(P(E)) = µ

P(E) , (5.18)

donde µ es el tiempo medio de llegada de los sucesos de la secuencia ε; por
ejemplo, considerando los máximos anuales, µ = 1 año. El periodo de retorno
T es una función ϑ : F → [µ,+∞) que depende de la medida de probabilidad
inducida por F , donde F es la σ-álgebra de los sucesos medibles del espacio
de probabilidad considerado. En el caso univariante, el suceso de interés es
E = [Z > c], para algún umbral c dado.

Para el caso bivariante, dada la cópula C GH
s y un nivel de probabilidad

t ∈ I, un enfoque directo implica el uso de la medida de Kendall KC GH
s

(t) de
la región

BC GH
s

(t) = {(u, v) ∈ I2 : C GH
s (u, v) ≤ t}, (5.19)

en donde BC GH
s

(t) es la parte del cuadrado unitario que se encuentra sobre
la isolínea de C GH

s con un nivel de t, o por debajo y a la izquierda de ésta. Si
C GH

s es MEV, la medida de Kendall de BC GH
s

(t) viene dada por

KC GH
s

(t) = t− (1 − τC GH
s

)t ln t, (5.20)

donde τC GH
s

es el valor de la τ de Kendall asociada a la cópula C GH
s .

Claramente, las cópulas MEV con el mismo valor de τ comparten la misma
función KC GH

s
. Ahora, si p̃ ∈ I (p̃ = F−1

Z (c̃) y c̃ umbral crítico fijado) es
un nivel de probabilidad crítico arbitrario, entonces la isolínea de CsGH que
tiene el nivel p̃ puede utilizarse para definir dos regiones complementarias,
la de los sucesos subcríticos dada por BC GH

s
(p̃), y la de los supercríticos

dada por B̃C GH
s

(p̃) = I2|BC GH
s

(p̃). Al igual que en el caso univariante,
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puede introducirse un periodo de retorno T̃ para estos últimos sucesos
(potencialmente peligrosos), asociado al nivel crítico p̃, como

T̃ = ϑ(K̄C GH
s

(p̃)) = µ

1 −KC GH
s

(p̃) . (5.21)

Nótese que KC GH
s

(p̃) es la medida de Kendall de la región de los eventos
supercríticos, un análogo multivariante del evento univariante Z > p̃. En
Durante y Salvadori (2010), T̃ se denomina periodo de retorno secundario,
para diferenciarlo del estándar,

Tp = 1
1 − C GH

s (up, vp) , (5.22)

con wp = (up, vp) un punto situado en la isolínea de C GH
s que tiene un nivel p.

Entonces, el evento de interés corresponde a la región de I2 en la que U > up

o V > vp, o bien ambos (véase más detalles en Durante y Salvadori, 2010).

5.4. Resultados

Se utiliza el modelo lineal propuesto por Taylor et al. (2015), que para este
estudio corresponde a X ∼ XUP C +Xcameras +Xmarks +Xparks +Xhospitals +
XAT M . Las covariables se interpolan mediante la media ponderada por área,
debido a que son numéricas (véase la Figura 5.3).

Se utiliza µβ = 7, que corresponde al número de covariables y la constante,
para Σβ = 106, para µη = (1, 500) y para Ση = 0.15 (matriz diagonal
dimensión dos). Los valores iniciales para η pueden ser cambiados según
convenga. Y se define una función de covarianza exponencial para Y1 e Y2
y Matérn para Y3.

El MCMC con MALA se ejecuta con 100000000 iteraciones, burn-in inicial
de 10000000 y una toma de muestras cada 90000 iteraciones de las 90000000
establecidas. Una vez finalizado el proceso computacional, se realizan las
comprobaciones de diagnóstico mediante el análisis de convergencia de la a
posteriori logarítmica.

En la Figura 5.4 se puede observar que, el logaritmo de la a posteriori
(log-target) de los parámetros se inició aproximadamente en −13.000, pero
rápidamente parece estabilizase alrededor de −35.000 y −36.000.
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Figura 5.4: Diagnóstico de la convergencia de la distribución a posteriori de
los parámetros (log-target)

.

Figura 5.5: A priori y a posteriori de cada parámetro

El parámetro σ muestra una mayor desviación de la a priori en comparación
con el parámetro ϕ; por lo tanto, se debe tener cuidado al hacer declaraciones
inferenciales fuertemente probabilísticas sobre estos parámetros, ya que
parecen estar influenciados por la a priori.

La Figura 5.6 muestra las a posteriori de las funciones de covarianza para
cada tipo de delito y su comportamiento conjunto.

Una vez establecida la convergencia satisfactoria de la cadena, se pueden
hacer inferencias sobre el modelo. En primer lugar, se obtiene la tabla de
estimaciones de los parámetros (véase la Tabla 5.1).

104



5.4. RESULTADOS

Figura 5.6: Covarianzas a posteriori para Y1, Y2 e Y3

Como muestra la Tabla 5.1, los parámetros del campo latente σk son
significativos a excepción de σ1 que corresponde a hurtos. Todos los parámetros
de escala espacial ϕk son significativos con medianas de 1361m, 1584m y
1382m, respectivamente.

Tabla 5.1: Valores de los parámetros estimados

Parámetros Mediana Inf. 95 % Sup. 95 % Signif.
σ1 7.33e-01 5.05e-01 1.08 no sig.
ϕ1 1.36e+03 6.14e+02 2.27e+03
σ2 5.47e-01 3.25e-01 8.38e-01
ϕ2 1.58e+03 7.78e+02 2.29e+03
σ3 1.93e+00 1.41e+00 2.48e+00
ϕ3 1.38e+03 9.98e+02 1.69e+03

exp[β1(Intercept)] 1.04e-05 3.29e-06 7.57e-05
exp[β1(UPC)] 1.00e+00 1.00e+00 1.00e+00

exp[β1(Cameras)] 9.99e-01 9.97e-01 1.00e+00 no sig.
exp[beta1(Markets)] 1.00e+00 1.00e+00 1.00e+00

exp[β1(Parks)] 1.00e+00 1.00e+00 1.00e+00
exp[β1(ATM)] 1.00e+00 9.99e-01 1.00e+00 no sig.

exp[β2(Intercept)] 5.89e-06 1.63e-06 1.96e-05
exp[β2(UPC)] 1.00e+00 1.00e+00 1.00e+00

exp[β2(Cameras)] 9.97e-01 9.95e-01 9.99e-01
exp[β2(Markets)] 9.99e-01 9.98e-01 1.00e+00 no sig.

exp[β2(Parks)] 1.00e+00 1.00e+00 1.00e+00
exp[β2(ATM)] 1.00e+00 1.00e+00 1.00e+00
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El efecto de las distancias a hospitales no es significativo para ninguno de
los dos tipos de delitos, por lo que esta covariable fue retirada. Las distancias
a las cámaras de vigilancia y ATM no son significativas para hurtos, lo que
indica menor probabilidad de que un evento ocurrido cercano a estos puntos
de referencia sea hurto. Del mismo modo, si se hace referencia a la covariable
mercados, ésta no es significativa para robo a personas, es decir, es poco
probable que un evento ocurrido cercano a los mercados se trate de un robo
con uso de violencia o amedrentamiento.

Con respecto a las demás covariables, por cada metro de distancia a
los diferentes puntos de referencia considerados, se tiene un aumento en la
intensidad delictiva por hurto y robo a personas, según se recoge en las
columnas 3 y 4 de la Tabla 5.1, con una mediana aproximada de 1.00 y 0.99
para los tipos de delitos, respectivamente.

Vale la pena destacar que las covariables no significativas posiblemente no
son atractores significativos para este tipo de delitos.

La Figura 5.7 muestra las intensidades resultantes para Y1, Y2 e Y3. Se
identifica que Y3 concentra las intensidades en el centro de la ciudad. Para
facilitar la descripción de los resultados, cada vez que se haga referencia
al centro de la ciudad, se sobreentenderá que se trata de las regiones que
contienen los límites adyacentes a los sectores denominados La Estación, La
Panadería y Loma de Quito.

Figura 5.7: Intensidad estimada de hurtos (Λ1), robos a personas (Λ2) y
conjunta (Λ3)

La Figura 5.8 muestra la probabilidad condicionada de que un punto
en cada ubicación sea de un hurto (lado derecho) o robo a personas (lado
izquierdo). Es más probable que se cometan más hurtos que robos a personas
independientemente del lugar, puesto que los hurtos se marcan con mayor
frecuencia en gran parte de la ciudad.
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Figura 5.8: Probabilidades condicionadas

Figura 5.9: Discretización de delitos mediante una ventana deslizante

A partir de la intensidad conjunta hallada mediante el LGCP bivariante
y considerando las inconsistencias en la estimación de los parámetros de la
GPD en muestras pequeñas (n < 500) descrita en la literatura (véase Salvadori
et al., 2007; Malevergne y Sornette, 2006; Northrop et al., 2017, entre otros), se
simulan 1000 patrones puntuales mediante la distribución de Poisson para cada
tipo de delito. Luego se realiza la discretización mediante el uso de una ventana
deslizante (VD) para regularizar, suavizar y contrarrestar el efecto de exceso
de ceros, es decir, una ventana con movimientos de aproximadamente 139m en
horizontal y 135m en vertical. El área de la VD cuadriplica las distancias de
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los deslizamientos y recorre toda el área de la malla definida (véase la Figura
5.9).

Tomando la sugerencia de la representación de Sklar, en primer lugar se
describe la estimación de las funciones de distribución acumulativas marginales
F1, . . . , Fd.

Figura 5.10: Vida residual media de exceso de delitos

La literatura explica varias formas de elegir el umbral. Sin embargo, se usa
el método basado en la esperanza de la GPD, de forma que si Z(s) sigue esta
distribución con parámetros σ(s) y ξ(s), el umbral puede ser el valor donde
el gráfico de vida residual media muestre una tendencia lineal, por lo que se
analizan los posibles valores contenidos dentro del intervalo donde se visualiza
dicha tendencia. Para los datos de hurtos y robos a personas que se analizan,
la elección del valor del umbral podría tomarse entre aproximadamente 14
y 80 (véase la Figura 5.10). Para fijar el umbral se realizan análisis previos
en función de las estimaciones de los parámetros de forma ξ(s) obtenidas
con MCMC, para c = 15, c = 30 y c = 45 (véase la Figura 5.11). Los
colores verdes intensos muestran las ubicaciones donde es más probable que
se presenten eventos delictivos. Además, muestran tendencia a concentrarse
aproximadamente en la zona antes mencionada como centro de la ciudad.

Se identifica que los valores de los parámetros de forma para hurtos son
distintos a los obtenidos para robos a personas. Sin embargo, ambos tipos de
delitos tienden a centrarse en similares localizaciones s.
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Figura 5.11: Parámetro de forma ξ de la GPD para c = 15, c = 30 y c = 45,
respectivamente

Se fija el umbral en c = 15 con el propósito de incluir la mayoría de
localizaciones con excedencias en el cálculo de las medidas de riesgo; además,
al tomar un umbral más alto se dificulta la formación de pares necesarios para
el uso de las cópulas. Por el teorema de Pickands, los excesos sobre el umbral
están distribuidas según una GPD, por lo que se realiza estimación bayesiana
de los parámetros de escala σ(s) y de forma ξ(s) de la GPD para cada
localización s, con ayuda de MCMC (véase la Figura 5.12). Las estimaciones
de los parámetros de forma para todas las localizaciones s muestran valores
ξ(s) < 0, lo que indica que pertenecen al dominio de atracción de Weibull.
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En las Figuras 5.12, 5.13 y 5.14 se muestran los resultados del ajuste de
los parámetros de forma ξ(s) y de escala σ(s) para algunas localizaciones s.

(a) Hurtos. (b) Robos a personas.

Figura 5.12: Histogramas de los parámetros de escala σ(s) y de forma ξ(s) de
la GPD, para tres de las localizaciones s

(a) Hurtos. (b) Robos a personas.

Figura 5.13: Densidades predictivas de las distribuciones a posteriori de los
parámetros de la GPD para algunas de las localizaciones s
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Los parámetros de escala σ(s), tienden a tomar valores grandes, lo que
permite asumir la existencia de la distribución marginal de los excesos sobre
el umbral c. La Figura 5.13 muestra las densidades predictivas resultantes de
la distribución a posteriori de los parámetros de la GPD para algunas loca-
lizaciones s. Como se observa, las distribuciones muestran comportamientos
distintos, pero en general, todas tienden a la GPD.

(a) Hurtos. (b) Robos a personas.

Figura 5.14: Niveles de retorno de la GPD de hurtos y robos a personas para
tres de las localizaciones s

Una de las gráficas que permiten identificar el ajuste de los parámetros
de la GPD suele ser la curva de nivel de retorno, por lo que se muestra
en la Figura 5.14 para tres localizaciones s. Se observan diferencias visibles,
tanto para hurto como para robo a personas, especialmente presencia de ruido
para ambos tipos de delitos. En forma general, las excedencias son GPD y
los parámetros de forma ξ(s) indican colas ligeras. Los valores de ξ(s) para
hurtos son más bajos que en robos a personas, y estos últimos presentan cierta
tendencia a formar colas pesadas en al menos una localización (véase la Figura
5.15).
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Figura 5.15: Resumen de los valores de los parámetros de forma ξ(s)
resultantes

Una vez estimadas las distribuciones marginales acumulativas, se realiza la
estimación de las cópulas de Gumbel-Hougaard denotadas como C GH

s , siendo
una alternativa para medir los riesgos bivariantes.

En primer lugar, se estima el parámetro de dependencia θ de la cópula
C CH

s por máxima verosimilitud para cada localización s y se representan
los resultados a través de curvas de nivel (véase la Figura 5.16) y su valor
restringido a la región de estudio (véase la Figura 5.17).

Figura 5.16: Curvas de nivel de los valores del parámetro de dependencia (θ)
de las cópulas de Gumbel-Hougaard
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La Figura 5.16 muestra las curvas de nivel de los valores del parámetro
de dependencia de C CH

s en cada localización s, en donde se identifica mayor
dependencia en la región del centro de la ciudad.

Figura 5.17: Valores del parámetro de dependencia (θ) de la cópula de Gumbel-
Hougaard en la región de estudio

En la Figura 5.17 se observa el comportamiento de la dependencia
considerando su representatividad con respecto a la región de estudio; en
donde, a partir del color amarillo, naranja y hasta el color rojo representan
niveles crecientes de la dependencia, alcanzando valores de θ hasta 2.76,
con una media aproximada de 1.40. Los valores de θ tienden a 1 en las
localizaciones que bordean la región central de la ciudad; esto indica que los
hurtos y los robos a personas tienen comportamientos independientes (color
celeste) mientras más se alejan del centro de la ciudad.

Estos resultados son de interés para la oficina de policía, debido a que
permiten asociar los tipos de delitos en cada zona geográfica y la posible
ocurrencia de nuevos eventos, además de proveer información que coadyuve a
la optimización de los recursos en la planificación de estrategias para el control
y/o prevención de ocurrencias, y de algún modo contrarrestar este fenómeno.

En la Figura 5.18 se muestran las cópulas C GH
s resultantes para tres

localizaciones s, dado el parámetro de dependencia θ(s).
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Figura 5.18: Cópulas extremas de Gumbel-Hougaard para tres de las localiza-
ciones s

Figura 5.19: Distribución bivariante (C GH
s ) de delitos sobre los cuantiles 50 %,

75 % y 90 %, respectivamente
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En la Figura 5.19 se muestra la distribución conjunta (H) obtenida con
la C GH

s sobre el 50 %, 75 % y 90 %, respectivamente. Aproximadamente 26
sectores o barrios se encuentran marcados, de los cuales, los valores más altos
(localizaciones de color amarillo) están en alrededor de 12, 9 y 6 regiones para
los porcentajes analizados, respectivamente. Esta información es relevante,
tanto para la policía como para la sociedad en general, puesto que indica un
foco de alerta para el respectivo seguimiento.

A continuación, se analizan las distribuciones de u y v estandarizadas
(véase la Figura 5.20), que en general para todas las localizaciones s tienen
cierta aproximación a la normal en concordancia con el teorema central de
límite (véase la Figura 5.20).

Figura 5.20: Distribuciones de u y v normalizadas

Se estiman las medias y las varianzas de los excesos en cada s por máxima
verosimilitud. Se realizan 5000 simulaciones de eventos delictivos y se incluyen
las curvas de contorno a 1.25, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200 y 500 niveles de retorno.
En la Figura 5.21 se muestran los resultados obtenidos para algunas de las
localizaciones. Se identifica mayor dispersión en las localizaciones con menor
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número de eventos delictivos, y mayor aglomeración en aquellas con mayor
número de eventos.

Figura 5.21: Simulación de hurtos y robos a personas para algunas de las
localizaciones s mediante C CH

s y sus contornos

Los resultados muestran que las cópulas modelizan la dependencia de los
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hurtos y robos a personas razonablemente (véase la Figura 5.21), lo que se
corrobora con el análisis de errores cuadráticos medios (véase la Figura 5.22).
Para hallar el RMSE (root-mean-square), se simula el número de excesos que
corresponda a cada localización. Se observa que los RMSE más altos son 13
para hurtos y 11 para robos a personas, como mínimo 5 para ambos tipos
de delitos, y una media de 9 y 7, respectivamente, por unidad de área (VD).
Existe diferencia significativa entre los RMSE para ambos tipos de delitos.

Figura 5.22: Error cuadrático medio (RMSE) para hurtos y robos a personas,
respectivamente

Una vez analizado el ajuste de las cópulas de Gumbel-Hougaard, se hallan
los V aRα(s) para cada localización s con α = 0.95, tanto de forma univariante
como bivariante. Para el caso bivariante, aproximadamente 35 sectores cubren
las localizaciones marcadas, presentando mayor número de delitos (color
amarillo) en aquellas que coinciden con los límites adyacentes de los sectores
denominados La Estación, La Panadería y Loma de Quito (véase la Figura
5.23).

Figura 5.23: V aR0.95(s) bivariante

Para el caso univariante, los hurtos se identifican con mayor frecuencia
en el sector denominado La Concepción (véase la Figura 5.24a), y el robo a
personas se concentra aproximadamente al Sur-Este del sector denominado
Loma de Quito y los sectores vecinos La Estación y La Panadería (véase la
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Figura 5.24b). Se identifica que aproximadamente suceden 22 hurtos y 19 robos
a personas por cada 4 × (138.62m× 134.52m) de área.

(a) Hurto

(b) Robo a personas

Figura 5.24: V aR0.95(s) univariante

Figura 5.25: Resumen de los V aR0.95(s) univariante y bivariante

Es relevante mencionar que en el centro de la ciudad se concentran los
comercios, la circulación vehicular y peatonal, así como también el mayor
número de cámaras de vigilancia.
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La Figura 5.25 muestra mayor peligrosidad (riesgo) en hurtos por cada
unidad de área, y diferencia significativa con respecto a la peligrosidad por
robos a personas.

Figura 5.26: Ratio de excepciones para V aR0.95(s) univariante y bivariante

Figura 5.27: Resumen del ratio de excepciones del V aR0.95(s) univariante y
bivariante

Se evalúan las medidas de riesgo mediante el ratio de excepciones para cada
localización s, tanto para el caso univariante como para el bivariante (véase
la Figura 5.26). En forma general, la Figura 5.27 resume los valores, en donde
se observa una media de 0.057 para hurto, de 0.054 para robo a personas y
de 0.057 para el caso bivariante. Los valores se aproximan a 1 − α para cada
caso, por lo que se pueden aceptar como válidas, puesto que no subestiman
ni sobrestiman la peligrosidad. Sin embargo, al realizar el análisis detallado,
se observa que varias localizaciones presentan tendencia a la subestimación o
sobrestimación.
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(a) Hurto

(b) Robo a personas

(c) Hurto y robo a personas

Figura 5.28: ES0.95(s) univariante y bivariante
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5.5. DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES

En cuanto al ES0.95(s), la Figura 5.28 muestra los resultados para el caso
univariante y bivariante.

Figura 5.29: Resumen estadístico de los valores del ES0.95(s), univariante y
bivariante

En la Figura 5.29 se observa que tanto los hurtos como los robos a personas
se presentan con mayor frecuencia en el centro de la ciudad, con promedios de
53 hurtos y 52 robos a personas, por cada 4 × (138.62m × 134.52m) de área.
No existe diferencia significativa entre el ES0.95(s) de ambos tipos de delitos.
Con respecto al ES0.95(s) bivariante, el promedio resultante es de 109 eventos.

5.5. Discusión y conclusiones

En múltiples aplicaciones se plantea como objetivo predecir las excedencias
espaciales y sus regiones asociadas, debido a que los sucesos inusuales
(anomalías) tienden a afectar fuertemente el medio en donde se desarrolla
el fenómeno estudiado. Zhang et al. (2008) proponen un enfoque de función
de pérdida de Baddeley dado un umbral. Utilizan métricas de imagen
para imágenes binarias de cambios de temperatura. Moser y Ghosh (2021)
identifican localizaciones de excedencias en un patrón puntual sobre inventario
forestal, utilizando regresión no paramétrica con suavizado de núcleo. El
estudio más cercano a procesos puntuales LGCP lo realizan Diggle et al.
(2005), pero de forma univariante. Como se puede observar, los tres enfoques
se basan en patrones puntuales univariantes y no asocian las medidas de riesgo
VaR ni ES.

En este capítulo se formula un procedimiento para identificar las exceden-
cias espaciales bivariantes, sus regiones asociadas y una cuantificación de la
peligrosidad en términos de probabilidad o riesgo. Se utilizan patrones pun-
tuales bivariantes modelizados con procesos de Cox log-gaussianos (LGCP).
Se sigue un enfoque bayesiano tanto en la estimación de los parámetros para
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la modelización con LGCP como para los parámetros de escala y de forma de
la distribución de Pareto generalizada (GPD).

Para lograr resultados confiables, se simulan como mínimo 1000 patrones
puntuales LGCP de cada tipo de eventos. Se realiza la discretización de los
delitos mediante una ventana deslizante, estrategia que también sirve como
método de regularización y reducción de la aparición de ceros. El proceso de
simulación de patrones puntuales garantiza distribuciones marginales i.i.d.,
por lo que directamente se estiman por máxima verosimilitud los parámetros
de dependencia de cada una de las cópulas extremas de Gumbel-Hougaard
utilizadas. Una vez obtenidas las distribuciones conjuntas resultantes de las
cópulas, se hallan los excesos del LGCP bivariante sobre los cuantiles 50 %,
75 % y 90 %, y sus regiones asociadas, así como también las simulaciones de los
delitos estimados. Se hallan las medidas de riesgo VaR y ES para hurtos y robos
a personas en forma marginal y conjunta, para las distintas localizaciones.

Se identifica que las localizaciones marcadas con alta probabilidad se
asocian a 4 sectores o barrios, calificándolos como altamente peligrosos. Esto
corresponde a un aproximado del 3 % (144 sectores son considerados dentro
del perímetro estudiado).

Esta información es de relevancia para fortalecer y sustentar los planes de
acción de la oficina de policía, debido a su interés particular en identificar y
dar seguimiento a las localizaciones con porcentajes altos de eventos delictivos,
además de mantener un foco de alerta en aquellas localizaciones que superan
un cierto umbral, según VaR y ES, así como también identificar los tipos de
delitos.

A pesar de que se muestra un procedimiento para eventos delictivos, este
enfoque sería aplicable a cualquier tipo de eventos en un contexto bivariante
o, por extensión, multivariante.
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6. Conclusiones e ideas
abiertas

6.1. Conclusiones

Desde el punto de vista científico es habitual querer predecir fenómenos en
función de su evolución espacial, temporal y espacio-temporal. Los procesos
estocásticos de Poisson dan origen a los procesos de Cox log-gaussianos
(LGCP) y auto-excitados de Hawkes. Sus estructuras estocásticas para la
intensidad son flexibles, lo que permite la incorporación de información de
primer orden mediante componentes deterministas espaciales y temporales, y
de segundo orden mediante componentes estocásticas.

Se describen a continuación aspectos relativos a la implementación práctica
de los enfoques de modelización abordados en este trabajo de tesis.

Los modelos auto-excitados como el SPINGARCH trabajan con tiempos
discretos y unidades espaciales de referencia tipo áreas (manzanas, barrios,
distritos, ciudades, países, etc.). Esto hace que el investigador realice esti-
maciones sobre lugares previamente delimitados. La estructura en forma de
ecuación en diferencias estocástica permite capturar la dependencia tanto del
modelo de datos como del proceso espacial latente. La acción de la función de
factores exógenos es altamente no lineal, de modo que el uso de B-splines hizo
que las predicciones sean más ajustadas a la realidad.

Los modelos LGCP pueden trabajar con tiempos discretos o continuos y
sobre estructuras espaciales regulares o irregulares. Lógicamente, la comple-
jidad computacional de estos modelos dependerá del nivel de desagregación
espacio-temporal. La estructura separable de primer orden facilita la incor-
poración de efectos de variables meteorológicas en la componente temporal, y
B-splines en las covariables basadas en distancias para la componente espacial.
Esto proporcionó predicciones robustas.

Los modelos auto-excitados de Hawkes se trabajan con tiempo continuo y
referencias puntuales. Su estructura separable facilita modelizar los términos
de las componentes de background y triggering. La estimación de sus coefi-
cientes de relajación permite identificar el efecto desencadenante (reincidencia)
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en tiempo y espacio. Se muestra este modelo como complemento del LGCP,
puesto que la estructura de background se toma como base sobre la cual se
simulan eventos a partir de las intensidades predichas con el LGCP, dando
una visión general de los posibles eventos sobre el background.

Los modelos LGCP espaciales bivariantes asocian la interacción entre dos
tipos de eventos, lo que permite estimaciones de cada evento condicionados a
un efecto común entre los dos. Se toma el efecto común para la simulación
de patrones puntuales, y con ello se formula un procedimiento basado
en cópulas extremas de Gumbel-Hougaard, que identifica las excedencias
espaciales bivariantes y sus regiones asociadas. Las medidas de riesgo VaR
y ES cuantificaron la peligrosidad delictiva localizada, con una media del
ratio general equilibrada, es decir, en general no se subestima ni sobrestima
la peligrosidad.

Los modelos descritos tienen numerosas ventajas en cuanto a flexibilidad
en su estructura y resultados. Y especialmente en el ámbito delictivo, porque
han permitido cuantificar en su totalidad lo que postula la teoría de patrones
delictivos descrita en Higgins y Swartz (2018).

Se menciona como posible desventaja el alto coste computacional, puesto
que se requiere un tiempo considerable para lograr la convergencia en la
estimación de los parámetros.

Mediante la redacción de esta memoria, se facilita al público en general
el acceso a las metodologías que se emplean en investigaciones actuales sobre
fenómenos de recuentos, con interacción del espacio y el tiempo, especialmente
en el contexto de los patrones puntuales y medidas de riesgo.

6.2. Ideas abiertas

En el contexto de los temas abordados en cada uno de los capítulos son
muchas las ideas abiertas, especialmente en lo referente al campo de análisis
delictivo. Sin embargo, podrían ser de mayor interés las siguientes:

• Incorporar covariables con características categóricas, como lo mencio-
nan Zhu y Xie (2022), de forma que, al combinar la información y la
coincidencia de palabras clave de los informes policiales, los incidentes
relacionados podrían capturarse automáticamente y ayudar a los inves-
tigadores policiales a identificar el modus operandi de la delincuencia.

• Incorporar efectos de covariables temporales y espaciales en el algoritmo
interactivo de Zhuang y Mateu (2019), para identificar influencia
temporal y/o espacial en las componentes de background y triggering.
Como caso particular, contemplar en una periodicidad diaria para
variables meteorológicas, especialmente si las variaciones entre los
promedios diarios, semanales o mensuales no son significativas.
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• Identificar los delitos que ocurren solo en la red de calles de una ciudad,
ya que mejora la tarea de modelización. En tal caso, el plano euclídeo
tiene que ser sustituido por el soporte de la red (ver por ejemplo Gilardi
et al., 2022).

• Plantear modelos para predicciones de ubicación de delitos en serie
usando el método Next Hit Predictor (NHP), que adopta el marco
de procesos auto-excitantes específicos creados para caracterizar las
correlaciones entre delitos cometidos por un mismo delincuente (ver Li
y Wang, 2018).

• Formular una estructura no lineal para la inferencia de las covariables
espaciales en la malla computacional, y buscar estrategias para incorpo-
rar dicha estructura en la modelización con LGCP espacial bivariante,
puesto que se cree que la estructura propuesta por Taylor et al. (2015)
requiere un alto nivel de iteraciones para alcanzar la convergencia de los
parámetros estimados. Además, de considerar la posibilidad de incorpo-
rar covariables espaciales específicas para cada tipo de eventos.

• Modelizar delitos espacio-temporales bivariantes con estructura de
covarianza no separable, ya que para el caso univariante Siino et al.
(2018) mencionan que una estructura no separable parece describir mejor
los datos. Y de este modo, analizar el efecto de la no separabilidad
espacio-tiempo en las medidas de riesgo.

• Al ser la GPD sensible tanto al parámetro de forma como al de escala,
sería interesante profundizar en el planteamiento de algún método
que permita estimar los umbrales variables acordes al comportamiento
localizado de los delitos extremos, debido a que para umbrales demasiado
bajos las colas no alcanzan el criterio de convergencia, lo que provoca
un gran sesgo y, por defecto, resultados incorrectos; sumado a esto, las
características específicas que presenta cada localización. Por otro lado,
si los umbrales son demasiado altos, se dificulta la formación de pares
que respeten su realización. Una alternativa pudiera ser el planteamiento
de Northrop et al. (2017), que utilizan la validación cruzada bayesiana
para abordar el equilibrio comparando umbrales basados en la capacidad
de predicción en niveles extremos.

• Sería interesante profundizar en la estimación bayesiana para hallar
los parámetros de dependencia de las cópulas, sobre todo de cópulas
extremas, puesto que las implementaciones en software son limitadas,
así como también para obtener simulaciones de las medidas VaR y ES,
y disponer de distribuciones futuras del riesgo.
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