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PREFACE.

St j’avais eu pour but, en publiant ce Traité de
- Géométrie descriptive, d’exposer une théorie nouvelle
ou de compléter les théories connues, j'aurais com-
mencé pésr établir le classement des surfaces de la
maniére la plus générale, et j'en aurais déduit, par
analyse, les propriétés qui se rattachent a chaque cas
particulier.

Mais en procédant de cette maniére, j'aurais éié
conduit & exposer, dans les premiéres pages, la théo-
rie des surfaces réglées, et c’est principalement ce
que j’ai voulu éviter. :

Cet ouvrage étant destiné aux personnes qui com-
mencent I'étude de la Géométrie descriptive, j'ai
cru devoir adopter la méthode d'induction qui per-
met d’augmenter graduellement les difficultés et de
ne généraliser les principes qu’apres avoir familiarisé
le lecteur, par la comparaison de nombreux exemples,
avec les caractéres qui distinguent chacun d’eux et
qui déterminent la place qu’il doit occuper dans
I’'ordre général.

Mon but étant surtout de préparer aux applica-
tions, j'ai di attirer l'attention sur les propriétés
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particuliéres, d’autant plus que c’est dans I'habitude
de découvrir ces propriétés et d’en profiter pour
abréger le travail ou lui donner plus de précision,
que consiste toute I'habileté du praticien.

Les Traités d’applications que j'ai publiés m’ont
fait sentir la nécessité de donmer plus d’extension
A quelques parties des principes. Ainsi, j'ai cher-
ché & rendre aussi compléte quespossible, la théo-
rie des surfaces cylindriques et conmiques, parce
qu’elles forment la base de presque toutes les appli-
cations.

Je mie suis appliqué & bien faire comprendre le
parti avantageux que I'on peut tirer des projections
auxiliaires; et j'ai tAché, surtout, de familiariser le
lecteur avec les dispositions d’épure usitées dans la
pratique.

Jai dii adniettre quielques théorémes quine peuvent
étre convenablement démontrés que par algebre;
je n’ai fait, en cela, que suivre I'exemple des auteurs
qui m’ont précédé. '

11 est généralement réconnu que le langage alge-
brique est nécessaire pour mettre en évidence cer-
taines propriétés dont la Géoméirie descriptive ne
peut donner que la traduction.

Le lecteur qui voudra compléter ses études, devra
donc avoir recours aux traités de Géométrie analy-
tique, pour la démonstration des théorémes dont je
viens de parler. D'ailleurs, lorsqu'il s’agit des lignes
ou des surfaces du second degré, il est tout naturel
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de renvoyer aux ouvrages qui traitent de ces ma-
tiéres; de méme que I'on renvoie a la Géométrie élé-
mentaire, toutes les fois qu'il s'agit des propriétés du
cercle, de la ligne droite ou du plan.

Au surplus, les questions de ce genre étant peu
nombreuses , et n’ayant qu’un rapport indirect avec
les principes généraux de la géomélrie descriplive ,
elles n'arréteront pas dans leur étude les personnes
qui ne connaissent pas 'algébre.

Quelques personnes donnent le nom de ligne de
terre & 1a droite suivant laquelle se coupent les deux
plans de projection; mais cette dénomination m’a
paru manquer d’exactitude. En effet, dans la coupe
des pietres , par exemple , le plan horizontal de
projection passe presqué toujours par les lignes
de naissance de la voiite. Dans les épures de char-
pente, ce plan est ordinairement un peu au-dessous
des sabliéres et de I'enrayure.

Dans la Géométrie descriptive, enfin, le plan hori-
zontal ne représente pas la terre dont il n'est jamais
question dans les épures de principes; j'ai donc cru
pouvoir employer I'expression de ligne AZ, quia l'a-
_vantage d’étre conforme 4 la notation adoptée dans
le langage analytique.

Avant de terminer cet avertissement, je dois preé-
venir le lecteur qu’il ne peut apprendre la Géométrie
descriptive que la régle et le compas & la main; il
ne doit lire qu'en faisant & mesure toutes les con-
~ structions indiquées. Je I'engage méme a lacher de




8 PREFACE,

résoudre seul, et sans consulter le texte, les divers
problémes proposés. S'il éprouve d'abord quelque
difficulté, il en sera bien dédommagé plus tard , par
I’habitude qu’il acquerra d’analyser et de décompo-
ser ses idées.

Nota. Les nompbres placés en téte et du coté opposé au numéro
de chaque page, indiquent la planche. Les numéros des figures
sont indiqués dans le texte. Enfin, les nombres placés seuls entre
parenthéses sont des renvois aux articles.

Le numéro de chaque article est au commencement de I'a-
linéa. -




GEOMETRIE

DESCRIPTIVE.

LIVRE PREMIER.

CHAPITRE PREMIER.
Notions préliminaires.

1. La Géométrie descriptive a principalement pour but
de décrire les corps et de les exécuter.

2. On décrit un corps, lorsqu’au moyen d’une certaine
combinaison de lignes et de points, on parvient a en expri-
mer toutes les dimensions.

3. Pour exécuter le corps que l'on a décrit, il faut dé-
duire, du dessin que'on a fait, les dimensions de ce corps,
et reporter ces dimensions sur la matiére dont il doit étre
COMposé.

4. Tl y a deux maniéres d’exprimer les dimensions d’un
corps que l'on se propose d'exécuter : l'une consiste o re-
présenter ces dimensions par des nombres, aprés avoir
choisi une certaine unité; lautre moyen consiste a dessiner
le corps.
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Mais il ne faut pas entendre par la que Pon doive le
dessiner comme on le voit, Il suffit de jeter les yeux sur
le premier objet venu, pour s’apercevoir qu'on ne le voit
pas dans ses véritables dimensions : il est d'ailleurs facile
de reconnaitre que le plus petit déplacement, a droite ou
a gauche, fait varier la forme sous laquelle nous aperce-
vons cel objel. On peul conclure de I que nos yeux ne
nous font voir que des formes npparentes, des formes re-
latives et qui dépendent, non-seulement de la grandeur
véritable du corps que nous regardons, mais encore de
la place d'ott nous le regurdons, Cest dans la Perspective
que nous nous occuperons de cetle espéce de dessin.

On voit, par ce qui vient d'étre dit, que ce n'est qu'au
moyen de conventions particuliéres que Fon peul paivenir
a représenler par le dessin les véritables dimensions d'un
corps.

1l est évident que la forme exacte d’'un corps, el sa gran-
deur, seront parfailement déterminées lorsque l'on con-
naitra les positions relatives de tous les points qui com-
posent ou lerminent sa surfice. On est donc conduit d'a-
bord & chercher comment on peut déterminer la position
d’un point. ;

DU POINT.

5. L'espace n’nyant pas de limites, on ne peut détermi-
ner la position d'un point qu’en le rapportant i des limites
de convenlion.

6. De tous les moyens que I'on pourrait employer pour
déterminer la position d’un point dans I'espace, un des plus
simples est de donner la distance de ce point  trois plans
choisis arbitrairement et connus de posilion.

Mais la méthode des projections permet souvent de
n'employer que deux plans, et les constructions seront en-

l



PL. ™. NOTIONS PRELIMINAIRES. 1

core simplifiées, si I'on suppose ces deus plans reclangu-
laires entre eux.

Ges plans sont nommés plans de projection.

Nous pourrons supposer que l'un soit horizontal et
Iaulre vertical.

7. Soit, Pl. {1 (fig. 1), un point M dont on veut déter-
miner la position dans I"igpace. Concevons un plan hori-
zontal ZAX , et un plan vertical ZAY.

8i du point M nous abuissons la ligne Mm perpendicu-
laire sur le plan horizonlal, le pied m de cetle perpendicu-
laive sera lu projection horizontale du point M, et si I'on
abaisse Mm/, perpendiculaire sur le plan vertical ZAY, le
point m' sera la projection verticale de M. :

Nous emploierons dorénavint les grandes lettres pour
désigner les points ou les lignes duns l'espice, et les petites
lettres correspondanges, pour leurs projections, en reser-
vant la lettre sans accent pour la projection horizentale,
et la méme lettre avec 'accent,; pour la projection ver-
ticale.

On voit que si 'on donnait les deux projections m, ',
d’un point, ce point serait détermind; car 1l est évident
qu’il devrait se trouver a l'mtersection des deux lignes
mM, m'M menées perpendiculairement aux.plans de pro-
jection.,

8. Concevons maintenant que Pon fasse tourner le plan
horizontal ZAX jusqu’a ce qu'il se trouve dans le prolon-
gement du plan vertical; le point m viendra se placer dans

le prolongement de la ligne pm' et au-dessous du point p,
et la figure YZX (fig. 2) sera ce que I'on appelle une
Epzu'e.

La droite AZ représente lintersection des plans de
projection. On la nomme quelquefois ligné de terre ; cela
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vient de ce que, dans les applications, le plan horizontal
de projection représente quelquefois la terre. Nous la nom-
merons la ligne AZ,

Les épures se font ordinairement sur du papier que l'on
tend sur une planche bien plane et bien dressée; quelque-
fois cependant les constructeurs fo:_lt-leurs épures sur des
murs, sur des planches, ou sur la terre; mais, dans tous
les cas, les projections trac:},;es sSur une épure doivent étre
dessinées avec le plus grand soin.

9. Le plan qui conbiendrait les deux droites Mm, Mm/,
serait évidemment perpendiculaire aux deux plans de pro-
jection , et par conséquent & leur intersection AZ; de sorte
que les lignes mp, m'p deviennent le prolongement I'une
-de l'autre, lorsque 'on suppose le rabattement du plan
horizontal ; d’ou il résulte que: :

Les deux projections d'un méme point dotyent toujours,
dans l'épure, se trouver sur une méme droite perpendicu-

laire & la ligne AZ.

10. La fig. Mmpm' étant un rectangle, on a Mm=m'p
et Mm'=mp. '

Donc, la distance de la projection horizontale d'un
point a la ligne AZ est taujom’.& égale i la distance de ce
point au plan vertical.

11. La distance de la projection verticale d'un point
a la ligne AZ est toujours égale a la distance de ce point
au plan horizontal.

12.. Les lignes et les plans, considérés ici comme con-
ceptions géométriques et comme moyens de solution de
problémes , doivent étre regardés comme infims. On doit
se rappeler que, dans les fignres de géométrie, on ne les
termine par des points ou lignes, quafin de faire sentir
leur position ; en attendant que I'on soit familiarisé avec

P ;
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les moyens plus exacts fournis par la science que nous
etudions. J

La distance d’un point a un autre, le cté d’un triangle
ou d'un polygone quelconque, doivent étre regardés
comme des portions de lignes droites; les faces d’un po-
lyédre, la surface d’un cercle, ne sont que des portions
de plans. Il est évident, d'apres cela, que les plans de pro-
jection étant infinis, partagent I'espace en quatre parties
également infinies. Or, quelque grand que soit I'objet que
'on veut projeter, fiit-ce un monument de la plus grande
dimension, on concoit que l'on peut loujours supposer le
plan horizontal au-dessous des premiéres fondations, et le
plan vertical au dela des constructions les plus éloignées ;
de sorte que I'on peut supposer tous les corps que I'on veut
projeter placés au-dessus du plan horizontal et devant le
plan vertical; mais on verra par la suite, que la nature
des questions que 'on aura i résoudre exigera quelquefois
que 'on sache déterminer la position d’un point situé der-
riére le plan vertical ou dessous le plan horizontal. Voyons
ce quil faut faire pour cela.

13. Les plans de projection étant infinis, il est évident
que lorsqu’on forme le rabattement de I'épure, la partie
ZAX du plan horizontal (/ig. 8) s'applique sur la partie
inférieure ZAY' du plan ‘vertical, tandis que le prolonge-
ment ZAX' du plan horizontul se reléve et vient se placer
derriére la partie supérieure du plan vertical. 11 résulte
de la que, dans une épure, l'espace qui est au-dessus de
laligne AZ représente en méme temps la partie supérieure
du plan vertical et le prolongement du plan horizontal
tandis que la portion de Pépure qui est au-dessous de AZ

représente le plan horizontal et la partie inférieure du
plan vectical,

L. Supposons actuellement qu’un point s'éloigne ou
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gapproche du plan horizontal. Il est évident quil aura
toujours la méme projection horizontale, et que la projec-
tion verticale seule s’éloignera ou s’approchera de la ligne
AZ. 1l est encore facile de voir que, tant que le point M
(fig. b) sera au-dessus du plan Lorizontal, sa projection
vertica'e sera au-dessus de AZ, landis qu’au contraire,
quand ce point sera a w-dessous du plan horizontal , sa pro-
jection verticale sera au-dessous de AZ; et celle méme
projection serait sur AZ, si le point que l'on veut projeter
était situé dans le plan horizonlal méme. Donc, selon gu'un
point dans Uespace sera au-dessus du plan horizontal,
dans le plan horizontal ou au-dessous , la projection ver-
ticale de ce point sur lépure sera au-dessus de la ligne AZ,
sur la ligne AZ ou au-dessous.

15. De méme, selon gu'un point dans lespace sera en
decie du plan vertical, dans le plan vertical ou au dela ,
la projection horizontale de ce point sur Uépure sera au-
dessous de la ligne AZ, sur cette méme ligne ou au-dessus.
Car il est évident que, lorsque le point sera en deca du
plan vertical , sa projection horizontale n ( fig. 8) viendra,
par le rubattement de I'épure, se placer au-dessous de AZ,
tandis que si le point N est au dela du plan vertical, sa
projection horizontale n élant sur le prolongement du plan
horizonlal, viendra se placer, par le rabaltement, dans
la partic supérieure de U'épure. :

16. L’épure 6 représente toutes les positions d’un point
par rapport aux plans de projection , savoir :

— Au-dessus du plan horizontal et en dega du plan
ventical,

— Au-dessus du plan horizontal et au dela du plan
pertical.

— Au-dessous du plan horizontal et en dega du plan
vertical.
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_ Au-dessous du plan horizontal ot aw dela du plan

pertical.
__ Situ¢ dans le plan horizontal et en deca du plan

pertical.

__ Situé dans le plan horizontal el au dela du plan
pertical.

—_ Situé dans le plan vertical et ai-dessus du plan

horizontal.
__ Situé dans le th vertical et au-dessous du plan

horizoutal
__ Situd en neme Lenps dans les deux plans de pro-

jcccion.

pE LA LIGNE pROLTE.

17. Si par lous les points QLune droite MN (fig.7)on
concoil des Hr(jl"l)l:utht‘.u‘iii‘rcs au plan horizontal de pro-
jection

La dioite mn, clui passe par es pieds Jde Loutes ces per-
pendicuiaires, gera la projeclian horizontale de MN; le
plan qui contient toules ces perpendiculaires ge nomme
plan projetant.

La projection verticale de MN est la droite m'n', qui
passe par les pieds de toutes les perpendiculaires abaissées
des divers points de MN sur le plan yertical.

Deux points suffisant toujours pour déterminer la posi-
tion d’une ligne droite, on peut dire que,

La projection dune droite est la droite qui_passe par
les projectionts de dewx points dela !rgnep.r'qjetée. Silon
donnait les deux pr_ujevlions nin, mn! (fig. 8), il est évi-
dent que la droile serail déterminée, cir devant étre en
méme temps dans les deux plans projelants mn MN
m'n’ MN, il est ¢vident qu'elle ne peut élre que leur in-

{ersection.
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18. L'épure 9 représente les diverses positions qu’une
droite peut prendre par rapport aux plans de projection,
Savoir :

— Obligue aux deux plans de projection.

— Perpendiculaire ay plan horizontal.

— Perpendiculaire ay plan vertical.

— Perpendiculaire i la ligne AZ.

— Paralléle au plan horizontal.

— Parallele au plan vertical.

— Paralléle aux deux plans de projection.
— Située dans le plan horizontal.

— Située dans le plan vertical,

— Située en méme temps dans les deux plans de pro-
Jection,

DU PLAN.

19. Si lon congoit dans Pespace un plan quelconque -

Pgs (fig. 10), ce plan coubera les deux plans de projection
swivant deux lignes P9, qs. Ce sont ces deux lignes que l'on
est convenu d'adopter pour déterminer la position du
plan.

On les nomme traces du plan.

La ligne pg est la trace verticale.

La ligne ¢s est la trace horizontale. :

On voit qu’un plan sera connu et déterminé de position
Loutes les fois que I'on donnera ses traces : car on sait, en
Géométrie, que,'par deux Iigues qui se coupent, on ne
peut faire passer qu’un plan.

20. La fiswe 12 représente touies les positions 'un
plan par rapport aux plans de projection, savoir :

— Oblique aux deux Plans de projection.

— Perpendiculaire au plan horizontal,

— Perpendiculaire au plan vertical,

“FTT
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PL. 9. GENERATION DU PLAN, 17
— Perpendiculaire aux deux plans de projection.
— Paralléle au plan horizontal.

— Paralléle au plan vertical.
— Paralléle & la ligne AZ.
— Passant par la ligne AZ.

21. 1l est quelquefois nécessaire de recourir a un troi-
siéme plan de projection. Ainsi, par exemple, lorsqu’une
droite est perpendiculaire d AZ , ses deux projections étant
toutes deux perpendiculaires a cetle méme ligne, n’en font,
pour ainsi dire, qu’une seule, et la ligne donnée reste-
rait indéterminée. Dans ce cas, il est nécessaire d'ajouter
d’autres conditions, comme, par exemple, de déterminer
les projections de deux points de cette ligne, ou de la pro-
jeter sur un troisiéme plan de projection, que I'on prend
souven! perpendiculaire aux deux autres, et que Von rabat
sur I'épure, comme on a fait pour le plan horizontal.

99. La figure13, Pl. 2, représente un point M projeté
sur trois plans de projection, et la figure 1k est le dévelop-
pement de I'épure. m,m',m" sont les trois projections du
point M; pg, p'q’, p"q" sont les irois projections d’une
méme droite, et Asestla trace sur le plan auxiliaire, d'un
plan passant par la ligne AZ.

GENERATION DU PLAN.

23. Le plan étant 'élément géométrique dont nous fe-
rons le plus d’'usage, il est de la plus grande importance
d’en bien étudier toutes les propriélés.

2h. On peut toujours supposer qu une surface est en-
gendrée par le mouvement d'une ligne dont la définition
est donnée, el qui se meut suivant certaines conditions.
On dit gu’uné ligne engendre une surface, lorsque, par
5




-

ot o

18 GENERATION DU PLAN. PL. 9.
suite de son mouvement, elle occupe successivement tous

les points de cetle surface.

95. D’aprés cela, si I'on cpncoit deux lignes droites qui
se coupent et si l'on suppose que Pune d’elles restant im-

mobile, la seconde se meut parallélement a elle-méme, de

maniére A couper toujours la premiére, la droite mobile,
par son mouvement , engendrera un plan.

On dit qu’une droite se meut pamllélement-& elle-méme,
lorsque toutes ses positions sont pavalléles entre elles.

La droite mobile sera nommée génératrice du plan ; la
droite sur laguelle elle s’appuie se nomme la directrice , et
le point ou ces deux lignes se coupent se nomme le pied de
la génératrice.

26. On peut prendre pour génératrice et directrice d'un
plan, deux lignes quelconques de ce plan; mais il est
presque toujours plus simple de prendre I'une des Lraces
pour génératrice et 'autre pour direetrice.

27. On propose de construire pour toutes ses positions
les projections de la génératrice d’'un plan.
Soit (fig. 15) le plan PdG dont on veut représenter la

génération. Supposons que Ja trace horizontale Gd, prise

pour généralrice, prenne successivement toutes les posi-
tions marquées Gd; comme elle restera paralléle a elle-
méme, et par conséquent au plan horizontal, sa projection
verticale g'd' sera toujours paralléle a la ligne AZ. La trace
verticale servant de directrice, le point &, pied de la géné-
ratrice, fait partie du plan vertical de projection, et sa
projection horizontale sera sur AZ. Enfin, toutes les posi-
tions de la ligne Gd devant étre paralléles entre elles, leurs
plans pro_;et.mls seront E_‘,‘mllél?f et, par conséquent,
toutes les projections seront paralléles
entre elles el a la ligne AZ.

L

————
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28. Quand la génératrice descend au-dessous du plan

‘horizontal , sa projection verticale g"d" doit étre au-dessous

de la ligne AZ.

29. Le plan étant infini (12) , toules ses généralrices se-
rout infinies, de sorte qu'en tragant les prolongements de
ces hgnes |, on ruprésentcra' sur 'épure les parties du plan
donné qui se trouvent au dela des plans de projection. Ce-
penda_nt, pour ne pas embarrasser les épures , ON NE Con-
struit ces prolongements qu’an moment on ils deviennent
nécessaires pour la solution de la question dont on s’oc~
C[J.PE.

La figurc 16 représente la construction ; sur I'épure , de
toutes les positions de la génératrice horizontale d’un plan
PdG. Ainsi, en général

Si Lon veut construire une des positions de la généra-
triee horizontale d'un plan , on construira parallélement
a la trace horizontale une ligne gd , qui sera la projection
horizontale de la génératrice. On ménera la ligne dd' per-
pendiculaive & la ligne AZ , et le point d', oi cette ligne
rencontrera la trace verticale , sera le pi‘{-!(l de la généra-
trice. Enfin la ligne d's', menée par le point d" parallele-
ment & la ligne AZ, sera la projection verticale de la gé-
nératrice demandée.

On pourrait commencer par construire la projection
verticale g'd'.

30. Les figures17 et 18 représéntent la genération d’un
plan pour Tequel" on a employé, comme génératrice, une
droite paralléle & Ia trace verticale.

On voit que, dans ce'cas, toutes les projections horizon-
tales de lg génératrice sont paralltles a la ligne AZ, et
loutes les projections verlicales sont paralleles & la trace
verlticale.

On en conclut que,
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i Si Pon veut construire une des positions de la génera~-
i: trice paralléle & la trace verticale, on construira (fig. 18)
une ligne g'd' paralléle a cette trace ; on menera d'd per-
pendiculaire a la ligne AZ , ce qui donnera en d le pied
de la génératrice. Enfin dg, menée parallelement ala
ligne AZ, sera la projection horizontale de cette généra-
trice.

f Je recommande au lecteur les deux épures précédentes
| comme trés-essentielles, T faut, aprés les avoir bien com-
§ prises, en faire application i toutes sortes de plans, variés
de toutes les maniéres quant a la position.

! 31. Les figures 19, 20,21, représentent quelques geé-

| nérations de plans. Dans la figure 20, on a pris pour di-

rectrice la trace sur le plan auxiliaire de projection. Dans !
i la figure 21, on a pris pour génératrice une ligne oblique
aux plans de projection.

32, Jengage les commencants, pour fixer leurs idées et '
I se familiariser avec les diverses positions des points , des '
_ plans et des lignes dans Pespace, a tailler deux cartes et a
: ll les p]oyerh angle droit, de maniére qu’elles puissent figu-
rer les deux plans de projection; puis, aprés avoir tracé
4 sur ces cartes , des projections de points ou des traces de l
£ plans, ils feront le développement de I'épure , afin de s’ha-
I. bituer 4 juger de la position d'un point ou d’une ligne par
{! ses projections, et réciproquement. Mais je leur conseille |
i en méme temps de faire tous leurs efforts pour se metire le
i plus promptement possible en état de se passer de ces
i moyens, qui ne doivent étre employés que pour les pre-
|
|
4

miéres lecons, et qui méme, si I'on en faisait usage trop
longtemps , deviendraient un obstacle au déveldppement
(! de lesprit d’analyse et de généralité nécessaire pour bien
| concevoir les principes de Geométrie descriptive.
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CHAPITRE 11
DU POINT, DE LA LIGNE DROITE ET DU PLAW.
Problémes.

383. Faire passer une ligne droite par un point dont on
a les projections.

Lorsque l'on projette une droite MN (fig. 22, PL 3),
le plan projetant MNmn , contenant toutes les perpendi-
culaires abaissées des diflérents points de cette droile sur
le plan de projection, sa trace mn, ou autrement la pro-
jection de la droite, doit contenir la projection de chacun
des points de celte droite. Ainsi, pour exprimer qu'une
droite située dans 'espace contient un certain point A, il
suffit de faire passer les projections de la droite par celles
du point. On concoit que cette question est indéterminée ,
c’est-h-dire que Pon peut construire une infinité de droites
qui passent par un point donné. Ainsi (fig. 24), I'une
quelconque des lignes qui passent par la projeclion hori-
zontale @ d’un point avec 'une de celles qui passent par
sa projection verticale a', peuvent toujours étre considérées
comme les deux projections d’une droite passant par ce
pomnt.

Réciproquement, et par la méme raison, si I'on voulait
exprimer qu'un point est sur une droite, il fandrait placer
les projections du point sur celles de la droite, et sur une
mémé perpendiculaire a la ligne AZ (9).

11 résulte encore de ce que nous venons de dire, que le
point a,a’ ( fig. 25) ne fait pas parlie de la droite mn,m'n’.

34. Si l'on voulait faire passer une droite par deux
points il est évident, d’aprés ce qui vient d'étre dil, u’il
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faudrait faire passer les projections de la droite par les
projections des deux points.

353. Mesurer la distance de deux points.

Aprés avoir joink ces deux poinls par une droite, il ne
restera plus qu’a obtenir la grandeur de cette droite. Or, si
nous représentons la droite donnée par MN ( fig. 26), el le
plan de projection par PQ, il est facile de voir qu’en géné-
ral la droite MN sera plus longue que sa projection mn;
mais si par le peint N, on méne la droite No, paralléle au
plan de pm']eclmn et par conséquenl égale a la projection
de la ligne donnée, on pourra reconnaitre gu’en général
une ligne droitg située comme on voudra dans 'espace, est
I'hypoténuse d’un Lriangle rectangle Mol , dans lequel up
des c6tés No de angle droit est égal a la projection de In
droite, et Vautre coté Mo doit étre la différence entre les
distances Mm, Nn des extrémités de cette droile, au plan
sur lequel elle a été projetée. 11 résulte de la, que pour
avoir la longueur d'une droite, il suffira de construire,
dans ses véritahles dimensions , le triangle rectangle dont
elle est hypoténuse, Pour ce!.a

Soit ( fig. 27) mn, m ‘W', les projections de la droite dont
on veul ayoir la longueur. On fera (fig. 28) I'ancle ilroit
BAC, on porlera sur AG, de A en N, la projection hori-
zontale mu, on portera pareillement sur AB, de A en M,
la lizne pi'o, égale A la différence entre les perpendicu-
Lnru‘. m‘p, uq qui lepresunlen,l les dislances des i:omts
m' el n'ala ligne AZ ou au plan horizoulal, ¢t U'hypoté-
nuse MN sera la grandeur de la droite dunncc

On peut faire la construgtion avec plus de smlph-
cité , en apérant de la maniére suivante On meénera
par le point 7' 1 ligne n'o paralléle o la ligne AZ , et par
celle conslruction, on aura déterminé 'ancle dreit en o,
¢t In différence m'o des hauteurs des extrémités de la droite,
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de sorte que, pour achever le triangle, il n'y aura plus
qu’h prendre avec le compas la grandeur de la projection
horizontale mn ; puis aprés Uavoir portée de o en N, I'hy-
poténuse m'N sera la longueur de la droite donnee.

36. On peut encore expliquer, d’'une autre maniére, la
construction précédente. '

Soit mn, m'n' (fig. 29 ) les projections de la droite dont
on cherche la longueur.

Supposons que celte droile tourne autour de la verti-
cale projetante du point M, en conservant toujours la
méme inclinaison par rapporl & cette ligne. Le point ny 7!
décrira un are de cercle horizontal, Get are éfant paralléle
au plan horizontal , aura pour sa projection sur ce plan
I'are nn", et sa projection verticale n'N sera paralléle a la
ligne AZ Ofrsi nous arrétons le mouvement de la droite
au moment oi sa projection horizontale aura pris la posi-
tion mn", la projection verticale correspondante m'N sera
la longueur cherchée, car la droite étant paralléle au plan
vertical , il est facile de concevoir qu’elle sera projelée sur
ce plan suivant sa grandeur.

On aurait pu faire toorner la droite autour de Phori-
zomlale projetante tu point m,m!, jusqu’a ce que sa pro-
jection verticale fut devenue mn"; alors elle aurait éleé
paralléle au plan horizonta! , et sa nouvelle projection
mN' aurait été la longueur cherchée.

On peul aussi concevoir que le trapeze MNmn (fig. 26)
tourne autour du cbté horizontal mn , jusqu’a ce qu’il soit
rabattu dans la position mnM"'N" (fig.29). A lors, M"N" sera
la ligne elle-méme couchée sur le plan horizontal.

37. Ces derniers moyens, auxquels on doine le nom de
rabattements , seront fréquemment employés par la suite;
nous en ferons surtout usage pour avoir la grandeur
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d'une figure plane. On concoit, en effet, que pour cela il
faut conslraire cetle figure dans ses véritables dimensions ;
ce qui peut se faire, soit en cherchant les orandenrs
de Loutes les parlies qui Ja composent, soit en la faisant
tourner tout enli¢re, jusqu’a ce qu'elle soit paralléle a I'un
des plans de projection; car il est évident que si on la pro-
jette de nonveau dans cette position, elle sera égale & sa
projection. On donne ordinairement le nom de charniére
ou axe a la ligne autour de laquelle se fait le rabattement ;
nous reviendrons plus tard sur ce sujet, ainsi que sur le
choix le plus convenable des lignes que I'on doit prendre
pour charniéres.

On voit, dans la méme figure, des arcs de cercles qui
ont pour bul de lier les constructions, et de faire voir, au-
tant que possible, quelles sont les lignes qui sont égales
entre elles. '

Dans I'épure 30, I'une des extrémités 7, »' de la droite
dont on cherche la longneur, est située derriére le plan
vertical.

La droite ( fig. 31) est perpendiculaire a la ligne AZ , et
celle de la figure 32 coupe la ligne AZ.

38. Pour exprimer qu’une droite dans I'espace est par-
tagée en parties proportionnelles & des lignes ou a des
nombres donnés , il suffit de partager ses projections dans
le méme rapport ( fig. 33 ).

39. En effet, les trois lignes Mm, Ss,Nn ( fig. 26) étant
perpendiculaires 4 un méme plan, sont paralléles ; donc
elles coupent la droite MN et sa projection mn en parties
proportionnelles.

40. Pour partager une ligne en parties égales, on paf-
tagera ses projections en parties égales.
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Wi, Eaxprimer quun point est situé dans un plan.

Soita ( fig. 3L, Pl. 4) la projection horizontale d'un point
situé dans un plan P; on demande la projection verticale
de ce point.

Nous avons vu (27) que lorsqu'une droite engendre un
plan, elle en occupe successivement tous les points; d'olt
il résulte que, par chaque point d'un plan, on peut tou-
jours concevoir une position de sa génératrice. D’aprés
cela,

Menons (fig. 3k el 35) par @ une génératrice horizontale;
sa projection verticale contiendra celle du point, de sorte
qu'il n’y aura plus qu'a construire la perpendiculaire aa',
pour oblenir le point ',

On vérifiera I’exactitude de la construction, en prenant
la génératrice paralléle a la trace verticale du plan.

Tengage le lecteur a changer les données de ce probleme
de toutes les maniéres, non-seulement pour la position du
point, mais encore pour celle du plan.

42. Dans les figures 36, 37, on a appliqué la construc-
tion précédente a des points situés derri¢re le plan vertical
et au-dessous du plan horizontal.

On peut encore , comme dans la figure 87, employer une
ligne oblique au plan de projection, et située dans le plan
donné. Cela deviendra surtout nécessaire lorsque les pieds
des génératrices paralleles aux traces ne se Lrouveronl pas
dans les limites de I'épure.

3. Par un point donné, faire passer une paralléle a
une ligne donnée.

Le plan projetant d'une ligne droite doit conlenir cette
ligne, el toutes les perpendiculaires abaissées de ses diflé-
rents points sur le plan de projection. On peut done dire
qu'une de ces perpendiculaires, avecla ligne donnée, suf-
fisent pour déterminer la position du plan projetant. Done,
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si deux lignes sont paralléles dans V'espace, leurs plins
projetants seront paralléles, et les traces de ces plans, ou
autrement les projections des lignes données seront paral-
léles. D’aprés cela ( fig. 38), pour construire parun point
une paralléle @ une ligne donnée , 1l faut faire passer par
les projections du point des paralléles aux projections de
la ligne donnée.

kh. Exprimer que deux lignes droites se coupent dans
Uespace.

On congoit facilement qu’il suffit pour cela de les faire
passer par un méme point {33 ); ainsi, les deux droites re-
présentées (fig. 39) se coupent, el celles de la figure 40 ne
se coupent pas.

85. Trouver les traces dune droite.

On donne le nom de fraces aux poinls stuivant lesquels
la ligne donnée perce les plans de projection.

Soit donc la droite ab, a'd' (fig. 11, b2, Pl 5. 11 est
évident que le poinl.v,v' appartienta la droite , puisque ses
projections appartiennent i celles de la lroite (17); de plus
il appartient au plan verlical de projec tion, puisque sa
projection horizontale v est sur la ligne AZ (16). Donc, il
est intersection de la lizne donnee, avec le plan vertical;
de méme, le point 2,A' étanl en méme temps dans le plan
horizontal et sur la ligne donnée, représente Fiulersection
de cette ligne avec le plan horizontal.

1 résulte de ce que nous venons de dire, que pour obte-
nir les traces d'une droite, il faut prolonger ses projec-
tions ; puis aw potnt ou la projection horizontale rencon-
trera la ligne AZ , on élevera sur cette derniére ligne unc
perpendiculaire qui, par son intersection avee la projec-
tion verticale de la droite proposée , dornera la trace ver-
ticale de cette droite. De méme , par le point oi la projec-
tion verticale rencontrera la ligne AZ, on ménera a cette
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ligne une perpendivulaive dont l'intersection avec la pro-
jeetion horizontale de la ligne donnée sera la trace hori-
zontale de ceite ligne,

6. Pour rendre les épures plus faciles & compreniire,
on est convenu de tracer en ligne pleine, ou de ponctuer
d’'une maniére particuliére, les portions de lignes droites si-
tuées au-dessus du plan horizontal, et en deca du plan ver-
tical , et de tracer en points les portions de ces lignes qui
passent derriére ou dessous les plans de projection.

C’est encore dans le méme but que I'on adopte plusieurs
maniéres de ponctuer. Indépendamment de la convenlion
dont je viens de parler, on Lrace quelquefois en lignes
pleines les données et les résultats de la queslion; et en
points, les lignes nécessaires a la construction de I'épure,
en ayanl soin surlout de poncluer loujuurs de la méme
maniére les deux projections d’une méme droite.

W1. Etant données les traces d'un plan et Uune des
projections d’une droite de ce plan , trouver U'autre pro-
jection de cette méme droite.

Soient donnés (fig. 43, ki) le plan p et la projection
verticale @' d’une droile située dans le plan. La droite
donnée étant prolongée, 5'il est nécessaire, coupera la trace
verticale du plan donné en un point ¢, qui fera partie du
plan vertical de projection , et aura, pour cetle raison (16),
sa projection horizontale v sur la ligne AZ. Ensuite, le
point de la droite @b, dont la projection verticale se trouve
en &' sur la ligne AZ , est, par celte raison, nécessairement
situé dans le plan horizontal; el comme, de plus, il fait
pirtie du plan donné, puisqu’il est situd sur une droite de
ce plan, il sera sur Vintersection du plan horizontal avee
le plan donné, c'est-a-dire sur la trace horizontale de ce
plan. Dong,

Etant donnés la projection verticale @'6' d'une ligne
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droite, et les traces du plan qui la contient, on ménera
par les points v'et b deux perpendiculaires alaligne AZ;
puis joignant le point v, oit la perpendiculaire menée par
le point v' rencontre la ligne AZ, avec le point h, ot la
seconde perpendiculaire rencontre la trace horizontale du
plan , on aura la projection korizontale vh de la droite.

On ferait une construction analogue, si I'on donnait la
projection horizontale de la ligne, et que I'on vouliit dé-
terminer sa projection verticale.

On pourrait vérifier 'opération en conslruisant (30), par
un point de la droite, une des génératrices du plan.

8. Il résulte de ce qui précede, et il est trés-essentiel
de remarquer que, pour exprimer qu'une drotte fait partie
d’un plan., il faut faire en sorte que les traces de ladroite
sotent situées sur les traces du plan.

On peut dire plus généralement encore que pour expri-
mer qu'une droite fait partie d'un plan il faut faire les
constructions nécessaires pour que deux points quel-
conques de la droite soient situcs dans le plan (k1).

49. Etant donnésun plan et un point.de ce plan , con-
struire les projections d'une droite qui passe par ce pounl
et qui soit située dans le plan.

On ménera par I'une des projections du point donné
(fig. k5), et arbitrairement, Pune des projections de la
droite demandée ; puis I'on déterminera la seconde projec-
tion par le moyen que nous venons d’indiquer (47). Le pro-
bléme admet une infinité de solutions. Dans la figure 46, le
plan donné est paralléle & la ligne AZ , et sa trace verticale
est au-dessous de celte ligne. Le point s est Vintersection
de la droite demandée avec le plan auxiliaire de projection.

80. Etant données les projections d'un point g,g', con-
struire les traces d'un plan qui contienne ce point.

.
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On construira (fig. 47, Pl. @) une lrace pg i volonté;
celle Lrace déterminera la direction de la génératrice g'd',
dont la projection horizontale gd doit étre (27) paralléle a
la ligne AZ; puis abaissant d'd, on aura end le pied de la
génératrice, qui, élant joint avec la point ¢, déterminera
la trace horizontale.

Gelte construction donnera tous les plans qui, passant
par le point g,5' auraient leurs traces verticales paralléles
apg. En recommmencant dans une autre direction, onaura
une autre série de plans. On pourrait aussi commencer par
construice la trace horizontale.

81. Etant données ( fig. b8) les deux projections dune
droite, faire passer un plan par cette droite.

1l suffira (48) de faire passer les traces du plan par les
traces (¢', ) de la droite.

Le probléme admet une infinité de solutions; les plus
importantes sont celles représentéesﬁgurc 49.

Le plan p contient la droite, et esl paralléle ilaligne AZ;
le plan p' est perpendiculaire au plan horizontal , et le plan
p" est perpendiculaire au plan vertical. On voit qu’en gé-
néral ,

52, Pour mener par une droite mrplanperpend’iculaire
a lun des plans de projection, il suffit de prendre pour
trace , sur ce plan, la projection méme de la droite , et
pour Uautre trace uneper:pendicufaire & la ligne AL.

Il est évident, d’aprés ce que nous avons dit (17), quele
plan construit de cette maniére sera le plan projetant dela
droite donnée.

3. Supposons (fig. 50) quiayant les deux traces (v, /)
d’une droite, et la trace verticale d'un plan qui contient
cetle droite , on n’ait pas sur l'epure le point ou cette Lrace
rencontre la ligne AZ; on prendra sur la droite un point




30 DU POINT, ETC. PL. §.

quelconque (m,m'), et menant par ce point une génératrice
paralléle i la trace connue, le pied de cette génératrice dé-
terminera un second point ' de la trace cherchée.

34. Je nlai pas besoin de rappeler ici que les épures
doivent étre dessindes avec be;tucoup de soin. Ainsi, un
point devant étre déterminé par intersection de deux
lignes, on doit, par un choix convenable de ces lignes, ta-
cher que leur intersection se fasse suivant un angle a ppro-
chant le plus possible de l'angle droit. Pareillement , dans
la détermination d’une ligne droite, il faudra loujours
choisir les inoyens de solution qui donneraien! deus points
trés-éloignés Fun de Vautre. Ainsi, dans la Jigure 50, on
doit choisir la position du point m, ni', de maniére que le
point A’ soit le plus loin possible du point .

8o Faz}'epasserun};{anPm’dau.rdr'oites quisecoupent.

On cherchera (fig. 51) les traces de ces droites j et faisant
passer deux droites parces traces, ces lignes représenteron
les traces du plan demandé (48), Si I'on a bien Opéreé , ces
deux droites doivent se couper en un point de laligne AZ;
dans le cas ot ce po.nt serait hors de P'épure, on poarra
construire une droite quelconque située dans le plan obte-
nu (A7); et si cette ligne coupe les deux lignes données,
PVexactitade des comstructions sera vérifice.

56. Faire passer un plan par trois points donnés

On joindra (fig. 51) ces points deux & deux par des
droites, et la construction se fern comme dans le cas pré-
cédent,

57. Faire passer un plan par deusx: lignes paralléles.

On cherchera encore ( Jég. 52) les traces des deux lignes
données, et les droites passant par ces traces seront les
traces du plan cherché. On vérvifiera les constructions ;
conune nous l'avons dit (58)
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BE, INTERSECTIONS. 3
INTERSEGTIONS DES LIGNES ET DES PLANS.

58. Trouver Lintersection de deux droites.

Nous avons vu (&%) commenl on reconnait que deux
lignes droites se coupent, et dans ce cas leur inlersection
est loule trouvée ; elle upom‘pmjections les peints suivant
lesquels se coupent les projections des deux: droites.

59. Deux plans étant donnés par leurs traces, coli-
struire leur intersection.

L’intersection de deux plans étant une ligne droite, il
suflit de trouver deux points de cetle ligne pour quelle
soit déterminée ;or ( fig. 53, 54, Pl.7), le point ¢/, inter-
section des Lraces verticales, est un poinl commun aux
deux plans’, donc il appartient 4 leur inter-ection; mais .
comme faisant partie des traces ver ticales, il est nécessaire-
ment situé dans le plan vertical de projection, el par con-
séquenl 54 projection horizontale ¢ sera sur la ligne AZ.
Pur la méme raison, le point &, ivtersection des traces
horizontales, faisant partie du plam horizontal de projec-
tiom, sa projection verticale k' sera sur la ligne AZ.

1l ne reste plus maintenant qu'a tracer (3k) la droite qui
passerait par les denx points (v, V') et (B, k).

On peut. s'assurer, par le moyen indique (41), qu'un
point quelcon e de la droite (vh) (@A) est situé en méme
temps dans le. deux plans. On conclura de ce que nous
venons de dire, qu’en général ,

60. Pour obtenir Lintersection de deux plans dont en
a les traces . il faut, par le point dlintersection des traces
verticales,, abaisser une perpendiculaire a la ligne AZ,
et joiguant le pied de celte perpendiculaire avec le point
de rencontre des, traces horizontales, on aura la projec-
tion horizontale de la: ligne demandée; puis, du point
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ou les traces horizontales se rencontrent, on abaissera
une perpendiculaire sur la ligne AZ; et joignant le pied
de cette perpendiculaire avec le point de rencontre des
traces verticales, on aura la projection verticale de cette
ménme ligne.

61. Cette question est une de celles qu’il faut s'exercer
a résoudre dans tous les cas. I’engage le lecteur & changer
de toutes les maniéres possibles la position des plans don-
nés. Dans la figure 3k , par exemple, les deux traces hori-
zontales se rencontrent derriére le plan vertical.

62. Dans la figure 55, la projection horizontale de la
ligne cherchée se confond avec la trace de I'un des plans
donnés, qui est perpendiculaire au plan horizontal, et qui,
par celte raison ,devient le plan projetant de l'inferseciion.
Nous ferons souvent usage de cette combinaison de plans.

63. Dansla figure 56,1 un des plans donnés est horizon-

tal; d’ou il résulte que la ligne cherchée et la trace de
Pautre plan doivent étre paralléles, puisqu'elles sont les
intersections de deux plans paralleles par un troisieme
(Géom.). Dans ce cas, le point k' est situé & I'infini..

Les figures 57 et 58 sont encore des cas particuliers du
méme probléme. Dans la derniére, les deux plans proposés
sont parallélesa la ligne AZ, etleur intersection s, s', aussi
paralléle & AZ, se projetle sur le plan auxiliaire de projec-
tion par un point s".

6%. Voici encore quelques cas du méme probleme, qui
méritent toute notre attention.

Si les deux plans proposés, que je nommerai p et p',
étaient disposés comme dans la fig. 59, Pl 8, il est évi-
dent que les quatre points (v, v', A, '), qui d'aprés le prin-
cipe (60) nous ont servi a délerminer les projections de
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Vintersection des deux plans, se trouvant confondus en un
seul poit m, ils ne suffiraient plus pour faire connaitre la
direction de cette ligne; mais comme, dans ce cas, le point
m de la ligne AZ est un point commun aux deux plans, les
deux projections de la ligne cherchée doivent y aboutir. 11
n’y anra done plus qu’a déterminer sa direclion ; pour cela,
on construira le plus loin possible du plan p/, un plan p"
qui lui sera paralléle, puis cherchant (60) I'intersection des
plans p et p", on aura une ligne (¢,¢') paralléle a la ligne
cherchée comme intersection de deux plans paralléles par
un troisitme plan (Géom.). Il n’y aura donc plus qu’a
mener par le point m deux lignes ms, ms', paralléles aux
lignes ¢ et ¢'. Ces-droites seront les projections deman-
dées.

On pourrait encore recourir & ce moyen, si (fig. 60) les
quatre poinls (v,¢', h,h') étaient tellement rapprochés,
que la direction de la ligne cherchée ne piit pas élre déter-
minée avec exactitude.

65. Enfin, il peut arriver que 'un des points d’inter-
seclion des traces ou tous les deux soient situés hors de
Iépure.

Soient ( fig. 61)les deux plans p et p' dont on demande
lintersection; on a déja le point (%, 2') qui appartient a
cette ligne; il ne reste plus qua trouyer un second point
commun aux deux plans; pour cela, on construira un plan
auxiliaire p", quel’on prendra horizontal pour plus de sim-
plicité. Ce plan p" coupera le plan p suivant une ligne @
paralléle a sa trace (63), et le plan p' suivant une ligne &;
de plus, ces deux lignes a et b étant toutes deux dans un
méme plan p", se couperont en un point m qui appartien-
dra aux deux plans donnés, puisqu’il sera situé sur des
lignes faisant partie de ces plans. Le point m appartenant
au plan horizontal p", sa projection verticale sera en nt/, de

3




34 INTERSECTIONS. PL. 8.

sarte que les deux lignes Am, I'm', seront les deux projec-
tions de la ligne demandée.

66. Siles points v¢/, LI étaient tous deux hors de 'épure
il fandrait faire deux fois la construction précédente ; seu-
lement, pour avoir le plus grand éloignement possihle (54%)
entre les deux pointls mm', nn', qui déterminent la ligne
cherchée, il faudra prendrel'un des plans auxiliaires p" ho-
rizontal , et Pautre p" paralléle au plan vertical de projec-
tion , tous deux le plus loin que I'on pourra de la ligne AZ.
On pourrait employer le méme moyen dans le cas des

figures 59 et 60.

67. Déterminer le point d'intersection de trois plans
donnés.

Soient p,p',p" les trois plans donnés ; nommons m le
point cherché.

Ce point devant appartenir aux deux premiers plans,
sera sur leur intersection, que je nommerii s, et que I’on

obtiendra par la construction (59). Par la méme raison, le’

point m devant appartenir aux plans p/ et p', sera sur leur
intersection, que je nommerai k. Done le point cherché
SR P

devant éire enméme temps sur les lignes s et k, sera ot ces
deux lignes se coupent.

On concoit que si 'on cherche lintersection des plans

goit g P

p et p', cette ligne, que nous nommerons u, doit passer
par le point m ; ce qui donne unmoyen de vérifier lexacti-
tude des opérations précédentes.

68. Une des difficultés qui arrétent le plus les commen-
cants dans 'étude de la géométrie descriptive, provient des
efforts qu'ils font pour se figurer la position, dans I'espace,
des lignes el des surfaces sur lesquelles ils opérent. Mais,
je lai dit plus haut, cela n'est pas nécessaire, cetle ma-
niére dagir est méme contraire a l'esprit d’analyse. On
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concoit, en effet, que lorsqu’on cherche 'intersection de
deux plans, on doit opérer en conséquence des relalions
générales qui ont lieu lorsque deux plans se coupent , et
non pas d’aprés la position particuliére de deux plans plu-
t6t que de deux autres. Ainsi, celui qui veuat faire une
opération de calcul, s'occupe davantage de la maniére gé-
nérale d'opérer que de la valeur des chiffres qu’il a sous les
yeux dans la question proposée.

Dans le dernier probléme que nous venons de résoudre,
par excmple, il ne faut pas chercher & voir dans son ima-
gination tel plan plutdét que tel autre; il n’est pas néces- <
saire de chercher  reconnaitre si le plan p est plus incliné
que le plan p'; il suffit d'opérer comme nous 'avons fait,
en appliquant deux fois de suite le principe de l'intersec-
tion de deux plans.

8i toutefois on voulait familiariser son imagination avec
les conceptions géométriques, et se représenter dans I’es-
pace les données de la question, il faudrait concevoir, non
pas nécessairement les trois plans donnés, mais trois plans
quelconques inclinés comme on voudra. On sait qu'en géné-
ral ces trois plans formeront, parleurintersection , un angle
triédre, qui aurait pour sommet le point cherché, et dont

les trois droites s, k et u seraient les arétes.
-

69. On voit encore que si les trois droites données par la
construction de I'épure étaient paralléles, cela indiquerait
que les trois plans sont disposés comme les faces d'un prisme
triangulaire, et que le point m est situé & l'infini, Enfin,

Si deux des plans donnés étaient paralléles, deux des

1 trois arétes seraient paralléles, et la troisiéme n’existe-
I rait pas,

Jengagerai cependant les commengants a s’habituer 4
:: juger, par l'inspection de I'épure, de la position des élé-
ments géomélriques qui y sont représenlés; mais c'est ce

] -
|
i i
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qu’ils ne doivent faire que lorsque la question est complé-
tement résolue dans la pensée, et lout au plus avant de
" commencer ’épure, afin de trouver les moyens les plus
simples d’exécution.

=0. Trouver lintersection d’une ligne droite avec un

plan.

i Soient aa', 1a droite dont on demande 'intersection avec
le planp (/5. 65, Pl. 9);0n fera passer parladroite un plan
que!conquep', que, pour plus de simp'iicilé, on prendra
perpendiculaire & I'un des plans de projection. Ce plan \

| contenant la droite donnée, con tiendra le point cherché; de

th plus, ce point, d’aprés la question, doit faire partie du

plan donné p; donc il sera sur I'intersection du plan p avec

le plan p'; on construira cetle intersection (59), et le point

cherché devant étre en méme lemps sur les deux droiles

a' et s', sera au point m', ol ces deux lignes se coupent.

' On s'assurera de I'exactitude des constructions, en faisant

usage du plan p" perpendiculaire au plan vertical , ou bien

en construisant par le point m une génératrice du plan p.

11 faut changer de toutes les maniéres la position des ’

1 données de cette question. Dans la figure 66, la trace ver-

! ticale du plan donné p, et celle du plan p', se rencontrent

au-dessous du plan horizontal. -

Dans la figure 67, le plan donné est paralléle & la li=

gne AZ. '

74. Dansla figure 68,la ligne (ab,a'd') est perpendicu-
laire a la ligne AZ, de sorte que ses deux projections sont
le prolongement l'une de P'autre, et le plan p' est perpen-
diculaire aux deux plans de projection. Dans ce cas, on
fera tourner ce plan autour de sa trace verticale , pour le

‘ rabattre sur 'épure; la ligne donnée sera représentée, dans
: ce rabattement, par a"b", et ¢'s' sera Pintersection des
plans p et p'. Le point m", ol ces deux lignes se coupent,
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étant ramené A sa place , aura pour ses proj ections les deux
points m,m'. On pourra vérifier les constructions en con-
struisant, par le point que P'on aura trouvé, une généra-
trice du plan p (27).

72. Dansla figure 69 , les traces verticales du plan donné
p et duplan auxiliaire p', ne se rencontrant pas sur I'épure,
on trouvera lintersection de ces deux plans par la construc-
tion indiquée (65 ).

73. Dans la figure 70, on a employé, cofime surface
auxiliaire, un plan p' parallé¢le a la ligne AZ, el contenant
la ligne donnée (51). On peut vérifier les constructions en
construisant la projection m" du point demandé sur le plan
auxiliaire de projection (21).

PARALLELISME DES LIGNES ET DES PLANS.

7. Nous avons vu (43) que lorsque deux lignes sont
paralléles, leurs projections sont _pamllé:‘cs.

75. Nous admettrons pareillement que lorsque deux
plans sont paralléles, leurs traces sont paralleles , puis-
qu'elles sont les intersections de deux plans paralléles par
le plan de projection (Géom.). D'aprés cela,

76. FEtant donnés un plan et un point, construire par
le point un second plan parallele au premier.

Soient donnés (fig. 71, Pl. 10) le plan p et le point aa'.
On construira par le pointa’ une paralléle a la trace verti-
cale du plan p, et par conséquent & celle du plan cherché
p'. Celte droile, considérée comme génératrice du plan
cherché, aura pour projection horizontale ad, et son pied
d sera un point de la trace horizontale demandée. On con-
struira celle trace paralléle a celle du plan donné, et le
point ot cette trace rencontrera la ligne AZ appartiendra
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a la trace verlicale cherchée; que I'on ménera parallle-
ment & celle du plan p.

77. On aurait pu, par une construclion analogue , cher--

cher d’abord un point de la trace verticale.

78. Dans la figure 72, on a projeté le point aa' sur le
plan auxiliaire, puis, par la projection a" de ce pdint, on
a mené parallelement a la trace du plan p, la ligne’su, que
Uon a pnse pour trace du plan cherché; ce qui a donné
en seten o un point pour chacune des deux autres traces
de ce plan.

79. Etant donnés un plan et un point , construire par
ce point une paralléle au plan donné.

Etant donnés ( fig. 73) le plan p et le point aa', on pren-
dra un point guelcongue b¥', situé ou I'on voudra dans le
plan p; puis, aprés avoir mené par ce point une ligne
quelconque be, b'¢', située dans le plan p, on construira
parallélement a cette ligne, et par le point donné une ligne
(ad, a'd’) qui sera paralléle au plan p, puisqu’elle sera pa-
ralléle a une droite (be, b'c") située dans ce plan [Geom )

On voit que le probléme est indéterminé, et qu'en re-
commencant la construction dans toutes les dtrccuons, on
aura autant de droites que I'on voudra passant par le point
donné, et paralléles au plan donné.

Il est encore facile de reconnaitre que toutes ces droites
seront dans un méme plan; d’ott résulle un moyen plus élé-
gant de résoudre la méme question.

80. On construira d’abord par le point (aa') (fig. Th),
el par le moyen indiqué (76), un plan p' paralléle au
plan p, et il n’y aura plus qu'a mener (49), par le point
donné, des droites qui soient situées dans le plan p'.

81, 1l résulte de ce qui précede, que lorsque deux
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lignes sont paralléles entre elles, ou que deux plans sont
paralleles, on le voit a linspection de I’épure ; puisque
les projections des lignes dans le premier cas; et les traces
des plans dans le second , sont paralléles ; mais il n’en est
pas de méme du parallélisme d'une ligne avec un plan.
Lorsqu'une ligne est Pural]éle a un plan, les projections
de la ligne ne sont pas pour cela paralléles aux traces du
_plan ; de sorte que si Pon avait sur une épure les traces
d’un plan et les projeclions d'une droite, et que l'on vouliit
savoir si la droite est paralléle au plan, il faudrait voir (47)
si 'on peut construire dans le plan une paralléle ala droite,
ou bien (51) si 'on peut construire par la droile un plan
paralléle au plan donné.

89. Etant donnés une droite et un point, faire passer
par le point un plan paralléle ala droite.

* Soient (fig. 75) aa' le point donne, bb'la droite donnée,
on ménera (43) par le point, et paral]élement a la droite
b, la ligne (ac,a'c'); et tout plan'construit suivant cette
derniére ligne sera nécessairement paralléle a la premiére
(Géom.). La question admet une infinité de solutions.

i

83. Deux droites étant données, faire passer par Lune
d'elles un plan paralléle a l'autre.

Par vn point quelconque mm' de la ligne b8’ (ﬁg. 76),
on fera passer une ligne cc' paralléle a la droite aa'; puis,
construisant (58) le plan qui contiendra les deux droites
(bb') (cc'), on aura satisfait a la question. En effet, les
lignes aa'; cc' élant paralléles, tout plan conlenant I'une
d’elles sera paralléle a Vautre (Géom.).
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PERPENDICULARITE DES LIGNES ET DES PLANS.

84. Lorsquune ligne droite est perpendiculaire a un
plan, les projections de cette ligne sont perpendiculaires
sur les traces du plan.

Soit, ( fig. 77, Pl 11.) la droite AB perpendicu-
laire sur le plan P; représentons le plan de projection par
P’ et par P" le plan projetant la droite ; alors ac sera la
projection de cetle droite, et be sera la trace du plan P.
Ot, le plan P”, comme plun projetant, est nécessairement
perpendiculaire sur le plan de projection P'; de plus, il
est perpendiculaire sur le plan P, puisqu’il contient la
droite AB, qui, d’aprés la question, est perpendiculaire a
ce plan. 1l résulte donc de la que le plan P" élant per-
pendiculaire en méme Llemps sur le plan P et sur le plan de
projection P, sera perpendiculaire a leur intersection be,
quin’est autre chose que la tracedu plan P; et réciproque-
ment, cette ligne be sera perpendiculaire au plan P", et
par conséquent a toule ligne telle que ac qui passerait par
son pied dans ce plan : ce qu'il fallait démontrer.

85. Réciproquement (fig. 78), si par les projections a, o'
d’'un point, on méne deux droites perpendiculaires aux
traces d'un plan p, on pourra regarder ces lignes comme
étant les projections d'une droite située dans lespace,
perpendiculairement au plan p; car les deux plans proje-
lant p' et p"étant perpendiculaires sur les traces du plan p,
seront tous deux perpendiculaires & ce plan (Géom. ), et
par conséquent la ligne ab, a'b’, qui est leur intersectlion ,
sera aussi perpendiculaire au plan p.

86. Donc, pour exprimer qu’'une ligne est perpendicu-
laire a un plan , ou réciproquement , il faut faire en sorte

ey
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que les projections de la ligne soient perpendiculaires sur
les traces du plan (fig. 78).

87. Le théoréme précédent conduit a la solution de
toutes les questions de perpendicularité ; mais, avant de
passer a Papplication, je rappellerai ce que jai déja dit
plus haut.

Les difficultés que I'on éprouve, dans le commencement,
a résoudre les questions de Géometrie descriplive pro-
viennent en grande partie de ce que 'on se préoccupe trop
de la position des données.

On doit d’abord chercher & découvrir quelles sont les
relations géomélriques desquelles dépend la solution du
probléme, et ce n’est qu’aprés avoir trouvé ces relations
quon les traduit dans le langage particulier a la Géomeétrie
descriptive.

Il faut que 'on ait bien reconnu quelles sont toutes les
opérations a faire, et que la question soit complétement
résolue , avant de tracer la premiére ligne sur I'épure.

(Vest alors seulement que l'on doit examiner les données,
afin de reconnaltre si, dans leur disposition particuliére,
il y a quelques moyens de simplifier Papplication du prin-
cipe général,

88. Les questions a résoudre sont ordinairement de deux
especes; les unes, que je nommerai questions simples , se
déduisent directement de la géomélrie ordinaire. Les
aulres, que je nomme composées, résullent de la combi-
naison de plusieurs questions précédemment résolues.

Pour résvudre une question simple, il suffit de decou-
yrir le théoréme exprimant les relations géométriques qui
existent entre les quantilés que l'on connail el celles que
I'on cherche; et, dans ce cas, I'épure n'est plus qu'une
traduction graphique de ces mémes relalions. Ainsi, par
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exemple, dés que nous avons démontré qu'un plan per-
pendiculaire sur une droite doit avoir ses traces perpen=
diculaires sur les projections de cette droile, il est évident
qu’il suffit d’établir cette perpendicularité sur I'épure pour
construire un plan perpendiculaire & une ligne donnée.

Mais lorsqu’une question est composée, il faut, avant
de commencer l'épure, découvrir toutes les questions
simples dont se compose la question principale, et déter-
miner bien exactement I'ordre suivant lequel doivent étre
faites toutes ces opérations.

89. Quiil sagisse, par exemple, de déterminer la dis-
tance d'un point a un plan , on dira presque toujours qu'il
faut abaisser du point une perpendiculaire sur le plan;
aprés quoi on devra chercher la longueur de cette perpen-
diculaire.

Cette réponse, qui parait exacte au premier abord , est
cependant loin d'étre compléle; et lerreur provient sur-
tout de ce qu'on oublie que les droites et les plans em-
ployés ici comme moyens de solution, doivent toujours
étre considérés comme infinis (12); de sorte qu'il n'est
point exact de dire que I'on mesurera la longueur de la
perpendiculaire abaissée du point sur le plan, puisque
cette ligne est infinie.

Voici de quelle maniére la question devait étre résolue.

Etant donnés (fig. 80) le plan P et le point A,

1" opération. On tracera par le point A une droite mn
perpendiculaire au plan donné,

2° opération. On délerminera le point B suivant lequel
la perpendiculaire mn perce le plan P.

3° opération, On mesurerala longueur de Ja portion AB
de perpt:.udiculaire comprise enlre le point donné et le
plan.

La question élant ainsi décomposée, on commencera
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I'épure en exécutant successivement chacune des trois
opérations précédentes, dans 'ordre suivant lequel nous
venons de les indiquer.

Ainsi ¢ 7

1™ opération. On tracera (fig.79) par les points a et a'
les deux droites ab, a'd' respectivement perpendiculai'res
sur les traces du plan p. Ces deux lignes seront les pro-
jections de la droite AB perpent.liculnire sur le plan P
(fig. 80).

9% opération. On déterminera (70) le point 4, &' suivant
lequel la droite ab, a'd percele plan p ; de sorte que ab, a'd!
seront les detix projections de la portion de perpendicu-
laire comprise entre le point et le plan donné.

3¢ opération. On fera tourner la droite ab, a'd’ autour
de la yerticale projetante du point aa' ; ce qui donnera a'B
pour la distance du point aa’ au plan p.

Dans la figure 81, le plan donné est paralléle a la ligne
AZ, et la ligne ab, a'b', qui mesure la distance du point a

au plan, se trouve rabatlue en a"b" suivant sa véritable
grandeur, ;

90. Supposons actuellement que 'on veuille déterminer
la distance de deux plans paralleles p et p' (fig. 83).

Représentons d’abord,Jes deux plans donnés par P et P!
(fig. 82), et cherchons quel doit étre lordre des opé-
rations.

1" On construira (86) une droile quelconque mn perpen-
diculaire en méme temps anx deux plans P et P,

La distance de ces plans étant partout la méme, il
est évident que la droite mn pourra étre tracée ot I'on
voudra.

2° On déterminera (70) le point A, suivant lequel la
droite mn perce le plan P.
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3° On déterminera de la méme maniére le point B, sui-
vant lequel la droite mn perce le plan P'.

Alors AB sera la portion de perpendiculaire comprise
entre les deux plans P et P', et représentera par conséquent
leur distance.

%° On cherchera la grandeur de AB en opérant comme

nous l'avons dit au n° 35.
- Quoique jaie indiqué par des renvois aux articles préce-
dents 'ordre des constructions graphigues qui doivent étre
successivement exécutées , je répéle qu’il ne faut pas com -
mencerl’épureavant d’avoir reconnu complétement quelles
sont toutes les opérations simples dont se compose la ques-
tion principale.

91. On pourrait encore, pour obtenir la distance deman-
dée, prendre un point quelcongue situe dans I'un des deux
plans (k1), puis mesurer la distance de ce point a 'autre
plan, en opérant comme dans la question du n® 89.

92. Dans la figure 8%, les plans donnés sont paralléles &
la ligne AZ, et leur distance se trouve projelée en a'b",
suivant sa vérilable longueur. .

93. Etant donnés un plan et un point, construire par
le point un plan perpendiculaire au premier.

Soient (/fig. 85, PL. 12) le plan p et le point aa'; on
fera 1° passer par le point une droite perpendiculaire an
plan p (86); 2° on construira (1) aulant de plans que Pon
voundra contenant celte droile; tous ces plans seront per-
pendiculaires au plan donné. En ellet, on sait ( Géom.) que
si une droite mn (fig. 86) est perpendiculaire a un plan P,
tout pl.:m contenant cette droite mn sera aussi perpe_m.li-
culaire au plan P.

94. Nous reconnaissons, par le résullat, qu'on ne peut

r————— T A

m—
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pas, & la vue d'une epure, savoir si deux plans sont per-
pendiculaires I'un & lautre, et que Pangle suivant lequel
se coupent les deux traces n’ﬂpprend rien A cet égard.
Mais si Uon voulait metire en évidence la perpendicu-
larité de deux plans, on prendrait un point de leur in-
tersection (59); puis, aprés avoir mené par ce point une
perpendiculairea l'un des plans (86), on ferail les construc-
{ions nécessaires pour reconnaitre si elle est contenue dans
I'autre plan (48). .

94, Etant donnés un plan et une c?.mi.te_-,vcons’t-rm"re
par cetle droite un second plan Pe:pendﬁcuf@jm au pre-
mier.

Soient (fig. 87) le plan p et la droite aa'; on prendra
sur la droite un point quelconque mm'; puis aprés avoir
mené par ce point une droite bb' perpendiculaire au plan
donné, il n’y aura plus qu’a construire (55) un plan qui
contienne ces deux droites; car il est évident qu’il sera
perpendiculaire an plan donné, puisqu'il contiendra une
droite b perpendiculaire a ce plan.

96. Nous avons vu (86) que pour exprimer qu'un plan
est perpendiculaire sur une droite , il faut mener les traces
du plan perpendiculaire sur les projections de la droite.
D’aprés cela,

97. Par un point donné, faire passer un plan perpern-~
diculaire a une droite donnée. .

Soient ( fig. 88) aa' la droite donnée, et bb' le poin
donné; on ménera b'd' perpendiculaire a la projection ver-
ticale de la droite donnée. Celte ligne, considérée comme
génératrice du plan demandé, aura pour projection hori-
zontale bd, et son pied & appartiendra 4 la trace hori-
zontale du plan cherché; alors on pourra construire cetle
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trace perpendiculairement A la projection horizontale de
la ligne donnée, et par suite la trace verlicale.

On aurait pu commencer par chercher un point de la
trace verticale,

98. Par un point pris sur une dmite, mener des per-
pendiculaires & cette droife,

Etant donnée (/fig.90) la droite ab,a'd’ on veut par le
point &6’ mener des perpentliculaires 4 cette droite ; on
construira par le point b4 un plan p perpendiculaire a la
droite donnéé, puis on fera passer par le point 44" des
droites situées dans le plan p(49); toutes ces droites seronf
perpendiculaires sur la droite donnée (fig. 89).

99. On voit, par la solution de ce probléme, que lors-
que deux droites sont perpendiculaires entre elles, leurs
projections ne sont pas pour cela perpendiculaires; de sorte
que si Lon avait les projections de deuw droites, et que
Uon vouliit savoir si elles sont perpendiculaires entre elles,
il faudrait voir si, parmi tous les plans que l'on peut faire
passer par lune d’elles (51), il peut y en avoir un dont les
traces seraient perpendiculaires sur les projections de
Lautre ligne.

100. Mesurer la distance d'un point & une droite,

Il est évident qu'il faut d’abord obtenir la perpendicu-
laire abaissée du point sur la droite donnée ; pour cela, re-
présentons (fig. 91) par A le point donné, et par B la droite
donnée; 1° on ménera par le point A un plan P perpendi-
culaire sur la droite; 2° on délerminera (70) 'intersection
de la droite ayec ce plan, ce qui donnera en C le pied de
la perpendiculaire; 3°joignant ce poinl avec le point donné,
on aura la perpendiculaire AG abaissée du point A sur la
droite donnée; 4° il n’y aura plus qu'a chercher la véri-
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table grandeur de la perpendiculaire AG par le moyen
indique (35). :
Les construclions précédentes ont été exécutées (fig. 92).

101. Mesurer la distance de deux droites paralléles.

Soient A, B (fig. 9%) Jes deux droites doqnées; 1° on
construira le plan P perpeudiculnire sur ces droites; 2° on
déterminera (70) le point C suivant lequel ce plan coupe
la droite A ; 3° on obtiendra de laméme maniére le point D,
intersection du méme plan avec la droite B; &° joignant
CD, on aura une perpendiculaire aux deux parall¢les don-
nées; carces deux lignes élant toutes deux perpendiculaires
au plan p, sont perpendiculaires a la droite qui joint leuts
pieds dans ce plan; 5° il n'y a plus qua cherclier (35) la
véritable grandeur de la perpendiculaire commune GD.

La figure 93 contient les opérations.

102. Parmi les problémes que nous venons de résoudre,
les plus remarquables sont ceux qui résultentde la combi-
naison de deux plans, de deux lignes, ou d’une ligne avee
un plan.

103. Je rappellerai que linspection de I'épure suffit pour
faire connaitre le parallélisme de deux plans ou de deux
lignes , tandis que I'on ne peut s'assurer que par une con-
struction du parallélisme d'une ligne avec un plan.

Le contraire a lieu pour la perpendiculurité; car, lors-
quune ligne est perpendiculaire & un plan ou réciproque-
ment, les projections de la ligne sont perpendiculiires sur
les traces du plan, au lien que la perpendicularité de deux
plansou de deux lignes ne peut étre reconnue que parune
construction, puisque celte perpendicularilé est indépen=-
dante de Pangle que font les traces des deux plans ou les
projections des deux lignes que 'on compare.
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10k. Mesurer la distance de dewx droites quelconques.

Seient, par exemple (fig. 96, Pl. 15), les deux droites
A et B, 1° on prendra sur B un point quelconque M; 2° on
ménera par le point M une ligne G paralléle a la droite A,
3° par les deux lignes B et C on construira un plan P (58).
Ce plan sera paralléle® la droite A (83); &° on prendra en-
suile sur la droite A un point quelconque N ; 5°l'on abais-
sera de ce point une ligne ND perpendiculaire au plan P
(86); 6° on déterminera en D le pied de cette perpendicu-
laire; 7° on la fera mouvoir parallélement a elle-méme
jusqua ce qu’elle soit venue prendre la position KS. Je
dis qu’alors elle sera perpendiculaire sur les deux droites
données. En effet, KS étant paralléle a ND, sera , comme
cette derniére ligne, perpendiculaire au plan P, et par
conséquent a la droite SB qui passe par son pied dans
ce plan; de plus, elle sera perpendiculaire a la droite AK
qui est paralléle an méme plan ( Géom. ). 8° Quand on
a obtenu la ligne KS perpendiculaire sur les deux droites
données, il ne reste plus qua en chercher la véritable
grandeur (35).

L'épure (95) représente les constructions que 'on n’a-
vait quindiquées dans la figure 96. Pour obtenir le résul-
tat, il suflit d’exécuter ces constructions dans I'ordre sui-
vant lequel on vient de les énoncer, en faisant pour cela
usage des principes établis précédemment.

Pour plus de clarté, j’ai eu soin d’employer les mémes
lettres dans 'épure 95 et dans la figure auxiliaire 96, pour
désigner les mémes points ou les mémes lignes; senlement
la ligne A est représentée sur 'épure par celle dont les pro-
jections sont aa', et ainsi pour les autres.

105. Trouver le centre et le rayon de la sphere dont la
surface passerait par quatre points donnés.
Le centre d'une sphére étant a égale distance de tous
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les points de sa surface, il est évident ( Géom.) que si I'on
joint par une ligne droile deux points de cette surface,
et que par le milieu de cette droite on méne un plan qui
lui soit perpendiculaire; ce plan passera par le centre.
D’aprés cela, étant donnés ( fig. 97 ) quatre points aa, bb',
¢¢', dd', on joindra le point @ avec le point b; puis, par le
point v¢', milien de la corde ab , on ménera (97) un plan p
perpendiculaire i cette corde : ce plan contiendra le centre
delasphére demandée. De méme par le point zz', milien de
la corde be, on ménera un plan p' perpendiculaire a cetle
corde : ce plan passera encore par le centre, enfin par le
point ux', milien de ed. On ménera un troisiéme plan per-
pendiculaire a celte corde, el qui, par conséquent, con-
tiendra aussi le centre de la sphére. '

On aura par ce moyen (rois plans contenant le centre de
la sphére demandée. Cherchant (67) le point commun & ces
trois plans, on aura le centre de cette sphére.

A prés avoir obtenu le pointmm’, qui représente le centre
de la sphére, on joindra ce point avec un quelconque des
points donnés qui, d’aprés la question, apparliennent i la
surface , et la droite am,a'm’, sera le rayon de la sphére.
Cherchant enfin (35) la véritable longueur de ce rayon, on
obtiendra la ligne Am' avec laquelle, des points m et m'
comme centres, on décrira deux cercles qui seront les pro-
jections verticale et horizontale de la sphére.

Il serait bon, avant de décrire les deux cercles dont je
viens de parler, de s’assurer de I'exactitude des construc-
tions. Pour cela, on joindrail le point m avec chacun des
quafre poinls donnés, ce qui donnerait quatre rayons:dont
on chercherait la veritable longueur; et si ces longueurs
étaient égales , ce serait une preuve suflisante que le point
obtenu est 4 égale distance des qualre points donnés, et
que, par conséquent, il est le centre de |a sphére qui pas-
serait par ces quatre points.

4




50 PERPENDICULARITE. PL. 15.

106, Pou déterminer le point m , nous ayons fail nsage
des plans perpendiculaires sur les milieux des Lrois cordes
ab, be,cd; mais si ces plans n’étaient pas commoadément
placés paur 'exécution de I'épure, il serait facile d’en trou-
ver d‘autres, En effet, si«’on joint par des droites et de
toutes les maniéres possibles les quatre points donnés , on
aura six cordes ab, ac, ad, be, bd, ed. Ov, si par les milieux
de chacune de cgs six cordes on méne des plans qui leur
soient perpendiculaires, on obtiendra six plans passant
par le centre de la sphére cherchée ; el comme trois de ces
planssuffisent, on choisira ceux qui donneront les construc-
tions des plus simples,

Si les qualre points étaient dans un méme plan, les
cordes qui joindraient ces points seraient aussi conlenues
dans ce plan, Les plans menés perpcmiiculairemenl i ces
cordes seraient, ainsi que leurs intersections, perpendicu-
laires au plan qui contiendrait les points donnés, Le centre
de la sphére serait infiniment loin, et cetle sphére ayant un
rayon infiniment grand , sa surface se confondrait avec le
plan passant par les points donneés, :

Enfin, si ces quatre points étant dans un méme plan, se
trouvaient situées sur la circonférence d’un cercle, on le
reconnaitrait, parce que les plans perpendiculaires sur les
milieux des cordes passeraient lous par une méme droite
perpendiculaire au plan de ce cercle, et qui en contiendrait
le centre, de sorte que le probléme scrait indéterming, el
que l'on pourrait prendre tel point de cette droite que I'on
voudrait pour centre de la sphere demandée , et pour rayon
la distance de ce point & Pun des points donnés.

On voit que dans ce cas le rayon pourrail étre aussi
grand que Pon voudrait, mais qu’il ne pourrait pas élre
plus petit que celui du cercle qui passerait par les points
donnés, :

B s 4
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107. Nous avons résolu la question précédente d'nne
maniére générale, mais assez souvenl sans rien changer
aux données d’une question; on peut, par quelques consi-
dérations particuliéres, en rendre la splution plus simple.

En eflet, nous n’avons donné & nos plans de projection
les noms de plan horizonlal el de plan vertical , que parce
que souvent , dans les applications, I'un de ces plans repré-
sente la‘terre ou un plan qui lui est paralléle; mais il ne
{faut pas en conclure que cela doive Loujours élre aipsi, et
que l'on ne puisse pas s'écarter de cette convention.

H est certain que, pouryu que V'on ne change rien aux
données d’une queslion, il n'y anra rien non plus de chan-
gé dans le résultat, et que, par conséquent, l'on doit res-
ter le maitre de choisir le systéme de plan de projeclion
que Fon jugera le plus favarable a lexéeution de Pépure;
on peul méme dire quesi Je bul de la théorie est de géné-
raliser les idées en dégageant les questions prineipales de.
Loutes les circonslances parliculiéres, lart du praticien,
au contraire , consiste a ptoh ter de ces mémes circonstances
pour résoudre le eas particulier dont il s'occupe, de la ma-

“niére la plus simple,

108. Ainsi, duns Je probléme précédent, on congoil
gue, sans rien chapger a la position relative des quatre
points donnés, on peul prendre ( fig. 98) pour l'un des
plans de projection , celui qui contiendrait trois de ces
points, @, b, ¢, par exemple, el pour second plin de pro-
jection, un plan perpendiculaire au premier et paralléle a
la droite ¢d, qui joindrait 'un des trois premiers po'inls
avec le quatri¢me. Par ce moyen, les deux plans p et p'
se couperonl suivank une droile s |:arpendir"u|:|ir(: au plﬂn
abe, et le troisieme plan p" étant perpendicalaire au se-
cond plan de projection, sera pereé par la droiie s en un .
point mm' qui sera le centre de la sphére. Quant au rayon
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(am,@m') on en cherchera la véritable longueur par le
moyen connu (35).

CHAPITRE III.

Rabattements.

109. Nous avons dit au n° 35 que, pour avoir la grandeur
véritablede la portion de ligne droite qui joint deux points,
il fallait faire tourner cette ligne jusqua ce qu'elle fut pa-
rallele & Uun des plans de projection.

L’opération que je viens d’énoncer , et que I'on nomme
rabattement . a servi dans la solulion de plusieurs ques-
tions précédentes. .

L’importance que les rabattements doivent acquérir par
la suite dans les applications de la Géométrie descriptive

- doit nous engager dés a présent a présenter quelques consi-
dérations générales sur ce genre d’'opération. .

110. Je ferai d'abord remarquer qu'une épure, quelle
qu’el]e soit, n'est elle-méme autre chose que le résultat
d’un rabattement.

En effet, les deux plans de projection deyant toujours
faire un angle dans l'espace, ce n'est qu'au moyen d’un
rabattement que I'un de ces plans a pu devenir Je prolon-
gement de l'aulre.

Nous avons supposé (8) queleplanhorizontal avait tourné
autour de la droite AZ, jusqu'a ce qu'il fit rabatlu sur le
prolongement du plan vertical; on peut tout aussi bien
admetire que c'est e plan vertical que 'on a rabattu sur le
prolongement du plan horizontal. Celte derniére supposi-
tion sera méme plus naturelle, toutes les fois que I'épure
sera placée sur une table, comme cela est nécessaire pour
I'exécution du travail graphique.




PL. 1 5. RABATTEMENTS. 53

Les plans de projection n’élant autre chose que des con-
ceptions géomélriques destinées a faciliter la solution des
problémes, ils sont toujours h la disposition de celui qui
opére, et par conséquent on devra ticher de choisir ces
plans, de maniére que les opérations graphiques qui en
dépendent soient les plus simples possible.

Or, il est évident que, dans les exemples des n® 35 et
suivants, on aurait évité le rabattement de la droite MN,
si au lien du plan vertical qui conitient laligne AZ ,on avait
pu prendre un plan vertical de projection paralléle a MN;
parce qu’alors la droite donnée mn, m'n', aurait été projetee
sur ce plan dans sa véritable grandeur ; mais on ne pourra
pas toujours prendre dés Lorigine le plan de projection le
plus simple; c’est-a-dire que le plan qui serait le plus com-
mode pour résoudre une certaine partie de la question ne
sera pas toujours celui qui con viendrail le mieux pour une
autre opéralion dépendant du méme probléme. Dans ce
cas , on sera quelquefois conduit a prendre autant de plans
de projections différents qu'il y aura d'opérations particu-
li¢res dans la question principale, el toules ees projections
auxiliaires devront étre rabattues sur I'épure, chacune se-
lon sa position.

111. Il existe d’ailleurs une classe particuliere de ques-
tions qui peut presque loujours élre résolue avec ayantage
par le moyen des rabattements. '

On sait que les questions de géométrie sont de deux es-
péces : les unes appartiennent a la géométrie plane, et les
autres dépendent de la géométrie a Lrois diniensions.

On dit qu’une question appartient a la Geométrie plane,
lorsque les données, les résultals, et toutes les lignes d'o-
pérations sont dans un méme plan.

Or, toutes les fois que, parmi les questions particuli¢res
qui, par leur combinaison , devront concourir a la solution
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d'une question principale, il yaura-quelques cofisiructions
(ui devront étre. exécutées dans un plan oblique; 6n ra=
hattra ce plan gt 'épure; puis, aprés avoir exéculé les
opéralions nécesstiires, ofi raniénera le tout a la place gu'il
doil occuper dans l'espace.

La premiére chose a fiife lorsqu’on veéul exécuter un
rabiltement, c'est de choisir la droite atitour de laguelle
ofi veul faire tourner le plan tue l'on rabat.

Nous donnerons h célte droite le nom d’axe ou de char-
niére de raballement, et nous la supposerons toujours im-
mobile.

112. Les rabattements ayant principalement pour but
d’obtenir eertaines figures planes dans leur vérilable gran-
deur, il faut gue la droite prise pour nxe soit paralléle a
lun des plans de projection ; ear si on faisait tourner une
figure plane autour d’une droite ui ne satisferait pas i la
condition (ue nous venons d'énoneer, la figure que V'on fe-
rail tourner, ne pouvant jumais étre piralléle au plan de
projection, ne se projetlerail jamais sur ce plan dans sa vé-
ritable grandeur.

Lorsque l'on fait un rabattement, chaque point décrit
dans 'espace un cercle qui a son centre sur’axede rotation ,
et qui a pourrayon la distance de cet axé au poinl que I'on
rabat

Les notions précédentes étant admises ; nous allons ecom-
pléter cetle théorie par quelques exemples.

113. Supposons que l'on veuille rabattre le point m,m'
(_ﬁg. 99, Pl 44 )sur le plan horizontal quiconlient la droite
ab;a'l! et que l'on ait choisi cette droite pour l'axe du ra-
battement,

Dans ce mouvemen! , le point mm' ne quiltera pas le plan
vertical , qui a pour trace la droile mm" perpendiculaire
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sur ab ; el pour connattre !a place que ce point doit venir
occuper sur le plan horizontal qui contient la droite ab,
il suffit de chercher li véritable grandeur de la droite mo,
qui n’est autre chose fjue l¢ rayofi de l'dre de cercie par-
courtt pur le point mm'; dans son mouvement aulour de la
droite ab, a'b'.

Pour obleir la grandeur de la droite mo; m'e!, il faudra
opéret; comme nous I'avons dit atix n* 35, 36, ete.; c'est=
A-dire que l'on fera tourner cette ligne autlour dé I'liori=
zontale projetante du point o

Le point mm' décritalors un arc de cetele m'm” paralléle
au plan vertical e projection, et (ui ; par cetle raison, doit
avoir sa projection horizontale mm'" paralléle ala ligne AZ.

Par suile de cette opéralion, on aura "o pour la véri-
table grandeur de la droite mo,m'o’, et par conséquent pour
la distance du point mm' a la droite ab,@'d'; de sorte qi’en
ramenant m"o dans la position m"o; le point m! sera la
place occupée parle point nun rabattu en tournant autour
de ab ; sur le plan horizontal qui contient cette draite.

114. Tl est {rds-essentiel de remarquer que, dans Popé-
ration précédente, il y a deus rabaltements. L'un, qu se
fuit autour de ab, a pour but de rabatire le point nim' sur
le plan horizontal a'd". -

Le second, qui a lieu autour de 'horizontale projetante
da point o, sert a déterminer la distance du point mm! 4 la
droite ab, que I'on a prise pour axe du rabaltement.

115. L'opération serait bien plus simple, si la droite que
I'oni prend poiir axe du rabattement était perpendictildire -
& I'un des plans de projection:

En effet, dans ce cas (fig. 100), Vare de cerele parcours
pire le point min' sutour de la droite aa' sera paralléle au
. plan vertical de projection; et L pluce dit polut mm's ra=
battuen m' sur le plan horizontal @'m", sera élerininge di-
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reclement, puisque I'on connait la distance a'm' de ce point
a la droite aa'. ;

Nous conclurons de ce qui précéde,

1" Que les conditions essentielles pour qu'une droite
puisse servir d’axe de rabattement , c’est qu’elle soit paral-
lele @ lun des plansde projection (112).

2° Que les constructions seront encore plus simples lors-
que laxe du rabaltement sera perpendiculaire au plan de
projection (1135).

Or, dans un plan incliné quelconque, on pourra tonjours
choisir un axe parallele & tel plan de projection que L'on
voudra; mais on ne pourra obtenir de perpendiculaire an
plan de projection que dans les plans qui satisferaient eux-
mémes a cette condition.

116. Cependant ce résultat pourra toujours étre obtenu
en prenant un plan auxiliaire de projection perpendiculaire
au plan que l'on veut rabattre.

En effet, reprenons la question qué nous avons déja
résolue au n° 113, et proposons nous, comme alors, de ra-
battre le point mm' sur le plan Lorizontal a't/, en le faisant
autour de la droite ab, a'¥'.

Si nous remplacons le plan vertical de projection par le
plan auxiliaire pem', et que nous concevions ce dernier
plan rabattu sur'épure en tournant autour de sa trace ho-
rizontale cm™, le point mm' aura pour nouvelle projection
verticalele pointm”, quel’onobtiendraenfaisant mm"=pm/,
et la droite horizontale @b,a'd' étant perpendiculaire au
nouveau plan vertical de projection pem™, elle se projettera
sur ce plan par un seul point o', de sorte que le chemin
parcouru par le point mm' sera représenté sur lenou-
veau plan de projection parlarc de cercle m"m'", ce qui
donnera m" pour la place que vient occuper le point mm!
rabattu sur le plan horizontal a'4'.
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117. Cette disposition d’épure contribue beaucoup &
faire comprendre V'enchiainement des idées, parce qu’elle
permet de projeter les arcs parcourus par chacun des points
que l'on fait tourner.

118. On devra aussi éviter, autant que possible, de faire
un rabattement sur une partie de I'épure qui serait déja
oceupée par un aulre rabattement ou par une projection.

119. Les principes que nous venons d’exposer, el qui
seront fréquemment employés par la suite, correspondent
au probléme connu dans 'analyse algébrique sous le nom
de transformation de coordonnées. Lia , comme ici, le choix
des axes ou des plans coordonnés est une des parties les plus
importantes de la solulion des problémes. ¢

Nous allons reprendre , comme exercices, quelques-unes
des questions qui ont été résolues dans le chapitre pré-
cédent.

120. Déterminer la distance d’un point a un plan.

Supposons qu’il s’agisse de déterminer la distance du
point aa' au plan p (fig. 102).

1*® opération. On construira d’abord le plan vertical p'
perpendiculaire sur la trace horizontale da plan p, et par
conséquent perpendiculaire a ce plan.

Le plan p contiendra la perpendiculaire abaissée du
pointaa’ surle plan p.

2° opération. On fera tourner le plan p' autour de sa
trace verlicale, jusqu’a ce qu'il soit rabattu sur le plan
vertical de projection.

Dans ce mouvement, le point aa' viendra se placer en o
et le point s en s', aprés avoir décrit deux arcs horizontaux
dont les centres o et o' ont tous deux le point o pour pro-
jection horizontale.

3" opération. On tracera la ligne vs', qui sera l'inter-
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section du plan donué p par le plan auxiliaire p'; et la
droite a"0", perpendiculaire sur vs'; sera ln distance du
point aa" au plin p.

En effet, les deux plans p et p' étant perpendiculaires
entre eux, la droite a"5", située dans le plan p' et perpen-
diculaire & Pintersection ps'; est aussi perpendiculaire au
plan p, el mesure par conséquent la distance de eé plan au
point dorniné aa'.

Si on voulait avoir la projection verticale de la perpen-
diculaire a"4", on raménerait cetle ligne dans le plan p, ce
qui donnerait a't’.

1l est évident qu'au lieu du plan vertical P" on aurait
pu employer un plan perpenJiculuireh fa trace verticale
du plan donné. Dans ce cas on rabattrait ce plin sur le plan
horizontal.

121. Mesurer la distance de dewx plans paralléles
(fig 103). s

1 gpération. On construira le plan p" perpendiculaire
sur 168 traces horizontules des deux plans donnés, et par
conséijuent perpendicilaite i ces deux plans.

2° opération. On rabattra ¢ plan p" en le faisanit tour=
ner autour de sa Lrace verticale, ce qui donnera les deux
droiles ps,v's' provenant de lintersection des deux plans
p el p' par le plan ausiliaire p": ©

O reniarquera que les deux droites s, ¢'s" doivent étre
paralléles entre elles, puisqu’elles sont les intersections de
deux plans paralléles par un troisiéme plan.

3° opération. La droite mn, perpendiculaire aux denx
droites s, /'s', sera la distance des deiix plans p et p'.

122, Déterminer la distance d’'un point @ une droite
(fig. 10%).

1** opération, Concevons par le point donné aa’ un plan
horizonlal p.
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L’intersection de ee plan par la droite donnée b3’ sera un
point 7' que Pon projettera en n sur le plan horizontal.

2° opération. La ligne droite an, a'n' sera une hofizon=
tale siluée dans le plam qm conhenh ]e point et la droite
donnéet) . A

3" opération. Nous ferons tourner la drmle bm, b'm' au-
tour de I'horizontale an, a'n'; jusqu’a ce qu'elle soit rime-
née dans lé plan horizontal p.

Dans ce mouvement , le point hn' ne changera pas de
place; puisqu’il appartient & la droite an,a'n', que nous
prenons pour axe de rabattement. Mais si nous prenons,
sur la droite donnée, un point quelconque mni', il est évi-
dent que ce poinl, en tournant autour de an, ne quittera
pas le plan vertical qui aurait pour trace la droite rim"
perpendiculaire sur an. De sorte qu'en cherchant ; comme
nous Pavons fait aun® 113, la distance om™ du point mm'a
la droite an, a'n', nous ebliendrons m" pour la place occu-
pée par le point mm' rabatte sur le plan p.

Il ne restera donc plus qw'a tracer la droite nm" et la
perpendiculaire au ; qui sera la distance demandée.

123. Mesurer la distance de deux droites paralléles
(fig. 105).

1° On coupera, comme précédemment, les deux droites
données par un plan horizontal ; ce qui donnera deux
points s et r. :

2° On joindra ces deux points par la droile s, qui sera
une horizontale située dansle plan des deux droites don-
nées, el qui, pour cette raison; remplira les canditions
nécessaires pour former un ase de rabatlement (112),

3° On cherchera, comme précédemment, la distance
om" d'un peint quelconque mm' a la droile sr, de sorte

que rm' sera l'une des paralléles données rabatlue sur
le plan horizontal.




— — .

T e e

T e T N T TR Se

g Tre———"

b o e - R - s

TR e ——

i s S e e L S

60 RABATTEMENTS. PL.15.

La deuxiéme paralltle sa” sera déterminée, puisque
Pon connait un de ses points s et sa direction parallele
a rm'".

4° Tl ne restera plus qu’a construire la perpendiculaire
nu, qui sera la distance cherchée.

12k, Mesurer la distance de deux droites quelconques.

Nous remarquerons d’abord (fig. 110, P/ 15) que si
P'une des deux droites données aa' était perpendiculaire a
I'un des plans de projection, la perpendiculaire commune
ac,a"c" serait paralléle au méme plan de projection et par
conséquent se projellerait sur ce plan dans sa vérilable
grandeur.

Il sera facile de parvenir a ce résultat par deux rabatte-
mentis successifs,

1% rabattement. On fera tourner les deux droites don-
nées (fig. 106) jusqu’a ce que 'une d’elles, la droite @ par
exemple, soit paralléle au plan vertical de projection.

Si on choisit pour l'axe de ce premier rabattement la
verticale qui contient le point m , les points m' et m" reste-
ront immobiles.

Le point u, pris ot I'on voudra sur la droite @, viendra
se placer en @', aprés avoir parcouru l'arc horizontal uu';
de sorte que @', a' seront les nouvelles projections de la
droite a.

Pendant que le point u parcourt I'axe horizontal uu', le
point ¢ appartenant a la droite b.déerit un arc vy’ égal
& uu'; parce que I'on peut toujours choisir les deux points
v,u i égale distance de I'axe de rolation m, m'm!.

On joindra ' avecle point mm", et 'onaura &',6' pour les
nouvelles projections de la droite 4.

9¢ rabattement. L'opéralion précédente avait pour but
d’amener la droite a dans une position @' paralléle au plan
vertical de projection. Nous allons actuellement [aire lour-
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ner les deux droites a',8' jusqu'a ce que la premiére soit
perpendiculaire au plan horizontal.

Si nous prenons pour I'axe de ce deuxiéme rabattement
la droite qui contient le point 7, et qui est perpendicu-
laire au plan vertical de projection, les deux points n'et n'"
resteront immobiles.

Les deux points x, ¢!, pris a égale distance de I'axe de
rotation , le premier sur la droite a' et le second sur &', dé-
crivont deux arcs égaux x2, 'y paralléles tous deux au
plan vertical de projection.

Par ce mouvement, la droite @' devient perpendiculaire
au plan horizontal de projection; d’ou il résulte que sa
projection sur ce plan se réduit & un seul point a”.

De plus,Varc ¢'¢" décrit par le point ¢' se projettera sur
le plan horizontal par la droite v'v" et le point ¢, parvenu
en ¢', étant joint avec n", on aura nd", n"8" pour les nou-
velles projections de la droite &'.

Ainsi les deux droites a', &' sont arrivées dans les posi-
tions «",8", et I'une'd’elles étant alors perpendiculaire au
plan horizontal de projection, la perpendiculaire commune
sera horizontale, et sa projection a'c sera la distance des
deux droites données.

La solution précédente est due a M. Ollivier..

125. Une droite ac,a'c' (fig. 109) étant donnée dans un
plan oblique p, construire un quarré qui aurait pour coté
la droite donnée et qui soit situé dans le plan p.

Celte question est évidemment du genre de celles dont
nous avons parlé au n® 111. Ainsi.

1™ opération. On rabattra le plan donné en le faisant
tourner aulour de sa trace horizontale.

Par suite de ce mouvement, la droite donnée devien=~

dra a'¢". b
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2 opération. On construira un quarré qui ait pour coté
celle droile.

3° opépation. On raménera le plan p & sa place, ce qui
donnera acxz pour la projection horizonlale du guarpé
demandé,

1° opération. On déduira la projection yertieale en em-
ployant le principe du ne ki,

Les constructions peurront étre simplifiées en prenant ]
un plan ausiliaire de projeetion p" perpendiculaire a la
trace horizontale du plan donné, purce qu’:ni_urs_ les arcs de
cercles parcourus par les différents points du plan p, lors-
que Fon rabat ce plan ou qu'on le raméne i sa place,
se projetteront par des arcs de cercles sur le plan auxi- ,
liaire p" (116).

On fera bien aussi , comme étude, de yérifier les points
ou les c6tés prolongés du quarré rencontreront le plan
horizontal , le plan vertical, ou le plan auxiliaire de pro-
jeetion,

126. Dans la figure 107 on s'est proposé de construire
les deux projections d’un cercle situé dans un plan Paral—
léle A la droite AZ.

Pour y parvenir,on a d’abord rabaltule plan donné,on
a déerit le cercle, et 'ona ensuite ramené le toul a sa place.

Les arcs de cercles parcourus dans ces différentes opé-
rations sont projetés par des arcs de cercles sur le pl;u}’
auxiliaire p'. i
La tangente a éLé construite dans le rabatlement, d'ou

on I'a ensuite ramenée a sa place.

Ce qui précede suffit pour faire comprendre P'atilité
des rabattements, Les exemples de ce genre peuvent étre
multipliés a Uinfini, et mous rencontrerons souvent, par
la suile, Voccasion d'appliquer avee avanlage ce mode
particulier d'opération.
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127. Dans la figure 108 on s’est proposé de déterminer
différents points sur les deux projeclions ae,a'd d’'un
cercle dont le plan est perpendiculaire a la ligne AZ.

CHAPITRE 1V,
LES ANGLES.
Angles des lignes.

128. Etant donné (fig. 111, PL. 16) les projections de
deux droites (aa',bb') on demande de construire langle
que ces deux droites font entre elles. :

On cherchera d’abord les points (ec', dd') ot les droiles
données vont peveer le plans horizontal; puis, prcnant la
droite ed pour axe , on fera tourner le plan des deux droites
données autour de celleligne, jusqu’a ce quil soit rabattn
sur le plan horizontal de projection. Dans ce mouvement,
le sommet de Pangle que les droites font entre elles dé-
crira un cercle dont le centre sera placé en uu' sur Paxe
du rabattement. Le p'an de ce cercle étant vertical, il
aura pour projection harizontale la droite uss", et paur
rayon la véritable grandeur de la droite su, s'w!. On cher-
chera (35) cette longueur représentée sur U'épure par la
ligne us”, et on la portera de u en §"'; ce qui donnera la
position que le sommet de l'angle viendra prendre sur le
plan horizontal. Enfin , si l'on joint le point 5" avec o et
d, on aura langle demandé os"'d rabattu sur le plan
horizontal.

La construction précédenle nous a donné l'angle aigu
que les deux droites font entre elles; si I'on voulait avoir
l'apgle obtus, il suffirait de prolonger un des cilés de
I'angle obtenu.

Si les points ¢, d, étaient hers des limites de 'épure,
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on pourrait faire le rabaltement autour de toute autre
ligne horizonlale , telle que eo, €'0', située dans le plan des
deux lignes données.

On pourrait encore, si cela était plus commode, prendre
pour axe du rabattement une ligne paralléle au plan verti-
cal; dans ce cas, on ferait tourner le plan de I'angle jusqu’a
ce qu'il soit paralléle au plan vertical de projeclion,

129. Dans la figure 112, on a cherché l'angle formé par
les lignes aa’ et b4'; mais comme la premiére de ces lignes
élait parallele an plan horizontal, il était naturel de la
prendre pour axe du rabatlement. On a pris sur la droite
b4 un point quelconque mm'; puis, aprés avoir cherché
la véritable distance um! de ce point a la droite sa, on
a porté cette distance de u en m", ce qui a donné la posi-
tion du point m rabattu sur le plan horizontal qui contient
la ligne aq'; joignant enfin m" avec s, on a obtenu m'"su
pour la grandeur de angle cherché.

130. Dans la figure 113, 'un des cétés de I'angle cher-
ché est vertical. Prenant ce cOté aa' par axe, on a fait tour-
ner le plan des deux droites jusqu'a ce qu'il soit arrivé
dans la posion au. Alors il se trouve projeté en a's'w’ selon
sa véritable'grandeur.

131. Dans les exemples précédents, nous avons suppose
que les droites données se coupaient; mais dans.la Géo-
métrie descriptive comme dans Panalyse algébrique, on
considere l'inclinaison de deux droites indépendamment
de leur intersection. D’aprés cela, si I'on demandait de
construire Uangle que font entre elles deux droites qui
ne se coupent pas, on prendrait un point quelconque sur
I'une d’elles; puis, aprés avoir mené par ce point une pa-
ralléle a Pautre, 'angle que I'on formerait par ce moyen
représenterait l'inclinaison des deux lignes données; on
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chercherait sa grandeur par la construction précédente.

1382. Partager en deux parties égales l'angle que deux
droites font entre elles.

Soit (fig. 114) les deux droites (@a',bb'); on prendra la-
droite (cd. 'd") potir axe, et on fera tourner I'angle jus-
qu’a ce qu'il soit rabattu sur le plan horizontal en ¢s"d.
Dans celte position qui donne la véritable grandeur, on le
partagera en deux parties énales (Géom.) par la droite sy ;
mais celte ligne, qui doit élre dans le plan de I'nngle, est
encore rabattue sur le plan horizontal, il reste donc ala
ramener 4 sa place. Or, le point v out celte droite coupe
Paxe du rabattement ne devant pas houger, il sufira de
concevoir le point s revenu a sa posilion s, ce qui don-
.nera sy pour la projection horizontale de la droite deman-
dée. Le pointwappartenant & la droite cd fait partie du plan
horizontal, et, par conséquent, se projetiera en v sur la
ligne AZ; menant s'v, on aura la projection verticale de la
méme ligne.

Nous avons partagé en deux parties égales I'angle. aigu
formé par les deux droites données. On trouverait de la
méme maniére les projections (su, s'u’) de la droite qui
partagerait angle obtus.

On concoil quil faudrait opérerde laméme maniéresi, au
lieu de partager I'angle donné en parties égales, on voulait
le partager dans un autre rapport; ou bien encore si ’on
voulail , dans un plan donné, construire une droite faisant
un angle donné avec une autre ligne de ce plan.

Angles des lignes et des plans.

133. Construire l'angle qu'une droite fait avec un plan.

On sait (Géom.) que l'angle d'une droite avec un plan
se mesure par I'angle que cette droite fait avec sa projec-
tion sur ce plan.
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Ainsi 'angle que la droite SC (fig, 115) fait avecle plan

P aurait pour mesure SCB ou son égal CSD ; mais pour
éviter lp eapstruetion de la ligne CB, on remarquera que
Pangle demandé CSD est le complément de I'angle que la
ligne donnée ferait avee la ligne 8B perpendiculaire an
 plan P, d'out résulte la construction qui suit : 1° on prendra
(fig. 118, 116) sur la droite donnée un point quelconque
5; 2° on abaissera de ce point la ligne 8B perpendiculaire
au plan donné; 3° on rabattra I'angle BSC que ees droiles
font entre elles; k° on en prendra le camplément,

134, Construire les angles qu'une droite fait avee les
Pplans de projection.

Soit la dreite donnée (ab, a'd") (fig. 117); l'angle que
ecttedroite fait avec le planhorizontal est situé dans le plan
vertical qui conlient eette droite et sa projection. Prenant

pour axe la verticale @'u', on fera tourner ce plan jusqu’a -

ce que le sommel (bb') de Pangle cherché soit.arrivé au
point &". Alors cet angle étant paralléle au plan vertical ,
sera projeté en @'6"w!, selon sa véritable grandeur,

Le plan de Vangle formé par la droite avee le plan ver-
tical , centenant cette droite et sa projection verticale a'd’,
on le fera tourner autour de ’horizontale by, jusqu’a ce
que le sommet (aa') soit venu se placer en 2"} ce qui don-
nera ba'v pour la véritable grandeur de l'angle que la
droite donnée fait avec le plan vertical.

135. Si la droite donnée (ab,a'd') (fig. 118) était per-
pendiculaire i la ligne AZ, un méme plan contiendrait les
deux angles que cette droite ferait avee les plans de pro-
jection, el le rabatiement de ce plan sur le plan vertical
donuerait en méme temps ces deux angles, dont I'un aurait
le sommet en @' et lautre en 5",

On pourrait aussi les rabattre sur le plan horizontal.
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136. Construire une droite qui fasse des angles donnés
avec les plans de projection.

Représentons ( fig. 119) par v langle que la droite de-
mandée doit faire avec le plan vertical, et par & l'angle
de cette méme droite avec le plan horizontal. On con-
struira en @ l'angle & au-dessus de la ligne AZ, et
|l l'angle v au-dessous, puis on prendra deux distances
égales ac, ad.

Supposons que ac' soit la ligne demandée rabattue sur
le plan vertical; si nous ramenons cette droite a la place
qu'elle doit occuper dans 'espace , en la faisant tourner au-
tour de la verticale du point &, de maniére gu’elle fasse tou-
jours le méme angle aveo le plan horizontal , le point cc'
décrira un cercle horizontal (¢, ¢'d'). Si, de plus, nous
i regardons ad comme le rabattement de la méme droite sur
' le plan horizontal; en ramenant cette ligne a sa place, le

point dd' décrira un cercle (db, d'8") paralléle au plan verti-
cal. Or, les points cc' et dd' qui appartiennent tous deux a
la droite demandée étant a égale distance du point a, ne
daivent faire qu’un seul et méme point, et comme ce point
doit se trouver en méme temps sur les deux cercles dont
nous venons de parler, il sera au point b8’ ou ces deux
cercles se coupent, de sorte que (ab,a'd') sont les deux
projections de la droite cherchée.

On est assuré que les cercles se coupent, parce que
les points & et &' sont sur une méme perpendiculaire a la
ligne AZ. :

Si la somme des deux angles donnés était ézale & un
angle droit, les deux-cercles se toucheraient au lieu de se

+ couper, et la droite demandée serait perpendiculaire & la
ligne AZ. '

Enfin, si la somme de ces angles était plus grande
qu’un angle droit , les deux cercles n'auraient pas de
point commun, [¢t le probléme serait impossible. En
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effet, si 'on place une droite quelconque dans le plan ver-
tical, et si, en partant de celle posilion, on la fait tourner
de maniére qu'elle fasse toujours le méme angle avec le
plan horizontal , on congoit que 'angle avecle plan vertical ,
qui d’'abord était nul, augmentera jusqu'a ce que la droite
soit venue se placer dans un plan perpendiculaire a la
ligne AZ. Alors la somme des deux angles vaudra un angle
droit el aura alteint son maximum ; car il est évident que
si I'on continue 4 faire tourner la droite, l'angle avec le”
plan vertical diminuera de nouveau, jusqu'a ce qu’il de~
vienne nul comme il I'était avant que 'on elit commencé a
faire mouvoir la d: oite,

Si l'on prolongeait les projections verticales et horizon-
tales des deux cercles, on aurait un second point d’inler-
seclion, et par suite une seconde position de la droite
demundée. Nommons ( ac, a'c') les projections de celte se-
conile droite, et supposons, pour mieux fixer les idées,
que Pon ait transporté le point a hors de la ligne AZ,
comme on le voit (fig. 120); il sera facile de s'assurer que
les quatre droites (ac,a'c),(ac",a'c'), (ab, a'd'), (ab", a't'),
satisfont toules les qualre - aux conditions demandées. Ces
droites sont les arétes d'une pyramide quadrangulaire
qui aurait pour base le rectangle cc"6"b, et pour sommet
le point aa'.

Si l'on demandait que la droite passat par un point
donné, il est évident qulapres avoir fait la“construction
précédente, il n’y aurait plus qu'a mener par ce point des
paralléles aux lignes que I'on aurait obtenues.

Angles des plans.

137. Construire Uangle que deux plans font entre
eux,
On sait ( Géom.) que pour ayoir I'angle de deux plans
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il fant mesurer angle que font entre elles deux droites
menées dans chacun de ces plans, perpendiculairement &
un méme point de leur intersection.

Soit (fig. 121, Pl 17) les deux plans p et p'; on con-
struira (39) la projection horizontale vh de l'intersection
de ces deux plans, puis on ménera perpendiculairement
i cette ligne la droite p" qui représentera la trace hori-
zontale du plan dans lequel se trouve I'angle que l'on
cherche. Si l'on fait tourner ce plan autour.de sa trace p
pour le rabattre sur le plan horizontal , le sommet de
Pangle faisant partie e lintersection des deux plans se
meut dans le plan vertical v'v/, et ne peut, par consé-
quent, se rabaltre sur la ligne vh. 1l ne reste done plus
qu'a connaiire sa distance a la lizne p" que I'on prend ici
pour axe du rabattement : pour cela , faisons tourner le
plan 'k aulour de sa trace verticale v¢'. Lintersec-
tion des deux plans donnés viendra prendre, dans le plin
vertical , la position ¢'A'; le point u, qui représente le
pied de la perpendiculaire abaissée du sommet de Fangle
demandé sur la ligne p", se rabatira en u', et abaissant

~du point ¢’ une perpeniliculaire sur v'%', cette perpendi-

.

culaire 's' représentera le plan de I'angle cherché et don-
nera en méme lemps la distance du sommet de cet angle a
la Jizne p"; de sorte qu’en portant celte longueur s'u’ de u
en §,0n aura ash po’i}r Pangle demandé rabattu sur le plan
horizontal. '

Par celte construction, nous avons évilé de construire
la projection de Vangle cherché dont on ne demandait que
la véritable grandeur.

138. On pourrait rabattre le plan vertical pe'h sur le
plan horizontal. Dans ce cas, I'intersection des deux plans

serait représentée par v'%, et le sommet de Fangle cher-
ché par 5",




70 LES ANGLES. PL. 17.

On pourrait encore, &i cela était plus commode, faire
sur le plau vertical toutes les constructions que nous avons
faites sur le plan horizontal.

139. Dans la figure 122, les traces horizontales des
plans donnés se coupent derriére le plan vertical ; cela ne
change rien i I'ordre des constructions , qui sont seulement
disposées dans un autre sens. L'intersection des deux plans
est rabattue sur le plan horizontal en v'%.

140. Dans la figure 123, I'un des plans donnés est pa-
ralléle a la ligne AZ.

141, Dans la figure 12k, les deux plans donnés, et par
consequent leur intersection, sont paralléles ala ligne AZ
PPangle demandé est compris dans un plan p" perpendicu-
laire aux deux plans de projection, et se trouve rabattu
en s suivant sa véritable grandeur.

142. Dans la figure 125, I'intersection des plans donnés
est paralléle au plan horizontal, mais cela ne change rien
4 la maniére d'opérer.

143. On peut encore trouver I'angle de deux plans d’une
autre maniere.

1l est facile de s':155urer'{Gdom. ) que deux plans étant
donnés, si d'un point pris ou I'on voudra dans 'espace, on
abaisse des perpendiculaires sur ces plans, angle que ces
perpendiculaires feront entre elles sera le méme que 'angle
des deux plans. D’aprés cela, étant donrés les deux plans
P el.__p _/zg. 126), on pr endra sur leur intersection ou par-
tout ailleurs, un pmnlquelcunque ss'y et aprés avoir mené
(86) par ce point des perpendiculaires (aa', b8') aux deux
plans donnés, on cherchera (128) I'angle que ces deux
droites feront entre elles.
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1k, Construire langle qu'un plan donné fait avec les
plans de projection.

L'angle que le plan p (fig. 127,128, Pl. A 8) fait avee
le plan horizontal , élant situé dans le plan vertical p', 6n
fera tourner ce plan autour de & truce verticale jusqu’a ce
que le point s, sommel de Pangle cherché, soit venu se pla=
cer en ¢ sur la ligne AZ ; e qui donnera Vangle & pour i
olinaison avec le plan horizontal.

De méme, Vangle que le plan donné fait avee le plan
vertical étant situé dans le plan p", sofi sbtimet u se ra=
battra en u', et 'angle v représentera Pinclinaison avec le

* plan vertical. .

145, Construire un plan faisant des angles donnés avec
les plans de pmjecffan.v -

On sait ( Géom.) que si une droite et un plan sont per-
pendiculaires I'un & Vautre, les angles que cette droite et
ce plan feront avec un atitre plan sont compléments P'un
de Vautre; d’aprés cela, si'lan voulait construite un plan
faisunt avec les plans de projection des angles représentes
(fig. 129) par k et par v; on constrairait d’abord (136) la
droite (aa') faisant aveo les plans de projection des angles
' et ¢/, compléments des angles donnés , puis on méuerait
(fig. 130) un plan p per pendiculaire sur cette droite.

Si le plan devait étre assujetti & passer par un point
donné (m,m'), on emploierait la construction (97).

Nous avons vu (136) que par un point donné on pouvait
faire passer quatre droites faisant , avec les plans de projec=
tion , des angles donnés; il en résulte que l'ch pourra pa=
reillement faire passer par un point, quitre plans faisant
avec les plans de projection, des angles donnés (/2 v). Ces
plans sont représentés (fig. 180) par p,p'.p",p'"; ils for=
ment les quatre faces d'une pyramide guadrangulaire dont
la section horizontale serait le losange abed.
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146. Nous avons vu encore (136) que la sormme des
angles qu'une droite fait avec les plans de projection ne
peul jamais étre plus grande qu’un angledroit, Ainsi, dans
Pexemple présent , v'4- 2’ ne pouvant pas valoir plus d’un
angle droit, la somme de leurs com pléments v 44 ne peut
pas élre plus pelite qu’un angle droit. Donc, pour que le
probléme que nous venons de résoudre soit possible, il
faut que la somme des angles donnés soit plus grande , ou
au moins égale & un angle droit : dans ce dernier cas, le
plan cherché serait paralléle a la ligne AZ.

147. Construire un plan passant par Uintersection de -
deux plans donnés, et qui partage langle qu’ils font
entre eux en parties égales.

Le plan dgmandé devant contenir la ligne (vk,v'A')
(fig. 131,13k ) qui représente l'intersection des deux plans
donnés, sa trace horizonlale doil passer par i, et sa trace
verticale par /' (84). 1l ne reste donc qu’a trouver un se-
cond point de I'une de ces traces : pour cela, on rabattra
surle plan horizontal Vangle asb que les deux plans donnés
font entre eux, et Ion construira la droite su qui parlage
cet angle en deux parties égales. Le point u ou cetle droite
perce le plan horizontal appartiendra a la trace horizon-
tale du plan cherchié. Aprés avoir construit cetle trice Au,
on fera passerla Lrace verticale par le point ¢/, etl'on aura
satisfait a la question.

En ellet, les trois droites sa, su, sb, étanl siluées dans le
plan p" perpendiculaire 4 Pintersection commune des Lrois
plans p, p', p", les angles que ces lignes font entre elles
mesurent les inclinaisons de ces Lrois plans (137); el puis-
que su partage l'angle ash en deux parties égales, le plan
", qui contient su, partageral'angle des deux autres plans
aussi en parties égales,

Il est bon de remarquer que 'on n’a pas ramené la ligne
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su i sa place, parce qu'il suffisait (51) d’avoir le point o
cette ligne perce le plan horizontal.

Nous avons partagé en deux parties égales I'angle obtus
formé par les deux plans donnés; on opérerait de la méme
maniére pour obtenir le plan p®, qui partage I'angle aigu
en deux parties égales.

148. Les mémes moyens seraient employés si I'on you-
lait partager l'angle de deux plans suivant tout autre
rapport.

149. Etant dennés un plan et une droite située dans ce
plan, on veut faire passer par cette droite un second plan
Sfaisant avec le premier un angle donné.

Soit (fig. 132) le plan donné p, la droite donnée (vh, v'A')
el 'angle donné A. o :

Le plan demdndé devant contenir la droite (vh,v'h"), sa
trace verticale passera par le point ¢/ et sa trace horizon-
tale par A. Pour avoir un autre point de cetle derniére
trace, on construira le plan p" perpendiculaire sur la ligne
donnée, qui doit étre l'intersection du plan donné avec
celui que V'on cherche, et aprés avoir rabattu sur le plan
horizontal la ligne sa provenant de l'intersection du plan
donné parle plan p", on construira I'angle asu égal a langle
donné A, et le point « sera un point de la trace horizon-

tale du point cherché. En effet, si I'on compare cetle con-
struction avec celle indiquée (137), il est facile de recon-
naitre que l'angle asu est égale a angle A , qui mesure
Vinclinaison des plans p et p'.

En construisant 'angle aso , on obtiendrait en o un point
de la truce Lorizonlale d’'un plan qui satisferait pareille-
ment aux conditions demandées.

150, Dans la figure 133, le plan p' partage en deux
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parties égales Pangle que le plan p fait avec le plan hori-
zontal.

181. Trouver le centre et le rayon d'ue sphére dont la
surface serait tangente a quatre plans donnés. 2

1l est évident que cela revient & trouver un point égale-
ment éloigné de ces quatre plans. Or, si par I'intersection
de deux plans on en méne un troisiéme qui parlage Pangle
des deux premiers en parties égales, il est certain (Géom.)
que tous les points de ce plan seront & égale distance des
deux premiers, d’ott résulte la construction suivante.

Soitp, p', p", p" ( fig. 136, Pl. 19) les quatre plans don-
nés. On construira un-plan p* qui partage en deux parties
érales l'angle des plans p et p' (147). Ce plan contiendra le
centre de la sphére cherchée; on construira de la méme ma-
niére le plan p' qui partage en deux parties égules I'angle
des plans p' et p *Enfin le plan p”, qui parlage en deux
parties égales l'angle des plans p" et p", contiendra encore
lé point cherché que l'on obtiendra en cherchanl l'inter-
section des trois plans P p% p"(6T); quand aura obtenu
en (mm')le centre de la sphére, on abaissera de ce point
une perpendiculaire sur I'un des plans donnes, et aprés
avoir obtenu le pied de cette perpendiculaire, on en mesu-
rera la longueur (89, 120); ce qui donnera le rayon avec le-
quel, des points (7, m') comme centres, on décrira denx
cercles qui seront les projections verticale et horizontale
de la sphére demandée.

En combinant les quatre plans donnés deux a deux de

totites les maniéres possibles, on oblient six combinaisons
pp’,pp”,pp”',p’p",p*‘p"’,.y”jy"'. 8i l'on partage eén parties
égales les angles formés par chacune de ces combinaisons,

on aura six plans qui contiendront le point cherché, et 'on

choisira parmi ces six plans les trois qui donneront les con-

structions les plus simples.
Les quatre plans donnés forment, dansl’espace, une py-




PL. 19. LES ANGLES. : 75

ramide quadrangulaire , et en partageant comme nous Ia-
vons fait ( fig.136)les angles dontlouvertureestdirigéedans
lintérieur de la pyramide, nous avons obtenu la sphére in-
scrite; mais'si nous avions partagé les angles exterieurs en
parties égales par des plans, les intersections de ces plans
auraient encore donné quatre points que l'on pourrait
prendre pour les centres d’autant de sphéres tangenles aux
plans donnés, chacune de ces spheres toucherait en dehors
une des faces de la pyramide, et les prolongements des
trois autres faces. 11 y aurait donc en tout cing solutions.

Pour reconnaitre, parmi les plans qui partagent en par-
ties égales les angles des plans donnés, quels sont ceux qui
sont dirigés dans Iintérieur de la pyramide, on pourra
opérer de la maniére suivante:

On déterminera (67), fig. 137:

1° Le point A provenant de V'intersection des trois plans
-p, Pt,P";

9° Le point B, intersection de trois plans p. P p";

3° Le point G, intersection des trois plans p, p", p"'s

4° Enfin,le point D, intersectiondes trois plans p', p", p"'.

Or, il est évident que le plan qui partage en deux parties
égales Vangle des faces ABD, ABC, sera dirigé dans l'inté-
rieur de la pyramide, s'il coupe I'aréte CD entre les deux
points G et D. Dans le cas contraire, il passera en dehors,
et par conséquent il contiendra le centre de I'une des quatre
sphéres extérieures.

Si le Jecleur veut construire les projections de ces sphe-
res, il fera bien de placer les données de la planche 19 au
milien d’une demi-feuille de papier grand aigle dont la
plus grande dimension serait paralléle dlaligne AZ,

S'il prend d’autres plans, il devra étudier d’avance leur
disposition , parce que, sans cela, les centres de quelques-
unes des sphéres cherchées pourraient se trouver fort loin
en dehors des limites de I'épure.
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Quand les données seront placées, on pourra opérer dans
l'ordre suivant :
Sphére intérieure. On partagera en deux parties égales

trois quelconques des angles formés a Iintérieur de la py-
it ]

ramide par les plans er,rp"s pp' e, " p'p".
1% sphére extérieure. On partagera les angles formés 2
U]

I'extérieur de la pyramide par les plans pp', pp"s pp"

2° sphere extérieure. On partagera les angles extérieurs
nt

formés par les plans p'p, p'p", pip"-
3¢ sphére extérieure. On partagera les angles extérieurs
I nr

; i 1 "I
formés par les plans p"p, p'p. p'p".
1 sphére extérieure. On partagera les angles extérieurs
mr ur. L [

formés par les plans p"p, ppp p -
La question que nous venons de résoudre a beaucoup

d’analogie avec le probléme de géoméirie plane , dans le-
quel on inscrit un cercle dans un triangle (ﬁg. 135);la on
partage les angles du triangle, et ici les angles de la pyra-
mide, en parties égales.

Dans le premier probléme, on obtient quatre cercles
tangents aux trois droiles qui forment les cotes du triangle
donné, tandis que, dans le probléme précédent, ilya
cing sphéres tangentes aux plans qui forment les faces de
la pyramide. '

152. En proposant cette question comme exercice, jai
cru devoir placer les plans donnés dans une position quel-
conque ; maison pourrait, par un choix convenable de plans
coordonnés, en rendre la solution plus simple. En eflet,
nous I'avons déja dit (107), pourva gue ’on ne change rien
aux données de la question , on peut Loujours choisir tels
plans de projection que l'on.voudra.

D'aprés cela, plagons horizontalement ( fig. 138, PL. 20)
Pun des quatre plans donnés, le plan p; par exemple, et
prenor s pour plan vertical de projection un plan perpen-
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diculaire au plan p'; les lignes p” et p" étant les traces hori-
zontales desdeuxautres plans donnés, et le point (s, s') étant
le sommet de la pyramide formée par les quatre plans; p,"
sera le plan qui partage en deux parlLies égjales l'angle des
plans p el p', el sa trace verticale contiendra la projeclion
verticale da centre de la sphére demandée. L’angle des
plans p et p', situé dans le plan vertical sv, se rabattra
en v, etla ligne v"0', qui partaze cet angle en deux parlies
égales , renconlrera en o' la ligne verticale qui contient lg
point (5, s'). L'angle des plans p et p", projelé suivant
su, se rabaltra en.u et sera partagé en deux parlies égales
par«'h', qui rencontrera en 7! 1a méme verticale s, s'. Con-
cevons maintenant (65) un plan auxiliaire ¢, parallele an
plan vertical de projection : ce plan contliendra en ' et o'
deux points du plan p', qui partage en deux parties égales
Pangle des deux plans p et p"; de sorte qu’il coupera ce
plan suivant la droite a'o'. Par la méme raison il coupera
suivant 85" le plan p"qui partage I'angle des plans pp" en
parties égales ; de sorte qu'en joignant le point n, ot les
deux lignes a'o’ el B'A' se coupent, avec le point ¢, inter-
section es traces horizontales des plans p" et p', qui sont
«Jes mémes que celles des plans p” et p*, on aura intersec-
tion de ces deux derniers plans;el le point (m,m'),ou cetle
intersection percera le plan p*, sera le centre de la sphére
cherchée. Quant au rayon, il sera projeté en m'd suivant
sa véritable grandeur.

153. 'l y avait de la symétrie dans la position, des
quatre plans donnés, les opérations deviendraient encore
plus simples. On peut s'en conyaincre par l'inspection des
figures 139 et 142, qui contiennent les projections verti=
cales et horizontales des cing sphéres tangentes aux quatre
faces d’un tétraédre régulier.

Pour plus de simplicité, ona placé 'une des faces abe
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du tétraddre paralléle au plan horizontal de projection, et
l'une des arétes ac perpendiculaire au plan vertical.

184, Par une droite donnée faire passer douze plans
’ faisant entre eux des angles égaux,
Représentons la ligne donnée par (a, a') (fig. 140,
141). On sait déja (48) que les traces des douze plans de-
mandés doivent passer par les traces de la droite donnée ;
il ne reste donc plus qu'a déterminer un point de cha-
cun de ces plans, Pour Y paryenir, on construira un plan
p" perpendiculaire sur la ligne donnée (a,a’) qui doit
étre l'interseclion commune de tous ces plans; puis, au
moyen de la construction indiquée (138 ), on rabattra sur
i le plan horizontal le point o, provenant de lintersec-
tion de la ligne donnée par le plan p”. On ménera par le
point o, ainskrabattu sur le plan horizontal , douze lignes
faisant entre elles des angles égaux, et le point ot chacune
de ces lignes ira couper la trace horizontale du plan p" ap-
partiendra & la trace horizontale de I'un des plans que 'on*
i cherche; car il est évident (fig. 141 ) que ces douze lignes
pa%sant par le point o dansle plan p", sont perpendiculaires
a la ligne donnée; de sorte que les angles que ces lignes
font entre elles mesurent les inclinaisons des douze plans o
qui les contiennent. On n’a pas cherché quelles seraient
les projections de ces douze droites si on les ramenait a leur
veritable position dans I'espace, parce qu’il suffisait (48)
d’avoirles points ot chacune de ces droites va percer le plan
horizontal.
Onn’adit partageren douze parties égales quela moitié de
la circonférence, parce que les prnlongements des rayons
auraient déterminé les mémes plans.
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Angle triedre. .

155. Dans un angle triedre on peut considérer les trois
faces ou angles que les arétes forment entre elles, et les
trois angles d'inclinaison de ces faces.

L’expression angle solide est assez souvent emp]cyee,
mais on sait (Géom.) qu'il ne faut attacher a cette expres-
sion aucune idée de volume, et qu’il ne s’agit que ‘de la
combinaison de plusieurs plans qui passent par un méme
point. Au surplus, les expressions d’angles diédre, viedre
ou polyedre expriment mieux l'idée que I'on doit se for-
mer de lintersection de deux, trois, ou un plus grand
nombre de plans.

. &

156. Etant donnés trois quelconques des six angles qui
composent un angle triédre, on demande de construire
les trois autres.

Cette question donne lieu a six probléemes. En eflet,
désignons par a, by ¢ les trois angles plans ou faces, et
parA,B,Cles angles di¢dres ou d’inclinaison des faces entre
elles. On peut avoir:

Données. Inconnues.
£9 a, b, c, A,B,C,
90 a,b C, ¢, A,B,
3° a,A,Q, b,e, B,
§° A,B,G, a, b, e,
o A, B; 0, C,a.b,
6o A,a)e, B, G, b.

157, 1% Prosuive, Etant donnéa, b, ¢, trouver A, B, C.
On placera les trois faces données a cété les unes des
autres, comme on le voit (fig. 143, PL, 21), etl'on prendra
une distance quelconque Sm'=Sm", que l'on portera a
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droite et a gauche du point S, sur les deux cotés extérieurs
des fices a el c. -

Simaintenant I'on fait tourner la face a autour de Paréle
Sv, pour la ramener a la position qu’elle doit occuper dans
I'espace, le point m' décrira un cercle dont le plan sera per-
pendiculaire 4 Paréte Sv, et dont la projection sur le plan
de la face & sera représentée par la droite m', m ; si 'on fait
tourner pareillement la face ¢ autour de I'aréte Su, le point
m' décrira un cercle quiaura pour projection la droite m"m.
Or, quand les deux faces a et cseront revenues a leur place,
le point m' et le point m”, qui sont a égale distance du point
S, ne feront qu'un seul et méme point, et ce point devant
élre en méme temps dans les deux plans m'm,m"m, fera par-
tie de leur intersection , qui, étant perpendiculaire au plan
de la face &, se projettera sur celte face par le point m.

I’angle triédre étant reformé, 'angle C, qui exprime
Pinclinaison des faces a el b, aura son sommet en %, et sera
projeté sur le plan de la face & par laligne hm , qui sera I'un
de ses cotés. Pour avoir la grandeur de cet angle, il sullira
de le faire tourner autour de —m pour le rabattre sur le plan
de la face &, dans la position mhm". La perpendiculaire
qui contient le point m prendra, dans ce rabattement, la
position mm'", et on déterminera le point m" en décrivant
du point &, comme cenlre, un cercle dont le rayon , égal &
la ligne hm/, sera le second c6té de angle C.

Une construction analogue donnera I'angle A rabattu
sur le méme plan, dans la position mkm".

Pour obtenir I'angle B, on conceyra par le point dont
la projection est 7, un plan perpendiculaire a 'aréte Sm.
Ce plan, qui contiendra I'angle B, coupera la face a sui-
vant une droite perpendiculaire 2 Sm , et représentée par
m'v dans le rabattement de la face a; ce méme plan cou-
pera la face ¢ suivant la ligne m"u, etla face & suivant pu
de sorte que les trois droites m'y, vu, m"u, seront les trois
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cilés du lriangle au sommet duquel se trouve Pangle B,
que I'on connaitra en construisant le triangle vuz.

Si la face b élait égale a Ja somme des deux autres, le
point m serait sur I'arc de cercle m'om”, les angles A et C
seraient nuls, et 'angle B vaudrait deux angles droits.

Sila faceb était plus grande que la somme des faces a et c,
le point m se trouverait hors du cercle n/om”, et 'on aurait
mh>m'h; ce qui serait absurde, puisque I'angle triédre
étant reformé, mh est la projection de m'h et ne peut pas
étre plus grande que cetle ligne; enfin, s'il yavait dans les
données quelque condition d'impossibilité, elle se mani-
festerait toujours par la construction de I'épure.

Jengage le lecteur 4 changer les données de maniére a
reconnailre ce qui arriverait dans toutes les hypothéses, Il
fera bien de résoudre la méme question en supposant que
quelques-uns des angles donnés ou tous les trois sont obtus.

Si du point m2, comme centre, avee un rayon égala mm"',
on décrit un arc de cercle, cet arc doit passer par le point
m'%: car il résulte de ce qui précéde, que les deux droites
mm'" et mm" représentent le rabattement de la méme ligne.

Enfin, les deux angles Shm,Skm étant droits, lears
sommels doivent se trouver sur la circonférence qui aurait
Sm pour diamétre,

Ces derni¢res remarques nous seront fort utiles pour la
solution des problémes suivants, X

158. 2¢ Prosuime. Etant donnés ay b, C, trouver ¢, A, B.

La conslruction que nous venons de faire, renfer-
manl les trois faces et les trois angles diédres de I'angle
Lriédre, contient Pexpression de toutes les relations qui
existenl entre ces six quantités, et peut étre considérée
comme une formule générale au moyen de laquelle, lors-
quon en connaitra trois, on pourra toujours trouver les
trois autres, Ainsi, par exemple, élant donnés «, b, C,
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it on placera d'abord les deux angles @, b, a cbté Pun de
l autre (fig. 143), et I'on prendra le point m' & volonté. La
perpendiculaire abaissée du point m' surI'aréte Sy, donnera
enhlesommet de Pangle C, et comme la valeur decetangle
est donnée par la question; que, de plus, on sait (157) que
hm'" doit étre égal a hm', on pourra construire le triangle
_ rectangle mhm''; ce qui déterminera le point m. On abais-
i sera de ce point laligne mm perpendiculaire sur aréte su,
i et décrivant Uare m'om”, on aura le point m", et la face ¢
‘sera connue. Les angles A et B s’obtiendront comme dans
le probléme précédent, qui ne diilére de celui-ci que par
Pordre des opérations.

139. 3¢ Prosrime. Etant donnés a, A,G,trouverb, ¢, B.

On construira d’abord langle a ( fig. 145), et 'on pren-
drale point m' & volonté. La perpendiculaire abaissée de ce
point sur I'aréte Sv donnera en £ le sommet de Vangle C.
On construira le triangle rectangle mhm, dont on connait
Pangle sigu C, donné par la question et I'hypoténuse hm'
égale & im'; le point m sera conna. Pour obtenir le point &,
qui appartient a Varéle su, on se rappellera (157) que ce
point doit étre situé sur la circonférence d’un cercle qui

aurait Sm pour diamétre. Décrivant celte circonférence,
il n’y aura plus qua troaver la distance du point K au point
m; ce qui sera facile, puisque celte distance est un coté de
Vangle droitd’un triangle reclangle, dans lequel on connait
un angle aigu A , donné par la question, et le cdté opposé
mm" éyal & mm" (fig. 143). Gonstruisant done ce triangle
mkm" (fig. 145), il 0’y aura plus qu'a ramener le point k
en k' sur la circontérence Shmlk', et la face b sera connue.
En opérant comme dans I'épure précédente, on obtien-
dra c et B,

Si, au lieu de ramener le point k en la position K &
droite du point m, on Vavait placé en A" & gauche; on aurait
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égulement salisfail aux conditions demandées ; au liea de la
face b on aurait obtenu &', la face ¢ serait rem placée par ¢,
et B par B'; les faces c el ¢’ seraient égales dans les deux solu-
tions et ne différeraient que par leur position dans lespace.

160. b Prosuive. Etant donnés A,B,C, trouvera, b, c.

L’angle tri¢dre étant reformé, les trois arcs de cercle
m'p, pq, qm" (fig- 143), ayant le méme centre el le méme
rayon, formeront un triangle sphérique que Pon pourra
prendre pour base de la pyramide qui aurait son sommet
en 5 (Géom.); les cotés de ce (riangle servent de mesure
aux faces de I'angle triédre, et sés trois angles mesurent les
inclinaisonsde ces faces; de sorte que a, b, cseront les cHlés
de ce triangle, et A, B, C en seront les angles.

Concevons actuellement un second triangle sphérique
dont les ¢6lés, siluég sur la méme sphére, auraient pour
poles les sommets du premier triangle : on sait ( Géom. )
que 'angle de I'un de ces triangles, ajouté avec le cbté qui
lui est opposé dans l'autre, valent toujours deux angles
droits. Enfin, désignons par a',6',¢, A", B',C' les caités el
les angles du triangle supplémentaire,

A, B, G, étant donnés par la question, on aurda, par une
simple soustraction d’angle,

2—A=a,
2—B=3p"
2—C=¢'.

Connaissant @'y 0'; ¢'; la question est ramenée au premier
probléme, et la construction employée ( fig. 143 ), fera
connaitre A", B!, ¢,

Alors, par une simple soustraction , on aura :

2—A'=q,

2—B'=p,

2—0=¢,
ce quiil fallait obtenir.
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161. 3¢ Prosuime. Etant donnés A,B,c, trouver G, a, b.
Par une soustraction, on aura :

Q—Azﬂ',
9—B=4,
2—c=0C.

Connaissant a', §', €', la question est ramenee an
deuxiéme probléme, et la construction (fig. 143) fera
connaitre ¢', A, B', Alors,

2-—0;2 G -
2—A'=a,
9 —B'= .

162. 6° Prosuine. Etant donnés A,a, ¢, trouverB; C,b.
Par la souslraction, on aura :

S A=l .
2— ﬂ.:A',
o =04

Connaissant a', A',C, la question est ramenée au Lroi-
sieme probléme, el la construction (fig. 145 ) fera connailre
b, ¢, B. Alors,

29— b'=B,
2—-6’:0,
2—DB'=2a.

Mais on avu (159) que le troisieme probléeme admelttait
deux solutions. Si nous nommons 8", ¢",B", les valeurs qui
résulteraient de la seconde solution, on aura:

e Alle S
g =",
Q"'—"B”: 6”f'

Ce qui donnera une seconde solution B”, G, 8" du

sixiéme probléme,
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Les constructions que nous venons d’in(liquer ren-
ferment, comme on vient de le voir, les solutions des six
problémes qui, résolus analytiquement, composeraient
par leur ensemble toute la Trigonométrie sphérique.

163. On pourrait désirer connaitre les angles que cha-
cune des arétes fait avec la face opposée.

Supposons, par exemple, que l'on veuille connaitre
(fig. 144) Pangle m"sm que 'intersection des faces a ¢t ¢
fait avec la face &.

On rabattra cet angle autour de la droité sm, et 'on re-
marquera qu’il appartient a un triangle rectangle ayant
pour I'un des cdtés de 'angle droit la droite sm; pour se-
cond coté de I'angle droit, la droite m'"=m"; enfin, pour
hypoténuse, la droite sm' =sm'=sm", ce qui est plus
que suffisant pour le conslruire.

En plagant successivement , au milieu, chacune desfaces
a et b, on obtiendra dela méme maniére les angles que ces
faces font avec les arétes opposées.

CHAPITRE V.

POLYEDRES.

Projection des Polyedres.

164. On sait (Géom.) que les polyédres sont des corps
terminés par des faces planes. Tl résulte de 1a que les di-
mensions d'un polyédre seront parfaitement connues dés
que I'on connaitra la position relalive de ses sommets; car
la position des sommets déterminera celle des aréles, et
les arétes détermineront les faces.

On voit done, que pour projeter un polyédre il suffira de
projeter tous ses sommets. Mais comme, en représen[ant-
sur une épure toutes les dimensions d’un corps que I'on se
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propose d’exécuter, on doit prévoir le moment o il faudra
obtenir, d’aprés le dessin, les véritables grandenrs des di-
verses parties de ce corps pour les transporter sur la ma-
tiere dont il doit étre composé, on doit, autant qi'on le
peut, choisir le systéme de plans de projection le plus propre
i alteindre ce but, Ainsi, par exemple, s%l s'agit d’un
prisme, on placera ( fig. 146, P/l. 22) une deses hases abede
dans le plan horizontal, et I'on prendra pour second plan
de projection un plan vertical paralléle aux arétes; puis,
aprés avoir construit la projection horizontale de la base
supérieure, on €lévera, par chacun des sommels de celle
projection , des perpendiculaires jusqu’a ce qu’elles ren-
contrent le plan horizontal p, dont la position est déler-
minée par la hauteur que I'on veut donner au prisme que
P'on projette.

On voit qu'au moyen de la précaution que I'on a prise
de placer les bases du prisme horizontalement, et les arétes
paralléles an plan vertical de projection, toutes les aréles
de ce corps seront projetées sur I'un ou Pautre plan de
projection dans leur véritable grandeur.

165. Les figures obtenues par la méthode des projections
différent essentiellement des formes apparenles sous les-
uelles les corps se présentent ordinairement a nos yeux.
Nous verrons la raison de cette différence lorsque nousnous
occuperons de la perspective. Gependant, pour rendre
plus facile & concevoir les projections des corps solides , on
est convenu que I'on regarderait cerlaines lignes comme
vues, et d’autres comme étant cachées, el gque pour les
distinguer on Lracerait en plein les lignes vues, et que I'on
ponctuerait les lignes cachées. Pour celn on suppose, lors-
quon regarde la projection herizontale d'un corps, que
I'mil est placé au-dessus de ce corps & une distance infi-
niment grande, et lorsqu'on regarde la projection verti-

e ————
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cale, on est censé étre placé devant le plan verlical, et in-
finiment loin de ee plan. Cette supposition d'une distance
infinie est nécessaire ; car sans cela , comme nous le verrons
plus tard, la forme apparente d'un corps ne serait pas la
méme que sa projection,

Cette conyenlion une fois adoplée, nous dirons qu'une
ligne est vue , lorsqu’un point quelconque partant de celle
ligne peut s'éloigner infiniment du plan de projeclion, et
suivanl une perpendiculaire a ce plan, sans rencontrer In
masse d'aucun carps solide, et dans le cas contraire la-ligne
est cachée.

Ainsi, par exemple, si les deux lignes (aa', b0') ( fig. 14T)
étaient deux aréles ('n méme ].mlyédroﬁ%a‘."amiére serail
caclrée dans la projection horizontale. L. el si on trace
la verticale du point m, il est évident qu’elle coupera les
deux droiles données aux points m/, m". Or le dernier de
ces deux points appartenant a la droite 5%, on en conclut
(jue celte ligne passe au-dessus de aa', et que, par conse-
quent, la projection horizontale de celle derniére droite
doil étre Lracée en points. Par un raisonnement analogue,
onreconnafirait que la projection verticale de la ligne (64')
doit étre poncluée,

166. Sil'on voulait projeter une pyramide ( fig. 148), on
placerait la base dans le plan horizontal, puis on construi-
rait en s la projection horizontale du sommet dont la pro-
jection verticale ' serait déterminée par la hauteur que
'on veut donner & la pyramide.

Oncongoit qu'ici on ne peut placer qu'une ou quelquefois
deux des arétes obliques, parallélement au plan vertical,

167. Nous avons supposé jusqu'ici que I'on projetait un
polyédre dans l'intention de Pexéculer ensuile; mais assez
souvent le corps existe déja Iarsque I'on se pro pose d'en ob-
lenir les projections.
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Ainsi, par exemple, s'il s'agissait de dessiner les projec-
tions d’'un monument ou d’'une machine; on commencerait
3 par mesurer toules les dimensions des lignes horizontales
et verticales, que 'on reporterait ensuite sur I'épure, soit
dans leur grandeur véritable, soit réduites d'aprés un
rapport donné; puis, au moyen d'un fil & plomb oud'une
équerre placée verticalement, on déterminerait les pieds |
des perpendiculaires abaissées des points qu'il serait essen-
tiel de projeler; et, mesurant les hauteurs de ces points -
au-dessus du plan horizontal, il serait facile de construire i
la projection verticale du solide.

Mais on concont que l'exactitude du résultat dépendra
du plus ou 1, ]"m de soin aveclequel on aura pris loutes
les mesures, ou ..c la perfection des instruments que l'on
aura employés. Aussi ne devra-t-on prendre sur le corps
méme que le moins de mesures possible, et déduire, au-
. tant que 'on pourra, la grandeur de toules les autres par-
i i ties de ce corps, de sa définition géométrique. Ainsi, par |
i exemple, il s'agit d'un prisme droil a base carrée, on ne '
mesurera que le c6té de la base et la hauteur du prisme;
lorsque plusieurs points seront dans un méme plan hori-
zontal , il suffira de connaitre la hauteur de I'un d’eux. |

Nous allons faire I'application de ces principes i la pro-
jection des cing polyédres réguliers.

168. Projection du télraedre régulier. On construira
d’abord ( fig. 149) un triangle équilatéral abc; puis, joi- |
gnant les trois sommets de ce triangle avec le cenlred, on
aura la projection horizontale du tétraédre; pour obtenir
la projection verticale, on projettera les sommets a, b, ¢
sur la ligne AZ; et si I'on a eu soin de placer l'une des

| aréles ad, a'd' paralléle au plan vertical , elle doit se pro-
jeter sur ce plan dans sa véritable longueur; de sorte qu’il
suflira de décrire du poinl @', comme centre, avec un rayon
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égal & 'un des cotés de la base, un arc od' dont l'intersec-
tion avec la verticale dd', donnera en d' 1a projeclion ver-
ticale du sommet.

169. Projection du cube ou hexacdre régulier. On con-
struira deux carrés égaux et disposés comme on le voil
(fig. 150); un sera la projection horizonltale, et Vautre
sera la projection verticale.

170. Projection de l'oclaédre régulier. Deux carrés dis-
posés comme dans la fig. 151, représenteront les projec-
tions de I'octaédre régulier. Des douze arétes de ce solide ,
il y en a quatre de paralléles au plan horizontal , et quatre
paralléles au plan vertical.

171. Projection du dodécaedre régulier. La projection

horizontale de ce solide (fig. 152) se composera d’abord
de deux pentagones réguliers égaux 4 I'une des faces, et
inscrits dans le méme cercle, de maniére que les sommels
de 'un solenl au milieu des arcs sous-tendus par les c6Lés
del'autre, el d'an décagone régulier inscrit dans un certle
d’un plus grand rayon, et tel que I'on ait cd=ab.
* Pour construire la projection verlicale, on remarquera
que l'aréte ek, 'l étant paralléle au plan vertical, doit se
projeter sur ce plan suivant sa véritable grandeur, el que
par la méme raison pu doit étre égal & la hauteur d’une
face. '

172. Projection de l'icosaédre régulier. Aprés avoir con-
struit la projection horizontale, comme on le voit ( fig.153),
on fera a't' égale a une aréle, et ¢'d’ égale A la hauteur de
I'ane des faces.
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Projection obligue des polyédres.

173. 11 arrive quelquefois dans Iarchitecture, et sou-
ventdans les dessins de machines, que 'on a besoin de pro-
jeter un corps solide dans une position inclinée par rapport
aux plans de prajection. On pourrait placer d'abord le
corps dans celte position, et chercher ensuile i\ construire
la projection par les moyens que nous avons indiqués plus
haul ; mais il est presque toujours plus fucile d'opérer
comme 1l suil.

On placera d'abord le corps dans la position la plus
simple et la plus favorable i la construction de ses projec-
tions; puis, par deux mouvements puralléles aux plans de
projection, on 'nménera dans telle position inclinée que
l'on voudra.

Soit, par exemple(fig. 185, PL.25), une droite (b, a't')
perpendiculaire au plan horizontal de projection ;

Si I'on suppose que celte droite tourne autour de I’ho-
rizontale projelunte du point (@a') en restant paralléle au
plan vertical , on pourra l'incliner de maniére qu’elle fasse
tel angle que l'on voudra avec le plan horizontal ; dans ce
premier mouvement, le point ( 60') déerirn un are de cercle
(be, bc'); faisant ensuite pareourir au point (ec') l'are ho-
rizontal (ed, ¢'d’), angle avec le plan horizontal n’aura
pas changé, el il est évidenl que par ce double mouvement
on pourra faire prendre a la droite telle posilion inclinée
que I'on voudra.

17h. Cest par ces moyens que V'on a construit ( fig. 154)
les projections d’un parallélipipéde vectangle incliné par
rapport aux plans de projection.

Apres avoir conslruit les projections verticale et hori-
zontale, que je désignerai seulement par les lettres(ab,a'd’),

- ———
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placées aux extrémités de I'une des diagonales du solide
on a supposé que ce corps tournait autour de I'horizontale
projelante du point @ et parallélement an plan vertical,
jusqu'a ce qu’il soit venu prendre la position inclinée a'c'.
Par ce premier mouvement , le point m' est vena se placer
en 7, et le corps étant resté paralléle au plan verlical , sa
projection sur ce plan n'a fait que changer de position; de
sorte que, pour avoir sa nouvelle projection verticale, il
a suffi de construire sur a'n’ un rectangle a'n'd'g'= a'm't'p'.
Les ares de cercle décrits par chacun des sommets étant
paralléles au plan vertical, se projettent horizontalement
par des droites paralléles a la ligne AZ ; les intersections
de ces droites avec les perpendiculaires abaissées de la
projection verticale a'n'c'q’ sont les sommets de la nouvelle
projection horizontale du solide.

Supposons acluellement que nous faisons tourner le
corps autour de la verticale du point (aa'), le point nn' dé-
crira I'are horizontal (no, 2'o"). Ce second mouvement se
faisant parallélement an plan horizontal, la position du
corps, relativement & ce plan, est toujours la méme, de
sorte que la projection horizontale ne fait que changer de
place, et pour 'obtenir il suffit de construire de nouvean
cette projection, de maniére seulement que la ligne an soit
dans la position @ao. Quant a la projection verticale corres-
pondante, on l'obtient en élevant de tous les points de la
nouvelle projection horizontale, des perpendiculaires jus-
qu'a la rencontre des ares horizontaux parcoarus par les
sommels du solide dans le second mouvement, et repré-
sentés par les lignes horizonlales passant par les sommets

de la projection a'n'c'q'.

175. On peut encore arriver au méme but par un aulre
moyen. Nous avons, dans I'exemple précédent, ehangé la
position du corps par rapport aux plans de projection : on
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préféresouvent ;au contraire, changer la position du plande
projection par rapport a celle du corps. Soit @, a'( fig. 158),
les deux projections d'un point donné. On veut avoir la
projection de ce point sur le plan vertical p, on abaissera
du poinl donné une perpendiculaire sur le plan p, et le
pied de cette perpendiculaire sera la projection demandée.
Ce point se projettera horizontalement en &. Il est inutile
de conslruire la projection verticale &', qui ne servirait a
rien; mais pour mieux apprécier sa posilion sur le plan
verlical p, on supposera que ce plan tourne autour de sa
trace verlicale comme charniére, pour se rabatire sur 1é-
pure. Dans ce mouvement, le point 4,2’ décrira un arc ho-
rizontal, et viendra prendre la position 4"; on pourrait
aussi rabatlre le plan p sur le plan horizontal, en le fai-
sant tourner aulour de sa trace horizontale; alors le point
bb' viendrail se placer en 8", que I'on obliendrait en fai-
sant 66" égal A la hauleur du point donné au-dessus du
plan horizontal.

176. Dans les figures 156, 157, 159, on s’esl proposé
de conslruire les deux projections d’une croix inclinée par
rapport aux plans de projection.

Aprés avoir oblenu la projection inclinée abed, on a
construil les (races du plan vertical sur lequel on g’est pro-
posé d'oblenir la nouvelle projection; puis, aprés avoir
abaissé de tous les angles du solide des perpendiculaires
a ce plan, on I'a fait tourner autour de I'une de ses traces,
pour le rabattre sur I'un ou sur Pautre des deux premiers
plans de projection. La fig. 157 représente la nouvelle pro-
jection rabattue sur le plan vertical , et dans la fig. 159,
elle est rabattue sur le plan horizontal.

177. 11 arrive assez souvent, surtout, comme je Iai dit
plus haut, dans les projections des machines, que 'on soit

L1
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conduit & projeter quelques-unes de leurs piéces dans une
position inclinée, afin de faire mieux concevoir comment
ces pitces agissent les unes sur les autres, par suite du
mouvement qui leur est cofimuniqué; mais il arrive en-
core plus souvent que les mémes procédés soient employés
pour résoudre le probléme inverse; c'est-ia-dire qu'étanl
données deux projections d’un corps incliné dans l'espace,
on remplace les plans coordonnés primitifs par d’autres
sur lesquels les projections de ce méme corps sont plus
simplesy et par conséquent plus commodes pour la solu-
. tion des questions subséquentes, Ce cas devant se présen-
, ter souvenl par la suite, et les moyens qu'il faut employer
ne différant pas de ceux que nous venons d'indiquer, nous
ne nous y arréterons pas pour le moment.

; Surface des polyedres.

178. Développer la surface dun polyédre. On dit
qu'une surface est développable, lorsque toutes les parties
de cette surface peuvent s'étendre sur un plan sans déchi-
rement. D’aprés cela, les surfaces de tous les polyedres
peuvent se développer.

Soient ( fig. 160, Pl. 94), les deux projections d'une py-
ramide quadrangulaire; on construira (35) la véritable
longueur de chacune des arétes, ce qui donnera le moyen
de construire ( fig. 161) les faces triangulaires bad, bde,
bec, bea; quant & la surface quadrangulaire aced, on la
partagera en triangles par la diagonale ae, puis on con-
struira les deux triangles ace, aed, qui composent cette
face. On agirait de la méme maniére quel que firtt le nombre
des colés.

179. Lorsqu'on disposera les données de cette épure, 1l
ne faudra pas placer au hazard les quatre sommels du
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quadrilatére aced,a'c'e'd', parce qu'en agissantde lasorte il
est probable que ces sommets ne seraient pas dans un méme
plan. Pour salisfaire 4 celte condilion , il faudra construire
les deux diagonales et s’assurér qu’elles se coupent (4k).

La méme remarque doit s’appliquer aux projections
d’un polygone quelconque.

180. Lorsqu’il y a dans le polyédre que 'on se propose
de développer, quelques relations de régularifté ou de sy-
mélrie, on doit en profiter pour donner au développement
plus d’exactitude et de simplicité. Les développements des
polyédres réguliers offrent un exemple dé ce que je viens
dedire. La fig. 163, qui représente le développement d'un
tétracdre régulier, n’est autre chose qu'un triangle équi-
latéral dont chaque c6té est partagé en deux parties égales.
Le développementdel'octaedre régulier estinscrit( fig, 164)
dans un parallélogramme composé ile deux triangles équi-
latéraux, et dont les ¢blés sont parlagés en Leois parties
égales; et celui de l'icosaédre (fig. 165) est inscrit dans un
parallélogramme dont les cd1és sonl partagés en cing par-
ties ¢gales. Ledéveloppement ducnbe ouhexaddre régulier
est inscrit dans un rectangle dont I base est 4 la bauteur
comme 4 est a 3. Enfin, pour obtenir le développement
du dodécacdre régulier, on construira deux grands penta-
gones réguliers égaux el disposés comme on le voit dans
la figu167; puis, en menant toules les dingonales de ces
pentagones, on obtiendra, par leur intersection, deux
autres petits pentagones placés au centre des premiers; ¢l
dont les diagonales prolongées détermineront Loutes les
faces du dodécaédre.

Chaque c6té de Vun des deux grands pentagones doil
étre égal a deux fois 'aréte du dodécatdre que l'on veut
développer, plus le plus grand segment de cette aréte par-
tagée en moyenne el exiréme raison.
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181. Etant donndes les deux projections d'u polyédre,
construire les traces des plans qui contiennent les faces
de ce polyedre.

On choisit dans chaque face trois sommets ou deux
arélesyel la question revient & chercher les traces d’un plan
passanl par trois points ou par deux lignes droites qui se
coupent (55, 86). C’est ainsi que U'on a obtenu ( fig. 162)
les traces des douze plans qui contiennent les faces d'un
dodécaedre régulier.

Section des polyidres.

182. Construire la section d’'une pyramide par un plan.

On pourrait, comme nous I’avons dit (181), construire
sur les plans.de projection les traces des plans qui contien-
draient les faces du polyédre; alors la question consiste-
rait & chercher l'intersection de ces plans par le plan don-
né; mais il est presque loujonrs plus simple de chercher
les points ou le plan donné coupe les arétes du pelyedre.
Par exemple, soit ( fig. 168, Pl. 25) une pyramide pen-
tagonale donl on demande lu section parle plan p; on fera
pourchacune des cing arétes la construction indiquée (70),
et Pon obtiendra les projections verticales et horizontales
des cinq points suivant lesquels ces arétes sont coupées
par le plan donné. Joignanl ces points par des droites,
on aura les projections verticale et horizontale dela section
demandée.

Si I'on voulait oblenir cette section dans sa véritable
grandeur, on pourrait supposer que le plan qui la contient
tourne autour de sa trace, pour venir se rabattre sur le
plan herizontal. Dans ce mouvement, chaque point de
la section décrirait un arc de cercle perpendiculaire i b
trace horizontale du plan dommé, et représenté en projec-
tion horizontale par une perpendiculaire & celte trace; de
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sorle que pour savoir ou chacun d’eux viendrait se placer
dans le rabattement, 1l suffirait de chercher sa distanee
la ligne quia éLé prise pour axe du rabatlement. Ainsi,
par exemple, pour le point dd', on chercherait la véritable
longueur de la ligne od, o'd, et celte longueur od" donne-
rait la position du point dd' dans le rabattement de la
section.

Si I'on voulait construire cette section dans le dévelop-
pement de la pyramide, on construirait d’abord ce déve-
loppement comme nous Vavons dit (178); puis, cherchant
la véritable distance de chaque sommet de la section au
sommet correspondant de la base ou au sommet de la py-
ramide, il serait facile de placer chacun de ces points sur
la droite qui, dans le développement, représente Varéte
qui le contient. Dans la fig. 168, 'aréte (sm,s'm') étant
paralléle au plan vertical , s¢ projette sur ce plan dans sa
véritable longueur; mais pour construire le développe-
ment, il a fallu chercher la véritable longueur de chacune
des autres arétes.

Enfin, si le corps dont on a les projections était déja
exc¢cuté, on pourrait se proposer de tracer sur ce corps le
polygone résultant de sa section par le plan p. Pour cela,
on prendrait la distance de chacun des sommets de celte
section au sommet de la pyramide ou aux angles de sa
base, et il serait facile, en reportant ces longueurs sur les
arétes du polyédre, d’y déterminer exactement la position
des angles de la section.

183. Section par un plan perpendiculaire au plan de
projection.

La nature des données permet quelquefois de simplifier
les opérations. Si, par exemple, il s’agissait d’obtenir la
section d'un prisme par un plan perpendieulaire aux arétes,
on placerait ce prisme paralléelement au plan vertical de
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projection ,-uuquel le plan‘coupant se frouverait alors per-
pertdiculaire; la section s¢ projetterait verticalement par
une ligne droite a'd’, et pour en avoir la projection hori-
zontale,, il suffirait d'abaisser par les points a'blllde'd des
perpendiculaires a la ligne AZ, jusqu’a la rencontre des
projections horizontales des aréles. La fig. (a"b""d"e" Ry
représente la section rabatlue dans sa véritable grandéur
sur le plan vertical qui contient I'aréte hub'e'; on sappose
quavant de la rabatlre, on U'a fait avancer parallelement &
elle-méme jusqu’a ce quélle soit venue se projeter en (mn).

La véritable grandeur de la section étant obtenue, on a
porlé lous ses cotes a la suile les uns des autres, et dansle
prolongement de la trace verticale du plan p% ce qui
a donné la ligne (a"8"¢"...) pour la section rectifice;
puis, ayant mené par lous ces points, et perpendicu-
lairement & @"a", des ligues paralleles et éaales aux
arétes du prisme, on a oblenu le développement de ce so-
lide. Nous emploierons souvenl, par_la suite, ce moyen
de développer la surface conyexe d’un prisme; il est plus
commode et plus exact que la décomposition des faces en
triangles.

“184. La section perpendiculaire aux arétes d'un prisme
se nomme la section droite.

185. Zrouver les points ol une ligne droite perce la
surface d'un polyeédre.

On fera passer par la droite un plansquelconque; on
cherchera la section du polyedre par ce plan, et les points
ot la droile donnée rencontrera cetle seclion, seront les
points demandés, ' :

En faisant usage d’un plan perpendiculaire & I'un des
plans de projection , il est évident que la construction de la
section du polyédre par ce plan sera plus facile & oblenir,

-
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Dans la fiz. 170, PL. 26 (a, a') est la-droite donnée. Si

Pon méne par cette droite un plan vertical p, et que Fon
construise la projection. verlicale de la section qui en ré-
sulte, les points (m, m'), (1, n') ol celle section est rens
contrée par Ja ligne a, seront les deux points demandeés.
En construisant le plan p' perpendiculaire au plan verli-
cal, et la projection horizontale de la séclion qui en pro-
vient, on aurait obtenu le méme résultat.

186. Etant donnée la projection verticale a d'un point
que Lon sait appartenir a la surface d'un pelyédre , trou-
ver la projection horizontale de ce ménte point.

Cela révienl i trouver l'intersection du polyédre par la
droite ed*( fig. 171) menée par le point @ perpendiculaire-
ment au plan vertical, Pour cela, menons par celte droite
le plan horizontal p, el construisons la section du polyédre
par ce plan, nous obtiendrons pour celle seclion un poly-
gone Liocizontal coupé par la droite ed en deus points @', ay -
qui sont Jes projections liorizontales de deux points appar-
tenaat & la surface du polyédre, et ayant la méme projee-
tion verticale a. _

Si P'on donnait la projection horizonlaled, et qu’il fal-
16t trouver la projection verticale, on construirait un
plan p' perpendiculaire au plan horizontal de projection ,
et la section du polyédre par ce plan serait rencontrée par
la verticale el en deux points 450", gui seraient les pro-
jections des deux poinls dela surfacg du polyédre, qui se

_ projettent horizentalement en b.

Interseetion des po{yédrcs._
18":". Toutes les fois que ’on coupe un po‘iyédre par un

plan, la section est une figure plifies mais lorsque deux
polyédres se pénélrent, il en résulte une figure recti-

-
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ligne dont les colés peuvent élre dirigés dans toules sorles
de plans.

Pour obtenir Tes différents chlés qui_composent celte
figure, on chercherades interscclions e chacune des faces
du premier polyédre avec les /lillérentes fices du seconid 7
el 'ensemble «de ces intersections formera la figure_de-
mandée. Pour pbtenir lintersection de ces faces deux a
deux, ‘on pourra chercher les traces des plans qui les con-
tiennent, ou bien encore chercher les intersections des
aréles de l'une d’clles avee le plan qui contient I'aatre;

mais il sera presque toujours plus simple d’opérer comme
il suit :

188. Supposons (fig. 172) que le triangle (abe, a'l'c'y
appartienne a I'un des d@ux polyedres proposés, et que le
quadrilatére (mngs, m'n'q's') soit une des faces du second
(179); en prolongeant les lignes (ab, a'd') (be, b'e') jusqu’a
leur rencontre avec le plan horizontal, on obtiendry laligne
pu quireprésente la trace horizontale du plan qui conti';:nt
le triangle. On chérchera de la méme muniere la trace st du
plan qui contient le quadrilatére, el le point &k ot ces
deux traces se rencontrent fera partie de i'interseclion des
deux faces proposées. Pour oblenir un sécon point de
cetle intersection, on pourrait avoir recours
verticales des mémes plans; mais comme il
que ces traces sontsiluées hors de 1'é
comme nous Lavons dit (65). On construira un plan hori-
zontal p, qui coupera les plans da triangle et du quadrila-
tére suivant les deux droites 2y, 1%, doot le point de ren-
conltre kk' sera un second point dé l'intérsection cherchée,
de sorte que les projections de celle ligne seront (Kl K0y,
Quand on aura oblenu celle inlerscelion, onen relranchera
tout ce qui serait en dehors des [aces données, et trut ce

quiappartiendrait I'une d’elles sans faire partie del'aulre;

aux Iraces
arrive souvent
pure, il fandra opérer
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de sorte que I'on ne conservera que la partie (eo,€'o’) com-
niune aux deux faces données; on passera ensuite a 'inter-
seclion des deux autres faces.

189. Il faudra opérer avec beaucoup d’ordre et de
précision. Soit ( fig. 173) un angle triédré, composé du
penligone @ du triangle &, el du quadrilatére ¢;on veut
avoir toules les lignes proyenant de sa pénélration dansun
angle quadrangulaire composé des deux toiangzles &' et ¢,
et des deus quadrilatéres a' et d'. On cherelicra d’abord,
par I'un des moyens indiqués plus haut , Fintersection des
faces a, @', et I'on ne conservera de celte interseclion que
la partie mn,commune i ces deux faces ; el commele pointn
fait encore partie de la face a', on chercliera I'intersection
de celle face avee & ; ce qui donnera a'b, dont on ne con-
servera quelaparlie no. Arrivéla, il faut sortir delaface a';

‘mais comme le point o est dans l'intérienr de la face &, on

cherchera Lintersection de celte face avec la face ' adja-
cenle i.a'; ce qui donnera bb', dont on ne conservera (ue
la partie og, commune aux deux faces b et b'. On conti-
nuera A tourner de celle maniére, jusqu'a ce que I'on soit
revenuau pointm,d'oul’on élait parti; cequifermeralepoly-
3 . P - r’ X
gone provenantde lapénétration des deuxangles polyedres.

190. On remarquera qu’a chaque construction, Pextré-
mité du derpier coté obtenu devant faire partie de celui
qui doit suivre, il suflira d’obtenir un point pour détermi-
ner ce coté. 1l n'y a done que pour le premier colé qu'il
faudra obtenir deux points; le dernier sera déterminé pac
Pextrémilé de celui qui précéde , et par le point d’ot 'on
est parti; de sorte que sil'on cherche un point du dernier
cdlé, cene peut élre que pour vérifier les constructions.

191, L'épure 27 a é1é construite d’aprés ces principes :




T prrr————

PL. 27. POLYEDRES. - - 10d

on s’est proposé d'obtenir toutesles lignes provenant de I'7:-
tersection.d'un tétraédre avec un prisme quadrangulaire.
Je désignerai chacune des faces obliques par les deux
lettres placées aux extrémilés du cdlé suivant lequel cetle
face rencontre le plan horizontal. Ainsi :
Les (rois fiaces obliques dua tétraédre seront ab, be, ca.
Les quatre faces du prisme seront de, em, mn, nd.

En opérant comme il a é1é dit (188), l'intersection des
faces

ab avec de, donne ou,

ab vy veme B b
T R 1o e T LIRS
BTSRRI, i TOXS,
7y el (?e, B e e o
d’oix vésulte le polygone (outas). i :

Ce polygone, que nous venons d’obtenir, est celui par
lequel le sommet du tétraddre pénélrerait dans le prisme
quadrangulaire, En opérant de la méme manic¢re, on trou-
vera un second polygone (ik/gr.), par lequel le sommet du
tétraédre sort du prisme,

Voici 'ordre des opérations pour obtenir le second po-
lyzone; I'intersection de

ab avec nd, donne ik

Do oo ndsing s il
60...1’11:3,‘...[5',
ea’ i Sman g,
o R 2 R N

192. Dans l‘exemplc que je viens de proposer, les deux
polygones d’entiée et de sortie sont entiérement séparés
Pun de l'autre, et dans ce cas on leur donne le fom de
pénétration ; mais il pourrait se faire, si le tétraédre élait
un peu reculé dans un sens ou dans Pautre; qu’il ne firt
pas entiérement engagé dans le prisme; alors les deux
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figures se méleraient et n'en feraient qu'une seule, A la-

: qutlle, dans ce cas, on donnerait le nom d'aerrachement.

193. Quand on a obtenu toutesles lignes provenant de la
pénétration de deux corps, il reste & reporter ces lignes sur
la surface mémede ces corps; ce qui peut se faire de deux
maniéres.

19%. Si les surfaces des deux corps que I'on se propose
de construire devaient étre composées de feuilles minces
en Lole, fer-blinc ou autre matiére que l'on puisse facile-
ment développer, on en construiraild'abord tou tesles fuces,
comuie nous lavons dit (178), et 'on tracerait dans chacune
de ces faces, et suivant leur véritable’grandeur, toules les
lignes provenint de la pinétralion des deux polyédres; de
sorte que lorsjue ces corps seraient reformés , toutes les
lignes nécessaires & leur assemblage se trouveraient tracées
sur leur surface.

195. Si les corps étaient massifs comme ceux que I'on
conslruil en pierre ou en bois, et qu’ils lussent deja exé-
culés, on construirail encore le développement comme
pous venons de le dire; puis, prenant séparcment chaque
face de ce développenient, on déu-oup:-rni( le contour de la
pénétration, et en Pappliqoant sur la face correspondante
du solide, il serait facile de tracer cetle figure dans sa véri=
table srandeur. Lorsqu’une fuce du développement est ainsi
appliquée sur le corps, on lui donne le nom de pannecau
ou paltron..

~ Oun pourrait encore, aprés avoir_déddit de I'épure la
distance de chaque sommet de l'inlersection aux sommets
du polyédre, construire directement cetle figure sur la sur-
face du solide, sans en faire le développement.
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196. On a rassemblé dansla planche 28 toutes les par-
ties de ce probléme. La fiz. 175 représente les donndes de
la question, et Ja fig. 176 en contient le résultat. On a
(fig. 177) le développemient du prisme, el la fig. 178 est
',I- le développement dustéiraédre. _ .

Pour obtenir dians le développement du prisme un point
¢ qui n’apparlient pas A 'une des aréles, on méne pir ce
X point ( fig: 176), une droite ¢gm,q'm', pnr;ﬂlae aux aréles
du prisme, et I'on consliruit celle droile dans le développe-
ment, suivant sa‘\'érilnb]e grandeur.

Pour le point /', on a construit une ligne ({n, I'n') pas-
sant par le sommet du tétracdre. .

FIN DU PREMIER LIVRE,
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LIVRE 1I.

“CHAPITRE PREMIER.
LIGNES COURBES.

197. L’idée la plus simple que Pon puisse se former
d’une ligne conrbe, c’est de la considérer comme engendrée
par le mouvement d’un point qui se¥délournerail infini-
ment peu a chaque pas.

198. Pour définir une courbe, il faut énoncer les condi-
tions de sa généralion.'Ainsi, par exemple, une circonfé-
rence de cercle est une courbe engendrée par un point as-
sujelli & se mouvoir dans un plan, de maniére a rester
toujours 4 égale distance d’un autre point de ce plan que
Ton nomme centre.

199. Si toutes les positions du point générateur d’une
courbe sont dans un méme plan, on dit qﬁe cetle courbe
est plane; dans le cas contraire, on la nomme courbe a
double courbure, Nous verrons bientét d’on vient celte dé-
nominalion.

200. Le nombre des posilions successivement occupées
par le point générateur étant infini, il est impossible de les
construire toules. Dans:ce cas, on conslruit un certain
nombre de ces poinlts, trés-rapprochés les uns des autres,
el les joignant entre eux, on obtient une ligne qui diflére
peu de Ja courbe que I'on se proposait de construire.

S TN
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Il est.évident que cela revient & considérer la courbe
comme un polygone d'une infinité de cotés; chacun de ces
cblés, a canse de sa pelilesse, peut étre regardé comme
élément droil de la courbe. Si on le prolonge, on a une
ligne droite qui, en deca et au dela, s'écarte du cours de
la courbe, et ne se confond avec elle que suivant ce méme
élément. Cette ligne droite se nomme tangente, et I’élé-
ment infiniment petit qui lui est commun avec la courbe
se nomme point de tangence ou de contact.

01. Il ne faut pas attacher a ce mot de tangente le
méme sens qu’'en Géométrie : on voit par ce qui précéde,
gu’une ligue telle que ab (fig. 179, Pl. 29), qui touche-
rait une courbe au point @, pourrait la couper ailleurs,
La ligne ac, menée par le point @ perpendiculairement &
la tangente, se nomme une normale. .

202. Le point de tangence posséde.une propriélé zéo-
mélrique qui n’appartient pas au point de section. En
effet, si on concoit qu’une séeante quelconque ao tourne
autour du point @, dans le sens indiqué par la fleche, il
est évident que le point o se rapprochera du point a, et
lorsque ces deux points seront réunis, la droile que 'on
aura fait fourner sera tangente.

Il résulte de la que Ie point de tangence est un point
double, puisqu’il provient du rapprochement des deux
points de section. C'est pourquoi il détermine compléte-
ment la direction de la tangente, par suite de ce principe
de Géométrie » que par deux points on ne peut faire passer
qu’une ligne drmle méme lorsque ces deux points sont
infiniment rapprochés.

Il n’en est pas de méme du point de section &, qui,
étant un point simple, ne suffit pas pour déterminer la
direction de lasécante. "
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Cercle osculateur, rayon de courbure.

203. Soit ( fig. 180) une courbe man, la langente ac, et
lanormale ab. Supposons qu'avec les rayons de différentes
grandeurs on déerive plusieurs cercles passant par le point

. a et ayant leurs centres sur la normale. Tous ces cercles se

toucheront entre eux et toucheront au point a la courbe
man el sa tangenle ac, de sorte que les uns seront en de-
dans de la courbe, les autres passeront entre la courbe et
la tanuentes mais il est évident que, parmi tous les cerles
pnssibies ,il yen auratn quisapprochera plus de la courbe
qu'aucun des aulres; on le nomme cercle osculateur. Sa
courbure représente celle de la‘courbe au point @, et son
rayon se nomme le rayon de courbure.

»

90%4. Si tous les points de la courbe n’étaient pas dans
un méme pl‘m on pourralt LouJours concevoir Lrois pomls
de celte courbe infiniment prés les uns des autres. Ces
trois points détermineraient le cenlre et le rayon du cercle
osculateur, et le plan de ce €ercle se nommerait plan os-
culateur. Tl contiendrait Pare extrémement pelit passant
par les trois pniulsr[ni délerminent sa position, et s’ écarte-
rait de la courbe en degn et au dela de cet are.

203. Quelquefois la courbure d’u ne courbe est constante
comme daus la eirconférence [ucercle; souveént elle est va-
riable s tantot le centre de courbure passerd’un cdté &
Vautiede la courbe; alors de convexe qqu’elle élait, elle de-
vient conciave, comme on le voit en a ( fig. 181); dans ce
cis lzipoinl @ se nomme un poink dinflexion - ailléurs le
point générileur, apees Avoir parcouritun arc ab, s’arréle
Dbrusquement pour se diriger suivant un autre ore tel ‘que
be. Alors le point b se nomme un point de rebroussenent.
Oun pourrait bien regarder les deux, arcs wb, be, comme

A |
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.
appartenant a deu x courbes différentes qui aboutissent a
un méme point; mais s'ils résultent tous deux des condi-
tions qui déterminent le mouventent du point générateur,
il vaut mienx les considérer comme lesdeux branches d'une
méme courbe. y

Au reste, c’est dans les traités d’analyse qu'il faut éto-
dier les propriétés des courbes. Ony verra comment toules
les sintiosités et accidents de leurs cours sont représeniés
par les notations algébriques. Nous nous borneronsici a
Vexposé des constructions graphiques dont nous devons
faire Vapplication plus tard.

Construction du rayon de courbure, de la normale,
et de la tangente.

206. Le calcul algébriqugg en permetllant d’admettre
dans loute sa rigueur bypothése d’'un nombre infini de
colés, fuil cannailre avee la plus grande exactitude la posi-
tion des cenlres et des rayons de courbure , des normales
et tangenles; maison peut, d;np’sbeaumr.lp de circonstances,
se conlenter des moyens que nous allons indiquer.

207. Soit /‘z{ 182)la courbe abede ; sil'on prend trois
poinis b,e,d, I.|u= -rapprocliés les uns rh s aulres, leeentre
el le rayon du cercle passanl par ces Lrois.poin's po irront
élre pris pour le centre et le rayon du cercle osculaleur
en ¢, et celle hypolhese sera d'autant plusexacte, que les
arcs be, ed, seront plus petits. 11 ne fuudrait cependant pas,
si 'on voulait oblenir ce centre par le-moyensconnu en
Géomélrie, prendre les points b, ¢, d, trop prés l'an de
Vautre, caron perdrait, parla difficulté de la construction,
Yexaclilude que I'on aurail gagnée en se rapprochant dela
vérité du principe.

208. "1l résuite de ce que nous venons de dire que si, en
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un point.¢c d'une courbe quelconque, on veut construire
une tangenle i celte courbe, on prendra deux points b, d,
Lrés-prés et a égale distance du point ¢; puis ayant joint
b avec d par une ligne droite, il sera facile de construire
la normale co, perpendiculaire sur bd, et la tangente cm
perpemiiculaire a l'extrémité de co.

Développantes et développées.

209. Si par chacun des points @, b,¢,d, e ( fiz. 183),
pris sur ane courbe quelconque, on congoit une normale
a cetle courbe, chague normale sera coupée par celle qui
suit en un point; la ligne qui passera par les points d'in-
tersection de toutes ces normales contiendra tous les cen-
tres de courbure de la courbe donnée. En effet, on pourra
considérer ab comme un pelit arc de cercle dont m serait
le centre , ¢ comme un second arc de cercle qui aurait son
centre en n; de sorte que I'ensemble de ces petils arcs de
cercle formera une courbe conlinue et sans cassure; car il
est évident que si i Uextrémité de I'une des normales on
méne une tangente a la courbe, cettestangente sera lou-
chée en méme temps par I'arc qui précéde et par I'arc qui
suit; d’ou il résulte que ces deux arcs se toucheront et se
raccorderont parfaitement. " '

On dit que deux arcs se raccordent, lorsqu'ils paraissent,
¢tre le prolongement I'un de 'autre el ne former qu'une
méme courbe.

Cette maniére d’envisager une courbe n’est rigoureuse—
ment exacte qu’autant que 'on suppose les arcs ab, be,cd,
infiniment petils; car sans cela, ce serait plutét une suite
de petils arcs de cercle qui ne salisferait qu'approximati-
vement a la définition géométrique de la courbe.

210. Si Fon imagine un fil attaché en z, et courbé sui-
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vant le contour de la ligne zonm ; en faisant mouvoir le
point a suivant la courbe abode, il est facile de voir que le
fil'se développera, quelepoint m déerira la courbe msu,
et que le rayon de courbure s'accroitra, i chaque instant,
de la différence des deux normales passant par les extrémi-
tés de lare parcouru par le pointa ;de sorte quela partie uz
du dernier rayon pourra étre regardée comme le dévelop-
pement de la courbe zonm. Clest celle propriété qui a fait
donner a la courbe abede le nom de développante par rap-
porta la courbe zonm qui contient les cenlres de cour-
bure, et que 'on nomme sa développée.

211. En regardant une courbe comme une suite de petits
arcs de cerc]e, hypothése suffisamment exacte pour un
grand nombre d’applications, nous allons voir quel parti
on peul tirer des principes précédenls pour la construction
des courbes. -

212. Etant donnée une ligne courbe, construire sa de-
veloppante.

On placera sur la courbe donnée un certain nombre de
points trés-rapprochés lessuns des autres ; puis, aprés avoir
mené une langente par chacun d’eux, on prendra ce point
pour centre, el [a langente pour rayon de courbure de Pare
correspondant de la developpante

Ainsi, par exemple, étant donnée la courhe mnoz
(ftg. 183), on construira les tangenles ma, nb; puis du
poiul m comme centre, avec le rayon ma, on décrira l'arc
ab; le point n sera le centre de 'arc be, et ainsi de suile,
Les courbes abe, a'b'c' ( fig. 184) sont les développantes du
cercle. On aurait pu en construire une pour chaque point
du cercle, et V'on peut voir qu'en général une courbe a une
infinité de développantes. La ligne @'8"c" est la dévelop-+
pante de a'd'c’ '
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918. La courbe ab, oblenue par le moyen que nous ve-
nons d'imlu{uur‘, n'esl a8 rigoureusement €gale ala déve-
loppante du cercle, puisque la délinition de ceite derniére
ligne suppose la coistruction d’un nombre infine de lan=
cenles. > .

Pour ebtenir plus de pricision dansle tracé de la courbe,
on mesurera le riyon co le portantavee le compas sur une
¢ehielle divisée avec le plus grand soin. Puis on calculera
la circonférence au moyen de la formule 27R; ce qui dons
nera ‘la longueur de la 16° langentle. On partagera celle
longueur en 16 parties égales, et l'on portera 15 de ces
parties sur la 13° tangente, 1 sur la 14° tangente, 13 sur
la 13¢, et ainsi de suite. Aprés quoi on Lracera la courbe a
la main, ou en cherchant les centres comme nous le dirons
bienlot. : o A

9 4. Etant donnée une ligne courbe , construire sa deé-
veloppée.

1l taudra mener ( fig. 183) 4 la ligne proposée un certain
nombre de normales trés prés les unes des autres, puis.on *
fera passer une courbe par les points d'intersection de ces
normales conséculives. :

La développée du cercle se réduit a un point.

1l nesemble pas.que ¢es principes puissent éire d’une
grande wtilité dans les applications, puisque la dévelop-
pante ne peul se conslruire qu’a l'aide de la développée,
el que, réciproquement , on ne peut obtenir la développée
que lorsqu’ona déja la développante. Mais nous allons voir
que l'on peut souvent éluder cetle difficulté.

b Larsqu"une courbe provient , comme: abede
(fig. 183), dela canstruction d'arcs de cercles stccessifs,

con lui donne, dans les appiications, le nom de courbe a

plusieurs centres. On voit ue ces sortes de courbes ne sont
pas soumises dans toute I'étendue de leur cours a la méme
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loi de continuité, ¢'est-a-dire que les conditions qui déter-
minent le mouvement du point généraleur nesont pas iden-
tiquement les mémes depuis le commencement dela courbe
jusquhson extrémité, Mais la facilité avee laquelle on peut
construire, a 'nide d’un compas, ces imilations decourbe,
les (it souvent préférer, dans les applications, aux courbes
continues que I'on ne peut Lracer qua la main. :

Des courbes a plusieurs centres.

916. La construction des courbes a4 plusieurs centres
dépend de ce principe de géomélrie, que si dewr cercles
onl une langente commulic e uit point de leurs circonfé-
rences, ils se toucheront en ce point.

~ 217. Soit, par exemple (ﬁn". 185), un'arc de cercle ab
ayant pour centre le point ¢; il est évident que lout aulre
arc de cercle passant parle point & et qui aura son cenlre
sur le rayon cb ou sur son prolongement , sera louché en b
par le premier arc et se raccordera parfaitement avec lui.

On peut proposer deux questions. principales sur les
courbes & plusieurs centres. ' .

218. 1™ Question. Faire passer une ligne courbe par.
plusieurs points donnés. = oekt :

Soient Lrois points a,b,¢( fig. 187), on meénera les cordes,
ab, be, et les lignes dim, lin, perpendiculaires sur les mi-
licux de ces cordes; puis du point m, pris oa l'on youdra ,
sur dm, on décrira un premier arc ab. Quant au second
avc be, il doit avoir son centre suf la ligne %n perpendicu-
laive au milieu de be; mais pour qu'il se raccorde avec le
premierarc, il faut quilsaientla méme tangente au pointd.
1l fuut donc que le centre du second arc soit sur le rayon bm.
Il sera done au point 2, ou les deux lignes bm, hn, se ren-
conlrent.
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On voit que la question proposée est indéterminée, ot
que par trois points donnés on pent faire passer une infi-
nilé de courbes i deux centres, dont la forme dépend du
centre que 'on cholsit pour décrire le premier arc. Si l'on
prenait le point o pour cendre, les deux arcs n’en feraient
qu'un; si Lon décrivait le premicr arc du point p sur la
ligne bp perpendiculaire A be, le rayon de courbure du
second arc serait infini, et cet arc se confondrait avec la
corde be, qui deviendrait tangente an premier arc.

219. On peut appliquer ces principes a la construction
d'une courbe passant par tant de points que l'on voudra, et
'on reconnattra encore que la forme de la courbe dépend
du centre du premier arc. Ainsi (fig. 186), en prenant ce
cenlre enz, onala courbe abede; tandis que si 'on prend
le point o pour premier centre, on obtient la courbe ab'c'd'e.

220. Pour obvier i I'inconvénient qui résullerait de celte
indétermination, on tracera dabord (fig. 188) au érnj,ron
el avec beaucoup de soin la courbe que l'on se proposera
de consiruire; puis aprés lavoir partagée en parties égales
par les points @, 4, ¢,d, e, on fera passer par & une perpen-
diculaire sur ac, par c une perpendiculaire sur d, et ainsi
de suite. “Tontes ces lignes pourront étre considérées
comme des normales A la courbe, el leurs intersections
successives donneront les cenlres de courbure,
"

221. 2° Question. Construire une courbe & plusieurs
centres et tangente a des*droites données.

Soient ( fig. 189) les deux droites ab, ac; on veut décrire
une tourbe qui les touche en b et en e« Pour cela, on
construira d’abord bo, ¢i, perpendiculaires aux deux tan-
gentes données, puis on décrira un premier arc bd, en
prenant pour cenlre un point o situé ou I'on voudra sur

=
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la droite bo, de maniére, toutefois, que 'arc &d ne touche
pas la tangente ac. Portant le rayon &o de ¢ en %, on
Jjoindra le point o avec le point  par la droite ok, sur le
milieu de laquelle on élévera la perpendiculaire si, dont
la rencontre avec la ligne ¢t donnera en i le centre du se-
cond arc. En ellet, on aura ih =io, el par conséquent
ih+hc=io4-od, puisque od=>bo=h¢. Donc le second arc
tangent en ¢ passera par le point 4; de plus, il se raccor-
dera avec le premier arc, puisque si au point d on menait
une perpendiculaire & od, elle le serait aussi au rayon id
du second arc, d'on il suit que les deux arcs auraient une
tangente commune en d, et se toucheraient en ce point.

Si le centre du premier arc élait situé sur la ligne qui
partagerait I'angle bac en deux parties égales, cet arc tou-
cherait aussi la ligne ac au point u, éloigné du point a
J'une quantité au=—ab, et la partie droite cu remplacerait
le second arc dont le rayon serait alors infini.

222. Si les deux tangentes étaient paralléles, on opére-
rait de la méme maniére. Enfin, sila courbe devait étre
assujellie a passer par un point donné, le probléme serait
déterminé.

Soient, par exemple ( fig. 190), les deux droites ab, cd.
On veut décrire une courbe qui touche ces deux lignes en 4
et en c, et qui passe parle point h. On construira bo, ci,
perpendiculaires sur les deux tangentes; on ménera de plus
la corde b/, sur laquelle on élévera la perpendiculaire o,
Le centre du premier arc sera déterminé par Pintersection
de boavecla perpendiculaire sur le milieu de &% ; on fera en-
suite cu=bo, elle centre du second arc sera donné par Pin-
Ltersection de ef avec la perpendiculaire sur le milieu de ou.
Le point de raccordement sera sur le prolongement de 7o.

233. Sidon veut construire une courbe tangente aux
divers cotésd un polygone quelconque (figs491) ; on comi~

8
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mencera par Uindiquer au crayon avec le plus de régularité
possible; puis, aprés avoir bien arréte les points ot l'on
veut que la courbe touchele polygone, on joindra ces points
deux 4 deux par des courbes & deux centres, du genre de
celle que nous avons construite (221).

Lieux géométrigues.

924, Nous avons précédemment regardé une courbe
comme représentant le chemin parcouru par un point qui
se meut suivant une certaine loi; mais souvent on considére
une ligne courbe comme étant le lieu ou se trouvent réunis
un nombre infini de points qui satisfonl tous 4 certaines
conditions données. Dans ce cas, la courbe prend le nom de
lieu géométrique ; ainsi, la circonférence d'un cercle est le
lieu de tous les points qui, dans un méme plan sont a égale
distance d’un point donné que I'on nomme centre.

La droite qui partage un angle en deux parties égales est
le lieu de tous les points également éloignés des cotés de
cet angle.

Nous allons donner une idée de la construction de quel-
ques lieux géométriques et de leur usage.

995 Etant donnés un cercle et une droite , construire le
liew de tous les points & égale distance de la droite et de
la circonférence du cercle.

Soit ( fig. 192, PL. 30) la droite ap et le cercle qui a son
centre en ¢. On abaissera de ce point une perpendiculaire
sur la droite ap, et 'on prendra le milieu de la partie de
cette perpendiculaire comprise entre la droite et la circon-
férence du cercle, ce qui donnera en o un point de la courbe
cherchée. Pour en construire d'autres, faisons od=ol ;
menons au point & une ligne Au pacallélea ap, et décrivons
du point ¢, comme centre, Varc du. L'intersection de cet
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arc et de la droite hu donnera en u un second point de la
courbe. En effet, on a zu =ph=di=us.

Donc,
ZU=US.

On construira de cette maniére autant de points que 'on
voudra.
Tout cercle qui, ayant son cenlre sur cette courbe, tou-

cherait la droite donnée, serait aussi tangent au cercle
donné.

9296. Sil'on voulait construire le lieu de tous les points
égale distance des deux cercles c,e, on joindrait les centres
parladroitece, et le point x, milieude nm , appartiendrait
au lieu cherché. Prenant ensuite av=kx, et décrivant
vy, 'k, des points ¢, e, comme cenlres, on aura en y un se-
cond point de la courbe cherchée. En répétant cette con-
struction, on aura autant de points que I'on voudra, ce
qui déterminera la courbe txy.

Tout cercle ayant son centre sur cette courbe, et qui
toucherait le cercle c, serait aussi tangent au cercle e.

C’est par une construction analogue que I'on a obtenu la
courbe pg, qui contient les centres de tous les cercles qui
sont touchés intérieurement par le cercle ¢, et extérieure-
ment par le cercle e.

997. Etant donnés trois cercles , que je deésignerai par
a,b,c(fig. 193), construire un cercle qui les touche tous
les trois.

On construira d’abord le lieu mn, qui contient les centres
des cercles tangents aux cercles a et 6. On construira de
méme le lieu contenant les centres des cercles tangents aux
cercles a et ¢, et intersection des courbes mn, pg donnera

en ' le centre d’'un cercle qui touchera les trois cercles
donnés,

= = e
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En construisant le lieu des centres des cercles qui tou-
chent & et ¢, on obtiendrait une Lroisiéme courbe rs qui
passerail encore par le point x, ce qui veérifierait les con-
struclions.

On obtiendrait de la méme maniére les centres des
cercles qui toucheraient extérieurement quelques-uns des
cercles donnés, ou tous les trois. Dans le cas général, il y
a huit cercles tangents a trois cercles donnés.

Je n’ai donné cetle conslruction que comme un exemple
d’application des lieux géométriques que nous emploierons
par la suite dans plusienrs occasions; mais on trouvera
dans les Traités de GéoméLrie ordinaire, d’autres moyens
de résoudre les problémes relatifs au contact des cercles.

998. Etant donnés (fig. 19%) un cercle dont le centre
est en a, et un point b hors de ce cercle, construire le lieu
contenant les pieds de toutes les perpendiculaires abais-
sées du point b sur les tangentes au cercle.

On construira les tangentes cd, ek, vo, etc., el du point
b on abaissera les perpendiculaires bd, bk, bo, ce qui don-
nera la courbe mdhbosubkm.

Courbes d’essai.

Voici encore quelques applications des lieux géomé-
triques.

999, Soient donnés la courbe bxc et le point a(fig. 195);
on demande de faire passer par ce point une tangente a
la courbe. - -

On construira un ‘certain nombre de normales (208),
puis abaissant du point donné une perpendiculaire sur cha-
cune de ces normales; on aurale lien dah , qui contiendra
les pieds de ces perpendiculaires; et le point x provenant
de Vlintersection de cette ligne avec la courbe proposée,
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sera le point de tangence; car il est évident que si, par ce
point, on construit une normale a0, la droite ax sera per-
pendiculaire a cette normale, et par conséquent tangente
a la courbe.

Pour ne pas faire de travail inutile, on commence par
reconnaitre quelle doit étre peu preés la position du point
de tangence, et Uon construit deux ou trois normales en
deca, et autant au dela de ce point.

230. Cette maniére d’employer les lieux géométriques
leur fait quelquefois donner le nom de courbes d'essai.

231. Tous les géomélres ont attaché une grande impor- -

tance & la détermination rigoureuse des tangentes et des
points de tangence; mais dans les applications, quelle que
soit 'exactitude da prinm’pe dont on fait nusage, on congoit
[[U.,il .Y aura lDlleUrE quelque erreur, qlle l‘on poul‘m y
dans le calcul , rendre aussi pelite (ue l'on voudra, mais
qui, dans les constructions graphiques, sera toujours dé-
pendante de la perfection des instruments, on de I'habileté
de celui qui les emploie. Ainsi, par exemple, lorsquon
veut faire passer une droile par un point, il est certain
que Perreur que I'on commet dépend du plus ou moins de
finesse dans la pointe du crayon avec lequel on aura tracé
cetle droite.

Nous conclurons de la que, pour construire, par un
point e ( fig. 196), une tangente & la courbe bxd, on peut
se contenter d'approcher une régle de maniére que la ligne
tracée par le point donné paraisse passer sur la courbe,
sans augmenter la largeur du trait, Il est évident que la
tangenle sera, par ce moyen, aussi bien déterminée que
si l'on avait obtenu d’'abord le point de tangence, puisque,
dans I'un comme dans 'autre cas, la plus grande erreur ne
pourra excéder la largeur de la ligne tracée ; mais on con-
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coit que ce dernier moyen de construire une tangente laisse
de Vincertitude sur la véritable place du point de tangence,
et si I'on voulait déterminer ce point, on construirait plu-
sieurs cordes paralléles & la tangente, et la courbe y.x, con-
tenant les milieux de toutes ces cordes, viendrait aboutir
au point de tangence, et le déterminerait avec une exacti-
tude suflisante pour la plupart des applications.

232. Ce moyen de construire une tangente ne peut étre
employé avec suceés que lorsquela direction de la tangente
esl délerminée par un point extérienr ou par quelque autre
condition. Si le point donné, par exemple, était sur la
courbe, il est évident que la plus petite erreur, a droite ou
A gauchede ce point , pourrait influer beaucoup sur la direc-
tion de la tangente, et par conséquent sur la position de
tous les points qui dépendraient de la direction de cette
ligne.

Dans ce cas, il serait indispensable de commencer par
déterminer la normale, soit par la construction indiquée
(208), soit par tout autre moyen résultant de la définition
de la courbe.

933. Construire une tangente a une courbe cyd , paral-
lelement a une ligne donnée ab.

On construira ( fig. 197) quelques normales, et d’un
point @ pris ot 'on voudra sur Ja droite donnée, on abais-
sera une perpendiculaire sur chacune de ces normales. La
courbe axz , qui passera par les pieds de toules ces perpen-
diculaires, coupera la droite @b en un point x. Orsi, par
ce point, on construit la normale xo, elle sera évidemment
perpendiculaire a la ligne @b, et son intersection avec la
courbe donnée déterminera le point de tangence y et la tan-
gente pq, qui sera paralléle a ab, comme on le demandait.

Pour mener par le point » la normale x0, on prolongera
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les normales que l'on avait construites pour obtenir le i
lieu axz. Les intersections successives de ces normales :
donneront un arc eo appartenant a la développée de ¢yd, ?
et menant par le point  une tangente a la courbe o, on
obtiendra la normale ox. i
!
|
i
|
|

934, On pourrait (fig. 198), pour construire la tangente

demandée , se contenter d’approcher la régle parallélement:

i la ligne donnée ab, et I'on tracerait la ligne pg de ma-

: ni¢re qu’elle passit sur la courbe sans augmenter la largeur

' du trait; puis on construirait quelques cordes paralléles a

Ja lizne donnée, et la courbe zx, passant par les milieux

de ces cordes, viendrait aboutir au point de tangence et le
déterminerait avec une exactitude suffisante (207).

935, Construire une tangente a deux courbes données.

On approchera ( fig. 199 ) une régle de ces deux courbes,

| ce qui déterminera la tangente pg avec une exactitude suf-
fisante, Quant aux points de tangence , on menera deux ou
trois cordes parallélesa pg, et prenantles milieux des cordes
tracées dans la courbe czd, on construira le lieu uz, qui
déterminera le point z; on obtiendra de la méme manicre
le point .

236. Partager un cercle en tant de parties égales que
lon voudra.

Soit, par exemple (fig. 200), un cercle que L'on veut
partager en sept parties égales. _

On constroira un rayon va et une ligne e, perpendicu-
laire en un point quelconque pris sur le prolongement de
ce rayon; puis ouyrant le compas d’'une quantité que l'on
jugera peu différente de la septiéme partie du cercle, on
portera cetle ouverture a partir du point @, en ayant
soin de marquer sur la circonférence le sixiéme et le hui-
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tieme point de division;; faisant ensuile bd=dc, onjoindra
le point & avec le point 8, et le point ¢ avec le point 6, par
deux droites qui se couperont en o. Or, si le point o était
sur la lignedy , il est évident que les points'6 et 8 seraient
symétriquement placés par rapport & celte droite, et que
le septiéme point de division coinciderait avec le point @;
tandis que si le point o est au-dessus ou au-dessous de la
ligne dy, on peut en conclure que Fon 4 pris une ouver-
ture de compas trop grande ou trop petite:

Aprés trois ou quatre essais de ce genre, en diminuant
on augmentant un peu l'ouverture’du compas, on obtien-
dra une courbe qui coupera la ligne dv en un point , et
joignant ce point avec &, on déterminera l'extrémité de |a
septieéme partie de la circonférence.

Les points &, ¢, pouvant étre pris & volonté, il faut les
choisir de maniére que la position du point o soit bien dé-
terminée. Si I'on prenait ces points trop prés du point d,
les lignes bo, co, se couperajent trop loin et suivant un
angle trop aigu; la courbe d'essai pourrait méme se trou-
ver & droite du point d, ce qui serait moins commode que
dans Vexemple proposé.

237. La construction précédente a été employée ( fig. 202)
pour délerminer le tiers de I'arc ab.

Ce probléme est connu sous le nom de trisection de
langle ou de larc. X

De la maniére de représenter les courbes planes,

238. Soient deux droites AX, AY, que I'on supposera,
pour plusde simplicité, rectangulaires entre elles; la pre-
mi¢re se nomme I'axe des abscisses, la seconde est axe des
ordonnées; lorsqu'on parle de ccs denx droites, on les
nomme axes coordonnés ; le point A se nomme lorigine.

Si 'on congoit un point mi dans lé plan YAX, et que,
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par ce point, on construise mp parallegle a laligne AY, et
mg paralléle a la ligne AX; mp se nommera I'ordonnée , et
mq sera Pabscisse du point m; de sorte que la position du
point m, par rapport aux axes AY, AX , sera déterminée
lorsque I'on donnera son abscisse et son ordonnée.

Presque toujourson prend pour T'abscisse Ja particde la
droite AX comprise entre le point A et le picd de Tor-
donnée.

939. Une courbe étant connue, lorsque Ion connait la
position de tous ses points, on peut faire pour chacun d'enx
les constructions que nous venons d'indiquer. Ainsi, pour
construire la courbe abedef ( fig. 203) , il suffira de con-
struire l'abscisse et U ordonnée correspondant a chacun de
ses points.

240, Si l'on voulait copier une courbe ou la réduire ; il
faudrait copier ou réduire, d’apres un rapport donné, les
abscisses et ordonnées de chacun de ses points. Ainsi la
courbe a'b'c'd'e f' représente la courbe abcde réduite &
une dimension moitié,

9n1. Pour rectifier la courbe abedef, c'est-a-dire pour
avoir sa longueur absolue, on portera les arcs ab,bc, cd i
la suite les uns des aulres, ce qui donnera a'b'c"d"e"f"; il
est bien entendu que les points a, b, c..., elc., doivent étre
assez rapprochés les uns des autres pour que Fon puisse,
sans erreur sensible, prendre la distance de deux points
consécutifs pour la grandeur de I'arc qui les joint.

242. Quelquefois, pour définir une courbe, on énonce
les relations qui doivent exister entre les abscisses et les
ordonnées de ses points. : :

Ainsi, par exemple, si 'on demandait une courbe telle
que pour chaque unité d’augmentation de I'abscisse, l'or-
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donnée diit augmenter de la moitié de l'ordonnée précé-
dente, on construirait les points mnApg a égale distance
les uns des autres; et en supposant que le point @ soit
donné sur la ligne AY, on construirait ma, qui, par son
prolongement , donnera le point &; nb donnerait le point
¢; Ac donnerait le point d, et ainsi de suite, en sorte que
abed. . .. oserait la courbe demandée. En eflut, on aura:
cqgidriiAg;: Arii%:3;
Donc,
2dp=3cq et par conséquent (h-:i‘? =cq + %

On voil que dans cette courbe les abscisses étant en pro-
gression par différence. les ordonnées correspondantes
forment une progression par quotient. Cette propriété a
fait donner i ces sortes de courbes le nom de logarith-

migques. y
Courbes du second degré.

243. On nomme courbe du second degré, celle dont
toutes les propriétés peuvent étre exprimées par une équa-
tion du second degré.

Les constructions que nous allons indiquer sont les con-
séquences de ces propriétés, qu'il faut étudier dans les
traités de Géométrie analytique.

2hk. Les courbes du second degré sont au nombre de
trois, savoir : l'ellipse, la parabole, 'liyperbole.

Ellipse.

245, L'ellipse est une courbe telle que la somme des
distances de chacun de ses points a deux points fixes pris
dans son plan , et que ['on nomme foyers, est une quantité
constante.

On exprime ordinairement cette quantité par 2a.
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9h6. Construction de l'ellipse. De la propriété que nous
venons d’énoncer, et que 'on peut regarder comme la dé-
finition de ellipse, il résulte deux moyens de construire
cette courbe.

Soient (fig. 205, PL. 31), F et F' les deux foyers, on
prendra le point F', pour centre, et avec un rayon quel-
conque Fo, on décrira un premier arc de cercle; puis du
point F' comme centre avec un rayon F'o=2a—Fo, on
décrira un second arc. Le point onl ces deux ares se coupe-
ront doit appartenir & l'ellipse, car il est évident que la
somme de ses distances aux deux foyers sera égale a 2a. En
décrivant les arcs au-dessus et au-dessous dela ligne qui
joint les deux foyers on peut obtenir en méme temps quatre
points de la courbe.

947. Le point A, milien de FF'se nomme le centre de
Vellipse ; toute ligne droite passant par ce point est un dia-
métre, et se trouve partagée par le centre en deux parties
égales.

Le plus grand de tous les diamétres est celui qui con-
tient les foyers; on lui donne le nom de grand axe. Le
plus petit, que 'on nomme petit axe, est loujours perpen-
diculaire au grand.

1l est facile de voir que le grand axe est égal a 2a, car
pour le point X, extrémité de ce grand axe, on doit avoir,
comme pour fout aulre point dela courbe, XF+4+ XF'=2a;
mais comme XF = X'F', il en résulte X'F'4F'X—=2a, ou
enfin XX'=2a, .

Les distances Fu, F'u, d'un point de la courbe aux
foyers, se nomment rayons vecteurs , et la distance Au se
nomme simplement rayon. On voit que dans l'ellipse tous
les rayous ne sont pas égaux. Le plus grand est AX, moitié

du grand axe, et le plus petit rayon AY est la moitié du
petit axe,
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248. Le cercle est une ellipse dont les deux axes sont
égaux et dans laquelle le centre et les foyers se confondent
en un seul point.

249. Le second moyen de construire I'ellipse consiste a
placer deux épingles aux foyers F et F'; puis, aprés avoir
noué par les deux bouts un fil dont la longueur totale soit
égalei2a plus FIF', on tendra ce fil de maniére qu’il prenne
la forme du triangle FF'u; dans lequel les sommets F et F'
seront occupés par les deux épingles, et le point u par un
crayon que I'on fera glisser en tendant toujours le fil. Il est
évident que le contour du (riangle étant représenté par la
longueur du fil, que nous avons faite égale it 2a plus FF';
et la base FF' de ce triangle ne changeant pas, il restera
toujours 2a pour la somme des deux ctés variables, quelle
que soil, du reste, la place ou 'on conduira le crayon qui
occupe le sommet « de ce triangle. :

250. Une ellipse étant construite, on peut se proposer
de'retrouver son centre, ses axes et ses foyers. Pour cela,
on menera denx cordes paralléles vs, pq, et la droite pas-
sant par les milieux de ces cordes sera un diamétre, Le
milicu A de ce diamétre sera le centre de Ja courbe. Du
Ppoint A | comme cenlre, on décrira un cercle de maniére a
couper la courbe en quatre points qui seront toujours sy-
métriquement placés; puis, abaissant du centre des per-
pendiculaires sur les cordes qui joignent ces points denx
aMlenx, on aura les axes de lellipse. Enfin, da point
Y, comme cenire, avee tin rayon égal i la moitié du
granil axe, on décrira un arc de cercle FAF', qui pur
son interseclion avec le grand axe déterminera les deux
foyers. ;

251, En combinant les propriétés du cercle avec celles
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de lellipse, on ¢n déduit (Géom.anal.) que si vn cercle et
une ellipse (fig. 206) ont un axe commun X'X, et que l'on
prenne sur cet axeune abscisse Ap (238), on aura loujours:
Pordonnée correspondante pour le cercle est a I'ordonnée
de l'ellipse comme le grand axe est au petit axe.

De la résultent plusieurs moyens de construire l'ellipse
lorsque I'on connait les deux axes.

2592. Du centre de l'ellipse avec des rayons égaux a la
moitié des axes, on décrira deux cercles concentriques;
on construira par le centre un rayon quelconque Am, qui
coupera le plus petit cercle au point 7; puis construisant
mo paralléle au petit axe, et no paralléle an grand, Pinter-
section de ces deux lignes donnera en o un point de la
courbe. En effet, on aura.

mp:opitAm:An:iaib;

ce qui est conforme au principe que nous venons de citer.

983. Mais de tous les moyens de construire les ellipses,
le plus commode est celui que nous allons indiquer.

Aprés avoir tracé les deux axes AX =a,AY=b (fig.207),
on prend un morceau de carte que I'on taille bien droit en
forme de pelite régle; puis, aprés avoir marqué sur celte
carte et & partir de extrémité o, deux grandeurs'om =a,
on=4, on la fait mouvoir de maniére que le pointim ne
quitte pasl’axe AY, et quele point 7 ne quitle paslaxe AX.
Dans ce mouyement; le point o décrira Vellipse, de sorle
qu'il suffira de marquer avec un crayon un certain nombre
des points suceessivement occupés par le point o,

CGelte maniére de décrive V'ellipse résulte encore dua prin-
cipe énoncé (251); car si du point m; comme cenlre avec
un rayon mo s on décrivait, un cercle en prenant pour
-abseisse.mp ==AS, on pourrait considérer op comme Yog-
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donnée du cercle, et 0S comme celle de Iellipse, d’olx I'on
aurail encore
op:oSitom:on::a:b.
254. Enfin , au lieu de prendre mn égal a la différence des

demi-axes, on pourrait le faire égal 2 leur somme, etle point
, 00 p 3
o placé entre les points m et 72, décrirail encore I'ellipse.

255, Etant donnés un des axes et un seul point, on peut
construire Uellipse.

Soit donné, par exemple, AX égal a la moitié du grand
axe, et le point o appartenant a la courbe, on construira
AY perpendiculaire sur AX, On prendra une ouverture de
compas égale a AX, et du point o, comme centre, on dé-
crira larc es, donl l'intersection avec AY donnera le point
m; en joignant om, le point n sera déterminé, et la construc-
tion se fera comme précédemment,

Diamétres conjugues.

256. Lorsque deux diamétres XX, YY' ( fig. 208) sont
tels que les tangentes aux extrémités de 'un d’eux sont
paralléles a I'autre , on les nomme diametres conjugués ;
et si on les prend pour axes des abscisses et ordon-
nées, on dit que lellipse est rapportée a ses diamétres
conjugués.

287. Construire une ellipse , connaissant ses diamétres
conjugucs.

Sur I'un d’eux, comme diamétre, on décrira la cir-
conférence XmX', el Von construira le triangle AmY
dontles éléments sont donnés; puis, sur une ordonnée quel-
conque du cercle , on fera un triangle #pg semblable et pa-
ralléle & mAY s le point ¢ appartiendra i Pellipse. En re-
commengant, on obtiendra autant de points de la courbe
que I'on voudra, Gette coustruction provient de ce que la
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[ propriété énoncée (251) convient aussi i I'ellipse construite
sur ses diaméltres conjugués ( Géom. analytique).

Si I'on voulait retrouver le grand axe, il suffirait de
joindre le centre avec le milien de l'arc cX.

Tangentes a Uellipse.

958. Pour construire une tangente a U'ellipse , on pour-
rait opérer comme nous Pavons indiqué (208); mais la dé-
finition de la courbe et les propriétés qui en sont la conséz
quence fournissent des moyens plus rigoureux de résoudre
ce probleme.

989. Construire une tangente a Lellipse par un point
donné sur la courbe. .

Le point m étant donné sur la courbe ( fig. 209 ), on dé-
crira du point A, comme centre, ayec un rayon AX égal a
la moitié du grand axe, l'arc de cercle X'n, qui coupera
en n l'ordonnée passant par le point m; on construira
(Géom.))a droilé pn tangente a cel arc en n; et le point p,
ot celte tangente ira rencontrer le prolongement du dia-
métre XX' appartiendra i la droite pm, qui est la tangente
demandée. Cette construction vient de ce si que plusiears
ellipses ont un axe commun, el que par tous les points
situés sur la méme ordonnée on construise des tangentes,
toutes ces lignes doivent concourir en un méme point sur
le prolongement de I'axe commun. Or, le cercle pouvaut
dtre considéré comme une ellipse, la tangente au cercle dé-
termine le point ot doit aboutir celle de Pellipse. ( Géom.
analytique.) ;

960. Une autre propriété de 'ellipse nous fournit un
second moyen de conslruire la tangente.

Si par un point ¢ de la courbe on méne des droites ¢X ,
cX', aux extremiles d’un diamétre, ces droited se nomment
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cordes supplémentaires, parce qu’a elles deux elles sous-
tendent la demi-circonférence de Vellipse. Or, on dé-
montre (Géom. anal.) que si par le point A on construit un
rayon Am' paralléle a la corde ¢X', la tangente au point m'
sera paralléle‘ala corde cX ; de lia résulte cette construction.

Le point ' élant donné, on le joindra avec le centre par
le rayon Am'; on construira la corde cX' paraliéle au rayon
Am/'. Enfin, la corde supplémentaire cX donnera la direc-
tion de la tangente cherchée ; et comme 'on a déja un point
m' de cette tangente, il sera facile de la construire.

261. Enfin, un troisiéme moyen de solution résulte de
cetle propriété , quesien un point m” de la courbe on méne
une tangente et les deux rayons vecteurs (247), la langente
fera des angles égaux avec les rayons vecteurs, d’oli résulte
cette construction.

Apreés avoir déterminé les foyers F, F', on construira
les deux rayons vecteurs Fm", F'm" ; on partagera l'angle
F'm"F en deux parties égales, ce qui donnera la normale.
Enfin, la ligne gm", perpendiculaire & la normale, sera la
tangente.

262. Construire une tangente ¢ | ‘ellipse parallelement
a une droite donnée.

Soit os la droite donnée. On ménera d'abord la corde ¢X
paralléle a la droite os, puis le rayon Am' passant par le
milien de la corde ¢X déterminera le point de tangence, el
par conséquent la tangente, qu'il sera facile de construire,
puisque sa direction est donnée. i

En prolongeant le rayon Am' on obtiendra sur la courbe
un second point de tangence.

263. Construire une tangente a !’ ethp.se par i _pamt
donné en dehors de cette. courbe. -

-
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Soit o le point donné ( fig. 210). De ce point, comme
centre, et prenant pour rayon sa distance i l’nn des foyers,
on déerira un premier arc 6F'c; delautre foyer F, comme
centre avee un rayon égal au grand axe de Uellipse, on dé-
crira un second arc gui coupera le premier en deux points
s, . On joindra ces points avec le centre du second arc par
deux droites dont les intersections avec la courbe seront
les points de tangence.

En effet, le rayon du second arc étant égal an grand axe,
on aura

sm'+-m'F =2a ;
| mais par lu propriété de Uellipse (245), on a
F'm' 4 m'F=2a;
done,
sm'=mF',

Ainsi, le triangle sm'F" est isocéle; mais le point o, cenlre
du premier arc, est & égale distance des points s, F'. Donc la
droile om' est perpendiculaire a sE', et parlage I'angle sm'F'
en deux parties égales. Donc enfin l'angle om'F'—=pm'F,
et la droite op faisant des angles égaux avec les rayons
vecteurs, est une tangente (261). Il en est de méme de In
droite og. '
: Parabole.

26k. La parabole est une courbe telle que pour cha-
cun de ces points la distance @ une droitc nommée
directrice est égale & la distance a un point que lon
appelle foyer.

Construction de la parabole. Soit ( fig. 211) co la direc-
trice, et le foyer F. Pour construire la parabole, on abais-
serala perpendiculaire FD, et le point A, au milieu de cetto
perpendiculaire , sera un point de lacourbe. Pour en obte-
nir d'autres, on construira en un point p quelconque une
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perpendiculaire pm , et du point F, comme centre avec un
rayon égal & pD, on décrira un arc de cercle qui coupera la
perpendiauiuire mp en deax points e, m', apparlenant ala
parabole. On recommencera jusqu’i ce que Fon ail un
assez grand nombre de points pour construire la courbe,

968. On pourrait aussi construire la parabole par un
mouvement continu.

Pour cela, on placerait une régle coincidant ayee la di-
rectrice, et prenant une équerre c¢ab, on altacherait au
point b et au foyer F de la parabole, un fil dont la longueur
totale serait égale au c6lé ab. Or, il est évident que si I'on
pousse I'équerre avec uncrayon dont la pointe serait placée
au sommet de angle u, afin de maintenir contre I'équerre
Pune des parties bu du fil, Paulre partie uF de ce fil, qui
représente la distance au foyer, sera toujours égale & la
distance va du point « a la directrice; ce qui est conforme
A la définition de la parabole.

La droite AX, qui passe par le foyer et qui est perpen-
diculaire a la directrice, s¢ nomme le grand axe.

Une parabole peut étre considérée comme une ellipse
dont la distance des foyers serait infinie. Il est évident,

d’aprés cela, que le centre est aussi al'infini, ainsi que le

second foyer. (Géom. anal.)

266. Une parabole étant donnée, on peut se proposer de
retrouver son grand axe.

On copstruira deux cordes paralléles, et la droite ¢s
passant par les milieux de ces cordes sera un diamélre;
construisant mm' perpendiculaire sur gs, on en prendra le
milien p, ce'qui donnera un point du grand axe que l'on
ménera parallélement 4 gs.

Cela vient de ce que dans la parabole tous les diamélres
sont paralléles. (Géom. anal.)

—
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Tangentes & la parabole.

267, Si le point de tangence est donné sur la courbe,
on construira ( fig. 212) I'ordonnée mp passant par ce
point; puis portant Ap de A en g, ce dernier point ap-
partiendra 4 la tangente.

Celte construction résulte de ce que, dans toute para-
bole, la distance qp, que l'on nomme la sous-tangente , st
toujours double de U'abscisse du point de tangence.

268. Si par le point 5, milieu de ¢m, on méne une per-
pendiculaire a la tangente, le point F, ou cette perpendi-
culaire rencontrera I'axe AX, sera le foyer de la parabole.
Enfin, portant AF de A en D, et construisant la perpendi-
culaire cD, on aura retrouyé la directrice.

269. On peut encore, pour conslruire la tangente, opé-
rer comme il suit:

On joindra le foyer F avec le point de tangence, par la
droite Fm , et aprés avoir mené mE’, paralléle au grand
axe AX, on partagera l'angle FmF' en deux parties égales
par la droite ms qui sera la normale; il ne restera plus qu’a
mener au point m une perpendicu!ﬂire SUr S,

Dans cette construction, mE' remplace le rayon vecteur
allant aboutir au second foyer, silué a I'infini, comme nous
Vayons dit plus haut.

270. Silon voulait mener une tangente paralléle & une
ligne donnée be, on construirait la corde Ad paralléle &
cette ligne, et la droite wm', menée par le milieu de Ad pa-
rallélement & Paxe AX, déterminerait en m' le point de
langence ; ce qui suffit, puisque la direction de la tangente
est donnée,

271. Construire une tangenie a la parabole, par un
point hors de la courbe,
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Soito (fig. 213) le point donné. On décrira de ce point,
comme centre, el passant par le foyer, un arc de cercle ul's
qui coupera la directrice aux deux points u, s ; on ménera
par ces deux points et parallelement I'axe AX les droites
sm', um", dont les intersections avec la courbe seront les
points de tangence.

Cetle construction est analogue a celle que nous avons
donné (263); la directrice remplace le cercle décrit du se-
cond foyer comme centre.

Hyperbole.

972. L’hyperbole ne différe de Uellipse quen ce qu'au
lien de la somme, c’est la différence des rayons vecteurs qui
est ézale & une quantité constante que 'on nomme 2a,

973. Construction de Uhyperbole.

Les foyers F, ' d'une hyperbole étant donnés, ainsi que
la quantité 2a qui est la différence des rayons vecteurs; du
point ', comme centre avec un rayon quelconque F'o, on
décrira un acc de cercle; ensuile du point F, comme centre,
avec un rayon FO égal aF'O4-2a, on décrira un second
arc, el le point ol ces deux arcs se couperont appartien-
dra 4 la courbe demandée.

97k, On peut aussi décrire Ihyperbole par un mouve-
ment continu. Pour cela, on attachera une régle par son
extrémité , de maniere qu’elle puisse tourner autour du
foyer F', puis au foyer F, el & I'autre extrémité de la régle,
on attachera un fil dont lalongueur totale me-4-ck doit étre
égale ala longueur de la régle moins 2a; il est évident que
si on pousse la régle avec un crayon placé au point ¢;
quelle que soit la place ot I'on conduira cg crayon, la par-
tie cF du fil sera tonjours égale a ¢F' moins 2a; ce qui esl
conforme & la définition de I'hyperbole.
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975, Ici, comme dans Pellipse, toute ligne telle que v,
qui passe par le milieu de deux cordes paralléles, se nomme |
un diamétre , etle point A , miliea de la portion de ce dia-
méire comprise entre les points ot il coupe la courbe, se
nomme le centre. Le diamétre X X', qui passe par les foyers,
se nomme 'axe transverse, et YY', qui lui est perpendi-

' culaire, se nomme l'axe non-transverse. La portion BB'de
Paxe (ransverse est égale 4 24.

| Asymptotes:

276.ll existedans le plan de toute hyperbole deux droites
qui jouissent de propriétés remarquables. Ces droites,
AD, AE, passent par le centre de Ia courbe et s'en rap-
prochent sans jamais la toucher, ou, en d’aulres termes,
elles ne touchent la courbe qu'a l'infini. On leur donne
le nom d'asymptotes.

277. Les asymptotes fournissent un moyen aussi simple,
quélégant de construire une hyperbole lorsqu’on en con-
nait un point, En effet,

Soit donné le point s et les deux asymptotes DD', EE".

' On construira dans une direction quelconque en passant
' par le point s, la sécanle pu, et prenant ps, on le portera
deuen p; ce qui donnera le pointe. De méme, conslruisant
une autre sécante sz, on porlera st de ¢ en 7. En continuant
ainsi dans toutes les directions, ou aura autant de points

| que P'on voudra sur les deux branches de la courbe.

i 278. La courbe élant construile, le centre et les axes

j pourront étre retrouvés comme dans I'ellipe. Pour obtenir
les foyers, on décrira un arc du point A, comme centre,
de manic¢re & passer par le point %, ou Pasymptote est
rencontrée par ordonnée Bl ; les intersections de ce cercle
avec Pare transverse seront les foyers,
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On ferait 'opération inverse si 'on voulait construire
les asymptotes, connaissant les foyers. (Géom. anal.)

Tangentes a Uhyperbole.

9279. Les tangentes & Phyperbole s’obtiennent par les
mémes moyens que les tangentes a Uellipse.

Ainsi, par exemple, m étant le point donné (fig. 215),
on construira le rayon Am, puis la corde B'c paralléle &
cerayon, enfin la corde supplémentaire B, qui sera paral-
léle & la tangente et qui en déterminera la direction.

980. On peut encore, pour obtenir la tangente en un
point donné de I'hyperbole, construire pm parallele a I'a-
symptote; puis faisant Ao=2Ap, le point 0 a ppartiendra
aJa tangente. Celte construction provient de ce que, dans
toute hyperbole, si 'on construit une tangente, le point de
tangence doit toujours occuper le milieu de la portion de
la tangente comprise exitre les asymptoies (Géom. anal.)

281. Enfin, on peut encore construire la tangente en un
point donné m', en construisant les deux rayons vecteurs
F'm/, Fm/, et parlageant 'angle que ces rayons font entre
eux, en deux parties égales.

982. Pour construire une tangente paralléle & une ligne
donnée s, on ménera d’abord la corde Be paralléle a cette
ligne, puis le rayon Am passant par le milieu de la corde Be
déterminera en m le poinl de tangence, et comme I'on con-
naft la direction dela tangente, il sera facile dela construire.

983. Construire une tangernte &l ‘hyperbole par urt point
pris en dehors de cette courbe.

Seit o le point donné. De ce point, comme centre, on
déerira un premier cercle passant par Fun des foyers F, De
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'agtre foyer F', commeeentre avec un rayon égal 1 B'B=9q,
on décrira urisecond cercle, et Von joindra par deux droites
les points d’intersection de ces deux cercles avec le foyer F'
qui a servi de centre au second cercle; les pointsm/,m" ot
ces droiles rencontreront la courbe, seront les points de
tangence.

28%. La similitude entre les constructions précédentes
et celles que nous avions indiquées plus hauat pour ellipse
est une conséquence de Fanalogie qui existe entre les pro-
priétés des deux courbes (Géom. anal.)

285. Il existe encore un grand nombre de courbes, que
Pon peat construire graphiquement au moyen de lear dé-
finition géomélrique,

Je me contenterai, pourlemoment ; de quelquesexemples
remarquables par leur propriétés.

Cycloide.

986. Si I'on fait rouler la circonférence A (fig. 217,
Pl. 532); sur la droite 1—1" chacun des pomts de cette
circonférence décrira une eycloide.

Pour tracer la courbe parcourue pat Ie point 1, on par-
tagera la circonférence du cercle mobile en parties égales,
que L'on portera sur la droite directrice 1—1, qui, par
conséquent, sera égale au développement de la circonfé~
. rence du cercle A,

I Cela étant fait, si nous supposons que le point 5 de la
k circonférence mobile soit arrivé an point 8/, le point 1, gé-
nétateur de la courbe, se sera élevé jusqu'it Ja haulewr &

\ lagguelle se trouvait le potal 5, avant le comniencement

du mouvement. De sorle que le point 1" sera déterminé
par Finterseetion de 'horizontale 5—1" avee la circonfé-
rence qui touche la directrice au point 5'. .
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Par la méme raison, le point 1" sera déterminé par I'in-
tersection de I’horizontale du point 6 avecla circonférence
qui touche la directrice au point 6', etc.

987. Les points 1 et 1" sont deux points de rebroussement
A droite et a gauche desquels le point 1 engendrera d’aulres
branches de cycloules égales & Ja premiére.

988. La courbe mm"'m" est une cycloide rallongée. Elle
représente le chemin parcouru par le point m situé sur le
prolongement du rayon o—1 qui passe par le point géne-
rateur de la cycloide principale.

989. La courbe nn"'n" est une cycloide raccourcie en-
gendrée par le mouvement du point L.

990. Les trois courbes 1—1"—17, mm!"'m?, nn'"n" peu-
vent se construire en méme temps. Ainsi, lorsque le centre
du cercle mobile sera parvenu au pui‘nt o”, on tracera le
rayon o"—1" sur lequel on porlera 1" —m! égal Al—m,
et 1"—n'" égal & 1—n. Le point m" appartient a la cycloide
rallongée et le point " & la cyclaide raccourcie.

Tangentes a la cy cloide.,

291 Lorsque le cercle mobile devient tangent au pnint
!, le point générateur 1" se meut pendant un instant in-
ﬁmment petit, comme s'il tournait autour du point 12,
d’ou il résulte que la droite ac perpendiculaire au rayon
12'— 1" sera également tangente a la cycloide.

292. Les mémes raisons permettront de construire les
deux droites a'¢, a"¢" langentes aux cycloides rallongées
et raccourcies, parce que le point 12' peut étre considéré
comme le cenlre de lrois arcs de cercles inﬁniment peti[s

tangemls aux {rois courbes 4—1""—47, mm/"'m’, mz ¥,

e p—
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293. 1l ne faut pas conclure de ce qui précéde que la
droite 12' —1" soit le rayon de courbure de la cycloide au
point 1'. Le cercle v1"u est tangent a la courbe, mais il
ne faut pas le confondre avec le cercle osculaleur, qui doit
avoir un rayon double de 12'—1". En effet, décrivons la
circonférence A" égale au cercle A générateurde la cycloide,
prolongeons 1"—12' jusqu’au point 17, et tracons la corde
18—17, l'angle 12'—17— 18 sera droit.

Or, si nous supposons que l'on fasse rouler le cercle A"
sur la droite 18—19 paralléle a 1'—16', le point 17 engen-
drera une cycloide ézale a celle qui était engendrée par le
point 1 du cercle A. 1l y aura seulement cette différence
que le point de rebroussement de la cycloide 19—1" sera
sur la perpendiculaire élevée au milien de 1—1".

L'angle 12'—17—18 étant droit, puisqu’il est inscrit
dans une demi-circonférence ;ladroite 1*—17, normale ala
cycloide 1—1"—1", sera tangente a lacycloide 19—17—17,
et par conséquent la seconde de ces deux courbes sera la
développée de la premiére (210); la droite 1Y—17, double
de 1"—12'sera le rayon de courbure au poin 17, et le point
17 sera le centre du cercle osculateur.

29k. On peut encore conclure de ce qui précéde (210)
que la droite 19—1" est égale au développement de l'arc
19—17, de sorle qu'en doublant cette droite 19—1", on au-
rait la longueur totale de 'arc 1—1"—1", qui, par consé-
quent, est exactement égal a & fois le diamétre du cercle

mobile A.

295. Pour mener une tangente a la cycloide par un point
extérieur ou parallélement a une droite donnée, on em-
ploiera les moyens indiqués aux n® 229 , 233; ce qui sera
d’autant plusexact, que la construction ci-dessus détermine
les normales auxiliaires avec la plus grande précision.
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296. On peut aussi opérer de ia maniére suivante.

On remarquera d'abord que Pangle 12'—1"—20 étant
droit, ses deux cdtés doivent passer par les extrémités du
diameétre 12'—20. D’aprés cela,

Sur le diamétre 6'— 24 perpendiculaire & 1'— 1¥, on
conslruira le triangle rectangle 6'—24—22, dont un cété
24—233 passerait par le point donné p.

On recommencerail celle construction pour trois po-
sitions du cercle mobile A, etla courbe zz, qui contient les
sommels de tous ces Iriangles reclangles, renconlrera Ia
cycloide en un point 1", qui sera le point de tangence de-
mandé.

997. Pour construire une tangente paralléle & une droite
donnée bk, ont construira la corde 21 —23 paralléle & la
droite hk, et Fon fera glisser le cercle A' parallelement &
lui-méme, jusqu's ce que le point 23 soit arrivé sur la cy-
cloide, La droite horizontale 23—1" remplace la courbe zx
employée dans le probléme précédent.

Epicycloide.

998, Si, att lien de faire rouler le cerclé mobile A sur une
ligne droite, on le faisait rouler sur la circonférence d'un
autre cercle B ( fig. 218), la courbe éngendrée 1—1'—1" se
nomerait une épicyclotde.

Cette courbe se tracerait par des moyens analogues &
ceux que nous avons employés pour la cycloide. Il suffirait
de remarquer que les lignes qui, dans I'exemple précédent,
étatent droites et paralleles & la lizne 1—1", sont i¢i rem-
placées par des cercles concentri¢ites.

Ainsi, quand on aura fait Pare 1—2' da cerele directeur
B égal i Pare +—2 du cérele mobi'e A, le point 1’ de Vépi-
cycloide demandée séra déterminé par Vinterseetion de
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['ure de cercle 2—A' et de la circonférence 2—1'" qui touche
au point 2' le cercle directeuar.

299, La courbe m—m'—m'—m" est une épicycloide

rallonsée ensendrée par le point m situé sur le prolonge-
g ) I ; ”

ment du rayon o—1, et la courbe n—n'—n'—n ""est une

épicyc!cﬁde raccourcie engendrée par le point 7.

300. Les tangentes 4 V'épicycloide se construiront comme
celles de la cycloide. Ainsi, par exemple, lorsque le cenlre
du eercle mobile sera parvenu au point 0, les points géneé-
raleurs des [roiscourbesauront pris Jes 1105iLi0ns u”, 1" s
en joignant ces points avec 2", on aura les Lrois normales
g, 9'—4", 2" —n", et par suile les trois tanmgentes

a'c", ac,a'cd.

301. La courbe 1—1'—1"( fig. 219) est une épicycloide
intérieure. Elle est engendrée par le mouvement dupoint 1,
lorsque le pelit cercle A roule dans Pintérieur du cercle B.
Le rapport des deux cercles étant ici comme 1:3, il en ré-
sulte que, si on continue le mouvement, les points de
rebronssement seront toujours situés i la méme place, ce
qui n’aurait pas lieu dans Uexemple précédent,

302. Les detix coutbes mm'm", an'n", sont éngendrées
par les points m et n.

303. La courbe 1"—p serait engendrée par le point 1", s
on faisait rouler le plus grand eercle B sur le petitcercle Al

304. Enfin, on peut encoreregarder comme un cas par-
ticulier des épicycloides la courbe vu engendrée par lextré-
mité de la droite zv qui roulerait sur la circonférence B.
Nous avons vu (212) que cette courbe était la dévelop-
pante du cercle.

305. Lorsque le rayon da cercle mobile est exactement




+.:
i
i
|

140 LIGNES COURBES. PL. 59.
la moitié du rayon du cercle directeur, I'épicycloide inté-
rieure devienl un diamétre de ce dernier cercle.

En effet, nommons R le rayon du cercle directenr B
(fig. 221), et rle rayon du cercle mobile A | et supposons
que ce dernier cercle soit parvenu en A', on aura

arc @G : 2nR :: angle 2 : & angles droits.

arc ac : 2nr iiangle o' : b angles droits.
Mais

de plus,
B.: 2!'.
Par conséquent,
IR = lnr
On aura done
aGihar s ol
ac < 2mariiie sk
De la on tire
haC=hrre,
hae = hnre.
Done,
arc aC=arc ac.

Ainsi, quand le cercle mobile touchera le cercle direc-
2 9

teur au point @, le point G sera parvenu en ¢, el par con-
séquent il n’aura pas quitté le diamétre CD.

306. La droite 1—1" ( fig. 220) est engendrée par le
mouvement du point 1, lorsque l'on fait rouler le pelit
cercle A dans le cercle double B.

La courbe mm'm' est engendrée par le point m, et la
courbe nn'n" par le point 7.

Spirales.

307. Si un point tourne autour d’un autre en §'éloi-
gnant ou se rapprochant de ce dernier point, la courbe
engendrée est une spirale. La quantité dont le point géné-

— e ———
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rateur s’éloigne ou s'approche da centre pendant une ré-
volution, la régularité ou l'accélération de ce mouvement
suivant certaines lois déterminées peuvent donner lien 4
une infinité de spirales différentes. Nous ne parlerons ici
que de la courbe engendrée par un point qui se rappro-
cherait & chaque instant d’une quantité proportionnelle
aux espaces angulaires parcourus; ou autrement nous sup-
poserons que le point générateur se meut uniformément
sur une droite ac, pendant que cette ligne parcourt des
espaces angulaires égaux, en tournant autour de 'une de
ses extrémités; ainsi, par exemple, on veut construire
(fig- 223) la courbe parcourue par le point a, qui tourne-
rait autour du point ¢, dont il se rapprocherait , & chaque
révolution, d'une quantité Ak (fig. 222). Cetle courbe est
connue sous le nom de spirale d’ Archiméde.

308. Construction de la spirale. On fera (fig. 223) ao
égal a hk, puis, aprés avoir partagé o en parties égales,
en 8 par exemple, on Lracera les 8 rayons c—1,c—2,
¢—3, ete. , faisant entre eux des angles égaux.

Ensuite,du pointe, comme centre, on décrira un arc de
cercle par chacun des points de division de la droite ao.

Les intersections de ces arcs de cercles avec les rayons
¢—1,¢c—2,c—35 délermineront tous les points de la pre-
miére révolution de la courbe demandée.

On opérera de la méme maniére pour la seconde et pour
la troisi¢me révolution.

309, Latangente mu, pouvant toujours étre considérée
comme le prolongement d’un élément infiniment petit de
la courbe, sera 'hypoténuse d'un triangle rectangle mnu,
dont la base mn doit étre 4 la hauteur nu comme le déve-
]oppement du cercle, qui contient le point de tangence m,
est a la quantité 4k ; ou comme telle partie que I'on vou-
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dra du cercle mm' est 4 une partie correspondante de la
droite fik,

Ainsi, par exemple, si on fait mn égale & § de Ja circon-
férence mm/, il faudra fuire nu égal a 3 de Ak,

310. Si on fait le triangle rectangle mex semblable au
triangle mnu, la droite xm sera normale au point m.

311. Enfin, en construisant plusieurs normales et opé-
rant , comme nous l'avons dit , aux n® 229, 233, on pourra
toujours comsfruire des langenles par un point extéricur
ou parallélement a Lelle ligne donnée que I'on voudra.

CHAPITRE II.

SURFACES CYLINDRIQUES.

312. Nous avons, dans les livres précédents, résolules
questions principales qui dépendent du plan. Nous allons
étudier actuellement les propriétés des surfaces courbes.

Si on jette un coup d'eil sur les différents produitsde
I'industrie, les formes des corps terminés par des surfaces
courbes paraissent variées d’'un si grand nombre de ma-
niéres, qu'il semble au premier abord diflicile de recon-
naitre les propriétés particuliéres a chaque espéce.

Mais, en procédant avec méthode, on peut facilement
déduire toutes ces propriétés d'un petit nombre de prin-
C]pCS generuux.

313. La premiére et la plus essenticlle des surfaces
courbes que nous allons étudier est celle & lagquelle on
donne le nom de ¢y lindre.

Il ne faut pas attacher a ce mot le méme sens que dans
la géomélrie ¢élémentaire; en effet, dans celte parlie des
mathémaliques, un eylindre (fig. 226, Pl 33) cst un
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corps ou solide engendré par un rectangle acyu, que I'on
ferait tourner autour d’un de ses c6lés ac, landis que, dans
la géométrie descriptive, on donne le nom de cylindre
(fig. 224) & la surface engendrée par une droite ac qui se
meut parallélement & elle-méme ; quelles que soient, du
resle, les conditions qui délerminent le mouvement de
cette droite, que I'on nomme la génératrice du cylindre.

314. On peul toujours supposer que la génératrice est
assujeltie a s'appuyer conslamment sur une courbe quel-
conque du, que I'on nomme la directrice.

315. Ainsi la nature du cylindre dépendra principale-
ment de la forme de sa directrice, et 'on concoit que si cette
courbe élait remplacée par une ligne droite, le cylindre
deviendrail un plin; ce qui aulorise & considérer le plan
comme un cas particulier parmi les surfaces cylindriques.

Cette analogie entre le plan et le cylindre est une des
relations qui nous seront le plus utiles. C'est pourquoi
je vais ldcher de meltre en éyidence les propriétés com-
munes & ces deux surfaces.

Si nous supposons que I'on conserve comme conslante la
génératrice ac d'un cylindre (fig. 225), mais que 'on aug-
mente graduellement le rayon de courbure de la direc-
trice du,cetle courbe deyviendra successivement d'v',d'u" ;
et lorsque le rayon de courbure sera infini, la direcirice
primitive se transformera en une droite d"a", et la sur-
face cylindrique en un plan pu" :

Si on change le sens de courbure de la directrice, on
obtiendra le cylindre d"u".

Tous ces dilférents cylindres se touchent et sont touchés
par le plan pu"' suivant la génératrice commune ac.

Clest pourquoi nous donnerons dés a presenl au plan

pu" Ie nom de plan tangent.




144 CYLINDRE. PL. 35.

316. Il semblerait résulter de ce que nous venons de
dire qu’un plan tangent & un cylindre ne doit ayoir qu’une
droite commune avec cette surface.

Cette définition du plan tangent ne serait pas exacte
pour plusieurs raisons.

D’abord, la directrice d'un cylindre pouvant avoir un
grand nombre de sinuosités, un plan qui toucherait ce cy~
lindre suivant une génératrice ac ( fig. 227) pourrait en-
core le couper suivant d’autres droites a'c

Ensuite, la condition de n’avoir qu’une droite commune
avec un cylindre pourrait tout aussi bien convenir & un
plan coupant pg-( fig. 229).

Il faut done ticher de trouver, pour le plan tangent au
cylindre, une définition plus compléte.

Supposons (fig. 228) que le cylindre A soit coupé par
un plan pg paralléle a sa directiun, la section se compo-
sera des deux généralrices ac, a'c',

Or, si nous faisons {cmrn:.r le plan pg autour dea'd', ]a
droite ac se rapprochera de &'c’ sans cesser de lui étre pa-
rallele; et lorsque les deux généralrices ac, a'c’ séront
réunies en une seule, le plan pg sera devenu p'y/, et, dans
cette nouvelle position, il sera tangent au cylindre.

Nous serons donc conduits & dire qu'un plan tangent &
un cylindre est celui qui contient deux génératrices réu-
nies en une seule, ou, ce qui est la méme chose , deux gé-
nératrices dont la distance est nulle.

317. Au lieu de faire tourner le plan pg autour de la
géndratrice a'c’, on aurait pu le faire mouvoir paralléle-
ment 4 lui-méme ou de toute autre maniére , mais on serait
toujours arrivé i cette conséquence que le plan deviendra
tangent aussilét que les deux lignes de section ac, a'c' se-
ront réunies en une seule,
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318. Il semblerait, au premier abord , gqu’au moment
ou ces deux génératrices sont réunies, on doit les considé~-
rer comme n'en faisant qu’une. Il est vrai que les deux
'ﬁl‘i\‘ droites qui se sont ainsi rapprochées n'occupent pas plus |
o de place qu’une seule; mais cependant il est Lres-essentiel |
i de distinguer une génératrice simple ou une génératrice
de section, telle que ac (frz. 229), d'une génératrice de
e tangence que l'on pourra nommer généralrice double , '
puisque I'on peut toujours supposer qu'elle résulte du |
rapprochement de deux génératrices de section, ef l'on '
devra se rappeler qu'il esiste entre ces deux lignes cette 5
diffévence trés-grande, que la génératrice de section ne
suffit*pas pour déterminer la direction du plan coupant, I
qui, tournant autour de celte droite, peut prendre une {
infinité de positions différentes (fig. 229), tandis que la .!
position du plan tangent p'g'( fig. 298) sera déterminée pat
la génératgice de tangence a'c!, puisqu’il ne pourrait pas
i-r tourner autour de cette ligne sans devenir un plan cou-

pant, ce qui dédpublerait aussitdt la géneratrice de tan-
gence et la décopposerait en deux génératrices de seclion
a'c,a'c", qui s'écarteraient Pune de autre & mesure que
le plan se rapprocherait de la position pg.

L

319. On peut encore étre conduit aux conséquences
précédentes en supposant que le cylindre soit coupé par
un plan quelconquepg (fig. 230},'que Pon ferait ensuile
tourner autour d'une droite mn tangenle a la courbe de
section ac, celte courbe deviendrait alors stcecessivement
ac',c"ac'", en s'allongeant toujours i mesure que le plan se
rapprocherait de la direetion du cylindre, et lorsqu’il an-
rait atteint cette direction, les deux branches de la courbe
seraient réunies en une seule et formeraient aloes Ia gé-
neratrice de tangence ac',

10 i
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Enfin, on peut encore supposer que le cylindre est un
prisme dont le nombre des faces serait infini,

Dans cette dernicre hypothése (fig. 231) le plan tan-
gent sera le prolongement de I'une des faces du prisme,
et la largeur decetle face devant étre considérée comme
nulle, les deux aréles ce, ¢'¢' mfiniment rapprochées for-
meront la génératrice de tangence.

320. Concevons ( fig. 232) une courbe quelconque aa'm
située sur le cylindre A | et joignons par une sécante les
deux points a et @', suivant lesquels cette courbe serait
coupée par un plan quelconque pg paralicle an cylindre.
Si nous faisons tourner le plan pg pour le ramener ans
la position p'q', le point a se rapprochera du point &', et
lorsque le plan p'q' sera langent, les deux poinls a et &' se-
ront réunis; la droite aa' aura pris la position mn et sera
située dans le plan tangent p'g'. . .

Ainsi, le plan tangent p'q’ contiendra la droite mn tan-
geute au point @' 2 une courbe quelcongue située sur la
surface du cylindre; de sorte que Ia consfruction du plan
tangent se réduit a faire passer un plan par les deux droites
c'd', mn.

La courbe aa',m pouvant étre prise 'arbitrairement, il
en résulte que le plan tamgent au cylindre contient toutes
les droites qui toucheraient la’surface en un point quel-
conque de la ligne c'c.

Cylindre projetant, Courbes & double courbure.

321. La premiére application que nous ferons des sur-
faces cylindriques aura pdur but de déterminer les pro-

Jjections des lignes courbes.

Soit ABCD ( fig. 283, PL 54) une courbe quelconqﬁ-e
située dans l'espace. Si de chaque point de cette courbe

T
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on abaisse une perpendiculaire sur le plan de projection
P, la courbe abed, qui contient les pieds de toutes ces
perpendiculaives, sera la projection de la courbe.

La surface qui confient toutes les perpendiculuires Aa,
Bb, Ce, elc., se nomme cylindre projetant. La courbe
abed , trace du cylindre praojetant, est la projection de la
courbe ABCD. ;

Une seule projeclion ne suffit pas pour déterminer une
courbe dans l'espace, car il est évident que la projection
abed serait la projection commune & toutes les lignes
courbes tracées sur la méme surface projetante.

322. Il résulte de ce que nous venoas de dire, que pour
déterminer la grandenr et la position Q’une ligne courbe
dans Pespace , il faut la projeter sur deux plans, car alors
chacun de ses points élant déterming de position, la courbe

ellesméme sera déterminée.

323. La projection verticale d'une courbe est la ligne
qui passe par les pieds de toutes les perpendiculaires abais-
sées des diflérents points de cette courbe sur le plan ver-
tical, et la projection horizontale est la ligne qui contient
les pieds de toules les perpendiculaires abaissées sur le
plan horizontal.

324. Soit (fig. 23k) @'bc'd'ef'g' WK la projection ver-
ticale d'une courbe quelconque, et abedefihik sa projec-
tion horizontale, il est éyident que la courbe sera déter-
minée dans l'espace, car devant étre ¢n méme temps dans
les deux cylindres projetants dont les lignes données sont
les traces, elle sera Vintersection de ces deux surfaces et
participera de la courbure de chacune delles. _

Clest pour cette derniére raison que Von deonne & ces
courbes en général le nom de courbes & double cowrbure.
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328. Si l'on partage la projection verticale a'6'c'd'.... en
un assez grand nombre de parties pour que V'on puisse
sans erreur sensible considérer chacune d’elles comme une
ligne droile; si on porte tous ces petits arcs a la suite les
uns des autres, comme on le voit ( fig. 233), la ligne
a'b'c'...Ka', que'on obtiendra,serale développementde la
projection verticale de la courbe.

Supposons actuellement que par chacun des points
a', b, ¢, on éléve sur la droite que l'on vient d’oblenir une
perpendiculaire égale & la distance du point correspondant
de la courbe donnée au plan vertical de projection (10), et
que par les extrémités A, B, G, ..... K, A, de ces perpendi-
culaires on fasse passer une courbe, on aura le développe-
ment de la surface projetante perpendiculaire au plan
verlical.

La courbe ABCD....KA représente ce que devient la
courbe donnée dans le développement du cylindre proje-
tant perpendiculaire au plan vertical.

On aurait pu de la méme maniére développer le cylindre
perpendiculaire au plan horizontal.

826. Prenant les arcs AK, KI, IH, etc., et portant leur
longueur en ligne droite et a la suite les uns des autres
(fig. 236), on obtiendrala courbe donnée dans sa véri-
table longueur. C'est ce qu'on appelle rectifier une ligne
courbe.

327. Si l'on voulait obtenir les projections des points
qui, a partir du point A, parfageraient la courbe donnée
en trois parties égales, on partagerait la ligne droite AA;
ce qui donnerait deux points M, N, que l'on reporterait
d’abord dans le développement ( fig. 235), d’ou Pon dédui-
rail facilement les points m', n', qui , reportés eux-mémes
sur la projection verticale de la courbe, donneraient les
projections horizontales m , 7.
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On emploierait le méme moyen pour partager une
courbe quelconque en tout autre nombre de parties ¢gales
ou ayant entre elles des rapports donnés.

328. On nomme trace d’'une courbe, les points ou cetle
courbe perce les plans de projection.

Soit (@,a') ( fig. 237) une courbe donnée. Le point (%, ')
ayant sa projection verticale sur la ligne AZ , appartient
au plan horizontal , et représente la trace horizon tale de la
courbe. Le point (¢, ¢'), dont la projection horizontale est
sur la ligne AZ, sera la trace verlicale.

Il est facile de reconnattre que (¢, ¢') est le point olt la
courbe perce le plan horizontal p, et (d.d") celui ou elle

perce le plan vertical p'. :

329. Trouver Uintersection dune courbe (a,a') avec un
plan quelcongue.

Concevons par cette courbe le cylindre projetant per-
pendiculaire au plan horizontal , et cherchons laligne (6,4")
qui provient de l'intersection de cette surface par le plan
donné p". Le point (m, '), on les lignes a' et &' se ren-
contrent, est le point demandé.

Pour oblenir la ligne &', il suffit de construire les points
ou le plan p' esl percé par chacune des verticales ¢, ¢', ¢",
génératrices du cylindre vertical qui a pour directrice la
courbe a.

On aurait pu toat aussi bien faire usage du cylindre
projetant perpendiculaire au plan vertical.

La seule différence qu'il y ait entre ce probleme et celui
de l'intersection d'une droite avec un plan, que nous avons
résolu (70),c'est qu'alors la surface projetante de la ligne
donnée était un plan perpendiculaire au plan de projection.

330. Construire une tangente a une courbe quelcongue.
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Nous avons dit (200) qu'une tangente & une courbe
quelconque devail éire considérée comme le prolonge-
menl d'un arve infiniment petit de cetle courbe ; on concoit,
en effel, qu'nne ligne droite qui n'aurait gu'un point de
commun avec une courbe, ne serait pas pour cela une
tangente 5 cette courbe. Ainsi, une ligne droite oblique
ou perpendiculaire an plun d'un cercle et qui passerail
pir un poinl de sa circonférence, n’aurail qu'un point de
commun avee ce cercle, et cependint ce neserait pas une
tangente, parce qu’elle ne serait pas dans le plan de la
courbe.

Une ligne qui naurait qu'un point de commun avec
une courbe & double courhure quelconque ne serail pas
non plus une tangenle a celte courbe: il faut encore,
pour gue on puisse la considérer comme telle, qu’elle
soit située dans le plan osculateur (204 ) qui contient I’arc
infiniment petit dont ellc est en quelque sorte le prolon-
gement,

Nous avons dit (320) que le plan tangent aun cylindre
contient les tangentes a toutes les courbes qui passent par
le point dé tangence sur la surface du cylindre,

De 1i résulte le moyen de construire une tangente A une
courbe a double courbure.

Soient (a,a') (fig. 238) les deux projections de celte
courbe, le point de langence (m1, m') élant donné, -

Concevons par le point m' une tangente a la projection
verlicale de la courbe, on pourra considérer cefle tan-
genle comme la trace d'un plan p perpendiculaire au plan
verlical et tangent au cylindre projetant horizontal. Or,
d’'aprés ce que nous venons de dire, ce plan doit contenir
la tangente a la courbe; de plus, celte tangente doit étre
située dans le plan p, tangent a la surface projetante per-
pendiculaire au plan horizontal. Done la tangente cher-
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chée devant faire partie des deux plans p et p', sera leur
intersection, d’ot l'on voil que

331. Pour construire une tangente en un point donné
d'une courbe queleconque , il suffit de construire par les
projections du point donné, deux tangentes-aux projec-
tions de la courbe. Ces lignes seront les projections de la
tangente a la courbe.

332. Construction de la normale. Je dirai de la nor-
male ce que je viens de dire de la tangente. Toute ligne
droite passant pav le point de tangenceet perpendiculaire a
la tangente , n’est pas nécessairement une normale. Il faut
encore pour cela qu’elle soit dans le plan de la courbe , si
cette courbe est plane, ou dans le plan osculateur, 'l sagit
d’une courbe & double courbure. Donc, si 'on veut oble-
nir la normale au point (m,m') de la courbe a double cour-

-bure (a,a') (fig. 238), on choisira deux aulres points
(n,7') (u,u) sur la courbe et & peu de distance du point
donné (m,m'); puis aprés avoir construit les trois tan-
gentes (pu, v'u'), (sm, s'm'), (on, o'n'), on délerminera les
points ¢, s, 0, ot ces tangentes percent le plan horizontal,
et I'on fera passer une courbe par ces points, Or, il est évi-

dent quesi les trois points (uw'), (mm'), (m), étaient

infiniment prés l'un de autre, les trois tangentes pour-
raient étre considérées cemme dans un méme plan qui
_serait le plan osculateur, et la ligne vso'serait droite et se
confondrait avec sa tangente sz. Donc, en conslruisant
cetle tangente, on pourra la regarder comme la trace du
plan osculateur en (mm')

Faisant tourner ce plan autour de sa trace sz pour le
rabattre sur le plan horizental de la projection, le point de
tangence (mm') viendra se placer en m”. La tangente sera
représentée dans le rabattement par sm". On lui ménera la
perpendiculaire-m"z qui sera la normale rabattue sur le
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plan horizontal. En faisant revenir le plan osculateur 4 sa

place, le point (zz') ne bougera pas, et les deux projections
de la normale seront (zm, z'm').

333. Courbes planes inclinées par rapport aux plans de
projection. Dans tout ce que nous venons de dire sur la
projeclion des courbes, nous avons supposé, pour plus de
généralité, qu il s ‘agissait d’une courbe & double courbnre ;

mais si la courbe élait plane, et qu’on le siit d’avance, on
pourrait souvent rendre les construgtions plus simples en
prenant ( fig. 239) 'un des plans de projection perpendi-
culaire au plan de la courbe. Au moyen de cette précau-
tion, 'une des projections de la courbe se confond avec la
trace du plan qui la contient, et qui, dans ce cas, devient
I'une des surfaces projetantes. Ainsi, le plan de la courbe
(abe, a'b'c') étant perpendiculaire au plan horizontal , sa
projection sur ce plan sera la droite ae.

Si. 'on voulait avoir la.courbe dans sa véritable gran-
deur, on ferait tourner le plan qui la contient autour de sa
trace verticale, et on obtiendrait &"8"¢". Les droites
(db, db") sont T projection verticale et ]e rabattement
d'une langente dont la projection horizontale se confon-
drait avec celle de la courbe.

33k. Les deux projections dune courbe étant données,
reconnaitre st cette courbe est plane.

1 est évident que toute courbe qui se projette en ligne
droite est nécessairement une courbe plane.

Prenant sur la courbe (fig. 240) deux points (aa', 0o')
situés, pour plus de simplicité, sur une méme droite ho-
rizontale, et construisant le plan vertical p perpendicu-
laire sur cette horizontale, on cherchera la projection de
la courbe sur ce plzm; si cette projection est sune ligne
droite, on pourra en conclure que la céurbe est plane;
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car il est évident que toute courbe qui se projette par une
ligne droite est nécessairement située dans le plan projetant
dont cette'ligne est la trace,

Il est bien entendn que celte maniére de reconnaitre si
une courbe est plane n'est pas rigoureusement exacle, et
qu'elle ne doil étre employée que dans le cas ot I'on serait
privé de moyens plus rigoureux résullant de la définition
géométrique de la courbe donnée.

Je terminerai ce sujel par I'étude des propriélés de 'une
des courbes les plus utiles que 'on puisse tracer sur un
cylindre.

Hélices.

335. Lorsqu'une courbe coupe toutes les généralrices
d'un cylindre suivant le méme angle, on lui donne le nom
d’félice. T

On peut dire encore que I'hélice est engendrée par un
point qui s'éloigne & chaque instant d’un plan perpendicu-

Jaire an cylindre, d'une quantité proportionnelle a l'arc

PHI‘COU.T'U Pflr 5a Prf‘l_jectiou sur ce '{)1:—1“.

Ainsi, par exemple, si nous supposons que le cylindre A
(fig. 281, Pl. 35)soit perpendiculaire au plan horizonlal,
Phélice a;a'a’ serait engendrée par le point aa’ qui s'éléve-
rait a chaque instant d’une quantité proportionnelle & l'are
de cercle parcouru par la projection horizontale a.

336. La distance a'a" entre deux intersections succes-
sives de la courbe avec la méme généralrice se nomme le
pas de Ulélice, et la portion de courbe correspondante a
une révolution entiére se nomme une spire.

337. La section droite du cylindre est une hélice dont
le pas est égal 4 zéro.

338. Les hélices se distinguent par lanature de la section
droite du cylindre sur lequel elles sont tracées. Lorsque

»
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cette section est un cercle, on dit gue Ihélice est a base
eirculaire. .

339. Construction de l'hélice. Supposons que la circon-
férence a—h—11k soit la base ou projection horizontale
d’une hélice dont le passerait a'a”; on partagera cette droite
et la circonference a—A4—14 en un méme nombre de parties
égales, en 16 par exemple; on tracera ensuite une horizon-

tale par chacun des points de division de la verticale a'a’

51 on suppose actuellement que le point générateur,
partant de aa', tourne dans le sens de I'arc 1—2—3, elc.,
il est évident que lorsqu’il sera parvenu sur la verticale du
poinL 1, il sera élevé, au-dessus du plan horizontal, d’une
quantité égale a la seiziéme partie du pas, et sa projection
verticale devra, par conséquent, se Lrouver sur Ja premiére
horizontale au-dessus de la ligne AZ.

Lorsque le point généraleur sera parvenu sur la verticale
du point 2, sa projection verticale sera élevée de 2 seiziémes
du pas; el sera sur la deuxiéme horizontale, etc,

De sorte que tous les points de la projection verticale
de la courbe seront déterminés par les intersections des
verticales élevées par les 16 points de division de la circon-
férence a—Uk —14 avee les horizonlales passant par les
16 points de divisions de la verticale a'a".

340. 11 résulle de la définition que nous avons donnée
aun® 335 que, dans le développement du cylindre qui con-
tient I'hélice, cette courbe se transforme toujours en une
ligne droite.

La figure 2142 est le développement de la moitié du cy-
lindre A.

341, On peut se servir avec avantage de ce développe-
ment pour construire la projection de la courbe. Eu effet,
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si le pas de I'hélice était peu considérable, il serait difficile
de parlager avec beaucoup d’exactitude la verticale a'a".
Dans ce cas, on commencerait par constraire Foblique a*¢!
que l'on partagerait en 8 parties égales, et les points de
division de la courbe seraient alors déterminés par les in-
tersections.des verticiles élevées par les points de division
dela circonférence a—l—1k avec les horizontales passant
par les points de Poblique a™c'.

342. Lorsqu'on prend ainsi une oblique pour échelle de
hauteur, il n'est pas nécessaire que la droite @'V’ soil égale
au déyeloppement de la circonférence a—k—1k. Il suffit
que la verticale a'c’ soit égale & Ja hauteur de Ia partie de
I'hélice que I'on vent projeter. De sorte que si nous avions
fait a™a" égala a'a", les 16 parties égales de l'oblique a’e"
auraient déterminé les hauteurs des 16 points correspon-
dantsde Ja premiére spire.

3k3. Lorsqu'une hélice se compose d'un trés-grand
nombre de spires, on peut construire avec beaucoup de
soin ( fig. 26 la projection de I'une de ces courbes sur une
carte que l'on découpera, et qui, étant reportée a toutes
les hauteurs, servira pour guider le crayon. :

Oun pourra se contenter de la moitié d'une spire, parce
que le méme profil étant retourné servira pour conslruire
les parties vues et celles qui sont cachées,

Enfin, lorsque I'on veut tracer un are d'hélice sur un
cylindre , il suffit de déterminer (fig. 247) deux points m
et n dela courbe demandée; aprés quoi il sera facile de la
tracer avec une régle flexible a laquelle on fera prendre la
courbure de la surface.

Quoique deux points suffisent, dans ce cas, pour déter-
miner la courbe, on fera bien cependant de tracer sur le
cylindre un ou deux points intermédiaires pour servir
comme vérification, ;
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3%, Il arrivera souvent par la suite que 'on ail & tracer
sur unméme cylindre ( fig. 241) plusieurs hélices de méme
pas, mais situdes & des hauteurs difféventes. Dans ce cas,
il ne sera pas nécessaire d’établir sur la projection du cy-
lindre de nouvelles horizontales, ce qui ferait confusion.
Il sera préférable de porter avec le compas, sur la verti-

cale prnjel‘mLe de chaquc point, la différence de hauteur
entre la premiére hélice %t celle que 'on veut obtenir.

345. Si on veut construire plusieurs hélices de méme
pas et & la méme hauteuar sur des cylindres concentriques
( fig. 23), on reléverales points sur les horizontales corres-
pand:mtes.

Tangentes a hélice.

346. Onsait que , dansle voisinage du point de tangence,
une courbe se confond toujours avec sa tangente. De plds,
Phélice devant se développer en ligne droite, elle devra,
dans le développement dn cyhndre eontmuer i se con-
fondre avec sa tangente.

D'oitil résulte quela tangente coincidant avec la courbe
développee doit étre I'hypoténuse d’un triangle rectangle.
dont la hauteur est & la base comme le pas de ’hélice est au
développement de la circonférence du cercle qui en forme
Ia projcction , ou, cequi est la méme chose , comme un cer-
{ain nombre de parties égales du pas esta unpareil nombre
de parties égales de la circonférence de la base.

347. Supposons donc que l'on veuille conslruire une
tangente au point 14' de 'hélice @'a" ( fig. 241 ), on con-
struira d’abord la tangente 4 —m.

Cetle droilte sera la trace horizontale du plan langent au
cylindre qui contient 'hélice, de sorte que sion fait 1h—m

gala , de la circonférence Ltque 1h'—usoit égal a 7 du
pas de I hélice, la verticale mm' détermincra lc point m/,
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et 'hypoténuse 14'—m' sera la projection verticale de la
tangente au point 14/,

Dans la figure 245, a'm est la tangente au point ae’;
a'u est égal & * du pas, et 'horizontale um vaut 5 de la cir-
conférence de la base.

348. Il résulte de ce qui précede qu'il n’est pas néces-
saire que la courbe soit tracée, pour que l'on puisse con-
struire sa langente. :

349. Si lon prévoit le cas ou il serait nécessaire de con-
struire un grand nombre de langentes a une méme helice,
on pourra construire ( fig. 2k4) la courbe a—9—12/, r[ui
est la développante de la circonférence du cercle a—10—¢"
(213). Celte courbe contiendra les (races horizontales de
toutes les tangentes a I'hélice. X

De sorte que, pour construire I'une quelconque de ces
tanscntes celle, par exemple, qui toucherait U'hélice au
point 10",

On tracera:

1° La droite 10—10', perpendiculaire au rayon ¢—10,
et qui sera par conséquent la projection horizontale de la
tangente demandée;

9° La verticale 10'—10", qui déterminerale point 10" sur
la ligne AZ;

3°Ladroite 10"—10", qui touchera’hélice au point10".

330. La méme courbe pourra servira construire les tan-
gentes i touteantre hélice de méme pas , et: (qui serail située
sur un cylindre d’un rayon plus petit ou plus grand.

Ainsi, par exemple, pour construire la tangente an
point 13",

On tracera:
1° La tangente 13—1%8' paralléle a 10—10';

9° La droile ¢ —10', qui déterminera le point 13';
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3° La verticale 18'—13";

b Enfin, la tangente demandée 13"—13",

En effet, les deux tangentes 10—10', 13—18' sont entre
elles comme les rayons ¢—10, c—13. Or, la droite 10—10'
étant le développement de Farc ¢"10, il s'ensuit que
13—13' sera le développement de Pare ¢'13; ce qui s'ac- |
corde avec ce que nous avos dit au n® 346. )

On remarquera encore que Pon doit avoir

0"-13":0"-10"::c-13:¢-10::6-13'20-10':3¢-13". ¢ 10"
Or, si on ne prend que les rapports exirémes, on aura:
0"—13":0"—10" 11 ¢'—18":¢/—10".

Donc les horizontales ¢'—10", 0"—10" étant coujées en
parlies proportionnelles par les deux tangentes 10"—10",
13"—13". Ces lignes doivent se rencontrer sur le prolon-_
gement de axe commun aux deux cylindres. .

Projection du cylindre oblique.

351. Dans les articles précédents nous avons considéré
les cylindres comme surfaces projetantes, nous allons ac-
tuéllement étudier ces sortes de syrfaces sons un point de
vue pluas général.

Une surface cylindrique estdéterminée lorsque I'on con-
nait les projections de la directrice et celles d’'une ¢énéra-
trice ou d'upe droite quelconque qui lui serait paralléle.

Supposons, par exemple, que les deus courhes { —3—
5—T7 (fig. 248, Pl. 36) soient les deux projections de la
directrice d'une surface cylindrigue. On prendra sur cetle
ligne un certain nombre de points, et les droites menées par
ces points, parallelement 4 la direction tlorinée av, a'c', se-
ront les génératrices de la surface proposée.

Dans les queslions composées, il est souvent nécessaire
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de construire un grand nombre de généralrices, et dans ce
eas, pour plus d’ordre dans le travail, on les distingue
par des numéros.

1l ne faut pas, cependant , construire de suile et sans
nécessilé un trop grand nombre de génératrices. Il n'est
pas nécessaire, par exemple, que ces lignes soient aussi
rapprochées les unes des aulres dans les parties.on la sur-
face a peu de courbure; mais on fera bien de tracer au
moins au crayon celles qui correspondent aux points les
plus essentiels de la surface.

Ainsi, dans V'exemple qui nous occupe, on devra s'atla-
cher surtout & déterminer avee exactitude :

1° Les génératrices qui passent par les points 1 et 7, et
qui forment les limites de la surface cylindrique.

20 La génératrice du point 5, suivant laquelle la surface
du cylindre est touchée par un plan vertical, Cette généra-
trice forme la limite de la projection.horizontale du cy-
lindre. "

3° La génératrice du point 2, suivant laquelle la surface
serait touchée par un plan perpendiculaive au plan vertical
de projection. Cette génératrice forme la limite de la pro-
jection verlicale du eylindre. :

ke On devra chercher aussi o donner loute I'exactilude
possible aux projections du point 3, suivant 1equel la di-
reclrice du cylindre est touchée par un plan perpendicu-—
laire & la ligne AZ.

352, On pourra simplifier le travail en chaisissant de
préférence . génératrices qui auraient une projection
commune.

Ainsi, par exemple, la projeclion verticale de la géné-
ratrice qui contient le point 1 servira en méme lemps pour
celle qui contient le point &, ete.
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Parties vues el cachées. >

353. La mature particuliére des surfaces eylindriques
que l'on emploie dans I'industrie permetira presque tou-
jours de reconnaitre au premier coup d'ceil quelles sont les
parties de «ces surfaces qui doivent élre vues et celles qui
sont cachées ;mais, lorsqu’il y aura incertitude , on pourra
opérer de la maniére suivante :

Supposons que la surface donnée soit coupée par un plan
pq parallélean eylindre, et perpendiculaire au plan vertical
de projection. On obtiendra pour sections les deux généra-
Lrices des points 1 el 4, et la 2° de ces droites étant plus prés
du plan vertical que la premicére, elle sera derritre la par-
tie de la surface qui contient la génératrice du point 1.

Il suffira souvent d’'une ou deux opérations de celte es-
péce pour reconnailre toutes les parlies yues et cachées.

Nous avous supposé ici que Von @ supprimé toute la
partie de la surface qui est au-dessus de la directrice, et
que I'on n’a conservé que ce rlui est compris enlre celle
courbe et le plan horizontal de prajection.

Il résultera de la que toules les généralrices qui s’ap-
puient sur l:arc 7—35 seront vues sur la projection horizon-
tale depuis cet arc jusqu'a Pare et 1, & partir duguel elles
passent au-dessous de la surface. ,

Les généralrices qui s'appuient sur I'arc 5—1 seront
vues enlierement sur la projection horizontale.

Des considérations du méme genre l'cronareconnai[m
les parties yues et cachées de la projection verticale.

Ainsi sur cette projection, les génératrices qui s'ap-
puient sur Parc 1—2 seront vues enlié¢rement, tandis e
celles qui sappuient sur 1a courbe 2—h seront cachées,
Enfin, les généralrices qui s'appuient sur Parc b—T sc-
ront vues.

.i | j



- _._".._.1

PL. %6. CYLINDRE. 161

On reconnait pourquoi il est essentiel, comme nous
l'avons dit plus haut, de déterminer avec le plus de pré-
cision possible les génératrices des points 2, 5, Tet 1,
puisque ces lignes forment les limites des parties vues et
cachées sur la projection du cylindre.

La construclion exacte de ces points dépend des prin-
cipes qui ont €te exposés aux n® (233, 234).

884, Quoique nous ayons supposé la surface terminde
dans sa partie supérieure par la courbe 1—5—7, qui lui
sert de directrice, il vaudra mieux, en général, admettre
que les généralrices d'un cylindre sont infinies, de sorte
quetoule surface cylindrique sera elle-méme infinie, et les
parties de ces surfaces terminées par des lignes ou com po-
sant la limite des corps ne scront considérées que comme
des portions de cylindres.

Sila directrice est une courbe infinie, le cylindre sera
infini suivantses deux dimensions ; mais si la directrice était
une courbe fermée ou lerminée par deux points, le cylindre
ne serait infini que dans la direction de ses génératrices.

Traces du cylindre.

355. Toute surface cylindrique étant infinie doit, en
général, se prolonger au dela des plans de projection. _

Or, si, apréds avoir construit un assez grand nombre de
génératrices, on délermine les (races de chacune de ces
lignes (45), les courbes passant par tous cgs points seront
les traces du cylindre. Ainsi : )

La courbe 1'—5'—7' est la trace horizontale et la courhe
1"—5"—7" est la trace verlicale du cylindre donné.

356. Nous avons supposé (351), pour plus de généra-
lité, que la directrice du cylindre était une courbe quel~
conque; mais, dans les applications, on prend presquc

11
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Loujours pour directrice une courbe paralléle & T'un des
plans de projection.

Ces sortes de courbes sont égales et paralléles aux traces,
et se construisent de la méme maniére. Ainsi, par exemple,
pour obtenir la courbe 1""—"—7". il suffira de projeter
tous les points suivant lesquels le plan horizontal mn coupe
les génératrices du cylindre. :

857. En prenant pour directrice la trace du cylindre ou
une courbe paralléle a cette trace, on n’éte rien de la gé-
néralité des principes que nous allons exposer:

11 est facile de concevoir, en effet, que la surface du y-
lindre sera toujours la méme, tant quela courbe employée
comme direclrice sera situde tout entiére dans cette sur-
face, et qu'elle sera coupée par loutesles génératrices. Or;
les traces jouissent essentiellement de cette propriété.

Ainsi, quelle que soit la nature d’un cylindre donné, on
pourra loujours construire I'une de ses traces ou une sec-
tion parallele & cette trace, et remnplacer la directrice pri-
mitive par la section obtenue,

358. Le plan qui toucherait le cylindre suivant la géne-
ratrice du point 6, aurait pour trace horizontale la droite
p'—6' tangente & la trace horizontale du cylindre, et la
trace verticale p'—6" de ce méme plan devra aussi étre tan-
gente & la courbe 1"—6"—7", qui est la trace verticale du
cylindre.

Les droites®'—2", ' —9' sont les traces d’'un second
plan qui toucherait le cylindre suivant la génératrice du
point 2, et qui serait perpendiculaire au plan vertical de
projection.

Ces deux plans tangents se coupent suivant une ligne
vs, ¢'s’, qui doit étre paralléle au cylindre donne.

Enfin, les deux droites ¢"—¢", "' —2", tangenles & la

jf
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courbe 1"'—5"—7", proviennent de I'intersection des deux
plans tangents par le plan horizontal mn.

359. La fig. 250 contient les deux projections d’'un cy-
lindre dont la directrice est une courbe fermée située dans
le plan horizontal.

360. Il sera surtout essentiel de détermiiner avee beau-
coup de soin les points 1, 2, 3, k.

Les points 2 et & appartiennent aux deux génératrices
qui forment les limites de la projection herizontale du
cylindre, et les poirits 1 el 3 sont les pieds des génératrices
qui forment les limites de la projeclion verticale.

Si la directrice est une ellipse, ce qui arrive souvent
dans les applications, les points 1, 2, 3, & seront déter-
minés par le principe du n® 269,

On (ot encore remarqier que;, sur la projeclion hori-
zontale, la partie de surface cylindrique qui a pour direc-
trice P'aré 2—3—1Uk sera vue, landis (que celle qui a pour
directrice I'are h—1—3 doit étre cachée.,

Sur la projection verticale, la partie vue est celle qui a
pourdirectrice la courbe 1—3—3 et par conséquent la
partie qui a pour directrice 'arc 3— h—1 est cachée.

361. Plusieurs simplifications remargitables peuvent
résulter de la position du cylindre par ripport aux plans
de projection.

Ainsi (fig. 251) lorsque l'un de ces plans sera paralléle
au cylindre ; il en résultera cet avanlige; qué les généra-
trices seront projetées sur ce plan suivant leurs véritables
grandeurs.

362, 5il'umdes plans de projection était perpendiculaire
au oylindre ( fig. 252), chaque génératrice se projetlerait
sur ce plan par un seul point, et la projection du cylindre
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se réduirait & sa lrace, qui serait en méme temps la di-
rectrice.

Pour exprimer qu’un point est situé sur la surface da
cylindre, on construira la généralrice passant par ce point,
Il peut y avoir plusieurs solutions. Ainsi, par exemple, le
point m ( fig. 250, 251) sera la projection horizontale com-
mune & deux poinls qui auront m' et m" pour leurs pro-
jections verticales,

« Dans la fig. 249, les points mm!, mm", mm", mm™ ap-
partiennent tous les quatre & la surface d'un cylindre qui
aurait pour directrice la courbe ac.

Section droite, développement du cylindre.

363.5i I'on conpe un cylindre par un plan paralléle 4 ses
généralrices, on obtient pour section uneligne deoite, Clest
la maniére la plus simple de couper un cylindre. Toute
aulre section par un plan sera une courbe plane dont la
forme dépendra de la nature de la courbe qui aura servi
de directrice au cylindre, et de l'inclinaison suivant la-
quelle il aura été coupé; mais, parmi les sections par un
plan, il faut distinguer surtout celle que ’on obtient en
coupant le eylindre perpendiculairement aux généralrices.
Cetle courbe, que nous nommerons la section droite du
cylindre, nous servira dans un grand nombre d’appli=
calions.

36l. Supposons, par exemple, que I'on veuille dévelop-
per lasurface d’un cylindre ( fig 253, Pl S

On projettera le cylindre proposé sur un plan paralléle
a ses génératrices, sfin d’avoir (oules ces lignes projetées
dans leur vérilable longueur ; menant ensuil® par un point
quelconque @ un plan perpendiculaire i ces généralrices,
laligne ac sera la projection verticale de la section droite

i
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(18%). Il serait facile de construire la projection horizon-
tale de celle courbe en abaissant des perpendiculaires de
tous les points ou le plan ac est rencontré pir les généra-
trices du cylindre; mais cette seconde projection serait
inutile pour le but que nous proposons ici, Ce qui est es-
sentiel, c'est d’oblenir la section ac dans sa véritable gran-
deur ; pour y parvenir, on la fera tourner jusqu'a ce qu’elle
soit rabattue sur le plan dé projection ; ce qui donnera la
courbe M pour la véritable grandeur de la section droite
du cylindre. :

Pour construire cetle courbe, il faut déterminer un cer-
tain nombre de points assez rapprochés les uns des aulres
pour que l'on puisse, sans erreur sensible, consilérer
comme une ligne droite chacun des arcs compris entre deux
points consécutifs, et placant tous ces petits arcs, 4 la suite
les uns des aulres, sur la ligne droite c'a’¢’, on ¢lévera, par
chacun des points de division de cette ligne, une perpen-
diculaire égale 4 la généralrice correspondante de la sur-
face cylindrique que I'on se proposera de développer; puis,
faisant passer des courbes par les extrémités de ces per-
pendiculaires, on aura construit le déyeloppement de la
surface du cylindre.

365. Pour plus d’ordre, on fera bien de numéroter les
génératrices sur les deux projections , ainsi que dans le
développement de la surface et sur la courbe M qui repré-
sente la section droite rabattue.

366. Pour obtenir sur le développement la position d'un
point déterminé mm', on construira la généralrice corres-
pondante sur les deux projections, d'oir il sera facile de
délerminer sa position sur le développement du cylindre.

367. Si Pon voulait savoir ce que devient dans le déye-
loppement une courbe quelconque tracée sur la surface du
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cylindre, on construirait cette courbe sur les deux projec-
tions, d’onr, par des paralleles & la dreoite c'a'e!, il serait
facile de ramener chacun de ses points sur la génératrice
correspondante du développemeént.

368. Le leclenrasans doute compris fue si I'on a primi-
tivement projeté le eylindre donné sur un plan parallele asa
direction, ¢’vstafin d’éviter la conslruction négessaire pour
obtenir la véritable longueur de chaque génératrice (35).

1l peut cependant exister quelques cas, trés-raves, il
est vrai, ot V'on serait forcé de placer un cylindre dans
yne position inclinée ( fig. 2565, 256 ). 8i I'on youlait alors
construire le développement, il faudrait ppérer de la ma-
niére suivaplg

On projetterait ( fig. 357) le cylindre denné sur un plan
auxiligire A'Z' parallele 3 sn divection (175), el celle non-
velle projection remplacant la prajection verticale primi-
live, on agirait exactement pour le resle comme nous l'a-
vons it dans Vexemple précédent.

369, Si yn point était donné par sa projection verticale
m ct qu’on youliit délerminer la position de ce point dans
le développement du cylindre, on commencerait par con-
struire la projection horizontale m' de ce point, d'ott on
déduirail la projection m" sur le plari auxiliaire ; puis aprés
s'étre assuré que les deux projections m' et m" sont a la
méme hauteur, on raménerait ce point sur la génératrice
correspondante du développement par une paralléle a la
droite ca'e’,

870. Les constructions que nous venons rl’inr]irluer
consistenl a regarder le c}-'lmllre comme un prisme dont
Ia surfice se conjposerail d'un (rés-grand nombre de faces
(183), hypothése qui n'est pas tout 3 fail exacle, mais
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qui suffit pour la plus grande partie des applications a
Pindustrie.

D’ailleurs; lorsque la courbure d’un arc sera tres-sen-
sible, on pourra prendre sur cet arc des points plus rap-
prochés, et, par cette précaution, on parviendra tou-
jours & développer la section droite, de manicre a rendre
les erceurs tout a fait insensibles.

371. Si la section droite était un cercle, on pourrait me-
surer le Tayon avec beaucoup de soin, et prendre une
longueur ézale a 2R pour le développement de la circon-
férence ; aprés quoi on établirait sur cette ligne développée
les points ot elle doit étre coupée par les génératrices du
eylindre.

372. Si la nature des applications dont on s'occupe exi-
geait que P'on développdt un grand nombre de cylindres
circulaires, on pourrait conserver dans son portefeuille
ou sur ung planche a dessin un triangle cab, dans lequel
les denx cOLés ac, ab seralent entre eux comme 1: 3,1% ou
plus exactement encore comme 1 : 3, 1416,

Pour développer un cylindre qui aurait pour hase la
circonférence N (fig. 258), on fera, sur la fig. 25k, ac
égal a ¢"¢"; puis on tracera d'b' paralléle a ¢, ce qui don-
nera @b pour la longueur de la cirgonférence N.

Si ensuite on fait as égal a la hauteur du cylindre dopné,
le rectangle sab'h sera le développement sur lequel on
pourra ensuite tracer les génératricesa des distances égales
ou inégales, suivant la nature de la question.

Plan paralléle au cylindre.

373. La combinaison la plus simple du cylindre ot A
plan a lieu lorsque ces deux surfaces sont paralleles. Pour
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satisfaire a cette condition, il suffit de faire passer le plan
par une droite quelconque paralléle au cylindre.

Supposons, par exemple, que, par un point donné mm'
(fig. 289, Pl. 38), on veuille construire un plan parallele
4 un cylindre dont on connait la direction, on construira
la droite mn, m'n' passant par le point donné;puis, tous
les plans passant par celte droite seront paralléles au cy-
lindre.

On peut donc distinguer quatre cas :

1° Lorsque la trace np du plan ne rencontrera pas la
trace du cylindre, le plan lni-méme ne rencontrera pas le
cylindre ;

2° 8i la trace p' du plan est tangente en a 4 la trace du
cylindre, le plan touchera le cylindre dans toule 'étendue
de la génératrice ac ;

8" Si la trace n7p" du plan coupait le cylindre en plu-
sieurs points @', a", ", le plan couperait le cylindre sui-
vant les génératrices a'¢, a"c", @' ;

4 Enfin, si la trace #p" du plan touchait la trace du
cylindre en @ el la coupait an point a”, le plan touche-
rait le cylindre suivant la génératrice a"c" et le couperait
suivant a'c’.

Il résulte évidemment de 14 que si la trace d'une surface
cylindrique avait beaucoup de sinuosités, un méme plan
pourrait toucher et couper ce cylindre suivant un grand
nombre de génératrices différentes.

Construction du plan tangent au cylindre,

37h4. Construire un plan tangent a un cylindre par
un point mm' appartenant & la surface de ce cylindre
(fig. 260). ' :

Le plan tangent devant contenir toutes les droites qui
toucheraient la surface du cylindre au point donné , deux

e e ST
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quelconques de ces lignes suffiront toujours pour déter-
miner sa position ; de sorte qu'il ne reste plus qu'a choisir,
parmi toutes les tangentes au point mm', celle dont la con-
struction est la plus simple.

Or la généralrice quicontient le pc’wt donné devant élre
située dans le plan langent, il ne restera plus qu'a obtenir
une secondeligne qui toucherait le cylindre au méme point.
On pourrait donc conslruire par ce point une section quel-
conque du cylindre (320), et le plan demandé serait déter-
miné par la tangente & cette courbe et par la génératrice
mb,m'b'; mais puisque nous savons que le plan tangent au
cylindre doit le toucher dans toute I'étendue de la généra-
trice de tangence , on pourraremplacer la langente au point
mm' par toute aulre droite qui toucherait le cylindre en
un point quelconque de la génératrice mb, m'b'. Ainsi,
dans l'exemple qui nous occupe, le plan tangent pourra
étre déterminé par la génératrice mb, m'b' et par la droile
qui touche au point & la trace horizontale du cylindre, et
qui, par conséquentl, serala trace horizontale du plan tan-
gent cherché. Quant a la trace verticale, on l'obtiendra
facilement en assujellissant ce plan a contenir le point mm/
ou tout autre point de la génératrice mb (51, 53).

375. Normale. On donne le nom de normale 4 toute
droite perpendiculaire & une surface courbe. D’aprés cela,
si.l'on veut construire une normale en un point donné d’un
cylindre, on construira d'abord le plan tangent par ce
point, et la droite mn, m'n', perpendiculaire au plan tan-
gent (86) , sera normale a la surface.

Tout plan qui contiendrait la normale mn, serait un
plan normal au point m.

376. Construire un plan tangent & un cylindre par un
point pris en dehors de sa surface.
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Soienl (fig. 261) le cylindre A, A’ et le point m, m'. On

construira parallélement aux génératrices du cylindre la
droite (mb, m't'), et par le point (5) o1 cetle ligne rencon-
trera le plan horizontal , on fera passer deux tangentes &
la trace horizontale gu cylindre ; ces deux lignes seront les
traces horizontales de deux plans qui satisferont a la ques-
tion. En effet, ces plans devant contenir la ligne (mé, m'd")
varalléle au cylindre, contiendront aussi les génératrices
passant par les points de tangence ¢ et 4, et toucheront le
cylindre suivant la longueur de ces génératrices.

377. Construjre un plan tangent a un cylindre paral-
lelement a une ligne donnée.

Soient (fig. 262, 263) A, A’ le cylindre, @, 4’ la droite
donnée. En un point quelconque (m,m') de celtedroite, on
tonstruira une seconde ligne 55’ paralléle aux généralrices
du cylindre. Ces deux lignes détermineront un plan p. En
supposant que ce plan se meut parallélement & lui-méme,
il viendra prendre la position des plans p' ou p". Dans I'une
ou dans l'autre position, il sera tangent au cylindre , car
le plan p con_l.e'_n'mt la ligne (5, &') paralléle au cylindre,
les plans p'et p" paralléles au plan p contiendront tout
entieres les génératrices passant par les points de tangence
c,d, et toucheront le cylindre suivant ces génératrices.

378. Trouver lintersection d'une ligne droite avec la
surface d'un cylz’ndre

Soit (a,a’) (fig. 264) la droite donnée. On fera passer
par cette droile un plan p paralléle au cylindre (83); ce
plan coupera la surface suivant deux génératrices (4,5)
dont les intersections avec la ligne donnée a, @', seront les
points cherchés (m,m') : I'un est celui par lequel la droite
entredanslecylindre, et I'autre celui par lequel elle en sort.

La portion mm, m'm’ de la ligne donnce est dans I'inté-
rieur du cylindre.



| SR B

PL. 38. " CYLINDRE. 171

Si la trace horizonlale ps du plan auxiliaire ne rencon-
trait pas la trace du eylindre , on en conclurait que la
ligne donnée ne rencontre pas le cylindre; et si la trace ps
touchait la trace du eylindre, cela indiquerait que la ligne
donnée st lungente au cylindre

Le point de langence serail délerming par Vintersection
de la ligne donnée aa’ avec la génératrice, suivant laquelle
le plan toucherait le cylindre. :

Section du cylindre par un plan oblique.

379. Nops avons eu V'occasion de construire (364) la
section du cylindre par un plan perpendiculaire aux géng-
ratrices et ait plan de projection, Nous avions prégédem-
ment (355, 356) construit la section par les plans de pro-
jection ou par des plans qui leur étaient paralléles.

Voyons actuellement ce qu'il faudrait faire pour con-
struire la section d’un cylindre quelconque par un plan
ubligue.

380. Nous pouvous admeltre dés a présent , comme prin-
cipe général, que, pour obtenir la courbe suivant laquelle
une surface quelconque est goupée par un plan, il suffit
de gonslrujre des points suivant lesquels ce plan coupe un
systéme de lignes tracées sur la surface, et qu'il nerestera
plus, dans chagque cas particulier, qua choisir le systeme
de lignes le plué simple. Ainsi, lorsqu’il s’est agi de con-
struire l'intersection d’un polyedre par un plan,nous avons
dit chercher les points suivant lesquels ce plan coupait les
arétes du polyedre. Nous construirons ici les points syi-
vant lesquels le plan donné couipe les génératrices du cy-
lindre;de sorle que la question sera réduile d recommencer
plusicurs fois les opérations nécessaires pour déterminer
intersection d’une hgne droite par un plan (70).




172 CYLINDRE, PL. 59.

Ainsi (fig. 266, PL. 39 ), pour cons!ruire le point ot le
plan oblique p'py est percé par la génératrice {—1 du cy-
lindre donné, on emploiera comme surface auxiliaire le
plan A'lg qui contient la génératrice dont il sagit. Ce plan
coupera le plan donné, snivant une droite hg, dont l'inter-
section avec la génératrice 1 —1 déterminera le point
cherché 1’,

En recommencant cette opération, il sera facile d'ob-
tenir autant de points que l'on voudra.

381. Pour éviler la confusion, il ne faut pas, dés le com-
mencement, chercher des points trop pres les uns des
autres; il vaut mieux déterminer des poinfs inlermédiaires
quand on aura reconnu quelles sont les parties ot la cour-
bure de la ligne cherchée devient plus sensible.

382. On devra remarquer aussi que, dans la construc-
tion des courbes, les poinls sont toujours mieux déterminés
par des tangentes que par dessécantes. En effet, si un point
estobtenupar I'intersectionde deux lignes ab, ed (fig.270),
tout le soin que I'on aura puapporter a la construction de
ceslignes ajoulera cerlainement a Pexaclitude avee laquelle
la position de ce point sera déterminée; mais cela ne don-
nera aucune idée de la direction de la courbe en dech et au
deladuo pointdont ils’agit;tandis que sil'onconnait une tan-
gente, et quele point ou cetle ligne touche la courbe cher-
chée soit délerminé avec exactitude , on en pourra conclure
la direction de cette courbe dans le voisinage du point de
tangence. Enfin, il est évident que, parla construction d’un
cerlain nombre de tangentes ( fig. 271), on pourra délermi-
ner d’'avance, avec une exactitude presque absolue, les
changements et variations de courbure de la ligne cherchée,

383. On devra donc, dans I'exemple qui nous occupe
(fig. 266), commencer par déterminer les points qui appar-

e



——

PL. 39. CYLINDRE. 173

tiennent aux génératrices 2—32, k—1, 1—1,3—3, les deux
premiers étant ceux suivant lesquels la projection horizon-
tale de Ia courbe tonche les limites de la projection hori-
zontale du cylindre, et les derniers apparlenunt aux limites
de la projection verticale.

384. L’exactitude que l'on obtiendra dans la position
de ces dilférents points dépendra en grande partie du soin
avec lequel on aura déterminé les pieds des génératrices
qui les contiennent,

Clest pourquoi il sera trés-essentiel de verlﬁer d’ ahord
les points de tangence 1,2, 3, k. ;

885, Zangente a la courbe de section. On se rappel-
]era que la tangente en un point quelconque de la courbe
—2'—3'—U' doit étre située dans le plan tangent au cy-
]m(lre (320); elle sera donc l'intersection du plan tangent
et du plan coupant, d'ot résulte la construction suivante.

On tracera: 1°ladroitea—3, qui est la lrace horizontale
du plan tangent au point 3' (374);

2" La droite a— ', inlersection du plan tangent a —35
avec le plan coupant p'pv, ce qui donne la projection de
la tangence au point ',

Il est évident qu'un certain nombre de tangentes con-
slruiles de celle maniére avant la courbe permettront de
la tracer avec une trés-grande précision.

386. Pour obtenir dans sa véritable grandeur la courbe
suivant laquelle le cylindre pénétre dans le plan donné,
on rabatira ce pl;ln en le faisant tourner autour de sa trace
horizontale ou de toute aulre droile paralléle au plan de
pIOJeCLIUD

Dans ce mouyv cment chaque point deyra parcourir un
arc de cercle perpendiculaire a la charniére du rabatle-
ment ; il ne restera donc plus qu'a déterminer la distance
de chacun des points de la courbe a cette droite (113). Les
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lignes d’opération n'ont élé conseryées (ue peur le point
&' qui devient &' dans le rabaltement.

B87. Section du cylindre; 2° solution. 11 est ulile,
comme élude et comme exercice, de conslruire directe-
ment, comme nous venons de le faire, la courbe de section
d’un cylindre quelconque par un plan oblique ; mais, dans
les applications, on préfére toujours avoir recours a des
projections auxiliaires qui, en simfplifiant le travail gra-
phifue, angmentent l'exaclitude des résultats. |

Ainsi; par exemple, les données étant lés mémes, on I
prendra un plan auxiliaire de projection A'Z! vertical et
perpendiculdire a la trace horizontale du plan donné el
par conséquent perpendiculaire a ce plan.

Le pied d'une génératrice quelconque 6—6 se projet-
tera par le point 6’ sub la ligne A'Z',

On choisira sur cetle généralrice un point quelcondque '
mm', dont la projection m" s'obliendra en faisant m'o' égal
am'o. Enfin, la droite 6'm sera la projection de la généra-
trice 6—6 sur le plan auxiliaire de projection A'Z'.

Cetle premiére droile étant oblenue, le parallélisme des
génératrices permellra de tracer autant de ces ligres que
l'on voudra sur la projection auxiliaire.

11 serd utile surtout de construire les limites déterminées
par les deux plans tangents perpendiculaires au plan de
projection A'Z',

La troisiéme trace yn" du plan p'py s'obtiendra-en pre-
nant sur la premiére trace verticale un point qucleongue
n', que 'on projetlera en u, el de la en n”, en faisant u'n"
(fig. 269) égal & un (fig. 266). .

4 ' Il résulte de egtte nouvelle disposition d'épure, que le ‘
plan donné élant perpendiculaire au nouveau plan verli-
cal A'Z, 1a projeclion de la courbe de section sur ce plan
se réduit a une ligne droite za, et qu’il ne restera plus
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pour déterminer la projection horizonlale de cetle courbe,
qu'a tracer des perpendiculaires A la droite A'Z', par les
points ot la trace i’ coupe les projections de génératrices
du cylindre sur le plan de la fig. 269.

Le point z, le plus haut, et le point z, le plus bas de
la courbe , seront déterminés sur les projections primitives
par les droites xx/, #'%", 22, 22",

On pourra vérifier la position de ces points:

1° En exprimant que chacun d’eux est situé dans le
plan p'py (41);

9° Fn g'assurant gu'ils sont itla méme hauteur sur les
deux projections verticales ( fig. 266 et 269).

388. Un atitre avantage résalte encore de la disposition
d’épure quie rious genons d’'addpter: c'est que; pour con-
struire la courbe de section C dans sa véritable grandeur,
il n’y aura plus  chercher la distance des différents points
de celte courbe @ la trace du point donné; puisque les
droites qui déterminent ces distances seront paralléles au
plan de la neuvelle projection A'Z!, et par conséquent pro-
jetées sur ce plan dans leur vérilable grandeur. On pourra
aussi projeter sur ce plan les arcs de cercle parcourus par
chacun des points de la seclion, lorsque l'on fait tourner
celte courbe autotir de Ja trace pv, pour la rabaltre sur le
plan horizontal de projection.

389. Nous avons oblenus la courbe de seclion G dans sa
véritable grafideur, ce qui nous permetira de la tracer
sur le plan donné; et nous pourrions, par conséquent , la
découper, §'il s’agissail de faire pénétrer le cylindre &
travers une feuille mince de métal; mais cela ne suffit pas.
1l serait ulile encore, pour donner plus de précision & I'as-
semblage des deux surfaces , de tracer la courbe de péné-
tration sur la surface du cylindre, Le moyen le plus simple

L]
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pour obtenir ce résullat sera de développer le cylindre, n
opérant comme nous Vavons fait au n® 363.

Ainsi, la droite A"Z" est la trace d’un plan auxiliaire
de projection vertical et paralléle au cylindre; sd est le plan
de la section droile qui est rabattue en D dans sa véritable
grandeur. Enfin, la fig. 268 est le développement de la
portion de cylindre comprise entre la section droite et le
plan horizontal de projection.

390. Si I'on voulait obtenir la tangente "5 dansle dé-
veloppement du cylindre ( fig. 268), on remarquerait que
cette ligne appartient & un triangle &"'5"5", dont les trois
cOlés sont connus.

En effet,a—5, trace horizontale du plan tangent, est dé-
terminée dans sa véritable grandeur ; la génératrice de tan-
gence 8—5'étant paralléle au plande |.'|ﬁg. 272, esl égale &
sa projection 5"'—5" sur ce plan. Enfin, la tangente est
rabattue en a— 5", suivantsalongueurréelle; de sorte que
si l'on fait, sur la fig. 268, a"'—35" égal & la trace horizon-
talea—3 du plan tangent, 8"—5" égal & la génératrice de
tangence 5" —58" ( fig. 272), enfin a"'—8" égal & a—5", le
triangle a"'8"'8" sera égal & celui dont on a les deux projec-
tions ( fig. 266).

Ilestévidentque,sil’'on abien opéré,ladroitea”—5" doit
étre tlangente & la courbe 4"'5"'4", qui représente le déve-
loppement de la trace horizontale du cylindre, et la droite
a"—38" doit étre tangente a la,courbe 454", développe-
ment de la section du cylindre par le plan oblique p'py.

391. La fig. 273 représente les constructions nécessaires
pour oblenir la courbe d'intersection d’un cylindre par un
plan paralléle & la ligne AZ. Les opérations seront sim -
plifiées par I'emploi d'un plan auxiliaire de projection pg,
sur lequel la courbe cherchée se projettera par une ligne
droite z.x.
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392, Sar la fig. 267, le plan coupant étant perpendicu-
laive au plan vertical de projection , la droile z.z est Ia pro-
jection verticale de la courbe de section dont on obtiendra
la projection horizontale en abaissant des perpendiculaires
ala ligne AZ par tous les points out la droite zx coupe les
projections verticales des génératrices da cylindre.

393. Enfin, si le cylindre proposé était perpendiculaire
alun des plans de projection (fig. 265), il serait alors
Pune des deux surfaces projetantes de la courbe chercliée;
sa trace serait I'une des deux projections de cette courbe,,
et la seconde projection se construirait en opérant comme
nous l'avons dit au n® k1.

394. 1l peut étre utile quelquefois d’oblenir la scction
droite d'un cylindre sans construire le dévuInppement de
cette surface, on peut alors se dispenser d’employer une
projection auxiliaire paralléle aux génératrices (368).

En effet, faisons tourner le plan de section droite ms
(fig. 274) autour de sa trace horizontale sq. La trace ver-
ticale ms viendra se placer en sm",

On pourra déterminer le point m" en cherchant sa dis-
tance au point o. Mais il sera plus simple de remarquer
que le triangle projeté sur le plan horizontal par som' est
réctangle au point o, et puisque l'on connait dans leur
véritable grandeur :

1" Le coté os de langle droit ;

2° L’hypolénuse sm faisant partie de la trace verticale
du plan donné.

On fera tourner celte hypoténuse autour du point s
Jusqua ce que le point m soit venu se placer en m" sur Ja
trace m'm! du plan vertical dans lequel se meut le point m
lorsque Uon fait tourner le plan de la section droite

an-
tour de sa trace horizontale sg¢.

12
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Le plan msq étant rabatlu en gsm", supposons que nous
voulons construire le point oit ce plan est percé par la gé-
nératrice 1—1 : nous remarquerons d'abord quoe cetle
droite est Uintersection des deux plans projetants p'i¢',
p”i'q"; or, le premier de ces plans étant perpendiculaire
3 Ia trace horizontale sy, éoupe le plan de section droite
suivant une ligne ¢1"” qui, dans le rabatlement se confond
avee vg'. Ensuite, le plan p"1'p" perpendiculaire a la trace
ms du plan douné, coupe ce plan suivant une droite qui,
dans le rabattement, devient «'1".

De sorte que le point 1" suivant lequel se coupent les
deus droites v1”, /1" doit éire Vinterseetion du plan gsm
par la génératrice 1—1. La méme opération élant recom-
mencée pour toules les génératrices du cylindre, on aura
Ja section droite rabatlue dans sa véritable grandeur.

39%. Section du cylindre, 3° solution. Nous avons vu :
1° Que la recherche de la ligne d'intersection d’un cy-
lindre par un plan serait simplifiée par I'emploi d'un plan
ausilinire de projection perpendiculaire au plan coupant,
et sur lequel , par conséquent, la courbe cherchce se pro-
jetterait par une ligne droite.
9¢ Que cette disposition d’épure facilite le rabattement
de Ia courbe d¢ section, puisqu’elle donne directement les
distances de chacun de ses points a Ia charnidre, et que,
de plus, elle permclde projeter les cercles parcourus par
ces points, ce qui conltribie beaucoup i rendre 1'épure
plus exacte et plus facile a comprendre.
3¢ Enfin, nous avions eu précédemment l'occasion de
reconnaitre que, pour faire le développement d’un cy-
lindre, il était utile de le projeter sur un plan parall¢le
4 sa direclion (368).
Une grande partie des opérations de Vépure préce-
dente sernient évilés si Pon prenait, désVorigine ( fig. 275,
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Pl. 40), un des deux plans de projection perpendiculaire
au cylindre A , et le second plan de projection perpendi-
culaire au plan coupant pe'p.

Par suite de cette disposition, le plan donné et le ey-
lindre deviendront les deux surfaces projetantes de la
courbe demandée, qui aura pour I'une de ses projections
la droite aa, et pour deuxiéme projection la courbe A'.

En faisant lourner le plan p autour de sa trace horizon-
tale, on obtiendra la courbe A" pour la véritable grandeur
de la section.

Enfin, la courbe A' étant la section droite du cylindre ,
et les génératrices étant projetées sur le plan vertical dans
leur véritable grandeur, il sera facile de construire le dé-
veloppement A", dans lequel la courbe a'm'a’ représente
le développement de la section oblique aa.

396. La langente ¢"m" est 'hypoténuse d'un triangle
l rectangle dont les cOtés de I'angle droit sont : 1° m*m* égal
; am'm', génératrice de langence; 2° ¢"m" égal & cm, trace
da plan tangent et projection horizontale de la tangente.
La fig. A" étant enveloppée sur le cylindre A (fig. 280),
il sera fucil:: de tracer la courbe de section,

. 397. On aurait tort de considérer la solution précédente
comme moins générale que les questions du n® 379. En
effet, les plans de projection ne sont autre chose que des
conceplions géométriques adoptées par convention, pour
faciliter la solution des problémes. Le choix de ces moyerns
doit donc rester entiérement a la disposition de celui qui
opere, et pourva qu'il ne change rien aux données ni i
leur position relative, la généralité de la question n'en

Ta pas moins compléte,

Finsiste particuli¢rement sur cette remarque, parce que
c'est surtout dans le choix des moyens d’opération que
consiste loute I'habileté du praticien.
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Il faut donc sappliquer a reconnaitre, dans chaque
queslion générale, quelle doit étre la disposition d’épure
la plus commode, et, dans chaque cas particulier, quelles
sont les relations qui, résultant de la nature des données,
peuvent contribuer a simplifier le travail ou augmenter
Pexactitude du résultat. Ainsi, par exemple, si le cy-
lindre proposé dans I'exemple précédentavail pour direc-
trice une ellipse, on pourrait conslruire un parallé-
logramme circonserit A cette courbe; les célés de ce

arallélogramme seraicnt les traces de quatre plins tan-
gents paralléles deux A deux, et les intersections de ces
plaus par le plan pc'p donnergient le parallélogramme eir-
conscrit & la courbe de section rabattue. Les droites qui
joignent les milieux des coLés opposés du parallélogramme
sont , dans ce cas, les diamétres conj ugués de la courbe de
seclion.

Il peat cependant arriver quelquefois que l'on soit
obligé d'opérersur un cylindre incliné dans V'espace ; alors
on emploiera des plans auxiliaires de projection , comme
nous Navons fail aux numéros 387, 389.

398. Zransformations diverses de la courbe de section.
Sion suppose qu'un cylindre AA’ (fig. 2791 276)soit coupé
par un plan pg, et que l'on fasse tourner ce plan autour
d’une ligne vu ( fig. 276), la courbe de section augmentera
de longueur & mesure que le plan s¢ ra pprochera de la
direction du cylindre, et finira par se transformer en denx
droiles paralléles m'n'. Parmi les différentes formes allce-
ées par celte courbe, il faut dislinguer surtout :

La seclion droile,

La seclion oblique, : -

La section paralléle.

On remarquera que, par suile de ces varialions de
courbure, la ligne de section se rapproche toujours de la
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tangente m'n', avee laquelle elle finit par coincider lorsque
le plan devient paralléle au cylindre.

Il résulte de la que toute génératrice d'un cylindre
peut étre, a volonté, considérée comme une section dont
le rayon de courbure serait infini, ou comme une tangente
a cetle méme section.

Ainsi, les deux droites m'n' seront deux tangentes i la
section du cylindre par le plan mn (fig. 279). Nous rap-
pellerons que si I'on laisail tourner ce méme plan autour
de 'une des deux droites m's/', il viendrait un moment o
ces deux tangentes ou géncratrices de section se réuni-
raient en une scule pour former une génératrice de tan-
gence (316).

399. Si nous supposons que la section droite du cy-
lindre proposé soit une ellipse ayant pour ses axes les
deux droites aa ( fig. 276) el cc (fig.279), et que l'on fasse
tourner le plan coupant autour de la ligne vu, on oblien-
dra comme variétés principales de la courbe de sectlion :

1° La section droite aa, cc;

2° La section ac'(fig. 279) qui est un cercle, 'orsque
le rayon horizoutal ac' est égal au rayon verlical ac
(fig. 276);

3° La section elliptique ac” qui se projetlera par un
cercle, lorsque cc” projection verticale de ac” sera égal au
rayon verlical ac ;

k" La section oblique ac™, dont la longueur dépendra
de obliquité plus ou nioins grande du plan coupant ;

8° Les deux droites paralléles m'n!, m'n/, provenant de
la section par le plan paralléle au cylindre ;

6° Enfin, la ligne de langence, qui résullerait de la
réunion des généralrices de seclion, si on faisait lourner
le plan coupant autour de 'une d’elles.

La comparaison de ces diverses espéces de lignes donne
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lieu a des simplifications remarquables , suivant les diffé~
| rents problémes a la| solution desquels elles doivent con-
b courir.

' 400. Supposons, par ex emple; que, pour résoudre une
question proposée, il soit nécessaire de construire ( fig. 278)
un grand nombre de sections d’un méme cylindre par des
plans horizontaux , on se rappellera que tontes ces courbes
5 doivent élre égales et paralléles & la trace du cylindre.
il Or, dans le cas ou cette trace serail une ellipse, on con-
i . struira successivement ;

|

|

i

1° La droite cc'c”, qui doit contenir les centres de toutes
: les sections demandées;
R 9° Tous les axes de ces courbes qui doivent élre paral-
leles A ceux de la trace; -

b8 3° Les droites aa”, passant par les extrémités des grands
axes, détermineront ces points; H

&° Les droites b5 détermineront les extrémités des pe-
tits axes;
@l 5° Enfin, les deux droites mm", nn! détermineront les
points ot les courbes cherchées sont touchées par les deux
généralrices qui forment les limites de la projection hori-
zontale du cylindre.

%01. On pourrail encore dessiner I'une des courbes
avec beaucoup de soin sur une carte que I’on découperait,
et qui, reportée a toutes les places, servirait & guider la
pointe du crayon.

1l est évident que cette maniére d'opérer serait surlout :
commode dans le cas ou l'on aurait & tracer un grand
nombre de fois une courbe trés-compliquée, surtout lors-
que l'on ne peut déduire de la définition de cette courbe i
aucun moyen d'abréger le travail ou de vérifier le résultat.

#02. Aux abréviations provenant de la nature des




———

PL. 40. - CYLINDRE. 183

courbes qui concourent @ la solution des problémes, il
faut ajouter celles plus importantes encore qui résultent
du choix des plans de projection.

Supposons, par exemple, que la question proposée
donne lieu & la construction d’un grand nombre d’ellipses
ézales ou semblables entre elles, il est évident que le tra-
vail serait considérablement diminué, si 'on pouvait trou-
ver un plan de projection sur lequel chacune de ces ellipses
se projetterait par un cercle.

Or, la détermination de ce plan sera toujours facile.
En effet,

Supposons que Von ait obtenu ( fig. 277) I'une de ces
ellipses aveu, ou simplement les deux axes ac, vu, on
construira d'abord une projection auxiliaire a'¢’ sur un
plan paralléle au grand axe et perpendiculaire au petit
axe vu ; puis, aprés avoir décrit une demi-circonférence
sur le diamétre a'c', on ferale (riangle rectangle a'c’c’ de
maniere que le c6té a'c” soit égal au petit axe vu de l'el-
lipse proposée. Cela étant fait, il est évident que sur tout
plan, tel que pmp', gng', perpendiculaire i la corde ¢'¢”,
et par conséquent paralléle a a'c", lellipse se projettera
par un cercle, puisque la droite a'c", ézale au petit axe de
Pellipse, sera la projection du grand axea'c'.

S1 on rabat le nouveau plan de ;J['ojectiun pmp', en le
faisant Lourner autour de sa trace p'm, la projeclion de
Pellipse deviendra 2!"¢"'c"u"", et si on rabat autour de qn.,
on aura a''¢"c n".

Les quarrés circonscrits & ces deux cercles sont les pro-
jections du reclangle circonserit & Vellipse donnée.

On obtiendrait le méme résultat en projetant 'ellipse

sur un plan quelconque perpendiculaire 4 la corde
I A
a'c',

03, La. direction du nouveau plan de prajection prnp'




184 CYLINDRE. PL. 41.

étant déterminée, supposons que I'on veuille projeter une
seconde ellipse égale et parallélea la premidre, et qui aurait
pour centre le point .

On construira successivement les points 2/, 2", =" ou
&', suivant que 'on aura choisi le plan pmp' ou gny'.

On construira ensuite la circonférence formant la pro-
jection de l'ellipse donnée.

40%. Pour construire une ellipse semblable et parall¢le

aux précédentes, on projetterait le centre et 'extrémité de
I'un des axes pour chacune de ces courbes , ce qui suflirait
pour déterminer le centre et le rayon de la circonférence
demandée.

Cylindre circulaire.

%05. Dans les articles qui précédent, nous avons prin-
cipalement cherché & mettre en évidence les propriétés
communes a toules les surfaces cylindriques. Cela pour-
rait suffire, s'il ne s'agissait que d’exposer la théorie gé-
nérale de ce genre de surfaces; mais je m’eloignerais
du but que je me suis proposé dans cet ouvrage, sije
négligeais d'appeler Taltention du lecteur sur les cas
particuliers que I'on rencontre le plus souvent dans les
applications. .

Ainsi, par exemple, s’il 'agissait de construire les pro-
jections d'un cylindre circulaire terminé, comme le sont
presque lous les cylindres employés dans l'indastrie , par
deux bases perpendiculaires a sa direction, les propriétés
du cercle donneraient lieu & des simplifications qu’il serait
utile de ne pas négliger.

%06. Nous reconnaitrons d'abord que lorsqu'un cercle
ame (fig. 284, Pl 41) est incliné d’'une maniére quel-
conque, par rapporl a un plan p, la projection sur ce
plan est toujours une ellipse.
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En effet, on sait (Géom. anal.) que lorsqu'un cercle
et une ellipse ont un diamétre commun ac, les ordonnées
de Uellipse sont aux ordonrées correspondantes du cercle
comme le devxiéme axe delellipse est au rayon du cercle.
Et réci proquement, lorsgue la relation que nous venons de
citer a lieu , la courbe est une ellipse. Or, cest précisément
ce qui arrive lorsqu’un cercle est projeté obliquement ;
car les triangles rectangles mvn, m'v'n' élant sembla-
bles, on doiLayoir la proportion my : vn:: m/v': ', ce qu'il
fallait démontrer. Ainsi la courbe anc est une ellipse.

k07. On doit encore remarquer que si I'on projetait
tous les diamétres du cercle, les droites que I'on obtien-
drait pour ces projections seraient d’antant plus. courtes
que les diamétres projetés s’approcheraient davantage de
la perpendiculaire au plan ; de sorte que si le point v est
le centre de cercle ame, la droite vn, projection de vm ,
serait le rayon le plus court de l'ellipse anc, tandis qu'au
contraire, le diamétre ac, paralléle au plan de projec-
tion ou situé dans ce plan, se projetlerail dans sa véri-
table grandeur, et serait par conséquent le grand axe de
Iellipse dont vn serait le petit axe.

%08. Supposons actuellement que I'on veuille projeter
(fis- 285) un cylindre circulaire incliné par rapporl aux
deux plans de projection ; que les droiles ac, «'¢' soient
les deux projections de l'axe de ce cylindre, et que le
rayon de sa base soit connu.

Le moyen le plus simple sera de construire (fig. 286)
une projection auxihaire sur un plan vertical A'Z' pa-
rallele a Vaxe et par conséquent & la direction du cylindre
demandé.

On f ra s'a” égal & sa’ et 2'¢" égal & zc, de sorte que la
droite a"¢" sera la projection de I'axe ac, a'c’ sur le nou-
veau plan de projection A' Z'; le rayon m"¢" étant douné
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par la question, les deux droites m"x", m"x", perpendi-

culaires sur a"c" seront les projections des deux bases, et

le rectangle m"2"x"'m'" sera la projection du cylindre sur

le plan verlical A'Z',

%09. Quant ala projection horizontale, elle sera limitée
par les deux droites hk, R'K paralléles & la ligne A'Z!,
et dont l'écartement k' sera déterminé par le diamétre
du cylindre,

Enfin, les deux bases m"x", m"'2™ auront pour projec-
tions les deux ellipses hE, KK, dont les grahds axes sont
égaux au diamétre du cylindre, et qui ont pour pelits
axes les deux droites mx, m"a", projections horizontales

des diamétres m/z", m" 2",

k10. La courbe mn, trace horizontale du cylindre, est
une ellipse; car si on prend les droites Rh', bb' pour axe
des abscisses des deux courbes mx, mn, il sera facile de
démontrer que les ordonnées correspondantes a une ab-
scisse commune seront toujours entre elles comme les
droiles cx, vn, qui alors forment les seconds axes de ces
courbes.

Il est utile de reconnaitre ainsila nature des courbes
que l'on doit tracer, parce qu’alors on peut déduire de
leur définition géoméirique des moyens plus simples de
les construire.

k11. On pourrait prendre pour directrice la base ou
la trace du cylindre dont il s’agit, mais il vaudra mieux
employer pour cet usage le cercle my, que l'on peut con-
sidérer comme représentant la base m"x" que Von aurait
fait tourner autour de I'horizontale mm” jusqu'a ce
quelle soit rabattue dans sa véritable grandeur sur le
plan horizontal de projection.

412, Il arrivera souvent ainsi, par la suite, lorsqu'un
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cerclefera partie des lignes nécessaires & la solution d’un
probléme , que I'on préférera le rabaltre, afin d'éviter la
construction de l'ellipse qui résullerait de sa projection.

%13. Enfin, si parle point v on méme la droite v¢" per-
pendiculaire a A'Z', on déterminera sur le cylindre une
section oblique m"¢" qui aurait pour projection horizon-
tale la circonférence mp. 1l est évident que cette courbe
sera la directrice la plus simple, puisqu’elle dispensera
de faire le rabattement de la base on la construction de la
trace.

Ainsi on pourra, selon les circonstances, prendre pour
directrice du cylindre la base max, la trace mn, la circon-
férence my, qui est la base rabattue sur le plan horizontal
de projection , ou enfin la section oblique m"y", qui a pour
projection horizontale la circonférence my.

C’est principalement lorsque le cylindre sera paralltle
al'un des plans de projection que I'usage de cette der-
nitre directnice sera trés-commode.

k1k. Pour construire la projeclion verticale du cylindre
(fig. 282), on tracera la droite a'a" perpendiculaire sur
a'd, on fera @' @ égal a sa ; ce qui donnera la ligne da'”,
qui représente laxe du cylindre rabattu sur le plan ver-
tical de projection, on fera rz égal au diamétre du cy-
lindre et perpendiculaire sur da'".

Cetle construction auxiliaire pourra étre ellacée dés
qu'elle aura servi & déterminer les axes de Iellipse ' #',
qui est la projection verticale de l'une des bases du
cylindre.

Les mémes axes serviront pour construire la projec-
tion verticale 1't" de la base inférieure.

Il est essentiel de remarquer que les ellipses 7'¢/, +"¢"

(fig. 282) ne sont pas semblables aux deux ellipses max,
m"x" de la fig. 285,
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k15. On opérera pour le pelit cylindre comme pEiHI' le
grand. Les bases de ces deux cylindres élant paralléles,
leurs projections sur un méme plan doivent étre sembla-
bles. Ainsi lorsque I'épaisseur du petit cylindre sera dé-
terminée, il suffica de conslruire la corde ie paralltle a
hx™, ce qui donnera le petit axe de Vellipse ig.

Cettle remarque pourra servir dans les dessins de ma-
chines ot 'on a souvenl & construire les projections obli-
ques d'un grand nombre de cylindres circulaires et paral-
léles entre eux. Gela dispensera de faire une projection
auxiliaire pour chague cylindre.

k16. Pour exprimer qu’un point pp' appartient a la
surface du cylindre, on construira les projections de la
généralrice qui passe par ce poinl.

k17. La droite gz est la trace horizontale d'un plan qui
toucherait le cylindre dans toule la longueur de la géné-
ratrice &g "', : 2

g4 est une tangente a la base.

Enfin, la droite go' peut étre indilléremment considérée
comme une tangente a la base m"x" rabattue en my ou

comme une langente 4 la section oblique m"y".

k18. La fig. 283 contient les deux projections d’un cy-
lindre cireulaire paralléle au jilan horizontal ; on prendra
I I
pour directrice la seclion par le plan vertical pg , dont on
déterminera la direction en abaissant les deux perpendi-
culaires aa', cc".
On pourrait prendre également pour direcirice la sec-
tion par le plan vertical p'g’; mais la rencontre de ce
| p 29
plan par les génératrices du cylindre se ferait suivant des
angles trop aigus.

9 Enfin, il est évident que lorsqu'on sera le maitre
de choisir les plans de projection, le plus simple sera de
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placer le cylindre perpendiculairement & I'an d’eux
(fig. 281).

Intersection des cylindres.

§20. Zrouver la courbe provenant de Uintersection de
deux cylindres.

Il est évident que 'on résoudrait In question proposée,
en déterminant les points ot la surface de 'un des eylin-
dres donnés serait rencontrée par chacune des généralrices
de Tlautre cylindre; de sorte que lout se réduirail A re-
commencer plusieurs fois de suite les opérations de 1’é-
pure du n® 378. Mais il sera, en général, plus simple
d'opérer de la maniére saivante :

421. 1" solution. Soient ( fig. 289, Pl. 42) A’ et B' les
deux cylindresdonton demandelintersection. Par un point
quelconque (m,m'), on construira deux droites paralléles
aux generalrices des cylindres donnés; ces deux droites
délermineront (373) un plan p qui coupera le eylindre AA’
suivant deux de ses génératrices désignées sur I'épure par
(a,a). Le méme plan coupera le cylindre BB' suivant deax
généraltrices (b, &). Or, ces quatre lignes étant dans un
méme plan, donneront par leurs interseclions quatre
points (u, u, w, u) appartenant & la courbe cherchée.

On obtiendra les projections verticales e ces poinis,
en projetant les génératrices qui les contiennent.

Un sccond plan paralléle au plan p, et par conséquent
1};|:'{11|£|L' aux deux cylindres, déterminera qualre nou-
veaux poipls.

Un troisiéme plan en donera qualre aulres, et ainsi
de suile,

On continuera ces opérations jusqu’a ce que l'on ait
oblenu un nombre de points suffisant pour que l'on
puisse tracer la courbe avec beaucoup d'exactitule.
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%22. 1l ne faut pas établir de suite sur P'épure un trop
grand nombre de plans coupants. On fera bien, au con-
traire , de commencer par la recherche de quelques points
essentiels, de ceux surtout qui, par leur position, pour-
raient donner une premiére idée de la forme de la courbe.
On chercherait ensuile des points intermédiaires dans les
parties ot la courbure deviendrait plus sensible. On devra
surtout ne pas négliger les points ou la courbe cherchée
doit toucher les génératrices principales.

Pour avoir les poinls qui appartiennent aux limiles
des projections verticales et horizontales des deux cylin-
dres, on emploiera les plans coupants dont les traces
passent par les pieds des génératrices qui forment ces
limites.

Les plans tangents p', p", paralléles aux deux eylindres,
détermineront aussi des points trés-importants.

Ainsi, par exemple, le plan p', qui touche en 2' la trace
horizontale du cylindre B, déterminera les points u',u
suivant lesquels la courbe cherchée est touchée par les
génératrices @', @' du cylindre A.

De méme , le plan p", qui touche en a" la trace hori-
zontale ducylindre A, déterminera les points u”,u" suivant
lesquels la courbe demandée est touchée par les généra-
trices 4", 8" du cylindre B.

423. Il n’est pas nécessaire de construire de plan cou-
pant hors de espace compris entre les plans p' et p" dont
les traces touchent celles des cylindres donnés, car il est
évident que tout plan hors de cet espace couperait I'un
des cylindres sans toucher ni couper l'aulre , et par con-
séquent ne contiendrait pas de points communs. Lorsque
la courbe sera entiérement obtenue , on regardera comme
vu, tout point provenant del'intersection de deux généra-
trices vues (353). Tous les autres poinls sont cachés, et
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'on tracera en ligne pleine toute la partie de la courbe qgni
conlient les points vus, et le reste en ligne ponctuée.

W2h. Tangente & la courbe dintersection. Lorsqu'il y
aura incertitude sur la direction de quelque partie de
la courbe, on la fera cesser en construisant pne tan-
gente. Pour y parvenir, on remarquera que cette ligne
devant étre tangente aux deux cylindres, il faut, par
conséquent , qu’elle soit située en méme temps dans les
plans tangents a ces deux surfaces, d'ot il résulte qu’elle
doit étre l'intersection de ces plans; ainsi, par exemple,
la droite a"y est la trace horizontale du plan qui touche
le cylindre A dans toute I'étendue de la génératrice a"'u.

Eusuite, v5" est la trace du plan vertical qui touche
le cylindre Bsuivant la généralrice 6" u.

Le point v, intersection de ces deux traces, fera donc
partie de la tangente dont la projection verticale sera ¢'u.

L’un des plans tangents étant vertical, la projection
horizontale de la tangente doit se confondre avec la trace
b"v de ce plan.

Il est évidenl que si les deux plans tangents étaient
obliques, cela ne changerait rien a la maniére d’opérer.

425. Développements. Si on veut obtenir la courbe
d’intersection dans les surfaces des deux cylindres, il
fandra projeter chacun d’eux sur un plan paralléle & ses
génératrices (/ig. 295 et 296), puis on construira la sec~
tion droite et les développements A" et BY, en opérant
comme nous 'avons fuit au n° 368.

Il sera trés-essentiel de s’assurer que tous les points
correspondants des deux cylindres et de la courbe d'in-
tersection sont 4 la méme haunteur sur les Lrois projec-
lions verticales A'B', A", B".

Pour construire la langente vie, v'e, sur le dévelop-
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pement du cylindre A, on construira le triangle quia pour
cOLé :

12 a"v trace horizontalede 'un des deux plans tangents.

2° a"'u génératrice de tangence projetée (fig. 296) dans
sa vérilable longueur.

3" La tangente vu , dont a longueur ¢4 est donnée sur
la projection B,

On raisonnera de la méme maniére pour construire la
tanzente sur le développement du cylindre B,

Sila tangente n’élait pas paralléle & I'un des plans de
projection , on chercherait sa longueur par la construction
du n® 35.

426. Quelquefoisl’un des cylindres pénétre dans autre,
et sy trouve entierement engagé; alors l'intersection se
compose de deux courbes sépurées, I'une d'entrée et 'autre
de sortie, comme on le voit (fig. 290); dans ce cas, on dit
quil y a pénétration (192). Mais si l'un des deux cy~
lindres n'était pas tout a fail engingé dans lautre, l'inter-
section se nommerail arrachement , fig. 288,

Dans la question que nous venons de résoudre, il ¥ avait
arrachement,

h27. Il est facile de prévoir, avant la construction de
I'épure, quand il doit y avoir arrachement ou péunétralion.

Ainsi, dans le casreprésenté (fig. 201), il y aura PEné-
tralion. En ellet, le cylindre B étant compris entiérement
¢ntre les deux plans p' et p", il est évident que loules les
géuéralrices de ce cylindre rencontreront la surfice du cy-
lindre A.

Tandis que surla fig. 287, on voit par la disposition
des deux plans p' et p" que les génératrices du cylindre A,
qui ont leurs pieds sur larc aa', ue rencontreront pas le
cylindre B, tandis que les génératrices du cylindre B, qui

E
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onl leurs pieds sur I'arc 40', ne rencontreront pas le cy-
lindre A.

Enfin, on peut dire, en général, que si deux plans cou-
pants extrémes p' el p" (fig. 291), sont tangents a la trace
du méme cylindre, il y aura Penetmlmn et dans le cas
contraire, il doit y avoir arrichement.

k28. Pour tracer les courbes dé pénétration sur les cy-
lindres donnés (fs. 299 el 293 ), on enveloppera sur ces
; corps les figures A" et B".

h29. Intersection des cylindres. 2° solution. 1l est pres- F
que toujours possible d’éviter la plus grande partie des
opérations précédentes en faisant usage de plans de projec-
tion plus favorablement disposés par rapport aux deux cy-
lindres dont on veut construire la pénétration.

Dans ce but, on placera (fig. 299, PL. 43) I'un des cy-
lindres perpendiculairement a 'un des plans de projection
que nous supposerons ici étre le plan horizontal, et I’on
prendra le second plan de projection paralléle en méme
temps aux deux cylindres.

Par suite de celle disposition d’épure, le systéme de
plans coupants anxiliaires sera parallele au plan vertieal.

Chacun de ces plans ceupera le cylindre A suivant deux
droites verticales, et le cylindre B suivant deux généra-
tricés.

* Les intersections de ces lignes détermineront, comme
préceédemment, tous les points cherchés.

La fig. B' est le développement du cylindre B, et A’ est
le développement de la partie du cylindre A qui a pour di-
o reclrice la courbe aco.

430. Quand les deux cylindres proposés seront circu-
laires, la (race du cylindre A sera une circonférence de
cercle, el celte courbe servira en méme temps de section

13
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:' droite au cylindre A; quant au cylindre B, il aura pour
i trace l'ellipse vu, mais on pourra, comme nous l'avons dit
L aun® k13, éviter la construction de cette courbe en em-
Il ’ ployant, comme directrice, la circonférence vu' qui sera,
i si Pon veut, la base vu" rabattue sur le plan horizontal de
A projection, ou plus simplement encore, la section par le

plan oblique pu'" ) |

k31. Quoique dans 'exemple qui précéde, nous ayons

choisi des cylindres circulaires afin de familiariser le lec-

teur avec les combinaisons que I'on rencontre le*plus sou-

[ vent dans la pratique, il est facile de reconnailre que la

i méme disposition d’épure pourra étre adoptée dans tous

les eas, et qu'il suffira pour rendre a la question toute sa

généralité de supposer que la directrice est une courbe
quelconque an lien d’étre une circonférence de cercle.

SRR L an e e S L

| 4%32. Dans la fig. 300, les deux cylindres proposés étant ..

it | perpendiculaires aux plans de projection, sont les deux

Bl surfaces projetantes dela courbe de pénétration. Iln'y aura

il donc aucune opération i faire pour obtenir cette ligne dont |
les projections se confondront avec les traces des cylindres. |

I |

it %33. Les lignes provenant de l'intersection de deux cy- .

fih lindres participent’ de la courbure de ces surfaces, cest
i pourquoi elles sont en général des courbes a double cour-
it bure (324).

it 43%. Dans quelques cas particuliers cependant, ces
courbes peuvent étre planes.

Si. par exemple il sagissait de Pintersection de deux
fi cylindres A et B (fig. 298), qui auraient pour directrices
I les ellipses aca, a'dd; si de plus, les axes oc, o'c’ étaient
égaux, la courbe de pénétration se composerait des deux
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moitiés d’ellipse a"c". Mais lorsque les axcs oc,0"c" ne

sont pas égaux, la courbe de pénéiration @ e g est a
double courbure.

#35. Si les deux cylindres proposés étaient paralléles ,
ils se couperaient suivant des génératrices dont les pos-
tions seraient déterminées par les points de rencontre des
traces. C'est évidemment la combinaison la plus simple qui
puisse résulter de Pintersection de d:,ux cylindres.

436. Cette rémarque peut étre appliquée avec avantage
dans le cas ott il s'agirait de trouver Lintersection d'une
ligne courbe quelconque avec la surface d'un cylindre.

Soit; par exemple ( fig. 304), la courbe donnde bb, on
prendra sur cette ligne plusieurs poiats 1, 2,3, par les-
quels on fera passer des paralléles au cylindre: on aura, par
cetle construction , une nouvelle surface cylindrique, pa-
ralléle a la premiére, et qui la coupera suivant les deux
génératrices communes cm, ¢'m', passant par les points ¢,c
suivantlesquelsles traces des deux cylindres serencofitrent;
les intersectionsde la courbe donnée avec les droites cm,c'm!
sont les points demandés.

En général, le nombre des points d'intersection es| le
méme que celui des points communs aux (races des deux
cylmdres.

Sila trace 4’6’ du cylindre auxiliaire touchait la trace
du cylindre donnée, on en conclurait que cette derniére
surface est touchée par la’courbe donnée.

437. On aurait pu employer pour surface auxiliaire
I'un des deux cylindres projetant de Ia courbe donnée ;
dans ce cas, les droites cn, e'm' seraient
courbe & double sourbure provenant de
deux cylindres.

remplacées par la
Pintersection des
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%38. Raccordement de deux cylindres. _ ;

On dit, en général , que deux surfaces se raccordent lors-
que l'une d'elles devient le prolongement de lautre, et
quelles paraissent ne former ensemble qu'une seule et
méme surface.

_Or cette condition sera évidemment remplie, si les deux
surfaces ont les mémes plans tangents dans toule I'étendue
de la ligne de raccordement.

Ainsi, par exemple, si deux surfaces cylindriques
(fig. 303) avaient podt directrices les arcs aco, ovu qui se
touchent au point o, il est évident que ces deux cylindres
se raccorderaient, puisqu'ils seraient touchés tous les deux
par un méme plan qui contiendrait la génératrice os, el
qui aurait pour trace horizontale la droite pp tangente aux
traces des deux cylindres. La droite os serait la géneéra~
trice de raccordement.

k39. On rencontre dans Parchitecture de fréquents
exemples de ces raccordements de cylindres.

La suzface de la moulure projetée ( fig. 301 et 302) se
compose de deux portions de cylindres circulaires ayant
pour direclrices les arcs de cercle ao,0c; ces deux cy-
lindres se touchent et sont touchés suivant toute I’étendue
de la génératrice commune 00' par un méme plan pg per-
pendiculaire au plan vertical de projection.

Une deuxiéme moulure, égale & la premiére, Ja ren-
contre & angle droit. Suivant une courbe plane el verticale
qui a pour projection horizontale la droite da' ( fig. 302).

CHAPITRE I,
SURFACES CONIQUES.

4%0. On nomme, en général surface conique (PL. 44),

celle qui est engendrée par une ligne droite, assujellie

i
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dans son mouvement A passer toujours par un point que
l'on nomme le sommet du cine.

La droite mobile se nomme la génératrice du cone; on
suppose ordinairement qu'elle doit s'appuyer sur une
courbe que l'on nomme directrice.

kh1. Le cbne différe donc du cylindre, en cela que le
parallélisme des génératrices est remplacé par cette con-
dition que loutes ces droiles doivent passer par un méme
point.

k42. Si le sommet du cone s'éloignait jusqu’a Vinfini,
les génératrices deviendraient paralléless et la surface du
cone se changerait en un cylindre.

Si on augmentait le rayon de courbure de la directrice,
la surface du cbne s’aplanirait, et lorsque la directrice de-
viendrait une ligne droite, le cone serait un plan.

k43, Ces propriélés permetlent de regarder le cylindre
comme un céne dont le sommet serait a 'infini, et le plan
comme un cone dont la directrice serait droite.

hhk. Sila directrice était une courbe infinie, le cone
serait lni-méme infini dans ses deux dimensions, Mais si
la directrice est une courbe fermée, le c6ne ne sera infini
que dans le sens de ses généralrices.

k5. Quoique ces lignes doivent toutes passer par le
sommet, il ne faut cependant pas les considérer comme
terminées a ce point. Ainsi, pendant que la généralrice
engendrera la surface d’un cdne, le prolongement de cette
droite engendrera une seconde surface de cdne opposé au
premier par le sommet. Cependant, 'usage n’estpas de
regarder ces deux surfaces comme appartenant 3 deux
cones diflérents; et parce qu'elles sont engendrées par la
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méme droite, on les considére comme composant la surface

d’un seul céne, dont elles forment ce que l'on appelle les
deux nappes.

4h6. Les considérations qui précédent s'appliquent a
tous les cones, mais il existe dans certains cas particuliers
que l'on rencontre souvent dans la pratique des relations
sur lesquelles j'appellerai toute Vattention du lecteur.
Ainsi, par exemple, lorsqu'un cone aura pour directrice
une courbe du second degré, le cdne sera lui-méme du se-
cond degre.

k7. Si la directrice est une ellipse, le cone sera ellip-
tique.

k48. Si la directrice est un cercle, et que le sommet
soit sur la droite passant par le centre et perpendiculaire
au plan du cercle, le cone sera circulaire. La droite qui
joint le centre du cercle avec le sommet se nomme, dans
ce cas, axe du cone.

449. On peut dire encore que le cone circulaire est en-
gendré par une droite qui tourne autour d’une seconde
droite immobile avec laquelle elle fait foujours le méme
angle. Si cet angle augmente, le céne devient plus obtus ,
et si la génératrice faisait un angle droit avec l'axe, le céne
se changerait enun plan.

Projection du céne.

§50. Soit (fig. 308) un cbéne ayant pour sommet le
point ss' et pour directrice la courbe 5— 6, on prendra
sur cette ligne autant de points que 'on voudra, puis on
fera passer une génératrice par chacun de ces points et
par le sommet du cone.
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451. Pour construire les traces du céne, on prolongera
les génératrices jusqu'aux plans de projection. Ainsi, Ia
courbe 1'—35 sera la trace horizontale, et la courbe 1"—6"
sera la trace verticale du céne; le point 5 suivant lequel
la courbe directrice perce le plan horizontal doit se trouver
sur la trace horizontale du céne.

. : : - ..
k52, Pour exprimer qu'un point gm' appartient a la
surface du cone, il suffira de placer ce point sur I'une des
génératrices.

‘k33. En opérant de méme pour lous les points d’une

courbe, on exprimera que cette ligne appartient a la sur-
P i g P

face du cone.

5%, On peut prendre pour directrice d’'un cone une
ligne quelconque qui serait coupée par toutes les généra-
trices. Mais pour sintplifier le travail graphique, on prend
souvent pour directrice une courbe plane paralléle a I'un
des plans de projection ou située dans ce plan.

Si nous concevons plusieurs cones ayant le méme som-
met, et pour directrice les lignes v3'u, 1'3'5, 28'x qui se
touchent au point 3', tous ces cones 8¢ toucheront suivant

la génératrice commune s—3'.

455. La droite p'g' qui touche au point 3' les trois cour-
bes vu, 1'5, zx sera la trace horizontale d’un plan tangent
aux trois cOnes, suivant la génératrice s—3'.

456. On peut supposer ici, comme pour le cylindre (316),
que T'on a fait tourner le plan coupant spg antour de la
droite s—3' jusqu’'a ce que deux géncratrices de section
soient réunies en une seule qui devient alors la génératrice
de tangence.

457. Si la directrice du cone est une courbe fermée ,
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les projections de ce chne seront contenues enlre cerlaines
limites que nous allons déterminer.

Supposons, par exem ple (fig. 309 ), un cone qui aurait
pour directrice la courbe 1—2—6—3—k—35 située dans
le plan horizontal, les deux tangenles s—1, s—3 seront
les traces de deux plans tangenls verlicaux entre lesquels
toutles les généralrices seront nécessairement comprises,
car il est evident que la directrice ne pourrait pas étre
renconlrée par une droite dont la projection serait au
dehors de l'angle 1—s—3; on prendra donc les deux tan-
gentes s—1, s—3 pour limites de la projection horizontile
dua cone. Par la méme raison, les deux droiles s'—32', s'—j
tanzentes a la trace verticule du céne seront prises pour
limites de la projection verticale.

438. 11 est essentiel de construire avec une grande pré-
cision les qualre points de tangenced, 2, 3, k. s

Ces points déterminent les parties vues el cachées sur
les deux projections du cbne.

Ainsi, toute généralrice qui aurait son pied sur I'arc
1—2 sera évidemment vue sur la projection horizontale ,
tandis que sur la projection verticale, elle sera cachée. .

Toule généralricé qui aurait son pied suc I'arc 3—k se-
rait au contraire cachée sur la projection horizontale,
tandis que sur la projection verticale, elle serait vue.

Les génératrices qui auraient leurs pieds sar I'arc 2—6
seront vues sur les deux projections. Enlin, celles qui au-
ront leurs pieds sur l'arc 1—1%& seront cachées sur les deux
projeclions.

459. Lesdroites 6—a, 5—ux sont les traces horizontales
do deux plans tangents qui se coupent suivant Ja lizne s—a
qui contient le sommet du cone.

Les droites z—58", z—6" sont les traces verticales des
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mémes plans tangents; on remarquera (ue ces derniéres
lignes sont tangentes a la trace verticale du cone.

Le plan (z—5",2—38) touche le céne suivant la généra-
trice s—38,s'—5', et le plan (z—6",2—6) le touche sui-
vant la génératrice s—6, s'—6'".

Développement de la surface du céne.

160. Dans les applications on développe ordinairement
la surface du cdne en opérant comme pour une pyramide
oblique qui aurait un grand nombre de faces (178). Ainsi,
en prenant surJa trace du cone des points assez rapprochés,
on pourra , sans erreur sensible, remplacer par un iriangle
plan la petite portion de surface conique comprise entre
deux points conséculifs de la trace et les géneratrices cor-
respondantes. Tous ces triangles, construitls dans leur vé-
ritable granleur et placés a colé les uns des aulres, ont
formé le développement du cone projelé ( fig. 306).

Pour oblenir les ginératrices dans leur veritable gran-
deur, of les a fait tourner au'our de la verticale projetante
du sommet jusqu'a ce qu'elles soient paralléles au plan ver-
tical de projection.

K61. Si aucune condition ne détermine la position des
génératrices, on pourra simplifier le travail en choisissant
de préférence celles qui ont une projection verlicale com-
mune, ou qui, deux d deux ont leurs pieds a égale distance
de la verticale du sommet.

Il est facile de satisfaire en méme temps a ces deux con-
ditions; ainsi, par exemple :

Les génératrices 1 ct 15 ayant une projection verticale
commune, on prendra le point 16 détermingé par la tan-
gente perpendiculaire & la higne AZ, etl'arc de cercle 16—2
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déterminera le point 2 par lequel on élévera une perpen-
diculaire qui donnera le point 14.

L’arc de cercle 15— 3 déterminera le peint 3 d’oit on
déduira le point 13 sur la perpendiculaire 3—13, etc.

} 462. Pour constroire dans le dr.veloppement un pomt
mm' appartenant a la surface du cdne,on le rabatira en m”
sur la génératrice correspondante, et de 14 en m" dans le
développement de la surface.

%63. En recommengant cette opération pour tous les
| points d'une courbe quelconque qui serait située sur la
| surface du cOne, on obtiendrait tous. les points de cetle
1 courbe dans le développement.

k64. Pour construire le développement d'un ebne circu-
laire ( fig. 305), on décrira le secteur s—a'"—a" ( fig. 307),
én prenant s—a' égal au c6té s'—a' du cone, et faisant
Varc a"—a'" égal a la circonférence de la base s—a.

465. On pent obtenir beaucoup d’exactitude en opérant
de la maniére suivante. Soit 2 'angle a"sa" du secteur, et
désignons par y Farc a"a" qui sert de mesure 4 'angle .

P‘]I‘ Rle c6té s'a’ du cone, et par r le rayon sa de la hase,
on doit avoir, en prenant I angle droit pour unité:

; T2ty 1 27k, r n
\! Mais
'. ¥y =2qr. = !
s Substituant, on a i

3 x ko2 2R,
f Ou enfin,

I e B 4
It Donc

i sk

i R
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ce qui donne I'angle du secteur. Supposons, par exemple ,
R—=42
l"=5.
Nous aurons :
fprro—ineh = 9() 2
=____—__: —=f{1 —=90°+60"=150°
p= = 1+ =145=90"+
Ainsi, en décrivant un secteur de 150 degrés avec un .

rayon de 12 métres , on aurait le développement d'un cbne
dont le rayon de la base serait 5, et le coté 12.

I Quand le secteur sera construit, on pourra placer sur
larc a"a" les pieds des generatnces qui seraient utiles
pour résoudre la question proposée.

.

Plan passant par le sommet du cone.

466. Cette relation est la plus simple qui puisse résul-
ter de la combinaison ‘d’un plan avec un cone.

Un plan contiendra le sommet du céne toutes les fois
quil contiendra une droite quelconque passant par ce
point.

k67. Pour construire ( fig. 310, Pl 43), par un point
» douné mm/, des plans passant par le sommet du cone s, ab,
p on tracera la droite sm,sn’, et tous les plans qui con-
i' tiendront cette droite satisferont i la condition demandée.
[’ On devra distinguer 1° les plans tels que snp qui passent
par le sommet du cone sans rencontrer la surface.

2¢ Le plan snp' qui touche la surface du cdne suivant la
génératrice sa.

3° Enfin, le plan snp" qui touche le céne suivant la géné-
ratrice sa', et le coupe suivant sa".
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k68. Eu général, le nombre des lignes de section ou de
tangence dépendra du nombre de pomts suivant lesquels
la trace du céne sera touchée ou coupée par la trace du

plan.

Construction du plan tangent au céne.

569. Construire un plan mngent a un coéne par un

point pris sur la surface de ce cone.

L Soient (fig. 311)le cone AA’ et le point mm' situé sur I
: la surfuce, on construira d’abord la génératrice sm, s'm';
puis par le point &, ol cette généralrice rencontre le plan
horizontal, on ménera une langente a la trace horizontale
du céne. Cette ligne sera la trace Lorizontale du plan tan-
i gent, dont la trace verlicale se déterminera facilement,

puisque ce plan doit contenir la ligne mb, m'6’ (51).

§70. Normale. Les droites mn, m'n' perpendiculaires
sur les traces du plan p, seront les deux projections de la
pormale. Tout plan qui contiendrait la droite mu,m'n'
serail un plan normal au point m, m'.

471. Construire un plan tangent a un coéne par un
point pris en dehors de la surface.

Soit (fig. 312) le cone AA' et le point mm!', on fera p'as-
ser par ce point et le sommet du céne la droite sm,s'm’,
el par le point &, ol celte droite perce le plan horlzonlal,
on conslruira deux tangentes a la trace horizontale du
cone; ces deux lignes scront les traces horizontales de deux
plans tangents. Les traces verticales devront passer par la
trace verticale de la droite sm, s'm'.

Si on n’avait pas ce point sur I'épure, on y suppléerait
facilement en assujettissant les plans cherchés a contenir
le sommet du céne ou tout autre point de la ligne sm, s'm'.
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On devrait aussi se rappeler que chaque plan tangent
doit contenir 'une des deux droites (sc, s'c') (sd, s'd') qui
sont les génératrices de tangence.

472. Construire un plan tangent a un céne, paralle-
lement & une droite née.

Soient ( fig. 313) le cone A, A’ et la droite donnée aa/,
on consiruira par le sommet du céne la droite sb, s'6' pa-
ralléle a la ligne donnée aa'. Il ne restera plus qu’a faire
passer par la droite sb,s'b" deux plans tangents au cone;
ce qui se fera comme dans ’exemple précédent. On con-
coit, en ellet, que les deux lignes aa', bb', étant paralléles,
tout plan contenant la seconde de ces deux droiles sera
paralléle a la premiére. Les droites (sd, s'd') (sc,s'c") sont
les génératrices de langence.

Intersection de la surface du céne par une ligne
. droite.

¥73. Soit aa' (fig. 314)1a droite donnée, on prendra
sar celle ligne un point quelconque mm', on joindra ce
point avec le sommetl du cone par la droite sm,sm', et
lon fera passer un plan par les deux droites (am, am')
(sm,s'm').

Ce plan passant par le sommet du céne coupera la sur-
face suivant les deux génératrices (sb,s'8'), et les intersec-
tions de ces deux lignes par la droite donnée (am, a'm')
seront les points demandés.

La portion (vu,v'u') de la ligne donnée est dans l'inté-
rieur du cdne.

Wik, Si la trace horizontale pg du plan auxiliaire ne
rencontrait pas la trace du céne, on en conclurait que la
ligne donnée ne rencontre pas le cone; et si la trace pg
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touchait la trace du cdne, cela indiquerait que Ia ligne
. donnée touche le ebne. ’
Le point de tangence serait déterminé par I'intersection
de la ligne donnée avec la génératrice suivant laquelle le
plan auxiliaire toucherait le cone.

Sections du céne par un plan oblique.

#75. La courbe de section d'un c6ne par un plan con-
tient tous les points snivant lesquels ce plan coupe les
généralrices du céne. Il suffira donc, pour obtenir chacun
de ces points, de faire la construction que nous avons don-
née au n° 70, et qui a pour but de construire I'intersection
d’une ligne droite ayec un plan.

Ainsi, par exemple (fig. 318, Pl. 46), le plan s'—v'—p,
qui contient la génératrice s—1, coupe le plan donné sui-
vant la droite vk, et Pintersection de cette ligne -par la
droite s—1 donne le point 1', qui fait partie de la courbe
demandée.

476. Le plan s'—v'—y étant tangent au céne, ladroite v/
doit étre tangente & la courbe de section.

En général , pour construire une tangente en un point
quelconque de la courbe de section , on construira un plan
tangent a ce point, et la tangente demandée sera 'inter-
section du plan tangent el du plan coupant.

Si le point donné était situé hers du cone, on construi-
rait le plan tangent comme nous I'avons dit au n°® 471.

WT7. On pourrait, en opérant comme nous venons de
le faire, déterminer l'intersection de chacune des généra-
trices du céne avec le plan donné; mais, ici, comme pour
, la question du n° 387, on simplifiera les opérations et I'on
augmentera lexactitude du résultat, en faisant usage
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(fig. 321) d'un plan auxiliaire de projection A'Z' vertical
et perpendiculaire au plan donné.

i Par suite de celte disposition d'épure, la courbe de sec-
tion se projettera par une ligne droite zx, de sorte que,
pour obtenir la projection horizontale de cette ligne, il
suflira d’abaisser des perpendicalaires 2 A'Z' par tous les
points ou la droite zz est rencontrée par les projections
des génératrices du céne.

La projection de la courbe de section sur le plan vertical
primilif se déduira de la projection horizontale, en élevant
des perpendiculaires par les points de cetle projection.

On pourra vérifier le résultat, 1° en exprimant que cha-
cun des points de la courbe de section est situé dans le plan
coupant B; 2° en s’assurant que ces points sont bien a la
méme hautenor sur les deux projections verticales AZ,A'Z.

La courbe M est la ligne de section que I'on a rabattue
| en la faisant tourner autour de la trace horizontale du '
plan coupant, et la fig. N est le développement du céne, i
que I'on construira en opérant comme nous I'avons dit au '
n" k60. . i

La courbe x'z'x’ représente la ligne de section dans le
développement, de sorte que la fig. x'a'c'a'x'z' est la por-
tion de la surface conique comprise entre le plan coupant :
et le plan horizontal de projection.

178. Section du céne. 2° solution. Dans la pratique, on
évite presque toujours la.plus grande partie des opéra-
tions précédentes, en prenant dés I'origine, comme on le
voit ( fig. 319), un plan de projection perpendiculaire au
plan coupant png.

La projection horizontale de la courbe s’obtient en
abaissant des perpendiculaires a la ligne AZ par les points
ot les projections verticales des génératrices sont coupées
par la trace verticale #p da plan donné.
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Pour construire les projections horizontales correspon-
danles au point m, on rabattra les deux géuératrices s—1,
s—9, en les faisant tourner autour de la verticale du som-
met. Dans ce mouvement, les deux points qui ont le point m
pour projection verticale commune,, viendront se placer,
I'un en 1/, et Pautre en m'". On les projettera sur la droite
s—2', d’ott on les fera revenir, le premier en m" et le se-
cond en m'.

On opérera de la méme maniére pour les points appar-
tenant aux génératrices dont les projections horizonlales
seraient coupées suivant des angles trop aigus par les per-
pendiculaires abaissées de la projection verlicale.

Céne elliptique.

479. Principe fondamental. Lorsqu’un plan est dirige
de maniére a couper toules les génératrices de la méme
nappe d'un cone elliptique , la courbe de section est une
ellipse.

En effet (Géom. anal.), dans toute ellipse ac ( fig. 316),
rapportée a deux diamélres conjugués quelconques, on a”
toujours :

P e ]

. 3 aoxociao xo'ci:ou:ou (1)
Clest-d-dire que les rectangles formés par les deux seg-
ments d'un diamétre sont entre eux comme les quarrés
deé ol (ZOHH(’LS car, ILSPOH({ﬂ.ﬁt(’J.

La relation preceulenle est egwlemenl yraie pour des
ellipses semblables, et quels que soient les pieds des or-
données.

Car si les deux ellipses ac,a’c" (fig. 316 et 317) sont

semblables , on aura*

ao' :a'o" 12 o'u' 0"

I > ()
o'cole! o' o'
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Multipliant : !

ao’ >< OJC : afro#r >< O”C” :: o'u’ . o"u". (2)
Multipliant I'une par Pautre les proportions (1) (2), on

aura

—

5 "
aoxoc:a"o" Xo"c":; ou: 0",

.

480, Enfin nous admettrons également la réciproque
qui est sufisamment démontrée dans les traités g’

Clest-a-dire que, si les rectangles formés par les deyr
segments d'un diamétre sont entre eux comme les quar-
res des ordonnées correspondantes, la courpe 561
ellipse.

481. Daprés cela, supposens ( fig. 315) un céne ellj

tique droit ou incliné, comme on voudra, dont ]
trice serait I'ellipse ac.

Concevons les deux ellipses a'c’, a"¢" p
conséquent semblables A la directrice ac,

Quelle que soit Pinclinaison du plan coupant &"¢", Jeg
droites o'u’, o"u" seront paralléles entre elles.

Concevons ox paralléle aux droites o'u', 0"u", et menons
le plan s'ac de maniére que le diamétre ac sojt le conjugué
de ou; il en résultera que les ordonnées o'w, 0"a", seron
conjuguées avec les diamétres a'c’, oc".

Enfin, soit @"¢" I'intersection da pl
qui contient la courbe de section a"¢".

Les triangles semblables @"a'o’, a

analyse,

‘a une

a direc-

aralléles , et par

an s'ac, par celui

"a"o" donneront

- amo!: GIHOH e aFol' . aHOFF'

(n
Les triangles semblables co'c, ¢"o"¢" donneront :
o'c" 1 0"c" 11 ole! s oM (2)
Multipliant les proportions (1) et (2), on aura
a"o' x 0'c":a"0" x0"¢" 1+ 4! X 0'c':a"0" xo"e". (3)

14
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Mais les deux courbes a'c’, a'c" élant deux ellipses, on a,

par le principe cité au n° 479,

]

2 2.
aFOI >< GTL‘I : (L”t')" X O”c” :: OIEf.r : Q”H-”. (ﬁ-)
Par suite du rapport commun aux équations (3) et (b),
on aura :
—

| B ¢ r_mr ne_n i S .
a"o' s¢o'c" ra"e" x 0"c" 1 o' L o"u.

Done, puisque les rectangles formés par detix segmenls
quelconques du diamétre a"'¢"
quarrés des ordonnées correspondantes , 11 courbe est une
ellipse (480).

£82. La démonstration précédente s'applique évidém-
ment au eome circulaire dans lequel les sections paralléles
a'c', @'’ seraient deux cercles; de sorte que I'on aurait :

sont entre eux conime les

-——2
a'o' X o'd'=o"t
A

m..n
a'o” x o'c" =o',

Substituant dans la proportion (3), il vient

el
met r {} o L ! 1
a'lo ><uc'”:a"o"><o " 22 o'ul s 0%

483. La relation que nous venons de démontrer n'est
qu'un cas particulier de ce principe plus général, queé

Zoute section d'un céne du second degré par un plan
est une courbe du sécond degré (Géomt. anal. ).

W8k, Transformations diversesde la courbe de section.
Nous avons dit (479) que la courbe de seclion d’un céne
elliptique par un plan serait une ellipse, lorsque le plin
coupant serait dirigé de maniére a rencontrer toutes les gé-
nératrices d'une méme nappede cOne; mais cela n’avra pas
toujours lieu. En eflet, il peut arriver (fig. 322) quele plani
coupant p'n'q’ soit paralléle a 'une des générateices du coue.
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Dans ce cas;, la courbe de section serait une para-
bole (264).

Et quand le plan coupant p"n"g" ( fig.223) sera dinigé
de maniére a rencontrer les deux nappes du céne, la sec-
tion sera une hyperbole (272).

Ces trois courbes se construiront comme nous I'avons
dit au n° 478. Pour déterminer le point m" sur la projec-
tion horizontale de la parabole ( fig. 322), on rabatira la
généralrice s'—1 en s'—1', le point m viendra en m', d’our
on déduira m", qui, ramené & sa place, donne m" pour le
point demandé.

On agira de méme pour toutes les génératrices dont les
projections seraient coupées trop obliquement par les per-
pendiculaires a la ligne AZ. ‘

La courbe N ( fig. 319) est le rabattement de lellipse
provenant de la section du céne par le plan png.

La courbe N ( fig. 322) est le rabattement de Ja parabole
provenant de la section du cone par le plan p'r/q'.

Enfin, les deux courbes N" et N sont les deux branches
de I'hyperbole provenant de la section du cbne par le

S )}

plan p'n"g",

485. 1l peut étre utile, dans certains cas, de construire
les asymptotes de I'iyperbole. On devra se rappeler alors
que ces droites sont les limites des tangrntes a la courbe ,
c'est-a-dire qu’une tangente qui tournerait aulour de Vhy-
perbole, en prenant toutes les directions possibles, se con-
fondrait avec I'une des asymptotes an moment ou le point
de tangence serait arrivé 4 Uinfini (276).

La question sera donc réduited faire passer par le centre
de I'hyperbole deux tangentes & cette courbe.

Voici l'ordre des opérations :

1° On abaissera les droites a'a,a'a perpendiculaires a
la ligne AZ, ce qui déterminera sur les génératrices s—3,
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s—14 les deux points a,a, extrémités du diamétre aa.

9’ Le pointgc', milieu du diamélre aa, sera le cenire de
Ihyperbole.

3¢ La droite scu, s'c'd’ sera Vintersection de deux plans
tangents au céne et passant par le point ec'. ;

k° Les droites unp, unp, tangentes a la trace du cone,
seront les traces de ces deux plans tangents.

50 Enfin, les droites c¢n, cn, intersections de ces deux
plans tangents avec le plan coupant p"n'q", seront les
asymptotes demandées.

Car elles sont tangentes a ’hyperbole, puisqu’elles sont
les intersections du plan coupant avec les plans langents

ui contiennent le point cc'; et puisqu’elles passent par le
centre de I'hyperbole, elles coincideront avee les asymp-

totes de cetle courbe.

586. Il résulte de ce qui précéde, que la section d’un
céne elliptique par un plan sera nécessairement I'une des
trois courbes que nous avons étudidées aux n% 245, 264
et 272.

Les génératrices s'3, s'k ( fig. 319, 322 et 323) étant les
limites de la projection du céne sur un plan perpendicu-
Yaire au plan coupant png, p'n'g' ou p'n"q", on peut dire,
en général, que si 'angle 3a'n (fig. 319) est plus grand
que 35k, la section sera une ellipse.

Si langle 3a'n’ (fig. 322) est égal 4 354, la section sera
une parabole.

Enfin, si ’angle 3a'n" (fig. 323) est plus petit que 3s'% ,
la section sera une hyperbole.

§87. 1l faut ajouter, comme cas particulier des courbes
précédentes, les sections du coéne par un plan qui conlien-
drait le sommet.

Si nous supposons, par exemple, que le plan yu tourne
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autour de horizonlale projetante du point s ( fig. 3{9).
il faudra distinguer trois cas-

1° Si l'angle 3s'u est plus grand que 3s'k, la section sera
un point que l'on pourra considérer comme une ellipse
dont les axes seratent ézaux i zéro.

3° Si I'angle 3s'u était égal & 3s'4, le plan toucherait le
cOne suivant la généralrice s'k, qui remplacerait alors la
courbe de section, el que 'on pourrait considérer comme
une parabole dont les deux branches se seraient rap-
prochées.

3° Enfin, si 'angle 3s'u était plus petit que 3s'4, le plan
couperait le cone snivant deux génératrices que U'on pour-
rait considérer comme une hyperbole coincidant avec ses
asymptoles, parce que la distance du centre au sommet de
la courbe serait égale a zéro.

488, Celte derniére considération donne un deuxiéme
moyen de construire les asymplotes de I'hyperbole.

En effet, admeltlons, ce qui est démontré dans les traités
d’analyse, que si on coupe un céne du second degré par
des plans paralléles, toutes les courbes de section seront
semblables.

Il en résulte que si, par le sommet du céne ( fig. 323),
nous faisions passer un plan p"n"g" paralléle & p"n"q",
les deux génératrices s—1,s—a pourront étre considérées
comme formant une hyperbole semblable a celle qui résulte
de lu section du céne par le plan p"n"g", ces deux courbes
ne dillérant, comme nous 'avons dit, que par la distance
dun centre au sommet.

Or, la section par le plan p"n"¢" donne I'angle que les
asymptotes font entre elles, et puisque I'on connait le
cenltre c¢' de I'hyperbole qui résulle de la section par le
plan p"n"q", il sera facile de construire les asymptotes de

celle derniére courbe,

1
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489. Si le sommet du cone élait reculé jusqu’a l'infini
la surface se changerait en un cylindre elliptique. Dans ce
cas, lasection oblique serait toujours une ellipse, puisque
le plan coupant rencontrerait toules les généralrices du )
méme coté du sommet. : f

490. La similitude des sections paralléles du céne peut k
dans quelques cas donner lieu & des abréviations.

Bupposons, par exemple, qu’il s'agisse -de projeler
(fig. 320) les sections d’'un cone elliptique par plusieurs
plans horizontaux. On construira 'une de ces courbes avec
beaucoup de soin; puis, aprés avoir déterminé le centre,

les axes et les foyers, si on le juge a propos, on tracera :
1° La droite so, qui contient les centres de toutes les
sections;

2° La droite sa, passant par les extrémités des grands
axes;

3" La droite se, qui détermine les extrémilés des petits :
it axes;

k* Les droites s—1,5—2, qui contiennent les points
suivant lesquelsles conrbes cherchées touchent les géné- [
ratrices limites de la projection horizonlale du céne.

Céne circulaire. |

¥91. Lorsqu’un céne circulaire, terminé par une base

perpendiculaire & son axe, est projeté sur un plan paral-

l¢ted cetaxe, la projection(fig. 327 Pl 47 )est un triangle

1socéle sce. |
La circonférence tangente aux droites sc, sc est la pro-

jection @'une sphére inscrite et tangente & la surface du

cbne, suivant une circonférence de cercle qui a pour pro-

jection la droite ut.

Enfin, les deux droites paralléles vp, pp, sont les limites
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de la projection d'un cylindre circulaire qui touche la
sphbére suivant la circonférence du grand cerele qui a pour
projeclion la droite zz. ’

Les deux cercles uu, 2z, situés tous deux sur la surface
de la sphére, se coupent en un point x qui appartient a la
surface du céne, puisque le cercle wu, snivant lequel la
sphére est Louchée par le cone, appartient tout entier a
cette derniére surface.

Si mous concevons actuellement que le cylindre et le
cbne soient coupés par un méme plan pg, les deux courbes
de section seront deux ellipses qui, ayant un axe commun
a@ et un point commun x, coincideront et ne feront, par
conséquent, qu'une seule et méme courbe.

Il en sera de méme dela seclion du cylindre et du cone
par un plan p'y'; ol nous pouvons conclure que les diago-
nales du quadrilatére ae', a@' sont les projections de deux
ellipses siluées en méme Lemps sur les surfaces du cylindre
et du cbne, et que nous pouvons, par conséquent, consi-
dérer comme étant les intersections de ces deux surfaces.

192. Il résulte évidemment des velations gue nous ve-
nons de mettre en évidence, que, si on prenait un plan de
projection perpendiculaire au cylindre vopp, les deux el-
lipses aa,a'a se projetleraient sur ce plan par une scule
circonférence qui serait en méme temps la projection du
grand cercle 25, suivant lequel la sphére inscrite dans le
cone est Louchée par le cylindre.

193. Projection oblique du céne circulaire. Si le cone
dont il s’agit deit étre placé obliqguement, il faudra opérer
de la maniére suivante.

On chioisira d'abord 'un des plans de projection paral-
léle i laxe du cdne, dont la projection sur ce plan sera le
triangle isocele s'c'e’ ( fig. 326 ). Pour compléter la projec-
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tion sur l'autre plan, il faudrait obtenir la trace du cone
ou la projection de sa base, Mais on pourra souvent éviter
la construction de ces courbes, en employant pour direc-
trice (le la surface du céne la section par un plan pq incliné
de maniére que la projection de cette courbe soit une cir-
conférence de cercle.

Cette maniére de procgder sera d’autant plus commode
dans les applications , que souvent, aulieu d’'un cone oblique
exigé par lanature de la question , on préfére employer un
cone circulaire.coupé obliquement.

49%. Pour déterminer l'inclinaison de la section a'a’, de
maniere que la projection horizontale de cette courbe soit
une circonférence de cercle, on prendra sur U'axe du céne
un point quelconque ayant pour projections les deux points
o0'. De ces points, comme centres, on décrira deux circon-
[érences égales, et d’un rayon tel que la circonférence dé-
crite du point o' soit tangente aux deux droites s'c’, s'c, qui
forment les limites de la projection verticale du cone.

Les denx circonférences dont nous venons de parler, sont
é¢videmment les deux projections d’une sphére qui serait
inscrite dans le céne proposé. On élévera les deux perpen-
diculaires aa"a’, aa'a", qui couperont les lignes s'c’, aux
quatre points ', 2", a', a".

Enfin, les droites a'a', a"a", diagonales du quadrilatére
a'a"a'a" seront les projections verticales de deux ellipses
dont les projections horizontales se confondront avec la
circonférence décrite du point o comme centre.

495. On choisira de préférence Vellipse (a'a’) pour direc-
trice du cone, parce que ses intersections par les généra-
trices donnent lieu a des angles moins aigus.

Si on doutait que les deux ellipses (a'a’) (a"a") dussent
se projeter par la circonférence décrite du point o, il suf-
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fira de remarquer d’abord que le diamétre aa est la projec-
tion commune des deux axes a'a’, a"a"; que, de plus, les
deux ellipses ont un point commun x2' qui se projette sur
la circonférence du grand cercle horizontal de la sphére, et
que, d’ailleurs, ces deux ellipses ont pour surface proje-
tante commune le cylindre circulaire et vertical qui touche
la sphére snivant le grand cercle horizontal zz, lequel cy-
lindre a, par conséquent, pour trace la circonférence dé-
crite du point o comme centre.

%96. Les deux tangentes sx,sx seront les limites de la
projection horizontale du céne.

#97. Les points de tangence x,x seront déterminés par
le moyen géométriqueconnu , ou par la perpendiculaire x'x
abaissée du point x'.

498. Pour conslruire un point appartenant a la surface
du edne et qui serait donné par sa projection verticale m/,
on (racera la génératrice s'm'. Le point ', suivant lequel
celte génératrice rencontre la directrice a'a', se projettera
surle plan horizonlal par 'un des deux points n,72, ce qui
donnera les projections horizontales des deux génératrices
sn, sn, qui ont s'%’ pour projection verticale commune.

Enfin, la perpendiculaire m'm déterminera les deux
points m, m qui se projettent tous deux par le point m'.

199. Base du cone. La base ¢'c¢’ du cdne étant un cercle
incliné, sa projection horizontale sera une ellipse que nous
construirons comme nous 'avons dit an n® 409.

Le centre u étant déterminé, on fera eu égal a u'c!, ce
qui donnera le grand axe ee de lellipse demandée. Les
exlrémités ¢, ¢ du pelit axe seront déterminées par les per-
pendiculaires c'c, c'c.

500. Traces du céne. Si on prend pour directrice du cdne
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une section par un plan P¢, incliné de maniére que la pro-
jection soit un cerele, il sera presque toujours inulile de
construire les traces du céne. Nous allons eependant,
comme exercices, indiguer les moyensd’obtenir ces courbes.

501. Ellipse.Soient données (fig. 32h)les deux projec-
tions d’un cone circulaire ayant pour sommet le point s, s',
et pour directrice une seclion aa,a'a, que I'on obtiendra
comme nous l'avons dit au n® 49k, on veut construire la
trace du cone.

Nous remarquerons d’abord que cette trace doil éire une
ellipse, puisque le plan horizontal AZ coupe toutes les gé-
néralrices d’'une méme nappe (479), et que, d’ailleurs,
Pangle x'c'a’ est plus grand que a's'c' (486).

Les génératrices s'¢',s'c' percent le plan horizontal en
deux points ¢,c, qui sont les extrémités du grand axe de
Pellipse cherchée. Le point uu', milieu de la droite cc, sera
le centre de cette courbe, et le petit axe e"¢", projeté sur
la ligne AZ par un seul point o', doit étre égal au double
de la ligne «e.

En effet,; I'axe e"¢", perpendiculaire au plan vertical de
projection, est une corde commune a Dellipse cherchée
ce'ce et au cercle provenant de la section du cbne par le
plan ¢'y perpendiculaire & son axe. Si donc on rabat celle
derniére section surle plan vertical, Vune des extrémités
de la corde &'
décrite du point 3 comme centre avec le rayon yt,ce qui

viendra se placer en e sur la circonférence

délerminera la longueur de u'e, moitié de €'¢", second axe
de l'ellipse ce''ce”.

502. Si du point u, comme centre, on décril Parc de
cercle e, et que 'on construise ( Géom.) le point x" sui-
vant lequel cet arc serait touché par la tangente sx", l'or-
donnée x"x déterminera les poinls xx, et par conséquent
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les deux tangentestsz, sz, qui complétent la projection ho-
rizontale du edne.

Nous avons vu que ces points pouvaient encore étre dé-
terminés en construisant par le point s deux tangentes ala
circonférence ax, ax.

Enfinon remarquera, pour troisiéme vérificalion, que
les points a", 2, x, 2!, doivent étre tous sur une méme
droite perpendiculaire 4 la ligne AZ (497).

503. Foyers. On peut oblenir ces points en opérant
comme nous I'avons dit aun® (250), ou bien en faisant usage
de la propriété suivante, dont la démonsfration ne peut
trouver place que dans un traité de Géamétrie analytique.

Soit (fig. 828) un cone cireulaire coupé obliquement
par le plan pq. 8ilon inscrit dans ce cdne deux sphéves
tangentes au plan coupant, les deux points de tangence
F, ¥ seront les foyers de la courbe de section.

Celte propriété appartient auesi a la parabole et i 'hy-
perbole. Ainsi les points F', F' seraient les foyers de I'hy-
perbole suivant laquelle le méme plan couperait un second
cone engendré par le mouvement de la droite sc tournant
autour de m'r'.

50k. Tl résulte de ce qui précéde, que si nous partageons
langle s'¢'x'( fig. 324 ) en deux parties égales par la droite
¢'r',le point+'serale centre d'une sphére qui toucherait en
méme temps le cone et le plan horizontal AZ | de sorte que
le point de tangence FF' sera I'un des foyers de I'ellipse.

Le second foyer sera.déterminé par Tadroite qui partage
en deux parlies égales Pangle u'e's".

805. Parabole. La trace du cone projeté (fig. 328), sera
une parabole, puisque langle x'¢'a’ est égal 4 a's'c' (486).
La courbe aa, a'a', direcirice lu céne, étant obtenue par
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la construction indiquée au n® 49k, on#racera les deux
tangentes sz, sx, qui forment les limites de la projection
horizonlale du céne.

On partagera Pangle s'c'a’ en deux parties égales par la
droite ¢'/’

Le point 7', suivant lequel cette droite rencontre 'axe,
sera le centre de la spliere inscrite dansle céne et tangente
au plan horizontal AZ; de sorte que le point de tangence
FF'sera le foyer de la p':rabo]e :

Il sera utile de se rappeler, comme vérification, que le
point I doit étre situé sur la droite ¢F, menée perpendicu-
lairement, par le point v, milieu de la tangente s.

Si on fait ck égal a ¢F, la droite dd, perpendiculaire a
sa, sera la directrice qui, avec le foyer F, suffira pour
construire la parabole (264).

806. fyperbole. La trace du cdne projeté ( fig. 329) sera
une hyperbole, puisque le,plan coupant AZ rencontre les
deux nappes du cdne.

Lacourbeaa,a'a' directrice du cdne étant obtenue comme
précédemment, on construira les deux tangentes sz, sx,
qui forment les limites dela projection horizontale du cone.

On partagera les angles s'c'A, s¢"Z , chacun en deux par-
Lies égales par les droites ¢'o!, c"n’.

Les points o',n' seront Ies centres de deux sphéres in-
scrites dans le cdne et tangentes au plan horizontal AZ ;
de sorte que les points FF'seront les deux foyers de I'hy-
perbole.

Les points ¢c',cc" seront les sommets, et le point u,
milieu de ce, sera le centre.

De ce point, comme centre, avec un rayon égal & uF,
on décrira une circonférence, et les qualre points zzzz,
suivant lesquels cette ligne rencontrera les ordonnées ¢z,
passant par les sommets de la courbe, appartiendront aux
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deux asymptotes. On pourrait encore obtenir ces droiles
par I'un des deux moyens indiqués aux n* 485 et 488.

Les asymptotes et le sommet élant obtenus, il sera facile
de construire les deux branches de la courbe (277).

Intersection des cones et des oylindres.

307. Trouver la courbe provenant de lintersection
d'un eylindre et d'un cone.

On coupera ces deux surfaces par un systeéme de plans
paralléles au cylindre et passant par le sommet du cone. Par
ce moyen, les seclions dans le cone et le cylindre seront

“des lignes droites.

Soient, par exemple (fig. 335, Pl. 48), le cylindre
(A, A')etle cone (B, B') dont il faut trouver l'intersection.
Construisons, par le sommet ss' du céne, la droite sc, s'¢"
paralléle au cylindre, et faisons passer par celte droite un
plan p; ce plan sera lui-méme paralléle au cylindre et ie
coupera suivant les deux lignes (ea') (aa'); de plus, il cou-
pera le cone suivant les deux génératrices (b4') (b0'). Or
ces qualre lignes étant dans un méme plan donneront,
par leurs intersections, quatre points (u,u'...) appartle-
nant a la courbe demandée. Trois de ces points sont au-
dessus du plan horizontal , le quatriéme est dessous.

Un second plan, contenant la droite (sc,s'c’), donnera
qualre nouveaux points de la courbe.

Un troisieme plan en donnera quaire autres et ainsi de
suite.

On continuera ces constructions jusqu’a ce que l'on ait
oblenu un nombre de points assez rapprochés pour que
Pon paisse tracer la courbe.

508. On devra ici, comme dans la question du n® k22,
chercher de préférence les points qui sont situés sur les




299 LE CONE. PL. 48.

généralrices qui forment les limiles des projeclions du
cylindre et du céne.

Tout plan dont la trace serait hors de 'angle formé par
les traces des plans p' el p" ne couperait pas le cone, et
par conséquent ne contiendrait pas de points communs aux
deux surfaces.

Dans Pexemple qui nous occupe, les conrbes d’intersec-
tion sont séparées et forment par conséquent pénélration.

509. Tangente a la courbe d'intersection. Silen veut
oblenir une langente au point mm', on constraira : 1° la
droile vz, trace horizonlale d’un plan qui toucherait le
cylindre dans toute 'élendue de la génératrice mz, m'z'..

90 La droite vx, trace horizontale d’un second plan qui
toucherail le céne dans toute I'étendue de la génératrice
may me'x’

3 La droite ym, projection horizontale de l'intersection
des deux plans tangents, et par conséquent de la tangente
am point mm',

&° La droite ¢'m', projection verticale de la tungente
demandée,

On fera bien de construire ainsi quelques tangentes par-
tout ofr il y aura incerlitude sur la direction de la courbe.

510. Si on veul construire les courbe de pénétration dans
les surfaces développées du eylhindre et du céne, il faudra
opérer comme nous F'avons dit aux n* 368 et 460.

511. On peut simplifier les opérations en placant
(fig- 332) le cylindre perpendiculairement & I'an des plans
de projeclion; la trace du cylindre sur ce plan devient alors
la projection de la courbe, el il ne reste plus qu’a élever
des perpendiculaires par les points ol celte projection est
rencontrée par les projections des génénatrices du cone.
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512, Zrouver la courbe provenant de lintersection de
deux cones.

On construira ( fig. 336) la droite (5o, s'6') gui join( les
sommets des deux cdnes, puis par cette droite on fera pas-
ser des plans. Chacun de ces plans contenant les deux som-
mets coupera les cones suivant des lignes droites qui, par
leur intersection, donneront les points de la courbe@eman-
dée. Ainsi, par exemple, le plan p cotipe le cone (A, A")
suivant deax génératrices (¢,a') (a,d’), et le céne (B, B")
suivant les deux lignes (4,5'(b, &'). Ces quatre lignes don-
nent, par leurs inlerseclions, les quatre poinls (w,u'...),
Deux de ces points appartiennent a la courbe de pénétra-
tion par laquelle le sommet du cone B sort du céne A; le
troisiéme fait partie de l'intersection formée par le prolon-
gement des nappes inferieures des deux cones; el le quii-
tri¢me, projelé horizontalemenl en @, derriére le plan
vertical,, appartient & la ligne «'f' provenant de Iimter-
section des deux nappes supérieures.

513. Si Ton n’avait pas sur 'épure les sommels descdnes
proposés ni le point o la droite qui contient ces sommets
rencontre le plan horizontal, on pourrait couper les deux
cones par des plans paralléles aus plans de projection. Les
interseclions des cones par ces plans seraient semblables
aux (raees, et ces courbes, facilés 4 construire (%907, se
couperaient suivant des points appartenant i I'intersection
demandée.

Ce moyen s’emploie surtout avec avantage lorsque les
traces des cones proposés sont des cercles.

b1k, Tangente. La droite vz est la traee horizontale
d'nn plan qui touche P'un des cones suivant la généra-
Irice zp, 2'w.

La droitepaest Ia trace horizontale d'un plan qui touche
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le second céne suivant la génératrice xu, x'u'. La ligne vu
sera, par conséquent, la projection horizonlale de la tan-
genle au point uu'.

Le plan tangent o'v'z étant perpendiculaire au plan ver-
tical de projection, la droite ¢'u' sera la projection verli-
cale de la tangente.

‘ -
515. Les développements des cénes se construiront
comme nous l'ayons dit au n° (460).

516. Les courbes provenant de la pénétration de deux
cylindres ou d'un cylindre avec un céne, peuvent quelque-
fois étre planes.

Ainsi, par exemple, si le cylindre et le cone projelés
(fig. 330) avaient pour directrice commune une ellipse vu,
Vintersection de ces deux surfices donnerait lieu & une
seconde ellipse.

En général, toutes les fois que deux cones, deux cy-
lindres, ou enfin un cylindre et un céne sont du second
degré (446), et que ces deux surfaces se pénctrent , sila
courbe d'entrée est une courbe du second degré, la courbe
de sortie sera pareillement du seconn pecri (Géom. anal. ).

517. Raccordement des surfaces cylindrigues et coni-
gues. Pour que la surface d’'un cylindre et celle d'un céne
soient tangentes 'une a l'autre, il fant qu’ils soient tou-
chés par un méme plan dans toute I'étendue d’une géné-
ralrice commune.

Cela exige que le sommet du cdne soit situé sur cette

ligne. :
Ainsi, par exemple, siles deux courbes ac, co (fig. 331)
se touchent et se raccordent au point ¢, la surface conique,
qui aurait son sommet en s et pour direetrice la courbe co,
devra se raccorder avec la surface du cylindre qui aurait
pour génératrice sc et pour directrice la courbe ac.
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518. Les deux surfaces coniques sac, s'co (fiz. 333)se
raccordent parce que leurs directrices se raceordent, et que
les deux sommets s et 5" sont situés sur une méme généra-
trice scquicontient le pointderaccordement desdirectrices.

Il est évident que les deux cdnes se raccorderaient en-
core, s'ils avaient pour directrices deux courbes quelcon-
ques ac, c'o’ touchées par un méme plan, pourvu que Ia
droite qui joindrait les points de tangence c, ¢' contienne
les sommets des deux cénes.

519. La combinaison la plus simple de deux cénes a lien
lorsqu’ils ont un sommet commun. Dans ce cas, il faut
distinguer trois cas; et pour mieux les metlre en évidence,
supposons que l'on prenne pour directrices les sections de
ces deux ednes par un méme plan. ‘

Si les directrices ne se rencontrent pas, il est évident
que les deux cénes n'auront pas d’autres points communs
que le sommet.

Si les directrices se touchent, les deux cénes seront tan-
gents 'un alautre, suivant la génératrice qui passe par le
point de tangence des directrices.

Enfin, si les deux directrices se coupent suivant un ou
plusienrs pdinls, les deux cones se couperonl s@ivant toutes

les génératrices qui passent par les points d’intersection
des direcltrices.

520. Zrouver Uintersection d'un céne par une ligne
courbe.

On construira (fig. 334) une seconde surface conique
ayant méme sommet que le céne donné A, A'; et dont la
directrice sera la courbe donnée (a,a’). Ces deux cones
se couperont suivant les deux généralrices communes
(6,8") (b,8"), el les intersections de ces deux droites par la
courbe proposée seront les points demandés (m,m') (m, m').

15
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Quand la ligne donnée est droite, comme au n’ 473, la
surface conique auxiliaire devient un plan.

Si Pen n'avait pas le sommet du céne; il serait bon
d’employer comme surface auxiliaire 'un des cylindres

projetant de la courbe proposee. |
: L'intersection avec le cone ne présenterait aucune diffi-
! culté (511), o
' CHAPITRE 1IV.

LA SPHERE.

521. On considére ordinairement la sphére comme en -
gendrée par le mouvement d’un demi-cercle, qui tonrnerait

autour de son diamélre. Celle maniére de concevoir la gé-
nération de la sphére lui a fait donner le nom de surface
de révolution. Le demi-cercle, dont le mouvement en-
gendre la surface sphérique, se nomme génératrice ; etle
diamétre autour duquel se fail leanouvement se nomme
I'axe de la sphére.

Pour plus de simplicité, nous prendrons toujours pour
it axe un diametre perpendiculaire a I'nn des plans de projec-

tion ; de sorle que toule section par un plan perpendicu-
laire & l'axe sera un cercle paralléle aw plan de projection.

I 522, Proﬁech’ou de la sphere. Si par le centre de la
F“ sphere (fig. 337, PL 49) on concoit un plan p paralléle
i au plan horizontal , ce plan coupera la sphére suivant un
d grand cercle dont la projection horizontale sera prise pour
i limite de la projection de la sphére; de méme on prendra
pour limite de la projection verticale de la sphére celle du
grand cercle provenant de la section par le plan p' paral-
lele au plan verlical de projection.

523. Parties vues et eachdes. Toule la partie de la sur-
face de la sphére qui est au-dessus du plan P> Sera vue en
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projection horizonlale, tandis que I'iémisphére cu-dessois
du méme plan sera caché.

Sur la projection verticale on devra considérer comme
vue toute la surface de Ihémisphére qui est en deca du
plan p'; tandis que Ihémisphére au dela doit éire caché.

52k. Génération. Si nous supposons que le demi-cerele
a'b'd' tourne autour de Paxe vertical a'd’ pour engendrer
.la surface de Ta spliére, chaque point déerira un eercle ho-
rizontal dont le rayon sera déterminé par la distance de ce
point a Paxe. Ainsi, par exemple, pendant quele point 53!
parcourra Yare bh, &', Te point (mm') viendra se placer
en nn'. Lie demi-cercle générateur étant toujours perpen-
diculaire an plan horizontal, sa projeclicm sur ce plan sera
la ligne droite ch; de sorte que pour avoir la projection
verticale d'un de ses points, du point sz, par exemple, on
eonslruira d’abord les deux projections mz,m'n’', du cercle
que parcourt le point m; puis on élévera parle point 2 une
perpendiculaire jusqu’a la rencontre de Ia lisne m's!. W
récommencant cetle construction, on obtiendra |

a courbe
aa'h'd', pour |

a projection verlicale du cercle généraleup
amené dans la position ¢/,

La courbe a'n'h'd’ est une demi_—ellipse.
Meéridiens et paralléles de la sphere,

B25. Section méridienne. Toule section de |
un plan qui contient le contre est un grand
tage la surface em deux parties égales. C'e
la nomme section méridienne. Cependa
particuliérement cetle expression pou
des plans qui conliennent le dj
pour Paxe de [a sphére; et qui, par coniséquent ; sont per
pendiculaires 4 I'un des plans de projection.

Ainsi la courbe @'A'd’ ser

a sphére pur
cerele qui pag-
st pourquol on
nl of réserve plus
r les seclions pac
amétre que on a choisi

@ une section méridienne, si
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nous prenons pour axe de la sphere la verticale passant par
le point ¢.

Le grand cercle @'b'dv', paralléle au plan vertical de
projection, se nomme section meridienne prir:cr'pafe o
simplement méridien principal. .

Si on avait pris pour axe lhorizontale projetante du
point ¢, le grand cercle pzbx serait le méridien principal.

526. Paralleles de la sphére. Les sections méridiennes
ne sont pas les lignes les plus simples que 'on puisse tracer
sur Ja surface d’une sphére; et dans les diverses questions
(ue mous pourrons avoir a résoudre par la suite, il sera
souvent commode de faire usage des sections de la sphére
par des plans paralléles aux plans de projection. Ainsi, par
exemple, si nous coupons la sphere par un plan p", paral-
lele au plan horizontal , nous obtiendrons pour section un
cercle projeté sur le plan vertical par la droite g'm/, et sur
le plan horizontal par le cercle gvmu.

La section par le plan p" sera le cercle (st, s'%').

527. Exprimer quun point appartient & la surface
d’une sphére.

Supposons que 'on connaisse la projection horizontale e,
et qu'il faille trouver la projection verticale, on construira
par le point e un plan p™ paralléle au plan vertical et cou-
pant la sphére suivant un cercle dont la projection verti-
cale €'g'e’ contiendra celle du point cherché; de sorte que,
pour délerminer cette projection, il suffira d’élever par le
point ¢ une perpendiculaire a la ligne AZ jusqu'a la ren-
contre du cercle e'g'e’, ce qui donnera deux solutions ¢, ¢/,

Pour exprimer qu'une courbe (0z,0'z") est située sur la
sphére, il suffira de faire, pour chacun de ses points, la
constraction précédente.
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Développement de la sphére.

528. La surface dela sphére n’est pas développable d'une
maniére rigoureuse, c’est-i-dire qu'elle ne peut pas étre
étendue sur un plan sans déchirement; mais dans les ap-
plications & I'industrie on développe la sphére approxima-
tivement de deux maniéres différentes.

529. Développement par fuseaux. Partageons en parlies
€gales, en 16 par exemple, chacun des deux grands cercles
formant les limiles de projections verticale et horizontale
de lasphére A, A'(fig. 339); puis, par les points dedivision,
menons les sept plans horizontaux 0,1,2,3, et les seize pluns
méridiens m,m.... La surface de la sphére sera, parsuile de
cetle conslruction, parlagée en 96 trapézes, plus 32 petits
trianglesayant pour sommetcommun les points & quisont les
polesdelasphére. Tous ces triangles et trapézes auront une
méme hauteur, égaleala seiziéme partie d’un grand cercle
de la sphere, et leurs bases projetées sur le plan horizontal
dans leurs véritables grandeurs, seront égales chacune A
la seiziéme parlie de 'un des cercles provenant de la sec-
tion de la sphére par les plans horizontaux 0,1,2,3.

En disposant ces trapézes comme on le voit fig. A", on
aura le développement, par fuseaux, de I'hémisphére su-
perieur. Les hauteurs des trapézes sont égales aux arcs
(0,1)(1,2), etc., et les bases sont données par les arcs ho-
rizontaux correspondants, et compris entre deux nmiéridiens
consécutifs (m,n...).

830. Développement par zones. La fig. A" représente
le développement par zones de I'hémisphére inférieur; il
ne différe du développement par fuseaux que par In dispo-
sition des trapézes, qui sont placés a coté les uns des autres,
au lieu d’étre I'un au-dessus de Pautre.

On facilitera la construction de ce développement, en re-
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marquant que la premitre zone, composée de seize lrapézes
a, a,a,... peul étre considérée comme la surface i’ un trone
deconedontlesommel serait situéen s, ot laxe de ln sphére
est renconiré par le prolongement de la corde qui jointle
point 0 avec le point 1; de sorte que, pour conslruire ce dé-
veloppement, on décrira d’un point s’ comme cenlre, avec
un rayon égal i so, un arcde cercle sur lequel on portera
seize fois la seiziéme partie du grand cercle 0, La séconde
zone fait partie d’'un céne qui a son sommet an point ¢. On
en construira le dévelojpement de la méme maniére, el
ainsi de suite,

Il est bien entendu que I'on doit partager les cercles en
un assez grand nombre de parties égales pour que la cour-
bure des arcs soiL sensible. Si seize points de division ne
sullisaient pas, on en prendrait davantage.

531. Lesglobes el cartes de acographie sont des dévelop-
pements approximatifs de la sphére. Les premiers sont im-
primés par fuscaux et collés ensuite sur un globe dont ils
sont le développement ; les cartes sont des développements
par zones.

On fait encore usage des développements de la sphére,
dans la construction des ballons, et dans Parchitecture,
pour le tracé des votites sphériques et coupoles.

532. Lorsque la zone que I'on doit développer a beau-
coup de hauteur, et quel'on ne veut pas la partager en zones
plus petites, on &y prend de la maniére suivante. Soit
(fig. 840) ab 'arc générateur de la zone dont on veut con-
struire le développement. On rectifiera cet arc ¢t 1'on en
portera la longueur de & en i, 'on ménera ih paralléle an
rayon ¢b, puis enfin bk paralléle i ab. 1l résulte de 1a que Ak
sera égal en longueur & Varc amb. Or, pendant quel’arc ab,
tournant autour de es, engendrera la zone proposée, la
ligne /ik engendrera un tronc de cone dont la surface dif-
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férera peu de celle de cetle zone, et T'on pourra prendre,
sans erreur sensible, 'une de ces surfaces pour V'aulre.

Si on voulait construire dans le développement un point
m quelconque appartenant & Ja surface de la zone, on join-
drait ce point avec le centre de la sphére par un rayon em,
dont Tintersection avec la surface duw edbne déterminerait
un point 7z, qui serait placé dans cette surface a trés-peu
prés comme le point m dans la surface de la zone.

Sections perpendiculaires aux plans de projection.

533. Aprés les sections paralléles aux plans de projection
et les sections méridiennes, les lignes les plus simples que
'on puisse obtenir surla sphére sont celles qui proviennent
de seclions par des plans perpendiculaires aux plans de
projection,

Supposons, par exemple, que I'on veuille oblenirla sec-
tion de la sphére A, A’ ( fig. 338) par le plan B. Construi-
sons un plan p, paralléle au plan horizontal de projection.
Ce plan ¢oupera la sphére suivant un cercle @, @', ¢t le plan
donné suivant une droite &', Celte droite coupera le cercle
aa' en deux points (uu') qui feront partie de la courbe de-
mandée. Bn recommencant cette construction on obliendra
aulant de point que Pon voudra.

Pour éviter les inlerseclions qui auraient lieu suivant
des angles trop aigus, on fera usage simultanément de
plans paralléles au plin horizontal, et de plans paralléles
au plan vertical.

Le plan horizontal passant sur le centre de la sphére
donnera les points &', suivant lesquels la projection hori-
zoutale de la courbe touche le grand cercle qui représente
la projection de la sphére.

534. On sait ( Géom. ) que la section d’une sphére par
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un plan est toujours un cercle; et quen oulre ce cercle
1 placé obliquement dans V'espace doit avoir pour projec-

tion une ellipse (406). Il sera facile de trouver les axes
de celte ellipse. Pour cela on abaissera du centre de la

i sphére la ligne (Ae, A'c') perpendiculaire sur le plan cou-
§ pant, et le point .cc!, olt cetle perpendiculaire perce ce
f plan, sera le centre, de la section. Or, lorsqu’un cerele }
i est projeté obliquement, tous ces diamétres se raccour-
{ cissent, excepté celui qui est paralléle au plan de projec-

tion; de sorle que le grand axe de Iellipse devant étre
horizontal et situé dans le plan B sera paralléle & la trace
horizontale de ce plan; de plus, v'z' est la projection ver-

'| ticale dans sa véritable grandeur, d'un diamétre de la sec-
| !

e tion; donc en portant ¢z, avec le compas de ¢ en % ¢t de
E i :

i cenk, onaura hk pourle grand axe del ellipse qui forme

la projection horizontale du cercle cherché. Le petitaxe,
perpendiculaire au grand, doit étre situé dans le plan 7
paralléle au plan vertical ,d'ou il résulte que la projection v
du point vy’ sera V'extrémité du petit axe de Pellipse que
P P Py
T'on construira par le moyen indiqué 253).
B ¥z q

835. On peut souvent éviter la projection obligue du '
A cercle provenant de la seclion, en le faisunt tourner, pour

i le rabattre sur 'un ou sur Vautre des deux plans de pro-

% Jection. Ainsi, par exemple, pour avoir la section par le

|

|

|

plan B' perpendiculaire au plan horizontal, on fera tour-
ner ce plan autour de la droite dd', jusqu’a ce qu'il soit
venu prendre la position B". Dans ce mouvement, le point
e, qui représente le centre de la seclion, décrira Iire L vi-
zontal ee” et viendra se projeter verticalement en ¢". De
ce point comme centre avec un rayon &"s'" égal aes, on
décrira un cercle qui sera la seclion raballue dans sa vé-
rilable grandeur.

I ser. facile, en ramenant la section 4 sa place, d'obie- |

e S
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nir sa projection verticale. Ainsi, par exemple, le point m,
rabattu en m" et projeté dans ce rabaltement en m", doil
avoir sa projeclion verticale au point m' provenant de
I'intersection de I'horizontale m""m' avec la perpendicu-
laire mm'.

536. Les positions principales qu'un plan peut prendre
par rapport & une sphére sont au nombre de quatre:

1° Si le plan dont il s’agit conlient le centre, la section
sera un grand cercle de la sphére ;

2°5i la distance au centre de la sphére est moindre (ue
le rayon, la section sera un petit cercle;

3° Si le plan coupant s’éloignait du centre de la sphére,
le rayon de la section diminuerait, et lorsque la distance
du centre au plan coupant sera égale au rayon dela sphére,
ce plan deviendra tangent et la section réduite & un point
sera le point de tangence;

k° Enfin, lorsque la distance d’un plan au centre de la
sphére sera plus grande que le rayon de cette surface, il
est évident que ce plan ne rencontrera pas la sphére.

537. Si 'un des plans de projection est perpendiculaire
au plan donné, on pourra reconnaitre, a l'inspection de I'¢-
pure, quelle est la position relative du plan et de Ja sphére.

Ainsi, par exemple, si la distance Ac' ( fig. 338) est plus
petite que le rayon de la spheére, la section sera un petit
cercle. Si Ac' était égal & zéro, la seclion serail un grand
cercle.

Si A¢' élait égal au rayon, le plan serait tangent.

Enfin, si Ac' était plus grand que le rayon, le plan ne
rencontrerait pas la sphére.

538. Il résulte de ce qui précéde que nous ne devons pas
considérer le point de tangence comme un point simple,
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mais comme provenanl du rapprochement de tous les
points de la courbe de seclion.

539. Le point de tangence détermine Ja position du plan
tangent, parce que ce point devant toujours étre considéré
comme une pelile circonlérence dont le rayon serait égal
4 zéro, le plan de cetle circonférence sera toujours per-
pendiculaire & la droite qui joint son centre avec celui
de la sphére, et sera par conséquent tangent & celle sur-
face (Géom.).

=

Plans tangents a la sphere.

540. Construire un plan tangent a une sphére par un .
pount pris sur la surface de cette sphere.

Soient ( fig. 341, PL. 50) la sphére (A, A') et le point
(m,m') situé sur la surface de cette sphére, on conslruira
le rayon (Am, A'm/), puis on fera passer (97) par le point
(m,m') un plan perpendiculaire i ce rayon. Ge plan sera
tangent & la sphére (Géom. ).

Toule ligne situce dans le plan fangent et passant par le

SN e e Tl S Rl RS EE b

point m, m' sera une tangente a Ja sphére.

o =2 SR

Le rayon am étant perpendiculaire au plan tangent,
sera nécessairement normeal i la surface de la sphére, et
par conse’qnenl tout plan passant par le centre sera un |
plan normal. ‘

541. Construire par une droite donnée un plan tangent '
@ une sphere.

17 solution. Par le centre de la sphére A (fig. 845), on ,
fera passer un plan p, perpendiculaire a la droite donnée b: '
Ce plan coupera la droite en un point m, et la sphére sui-
vant un grand cercle ¢; construisant les deux langenles
ms,mt, les plans p'et p' contenant ces tangentes et la

et e

.




PL. 50. LA SPHERE. 235

droite donnée satisferont i la question, En effet, le plan p'
conlenanl la droite b, est per,pendiculaire sur le plnnp;
d'ott il suit que le rayon Au situé dans ce plan, et perpen-
diculaire & la ligne mt , intersection des deux plans p el p',
sera aussi perpendiculaire a ce dernier plan, quialors sera
tangent & la sphére. Le méme raisonnement conviendra
pour le plan p".

Il ne reste done plus qua exécuter celle construction.
Pour cela :

Supposons d’abord le cas ou la droite donnée serait
perpendiculaire a I'an des plans de projection , au plan ho-
rizontal, par exemple.

Celledroite &' se projettera ( fig. 346) par un seul point b,
Les lignes by, bu, menées par ce point et tangentes ala
projection horizontale de la sphére, seront les (races des
deux plans tangenls p' et p", qui auront leurs traces verli-
cales perpendiculaires a la ligne AZ.

542. 2° solution. Si la droite donnée étail oblijue par
rapporl aux plans de projection, l'opération serait plus
difficile.

Représentons la sphére donnée par (A, A') ( fig. 343 ), et
la droite donnée par (b,4").

On fera d’abord passer (97) par le centre de la sphére
le plan p perpendiculaire a la droite (&, 4'), et 'on déter-
minera (70) le point (m,m') suivant lequel ce plan coupe la
droite donnée. Quant an grand cercle snivant lequel la
sphére sera coupée par le plan p, il aurait pour projection
une ellipse; mais pour éviter la_construction de cette
courbe, on fera tourner le plan p, soit aulour de sa trace,
s0il, comme on I'a fail izi, autourde horizontale (%, 4')
qui passe par le centre de la sphére. Dans ce rabaltement
la section par le plan p se confondra avee le grand cerclec,
formant Ja projection horizontale de la sphére, el le point
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(m,m') viendra se placer en m", Il sera facile alors de
construire les deux langentes (m"u", m"y'"). Pour raminer
ces deux lignes a la place qu’elles doivent occuper dans
Tespace, on remarquera que les points ¢, s ne doivenl pas
changer de place, puisqu’ils, appartiennentaladroite (2, 4],
que l'on a prise pour charni¢re du rabattement; de sorte
qu’en joignant ces deux points avec m, on aura (mt, ms )
pour les projections horizontales des deux tangentes. Les
points ¢, s se projetleront verticalement suivant (¢,s") et
détermineront les projections verticales (m't', m's') des tan-
genles. On fera passer par chacune d’elles et par la droite
donnée un plan que sera tangent & la sphére : les lignes
(v"u) (v"v) perpendiculaires 4 la droite &' donneront les pro-
Jjeclions des points de tangence.

La solulion précédente revient & concevoir la sphére
enveloppée par un cylindre circulaire paralléle a la droite
donnée, el a construire par cette droite deux plans tan-
gents au cylindre.

543. 3° solution. Au lien d’un eylindre, on peut em-
ployer un cone. En effet, supposons ( fig. 842) que la sphére
donnée A soit enveloppée par un cdne qui aurait pour
sommet un point quelconque pris sur la droite donnée b.

Il ne restera plus qu’a faire passer par celte droite un
plan tangent au céne. Il est évident que ce plan louchera
la sphére.

Le cone qui enveloppe la sphére étant circulaire, ¢t I
sommel pouvant étre pris partout on on voudra sur lu
droite donnée, il sera possible d’appliquer les princi;cs
quenous avons exposés au n° 93, et les opéralions seroit
alors réduites & une grande simplicité.

Soit (fig. 34h) la sphére donnée AA' et la droite don-
née bb'. ;

Le plan As, paralléle au plan vertical de projection '
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déterminera un poinl ss' que nous prendrons pour sommet
du céne auxiliaire.

En opérant comme nous l'avons dit au n® 494, il sera
facile de déterminer la section aa, a'a’, dont la projection
horizontale se confond avec le grand cercle qui forme la
limite de la projection de la sphére.

Le plan oblique pg, qui conlient la section aa, a'd, est
percé par la droite donnée en un point m'm, par lequel on
construira les deux tangentes mo, me. Ces droites et la
ligne donnée bb' déterminent les deux plans tangents qu'il
sera facile de construire (55).

Les points de tangence uu, p¢' résultent de Iintersec-
tion du petit cercle zx, suivant lequel la sphére est tou-
chée par le cdne auxiliaire avec les deux droites s'¢', s'0f,
suivant lesquelles ce cone doit étre touché par les deux
plans demandés.

84, & solution. On peut concevoir la sphére donnée A
(fig. 348, Pl 51 ) enveloppée par deux cones circulaires,
ayant pour sommels deux points quelconques s, ¢ de la
ligne donnée.

Ces cones loucheront la sphére suivant deux petits
cercles aa, cc dont les intersections seront les points de
tangence.

La fig. 349 contient les opéralions.

La sphére étant donnée par les deux grands cercles AA’,
et la droite par les deux projections 80'.

On prendra, pour plus de simplicité, le sommet ss' de
I'un des deux cones auxiliaires dans le plan qui contient
le centre de la sphére, et qui est paralléle au plan vertical
de projection.

Ce premier cone touchera la sphére suivant un petit
cercle projeté sur le plan vertical par la droite aa. La pro-
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jection horizontale de ce cercle serait une ellipse dont nous
éyilerons la construction en faisanl un rabatlement.

Nous prendrons ensuite le sommet ¢ du second céne
auxiliaire dans le plan horizontal qui contient le centre de
la: sphére. Le petil cercle, suivant lequel ce céne touche
la sphére, aura pour projection horizontale la droite ce,
et pour projection verticale une ellipse que nous ne con-
struirons pas.

Or, les points de tangence devant appartenir aux deax
cercles projelés parles droiles aa, ce, il ne reste plus qu'a
trouver leur intersection.

8i on avait construil la projection horizontale du cercle
aa, ou la projection verticale du cercle ce, les points d’in-
tersection de ces deux cercles seraient déterminés par les
intersections de leurs projections; mais, pour éviter les

projections elliptiques, nous rabattrons le cercle aa en
F : le faisant tourner autour de Ihorizontale projetante du
point o, pris ot Fon voudra dans le plan pzp.

Dans ce mouvement, le centre v décrira un arc pa-
ralléle aw plan vertical de projection et viendra se placer
en ¢,

La circonférence déerite du point ¢ comme centre, avec

un rayon v'a’ égal a va, sera par conséquent le pelit cercle
aa rabaltu sur le plan horizontal.

l : Or, les points de tangence cherchés devant résulter de
| Vintersection des deux cercles aa, ec appartliennent par
: conséquent a la droite suivant laquelle se coupent les plans
! qbi conliennenl ces cercles.
’ Cette droite, dont les projections sont ¢'a, oc, cottpera
4 Vhorizontale projetante du point 00/ en ot point o, qui,
1 dans le rabatlement, ne doit pas changer de place.
: Un second point quelconque rr'* de la droite ad', co étant
rabatta en ", ot construira celfe ligne o' dans le rubat-
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tement, et les points m", n', o1 elle coupe le cercle v'a’ se-
ront les points de tangence demandés.

Il ne restera plus qu’a faire revenir ces points a leur
place, ce qui donnera pour leurs projections les deux
points mm', nn'.

Les points de tangence étant obtenus, on pourra con-
struire les plans tangents en opérant comme nous 'avons
dit au n? 550.

On peut aussi joindre les points mm',nn', avec les som-
mels des deux cénes par des droites qui, avec la ligne dor-
née b4', sont suffisantes pour déterminer les plans Langents
demandés par la question.

545, 5* solution. On peut encore remplacer I'un des deux
cones auxilisires, dont nous venons de parler, par un cy-
lindre paralléle 4 la ligne donnée. Dans ce cas, I'un des
deux petits cercles aa, cc deviendrajt un grand cerele dont
le plun, passant par le centre de la sphére, serait perpen-
diculaire a la droite donnée.

Le reste se ferait comme dans 'épure précédente, c'est-
a-dire que I'on rabattrait le cercle suivant lequel la sphére
serail touchée par le céne auxiliaire que I'on pourrait tou-
jours choisir comine ci-dessus, de maniére que son axe soit
paralléle & Pun des plans de projection,

On rabattrait également Vintersection du plan perpen-
diculaire & la droite donnée, et passant par le centre de la
sphere avec le plan. du cercle, suivant lequel cette surface
serait touchée par le edne auxiliaire.

Les points de tangence oblenus dans le rabattement se-
raient ensuite ramenés a leur place. Je me contenterai
Jindiquer cetle derniére solution comme exercice.

346. Les relations qui précédent donnent une deusié¢me
solution d’un. probléme que nous avions résolu au n® 1435.
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Supposons qu'il s'agisse de construire un plan qui fasse
avec les plans de projection des angles donnés.

Soit VT'angle que le plan cherché doit faire avec le plan
vertical, et H 'angle que ce méme plan doit faire avec le
plan horizontal.

¢ opération. On décrira une circonférence quelconque
ayant pour cenire un point o, pris 4 volonté sur la ligne
AZ; cette circonférence pourra représenter en méme temps
les deux projections d'une sphére dont les méridiens prin-
cipaux seraient alors situés dans les plans de projection.

2° opération. On conslruira la tangente sa, de maniére
que langle sao soit égal & 'angle H. Si on suppose que
celte langente tourne autour de la verticale so, elle engen-
drera un cone circulaire qui aurait son sommet en s et dont
la base sera la circonférence ama.

3° opération. On construira la tangente uc telle que
I'angle uco soit égal 4 angle V, puis on supposera que celtle
L
tangente tourne autour de Uhorizontale 1o, ce qui donnera
| ~ un second cdne circulaire ayant son sommet en z et dont
la base sera la circonférence ene.

Or, il est évident que tout plan tangent au premier cone
fera avec le plan horizontal un angle sao égal a H.

De plus, tout plan tangent au second céne fera avec le
plan vertical un angle uco égal A V.

Donc un plan qui serait en méme temps tangent aux
deux cones satisferait aux conditions demandées.

La construction que nous venons d'indiquer donne deux
solutions, savoir : le plan p et le plan p'.

Les traces de ces deux plans doivent contenir le som-
1 met s et u des deux cones auxiliaires et de plus étre tan-

genles aux traces ama, enc de ces cones,

547. Bi les plans demandés devaient cohtenir un point




PL. 51. LA SPHERE, 241

donné dans I'espace, on pourrait d’abord opérer comme
nous venons de le faire, aprés quoi il ne resterait plus qu'a
faire passengpar le point donné des plans paralléles & ceux
que ’on aurait trouvés.

Dans ce cas, aux deux solutions précédentes il faudrait
en ajouter deux aulres, savoir : un troisiéme plan qui an-
rail sa trace verticale paralléle & pa et sa trace horizontale
paralléle a la droite ap", qui louche derriére le plan ver-
tical Ia trace de ’'un des deux cones auxiliaires.

Enfin, un quatriéme plan qui aurait sa trace verticale
parallele a p'r et sa trace horizontale paralléle a rp".

Si lasomme des angles H|-V était égale & un angle droit,
les traces des deux cones auxiliaires passeraient par les
points s et u; de sorle que les quatre plans se réduiraient
a deux qui seraient paralléles a la ligne AZ ; et si la somme
des angles H4-V était plus petite qu’un angle droit, les
points s el u seraient dans l'intérieur des cdnes auxiliaires,
et dans ce cas, le probléme serait impossible.

Ce résultat est conforme & ce que nous avions dit au
n’ 146.

548. Construire un plan tangent & une sphére, par un
point situé hors de la surface de cette sphére.

1* solution. Par le point donné ss' (fig. 347), on fera
passer une droite aa' par laquelle on construira deux
plans tangents & la sphére, une seconde droite 44’ déter-
minera deux autres plans tangents, une Lroisiéme droite
en donnera encore deux, el ainsi de suite. Le nombre des
plans que l'on peul construire ainsi est infini. Tous ces
plans seraient tangents 4 un cdne circulaire enveloppant Ja
sphére et la touchant suivant un petit cercle zz que 'on
nomme courbe de contact.

Si le point donné se rapprochait de la sphére, langle
du c¢one s'ouvrirait, le cercle de contact diminuerait, et
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son plan s’¢éloignerait du centre de la sphere; enfin lorsque
le point donné arriverait sur la surface de la sphére, tous
les plans tangents se réuniraient en un seul JMui rempla-
cerail le céne enveloppant; le cercle de contact, réduil &
zéro, se confondrait avec le point donné.

Si, au contraire, le point donné s’éloignait 4 I'infini, le
cone se changerait en un cylindre circulaire, et le cercle de
contact deviendrait un grand cercle de la sphére.

549. 2¢ solution. On prendra un plan de projection pa-
ralléle & la droite qui joint le poiut donné avec le centre
de la sphére. :

On concevra la sphére enveloppée par le céne circulaire
qui attrait le point donné pour sommet.

On déterminera la direction du plan pg, de maniére
que la section a'a’ du céne par ce plan se projelle par une
circonférence aa.

Enfin, tous les plans tangents demandés seront détermi-
nés parle point donné ss' et par chacune des tangentes  la
courbe aa,a'a’.

On remarquera que Loules ces tangentes ont une projec-
tion verticile commune pg, et que toules leurs projections
horizontales doivent étre tangenles i la circonférence aa.

Les points de langence seront déterminés par la ren-
conire du petit cercle zx avec les génératrices suivant les-
quelles chaque plan tangent touche le coue auxiliaire.

580. Courbe de contact. Dans les questions diverses que
Pon peut proposer sur les plans tangents, il faut distinguer
les cas ot il esl nécessaire de construire les traces de ces
plans, de ceux olt le but principal est d’oblenir les points
de langence.

Ainsi, par exemple, si on veult construire la courbe sui-
vantlaquelle la sphére serait touchée par tous les plans qui
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contiennent le point donné, on pourra se dispenser de
construire les traces de ces plans.

En effet la courbe cherchée est Ia circonfirence du pelit
cercle, suivant lequel la sphére serait touchée par la sar-
face du céne circulaire qui aurait pour sommet le point
donné, :

Pour consiruire les deux projections de cette circonfé-
rence, on choisira ( fig. 350) un plan de projection paral-
léle & la droite qui joint le point donné ss' avee le centre
de la sphére.

On tracera les deux tangentes s'z',s'%' et la corde z'2' qui
joint les deux points de tangence.

Celte derniére ligne sera la projection verticale du cercle
demandé.

La projection horizontale sera une ellipse dont le grand
axe cc doit étre égal & z'2’, et le pelit axe zx est la pro-
Jection horizontale du diamétre ='2'.

351. Dans les deux questions précédentes ( fig. 857 et
350), nous avons placé le centre de la sphére et le point
donné dans un plan paralléle au plan vertical de projection,
Sile point donné était placé partout ailleurs, on raméne-
rait la question au cas précédent, en faisant usage d’un
plan de projection paralléle 4 Iaxe du cone auxiliaire.

552. La question que nous venons de résoudre serait
au contraire, réduite & sa plus simple expression, si le
point donné était situé sur 'une des perpeudiculaires pro-
jetantes du centre de la sphére.

Dans ce cas (fig. 351), Ia ligne de contact serait le pelit
cercle z'x!, zx, et les plans tangents passant par le point
donné auraient pour traces horizonales les droites 4,4',4"
tangentes & la trace du cone anxiliaire, »

Les traces verticales, s'il était nécessaire de les con-
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struire, seraient facilement déterminées en opérant comme
nous Pavons dit au n® 50.

553, Construire un plan tangent & la sphere, paralléle-
ment & une droite donnée.

1% solution. Nommons b&' la ligne donnée (fig. 352,
Pl.52); unedroile quelconque cc'y menée parallélement a
la ligne donnée, déterminera deux plans tangenls (uisalis-
ferontitla question; une seconde droile oo’ en donnera deux
aulres, et ainside suite. Le nombre des plans quisa tisfont i
la question est infini, ils toucheront tous un cylindre circu-
laire enveloppant la sphére el paralléle a la droite donnée.
La ligne de conlact sera un grand cercle zx dont le plan
sera perpendiculaire a la direction de cette ligne.

88%. 9° solution. Concevons la sphére projetée sur un
plan paralléle a la ligne donnée b4'.

Les deux tangentes sy, sp seront les limites de la pro-
jection verlicale du cylindre circulaire qui enveloppe la
sphére et qui est pa ralléle & la droite b&'.

Un plan aa, Perl)endiculaire au plan vertical de projec-
tion et passant par deux angles opposés du quadrilatére
a'a'a'a", coupera le cylindre saivant une ellipse qui aura
pour projection horizontale la circonlérence aa (413).

Enfin, chaque plan tangent sera détermine par I'une des
généralrices du cylindre auxiliaire et par la tangente a la
seclion aa, @@, au point ou celte courbe est rencentrée
par la généralrice du cylindre.

Toutes ces tanzenles auronl la droite a'a' pour projec-
tion verticale commune, et toules leurs projections hori-
zontales seront tangentes a la circonférence aa.

Les intersections des généralrices du cylindre avec le
cergle zx, suivant lequel ce cylindre touche la spheére.,
donneront les points de tangence.
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355. Courbe de contact. Sila question ayail uniquement
pour but de déterminer la courbe de contact, on se conlen-
terait de construire (fig. 354 ) la projection horizontale du
cercle z'a', suivanl lequel la sphére donnée est touchée
par le eylindre auxiliaire.

Cette projection sera une ellipse dont le grand axe cc
doil étre égal a z'a, et qui aurait pour pelit axe la droite zz,
projection de z'x'.

556. Si la droile donnée, au lien d’étre paralléle a I'un
des plans de projection, était inclinée d’'une maniére quel-
conque, on emploierait une projeclion auxiliaire paralléle
acelteligne, etlaquestionseraitramencée an cas précédent.

887. Etant donnés un point, une droite et une sphere,
construire par le point un plan qui touche la sphére et
qui soit paralléle a la droite donnée (fig. 353).

On prendra le point donné s pour sommet d’un cone qui
envelopperait la sphére, puis on tracera, par le sommet
du cbne , une seconde droite b paralléle ala ligne donnéea ;
la question sera réduile a construire par la droile &, un
plan tangent a la sphere.

1l y aura deux solutions. _

En faisant usage d’'un plan de projection paralléle & I'axe
du céne auxiliaire, on pourra employer la construction
du n® 543.

558. Co= struire un plan tangent a deux sphéres.

Concevons les deux sphéres A, B ( fig. 355) enveloppées
par un céne circulaire ayant son sommet en s. Tout plan
touchantce cine sera tangent aux denx spha—‘:res données,
Le nombre de ces plans est infini. Pour les construire, on
pourra opérer comme nous l'avons dit (549); ou bien on
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fera passer par le sommet du céne une suile de droites par
chacane desquelles on construira deux plans langents a
P'une des deux sphéres; chacun de ces plans touchera le
cone dans toute I'étendue d’une génératrice, el contiendra
par conséquent un point de la seconde sphére.

En enveloppant les deux sphéres par le céne dont le
sommet est en u, el construisant des plans tangenls & ce
cone, on obtiendra encore une série infinie de Plans tan-
gents aux deux sphéres.

Si les deux sphéres se touchaient, cetle seconde série
de plans se réduirait & un seul; enfin, si elles se cou-
paient, il ne resterail plus que les plans tangents au céne
dont le sommel est en s, lesquels plans se réduiraient eux-
mémes en un seul, si les sphéres données se touchaient
intérieurement.

559. Si l'on voulait construire un plan tangent aux
deua sphéres par un point m, situé hors de leurs suifaces,
on joindrait ce point avec le point s, par la droite sm qui
délerminerait deux plans tangents, la droite um en déler-
minerait deux autres; ainsi le probléme admettrait gualre
solulions. Sile point donné était placé en 7 ou en v sur la
surface de 'un des deux cénes et hors du second, le nombre
des solutions se réduirait a trois.

Il 0’y aurait que deux plans tangents si le point donné
€tait en z ou en ¢, sur les cercles d'inlersection des deux
cOnes.

Si le point donné était en x ou en ¥, ¢est-i-dire sur
Pun des deux cénes et dans U'intérieur de I'autre, il n’y au-
rait qu'un plan tangent.

Enfin le probléme serait impossible, si le point donné
était en méme temps dans I'intérieur des deux cones.

560. Construire un plan tangent é trois spheres.
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Etant données les trois sphéres A, B, C (fig. 356), on
construira des cones qui envelopperaienl ces sphéres deux a
deux, tant exléricurement qu'intérienrement ; on ohtien-
dra pour les sommets de ces cones six points, stuxyz,
qui élant pris trois a trois, donneront quatre lignes droites,
sty sxz, tyz; uyx. Tout plan passant par 'une de ces
droites et touchant 'une des trois sphéres sera nécessaire-
ment tangent aux deux autres, Ainsi, par exemple, un
plan qui contiendrait la droite stu et qui toucherait la
spliére A | contiendrait dans toute son étendue 'une des
génératrices du cone uA ; il aurait donc un point de com-
mun avec la sphére B, et comme il contient le point 5, il
toucherait le cone sB et par conséquent la sphére C.

Par chacane des quatre droites passant par les sommets
des cénes, on pourra mener deux plans tangents, ce qui
fera huit solutions pour le cas général.

Voici la disposition de ces plans.

En deca de Au dela de
;i ALB, Gy
2 A,B,C.
3 BTt B, C.
k BG Thpn A.
B ! e T, A,C.
6 VG e B.
7 ) ety A,B.
8 ABovy 2ia C.

St quelques-unes de ces sphéres se touchaient ou se
coupaient, le nombre des solutions diminuerait. Si les
sphéres étaient égales, les deux premiers plans seraient
paralleles; enfin si les rayons des sphéres se réduisaient &
zéro, les huit plans tangents se confondraient en un seul,
les cones enveloppants deviendraient Lrois lignes droites ,
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et la question se réduirait a faire passer un plan par trois

points (fig. 358).

f 561. Construire un plan tangent a une sphére et a un
cylindre.

Concevons ( fig. 387) la sphére enveloppée par un cy-
lindre paralléle au cylindre donné; il ne restera plus qu'a
construire un plan tangent aux deux cylindres. Pour y
parvenir on coupera ces deux cylindres par un plan quel-
conque, ce qui donnera deux courbes que l'on sait con-
struire; les tangentes communes & ces deux courbes ap-
partiendront aux plans demandés; enfin on ménera par ces
droites des plans paralléles aux deux cylindres. Si le cy-

lindre donné B a pour directrice une courbe convexe et

il fermée, comme on le voit dans la figure, le probléme ad-

i mettra quatre solutions. En général, le nomhre des solu-
tions sera égal au nombre des tangentes que I'on pourra
mener aux courbes provenant de lintersection des deux
cylindres par un plan quelconque.

562. Sile cylindre proposé B élait circulaire, on pour-

* rail encore opérer comme il suit : on inscrirait dans ce cy-

lindre B une sphére C, puis I'on construirait le céne sG,

qui envelopperail celte spheére el la sphere donnée; enfin, I

i menant par le point s une droite @ parali¢le au cylindre

I donné, on ferait passer par cette droite deux plans tangents

a l'une des denx sphéres; ces plans satisferaient a la ques-

tion. La droite &, menée parallélement au cylindre par le

sommet du céne qui enveloppe les sphéres A et C Tnté-
rieurement, déterminera deux aulres plans tangents.

Si le rayon de la sphére donnée devenait égal a zéro, la

question se réduirait au probléme du n°® (376).
| Si les génératrices du cylindre se rapprochaient et se
réduisaient a une seule, on reviendrait a la question (541).

B e
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563. Construire un plan tangent a une sphere et a un
cone.

Concevons ( fig. 359) la sphére donnée A enveloppée par
un second céne ayant le méme sommet que le cone pro-
posé; il ne s'agira plus que de construire un plan tangent
a ces deux cones. Pour cela on les coupera par un plan
quelconque, ce qui donnera deux courbes auxquelles on
ménera des tangentes. On fera passer un plan par cha-
cune de ces tangentes et le sommet commun des deux
comes. Dans le cas indiqué sur la fig. 359, il y aura quatre
solutions. i

564. Si le céne proposé B est circulaire, on pourra
inscrire dans ce céne une sphére G; puis construisant le
cbne qui envelopperait les deux sphéres, on naura plus
qu'h mener les plans tangents aux deux cones. Joignant les
sommels par la droite sv, on construira deux plans tangents
A Tune des sphéres; ces deux plans toucheront l'autre
sphére, et le cone dans toute sa longueur.

La droite qui jointle point s avec le point u déterminera
deux autres plans tangents.

Pour exécuter ces épures, on construira les projections
des données, puis les tangentes aux projections des sphéres
seront les limites deseylindres ou cones enveloppants. On
opérera pour le reste comme dans les problémes précé-
dents.

565. Construire Uintersection d une iigne droite avec la
surface d’une sphére.

Soit (@,a') ( fig- 360, Pl. 53)la droite donnée; construi-
sons par celte droite un plan p, perpendiculaire an plan
horizontal; ce plan coupera la sphére (AA') suivant un
cercle vertical dont la projection horizontale & doit se con-
fondre avec celle de la droite donnée , et qui aura pour pro-
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jection verticale ellipse 4’ que 'on construira par 'un des
moyens indiqués (533,534). Ce cercle sera coupé par la
droile (a,a@"), snivant deux points (m, m') (m,m') qui ap-
partiennent & la surfuce de la sphére.

On peut éviter la construction de ’ellipse &' en faisant
tourner le plan p autour de la verticale &,d’, silué dans
ce plan, jusqu’a ce qu'il soit arrivé dans la position p" pa-
ralléle au plan vertical. Dans ce rabattement , la droite
donnée devient 4", et la section dans la sphére est le
cercle &, les points demandés sont (m'm"); les projetant
en (m!"m'"), et ramenant le plan " 4 sa position primilive.
on aura les projections (m,m). Quant aux projections
verticales (m/,m'), elles seront délerminées par les inter-
sections des horizonlales passant par les points m!, m",
avec les perpendiculaires a la ligne AZ | passant par les
pomts (m, m).

866. Si le cercle " était touché par la droite @’, on en
conclurait que la ligne aa’ touche la surface de la sphére,
et si @’ ne rencontrait pas 8" il n’y aurait pas de points
communs entre la sphere et la droite donnée.

567. Sil'une des projections de la ligne donnée ( fig. 363)
passail par le centre de la projection correspondante de la
sphére, on emploierait comme surface auxiliaire le plan
projetant de la ligne; la section dans la sphére serait un
grand cercle, dont on éviterait la construction en le ra-
battant aulour de la ligne projetante du centre; par suite
de ce mouvement la droite donnée viendrait se placer
en a', et les deux points m", m", ramenés a leur place,
deviendraient (m,m) (m',m').

868. Enfin, si la ligne donnée était paralléle 4 I'un des
plans de projection, le plan auxiliaire serait lui-méme pa-
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rallele i ce plan, de sorte que la section dans la sphére
se projetant par un cercle, il v’y aurait & construire ni
ellipse ni rabattement.

569. Construire la section de la sphére par un plan
oblique aux plans de projection.

Concevons ( fig. 362).un plan horizontal p. Ce plan cou-
pera la sphére A suivant un cercle (a,a’), et le plan donué B
suivant une ligne (6,4) paralléle a la trace horizontale.
Or le cercle (a, a') et la droite (b, 5'), étant dans un méme
plan, se couperont en deux points (m, m') (m,nt), qui
feront partie de la courbe cherchée. Iin recommencant
cette construction, on obliendra aulant de points que l'on
voudra. Mais pour vérifier les construclions el pour éviter
les intersections Llrop aiguiés, il sera bon de faire simulta-
nement usage de plans paralléles au plan horizontal , et de
plans paralléles au plan vertical. Ainsi un plan p» paral-
lele au plan vertical, vérifierait la position de I'nun des
points m, m' et déterminerait celle du point nu'.

Cette méthode a 'inconvénient de laisser de lincerti-
tude sur la position du point le plus élevé, et sur celle du
point le plus bas de la courbe.

On pourra trouver ces points, et en méme temps on
donnera plus d’exactitude aux constructions, en projetant
la sphére sur un plan auxiliaire p’, vertical et perpendi-
culaire au plan coupant B. La projection A" de la sphére
sur ce plan s'obtiendra en prenant sur la projection verti-
cale primitive la hauteur du centre au-dessus du plan hori-
zoutal, et 'on aura la nouvelle trace du plan B, en proje-
tant un point quelconque de ce plan sur le plan auxiliaire
2" Dans celle nonvelle projection verticale, la section,
qui est une courbe plane, sera représentée par la lizne
droite vz. Le poinl ¢ sera le point le plus bas de la courbe,
et le point z sera le point le plus élevé. Pour construire
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par ce moyen la projection horizontale d'un point de la
courbe, on conceyra comme précédemment un plan hori-
zonlal p, qui coupera la sphére suivant le cercle @, et le
plan B suivant la droite 4, et I'inlersection de & avec @ don-
nera les deux points m, m.

570. Comme l'on sait ( Géom.)que I'inlerseclion d'une
sphére par un plan est toujours un cercle, il sera encore
plus exact de rabattre ce cercle sur le plan horizontal, en
le faisanl tourner auiour de la trace horizontale du plan B.
Les deux points qui, sur le plan auxiliaire p”,sonl projetés
en m', viendront, dans le raballement sur le plan hori-
zontal ; seplacer en m™, m", et leurs projections horizon-
tales (m, m ) seront déterminées par les intersections de la
ligne m?b avec les deux droites mm', mm'", menées par
les points m', perpendiculairement a la trace horizontale
du plan B.

Au lieu de la projection auxiliaire sur le plan p'; on au-
rait pu faire usage dela section , par un plan vertical p* pas-
sant par le centre et perpendiculaire au plan B, et I'on
aurait pu faire tourner ce plan aulour de sa trace verti-
cale, pour le rabatire dans la position A",

Au surplus je n'ai indiqué tous ces rabaltemenls que
pour faire voir comment on peut vérifier les consiruclions,
ou leur donner plus d’exactitude ; mais il sera toujours
préférable de prendre dés Porigine un plan de projection
perpendiculaire au plan coupant.

871. Au lieu de chercher les points suivant lesquels le
plan donné coupe les paralléles de la sphére, on peut dé-
terminer lintersection de ce plan avec les méridiens.

Ainsi, par exemple (fig. 361), le plan méridien 0—4
coupera le plan donné suivant une droite, et Ja sphere sui-
vant un grand cercle. Ces lignes, étant toutes deux siluées
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dans le plan 0—Ak, se couperont suivant deux points qui
appartiennert & la courbe demandée.

Pour éviter la projection elliptique du grand cercle, pro-
venant de la section de la sphére par le plan auxiliaire 0—F&,
on fera tourner ce plan autour de la verticale projetante du
point o; dans ce mouvement, la section méridienne o—u
viendra se placer dans le plan vertical 0—#6', et se confon-
dra par suite de ce rabattement avec le méridien principal
de la sphére; on construira le point s, suivant lequel le
plan donné B est percé par la vertical passant par le centre
de la sphére. De plus, le point & se rabattra en 4", et la
droite s—A4" sera l'intersection du plan donné B par le plan
méridien 0—Uh.

Les deux points u",u" projetés sur 0—=6' et ramenés de
Ia dans le plan méridien 0—1h, feront partie de la courbe
demandée.

Chaque rabattement fera connailre quatre points : en
effet, par suite de la position syméirique des deux plans
o—h, 0—5, les opérations effectuées pour déterminer les
points situés dans le plan 0—& conviendront également
pour les points situés dans le plan 0—5.

Le plan méridien 0—1, perpendiculaire au plan B, don-
nera le point le plus bas et le point le plus éleve de la
courbe. .

La droite s—6", tangente au méridien principal de la
sphére, déterminera les deux plans 0—6, 0—1, langents
4 la projection horizontale de la courbe cherchée.

572. La section de la sphére par un plan élant toujours
un cercle, et la projection d'un cercle étant toujours une
ellipse (Géom. anal.), on peut encore opérer comme il
suit : Soit ( fig. 361) la sphére A, A’ et le plan B, on con-
straira par le centre de la sphére un plan méridien 0—1,,
perpendiculaire au plin B; en faisant tourner-ce plan au-



AEP AT,
e =

954 LA SPHERE, PL. 55.

tour de la verticale | qui passe par le centre de la sphére,,
le points, suivantlequel le plan donné est percé par la verti-
caledu centre, ne changera pasde place, le point 1 viendra
se placer en 1’ et se projettera en 1". Le cercle cherché per=
pendiculaire au plan 0—1, sera représenté dans ce rabatte-
ment par la droite v"s" égale a Ia véritable grandeur du dia-
metre de la section;le point ¢, milieude ¢"z", étant ramené
en ¢ et relevé en ¢, donnera les deux projections du centre.
Le grand axe dela projection horizontale sera horizontal T
el par conséquent paralléle i la trace horizontale du plan B,
et le grand axe de la projection verticale sera paralléle a la
trace verlicale de ce méme plan. De plus, les longueurs
de ces grands axes sont égales 4 la livne ¢"2"; et comme
on sait que les pelits axes des ellipses sont perpendiculaires
aux grands, il ne manque plus que de connaitre ces petits
axes ou un point quelconque de la courbe (255) : le point
v projeté horizontalement en ¢/ et ramené en p sera Pex-
trémité du petit axe pour la projection horizontale de la
courbe,

En faisant par le centre de Ja sphére une section perpen-
diculaire & la trace verticale du plan' B, et rabattant cetle
seclion comme nous venons de le faire pour le plan 0—1,
on aura le petit axe pour la projection verticale.

On peut encore remarquer que 'axe mn étant horizon-
tal, doilavoir sa projection verticale paralleleala ligne AZ,
de sorte qu'en élevant la perpendiculaire mm', on aura sur
la projection verticale, un point m! qui, avec ’axe e, sulffit
pour construire I'ellipse, et dispense de chercher le peLit
axe de la projection verticale du cercle.

873. On peut faire usage d’un plan oblique pour ré-
soudre le probléme énoncé (565).

Soit ( fig. 364) la sphére A, A, dont on demande l'inter-
section par la droite donnée (@,4'). Concevons un plan par
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cetle droite el le centre de la sphére ; l'intersection de la
sphére par ce plan sera un grand cercle qui aurait pour
projection horizontale une ellipse; mais on évitera la con-
struction de cetle courbe en faisant tourner le plan coupant
autour de l'horizontale ¢,¢/, passant par le centre de la
sphére. Par suite de ce rabatlement, la section dans la
sphére viendra se confondre avec le grand cercle qui forme
la limite de sa projection horizontale; la ligne donnée se
rabattra en a', et les points cherchés seront (m"; m"). Ces
points reviendront i leur place, en décrivant deux ares ver-
ticaux projelés en (mm”, mm'), perpendiculairement a la
ligne (e¢') prise pour charniére du rabatiement : les per-
pendiculuires (m', m) (m', m) détermineront les projections
verticales des points demandés.

Intersection des sphéres , cylindres et cones.

57k. Trouver la courbe provenant de l'intersection d'une
sphére et dun eylindre.

Pour obtenir sur la sphére les lignes les plus stmp]es
il faudrait couper les deux sud.mes données par des plans
parallé¢les a 'un des plans de projection , mais alors les sec-
tions dans le cylindre seraient des courbes égales i sa
trace, el que l'on ne pourrait construire que par poinls,
exceplé dans le cas oti celte trace serait un cercle, On fera
done micux d'employer des plans paralléles aux généra-
trices du eylindre et perpendiculaires & 'un des plans de
projection. Il est yrai que les sections dans la sphére auront
pour projection des ellipses, mais d'abord on pourrait
trouver facilement les axes de ces ellipses, qu'il ne serait
pas méme necessaire de construire entiérement. Ensuaite
on pourra éviter la construction de ces courbes en pro-
jetant les sections faites dans le cylindre et dans la sphére,
sur un plan auxiliaire vertical, el paralléle aux généra-
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trices du cylindre. Ainsi, par exemple, pour obtenir I'in-
tersection de la spheére (A, A’) (fig. 365, Pl 54) et du
cylindre (B, B'), on construira un plan vertical p parallele
aux génératrices du cylindre; ce plan coupera le cylindre
suivant deux droiies (6,8') (b,8'), qui, projetées sur le
plan p" et rabatlues sur le plan horizontal , deviendront
(8", &"). La section dans la sphére sera représentée dans
ce rabattement par le cercle a”, et les intersections de ce
cercle par lesdroites (8",8") donneront quatre points (m").
En relevant le plan p", il sera facile d’obtenir les pro-
jections horizontales (m, m) de ces qualre points, et
par suite leurs projections verticales. En recommencant
celte construction on obtiendra autant de points que I'on
voudra.

Dans'exemple que nousavons choisi, il yadeux courbes,
ce qui forme une pénétration dans la sphére; une portion
de 'une des deux courbes est siluée derriére le plan verli-
cal de projection.

La question que nous venons de résoudre revient évi-
demment & chercher l'intersection de chacune des généra-
trices du cylindre avec la sphére; il ne s'agit donc que de
faire plusieurs fois la construction indiquée n° 565.

575. On évite ordinairement la projection auxiliaire
sur le plan p", en placant dés Forigine le eylindre paral-
lélement & I'un des plans de projeclion , comme on le voit

(fig. 366).

8%76. Construire la courbe provenant de lintersection
d’'une sphere et d'un cone. ¥

Soient ( fig. 367 ) la sphére A,A’ el le céne donné B, B,
on construira par le sommel du ¢6ne un plan vertical p,
ce plan coupera le chne suivant deux lignes droites (4,0')
(b,'), que Pon rabattra en (5’4" ). sur le plan horizontal,
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en les faisant tourner auntour de la trace du plan p, la sec-
tion de la sphiére par ce méme plan sera le cercle a”, et les
quatre points (m”, m", ....) feront partie de la courbe cher-
chée; en ramenant le plan p & sa place, les points (m”....)
viendront se projeter en (m....), d'oit il sera facile de dé-
duire leurs projections verticales (m'....).

577. Sila trace du cone était un cercle, on pourrait em-
ployer comme surfaces auxiliaires, des plans paralléles aun
plan de projection. Dans ce cas ( fig. 368), les sections dans
le céne et dans la sphére seraient des cercles paralléles au
plan de projection,

578. On devrait encore faire usage de plans paralléles
aux plans de projection, si le sommet du‘céne n'était pas
sur I'épure ; alors on obtiendrait pour section dans le céne,
des courbes paralltles et semblables i sa trace, et la con-

struction de ces courbes ne présenterait aucune diffi-
culté (490).

879. Construire la eourbe provenant de Lintersection
de deux sphéres.

Un plan p, paralléle au plan horizontal ( fig. 369), cou-
pera les sphéres proposées suivant deux cercles, dont les
projections verticales @’ et &' se confondront avec la trace
da plan p, et dont les projections horizontules , a, b, don-
neront pour leur intersection deux points (m, m) apparte-
nant & la projection horizontale de la courbe cherchée, Les
projections verticales de ces mémes points seront détermi-
nées par les perpendicalaives mm’, mm'.

Le plan p' paraliéle au plan vertical, vérifie Ia position
de I'un des points précédents et délermine celle du point
(n,n'). On obtiendra par ce moyen aulant de points que
I'on voudra,
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Le plan horizontal p passant par le centre de la sphére
BB, donne les points u, v, suivant lesquels le grand cercle
formant la projection horizontale decelte sphére est touché
par la projection horizontale de la courbe cherchée, et le
plan vertical p", passant par le centre de la méme sphére,
donne les points s,z, suivant lesquels la projection verti-
cale est touchée par celle de la courbe. -

580. Omn sait ( Géom.) que la courbe provenant de I'in-
tersection de deux sphiéres est un cercle, et que par consé-
quent ses projections doivent étre des ellipses.

Si I'on voulait en déterminer les axes, on opérerait de
la maniére suivante : Concevons (fig. 370 ) un plan verti-
cal p, contenant les centres de deux sphéres (A,A'y (B,B).
Ce plan les coupera snivant deux grands cercles verticaux
qui, rabatlus dans le plan Bp', en tournant autour dela ver-
ticale du centre, seront représentés par les cercles a et 4.
Le cercle cherché, perpendiculaire a la ligne des centres,
sera, par suite de ce rabattement , projeté par la droite pz,
qui sera la yéritable grandeur du diamétre, et par consé-~
quent celle des grands axes s¢,zu: le point ¢ projele en ¢/ et
ramené en ¢ donnera l'extrémité du petit axe pour la pro-
jection horizontale. En coupant les deux sphéres par le
plan p", perpendicalaire au plan vertical, et rabattant Ja
section dans le plan horizontal p", on obtiendra le point "
pour Uextrémité du petit axe de la projection verticale. En-
fin Jes plans p' p"', p7 p', menés par les centres de sphéres
et parallélement aux plans de projection , détermineront les
poinls suivant lesquels les grands cercles formant les pro-
jections de ces sphéres sont touchés par les projections de
la courbe.

581. On évitera une grande partie de ces constructions
en prenant dés l'origine un plan de projection paraliéle &
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la ligne des centres, comme on I'a fait pour obtenir I'iy-
tersection des deux sphéres (B, B (C,q") (fig. 369) :
dans ce cas, la projection verticale de la section est la
droite a'¥/, et la projection horizontale a pour grand axe

cd=a't', et pour petit axe ab, projection horizontale
de a'b',

582. Questions diverses. Je terminerai ce chapitre par
quelques combinaisons remarquables de la sphére avec le
cylindre et le céne.

583. Supposons quil sagisse (fig. 375, PL 55) de
trouver la courbe d’intersection d’une sphére par un céne,
qui aurait pour sommet le centre de Ia sphére.

On coupera, comme nous |'avons fait au n° 576, les
deux surfaces proposées par des plans verticaux passant
par le sommet du céne. Tous ces plans contenant le
centre de la sphére, couperont cetle surfice suivant des
grands cercles, dont on évilera la projection elliptique,
enles rabattant aulour de la verticale projetante du centre
de la sphére,

Ainsi, par exemple, pour avoir le point ou la généra-
trice s—1 perce la sphére, on concevra le plan vertical
projetant de cette ligne; la section dans la sphére sera un
grand cercle, qui, élant rabattu aulour de Ia verticale du
point ss', viendra se confondre avec Ia [.:roj eclion du mé-
ridien principal, La génératrice s—A1 se rabattra en s—1"
et lintersection de cette droite ay
donnera le point m",
dra m,m'.

ec le grand cercle pu
qui, ramené i sa place , devien-

La méme opération étant recommencée pour toutes les
génératrices du cne , on obtiendra les denx courbes ac, a'e’
pour les projections de la ligne de pénétration du céne

dans la sphére.
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Si 'on veut construire celte courbe dans le développe~
ment de la surface du cone, on remarquera d’abord que
puisqu’elle appartient & la surface de Ja sphére, tous ses
points sont i égale distance du point ss' sommet du cone.

De plus, chaque élément infiniment petit de la courbe
que nous venons d’obtenir peut élre considéré comme si-
tué dans un plan tangent & la surface de la sphére, et par
conséquent la courbe d’intersection rencontre partout a
angle droil les génératrices du cone, puisque ces lignes
sont des rayons de la sphére.

Si Yon éloignait le sommet jusqu’a Vinfini, le cone se
changerait en un cylindre, la sphére en un plan, et par
conséquent la courbe deviendrait plane et représenterait la
section droite du cylindre. Ainsi, la courbe ac,a’c’ est pour
le cone ce que la section droite est pour le cylindre.

Tous les points de la courbe que nous venons d'obtenir
étant 4 égale distance du sommet du cone, si I'on congoit
cette courbe partagée en un grand nombre darcs trés-
petits, et que par les points de division on fasse passer des
génératrices du cdne, on pourra sans erreur sensible re-
garder la portion de surface conique comprise entre deux
généralrices conséculives et le petil arc correspondant,
comme un triangle isocele ; de sorte qu’en placant tous ces
pelits triangles & cOté les uns des autres , leur ensemble
formera un secteur de cercle. De la résulte la construction
suivanle :

Du point s' avec un rayon égal a s'a’, on décrira T'arc
de cercle m'" om'" sur lequel on portera la longueur véri-
table de la courbe & double courbure obtenue précé-
demment, et le secteur s'm" om' sera le développement
de la portion de cbne comprise enlre le sommet et Ja
courbe ac, a'c.

Pour avoir la longueur de l'arc m™ o', on développera
le cylindre projetant de la courbe ac, a'¢’ (325), ce qui don.
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nera la courbe m" om"; on portera les arcs qui composent
cetle courbe 4 lasuite les uns des aulres sur le cercle
m'Tom", ce qui déterminera le secleur formant le déve-
loppement du cone.

En portant ensuite sur chaque rayon prolongé la véri-
table grandeur de la partie dela génératrice correspondante,
on construira facilement la courbe 1" 21" qui représente
le développement de la trace horizontale du cone.

.

584. Si le céne proposé était circulaire ( fig. 376), la
ligne de pénétration serait un cercle perpendiculaire a
axe du cone,

585. La ligne de pénétration sera encore un cercle
(fig. 371), loutes les fois que le cone sera circulaire et que
son axe passera par le centre de la sphére.

586. Si le sommet est en dehors de la sphére il y aura
deux cercles de pénétration, et on concoit que si le som-
mel s'éloignait jusqu'a 'infini , le cone se changerait en un
cylindre et les deux cercles deviendraient égaux.

Dot il résulte que lorsque I'axe d’un cylindre circu-
laire passe par le centre de la sphére, les lignes de péné-
tration sont deux cercles égaux et paralléles.

587. 11 n’est pas toujours nécessaire que le cone et le
cylindre soient circulaires, et que leurs axes passent par le
centre de la sphére pour que les lignes de pénétration
soient des cercles.

Supposons, par exemple, que la sphére A (fig. 379)
soit pénélree par un cone oblique, je dis que si la courbe
a'c est un cercle, la courbe ac sera aussi un cercle, et ré-
ciproquement.

En effet, par le point o, milieu de ac, concevons un
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plan paralléle 4 celui de la courbe a'd, nous obtiendrons
dans le cone une section a'c" qui sera semblable 4 a'c’, et
par conséquent ecirculaire.

Dans tout quadrilatére inscrit, la somme des angles
opposés est toujours égale a deux angles droits.

On aura done I'angle
a'ao--a'd'e=2 angles droits;
mais par suite du parallélisme des lignes a'c", a'c', on a:

130 T .
a'c'e 4 cc"o=2 angles droils.
Par conséquent :
a"ao--a'c'e=a'c'ct-cc'o;
Donc
a"ao=cc"o.

De plus, les angles aoa", coc” étant égaux comme op-
posés par le sommet, les deux triangles a"ao,e"co sont
semblables et donnent la proportion

a'oiociiaozoc,
d’on .
a''ox o' =ao X oc. (1)

n.m
c

Mais la section @c" semblable A a'c’ étant un cercle, si

_nons nommons ) l'ordennée qui a son pied en o, nous

aurons
y'=a"oxoc". (2)

D’ou l'on tire, en comparant les équations (1) et (2),
yi=a0Xoc;

et puisque le point o est le milieu de ac,

- 3
yie=a0,

Done

7 y'=ao.

Ainsi, ac est une ellipse dont les deux axes sont égaux ;
par conséquent cette courbe est un cercle.
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588. Par des raisonnements analogues il serait facile
de prouver que dans le cas oit 'une des courbes de péné-
tralion serait un cercle a'c, la seconde courbe de pénétra-
tion serait un autre cercle ac'.

589. Si le sommet da cdne élait dans lintérieur de la
sphére, les deux courbes de pénétration n'appartiendraient
pas 4 la méme nappe du cone.

$90. Si, au contraire, le sommet du cbne s'éloignait
jusqu'a linfini (fig. 378), les deux courbes de pénéira-
tion deviendraient égales et placées symélriquement par
rapport a4 un plan pg perpendiculaire a la droite qui con-
tient leurs centres.

591. Les relations que nous venons de metlre en évi-

dence donnent quelquefois lieu 2 des abréviations. Ainsi,

par exemple (fig. 373), A et A’ étant les deux projections
d’'un hémisphére creux, si 'on proposait de construire
la pénétration de cet hémisphére par un cylindre oblique,
ayant pour directrice le grand cercle ac et pour généra-
trice la droite vu,v's', on construirait la projection auxi-
liaire A", sur laquelle la courbe de pénétration m'n'm’ se
projelterail par une ligne droite m"z". Il serait ensuile
facile de construire celle courbe sur les deux projections ,
en ramenant chacun de ses points ou en cherchant les
axes.

592. Construire lintersection d’une ligne courbe avee
la surface d’une sphére.

On emploiera (fig. 37h) comme surface auxiliaire un
cylindre G, per;‘)vndiculuire au plan horizontal et conte-
nant la courbe donnée aa'. Cetlte surface, qui n'est autre
que le cylindre projetant de la ligne donnée, coupera la
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sphére suivant une courbe & double courbure, dont la pro-
jection horizontale se confondra avec celle de la courbe a,
et dont la projection verticale &' sera coupée par la pro-
jection verticale de la ligne donnée en deux points (m',m'),
qui seront les projections verticales des points demandés
(mey ) (e, '),

Pour construire la projection verticale de la ligne (3, 8'),
on élévera des perpendiculaires par les points suivant les-
quels la trace du cylindre C coupe les projections hori-
zontales des paralléles de la sphére.

593. Si quelques-uns de ces cercles étaient rencontrés
trop obliquement par la projection de la courbe don- 1
née , on pourrait employer des sections méridiennes de la |
sphere.
Ainsi, par exemple, la verticale projetante du point m
“coupe la section méridienne op en deux points, qui, rabal-
tus dans le plan du méridien principal, deviennesit m"m".
Ramenant ensuile ces points a leur place, on obtient
J?Iffnm-

594. 1l peat étre avantageux dans certains cas d'em-
ployer comme surface auxiliaire un céne qui aurait poar
|; sommetl le centre de la sphére, et pour directrice la courbe
il donnée. Dans ce cas on obtiendrait l'intersection du cone
! avec la sphére, en opérant comme nous l'avons fait au
numeéro 583.

595. Raccordement de la sphére avec le cylindre et le
cone.,

i . e

Pour qu'une sphére se raccorde avec un céne ou un cy-
lindre il faut:
12 Que le céne ou le cylindre soit circulaire;

2° Que leur axe passe par le centre de la sphére;
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3° Que la génératrice du céne ou du cylindre soit tan-
genle & la sphere.
La ligne de raccordement d’un cylindre avec la sphére
(fig. 872) sera loujours un grand cercle zx; et la ligne de
raccordement de la sphére et du cone sera un petit cercle pu

(fig. 371).
Epicycloide sphérigue.

596. Soient ( fig. 380, PL 56) deux cénes circulaires
(A,A')(B,B') ayant poor sommet commun le point ss',
et pour bases les deux circonférences (a—15) (¢'—15)
et (15—¢') (15—c) tangentes au point 15.

Si l'on fait rouler le cone BB'sur le ¢céne immobile AA’,

chacun des points de la circonférence (c—135) (¢—15) dé-

crira une courbe & laquelle on donne le nom d’épicycloide
sphérique. :

On demande de construire les projections de I'une de
ces courbes.

Nous prendrons pour I'un des deux plans de projection
celui qui contient la base du c6ne immobile, et nous allons
construire la courbe engendrée par le point 1,1' du cercle
incliné.

‘Nous ferons tourner le cercle générateur autour de I'ho-
rizontale projetante du point c¢'; et lorsque nous aurons
amené ce cercle dans le plan horizontal ¢'—15', nous le
partagerons en un nombre quelconque de parties égales,
en 16 par exemple.

Nous ferons revenir le cercle générateur a sa place, et
nous déterminerons bien exactement chaque point de di-
vision sur les deux projections 15—c¢ , 15—c".

Euafin, nous porterons lous les arcs égaux du cercle gé-~
nérateur a la suile les uns des autres sur la circonférence
du cercle immobile. Cela étant fait:

Proposons-nous de construire la courbe engendrée par

e e o]

e

e e e T R L
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le point 1. Nous choisirons ce point de préférence, afin que
la projection de la courbe cherchée ne se confonde pas avee
les opéralions précédentes.

=i

Si nous supposons actucllement que l'on fasse rouler le
coneincling dans le sens indiqué par la fléche, les différents
points de division ducercle 15—¢, 15—¢' viendront succes-
sivement toucher les poinls correspondants de la base du
cone immobile, etle centre oo’ du premier cercle parcourra
dans I'espace un arc projeté sur le plan horizontal par la

> . Y " x E .20
circonférence 00" et sur le plan vertical par la droile o'o".

AR e U i

Lorsque le point 2 viendra toucher la circonférence du
cercle immobile, le point 1 sera placé, par rapport au
point 2, comme le point 14 élail placé par rapport au
point 15, au moment o les axes des deux cdnes étaient
dans un méme plan paralléle au plan vertical de projec-
tion. De sorle que pour obtenir le point 1" on décrira da
point s, comme centre, la circonférence 15—¢', puis avec |
le compas on fera Parc de cercle '—1' égal & p—1k.

Pour déterminer le point 1" on déerira la circonférence
13—u', et I'on fera 'arc u'—1" égal 4 u—13,

En continuant & opérer de la méme maniére, on obtien-
dra tous les points de la courbe demandée, quelle que soit
la position du cercle mobile.

Le point générateur ne quilte pas Ia surface d'une sphére
qui a pour rayon la droite ¥ —18, génératrice commune
des deux cdnes; c'est pourquoi la courbe obtenue se nomme
épicycloide sphérigue pour la distinguer de V'épicycloide
plane que nous avons étudiée au n°® 298.

597. Sile sommet commun aux deux cénes s'éloignait
du plan horizontal @’—15,la courbure de la sphére dimi-
nuerait, el lorsque le cenlre serait parvenu jusqu’a Vinfini,
la surface de la sphére serait plane, les deux cones seraient
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remplacés par deux cylindres circulaires, et la courbe en-
gendrée serait une épicycloide plane.

598. Pendant que chacun des points de la circonférence
(18—-¢) (15—c') décrit une épicycloide sphérique, tous les
autres points situés dans le méme plan décrivent des épicy -
cloides rallongées ou raccourcies , suivant qu’ils sont en
dehors ou en dedans de la circonférence mobile.

Proposons-nous , par exemple, de déterminer la position
que doit occuper le point 17, lorsque le point 1, généra-
teur de I'épicycloide, sera parvenu en 1".

Nous remarquerons dabord qu’a l'instant dont il s'agit
les deux cercles se touchent par le point 6 ; mais pour que
ce point vienne remplacer le point 13" dans le rabattement,
il faut que le point 1 pren‘neh |1lzu~e du point 10, et dans
ce cas, le point 17, ramené en 1: , aura pour projections
les deux poinls 17" 275

De sorle que pour obtenir le point demandé on décrira
la circonférence 17"—x et T'on fera I'arc de cercle 2'—17",
égal & 2—17".

En opérant de la méme maniére on obtiendra tous les
points de I'épicycloide sphérique rallongée.

Par des constructions analogues on obtiendra le point
18" qui appartient & P'épicycloide raccourcie engendrée
par le point 18.

Si on a bien opéré, les quatre points o", 18", 1", 17",
doivent étre sur un méme rayon o'—1" du cercle mobile.

599. Tangentes & U'épicycloide sphérique.

1™ solution. Lorsque le cercle mobile devient tangent
au point 6, le point générateur se meut pendant un instant
trés-court comme s'il tournait autour du point de tan-
gence des deux cercles. De sorte que I'on peut considérer
Parc infiniment pelit, qui est dans le voisinage du point 1",
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comme s'il était situé sur la surface d’une sphére qui aurait
son cenlre au point 6, eLdontlerayon serait la droite 6—1".
De plus, ce méme arc appartient i la sphére qui a pour '
rayon le c6lé s—1" du cone mobile; il fera donc partie de
lintersection de ces deux sphéres, et la question sera ré-
duile a construire une tangente i celte intersection.

Yoici 'ordre des opéralions; on construira (550) : 1° la
droite pg, trace horizontale du plan qui toucherait au
point 1" la sphére qui a pour rayon s—1",

2° La droite pg, trace horizontale du plan tangent a la
sphére qui a pour rayon 6—1".

3° La droite p—1", interseclion des deux plans tangents
ct qui sera par conséquent tangente a ’épicycloide.

600. 2° solution, La tangente a une courbe quelconque
tracée sur la surface d'une sphére, devant étre perpendi-
culaire 4 I'extrémité du rayon qui passe par le point de
langence , la ligne demandée, intersection des plans tan-
gents aux deux sphéres qui ont pour rayons les droites
s—1", 6—1", sera perpendiculaire & chacune de ces deux
lignes, et par conséquent au plan qui les contient. Ainsi,
au lien de chercher, comme nous venons de le faire, les
traces des deux plans tangents au point 1", il sera plus
simple d'opérer de la maniére suivante :

1°On construira ladroite s'z' suivant laquelle le plan des
deux rayons s'—1"', 6—1" est coupé par le plan 15—s—a,,
paralléle au plan vertical de projection.

La ligne s'z' sera paralléle a la trace verticale du plan
s—1"—z', et la droite p'm' perpendiculaire sur s'z' sera
par conséquent la projection verlicale de la tangente.

2° On construira la droite 6—y, trace horizontale du
plan s—1"—6, et laligne pm , perpendiculaire sur 6—y,
sera la projection horizontale de la tangente.

Les tangentes aux épicycloides rallongées ou rac-
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courcies s'obtiendront par des considérations de méme
nature.

Ainsi, pour la tangente au point 17" de 'épicycloide ral-
longée, on construirait la perpendiculaire au plan qui
contiendrait les deux rayons s—17", 6—17", et pour la
tangente au point 18" de I'épicycloide raccourcie, on
construirait la perpendiculaire au plan des rayons s—18",
6—18".

601. La fig. 384 contient les deux projections de Vépicy-
cloide sphérique que I'on obtient lorsque le cercle mobile
est perpendiculaire au plan du cercle directeur, et dans
les fig. 282, 283, on a supposé que l'un des denx cones
€lait remplacé par un plan.

FIN DU SECOND LIVRE

PR
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LIVRE III.

CHAPITRE PREMIER.

CONSIDERATIONS GENERALES SUR LES SURFACES COURBES.

602. En jetant un coup d’eeil sur les questions diverses
dont nous nous sommes occupés jusqua present, il sera
facile de rattacher nos idées & un pelit nombre de prin-
cipes généraux.

Dans le premier livre nous ayons étudié les surfaces
planes, et dans le second nous avons vu les surfaces cylin-
driques, coniques el sphériques.

603. Chaque surface a été considérée comme engendrée
par le mouvement d'une ligne assujeltie 2 se mouvoir sui-
vant des condilions données, {‘énoncé de ces conditions
Jormant la deéfinition de la surface.

Ainsi le plan est engendré par le mouvement d’une
droite quise meut parallélement a elle-méme, ens’appuyant
toujonurs sur une autre droite immobile dans l'espace. La
droite mobile se nomme la géneratrice, et la droite sur
laquelle elle sappuie arecu le nom de directrice. Si nous
remplacons celte derniére ligne par une courbe, nous
obtenons une suface cylindrique; et si, au lieu du pa-
rallélisme des génératrices, nous les faisons concourir en
un méme point, nous avons une surface conique.

60k, Au reste, nous n'avons admis ces divers modes de
généralion que pour plus de simplicité, mais V'on n’est pas




PE,; K. SURFACES COURBES. 271

nécessairement contraint de s’y assujettir. En général,
toute ligne, droite ou courbe, que l'on ferait mouvoir
d’aprés des conditions telles que dans toutes ses positions
elle serait toujours située dans une certaine surface , pour-
rait étre regardée comme la génératrice de cetle surface.
Ainsi, par exemple, on pourrait encore engendrer le plan
¢ par une ligne droite qui tournerait autour d'une autre
| droite immobile, avec laquelle elle ferait constamment un
! angle droit. La droite fixe se nommerait 'axe du plan.
Dans cette génération, qui a de 'analogie avec celle du
cone, la droite génératrice changeant a chaque instant de
direction dans l'espace, cette derniére condilion eiit éLé
moins facile a représenter sur les épures que le parallé-
lisme des génératrices; ¢’esl pourquoi ce dernier mode de
génération a été préféré. On peut engendrer le cylindre en
supposant qu'une courbe quelconque se meut paralléle-
ment a elle-méme, en s'appuyant toujours sur une ligne
droite qui devient la directrice.

Pour le cone, on peul supposer qu’une courbe glisse
parallélement a elle-méme en suivant toujours une droite

directrice, de maniére que, sans changer de forme, elle
varie de grandeur proportionnellement & sa distance au
sommel. Enfin, au lien de considérer la sphére comme
provenant du mouvement d'un grand cercle qui tourne
auntour de son diamélre, on peut supposer qu'un cercle
variable de grandeur se meut parallelement a lui-méme,
de maniére que son centre parcoure une ligne droile, et
quen nommant R le rayon de In sphére que l'on veut en-
gendrer, r le rayon du cercle générateur, et d la distance
de son plan au centre de la sphére, on ait

r=R'—d".

605. Il résulte de ce que nous venons de dire, qu’une
surface peut étre engendrée de plusieurs maniéres , et que
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Pon est libre de choisir celle de ces générations qui con-
vient le mieux soit pour la représentation de la surface sur
les épures, soit pour la solution des divers problémes qui
en dépendent.

606. J'ai cru devoir commencer par appeler attention
du lecteur sur les surfaces cylindriques, coniques et sphé-
riques, parce qu’elles sont la base essentielle de presque
toules les combinaisons de l'induskrie.

Neous allons acluellement considérer les surfaces courbes
sous un point de vue plus général.

607. Quoique la courbure des surfaces puisse étre va-
riée d’une infinité (e maniéres, on peut cependant renfer-
mer tous les cas particuliers dans une méme définition , en
supposant que foule surface est engendrée par le mouve-
ment d'une ligne quelcongue, droite ou courbe, plane ou &
double courbure, constante ou variable de forme, et qui
se meut suivant des conditions données.

Si, par exemple, nous faisons tourner Vellipse a'o'u
(fig. 385, Pl 57) autour de la droite verticale 'o/, elle
engendrera une surface que nous nommerons ellipsoide de
révolution.

I

608. Si nous supposons que l'axe horizontal au varie
de longueur pour chaque position nouvelle de Pellipse
mobile, nous obtiendrons une infinité de surfaces diffé-
rentes.

609. Introduisons la condition que les deux points a,u
ne quiltent pas la circonférence de Vellipse horizontale
avux, alors la surface engendrée prendra le nom d’ellip-
soide & trois axes pour la distiguer de Vellipsoi le de révo-
lution.

G610, Nous obliendrons encore la méme surface en sup~
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posant qu’une ellipse horizontale telle que avux (fig. 387)
s'éléve parallelement & elle-méme en variant de grandeur
a chaque posi tiim, pourvu que le rapport des axes ne
change pas, et que le plus grand de ces deux axes soit tou-
jours égal i 'une des cordes horizontales de l'ellipse a'o'u.

Ces différents modes de générations reviennent i consi-
dérer la surface comme le lien géomélrique qui conlient
un systéme de lignes données.

611. La topographie nous fournira un exemple remar-
quable de ce genre de définition.

Supposons que l'on veuille déterminer (fig. 386) tous
les innombrables contours et sinuosités d’'un pays de mon-
tagnes, on supposera le terrain coupé par une suite de plans
horizontaux , et ’'on construira les projections horizontales
des sections obtenues.

1l est évident que 'on pourra éviter la projection verti-
cale en exprimant par des nombres la hauteur de chaque
plan coapant. :

Ainsi la courbe désignée par le chiffre 18 sera la section
du terrain par un plan horizontal élevéa 15 métres au-
dessus du niveau de la mer; la courbe désignée par le
nombre 20 sera la section 4 20 métres de hauteur, etc,

11 serait facile d'augmenter I'exactitude en projetant des
sections plus rapprochées.

612. Le lecteur comprendra de suite tout le parti que
lon peut tirer d'une représentation aussi compléte de la
surface lerrestre.

Supposons qu'il s’agisse de tracer une route suivant la
direction ba, on coupera la surface par le plan vertical qui
a pour (race cette ligne, et la seclion transportée ( fig, 388)
donnera les différences de niveau de lous les poinis de
la ligne que doit parcourir la route projetée.

18
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Si la projection horizontale de cetfe route élait une
courbe ¢d, on développerait ( fig. 389) le cylindre proje-
tant de cette ligne, .

Ces exemples suffisent pour faire comprendre la possi-
bilité de représenter toutes les surfaces courbes, quelque
nombreux que soient les accidents et sinuosités de leurs
contours. Nous allons diriger plus particuliérement notre
atlention sur les surfaces employées dans les arts, et dont
la génération résulte par conséquent du mouvement de
cerlaines lignes définies. »

613. L'idée la plus simple a dt étre de classer les sur-
faces d'aprés la nature des opérations nécessaires pour les
produire. ;

Ainsi , par exemple, on a nommé surfaces de réwolution
celles qui s'exécutent sur le tour, et surfaces réglées celles
dont le travail est dirigé par la régle,

Si & ces deux genres de surfaces nous ajoutons les sur-
Jaces enveloppes, nous aurons réduit & trois toules les ’
especes différentes de surfaces courbes employées dans les
travaux de lindusirie. 4

# Nous étudierons hient6t en particulier chacun des genres
de surfaces que nous venons d’énoncer, mais auparavant
nous allons présenter quelques idées générales sur l'ordre
que nous devons suivre dans celte étude.

61%. Le mode de génération d’une suiface étant adopté,
il faut savoir, pour chaque cas particulier, répondre aux
questions suivantes ;

1° Représenter sur I'épure une surfacedont la définition
est donnée;

2° Exprimer qu'un point ou une ligne fait partie d'une
surface donnée;

3° Développer (autant que possible) la surface donnée
en tout ow en partie;
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W Mener a la surface donnée des plans tangents , des

* normales et des surfaces normales ;

5° Trouver lintersection de la surface donnée, par un
plan; '

6° Trouver la courbe d'intersection de la surface donnée
avec toute autre surface;

7° Trouver Uintersection de la surface donnée, parune
ligne quelconque, droite ou courbe. «

615. Pour représenter sur I'épure une surface dont
la définition est donnée, il suffit de savoir construire
la génératrice de cette surface dans une position quel-
conque.

Quelquefois la surface est infinie dins ses deux dimen-
sions, comme le plan en général et les cylindres et cones
qui ont pour directrices des courbes infinies; Pautres fois
elle n'est infinie que dans un sens, comme le cylindre et
le céne, lorsque leur directrice est une coutbe fermée ;
enfin elle peut étre finie en tous sens, comme la surface de
la sphere.

616. En construisant un certain nombre de généra-
trices, et sur chacune d'elles les points ot elle perce les
plans de projection, on obtient les traces de la surface.

617. Lorsque la surface est limitée , on doit con-
struire la ligne qui limite sa projection; on obtient cette
courbe en cherchant la suite des poinls saivant les-
quels la surface donnée est touchée par une autre sur-
face perpendiculaire au plan de projection. Ainsi, dans
les eylindres et cdnes, les limites sont situdes dans des
plans tangenls aux courbes directrices » €t perpen-
diculaires ‘aux plans de projection. La limite de la
projéction de la sphére est ln trace d’un cylindre per-

-
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pendiculaire au plan de projection et enveloppant la

sphére.

618. Pour mieux faire sentir la forme d’une surface, on
a tracé en plein les lignes vues, et en ponctué les lignes
cachées.

On a cru cependant devoir s’écarter de cette convention
al'égard du plan, qui, n'ayant pas d’épaisseur, n’est plus
qu’une conceplion géomélrique, incapable par conséquent
de cacher les objets qui sont placés derriére. D'ailleurs
élant infini en tous sens, un seul plan oblique aux deux
plans de projection eiit caché entiérement toutes les autres
parties de I'épure, ce qui aurait empéché de faire sentir
la position des corps solides, en ne permettant plus d'ap-
pliquer & Jeurs aréles, ou autres parties de leurs surfaces,
la distinction des lignes vues el des lisnes cachées; et si
dans les sections de ces mémes surfaces on a tracé en points
les parlies siuées au dela des plans coupants, c’est plu‘lét
parce que l'on a considéré ces parlies comme supprimées ,
que comme cachées par ces plans. ;

619. Dans beaucoup de problémes on a placé les données
dans une position inclinée par rapport aux plans de pro-
Jection, mais on ne I'a fait que pour exercer davantage aux
constructions graphiques. Dans les applications, on devra
toujours , avant tout, choisir le systéme de plans coordon-
nés ou de plans auxiliaires sur lesquels les projections se-
raient les plus simples, et pourvu que 'on ne change rien
aux données ni a leur position relative, la généralité de la
question ne sera pas moins compléte. Il ne faut pas oublier
surtout, que le choix des plans de projection est une

des parties les*plus essentielles de la solution des pro-
blemes.

620. Pour exprimer qu'un point fait partie d’'une sur-
-
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face, on place ce point sur 'une des génératrices, ou sur
toute autre ligne située dans cetle surface, et dont on sait
conslruire les projections : en agissant de la méme maniére
a Pégard de tous les points d’'une courbe , on exprime que
cetle courbe esl située dans la surface.

621. Pour exécuter un corps solide quelconque, il faut
tracer sur la pierre, le bois on le métal dont ce corps doit
élre composé, toutes les lignes qui doivent diriger le tra-
vail de Pouvrier.

Ces lignes se déduiront de leurs projections, par des ra-
baltements sielles sont planes, et par des développements
si elles font partie de surfaces courbes.

Nous avons pu développer les surfaces des polyédres |
cylindres et chnes; mais pour la sphére, son développe-
ment n’a été obtenu qu’approximativement. Nous verrons
plus tard quel est le caractére auquel on reconnait en géné-
ral qu'une surface peut se développer.

622. Dans les questions ot il s’agissait de construire des
plans tangents au cylindre et au céne, nous avons consi-
déré I génératrice de tangence comme provenant du rap-
prochement des deux génératrices de section.

Cette relation n’est qu'un cas particulier d’une autre
proposition plus générale que nous allons démontrer,

623. Supposons (fig. 890) qu'une surface courbe quel-
conque A soit coupée par un plan pg, si nous faisons tour-
ner ce plan autour de la droite mn, qui touche en a la
couibe de section ac, celle derniére ligne deviendra suc-
cessivement ac', ac”, et lorsque tous ses points seront réu-

nis en un seul, le plan coupant pg deviendra p'’ et tou-
chera la surface suivant le point a.

62%. On peut donc conclure de ce qui précéde qu’un
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point de tangence est un point-multiple, puisqu’il résult:
du rapprochement d'une infinilé de points de sections,

625. Ces poinls, quoique infiniment rapprochés, dé-
terminent la posilion du plan tangent pl¢!, mais ne suf-
fisent pas pour le construire.

Si l'on veut obtenir les traces, il sera nécessaire d’intro.
duire quelque autre condition facile & exprimer graphi-
quement,

626. Concevons par le point a ( fig. 892) une courbe
ad"o'o quelconque située sur la surface, et supposons qu
cette courbe soit coupée par le plan pg suivant le point o
la droite as, qui joindra ce point avec le point @, sera un:
sécante par rapport 4 la courbe aoo'o.

Or, si nous faisons tourner le plan pg autour de mn qu
touche la surface au point #, le point o deviendra succes.
sivement 0',0", a.

Enfin, lorsque les points de section o el a seront réunis
le plan py sera langent au point a, et la sécante as devien-
dra as" tangente & la courbe ao"0'o, sans avoir cessé un seu
instant d'appartenir au plan pg dans les diverses position:
par lesquelles ce plan a successivement passé pour de-
venir p'q’.

La courbe @o"o'o pouvant étre prise dans la directior
que 'on youdra,il s’ensnit que le plan tangent en un poin
quelconque d'une surface donnée doit contenir les tan-
genles atoutes les courbes que l'on peut faire passer par c
point sur la surface.

627. Nous pouvons encore arriver & la méme consé
quence en raisonnant de la maniére suivante : _

Quand an considére une ligne courbe comme composé«
d’une infinité de colés, cela ne veut pas dire que I'on soi
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autorisé a regarder chacun d'eux comme un point unique;
on doit plutét admettre que ce sont de petits cotés de poly-
gones dont les extrémités sesont lellement rapprochées, que
leurs longueurs se trouvent réduites a zéro ; de sorte que la
direction de chacun de ces c6iés reste déterminée, et c'est
le prolongement de celte direction qui produit la tangente.

628, Les mémes raisonnements s'appliqueront aux sur-
faces courbes. En considérant ces espéces de surfaces
comme composées d'une infinit¢ de petiles facettes, il ne
faut pas regarder chacune d'elles comme un point unigne,
mais comme la réunion de_plusieurs points rapprochés,
de maniére & n'en faire quun seul, en conservant lou-
tefois cette condition que tous ces points n'ont pas cessé
d’étre dans un méme plan. De sorte que si l'on congoit une
droite passant par deux quelconques de ces points infini-
ment rapprochés, la direction de cette ligne n’en sera pas
moins déterminée, et assujettie a se confondre avec le pro-
longement de la facette infiniment petite qui contient ces
deux points.

Or cette facette ainsi prolongée n’est autre chose que le
plan tangent; d'ou il suit que si en un point d'une surface
courbe on concoit un plan tangent, ce plan contiendra les

tangentes & toutes les courbes qui dans la surface passe-

raient par le point de tangence.

629. Les considérations qui précédent étant admises,
la construction des plans tangenls en un point d’'une
surface courbe se réduit aux deux opérations suivantes
(fig. 395): :

1° Construire par le point donné deux tangentes a la
surface;

9° Faire passer un plan par ces deux droites.

1l n’y a plus pour chaque cas particulier qu'a choisir,
-
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parmi loutes les courbes qui passeraient par le point

donné, celles auxquelles il est le plus facile de mener deux
tangentes.

630. Lorsqu'une ligne droite est située tout enticre dans
une surface courbe, elle peut étre prise pour une tangente
a cette surface,

Car on pent la considérer indifféremment comme une
courbe dont le rayon serait infini, ou comme la tangente A
cetle courbe. <

Clest ainsi que pour construire les plans tangents aux
cylindres et cones, nous avons regardé comme tancentes
les droites génératrices de ces surfaces, de sorte qu’une
seconde tangente a sufli pour déterminer le plan tangent.

Pour la sphére, le plan perpendicalairve i Vextrémité
du rayon qui aboutit au point de tangence, contient évi-

demment les tangentes A tous les cercles qui passent par
ce point. .

631. Pour obtenir une normale il suffit de construire

par_le point de tangence une perpendiculaire au plan
tanqent‘ .
T

632. Tout plan qui contient la normale se nomme plan
normal; la seclion de la surface par ce plan se nomme
section normale, :

633. Si Pon fait tourner le plan normal autour de la
normale, on obtiendra une suile de sections dont la cour-
bure est différente pour chacune des positions du plan
coupant.-‘

On démontre dans les traités de géométrie analytique
que la section qui a le plus grand rayon de courbure,
est toujours perpendiculaire 4 celle qui a la plus petite
courbure.

™
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Quelquefois la courbure des sections normales qui
passent par un point donné est constante,

C’est ce qui a lieu pour la sphére et pour quelques sec-
tions dont nous parlerons dans le chapitre suivant.

63%. Pour obtenir la section d’une surface courbe par
un plan, il suffit de construire la suite des points suivant

lesquels ce plan coupe un systéme de lignes tracées sur

Ia surface.

I n’y a plus dans chaque cas particulier qu'a choisir. le
systemedde lignes le plus simple.

La ligne provenant de la section par un plan est tou-
Jours une courbe plane, dont la forme dépend de celle de
la surface coupée.

Si Fon prend un plan de projection perpendiculaire aun
plan coupant, la courbe cherchée se projeltera en ligne
droite, ce qui abrégera beaucoup les opérations.

La véritable grandeur de la courbe s'obtient par un ra-
battement.

635. L’une des questions les plus importantes de la
géomeétrie descriptive est celle qui a pour but de constraire
la courbe d'intersection de deux surfices.

1l est évident que cela revient & construire un point com-
mun aux deux surfaces données; car, en recommencant les
mémes opéralions, on pourra trouver autant de poinlgque
I'on voudra, communs aux deux surfaces; puis, l'on fera
passer par lous ces points une courbe, qui sera l'intersec-
tion demandée. {

Nommons en général A et B les deux surfaces données
(fig. 393), on construira une surface auxiliaire quel-
conque, que nous nommerons C, Celte surface coupera
la surface A suivant une ligne @, et la surface B suivant
une ligne &. Or, ces deux lignes a et & élant situées dans

T
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une méme surface G, se couperant en un point ny, qui
appartiendra aux denx surfaces proposées , puisqu’il sera
en méme temps sur deux lignes faisant partie de ces
surfaces.

Une deuxiéme surface auxiliaire coupera les surfaces
proposées suivant deus lignes @', 4!, qui, par leur inter-
section, donneront un point m/,

Une troisieme surface donnera un point m'.

Une quatriéme surface donnera un pointm", etc.

La courbe qui passera par les points m, m', m", sera la
peénélration demandée, .

La solution générale étant trouvée,, il ne reste plus dans
chaque cas particulier qu’a choisir le systéme de surfaces
auxiliaires, de manicre que les lignes a, &', a",. ...
Dbl Bt qui résultent d¢ leur intersection avec les
surfaces données, soient le plus simples possible et le plus
faciles 4 construire.

On prendra presque toujours des plans pour surfaces
auxiliaires; quelquefois cependant il pourra étre ulile
d’employer des cylindres, des cones ou des sphéres, tout
dépendra de la nature des surfaces données ou de leur po-
sition dans 'espace.

Ainsi, pour avoir lintersection de deux eylindres, nous
les ayons coupés par un sysléme de plans paralléles i leur
direction.

Pour Pintersection d’un cylindre par un edne, nous
ayons employé des plans paralléles au eylindre et contenant
le sommet du céne; et pour obtenir la pénétration de deux
cones, nous les avons coupés par des plans passant par les
deux sommets,

Cependant il peut y avoir telle dispesition d’épure oit
il yaudrait mieux employer des plans paralléles ou per-
pendicalaires aux plans de projection; clest ce que I'ha-
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bitnde des applications meilra’promptement en élat de

décider.

636. Parmi les pénétrations de deux surfaces , nous de-
vons surtout remarquer le cas on I'une d'elles serait per-
pendiculaire au plan de projection ; elle dﬂ‘:ienl‘. alors la
surface projetante de la courbe demandée, et sa trace en
est la projection. Pour obtenir la seconde projection , il
suflit d’élever des perpendiculaires & la ligne AZ, par

tous les points ou cette trace est rencontrée par les

projections d’'un systéme de lignes tracées dans I'autre
surlace,

Cette combinaison peut toujours étre obtenue par un
choix convenable de plans de projection toutes les fois que
I'une des deux surfaces données est un plan, un prisme ou

cylindre.
un cylin ®

637. Nous avons vu dans le chapitre I*" du livre II com-
ment on peut construire des tangentes aux courbes planes;

mais lorsqu'il s’agit d'une courbe & double courbure, le:

plus simple est de la considérer comme provenant del'in-
tersection de deux surfaces. Alors la question se réduit a
construire par le pointdonnédes plans tangents & ces deux
surfaces, et l'intersection de eces plans est la tangente
demandée. ,
Quoique la courbe proposée puisse provenir de linter-
section de deux surfaces courbes quelconques, on peut
toujours, si cela est plus commode, se contenter de con=

-straire des plans tangents aux deux eylindres projetants,

desorte que les traces de ces pldns tangents seront les deux
projections de la tangente.

638. Tout plan passant par le point de tangence et per-
pendiculaire i la tangente, sera perpendiculaire 4 la courbe,
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et prendra pour cetle raison le nom de plan normal & la
courbe.

639. La tangente étant perpendiculaire au plan normal
sera perpendiculaire a toutes les droites qui passeraient
par son pied dans ce plan. o

Il semblerait donc permis de considérer chacune de ces
lignes comme une normale 4 la courbe. Celi ne serait pas
exact : il faut se rappeler ce que nous ayons dit au n° 332,
que la normale en un point d’une courbe i double cour-
bure doit étre située dans le plan osculateur de cette
¢ courbe. Dot il résulte que la normale sera lintersection
du plan normal par le plan osculateur.

640. Pour trouver I'intersection d’une surface B( fig. 394)
par une ligne quelconqueg, on fera passer par cette ligne
une surface auxiliaire que nous nommerons C. Celte sur-
face contiendra le point cherché m, et comme ce peint doit
faire partie de la surface donnée B, il sera sur la ligne &,
-provenant de I'intersection des surfaces B et G.
it Or, le point m devant étre a la fois sur les lignes a et &,
H sera ot elles se coupent.

La question étant ainsi résolue d’'une maniére générale,
il n’y aura plus qu’a choisir, pour chaque cas particulier,
la surface auxiliaire G, de maniére que la ligne & provenant ,
de son intersection avec la surface B, soit la plus simple
possible et la plus facile & construire.
* Sila ligne donnée est courbe on pourra faire usage de
?;:I P'un des cylindres projetants de cette courbe, .
il Si la ligne donnée est'droite (fig. 391) on emploiera

comme surface auxiliaire un plan perpendiculaire ou

i oblique au plan de projeclion suivant qu'on le jugera
i nécessaire.,
§ Il est évident aussi que la ligne donnée pourra percer
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la surface en plusieurs points; dans ce eas il sera utile de
reconnaitre ceux de ces points qui sont vus ou cachés sur
les diverses projections de la surface.

CHAPITRE 1I.

SURFACES DE REVOLUTION.

641. On désigne en général par ce nom les surfaces qui
proviennent du mouvement d’une ligne quelconque, assa-
jeltie & tourner autour d’une droite fixe, par rapport &
laquelle elle conserve toujours la méme posmon

Supposons, par exemple (fig. 396, PL. 58), la droite
aa', immobile, et perpendiculaire au plan horizontal ;
concevons, de plus, la courbe a4 double courbure coz ;
si nous faisons tourner cetle derniére ligne autour de
aa' de maniére qu’elle ne change pas de position par
rapport i celte droile, la surface engendrée sera de ré-
wolution.

Dans ce mouvement , chaque point de la génératrice
décrira un cercle horizontal dont le centre sera sur la droite
immobile aa’, que 'on nomme I'axe de la surface.

La position de la génératrice, relativement au plan ho-
rizontal, ne changeant pas, sa projection sur ce plan con-
servera loujours la méme forme el ne fera que se dépla-
cer en tournant autour du point a, qui reprééente la
projection horizontale de I’axe. §i nous supposons, par
exemple, que I'on fasse faire & la courbe coz -~ de révo-
lution, le pomt c.viendra se placer en ¢, le point o en
o etz en z'.

Pour construire chacun de ces poitits on fera tourner
sa projection horizontale d’'une quantité égale & I'arc cor-

e | T N R TR LD vl TS
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respondant compris entre les deux plans verticaux ap, aq.
Ainsi, par exemple, en faisant zs' égal & ua' on aura
la nouvelle position du point z. On peut aussi faire u's'
égal a uz; on fera de méme xa' égal & cc', ou ¢z égal
acx,etc.

En agissant de la méme maniére pour chacun des points
de la courbe, on aura sa nouvelle projection horizontale ;
quant & la projection verticale correspondante , elle s'ob-
tiendra en élevant des perpendiculaires par chacun des
points ¢',0', 2, .. ... jusqu'a la rencontre des horizontales
qui représentent les projections verticales des cercles par-
courus par ces points. .

Quand on aura conslruit un certain nombre de généra-
trices assez rapprochées les unes des aulres, on tracera en
lignes pleines les parties de ces génératrices qui sont vues,
et en points les parties cachées.

1l serait facile de distinguer ces parties les unes des
aulres, en raisonnant comme nous 'avons fait au n® 165 ;
mais nous allons voir des moyens plus simples d'arriver au
méme résultat. g

642. Sections perpendiculaires & Uaxe. Un des carac-
teres de toute surface de révolution, c’est que la seclion
par un plan quelconque vs perpendiculaire & Paxe, est
toujours une eirconference de cercle.

Le rayon de cetle circonférence est égal a la distance
de I'axe au point oit la génératrice est coupée par le plan
horizontal dont il s"agit.

Il suit de la que si 'on coupe une surface de révolution
par un certain nombre de plans perpendiculaires 4 son
axe, on obtiendra un systéme de cercles paralléles entre
eux, et que l'on appelle, par celte raison, les paralléles
de la surface.
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643. La portion de surface comprise entre deux paral-
l&les quelconc[ues se nomine une zone,

64k. Les projections des paralléles sur un plan perpen-
diculaire & I'axe sont des cercles concentriques, et le point
@, cenlre commun de tous ces cercles; appartient i I'axe
de la surface. '

Dans les diverses questions oir Pon fait usage de ces
courbes, on peut presque loujours choisir de préférence
celles qui ont une projection commune.

Ainsi, par exemple, les deux paralléles des points 1 et 5
se projetferont par un seul cercle, il en est de méme des
paralléles qui contiennent les points 6 et 8.

643. Parmi tous les paralléles d’une surface de révolu-
tion , on doit surtout distinguer ceux qui pasSent par les
points les plus remarquables de la génératrice; ainsi, par
exemple ;

Le point m; étant le plus ¢loigné de I'axe, décrira le
cercle quia le plug grand rayon, et que 'on nomme pour
cela le plus grand paralléle ;

-

Lorsque ce paralléle partage la surface en deux portions
égales on lui donne le nom d’équateur.

Le point 7, étant le plus rapproché de Paxe, décrit
le plus petit paralléle que l'on nomme cercle de gorge ou
collier,

Si laxe rencontre la surface (/ig- 899), le point o qui
résulle de celte intersection prend le nom de péle., On
peut considérer ce point comme le plus pelit paralléle, et
dans ce cas le cercle de gorge n'exisle pas.

646. Le plus grand et le plus petit paralléle forment
les limites de la projection sar le plan perpendiculaire A
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Paxe, et déterminent par conséquenl les parties vues el
cachées de celte projection.

Ainsi, par exemple, sur la fig. 396, loute la zone com-
prise entre le cercle de gorge 3 et le paralltle 1, sera
vue sur la projection horizontale; celle qui est comprise
entre les deux paralléles 3 et 5 sera cachée par la zone
précédente.

La surface sera vue entre les paralléles 5 et 7 et sera ea-
chée depuis ce dernier cercle jusqu'au paralléle 8.

647. Sections passant par Paxe. Toute section d’une
surface de révolution par un plan @p qui contient son
axe, se nomme une section méridienne,

La projection de toule section méridienne sur le plan
perpendiculaire & I'ase sera une droile passant par le
point a.

On peut, aprés avoir* construit un assez grand nombre
de génératrices, déterminer les points o chacune de ces
lignes serait coupée par le plan méridien dont il s’agit.

Ainsi, la courbe kny est la projection verticale de la
section par le plan méridien ap, et la courbe 1—5—8 est
la section par le plan ag.

Cette derniére ligne doit étre tangenle aux projections
verticales de toutes les génératrices.

Le point de tangence sur chacune de ces courbes peut
étre délerminé en élevant une perpendiculaire par le point
suivant lequel sa projection horizontale coupe la trace du
plan méridien ag. '

648. 11 est facile d’obtenir la section méridienne sans
construire toutes les projections de la génératrice. En effet,
celle ligne étant donnée par ses deux projections ¢z, ¢'z’
(fig. 398), on déerira le paralltle passant par chacun de
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sts poinls, et Pon délerminera ensuile la section de toutes
ces circonférences par le plan qui contient le miridien
demandé,

Ainsi, par exemple, la courbe Ky'(fig. 398) est la pro-
Jeclion verticale du méridien situé dans le plan ap, et la
courbe 1—3—5 — 8 est Ia projection verticale du méri-

dien ap'.

649. Tous les meéridiens sont ézaux, Car si I'on fail
tourner la courbe au autour de laxe, tous ses poinls vien-
dronl coincider avec les points correspondants du méri-
dien au'.

Ce dernier méridien jonit particuliérement de cet avan-
tage qu’il esl projeté sur le plan vertical dans sa véri-
table grandeur ; c'est pourquoi on lui donne le nom de
section méridienne principale, ou sim plement méridien

principal.

650. Toul meéridien se compose de deux courbes égales
placées syméiriguement de chaque cote de 'axe.

Cependant il est permis de considérer chacune de ces
deux courbes comme un méridien diffirent.

651. Si on fait tourner le méridien principal autour de
Vaxe, la courbure de la projection verticale deviendra
moins sensible & mesure que 'on approchera de la posi-
tion ap", el lorsque le plan ap sera parvenu en ap la sec-
tion méridienne se projettera par une droite a'a" perpen-
diculaire & la ligne AZ.

-

652, La portion de sorfice comprise enlre deux méri-
diens quelconques se nomme un Sfuseau.

633 Le mévidien principal formara la limite de la pro-
19
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jeclion verticale. et déterminera par consequent les par-
ties vues et cachées sur cetle projection.

Ainsi, par exemple, lout point situé en deca du plan
vertical qui a pour trace la droite p'g' sera vu sar la pro-
jection verticale, tandis qu’au contraire lout point si~
tué au dela du méme plan aura sa projection verticale
cachée.

654. Cest pour plus de généralité dans la définition
que nous avons supposé la surface engendrée par la courbe
A double courbure cz,e'z’, mais la section méridienne
étant une courbe plane, il sera en général plus simple de
prendre celte courbe pour géncratrice; et si l'on a soin de
placer T'axe perpendiculaire a 'un des plans de projec-
tion, Ja représentalion de la surface sur 'épure deviendra
trés-facile.

Supposons ( fig. 398) que V'on ail placé l'axe aa' per-
pendiculaire au plan horizoutal; on construira symétri-
quement a droite et a gauche, et dans sa vérilable gran-
deur, la courbe 1—3—5—8 donnée comme généralrice;
on aura ainsi la projection verlicale de la surface Pour la
projection horizontale, ondécriradu pointa, comme centre,
deux cercles concentriques ayant pour rayons les distances
de la méridienne aux points qui sont le plus prés el le
plus loin de I'axe; le premier est le cercle de gorge, et le
second forme lalimite extérieure de la projection; quand
la méridienne coupe 'axe, nous avons dil que le cercle de
gorge n'existe pas.

65% l.es cas particuliers de surface de révolution se
distinguent ordinairement par la nalure de leur seclion

méridienne.

656. Ainsi, Vellipsoide de révolution ( fig. 399) est la
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surface engendrée par le mouvement d'une demi-ellipse
que l'on ferait tourner autour de Pun de ses axes. La
sphtre est un ellipsoide de révolution gui a pour section
méridienne un cercle.

657. La surface annulaire ou le tore (fig. 397) est en-
gendrée par le mouvement d'un cercle tournant aulour
d’'une droite située dans son plan. La section méridienne
se compose de deux cercles éganx an cercle générateur, et
placés symétriquement pay rapport & l'axe. Le plan hori-
zontal mené par le centre du cercle genéraleur, contient
le plus grand paralléle de la surface, et le plus petit, qui
est le cercle de gorge, Dans le cas on le cercle généra-
teur toucherait Faxe, le cercle de gorge seriil un point ,
et la section méridienne se composerait de deux cercles
tangents. Si le centre du cercle généraleur se rapprochait
ide P'axe, la forme de la surface se rapprocherait de celle
de la sphére, et ne différerait pas de cette derniére sur-
face si le centre du cercle générateur-se lrouvait silué
sur I'axe de révolution : ce (qui permet de resariler en-
core la sphére comme un cas particulier des surfaces an-~
nulaires,

658. Si la genéralrice es! une parabole (fig. 400) la
surface sera un paraboloide ot prendra des formes difls-
rentes, suivant que la révolution aura lieu autour de I'axe
de la parabole ou autour d’uie droite ae perpendiculaire

A cet axe.

639. Enfin, on nomme hyperboloide de révolution la
surface qui est engendrée par one hyperbole tournant
autour de 'in e ses axes.

Dans l'exemple (/ig. #03) la révolution se fait aulour
de "uxe non Lransverse, et In surface est conlinue, ¢'esl-a-




292 SURFACES DE REVOLUTION. PL. 58.

dire qu’elle pourrait éire parcourue par un point dans
toule son élendue. Pour exprimer cette propriété, on
donne & cette surface le nom d’hyperboloide de révolulion
a une nappe. Il n’en serait pas de méme si le mouvement
s'était fail autour de l'axe transverse (fig. 402), il y aurait
alors dans cetle surface deux parlies séparées 'une de
Pautre, ce qui lui ferait donner le nom d’kyperboloide de
1€volution a deux nappes.

660. L'hyperboloide de révolution jouit d’une propriété
remarquable. Cetle surface (fig. 101) peul étre engendrée
par le mouvement d’une droite inclinée, telle que ac,a'd,
qui tournerait autour de I'axe verlical 0,0. Dans ce mou-
vement, le point aa' parcourra le cercle horizontal a',¢,
et le point ¢¢' ne quittera pas le plan horizontal de projec-
tion. Le point nn', qui est le plus prés de I'axe, décrira le
cercle de gorge. -

Si la génératrice se rapprochait de 'axe, ce cercle dimi-
nuerait, et au moment ot il deviendrait nul, la surfuce de
Ihyperboloide serait remplacée par les deax nappes d'un
chne circulaire qui aurait pour sommet le point ol Paxe
serait coupé par la généralrice.

Si 'on faisait tourner la génératrice autour de 'horizon-
tale projetante du point s n', pourlaramener dansune posi-
tion verticale, la surfacedel’hyperboloide s'allongerail dans
le sens de Paxe , et se transformerait en un eylindre circu-
laire au moment ou la génératrice serail paralléle a 'axe.

Ainsi, le cone et le cylindre circulaives sont des cas par-
ticuliers parmi les liyp(‘:‘]m]t}'it'lvs de révolulion.

661. Double génération. L'hyperbolotle de révolution
peut étre engendrée par une ligne droite de deux maniéres
dillérentes, c'est-a-dire que T'on obliendra la méme sur-
face ( fig. 403)en prenant pour génératrice Ja droite (ac,a'd)
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! ou la droite (ou,o'u') inclinées en sens conlraire dans le
méme plin projetant verlical, 5

Ein ellet, considérons pour un instant comme différentes,
les surfaces engendreées par ces deux droites; la génératrice
(ac,a'c’) apparlenant & la premiére surface, la droite

o"u", o"'u" sera une génératrice de ln seconde, Or, les cordes

ac,o'u" élantézales, il s'ensuil ¢videmment que les droiles
¥ : (] e |
ad",cu" sercnl paralléles, de plus les droites (a0 a'0') et

: " 1 Hr
)

. . . . n ] -
ew”, cn ,qumutleul‘s pm_]ectmnslmrlzor:lzllus ao’,ci pa-

| ralléles, sont situées dans les plans horizonlaux ", ao",
par conséquentl elles sont paralléles dans I'espace et les
quatre points @, 0", c,u" sont dans un méme plan. Donc
les deux lignes (ac, d'e'y (o', 0"u"") se vencontrent au
point mm'.
Ce que nous venons de dire des deux droiles (ac,a'c')
(0" 0" ") pouvant sappliquer a toutes les aulres, quelle
: que soil leur position , il en résulte que toutes les généra-
. trices de la premicre surface renconlrent nécessairement
| toutes celles de la deuxiéme, el par conséquent ces deux
surfaces coineident dans tous leurs points.
Les deux syslémes de genératrices parlagent loute la
surface de I'hyperboloide en un nombre infini de petils

quadrilatéres qui diminuent de grandeur dans le voisinage

du cercle de gorge. -

Quoiqgue 'on n’iil construit sur-la fig. k01 qu'une seunle
des deux générations de I'hyperbolaide, on peut se faire
une idée de la disposition de tous les quadrilatéres dont
nous venons de parler, parce que les lignes ponctuées qui
représentent les parties cachées de la premiére génération,
deviendraient les parties vues de Ja secdnde et seraient,
dans ce cas, tracdes en lignes pleines.

662 Section méridiennec. On pourrait projeter ( fig. 401)
un certain nombre de généralrices el construire le point oix
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chacune de ses lignes serait coupée par le plan pg, ou bien
on opéreri de la maniére suivante.

La droite génératrice ac,a'c’ de I'yperboloide élant
donnée (fig. 403), on Lracera les paralléles passant par
chacun de ses points, el la section de loutes ces circonfe-
rences par le plan vertical pg sera le méridien principal.

663. Nous rappellerons que les projections verticiles
des génératrices de la surface doivent étre tangenies & la
section méridienne principale (647).

Celle remarque nous donnera un moyen de reconnaitre
la nature de cette couibe. :

En effet, la génératrice (ac, [z'c') élant donnée, faisons
faire & celle droile une demi-révolution pour liimener dans
la posilion (a"¢".o'w'). Les deus projections verticales se
cﬁupr-ront en un point 2’ situésur la projection de I'axe de
la surfuce.

Sinous prenons acluellement jrour génératrice la droite
ou, 0'd' el que nous smenions cetle ligne dans une position

quelconque (0"a", o"u"), elle coupera les deux droites

(ac, a'c) (a"e", o'y aux points nm's nn'; et le point v sui-

vanl lequel la génératrice o"u", ™™ perce le plan du mé-
1 8 3 P I
ridien principal étant le milieu de mr, sa projection ver-
P | 2 83 proy
ticale v sera pareillement le milieu de m'n".
Or il résulte évidemment de celte propriété que ln see-
proj |
tion méridienne sera une hyperbole ayant pour asymploles
les deux droites a'e!, o'u'; ear on sait ( Géam. anal.) (ue le
pointoi Phyperbole est touché: par une troite quelconque
se trouve loujours au milieu de la partie decetle droite
interceplde par les asymploles (280).
Les denx génératrices (ac, a'¢') o', o'u") ne percent le
plan méridien qu’a l'infini, ce qui s’accorde avee la pro-
pl'iél.é connue des asymp lotes. y

66%. Ge qui précéde nous fournit le moyen le plus




PL. 58  SURFACES DE REVOLUTION. 295

simple de: construire la section méridienne d'un hyperbo-
loide de révolution dont on connait la généralrice ac,a'c'.

En effet, celle ligne étant successivemenl amenée dans
les deux positions (ac, a'e') (@"c",0'd'), on construira les
projections verticales correspondantes, ce qui donnera les
asymplotes de Phyperbole demandée.

On connait de plus les sommets appartenant au cercle de
gorge dont le rayon est égal & la droite xr, abaissée du
point x perpendiculairement sur ac : cela suffit pour que
Ton puisse construire la courbe,

665. Si par le point 22’ on concoil une droite paralléle
i la eénéralrice et que I'on fasse lourner ceite ligne autour
de l'axe, elle engendrera un cone droit & base circulaire
que Von nommera cone asymptote, parce qiv'il ne touche
la surface qu'a une distance infinie du centre.

L'hyperboloide de réyolution & une nappe, enveloppe le
cone asymptote, tandis que 'hyperboloide a denx nappes
(fig. k02) est au contraire enveloppée par ce cdne.

866. La surface annulaire ou le tore est la plus impor-
tanle des surfaces de révolution parce gqu'elle renferme
les éléments de tous les cas particuliers de ce genre de
surfiice.

En ellet, quels que soient les contours ou sinuosités de
la section méridienne donnée pour géncratric:, on |1'ourr;|
toujours considérer celte ligne comme comnosée Fun
certain nombre d'ares de cercles qui se raccordent.

Ainsi, par exemple, la courbe acvu (fig. 404) élant
composée des lrois arcs ac, ev,vu, la zone acac sera une
portion de la surface annulaire engendrée par le cercle qui
a son centre au point 1.

La zone evcv appartient & une scconle surlace annu-
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laire engendrée par un cercle déerit du point 2 comme

cenlre.

Enfin, la zone pupu fail partie ’une Lroisiéme surface
annulaire engendrée par le cercle qui a pour centre le
point 3.

b 7 |iremiere zoue se raccorde avec la deuxiéme, parce
qu’elles sont touchées toutes deux par un méme cylindre,
suivant le cercle horizontal ec.

La seconde zone se raccorde avee la troisiéme, parce
qu’elles sont louchées suivant le cercle vy par un coéne cir-
culaire qui a son sommet au poinl s.

667. Celle propriété d'éire touchées suivant un paral-
lele, par un cone ou par un cylindre circulaire, appar-
tient a toules les surfaces de révolution.

En général, si en un point v on concoil une infinité de
courbes qui soient louchées par une méme droite sy, etque
Pon fasse tourner toutes ces courbes aulour de Paxe com-
mun mn , toules les surfaces de révolution engendrées par
ces courbes se loucheront el seront touchées par un méme
cone eirculaire ayant pour génératrice la droite sp.

De plus, tous les plans langents & ce cone sevont égale-
ment tangenls aux surfaces de révolution qui ont le cercle
vw pour paralléle commun. On ponrra donc considérer a
volonté tonle surface de révolution comme étanl conlinue,
ou composce de plusienrs autres surfaces de révolutlion qui
se raccorderaient suivant les paralléles passant par les
points de raccordement des différentes courbes dont se
compose la section méridienne.

668. La surface que nous venons de prendre pour
exemple se nomme une scotie.

669. dxe commun. Si on fait lourner l'ellipse et I'hy -
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perbole (fig. 399) autour de la droite ac, on obliendra
denx surfaces de révolution qui se eouperont suivant les
deux cercles pu, zx.

Les deux paraboloides ( fig. 500) se couperont suivant
le paralléle va, Ihyperboloide & deux nappes et la sphére
projetées (fig. h02) se couperont suivant les deux paral-
leles v, ze. ™

En général, toutes les fois que deux surfaces de révo-
lution auront un axe commun , elles se couperont suivant
autant de paralléles qu’il y aura de points communs a leurs
sections meéridiennes.

670. Exprimer qu'un point appartient & une surface
de révolution. Supposons que I'on connaisse la projection
verticale z' (fig. 397 et 403), on construira le parallele
correspondant ; puis on abaissera la perpendiculuire #'z,
dont lintersection avec le paralléle donnera deux points
z,z,qui tous deux salisfont aux conditions demandées.
Si I'on avait donné la projection horizonlale z , on aurait
pu commencer par conslruire le p::r;l“éle; puis élevant Ia
perpendiculaire zz, ses inlerseclions avec le paralléle
auraient déterminé les projections verlicales des points
demaniés.

671. Devcloppement. Les surfaces de révolulion ne
peuvent se¢ développer quapproximativemenl et par des
moyens analogues & ceux que nous avons employés (a'JS
pour la sphére.

En construisant un certain nombre de plans méridiens
et de plans perpendiculaires a I'axe, loute la surface se
trouvera parlagée en Liapézes. 5i Fon place A coté les uns
des autres, el dans leur véritable grandeur, tous les tra-
pezes compris entre deux paralléles conséculifs, on aura
le développement par zones, landis qu'en construisant
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T'un au-dessous de Paulre tous les trapézes compris enlre
i

deux plans méridiens, on aura le développemeént par fu-
seaux.

Ce dernier mode (e développemenl est souvent preéféré
dans les arts, parce qu’en ayant l¢ soin de construire les
plans méridiens & égale distance les uns des autres, tous
les fuseanux seront r;'-g.-nux entre eux, et le tﬁvebpp'emenl
del'un d'eux servira pour tous les auties; tandis (jue toutes
les zones différant entre elles, il fandrait construire sepa-
rément le développement de chacune.

Nous verrons plus tard pourquoi les cones et les cy-
lindres de révolution jouissent de la propriété d'étre dé-
veloppahles.

672. Seclions perpendiculaires an plan de projection.

On établira sur la surface donnée un certain nombre
de paralléles. puis 'on construira les points suivanl les-
quels ces cercles seront coupés par le plan donné. Clest
ainsi que 'on aobtenu (fiz. 106, Pl 59)la courbe nxnx,
qui est la projection horizoutale de la seclion d’une sur-
face annulaire par le plan p, perpendiculaire au plan
vertical.

673. On pourra employer comme auxiliaires des plans
verticaux passiant par axe de la surface donnée : ces plans
couperonl la surface suivant des seclions méridiennes dont
on- évitera la projeclion en les rabatlant autour de Paxe:
les points (mm') (nn') ont éLé déterminés de cetle manicre,
Un plan vertical 0—2 a coupé la surface donuée suivant
une seclion meéridienne qui, en tournant autour de Uaze,
est venuese cenfondre avee la projection verticale de cette
sarface. La droite provenant de I'intersection du plan p et
du plan ausilizsice 0—2, est venue se rabatire en o'— ' ot

Mintersection de celte hgne avee la section meéri icone
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principale a donné deux points m", n", qui, projetés hori-
zontlalemenl sur of, et ramenés dans le plan 0—2, ont dé-
terming les points mm',nn'.

674. On fera bien de profiter de la symélrie. Ainsi, on
pourra déterminer par une seule opération les points qui
sonl situés dans les deux plans méridiens 0—2, 0—2.

La tangente 0'—3' déterminera le point " qui; ramené
dans les plansi0—3, donnera les deux points u, u.

675. Dans quelques cas particuliers, la recherche de la
courbe de section peut étre simplifiée. Supposons , par
exemple, qu’il s'agisse de construire la courbe résultant
de la section d’un ellipsoide de révolution par un plan ver-
tical np ( fig. k05), On admettra ( Géom. analyt.) que la
courbe demandée doil éire une ellipse, aprés qﬁoi on con-
straira I'horizonlale oc, o'¢', perpendiculaire sur np, ce qui
donnera le point c¢’ pour le centre de cette ellipse.

On raménera ensuite le point ¢ en ¢ dans le plan op', on
élévera la perpendiculaire ¢"a.

Les intersections de celte droite avec le méridien prin-
cipal de la surface détermineront les deux paralleles qui
contiennent le point le plus bas, et le point le plus élevé
de la courbe demandée. La difiérence des hauteurs de ces
deux points sera l'axe vertical de '¢llipse cheichée.

L’axe horizonlal z'2' s’obtiendra en élevant denx per-
pendiculaires par les poinls z et 2.

La verticale v/ déterminera les points suivant lesquels
la projection verlicale de la courbe touche celle du méri-
dien principal de la surface.

L.es points mm' peuvent étre considérés comme prove-
nant de la renconlre du plan vertical np par les deux
paralléles qui ont le cercle mm" pour projection hori-
zunlale.
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676. On peut encore supposer que la scction de Pel-
lipsoide par le plan op' a été rabative sur le mérilien
principal, et que la verticale st représente dans ce rubat-
tement lintersection des deux plans np,op”, de sorte que
les points 'inlersection m"m" étant ramenés i lear place
deviendront nd, m'. {

En faisant tourner la courbe autour de la verticale du
poiut 2, on obliendra en M sa vérilable grandeur.

677. Lorsqu’on sait que la section demandée est une
ellipse, on peut éviter la projection et le rabaltement en
faisant usage d'un plan auxiliaire sur lequel cette courbe
se projetlerait par un cercle.

Supposons que la droite np ( fig. 407) soit la trace d'un
plan perpendiculaire au plan vertical de projection.

Le point ¢, milien de za, sera le centre de |’c]|ipse cher-
chée. Le pelit axe de cette courbe sera la corde commune
alellipse zx ¢tan paralléle ap, dont la moitié est rabaltue
en auy, de sorle que cu esl. le demi petit axe de Pellipse
qllj. i [}Olli' (lemi :_J']'ﬂl'lfl axe cz,

Or, si on décrit la demi-circonférence cu'z et que [on
porle cu de cen i/, le triangle cu'z sera rectangle, et la
section cherchée se projettera par un cercle sur tout plan
tel que mp' dont la direction serait perpendiculaire a la
corde za' (£02).

Si aprés avoir projeté la courbe zz sur le plan np' on
le fail tourner aulour de 'horizontale projetante du point
n, on obtiendra la circonférence M.

678. Transformations diverses de la courbe de section.
Si nous faisons mouvoir le plin p (fig. %06) parallélement
a lui-théme en allant de droite i gauche, tous les points
de lu courbe se rapprocheront ¢t finiront par se réuniv en
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un seul, lorsque le plan mobile sera parvenu dans la posi-
tion p'.

Alors le plan sera tangent 4 la surface el le point de
tangence sera £,4'. 8i au conlraire nous faisons mouvoir le
plan p de gauche a droite, les deux poinls 2,2 se rappro-
cherontel se réunironten un seul point zz', lorsque le plan
mobile sera dans la position p".

Ce dernier plan touchera Ia surface au point zzhebla
coupera suivant la courbe zvrzre.

Si on conlinuait a laire avancer le plan mobile de
gauche & droile, la section se partagerait en deux courbes
fermées indépendantes I'une de Pautre, et placées symé-
triquement par rapport au plan méridien 2—1.

Ces derniéres courbes n'ont pas été tracées sur I'épure,
mais il sera facile de les construire, .

Si on conlinue a fiire mouvoir le plan coupant dans la
méme direction jusqu'a ce qu'il ait dépassé le point 0", on
obtiendra toutes les courbes précédentes dans un ordre
inverse, et leurs projections” horizontales seront placées
symétriquement par rapport au plan meridien perpendi-
culaire au plan vertical de projection.

679.0n retrouverades relations du méme genve ( fig.411)
dans les différentes courbes provenant e la section de la
scolie par des plans paralléles & son axe.

Supposons, pour plus de simplicité, qu'on ait projeté
toules ses courbes sur un plan paralleéle aux diflérentes
positions du plan coupant.

Les seclions que 'on obtiendra seront de trois espéces :

1° Si la distance du plan coupant a I'axe esl plus grande
que le rayon du cercle de gorge, la seclion se composera
de deux courbes indépendantes et placées Fune au-dessus,
Pantre au-dessous du plan horizontal ae. Les points 0,0
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appartiennent au méridien qui est perpendiculaire au plan
coupant.

2’ Si la distance de I'uxe au plan coupant est égule au
rayon du cercle de gorge, les poinls 0,0 se réunissent en
un seul o, suivant lequel le cercle de gorge et le méri-
dien perpendiculaire au plan coupant sont touchés par ce
plan.

La section se compose des deux courbes soz’ qui se
coupent au point o', situé sur le cercle de gorse. Le plan

. coupanl est tangent au point o'.

3° Enfin, lorsque la distance de I'axe au plan coupant
sera moindre que le rayon du cercle de gorge, la section
se composera de deux courbes séparées, placées symétri-
quement P'une a droite et aulre a gauche du plan méri-
dien dm, et les points 0", 0" appartiendront au cercle de
gorge de la surface.

680. Avant de quitler ce sujet, j'appellerai I'attention
du lecteur sur les différentes formes que peut prendve la
il section d'une surface du second degré par un plan.

681. 1% exemple. Supposons que la surface coupée soit
un ellipsoide de révolution ( fig. 407T).

La courbe de seclion pourra subir trois transformations
différentes :

1" Le plan coupant 1, perpendiculaire i 'axe, donnera
pour section un cercle;

2° Lie plan 2 coupera la surface suivant une ellipse ;

3" Le plan 3 sera tangent ct la courbe de section sera |
remplacée par le point de tangence.

682, 2° exemple. Si la surface coupée est un parabo-
loide de révolution ( fig. k09), la section subira & transfor-
maltions ;
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1? Le plan 1, perpendiculaive a l'axe, coupera la sur-
face suivant un cercle
2° Le plan 2 donnera pour section une ellipse ;
3" Le plan 3, paralléle a Paxe, donnera une parabole ;

1> Enfin le plan & sera langent.

683, 3° exemple. Si la surface coupéc est un hy perbo-
loide de révolution & une nappe (fig. 408), la section
peut subir 5 transformations :

1° Le plan 1, perpendiculaire a 'axe, lonnera pour sec-
tion un cercle;

2° Le plan 2 donnera une ellipse;

3° Le plan 3, parallele & la génératrice pu du . céne
asymptote, donnera une parabole;

k¢ La section par le plan & sera une hyperbole;

5° Enfin le plan 5 sera tangent au point m.

684. Si nous faisons mouvoir le plan 4 parallélement &
lui-méme , nous obtiendrons les variéiés suivantes :

1° Le plan & donnera une hyperbole dont axe transverse
sera paralléle an plan sur lequel nous supposons que la
surface a ¢té projetée;

2° Le plan &' sera tangent et donnera pour section les
deux génératiices de la surface (661).

Ces deux droites pourront étre considérées comme denx
tangenles (630) ¢l se couperont au poini 7, qui par con-
séquent sera le point de tangence,

3" La section par le plan 4" sera une hyperbole dont
I'axe transverse sera perpendicalaire au plan de projection,
el se prt_rjetlel‘:i sur ce phm par le point o.

685. Les hyperholes provenant de la section par les plans
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b et 4" onl les asymplotes paralléles aux deux génératrices
provenant de la section par le plan &/,

686. Ces derniéres lignes peuvent étre considérées comme
formant une hyperhole pour laquelle la distance du centre
au sommel de la courbe sernit reduite a zéro.

687. Si on donne plusieurs hyperboles ayant pour
asymplotes communes les droites vit, zg, et que I'on fasse
tourner loules ces courbes autour de 'axe commun, tous
les hyperboloides engendrés auront le méme axe el seront
touchés a I'infini par le cOne asymplote, quia pour géné-
ralrices les deux droites zx, vie.

Or les scclions de toules ces surfaces par un méme
plan seront des courbes du cecond degré semblables et
concenlrigues.

Il faudra remarquer cependant que le plan &' coupera
le cone suivant une hyperbole, ayanl pour asymptotes les
deux génératrices de hyperboloide.

Tandis que le plun 4" coupe celle derniére surface sui-
vant une hyperbole qui a pour asymptotes deux généra-
trices du chne.

Et quoique les axes transverses de ces deux hyperboles
soienl dirigcs dans l'espace suivant des directions rectan-
gulaires, elles ne possédent pas moins le caraclére des
figures semblables, en cela que les axes (ransverses el non
transverses de ces courbes sont réciproquement propor-
tionnels et (e leurs asymplotes sont paralléles.

688. Si nous comparons les sections de I’hyperholoide
avec eelles du cone asymptole, nous remarquerons que le
plan 4 coupe ces deux surfaces suivanl deus hiyperboles
qui ont le méme axe lransverse.

Le plan &' coupe le eone snivant une hyperbole gui a
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pour asymptotes les deux génératrices provenant de la
section de I'hyperboloide.

Le plan 4" coupe le céne et hyperboloide suivant deux
hyperboles qui ont les mémes asymptotes, mais dont les
axes lransverses sont perpendiculaires I'un 4 l'antre.

Enfin, le plan 4" coupe I'hyperboloide suivant une hy-
perbole qui a pour asymplotes les deux droiles provenant
de la section du céne par un plan qui contient son sommet.

Toutes ces courbes ont leurs centres sur la droite cn.

Les démonstrations de ces propriétés ne peuvent étre
convenablement placées que dans les traités de Géométrie
analylique.

Plans tangents aux surfaces de révolution.

689. Construire wn plan tangent & une surface de ré-
volution par un point mny', situé sur la surface (fig. £10).

Nous avons reconnu que le plan tangent en un point
donné d'une surface quelconque serait déterminé par deux
langentes passant par ce point ; de sorte qu’il ne reste plus
qu’a chercher quelles sont les tangentes les plus faciles &
construire.

Or, de toutes les courbes que l'on peul faire passer par
un point d’une surface de révolution, la plus simple est
la section par un plan perpendiculaire 4 son axe. Il sera
donc convenable de choisir pour premiére tangente la
droite horizontale aa', qui touche le paralléle passant par
le point donné. Pour obtenir la seconde tangente, on ra-
battra la section méridienne sm, en la faisant tourner au-
tour de I'axe. Le point donné m,m', viendra se placer en
m', et la tangente dans ce rabattement sera s'm"; en
ramenant cette tangente a la place qu’elle doit oceu-
per, le point s' ne bougera pas, pusqu’il fait partie de la
charniére, et Pon aura pour seconde tangente Ja droite

: 20




306 SURFACES DE REVOLUTION, PL. 59.
sb,s'b', qui, avec la ligne a,e', déterminera le plan tan-
gent p.

690. Ainsile paralléle qui passe par un point donné sur
une surface de révolution faisant toujours connaitre une
tangente & ce point, il ne restera plus dans chague cas
qu'ec obtenir une tangente & la section méridienne qui
contient le point donné : construction qui dépendra de la
définition géométrique de cette courbe.

691. La solution précédente revient évidemment a con-
struire par le point donné mm' un plan tangent au cone
circulaire, engendré par la droite s'6", et qui par consé-
quent touche la surface suivant le paralléle passant par le
point donné.

En général , toutes les fois que deux surfaces se touche-
ront en un ou plusieurs points , tout plan qui en un de ces
points toucherait Uune de ces surfaces serait ausst tangent
a Pautre.

En effet, le point de tangence pourra étre considéré
comme une facelte infiniment petite, commune aux deux
surfaces, et cette facelte prolongée en tous sens deviendra
un plan tangent & toutes deux.

692. Celte conséquence nous sera utile dans le ¢as ou
nous n'aurions pas sur 'épure le sommet du cone tangent.
En effet, aprés avoir construit la tangente sb" nous trace-
rons la droite m"o perpendiculaire a s&".

Le point o sera le centre d'une sphére qui touchera la
surface donnée dans toute I'étendue du paralléle m"m'; de
sorte que la queslion proposée sera réduite a construire
un plan tangent par le point mm', situé sur la surface de
Ja sphére qui a pour centre le point o (540).

Tl n’est pas nécessaire de construire la sphere, dont nous
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ne parlons ici que pour mieux faire comprendre le prin-
cipe; il est évident qu'il suffit de construire par le point
mum' un plan perpendiculaire a la droite sm, om'.

693. Construire un plan tangent par un point situé sur
la surface d’un hyperboloide de révolution & une nappe
(fig. k12). _ s

L’axe et la généralrice zx,z'x' de la surface étant don-
nés, on construira le cercle de gorge, le paralléle qui con-
tient le point donné, puis les deux projections m et m' de
ce point. :

On fera tourner ensuite la génératrice (2, z'x) jusqu’a
ce qu'elle soit parvenue dans la position (2'2",2"2"), et
l'on prendra cette droite pour la premiére tangente (630).

On construira la droite pu, tangente a la projec-
tion horizontale du cercle de gorge, et I'on en déduira la
projection verticale v'u'; de sorte que la ligne (vu, o' ),
deuxiéme génératrice de la surface, sera la seconde tan-
gente. .

Le plan p sera déterminé par les deux droites (2"2", 2"#")
(vu, v'u).

On remarquera que pour résoudre la question, on n’g
pas fail usage de la section méridienne que 'on pourrait
alors se dispenser de construire.

69%. Tous les plans tangents & I'hyperboloide de révo-
lution"coupent cette surface suivant deux génératrices , et
Pintersection de ces deux droites détermine le point de
langence. §

695. Si le point par lequel oxi propose de construire un
plan tangent & une surface de révolution est situé sur le
méridien principal, 'une des tangentes sera I'horizontale
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projetante du point donné; de sorte que le plan tangent p'
(fig. 406) sera perpendiculaire au plan vertical de pro-
jection,

696. Si le point donné appartient a 'un des paralléles
formant les limites de la projection horizontale de la sur-
face, le plan tangent sera perpendiculaire au plan hori-
zontal de projection.

Ainsi, les plans verlicaux qui auraient pour traces les
deux droites p” et p'* sont tangents, le premier au point
aa' et le deuxiéme au point cc'. .

Le plan p'™ est en méme temps un plan coupant.

697. Normale. La droite t'k (fig. 406) est une normale;
il en est de méme de la droite mh,m'A’ perpendiculaire au
plan tangent p ( fig. 510 ).

Si on veut donner a la normale mh,m'h' une longueur
déterminée, on rabattra cette droite dans le plan du méri-
die;l principal, on fera m"h" égale a la longueur donnée,
_puis on raménera la normale & sa place en la faisant tour-
ner autour de laxe.

698. On remarquera que pour construire la normale il
n'est pas nécessaire d'avoir les traces du plan tangent.

En effet, pour obtenir une normale au point z, on
rabattra ce point en z', puis on construira la normale que
Pon fera revenir a sa place en remarquant que dans ce
mouvement le point ¢ doit rester immobile.

699. Construction du plan tangent a une surface de
révolution par un point situé en dehors de cette surface.

La question est indéterminée , car si par le point donné
on construit un plan tangent, il sera possible de faire
tourner ce plan autour de la surface sans qu'’il cesse d'étre
tangent et de contenir le point donné.
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Or, si pour chacune des positions de ce plan mobile, on
pouvait déterminer le point de tangence, la construction
de chaque plan tangenl se réduirait aux opérations que
nous avons indiquées au n° 689.

D'ailleurs, la construction du plan tangent n’a sonvent
d’autre bul que de faire comprendre les opérations néces-
saires pour déterminer les points de tangence, et lorsque
ces points sont obtenus il devient presque toujours inutile
de construire les traces des plans.

700. Ligne de contact. Si par le point donné ss'( fig. b1k,
PlL. 60)on concoit une droite s'a qui louche la surface en
Fun quelconque.de ses points, et que l'on fasse mouvoir
cette droile de maniére que sans cesser de conlenir le point
donné, elles’appuie sur la surface, on engendrera un cone
tangent qui aura pour sommet le point donné.

Tous les plans tangents & ce céne satisferont a la ques-
tion proposée, et toucheront la surface en 'un des points
suivant lesquels cette surface est touchée, par le céne en-
veloppant qui a son sommet en s5'.

La courbe qui contient tous ces points se nomme ligne
de contact, et notre but est de la construire.

701. 17° solution. Méthode des plans coupants. On fera
passer par le point s5s° un plan sp perpendiculaire 2 un
des plans de projection, au plan horizontal par exemple.

On constraira la courbe provenant de la section de la
surface par le plan sp.

On déterminera tous les points suivant lesquels cette
courbe peut étre touchée par des droites qui contiendraient
le point donné.

Chacun de ces points m,m' fera partie de la courbe
cherchee. ¥
En effet, le plan tangent 2 un des points m', devant
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contenir toutes les droites qui touchent la surfiace & ce
point, il devra contenir la droite sm,s'm'; par conséquent
il passera par le point ss'.

On recommencera cetle construction en choisissant la
direction des plans coupants de la maniére la plus avan-

tageuse.

702. On peut choisir & volonté 'une des projections du
point que 'on veut oblenir.

Ainsi, par exemple; si I'on donnait le point m comme
projection horizontale de I'un des points de la courbe
cherchée, on obtiendrait la projection verticale en opé-
rant comme nous venons de le dire.

8i au.eontraire on avait dooné la projection verli-
cale m', il aurait fallu couper la surface par un plan
tel que s'z¢ perpendiculaire au plan verlical de pro-
jeetion.

703. La méthode que nous venons d'expliquer est gé-
nérale et convient & toutes les surfaces; mais pour éviler
la eonstruction des courbes qui proviennent de la sec-
tion par les différents plans coupants auxiliaires, on
doit chercher si les propriétés parliculiéres des surfaces
de révolution ne permettraient pas d’employer des moyens
plus simples.

70h. 2° solution. Méthode des eylindres projetants.
Etant donnés (fig. 413) le point ss' et la surface annulaire
engendrée par le cercle M, il y aura deux eourbes de con-
tact. L'une contient les points suivant lesquels la surface
serait louchée extérieurement par un coéne ayant pour
sommet le point donné ss'.

La seconde courbe appartient 4 un cone ayant le méme
sommet et qui touche la portion de surface engendrée
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~ par la demi-circonférence qui est la plus rapprochée de
. Paxe.
Ces deux courbes pourront étre délerminées en méme
temps et de la maniére snivante.

705. La perpendiculaire 55", abaissée sur Ja trace du
méridien C, percera ce plan en un point dont la projec-
tion horizontale 5", ramenée en s” sur la trace du mé-
ridien principal, déterminera s" pour Ia projection du
peint donné ss’ sur le plan du méridien C rabattu sur le
plan B.

Cela étant fait, on tracera par le point s quatre {an-
geales aux deux cercles qui composent le méridien prin-
cipal de la surface. Ces quatre droites seront les intersec—
tions du plan vertical G par quage plans tangents a la sur-
face et contenant le poiat donné ss'.

Les points 1,1,1,1 projetés en 1',1,1',1' sur la trace du
méridien principal B, seront ramenés de li en by LT
sur la trace du méridien G; leurs projections verticales
1"47,1" 4™ seront situées sur les paralléles qui con-
tiennent les quatre points 1,1,1,1.

Ex opérant de la méme maniére on obtiendra quatre
points dans chaque plan méridien.

Oau fera bien de multiplier les opérations dans les parties
des lignes de contact o les variations de courbure sont le
plus sensibles.

706. Qaelques points pourront étre obtenus plus facile-
ment par suite de la position particuliére des méridiens
qui les contiennent. Ainsi, par exemple -

Les quatre tangentes menées par le point 5 déterminent,
sur la section métidienne principale, les points2.2'... sui-
vant lesquels Ja surface serait touchée par quatre plans
contenant le point donné ss et perpendiculaires au plan
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vertical de projection. Ces quatre points ont leurs pro-
jections horizontales sur la trace du méridien B.

Si nous faisons tourner le méridien A jusqu'd ce qu’il
soit venu coincider avec le méridien principal , le point s
viendra se placer en s*, d’ot1 on déduira s™ qui sera le point
donné ss' rabattu dans le méridien B.

Les quatre tangenles menées par ss' détermineront alors
les points 3,3'.... suivant lesquels la surface serait Llouchée
par quatre plans passant par le point ss' et perpendicu-
laires au plan du méridien s—A.

Ce sont les points les plus élevés et les plus bas des deux
courbes de conlact.

707. La solution que nous venons d’exposer revient a
prendre successivement @haque méridien pour plan de
projection ; de sorte que les tangentes menées par les points
s",s",s"",s' sont les traces des plans tangents aux cylindres
projetants perpendiculaires aux plans A, G, E, B, elc.

708. Les tangentes menées par le point § sont les traces
des plans tangents aux deux cylindres verticaux qui con-
tiennent le cercle de gorge et le plus grand parallele de la
surface.

Elles déterminent les points 4,4 suivant lesquels la
surface serait touchée par quatre plans verticaux con-
tenant le point donné ss'. Ces quatre poinls appartenant
an plus grand paralléle et au cercle de gorge, les pro-
jections verlicales seront situées sur la droite horizon-
tale ac.

709. On peut abréger beaucoup le travail en ayant
égard a la symétrie.

Ainsi, les deux méridiens B et B' étant placés symétri-
quement par rapport au méridien s—A , les points obte-
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nus dans le méridien B pourront étre reportés 4 la méme
distance de I'axe sur la trace horizontale du méridien B,
d’'ou on déduira leurs projections verticales sur le paralléle
correspondant.

Les points situés dans le méridien C' se déduiront de
la méme maniére que ceux qui appartiennent au méri-
dien C.

Enfin les points du méridien E seront déterminés par
le point s™, projection du point ss' sur le méridien E ra-
battu dans le plan B.

"710. Si on construit la droite su, tangente a Ia projec-
tion horizontale de la courbe intérieure, et la droite 5%/ %
tangente a la projection verticale de la méme courbe, les
deux poinls de tangence u et ' devront se trouver sur une
méme droite perpendiculaire 2 Ia ligne AZ. Cela provient
de ce que pour le point ui, la tangente a la courbe de con-
tact doit contenir le point donné.

11 existe trois autres pom!s qui Jomssenl de la méme
propriéte, et qui, deux a deux, sont placés symétrique-
ment par rapport au méridien As

Pour éviter la confusion des lignes, on n’a tracé sur
I'épure que la tangente au point u,i’, mais on fera bien de
construire les trois aulres tangentes, et de gassurer que
les points de tangence correspondants sur les deus projec-
tions sont situés deux & deux sur le méme perpendiculaire
a la ligne AZ.

Il n'existe pas de points analogues sur la courbe exté-
rieure.

711. Tous les plans qui touchent la surface en un des
points de Ja courbe intérieure sont en méme temps des
plans coupants, tandis que tous les plans qui sont fan-
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gents en un point de la courbe extéricure ne coupent pas
la surface. :

iy s

=

R

712. La méthode précédente est ulile surtout lorsqu’on
veut oblenir les points de tangence qui apparticnnent 4
un méridien donné; mais si on voulait construire ceux de
ces points qui sont situés sur un paralléle de la surface, il
faudrait opérer de la maniére suivante.

e

e T

i

=T

713. 3¢ solution. Méthode des eones tangents (fig. h15).

Au lieu de construire comme précédemment des plans
tangents aux cylindres horizontaux qui touchent Ja surface
suivant des méridiens donnés, on emploiera les plans tan-
gents a des cones circulaires qui auraient le méme axe
que la surface et qui la toucheraient suivant les diffé-
rents paralléles sur lesquels on veut obtenir les points de
tangence.

Ainsi, par exemple, pour déterminer cetix dé ces points
qui seraient situés sur le paralldle ac, on tracera la droite
d'a- qui touche au point « le méridien principal de la
surface.

Le cbne circulaire engendré par le mouvement de la
droite o'a autour de 'axe touchera la surface dans toute
Iétendue du paralléle ac; de sorte que la question sera :
reduite a construire par le point donné ss' deux plans
tangents au céne engendré par la droile o'a (k71).

On joindra le point donné ss' avec le point 00’ qui est le
sommet du cone auxiliaire , et la droite so,5'0" sera Vinter-
section des deux plans qui sont tangents a ce céne et qui
contiennent le point donné. |

La droite so,s'o’ percera le plan horizontal qui contient
le paralléle donné en un point uu' par lequel on construira
les deux tangentes u—1 ,u—1. oy .

Les points de tangence 1,1, déterminés avec toule
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Yexactitude possible , appartiendront a la courbe de-
mandée.

En effet, les plans tangents a ces points conliendront
les deux langentes u—1,u—1; et comme de plus ils seront
tangents au eone auxiliaire, ils devront en contenir le
sommeto'; donc ils se couperont suivant la droite uos,u'o's',
et passeront par conséquent par le point donné ss'.

Ces constructions, vépélées pour d'autres paralléles
de la surface, feront connaitre autant de points que l'on
voudra.

71h. Pour le cercle de gorge, le céne auxiliaire devient
un cylindre vertical , et les points de tangence 2,2’ doivent
étre délerminés par les tangentes s—2,5—32.

715. Si le paralléle sur lequel on veut oblenir un point
de tangence est au-dessous du cercle de gorge, le som-
mel du céne auxiliaire sera au-dessus du plan de ce pa-
ralléle.

Le contraire aurait lieu si le paralléle donné était au~
dessus du cercle de gorge, et dans ce cas le cone auxiliaire
. serail renversé, ce qui ne changerait rien a la maniére
d'opérer.

716. Si on faisait descendre le paralléle donné, le som-
met du céne auxiliaire descendrait également, et I'angle
au sommet de ce céne deviendrait plus ouvert.

D'un autre c6té la droite sou,s'o'n’ se rapprocherait de
la surface du cone, et lorsqu'elle serait arrivée dans cette
surface, les deux plans tangents au c6ne auxiliaire coinei-
deraient, et les deux poinls de tangence , réunis en un seal,
seratent situés dans le plan méridien qui contient le point
donné. :

Ce point serait le plus bas de la courbe cherchée. Pour
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l'obtenir, on fera tourner le méridien os jusqua ce qu'il
soit rabattu sur le méridien principal ; et lorsque le point
donné ss'sera parvenuen s”, on construirala tangente s"—3,
généralrice du dernier céne auxiliaire. +

Le point de tangence 3, projeté en 3' et ramené de la
dans le méridien os, déterminera 3" et 8" pour les projec-
tions du point le plus bas de la courbe.

La tangente s—4 donne le point &' qui, ramené en 4",
sera le point le plus élevé.

717. Pour les paralléles au-dessus de &'—A" et pour
ceux au-dessous de 3'—3", la droite qui joindrait le point
donné avec les sommets des cénes auxiliaires entrerait
dans l'intérieur de ces cones, et par conséquent elle ne
pourrait déterminer aucun plan tangent.

718. Il y a deux cas dans lesquels la méthode précédente
ne pourrait pas étre employée :

1° 5i le sommet du céne auxiliaire était dans le plan
horizontal qui contient le point ss', ou trés-prés de ce plan,
la droite s'o' serait horizontale ou trés-prés de cette po-
sition, et rencontrerait par conséquent trés-loin le plan
du paralléle sur lequel on veut obtenir des points de tan-
gence; on serait forcé, dans ce cas, de recourir i des con-
structions auxiliaires ;

20 Si le paralléle sur lequel on veut obtenir des points
de tangence était trés-prés du cercle de gorge , le sommet
du cone auxiliaire serait en dehors des limites de I’épure.

Dans chacun de ces deux cas on pourra opérer de la ma-
niére suivante.

719. L* solution. Méthode des sphéres tangentes. Sup-
posons que I'on veuille obtenir les points de tangence qui
sont situés sur le paralléle mn, on construira la droite 7t
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qui touche la section méridienne au point 7, puis on tra-
cera ny perpendiculaire sur nt.

Le point v, provenant de la rencontre de ny avec l'axe
de la surface de révolution, sera le centre d’une sphére
qui touchera cette surface suivant la circonférence du pa-
ralléle mn.

De sorte que tout plan qui toucherait la sphére en
un point de ce paralléle, serait tangent a la surface don-
nee (667).

Il ne reste donc plus qu’a choisir parmi tous ces plans
ceux qui contiennent le point donné.

Or, si on concoit un céne circulaire qui envelopperait
la sphére et qui aurait pour sommet le point ss/, les plans
demandés devront toucher ce cone, et par conséquent les
points de tangence seront i la rencontre du paralléle mn
avec le petit cercle suivant lequel la sphére qui a v pour
rayon sera touchée par le céne auxiliaire qui a son sommet
en ss'. %

Pour éviter la projection elliptique de ce petit cercle,
on rabattra le plan méridien qui contient le point donné,
Jjusqu’a ce que ce point soit parvenu en s" dans le plan du
méridien principal.

On construira les deux tangentes s"z,s"x qui formeront
les limites de la projection du cone auxiliaire sur le plan
du méridien pg.

On déterminera bien exactement les deux points de
tangence z et z, et la corde zxz, qui joint ces deux points,
sera la projection sur le plan méridien os,du petit cercle
suivant lequel la sphére est touchée par le edne qui a son
sommet en ss'.

De sorte que le point 5, intersection des deux droites
mn, zx, sera la projection commune aux deux points de
tangence demandés. Il ne reste plus qu'a retrouver la

e
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place que chacun de ces deux points doit occuper sur la
surface.

Pour Y parvenir, projetons le point B sur la trace du
méridien oy, et faisons revenir ce méridien dans la posi-
tion os, le point 5' viendra se placer en &' et la droite
5"—5", perpendiculaire sur os, sera la corde horizontale
qui joint les deux points de tangence demandés. Les pro-
Jections horizontales de ces points seront délerminées par
les intersections de 8"—38" avec la circonférence qui re-
présente la projection horizontale du paralléle mn.

Les verticales 5"—5", 5""—8" détermineront sur mn les
projections verticales des deux points de tangence.

o

e 20 T e
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720. Dans lapplication des principes que nous venons
d’exposer, il ne faudra pas accorder de préférence absolue
4 'une des méthodes sur Vautre, et I'on pourra employer
successivement chacune d’elles selon quel'on voudra obte-
nir un point sur un méridien (704), sur un parallele (713,
719), ou dans un plan qui serait perpendiculaire au plan
de projection et qui contiendrait le point donné (701).

=taTw

721. Toutes les solutions précédentes auraient été plus
simples si I'on avait pris un plan de projection paralléle au
méridien qui contient le point donné, parce que les parties
vues-et cachées de la courbe de contact se seraient confon-
dues sur la projection verticale.

722, Si la sarface proposée était du second degré, la
courbe de contact serait aussi du second degré ( Géom.
analyt.), et dans ce cas elle se projetterait par une ligne
droite sur tout plan qui serait paralléle au méridien dont
le plan contient le point donné.

Ainsi, par exem ple, proposons de construire un plantan-
gent a un ellipsoide de réyolution par un point situé en
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dehors de cette surface, et supposons que le point donné

soit situé en s's" ( fig. 416, la courbe de contact sera une

ellipse projetée sur le plan vertical par la corde zax, le
peint ¢, milieu de zx, sera la projection verticale du pelit
axe dont les extrémités y,u, seront déterminées par les in-
tersections de la perpendiculaire abaissée du point ¢ avec
la projection horizontale du paralléle ec”.

723. Sile point donné étail situé en ss', on ferait tour-
ner le plan méridien qui contient ce point jusqu’a ce qu'il
soit parvenu dans la position 5"s", puis aprés ayoir déduit
de cette projection :

1° Le centre ¢,¢',c" de Pellipse zz;

2° Le diamétre o', égal & vu;

3° Le diamétre z'2, égal a la projection horizontale de la
corde zx,
on construira la projection horizontale de la courbe dé-
mandée.

Sa projection verticale sera délerminée par la rencontre
des verticales élevées par les diflérents points de Dellipse
v'z'n'a’, avec les horizontales passant par les projections
des mémes points sur la corde zx.

724. Construire un plan tangent &'une surface de révo-
lution parallélement a une droite donnée.

Cette question peul étre considérée comme un cas par-
ticulier du probléme précédent. Il suffit pour cela de sup-
poser que le point donné ss' ( fig. 513, k1%, 515 et 516)
soit reculé jusqu’a linfini dans la direction de la droite don-
née; dans ce cas les cdnes qui ont ce point pour sommet et
qui enveloppent la surface seront transformés en autant
de cylindres paralléles a la ligne donnée; de sorte qu’il ne
restera plas qu'a déterminer les conrbes saivant lesquelles
la surface serait touchée par ces cylindres.
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Nous allons indiquer plusieurs solulions qui sont les
conséquences naturelles de I'hypothése qui vient d'étre
admise.

725. 1" solution. Méthode des plans coupants (fig. k18,
PL. 61). On coupera la surface par un plan p, paralléle &
la droite donnée so,s''; pour plus de simplicité on pren-
dra ce plan perpendiculaire a I'un des plans de projection,
et on construira la courbe de section aa par Pun des
moyens indiqués aux n™ 672, 675.

On tracera, parallélement a la droite donnée, toutes

. les tangentes qu'il sera possible de construire 4 la courbe
obtenue, et 'on déterminera bien exactement les poinls
de tangence 1',1"..... Ces points satisferont aux conditions
demandées.

On congcoit, en effet, que le plan tangent & I'un des
points1,1'..... contiendrait la tangente correspondante, el
serait par conséquent paralléle & la droite donnée .

En coupant de nouvean la surface par d’autres plans, on
obliendra autant de points que I'on voudra.

726. Dans I'exemple proposé, la surface étant annulaire,
on obtiendra deux eourbes qui ont beaucoup d’analogie
avec celles que nous avons trouvées au n® 70l.

La premiére, mm, conticnt tous les points de tangence
situés sur la portion de surface engendrée par le demi-
cercle puz,

La deuxiéme, nn, appartient a la partie engendrée par
le demi-cercle pxz.

727. Le plan coupant p détermine quatre points de
tangence, savoir : deux sur la courbe mm et deux sur la
courbe nn.
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Le plan p', tangent au cercle de gorge, contiendra cing
points de tangence, savoir :

Un sur le cercle de gorge,

Deux sur la courbe mm 3

Deux sur la courbe 7.

Depuis le plan p' jusqu’an plan P, tangent 2 la courbe
nn, chaque section contient six points qui se réduisent a
quatre dans le plan p".

Enfin, du plan p” au plan p", chaque section n’en con-
tiendra plas que deux.
Le plan vertical p" ne déterminera v'un point de
P P q P

tangence qui sera situé sur le plus grand paralléle de la
surface.

728. Les quatre points 2,2,2,2, devront étre vérifiés de

toutes les maniéres possibles. Les droites, menées par ces
points parallélement i la ligne donnée, seront tangentes a

la courbe de contact, ce quin’a lieu pour aucun autre puint
de la méme courbe.

729. Nous n'avons indiqué sur I fizure, que des plans
coupants verticaux, mais il est évident que l'on peut éga-
lement faire usage des sections perpendiculaires au plan
vertical de projection.

On pourra recourir 4 ce moyen lorsqu’il restera quel-
que incertitude sur la position des points cherchés, ce
qui aura lfea toutes les fois que daus le voisinage de ces
points Ja courbure de la section auxiliaire sera peu sen~
sible.

On sera dispensé de construire les sections de I surface

par les plans coupants auxiliaires, en opérant de la ma-
niére suivante :

730. 2° solution. Méthode des cylindres projetants. On
21
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prendra successivement chaque plan méridien pour plan
auxiliaire de projection comme nous lavons fait au
n’ 70k; de sorte que la question sera réduite 4 con-
struire parallélement & la droite donnée , des plans tan-
gents aux cylindres horizonlaux qui déterminent les di-
verses projections de la surface sur les plans des mé-
ridiens,

Voici 'ordre des opérations :

731. La droitedonnée (fig. k17) n'étant déterminée (ue
par sa direction, il sera toujours permis de la placer dans
le plan deVun des méridiens de la surface, de sorte qu’elle
couperait 'axe en un point 0o, pris a volonté sur cet axe.

On choisira un second point quelconque ss" par lequel
on abaissera la droite s—s" perpendiculaire sur la trace du
méridien C.

Le point s" ramené en s)" déterminera ", de sorte que
s¥o' sera la projection de la droite so,s'0" sur le plan du
méridien O rabattu en B,

Gela étant fait, on construira tontes les tangentes qu’il
sera possible de mener a la section méridienne de la sur-
face. Ges lignes seront les intersections du plan G par
autant de plans tangents au cylindre horizonlal qui déter-
minerait le contour de la projection sur le plan du méri-
dien C.

Les six points de tangence 1,1,1....,0btenus: par Lopé-
ration précédente, seront projetés en 4,1, ,...,. sur la trace
du méridien B; on les raménera de la en 1",1".... sur la
trace du méridien G, d'oix on déduira leurs projeetions
verticaleg 1104 g™ =

Enopérant de la méme maniére on obliendra six poinls
sur chacun des méridiens de la surface,

Ces points apparticunent & trois courbes man, nn , un
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que I'on reconnaitra faci lement  'ins peclion de la projec-
tion verticale de la surface.

L’exactitude du résulgat dépendra du soin avec lequel
les points de tangence auront été délerminés.

Les tangentes paralléles 4 I projection verticale s'o’ de
la droite donnée, détermineront les six poinls suivant les-
quels la surface serait touchée par six plans perpendi-
culaires au plan vertical de projection et paraliéles 4 la
droite so0,5'0".

Ces pounts auront leurs projections horizontales sur Ja
trace du méridien B.

Si on fail tdurner le méridien s—A jusqua ce qu'il foit
rabattu sur le plan du méridien principal, le point s vien-
dra se placer en s*, d’oti on déduira 5%, de sorte que s"o'
sera la droite donnée, rabattue dans le plan du méri-
dien B.

Cela élant fait, les six tangentes paralléles a 5%/, déter-
mineront les points suivant lesquels Ia surface serait tou-
chée par six plans paralleles a la droite 50,5/ et perpen-
diculaires au plan du méridien s—A .

Ces six points, projetés sur la trace du méridien B
el ramenés de la dans le plan du méridien s—A | seroni
les points les plus élevés et les plus bas des trois courbes
de contact.

Enfin, si on projette sur le plan horizontal , le plus
grand paralléle zz et les deux cercles de gorge ac,vr qui,
dans P'exemple proposé, ont une projection horizontale
commune;

Les intersections de ces trois cercles par le plan da méri-
dien D, détermineront six points suivant lesquels la sup-
face serait touchée par six plans verticaux paralléles i Ia
droite donnée. Ces plans seraient tangents aux trois ey-
lindres verticaux qui touchent la surface suivant les pa-

| :
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ralléles ac, za,pr, qui par conséquent devront contenir
les points de tangence déterminés par celte derniére opé-
ration.

732. On deyra, comme aun® 709, profiter de la dispo-
sition symétrique des plans meridiens.

Ainsi, les points obtenus dans le méridien B, seront re-
portés a la méme distance de Paxe sur la trace du meéri-
dien B', d'ott on déduira leurs projections verticales sur les
parailéles correspondants.

Les points obtenus dans le méridien G détermineront
ceux qui sont placés a la méme hauteur dans le plan du
méridien G'.

733. La solution que nous venons d’expliquer permet
d'obtenir les points qui appartiennent a un méridien dé-
lerminé, mais si on voulait trouver un point de tangence
sur un paralléle il faudrait opérer de la maniére sui-
vante.

73h. 3° solution. Méthode des cones tangents. Nous
reprendrons encore une fois pour exemple la surface an-
nulaire que nous ne saurions trop étudier, puisqu'elle
conlient les éléments de toules les autres surfaces de révo-
lution (666).

La droite donnée étant déterminée par ses deux projec-
tions s—o, §'—o'(fig. k19), je suppose que 'on veut ob-
tenir ceux des points de la ligne de contact qui sont, situés
sur le paralléle vu, plul.

On tracera la droile ¢'z qui touche au point ' la section
méridienne de la surface.

On fera tourner cette langente autour de I'axe, et par
ce mouvemenl on engendrera un céne circulaire qui touche
Ja surface donnée dans toute I'étendue du paralléle v, v'ed/,

o e
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de sorte que tout plan tangent au come sera tangent alla
sarface en un point de ce paralléle.

La question sera donc réduite a construire, paralléle-
ment & la droite donnée, deux plans tangents au cone cir-
culaire engendré par la droite ¢'z (472). Voici 'ordre des
opérations : .

1° on tracera la droite zh', paralléle & s'0', cette ligne
sera la projection verticale de lintersection des deux plans
tangents demandés ;

2° On déterminera le point A’k suivant lequel la droite
zh!, zh perce le plan du paralléle pu,v'e’ que nous prenons
pour la base du cone auxiliaire;

3° On ménera pgr le point % deux tangentes a la pro-
jection horizontale de ce paralléle.

Les deux points de tangence 1,1, délerminés avec
toute I'exactitude possible, appartiendront & la courbe
cherchée. .

Tl ne restera plus gu’a oblenir les projections verlicales
de ces points en élevant les deux perpendiculaires =t
jusqua leur rencontre avec le parallele v'u.

735. Le plan horizontal ¢'a’ contient encore deux autres
points situés sur le paralléle ac, a'c’. Pour les obtenir 6n
construira la tangente ¢z que l'on prendra pour généra-
trice d'un second cone auxiliaire qui toucherait la surface
suivant le paralléle ac,a'c'.

On tracera la droite /', paralléle & la ligne o's'. Cetle
ligne a/’, intersection des deux plans tangents au cone
auyiliaire qui a son sommet en x, percera le plan horizon-
tal qui contient la base de ce cone en un point r'r, par le-
quel on construira les deux tangentes r—2, r—2.

Cette opération déterminera les points 2,2, dont on ob-
tiendra les projections verticales en élevant les perpen-
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diculaires 2 —9/,2 — 9! jusqua la rencontre du paral-
lele a'c, :
I ne restera plus qu’a répéter ces opérations pour obte-
nir autant de points que I'on voudra.

736. Les points les plus élevés des deux courbes s'ob-
tiendront en construisant des tangentes 4 la section mé-
ridienne, parallélement 4 la droite s"0' qui représente la
ligne donnée so,s'o!, rabattue dans le plan du méridien
principal. 4

Ces tangentes sont les génératrices des derniers cones

auxiliaires. '
.

787. 4 solution., Méthode des sphéres tangentes. Si
nous prolongeons le rayons ec' du cercle générateur de la ‘
surface jusqu’ sa rencontre avec I'axe, nous obtiendrons
un point o', et la circonférence décrite de ce point comme
cenire avec le rayon o'¢’ sera la prejection d'une sphére
tangente & la surface suivant la circonférence du paralléle
ac,a'c'; de sorte que tout plan qui toucherait la sphére
en un point de ce paralléle serait tangent a la surface don-
née. Il ne reste done plus qu’a choisir, parmi tous les plans |
qui satisfonta celte condition , ceux qui seraient paralléles
a la droite so, 5'0'.

v

Or, si par le centre de la sphére nous construisons la
droite os,0's' paralléle a la ligne donnée, et que nous ra-
battions cette droite daus le plan du méridien principal,
le diametre nn perpendiculaive sur o's" représentera dans
ce rabattementla projection du grand cercle suivant lequel
la sphére auxiliaire est touchée par tous les plans paralléles

a la droite os,0's', rabattue en o's".

i

LT
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Mais le cercle nn et le paralléle a'c!, appartenant tous J
deux & la sphére, se coupent en deux points qui, sur le :

) e
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ralattement, se projettent en un seul point 2", et qui sont
les deux points demandés.

Il ne reste plus qu’a faire revenir ces points a la place
qu’ils doivent occuper sur la surface donnée.

Pour atteindre ce but, nous remarquerons d'abord qu'ils
doivent étre situés tous les deux sur le paralléle ac,a'c.

De plus, le point 2" étant projeté en 92" et ramené e¢n
2, sera le milien de la corde 2—2 qui joint les deux points
projetés en 2" sur le rabattement.

Enfin on tracera la corde 2—2 perpendiculaire sur os.

Les deux intersections de cette corde avec le paralléle ae,
délermineront les projections horizontales 2,2 des points
cherchés; leurs projections verticales s'obtiendront en éle-
vant les deux perpendiculaires 2—2',2—9.

738. Le rayon u'e, prolongé jusqu’a sa rencontre avec
l'axe, détermine un point / que l'on prendra pour centre
d’une seconde sphére auxiliaire, tangente & la surface don-
née suivant la circonférence du paralléle vu, v'd.

La droite mm , perpendiculaire sur o's", est la projection
sur le plan os, rabatlu en ou, d'une partie du grand cercle, H }
suivant lequel la sphére qui a pour rayon /u', serait lou-
chée par lous les plans paralléles i la droite donnée rabat-

tue en o's".

La cireonférence mm coupera le paralléle o'a’ en deux
points qui se projettent tous deux en 1" el qui satisfont aux
conditions demandées.

La perpendiculaire 1"—1" détermine 1" qui, ramené
en 17, sera le milieu de la corde qui joint les deux points
, cherchis1,1; on (racera celle corde perpendiculaire sur os,
ce qui donnera sur le paralléle vu les projections horizon-
tales 1,1 de ces points,

Enfin, les deux perpendiculaires 1—1',1—1' donnent
les projections verticales 1',1".

T

i _ 4
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739. L'emploi d’une sphére tangente comme surface
auxiliaire, serait utile surtout dans le cas ot I'on voudrait
obtenir un point de tangence sur un paralléle qui serait
trés-prés du cercle de gorge ou du plus grand paralléle,
parce que dans ce cas le sommet du cone tangent employé
dans la troisiéme méthode, se trouverait trés-loin en dehors
de I'épure, et 'on ne pourrait plus construire la droite in-
tersection des deux plans tangents demandés.

740. Il est évident que les opérations précédentes pour-
raient étre simplifiées si on prenait un plan de projection
parallele a la ligne donnée.

C’est uniquement pour exercer, que I'on a choisi une
disposition différente.

741. Construire un plan tangent & Uhyperboloide de
révolution parallélement & la droite so,s'o' ( fig. 420).

Si on veut obtenir les points de tangence sur un méri-
dien ou sur un paralléle donné, on construira ces courbes
et I'on fera pour le reste comme nous I'avons dit aux
n* 730, 73k et 737.

Mais si on veut obtenir le point de tangence sur une
génératrice ac,a’d, il fandra opérer de la maniére sui-
vante :

Par un point quelconque wu, pris sur la génératrice
donnée, on construira la droite up,u'y’ paralléle 4 la ligne
donnée so, 5'0'.

Leplan p, quicontientles deux droites (au,a's) (up, u'v'),
sera le plan tangent demandé.

En effet, la droite cx, paralléle 2 la trace horizontale
du plan p, coupera le paralléle acxe en un point 2 par le-
quel on pourra toujours construire une droite a3,2'% qui
appartient & la seconde génération de la surface (661).

De plus, ces deux droites se coupant au point mm', elles
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sont situées toutes deux dans le plan p et peuvent étre
considérées comme les deux tangentes qui déterminent ce
plan (629). '

Les points m,m' sont les deux projections duo point de
tangence demandé,

742. L'hyperboloide de révolution étant une surface du
second degré, il résulte du principe que nous avons énoncé
au n® 722, que la courbe suivant laquelle cette surface
serait touchée par un cylindre ou par un céne, sera elle-
méme du second degré; de sorte qu’elle se projettera tou-
jours par une ligne droite sur un plan perpendiculaire a
celui qui la contient.

Cette remarque peut donner lieu 4 des abréviations.

743. Par une droite donnée, construire un plan tan-
gent @ une surface de révolution.

7hk. 17 solution. Etant données la surface A et la droite @ b
(fig. %25, PL. 62), on prendra sur la droite un point quel- i
conque s et I'on constraira (700) la courbe vu suivant la- 1
quelle la surface serait touchée par le cone qui aurait son
sommel en s; il ne restera plus qu'a construire par la droite {
donnée des plans tangents au cone (471).

Pour y parvenir on coupera ce céne par un plan quel-
conque, et I'on construira la courbe de section zx (475);
on délerminera pareillement le point m suivant lequel ce
plan coupe la droite a, et l'on tracera les deux droites
mz, mex, tangentes i la courbe de section. Chacune de ces
tangentes et la droite donnée détermineront un plan qui
satisfera aux conditions du probleéme.

Dans I'exemple représenté sur la fig. 425, il n'y au-
rait que deux solutions; mais il est évident que pour cer-
taines surfaces de révolution dont la section méridienne
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aurait beaucoup de sinuosités, il pourrait y avoir un plus

grand nombre de plans tangents,

ThB. 2° solution. Au lieu d’un céne on pourrail em-
ployer un cylindre auxiliaire qui serait paralléle i la droite
donnée; cela reviendrait & supposer que le sommet du
cone est reculé sur cette droite jusqu’a I'infini,

Th6. 3° solution. On preadra sur la droite donnée a
(fig. 42k) un point quelconque 5, ct considérant ce point
comme le sommet d’'un cdne qui envelopperail la surface,
on construira lascourbe de contacet pu.

On prendra ensuite sur la méme droite un autre point
quelconque ¢ pour sommet d'un second cdne qui enve-
lopperait la surface, et I'on construira la courbe de con-
tact z2,

Tous les points communs & ces deuy lignes de conlact
détermineront les plans tangents demandés.

En effet, le plan qui toucherail la surface donnée au
pointm , par exemple, devrait contenir toutes les langentes
a ce point. Il contiendrait donc la droite ms, qui est une
génératrice du premier céne auxiliaire, et qui par con-
séquent est une tangenle de la surfice; par conséquent il
passerait par le point s. De plus il contiendrait la droite
mt, genératrice du second cdne auxiliaire, et passerait
par le point ¢, sommet de ce cone done il contiendrait la
droite st.

7. b solution. On pourrait remplacer I'un des cénes
anxiliaires par un cylindre paralléle a la droile donnée, ce
qui reviendrail a supposer que l'un des deux points est si-
tué a Vinfini.

Les moyens de construire les lignes de contact ayant été
exposés dans les articles 700, 701, etc. , je me bornerai &
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faive lapplication des principes précédents 4 quelques cas
particuliers.

7h8. Supposons qu’il s'agisse ( fig. 421) de constraire
par la droite bY' deux plans tangents & un ellipsoide de
révolution A,A', et proposons-nous d’appliquer la solution
dan® Thh,

Nous admettrons d’abord que le sommet s5' du céne
auxiliaire pouvant étre pris & volonté, il sera permis de
choisir ce point dans le plan du méridien principal ; de
sorte que la courbe de contact se projeltera sur le plan
vertical par une droite zz (722). Il faut maintenant couper
le cone et la droite &' par un plan quelconque, et con-
struire, par le point ot la droite 53’ perce le plan, des tan-
gentes a la courbe suivant laquelle ce méme plan coupe
le cone.

Nous allons chercher quelle doit étre la direction du plan
coupant pour que les opérations soient les plus simples
possible.

i

Pour résoudre cetle partie de la question , concevons le i
cylindre vertical C, qui touche la surface donnée suivant .
son plus grand paralléle zr. Les génératrices qui forment les
limites des projections du cylindre et du c6ne auxiliaire , se
couperont aux quatre points @',a",a',a", qui seront les som-
mets d'un quadrilatére circonscrit a la projection verticale
de Uellipsoide,

Nous admettrons que dans un guadrilatére circonscrit
a une ellipse ou aun cercle, les cordes qui joignent les
points de tangence opposés passent par le point d'inten-
section des deux diagonales. (Géom. analyl. ).

At e A

Y-

D’aprés cela, supposons que les droites zx,tr, d'a',a"a"

soient les traces de quatre plans perpendiculaires au plan
vertical de projection,
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L

La section de 'ellipsoide et du céne par le plan p'g
sera ellipse zx. Le point e, suivant lequel cette el-
lipse coupe le paralléle ¢r, appartient au cylindre proje-
tant C.

1l résulte de la que les deux ellipses suivant.lesquelles
le cylindre et le cone sont coupés par le plan pg doivent
coincider, puisqu’elles ont un axe commun a'a', el un point |

commun en ee',

De plus, cette ellipse, commune aux deunx surfaces,
élant située surle cylindre, aura pour projection horizon-
tale la circonférence aa.

La relation précédente serait encore yraie si le sommet
du cone anxiliaire élait située dans l'intérieur du cylindre
C: mais alors les deux courbes tr, zx ne se couperaient pas,
et on ne pourrait plus raisonner de la méme maniére.
Dans ce cas, il serait utile de recourir & I'analyse pour
démontrer que la courbe suivant laquelle le plan pg
coupe le cone auxiliaire, est en méme temps située
sur le cylindre C, et se projette par conséquent par un
cercle aa.

Ce théoréme élant admis, il est évident que la courbe
aa,a'a'sera la directrice la plus simple que nous puissions
prendre pour le cone auxiliaire,

L’intersection du plan pg par la droite donnée bb' sera
un point mm' par la projection horizontale duquel on
construira les deux tangentes mo,mc. Les projeclions
verticales de ces lignes se confondront avec la trace du
plan pg. Enfin, chacune de ces tangentes avec la droite
donnée, déterminera un des plans tangents demandés par
la question.

Les deux points o,¢, projetés en o' et ¢, détermineront
les deux droites (so,s'0') (s¢,s'¢’) suivant lesquelles les deux
plans tangents louchent le cone auxiliaire; et les points
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nn',uw!, suivant lesquels ces droites coupent Pellipse zx,
sont les points de tangence sur ellipsoide.

749. 2° solution. On pourra prendre pour directrice du
cone auxiliaire la ligne de contact zz; dans ce cas les plans
tangents seraient déterminés par la ligne donnée bb' et par
chacune des deux tangentes menées par le point ou cekle
droite perce le plan p'g".

On pourra éviter la projection elliptique de Iellipse zx
en employant un plan auxiliaire sur lequel cette projec-

tion serait un cercle (402).

750. 8¢ solution. Si on suppose la surface enveloppée
par deux cones auxiliaires (746), on pourra disposer les
opérations de la maniére suivante (/fig. 423):

Il sera tonjours permis de prendre pour sommet de 'un
des deux cones le point ¢’ suivant lequel la droite don-
née bb! perce le plan horizontal qui contient le plus grand
paralléle de la surface. Dans ce cas la courbe de contact
sera une ellipse qui se projetterasur le plan horizontal par
Ia corde ce.

On prendra ensuite pour sommet du second cone auxi-
liaire le point s's', suivant lequel la droite b perce le plan
du méridien principal, de sorte que la seconde courbe de
contacl aura pour projection verticale la corde aa.

Les points de tangence devant appartenir aux deux
ellipses aa,cc (146), doivent se trouver par conséquent sur
Vintersection des deux plans uyp, u'v'p' qui contiennent ces
courbes.

Ces deux plans, étant perpendiculaires aux plans de
projections, sont les plans projetants, de leur intersection
qui alors sera projetée par les deux droites uy, wy'.

Tl ne reste donc plus qu'a chercher les points suivant

e
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lesquels cette droite coupe I'une des deux courbes de con-
tacl ce, aa.

Nous choisirons la derniére de ces deux lignes, et pour
éviter la construction de l'ellipse qui résulterait de sa
projection ou de son rabattement, nous chercherons la
pesition du plan sur lequel sa projection serait un cercle
(502).

Ainsi, aprés avoir déterminé le centre o, nous rabit-
trons le paralléle qui contient ce point, et 'ordonnée o'z
sera le demi-petit axe de Uellipse aa. Nous construirons le
triangle rectangle o'a'o en faisant le c6lé o'a’ de Pangle
droit égal 4 o'z,

De sorte que o'a’ étant la projection de o'a, la droite /'y
sera la trace du plan sur lequel Pellipse aa se projettera
par un cercle.

En faisant tourner ce plan autour de I'horizontale pro-

jetante du point ¢, la circonférence a"a" sera la projec-

tion de lellipse aa sur le plan p"u".

Les deux points ¢v',us, pris & yolonté sur la droite up,u'y!,
se projetteront par ¢" ete”, et le dernier se rabattra en ",
de sorte que v"'u" sera la projection de la droite up, u'v' sur
le plan auxiliaire «"¢". '

Les intersections m", n" de v""u", avec la circonférence
a"a", seront par conséquent les deux points de tangence
demandés que 'on fera revenir d’abord en m" et n" dans
le plan «"v", puis de 14 sur Ia courbe de contact aa par les
deux perpendiculaires m"m’, 1.

Les projections horizontales m et n de ces points de-
vront se lrouver, sur la seconde courbe de contact cc, sur
les droites n''sz, m/"im paralléles & la ligne AZ et qui repré-
sentent les projections des ares de cercles et des lignes pro-
Jetantes parcourus par ces points; enfin sur les droites
m/m,n'n perpendiculaires a la ligne AZ.
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751. Construire un plan tangent a une surface de ré-
volution et paralléle & un plan donné.

Soient ( fig. 422) le plan p donné et AA' la surface don-
née; consfruisons la droile ac¢,a'c’ perpendiculaire au plan
donné, il ne restera plus qu'a choisir, parmi tous les plans
perpendiculaires sur ae,a'c’, celui qui serait tangent & la
surface donnée.

Pour satisfaire a cette derniére condition, concevons la
droite ac,a'd, rabattue en a'¢" dans le plan du méridien
principal, lu tangenle su, perpendiculaire sur a'c”, repré-
senlera dans ce rabaltement l'intersection du plan cher-
ché par le plan méridien ac; nous ferons revenir la droite
su dans ce méridien , ce qui nous donnera le point " par
lequel nous construirons la trace horizentale du plan de-
mandé p'.

Ce plan devant contenir le point s, sa trace yerticale sera
facile a délerminer. De plus, cette trace verticale deyra
élre paralléle a celle du plan p, et par conséquent perpen-
diculaire sur a'c'.

Le point de tangence ", étant ramené dans le plan du
méridien ac, deviendra mm/. La droite me,m'z, perpendi-
culaire sur le plan p', sera la normale et sera paralléle a la
droile donnée ac,a'c',

752 Dans I'exemple que nous avons choisi il y aurait
un second plan tangent au point rzn'.

753 Pour certaines surfaces de révolution il pourrait
y en avoir davantage. Il est évident qu'il y aura awtant de
solutions que Pon pourra construire de tangentes & la sec-
tion méridienne perpendiculairement 2 la droite a'c".

T8k. Projection obligue des surfaces de répolution.
Lorsqu’on veut exéculer un solide de révolution, il faut
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le projeter de la maniére la plus simple, et dans ce cas on
doit prendre un plan de projection perpendiculaire &
son axe; mais lorsqu’il est nécessaire de projeter le corps
dans une position inclinée, les opérations deviennent plus
difficiles.

758. Les dessinateurs se contentent ordinairement dans
ce casde concevoir la surface coupée par un cerlain nom-
bre de plans perpendiculaires 2 son axe. Chaque section
circulaire a pour projection une ellipse, et la courbe tan-
gente A toules ces ellipses forme le contour de la pro-
jection,

Cette maniére d'opérer convient évidemment pour les
ardtes circulaires de la surface; mais pour les aulres par-
ties, elle ne donne le contour de la projection que d'une
maniére approximative, et laisse de I'incertitude sur la
position de certains points singuliers dont nous parlerons
bientdt.

756. Pour ne pas augmenter, sans nécessité, le nombre
des planches, nous choisirons un exemple qui contienne &
peu prés toutes les variations de courbure, et nous pro-
poserons dans ce but de construire les deux projections du
balustre dont la section méridienne est projetée ( fig. 427,
Pl 63).

Les données sont:

1° La section méridienne dont nous venons de parler;
2° Les deux projections ac,a'c’ de 'axe de la surface.
Voici quel doit étre Uordre des opérations.

757. Projection auxiliaire (fig. 427). On commencera
par construire la section méridienne sur un plan vertical
AZ, paralléle & la droite ac,a'c’.




PL. 5. SURFACES DE REVOLUTION. 337

Pour obtenir I'inclinaison de cette projection, il suffica
de projeter deux points quelconques de la ligne ac, d'c'.

On projettera ensuite la surface sur un plan perpendi-
culaire & son axe, et 'on rabaltra cette nouvelle projec-
tion ( fig. 430).

Quand Iépure sera disposée comme nous venons de le
dire, on commencera les opérations nécessaires pour dé-
terminer les deux projections obliques.

7588. Projection horizontale (fig. 428). Les limites de
celle projeclion étant les traces des surfaces cylindriques
perpendiculaires au plan horizontal et tangentes a la sur-
face donnée, la question se réduit a Papplication des prin-
cipes exposés aux n* 724, 725, etc.

1™ opération. Par un point quelconque o”, pris 4 volonté
sur l'axe a"¢" ( fig. 427), on construira la droite o"u, per-
pendiculaire au plan horizontal AZ'.

La projection de cette droite sur la fig, 430, sera o'"u.

2° opération. On déterminera sur les deux projections
527 et 430 toutes les courbes suivant lesquelles les diffé-
rentes parlies de la surface donnée seront touchées par
autant de surfaces cylindriques paralléles & la droite
o"u,0"u, et par conséquent perpendicalaires au plan hori-
zontal degprojection.

Ces courbes sont au nombre de trois, savoir : la pre-
miere mn, sur la portion de surface qui forme le col du
balustre; la seconde courbe za est siluée sur la partie
convexe de la surface, et la troisiéme v apparlient a la
scolie.

Ces trois courbes ont beaucoup d’analogie avec celles que
nous avons oblenues sur la surface annulaire, et devront
par conséquent étre construites par les principes exposés
aux n"™ 724, 725, elc.
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Les trois courbes dont nous venons de parler étant cou-
pées symétriquement par le plan méridien pu, les parties
vues et cachées de ces courbes se confondront sur la pro-
jection 427.

759. Dans 'exemple qui nous occupe, nous ayons sup=
posé que la zone convexe du balustre élait une portion
d’ellipsoide de révolution, d'ou il résulte que la ligne de
conlact est une courbe plane, et par conséquent se projet-
tera sur la fig. 427 par dne ligne droite z.

760. Quand les trois courbes précédentes seront oble-
nues sur les deux projections 427 et 30, on fera tourner
cette derniére figure pour Ja ramener dans la position
de In fig. k31, et tous les points du contour de la pro-
jection horizontale de la surface seront alors détermi-
nés par les intersections de deux systémes de lignes, les
unes paralléles, les autres perpendiculaires i la ligne AZ/
et menées par les points correspondants des deus fig. 427
et 431.

761. Points de rebroussement. Les projections horizon-
tales des courbes, situées sur le col du balustre et sur la
scotie, contiennent chacune quatre poinls de rebrous-
sement; pour mieux faire comprendre la forme de ces
courbes, on les a transportées ( fig. k32). s

762. On pourra (rouver singulier qu'il y ait sur la pro-
jeetion horizontale des points de rebroussement qui n’exis-
tent pas sur la projection verticale correspondante, mais
cela est trés-facile A concevoir; en effel, si la courbe elle-
méme contenail un ou plusieurs poinlts de rebroussement ,
on devrait 'attendre & retrouver des points analogues sur
toutes les projections de la méme courbe; mais ici, aucune
des deux courbes donl il sagit ne contient de points de
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cette espéce, et ceux qui existent sur leurs projections
B®rizonlales, proviennent de ce que, pour ces points, la
perpendiculaire projetante, paralléle a o"w/,0"u, se con-
fond avec la tangente 4 la courbe.

Supposons, par exemple, que V'on ait obtenu (fig. 429)
i les deux projections d’une courbe i double courbure aoa,
: la droite.bh étant la tangente au point 0. 5i P'on tire les
deux extrémilés a,a en les écartant 'une de lantre comme

our rectifier la courbe, on lui fera prendre 1a forme indi-
1 P P
uée par les deux projections a'a’. et la tangente devien-
q P proj ; g
dra O},

Or, par suite du mouvement de rotation de la tangente
il peut y avoir un instant ot celte ligne étant perpendicu-
laire au plan vertical, sa projection sur ce plan se réduit
a un point.

Les deux projections de la courbe deviennent alors o"2",

et le point de rebroussement o” est Ia projection verticale
de la tangente.

763. Ainsi, les points de rebroussement de la projection
horizontale ( fig. 428 ) sont les projections des points sui-
vant lesquels les deux courbes mun,vr, sont touchées par
des paralléles i la droite 0", 0"u (fig. 427, £30).

Il est essentiel de déterminer ces points avec toute 'exac-
titude possible sur les quatre projections 427, 430, k31
et k28, et de s'assurer qu’ils sont bien liés entre eux par
les lignes de projection correspondantes ; s'il ¥ avait quel-
que irrégularité a cet égard, cela indiquerait une erreur
dans la construction des courbes; il faudrait alors en cher-
cher la cause et la faire disparaitre. Ces vérifications ont
éLé conseryées sur Iépure, pour les points 1 et 2 seulement.

764. Les projections horizontales des arétes circulaires
s€ construiront comme nous ’avons dit au n° k06,

TP R S S
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765. Projection verticale  fig. 426). Le contour de cette
projection se compose des traces des diyers cylindres -
gents, perpendiculaires au plan vertical de projection ou
paralléles & une droite qui serait elle-méme perpendiculaire
i ce plan. Voici quel sera I'ordre du travail.

1 opération. La droite os, perpendiculaire au plan ver-
tical de projection, se projettera sur ce plan par un seul
point o/, et sur le plan auxiliaire (fig. 427) par la droite
o"s", paralléle & AZ'. :

Pour avoir la projection dela méme droite sur les deux
fiz. 130 et 431, on construira les deux triangles rec-
tangles qui ont pour cotés s"e=s"¢ (fig. h2T) et o"e=oh
(fig- 428). ;

L’hypoténuse o"'s" serala projection de la droite o0s, 0'"s"
sur les plans des fig. 430 et 431, perpendiculaires a I'axe
du balustre.

9¢ opération. On déterminera sur les fig. 427 et 430 les
courbes suivant lesquelles les surfaces de révolution du
balustre sont touchées par des plans paralleles a la droite
o''s" 05" (724 et 725).

Ces lignes seront les directrices des cylindres projetants,
perpendiculaires au plan vertical de projection.

3¢ opération. On reportera les courbes précédentes de
la fig. 30 a la fig. 431, et leurs projections horizontales
seront déterminées, sur la fig. 428, par les interseclions
des lignes de projection paralléles et perpendiculaires a
AZ/, menées par les points correspondants des fig. 427
et k31.

¢ opération. Quand on aura construit avec beaucoup
d’exactitude, sur la fig. k28, les projections horizontales
des trois courbes de contact, il ne restera plus qu’a obte-
nir leurs projections verticales sur la fig. 426.
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Pour y parvenir, on élévera des perpendiculaires a la
ligne AZ par tous les points de la projection horizontale,
et la hauteur de chacun de ces points sera donnée par sa
projection auxiliaire ( fig. 427).

766. Les projections verticales des deux courbes , situées
sur le col du balustre et sur la scotie, ont chacune quatre
points de rebroussement qui sont les projections des points
suivant lesquels chacune de ces courbes est touchée par des
droites paralléles & la ligne o0s,0"s", et par conséquent per-
pendiculaires au plan vertical de la fig. 426.

Il sera donc essentiel de vérifier la position de chacun
de ces points sur les cing projections 427, 430, 431, 428
el 426.

767. Les arétes circulaires du balustre se projettent sur
la fig. 426 par des ellipses semblables.

Les diamétres de ces ellipses se déduiront facilement de
leurs projections horizontales.

On remarquera que pour chaque ellipse, le grand axe
est perpendiculaire 4 la droite a'c'.

On pcul, connaissant le grand axe et un pnint, con-
struire avec beaucoup de précision I'une de ces ellipses;
puis aprés avoir délerminé le second axe, on obtiendra
les axes de toutes les autres ellipses en opérant comme au
n’ k15,

Les projections d'un méme cercle sur les deux fig. 426
et 438 doivent étre touchées par les mémes droites per-
pendiculaires a la ligne AZ.

768. Si'on a de la place, on peut employer une seconde
projection auxiliaire, perpendiculaire au plan vertical de
projection et paralléle i la droite a'd.
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Cela dispensera de construire sur la projection ho-
rizontale les courbes suivant lesquelles la surface est

touchée par les cylindres projetants, paralléles & la droite

0s,0"s"".

769. Si an lieu de construire les plans tangents paral-
lelement & une droite donnée, on les avait fait passer par
un point, les courbes obtenues dans ce cas auraient déter-
miné le contour de la figure suivant laquelle on aperce-
vrait la surface si U'eeil coineidait avec le point donné.

Cette question, qui se rattache a la perspective , trou-
vera plus tard son application.

770. Construire Linterseotion d’une surface de réyolu-
tion par une droite (fig. 43k, Pl. G4).

1% solution. On coupera Ja surface par un plan p, con-
tenant la droite donnée b0’ et perpendiculaire au plan ver-
tical de projection.

La projection horizontale odue de la courbe de section
pourra étre oblenue en opérant comme nous Pavons dit
au n® 63k.

Les denx points n,n, suivant lesquels cetle courbe est
rencontrée par la projection & de la droite donnée, seront
les projections horizontales des points cherchés.

Les projections verticales #»',7n/, de ces points, seront
situées sur la trace verticale du plan auxiliaire p.

On fera bien , comme vérification, de construire les pa-
ralléles correspondants & ces points.

T71. 2° solution. Si la projection horizontale de la droite
donnée rencontrait celle de la courbe de secltion, suivant
des angles trop aigus, on rabattrait le plan auxiliaire p
autour de sa trace horizontale.

Parsuitedecemouvement, lacourbe deviendraito"d"u'"e",
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et serail rencontrée par la droile 4" en deux points ", n",
qui, ramenés dans le point p, donneront n'n,n'n pour les
projections des poinls demandés,

772. 3¢ solution. Toutes les fois que la courbe de section
de la surface donnée, par le plan auxiliaire, sera une ellipse,
on pourra éviter la projection et le rabattement de cette
courbe, en la projetant sur un plan p', incliné de maniére
que la projection soit une circonférence de cercle. On ob-
tiendra la direction du plan p' en construisant le triangle
rectangle o'xu', dans lequel le coté w'x est égal au petit
axe de de U'ellipse o'u' (£02).

Le plan p' étant rabattu aufour de sa trace horizontale,
la courbe de section se projette dans ce rabattement par la
circonférence #r, et les intersections de cette ligne par la
droite 4" déterminent les deux points cherchés n'"',n", qui,
ramenés d’abord dans le plan p' et de la dans le plan p, de-
viennent n'n,n'n.

773. h° solution. On peut employer, comme surface auxi-
liaire, un hyperboloide de révolution engendré par la
droite donnée, et qui aurait le méme axe que la surface
donnce {_ﬁg. 133).

En amenant successivement la droite donnée bb' dans
les deux plans verticaux pp et p'p', on aura les asymptoles
cc', ddd' du méridien principal. 1l sera facile (277) de con-
struire une partie #s'u de ce méridien, puisquel'on connait
les asymploles et le point ss'du cercle degorgedontlerayon
os est égal & la perpendiculaire os”, abaissée du point o
sur la projection horizontale 45 de Ja droite donnée.

La surface donnée sera coupée par I'hyperboloide auxi-
liaire suivant les paralltles zx,vu (669), et les inlersec-
tions m'm de ces deux cercles, par la droite bb', seront les
points demandés par la question.
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77h. Dans quelques cas particuliers les opérations
peuvent étre plus simples. Ainsi, par exemple ( fig. k3k).

Si la projection horizontale de la droite donnée, pas-
sait par le point 7, on en conclurait que cette ligne ren-
contre I'axe, et dans ce cas, on emploierait comme sur-
face auxiliaire le plan méridien is. Ce plan couperait la
surface donnée suivant une section méridienne dont I'in-
tersection m'm, avec la droite is,i's', serait le point de-
mandé.

Il est évident que I'on serait dispensé de construire la
section méridienne en rabattant la droite donnée is,?'s',
en i's"; cette opération donnera m'", qui, ramené dans le
plan is, deviendra m'm.

775- Enfin, si la droite donnée était située dans un plan
perpendiculaire 4 I'axe, on emploierait ce plan comme
surface auxiliaire, et, dans ce cas, la courbe de section
serait un cercle.

776. Construire Uintersection d'une surface de révolu-
tion par une courbe quelconque.

1" solution. On pourra employer ( fig. 43k) comme sur-
face auxiliaire ’'un des cylindres projetants de la courbe
donnée a,a’. L’interseclion vy, avec la surface donnée, se
construira en élevant des perpendiculaires par les poinls
ot la projection @ de la courbe donnée rencontre les pro-
Jections des paralléles de la surface.

Les intersections de la courbe v'y avec @' donneront les
points cherchés z'z.

777. 2° solution. On peut employer ( fig. 433) comme
surface auxiliaire une seconde surface de révolution ayant
le méme axe que la surface donnée.

———
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En opérant comme nous V'avons dit au n® 648, on con-
struira la partie de méridien 1'—2'—38'. Les intersections
de cetle courbe avec le méridien principal de la surface
donnée détermineront les deux paralléles communs z'n'
et »'r/, et les points cherchés n'n résulteront de lagren-
conlre de ces paralléles avec la courbe donnée 6,4'.

Section d'une surface de révolution par un plan oblique.

7'78. On emploiera comme surfaces auxiliaires des plans
perpendiculaires & I'axe de la surface de révolution. Soit
(fig. 435 ) la surface annulaire A,A’, et le plan B. Un plan
horizontal p coupera la surface suivant deux cercles (c,c')
(e,c'), et le plan donné suivant la droite aa’. Celle droite
coupera les deux cercles en quatre points (m,m') (m,m').....
qui satisferont a la question proposée. Un second plan
horizontal donnera qualre nouveaux points, et ainsi de
suite, jusqu’a ce que l'on ait obtenu un nombre de points
suffisant pour construire correctement la courbe de section.

779. Il ne faut pas oublier que nous raisonnons tou-
jours ici d’une maniére générale; mais dans I'exécution
de I'épure il se présente souvent des circonstances par-
ticuliéres qui engagent a modifier le principe et & recou-
rir & des constructions auxiliaires. Ainsi, dans 'exemple
proposé, lorsqu’on arriverait dans le veisinage des points
un' et vo', les intersections se feraient suivant des angles
trop aigus. Dans ce cas, on pourrait employer comme auxi-
liaires des plans verticaux passant par l'axe de la surface
donnée : ces plans couperont la surface suivant des sections
méridiennes dont on évilera la projection en les rabattant
autour de I'axe. C’est ainsi que les points (uu') (vv') ont été
déterminés. Le premier de ces points est le plus élevé et le
second est le plus bas de la courbe d’intersection. Un plan
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vertical p" a coupé la surface donnée suivant une section
méridienne qui, en tournant autour de Paxe, est venue
se confondre avec la projection verticale ¢” du méridien
principal. La droite provenant de l'intersection du plan B
et ds plan auxiliaire p" est venue se rabattre en a’, et
intersection de cette ligne @" avec la section méri-
dienne ¢" a donné deux points s', 2/, qui, projetés hori-
zontalement en s,z, et ramenés dans le plan p", ont dé-
terminé les points (ui') (vp'). Les points xx',00/, situés dans
le plan méridien p", ont été délerminés de la méme
maniére.

Ainsi, on devra employer la premiére méthode quand
on voudra obtenir un pointsur un puralléle de la surface
¢t Von emploiera la seconde quand il s'agira de trouver un
point sur un méridien.

780. On peut quelquefois trouver dans la définition
ou dans les propriétés de certaines surfaces des moyens
d’exécution particuliers. Ainsi . par exemple, §'il s'agissait
de construire ( fig. 436) la section de I'hyperboloide par le
plan B, on pourrait, comme précédemwment, faire usage
de plans perpendiculaires & Paxe ou de plans méridiens ;
mais on pourrait encore employer des plans coupant I'hy-
perboloide, suivant les génératrices de cetle surface. Ainsi,
pour obtenir le point (mm'), on a construit un plan po'p
coupant 'hyperboloide, suivant la génératrice v'o’, vo, et
le plan B suivant la droite 4'; l'intersection de ces deux
lignes a donné le point (m,m'); il est évident que cela
revient i chercher la suite des points suivant lesquels le
plan B est percé par chacune des droites génératrices de
I'hyperboloide (70 ).

Les points (n,n') (s,s') ont été déterminés par le plan
horizontal p'.

Enfin, en faisant une section par un plan méridien

e R N e — —
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perpendiculaire au plan B, et rabattant cette section
comme nous I'avons fait dans I'épure précédente, on ob-
tiendrait le point le plus élevé et le point le plus bas de la
courbe.

Intersection des surfaces de révolution et des cylindres ,
cones et sphéres.

781. Intersections d'une surface derévolution et d'un
cylindre.

On emploiera comme surfaces auxiliaires des cylindres
paralléles au cylindre donné, ayant pour directrices les
paralléles de la surface de révolution. Ainsi, par exemple
(fig. 437, Pl. 65), la circonférence du cercle dont la
projection verticale est a'd', étant prise pour directrice
d’un cylindre paralltle au cylindre donné, la trace hori-
zontale de ce nouveau cylindre sera une circonférence
ayant son centre en d, et pour rayon du==¢c'b'; les points
x,v, suivant lesquels se rencontrent les traces des deux
cylindres, détermineront deux lignes droites communes
aux surfaces de ces cylindres, et les intersections de ces
droites avec le cercle ab,a'd!, feront connaitre les deux
points m'm de la courbe demandée. On obtiendra par ce
moyen autant de points que I'on voudra.

Les traces des cylindres auxiliaires aurOAt tous leurs
centres sur une méme droite ze, paralléle a la projec-
tion horizontale du cylindre donné, et passant par le
point ot I'axe de la surface de révolution perce le plan
horizontal, :

Si 'on prend le milien de chacun des arcs de cercle
qui résultent des intersections de la trace du cylindre
donné avec les traces des cylindres auxiliaires, on oblien-
dra une courbe on qui aboutira sur la trace du eylindre
donné en un point 0. La droite oz normale a ce point dé-
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terminera en z le centre de la trace horizontale du cylindre
auxiliaire sur la surface duquel se trouve le point le plus
élevé de la courbe. 4

Le point le plus bas se déterminera en prolongeant la
courbe de lautre c6té, jusqu'au point n, par lequel on
ménera une normale ns, et le point s sera le cenlre de
la trace du cylindre auxiliaire qui détermine le point le
plus bas. [

782. Intersection d'une surface de révolution avec un
cone.

On emploiera commesurfaces auxiliaires des cones ayant
le méme sommet que le cone donné, et pour directrices
les paralléles de la surface de révolution. Ainsi (fig. 438),
le cercle dont la projection verticale est @'b, étant pris
pour la directrice d'un céne dont le sommet serait (s,s'),
la trace horizontale de ce céne sera une circonférence
de cercle dont le centre d sera déterminé par l'intersec-
tion de la droite s¢,s'¢', avec le plan horizonlal, et qui
aura pour rayon du=d'u'. Celle circonférence coupera
la trace du céne donné, suivant deux poinls v, x; en
joignant ces poinits avec le sommet commun des deux
cones, on obtiendra deux droiles dont les interseclions
avec le cercle ab,a'd’ appartiendront & la courbe de-
mandée.

Il n’y aura plus qu'a recommencer cetle construction
pour avoir de nouveaux points de la courbe : les traces des
cones auxiliaires auront tous leurs centres sur la ligne se;
les points extrémes de la courbe se détermineront comme
dans U'épure précédente.

783. L'exéculion de ces épures suppose que la surface
de révolulion est projetée sur un plan perpendiculaire
a son axe; s'il en était autrement, et que cette surface
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fitt donnée dans une position inclinée, on commence-
rait par la projeter sur un plan auxiliaire perpendi-
culaire 4 I'axe, ce qui raménerait la question au cas pré-
cédent.

784. Intersection d'une surface de révolution et d’'une
sphére.

On placera P'axe de la surface de révolution perpendi-
culaire au plan horizontal, et T'on prendra le plan vertical
de projection paralléle au plan qui contiendra le centre de
la sphére et 'axe de la surface donnée.

L’épure étant ainsi disposée , on emploiera , comme sur-
faces auxiliaires, des sphéres ayant leurs centres sur I'axe
de la surface donnée. Chaque sphére auxiliaire coupera la
sphére donnée et la surface de révolution suivant des cercles
perpendiculaires au plan vertical, et qui, par conséquent,
se projetteront sur ce plan par des lignes droites. Les in-
tersections de ces droiles feront connaitre les points de la
courbe cherchée. Ainsi, par exemple (fig. #39), la sphere
dont le centre est en ¢/, et quia pour rayon c'a', coupera la
surface de révolution suivant deux cercles projetés sur le
plan vertical par les droites a'd’, 'K, et la sphére donnée,
suivant un cercle dont la projection verticale sera m'n'; Iin-
tersection de ce dernier cercle avec les deux cercles dd' k'K,
donnera quatre points qui seront projetes verlicalement,
deux au point o' et les deux autres en u'. Pour avoir les
projections horizontales de ces mémes points, on projet-
tera horizontalement les deux cercles a'd', k'K, et 'on abuiis-
sera les deux perpendiculaires o'o,u'u. Une seconde sphere
auxiliaire fera connaitre quatre nouveaux points, et ainsi
de suile.

Pour plus de symétrie dans la construction de I'épure, on
a pris les sphéres auxiliaires concentriques, mais on pou-
vait s’en dispenser ; la seule condition essentielle ici, étant
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que les centres de ces sphéres soient placés sur laxe de la
surface de révolution.

785. Les mémes moyens pourraient étre employés pour
trouver la courbe de pénétration de deux surfaces de ré=-
volution dont les axes se couperaient ; mais , dans ce cas,
apreés avoir choisi un plan vertical de projection paralléle
au plan qui contiendrait les deux axes, il faudrait né-
cessairement prendre le point d'intersection de ces axes
pour centre des sphéres auxiliaires; et si dans 'exemple
précédent nous avons pu prendre pour centre, tel point
de P'axe que nous avous voulu, c’est parce que la sphére
pouvant élre considérée comme surface de révolulion
dans tous les sens, le point que nous avions choisi pou-
vait toujours étre regardé comme lintersection des deux
axes.

786. Il résulte de ce qui précéde que, pour avoir Iin-
tersection d'une surface de révolution avec un cylindre,
on pourra employer des cylindres comme surfaces auxi-
liaires; pour lintersection avec un cdne on emploiera des
cones, et pour l'intersection avec la sphére, on fera usage
de sphéres.

787. 1l est bien entendu, comme nous I'avons déja dit,
que si, par suite de la disposition particuliére des don-
nées, quelques points n'étaient pas déterminés avec assez
de précision, il faudrait avoir recours & d’autres moyens,
comme, par exemple, des plans paralléles au plan hori-
zontal ou au plan vertical. Si 'on emploie des plans per-
pendiculaires & l'axe de la surface de révolution, on aura
l'avantage de couper cette surface suivant des cercles;
de sorte qu’il n’y aura plus qu'a construire les lignes
suivant lesquelles ces mémes plans couperont la seconde
surface.
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788. Daps le cas de V'intersection avec une spheére, des
plans perpendiculaires a 'axe de la surface de révolution
couperont les deux surfaces suivant des cercles. [l en serait
de méme §'il s'agissait de deux surfaces de révolution dont
les axes seraient paralléles.

789. Chacun des trois moyens de solution que nous ve-
nons d'exposer peut étre cmployé a la recherche de la
courbe provenant de la section d’une surface de révolution
par un plan. Il suffit de considérer successivement cette
derniére surface comme un cylindre ou un cone dont les
directrices seraient droites, ou comme la surface d'une
sphére dont le rayon serait infini.

790. Dans le premier cas (fig. 40) on supposera que
le plan donné est une surface cylindrique qui a pour direc-
trice la trace horizontale vx et pour génératrice la trace
verticale vz.

Cetie derniére ligne déterminera la direction des cy-
lindves ausiliaives qui auront pour directrices les diffé-
rents paraliéles de la surface donnée.

Ainsi, le cylindre qui contiendrait le paralléle ac,a'c au-
rait pour trace horizontale la circonférence a'c" ; les inter-
sections de cette courbe avec la trace yx du plan donné
détermineront les deux droites m"m,m"m’, paralléles a la
trace verticale vz, el les intersections de ces droites avec
le paralitle ac,a'¢’ feront conmailre les deux points cher-
chés mm'.

791. Si on considére le plan donné comme un cone dont
la directrice serait une lizne droite, on pourra prendre
pour sommet le poinl ss', suivant lequel ce plan est percé
par Laxe de la surface donnée,

Dans ce cas , les cones auxiliaires ayant pour directrices
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les différents paralléles de la surface donnée seront droits
et a bases circulaires.

On n'a construit sur I'épure que celui de ces cones qui
déterminerait le point le plus bas et le plus élevé de la
courbe demandée.

Sa trace horizontale ux" doit étre tangente a la trace v
du plan donné.

Au lieu de construire la projection verticale de la géné-
ratrice su”, on a préféré rabattre cette ligne dans le plan
du méridien su.

792. Enfin , si on voulait considérer le plan donné comme
la surface d’une spbére dont le rayon serait infini , il fau-
drait employer un plan auxiliaire de projection vertical et
perpendiculaire au plan donné : pour le reste on agirait
comme au n° 78k,

798. Intersection de deux surfaces de révolution dont
les axes ne se rencontrent pas.

On prendra 'un des plans de projection perpendiculaire
A Paxe de l'une des deux surfaces données, et le second
plan de projection paralléle aux deux axes.

Supposons, par exemple ( fig. k41, PL. 66 ), que la sur-
face AA’ soit perpendiculaire au plan horizonlal, la pro-
jection de cetle surface sera limitée par celle de son plus
grand paralléle, et sa projection verticale sera une section
méridienne.

La surface inclinée BB' étant également paralléle au plan
vertical, sa projection, sur ce plan, se composera d’'une
section méridienne, et pour construire la projection lo-
rizontale, il faudra opérer comme nous I'avons dit au
n°® 756.

Cela étant fait, on coupera les deux surfaces par un plan
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auxiliaire pp que nous supposons ici paralléle au plan ver-
tical de projection. -

La section de la surface AA' par le plan auxiliaire pp
sera une courbe asa ; la section de la surface BB' se compo-
sera dessdeux courbes zvz, et les inlerseclions de ces der-
‘ni¢res lignes par la courbe esa donneront les qualre
points u,i.:..., qui devront faire partie des courbes de pé-
nétration demandées (635).

La scction des deux surfaces par un second plan auxi-
liaire déterminera qualtre aulres points.

Un treisieme plan auxiliaire en donnera encore quatre,
et ainsi de suite.

794. Avant d'aller plus loin, il est nécessaire d’en-
trer dans quelques détails sur la construction des courbes
asa,zvz.

La premiére de ces deux lignes ne présentera aucune
difficulté, puisquil saffira dulever des perpendiculaires
a la ligne AZ, par les poinis ou la trace pp du plan
amxiliaire rencontre les projections horizontales des pa-
ralléles que lon aura di établir d'avance sur la sur-
fuce AA'.

Pour faciliter la construction des deux courbes zvz, il
faudra également établir un certain nombre de paralléles
sur la projection verticale de la surface BB'.

Mais pour éviter la construction des ellipses qui repré-
senteraient les projections horizontales de toutes ces cir-
conférences de cercles, on les projettera sur un plan auxi-
linive gp', perpendiculaire a I'axe de la surface inclinée
BB, puis on rabattra celte nouvelle projection B” en la
faisant tourner autour de I'horizonlale projetante du
point g e de tout autre point pris a volonté dans le
plan gp'.

Les paralléles de la surface BB' seront representes sur

23
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la nouvelle projection B"-par des cercles concentriques,
et les intersections de ces_circonférences par la trace pp
du plan auxiliaire feront partie de la courbe cherchée. Il
ne restera done plus qu'a faire revenir tous ces points a
leur place. =

Pour y parvenir, on les projettera d'abord sur le plan
horizontal ¢p" que V'on fera revenir dans la pasition gp/,
d’ott chacun des points cherchés devra étre ramené par
une perpendiculaire au plan gp', sur le parallele auquel il
doit appartenir. Ainsi, le point m, projeté en m/, vien-
dra se placer en m", d’oit on déduira sa projection verti-

cale m'".

795. Pour plus d’ordre on fera bien de numéroter les
paralléles sur les deux projections B’ et B, et I'on dimi-
nuera le travail en choisissant de préférence ceux qui ont
des rayons égaux , afin quils aient une projection com-
mune sur la fig. B'.

796. Ou devra aussi choisir la position des plans cou-
panls auxiliaires, de maniére & obtenir les poins les plus
essenliels des deux courbes de pénétration. Ainsi , par
exemple, si on veut obtenir les points suivant lesquels ces
courbes Louchent le méridien principal de la surface AA',
on coupera les deux surfaces par le plan vertical p'p' qui
contient l'axe de celle surface.

Le plan pp" déterminera les points situés sur la section
méridienne de la surface BB'.

797. Laligne n'o's étant la projection verticale des deux
courbes nen (758), les cylindres projetants de ces lignes
pourront éire employés comme surfaces auxiliaires.

Les courbes provenant de Pintersection de ces cylindres
avec les paralltles de la surface AA’ couperont la ligne
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n'o'n' en quaire points dont les projections horizontales
appartiendront au contour de la projection horizontale B.

798. Surface du second degré. Dans tout ce qui précéde
nous avons raisonné d’une maniére générale, afin que les
opérationsindiquces puissent convenir i toutes les surfaces
.de réyolution, quel que soit le contour de leurs sections
meéridiennes.

Mais, dans quelques cas particuliers, il sera possible de
simplifier les opéralions,

Supposons, par exemple, que les deux surfaces don-
nées soient un paraboloide et un hyperboloide de révolu-
tion, les sections de ces deux surfaces par les plants cou-
pants auxiliaires seront des courbes du second desré, qui
pourront, par conséquent, élre construites ou au moins
vérifiées par leurs propriétés géoméiriques.

De plus, si on emploie, comme cela est le plus simple,
des plans paralléles entre eux, toutes les lignes suivant
lesquelles ces plans couperont une méme surface seront
semblubles enlre elles.

Toutes les sections dans I'hyperboloide auront pour
asymptotes communes les deux droites xo'z qui sont les
asymplotes de la section méridienne principale, et cette
propriété sera d’autant plus commode qu'il suffira de con-
naitre un point de chague section pour étre en état de la
construire promptement (277). :

799. Une antre propriété déja citée des courbes du se-
cond degré facilitera le tracé de la projection horizon-
tale de la surface inclinée; c'est que la courbe suivant
laquelle celte surface est touchée par le cylindre proje-
tant qui Penveloppe, doit éire plane, et qu'elle se pro-
Jellera par conséquent sur le plan vertical par une ligne
droite,
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| Cette courbe est une hyperbole, et si on pouvait en
| construire les asymplotes, la projection horizontale ne
présenterait plus aucune difficulté

; 800. Pour obtenir ce résultat, nous rappellerons (ue si
on faisait tourner aulour de axe ck de la surface inclinée
Pune des asymplotes xo'z de la section méridienne, on’
engendrerait le céne circulaire asymptote de cetle méme
surface (663 ).

Les génératrices formant les limites de la projection
i horizontale de ce cone seraient les asymptotes de 'by-
perbole qui limite la projection horizontale de la sur-
face.

De la résulte la construclion suivante :

1™ opération. La droite r¢, perpendiculaire sur l'a-
sympiote xo'a, coupera I'axe ck en un point ¢ qui sera
le centre de la sphére inscrile dans le cone asymplote; les
deux circonférences bb,dd seront les projeclions de cette
sphére.

Enfin, les droites ok, tangentes a la circonférence dd,
et limites de la projection horizontale du coue, seront les
asymplotes de I'hyperbole formant le contour de la pro-
jeetion horizontale de Ia surfuce BB

On se rappel]ela (497) que les points de tangence Z,1
peuvent étre déterminés par la perpendlcnl'ure .ibmssee
: du point ¢, suivant lequel la 5p11éle est Louchée par les
: deux plans verticaux tangents au cone asymplote.

801. Dans quelques occasions ou lon n'aurait pas

d’'autre but que d’ajuster deux surfaces de révolution,

on pourrait se dispenser de construire la projection hori-
i zonlale de la surface inclinée; les projections B' et B" de
cette surface suffisant, avec celles de la surface A, pour
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déterminer tous les poinls des deux courbes de péné-
Lration.

802. Intersection de deux ellipsoides de révolution A
et B {ﬁg Ll ).

On concevra ( fig. 443)la sphére C, enveloppée par deux
ellipsoides A' et B/, semblables et paralléles aux surfaces
données. Ces deux surfaces auront un axe commun pro-
jeté par le point o et qui sera égal au diamétre de la sphére
inscrite. De plus elles se pénétreront suivant deux ellipses
qui auront pour projection les droites aa, cc.

Or, les deux ellipsoides A' et B' élant paralléles et sem-
blables aux ellipsoides données A et B, il en résulte que
si on coupe ces derniéres surfaces par des plans tels que
p'q’s paralléles & celui qui contient Vellipse aa, on oblicn-
dra pour seclions des ellipses semblables et paralléles a
cetle derniére courbe, et I'on pourra loujours trouver un
plan de projection sur lequel toutes ces ellipses se projet-
teraient par des cercles (102).

803. On arriverait au méme but en coupant les deux
surfaces données par des plans paralléles a celui qui con-
tient Uellipse ee.

On choisira celui de ces deux systémes de plans cou-
pants qui donne les meilleures inlersections.

804. Il n’est pas nécessaire que les centres des deux
ellipsoides auxiliaires coincident avec celui de la sphére
inscrite; il suffit que ce dernier point soit & l'intersection
des deux axes. Cela est une conséquence du théoréme gui-
vant, dont la démonstration ne peut élre placée convena-
blement que dans un traité de geomélrie analylique.

Zoutes les fois que deux courbes du second degré sont
tangentes a une méme circonférence , de maniére quelles
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forment par leur intersection un guadyilatére circonserit,
les diagonales passant par les sommets opposés de ce qua-
drilatere curviligne, et les cordes qui joignent deux a
deux les points de tangence opposés, se coupent en. un
méme point.

Le théoréme cité aun® 748 n'est qu'un cas particulier
de celui que nous venons d'énoncer, parce que les cdles
reclilignes du quadrilatére circonserit peuvent, dans ce
cas, étre considérés comme des variétés de courbes du se-
cond degré.

805. Il résulte de ce qui précéde que si la parabole A" et
I'hyperbole B" ( fig. 45) sont les sections méridiennes de
deux surfaces de révolution circonscrites a une méme
sphére, les ellipses provenant de la section de ces deux
surfaces par un plan pg se confondront, puisqu'elles au-
ront le méme axe aa, et un point commun ¢, situé sur
les deux cercles zx,vu, suivant lesquels la sphére inscrite
est touchée par les deux surfaces dont il s'agit. Il en
serait de méme de la section des mémes surfaces par le

plan p'q'.

806. On pourra donc résoudre la question du n® 798
par une série d’opérations analogues & celles que nouns
avons indiquées pour deux ellipsoides de révolution.

1° On décrira ( fig. b43) un cercle quelconque auquel on
circonscrira une parabole el une hyperbole semblables
aux sections méridiennes des deux surfaces données A
et B (fig. hlt).

2° On coupera ces derniéres surfaces par un systéme
de plans paralléles & celui qui contient I'une des deux
ellipses aa ou a'd' (fig. kb5 ).

Les sections des deux surfaces données par ces plans
seront des ellipses semblables.
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3" On prendra un plan de projection sur lequel toates
ces ellipses se projebleraient par des cercles dont les in-
tersections suffiront pour déterminer tous les points des
deux courbes de pénétration.

CHAPITRE IIL

SURFACES REGLEES.

807. On donne; en général, le nom de surfaces réglées
a celles qui sont engendrées par dhe ligne droite qui se
meul suivant certaines conditions.

808. Dans le cas le plus général , on peut supposer que
la génératrice esl assujettie a s'appuyer sur trois courbes
que on nomme les directricés de la surface,

Cette condition suflit pour délerminer chaque position
de la génératrice; car une droite qui passant par un point
de la premiére courbe glisserait en sappuyant sur la se-
conde, serait déterminée de position, au moment oil elle
renconlrerait la troisiéme.

809. Dans quelques surfaces la génération est déter-
minée par d'autres conditions. Ainsi, par exemple, dans
les surfaces cylindrigues, que l'on peut regarder comme
cas particuliers desgurfaces réglées, puisque la génératrice
est une ligne droite, on donne ordinairement une direc-
trice,, el les deux autres sont remplacées par la condition
que toutes les positions de la génératrice soient paralieles
entre elles.

Dins les cones, deux des directrices sont remplacées par
celte condition, que loutes les génératrices contiennent lé
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sommet. Enfin, dans les surfaces normales, la condition
que la génératrice soit constamment perpendiculaire & une
surface donnée permet de n'employer qu'une directrice;
mais tous ces cas particuliers pourront facilement se rame-
per au cas général; car on pourra toujours, dans chaque
cas, prendre pour directrices trois courbes quelconques
situées dans la surface, de maniére qu'elles soient coupées
par toutes les généralrices. '

810. L'une des trois directrices peut encore étre rem-
placée par cetle condition, que deux positions conséci-
tives de la génératrice se trouvent toujours dans un méme
plan, et c’est en cela §ue consiste le caractére des surfaces
développables.

Les surfaces réglées qui sont privées de la propriété
d’étre développables se nomment surfaces gauches.

811. Enfin, on peut remplacer I'une des directrices par
cette condition que la génératrice, dans son mouvement,
reste toujours parallele & un plan donné, que I'on nomme
plan directeur.

Ce dernier genre de surfaces réglées devant étre fré-
quemment employé dans les applications, nous en ferons
une classe particuliére ; ainsi nous distinguerons deux es=
péces principales de surfaces réglées:

1° Les surfaces réglées qui onl trois directrices;

2° Les surfaces réglées qui ont deux direclrices et un

lan directeur,
plan ®

Construction des surfaces réglées qui ont trois
directrices.

812. Soient (fig. k46, PL 67) (AA'), (BB'), (CC'), les
trois directrices d’une surface réglée; on veut construire la
génératrice qui passe par le poinl ss'.
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Conceyons un céne qui ait pour sommet le point ss', et
pour directrice la courbe BB'; le point suivant lequel la
surface de ce cone sera percée par la courbe CC!, ap-
partient a la génératrice cherchée. En effet, 1a droite
su, s, située dans la surface du ebne auxiliaire, cou-
pera en un point v¢' la courbe BB' que nous avons prise
pour directrice de ce cone. Elle s'appuiera done sur les
trois directrices de la surface réglée suivant les points
s’ ol ud,

Pour obtenir le point uu, on construira (640) la courbe &,
provenant de I'inlersection du céne auxiliaire par le cy-
lindre vertical qui contient la courbe CC'; Iintersection
des deux courbes &' et C' fait connaitre la projection ver-
ticale du point uu'.

En recommencant cette construclion, on aura autant
de positions de la génératrice que I'on voudra.

Si la directrice BB' était une ligne droite, le céne auxi-
liaire serait remplacé par un plan, et la question serait
alors réduite & déterminer le point olt ce plan couperait la
troisiéme directrice CC' (329).

1l est bien entendu que 'on pourra, si on le juge plus
commode, employer la courbe C comme directrice du cone

auxiliaire, et chercher 'intersection de ce cone par la di-
reciric® B.

On fera bien aussi de sassurer que les généralrices
obtenues coupent les trois directrices de la surface (k).

813. Lorsque l'une des trois directrices est une ligne
droite, la construction des génératrices devient extréme-
menl simple, si on projette la surface sur un plan perpen-
diculaire a celle directrice droite,

Prenons pour exemple ( fig. 448) la surface réglée ayant
pour l'une de ses directrices un arc de cercle AA’ paral-
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léle au plan vertical de projection, el donl le centre est
au-dessous du plan horizontal; la seconde direclrice est
le demi-cercle CC', aussi paralléle au plan vertical et
ayant son centre dans le plan horizontal ; enfin la troi-
sieme directrice est la droite BB, située dans le plan
horizontal , el perpendiculaire an plan vertical de pro-
jection. ’

Cette troisitme directrice se projetant sur le plan verti-
cal en un seul point B, toules les projections verlicales
des uénératrices doivent concourir & ce point: de sorte
que polir construire, par exemple, celle qui passe par le
point ss', on Lracera s'B', et la projection verticale du point u
sera connue par l'intersection de cetle ligne avec . En
abaissant la perpendiculaire du point ', on aura u; ainsi
su sera la projection horizontale de la génératrice de-
mandée,

Dans cette construction, le plan s'B'B, perpendiculaire
au plan vertical, tient lieu du cone auxiliaire que nous
avons employé précédemment pour résoudre le cas gé-
néral.

La courbe zo'x est la trace verticale de la surface.

Si la directrice BB', en passant toujours par le cenlre de
la directrice CC', cessait d'étre située dans le plan horizon-
tal, et qu'elle s'inclinat en s'approchant du centre de la di-
rectrice AA', la forme de la surface se rapprocherait de
celle d’un céne oblique, et elle deviendrait une surface de
coneau moment ot la directrice BB contiendrait les centres
des deux autres directrices.

814. Je prendrai pour second exemple (fig. kh9) la
surface ayant pour directrices les deux cercles verticaux
AA', CC', élevés sur les cotés du parallélogramme mnpq,
et la droite BB' perpendiculaire au plan vertical de pro-
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jection, el passant par le centre du parallélogramme; la
construction se fera comme dans 1'épure précédente. Les
projections -verticales des génératrices concourent tontes
au point B'; la courbe zo'x est la trace verticale de la
surface.

Si le parallélogramme mnpg était un rectangle, les deux
cercles AA', CC', auraient la méme projection verlicale, et
la surface serait un cylindre perpendiculaire au plan verti-
cal de projeclion; si au conlraire les projections verticales
des deux cercles s’écarlaient jusqu'a ce que la diagonale pn
fut perpendiculaire au plan vertical, la surface se compo-
serait de deux moitiésde cones qui auraient leurs sommets,
I'un au point p, l'autre au point n.

Construction des surfaces réglées qui ont un plan
directeur.

815. Lorsqu’on prend un plan directeur pour détermi-
ner la génératrice d’'une surface réglée, cela revient a sup-
poser que la troisiéme directrice est une droite ou une
courbe plane dont tous les points seraient situés a une dis-
tance infinie; car, dans ce cas, la génératrice ne pouvant
rencon(rer cette courbe qu'a l'infini, doit rester constam-
ment paralléle au plan qui la contient.

816. En prenant le plan directeur pour plan de projec-
tion, la conslruction de ces sortes de surfaces devient
extrémement simple. 3

Soient, par exemple (fig. 447), les deux directrices AA',
GC', le plan vertical étant le plan directeur.

Toutes les génératrices devant étre paralléles au plan
vertical de projection, leurs projections horizontales se-
ront paralléles a la ligne AZ; d'ott il résulte qu’en élevant
des perpendiculaires par les points ol ces projections
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rencontrent celles des directrices, on aura les projec-
tions verticales correspondantes. Ainsi, aprés avoir con-
struit su paralléle & la ligne AZ, on élivera les per-
pendiculaires ss', uu', et la projection verticale s'u' sera
déterminge.

Le cone auxiliaire que nous avons employé dansle prin-
cipe général se trouve ici remplacé par un plan paralléle
au plan vertical de projection et ayant la droite su pour
trace horizontale.

817. Si le plan directeur était incling, le cone auxi-
liaire serait remplacé par un plan incliné paralléle au plan
directear. On pourra éludier ce cas comme exercice,
mais dans la pratique il sera toujours plus simple de
prendre un plan de projection paralléle au plan direc-
teur.

§18. Parmi les cas particuliers, nous devons surtout
remarquer les surfaces auxquelles on a donné le nom de
conoides.

On nomme ainsi toute surface ayant un plan directeur,
et une droite pour l'une de ses direclrices.

Soit (fig. 450). La premiére directrice est le demi-
cercle AA'; la scconde directrice est la droite GG/, per-
pendiculaire au plan horizontal, et le plan dirccteur
étant horizontal, on pourra commencer par la projection
verlicale ou par la projection horizontale de la genéra-
trice. Dans le premier cas on coustruirait la projection
verticale paralléle & la ligne AZ, et si T'on voulail com-
mencer par la projection horizontale, on la ferait passer
par C. La courbe zo' esl la trace verlicale de la surflice.
Si tous les points suivant lesquels les génératrices cou-
pent la directrice verticale CC' étaient rapprochés en
un seul, la surface deviendrait un céne, et c’est par
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suite de cette analogie qu'on lui a donné le nom de co-
noide.

819. Second exemple. Soit prise (fig. 451) la courbe
AA'pour premiére directrice; pour seconde directrice, la
verticale GC!, le plan directeur étant horizontal , on pourra,
pour construire une génératrice, commencer par la pro-
Jection verticale ¢!, parallele & la ligne AZ; ou par
la projection horizontale ¢C, que l'on fera passer par le
point C.

Celle surface se nomme conoide hélicoide : elle est du
genre des conoides , puisque ayant un plan directeur, elle
a de plus une droite pour direclrice; et le nom d'7é-

licoide lui vient de ce que sa seconde directrice est une
hélice.

820. Toutes les surfaces hélicoides ne sont pas en méme
temps conoides ; il faut pour cela, nous l'avons déja dit,
que Pune des directrices soit droite. -

Quelquefois la génératrice devra, dans son mouvement,
rester paralléle & un plan directeur, et sappuyer sur deux
hélices de méme pas et & bases concentriques.

D'autres fois le plan directeur est remplacé par la con-
dition que la génératrice sappuiera sur une Lroisiéme di-
rectrice, ou quelle touchera un cylindre donné, ou qu’en-
fin elle sera normale & une surface ou tangente & une
courbe donnée,

Surfaces développables.

821, Nous ayons dit (810) qu'une surface réglée est
dév%oppaf;fe, toutes les [ois que deux positions consécu-
tives de la généralrice se trouvent toujours dans un méme

plan.
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On peut supposer, en effet (fig. 433, PL 68), que la

portion de surface acx, comprise entre deux génératrices
consécutives, tourne autour de l'une d’elles jusqu'a ce
qu’elle soit venue se placer dans le prolongement de Ves-
pace cez. ;

On fera tourner ensuite Pespace a'ez pour le rabatire
dans le prolongement de evo, et ainsi de suite jus-
qua ce que la surface tout entiére soit étendue sur le
plan a"'su.

829, La courbe x2zou, qui contient tous les points d'in-
tersection des génératrices, se nomme une aréte de re-
broussement ; les génératrices élant infinies, il en résulle
que Varéte de rebroussement d’une surface développable
partage la totalité de cette surface en deux parties bien
distinctes A et A’ (fig. 482) que l'on nomme les deux
nappes de la surface.

823, L'aréte de rebroussement peut étre considérée
comme formée par le contour d’un polygone dont chaque
c6té infiniment petit est la portion de génératrice com-
prise entre les deux points suivant lesquels cette ligne
est rencontrée par la génératrice qui suit et par celle qui
précéde.

Chaque génératrice étant le prolongement de l'un des
petits cotés de ce polygone, est par conséquent une tan-
gente 4 laréle de rebroussement, et celle propriété est
souvent prise pour définition des surfaces développables
que 'on considére comme engendrées par une droite qui
se meut de maniére a rester constamment tangenie a une
courbe.

82k, Si tous les points de tangence se réunissaient en
un seul , la surface deviendrait un cone (fig. 454), et 'aréte
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de rebroussement, réduite en un seunl point, formerait le
sommet du cone,

Ainsi, le cone est une .swface developpable dont Uaréte
de rebroussement est un point.

Le cylindre est une surface développable dont laréte
de rebroussement est un point situé a une distance in-

Sfinie.

825. L’aréte de rebroussement d'une surface dévelop-
pable est en général une courbe & double courbure; mais
si cetle ligne devenait plane, la surface deviendrait un
plan, puisqu’elle serait le lieu géométrique des Langentes
4 une courbe plane.

Nous allons étudier un exemple particulier de surface

développable.

826. Supposons que la courbe aue,a'v'c’ (fig. &55) [soit
une portion d’hélice, si nous ‘construisons (347) un certain
nombre de tangentes a cette courbe, la surface qui con-
tiendra toules ces tangentes sera réglée puisquielle aura
une droite pour génératrice; de plus, elle ‘sera hélicoide
puisque sa directrice sera une hélice (819, 820), Enfin
elle sera développable puisque toutes ses génératrices se-
ront langentes 4 une méme courbe, qui sera son aréte de
rebroussement (823).

827. Développement. Les projections des génératrices
ayant él1é obtenues en opérant comme nous l'avons dit
an n’ 349, proposons-nous de construire le développement
de la surface. >

On remarquera d'abord que les deux tangentes (a—1)
(a'—1"), (¢—9) (¢—9"), étant paralléles au plan vertical
de projection , elles doivent éire projetées sur ce plan dans
leur véritable grandeur,

;
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On tracera (fig. 456) la droite ¢"—9" égal a la tangente |
¢'—9' et a""—9" égal 4 la tangente ¢'—1'; de sorte que '
¢"—a", dilléerence de ces_deux tangentes, sera égal au
développement de I'arc d’hélice compris entre les deux
points aa' et cc',

Ladillérence de hauteur des points cc et aa’ ( fig. 485),
élant égale i huit fois la seiziéme partie du pas de 'hélice,
on partagera la distance ¢"a" (fig. &56) en huit parlies
égales , et Von portera la moitié d'une de ces parlies de
¢"en y et de @ en 5 ; de sorte que la distance ys sera égale
! a sept fois la huitiéme partie de ¢"a"".
it Cela étant fait, on construira une série de secteurs
i circulaires ayant pour bases les arcs 9" —8"=9 —8,
; 8"—17"=8—1, elc., et ponr rayons successifs les droiles

: | crl'._‘gl'r:_c!_ 9!3 8]‘”’_8”: Bw_ 9Ir= 17 fI'J'_7 p—w 9"

i1 On se contentera, pour tracer cette ficure, de f.m-e les
| P 9

i cordes 9"—8"—=9-—8  8"—7"—-8—1, ele., d'oi il résulte

i1 2 1 1

ol que les arcs sons-tendus ne seront pas rigoureusement

égaux, puisqu’ils appartiennent a descercles dont lesrayons
seront dillérents; mais celte maniére d’opérer, suflisam-
ment exacle pourles applications, est analogue a celle que
nous avons indiquée pour construire les développements
du cylindre et du cone.

Il est dailleurs évident que l'on pourra augmenter
W I'exactitude en tracant (fig. 455) un plus grand nomhre
' de généralrices,

- 828. La courbure de 'hélice auc,a'v'c' étant uniforme
dans toute son élendue, il en résulte que dans le dévelop-
pement elle se transforme en une circonférence de cercle
tangente au polygone formé par le prolongement desrayons
de la courbe 9"—6"—1"; de sorte que cetle derniére ligne
sera la développante du cercle ¢"—6"—a".

On pourra, comme vérification, chercher le centre du
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cercle en élevant des perpendiculaires par le milieu de deux
quelconques des colés du polygone ¢'—6"—a",

829. Quand on fait mouvoir la tangente a—1 ,a'—1'pour
engendrer la surface hélicoide, chaque point de la géné-
rairice décrit une hélice qui a le méme pas que l'aréte
de rebroussement; toutes ces hélices se projettent sur le
plan horizontal par des cercles concentriques tels que
1z2,5rp, et l'on pourra facilement en déduire les projec-
tions verticales.

830. Les portions de génératrices comprises entre cha-
cune de ces hélices et celle qui forme I’aréte de rebrousse-
ment de la surface étant égales, il en résulte que dans le
développement ( fig. k56) toutes les hélices de la surface

- - - ’ - -
seront encore représentées par des circonférences qui au-

raient leurs centres au point o.

Ainsi; T'arc de cercle 1"z"x" sera le développement de
I'hélice 1z engendrée par le point 1, et arc de cercle
5%7"" sera le développement de I'hélice 5rv engendrée par
le point 5.

De sorte quela fig. 5"v"2"2" estle développement de la
partie de surface comprise entre les deux hélices zz,5rv et
les deux génératrices z5,xp.

831. Si le centre et l'aréte de rebroussement étaient en
dehors de I'épure, on déterminerait avec beaucoup de soin
les véritables grandeurs des cotés z"¢,5"7, et de la diago-
nale z2"i, ce qui, avec les cotés ¢7,2"5" qui sont égaux
a x'v' (fig. k83), suffirait pour construire le quadrilatére
z 5.

Quatre quadrilatéres égaux placés & coté les uns des
autres formeraient alors le développement de la portion

"ot grn

de zone 502"z
24
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832. Plan tangent. Silon concoit deux généralrices in-
finiment rapprochées , I'espace angulaire compris enfre ces
deux lignes pourra élre considéré comme plan puisqu’il
contient deux droites qui se coupent.

Cet espace prolongé devient un plan tangent i la surface
développable, et les deux génératrices qui déterminent la
direction de ce plan , étant infiniment rapprochées, peuvent
éire comsidérées comme une ligne double (318) qui est
alors la génératrice de tangence.

1l résulte de Ia que le plan tangent & une surface déye-
loppable , touche cette surface suivant toute la longueur
de la génératrice de tangence.

Celte remarque est conformea ce que nous avons dit &
l'occasion des plans tangents aux surfaces cylindriques et
coniques.

L

833. La génératrice de tangence etant considérée comme
double et provenant de la pesition infiniment rapprochée
de deux droites qui se coupent, détermine la position du
plan tangent, mais ne suffit pas pour en construire les
traces.

1l faudra, dans ce cas, choisir une courbe quelconque,
située sur la surface, et construire la droite qui toucherait
celte courbe au point ot elle coupe la génératrice de tan-
gence, Ainsi, par exemple, pour obtenir le plan qui tou-
cherait Ja surface AA' ( fig. 432), suivant la génératrice ze,
on déterminera la conrbe aem , située sur la surface et pro-
venant si 'on veut de son intersection par un plan ou par
toute autre surface.

On tracera la droite th , qui touche la courbe au point e,
suivant lequel cette ligne est renconlrée par la génératrice
de tangence. .

Enfin , on construira les traces du plan qui contiendrait
les deux droites ze, th.
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I ne restera plus dans chaque cas parliculier qu’a choi-
sir la courbe aem , de maniére que la construction de la
seconde tangente ¢4 soit la plus exacte et la plus simple
possible.

Toutes ces questions -ont &té résoliies dans le second
livre pour les surfaces cylindriques et coniques; nous
allons en faire application 4 la siirface proposée.

83k4. La courbe 1—5—8 (fig. 158) étant 1a trace hori-
zontale de la surface donnée, la droite h—8 , perpendi-
culaire sur le rayon de courbure du point 8, sera la trace
horizontale da plan tangent.

Cette trace sera représentée dans le développement
par la droite A"—8", perpendiculaire au rayon de cour-
bure §"—8".

La droite /r, perpendiculaire au rayon gr (fig. k85),
sera la trace horizontale d'un plan tangent au cylindre
vertical projetant de 1'hélice 5rp.

Les droites Ar,h'r seront par conséquent les deux pro-
Jections de la tangente 4 I'hélice Srv,8'r'v' (687).

Cette tangente sera représentée dans le développement
(fig. 456) par la droite A", tangente a la circonférence

5""". Bnfin, on pourra s'assurer comme vérification que’

R'—8" ( fig. k56) est égal & h—8 (fig. k55), et que A"" est
la yéritable grandeur de la tangente /7, 4'r' (35).

De Uhyperboloide & une nappe et du paraboloide
?z}fpcrboiigue.

835. Lorsquune surface réglée a pour directrice trois
lignes droites, elle prend le nom d'hyperboloide & une
nappe.

Si l'une des directrices était remplacée par un plan
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directeur, la surface serait un paraboloide hyperbo-
ligue.

Les dénominations précédentes proviennent de la na-
ture des sections que l'on obtient en coupant ces deux sur-
faces suivant certaines directions.

Construction de Uhyperboloide a une nappe.

836. Les trois droites AA’, BB, CC ( fig. 487, PL. 69)
étant les directrices de la surface, supposons que I'on
veuille obtenir une génératrice passant par le point m,m/,
on construira le plan pp qui contient ce point et la direc-
trice BB'; puis on déterminera I'intersection nz/ de ce plan
avec la directrice CC'. La droite mn,m'n’ sera la généra-
trice demandee.

Le plan pp remplace ici le cone auxiliaire dont nous
avons parlé au n°812, Ce plan sera déterminé par la direc-
trice BB' et par une seconde droite mu, m'y’ qui joindrait
un point quelconque ux' de celte directrice avec le point
donné mm'.

La trace verticale du plan p doit passer par les deux
points o' et s', et la trace horizontale doit étre paralléle a
la projection horizontale de la droite mu, m'u’ que T'on a
choisie dans ce but, paralléle au plan horizontal de pro-
jection, mais qui cependant pourrait étre prise dans toute
autre direction.

On sassurera que la génératrice mn,m'n’ rencontre la
directrice BB' (b4). :

837. 1l n’est presque jamais commode de construire sur
Pépure les traces du plan auxiliaire pp. Dans ce cas, on
pourra opérer de la maniére suivante :

On prendra (fig. 458) sur la directrice BB' deux points
quelconques ui', vv'.
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On joindra ces points avec mm' par les deux droites
(muym'e) (me,m'v') qui détermineront le plan anxiliaire.

Les deux droites 00!, ss' perpendiculaires ala ligne AZ,
feront connaitre les points o' et s'. Enfin, la droite o's' qui
oint ces deux points sera l'intersection du plan proje-
tant de la directrice GC' avec le plan des deux droites
(mu,m'e ) (my, m'yv').

Cette derniére opération déterminera le point nn', sui-
vant lequel la génératrice (mn, m'n') s'appuie sur la direc-

trice CC' (812).

838. Le plan auxiliaire qui conlient le point 1am/ et la
directrice BB', serait déterminé complétement par cette
directrice et par I'une des droites (mu, m'u’) (me,m'v’). 1l
semblerait donc que I'une de ces lignes est inutile; mais
alors, pour construire la droite o's/, il faudrait prolonger
la directrice BB' jusqu'a sa rencontre avec le plan proje-
tant de la troisitme directrice CC'; ce qui serait sonvent
impossible, et dans tous les cas moins commode que la
construction précédente, puisque I'on peut toujours choi-
siv les deux points uw et vy’ de la maniére qui convient le
mieux a la disposition de I'épure.

Construction du paraboloide hyperbolique.

839. Soient données les deux directrices AA',BB et le
plan directeur PP: pour oblenir la génératrice qui coupe la
directrice AA' au point mm', on construira :

1° Les deux traces du plan P'P', qui contient le point
donné m,m', et qui est paralléle au plan directeur PP (76);

9° Les deux projections n et ' de Uintersection du plan
P'P’ avee la deuxiéme directrice RB' du paraboloide (70);

8" Les deux projections mn,m'n' de la génératrice de-
mandée,
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840. Au lieu de construire les traces du plan directeur,
on préfére presque toujours déterminer la direction de ce
plan par la condition qu’il soit paralléle 4 deux droites
données.

Supposons , par exemple, que les droites AA', BB"
(fig. 460) sont les deux directrices d’'un paraboloide hyper-
bolique, dont le plan directeur serait paralléle aux deux
droites XX' et ZZ'; on veut construire la génératrice qui
contient le point m,m/, pris a volonté sur la directrice AA';
on tracera par le point mm/ :

1° La droite max, m'x’ paralléle & XX';

2° La droite mz, m'z' paralléle 4 ZZ',

Le plan des deux droites (mx, m'a’') (mz,m'z') sera pa-
ralléle au plan directenr, et contiendra par conséquent la
génératrice demandée.

Pour obtenir le point suivant lequel cette génératrice
sappuie surla seconde directrice B,B', on concevra le plan
vertical projetant de cette derniére ligne.

L'intersection de ce plan avec celui des lignes (max, m'a")
(mz,m'z'), sera la droite 'z, et le point nr' suivant lequel
cette ligne rencontre la directrice BB', détermine la géné-
ratrice mn,m'n.

841. Il ne faut pas négliger les abréviations qui peuvent
résulter du choix des plans de projection, Ainsi, par
exemple, §’il s'agit d'un hyperboloide a4 une nappe, on
devra, toutes les {ois que la disposition de I'épure le per=
meltra, projeter la surface sur un plan perpendiculaire a
I'une de ses trois directrices (813).

Supposons ( fig. 461, Pl. 70) que I'nne des directrices
soit Ja droite BB', perpendiculaire au plan horizontal , et
que les deuxautres directrices soient les droites AA’, CCY;
les projections horizontales des génératrices concourront
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toutes au point B, et par conséquent leur construction ne
présentera aucune difficulté. Ainsi, aprés avoir construit
la projection horizontale sB de I'une des génératrices,
on élévera la perpendiculaire ss',u/, jusqu’ala rencontre
des projections verticales des directrices' AA', CC, et I'on
aura la droite '’ pour projection verticale de la géné-
ratrice.

La courbe zo'x' est la trace verticale de la surface; pz et
Bg en sont les traces horizontales ; ces courbes sont des
arcs d’hyperbole.

842. §'il s’agit d’'un paraboloide, on devra, autant que
possible,, prendre un plan de projection paralléle au plan
directeur. Ainsi :

Les droites AA', GC' {fig. 462 ), étant prises pour direc-
trices d'un paraboloide hyperboligue, on agira comme
nous Pavons fait (816) pour le cas o les directrices élaient
courbes.

La trace verticale de la surface est la droite z'z', et
les deux ares d’hyperhole v, nk, en sont les traces hori-
zonlales,

843. Dans le paraboloide projeté (fig. 463), le plan di-
recteur étant perpendiculaire au plan wertical de pro-
jection, toutes les projections verticales des généra-
trices seront paralleles entre elles et & la trace verticale
du plan directeur. Les courbes zx,pn sont les traces de la
surface.

84k, Sur la fig. 464, le plan directeur étant perpendi-
culaire aux deux plans de projection, les projections des
génératrices seront perpendiculaires i la ligne AZ.

Si on veul construire les traces de la surface, il fau-
dra projeter d’abord les directrices et ensuile les généra-
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{if trices sur le plan directeur qui est rabattu & droite de

I'épure.

843. Sur la fig. 465, le plan directeur est paralléle a
la ligne AZ. Dans ce cas on emploiera un plan auxiliaire
de projection p' perpendiculaire au plan directeur.

Lesdroites A" et B" seront les projecl.ions des directrices
sur le plan auxiliaire p', la projection s"u" d'une généra-
trice sera paralléle a la droite pg, qui est la trace clu plan
directeur.

846. La méme disposition d’épure peut étre appliquée
au cas ol le plan directeur aurait une inclinaison quel-
conque. Ainsi, par exemple (fig. 466), on pourra toujours
employer un plan auxiliaire de projection p', perpendicu-
laire & 'une des traces du plan directeur, et par consé-
quent perpendiculaire a ce plan.

Les droites A" et B" seront les projections des directrices
sur le plan auxiliaire p', et les projections des génératrices
i seront paralléles a Ja droite pg, qui est Pintersection du
S plan directeur p avec le plan auxiliaire de projection p'.

847. Les sections de 'hyperboloide a une nappe et du
paraboloide hyperbolique par des plans, sont des courbes
du second degré dont l'espéce dépend de la direction des
ke plans coupants.

848. Ces propositions ua'ydut qu'un rapport indirect
iR avec le but de cet ouvrage, jengagerai le lecteur i les
i étudier dans les traités de Géométrie analytique. Mais
parmi les propriétés des deux surfaces qui nous occupent,
il en est une qui se rattache si intimement avec les ques-
tions que nous aurons & résoudre par la suite, que je crois
devoir en donner ici la démonstration,
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Double génération de U'hyperboloide o une nappe et du
paraboldide hyperbolique.

849. L'hyperboloide & une nappe et le paraboloide hy-
perbolique différent des autres surfaces réglées par cette
propriété remarquable, gu'elles peuvent étre engendrées
par une ligne droite de deux maniéres différentes.

Double génération de I'hyperboloide a une nappe.

830. Soient AB, CD, EF ( fig. 467, Pl T71) les trois
directrices d’'un hyperboloide & une nappe;

AL, GH, BF, trois positions de la génératrice de celte
surface. Je dis que si l'on prend ces trois derniéres lignes
pour directrices d’un second hyperboloide, ces deux sur-
faces coincideront dans toute leur étendue et n'en feront
par conséquent qu'une seule.

Cela revient & prouver qu’une droite quelconque mn
qui s'appuierait sur les trois premiéres directrices, coupe-
rait toujours une droile quelconque pg qui sappuierait
sur les trois autres. Alors il sera démontré que toutes les
génératrices de la premiére surface coupent toutes les gé-
nératrices de la seconde, et que, par conséquent, les deux
surfaces se confondent.

Ce principe est la conséquence de quelques théorémes
dont nous allons donner la démonstration.

851, Si une transversale coupe les trois cotés d’un trian-
gle ou leur prolongement, le produit de trois segments
discontinus , cest-a-dire qui n'ont pas dextrémité com-
mune , est égal au produit des trois autres segments pa-
reillement discontinus.

Soient (fig. 468)le triangle ABC et la transversale PQS,
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formant par ses intersections avec les cotés les six segments
PA, PB, QA, QC, 5B, 8C.
Menons CO paralléle 2 AB ;. on aura

PB:0G:: SB;SC,
OC:PA:: QC:QA.

Multipliant les deux pr0porti0n§, el réduisant, il vient
PB:PA ;:SBxQC:5C xQA;
PBx SCx QA=PA x SBx QC;

d’ont
ce qu'il fallait démontrer.

882. Si sur les cétés dun quadrilatire gauche, on prend
quatre points qui soient dans un méme plan , le produit
des quatre segments discontinus est égal au produit des
quatre autres segments éga!eiment discontinus.

Soit (fig. 169) le quadrilatére ABCD. 8i les quatre
points P, Q, R, §, sont dans un méme plan, les trois lignes
BD, PQ, RS concourront en un point M, intersection des
trois plans ABD,BCD, PQRS,

D'aprés cela, la transversale PQM coupant les cotés du
triangle ABD, on aura (851)

BP 3 AQ x DM =PA % QD x BM.
La transversale RSM donnera

BM x DS x CR=SC x RB X DM
Multipliant ces deux équations et réduisant, on aura

BP X AQx DS x CR=PA X QD XSC X RB.
Ce qu'il fallait démontrer.

853. Réciproquement, si quatre points sont situés sur
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les cotés d'un quadrilatére gauche, de maniére que le
produit de quatre segments discontinus soit égal au produit
des quatre autres segments pareillement discontinus, Jje
dis que ces quatre points seront dans un méme plan.

Soit (fig. %70) le quadrilatére gauche ABCD et les
qualre points P, Q, R, S, tels que I'on ait

APXBQ X CSX DR=PBx QCxSD xRA.
La transversale PQM donne
PB < QCx AM=AP x BQ x CM.

La transversale RSK donne
SD X RA x CK=CS DR x AK,

Multipliant les trois équations précédentes et réduisant,
on a
AMXCK=CMxAK,
ou
CK (AC-+CM)=CM(AC--CK),
CKXACHCKXCM=CMxAC-+}CK x CM.

Réduisant, .
CK =CM.,

Donc, les deux points M et K n’en doivent faire qu’un;
donc, les droites PQ, RS, se coupent en un point M sur
la ligne AC; et les quatre points P, Q, R, S sont par con-
séquent dans un méme plan,

Clest ce qu'il fallaib démontrer.

854. Revenons ala figure (467), article (850). 1l g'agit
de prouver qu'une génératrice quelconque mzn du pre-
mier hyperboloide coupe nécessairement une génératrice
quelconque pg du second.
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Or, la ligne GH s'appuyant sur les trois directrices pri-
mitives AB, CD, EF, coupe la seconde au point u. Les
quatre points C,G,D,H sont par conséquent dans un
méme plan, et par le principe du n°® 852, on doit avoir

ECxAG xBD xFH=CA x GB x DF X HE.

La ligne mn, sappuyant sur les mémes direclrices,
coupe CD en z, et les quatre poinls C,m,D,n sont dans
un méme plan, ce qui donne

CAxmeDFan=EG><&m><BD %X Fn,

I R At =

Enfin la ligne pg s'appuyant sur les trois droites AE,
GH, BF, coupe GH en v, et les quatre points p, G, ¢, H

étant dans un méme plan, on a

pA <GB x ¢F « HE =Ep X AG % By x FH.

ik Multipliant les trois équations qui précedent et rédni-
sant, on a

pAX mB X gF XnE:E_p)éAm x Bg < Fn.

Donc, puisque les quatre points p,m,q,n sont situés sur
i les colés du quadrilatére gauche, de telle maniére que le
produit de qunire segments discontinus est égal au pro-
Al duit de quatre autres, il en résulle (853) que ces quatre
¥ ' points sont dans un méme plan, et que les droites mn, pg
se coupent en un point y.
Donc enfin , puisque une génératrice quelconque de la
. premiére surface est toujours coupée par une génératrice
! .!_. quelconque de la seconde, il en résulte, comme nous nons
i proposons de le démontrer, que toutes les génératrices du
- premier hyperboloide rencontrent toutes les génératrices
du second , et gue, par conséquent, les deux surfaces
coincident et wen font gu'une seule.
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Propriétés du paraboloide hyperbolique.

855. On démontre en géométrie, que les parties de deux
droites comprises entre des plans paralléles sont propor-
tionnelles entre elles.

Soient (fig. k71) les deux lignes AB, CD, coupées par
les plans P, P', P", paralléles entre eux, On aura

Am :mB :: Cn:nD.
Or les positions diverses de la génératrice d’'un para-
boloide hyperbolique étant déterminées par des plans

paralléles au plan directeur (839), on peut dire en gé-
néral que :

856. Les directrices d'un paraboloide hyperbolique
- sont coupées par les génératrices en parties preportion-
nelles.

857. Réciproquement, si deux droites sont coupées par
trois autres en parties proportionnelles, ces trois derniéres
lignes seront paralléles & un méme plan.

Supposons ( fig. 471) que l'on ait

Am:mB :: Cn i uD.

Si les droites AG, mn, BD, n’étaient pas paralléles a un
méme plan, concevons une ligne mo, située dans un plan
paralléle aux droites AC,BD; on aurait.

Am :mB:: Co:oD;
mais & cause du rapport commun , il viendrait
Cr:nD ::Co:0D;
d’ou
Cn:Co::nD:oD;
résultat absurde, d’ot il résulté que les trois droites BD,
mn, AG sont parallé¢les a2 un méme plan.
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858. On peut conclure de ce qui précéde, que : Si une
droite s’appuie sur deux autres en les coupant toujours
en parties proportionnelles, la surface engendrée sera
un paraboloide hyperboligue.

889. Si lon prend pour directrices d’une surface reglée
trois droites paralléles a un méme plan , cette surface sera
un paraboloide lyperbolique.

Soient prises pour directrices ( fig. 472) les trois droites
AC,;mn, BD, paralléles au plan P, et supposons que AB, 1
zx, CD, soient trois positions de lu génératrice.

Les droites BD, mn et AC étant paralléles a un méme
plan , couperont les deux lignes AB, CD en parties propor-
tionnelles (855); de sorte que I'on aura

- “AmimB::CninD;
d’ot 'on tire
mB X Cn=Am x nD. J

De plus, la génératrice zx; sappuyant sur les trois
droites BD, mn, AG, coupera la seconde en o, ce qui don-
nera (8§52)

Am X Bax X Dn ¢ Cz=mB X 2D % nC X zA.
Multipliant cette équation par la précédente, il vient:
Brx Cz=aD x Az,
Bz ;xD :;: Az : Cz.

on

Done, la génératrice zax coupera toujours les directrices
BD, AC, en parties proportionnelles , et par conséquent
(858) la surface engendrée sera un paraboloide hyper-
bolique, ayant un plan directeur P' paralléle aux droites
AB, CD.
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- On pourra done supprimer l'une des trois directrices
BDymn , AC, et la remplacer par le plan directeur P'.

Double génération du paraboloide hyperbolique.

860. Soit un paraboloide hiyperbolique ayant pour di
rectrices les deux droites AB, CD, et pour plan direcleur
le plan P.

Les génératrices BD, m1, AC, couperont les directrices
AB, GD en parties proportionnelles, et I'on aura

Bm imA :: Dn:nG,
d’ont
Bm % nC = mA < Dn. (1)

Concevons actuellement un second paraboloide hyper-
bolique qui aurait pour directrices les deux droites AC,
BD, et dont le plan directeur serait P, paralléle aux
droites AB,CD, qui par conséquent seront deux positions
de la génératrice.

Si mous supposons que zn soit une troisiéme généra-
trice de ce deuxiéme paraboloide , on aura (856),

Az;zG 2 Bz 2D,
d'on1 ;
Az X 2D = zC X Bx. < (2)

Multipliant I'équation (1) par Véquation (2), il viendra
Bm X Az X nCXaD=mA X zCXDnx Bx;

d'ott on peuat conclure (853) que la génératrice mn, du
premier paraboloide, coupera la génératrice zx da second.

Ce que nous venons de démontrer, étant indépendant
des positions particulidres des deux génératrices mn et zzx,
il en résulte que toutes les génératrices du premier para-
boloide rencontreront toutes les génératrices du second ,
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et que par conséquent les deux surfaces coincideront
dans tous leurs points et wen feront qu'une seule , ce qu'il
fallait démontrer. x

861. Tl est trés-essentiel de remarquer que lorsquion
prend pour directrices les droites AB, CD, le plan di-
recteur P est paralléle aux génératrices BD, AC ; tandis
que si I'on prenait ces dernitres lignes pour directrices,
le plan directeur P' serait paralléle aux droites AB, CD,
qui alors seraient deux génératrices de la deuxicme
surface.

En général, le plan directeur de la premiére génera-
tion est parallele aux directrices de la seconde , et réci-
progquement , le plan directeur de la seconde génération
est parallile aux directrices de la premiére.

Plans tangents aux surfaces réglées.

Si I'on a bien compris ce qui précede, il sera facile de
construire, dans tous les cas, des plans tangents aux sur-
faces réglées.

862. Construire un plan tangent en un point donné
sur la surface d'un hyperboloide a une nappe.

La surface de P'hyperboloide pouvant étre engendrée
par une droite de deux maniéres différentes, si l'on fait
passer par le point donné les génératrices appartenant &
chacun de ces deux systémes de génération , on aura deux
droites situées dans la surface , et qui détermineront le plan
tangent (630).

Soient ( fig. 473, PL. 72)AA', BB, CC/, les trois direc-=.

trices d'un hyperboloide a une nappe, et le point mm' don~
né sur Pune des génératrices mX, m'X' : cette droite pou-
vanl étre considérée comme une pr_emiére tangenle, il ne

D ads Lo d" WL JL
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reste plus qua en obtenir une seconde. Pour y parvenir
on construira (836) deux autres génératrices YY', ZZ', et
prenaiit les trois droites XX', YY', ZZ', pour directrices
de la seconde génération, on construira la génératrice
Tm, T'm/, qui, avec mX, m'X/, déterminera le plan
tangent.

863. Si on peut projeter la surface sur un plan perpen-
diculaire & I'une de ses directrices AA' (fig. 475), cela sim-
plifiera la construction des génératrices XX', YY', ZZ, et
les opérations indiquées au n° 836 ne deviendront néces-
saires que pour oblenir la seconde tangente T, T'm'.

86%. Construire un plan tangent en un point donné
sur la surface d'un paraboloide hyperbolique.

Supposons que les droites AA' et BB' (fig. %7k) soient
les deux directrices d’un paraboloide hyperbolique dont
le plan directear serait paralléle aux deux droites VV'
et UU'".

La génératrice XX' étant la premiére tangente, il s'agit
d’obtenir la seconde tangente TT',

Pour y parvenir on construira d’abord (840) une se-
conde génératrice YY', puis les droites XX', YY' étant

" prises pour directrices de la seconde génération, on con-

struira les droites (ma, m'a') (mb, m'd'), paralléles aux deux
premiéres directrices AA',BB', et le plan déterminé par ces
droites, étant paralltle a la seconde génération (861), con-
tiendra la génératrice mT, m'T" que nous prendrons pour
deuxiéme tangente, et qui avec mX, m'X" déterminera le
plan tangent.

865. Sur la fig. 476, la premiére génération du para-
boleide est parallele au plan vertical de projection, ce
qui facilite la construction des génératrices XX' et YY'.

25
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Pour obtenir la seconde tangente mT,mT" on opérera
comme au n° 864.

866. Sur la fig. 4717, le plan directeur est perpendicu-
laire au plan vertical de projection , et sur la Jig. W78, il
est parallele a la ligne AZ.

867, Construire un plan tangent a une suiface réglée
quglaprrquc s GIL U pﬂ:'ntpri.s sur eelte surface.

Spient (fig. W19, PlL. 73) A, B, G, les trois directrices
d’une surface réglée; on veut construire un plan tangent
par un point m donné sur celle surface.

La génératrice mX qui contient le point donné pouvant

étre prise pour une premiére tangente , il ne reste plus
qu’a en construire une seconde. Pour cela on pourrait cou-
per la surface donnée dans une direction quelconque, par
un plan guoi contiendrait le point m, puis mener par ce
point une tangente a la eourbe de seclion (629); mais ce
moyen , suffisant dans un grand nombre de cas, n'est sus-
ceptible d’une exactitude rigoureuse que lorsque la courbe
provenant de la section est telle que l'on puisse y mener
géomélriquement une tangente. Lorsque cela nlaura pas
licu, et que la question proposée exigera une grande exac=
titude, on cherchera sil esiste dans la longueur de la gé-
nératrice qui conlient le point donné, trois points par les-
quels on puisse mener des langentes & la surface , et aprés
avoir construit ces tangentes D, E, F, on les prendra pour
directrices d’'un hyperboloide a une nappe qui touchera
la surface dennée dans toule la longueur de la généra-
trice mX; de sorte que les deux surfaces se¢ touchant,
tout plan tangent 4 l'une d’clles sera aussi tangent &
l'autre. La question ne consistera donc plus qu'a con-
struire un plan tangent & I'hyperboloide, ce que nous sa-
vons faire (862).
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Ainsi, par exemple, élant donnés (fig. &80) les trois di-

rectrices A, B, G, et le point de tangence m, situé sur la
génératrice mX qui sera la premiére langente,

Voici quel sera I'ordre des opérations :

1° Par les points a, b, ¢, suivant lesquels la droite mX
rencontre les courbes A, B, G, on construira les trois tan-
gentes D, E, F qui seront les directrices de I'hyperboloide
tangent ;

2° On construira (836) les deux lignes Y et Z, géné-
ratrices de cet hyperboloide, et I'on prendra les trois
droites X, Y, Z pour directrices de la deuxiéme géné-
ration ;

3° On construira la génératrice mT qui s'appuie sur
les trois droites X ,Y, Z; de sorte que les deux droites mX
et m'T'détermineront le plan tangent que I’on poturra con-
struire en opérant comme nous Pavons dit au n° 85.

868. On remarquera toutefois que I'exactitude rigou-
reuse du résultat est soumise 2 cetle condition, que Fon
pourra mener des tangentes & la surface en trois points
différents de la génératrice qui contient le point donné;
mais comme les directrices des surfaces réglées que 1'on
emploie dans les arts sont presque toujours des courbes
définies, on pourra construire les tangentes & ces courbes
aux points ou elles sont coupées par la génératrice.

869. Supposons ( fig. &81) que I'on soit parvenu & con-
struire les trois tangentes D, E,F; chacune de ces tan~
gentes, combinée avec la génératrice X, déterminera un
plan tangent. Dans chacun de ces plans p, p', p”, on pourra
mener une infinité de tangentes & la surface donnée, et
prenant une tangente quelconque dans chacun de ces trois
plans, on pourra en faire les directrices d’un hyperboloide
tangent, d'ot il résulte gu'il y a une infinité d’hyperbo-
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loides tangents & la surface donnée, et que I'on pourra tou-
jours choisir parmi tous ces hyperboloides celui qui, par la
disposition de ses direclrices, serait le plus commode pour
la construction de l'épure.

Si par les points a, b, ¢ (fig. 481), on méne Lrois plans
paralléles & un plan quelconque p", ces trois plans seront
paralléles entre eux, et couperont les trois plans tangents
pp, P suivant trois droites tangenles i la surface , et qui
de plus seront paralléles & un méme plan p"; de sorte
qu’cl]es pourront (839) élre prises pour directrices d'un

=

& % . : e, &
| paraboloide hyperbolique dont la construction est ordinai-
B rement plus simple que celle de ’hyperboloide. Enfin, le
B plan directeur p" pouvant étre pris d’une maniére quel-

2

$ conque, on pourra construire une infinité de paraboloides
il tangents, et Uon choisira le plus favorablement disposé
pour les constructions.

870. Zout plan contenant une génératrice quelconque
d’une surface réglée est un plan tangent, quelle que soit
du reste sa direction.
fi-if Eneffet ( fig. 483),indépendamment de la génératrice ac,
15 que I'on peut considérer comme une premicre tangente, le
plan p contiendra encore la droite ¢/, tangente a la courbe
i yu suivant laquelle il coupe les autres génératrices de Ia
' surface; il sera donc tangent puisqu’il contiendra deux
tangentes (629). Ainsi nous devons admeltre cetle consé-
quence que, pour construire un plan tangent a une surface
réglée, il suffit de le faire passer par une génératrice de
cette surface.

871. Le point de tangence m sera déterminé par l'inter-
section de celle génératrice avec la courbe yu, suivant la-
quelle Ja surface est coupée par le plan tangent.
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872. Si on fait tourner le plan p autour de la généra-
trice ac, le point de tangence glissera le long de tetle ligne
et changera de place pour chaque position différente du
plan tangent,

873. Si la surface réglée avait un plan directeur et que le

plan tangent lui fit paralléle, le point de tangence serait
a l'infini.

874. 11 est trés-essentiel de bien comprendre la diffé-
rence qui existe entre les plans tangents aux surfaces ré-
glées, selon que ces surfaces sont développables ou non
développables.

Si la surface st gauche, le plan qui contient une géné-
ratrice ne le touche qu'en un point, qui est déterminé par
la rencontre de cette génératrice avec la courbe suivant
laquelle le plan dont il s'agit coupe toutes les autres géné-
ratrices de la surface (871).

Si au contraire la surface est développable, le plan fan-
gent est le prolongement de I’espace infiniment petit com-
pris entre deux généralrices consécutives (832), el ces
deux lignes infiniment rapprochées n'en font qu’une seule
qui devient la génératrice de langence, suivant toute la
longueur de laquelle la surfice est touchée par le plan
tangent.

875. Ainsi, quand une surface est développable et que
I'on veut tenir compte de cette propriété, on ne peut faire
passer par la génératrice qu'un seul plan langent , gui est
en méme temps le plan osculateur de 'aréte de rebrousse-
ment, au point ou cette courbe est touchée par la généra-
trice de langence, el si on faisait Lourner le plan tan-
genl autour de cetle droile, elie cesserait aussitét d’étre
une géncralrice de tangence pour devenir une génératric e
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de section; mais le plan n'en serait pas moins tangent & la
surface que 'on considérerait alors comme un cas parli-
culier des surfaces gauches; et le point de tangence serait
a I'intersection de la génératrice autour de laguelle on
aurait fait tourner le plan dont il s'agit, avec la courbe
suivant laquelle ce plan couperait les autres généralrices
de la surface:

- 876. Enfin, le plan tangent & une surface gauche ne la
totiche qu’en un point, tandis que le plan tangent a une
surfice développable la touche dans toute I'étendue de la
généralrice de langence.

Pour déterminer le premier, il ne suffira pas de con-
naitre la génératrice par laquelle on veut le faire passer,
il faudra encore donner le point de tangence ou quelque
autre condilion, tandis que le plan tangent a la surfice
développable sera déterminé lorsque l'on connaitra la gé-
nératrice de tangence (833).

877. 11 résulte des principes précédents que I'on pourra,
dans cerlains cas, considérer comme tangent un plan qui
couperait un cone ou un cylindre suivant une ou plusieurs
génératrices.

En effet,le plan qui contient une génératrice d’un céne
coupe toutes les aulres au sommet, et ce point peut alors
étre considéré comme une section dont le rayon de cour-
bure serait réduit & zéro, d'on il résulte que le plan est
tangent puisqu’fl contient une tangente au sommet, et la
génératrice que 'on peiit toujours considérer comme une
seconde tangente.

-

878. Cette conséquence parait incompatible avec les
principes énoncés aux n” 316, 456, puisque alors nous
avicns admis comme condition de tangence que les deux
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génératrices de section séraient réunies en une seule; mais
la contradiction n’esl qu’apparente et disparait aussiibt
que l'on se rappellela différence que nous venons d'établic
(876) entre les plans Langents aux surfaces développables
et eeux qui sonl langents aux surfaces gauclies.

Ainsi, quand on considére le ebne eomme surface dé-
veloppable, le plan doit toucher la surface dans tohte
Vétendue de la généralrice de tangence, tandis que si on
considére le cdne comme cas particulier de surface réglée,
et que I'on fasse abstraction de la propriété qu'il posséde
d’étre développable, le plan qui contient une génératrice
quelconque peut dtre considéré commne tangent quelle
que soit sa direclion, et dans ee cas, le plan n’esl tan-
genl quau sommet, puisque c’est & ce point que se
rencontrent'les deux langentes qui déterminent sa posi-
lion (877).

879. Cela devient encore évident pour le céne circulaire,
en considérant cette surface comme un cas particulier
d’hyperboloide de révolution a une nappe. Dans ce cas, le
plan conduit suivant une génératrice quelconque,, contient
encore la tangente au cercle de gorge dont le rayon est ré-
duit a zéro (660).

Tout ce que nous venons de dire du ebne s'applique au
cylindre. Ainsi; quand on considére cette surface comme
un cos particulier des surfaces réglées, il est permis de
considérer comme plan tangent, celui qui contient une
géndératrice quelconque du cylindre ; mais alors , le point
de tangence est situéd la rencontre de la généralrice
de section avec la courbe suivant laquelle le plan tan-
gent couperait @ ['infini les aulres génératrices du cy=
lindre.

Si; au conltraire, comme c’est I'usage, on considére le .

cylindre comme surface développable, le plan tangent
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touche la surface suivant toute 'étendue de la génératrice
de tangence, qui est alors considérée comme provenant du
rapprochement des deux génératrices de section.

880. Construire un plan tangent & une surface réglée ,
par un pount pris en dehors de cette surface.

On fera passer des plans par le point donné et chacune
des génératrices de la surface, ce qui fera autant de plans
tangents.

Ainsi, par exemple (fig. k82), la droite sn et la généra-
trice n—1 détermineront un premier plan tangent (870).

On construira Ja courbe v suivant laquelle ce plan
coupe la surface, et I'intersection de la courbe pu avec le
génératrice n—1 donnera le point de tangence (871).

On obtiendra de la méme maniére tous les points de la
courbe mm'...m", suivant laquelle la surface réglée serait

touchée par une surface conique qui aurail son sommet au
point donné s.

881. Construire un plan tangent a une surface reglée,
par une droite donnée hors de ceile surface.

Soit la droite donnée ac ( fig. 485): on construira (880) ia
ligne za, suivant laquelle la surface réglée serait touchée
paz.une surface conique ayant son sommet en un point
quelconque a surla droite donnée. On construira pareille-
ment la ligne sr, provenant du contact par une seconde
surface conique ayant son sommet en ¢, et le point m, in-
tersection des deux courbes zx, sr, sera le point de tan-
gence. Il ne restera plus qu'a faire passer un plan par les
deux droiles am , cm ; il est évident que ce plan contiendra
la droite ae.

882. Cetle solution est analogue a celle que nous avons
employée pour conslruire, par une droite donnée, des

o
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plans tangents & une surface de révolution, Toute la diffé-
rence consiste dans la maniére d’obtenir les courbes sui-
vant lesquelles la surface donnée est touchée par des cones
auxiliaires,

Au lieu de cones on peut employer deux surfaces ré-
glées quiauraient pour directrices la surface et la dioite
données. La troisi¢me directrice étant & volonté , on
profiterait de cette circonstance pour introduire les sim-
plifications qui résulteraient de la nature de la surface
donnée.

Ainsi, par exemple, s'il s'agit de construire par une
droite donnée des plans tangenls & une sarface de révolu-
tion , on coupera la surface par des plans perpendiculaires
a son axe; et par le point o chacun de ces plans rencon-
trera la droite donnée, on ménera deux tangentes i la sec-
tion correspondante; le licu qui conliendra loutes ces tan-
gentes sera la premiére surface auxiliaire.

On coupera ensuite la surface donnée par des plans mé-
ridiens; et par le point ot chacun de ces plans coupera la
droite donnée, on construira les tangentes au méridien
correspondant; le licu géométrique de toutes ces Langentes
sera la seconde surface auxiliaire.

Les deux surfaces réglées , déterminées de cette maniére,
toucherent la suorface donnée suivant deux courbes que
Von construira, et les intersections de ces courbes seront
les points de tangence demandés.

883. Construire un plan tangent a une surface réglée
parallélement a une droite donnée.

On fera passer (fig. 186) par chacune des génératrices
de la surface réglée un plan paralléle a la droite donnée
ac (83).

Le point de tangence se délerminera comme nous 'avons
dit précédemment (871); la courbe de contact mm'....m"
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i contient la suite des points suivant lesquels la surface pro-
posée serait touchée par une surface cylindrique paralléle
i la droite donnée:

R e P T T

ahamcie

88k, Si cette droite était perpendiculaire au plan de
projection, la projection de la courbe de contact serait la
limite de la projection de la surface donnée.

proj :

Ainsi, en construisant ( fig. 484 ) une suite de plans tan-
gents perpendiculaires au plan vertical de projection, les
1 points de tangence seront situés sur une courbe ¢'m'e’ qui
formera la limite de la projection verticale de la surface.

|
!
E.
%.
3
:'

|
i’ Surfaees normales.
..J 885. Il est souvent utile de construire une surface qui
{ ¢ q
:T en coupe partout une aultre suivant des angles droits.
4 : ; K e
Lr, ! 886. Si par chaque point d’une courbe siluée sur la sur-

face donnée, on construit une normale, le lieu qui con-
tiendra toutes ces droites jouira dela propriété demandée.

Toute surface engendrée de celte maniére se nomme
surface normale.

-
= B 2
e

.

887. Etant donnée la ligne suivant laquelle 6 veut
fiire passer une suface normale, il est évident qu’il suffira
de construire par chacun dé ses points un plan tangent
et une normale 2 la surface; et cette question ayant ElLé
résolue pour toutes les surfaces que nous avons étu-
diées jusqu’d présent, il ne reste plus qu'a rechercher
quelles sont les simplificationis qui peuvent résulter dans
chaque cas de la nature particuliére dela surface donnée,

..#-_ » s

=

3\5 i ou de la position de cetle surface par rapport au plan de
¥ projection.

i \ . : :
b 888. Construire la surface normale qui aurait pour di-
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rectrice une courbe située sur la surface dun cylindre.

La droite 2—3 ( fig. 488, Pl. 74), tangente i la trace
horizontale du cylindre donné, sera la trace horizontale
d'un plan tangent (374); de sorte queé la droite 1—»4 , per-
pendiculaire sur 2—3, sera la projection horizontale de
la normale (86).

On opérera de J]a méme manitre pour chacun des poiiits
de la courbe donnée 1—1,1'—1",

889. On pourra se dispenser de construire les traces
verticales des plans tangents en coupant chacun d'eux
par un plan paralléle au plan vertical de projection, et con-
tenanl le point de tangence. On oblendra ainsi un systéme
de lignes paralléles aux traces verticales des plans tangents,
et par conséquent perpendiculaires aux projections verli-
cales des normales dont la construction ne présentera plus
alors aucune difficulté.

Ainsi, la projection verticale 1'—A'de la normale dévra
étre perpendiculaire sur la droite 1'—38', etc.

Les droites 1—3,1'—3' peuvent étre considérées comme
les génératrices d’'une surface réglée qui toucherait le cy-
lindre suivant la courbe (1—1, 1'—1"), et qui aurait pour
trace horizontale la courbe 3—3.

890. On peut encore oblenir les projections des normales
en opérant de la maniére suivante :

1° On construira ( fig. £92) les deux projections 1"—3",
1""—9" d'une droite, paralléles 4 la direction du cylindre
donné ;

2° On déterminera les traces de cette ligne, et 'on con-
struira les droites 2"—3"; paralléles aux traces hokizon-
tales 2—3 des plans tangents au cylindre. Les droites
1""—8" seront par conséquent paralléles aux traces verti-
cales des mémes plans tangents.
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, Il ne restera plus qu'a tracer (fig. ¥88) les normales
,‘- 1'—L/, perpendiculaires sur les droites 1""—3" ( fig. 592).

§ 891. Si on voulait donner & chacune des normales une
longueur déterminée telle que 1—A4" (fig. 488 ), on porte-
‘ rait cette grandeur sur la normale rabattue 1—3" que l'on

ferait ensuite revenir a sa place.
ol Cette partie de Uopération n’a élé conservée que pour
une normale.

892. La normale en un point quelconque d’une surface
donnée est toujours perpendiculaire au plan tangent, et

par conséquent a toutes les droites qui sont siluées dans ce
! plan et qui passent par le point de tangence.
| 11 en résulte que les normales d'un cylindre sont loujours
' perpendiculaires aux généralrices, et par conséquent pa-
ralléles an plan de la section droite, qui devient alors le
plan directeur de la surface normale.

Cette remarque fournit un moyen dabréviation que
nous allons indiquer. _'

Toutes les fois que la disposition géncrale de  epure ne
s’y opposera pas, on devra projeter le cylindre sur un plan

TN e = TR T

perpendiculaire & sa direction. Par ce moyen chaque nor-
male sera projetée dans sa véritable grandeur, et 'on ne
sera plus obligé d’en faire le rabattement.

Ce moyen de solution a été employé sur la fig. 487 pour
Ja construction de la surface qui aurait pour directrice la
courbe ac,a'd!, située sur la surface d’'un cylindre ellip-
tique.

Les projections verticales des normales sont perpendi-
culaires aux traces des plans tangents correspondants. Cha-
cune de ces traces (1—2) a éLé obtenue par le principe que
nous avons énoncé au n® 259.

La courbe vu, o't est I'intersection de la surface nor-

i
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male avec un second cylindre elliptique semblable au |
premier.

893. Sil'une des génératrices du cylindre devait servir ]',!
de directrice a la surface normale, cette derniére surface i
serait un plan. i

"I

89%k. Construire la surface normale qui aurait pour di-
rectrice une courbe 1—1,1'—1/, située sur la surface d’'un
cone (fig. 490 ). .

Ladroite (2—3), tangenle a la trace horizontale du céne,
sera la trace horizontale d’un plan tangent; par consé-
quent (1—1%), perpendiculaire sur (2—3), sera la projection 1
horizontale de la normale, et ainsi de suite pour tous les
autres points. i

895. On pourra obtenir les projections verticales des
normales en opérant comme dans I'exemple du n° 889; ;
mais , si on a de la place, il vaudra mieux construire par ¥
le sommet du céne un plan s—3" paralléle au plan vertical
de projection. Ce plan coupera tous les plans tangents !
suivant un syst¢me de lignes s'—3" parall¢les a leurs H
traces verlicales, et par conséquent perpendiculaires aux s
projections verticales des mormales qu'il sera facile de
construire,

896. En rabattant la normale 1—5, 1'—5' aulour de la it
verlicale projetante du point 1, 1', on pourra lui donner
une longueur déterminée telle que 1'—4".

897. La surface normale devient un plan lorsqu’elle a
pour directrice I'une des génératrices du cone.

898. Construire la surface normale qui aurait pour di-
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reetrice une courbe telle que 1—1, située sur une surface
de révolution ( fig. 189).

1l suffit de construire une normale par chacun des points
de la ecourbe donnée (697).

Je :_mppellcrai (698) que pour consirnire la normale en
un point quelconque d'une surface de révolution, il n’est
pas nécessaire d’avoir les traces du plan tangent.

En effet, le point 1, par exemple, élant rabattu en 1'
dans le plan du méridien principal, on construira la tan-
gente 1'—2, puis ensuile la normale 1'—3 que Fon ramé-
nera dans la position 1—3, en remarquant que le point o
qui appartient a I'axe de rabattement ne doit pas changer
de place.

Dans 'exemple proposé, la surface normale est limilée
par la courbe suivant laquelle elle rencontre une secontde
surface de révolution qui aurait pour section méridienne
la ligne 3'—W'.

899. Sil'angle suivant lequel la normale rencontre I'axe
différait pea d’un angle droit, il serait convenable de
construire la projection sur le plan perpendiculaire a Paxe
de la surface. Sans cetle précaution, les longueurs des
normales ne seraient pas déterminées avec assez d’exac-
titude.

900. Il est évident que la solution précédente convien-
drait également a la sphére ( fig. 591) ainsi quau cylindre
ou au cbne circulaire ( fig. 493), qui sont des cas parlicu-
liers de surfaces de révolution.

901. La surfice normale d’nne surface de révolution est
un céne circulaire toutes les fois que la direcirice est un
paralléle de la surface; et lorsque la directrice est un mé-
ridien, la surface normale deyient un plan.
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902. Les surfaces normales de la sphére sont Lloujours
des cones el deviennent des plans lorsque la directrice est
un grand cercle,

903. Construire la surface normale qui aurait pour
directrice une ligne quelcongue située sur une surface
wréglée.
8i la directrice de la surfiace normale demandée est une
courbe, on construira par chacun de ses peinlls un plan tan-
gent et unenormale (867), ce qui ne présentera pas d’aulres
difficultés que la lofigueur du travail.

90%. Quand la directrice est une ligne droite, ce qui
arrive presque toujours dans les appilcatmns on peut ob-
tenir des abréviations remarquables en ayant eg’nr{l aux
propuetes de T'hyperboloide & une nappe et du parabo-
loide hypcrl}o]ique.

Nous allons étudier quelques questions de ce genre.

905. Prenons pour exemple (fig, 494, Pl 75) la sur-
face réglée qie nous avions projetéeau n® 813, nous propo-
serons de copstruire la surface pormale qui aurail pour
directrice la droite 6X, B'X', génératrice de la surface.

5i nous construisons les deux langentes is,t's' el lz,0'z',
ces droites, avec la divectrice BB', qu’il est permis de
considérer comme une Langenle, seront les directrices
d’un hyperboloide & une nappe, qui toucherait la sur-
face donnée suivant toute la longueur de la généralrice
&X, B'X!,

Il ne restera dome plus qu'a construire, par chaque
point de cette derni¢re ligne, un plan tangent et une
normale a I'byperboloide qui aurait pour divectrices les
trois droites (s,t's' ), (l2,42"), (B, B'); ce travail,, qui serail
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fort long, peut étre simplifié en opérant de la maniére
suivante : -

Nous avons dit au n° 869 qu’il existait une infinité d’hy-
perboloides & une nappe et de paraboloides hyperboliques
tangents & une surface réglée, suivant toute la longueur
d’'une méme génératrice; et comme les plans tangents et
les normales seront les mémes pour toutes ces surfaces ;s
nous pourrens choisir celle qui donnera lieu aux opéralions
les plus simples.

Or, la directrice BB' et la génératrice &X ,B'X' pouvant
étre considérées toutes les deux comme tangentes a la sur-
face, le plan ¢'B'B qui contient ces deux lignes sera lui-
méme un plan tangent, et le point b sera la projection ho-
rizontale du point de tangence; toule ligne droite passant
par le point LB’ et située dans le plan v'B'B sera par consé-
quent une tangente a la surface donnée.

Donc, si nous faisons passer par & un plan p', paralléle
au plan vertical de projection, la droite (by, B'v') résultant
de lintersection du plan ¢'B'B par le plan p' sera tangente
a Ja surface, puisqu’elle sera située dans le plan tangent
v'B'B; de plus, elle sera paralléle au plan vertical de pro-
jection , puisqu’elle sera située dans le plan p’. Nous pour-
rons alors remplacer I'hyperboloide qui avait pour direc-
trices les trois tangentes (£s,1's"), ({z,{'%)), (B, B') par un autre
hyperboloide dont les tangentes (ts,'s') ({2, I's") (bv, B'Y)
seront les directrices, et cette derniére surface sera un pa-
raboloide hyperbolique, puisque ses trois directrices sont
paralléles au plan vertical de projection (859), qui devient
par conséquent le plan directeur de l'une des deux géné-
ralions.

La question proposée est donc ramence, par suite des
opéralions précédentes, 4 construire par la droite (bX,B'X))
une surface normale au paraboloide hyperbolique, qui
a pour V'un de ses deux plans dirccteurs le plan vertical
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de projeclion et pour directrices les trois droites (ts,v's"),
(Iz,1z"), (bv, B'Y), tangentes & la surface donnée.

Voici quel sera I'ordre des opérations.

Les trois droites (ts,25'), (lz,l2"), (bv,B'v'y, étant les
premiéres directrices, et la droite 8X, B'X, étant une des
genératrices de la surface, il faudra construire une autre
genératrice afin d’avoir les directrices de la seconde geéné-
ration. Pour arriver & ce résultat, on construira par le
point ss', pris sur la directrice ts,?'s', et par la seconde di-
rectrice Iz, I'z', un plan dont la trace horizontale sera 50,
et qui coupera le plan vertical contenant la troisiéme di-
rectrice b, B!, suivant la droite o'¢' paralléle & I'z'; de
sorte que le point uw’ appartiendra a la génératrice su,s'u,
qui provient du premier mode de génération. Ainsi donc,
les deux droites (56X, B'X") (su,s'u') seront les directrices
de la seconde génération qui, devant se faire paralléle-
ment au plan verlical (861), ne présentera plus aucune
difficulté.

On a tracé sur I'épure les génératrices du paraboloide
tangent ; chacune d’elles est tangente A la surface proposée
en un point de la droite (X, B'X'); de sorte qu’a ce point
le plan tangent sera déterminé par la droite (6X,B'X') et
la génératrice correspondante du paraboloide.

906. Surfaces normales. Pour construire #ine normale
en un point quelconque mm', on remarquera d'abord que
la droite (ms,m's’), sera I'une des génératrices du parabo-
loide tangent; par conséquent, le plan tangentau point mm'

~ sera déterminé par les deux tangentes (mb, m'B'), (ms, m's').
« Il aura donc bs pour trace horizonlale, et la droite mn,
~perpendiculaire sur b5, sera la projection horizontale
“de 1a normale; de plus, la tangente (ms,m's'), paralléle an

plan vertical et située dansle plan tangent, sera paralléle
la trace verticale de ce plan; de sorte que m'n! perpen-
26
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diculaire sur m's' sera la projection verticale de la nor-
male.

En construisant une normale par chacun des points de
la droite (5X,B'X"), on aura une surface normale suivant
cette ligne.

Au lieu de construire les traces horizontales des plans
tangents, il peut étre commode de couper ces plans par
tout autre plan horizontal tel que p", ce qui donnera les
droites m—1, m—2, m—3. Ces droites, paralléles aux
traces horizontales des plans tangents, seront par consé-
quent perpendiculaires aux projections herizontales des
normales, dont la construction ne présentera plus de dif-
ficulté.

Si on voulait donner aux normales une longueur déter-
minée m—n", on rabattrait chacune d’elles comme nous
I'avons fait aux n* 891 et 896.

907. Surla fig. 495, 0na construil la surface normale &
la surface réglée que nous avions projetee au n’ 81k.

Tout ce que NOUs AyOus dit dans V'article qui précéde
gapplique 4 l'exemple dont il s'agit, il n’y a de différence
que dans la nature et dans la position des lignes données ;
de sorte que les opérations seront suflisainment indiguées
par la similitude des letires.

Les projections horizontales des normales devront élre
perpendiculaires aux droites m—1, m—2,m—3,m=—"k,
m—5, etc., suivant lesquelles les plans t'.m_genl.s sont cou=
pés par le plan Lorizontal p'.

908. On peut souvent, en choisissant d'une mani¢re con-
venable le plan directeur du paraboloide tangent, rendre
les constructions aussi simples qu'élégantes.

Soient, par exemple (fig. 496), Parc AA' et la verti-
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cale BB, divectrices d’une surface conoide, ayant le plan
horizontal pour plan directeur (818).

On veut construire une surface normale suivant la gé-
nératrice (X, X'),

La droite ¢¢, tangente au point ad, pourrait, avec la
verticale BB', étre prise pour directrice d’un paraboloide
tangent, dont par conséquent la seconde génération se fe-
rait parallélement au plan vertical (861); mais il sera mieux
d'opérer comme il suit.

On construira par les deux droites XX/ (t¢') un plan
tangent dont la trace horizontale ps sera paralléle & X,
puis on ménera perpendiculairement sur X la tangente
(au, a't’) , que I'on prendra avec Ia verticale BB/, pour les
deux directrices d’un paraboloide hyperbolique dont la
seconde génération sera perpendiculaire 4 Ia droite XX';
de sorte quen projetant ce paraboloide sur son plan direc-
teur p", que Yon a rabattu sur Iépure, la directrice X, X!
sera projetée par un seul point X", par lequel passeront
toutes les projections des tangentes et des normales. Les
projections des normales seront perpendiculaires 4 celles
des tangentes, et leurs projections horizontales seront per-
pendiculaires & la droite X. La courbe zz est la section
de la surface normale par le plan P"; paralléle au plan
horizontal.

Aprés avoir exécuté les constructions précédentes, il
sera facile d’en rapporter les résultats sur Ia projection
verlicale primitive. ;

909. La surface normale que nous venons de construire
est un paraboloide hyperbolique, égal au paraboloide tan-
gent; car si on faisait faire & cette dernitre surfice un
quart de révolution autour de la directrice XX, il est évi-
dent que chacune des tangentes viendrait prendre la place
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de la normale correspondante, et Jes deux surfaces coinci-
deraient alors dans tous leurs points.

Il en sera de méme toutes les fois que I'on emploiera
comme surface ausiliaire, un paraboloide hyperbolique
dont. le plan directeur sera perpendiculaire a la directrice
de la surface normale demandée.

910. Dans la figure (497), AA' est une hélice a base cir-
culaire ; cette courbe et la verticale BB ont servi de direc-
trices & une surface hélicoide dont la génération est paral-
l¢le au plan horizontal. On veut construire une surface
normale suivant la génératrice XX'.

On construira la droite ao tangente au cercle A, et 'on
portera de @ en o une longueur égale au développement
de Parc ac, ce qui donnera la projection horizontale de la
tangente i I'kélice an point aa’ (347).

La tangente (a0, a'o') et la verticale BB' seront les direc-
trices d’un paraboloide tangent suivant X X', les horizon-
tales XX/ (ou,0'w'), génératrices de ce paraboloide, seront
les directrices de la seconde génération, qui se fera pa ral-
Jélement au plan vertical p' perpendiculaireala droite XX'.

On opérera pour le reste comme dans 'épure précé-
dente.

La courbe zax est la section de la surface normale par le

plan horizontal p".

911. On voit, par les denx exemples précédents, qu'il
est avantageux d’employer de préférence le paraboloide
dont le plan directeur est perpendiculaire & la droite
qui doit servir de directrice & la surface normale, parce
que les normales, ctant paralleles au plan directeur,
seront égales & leurs projeclions sur ce plan, et qu'en-
suite les angles droits que les normales doivent faire
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avec les tangentes, se projetteront dans leur vérilable
grandeur.

Oun pourra parvenir au méme résultat par des projec-
tions auxiliaires toutes les fois que la directrice de la sur-
face normale sera inclinée dans I'espace d’une maniére
quelconque.

912. Supposons d’abord le cas ou la directrice XX'
(frg- 498 et 500, PL. 76 ), serait paralléle au plan vertical
de projection.

Les courbes AA', BB', CC', étant les trois directrices de
la surface donnée. :

Par les points mm/, nn', v¢', suivant lesquels ces courbes
sont rencontrées par la droite XX', on construira les
trois tangentes DD, B, FF', qui seront les directrices de
I’hyperboloide tangent.

I1 s'agit maintenant de remplacer cet hyperboloide par
un paraboloide Liyperbolique dont le plan directeur psp
serait perpendiculaire & la droite XX', qui doit servir de
direetrice a la surface normale demandée. Voici quel sera
Pordre :les opérations.

Les deux droites XX, AA’ déterminent un plan qui
touche la surface donnée au point mm/', et qui conlient
la droite (ae, a'c') paralléle a la directrice XX

Le plan p', perpendiculaire sur la droite XX/, cou-
pera le plan des deux langentes XX', DD’ suivant une
ligne GG' qui sera tangente a la surface et paralléle au
plan psp.

Les deux droites XX', EE/, détermineront un second
plan qui touche la surface au point nn' et qui contient la
droite ou,o'u, paralléle a la directrice XX'. Lu section de
ce deuxiéme plan tanzent par un plan " perpendicalaire
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A la droite XX donnera une seconde droite HH' tangente
au point nn' et parallele au plan psp.

Enfin, la droile zz, 2’2 paralléle & XX' sera située dans
le plan tangent déterminé par les deux droites XX', FF',
et la section de ce plan langent par le plan p" perpendicu-
laire sur XX' donnera une troisi¢me tangente KK' paral-
l¢le au plan psp.

Les trois tangentes, GG/, HH', KK', étant paralléles
au plan psp, la surface réglée qui aura ces trois droites
pour directrices sera un paraboloide hyperbolique qui
touchera la surface donnée dans toute Vétendue de la
généralrice XX'; de sorte qu’il ne reste plus qu'a con-
struire la surface normale qui aurait cette ligne pour
directrice,

Par le point ec', pris a volonté sur la directrice GG/, on
tracerala droite ¢r, '/ qui s'appuie en un point quelconque
rr' sur la directrice HH'.

Le plan déterminé par les deux droites HH' et (¢r,c'r)
coupera le plan p" suivant la droite 2,27 parallele & la di-
rectrice HH'; on joindra le point i’ avec cc! parla droite YY',
qui, avec XX' seront les deux directrices de la deuxiéme
génération du paraboloide tangent (836, 861).

Les génératrices 1—2,1'—2"de ce paraboloide élant pa-
ralléles au plan directeur psp, les projections verticales de
ces lignes seront perpendiculaires & la droite X', Les pro-
jections horizontales de ces mémes lignes seront détermi-
nées par la rencontre des droites 2'—2 perpendiculaires a
la ligne AZ avec les projections horizontales X et Y des
deux directrices du paraboloide tangent.

On peut vérifier la posilion de chacune de ces lignes
en la projetant sur le plan directeur qui est rabattu
(fig. 501),

On remarquera que sur ce plan la directrice XX'%e
projette par un seul point X", verslequel , par conséquent,
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deivent conconrir loutes les projections X"—2" des géné=
ratrices du paraboloide tangent.

Quand ces derniéres lignes seront projetées sur la

Jig. 501, on construira par le point X" une perpendiculaire
sur chacune d’elles, ce qui donnerales projections X'"—3"
des généralrices du paraboloide normal.

Chacune de ces normales étant paralléle au plan direc-
leur psp, sa projection sur la fig. 498 devra se confondre
aveo celle de la tangente correspondante.

De plus, et par la méme raison, toutes ces lignes se
projetteront sur la fig. 501, dans leur véritable grandeur :
de sorle que, si l'on veut donner & chagque normale une
longueur égale & X"3", il suffira de décrire la circonférence
(83"—3"), qui déterminera les extrémités de toutes les
normales. :

Les points 8"... étant ramenés sur la fig. 498, donneront
la courbe 3'—8'... qui sera par conséquent l'intersection
de la surface normale demandée avec un eylindre circa-
laire, qui serait perpendiculaire au plan psp, qui aurait
pour axe la directrice X, X', X", et pour section droite la
circonférence 3"—3".

La projection horizontale 3—3 de la méme courbe sera
déterminée par la rencontre des perpendiculaires et des
paralléles & laligne AZ , menées par les points correspon-
dants des deux fig: k98, 501.

913. Si la droite qui doit servir de directrice a la sur-
face normale demandée était oblique par rapport aux deux
plans de projection , on construirait (fig. 499) une projec-
tion auxiliaire sur un plan p' paralléle a celte directrice.

914. Il ne sera pas nécessaire de projeter sur le plan P
les directrices courbes de la surfice donnée; on pourra se
contenter de construire les projections des trois langentes
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directrices de 'hyperboloide auxiliaire, aprés quoi tout
le reste du travail se ferait comme dans exemple pré-
cédent.

915. Nous appliquerons les principes qui précédent a
une question que 'on rencontre quelquefois dans la con-
struction des escaliers.

Supposons que la droite XX' (fig. 502, 504, Pl 77)
soit assujellie a tourner en montant autour de la verti-
cale 00/, de maniére que tous ses points décrivent des hé-
lices de méme pas. On pourra toujours considérer trois
quelconques de ces hélices comme élant les directrices de
la surface réglée engendrée par la droite XX'. Il s’agit de
construire la surface normale qui aurait cette droite pour
direclrice,

Voici quel sera Uordre des opérations :

1° On prendra 'un des deux plans de projection perpen-
diculaire & la verticale 0o’ et le second plan paralléle a la
droite XX, puis on projettera (339) sur ces plans les hélices
AA', BB, CC', décrites par les trois points (m,m'), (n,n'),
(v,¢/) pris ot 'on voudra sur la droite XX'. Ces hélices se-
ront les directrices de la surface réglée primitive;

2°En opérant comme nous avons dit au n® 347, on con-
struira les trois droites DD/, EE', FF' tangentes aux hé-~
lices AA', BB', CC'. Ces trois tangentes scront les direc-
trices de I'hyperboloide tangent, et détermineront aux
points (m,m'), (n,n'), (v,¢) trois plans tangents quiauront
pour traces horizontales les droites ga, ge, ge;

3’ Les plans tangents que nous venons d’obtenir étant
coupés par Lrois plans p, p'. p", perpendiculaires ala droite
XX, on aura les trois tangenltes GG',HH',KK/, qui, étant
paralléles a un méme plan, seront les directrices du para-
voloide tangent dont le plan directeur psp sera perpendi-
eulaire sur la droile donnée XX';
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1° Le plan qui contient le point ui et la directrice HH',
coupera le plan projetant de la directrice KK', suivant
(nz,n'z'), paralléle & la droite (ux,u'z’), que l'on a prise
avec intention paralléle au plan vertical ¢ X.

L’intersection de la droite (r'z') avec la directrice K' sera
un point z',z, qui, étant joint avec u,u/, donnera la droite
YY' pour la seconde directrice du paraboloide tangent ;

5° Les deux directrices XX/, YY' et le plan directeur du
paraboloide étant déterminés, le reste des opérations se
fera comme an n® 912.

On remarquera que les projections verticales XX/, YY'
des deux directrices du paraboloide sont paralleles entre
elles et perpendiculaires au plan directeur p'sp", ce qui
aura liea dans toutes les questions du méme genre , quels |
que soient les bases et le pas des hélices, pourvu que l'on {
ait adopté la méme disposition d’épure. |

En effet, le paraboloide tangent est indépendant de la 1
position des points par lesquels on a construit les trois i
tangentes DD', EE/, FF. Or, si noussupposons que le point I
mm’ soit reculé jusqua linfini sur la génératrice XX/,
le rayon om (fig. 50k ) deviendra paralléle au plan vertical r'|
de projection, et 'angle que la tangente fait avecle plan i
horizontal devant diminuer & mesure que le point de tan-

gence s'¢loigne de l'axe, il en résulte qu'au moment ou ce
point sera reculé jusqu'a l'infini, le plan tangent corres-
pondant sera perpendiculaire au plan verlical de projec~
tion, et la génératrice du paraboloi‘de devra s’appuyer sur
une droite situce a linfini dans le plan projetant X'q'q,
qui sera par conséquent le second plan directeur du para-
boloide auxiliaire (815).

916. Le lecteyr pourra s’exercer i résoudre la méme
uestion pour le cas ou Pune des trois hélices directrices

e H
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de la surface primitive serait remplacée par la verticale
C,C' (fig. 503 et 505).

Si alors la droite donnée XX' était horizontale, on re-
viendrait a la question que nous avons résolue au n® 910.

917. Tout ce que nous venons de dire sur 'emploi d’un
hyperboloide ou d’un paraboloide tangent ne s’applique
qu’aux surfaces gauches,

En effet, si la surface proposée était développable, le
paraboloide ¢ui la toucherait suivanl une de ses généra-
trices deviendrait un plan tangent, et le paraboloide nor-
mal serait un second plan perpendiculaire an premier.

Cesl ce gui a lieu pour les surfaces cylindriques et co-
niques dont les surfaces normales sont des plans toutes les
fois quelles doivent conlenir une génératrice.

Sections des surfaces réglées.

918. Section par un plan perpendiculaire au plan de
projection.

La surface étant donnée par ses directrices, on établira
ur l'épure un certain nombre de génératrices, et I'on
cherchera l'intersection de chacune d'elles par le plan
donné. Ainsi ( fig. 507, Pl 78) la courbe &' est l'inter-
section de la surface réglée A,A', par le plan p, perpendi-
cuhlre au plan hormonttll

919. On obtient de la méme maniére la courbe dx, pro-
venant de V'intersection par une suiface cylindrigue per-
pendiculaire au plan vertical.

920. Intersection par une ligne. Sila ligne donnée aa'
est droite, on emploiera comme surface@uxiliaire (640) un
de ses plans projetants, et I'on obtiendra le point mm'.
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Si la ligne est courbe, comme cc', on fera usage de la
surface cylindrique projetante.

921. Si I'on donnait la projection m diun point de la
surface AA!, et quiil fallit obtenir sa projection verticale,
on construirait dans le voisinage de ce point quelques gé-
nératrices ; puis coupant la surface par un plan p perpen-
diculaire au plan horizontal et contenant le point donné,
on construirait la courbe &'a sur laquelle devrait se trou-
ver la projection verticale du point demandé.

Si ensuite par le point mm', ainsi déterminé, on voulait
construire une génératrice de la surface, on agirait comme
aux n® (812, 8'15).

922. Section par un plan obligue. 1l suffit de chercher
I'intersection du plan donné p (fig. 508) par chacune des
généralrices de la surface, ce qui raméne la construction
a celle du n® 70. On a fait usage de plans perpendiculaires
au plan vertical.

Intersection des surfaces réglées et des cylindres, cénes

et surfaces de révolution.
»

923. Intersection d'une surface réglée et d'un cylindre.

On coupera les deux surfaces par des plans paralléles au
cylindre et contenant les génératrices de la surface réglée.
Ainsi (fig. 509) par un point nn', pris oi on voudra sur
la droite aa', génératrice de la surface réglée AA', on con-
struira une ligne ce' paralléle au cylindre BB'; les deux
droites aa', c¢', détermineront un plan p paralléle au cy-
lindre, et qui le coupera suivant une de ses généra-
trices b8/, et le point uu, intersection de aa’ et de b&', ap-
partiendra aux deux surfaces et fera partie de la courbe
d’'intersection. On obtiendra par ce moyen autant de points
que l'on voudra.
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Cela revient & construire (878) I'intersection du cylindre
par chacune des génératrices de la surface réglée.

92k. Interséction d'une surface réglée avec un céne.

Un plan p (fig. 510), passant par leSommet du céne et
par la droite aa/, génératrice de la surface réglée, coupera
le céne suivant une droite bb', el I'intersection de aa' avec
bb' fera connaitre le point uu', commun aux deux surfaces.
Chaque point de la courbe s'obliendra par une construc-
tion semblable,

925. Intersection d'une surface réglée avec une surface
de révolution.

Un plan horizontal p (fig. 511) coupera la surface réglée
suivant une courbe ad/, et la surface de révolution suivant
le paralléle 58/; et les deux lignes aa' et bb' se couperont
en deux points mm’, nn', appartenant a la courbe d’inter-
section des deux surfaces.

On agira de la méme maniére pour trouver d'aulres
points de la courbe. :

On pourrait dans cerlains cas employer avec succés,
comme surfaces auxiliaires, des eyiindres circulaires
droits, ayant le méme axe que la surface de révolution.

926. Intersection de dewx surfaces réglées.

Un plan vertical p, contenant la génératrice aa' ( fig. 512),
coupera la seconde surface réglée, suivant une courbe
be, bc'y facile a construire (918), et l'intersection de cetle
courbe avec la droite aa’ déterminera un point mm/, com-
mun aux deux surfaces.

On recommencera celte construction qui se réduit i
chercher lintersection de la surface réglée BB' par cha-
cune des génératrices de aulre surface (920).

————
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Raccordement des surfaces réglées.

927. La ligne d'intersection de deux surfaces réglées est
en général une courbe a double courbure (fig. 513, PL. 79).
Mais dans quelques cas particuliers elle peut éire plane.

928. Les deux surfaces représentées sur la fig. 51k se
coupent suivant la droite ac, qui est une génératrice com-
mune,

929. Enfin, les deux surfaces AA' et BB' (fig. B15) se
touchent, et par conséquent se raccordent suivant la géné-
ralrice commune ac.

930. Deux surfaces réglées se raccorderont loujours
toutes les fois qu’elles seront touchées dans toute I'étendue
d’une généraltrice commune, par un méme hyperboloide , a
une nappe (fig. $17), car il est évident qu'un plan tangent
a 'hyperboloide en un point quelconque de la génératrice
ac , toucherait également a ce point les deux surfaces A
et B, de sorte que ces deux surfaces étant touchées par les
mémes plans, suivant toute 'étendue dela génératrice com-
mune, elles seront tangentes I'une & Pautre, et se raccor-
deront suivant cette ligne.

931. En général (fig. 516), st par trois pointsm,n, v,
pris avolonté sur une droite quelconque X, on concoit
trois plans p,p’p", dirigés comme on voudra dans les-
pace; si ensuite, par chacun des trots points m,n,v, on
construit autant de courbes que lon voudra, tangentes
aux plans p,p, p', ou situées dans ces plans, toutes les sur-

faces réglées qui auront pour directrices trois quelcongues

de ces courbes , se toucheront suivant toute U'étendue de la
geénératrice commune X, car elles seront touchées dans
toute lalongueur de celte méme droite par tous les hyper-
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boloides ou paraboloides qui auraient pour directrices trois

droites quelconques , menées dans les plans p.petp”, par
les points m,n, v.

932, Les surfaces réglées qui se raccordent peuvent avoir
une ou deux dlrectrlces communes et ne dL[ferer que par
la troisiéme directrice.

933. Si les deux surfaces réglées dont il s'agit étaient dé-
veloppables, tous les hyperboloides et paraboleides tan-
gents se réduiraient & un seul plan qui toucherait les deux
surfaces, suivant toute la longueur de la génératrice de
raccordement.

934. 1l résulte de la qu'une surface réglée gauche ne
peut pas se raccorder avec une surface développable sui-
vank une génératrice,

935. Enfin deux surfaces réglées ne peuvent se raccorder
suivant une génératrice, qu'autant qu'elles sont toutes
deux développables ou toutes deux gauches.

936. Lorsquune surface courbe queleconque servira de
directrice a une surface réglée, ces deux surfaces se rac-
corderont toujours dans toute I'étendue de Ialigne qui con-
tient les points suivant lesquels les génératrices de la sur~
face réglée s'appuient sur la surface directrice.

937. En général , si par tous les points d'une courbe acu
située sur une surface donnée A (fig. 518), on construit
des tangentes a cette surface, quelle que soit la direction
que lon aura adoptée pour ces tangentes, le lieu de 'es-
pace qui les contiendra sera une surface réglée, se raccor-
dant avec la surface donnée, suivant la courbe qui contient
tous les points par lesquels on a construit les tangentes a
cette surface,
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Supposons, par exemple, que les tangentes 1,1, 1.., aient
€té construites de maniére i satisfaire a certaines condi-
tions; que les tangentes 2,2,2... aient été obtenues par
une autre loi; qu’il en soit de méme des tangentes 3, 3...,
etainsi de suite. Il résultera de cette consiruction autant de
surfaces réglées qu'il y a de systémes de tangentes.

Toutes ces surfaces se raccorderont suivant la courbe acu
qui partagera chacune d’elles en deux nappes. Enfin 'une
quelconque des nappes de ces surfaces se raccordera tou-
jours avec la nappe opposée de chacune des autres surfaces.

Supposons, par exemple, que la sphére AA (fig. 519)
ait servi de directrice & la surface réglée BB, et que la
courbe acu soit la ligne de conlact de ces deux surfaces;
représentons par A et A' les deux parties de la sphére, et
par B et B'les deux nappes de la surface réglée; la combi-
naison deces diverses parties produira quatre surfaces diffé-
rentes, savoir:

1° La surface A+ A,

2° La surface AR,

3° La surface A'-L-B.

4° La surface BB, -

938. Peénétration rectangulaire. Ay lieu de chercher a
raccorder deux surfaces, on pourra demander qu’elles se
coupent loujours a angle droit en un point quelconque de
la ligne d'intersection.

Dans ce cas, étant donnée une premiere surface et la
ligne suivant laquelle elle doit élre coupée par la seconde,
on construirait la surface normale qui aurait cette ligne
pour directrice; puis, il ne resterait plus qu'a construire
une aulre surface tangente 4 la surface normale.

939. En général, lorsque l'on voudra que deux surfaces
se rencontrent partout a angle droit, il faudra faire en
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sorte que Lune d'elles soit tangente a la surface normale
de lautre, suivant toute létendue de la ligne d'inter-
section,

Cette remarque nous sera trés-utile dans certaines ap-
plications de la géométrie descriptive.

CHAPITRE 1V.

SURFACES-ENVELOPPES.

940. Sil'on fait mouvoir une sphére A ( fig. 520, PL.80),
de maniére que son centre parcoure la ligne abc, la sur-
face qui enveloppera toutes les posilions successives de
cette sphére, et qui les touchera toutes, se nommera une
surface-enveloppe, ou simplement une envecloppe.

Deux positions conséculives de la sphére mobile se cou-
peront suivant un cercle dk , dont le plan est perpendicu-
laire a la courbe parcourue par le centre. Ce cercle sera
d’autant plus grand que les positions de la sphere seront
plus rapprochées les unes des autres, et dans 'hypothése
d#in mouvement continu, la distance des centres étant
infiniment petite, I'intersection de deux sphéres consécu-
tives peut étre considérée comme un grand cercle. On donne
a ce cercle le nom de caractéristique de la surface.

Cen'est ici, au surplus, qu'une maniére différente d’en-
visager la génération des surfaces, car nous pourrions don-
ner au cercle dh le nom de génératrice, et supposer que
son centre se meut suivant la courbe abe, tandis que son
plan est constamment perpendiculaire & le direction de
cette courbe; alors la surface engendrée serait I'enveloppe
des positions successivement occupées par le cercle géné-
rateur.

941. Mais la nature des procédés analytiques qui con-
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duisent aux résultals précédents a fait adopter la défini-
tion générale suivante.

Une surface-enveloppe est le lieu qui contient toutes les
intersections qui résultent des positions successives d'une
surface mobile, constante ou variable de Jorme.

On donne le nom d’enveloppée & la surface mobile dans
chacune de ses positions.

Liintersection de deux enveloppées consécutives est la
caractéristigue de lenveloppe.

942. Celte définilion embarrasse ordinairement les com-
mencants; ils ont de la peine 4 reconnaitre dans certains
cas particuliers de surfaces~enveloppes les caractéres par
lesquels ils se rattachent au cas général.

Soit, par exemple (fig. 521), la surface AA’ & laguelle
nous avons donné le nom d’ellipsoide de révolution.

Supposons que l'on fasse mouvoir le sommet d’un céne
circulaire suivanl la droite aa', et qu'en méme temps
Pangle au sommet de ce cbne varie de telle sorte, que sa
génératrice soit toujours tangente a la section méridienne

delasurface A; il est certain que deux de ces cénes consécu- -

tifs et infiniment rapprochés se couperont suivant un cercle
perpendiculaire a 'axe , et la surface de Pellipsoide sera le
lieu de tous ces cercles.

Or, daprés la définition précédente, les divers cones
mobiles et variables se nommeront enveloppées, et la sur-
face del'ellipsoide sera 'enveloppe. Ainsi dans cet exemple
la surface-enveloppe est limitée en tous sens, tandis que

I’enveloppée ne l'est pas. L'enveiop;;e se trouve eirconscrite
par Penveloppée.

943. Il résulte de la qu’il ne faut attacher aux dénomi-
nations précédentes qu'un sens analytique et général , in-
dépendant des applications particuliéres, et que dans tous

27
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les cas l'enveloppe est le lieu géométrique des intersec-
tions successives de l'enveloppée ; de sorte que l'enveloppe
touchie ou est touchée par toutes les positions successives
de 'enveloppée, mais ne les enveloppe pas toujours , sui~
vant le sens que I'on attache vulgairement a ce mot.

Les mémes réflexions se reproduiront en examinant la
génératrice suivanle de la méme surface A, A"

k. Supposons une surface cylmdnque horizontale
ayant pour directrice Vellipse o'u'; faisons tourner ce cy-
lindre aulour de la verticale aa’; lf,s positions consécutives
‘du cylindre générateur étant infiniment rapprochées, les
intersections successives ne différeront pas de Uellipse o'e’
qui sera la caractéristique de l'enveloppe : le cylindre
mobile qui est ici 'enveloppée se trouve encore circonscrit
a Vellipsoide, qui, d’aprés la définition générale, repré-
senle I'enveloppe.

945. Surfaces développables. Parmi les cas particuliers
de surfaces-enveloppes, nous distinguerons celui o I'en-

veloppée est un plan ( fig. 522); alors la caractéristique est
~une ligne droite, puisqu’elle provient de l'intersection de

deux positions consécutives du plan mobile; et l'enveloppe,
lien de loutes ces caractéristiques, est une surface réglée.

946. Cette surface jouit toujours de la propriété d'étre
:levelnppable car deux caraclérisliques consécutives étant
les intersections d’un méme plan avec celui qui précede et
avec celui qui suit, ces deux droites se couperont toujours,
ce qui estle caractére des surfaces développables (810).

La courbe mnou, qui passe par tous les points d'inter=
section des caracléristiques successives, forme 'aréte de
rebroussement.

Les droites a,b,c,d, sont tangentes a la courbe mnou
(823).
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. Nous allons étudier quelques exemples particuliers de
surfaces-enveloppes.

- |
947. 8i I'on fait mouvoir une sphére d’un rayon donné, {
de maniére que son centre parcoure une hélice 4 base cir-

. - . ; |
culaire, on obtiendra une surface-_-enveloppe connue, dans |

les arts de construction, sous le nom de vis Saint-Gilles. IHI
Si I'on voulait projeter cetle surface, il suffirait de con-
struire un certain nombre de positions du grand cercle, .
dont le plan est perpendiculaire & Ihélice.
Souvent on préfeére projeter les hélices parcourues par
chacun des points de ce grand cercle. i
Soit (fig. 523) a’ le centre de la sphére mobile, on con- tq
4 slruira au pointa'la ta ngente de I'hélice (347), et la droite IJ
a's' perpendiculaire i cetle tangente sera la projection du
demi-grand cercle dont le pl

an est perpendiculaire 4 la

direction de celle courhe; I'inclinaison du cercle généra- !!'
teur €tant connue, il sera facile de le constraire, dans telle lé
position que I’on voudra. Les trois lignes (psq,p's'q') sont |

trois posilions principales de ce cercle, et les hélices tra-
cées sur la fig. 523 sont celles parcourues par les trois

points pp', qq', s5'.

948. L'épure 52k représente une vis Saint-Gilles engen-
drée par un demi-cercle vertical,

9%49. Si le pas de I'hélice diminuait, la surface se rappro-
cherait de celle du tore ou surface annulaire (657)

Plans tangents, surfaces normales.

930. Supposons (fig. 526) quen wi point aa' donné sur 1
la surface, on veuille construire un plan tangent; on pren- . '
dra pour premiére tangente celle qui touche en (aa') le |
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cercle vertical m'a'n', générateur de la surface donnée. La
tangente i 'hélice qui passe par le méme point complétera
la détermination du plan tangent. En construisant le
triangle @'6'c’, tel que I'on ait @'t égal & trois huitiemes du
pas de V'hélice, el b'c’ égal a trois huitiémes de la circonfeé-
rence al, 'hypoténuse @'c’ sera la tangente a ’hélice , ra-
battue sur le plan p" paralléle an plan vertical; le point s
oli cette tangente perce le plan horizontal, étant projeté
en v et ramené en u,on aura @u pour la projection hori-
zontale de cette tangente; de sorte que la droite ou sera la
trace horizontale du plan tangent. Quant a la trace verti-
cale, elle sera paralléle a la droite ao'.

951. La droite (an, @'n') menée par le pdint aa', perpen-
diculaire au plan tangent, sera une normale.

982. Si par chaque point de I'hélice ash,a's'l, on con-
struit une normale, la surface qui contiendra toules ces
liznes sera une surface normale.

L=

11 n’est pas nécessaire pour chaque normale de construire
les traces du plan tangent. En effet, par suite de la forme
réguliére et constante de la surface, quelle que soit la hau-
teur du point de langence, les tangentes, le plan tangent
et la normale conserveront toujours la méme position re-
lative; de sorte que les projections horizontales de ces
lignes ne changeront pas et ne feront que tourner du point
A. De la résuite cetle construction.

On abaissera du centre une droite Az, perpendiculaire
sur Ja projection de la premicre normale, et décrivant la
circonférence zxy, toute langente a cetle courbe sera li
projection horizontale d’une normale. On €lévera la per-
pendiculaire zz' jusqu’a la projection verticale de la nor-
male a'n', et Fon construira 'hélice (za, 2'x') , sur laquelle
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on déterminera les points ot elle est rencontrée par cha-
cune des normales,

La surface que 'on obtiendra sera réglée : la généra-
trice s'appuie sur les deux hélices (ash,a's'h) (z2,2'2') et
touche constamment Je cylindre qui contient la derniére.

953. 5i I'on voulait donner A toutes les normales la méme
longueur, on les terminerait aux pointsotielles rencontrent

un cylindre droit ayant pour trace horizontale une circon-
férence telle que nd.

954. Développement. Daus Iindustrie, beaucoup de

corps sont terminés par des feuilles minces en téle, fer-

blanc, carton, ele.; souvent méme, quoique la matiére

soit solide, on en détermine le contour en appliquant sur
les faces planes ou courbes des figures découpées aux-
quelles on fait prendre la courbure de ces faces, et que
l'on nomme panneaux ou patrons, Cest doenc un probléme
important que celui qui a pour but d’oblenir le développe-
ment des surfaces, .

Nous avons déja vu que les surfaces cylindriques et co-
niques se développent exactement; cela provient de leur
caractere de surfaces développables (810).

Les surfaces de révolution se développeront
tivement en les partageant soit
seaux (528, 671).

Il ne nous reste done plus qu’a trouver un moyen de
développer approximativement certaines portions de sur-
faces réglées on enveloppes.

Il est évident que cela revient, étant donnée une cer-
taine surface ou portion de surface » & trouver une surface

développable qui différe le moins possible de la surface
proposée.

approxima-
par zones; soit par fu-
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955. Je prcntlrai pour exemple la surface normale que
nous venons de construire dans V'exemple précédent.

Soient les mémes données (fig. 527), on opérera comme
précédemment pour obtenir les deux premiéres normales
| (an,an') (cu,c'u'); ensuite on construira les deux cordes
| (ac,a'c') (co,c'd"), ele.

Cela posé, concevons un plan par la normale (an,a'n')
et 1a corde (ac,a'c'), un second plan par la seconde nor-
male et la seconde corde, un troisiéme plan par la troi-
siéme normale et la troisieme corde, ete. On pourra con-
sidérer tous ces plans comme les positions successives d'un
plan mobile qui dans son mounvement engendrerzlil une
surface développable (946) différant pen de la surface don-
née; en effel, la surface normale se compose de petils qua-
drilatéres ganches tels que (ancn) (a'n'c'n'), et trois angles
de chacun de ces quadrilatéres étant situés dans le plan
-a mobile correspondant; il y aurait peu de dillérence entre
les deux surfaces, surtout dans le voisinage de I'hélice
, (aco,a'c'o’), ce qui est essentiel.
i Si les arcs (ac,a'c’) (co,c'o’) devenaient infiniment pe-
tits, le plan mobile serait daus chaque position tangent a
la surface normale, et 'on obliendrait une surface déve-
loppable tangente i 1a surface normale dans toule Iétendue
de I'hélice (aco...ac'o") (940).

Pour obtenir cette surface on conslruira un plan hori~
zontal p. Ce plan coupe le premier plan mobile suivant
(ns,n's'’), et le second suivant (uz,u'z'); et Pintersection
xx' de ces deux droites appartient a la droite (cx, ¢'x') qui
sera la caractéristique de I'enveloppe cherchée.

En construisant un certain nombre de projections hori-
zontales de cette ligne, et opérant du reste commenous
Pavons fait pour la normale, on obtiendra facilement les
projections verticales correspondantes.
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956. La sarface que nous venons de construire est con-
nue sous le nom d'hélicoide développable (826); chacune
de ses généralrices est langente & une helice ayant pour
base le cercle dh. 4

La figure 528 représente le développement de la surface
précédente; pour I'obtenir on construira chaque quadrila-
tére dans sa véritable grandeur les courbes a"y", 4"t", sont
des arcs de cercle (830).

957. En général, pour développer approximativement
une surface quelcongue, on la partagera en zones de peu
de largeur; puis, aprés avoir construit des plans tangents
par tous les points de la courbe moyenne de chague zone,
on développera la surface-enveloppe résultant de cette
suite de plans tangents.

Sections et intersections.

988. Nous n’enlrerons pas ici dans le détail des con-
structions nécessaires pour oblenir les sections par des
plans ou des lignes; ce ne serait qu’une répétition de
ce que nous avons dit sur P'application des principes 634
et 640.

Nous nous bornerons a un seul exemple de pénétration.

959. Supposons ( fig. 525) que le demi-cercle psg soit
pris pour la génératrice d’une vis Saint-Gilles; on veut
avoir la courbe de pénétralion de cette surface par le co-
noide dont les directrices sont la verticale ui', la demi-
ellipse (kdh, Kd'l'), et dont la génération serail paralléle
au plan horizontal, le rayon verlical od de I'ellipse étant
égal au rayon du cercle abe.

Parmi tous les moyens qui résultent du principe géné-
ral 635, on peut employer le suivant.
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& i
’ _..Un cylindre vertical a base circulaire G cqgféra;:}a;fspr— 2 ﬂ
' face de Ja vis suivant une hélice a', et la surface ;&u".g_o-
noide suivant une courbe &', et les intersections de a’ et &'
donneront les points m de la courbe; on recompmenceri
pour avoir d’aulres points. Sy

La courbe &' se construit en élevant des perpendiculaires !
par les points suivant lesquels la trace du cylindre G coupe i
les projections horizontales des génératrices du conoide. |
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