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Summary

Starting from a partial derivative model that constitutes a conservation law, a math-
ematical reading of this fact is that the equations we work with preserve the L! norm.
This tells us that the solutions of the model, even before we know of its existence
and/or uniqueness, will be bounded with this norm. This type of conservation tells
us that our solutions live in a bounded space of the L! space. However, this fact at
first sight, it does not give us a compactness or convergence which we can work with.

In this project we will see that actually this boundedness in L! can be used as a
tool to establish a convergence of solutions, although not to a function of L! buttoa
measure. In a second phase, it will be crucial to determine which equation verifies
this limit measure. In order to have a global view of the steps we have followed to
obtain this convergence, let us see a small summary of these results. We know that
a bounded sequence of integrable functions does not have to converge. But if we
consider this same sequence as a bounded sequence in the measure space, and we
use the measure space is the dual of a normed space (Riesz representation theorem),
we can find a partial one that converges (Banach-Alouglu-Bourbaki theorem). Here,
we take into account that it will do so to a measure and with the weak-* topology.

The general structure followed until we get to introduce at the results that allow us
to affirm the above-mentioned summary, will be the next: in Capitulo 1 we compile
the results studied in the degree coming from different subjects, as well as we intro-
duce new concepts that are necessary for those results. As main source consulted,
we highlight both the notes of the Functional Analysis course of the degree [PG10]
and the books of Donald L. Cohn [Cohg7] and Gerald B. Folland [Folgg]. In a second
Chapter, we will illustrate all these results with an example extracted from [Nieo3],
with this address some objectives of this project.

In the first chapter, the most relevant results will be both the Banach-Alouglu-
Bourbaki theorem and the Riesz representation theorem, we also emphasize the
isometric inclusion of the L! space in the finite signed regular Borel measures, M,,
that will be presented in this chapter since as a new concept. The first of these
theorems tells us that the closed balls in the dual of a normed space are compact,
which will allow us to obtain some convergence on sequences working with them
in the dual space. The second of these theorems, which gives the title to this project,
will allow us to identify the dual of the space of functions with the space of measures.
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Summary

In order to arrive at both the inclusion of L! in the measures space M, and the
Riesz theorem, it will be crucial to define the integral of a function with respect to a
measure. In addition, through various examples in the project developed in different
parts, we will define and study a measure constructed from a function in L!, which
will be nothing more than the integral of the function with respect to the Lebesgue
measure as seen in Mathematical Analysis I. All these examples will aim at identify-
ing the space of integrable functions, L!, with a subspace within the measures space
M,.

Another important new concept that we will introduce in the first chapter will be
that of a new topology, the weak-* topology, which has the advantage of having more
compact sets. It will be the topology that we will use in the Banach-Alouglu-Bourbaki
theorem to assert compactness of closed subsets of the dual space. Therefore, in a
general way, every bounded sequence in the dual space of a normed space will have
to have a partial that converges in the weak-* topology.

In Capitulo 2 we will start from a conservation law, namely mass, which will give
us an at first sight, estimate in L! and we will also see how the solutions behave
when varying a parameter of the equation. Since L! is embedded in the measure
space, as we have already seen, the solutions will be bounded as measures. Viewing
the measures as the dual space of the Cqp space, and using that they are bounded,
we can affirm that they will have a convergent subsuccession in the weak-* topology
to a measure.

This weak-* topology will come naturally when using it in the weak formulation of
the equations. A measure coming from a function in L!, seen as an operator on Cyp,
will be nothing more than the integral of the product, as we will see in Capitulo 1.
Therefore, the difficulty of taking limits in the weak formulation will reside in the
nonlinear terms of the equation, which we will rewrite and after that we will prove
the bounding of the first moment, so that we can finally pass to the limit.
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Introduccion

Cuando nos enfrentamos a un modelo en derivadas parciales que constituye una
ley de conservacién, una lectura matematica de este hecho es que las ecuaciones con
las que trabajamos preservan la norma L!. Esto nos indica que las soluciones del mo-
delo, antes incluso de saber de su existencia y/o unicidad, van a estar acotadas con
esta norma. Este tipo de conservacién nos indica que nuestras soluciones viven en un
espacio acotado de L!. Sin embargo, este hecho, a priori, no nos da una compacidad
o convergencia con la que podamos trabajar.

En esta memoria veremos que realmente esta acotacién en L! si puede usarse
como herramienta para establecer una convergencia de soluciones, aunque no a una
funcién de L', sino a una medida. En una segunda fase serd crucial determinar qué
ecuacion verifica esta medida limite. Para tener una vision global de los pasos que he-
mos seguido para obtener esta convergencia, veamos un pequefio resumen de estos
resultados. Sabemos que una sucesion acotada de funciones integrables no tiene por
qué converger. Sin embargo, viéndola como una sucesién acotada en el espacio de
medidas, al ser este el dual de un espacio normado (Teorema de representacion de
Riesz), podemos encontrar una parcial que convergera (Teorema de Banach-Alouglu-
Bourbaki), teniendo en cuenta que lo hard a una medida y con la topologia débil-*.

La estructura general seguida hasta poder llegar a los resultados que nos permitan
afirmar el resumen antes comentado serd la siguiente: en el Capitulo 1 recopilaremos
los resultados estudiados en el grado provenientes de diversas asignaturas, asi como
introduciremos nuevos conceptos que nos serdn necesarios mas adelante. Como prin-
cipal fuente consultada destacamos tanto los apuntes de la asignatura de Analisis
Funcional del grado [PG10] como los libros de Donald L. Cohn [Cohg7] y Gerald B.
Folland [Folgg]. En un segundo Capitulo, ilustraremos todos estos resultados con un
ejemplo extraido de [Nieo3], quedando asi abordados todos los objetivos previstos
en la propuesta de este proyecto.

En el primer Capitulo, los resultados maés relevantes serdn tanto el teorema de
Banach-Alouglu-Bourbaki como el teorema de representacién de Riesz, pudiendo
destacar también la inclusién isométrica del espacio L! en las medidas finitas sig-
nadas regulares de Borel, M,, las cuales presentaremos dentro de este al tratarse de
un nuevo concepto. El primero de estos teoremas nos dice que las bolas cerradas
en el dual de un espacio normado son compactas en una determinada topologia
que definiremos posteriormente, lo que nos permitird obtener cierta convergencia
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Introduccion

sobre sucesiones vistas dentro de este dual. El segundo de ellos, el cual da titulo a
esta memoria, nos permitird identificar el dual del espacio Cqg con el espacio de las
medidas M,.

Para poder llegar tanto a la inclusién de L! en las medidas como al teorema de
Riesz, serd crucial definir la integral de una funcién respecto a una medida. Ademads,
a través de diversos ejemplos dentro de la memoria desarrollados en distintas partes
(segun correspondan), definiremos y estudiaremos una medida construida a partir
de una funcién en L!, que no serd més que la integral de la funcién respecto la
medida de Lebesgue como se vio en Andlisis Matematico 1. Todos estos ejemplos
tendran como finalidad el poder identificar el espacio de las funciones integrables L'
con un subespacio dentro de las medidas.

Otro nuevo concepto importante que presentaremos en este primer capitulo se-
rd el de una nueva topologia, la topologia débil-*, que posee la ventaja de tener mds
conjuntos compactos. Esta serd la topologia que usaremos en el teorema de Banach-
Alouglu-Bourbaki para afirmar la compacidad de los subconjuntos cerrados del dual.
Por tanto, a grandes rasgos, toda sucesién acotada en el dual de un espacio normado
tendra que tener una parcial que converja en la topologia débil-*.

En el Capitulo 2 partiremos de una ley de conservacién, concretamente de masa,
lo que nos dara una estimacion, a priori, en L. Con esto veremos cémo se comportan
las soluciones al variar un pardmetro de la ecuacién. Como L! estd embebido en las
medidas, hecho que ya habiamos comentado, las soluciones estardn acotadas como
medidas. Viendo las medidas como el dual del espacio Cyp, al estar acotadas, tendran
una subsucesién convergente en la topologia débil-* a una medida.

Esta topologia débil-* aparecerd de manera natural al usarla en la formulacién
débil de las ecuaciones, ya que una medida que provenga de una funcién en L!
vista como operador sobre Cqp, no serd mds que la integral del producto, esto serd
probado en el Capitulo 1. Por tanto, la dificultad de tomar limites en la formulacién
débil residira en los términos no lineales de la ecuacion. Para ello reescribiremos y
demostraremos la acotacién del primer momento, lo que nos llevara finalmente a
poder pasar al limite.

X1V



1 Funciones, medidas y compacidad

En este primer capitulo recogeremos los resultados tanto de Anélisis Funcional
como teorfa de la medida que necesitaremos hasta poder llegar a obtener ciertas pro-
piedades de compacidad con los que pretendemos establecer un tipo de convergencia
de soluciones aproximadas en medidas de una ecuacién en derivadas parciales en
forma de ley de conservacién. En particular, presentaremos resultados necesarios de
la teoria de la medida, asi como de espacios vectoriales topolégicos y sus duales,
que nos permitirdn dar una representacion de ciertas medidas como operadores de
Coo. Del mismo modo, a grandes rasgos, veremos que una sucesién acotada que
pertenezca al dual de algtin espacio normado tendrd una parcial convergente en
una nueva topologia que definiremos. Con lo cual, identificando el espacio de las
funciones integrables con un subespacio dentro de estas medidas, podremos obtener
una convergencia a una medida de una sucesiéon acotada en el espacio de funciones
integrables con esta nueva topologia.

1.1. Resultados basicos de la Teoria de la Medida

En esta seccion recordaremos las definiciones fundamentales sobre medidas vistas
en la asignatura de Anélisis Matematico II para después poder generalizar estos
conceptos a las llamadas medidas signadas, mas concretamente las finitas regulares
de Borel, que son las que realmente vamos buscando para poder enunciar el teorema
de representacion de Riesz.

1.1.1. Espacios y conjuntos medibles; medidas en [0, o]

Definicién 1.1. Sea () un conjunto no vacio. Se dice que una familia .4 de subcon-
juntos de () es una o-algebra si cumple las siguientes tres condiciones:

1. contiene al total: Q) € A;

2. es cerrado para uniones numerables, es decir:

{Adeen CA = |J Anc A
nelN

3. es cerrado para complementarios: si A € A entonces A° = Q\A € A.



1 Funciones, medidas y compacidad

Al par (Q), A) se le denomina espacio medible y a cada subconjunto A C Q) que esté
en A se denomina conjunto medible.

Un ejemplo de o-élgebra es el conjunto P(Q)) formado por todos los subconjuntos
de (). ;Cémo se pueden construir otras c-algebras? Por ejemplo, aprovechando
que la interseccién de conjuntos mantiene las tres propiedades anteriores, es facil
observar que la interseccién de c-dlgebras vuelve a ser una nueva c-dlgebra. Con
esta propiedad en mente y dada S C P(Q)) una familia cualquiera de subconjuntos
de (), se puede construir la menor ¢-algebra conteniendo a § como

(1 A donde os = {A es una o-dlgebray S C A}.

A€o

Al resultado se denomina la o-dlgebra engendrada por S. El ejemplo mas represen-
tativo de esta construccion es la llamada o-algebra de Borel, 3(Q2) que no es otra
cosa que la o-4lgebra engendrada por la familia de todos los conjuntos abiertos de ().

Una vez introducidos los conjuntos medibles (aquellos que, como su nombre indica,
pretendemos medir), recordamos que el siguiente paso es asignarles una medida. En
principio, admitiremos que la medida pueda tomar el valor infinito, pero las que
usaremos en esta memoria serdn las medidas finitas. Por tanto, antes de dar una
definicién general de medida necesitaremos hacer algunas consideraciones sobre el
conjunto

[0,00] := Ry U {c0}.

Este conjunto se considera ordenado totalmente, extendiendo el orden usual de R,
y afiadiendo el convenio

x < oo para todo x en [0, 0],

para ordenar el elemento restante: co. También podemos extender a este conjunto la
operacién suma mediante la regla

X 400 =00+ x := co para todo x en [0, 0],
y también el producto, mediante el convenio siguiente:
X X 00=00XXx:=00 conxen |0,

Oxoo=00x0:=0.

Por ultimo, diremos que una sucesion {x,} en [0,00] converge a oo si para todo
M > 0, existe ng tal que si n > ngy entonces x,, > M.
Una vez hechas estas consideraciones podemos pasar a recordar el concepto de



1.1 Resultados bdsicos de la Teoria de la Medida

medida que ya se estudi6 en varias asignaturas del grado.

Definicién 1.2. Sea (), A) un espacio medible y una aplicacién y : A — [0, 00]. Se
dice que y es una medida (positiva) sobre A si verifica las siguientes propiedades:

1. (@) =0.
2. Si {A,} es una sucesion de elementos de A disjuntos dos a dos (A; N Aj=Dsi

j# 1), entonces p( Ej Ay) =Y 1 u(An) (propiedad de o-aditividad).
n=1

A la terna (Q), A, 1) se le denomina espacio de medida.

1.1.2. Medidas signadas

Al concepto de medida que previamente hemos recordado, podemos eliminarle
el requisito de la no negatividad, de este modo obtendriamos las llamadas medidas
signadas, que incluyen el concepto de medida cldsico. Al igual que antes, aunque
necesitaremos solamente las medidas signadas finitas, daremos una definicién gene-
ral. Consideraremos que una medida signada pueda tomar valores infinitos, donde
usaremos la aritmética del infinito que hemos visto anteriormente.

Definicién 1.3. Sea ((2, A) un espacio medible y sea y una funcién en A con valores
en RU {—o0,00}. Si y es g-aditiva y #(@) = 0 entonces j es una medida signada.

Las que nos interesardn seran las medidas signadas finitas, es decir, ni +oo ni —oco
se encuentran entre sus valores, solo toman valores en IR.

Para dar generalidad, los siguientes resultados los veremos para medidas signadas
cualesquiera, aunque luego usaremos aplicdndolos a las medidas que realmente nos
conciernen.

Proposicién 1.1. En una medida signada no puede encontrarse entre sus valores 400 y —oo
simultdneamente. Como consecuencia, una medida signada es finita o alcanza el valor +o0 o
—o00, pero 1o los dos.

Demostracién. Sea p una medida signada en el espacio medible (Q), A). Supongamos
que existe un conjunto A en A tal que y(A) = 400 y un conjunto B en A tal que
#(B) = —oo. Como la suma p(A) + p(A°) debe estar definida (es decir, no puede ser
de la forma +o0 + (—00) ni —co 4 o0) y debe ser igual a u(Q)) por la propiedad de
o-aditividad, tenemos que

u(A) + u(A9) = +oeo = pu(Q).
Por un razonamiento anédlogo obtenemos que

#(B) + u(B°) = —oco = u(Q).



1 Funciones, medidas y compacidad

Entonces, por contradiccién, llegamos a que efectivamente no hay dos conjuntos
cuyas imagenes por y sean +oo y —oo respectivamente. U

A modo de ejemplo, veamos como crear una medida signada a partir de una
funcién como sigue:

Ejemplo 1.1. Sean M la c-dlgebra de Lebesgue’ y A la medida de Lebesgue de RR.
Representaremos por L(R) al espacio formado por las funciones medibles que son
integrables en IR, esto es,

E(]R):{f:]R—HR medible tal que / Lf] dx<oo}.
JR

Pues bien, a partir de una funcién f en £(IR), podemos crear la medida ps: M — R
como sigue

A€ M up(A) = /Af(x) dx,

que serd una medida signada y finita, vedmoslo.

1. 1f(Q) :/Qf(x) dx = 0.

2. Sea {A,} € B(Q) disjuntos dos a dos. Usando propiedades de la integral de
Lebesgue estudiadas en Analisis Numérico II, obtenemos que

[ee]

(U a) =[5 s@dx=1 [ f@dr=3 ui4)

n=1 Ul n n=1

Por tanto, obtenemos que efectivamente es una medida signada. Para ver que es
finita consideremos E € M. Como E C R y usando propiedades de la integral de
Lebesgue obtenemos

Bl =| [ f@) ax| < [1f@lar< [ 1) ax

Como f € L(R), obtenemos que la integral es finita y, por tanto, |p¢(E)| < co para
todo E € M.

Nuestro préximo objetivo serd identificar como espacio vectorial el conjunto de
todas estas medidas signadas finitas sobre un mismo espacio medible y dotarlo de
una norma; este espacio serd uno de los pilares de nuestro objetivo: el Teorema
de representacion de Riesz. Para ello, necesitaremos algunos resultados previos. El

"Hemos usado el concepto de medible e integrable respecto a la medida usual de Lebesgue, como se
vio en la asignatura de Andlisis Numérico II. Mas adelante generalizaremos estos conceptos para
poder aplicarlos a otros tipos de medidas.



1.1 Resultados bdsicos de la Teoria de la Medida

primero de ellos, que presentaremos en seguida, permite dividir el conjunto () en dos
zonas relacionadas con el signo que una medida y toma en los subconjuntos de cada
una de ellas. Comenzamos con un concepto asociado a este hecho.

Definicién 1.4. Sea i una medida signada en un espacio medible (02, .A). Un subcon-
junto A de () es un conjunto positivo para y: si A € A y cada subconjunto medible
E C A satisface p(E) > 0. Igualmente, A es un conjunto negativo para ysi A€ Ay
cada subconjunto medible E de A satisface u(E) < 0.

Una vez definidos los conjuntos positivos y negativos para una medida signada,
podemos descomponer el espacio medible en un subconjunto positivo y otro nega-
tivo disjuntos, los cuales usaremos para definir la norma en el espacio de medidas
regulares finitas. Formalicemos este resultado en modo de teorema cuya demostracion
no tiene mayor dificultad, pero necesita algunos resultados previos que se alejan del
proposito de esta memoria, puede consultarse en [Cohgy, capitulo 4].

Teorema 1.1. (Descomposicion de Hahn).

Sea y una medida signada en un espacio medible (Q), A). Existen subconjuntos disjuntos Q"
y Q" en Q, con O un conjunto positivo para uy QO un conjunto negativo para u, tal que
Q=0"uQ.

Al par (A", Q)7) se le denomina descomposicion de Hahn para una medida signada y.

Observacion 1.1. Una medida signada puede tener varias descomposiciones de Hahn.
Constatemos este hecho usando la medida asociada a una funcién que hemos in-
troducido en el Ejemplo 1.1. Recordemos que, a partir de una funcién g en £(R),

definiamos g (A) := / g(x) dx, para conjunto cada A Lebesgue-medible. Entonces,
A

en este caso es facil observar que

Of ={xeR:g(x) >0} vy O ={xeR:g(x) <0},
O ={xeR:g(x) >0} y Q ={xeR:g(x) <0},

son sendas descomposiciones de Hahn que, en cuanto la funcién g se anule en algtn
punto, son distintas.

El siguiente resultado nos permitird descomponer, gracias al teorema anterior, cada
medida signada en dos medidas positivas, las cuales usaremos para crear la norma
que estdbamos buscando. Concretemos este resultado asi como su demostraciéon que
es constructiva.

Corolario 1.1. (Descomposicién de Jordan). Cada medida signada es la diferencia de dos
medidas positivas, con al menos una de ellas finita.

Demostracion. Sea p una medida signada en el espacio medible (Q), A) y elegimos
una descomposiciéon de Hahn (", )™) para p.



1 Funciones, medidas y compacidad

Definimos entonces las medidas y* y u~ como sigue: dado A € A,

ut(A) = p(AnQT),
HO(A) = —u(ANQ).

Usando que Q" y O~ constituyen una descomposicion de Hahn, es claro que y* y
u~ son medidas positivas y ademads:

A=(ANONHUANQT) = u(A) =u(AnQM) +u(ANQ™) =u"(A) —u (A).

Ademads, como hemos visto en la Proposicién 1.1, 400 y —oco no pueden estar ambos
entre los valores de y, por lo que al menos uno de los valores 1 (Q") o u(Q~) debe
ser finito. Por tanto, al menos una de las medidas u™ o p~ debe ser finita. O

Veamos que esta descomposicién de Jordan de una medida no depende en reali-
dad de la descomposiciéon de Hahn que hayamos usado para su construcciéon. Sea
(7, Q7) una descomposicion de Hahn para la medida signada y, sean u™ y u~ las
medidas construidas para (Q*, Q7) en la demostracién del Corolario 1.1 y suponga-
mos que A pertenece a A. Entonces tenemos que cada subconjunto medible B de A
satisface

u(B) = pu"(B) —pu~(B) < u"(B) < ut(A).
Por lo tanto,
p(A) =sup{p(B): B Ay B C A},

pero tomando B = ANQT C A y usando que u*(A) := u(ANQ*T) = u(B), se
alcanza el supremo (de hecho, es un maximo) y

" (A)=sup{u(B):Be AyBC A}.
De forma anéloga, la medida p~ satisface
u (A) =sup{—u(B):Bec AyBC A}.

Por lo tanto, " y u~ no dependen de la descomposiciéon de Hahn particular utiliza-
da en su construccion.

Las medidas ™ y u~ son llamadas la parte positiva y parte negativa respectiva-
mente de p y la representacion y = u* — u~ se llama la descomposicion de Jordan
de p.

A modo de ejemplo, usemos de nuevo una medida signada y; en (IR, M) creada
a partir de una funcién g € L(R).



1.1 Resultados bdsicos de la Teoria de la Medida

Ejemplo 1.2. Como acabamos de ver, ‘u; y g no dependen de la descomposicion
de Hahn utilizada, por lo que podemos usar la que hemos introducido hace un
momento: Q" = {x e R: g(x) >0} y Q™ = {x € R: g(x) < 0} en la pagina 5. Por
tanto, para cada A € M:

HE(4) = u(ANQt) = Jdx= [ g (x) dx = py (),

/Aﬂ{erR:g(x)EO}
donde g* := max {g,0} es la parte positiva de g. De forma analoga, obtenemos que
e (A) = pg-(A) con g~ = max{—g,0}, lo que resulta bastante natural, esto es, la
parte positiva (resp. negativa) de la medida asociada a una funcién resulta ser la
medida asociada a la parte positiva (resp. negativa) de dicha funcién.

A partir del resultado que acabamos de ver, podemos crear una nueva medida
positiva que serd crucial para crear una norma en el espacio de medidas que nos
interesan, la cual llamaremos variacion total.

Definicién 1.5. Llamaremos variacién de una medida signada u en el espacio medi-
ble (Q), A) a la medida positiva |u| definida por
= p"+p

Usando esta nueva medida positiva, podemos finalmente definir la variacién total de
la medida signada p como

] =: [ul(Q) = pH(Q) + 1~ (Q) = p(QF) — u(Q7).

Ejemplo 1.3. Para el caso de una medida signada que proviene de una funcién,
tenemos que su variacion total es |pg| = pig+ + pe-, como hemos visto en el ejemplo
anterior. Con lo cual, para A en M, obtenemos que

el (A /g dx+/g dx—/g “(x) dx,

dado que [g| = g* + ¢, llegamos a que |p,[(A / |g](x)dx, es decir |pg| = pg.

Sea (2, A) un espacio medible. Representaremos por M(Q), A, R) al espacio de
todas las medidas signadas finitas en (Q,.A). Es facil ver que M(Q), A,R) es un
espacio vectorial sobre R. Veamos que, ademads, la variacion total es una norma es
este espacio. Sea 1 € M(Q), A, R).

» Es claro que ||p|| > 0 puesto que ||u|| = |u|(Q)), donde |u| es una medida
positiva, con lo cual, solo tomaré valores no negativos finitos, por ser y finita.

» Si u es la medida cero, es claro que ||i|| = 0. Reciprocramente, si tenemos
||#]] = 0, implica que |u|(Q2) = 0, podria ser que Q) fuese un conjunto nulo
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para la medida |p/|, pero en ese caso || aplicado a cualquier subconjunto de )
seria 0, por lo que |u| seria la medida cero al igual que .

= Seaken R, [[ku|| = lkpu|(Q) = (kn)"(Q) + (k) (Q).
En el caso de k positivo, es claro que

(kp) () = k™ (Q) y (kpe) ™ () = k™ ().

Para el caso k negativo podemos usar la caracterizacién de la pagina 5 para la
descomposiciéon de Jordan:

(ku)™(Q) = sup {—|k|u(B) : B€ Ay B C Q} = [k[u~(Q).
(k)= (Q) = sup {|k|u(B) : B€ Ay B C Q} = [k|u" (Q).
Con lo cual, obtenemos que

[kl | = Tl (7 () + 1 () = [K[ ||l

» Por altimo, dadas sendas medidas y, A € M(Q), A, R) y usando la misma carac-
terizacion de |y + A[(Q2) en forma de supremos, teniendo en cuanta tinicamente
que el supremo de una suma es menor que la suma de los supremos, llegamos
facilmente a que

[+ A< [ l] 4 (1A

Una vez definidas las medidas signadas finitas, concretemos a las que son, ademas,
medidas regulares de Borel, que son las que realmente buscamos.

Definicién 1.6. Sea () un espacio topolégico de Hausdorff. Una medida de Borel en
Q) es una medida (positiva) p cuyo dominio es B((}), es decir, una medida definida
en la o-dlgebra de Borel de Q).

Ademais, diremos que esta medida es regular sii:

1. (finita en compactos) para cada compacto K de () se satisface yu(K) < oo;

2. (regularidad exterior) para cada subconjunto E en B(()) se satisface:

u(E) = inf{u(U) : U abierto, EC U C O};

3. (regularidad interior) para cada subconjunto abierto U de () se satisface

u(U) = sup{p(K) : K compacto, K C U C O}.

En el caso de que y sea una medida signada definida en B(Q2), se dird que es una
medida signada de Borel regular si su variacién |u| es regular y denotaremos por
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M;(R, B(R),R) al espacio de todas las medidas signadas finitas de Borel regulares
en el espacio medible (Q), B(Q2)).

Ejemplo 1.4. Veamos que en el caso de una medida signada ji¢, creada a partir de
una funcién g, es también regular en el caso de que g sea integrable.
Como ya habfamos visto en el Ejemplo 1.3, |ug| = pg+ + pg- y para A € M,

gl (A) = / |g|(x) dx. Con lo cual,
A

» Sea K un compacto de R, por ser ¢ € L(IR) es claro que |p,|(K) < oo.

» Sea E C M, comprobemos que |ug|(E) = inf {|pug|(U) : U abierto, EC U} .
Consideramos la siguiente sucesion decreciente de abiertos que recubren el
conjunto E:
1
u, = B(x,;) conn €N

xeE

y definimos las siguientes funciones:

_ [ 18] si x€E _ [ 1g(x)] si x el
M@_{O si x #E, hM@_{o si x # U,

Veamos que h, cumple las hipétesis para poder aplicar el teorema de la con-
vergencia dominada. Se trata de una sucesién de funciones integrables (por
ser g integrable en R) con |h,| < |g|. Ademas, por construccién, h, converge
puntualmente a la funcién h(x). Con lo cual obtenemos lo siguiente:

sl = [ lg(@)ldr= [ hu(x)dx 3 [ nx)dx= [ |3(0)ldx= sl (E).

Sea ahora U C R abierto y veamos la regularidad interior, esto es: |pg|(U) =
sup {|ug|(K) : K compacto ,K C U} . Para ello, consideramos los conjuntos

K, = {x € R :dist(x, U°) > i} NB(0,n) C U,

o0

que claramente son compactos (acotados y cerrados) y U K, C U. Para ver
n=1

la otra inclusion tomamos xo € U. Por lo tanto, dist(xo, U°) > 0y, de hecho,

existe un natural ng tal que dist(xo, U°) > nio y |xo0| < np, por lo que xy € Ky,.
Hacemos entonces una construccién similar a la del apartado anterior:

_ [ lgx)| si xel, [ lglx)| si x €K,
h(X)_{O si x#U. hn(x)_{o si x #K,,

que, de nuevo, cumple las hipoétesis del teorema de la convergencia dominada,
ya que como K, C K, nos proporciona la convergencia puntual de h, a h.
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Entonces, finalmente:

15l (Kn) = [ Ig@ldx= [ halwydx =5 [ hx)d= [ |g(@)ldx= gl (W),

1.2. Espacios L'y L!

En esta apartado recuperaremos tanto los espacios £! y L!, que ya vimos en la
asignatura de Anadlisis Funcional, como los conceptos previos para llegar a su defini-
cion, los cuales también nos servirdn para enunciar el teorema de representacion de
Riesz.

1.2.1. Funciones e integrales

Para poder hablar de los espacios tanto £! como L! necesitaremos conocer el
concepto de funcién medible integrable, asi como sus principales caracteristicas.

Definicién 1.7. Sean (), A) y ((0/, A’) espacios medibles. Una funcién f: Q — Q' se
dice que es medible si f ! (B) € A, para cada B € A'.

Como ejemplo de funcién medible, tal como vimos en Anadlisis Matematico II,
valdria cualquier funcién continua (en sentido clédsico).

Nuestro siguiente objetivo serd definir la integral de una funcién respecto de una
medida signada, ya que esto nos permitird crear un isomorfismo isométrico en el
teorema de representacion de Riesz y conseguir el objetivo que vamos buscando. Para
ello, debemos conocer primero el concepto de integral para medidas, que también
nos serd util en la siguiente seccion para ver la inclusién isométrica de determinados
L' en M,(R, B(R),R).

Definicién 1.8. Sea (Q, A, u) un espacio de medida. Definimos una funcién simple
posible como una funcién s : Q) — [0, c0) medible que solo toma un ntimero finito
de valores. En particular, se puede representar por

s:=

n
X X Ayr

k=1

donde los valores son {0 < a1 < ap < ... <y} y los conjuntos Ay € A son dis-
n
juntos dos a dos y verifican |J Ax = Q). Aqui, x4 es la funcién caracteristica de un
k=1

conjunto A € A.
Ademés, se puede definir la integral de s respecto de y como:

/ sdu =Y weu(Ap),
Q k=1

10
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y si no hay confusién con el dominio (2, escribiremos simplemente / sdy.

Veamos que la expresién que define a s es tinica y, por lo tanto, su integral esta
bien definida. Supongamos que s también viene dada por una segunda expresion:

m
5= Z Bj X,
=1

m

Tomemos uno de los Ax y un punto suyo x € A;. Como [ J B; = Q, entonces existird
j=0

un B, tal que x € B;. Dado que los conjuntos Ay y B; se pueden caracterizar por

Ap:={x e Q:s(x) = a}, B;:={x € Q:s(x) = B},

entonces, dado que x € A N Bj, tenemos &y = s(x) = B; y, por lo tanto, ay = B y
Ay = Bj. Aplicando este proceso a todos los Ay obtenemos que las dos expresiones
son las mismas, como queriamos.

Definicién 1.9. Sea (Q, A, ) un espacio de medida y sea f: QO — [0,+0c0) una
funcién medible. Definimos la integral de f respecto y como

/fdy :sup{/sd;u:ssimplepositivays Sf}

En el caso de que el conjunto no esté acotado superiormente, diremos que / fdu =

+oc0. La integral respecto a una medida también la podemos denotar como sigue
cuando no haya lugar a confusién:

/fd# = /f(X)V(x) dx
Sea una funcién f : (3 — R, de la cual sabemos que admite la descomposicién

f=F"—f conft=max{f,0} y f =max{-Ff0}.

Si al menos uno de los términos [ f* du o [ f~ du es finito, definimos su integral
respecto yu como la diferencia:

[fan= [ au~ [ an,

en caso contrario, diremos que la integral de f no existe. Diremos que f es integrable
si ambos términos son finitos.

11
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Por otro lado, sea f : () — R medible y E € A. Diremos que f es integrable sobre
E sila funcion fxg es integrable, y en ese caso, [, f dy, la integral de f sobre E, esta
definida por [ fxg dpu.

En el caso de que y se una medida signada en el espacio medible (Q), .A), diremos
que una funcién medible f es integrable respecto y si lo es respecto de las medidas
ut y 4, en cuyo caso definiremos su integral como

[fau= [ fan~ [ fan.

Podemos extender las propiedades que vimos para la integral de Lebesgue a este
concepto de integral respecto una medida mas general, cuyas demostraciones pueden
consultarse en [Rud87], que nos permitiran dar una representacion de los espacios
L1(Q, ), asi como afirmar que son espacios vectoriales.

Proposicion 1.2. Sea (Q), A, i) un espacio de medida, sea f y g funciones con valores reales
integrables en Q) y « un niimero real. Entonces

1. af y f + g son integrables,

2. [afdy=uw [ fdy,

3. [(f+8)du = [ fdu+ [gduy

4. si f(x) < g(x) para todo x en Q, entonces [ fdu < [ g dp.

Definicién 1.10. Sea (), A, 1) un espacio de medida. Notaremos el espacio de to-
das las funciones con valores en R integrables en () como ﬁl(Q, A, u,R). A veces
simplemente lo notaremos como £!(Q, 1) o £! si no hay lugar a confusién.

Con el fin de dar una definicion de los espacios £!(Q), #) més intuitiva, veamos
que f integrable es lo mismo que |f| integrable.

Proposicion 1.3. Sea (Q, A, i) un espacio de medida y sea una f : QO — R medible.
Entonces f es integrable si y solo si | f| es integrable. Ademds, si f es integrable

‘/fdu‘ S/\f\d%

Demostracion. Sabemos que f es integrable si f* y f~ son integrables. Por otro lado,
como |f| = fT + f~, con lo cual por la propiedad 3. de la Proposicién 1.2 tenemos

ue es integrable si fT ~ lo son. La desigualdad du| < du se sigue
q g y g M M g

de la desigualdad triangular:

i = [rrau= [ < [rae [ ran= [ (505 )n= [ 151

12
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como queriamos demostrar. O

Observacién 1.2. En el caso general de y una medida signada, es sencillo comprobar

la desigualdad
[ ran] < [1s1 dn

Utilizando la desigualdad triangular asi como la proposicién anterior quedaria de-
mostrada:

[ rau| =| [ rawe = [ran| < [iniae s [irae = [11am

Una vez hechas las consideraciones anteriores, podemos definimos el espacio
L1(0, A, u,R), con i una medida positiva, como

LY, u) = {f:Q—HRmedibletalque /]f] d;4<oo}.

De acuerdo con la Proposicién 1.2, L1 (Q), ) es un espacio vectorial. Concretamente,
gracias a la propiedad 1., sia € Ry f € L1(Q, ), entonces af € L1(Q), u). Gracias
al mismo apartado, si f y ¢ pertenecen a L£!(Q), ), usando que |f(x) + g(x)| <

|f(x)] + |g(x)| para cada x en (), obtenemos, por 3.y 4., que / |f + gl du < oo, con
lo cual f + g pertenece a L}(Q), ).

Con el objetivo de dotar a este espacio de una norma adecuada, se define la
aplicacion:
1= £1(Q) = Ry
£ A= [ 1f] dm,

que define una seminorma. No es norma porque si f es una funcién medible en ()
tal que f = O casi por doquier respecto de y, esto es,

({xeQ:fx) #0}) =0,
entonces || f|| también es 0 aunque f # 0. Normalmente escribimos f = 0 y-c.p.d.

Con el fin de construir una norma, consideremos el conjunto:
N(Q, A p):={f:Q— Rtal que f esmedibley f = 0 p-c.p.d},
que constituye un subespacio vectorial de L1 (Q, u).

Representaremos por L!(Q), 1) como el espacio vectorial cociente de £!(Q), 1) por

13
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N(Q, A, ), que junto con la aplicacién || - || : L}(Q, u) — R definida por

I = WA = [ 1fldp

es un espacio normado.

Por tanto, L'(Q, ) estd formado por clases de equivalencia bajo la relacion de
equivalencia ~, donde f ~ g siy solo si f — ¢ pertenece a N'(Q), A, u). Notemos que
f ~ gsiysolosify g soniguales casi por doquier respecto de y, es decir, iguales
excepto en un conjunto de medida p cero.

Con lo cual, los elementos de L' (Q, 1) no son funciones, sino clases de funciones
bajo la relacién de equivalencia de "ser igual casi por doquier", no obstante, tratare-
mos los elementos de este espacio como funciones de £!(Q, 1), tratando como un
solo objeto a todas funciones que son iguales y-c.p.d.

Ademids, representaremos por L*(Q), A, #,R) al espacio de las funciones (clases
de equivalencia) acotadas p-c.p.d en ) donde definiremos su norma como

[l = ess-sup(f) :=inf{M > 0: |f(x)| < M para casi todo x € O}

1.2.2. Operadores lineales y dualidad

Como el objeto de esta memoria requiere trabajar con operadores lineales sobre
espacios funcionales, recordemos algunos resultados generales vistos en la asignatu-
ra Analisis Funcional con respecto a estos operadores, cuyas demostraciones pueden
consultarse en los apuntes de la asignatura [PG1o]. Comenzamos con sendos re-
sultados de sobre continuidad que nos permiten definir la norma de un operador
lineal.

Proposicién 1.4. Sean X e Y espacios normados sobre R y ¢ : X — Y una aplicacion lineal.
Entonces ¢ es continua si y solo si existe un niimero M > 0 tal que || Tx||y < M||x||x para
todo x € X

Dados dos espacios normados X e Y sobre el mismo cuerpo, representaremos por
L(X,Y) el espacio vectorial de todos los operadores lineales y continuos de X en Y,
en el cual definiremos una norma.

Proposicion 1.5. Sean X e Y espacios normados y sea ¢ en L(X,Y). La aplicacion ¢ — ||¢||
definida por:
1] = sup {[lp(x)|]y = [|x[|x <1}

es una norma en L(X,Y), que recibe el nombre de norma de operadores.

14
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Ademds, se puede caracterizar de dos formas adicionales:

jadl :Sup{H(P(x)HY:x € X,x 750}

||xl1x

= min{M >0:||p(x)||y < M||x||x, para todo x en X}.

En particular, para todo x en X se verifica la desigualdad ||p(x)||y < ||¢||||x||x, y, por lo
anterior, ||¢p|| es la minima constante que verifica una desigualdad de ese tipo.

En el caso de que X sea un espacio normado sobre R, el espacio L(X,R), de todos
los funcionales lineales y continuos de X en R, se llama dual topolégico de X y
lo denotaremos por X*. En este caso, para la actuacién de un operador T sobre un
vector x usaremos la notaciéon usual (T, x) en lugar de Tx.

En el teorema de representacion de Riesz, precisamente vamos a relacionar el espacio
M;(R, B(R),R) con uno de estos duales, concretamente con el dual de las funciones
continuas y de soporte compacto.

El siguiente objetivo serd introducir una nueva topologia, la topologia débil-*, con
conceptos extraidos tanto de [PG10] como de [Bre84], la cual contendrd mds conjun-
tos compactos, los cuales poseen propiedades importantes para la convergencia de
sucesiones. Antes de ello, introducimos un concepto adicional; definimos el espacio
X**, llamado bidual de X, como el espacio L(X*,R), con X un espacio normado
sobre R. A partir del propio espacio X, se pueden encontrar algunos elementos de
X**, vedmoslo. Para cada x € X fijo podemos considerar el funcional de evaluacién
en x, el cual representaremos por Ey y es el funcional que a cada ¢ € X* le hace
corresponder su evaluacién en x:

E,: X* > R
¢ = (¢, x)

Por la desigualdad |Ex¢| = [(¢,x)| < ||¢||||x||x deducimos que E, € X** y que
|Ex]| < ||x]|x. Ademads, usando un resultado visto en la asignatura de Analisis
Funcional que caracteriza la norma mediante operadores del dual como sigue:

lxllx = sup {[(¢,x)| - [|p]] <1},

obtenemos la igualdad:

||Ex[| := sup {[{@, x)| : [[9[| <1} = ||x|[x.

Por tanto, la aplicacién E : X — X** que a cada x € X hace corresponder el funcional
E, de evaluacién en x, es una isometria lineal que llamaremos inyeccién canénica
del espacio normado X en su bidual X**. Aunque no es objeto de estudio en esta

15
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memoria, cabe resaltar en este punto que cuando | resulta ser una biyeccién y X se
identifica a través de ella con su bidual, se dice que el espacio X es reflexivo; este tipo
de espacios tienen numerosas propiedades, pero, insistimos, no va a ser el caso del
que nos ocuparda en esta memoria.

Después de dar estas consideraciones, podemos pasar a definir la topologia débil-*
a través de sus sucesiones convergentes. A las propiedades relativas a esta topologia
las notaremos con el simbolo “-*”.

Definicién 1.11. Sea {¢,} una sucesion en X*, el dual de un espacio normado X,
y ¢ € X*. Diremos que {¢,} converge débil-* a ¢ si {(¢n,x)} — (¢, x) para todo
x € X. La convergencia débil-* la denotaremos como

Pn — @.

Esta nueva topologia posee la ventaja, frente a la topologia de la norma, de que
abundan los subconjuntos compactos. Este hecho nos permitird obtener ciertas pro-
piedades de compacidad donde podremos establecer una convergencia como vere-
mos en la siguiente seccién.

1.3. Otros resultados de Analisis Funcional

En esta seccion presentaremos los resultados esenciales del Anélisis Funcional que
usaremos en la resolucién de ecuaciones diferenciales, los cuales, a grandes rasgos,
nos permitirdn obtener una parcial convergente de cualquier sucesién acotada que
pertenezca al dual de algtin espacio normado. En particular, veremos la inclusién
isométrica de L! en el espacio M, (R, B(R),R), lo que nos permitira relacionar cual-
quier sucesién de L! con el dual de Cyg y obtener un tipo de convergencia si se tratan
de sucesiones acotadas.

1.3.1. Teorema de Banach-Alaouglu-Bourbaki

En este apartado presentaremos el resultado esencial sobre espacios duales que
nos va a permitir obtener cierta compacidad sobre sucesiones de funciones, vistas
como operadores. En esta memoria no escribiremos su demostracién, pues se escapa
de nuestros objetivos; puede encontrarse en [PG10o, Capitulo 10].

Teorema 1.2 (Teorema de Banach-Alaouglu-Bourbaki). Sea X un espacio normado y
X* su dual. La bola unidad cerrada de X*, Bx+ = {¢ € X*\ ||¢|| < 1}, es compacta en la
topologia débil-*.
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Por consiguiente, todo subconjunto del dual de un espacio normado que sea débil-*
cerrado y acotado en norma es débil-* compacto.

Sabemos por los contenidos del grado, que en un espacio métrico X, compacto y
secuencialmente compacto (es decir, cada sucesién en X admite una parcial conver-
gente) son conceptos equivalentes. Sin embargo, esto no tiene por qué cumplirse en
cualquier espacio topolégico.

Definicién 1.12. Se dice que un espacio topolédgico es metrizable si existe una dis-
tancia que induce la topologia o, equivalentemente, es homeomorfo a un espacio
métrico.

El siguiente resultado, cuya demostraciéon puede verse en [PG1o, Capitulo 10],
nos permitird trabajar con los conjuntos débil-* compactos del dual como si fuesen
espacios métricos.

Proposicién 1.6. Sea X un espacio normado. Si X es separable, entonces Bx« en la topologia
débil-* es metrizable y, por tanto, lo mismo le pasa a cualquier subconjunto acotado de X*.

Como consecuencia de la proposicion anterior y del teorema de Banach-Alaouglu
tenemos:

Teorema 1.3 (Teorema de Bolzano-Weirstrass para la topologia débil-*). Toda sucesion
acotada en el dual de un espacio normado separable tiene alguna sucesion parcial débil-*
convergente.

En particular, podemos aplicar este resultado al espacio R". Al tratarse Cpo(R") de
un espacio separable, cuya justificaciéon puede encontrarse en [Pu11], toda sucesién
acotada en el dual de este espacio admitird una subsucesiéon débil-* convergente.

1.3.2. Inclusién isométricade L' en M, (R, B(R),R)

Siguiendo el ejemplo de medida construida y a partir de una funcién f (que
hemos ido desarrollando a lo largo de esta memoria a través de los Ejemplos 1.1, 1.2,
1.3y 1.4) vamos a identificar el espacio de las funciones integrables con un subespacio
dentro de las medidas. Este aparentemente simple resultado de andlisis serd una clave
es las aplicaciones, pues mientras que una sucesién acotada de funciones integrables
no tiene por qué converger, si esta misma sucesién se ve como una sucesion acotada
de medidas, podemos aplicarle el Teorema 1.3 y extraer una parcial convergente, eso
si, a una medida y con la topologia débil-*. Casualmente, esta convergencia menos
fuerte también serd algo natural a la hora de usarla cuando en la formulacién débil
de ecuaciones. Presentamos el resultado:
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Teorema 1.4. Sea g en L'(RR, B(R), A), con A la medida de Lebesgue. Entonces, la construc-
cion del Ejemplo 1.1 define una aplicacién

¥:L'(R,B(R),A) — M, (R,B(R),R)
< = Hg, con pg(E) := [E ¢(x) dx, VE € B(R),

que resulta ser una isometria inyectiva, esto es: ||pq|| = [|g]| = / lg(x)| dx.
R

Demostracién. En primer lugar, debemos ver que estd bien definida. Como ya habia-
mos comentado en la pagina 14, los elementos de L!(R, B(R), A) se tratan de clases
de funciones, con lo cual, las funciones de la misma clase tendrdn que tener la misma
imagen. Este hecho se deduce de que la integral de dos funciones iguales casi por
doquier respecto a la medida de Lebesgue es la misma.

Ademds, debemos de probar que i, es una medida signada finita regular para que
la aplicacion esté bien definida. En el Ejemplo 1.1 ya habiamos visto que se trataba
de una medida signada finita y el Ejemplo 1.4 nos daba la regularidad. Por tanto,
podemos pasar directamente a ver que es una isometria.

En realidad, esto es exactamente lo que hicimos en el ejemplo 1.3, donde vimos que:

psll = lpg|(R) = /]ng\(x) dx = [|gl11(r 1)-

Una vez probemos la inyectividad habremos acabado. Como nuestra aplicacién es
lineal, basta ver que su ntcleo esta constituido tinicamente por la funcién nula en LY
lo que se sigue facilmente del hecho de ser una isometria:

He=0< [lugll = lgllprry =0 g=0cp.d.
O

Podriamos extender este resultado al caso en el de que estemos en un espacio, (),
de Hausdorff localmente compacto con y una medida de Borel regular en (). Para
cada f en LY(Q), B(Q), u), la medida creada a partir de la integral de f respecto a
1 nos permitird crear una isometria de L'(Q, B(Q), ) dentro de M,(Q, B(Q)), R).
Tanto el resultado como su demostraciéon puede consultarse en [Cohgy, Capitulo
71, 1a cual no incluiremos en esta memoria, ya que el que realmente nos interesa y
utilizaremos en las aplicaciones del capitulo 2 es el probado anteriormente.

Observacion 1.3. Hemos encontrado una isometria inyectiva; sin embargo, no es una
biyeccion, es decir, hay medidas que no provienen de ninguna funcién integrable.
Como ejemplo, podemos ver que la medida delta de Dirac, Jy, definida como:

) 1 si 0€A,
T 0 s 0¢ A
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1.4 Hacia el teorema de representacion de Riesz

para cada boreliano A € B(R). Es facil ver que dy € M,(R, B(R),R), pero tal vez no
sea tan obvio que no es imagen por la isometria anterior de ninguna funcién. Para
verlo, razonaremos por reduccién al absurdo: supongamos que existe una funcién
g en L! tal que py = &. Tomamos A = {0},B = [0,1] y C = (0,1]. Es claro que
B = AUC, por tanto, por la propiedad de c-aditividad:

0(B) = d0(A) +60(C) = do(A) = do(B) — d0(C).

Sin embargo, como hemos supuesto que la delta de Dirac proviene de una funcién,
tendriamos que:

1= éo(4) = g(B) = p1g(C) = [ gx) dx— [ g(x) dx =0,

puesto que B y C difieren solo en un punto, es decir, en un conjunto de medida (de
Lebesgue) cero.

1.4. Hacia el teorema de representacion de Riesz

Una vez hechos los predmbulos necesarios, podemos presentar el teorema que da
titulo a esta memoria, el cual nos permitird identificar de forma concreta el dual
topolégico del espacio Cy(Q2), formado por las funciones continuas con soporte
compacto, el cual es un espacio normado considerando la norma del maximo. En el
caso de que () sea un espacio topolégico de Hausdorff localmente compacto, cada
funcional ® que pertenezca al dual de Cyo((2) vendra asociado a una tinica medida
signada y, de forma que la actuacién de este funcional sobre una funcién serd la
integral de la funcion con respecto a la medida p.

1.4.1. Funciones vistas como medidas: integral de producto

Antes de pasar al Teorema de Riesz, vamos a poner en valor el ejemplo que hemos
ido estudiando a lo largo de esta memoria y que nos va a ser de gran utilidad;
es el caso de medidas que provienen de una funcién integrable. La clave es que
esa medida, si se ve como un operador sobre Cyy(Q2), la podremos reescribir como
la integral del producto. Este resultado podremos relacionarlo mds adelante tanto
con la convergencia débil-* de las soluciones de ecuaciones que estudiaremos en el
capitulo 2, como con la formulacién débil de las mismas. Pasemos a enunciarlo y
demostrarlo.

Proposicién 1.7. Sea O C Ry g € L'(Q,B(Q), A). Ya sabemos que podemos construir
una medida yg regular y, siguiendo la definicion 1.9, podemos también construir un operador
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1 Funciones, medidas y compacidad

sobre Coo(QY) como sigue:

Sop - Coo — R
fr{8op/ f) = /Qfdﬂg-

Entonces, este operador también se puede escribir como la integral del producto, esto es:

(gop, ) = [ g0)f(x) ax

QO

y, por lo tanto, notaremos simplemente (g, f).

n
Demostracién. Primero veamos el caso en el que f =5 = Z Xk X A, sea un funcional
k=1
simple positivo en Cp(Q2). Por las definiciones dadas en el apartado 1.2.1 y usando

el Ejemplo 1.2, ya que y, es una medida signada,

/ sdyug = / s dpg+ —/ sdpg- = Z oakptg+(Ak) — Z zxkygf(Ak).
Q Q 0 k=1 k=1

Por como hemos definido una medida creada a partir de una funcién en la seccién
1.3.2, obtenemos la siguiente igualdad:

n

/Qsdyg:szk/Ak[gﬂ) dx_Zak/ “(x)] xa, dx.

k=1

Usando que s( Z ap XA (X) y § = g7 — g, obtenemos la igualdad que busca-

bamos:
/Qs dug = /Qs(x)g(x) dx.

Para el caso en el que f € Cyo(Q) y g sean funciones positivas llegamos a:

[ =so{ e -025 ) ~so{ ooy s 05 7).

Con el fin de aplicar el teorema de la convergencia dominada, definimos

:;Zl | ,conAj:{xER]+1>f() }

20



1.4 Hacia el teorema de representacion de Riesz

Sn(x)

3/nl
2/n+
1/n+t

Es claro que {s,} es una sucesion de funciones integrables la cual converge pun-
tualmente a la funciéon f con 0 <'s,, < f. Por tanto, s, (x)g(x) converge puntualmente
a f(x)g(x) y estd dominada: |s,g| < |fg|, que estd en L! y podemos aplicar el TCD
para deducir:

4 g g

sup{/ﬂs(x)g(x) dx:0<s gf} > /Qf(x)g(x) dx.

Como habiamos supuesto g positiva, la otra desigualdad queda clara.
Por el contrario, si § = g* — ¢~ puede tomar valores negativos obtenemos:

/QfdP‘g = /Qfdl/‘g+ _/Qfd.”g* =
| f@gt @ ax— [ g () dx= [ flxg(x) ax

Para el caso general de que f € Cyo(Q)) pueda tomar valores negativos, usando las
definiciones de la secciéon 1.2.1 y el caso anterior, es facil ver la igualdad:

/Qf dpg = /Qf+ dpg — /Qf‘ dpg
= [ FHg dx— [ £ (xg(x) dr= [ f()3(x) dx.

O

Pasemos ahora a ver el enunciado completo del resultado que da titulo a la memoria.
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1 Funciones, medidas y compacidad

1.4.2. Teorema de representacion de Riesz

Teorema 1.5 (Teorema de representacion de Riesz para Cyo(Q2)). Sea Q) un espacio
topoldgico de Hausdorff localmente compacto, M,(Q), B(Q)),R) el espacio de las medidas
signadas finitas de Borel requlares y Coo(QY) el conjunto de las funciones continuas con
soporte compacto. Para cada p € M,(Q, B(Q)), R) definimos ¢, : Coo(Q)) — R por:

(P, f) = /Q fdu,  (f€ Cop),

entonces la aplicacion ¢ : M,(Q, B(Q),R) — Coo(Q)* que a cada y € M,(Q, B(Q),R)
le hace corresponder ¢, es un isomorfismo isométrico.

Demostracién. Tenemos que ver las siguientes condiciones:
1. ¢ esta bien definida.
2. Es una isometria, es decir, ||u|| = ||¢y|| Vu € M:(Q, B(Q),R).

3. ¢ es un isomorfismo, es decir, ¢ es un operador continuo, lineal, biyectivo y su
inversa es continua.

Paso 1: Comprobemos que ¢, € Cp(Q)*. Es facil ver que ¢, es una funcional
lineal en Cyo(Q2). Para ver la continuidad, si usamos la igualdad y = y™ —u~ yla
Proposicion 1.3 llegamos a

)= | [ ] < [ 171 = [ it = [ 11
< [ 1A+ [P < 1flle () + (€)= (1Al 1l

por lo que la Proposicién 1.4 nos proporciona no solo la continuidad de ¢, sino una
estimacion de su norma, de hecho: ||¢; || < ||p]|.

Paso 2: Para ver la conservacion de la norma, en vista del paso 1, solo debemos
comprobar la otra desigualdad ||u|| < ||¢,||. Para ello, usaremos el Teorema de
Lusin, cuya demostracién puede consultarse en [Folgg] y cuyo enunciado es el si-
guiente:

Teorema 1.6 (Teorema de Lusin). Sea y una medida reqular en el espacio medible ((}, A)
ysea f: QO — R medible verificando: y ({x € Q: f(x) # 0}) < oco. Entonces, para todo
e > 0 existird una funcion § € Coo(Q) tal que f = g excepto en un conjunto de medida
menor que e.

Ademds, si f estd acotada, podemos encontrar g verificando

1810 < [If]eo-
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1.4 Hacia el teorema de representacion de Riesz

Siguiendo con la demostracién de la otra desigualdad ||u|| < ||¢,||. dada u €
M, (Q,B(Q),R) y (QF,Q7) su descomposicion de Hahn, definimos una funcién f
cuya norma serd 1, de la siguiente forma:

1 si xeQt,
-1 si xe Q.

) = {

Esta funcién permite escribir la norma de u de forma operacional como

Il = [ vap— [ vap= [ g

pero como f no es necesariamente continua, necesitamos afinar. Dado ¢ > 0, apli-
camos el Teorema 1.6 de Lusin y encontramos una g continua muy parecida a f,
concretamente ¢ € Coo(Q2) con f(x) = g(x) excepto en un conjunto medible E, el

cual |u|(E) < % v Igllo < ||flle = 1. Entonces, usando que ¢ — f = 0 en Q\ E,

reescribimos || || como

||ﬂ|!=/0fdﬂ=/0gdﬂ+/0(f—g) dV:<¢wg>+/E(f—8) dy,

ahora si, es y actuando sobre ¢ como operador mds un resto. Acotando finalmente la
expresion de la derecha por su valor absoluto llegamos a la siguiente desigualdad:

lll < [ )| + Hf—g\loo/EdWI < [lpplllIglleo +2[p[(E) < |ppll +e.

De aqui deducimos que ||¢,|| > ||| — ¢y, dada la arbitrariedad de ¢, la desigualdad
buscada ||| < ||¢x|| y, por lo tanto, la igualdad.

Paso 3. Al ser ¢ un operador lineal e isométrico, podemos garantizar trivialmente
la inyectividad. Ademas, al tratarse de una isometria, tenemos también garantizas la
existencia y continuidad de su inversa. Solo nos faltaria ver la sobreyectividad, que
vamos a atacar enseguida (esta demostracion puede encontrarse en [Folgg]).

Veamos primero el caso en el que T sea un operador no negativo en el espacio
Coo(Q)*, es decir, para cada funcién no negativa f € Cpo, (T, f) > 0. El objetivo

serd ver que existe una medida, p € M,(Q, B(Q), R) tal que (T, f) = / fdu, para
0

cada f € Cp(Q)). El primer paso serd construir una medida que definiremos en los
conjuntos abiertos de () como

u(U) = sup {(T,f) 10 < f < xu, f € Coo(Q) y sop(f) € U}.

Intuitivamente (ver dibujo siguiente) cuando las funciones f se acercan por debajo
a Xu, su integral se acerca a la medida (que queremos construir) de U, por eso
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1 Funciones, medidas y compacidad

1 f—

u

se toma esta definicion, puesto que queremos que (T, f) sean precisamente esas
aproximaciones por debajo.
Ahora, podemos extenderla a todos los conjuntos borelianos de (2 como sigue:

W (A) =inf{u(U) : U es un abiertoy A C U},

la cual tendra sentido, ya que para los conjuntos abiertos U se cumple que u* y u
coinciden y la medida y = p*|5(y) serd una medida de Borel regular.

A continuacion, pretendemos comprobar que efectivamente Vf € Coo, (T, f) =
J f du para la p que habiamos definido en el primer anterior. Por linealidad, basta
ver la igualdad para f no negativa. Sea ¢ > 0 y consideremos para cada n € IN la
funcién f, que definiremos como:

0 si flx) < (n—1)g,
fa(x) =2 f(x)—(n—1)e si (n—1)e < f(x) < ng,
€ si ne < f(x).

Ademaés, definimos Ky = sop(f), y paracadan € N, K, = {x € Q: f(x) > ne}. Es

(N4 1)gt----m-mmmmmmmmm e -

N N
—
SOP(f)ZKoY1

facil ver que f, € Coo(Q)), puesto que el soporte de f, estd contenido en el conjunto
K,—1 y ademéds, existirda un N > 0 tal que f, = 0si n > N por pertenecer f al espacio
Coo(Q2). Por otro lado (ver dibujo),

N
f=Y fn v exx < fo<exx, .
n=1
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1.4 Hacia el teorema de representacion de Riesz

luego, integrando respecto a y, se mantienen las desigualdades:

ep(Ku) < /fn dp < ep(Ky-1)-
Debido a que u es regular exterior tendremos que para todo compacto K C ()

u(K) =inf {(T, f) : f € Coo(Q?), f > Xk},

usando esta propiedad y que exg, < f,, obtenemos:

ep(Kn) < AT, fu)

Para cada g € Cgpo(Q) con xk, , < g obtenemos f, < eg ya que f, < exk, , y, por lo
tanto, (T, f,) < &(T, g). Utilizando este resultado y la regularidad exterior de nuevo,
obtenemos

(T, fn) < ep(Ky1)-

N
Sumando en ambas desigualdades, al ser f = Z fn obtenemos:
n=1
N N-1
ey n(K) < [fan <e ) p(K),
"N o
e) wKa) <(Tf) <e} u(K),
n=1 n=0

de donde se deduce:
(1) = [ d] < elu(K) = () < (o)

pues Ky C Ky y entonces u(Ky) < pu(Kp). Como ¢ es arbitrario, concluimos final-
mente:

(Tf) = [ £du=guf).

Hemos probado que cada operador lineal continuo no negativo, T, en Cp(Q2)
es de la forma ¢,. Para el caso general de que el operador pueda tomar valores
en R, veamos que podemos descomponerlo en la diferencia de dos operadores no
negativos y aplicando el caso anterior habriamos acabado la demostracién. Para ello
enunciemos y demostremos el siguiente resultado que nos daré esta descomposicion.

Lema 1.1. Sea () un espacio de Hausdorff localmente compacto. Entonces, para cada operador
T € Coo(Q)*, existen sendos operadores no negativos T™ y T~ en Coo(Q)* tales que
T=T"-T".
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1 Funciones, medidas y compacidad

Demostracion. Para cada f no negativa en Cyy definimos T (f) como

T*(f) =sup{T(g): g € Coo(Q) y0 < g < f}.

Usando que T es continua y 0 < ¢ < f, obtenemos la siguiente desigualdad

T < ITIlgleo < T fleos

de donde se deduce que el supremo dado en la definicién de T" es finito y la
continuidad si fuese lineal (que lo serd) y no negatividad de este:

0<T7(f) < ITIIflleo-

Ademds, para cada « > 0, Tt (af) = aT " (f). Para afirmar que T € Cyo(Q2)*, nos
faltaria comprobar la propiedad aditiva de la linealidad. Pasemos a demostrarla.
Sean f1, f2, g1 v g2 pertenecientes a Co((2) satisfaciendo 0 < g1 < 1y 0< g < fo,
luego 0 < g1 + g2 < f1 + f2, por tanto,

T(g1) + T(g2) = T(g1+ &) < T (fi+ f2),

y tomando supremos llegamos a una de las desigualdades:

THA)+ T (f2) ST (i + f2)

Para ver la otra desigualdad, supongamos g perteneciente a Cpo(Q2) cumpliendo
0 < g < fi+ f2, y definimos las funciones g; y g2 como g1 = min(g, f1) Y 2 = §— <1-
Luego, tanto g1 como gy pertenecen a Cpo(Q)) y0 < g1 < f1y 0 < g» < fp, por tanto,

T(g) = T(g1) + T(g2) < T"(fi) + T (f2),
tomando supremos, obtenemos la otra desigualdad:

T A) + T () 2T (fi+ fa)-

Pasemos ahora a extender la definicién de T™ a todo Cgo(Q)). Para cada f € Cyp(Q),
consideramos f = f* — f~, definimos

TN =T () =T (f),

el cual es facil ver que serd lineal y continuo al serlo para las funciones no negativas.
Por ultimo, definimos T~ en Cg(Q2) como

T-=T"-T,

26



1.4 Hacia el teorema de representacion de Riesz

la linealidad y continuidad de este operador son inmediatas y su no negatividad
se deduce del hecho que T*(f) > T(f) para cada funcién no negativa f € Cgo(Q2).
Luego T=T"—T",con T* y T~ pertenecientes a Cypo(02)* no negativas, obteniendo
el resultado buscado. O

Volviendo a la demostracion de la sobreyectividad del teorema de Riesz, cualquier
operador T perteneciente a Cyo(Q))* podremos descomponerlo, usando el Lema 1.1,
como la diferencia de dos operadores no negativos: T = TT — T~ que pertenecen
a Coo(Q)* y, como ya habiamos probado, cada uno de ellos, al ser no negativos,
podemos expresarlos como T = ¢y, y T~ = ¢y,,, con iy, iz € M(Q, B(Q2),R). Con
lo cual, definiendo p = 1 — 2, el operador inicial T serd T = ¢, — ¢, = ¢, como
queriamos.

0
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2 Aplicacion: ecuaciones diferenciales

En esta parte vamos a utilizar los resultados introducidos en el Capitulo 1 como
herramientas para obtener resultados de compacidad en ecuaciones diferenciales.
Concretamente, partiremos de un modelo en derivadas parciales que constituye una
ley de conservacién, precisamente de masa, y que depende de un pardmetro fisico &
que mide la difusién a que estd sometido y que tiende a desaparecer. El objetivo es
estudiar rigurosamente su comportamiento.

Comenzamos con un breve repaso de las ecuaciones diferenciales asociadas a una
ley de conservacion.

2.1. Leyes de conservacion

Supongamos que tenemos una cierta sustancia que se mueve en un medio. Comen-
cemos definiendo p(t, x) como la densidad (de masa) de dicha sustancia en tiempo
t y posicién x, que serd no negativa. Entonces, la cantidad total sustancia en una
region () C RN y en el instante de tiempo ¢ vendra dado por la siguiente expresién:

/Qp(t,x) dax.

Asumiendo que la masa ni se crea ni se destruye, es interesante darse cuenta de que
la variacién de esta en todo el dominio () depende tnica y exclusivamente de su
comportamiento (entrada/salida) a través de la frontera del mismo. Esto se puede
escribir como sigue

d |
a/Qp(t,x) dx — —/aQ](t,x) -n(x) dS, (2.1)

donde j es un campo denominado la corriente, e indica el flujo de dicha sustancia,
esto es, cudnta hay y hacia dénde va, mientras que n se refiere al vector normal
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2 Aplicacién: ecuaciones diferenciales

exterior en cada punto de la frontera de (). Asf, la cantidad de sustancia que entra
y/o sale por cada punto de la frontera de (), el llamado flujo a través de la frontera,
es —j - n, tal y como aparece en (2.1) y como se muestra graficamente en el dibujo.
Observemos que todo encaja: en el caso de que el flujo “apunte” hacia el exterior
en un punto (es decir, el producto escalar j - n es positivo), la sustancia estd saliendo
de ) en ese punto y el flujo —j - n es negativo, con lo cual este punto contribuye
de forma negativa en el balance total, la parte derecha de (2.1). El efecto contrario
lo observamos precisamente en los puntos de entrada, donde —j - n es negativo (el
flujo “apunta” hacia el interior). En el caso limite en que j y n son perpendiculares,
ni entra ni sale sustancia por dicho punto, sino que se pasea por la frontera, y justo
corresponde a un flujo j - n = 0 ese punto, que no contribuye en el balance total.
Usando el teorema de la divergencia, podemos expresar (2.1) como

/Qaatp(t,x) dx = —/mj(t,x) n(x) dS = —/Qdiv(j(t,x)) dx.

Como esta igualdad se cumple para todo (), obtenemos finalmente la ley de con-
servacion (en forma de ecuacién diferencial) tal y como se suele encontrar en la
literatura:

%p(t,x) +div(j(t x)) = 0.

Paramos un segundo para resaltar un elemento clave de este TFG (que luego recu-
peraremos con mds detalle en la Seccion 2.3): tal y como acabamos de establecer, la
masa (total) ni se crea ni se destruye, solo se mueve, entrando y saliendo de cada
recinto que consideremos. Entonces, una lectura matemadtica de este hecho nos dice
que

0
55 [ p(tx) dx =0 = llp(t )l = (0, )l = cte. e > 0,

es decir, la funcién densidad, p, vista como solucién de la ecuaciéon diferencial (2.1),
vive en un conjunto acotado en L!'(RYN) (respecto de x) para todo t. Esto nos lleva
a la siguiente cuestién: cuando algin pardmetro de la ecuaciéon se mueva y nuestra
solucién varie con él, ;bastara esta acotacién en L! para obtener algtn tipo de con-
trol (compacidad/convergencia) sobre tal variaciéon? Pues bien, a responder a esta
pregunta a través de un ejemplo dedicaremos lo que sigue de esta memoria, y sera
crucial el Teorema de representacién de Riesz y los resultados sobre medidas que
hemos presentado en el capitulo anterior.

Antes de pasar a nuestro ejemplo, nétese que en toda esta presentacion, no se
ha dicho en ningtin momento quién es la corriente j; en realidad, determinar j
es determinar el modelo, es decir, qué fendmeno(s) fisico(s) estd(n) gobernando su
movimiento. A modo de ejemplo, y porque encaja con el modelo que vamos a usar,
presentamos muy brevemente dos:

= la difusién: describe la dispersion de una cierta sustancia de manera que las
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2.1 Leyes de conservacion

particulas que la forman se mueven de las regiones con mayor concentraciéon
a las de menor concentracién. Por tanto, es razonable suponer que el flujo
serd proporcional a —Vp, pues es bien sabido que el gradiente nos indica la
direcciéon de mayor crecimiento del campo. Asi,

j=—DVp,

donde la constante D se llama constante de difusién y dependera de la sustan-
cia que se difunde y del medio. La ecuacién diferencial en derivadas parciales
que describe el fenémeno de la difusién viene dada por:

d _
i DAp,

y es conocida cono la ecuacién de difusioén o del calor.

» La conveccion (o drift): en el caso de que exista un campo u(t, x) (que puede ser
el propio campo de velocidades de las particulas) que gobierna hacia donde se
dirigen las particulas en cada instante de tiempo t y cada posicién x, el flujo de
fluido vendra dado por j = pu, ya que este debe ser proporcional a la densidad.
En este caso, la ley de conservacién asociada queda como:

dp

3 + div(pu),

donde el término div(pu) recibe el nombre de término de drift (o de transporte).

Una vez recordadas las leyes de conservacion, en la siguiente seccion estudiaremos
un modelo que cumple una ley de este tipo y estudiaremos su comportamiento
cuando la constante de difusién tiende a desaparecer. Concretamente, vamos a partir
de una ley de conservacién afectada por la suma de los dos efectos descritos, con
el afiadido de que el término de drift es no lineal, lo que aporta interés adicional (y
dificultad) al modelo. Concretamente, partiremos de

aatp +div(pU — D Vp) =0, U = cierta funcion de p,

donde identificamos p con la densidad, en el caso que estudiaremos en la siguiente
seccion precisamente con la de la masa. El término D nos indica que el modelo esta
sometido a una difusién y el término de drift pU seria la direcciéon del movimiento
en ausencia de difusién. Al combinar los dos fenémenos no podemos afirmar que el
campo U sea exactamente su velocidad.
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2 Aplicacién: ecuaciones diferenciales
2.2. Ecuacion a estudiar: un modelo de drift-difusion no lineal

Consideremos el sistema:
0tpe + 0x (peUe — €0xpe) =0, (t,x) € [0,00) X R,
U, = ;’; sy Pe(t, X), (t,x) € [0,00) X R, (2.2)
0:(0,°) = poe, X ER,

el cual se trata de un modelo drift-difusién que ya habiamos introducido en la
Seccién 2.1, donde podemos identificar p, con la densidad de masas y la variable e

con la constante de difusion. Este sistema cumple ciertas estimaciones sacadas de
[Nieos]:

w p(t,x) >0 V(tx) e (tx)€[0,00) XxR.

Conservacién de la masa: para cada ¢ > 0, la solucién p.(t, -) pertenece a L' (R);
de hecho,

loe(t, ) lrry = loe(0, ) lary, — VE=0. (2:3)
En particular: p, € L®(0,00; L}(R)).

m Decrecimiento en infinito de las soluciones:

lim |x|pe(t, x) = 0 uniformemente en ¢ > 0
|x| =00

Ademés, el campo U, € L®(0,00; L*(R)), y

IUe(t, iomy < lloe, ) lom (2.4)

para cada t > 0.

Esta tltima desigualdad es facil de obtener a partir de la anterior, usando la expresién
de U, en forma de convolucién. Concretamente:

UL, \_2/,x ety dy = Sloelt,

Nuestro objetivo final es ver que las soluciones de (2.2) convergen, cuando ¢ tiende
a 0 (usando todas las herramientas introducidas en el Capitulo anterior), y que la
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2.2 Ecuacioén a estudiar: un modelo de drift-difusion no lineal

densidad limite es solucién del sistema:

9o+ 9y (pU) =0, (tx)€[0,00) X R,
1
U= 2|;C‘ xy 0(£,x), (t,x) € [0,00) X R, (2.5)

0(0,-) = po, x € R.

Como veremos en la Seccién 2.3, p. convergerd débilmente-* hacia una cierta
medida p y U; a una funcién acotada U definida c.p.d. por lo que, a priori, el
producto de ambos no tendria sentido. Por ello, para darle sentido (aunque sea
débilmente) al producto pU damos la siguiente definiciéon operacional que, como
veremos en la Subseccion 2.2.3, generaliza el caso regular.

Definicién 2.1. Sea p € M;(R,B(R),R) y U = %ﬁ * p, entonces para cada funciéon
test ¢ € Cl,(R) definimos

(pU, 3x) :/]R(pll)axcp dx ::/R/]R \i:; <ax¢(x>;ax¢(y)>f7(x)p(y) dx dy.

2.2.1. Continuidad de las soluciones

Recordemos que los elementos del espacio L™ son clases de equivalencia, por lo
que, en principio, carece de sentido establecer una condicién inicial p(0, x) = po(x),
ya que supone evaluar la funcién p; en t = 0, es decir, en un conjunto de medida
nula. Para darle sentido, veamos que p; tiene una cierta propiedad de continuidad
(débil) respecto de t. Para ello, sean T,s € [0, ) y tomemos en principio ¢ € C3,(RR);

entonces,
(e, =1l ) 9)= [, (pe0) = o)) g = [ (7225 ) gy

Como p; es solucion del sistema (2.2) sustituyendo el valor de d;p, e integrando por
partes, obtenemos la siguiente igualdad

(pe(r,) =pels ) ) = [ [ (pelt Ut ) ¢'0) + epelt 9" (x)) it i,

aplicando Fubini y acotando los miembros de la integral, se nos queda finalmente la
desigualdad que queremos:

(ool ) = pels 0 9) < [ (Ul ) los(t Yoy 19

T
+€Hps(t1')HLl(II{)H(l)/,HL""(II{)) dt < C¢/S dt < Cp|T —s].
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2 Aplicacién: ecuaciones diferenciales

Por tanto, obtenemos cierta continuidad de p respecto de t (visto como operador
sobre funciones ¢ € C%)(R)); en realidad, con un poco mds de trabajo es posible
demostrar que p.(t, x) € C(0, T; M(IR)-débil-*), para todo € > 0 finito, pero con esto
ya nos basta para dar sentido a la condicién inicial.

2.2.2. Formulacion débil

Aunque nuestras soluciones son regulares, vamos a trabajar con la formulacién
débil para poder hacer después el paso al limite. Por lo tanto, vamos a ver cudl es la
formulacién débil de nuestro problema.

Consideremos un tiempo T > 0 fijo, pero arbitrario, y la solucién p(t, x) soluciéon
del sistema (2.2). Con lo cual, V¢ € C3([0, T) x R) se cumplird la siguiente igualdad:

/OT /IRgb(t,x) (atpe(t,x) + 0 (e (£, X) U (t, x) — saxpg(t,x)))dx dt = 0. (2.6)
2

07

Reformulado 9 (p:U; — €dxpe) como 9y (pel) — e

sigue:

podemos reescribir (2.6) como

9?
/ / (£, )0¢pe(t, x) + Pt x)0x (e (t, x)Ue(t, x)) — ¢(t,x)s$(t,x)]dx dt = 0.
Para poder llegar a la formulacién débil, trabajemos antes con cada sumando. En

primer lugar, reescribimos la primera integral aplicando el teorema de Fubini e
integracion por partes obtenemos:

/OT/ch(t,x)atpg(t,x) dx dt = /R [cp(t,x)pg(t,x)]z dx — /R/OT e (£, x)0rp(t, x) dt dx.

Por ser ¢ € C33([0,T) x R), sabemos que ¢(T,x) = 0, con lo cual:

/OT/Rq)(t,x)atpg(t,x) dx dt = — /Rc[)(o,x)po,g(x) dx — /IR/OT pe(t, x)0rp(t, x) dt dx.

Pasemos a estudiar las integrales restantes. Volviendo a aplicar varias veces integra-
cién por partes y teniendo en cuenta que ¢ es de soporte compacto obtenemos

T T
/O /R ¢t 1)05 (pe(t, ) Ue(t, x)) = — /O /R 0c(t, ) UL (¢, x)3xp(t, x) dx dt,

//(j)tx petxdxdt—s//pgtx (t, x)dx dt.
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2.2 Ecuacioén a estudiar: un modelo de drift-difusion no lineal

Por tanto, la ecuacién (2.6) podemos reescribirla como

T T
/0 /]Rpg(t,x)atcp(t,x) dx dt—l—/o /Rpg(t,x)ug(t,x)axcp(t,x) dx dt

(FDy) (FD2)

+£/ /ps (t,x) )d dt = /]R(])(O,x)po,g(x) dx, (2.7)

(FD3) (FDy)

V¢ € C3([0, T) x R), que serd la formulacion débil de nuestro sistema (2.2).

2.2.3. Reformulacion de la no linealidad (FD,)

A la hora de tomar limites, los términos lineales no nos supondran un problema,
como veremos en la Subseccién 2.3.2; sin embargo, el término (FD,) al no ser lineal,
tendremos que proceder de otra manera. En este subapartado reescribiremos este
término no lineal para luego asi facilitarnos el trabajo en la convergencia.

Usando que U (t,x) = sy Pe(t, x), podemos reescribir (FD;) como

x
2 x|
(FDy) = / / /Rz P y‘pe (t,y)pe(t, x)0xp(t, x) dy dx dt. (2.8)

Renombrando las variables como (x,y) — (v, x) y aplicando Fubini, obtenemos

(FD2) = / / /IR 2|x |p€ (t, x)pe(t,y)9xp(t, y) dy dx dt, (2.9)

y notando finalmente que (FD;) = (2.8) = (2.9) = (Z'S)Zﬂ obtenemos:

1 /T —_
(FDz) = 1/0 /]R/]R |x_;ivog(t‘,x)pg(t,y) <8x¢(t,x) —axip(t,y)) dy dx dt, (2.10)

donde aparece el producto de funciones (medidas) pe(t,y)pe(t, x), actuando como

operadores sobre la funcién ¢(t, x,y) = 1 |i — y| (0xp(t, x) — 9x¢(t,y)) que es conti-

nua y acotada (aunque con soporte no compacto). De este modo, como hicimos en la
introduccién de este capitulo, la expresion (2.10) permite reescribir el término (FD;)
en la formulacién débil y que se ajuste a la Definicién 2.1 que hemos dado, de modo
que siga teniendo sentido incluso cuando p sea solo una medida.
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2 Aplicacién: ecuaciones diferenciales

2.3. Comportamiento asintotico cuando ¢ — 0

En general, si tenemos una sucesién acotada de funciones en L! no tenemos ga-
rantizada la existencia de una parcial que tenga que converger en L!. Como ejemplo
podemos considerar la solucién fundamental del calor:

Como se estudi6 en la asignatura de modelos matemaéticos II, la norma L! de la
solucién fundamental de la ecuacion del calor es 1. Ademds, como se puede apreciar
en el dibujo, la funcién ¢; converge puntualmente a la funcién 0 c.p.d. cuando ¢ — 0.
Sin embargo, en norma

1 = ||¢+ — 0|| no puede converger a 0.

De hecho, que ¢; sea la solucion de la ecuacién del calor 9;¢ — 92,.¢ = 0, significa
que su condicién inicial el ¢+ = Oes (en cierto sentido) una delta de Dirac, con lo que
la convergencia cuando ¢t — 0 es precisamente la continuidad de la que hablamos
en la Subseccién 2.2.1, y no serd en L, aunque si en un cierto sentido operacional (o
débil), jcomo medida!

2.3.1. Conservacion implica compacidad

Al principio de la seccién ya habiamos visto que las soluciones del sistema (2.2),
a causa de a la conservacién de la masa, estaban acotadas en L!, en particular,
pe € L®(0, T; L}(R)); sin embargo, como hemos comprobado en el ejemplo anterior,
este hecho no nos asegura la convergencia. No obstante, usando las herramientas
presentadas en el Capitulo 1, podemos llegar a obtener un tipo de convergencia de
estas soluciones acotadas como sigue:

Debido a la inclusién isométrica de L'(R) en M,(RR, B(R),R), comentada en la
Subseccién 1.3.2, podemos ver {p¢(t, x) }~0 como una sucesiéon de medidas en el es-
pacio L*(0, T; M,), el cual, a su vez, podemos identificarlo como el dual de alguien:
Gracias al teorema de representaciéon de Riesz de la Seccién 1.4, que nos daba el
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2.3 Comportamiento asintético cuando € — 0

isomorfismo isométrico Coo(R)* = M,(R, B(R),R) y a que, como vimos en la asig-
natura de Analisis Funcional, L®(R) = L'(IR)*, obtenemos que

L*(0,T; M,) = L' (0, T; Coo(RR)) "

Por tanto, podemos identificar nuestra sucesion original {p.(f, x) }.~0 con una suce-
sién acotada en el dual del espacio L (0, T; Coo(R)).

Con el fin de aplicar el Teorema 1.3, veamos que el espacio L! (0, T; Coo(R)) es se-
parable. Para ello, utilizaremos un resultado extraido de [Hyt16], el cual asegura
que si tanto L'(0, T) como Cy(IR) son separables, entonces nuestro espacio inicial
también. Este hecho se cumple, ya que, como se ha visto en la asignatura de analisis
funcional, L'(0,T) es separable y Cyy(R) también, como hemos comentado en la
Subseccién 1.3.1.

Por consiguiente, aplicando el Teorema 1.3, consecuencia del Teorema de Banach-
Alaouglu, existird una sucesion parcial de {p; }.~0 que converge como medida con la
topologia débil-*, es decir, 3 p € L*(0, T; M,) y una parcial (que denotaremos igual)
tal que, siguiendo con la Definicién 1.11,

{{oe®)} — (0, ¢) V9 € L1(0,T;Coo(R)).

Para poder relacionar este concepto con la formulacion débil de Subseccion 2.2.2'y
nos sea mds manejable a la hora de trabajar con este tipo de convergencia, considere-
mos la aplicacion ¥ del Subseccién 1.3.2, la que nos da la inclusién de L! (R, B(R), A)
en M;(R, B(R),R), y @, la que hemos usado para el teorema de representaciéon de
Riesz (Seccién 1.4), que nos daba la identificacion de M, (R, B(R),R) en el dual de
Coo- A modo de esquema, juntando estos resultados, tenemos:

LY(R,B(R),A) < M,(R,B(R),R) % Cp(R)*
8 = He = Prg-

Al tener ji, su origen de una funcién ¢ € L'(IR, B(RR),A), en la Proposicién 1.7
ya vimos que (¢, f), con f € Coo(R), podiamos reescribirlo como / g(x)f(x) dx.

Con ello, podemos aplicar esta composicién de funciones a nuestra sucesion {p.},
pudiendo escribir {p,, f) como:

T ,
(0e, f) = /0 /IR 0e(t, x)f(t,x) dx, paratoda f € L'(0,T;Coo(R)),

que es como aparece en la formulacién débil (al menos en los términos lineales). De
e—0

hecho, la convergencia obtenida {pe(, x) }e~0 — p(t,x), con p(t, x) € L*(0, T; M)
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2 Aplicacién: ecuaciones diferenciales

nos dice que

//petxf(tx)dxdtﬁ o, f // (t,x)f(t,x) dx dt,

para cada f € L}(0, T; Coo(R)), y en particular, para cada f € C3([0,T) x R). Note-
mos que esta tltima expresion es técnicamente incorrecta, pues p(t, -) es una medida

para cada t > 0, y en rigor habria que escribir (p, f) / / f(t,x) dp(t, ))dt, pero

como esta forma tiene una complejidad excesiva que no ayuda a su comprension,
optamos por la anterior, que claramente generaliza el caso regular y es la que nos
aparecerd en la formulaciéon débil de forma natural.

2.3.1.1. Launicidad ayuda a la convergencia

Antes de seguir, dedicamos este breve espacio al hecho (aparente) de no dar impor-
tancia a las sucesiones parciales, ya que, anteriormente y en lo que sigue, denotamos
a las sucesiones parciales de {p(t, x)}e~0 convergentes de igual forma que la su-
cesiéon completa, y ademds sin tener en cuenta cémo se acerca € a cero, sin hacer
distinciones entre ellas. Esto es porque, como vamos a ver a continuacién, a posterio-
ri es posible comprobar que la sucesion completa es la que converge. De hecho, esto
es consecuencia de la unicidad de solucién de la ecuacién limite que se garantiza en
[Nieo3], y del lema que vamos a enunciar a continuacion.

Lema 2.1. Sea {x,} € X, con X un espacio topoldgico de Hausdorff y x € X fijo. Si
Vo(n) 3t(o(n)) tal que xi(y(n)) converge a x con n tendiendo a infinito, entonces x,
también convergerd a x en X.

Demostracién. Supongamos que X, no converge a x. Entonces, existird ¢ > 0y o(n)
tal que
|Xo(n) — x| > €0, Vn >0.

Pero entonces, por la hipétesis del lema, existird t(c(n)) y np > 0 tal que
|XT(0(,1)) — x| S €0, Vn Z no,

llegando asi a una contradiccion. ]

2.3.2. Parte “facil”: limite de las partes lineales

Por la propia definicién de convergencia débil-* de p(t, x), podemos pasar al limite
directamente en los términos (FD;), (FD;) y (FDy) de la ecuacién (2.7) al tratarse de
expresiones lineales.
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2.3 Comportamiento asintético cuando € — 0

e En (FD;) obtenemos que:

//pgtxat([)tx dtdxﬂ%// (t, x)ip(t, x) dt dx.

e En (FD3):

T P?(t,x) e )
8./0 /]Rpg(t,x)dedtHOx/ / TP X) e dt =0
T 2
donde / / p(t,x)a 4;( 5 x) dx dt esta acotada por ser ¢ € Coo([0, T) x R).
0 JR

e En (FDy), como po.(x) es una condicién inicial que ponemos nosotros, impone-

mos que Po(x) =0 po(x), con lo que tenemos:
[ #0)p0.(x) dx =3 [ 4(0,)p0(x) .

2.3.3. Limite de la parte no lineal (FD,)

Como ya habiamos adelantado, el limite en la parte no lineal (FD;), incluso en su
forma final (2.10), no parece tan sencillo como para los términos lineales. Sabemos
que, en general, el producto de dos medidas no converge al producto de sus limites en
la topologia débil-*, pero en nuestro caso si se obtiene la convergencia del producto,
cuya demostracion puede consultarse en [NPSo1]. Por tanto, tenemos que

pe(t, X)oe(t,y) =2 p(t,x)o(t,y), en C(0, T; My (Ry x R,) — débil*).

Sin embargo, esto no es suficiente para pasar al limite directamente en (2.10) debido a
que ¥ no tiene soporte compacto, por lo que para poder tomar limites necesitaremos
actuar de otra manera en la que necesitaremos que el primer momento de p. esté
acotado, como comprobaremos en el siguiente apartado.

2.3.3.1. Acotacion del momento

Veamos que efectivamente el primer momento esta acotado para la solucién p, de
nuestro sistema (2.2). Para ello, definimos una funcién ¢ € C%(RR) tal que g(x) > |x|
en Ry g(x) = |x| para |x| > 1; podemos imaginar algo asi:
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2 Aplicacién: ecuaciones diferenciales

y, para lo que nos ocupa, notemos que sus derivadas primera y segunda estdn acota-
das. De hecho, cumplen:

r si [x[>1 0 si |x|>1
g'(x) = { . g"(x) = {

acotada si |x| <1, acotada si x| < 1.

Entonces, usando que |x| < g(x) y la regla de Barrow, escribimos

[¥lpe(t, ) < g(x)pe(t, x) = /tg( )pre(s x) ds + g(x)peo(x)-

Usando ahora la ecuacién (2.2) e integrando en IR, podemos escribir:

/|x|p€tx dx<‘ //ax peUe)g dxds+s//a 50:8(x) dx ds

(P1) (P2)
+/ psO

(P3)

Analizamos cada una de estas tres partes. Usando la regla de integracién por partes
y el decrecimiento en infinito, podemos desarrollar (P1) y (P2) como sigue:

u/i(&@mw@x>ﬂmdxz—ji@&@wﬂus@guwm

/IRﬁpg(S,x)g(x) dx:/ot/lRpg(S’x)g//(x) dx

Para (P3) simplemente usamos la forma de ¢ para |x| <1y |x| > 1, obteniendo:

[ speot)ar=[ poo(x) dxt [ Ielpea(e) dx < el + Iellooc ey
R |x|<1 |x|>1

Combinado los tres y gracias a la conservacioén de la masa (2.3) y a la estimacion del
campo (2.4), obtenemos finalmente

[ ot x) dx < [ et o N, Vg I8 gy s
e [ oels, Muollglimgy ds + louellsey + xllooe sy
<ct+1) (honcley + poslla ) + lilonslg, ¥ € 0.7),

donde C se puede tomar como C = ||g'|| .~ + [|§”[|.~(r)- Notamos que esta cota
final depende solo de la condicién inicial pg. Como el ob]etlvo es hacer ¢ tender a
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2.3 Comportamiento asintético cuando € — 0

0, hemos tomado ¢ < 1 y ademds, como po, es la condicién inicial, la tomamos de
manera que / |x]p0e(x) dx esté acotada por una cierta constante C; > 0. Con lo
R

cual, obtenemos el resultado buscado,

/IR]x|p£(t,x) dx < C(T,poe), Vi€ [0,T).

2.3.3.2. Paso al limite

Una vez acotado el momento y teniendo en mente la convergencia del producto,
podemos, por fin, pasar al limite:

Proposicién 2.1. El término no lineal FD; de la ecuacion (2.7), reescrito en la forma (2.10),
esto es

(FDy) = iATAAPs(t,X)ps<t,y>‘ﬁ:i| (a"qb(t’x) ;ax"’(t’y)) dy dx dt,

P(txy)

T
converge a B := / / / P(t,x,y)p(t, x)p(t,y)dx dy dt cuando ¢ tiende a 0. Notemos
0 JRJR

que, acorde con la Definicién 2.1, B no es mds que la forma correcta de describir el producto
o(t, - )U(t, -) actuando sobre el test Oxp(t, ).

Demostracién. En primer lugar, notemos que la funcién ¢, al ser continua y acotada,
si tuviese soporte compacto podriamos tomar limite directamente en (2.10), ya que,
como hemos comentado al principio de la subseccién, el producto pe(t,y)pe(t, x)

converge débil-*. Pero al no tenerlo no podemos pasar al limite de momento. De
hecho, su soporte, en las variables x e y, podemos esbozarlo graficamente como

sigue:
sop(¢(t, x))

sop(¢(t,y))

Para solventar este problema de soportes, definimos una funcién auxiliar de trunca-
miento y,(x,y) € C3(R?) cumpliendo
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pr =0

, si |x| + y| <.

1
ur(x,y) =0, si x|+ |y > 2r.
0<(xy) <1, si r<l|x|+]y] <2r.

Usando que 1 = p, + (1 — p1,), podemos descomponer (FD,), usando (2.10), como
sigue:

T
@10)= [ [ [ melry)p(t,xy)pclt, x)pelt,y) dx dy a
T
—|—/ / /(1 — (2, y))P(t, x,y)pe(t, x)pe(t,y) dx dy dt :== A, o+ By e (2.11)
0o JRJ/R

Ademads, definiendo A, como

T
Ay = /0 /R /IR ur(x,y)9(t, x, y)p(t, x)p(t, y)dx dy dt,
podemos acotar la diferencia |(FD;) — B| = | A, + B, — B| por la expresion:
|(FDy) — B| < |Bye| + |Are — Ar| + |Ar — B. (2.12)

Queremos ver que, fijado cualquier 7 > 0 encontramos un radio 7, > 0y un gy > 0
fijos para los cuales cada término de la expresion (2.12) sea menor que #/3 para todo
0 < & < gp, que es exactamente la definicién de convergencia de (FD;) al término B.

Veamos en primer lugar que el primer término B, . de (2.12) tiende a 0 cuando r
va a infinito uniformemente en ¢. Por definicién de y,, sabemos que 1 — y, = 0 para
|x| + |y| < r, por lo tanto, podemos estimar B, como sigue

Bl < [ [ [ 10~ o)t my)pt 2o y)] dxdy

T
=/ / |(T = pr (2, ) (t, %, y)pe(t, X)pe(t, )| dx dy dt.
0 J{|xl+yI>r}

Ahora, usando que 1 — y, < 1, y que estamos en el conjunto |x| + |y| > r, podemos
estimar parte del integrando como sigue:

_ Iyl ]
|x[ =+ [y r

(1-u) <1

7
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2.3 Comportamiento asintético cuando € — 0

lo que, sustituyendo en la desigualdad anterior (n6tese que p. > 0), produce

' x|+ 1y
Bre| < t,x, t, t,y) dx dy dt
Bl < [ ) 9(tx, )] pelt, Vel y) dx dy

r

< Ml (7 iy dy d
< (lx] + lyDoe(t, x)pe(t,y) dx dy dt
rJo J{ixl+lyl>n

[Pl [T
<
< /0 /]R2 |x|pe(t, x)pe(t,y) dx dy + /]R2 ly|oe(t, x)pe(t,y) dx dy ) dt

r

= ZHI’DHLOO /OT </]Rpg(t,y)dy> (/IR |x|pe(t, x) dx) dt.

Como la masa estd acotada independientemente de ¢ por las hipétesis del principio
del capitulo y el primer momento también (Subsubseccién 2.3.3.1), llegamos a que

w (T 2CT
|B,e| <2 HIPJJL / masa(t) momento(t) dt < %, Ve >0,
Jo

como querfamos demostrar. De hecho, podemos concluir que para cualquier 7 > 0,
existe’ un ro >> 0, suficientemente grande, tal que

|Bre| < g Vr > ro.

El siguiente paso serd estudiar el tercer término |A, — B| de (2.12):

T
Ar—Bl< [ ] kel et el y)dx dy d
T
< [ ellsppt({lx] + ] > r) at
T
= 1[9lle~ [ Ipot(R) = pot({[x| +1y| <},

donde, para simplificar, hemos denotado por ppt a la medida producto p(t,-) x p(t,-)
en R2. Gracias a que esta es una medida regular y que las bolas {|x| + |y| < r} son
compactas, podemos usar la regularidad interior para ver que este término converge
a ppt(IR?) cuando r tiende a infinito; es decir, para nuestro 17 > 0,

311 >0 |opt(R2) — pt({|x| + ly| < r})| < sl Vr > 1,
3T |9 [

y, en particular, llegamos a que dado nuestro y > 0,

dr; >0 tal que |A, — B| < g, Yr > rq.

1 . 6CT
En nuestro caso particular, podemos tomar ry como T
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2 Aplicacién: ecuaciones diferenciales

Pasamos finalmente a estudiar el segundo término de (2.12) para r, = max{ro, 71}
fijo; si nos fijamos en A,, ¢, primer trozo de la igualdad (2.11), y notamos que ahora la
funcién (P(t, x,y)pr, (x,y)) que multiplica a p,(t, x)pe(t,y) si tiene soporte compacto,
podemos tomar limites y sabemos que para el 1 anterior, existe g9 > 0 tal que,

T
‘ArZIS - AT’Z’ = ‘/0 ,/]R /]R ;’lrz (x/y)ll](t/ x/ y)pg(t/ x)pg(t, y)dx dy dt

4

- /OT /R /RVrz(x,yﬁlf(t,x,y>p(t,x)p(t,y)dx dy dt| <

w3

para todo 0 < & < go.

Ahora podemos ver que efectivamente el término no lineal, (FD,), converge a B.
Para el r; fijo de la desigualdad anterior, cada sumando de la ecuacién (2.12) sera
menor que 1 /3 y asi obtenemos la convergencia buscada:

dado > 0, Jeg > 0 tal que:

[(FD2) = Bl < [Brael + 1 Anse — An| +[An =B < T4+ 14T =y vo<e<e,
y concluimos la demostracién de la Proposicion 2.1. O

Una vez obtenida la convergencia de la parte no lineal, podemos cerrar la cadena
de demostraciones para pasar al limite en la formulacién débil de nuestro sistema
de partida (2.7) usando la convergencia de las partes lineales estudiadas en Subsec-
cién 2.3.2 y la Proposicién 2.1 que acabamos de demostrar para la parte no lineal,
obteniendo asi el siguiente limite:

/()T/]Rp(t,x)atcp(t,x) dx dt + /OT/]R /IRllJ(t, x,y)p(t,x)p(t,y)dx dy dt
=~ [ 9(0.v)polx) dx

con P(t,x,y) = im (0x¢(t, x) — 9x¢p(t,y)) . Definiendo el producto pU en sen-
tido débil como la Definicién 2.1 deducimos, por tanto, que el limite encontrado es

una solucion del sistema (2.5) en sentido débil.
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