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Resumen ()

Para favorecer el aprendizaje de las matematicas, el profesorado debe ser capaz de analizar, interpretar
y evaluar la actividad matematica de sus estudiantes, tomando decisiones sobre la comprensién y
dificultades que muestran al resolver tareas mateméticas. Esta competencia de analisis cognitivo permite,
al docente, comprender los procesos de aprendizaje matemético y establecer diferentes posibilidades
de institucionalizacién del conocimiento matemético implicado. [Objetive] El presente trabajo tiene
como objetivo describir los resultados de la evaluacién de los conocimientos y competencias de futuros
profesores de Educacion Primaria para interpretar las respuestas de estudiantes a tareas de comparacién
de probabilidades, identificar estrategias incorrectas y reconocer razonamiento proporcional en la
actividad matemética. Asimismo, se analizan las distintas formas de actuacién que proponen los futuros
docentes con objeto de que los alumnos superen las dificultades que los llevaron a dar una solucién
inadecuada. [Metodologia] Para tal fin, se ha realizado una investigacién de caracter descriptivo y
cualitativo, para la cual se ha contado con la colaboracion de 116 futuros profesores de Educacion Primaria
de la Universidad de Almeria (Espafia). La intervencién se llevé a cabo una vez finalizado el proceso de
formacidn en torno a los contenidos matematicos del Bloque de Estadistica y Probabilidad. [Resultados]
Entre los resultados obtenidos destacamos un conocimiento diddctico-matemético del razonamiento
proporcional y probabilistico que impide a los futuros profesores interpretar y tomar decisiones en relacién
con las respuestas de los alumnos. [Conclusiones] Estos resultados ponen de manifiesto la necesidad
de implementar intervenciones formativas que permitan solventar adecuadamente estas situaciones
habituales en los centros educativos.
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Palabras clave: Probabilidad; razonamiento proporcional; formacion de profesores; enfoque
ontosemidtico; anlisis cognitivo.

Abstract

To promote mathematical learning, teachers must be able to analyze, interpret and assess students'
mathematical activity, making decisions about their understanding of, and difficulties in, solving mathematical
tasks. This cognitive analysis skill enables teachers to understand mathematical learning processes and to
establish different ways of institutionalizing the mathematical knowledge involved. [Objective] This work
is intended to present the results of an assessment of preservice Primary Education teachers' knowledge and
abilities to interpret students’ responses to probability comparison tasks, identify incorrect strategies and
recognize proportional reasoning in mathematical activity. Furthermore, the strategies proposed by preservice
teachers to help students overcome the difficulties that led them to obtain inadequate solutions are analyzed.
[Methodology] Descriptive and qualitative research was carried out with the collaboration of 116 preservice
Primary Education teachers from the University of Almeria (Spain). The investigation was carried out once the
process of training in the mathematical contents of Statistics and Probability had been completed. [Results]
One of the most important results obtained is a didactic-mathematical knowledge of the type of proportional
and probabilistic reasoning that impedes preservice teachers in their interpretation and decision-making
about student responses.[Conclusions] These results highlight the need to implement educational solutions
to adequately resolve these common situations in schools.

Keywords: Probability; proportional reasoning; teachers' education; onto-semiotic approach; cognitive analysis.
Resumo

Para aperfeicoar o aprendizado matematico, os professores devem ser capazes de analisar, interpretar e
avaliaraatividade matemética de seus estudantes, tomando decisdes sobre sua compreensao e dificuldades
em resolver tarefas matematicas. Esta competéncia de analise cognitiva permite ao professor compreender
0s processos de aprendizagem matemética e estabelecer diferentes possibilidades de institucionalizagdo
dos conhecimentos matematicos envolvidos. [Objetivo] O objetivo deste trabalho é descrever os resultados
da avaliagdo dos conhecimentos e habilidades dos futuros professores da escola primaria na interpretacao
das respostas dos estudantes as tarefas de comparacdo de probabilidades, identificando estratégias
incorretas e reconhecendo o raciocinio proporcional na atividade matemética. Ela também analisa as
diferentes formas de acdo propostas pelos futuros professores com o objetivo de levar os estudantes a
superar as dificuldades que os guiaram a dar uma solucéo inadequada. [Metodologia] Para este fim, foi
realizada uma pesquisa descritiva e qualitativa com a colaboracdo de 116 futuros professores de Educacéo
Primaria da Universidade de Almeria (Espanha). A intervencao foi realizada uma vez concluido o processo
de formacéo sobre o conteido matemético do bloco de Estatistica e Probabilidade. [Resultades] Entre
os resultados obtidos, destacamos um conhecimento didatico-matematico de raciocinio proporcional e
probabilistico que impede que futuros professores interpretem e tomem decisdes em relagao as respostas
dos estudantes. [Conclusdes] Estes resultados destacam a necessidade de implementar intervencdes de
treinamento que nos permitam resolver adequadamente estas situagdes comuns nas escolas.

Palavras-chave: Probabilidade; raciocinio proporcional; formacdo de professores; abordagem
ontosemidtica; analise cognitiva.
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Introduccion

Una inquietud importante dentro del
ambito de educacion matemadtica consiste
en precisar el tipo de conocimiento didacti-
co-matematico que deberia tener el profesor
de matematicas para desarrollar su labor do-
cente de manera adecuada (Chapman, 2014;
English, 2008; Hill et al., 2008; Mason,
2016). Se acepta que el profesor de matema-
ticas debe conocer las practicas matematicas
necesarias para resolver los problemas que
contempla el curriculo y ser capaz de apli-
carlas en el desempefio de su labor docen-
te. Sin embargo, también es imprescindible
que posea un conocimiento especializado
del propio contenido, de las transformacio-
nes que se deben aplicar a este mismo en los
procesos de ensefianza y aprendizaje y de
los factores de tipo psicoldgico, sociologico
y pedagdgico, entre otros, que condicionan
dichos procesos.

Las investigaciones interesadas en
analizar como los docentes interpretan la
comprension de los estudiantes sobre de-
terminados contenidos y como actiian para
responder a sus errores, ponen de manifiesto
que un conocimiento limitado del conteni-
do matematico dificulta a los profesores la
tarea de analizar e interpretar las respuestas
de los alumnos. Ello ocasiona la toma de de-
cisiones de accion no pertinentes y que, aun
asi, el conocimiento del contenido no es su-
ficiente para que los profesores reconozcan
la comprension matematica de sus alumnos
(Bartell et al., 2013, Biza et al., 2007, Fer-
nandez et al., 2012; Jacobs et al., 2010; Jak-
obsen et al., 2014; Simpson y Haltiwanger,
2017; Son, 2013). En este sentido, y dentro
del campo de la probabilidad, diversos au-
tores destacan que los profesores en forma-
cioén poseen un conocimiento matematico y
didactico insuficiente (Batanero et al., 2012;
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Batanero et al., 2004; Gea et al., 2017; Go6-
mez et al., 2013; Pereira-Mendoza, 2002;
Vasquez y Alsina, 2015a, 2015b) presen-
tando ciertas limitaciones en la descripcion
y evaluacion de respuestas de alumnos (Ba-
tanero et al, 2015; Mohamed, 2012). Un ra-
zonamiento proporcional insuficiente puede
estar detrds de gran parte de los errores de
interpretacion de conceptos o aplicacion de
procedimientos, tanto en estudiantes, como
en futuros profesores en el ambito de la pro-
babilidad (Begolli et al., 2021; Boyer y Le-
vine, 2015; Bryant y Nunes, 2012; Langrall
y Mooney, 2005; Van Dooren, 2014; Wat-
son, 2005; Watson et al., 2007).

El presente trabajo pretende carac-
terizar y valorar los conocimientos y com-
petencias didactico-matematicas de futuros
profesores de educacioén primaria para: a)
interpretar las respuestas de alumnos a una
tarea de comparacion de probabilidades, b)
identificar estrategias incorrectas y recono-
cer razonamiento proporcional en la activi-
dad matematica de los alumnos, y c¢) pro-
poner estrategias que ayuden a los alumnos
a superar las dificultades que los llevaron a
dar una solucion inadecuada. Los resultados
de esta investigacion nos permitiran dise-
far, implementar y evaluar acciones forma-
tivas para desarrollar en los futuros profe-
sores dichos conocimientos y competencias
didactico-matematicas.

Marco teodrico y antecedentes

Para afrontar el estudio de los conoci-
mientos y competencias didactico-matema-
ticas del profesor, nos posicionamos desde
la perspectiva del enfoque ontosemidtico
(EOS) del conocimiento y la instruccion
matematicos (Godino et al., 2007). En
esta seccion describimos, en primer lugar,
el modelo de conocimiento del profesor
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desarrollado en el marco del EOS y que
asumimos en nuestra investigacion. A conti-
nuacion, especificamos los antecedentes en
relacion con el conocimiento del profesor en
probabilidad y razonamiento proporcional.

Modelo de conocimientos y compe-
tencias didactico-matematicas

El modelo de categorias de conoci-
mientos y competencias didactico-mate-
maticas (en adelante CCDM) del profesor
de matematicas (Godino et al., 2017) desa-
rrolla el modelo de conocimientos didécti-
co-matematicos (CDM) propuesto por el
EOS (Godino, 2009; Pino-Fan y Godino,
2015; Pino-Fan et al., 2015) que, a su vez,
extiende y complementa el modelo Mathe-
matical Knowledge for Teaching (MKT) de
conocimiento matematico para la ensefianza
(Ball et al., 2008).

En el modelo CCDM se asume que el
profesor debe tener un conocimiento mate-
matico per se, que coordine el conocimiento
matematico comun relativo al nivel educati-
vo donde imparte su docencia (compartido
con sus estudiantes y suficiente para resolver
los problemas y tareas propuestas en el cu-
rriculo), con el conocimiento ampliado del
contenido matematico que permita conectar
el contenido de estudio con otras nociones
que aparecen en el curriculo del nivel educa-
tivo en cuestion o con nociones matematicas
subsecuentes. Sin embargo, a medida que se
ponga en juego algiin contenido matemati-
co, el profesor debe tener un conocimiento
especializado o diddctico-matematico de las
distintas facetas que afectan la planificacion
y gestion de un tema matematico especifico:
epistémica (significados institucionales del
contenido), ecologica (orientar las tareas de
acuerdo con el curriculo institucional obli-
gatorio), cognitiva (comprender el pensa-
miento del estudiante), afectiva (reaccionar
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a la angustia, indiferencia, enfado, etc., ma-
nifestado por los estudiantes), interaccional
(identificar y responder a los conflictos e in-
teracciones de los estudiantes) y mediacio-
nal (elegir los recursos mas adecuados para
la ensenanza).

En este trabajo, nos centramos fun-
damentalmente en algunos aspectos de las
facetas epistémica, cognitiva e interaccional
del conocimiento didactico-matematico. La
faceta epistémica concierne al conocimiento
didactico-matematico sobre el propio conte-
nido, es decir, la forma particular en la que
el profesor de matematicas conoce y com-
prende las matematicas. En particular, los
docentes, ademas de las matematicas que les
permiten resolver problemas (lo que impli-
ca su conocimiento comun y ampliado), de-
ben ser capaces de comprender y movilizar
la diversidad de significados parciales de un
objeto matematico especifico, resolver una
tarea a través de diferentes procedimientos,
proporcionar varias justificaciones e identi-
ficar el conocimiento involucrado durante el
proceso de resolucion de una tarea matema-
tica. La faceta cognitiva concierne al cono-
cimiento de como los estudiantes aprenden,
razonan y entienden las matematicas y como
progresan en su aprendizaje. Como sefialan
Pino-Fan et al. (2015), esta subcategoria
considera el conocimiento necesario para
“reflejar y evaluar” el grado de ajuste entre
los significados personales (conocimiento
de los estudiantes) y los significados insti-
tucionales (conocimiento desde el punto de
vista de la institucion educativa). El conoci-
miento especializado en la faceta cognitiva
garantiza que el profesor pueda comprender
las formas de pensar de los estudiantes y
reconocer los significados personales, con-
cepciones erroneas, conflictos y errores que
surgen en el proceso de resolucion de pro-
blemas. El aspecto interaccional se refiere al
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conocimiento sobre la ensefianza de las ma-
tematicas, organizacion de las tareas e inte-
racciones que se puede establecer en el aula.

Adicionalmente, ¢l modelo CCDM
propone que el profesor debe ser compe-
tente para abordar los problemas didécticos
basicos presentes en los procesos de ense-
flanza y aprendizaje. Dicho modelo con-
sidera que las dos competencias clave del
profesor de matematicas son la competencia
matemdatica y la competencia de andlisis e
intervencion didactica. Para desarrollar esta
ultima, el profesor necesita, por una parte,
conocimientos que le permitan describir y
explicar lo que ha sucedido en el proceso de
estudio y, por otra, necesita conocimientos
para juzgar lo que ha sucedido y hacer pro-
puestas de mejora para futuras implementa-
ciones (Godino et al., 2017). Dar respuestas
apropiadas a situaciones reales en el aula
de matematicas, supone, en particular, la
capacidad para interpretar y evaluar las so-
luciones de alumnos a tareas matematicas,
identificar elementos matematicos esencia-
les en las practicas matematicas (competen-
cia de analisis cognitivo) y tomar decisiones
adecuadas que expriman el potencial mate-
matico de las estrategias erroneas o poco
habituales (competencia de gestion de con-
figuraciones didacticas).

Implicaciones del razonamiento pro-
porcional en el trabajo probabilistico

El razonamiento proporcional ha sido
descrito como la piedra angular de las mate-
maticas superiores y la ctispide del desarro-
llo de conceptos matematicos elementales
en aritmética, numeros y medicion (Lesh et
al., 1988). La importancia del razonamiento
proporcional va mas all4d del aula de mate-
maticas; muchos temas dentro del curriculo
de ciencias o de economia requieren la capa-
cidad de razonar proporcionalmente. Razén
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y proporcion aparecen involucradas en la
resolucion de problemas de matematicas en
contextos que involucran escalas o geome-
tria de formas planas, célculo de probabi-
lidades, porcentajes, tasa, trigonometria,
medidas y algebra. En la resolucion de los
problemas caracteristicos de dichos contex-
tos de aplicacion intervienen practicas, ob-
jetos y procesos especificos de tales campos
(Lamon, 2007; Tourniaire y Pulos, 1985).
El razonamiento proporcional, enten-
dido como la habilidad de establecer rela-
ciones multiplicativas entre dos cantidades
y de extender dicha relacion a otro par de
cantidades (Lamon, 2007), es un objetivo
presente desde el curriculo de Educacion
Primaria, que integra tanto las diversas in-
terpretaciones del numero racional (razon,
operador, parte-todo, medida y cociente)
como las formas de razonar con estos signi-
ficados (pensamiento relacional, covarian-
za, razonamiento up and down, unitizing).
Es una forma de razonamiento matematico
que involucra un sentido de covariacion y
de comparaciones multiples en términos re-
lativos. De la misma forma, dicho razona-
miento es considerado como un componen-
te basico del razonamiento probabilistico,
pues forma parte integrante de los compo-
nentes de andlisis del espacio muestral, de
la cuantificacion proporcional de las proba-
bilidades y de la comprension y uso de las
correlaciones (Bryant y Nunes, 2012). Este
hecho implica que el éxito o fracaso ante el
calculo de probabilidades dependerd, estre-
chamente, de la identificacion de la natura-
leza proporcional de las probabilidades.
Numerosas investigaciones revelan
que, tanto los profesores en formacién ini-
cial como en servicio, presentan dificul-
tades para comprender y ensefiar algunos
de los componentes que constituyen el ra-
zonamiento proporcional (Ben-Chaim et
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al., 2012; Berk et al., 2009; Buforn et al.,
2018), asi como para interpretar las respues-
tas de alumnos cuando resuelven tareas que
involucran la proporcionalidad (Fernandez
etal., 2011, 2012).

En contextos estadisticos y probabi-
listicos, se ha observado que la falta de ra-
zonamiento proporcional en la resolucion
de problemas elementales de comparacion
de probabilidades se encuentra no solo en
estudiantes, sino también en futuros profe-
sores de Educacion Primaria (Batanero et
al., 2015; Mohamed, 2012; Véasquez y Al-
sina, 2015b).

Mohamed (2012) propone, a futuros
profesores de Educacion Primaria, trabajar
en pequefios grupos para, primero resolver,
y después evaluar y explicar el razonamiento
de alumnos ficticios a cuatro problemas de
probabilidad. Sus resultados muestran que,
aunque la mayoria de los grupos identifican
adecuadamente las respuestas correctas e
incorrectas, no siempre logran explicar las
causas de error y, en ocasiones, la solucion
que proponen es inconsistente con la eva-
luacién de la respuesta del alumno ficticio.
En la misma linea, y con objeto de evaluar
el conocimiento del contenido y a los estu-
diantes sobre probabilidad, Batanero et al.
(2015) proponen a futuros profesores iden-
tificar las respuestas correctas e incorrectas,
y explicar las posibles intuiciones o estra-
tegias que han llevado a los alumnos (fic-
ticios) a dar una respuesta errénea. Si bien
inicialmente los futuros profesores habian
mostrado un escaso razonamiento probabi-
listico, en su mayoria ofrecieron explicacio-
nes validas a las respuestas incorrectas de
los alumnos.

Vasquez y Alsina (2015a) disenan un
cuestionario para evaluar el conocimiento
didactico-matematico de maestros en ejer-
cicio para la enseflanza de la probabilidad.
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La evaluacion del conocimiento del conte-
nido en relacion con los estudiantes (face-
tas cognitiva y afectiva) se logra mediante
la identificacion de las respuestas correctas
y la descripcion de las posibles dificultades
que han llevado a los alumnos a ofrecer las
respuestas incorrectas. Por otro lado, la eva-
luacion del conocimiento del contenido en
relacion con la ensefianza (facetas interac-
cional y mediacional) se plantea por me-
dio de la reflexion sobre las estrategias que
utilizaria el profesor para que los alumnos
(ficticios) que han dado una respuesta errd-
nea se den cuenta de su error y lo superen.
Los resultados obtenidos en la aplicacion
piloto muestran un nivel insuficiente de co-
nocimiento, especialmente en aquellas cir-
cunstancias que involucran la comprension
de la nocidén de suceso seguro, el calculo y
comparacion de probabilidades de sucesos
elementales, y la comprension de la inde-
pendencia de sucesos.

En este trabajo nos interesa evaluar en
qué medida los futuros profesores de Edu-
cacion Primaria identifican rasgos de ra-
zonamiento proporcional en las respuestas
dadas por alumnos (ficticios) de Educacion
Primaria a problemas que involucran la com-
paracion de probabilidades. La informacion
obtenida nos permitira tomar decisiones para
disefiar e implementar acciones formativas
con futuros profesores de Educacion Prima-
ria con objeto de desarrollar, en ellos, aspec-
tos epistémicos, cognitivos e instruccionales
del conocimiento didactico-matematico so-
bre las implicaciones del razonamiento pro-
porcional en el contexto probabilistico.

Método

Con objeto de evaluar los conoci-
mientos y competencias de futuros profeso-
res de Educacion Primaria para interpretar
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las respuestas de estudiantes a tareas de
comparacion de probabilidades y proponer
estrategias que ayuden a los alumnos a su-
perar las dificultades, se ha llevado a cabo
un analisis de contenido y descriptivo de las
respuestas dadas por los participantes a la
tarea incluida en la Figura 1. Parte del gru-
po investigador, de manera independiente,
realiz6 el andlisis descriptivo de los infor-
mes de los futuros profesores, discutié con
el resto las posibles discrepancias y con-
sensud las categorias resultantes del andli-
sis de manera colaborativa, en un proceso
ciclico e inductivo, propio de la investiga-
cion cualitativa. Igualmente, las investiga-
doras discutieron y acordaron los criterios
de puntuacion para valorar la pertinencia de
las respuestas a cada una de las consignas
solicitadas a los participantes, para poder
realizar una valoracién global cuantitativa
del conocimiento didéactico-matematico de
los futuros profesores con apoyo en herra-
mientas estadisticas.

La investigacion se puede clasificar
como aplicada ya que sus resultados pueden
utilizarse para la mejora de la ensefianza
(Bisquerra & Alzina, 2004).

Contexto

La muestra estuvo formada por 116
futuros profesores de Educacion Primaria
(en adelante, FPP), estudiantes del tercer
curso del Grado en Educacion Primaria de
la Universidad de Almeria durante el cur-
so académico 2020/2021. La intervencion
se llevo a cabo una vez finalizado el proce-
so de formacién en torno a los principales
conceptos, propiedades y procedimientos
del bloque de contenidos de Tratamien-
to de la informacién, azar y probabilidad.
Este aborda los fundamentos de la didac-
tica de las matematicas, concretada en as-
pectos cognitivos (aprendizaje matematico,
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errores y dificultades) e instruccionales (di-
sefio y secuenciacion de tareas, materiales y
recursos).

La tarea fue propuesta por dos de las
investigadoras, una vez finalizado el perio-
do lectivo, para que esta fuese desarrolla-
da de forma individual fuera del aula. Los
participantes habian realizado actividades
similares a las de los alumnos ficticios en
la tarea, pero no habian recibido una forma-
cion especifica sobre razonamiento propor-
cional en el contexto probabilistico. La ac-
tividad se propuso como voluntaria, dentro
del proceso de formacion de los participan-
tes y su realizacion podia suponer aumen-
tar hasta en un punto la calificacion final la
prueba correspondiente a los contenidos de
Estadistica y Probabilidad.

A partir de la tarea, se espera que los
FPP reflexionen, de forma justificada, si la
respuesta es correcta e identifiquen el origen
de los errores en las respuestas incorrectas.
Asimismo, se espera que reflexionen sobre
la presencia o no de razonamiento propor-
cional en estas y que describan formas de
actuacion ante las dificultades de los alum-
nos. Nos interesa analizar en qué medida
tienen en cuenta el razonamiento proporcio-
nal en la propuesta de soluciones en aque-
llas respuestas de los alumnos en las que el
error es debido a un razonamiento propor-
cional inadecuado.
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negras”

respecto de las de A”
A partir de las respuestas dadas, se pide:

Item. En la caja A se han metido dos bolas blancas y dos bolas negras. En la caja B se han metido 4 bolas
blancas y 4 bolas negras. ;En qué caja es mayor la posibilidad de sacar una bola negra?

Alba: “En la caja B porque tiene 2 bolas negras mas que la caja A”

Daniel: “La misma, porque en la caja B hay 2 bolas mas de blancas, pero también hay dos bolas mas de

Lucia: “La misma, porque en ambas las bolas blancas son la mitad de las bolas negras”
Salva: “La misma porque en la caja B se han multiplicado por 2 el nimero de bolas blancas y negras

a) Indicar qué alumnos han dado una solucién y justificacion correcta y por qué.

b) Indicar qué alumnos han dado una respuesta incorrecta sefialando las posibles intuiciones o estrategias
que han motivado el error, asi como en qué casos se aprecia algiin grado de razonamiento proporcional.

¢) Para cada respuesta incorrecta, describir como explicarian a los alumnos el error que han cometido y
como intentarian resolver las dificultades que se han encontrado los alumnos al resolver la tarea.

Figura 1. Formulacion de la tarea propuesta. Nota: Fuente propia de la investigacion.

Analisis a priori

Para resolver el problema es posible
determinar las probabilidades de obtener bola
negra en las dos urnas, aplicando la regla de
Laplace, y a continuacion compararlas. Asi,
dado que en la caja A hay dos bolas blancas y
dos bolas negras, se tiene que la probabilidad
de sacar una bola negra en la caja A es de
2/4 y en la caja B es 4/8. El estudio compa-
rativo de ambas fracciones nos permite con-
cluir que la probabilidad de sacar bola negra
en ambas cajas es la misma, ya que existe la
misma razon de casos favorables y casos po-
sibles (1:2). Alternativamente, se puede dar
respuesta estableciendo relaciones “dentro”
de una de las cajas y, posteriormente, aplicar-
lo a la otra (estrategia de correspondencia).
Asi, se puede observar que en la caja A hay
el mismo niimero de bolas blancas y negras,
relacion que también es verificada en la urna
B. De forma similar, se puede establecer la
relacion “entre” las cajas, precisando que en
la caja B hay doble de bolas negras (o bo-
las blancas) que en la caja A. Igualmente,
se podria llegar a comparar la razon entre
casos favorables y desfavorables en cada

cajaa _IB,
ba  bp

Seglin las resoluciones mostradas, se
tiene que la respuesta de Alba es incorrecta,
en tanto solo compara los casos favorables,
lo que la lleva a decidir que la probabilidad
de sacar bola negra es mayor en la caja B.
Por su parte, Daniel compara de forma adi-
tiva los casos desfavorables (bolas blancas)
y los casos favorables (bolas negras) de am-
bas cajas, y concluye que la probabilidad
de sacar bola negra en ambas cajas es la
misma, dado que la diferencia entre casos
desfavorables de ambas cajas y casos favo-
rables de ambas cajas es la misma, dos. Este
argumento no es correcto, dado que solo
conduce a una respuesta correcta en el caso
en que el numero de casos favorables coin-
cida con el numero de casos desfavorables.

En el caso de Lucia, es cierto que si el
numero de casos desfavorables es el nimero
de casos favorables multiplicado por un es-
calar (en nuestro caso 2) la probabilidad se
mantiene constante. Sin embargo, no es cierto
que en ambas las bolas blancas son la mitad de
las bolas negras, sino que en ambas las bolas
blancas (casos desfavorables) son la mitad del
total de bolas (casos posibles) o que en am-
bas las bolas negras (casos favorables) son
la mitad del total de bolas (casos posibles),
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condicion que también garantiza la igualdad
de la probabilidad. En este caso, parece que
Lucia confunde “casos desfavorables” con
“casos posibles”. Observamos que Lucia esta-
blece una razén en una de las cajas y la com-
para multiplicativamente con la misma razon
en la otra, que corresponde a un razonamiento
proporcional, pero no lo hace entre las magni-
tudes adecuadas, lo que permitiria argumentar
correctamente la solucion.

Para justificar que la probabilidad de
sacar bola negra en ambas cajas es la misma,
Salva emplea un razonamiento proporcional,
ya que establece una razon entre los casos fa-
vorables de ambas cajas y otra razén entre
los casos desfavorables de ambas cajas que,
después, se comparan multiplicativamente.
La probabilidad, como razén entre el nimero
de casos favorables y posibles se mantiene
constante, si el nimero de casos favorables
y desfavorables se multiplica por un escalar.

Después de haber interpretado las res-
puestas que son correctas, las incorrectas,
atendiendo a las intuiciones o estrategias
que las han motivado y la presencia de ra-
zonamiento proporcional o no en estas, se
pide a los FPP que describan como explica-
rian a los alumnos el error que han cometi-
do, y como intentarian resolver las dificulta-
des que los provocaron. En el caso de Alba,
dado que solo compara los casos favorables,
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seria conveniente hacer ver el papel de los
casos desfavorables en la probabilidad. Para
ello debe reforzarse la nocion de fraccion, el
papel del todo y la parte, observando que el
todo en la aplicacion de la regla de Laplace
viene dado por dos partes disjuntas (favo-
rable y desfavorable). Puede ser interesante
modificar el nimero de bolas blancas para
que observe el efecto en la probabilidad. En
el caso de Lucia, seria necesario conocer,
si el error se ha debido a una dificultad de
expresion o si ha sido consecuencia de con-
fundir casos desfavorables y casos posibles.

Daniel usa una estrategia aditiva, que
le lleva a concluir que la probabilidad de sa-
car bola negra en ambas cajas es la misma,
porque la diferencia entre casos desfavora-
bles de ambas cajas y casos favorables de
ambas cajas es la misma, dos. Dado que este
argumento solo conduce a una respuesta co-
rrecta en el caso en que el numero de casos
favorables coincida con el nimero de casos
desfavorables, podriamos modificar el nu-
mero de bolas en ambas cajas para que esta
relacion no se cumpliera. Se necesita refor-
zar la relacion de proporcionalidad en la
base de la comparacion de probabilidades.
Puede ser interesante emplear el registro ta-
bular en el que aparecen cantidades de mag-
nitudes proporcionales (véase por ejemplo
la Tabla 1).

Tabla 1
Simulacion del calculo de probabilidad de obtener bola negra de una urna con bolas
blancas y negras variando el numero de estas

Bolas negras 1 2 3
Bolas blancas 1 2 3
Bolas en la caja 2 4 6
Probabilidad 172 2/4 3/6

4
4
8

4/8

1 2 3
2 4 6 8
3 6 9 12

1/3 2/6 3/9 4/12

Nota: Fuente propia de la investigacion.
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Resultados

En esta seccion presentamos los re-
sultados del analisis de los informes ela-
borados por los FPP. En primer lugar, se
analizan las respuestas a cada una de las
consignas, presentando las categorias de
respuestas encontradas , finalmente, una va-
loracion global de estas.

Valoracion del grado de correccion
de las respuestas de los alumnos

El analisis de los resultados sobre la
correccion de las respuestas pone de mani-
fiesto las dificultades que han presentado
los FPP para interpretar el razonamiento
empleado por los alumnos. Recordemos que
la Unica respuesta correcta era la dada por
Salva. Esta fue identificada por el 93,67%
de los participantes, quienes sefialan, ade-
mas, la pertinencia de la justificacion reali-
zada por este. Destacamos el hecho de que
el 86,21% y el 56,03% de los participantes
consideran correctas las respuestas de Da-
niel y Lucia, respectivamente. La respuesta
de Daniel se ha valorado como parcialmen-
te correcta siempre y cuando se haya justifi-
cado que su validez se limita a ciertos casos
particulares. Asimismo, dos FPP sefialan to-
das las respuestas como correctas (estos son
los tnicos que implicitamente consideraron
correcta la respuesta de Alba) y otros tres
dijeron que “no todas” las respuestas son
correctas sin ofrecer mas detalle.

Identificacion de las respuestas consi-
deradas correctas y justificacion

A continuacion, se describen y ejem-
plifican las categorias de justificaciones
empleadas por los FPP para valorar como
correctas las respuestas de Daniel, Lucia y
Salva (dado que todos los estudiantes que
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valoraron la respuesta de Alba lo hicieron
como incorrecta).

J1. Justificacion basada en la igual-
dad de probabilidad. Se consideran justifi-
caciones no pertinentes en las que los FPP
determinan la probabilidad y aceptan como
correcta sin valorar los argumentos que em-
plean. Las justificaciones se apoyan en que
la probabilidad de extraer bola negra es la
misma en ambos casos (calculada de mane-
ra previa) para valorar como adecuadas las
soluciones dadas por los tres alumnos fic-
ticios (““... existe un 50% que ocurra cada
suceso. Por lo que las respuestas de Daniel,
Lucia y Salva son correctas”, E7).

J2. Justificacion basada en la igualdad
entre casos favorables y desfavorables. Se
consideran valoraciones poco pertinentes en
las que los FPP justifican el grado de correc-
cion de la solucion de los alumnos en térmi-
nos de la igualdad entre los casos favorables
y desfavorables. Por ejemplo, E31 indica:

Daniel y Salva tienen razon porque en
las dos cajas hay las mismas bolas de
color negro y las mismas bolas de color
blanco, si en alguna urna (A o B) hubie-
se mas bolas negras o mas bolas blancas,
ya no seria equitativo y en una urna u
otra habria més posibilidad de sacar una
bola negra.

J3. Justificacion basada en la compa-
racion aditiva. Corresponde a valoraciones
no pertinentes en las que los FPP consideran
adecuada la comparacion aditiva entre casos
favorables y desfavorables (“Todos [Daniel,
Lucia y Salva] estan teniendo en cuenta que
en la caja B se afiade la misma cantidad de
bolas blancas como de bolas negras”, E55).

J4. Justificacion fundamentada en
la relacion de proporcionalidad. En esta
categoria encontramos respuestas en las
que el futuro maestro justifica el grado de
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correccion de la solucion de los alumnos en
funcion de la relacion de proporcionalidad
o de un uso de razonamiento proporcional.
A modo de ejemplo, E11 valora de forma
pertinente la adecuacion de la respuesta de
Salva en términos de la proporcionalidad:

E11. Ha justificado que al igual que se
multiplican por dos el nimero de bolas
blancas, también se multiplica por dos
el nimero de bolas negras. En la urna B,
hay el doble de cada una de las bolas de
color en comparacion con la urna A. Es
por eso que hay un aumento proporcio-
nal en la cantidad de bolas de cada color,
en este caso del doble.

J5. Justificacion en términos de la
relacion multiplicativa. En esta categoria
se encuentran las valoraciones de algunos
participantes al grado de correccion de la
respuesta de Salva. Se establece la relacion
multiplicativa entre el nimero de casos fa-
vorables y desfavorables entre ambas urnas
sin hacer mencion explicita a la relacion de
proporcionalidad. Por ejemplo,

E61. En cuanto a Salva, llega a la misma
conclusion de que la probabilidad es la
misma sin necesidad de realizar ninguna
operacion, razonando que la tnica dife-
rencia entre las dos cajas es que en la
caja B se duplican todas las bolas (2 bo-
las blancas x 2 = 4; 2 bolas negras x 2 =
4) por lo que existe la misma posibilidad.

Destacamos el hecho de que todas las
respuestas encontradas en esta categoria se han
considerado no del todo pertinentes, dado que
no llegan a explicar por qué la relacion multi-
plicativa garantiza la misma probabilidad.

J6. Justificacion basada en un caso
particular. Se consideran aquellas descrip-
ciones que hacen referencia a que la validez
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de la respuesta de Daniel o Salva se limita a
la composicion especifica de las cajas, como,
por ejemplo, la respuesta dada por E92:

E92. Este argumento [el de Daniel] sirve
solo cuando tengo las mismas bolas de
cada color. Con otra caja en la que no
hubiera mitad y mitad de cada color ya
no seria la misma probabilidad.

J7. Justificaciones no concluyentes.
Se consideran aquellas respuestas basadas
en observaciones generales que no permiten
determinar la valoracion del grado de co-
rreccion asignado a la respuesta del alumno.
A modo de ejemplo E42 destaca respecto a
las soluciones de Daniel y Salva que “Los
dos métodos que han utilizado para resol-
verlos son correctos. Cada uno lo ha inter-
pretado de una manera diferente”.

La Tabla 2 resume las distintas ca-
tegorias y frecuencias en las valoraciones
que elaboraron los FPP para justificar como
correctas las respuestas de los alumnos de
primaria. Se observa que algunos FPP no
lograron valorar por qué consideran co-
rrecta la respuesta de los alumnos, dejando
entrever la dificultad que tienen para anali-
zar y comunicar sus percepciones sobre las
practicas discursivas de los alumnos. De los
que lo hicieron, en su mayoria justificaron
la correccion de las soluciones de los alum-
nos con base en que la probabilidad es la
misma. Esto muestra que los FPP no buscan
detras de las justificaciones aportadas por
los nifos de primaria aquellos argumentos
que sostienen dicho resultado y que “con-
fian” en aquellas conclusiones que corres-
ponden a una solucion previa. Es también
significativo que el 10% considere que em-
plear una comparacion aditiva es adecuado
para resolver el problema o que el 16% de
los participantes interprete razonamiento
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proporcional al valorar como correcta la
respuesta de Daniel.

Identificacion de las estrategias erro-
neas en las respuestas de alumnos

Posteriormente, los FPP debian iden-
tificar las posibles intuiciones o estrategias
que habian llevado a los alumnos a errar
su respuesta. A continuacion, se detallan
y ejemplifican cada una de las categorias
encontradas de manera mayoritaria en las
descripciones de las estrategias incorrectas
empleadas por los alumnos, en este caso,
Alba y Lucia.

Ell. Razonamiento proporcional au-
sente o incompleto. Descripciones referidas
a que no se emplea el razonamiento propor-
cional (“Alba es la tinica que se equivoca en
su respuesta ... De acuerdo con su respuesta
no identifico ningiin grado de razonamiento
proporcional —es exactamente lo que le ha
fallado—", E104) o que se hace un razona-
miento proporcional inadecuado, si bien no
se profundiza en el porqué de ese mal uso
(“El error principal [de Lucia] se refiere a
emplear un razonamiento proporcional cuan-
do no era adecuado llevarlo a cabo”, E24).
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EI2. Razonamiento aditivo. Algunos
de los FPP consideran que la respuesta de
Alba no es correcta porque realiza una com-
paracion aditiva. Por ejemplo, E103 sefiala
que “Alba se equivoca, ya que se afade el
mismo nimero de bolas para ambos colores
y, por tanto, la probabilidad de obtener una
bola negra seria la misma en ambas cajas.”

EI3. Ausencia de un cdlculo previo
de probabilidades. En esta categoria se en-
cuentran las explicaciones similares a la
dada por E4 (“En el caso de Alba, creo que
es porque no ha calculado previamente cual
es la probabilidad de cada caja”) o E94 (“El
hecho de resolver el problema sin aplicar
la probabilidad le ha llevado a dar una res-
puesta incorrecta’), donde se considera que
el error procede de no haber determinado de
forma previa las probabilidades de obtener
bola negra en ambas cajas.

El4. Estrategia univariada. En esta
categoria encontramos las observaciones de
los FPP que describen estrategias inadecua-
das en la respuesta de Alba, con base en que
la alumna compara solo los casos favorables
(““Alba ha optado por fijarse exclusivamente
en las bolas negras”, E8), olvida los casos

Tabla 2
Categorias y frecuencias en las justificaciones dadas por los FPP a las respuestas
consideradas correctas.

Categorias Daniel Lucia Salva Total
J1. Justificacion basada en la igualdad de probabilidad 37 19 33 89
J2. Igualdad entre casos favorables y desfavorables 8 2 7 17
J3. Comparacion aditiva 10 1 12
J4. Proporcionalidad 16 2 26 44
J5. Relacion multiplicativa 0 0 10 10
J6. Caso particular 2 0 3
J7. No concluyente 11 2 9 22
No valora 16 5 16 37
Total de FPP que consideran correcta la respuesta 100 31 103
Nota: Fuente propia de la investigacion.
Maria Burgos « Maria del Mar Lépez-Martin o 12
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desfavorables (“Alba comete el error de no
contar las bolas blancas de la caja B”, E7) o
contempla Ginicamente los casos posibles en
ambas cajas (“Alba se ha dejado llevar por-
que hay un ntimero menor de bolas dentro
de la caja A, ha pensado que al ver una can-
tidad tan grande en la caja B ha imaginado
que la probabilidad es menor”, E50).

EIS. Identificacion incorrecta de ca-
sos favorables y casos posibles o la relacion
entre estos. Se contempla en esta categoria
aquellas respuestas que sefialan que el error
de Lucia estd motivado por una confusion
de casos favorables y casos posibles en cada
caja (“Ha confundido las bolas y los colo-
res. Las de un color son la mitad de todas
las bolas™ E42), o de la relacion entre los ca-
sos favorables por la relacion entre los casos
posibles de ambas cajas (“Ha confundido la
relacion entre las bolas con la relacion entre
las cajas”, E81).

El6. Error de interpretacion. En este
caso, se considera que la respuesta es inco-
rrecta debido a una falta de comprension
del enunciado del ejercicio dejando de lado
la identificacion de los errores asociados al
contenido matematico que se esta trabajan-
do. Este tipo de observaciones se encuen-
tran fundamentalmente en las explicaciones
de los FPP al error tras la respuesta de Lu-
cia (“Se debe a la falta de comprension del
ejercicio y a la interpretacion de los datos”,
E33). En menor medida, también se encuen-
tran en la explicacion al error cometido por
Alba, considerando que una lectura o inter-
pretacion incorrecta del enunciado lleva a
Alba a olvidar que también se afiaden bolas
negras a la caja B en relacion a la caja A.

El7. Error de expresion. Los FPP
resaltan que el alumno si ha abordado de
manera correcta el problema, pero que su
argumento no refleja realmente aquello que
pretendia decir. Por ejemplo, E34 establece
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que Lucia pretendia hacer referencia a la re-
lacion entre los casos posibles de ambas ca-
jas, o bien a la relacién entre los casos favo-
rables y los casos posibles en ambas cajas.

E34. Esta chica [Lucia] ha tenido un
fallo de explicacion, queriendo haberse
referido con “las bolas blancas son la
mitad de las bolas negras”, a que en la
caja una mitad de las bolas siempre son
blancas y la otra mitad de las bolas siem-
pre son negras.

EI8. No concluyentes. Se consideran
aquellas observaciones que no permiten de-
terminar claramente la estrategia incorrecta
identificada tras la respuesta del alumno.
Por ejemplo, E29 basa su conclusion en la
propia respuesta de Alba indicando que “No
es correcta porque afirma que en B es mas
probable obtener ‘negra’, pero la cantidad
de bolas negras y de bolas blancas es la mis-
ma en ambas urnas”.

La Tabla 3 recoge la distribucién de
frecuencias en cada una de las distintas ca-
tegorias descritas relacionadas con las res-
puestas de las alumnas ficticias Alba y Lu-
cia. Notese que salvo dos participantes que
implicitamente consideraron correcta la res-
puesta de Alba, los demas la identificaron
como incorrecta, aunque no todos indicaron
las intuiciones o estrategias que han provo-
cado dicho error. Observamos que la ma-
yoria de los FPP (68,97%) consideran que
el error de Alba procede de una estrategia
univariada; sin embargo, de estos, solamen-
te cuatro consideran que ha comparado de
manera absoluta el numero total de bolas en
ambas cajas mientras los 76 restantes, hicie-
ron una descripcion pertinente de la estrate-
gia errébnea empleada. En el caso de Lucia,
tres cuartas partes de los participantes iden-
tificaron dicha respuesta como incorrecta;
pero solo 57 reflexionaron sobre el motivo
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Tabla 3
Categorias y frecuencias en la descripcion de estrategias erroneas de Alba y Lucia
Categorias Alba Lucia
EIl. Razonamiento proporcional ausente o incompleto 7 10
EI2. Razonamiento aditivo 11 --
EI3. Ausencia céalculo previo probabilidad 4 --
EI4. Estrategia univariada 80
EIS5. Identificacion incorrecta de casos favorables y desfavorables -- 7
EI6. Error de interpretacion 4 24
EI7. Error de expresion -- 16
EI8. No concluyente 5 14
No contesta 3 14
Total 114 85

Nota: Fuente propia de la investigacion.

de dicho error. Ademads, la mayor parte de
las valoraciones hacen referencia a una falta
de comprension en la lectura del enunciado
o por no entender en si la actividad a resol-
ver (28,24%).

En relacion con la respuesta de Da-
niel (parcialmente correcta en tanto su va-
lidez se limita a ciertos casos particulares),
de los 16 FPP que no consideraron correcta
su respuesta, dos dieron respuestas no con-
cluyentes (“Ha usado mas la légica que el
razonamiento y la comprension”, E66), uno
considerd que cometia el mismo error que
Lucia, y otros siete indicaron que, pese a
que la solucion es correcta (“la misma pro-
babilidad en ambas cajas”) el argumento de
Daniel solo es valido en casos particulares
(“s1 el nimero de bolas blancas es igual al
numero de bolas negras”, E22).

Reconocimiento del razonamiento
proporcional

Ademéas de identificar las intuiciones
o estrategias incorrectas, los FPP debian re-
flexionar sobre la existencia de razonamien-
to proporcional en las respuestas incorrectas
de los alumnos. Destacamos que mas de la

mitad de los participantes (54,31%) no die-
ron respuesta a esta pregunta. El analisis de
las respuestas de los FPP a esta pregunta,
junto con las explicaciones aportadas en la
anterior para justificar el grado de correc-
cion de las respuestas, nos ha permitido
identificar qué consideran los participantes
como rasgos de razonamiento proporcional
en las respuestas dadas por los alumnos:

RP1. Propiedad en acto. El razona-
miento proporcional viene dado por medio
de la propiedad en acto, “a mas ..., mas
...”. Son frecuentes en aquellos que in-
correctamente identifican razonamiento
proporcional en la respuesta de Alba. Por
ejemplo, E65 indica que “Hay razonamien-
to proporcional por su parte, al haber mas
bolas negras en esa caja hay mas probabili-
dades de sacarla”.

RP2. Relacion aditiva. El razona-
miento proporcional se interpreta como
una relacion aditiva (y = x + ¢) entre can-
tidades de magnitudes (casos favorables,
desfavorables y posibles en o entre cajas).
Estas descripciones aparecen en relacion
a la respuesta de Alba, como se observa a
continuacion:
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E110. En la respuesta de Alba podemos
ver cierto razonamiento proporcional,
ya que lo unico que ha tenido en cuen-
ta ha sido el incremento de bolas en el
color negro. ... Ese seria su error, haber
pensado solamente de forma proporcio-
nal en un solo color.

RP3. Comparacion multiplicativa. Se
considera que hay razonamiento proporcio-
nal cuando se establece una comparacion
multiplicativa (doble, mitad) entre cantida-
des de magnitudes. Por ejemplo:

E87. Lucia, si que muestra cierto grado
de razonamiento proporcional, aunque
confuso, ya que esta es capaz de decir
que existe una relacion entre las bolas
blancas y las bolas negras de ambas ca-
jas, siendo las blancas la mitad de las ne-
gras segun ella, aunque esto realmente
no es cierto.

La relacion multiplicativa se trata en
unas ocasiones se comparar entre los casos
favorables y desfavorables dentro de cada
caja (“Este razonamiento [referido a Lucia]
puede ser proporcional ya que compara que
las bolas blancas son siempre la mitad de las
bolas negras”, E49) y otras veces entre los
casos favorables y desfavorables entre las
cajas (“Ha aumentado la cantidad de bolas
negras, pero la de las blancas también y en
la misma proporcioén”, E11).

RP4. Equivalencia de fracciones. Se
asocia el razonamiento proporcional a la
equivalencia entre fracciones o en el esta-
blecimiento de la proporcion. Por ejemplo,
E91 considera que “quizés, lo que queria
decir [Lucia] es que la proporcion entre la
caja A y B se mantenia, por lo que pode-
mos intuir cierto grado de razonamiento de
proporcionalidad”.
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De todos los FPP que consideraron
incorrecta la respuesta de Alba, solamen-
te trece indicaron cierto grado de razona-
miento proporcional, once de tipo cua-
litativo “a mads..., mas ...” (RP1) y dos
de tipo aditivo (RP2). En relacion con
la respuesta de Lucia, once indicaron la
existencia de razonamiento proporcional,
siete como relacion multiplicativa (RP3)
y cuatro como reconocimiento de la equi-
valencia de fracciones (RP4).

El andlisis global de las referencias
que hacen los FPP al razonamiento propor-
cional empleado por los alumnos de Edu-
cacion Primaria al resolver la tarea de com-
paracion de probabilidades, tanto cuando
lo mencionan para valorarla como correcta
como cuando buscan ese tipo de razona-
miento dentro de las respuestas incorrectas,
nos permite concluir que:

. Aproximadamente el 40% muestran un
conocimiento sesgado del razonamien-
to proporcional. En concreto, el 23,91%
lo interpretan por medio de la propie-
dad “a mads, ..., mas” y el 13,04% con-
sideran el razonamiento proporcional
como una relacion aditiva. Por ejemplo,
se observa este error de significado en
aquellos FPP que consideran razona-
miento proporcional en la respuesta de
Daniel (“pues se suma o se quita de ma-
nera igualitaria en las dos cajas”, E18)
o pensar que la respuesta de Salva es
incorrecta debido a un “razonamiento
proporcional incorrecto”, que ellos in-
terpretaban como relacion aditiva.

. De aquellos que muestran un cono-
cimiento adecuado del razonamiento
proporcional, un 36,96% consideran
que hay razonamiento proporcional
cuando se establece una compara-
cion multiplicativa entre cantidades,
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mientras que para el 26,09% el razo-
namiento proporcional se caracteriza
por reconocer la equivalencia de frac-
ciones o establecer la proporcion. Por
ejemplo, E38 sugiere:

En cuanto al razonamiento proporcio-
nal, identifico 2 casos, el de Daniel y
Salva, puesto que ambos han tenido en
cuenta la equivalencia de fracciones. De
este modo, han observado que en la caja
A hay 2/4 blancas y 2/4 negras, mientras
que en la B hay 4/8 blancas y 4/8 negras,
lo que significa que la probabilidad en
ambos casos es la misma.

Propuestas de intervencion para la
gestion de errores

La tultima consigna se propuso con la
intencion de analizar el conocimiento di-
dactico-matematico (faceta interaccional)
que poseen los FPP cuando se enfrentan
a situaciones en las que tienen que reali-
zar propuestas de intervencion para que el
alumno entienda el porqué de su error y
como podria solventarlo. Sefialamos el he-
cho de que aproximadamente el 40% de los
participantes plantean estrategias genéricas
con las que buscan solventar las dificulta-
des de todos los alumnos como grupo. Estos
resultados son altamente preocupantes te-
niendo en cuenta que los participantes estan
cursando el penultimo curso del Grado de
Educacion Primaria. Las propuestas de es-
trategias de intervencion son:

S1. Uso de materiales manipulativos
o simuladores. Sugieren la pertinencia del
uso de materiales que permitan simular el
experimento. Por ejemplo, El incida “Lle-
varia a clase dos cajas y las bolas y las intro-
duciria tal y como lo indica el enunciado.”

S2. Empleo de nuevos ejemplos o
contraejemplos. Se considera que proponer
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mas ejemplos o usar nuevas situaciones
que permita a los alumnos comprender por
qué su estrategia no siempre funciona. Por
ejemplo, E44 pondria “[a Lucia] a modo
de ejemplo dos cajas, en una habré 6 bolas
negras y en otra 3 bolas blancas. Con esto,
ella podra ver que su respuesta no concuer-
da con la afirmaciéon que nos proporciona”.

S3. Representaciones iconicas o grdfi-
cas. Se considera que el uso de representa-
ciones puede facilitar la identificacion de los
casos favorables y posibles (“mostrar el apar-
tado de forma gréfica solucionaria el proble-
ma”, E15). Asimismo, destacan que la utili-
zacion de representaciones icOnicas (“Haria
el dibujo de ambas cajas en la pizarra para
que vieran que, efectivamente, el nimero de
bolas de ambos colores es el mismo en los
dos casos”, E16) o el diagrama en arbol sol-
ventaria los errores (“A ambas [Alba, Lucia]
le explicaria el ejercicio con un [diagrama
de] arbol, porque considero que es la forma
mas facil de entenderlo”, E27).

S4. Nueva lectura del enunciado. Se-
flalan como fuente de los errores la falta de
comprension o interpretacion del enunciado
(EI6), proponiendo realizar una nueva lec-
tura del enunciado reflexionando sobre este.
Asimismo, recomiendan que el docente rea-
lice una explicacion mas detallada del enun-
ciado del problema, tal y como sefiala E§9,
“Les explicaria el problema de manera mas
detallada y en profundidad”.

S5. Uso de la regla de Laplace para
el calculo de probabilidades. Algunos
destacan que un buen conocimiento de
la regla de Laplace supondria la elimina-
cion de este tipo de errores, pues permite
el calculo explicito de las probabilidades
(“Le explicaria la regla de Laplace para
que le resulte mas facil en sus proximos
ejercicios realizar la comparacién con
otras probabilidades”, E8S).
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S6. Profundizar sobre el papel que
tienen los casos favorables y desfavorables.
Se propone identificar los casos favorables
(bolas negras) y los casos desfavorables
(bolas blancas) en la composicion de las
cajas para corregir comparaciones aditi-
vas que llevan a error (en el caso de Alba)
o bien para observar que la igualdad entre
casos favorables y desfavorables garantiza
la igualdad de probabilidad en ambas cajas.
Por ejemplo,

E56. Tenemos que explicarle [a Alba]
que igual que se ha aumentado el nimero
de bolas negras de la caja B respecto a
la caja A, también tenemos que fijarnos
en las blancas y ver que también han au-
mentado el nimero de bolas blancas de la
caja B respecto a la A, con lo cual hay la
misma cantidad de bolas blancas y negras
en cada caja y con ello la misma probabi-
lidad de que salga un color u otro.

S7. Explicar la relacion de propor-
cionalidad en el calculo y comparacion de
probabilidades. Al considerar que el error
cometido por los alumnos tiene su origen en
un conocimiento limitado de la proporciona-
lidad sugieren recordar de manera previa este
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concepto. Asimismo, plantean la necesidad
de diferenciar entre aumento aditivo y pro-
porcional, precisar la relacion multiplicativa
significativa y conectar esta relacion con la
proporcion de casos favorables y desfavora-
bles y el tema de fracciones. Por ejemplo,

E41. Dado que la mayoria de los errores
han sido provocados por una falta de ra-
zonamiento proporcional, pienso que la
probabilidad y los ejercicios como este
deberian trabajarse justo después de ha-
ber dado el tema de las fracciones. Asi,
los nifios tienen mads recientes los con-
ceptos de fraccion, saben lo que repre-
sentan y no se han olvidado del concep-
to de fracciones equivalentes.

En la Tabla 4 se muestra la distribu-
cion de frecuencias de las distintas catego-
rias descritas, donde debemos mencionar que
hay FPP que indican més de una estrategia.
Se observa un gran namero de propuestas de
caracter genérico en cuyo caso prevalece el
uso de materiales manipulativos y simula-
dores, aunque también se sugiere el trabajo
colaborativo en ambiente de juegos o com-
parar con la solucion del profesor o de otros
compaifieros para reflexionar sobre la validez

Tabla 4
Tipos de estrategias propuestas por los FPP para resolver las dificultades

Estrategia propuesta

Genérico  Alba Lucia Total

S1. Uso de materiales manipulativos o simuladores 32 10 8 50
S2. Empleo de ejemplos o contragjemplos 12 4 2 18
S3. Representaciones iconicas o graficas 19 6 2 27
S4. Nueva lectura del enunciado 11 3 10 24
S5. Uso de la regla de Laplace para el calculo de 14 7 4 25
probabilidades
S6. Profundizar sobre el papel que tienen los casos favorables y 5 31 7 43
desfavorables
S7. Explicar la relacion de proporcionalidad en el calculo y 4 7 7 18
comparacion de probabilidades
Total 97 68 40 205
Nota: Fuente propia de la investigacion.
Maria Burgos « Maria del Mar Lépez-Martin o 17
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de su respuesta. Pensamos que la extensa
mencién al uso de materiales manipulativos
y simuladores guarda una estrecha relacion
con la formacion sobre este tipo de recursos
que han recibido los participantes de manera
previa a la intervencion. En el caso particu-
lar de Alba, se observa que la mayoria de las
propuestas se focalizan en la comprension
del papel que juega en el calculo de probabi-
lidades los casos favorables y desfavorables,
mientras que en el caso de Lucia se centran
en realizar una nueva lectura del enunciado
con objeto de solventar los problemas aso-
ciados a la comprension del problema. De
igual modo, se percibe un uso escaso de nue-
vos ejemplos o contracjemplos que hagan
reflexionar al alumno sobre las diferentes
situaciones que se van presentando para que
vaya identificando, por él mismo, las razones
por las cuales su respuesta no podia ser con-
siderada como correcta.

Evaluacion global del conocimiento
didactico-matematico de los futuros
profesores

Hemos considerado oportuno valorar
positivamente las respuestas parcialmente
correctas o incompletas, por lo que la pun-
tuacion otorgada a los items ha sido:

. 0 puntos; si se valora de forma inco-
rrecta el grado de correccion de la so-
lucion, si no se justifica o si la justifi-
cacion es incorrecta o no concluyente.

. 1 punto; si se valora correctamente
el grado de correccion de la solu-
cion, pero la justificacion no es del
todo pertinente.

. 2 puntos; si la valoracion dada es correc-
ta y estd justificada de forma pertinente.

En el caso de Daniel, se considera
parcialmente correcta la respuesta dada por
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un participante que afirma que la solucién
dada por este nifio es correcta, especifican-
do que la estrategia empleada solo es valida
en algunos casos particulares.

En segundo lugar, la identificacion del
razonamiento proporcional en las respues-
tas incorrectas de los alumnos se ha evalua-
do como:

. 0 puntos; si se considera razona-
miento proporcional en una respuesta
cuando no lo hay, o se sefiala que si
hay razonamiento proporcional, pero
no se justifica.

. 1 punto; cuando se identifica el razo-
namiento proporcional en la respuesta
de Lucia, pero no se describe adecua-
damente la relacion de proporcionali-
dad establecida.

. 2 puntos; si se identifica razonamiento
proporcional en la respuesta de Lucia
y se describe correctamente la rela-
cién de proporcionalidad establecida.

Finalmente, los FPP deben explicar
cémo responder a los alumnos que habian
cometido errores en sus respuestas. En ge-
neral, los FPP no describieron como expli-
carian los errores a los alumnos y se centra-
ron en proponer estrategias para resolver las
dificultades que habian tenido estos. Tenien-
do en cuenta este hecho, para las respuestas
de Alba, Lucia y Daniel, se valora con:

. 0 puntos; si no se proponen estrategias
para superar las dificultades encontra-
das, no son especificas para el alumno
(es decir, se proponen de manera ge-
nérica a todos los estudiantes) o solo
proponen formas de trabajo en el aula
que no involucran el contenido.

. 1 punto; si se proponen estrategias,
pero estas no permiten identificar
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coémo tienen en cuenta la falta de co-
nocimiento matematico en los estu-
diantes (por ejemplo, proponen usar
representaciones graficas, materiales
manipulativos o similares caracteris-
ticas de la probabilidad).

. 2 puntos; si se proponen estrategias ade-
cuadas que permiten identificar como se
tiene en cuenta la falta de conocimiento
en relacion al razonamiento proporcio-
nal y probabilistico empleado.

Teniendo en cuenta los criterios y
pautas de valoracion establecidos, los FPP
podian obtener hasta un maximo de 16 pun-
tos. La Tabla 5 resume algunas medidas
estadisticas empleadas en el andlisis obte-
nidas con el software SPSS. Se observa que
los FPP tuvieron grandes dificultades para
responder adecuadamente al analisis pro-
puesto: la puntuacién media obtenida fue de
3,59 sobre 16 y la mediana es 3 sobre 16.
Unicamente 12 (10,34%) de los participan-
tes obtuvo 8 o més puntos sobre 16, solo dos
alcanzaron la méxima puntuacion.
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Si comparamos los resultados en fun-
cién al grado de correccion de cada una
de las respuestas dadas por los alumnos
ficticios, destacamos una puntuacion me-
dia superior en la valoracion mas adecua-
da a la respuesta de Alba y unos resultados
nada alentadores en la de Daniel y Lucia,
el 87,93% y 51,72%, quienes obtuvieron 0
puntos, respectivamente. Estos resultados
no mejoran en la identificacion del razona-
miento proporcional, ya que la puntuacién
media es de 0,17 sobre 2 puntos: presentan
mas del 50% de participantes una puntua-
cién inferior o igual a esta.

Los resultados son atin mas preocu-
pantes en la propuesta de gestion de errores,
pues el 50% de participantes en el estudio
obtuvo una calificacion igual a 0 puntos.
En concreto, la mayoria obtuvo 0 puntos,
en el caso de Daniel (99,14%) y de Lucia
(77,59%) y fue algo mejor en el caso de
Alba (39,66%, quienes obtuvieron 1 punto
y el 8,62%, 2 puntos).

Destacamos el hecho de que el 91,2%
de los participantes con una calificacion de

Tabla 5
Resumen estadistico de las valoraciones numéricas globales y por apartado: a. Grado de
correccion, b. Razonamiento proporcional en la respuesta incorrecta, c. Gestion de los

Carmen Gloria Aguayo-Arriagada « Verdnica Albanese

errores
Min. Max. Media Mediana Desviacion
a) Alba 0 2 1,23 1 0,664
Daniel 0 1 0,12 0 0,327
Lucia 0 2 0,52 0 0,567
Salva 0 2 0,74 1 0,724
Global (sobre 8) 0 6 2,61 3 0,285
b) 0 2 0,17 0 0,423
c) Alba 0 2 0,57 0 0,649
Daniel 0 1 0,01 0 0,093
Lucia 0 1 0,22 0 0,419
Global (sobre 6) 0 4 0,80 0,5 0,116
Puntuacion total (sobre 16) 0 10 3,59 3 2,261
Nota: Fuente propia de la investigacion.
Maria Burgos « Maria del Mar Lépez-Martin o 19

ID"BUN@RDUIDIUNE)SIAL ] « BIDUSIDIUN/ID DR BUN'SRISTAIMMM @) * 7707 Toquiadaq-Arenue( “pz-1 *dd T " N 9¢ ‘JOA VIDNAIDIN


http://dx.doi.org/10.15359/ru.36-1.38
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/deed.en
https://www.revistas.una.ac.cr/index.php/uniciencia
mailto:revistauniciencia%40una.cr?subject=

cero puntos en a), fueron calificados con
cero en c). Ademas, los tres estudiantes que
obtuvieron la puntuacién méaxima (6 de 8
puntos) en la primera tarea, también realiza-
ron buenas propuestas metodologicas. Con
objeto de analizar la posible existencia de
relacion entre ambas variables, se realiza la
prueba chi-cuadrado y se obtiene un p-valor
asociado a de 0,059. Por tanto, no existen
evidencias suficientes para rechazar que
ambas variables son independientes y, como
consecuencia, el comportamiento estadisti-
co de una de las variables no se ve afectado
por los valores que toma la otra variable.

Conclusiones

El objetivo de este trabajo ha sido in-
formar de los conocimientos y competen-
cias de un grupo de futuros profesores de
Educacion Primaria para interpretar las res-
puestas de alumnos a una tarea de compara-
cion de probabilidades y proponer acciones
que les ayuden a dar una solucion adecuada
y a superar las dificultades que generaron
las inadecuadas.

Los resultados muestran un conoci-
miento didactico-matematico insuficiente
en las distintas facetas, epistémica, cogniti-
va e instruccional. Por un lado, los futuros
docentes tienen dificultades para justificar
por qué consideran correcta la respuesta de
un alumno de primaria y se basan en una
solucion experta o previa (“misma probabi-
lidad”) para decidir si es una buena solucion
0 no, sin analizar o cuestionar los argumen-
tos que permiten asegurar que la respuesta
del alumno es valida. Esto se pone de mani-
fiesto cuando el 86,21% de los participantes
consideraron correcta la solucion de Daniel
y el 56,03% la de Lucia. Por otro lado, en-
cuentran limitaciones para identificar las
posibles estrategias erroneas detrds de las
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respuestas incorrectas de los alumnos, asi
como para detectar el razonamiento pro-
porcional en estas mismas. Esto puede estar
motivado por un conocimiento sesgado o
insuficiente del razonamiento proporcional.
Este desconocimiento podria explicar por
qué mas de la mitad de los FPP no lo identi-
fican en las respuestas incorrectas y cuando
lo hacen muestran errores al interpretar la
relacion de proporcionalidad y las propie-
dades que la caracterizan (Burgos y Godino,
2020).

Los resultados revelan, también, las
limitaciones que presentan los participantes
para elaborar propuestas didacticas signifi-
cativas con las que explicar los errores a los
alumnos y ayudarles a superar las dificulta-
des que los generaron. Un porcentaje ele-
vado propone estrategias de forma genérica,
sin identificar la peculiaridad de las distin-
tas respuestas y son escasos los que toman
en cuenta los errores identificados para su-
gerir como superarlos. Ademas, el no haber
identificado que la respuesta de Daniel, que
solo puede ser correcta en determinados
casos particulares, llevo a que los FPP no
propusieran formas de actuar al respecto.
Como sugieren investigaciones previas, to-
mar decisiones de accidon es una competen-
cia dificil de adquirir (Choy, 2016; Jacobs et
al., 2010; Stahnke et al., 2016).

Se hace necesario disefar acciones
formativas en las que se refuercen las com-
ponentes del razonamiento proporcional
(Buforn et al., 2018; Fernandez et al., 2011,
Lamon, 2007). Un conocimiento insuficien-
te de las formas de razonar en situaciones
de proporcionalidad (identificacion de la re-
lacion multiplicativa entre magnitudes, pen-
samiento relacional, covarianza, entre otras)
limita el desarrollo de otras competencias
para la ensefianza, como la de interpretar el
pensamiento matematico de los estudiantes.
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Creemos que el contexto de la probabilidad
es ademas un habitat propicio en el que po-
der poner en juego el razonamiento propor-
cional. En este sentido, Begolli ef al. (2021)
sugieren que las conexiones explicitas entre
las proporciones y las probabilidades pue-
den llevar a los estudiantes a desarrollar una
comprension mas profunda del razonamien-
to probabilistico y proponen que puede ser
beneficioso, para este ultimo, equilibrar y
coordinar la instruccion sobre la probabili-
dad con la instruccion sobre el razonamien-
to proporcional.

Creemos que nuestros resultados pro-
porcionan informacién valiosa adicional
para el disefio de materiales en programas
de formaciéon docente que consideran las
caracteristicas del aprendizaje de los futu-
ros profesores y su comprension del razo-
namiento proporcional en el contexto de la
probabilidad. En particular, el tipo de instru-
mento utilizado en esta investigacion podria
adaptarse para disefar material didéactico
centrado en el desarrollo de las competen-
cias de los futuros docentes, para analizar
el trabajo escrito de los estudiantes. Como
sefala Llinares (2013), cuando los futuros
profesores utilizan elementos matematicos
cada vez mas explicitos y caracteristicas del
desarrollo de la comprensiéon matematica
para describir e interpretar el pensamiento
matematico de los estudiantes, aumentan su
competencia profesional.
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