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Francisco Javier Suarez Medina

FISICA DEL MEDIO CONTINUO
1. El medio material

1.1. Hipdtesis previa: la continuidad de la materia.

Es conocido el caracter discontinuo de la materia. La
observacion al microscopio de los materiales estructurales mas
frecuentemente empleados en la ingenieria, permite observar que los
mismos estan formados por particulas granulares separadas entre si,
asi como la estructura cristalogréafica de cada particula. Los cristales,
a veces sumergidos en una matriz amorfa que llena el espacio
intergranular, estan constituidos por moléculas (unién de varios
atomos), y los atomos estan formados, a su vez, por un nicleo
cargado con carga eléctrica positiva en el que se concentra la casi
totalidad de su masa y otros corpusculos de masa despreciable y
carga negativa llamados electrones que giran a su alrededor. Se
admite también que los nlcleos estdn constituidos por otras
particulas llamadas nucleones que se manifiestan de dos formas
distintas: como corpusculos positivos, llamados protones, o como
corpusculos sin carga, denominados neutrones. La union entre los
nucleones se explica admitiendo la existencia de otras particulas,
mesones, de masa intermedia entre los electrones y los protones y

que constituyen algo asi como la argamasa del edificio nuclear.

Las moléculas, en los estados condensados (sélido y liquido),
se unen entre si mediante fuerzas intermoleculares o de Van der
Waals, que son mas débiles que las intramoleculares, que mantienen
unidos los atomos para formar la molécula, y las interatémicas, de
origen electrostatico (electrones de valencia), que mantienen unidos a
los nicleos de los &tomos que se combinan. Las fuerzas de Van der

Waals tienen su origen en la atraccion electrostatica de los nicleos
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de los atomos de la molécula sobre las nubes electronicas de las
demas. Segun la intensidad de estas fuerzas de Van der Waals, la
materia se presenta en los tres estados de agregacion. Asi, por
ejemplo, en el estado gaseoso estas fuerzas son despreciables y las
moléculas gozan de gran libertad y estan dotadas de velocidades
considerables, pudiendo reducirse enormemente las distancias que
las separan (compresibilidad). En los estados condensados estas
fuerzas son mayores, con la particularidad de que en el estado liquido
gozan de libertad suficiente para resbalar unas sobre otras de tal

manera que hacen que los liquidos no tengan forma definida.

El entrar en detalles en estas cuestiones no es el objeto de la
disciplina, pero las mismas sirven de contrapunto a la hip6tesis de
partida de la Mecanica de los Medios Continuos. Dicha hipotesis
constituye el postulado previo fundamental y establece que la materia
se encuentra distribuida de forma continua en todo el volumen del

medio deformable, llenando por completo el espacio que ocupa.

La continuidad de los medios considerados debe entenderse a
escala macroscopica, ignorandose por tanto la estructura granular
(escala microscépica) y la intima (escala atémica), discontinuas
ambas, idealizdndose la materia como una distribucion volumétrica
continua en el espacio geométrico cuyos puntos se identifican con las

particulas materiales del medio.

Se establece, por tanto, una dualidad punto geométrico-
particula material, de tal forma que a cada punto geométrico (PG) le
corresponde una particula material (PM), y cada particula material
gueda identificada por un punto en el espacio. Puntos proximos
permanecen proximos para cualquier deformacion que se produzca
en el medio. No pueden aparecer por tanto, grietas, poros,

deslizamientos, choques, etc.,, que destruyan las hipétesis de
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continuidad macroscoépica del material.
1.2. Marco de referencia

En cualquier teoria fisica, previamente a establecer las leyes
fundamentales de dicha teoria, es necesario determinar donde
(referencia espacial) se definen y cuando (referencia temporal) se
aplican. En consecuencia, se debe conocer el espacio soporte en el
que se definen las leyes y se formulan las ecuaciones, y la referencia
temporal que permite seguir la evolucién en el tiempo de las distintas

variables que intervienen en el fenémeno que se estudia.

En Mecénica del Medio Continuo, la referencia espacial es el
Espacio Geométrico Ordinario (EGO), espacio puntual euclideo de
dimension 3, asociado al espacio vectorial de los Vectores
Geométricos (VG). Una referencia esta formada por el conjunto de un
punto del espacio puntual, origen O, y una base vectorial, &, del
espacio asociado, VG, estableciéndose una correspondencia
biunivoca entre particulas materiales y puntos geométricos, o los
vectores de posicion, r, asociados a estos. El marco de referencia se

completa introduciendo la variable tiempo.
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PG=PM

o
Keh/

Figura 1

1.3. Magnitudes extensivas e intensivas.

Se puede subdividir imaginariamente el medio para su estudio
en elementos de volumen paralelepipédicos, de aristas tan pequenas

como se quiera.

Cada uno de estos elementos tendrd una serie de propiedades,
observables fisicos, que dependeran de la naturaleza del cuerpo, y
para un material y una propiedad determinados, podran variar de un

elemento a otro, incluso aunque todos ellos sean iguales.

Los observables fisicos comparables entre si pertenecen a una
misma magnitud fisica y poseerdn un aspecto cuantitativo que se
traduce en una medida, nimero real, cuando uno de ellos se toma
arbitrariamente como unidad. Estos numeros reales son los valores
gue toman las variables que aparecen en las ecuaciones fisicas.

Cuando estos valores, estas medidas, dependen de la cantidad
de sustancia del elemento considerado, la magnitud que representa
dicha variable se denomina extensiva; son magnitudes extensivas,

por ejemplo, la masa, el peso, el volumen, etc.

Para cada elemento, puede obtenerse también, por ejemplo,
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una masa media o un peso medio, sin mas que dividir por el volumen

del elemento las medidas correspondientes, AA—'; i—s.

Si se considera en el medio material un punto P fijo, y una
sucesion de elementos de volumen de tamafio decreciente
conteniendo siempre a dicho punto, como se representa en la figura
2, se pueden considerar entonces las sucesiones de los valores de
masa media y de peso medio indicadas, afectas a cada punto P

concreto, y en cada instante t, si el material evoluciona en el tiempo.

Amqy _ Amp _ Amz _ _ Amy

AV, AV, AV3 AV,

Apy _ Apa _ Aps _ | _ APn

P AV, AV,  AVs AVp
Figura 2

Si el medio es homogéneo, los valores de la masa media y el
peso medio seran constantes en la sucesion, e iguales a su valor

limite cuando tiendan a cero sus volimenes.

Amy Am, Amz;  Am,  Am dm
AV, AV, AV, T AW, T oAV av
Api_Apy _Aps _ _Bpn_ AP _dp
AV, AV, AV, AV,  AVS0AV  av

Pero si el material no es homogéneo, como la atmésfera, cuya
masa media se reduce con la altura, masa media y peso medio

variaran de un elemento a otro.

Los limites macroscoépicos de estas sucesiones, en el caso de

que existan, definen medidas de cantidades de otras magnitudes,
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densidad y peso especifico en este caso, que no dependen de la
cantidad de sustancia considerada, al ser funciones de punto y del

tiempo. Dichas magnitudes se denominan intensivas.

Son magnitudes intensivas todas las propiedades que se
conocen como especificas, asi como la presion, la temperatura, la

velocidad del sonido en el medio...

Las magnitudes intensivas se definen sin descender a las

escalas microscopica o atémica.

Por ejemplo, al considerar una suspension en agua de
particulas esféricas muy pequefias de un material solido de densidad
1,7 gr/cm3, a escala macroscopica se puede definir en cada punto P y
en el instante inicial t = 0, una densidad media constante,

_mg+mg
7

Descendiendo a la escala microscépica, el valor de la densidad
serd 1,7 gr/cm® si el punto es interior a una particula, 1 gricm® si el
punto esta rodeado de agua y 1,35 si el punto esta sobre la superficie
de una esferita; a escala atomica, el valor de la densidad sera
diferente distinguiendo si el punto es interior a un nicleo atémico o
estd situado en los espacios interatébmicos. Ademas, conocida la
granulometria y admitiendo una velocidad constante de caida para
cada tamafio proporcionada por la ley de Stokes, se podria también
conocer la densidad en funcién de la profundidad en un instante

cualquiera t.
1.4. Conceptos de homogeneidad e isotropia.

Se dice que un medio material es homogéneo respecto de una
propiedad cuando esta presenta el mismo valor en todos sus puntos

para cada instante de tiempo. En caso contrario el medio material se

10
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denomina heterogéneo.
p(x1,%2,x3,t) = p(t)
Si ademas el valor de la propiedad no depende del tiempo, se
dice que la homogeneidad es permanente, estacionaria o acronica.
p(x1, %z, x3,t) = cte
Cuando el medio es homogéneo para todas las propiedades
establecidas en una teoria fisica se le llamara absoluta o

completamente homogéneo.

Un estrato de arcilla, por ejemplo, es un medio heterogéneo
respecto de la densidad pues, normalmente, esta aumenta con la
profundidad. Sin embargo, una presa de materiales sueltos no debe
considerarse como un material heterogéneo sino, mas propiamente,
como yuxtaposicion de medios materiales homogéneos (nucleo,

capas de filtro, espaldones, etc.).

Un medio material es isétropo respecto de una propiedad
cuando ésta toma el mismo valor en todas la direcciones que parten
de un punto, en cada instante de tiempo. En caso contrario se

denomina anisétropo.

Cuando ademés la propiedad no depende del tiempo, se

denomina isotropia permanente, estacionaria o acrénica.

Por ejemplo, un cuerpo cristalino no conduce al calor por igual
en todas las direcciones, dependiendo el fenémeno de la morfologia
de su estructura cristalografica. En consecuencia, para esta
propiedad y considerando un punto, el material es anisétropo;
considerando el conjunto de todas las direcciones, el material es
homogéneo pues los valores son los mismos en cada punto para la

misma direccion.

Es de destacar que los conceptos de homogeneidad y

11
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heterogeneidad se establecen con referencia a los puntos del medio
material, mientas que los de isotropia y anisotropia hacen referencia

a las direcciones del espacio que parten de un punto.
1.5. Modelo matematico: el medio continuo.

La Mecénica del Continuo, idealiza el material mediante un
modelo matematico basado en la hip6tesis fundamental que
establece la continuidad de la materia a escala macroscépica,
ignorando explicitamente su estructura microscépica, y que ademas,
postula la continuidad y diferenciabilidad hasta el orden necesario de
las funciones que expresan la variacion espacial y temporal de las

propiedades del material.

Se trata de un modelo matematico basado en conceptos

diferenciales.

Como se ha comentado anteriormente, al considerar una
sucesién de elementos de volumen decreciente en torno al punto P,
las sucesiones de valores de masa media y peso medio, si el medio
es homogéneo, tendran valores constantes, e iguales a su valor limite
cuando el volumen tiende a cero. Pero si el material no es
homogéneo, los valores de las sucesiones variaran de un elemento a
otro. La idealizacion propuesta implica que dichas propiedades
medias varien con continuidad al reducirse el tamafio de los cubos,
admitiendo la existencia en cada punto de una masa especifica, p, y

de un peso especifico, y, locales, definidos como

P.0) = 1 Am; dm
P _AvlinloAVi T dv
. Ap; dp

vP.o = lim 2=y

12
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En consecuencia, los limites anteriores existen por hipétesis, al
igual que las derivadas respecto a cualquier variable, espacial o

temporal, del orden necesario para el desarrollo de la teoria.

Lo expuesto es aplicable a otras magnitudes extensivas, por
ejemplo la cantidad de calor contenida, que se consideraran

funciones continuas y derivables de los puntos del espacio.

Igualmente se considera la variacion con el tiempo de tales
propiedades. Se supone, por ejemplo, que se esta calentando una
pieza metalica, y se controla la temperatura T en un punto fijo. A un
intervalo de tiempo At, corresponderd una variaciéon de temperatura
AT. A partir de un instante determinado, por ejemplo, exactamente
una hora después de haber empezado a calentarse, se consideran
intervalos de tiempo cada vez mas pequefios, determinando el valor
medio AT /At. Para que la pieza metélica pueda idealizarse como un
medio continuo, es necesario que la razén AT/At varie con
continuidad al reducirse el intervalo temporal, de modo que exista y

sea finito el limite,

i AT dT
m—=—=
A%—>0 At dt
En general se supone que todas las propiedades intensivas de
un medio continuo son funciones continuas y derivables del tiempo,

en cada punto del medio.

Desde el punto de vista de la descripcion matematica del
comportamiento del material esta hipétesis trae como consecuencia
que variables de campo tales como densidad, tensién, deformacion,
etc. se expresan como funciones continuas y derivables de las
variables referenciales (espacio-tiempo), permitiendo aprovechar

todos los recursos del calculo diferencial y del andlisis tensorial.

Se puede utilizar por ejemplo el teorema del valor medio para

13
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calcular el valor que cierta funcion f adquiere en un punto B,
conociendo el valor de ella y de sus derivadas en otro punto A, y la
posicion relativa de B con respecto a A. Si A y B estan muy préximos
entre si, se utilizara la formula de Taylor, despreciando las potencias

de Axi

£® = 1)+ (35 a,

X A
2. Propiedades del medio material continuo
2.1. Propiedades mecanicas

Densidad y peso especifico

Segun se ha comentado en los apartados anteriores, la
densidad y el peso especifico, son magnitudes intensivas definidas en
cada punto P del medio y en cada instante de tiempo segun las

siguientes expresiones,

dm dp

dv

La 22 ley de Newton permite relacionar ambas magnitudes
mediante la expresion indicada, siendo g la aceleracion de la
gravedad, cuyo valor al nivel del mar es 9,806 m/s?,

Y =pg
El analisis dimensional es el siguiente,
lp| = ML™3 lyl = ML™2T2
Se incluyen a continuacion valores de peso especifico a la

temperatura indicada, y a presion atmosférica estandar (76 mm de
Hg).

14
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Y (Tn/m3)
Aluminio 40 2,58
Arcilla 2,00 | 2,20
Cobre 20° 8,94
Estafio 18° 7,28
Granito 2,50 | 3,00
Hierro 180 7,87
Ladrillo 2,00 2,20
Maderas 0,60 1,20
Plomo 20° 11,35
Vidrio ordinario 200 2,40 2,80
Aceite crudo 20° 0,85 0,93
Agua pura 40 1,00
Agua marina (3,5% sal) 40 1,028
Gasolina 0,66 | 0,69
Mercurio 10° 13,57
Aire 150 1,22
Dio6xido de carbono 15° 1,89

Clasificacion de las fuerzas

Las fuerzas presentes en el medio continuo admiten la

siguiente triple clasificacion.

Fuerzas de accion a distancia y fuerzas de contacto. Las
fuerzas de accion a distancia se ejercen entre dominios alejados unos
de otros, mientras que las fuerzas de contacto necesitan el contacto
entre dominios para ponerse de manifiesto. Por ejemplo, son fuerzas
de accién a distancia las fuerzas gravitatorias y las fuerzas inerciales;
las fuerzas de contacto entre solidos constituyen un ejemplo de
fuerzas de contacto.

Fuerzas exteriores y fuerzas interiores. Las fuerzas
exteriores se ejercen desde el exterior del dominio sobre el propio
dominio, mientras que las fuerzas interiores se ejercen entre
subdominios en el interior del dominio.

15
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Fuerzas de cuerpo o volumétricas y fuerzas de superficie.
Las fuerzas de cuerpo se encuentran distribuidas de forma continua
en todo el dominio, actuando sobre todas y cada una de sus partes.
Las fuerzas de superficie se aplican distribuidas sobre superficies.
Las fuerzas concentradas se conciben como un proceso de paso al
limite.

Las fuerzas de accion a distancia son siempre fuerzas de
cuerpo o volumétricas, mientras que las fuerzas de contacto son
fuerzas de superficie.

Fuerza masica

La Mecanica del Continuo admite las siguientes hipétesis sobre
las fuerzas de accidn a distancia:

1.- No existen las fuerzas de accién a distancia e interiores, ya
gue se supone que, en el caso de las fuerzas interiores, la
componente de interaccion de la fuerzas de contacto es muy

superior a las fuerzas de accion a distancia.

2.- Existe una funcion vectorial b = b(x;, t), tal que las fuerzas de
accion a distancia exteriores ejercidas sobre un elemento dV en

el entorno de un punto P, se pueden expresar mediante bpdV.

La magnitud vectorial b es una magnitud intensiva conocida
como fuerza masica, es decir, fuerza por unidad de masa, y de

acuerdo con la 22 ley de Newton tiene dimensiones de aceleracion.

La admisién de dichas hipotesis simplifica el estudio de
numerosos problemas, pero no son admisibles en todos los casos,

por ejemplo en el estudio de los medios imanados.

En ocasiones la funcién vectorial b es la fuerza volimica, es

decir fuerza por unidad de volumen, expresandose entonces las

16
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fuerzas de accion a distancia mediante la expresion bdV.

La fuerza de cuerpo mas importante es el peso del material, y
su correspondiente propiedad intensiva o fuerza mésica es b = —gés,
siendo g la aceleracion de la gravedad y €5 el versor en la direccion
vertical, dirigido hacia arriba. No debe confundirse esta fuerza masica

con el peso especifico que es la fuerza volimica (b = —pgeé,).

Otra fuerza de cuerpo importante es la fuerza centrifuga que

aparece cuando el medio se somete a rotacién.
Principio de tension de Cauchy. El vector tension.

El principio de tensién de Cauchy establece hipétesis sobre las

fuerzas de contacto.

Se considera un dominio D limitado por una superficie cerrada
S, siendo D’ el dominio exterior a D, como se representa en la figura
3.

DI

Figura 3
D y D' interaccionan mediante las fuerzas de accion a distancia

y las fuerzas de contacto a través de la superficie S.

Se considera un punto P de la superficie S, y un elemento de
superficie AS en torno al punto P. Las fuerzas de superficie actuantes
en AS se reducen, tomando P como centro de reduccién, a una fuerza

resultante AF y a un momento resultante AMp.

17
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AF

3

Figura 4
El Principio de tensiéon de Cauchy establece las siguientes

hipétesis:
1.- Cualquiera que sea el modo en el que AS — 0, conteniendo
siempre al punto P, existen los limites indicados:

LA AM,
MI6AS  a9D6 AS
2.- El valor de los limites es el siguiente:

Li AF_t Li AMp—O
Y Y
Adoptar el valor LimAS_m% = j—’; =t, supone establecer en el

punto P una correspondencia biunivoca entre el versor 71 de la
direccion normal a la superficie S, y el vector t, conocido como vector

tension en el punto asociado a la direccion 7.

A cada una de las infinitas direcciones que parten del punto, se
le asocia un vector tension. El vector tension asociado a una
direccién, depende solamente de la direccién 1, y no de la forma de la

superficie S.

18
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P

Figura 5
Con frecuencia se habla de vector tensiéon asociado a un plano,

para referirse al vector tension asociado a la direccion perpendicular

al plano.

=>

Figura 6
El caracter de resultante de las fuerzas de superficie de AF,

permite concluir que los vectores tensién asociados a las caras frontal
y dorsal de la superficie T en P son vectores opuestos, como se

representa en la figura 7.

19
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=%

Figura 7
El caracter vectorial de t, permite su descomposicion vectorial

segun la direccién i y segun el plano perpendicular a n, dando lugar
a las componentes intrinsecas de t, componente normal a, y

componente tangencial T, segln se representa en la figura 8.

ta

=>

Figura 8
El conjunto de los vectores tension asociados a las infinitas

direcciones que pasan por el punto P, se denomina estado tensional

en P.

20
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. AM ., .
Adoptar el valor LzmASﬁoA—S” = 0 es una hipotesis razonable,

pues en el elemento AS las fuerzas de superficie se compensaran
respecto al punto P. Otros modelos de tension, como el modelo de

dM,,

Coserat, trabajan con el vector par-tension m = T

Deformaciones

En Mecanica del sélido rigido cuando sobre un cuerpo actian
solicitaciones, se analiza la posibilidad de que se produzca
movimiento, determinando las caracteristicas del mismo; la Mecéanica
del Medio Continuo por el contrario, se ocupa fundamentalmente de
las deformaciones que sufre el cuerpo, tanto desde el punto de vista
de la variacion de las formas exteriores, como de las propia
deformacion interior, consistente en el desplazamiento relativo de las

particulas materiales.

Las deformaciones pueden ser momentaneas o permanentes,
segun que desaparezcan 0 no cuando cesa la causa que las
ocasiona. También pueden ser deformaciones que alcanzan, en un
tiempo mas o0 menos breve, una configuracién definitiva, como ocurre
en los solidos elasticos, o bien que nunca llegan a un estado final
debido a que la deformacién continla permanentemente, como en las

fluencias de los soélidos viscoelasticos o de los fluidos.

Para analizar de forma rigurosa la deformacién que se origina
en el interior del medio material, se considera su descomposicion en
deformacion longitudinal y deformacion angular. Sean tres puntos O,
A, B en el interior del medio material y muy proximos entre si, de tal
forma que pueda admitirse que los segmentos rectilineos OA y OB,
permanecen rectilineos después de la deformacién. El sistema de

tres puntos se habrd deformado si al menos, una de las distancias
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OA, OB, o el angulo AOB ha variado. Se dice por tanto que ha habido
deformacion en el entorno de un punto O de un medio material
continuo, cuando al menos un segmento infinitesimal que parte del
punto O ha experimentado variaciones de longitud o ha variado su

angulo respecto de una direccion.

Figura 9
Se denomina particula a un pequefio elemento de volumen

considerado en un medio material. Se llama configuracién, a la
identificacién de las particulas del medio con los puntos del espacio

geométrico en un instante t.

Se dice que ha habido un proceso de deformacion cuando el
medio ha experimentado un cambio de configuracion entre los
instantes t; y t,, pasando de la configuracion inicial o configuracion
no deformada en el instante t;, a la configuracion final o configuracion

deformada en el instante t,.

En un proceso de deformacion, se define la elongacion de un
elemento lineal 0A, E,,, como el aumento unitario de longitud
experimentado por el mismo. La elongacion sera siempre superior a
-1.

0'A"— 0A

Epp=——>—1
OA 0A
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Se denomina E,,, E., y E,, a los valores de la elongacion de

elementos lineales inicialmente paralelos a los ejes coordenados.

En un proceso de deformacion se define como distorsion
angular en un plano, a la variacion experimentada por el angulo

inicialmente recto contenido en el plano.

DISTORSION: y=a +f

| F

Figura 10
La distorsion en planos paralelos a los planos coordenados se

denomina y1z, y13Y V2s3-

La distorsion se considera positiva si el angulo inicialmente
recto disminuye, y negativa si aumenta, como se indica en la figura
11.

X X,
//ﬂ
M W=
>0 A
_x 7] \
X, \li& X,

Figura 11
El valor de la distorsion variara entre los siguientes limites,

3<<
2 V=3
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Desplazamiento

En un proceso de deformacién, se define el vector
desplazamiento en un punto P, up, como el vector que une las

posiciones inicial y final de dicho punto.

El conjunto de los vectores desplazamiento constituye el

campo vectorial de desplazamientos,u.

CONFIGURACION
FINAL

CONFIGURACION
INICIAL

Figura 12
Se consideran las referencias vectoriales {0, 1} y {0’,¢;} para

el estudio de las configuraciones inicial y final, siendo b =00, y
denominando X = X, I, y x = x;é; a los vectores de posicion en
ambas configuraciones, como se representa en la figura 13.

Se denominan «a;; a las componentes vectoriales de é; en

{0,Ix}, y ax; alas componentes vectoriales de I, en {0, é;}.
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CONFIGURACION
FINAL

X; =t

CONFIGURACION
INICIAL

t=0

Figura 13
Las condiciones de ortonormalidad de ambas referencias

vectoriales se expresan,
I - Iy = ag,ay;, = Oxm
é - & = aixajx = by
El esquema vectorial de la figura 13 permite expresar,
u=b+x-X
Suponiendo la coincidencia del origen de ambos sistemas de
referencia, 0 = 0’, es decir b = 0,

U = X — Xk
u=x-X:
u; = x; — Xgag;

En el caso de ser los sistemas {0, iK} y {0',é;} superpuestos,

u=x—-X = ul-=xl-—Xi
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Ejercicio
En la figura 14 se indican las configuraciones inicial y final del

proceso de deformacion experimentado por el cubo de vértices
ABCDEFGH.

40

Figura 14
Determinar:

1.- Elongacién experimentada por las aristas AB, AD, AE (E,g,

EADa EAE)
37— 20 15,30 — 20
Esp = =0 = 085 Ep = —0 = —0,235 Eu=0
2.- Elongacién experimentada por las diagonales AG, FD (EAG,
EFD).
47,17 — 34,64 42,20 — 34,64
EAG = 34’7 = 0.36 EFD = %T = 0,22

3.- Distorsion en los planos ABCD, ADHE, ABFE (Yagcp, Yapue Y

YaBFE)-
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3
Yapcp = arctag (E) =0,197rad  Yapur =0  Vapre =0
4.- Elongacion en el punto 0, segun las direcciones coordenadas
(Ex,, Ex, ¥ Ex,)-
E,=0 E,=085 E,=-0235
5.- Distorsion en el punto O segun los planos coordenados (yy, .,
Varxs Y Vgxs)-
Yaix, = 0 Yaixs = 0 Yayxs = 0,197 rad
6.- Deformacién volumétrica (e).

_AV_V’—V
Vv
7.- Descomponer el proceso de deformacion, en suma de

e = 0,387

deformacion isotropica (cambio de volumen sin cambiar la forma)
mas deformacion desviadora (cambia la forma sin cambiar el

volumen), dibujando las configuraciones de la descompaosicion.
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22,307
HII G‘”
H G
Dn C'”
D c
E F FII
En
A B
A " BH

Figura 15. Deformacién isotropica: cambia el volumen sin cambiar la forma.

22,307

Hll 6‘”
G’
Du d”
/
! ¢’
/
/ ’
e | F
Fn
\
\
B’
A " B”

Figura 16. Deformacion desviadora: cambia la forma sin cambiar el volumen.
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8.- Determinar la expresion matematica del campo vectorial de

desplazamientos

u1 = ul(xl,xZ,X3) ul =0
U Uy = Uy (g, %5, x3) = {Uy = 0,85x, + 0,15x3
Uz = U3 (xq, X, X3) u; = —0,25x;

Relacién entre esfuerzos y deformaciones

Se llega aqui al problema fundamental de la mecanica de los
medios deformables: predecir las deformaciones que apareceran en
el cuerpo como resultado de un estado de esfuerzos, o bien los
esfuerzos a que estara sometido el mismo como consecuencia de un

cierto estado de deformaciones.

En general, los datos del problema seran el medio y las
solicitaciones exteriores, y su resolucion consistird en obtener los
esfuerzos internos y las deformaciones que se producen. Sin
embargo, el comportamiento de los materiales es tan variado, no solo
comparando un material con otro, sino para el mismo material con
distintos niveles de esfuerzos, que no es posible encontrar una

solucion Unica al problema.

Por tanto, sera necesario hacer intervenir las caracteristicas
especificas de cada medio a través de las llamadas ecuaciones
constitutivas. Dichas ecuaciones son aquéllas que expresan
macroscopicamente sus propiedades fisicas, y su nombre se debe al
hecho de que describen un comportamiento resultante de la

constitucion interna del material.

Por otro lado, el comportamiento de los materiales es tan
complejo que sintetizarlo en ecuaciones siempre conlleva

simplificaciones y, en consecuencia, ocasiona la sustitucion del
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material real por un modelo mas o menos idealizado. El éxito de una
ecuacion constitutiva depende del grado de aproximacién con el que
representa el comportamiento real. De gran ayuda para la
visualizacion de los materiales idealizados son algunas analogias,
que reproducen su comportamiento mediante esquemas mecanicos

simples.
2.2. Propiedades térmicas

Dilatacion térmica

Experimentalmente se comprueba que, salvo contadas
excepciones, los materiales se dilatan cuando se calientan y se
contraen cuando se enfrian. Se trata de una deformacion isotropica &,
que para pequefias variaciones de la temperatura T, puede admitirse
proporcional a dicha variacion. En forma diferencial dicha ley se
expresa como se indica en la siguiente expresién, siendo « el
coeficiente de dilatacion lineal.

de =a-dT

Cuando se superponen varios efectos, se considera con
generalidad valido el principio de superposicion. Asi, cuando en un
medio elastico (mddulo de elasticidad E) aparece una dilatacion
térmica acompafiada de una tension mecéanica isétropa o, la

deformacion elemental total resultante vendra dada por,

do
de = N +a-dT
Para el caso de fluidos, y puesto que la presién no es mas que
una tensién isotropica negativa, la ecuacién anterior nos permite
calcular la deformacion volumétrica o aumento unitario de volumen,

siendo K el médulo volumétrico y tomando p > 0.
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W e =3Y y s0ar =~ 4 30ar
e—V— E = E a = K a

Conductividad térmica

Si en un dominio material la temperatura no es uniforme, se
produce un flujo de calor de la region de mayor temperatura a la

region de menor temperatura, hasta que las temperaturas se igualan.

El fluyjo de calor puede producirse por conduccion, por

conveccion o por radiacion.

En el flujo por conduccion, la energia calorifica es transportada
individualmente por las moléculas, pasando de las moléculas de
mayor energia cinética (mayor temperatura) a las de menor energia
cinética (menor temperatura), sin que se produzca transferencia de

masa.

El fenomeno de la conduccién de calor, responde con bastante
exactitud a la ley de Fourier, segun la cual, la cantidad de calor por
unidad de tiempo que atraviesa un elemento de superficie es
proporcional a su area y al gradiente de temperatura segun la normal.
La ecuacién fundamental de la conduccién es, en consecuencia,

d(aQ)— k-ds or
ot) on

siendo k el coeficiente de conductividad térmica del medio material. El
signo negativo se debe a que el calor fluye en el sentido de las
temperaturas decrecientes.

Se puede expresar en forma intensiva, para materiales
homogéneos e is6tropos, mediante la magnitud vectorial q, flujo
vectorial de calor:

q=—k-VT
Se denomina flujo de calor, a la magnitud escalar que indica la

cantidad de calor que fluye por unidad de tiempo y por unidad de
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superficie perpendicular a la direccidn de propagacion.

A kVT 7= kaT_d(aQ)
an= "= ""% " as\ar
Capacidad térmica y calor especifico

La capacidad térmica o calorifica de un sistema es la cantidad
de calor dQ que hay que suministrar al sistema para que aumente su
temperatura 0T, manteniendo constante el valor de los parametros

macroscopicos (volumen y presion).

Su valor depende en consecuencia de las condiciones en las
gue se realiza la medida, utilizandose habitualmente la capacidad

térmica a volumen constante C,, y la capacidad térmica a presion

(), -3

Se trata de una magnitud extensiva pues depende de la

constante G,

cantidad de materia considerada.

La propiedad intensiva correspondiente es el calor especifico, o
cantidad de calor absorbida o cedida al sistema, por unidad de masa

y unidad de variacion de temperatura.
2.3. Propiedades eléctricas y magnéticas

Aunque en la presente publicacién no se consideran acciones
electromagnéticas, conviene no olvidar que existen medios materiales
conductores de la electricidad y caracterizados por poseer electrones
libres. Estos electrones, al ponerse en movimiento bien por la accion
de un campo eléctrico, o bien por el propio flujo del material que los
contiene, en el caso de fluidos conductores, generan corrientes

eléctricas.
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Cuando una particula de carga q se mueve con velocidad v, en
una region donde coexisten un campo eléctrico E y un campo
magnético B, se halla sometida a una fuerza total, conocida como
Fuerza de Lorentz,

F=q(E+vAB)

En consecuencia, cuando el medio continuo conductor se
mueve en presencia de un campo electromagnético, su movimiento
guedara afectado por éste y se tendran que considerar
simultdneamente sus caracteristicas mecdanicas, térmicas y

electromagnéticas (resistividad y permeabilidad magnética).

Estas acciones electromagnéticas son particularmente
importantes en el estudio de corrientes de plasmas (gases totalmente
ionizados) como son los vapores sobrecalentados, el aire ionizado
por ondas de choque o los gases a elevadisimas temperaturas
confinados magnéticamente de los reactores experimentales de

fusion.

3. Modelos de comportamiento

La Mecanica del Continuo desarrolla tres idealizaciones
basicas del comportamiento tenso-deformacional del medio material,
conocidas como respuesta elastica, viscosa y plastica. El
comportamiento de los materiales empleados en la ingenieria se
simula mediante la combinacién de dichos modelos bésicos. De esta
forma se pueden distinguir los materiales elastoplasticos, incluyendo
un grupo importante de metales estructurales; y los materiales
viscoelasticos, como plasticos, caucho, vidrio, hormigén y otros
cuerpos amorfos. Se consideran como materiales elasticos ciertos

cristales i6nicos y covalentes.
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3.1. Respuesta elastica

Se conoce como elasticidad la propiedad que presentan la
mayoria de los materiales estructurales mediante la cual, recuperan
su forma inicial al cesar las causas, mecéanicas o térmicas, que

originaron su deformacién.

Experimentalmente se comprueba que las deformaciones en
un punto cualquiera de un cuerpo elastico, por efecto de una
solicitacién exterior que crece lenta y gradualmente, aumentan hasta
cierto limite de forma proporcional al valor de la solicitacion. Los
materiales que cumplen esta propiedad se dice que presentan un
comportamiento elastico lineal, y se les llama materiales hookeanos,
por quedar recogido el hecho en el famoso postulado de Hooke
(1678), Ut tensio sic vis, que significa Tal como la extension asi es

la fuerza, es decir, la deformacién crece con la fuerza deformadora.

No existe ningun material que reaccione elasticamente ante
cualquier solicitacion y practicamente todos los materiales, sélidos o
fluidos, se comportan elasticamente siempre que las solicitaciones

sean suficientemente pequefias.

El factor de proporcionalidad que relaciona esfuerzos y
deformaciones depende de la naturaleza del material, de la
temperatura y de la presion, y de la clase de esfuerzo que lo solicita,
lo que conlleva la definicion de varios modulos elasticos, que para los

materiales soélidos suelen considerarse constantes.
Mddulo de Young (E)

Establece la proporcionalidad entre la tension normal y la
deformacion longitudinal, en ensayos de traccion o compresion

simple:
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do =E -de

Maédulo elastico volumétrico (K)

Cuando la solicitacién consiste en una presion hidrostatica, la
relacion entre ésta y la deformacion volumétrica define el mdédulo

elastico volumétrico:

y, en términos de tensién:
do = KdV = 3Kd
g = 7 = &
Modulo de rigidez (G)

Establece la proporcionalidad entre tensiones tangenciales y

deformaciones angulares:
dt=G-dy

Coeficiente de Poisson (v)

Establece la proporcionalidad inversa entre la deformacion
longitudinal y las deformaciones transversales en el ensayo de
traccion simple:

& = —Vg

Las cuatro constantes elasticas introducidas estan
relacionadas, siendo solamente dos independientes:

E E 1 1 1
“30-2) ‘T20+w) E 9K'3G
La curva tension-deformacion del cuerpo elastico es una recta

K

de pendiente igual a E, como se indica en la figura 17, siendo el
modelo analégico que lo representa el muelle elastico, cuyo
alargamiento es proporcional al esfuerzo que se le aplica, y que

recupera la longitud inicial cuando cesa su aplicacion.
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E
o NV o

& Muelle elastico

arctan £

Figura 17
A continuacion se muestra un ejemplo en el que se pasa del

enfoque microscopico al macroscdpico. Para ello, se considera una
barra de material elastico sometida a traccion. La figura 18 (izquierda)
muestra el enfoque macroscépico, donde la barra es considerada
como un continuo, mientras que la figura 18 (derecha) representa el
enfoque microscopico, donde se supone que la barra esta formada
por particulas que forman cadenas longitudinales e interaccionan
entre si mediante fuerzas proporcionales a la distancia que las
separa. Estas fuerzas son modeladas mediante resortes de rigidez
K.

Figura 18
Se resuelve el problema mediante los dos enfoques:

Enfoque microscopico

Sobre cada una de las cadenas longitudinales de particulas
actuara una fraccion muy pequefia de la fuerza aplicada. Ademas,
como dicha fuerza actlia sobre cada eslabén de la cadena, se puede

simplificar el problema centrandose en dos particulas vecinas, como
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se observa en la figura 19.

I i+1

AF AF
i i+1

Figura 19
Asi, se obtiene la relacion:
AF = K(ujy1 —up)
donde u representa a los desplazamientos de las dos particulas

consideradas.
Enfoque macroscopico

A nivel macroscoépico, dado que no se pueden distinguir las
particulas ni se puede determinar la distancia que las separa, se
considera que cada particula se corresponde con el punto del espacio
gue ocupa. Asi, se realiza un paso al limite mediante el cual la
distancia entre particulas se identifica con una distancia infinitesimal

Ax. Por tanto, la ecuacién anterior se convierte en:
AF = K[u(x + Ax) — u(x)]
Es decir, se ha obviado la naturaleza discontinua de la materia
y a partir de ahora se considera como un continuo, donde son
aplicables todos los recursos matematicos del andlisis de funciones

continuas. Asi, multiplicando y dividiendo por Ax el término de la

derecha de la igualdad anterior, se tiene:

ulx + Ax) — u(x) du
AF = KAx = dF = Kdx—
Ax dx

Debido a que es dificil estimar la fuerza infinitesimal que actla

sobre cada cadena de particulas, es mejor referirse a la fuerza
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aplicada sobre un elemento infinitesimal de superficie dS. Esto es:
dF _ j dxdu
ds ds dx
El término de la izquierda de la igualdad tiene dimensiones de
fuerza por unidad de area, esto es: una tension ¢ . El término 2—;‘ se
puede interpretar como un incremento de longitud por unidad de

longitud, esto es: una deformacion longitudinal unitaria e. Finalmente,

< . d .
el término Kd_: es el médulo de Young E.

Incluyendo todo estos cambios en la ecuacion anterior, se

obtiene la ley de Hooke:

o=Ee¢

Cuestion. El médulo volumétrico del agua a 20° C y a la
presion atmosférica es K = 2,25 x 10*kp/cm?. ¢Cuanto disminuye el
volumen de 1 litro de agua si la presibn aumenta de 1 a 10
atmésferas? (1 atm.=1,033 kp/cm?).

Ap s Ap (10,33 - 1,033)kp/cm?

K =— ==
K 2,25 x 10*kp/cm?
AV =eV =0,413cm?3

= 0,000413

3.2. Respuesta viscosa

Cuando a un fluido se le aplica un esfuerzo tangencial, la
deformacion no se estabiliza, como ocurre generalmente en los
sélidos, sino que progresa indefinidamente. La deformaciéon angular
alcanzada no depende sélo de la magnitud de la tensién aplicada,

sino también del tiempo durante el cual actia el esfuerzo.

Se considera el flujo laminar de un liquido originado por el

movimiento de una tabla, como se indica en la figura 20, sobre la que

38



Francisco Javier Suarez Medina

actlla una fuerza F. La capa liquida en contacto con la tabla se mueve
con la propia velocidad de la tabla, mientras que la capa en contacto
con el fondo, quedara inmovil. La distorsibn y aumentara

constantemente bajo la accion de la tension tangencial T=F/5,

siendo S el area de la base de la tabla. La velocidad de la tabla y del
fluido en contacto con ella no depende solo de la fuerza aplicada F,
elemento pasivo, sino también de la naturaleza del fluido interpuesto,
cuyas moléculas transmiten el efecto resistente del fondo hasta
arriba. La profundidad h es, para un mismo fluido y una misma fuerza
F, decisiva puesto que si es pequefia la resistencia de la pared tendra
un efecto muy sensible sobre la tabla, que no aparece cuando h es

grande.

:
|

Figura 20
El plano liquido en contacto con la tabla, se desplaza respecto

al fondo arrastrando consigo capas paralelas de liquido cuyas

velocidades dependen de la distancia h.

En la figura 21 se considera una lamina de fluido de espesor
dn; las particulas superiores, a mayor velocidad, tienden a acelerar la
lamina, mientras que las inferiores, que se desplazan a una velocidad
menor, tienden a frenarla. Esto da origen a unas fuerzas de friccion
sobre las capas tanto mas importantes cuanto mayor sea la variacion

de la velocidad con la normal, es decir, cuanto mas grande sea el
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gradiente de velocidad perpendicular a los planos.

%

dn J
Figura 21

Newton expresé la relacion entre la fuerza tangencial de

friccién y el gradiente de velocidad segun las siguientes expresiones
equivalentes, siendo n la constante de proporcionalidad, conocida

como coeficiente de viscosidad o simplemente viscosidad.

dv
_ dv
t=n dn

La ley de Newton de la viscosidad puede expresarse haciendo
intervenir la deformacién angular y. Se consideran dos particulas O,
P, infinitamente préximas situadas sobre la normal a las capas fluidas

en movimiento, tal como se indica en la figura 22,

P P
Sy v+dv

Figura 22
El desplazamiento relativo de P respecto de O en un intervalo

de tiempo dt ser4a,

PP' =dv-dt =dn-tan(dy) =dn-dy
Se deduce,
dv dy |
an _dc !
La ecuacién fundamental de la mecanica de los medios
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VisC0os0s newtonianos se expresa finalmente mediante la relacion,

T =1y

Esta ecuacion, de estructura similar a las anteriores, relaciona
la tensién cortante T con la velocidad o ritmo de cambio de la
deformacion angular y, provocada por aquélla. La velocidad de
deformacion angular es tanto mas grande cuanto mayor es el
esfuerzo distorsional. Al desaparecer el esfuerzo, el medio no vuelve
a su posicion original, como haria un cuerpo elastico, sino que
permanece en la posicién alcanzada.

El andlisis dimensional de la viscosidad en la base {FLT} es

Inl = FL7T
La unidad en el sistema Sl es el pascal-segundo, pero en

mecanica de solidos es muy utilizado el Kp-s/cm?.

En mecanica de fluidos generalmente se utiliza la viscosidad
cinematica,

n _
nc=; |7]c|=L2T !

Por analogia, n suele llamarse viscosidad dinamica.

Como modelo analdgico del medio viscoso se suele tomar un
amortiguador sin inercia, como se indica en la figura 23, que se
mueve con velocidad proporcional a la tensiéon que soporta. Para un

determinado esfuerzo distorsional t,, la evolucion de la deformacion

con el tiempo, es una recta de pendiente igual a To/n.
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Figura 23

3.3. Respuesta plastica

El término plastico tiene su origen en el vocablo griego
mlacosw que significa dar forma, y se utliza para referirse a
materiales tales como metales ddctiles, arcilla..., que pueden
moldearse, es decir, cuerpos que pueden cambiar su forma
facilmente mediante la aplicacion de esfuerzos de intensidad

suficiente, y conservar esta forma al retirar dicho esfuerzos.

Durante el proceso de moldeo, el cuerpo experimenta grandes
deformaciones sin apenas variar su volumen, por lo que la

deformacion plastica es fundamentalmente deformacion distorsional.

La respuesta plastica ideal se simula mediante el modelo
esquematizado en la figura 24, consistente en una masa M que
desliza sobre una superficie rugosa de coeficiente de rozamiento u.
No se producird el desplazamiento de la masa mientras el esfuerzo
aplicado no supere el rozamiento de la superficie, momento en el cual
la masa comenzara a deslizarse de forma indefinida, sin necesidad
de incrementar el valor del esfuerzo. Se dice que cuando la

solicitacién alcanza un determinado valor caracteristico del material,
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este comienza a fluir de forma indefinida.

&
Figura 24
El valor de o que produce la fluencia del material se denomina

tension de fluencia oy.
3.4. Comportamiento viscoelastico

La mayor parte de los polimeros sintéticos (cloruro de polivinilo,
polietileno...), y los productos bituminosos, presentan ante
solicitaciones  exteriores, una deformaciéon instantanea de
caracteristicas elasticas, y un comportamiento diferido en el tiempo,

semejante al de un liquido viscoso.

De igual forma, también presentan diferentes caracteristicas,

los procesos de deformacién instantanea y diferida del hormigén.

La necesidad de estudiar el comportamiento de estos
materiales, origind el desarrollo de la viscoelasticidad, y de los
modelos viscoelasticos, formados por combinaciones del resorte
elastico y el cilindro amortiguador viscoso, representando

respectivamente las componentes elastica y viscosa de la respuesta.

Se expone a continuacion el analisis experimental del proceso
de deformacion del hormigén, asi como los modelos viscoelasticos

mas utilizados.
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Proceso de deformacion del hormigén

En la figura 25 se representa la evolucion en el tiempo de la

deformacion del hormigén.

Si el hormigén es sometido a una carga noval instantanea gy,
desarrolla una deformacion instantdnea OA, de la cual se recupera
una parte O’'A, deformacion instantanea elastica, permaneciendo una

deformacién remanente OO'.

Si se aplica un nivel de tensién o; < g,, mantenido entre los
instantes t; y t,, en el momento de aplicacién de la carga aparece
una deformacion instantanea, BC, y comienza el desarrollo de la
deformacion diferida en el tiempo, CD, que alcanza su valor maximo
en el instante t,. La deformacién total sera por tanto,

E=¢& t¢&g
siendo para tensiones del orden de la de servicio,
£q = P& (¢: coef. de fluencia)

En el momento en el que cesa la carga, se recupera totalmente
la deformacién instantdnea, DE=BC, y comienza la recuperacion
progresiva de parte de la deformacion diferida, de tal forma que en un
instante genérico t > t,, quedara una deformacién permanente, que

se estabiliza en el tiempo.
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Figura 25

Descripcién de las funciones matematicas

Antes de formular y desarrollar los modelos de comportamiento
viscoelastico, se van a definir las herramientas matematicas que se
van a usar, asi como algunas de sus propiedades.

Funcidén escalonada unitaria

La funcidon escalonada unitaria, también llamada funcién

escalén de Heaviside, se define como:

0:t< ¢4
Ut t) =
1:t=>t;

En la figura 26 se representa:
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ucst,)

Figura 26
La derivada e integral de U(t, t;) son, respectivamente:

=6(t,ty)

ou(t,t) 0:t#t IRIUCEN
at at

OO:t=t1

ft f@HU(E, t)dt" =U(t, t,) tf(t’)dt'

donde § es la funcién delta de Dirac, que se estudiara a continuacion.

Se observa que en el caso de la derivada, la pendiente de la curva

es 0 en todo el dominio, salvo en t; donde es infinita.

Funciones impulso unitario y delta de Dirac

Algunos sistemas mecanicos suelen estar sometidos a una

fuerza externa de gran magnitud, que solamente actla durante un

periodo muy corto de tiempo. Para conjugar el valor y la duracién de

estas fuerzas, se emplea el siguiente modelo matematico, conocido

como funcién impulso unitario:
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(0 t<ty—a
1
8q(to,t) = 2pitoma<t<t ta
\0:t2%+a

En la figura 27 se representa:

8, (t,0)

2a

~
'
Q
™t

Figura 27
La propiedad que da nombre a la funcién impulso unitario es su

integral en todo el dominio:

fm‘o‘a(to,t)dt =1
La funcion delta de ISirac se define como el limite de la funcién
impulso unitario cuando a tiende a cero, esto es:
5(to,t) = Lim 84 (to, 1)
Asi, se obtiene:

o tzto
6(t0!t)=
0:t+t,

En la figura 28 se representa el proceso de paso al limite de la

funcioén impulso unitario a la funcién delta de Dirac:
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Figura 28
Son propiedades de la funcion delta de Dirac las siguientes:
+0o0

8(ty, t)dt = 1

—00

+00

f(©)8(to, )dt = f(to)

f £t Ot = F(E)U(t, to)

Hipdtesis de la viscoelasticidad lineal

Como se ha visto, el comportamiento viscoelastico comparte
las caracteristicas de deformacion de los materiales elasticos (ley de

Hooke) y de los fluidos viscosos (ley de Newton).

Los materiales viscoelasticos para deformaciones muy bajas,
casi cercanas al equilibrio, se comportan de forma lineal, mientras
que para deformaciones mayores el comportamiento deja de ser
lineal.

Las hipotesis fundamentales en las que se basa la teoria de la

viscosidad lineal son:

e Linealidad entre tensiones y deformaciones instantaneas y
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diferidas.

¢ Principio de superposicion de Boltzmann:

0, (t) = & (0
= 01() + 0,(t) = & (D) + &,(D)
02(t) = &,(1)
El comportamiento lineal viscoso se presenta, por ejemplo, en

el hormigon (dentro de ciertos limites de tensiones).
Ensayos basicos: fluencia y relajacion

En general, en los modelos viscosos suelen estudiarse varias
casos tipicos de situaciones reales que han generado metodologias
de ensayo para la caracterizacion del comportamiento de los
materiales, esto es: para la medicion y determinacion de sus
parametros. Dos de las situaciones tipicas son los comportamientos

en fluencia y relajacion.
Funcion de fluencia
En el ensayo de fluencia se aplica una tension instantanea o,

manteniéndola constante, y se mide la deformacién como una funcién

del tiempo.

Desde un punto de vista matematico y haciendo uso de la
funcién escalonada unitaria, la carga y la respuesta de este ensayo

se representan como:
o =0o,U(t,ty) = e(t) = Y(t, ty)o,
siendo Yi(t, t;) la funcién de fluencia.

La figura 29 muestra la deformacion y la tension en funcion del
tiempo. En el caso de la tensién, se observa como la carga de
fluencia puede representarse como o,U(t, t;). Por otro lado, en el

proceso de deformacion se observan dos fases: una deformacion
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instantdnea ¢,, debida al comportamiento lineal elastico, y una
deformacion diferida, g4, debida al comportamiento viscoso. Las dos

deformaciones son aditivas, por lo que:

o 1
e=¢gy+¢e4(t) = EO + o,f(t) = o, [E + f(t)]
Y(tty)

o
Defor. Instantinea &, = —

E

Figura 29
Funcién de relajacion

En el ensayo de relajacion se impone una deformacién
instantanea ¢,, manteniéndola constante, y se mide la tensién como

una funcién del tiempo.

La respuesta de un material viscoelastico al ensayo de

relajacion se expresa matematicamente mediante:
e =¢goU(t ty) = o(t) = O(t,ty)g,

siendo ®(t,t,) la funcidn de relajacion.
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La figura 30 muestra la tension y deformacion en funcion del
tiempo en el ensayo de relajacion. Se observa la relajaciéon de la
tensién a partir del valor umbral o,.

o(t) = 09 — &f(D) = & [E — f(1)]
d(tty)

o
,,,,,,,,,,,, N
i &, F®
1
|
| o®
v
t
t
Figura 30

Modelo de Maxwell

El modelo viscoelastico de Maxwell consiste en la combinacion
en serie de un resorte elastico y un amortiguador viscoso, como se

indica en la figura 31.

E n
o(t) AN (=0

Figura 31
Representa el comportamiento de un material cuya respuesta
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instantédnea es elastica y tiende a comportarse de forma viscosa si el

esfuerzo se mantiene.

El comportamiento de los productos bituminosos se ajusta con
bastante aproximacion al modelo de Maxwell. El asfalto endurecido
en el interior de un barril, por ejemplo, reacciona elasticamente a
cargas reducidas y no prolongadas, como el impacto de una piedra
pequefia; pero una piedra grande apoyada en la superficie, se va

sumergiendo lentamente hasta llegar al fondo.
Ecuacion constitutiva

Por estar combinados en serie resorte y pistén, las
deformaciones son aditivas. Se deduce de esta forma la ecuacion

constitutiva del modelo,

e®) =ey(t)+ep(t) = (@) =£(t) +£p(t) =

ds_1d0+1
dt _Edt ']

En el caso de aplicaciéon de un esfuerzo g, instantaneo, solo se
deforma el resorte, y la energia de deformacion acumulada en el
resorte se va disipando, a velocidad de deformacién constante, en el
cilindro amortiguador que comienza a fluir bajo la accion de las
fuerzas de restitucién del muelle. Si el esfuerzo g, permanece
constante en el tiempo (d(’/dt=0), la ecuacion constitutiva se
transforma en la ecuacién que define el comportamiento del fluido
newtoniano.

o =né

De esta forma, cuando el cuerpo de Maxwell se somete a un
esfuerzo constante ¢,, se comporta como un liquido pero con una
deformacion inicial igual a la componente elastica. En el caso de

descarga se recupera la deformacién elastica y permanece la
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componente viscosa de la deformacién, tal como se indica en la figura
32.

&
0 t
O
A
t ¢, ¢
Figura 32

Funcién de fluencia

Para deducir la expresion matematica de la funcién de fluencia,
se deriva la tension impuesta y se introduce en la ecuacion
constitutiva del modelo:

do

o=o0,U(tt) = It

= 0-08(‘:! tl)

de 1 1
a = EO'OS(t, tl) + ﬁO-OU(t! tl)

Integrando, con ayuda de las propiedades de la funcion
escalonada unitaria y la funcién delta de Dirac, se obtiene:
to to 1 1
e(t) =f —OS(t,tl)dt+f 22Ut t,) dt = [—+—(t - tl)] o,U(t, ty)
— E —o N E
Finalmente, la funcién de fluencia para el modelo de Maxwell

viene dada por:
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Y(tt,) = [% + % (t— tl)] Ut ty)

P(tt)

1/E

=~

¢,

Figura 33
Funcién de relajacion

Para obtener la funcién de relajacion se deriva, respecto del
tiempo, la deformacion impuesta y se sustituye en la ecuacién

constitutiva:

S I R L
ET RN Z g T RO TR T

Multiplicando ambos términos por Edt y con ayuda de la

definicién del tiempo de retardo T = % se obtiene:
O
€,6(t, t)Edt = do + ;dt

Multiplicando todos los miembros de la igualdad por el factor de
integracion e%/*:
(0]
et/TSOS(t,tl)Edt =e'tdo + et/T;dt
N ——

d(cet/t)
Integrando:
t
eo = SOEJ- et 8(t,t)dt = soEetl/TU(t,tl)

Finalmente, la funcién de relajaciéon para este modelo vendra

54



Francisco Javier Suarez Medina

dada por:

Dt t,) = Ee VUt t,)

~7

Figura 34
Modelo de Kelvin-Voigt

El modelo viscoelastico de Kelvin consiste en la combinacion
en paralelo de un resorte elastico y un amortiguador viscoso, tal como

se representa en la figura 35.

E

ot o

n

T
[, —

Figura 35
Intenta  simular el comportamiento de  materiales

simultdneamente elasticos y viscosos, como son ciertos tipos de
vidrio.
Ecuacion constitutiva

En el modelo analdgico se presenta la situacion completamente
inversa a la anterior. El esfuerzo o(t) se distribuye entre los dos

elementos, y las deformaciones del resorte y del amortiguador seran

55



Fisica del Medio Continuo

en todo momento iguales entre si. Se deduce por tanto la ecuacion

constitutiva,

El cuerpo de Kelvin responde inicialmente con caracteristicas
viscosas, predominando finalmente las caracteristicas elasticas. Al
cesar el esfuerzo se produce una recuperacion de la deformacion
debido a la elasticidad del resorte, pero diferida por la intervencion del
cilindro amortiguador. Se trata pues de un cuerpo que, sin ser
elastico, presenta la propiedad de que la deformacién desaparece

cuando cesa la causa que la ha originado, tal como se representa en

la figura 36.

O,

de|

O':GM+GP=ES+T]E

774 e

Funcién de fluencia

La expresion matematica de la funcién de fluencia se obtiene

introduciendo la carga de fluencia en la ecuacion constitutiva del

t

Figura 36
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modelo:
de
o() = 0U(tty) = Ee(t) +n—
Multiplicando todos los miembros por %:

dt
0 Ut ty) 7 = e(®dt + %ds

=}
T

y dividiendo por t:

! U(t,t )dt— ! (Hdt+d

TGO , U1 E = ‘EE €
Ahora se introduce el factor de integracion e'/T:

1 dt 1
e/t ;00 Ut ty) = et ;s(t)dt +etde

d(et/T¢)

Integrando:

t
(0}
et/Te(t) = F"f e/*U(t, t,) dt =

t
Op 1 Oo t ti/
=—U(tt )‘Ef e/t 2dt =—U(t t,)t|e/r—e
R S [ ]

Por tanto:
1 ti_
e(t) = o,U(t, tl)E [1 - e(th)]

donde es interesante notar que cuando t — oo la deformacién tendera

al valor finito: % .

Finalmente, la funcidn de fluencia para este modelo es:

W(tt) = Ut ty) % [1 - e(tlr—_t):
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Modelo de Boltzmann

El modelo viscoelastico de Boltzmann consiste en la
combinaciéon del modelo de Kelvin-Voigt con un resorte elastico en

serie, como se muestra en la figura 37.

n
/i
E,
)=—"""VNN— —l
ot £ @
Figura 37

Ecuacion constitutiva
Para obtener la ecuacién constitutiva, hay que tener en cuenta

la tensién del resorte que se coloca en serie y la del modelo de
Kelvin-Voigt:
o(t) = E;g ()
o(t) = Exe5(t) +néx (D)
Por otro lado, al tratarse de un modelo en serie se suman las

deformaciones:

e(t) = & (0 + & (0
Operando con estas ecuaciones, se obtiene:

o(t) = Ex[e(D) — &, (D] + n[e(®) — & (D] =
—E, [s(t) —? + [é(t) —%?] N

1
E;0(t) = E;E,e(t) — E;o(t) + nE;£(t) —n6(t)

Finalmente, la ecuacién constitutiva es:

ME€(t) + E1Eye(t) = nd(t) + (E; + E3)a(t)
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Funcién de fluencia

Se parte de la carga de fluencia, su derivada temporal y la

ecuacion constitutiva:

o(t) = ooU(t t,)
=
6(t) = 06(t, ty)
de (t)

= nk,; T + E;Eze(t) = nood(t, ty) + (E; + Ex)ooU(t t;)

. . . dt
Se multiplican todos los términos por o y se reagrupan. Se

obtiene:

E E, +E
E, [ds(t) + Fzs(t)dt] = 0,8(t,t;)dt + (ln—Z)cOU(t, t,)dt

. . ., t
Introduciendo el factor de integracion e/t, donde T, =El,
2

queda:
t/ t/ 1
E; [e T2de(t) + e/T2 Es(t)dt] =
d[et/TZ s(t)]
_ Y ( 1 E;)
= e/T20,6(t, t)dt + e’ , ooU(t, ty)dt
Integrando:

t
t
ooUtt,) | e/rzdt =
t

t E,+E
E; et/Tzs(t) =e 1/TzcoU(t, t) + ——=

t E, +E bH
E, et/Tzs(t) =e 1/TZGOU(t, ty) + ——20oU(t ty) 1, (et/fz - eTZ) =

1 Y, _ ot
e(t) = o, U(t, tl) 7 + o Ut t)T, S =
1 e El e ‘[2!
©-Y /1 E; +E,
S(t)_cou(ttl)[ EE, (¢ (E__ E.E )]:
2 1 12
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1 E;, E, &Y
E(t) = GoU(t, tl)E_ 1+ E_ - E—e T2
1 2 2

Finalmente, la funcion de fluencia vendra dada por:

1 E -t
W(tty) = Ut t)— [1 + —1(1 —e )]
E; E;

(6t)
(L/E)F(LJE) | _
1/E F————————-
t 3
Figura 38

Ejercicio
Obtener la funcién de fluencia del modelo de Boltzmann como

la suma de las funciones de fluencia del modelo de Kelvin-Voigt y de

un resorte.

El modelo de Boltzmann consiste en la combinacion en serie
del modelo de Kelvin-Voigt con un resorte elastico, por lo que su
funcién de fluencia seré aditiva:

Wt t) = Pt ty) + Pr(tty)
donde ¥y (t,t;) denota a la funcién de fluencia de un resorte elastico,
que viene dada por:

o=E¢ }

1 1
o= O'oU(t,tl) > &= _GOU(tl tl) = LPM(tl tl) = E_]_U(t‘ tl)

Ey
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Finalmente, sustituyendo las funciones de fluencia del resorte y

del modelo de Kelvin-Voigt, anteriormente calculadas, se obtiene:

Yty = EilU(t, ty) + U(t, tl)E%[1 - e(tl‘%)] =

1 E ty-t
w(tt,) = U(t, tl)—[l + —1(1 —etw )]
E; E;

Funcion de relajacion

Se parte de la deformacién aplicada, su derivada temporal y la

ecuacion constitutiva. Desarrollando estas tres ecuaciones:
e(t) = UL t)
£(t) = g6(t, t1)
NE;1£,8(t,ty) + EiEz60U(L 1) = Tl% + (E; + Ez)o(D)

Multiplicando todos los términos de la igualdad por %, se

obtiene:

E,€0,6(t t;)dt +

E,E E,+E
ln 2 eoU(t, t)dt = do + %G(t)dt

. . ., (E1+E2t)
Introduciendo el factor de integracion et n 7/:

(E1+E2 E{1+E,
e

- E1+Ez\ E,E
1 t)15180'0“(t,t1)dt+e( m2t) Eaba

g Ut t)dt =

= e(El:;Ezt)do + e(

E1+E2t
dle M o

E;+E
1:-] Zt) M G(t)dt

Integrando:
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t (E1+E2t)
UL t) | e\ n dt

t

EqEy

E;+E E,+E
e( 111 Zt)o(t) = e( 171 Ztl)ElaoU(t, ty) +

Teniendo en cuenta que:

t (E1+Ep Ey+Ep E +Ep
f e( n t)dt S (e M ot_e M tl)
¢ E,+E,

1

y simplificando, se obtiene:

E; El+E2(t -t
t) = Ut t;) ———|E, + E;e 0
o(t) = g U( 1)E1+E2[ 2 1€

Finalmente, la funcibn de relajacion de este modelo,

representada en la figura 39, viene dada por:

E; El+E2(t —t)-
d(t,t,) = U ty))———|E, +E;e 0
(tty) (tty) E, +E2[ 2 1€

@ (1)

Figura 39

Modelo de Burgers

El modelo viscoelastico de Burgers dispone en serie los

modelos de Maxwell y Kelvin, como se representa en la figura 40.
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E,

E, n,
o(t) ~———N—TF— n, o(t)

Figura 40
La deformacién total del modelo es la suma de la deformacion

elastica instantanea correspondiente al resorte, la deformacion
elastica diferida correspondiente al modelo de Kelvin, y el flujo
viscoso correspondiente al piston. Las dos primeras deformaciones
se recuperan cuando cesa el esfuerzo, mientras que la tercera
perdura permanentemente en el material. La deformacion elastica
instantanea varia muy poco con la temperatura, mientras que las
deformaciones elastica diferida y viscosa dependen en gran medida

de ella.
Ecuacion constitutiva
A continuacién se deduce la ecuacion constitutiva del modelo,
e=¢gyteg = E=Eéy + &
. 1.1
Ey = E—IO' + EO'

0 = Eyex + M€ = Ex(e —ey) + (€ —éy) =

1.1
=E2(€—£M)+r]2(s—E—o——a)

1 m
. E( 1 1)+ ( 1, 1.)
g = E——0——0 N ——06——0c
g E; M 2 Eq M
n .. ( 12 Ez). E, . :
—d+(1+—+—)d+—0=n&+ E,¢
Ey n E m 72 2

El conocimiento de los modelos anteriores, permite obtener la
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evolucion de la deformacién para el caso de esfuerzo constante g,

aplicado entre los instantes t, y t, representada en la figura 41.

&

o/(1/E+1/E,)

6, /E; !
([2't1)(o'0/771)
|

i

Figura 41
Se produce un incremento brusco de la deformacién de valor

("O/E1 para t =t;, seguido de un crecimiento paulatino, pero no
limitado asintéticamente, como ocurre en el modelo de Kelvin.

Cuando se descarga en el instante t = t,, el resorte del modelo
de Maxwell responde inmediatamente devolviendo la deformacién
inicial o,/E,. El cuerpo de Kelvin, por el contrario, va regresando
lentamente hasta recuperar por efecto del resorte su longitud inicial,
mientras que el amortiguador del modelo de Maxwell no se recupera
y quedard con la deformacion (t, —t;)o,/n,- En consecuencia,
guedard una deformacidon permanente definida por la asintota de la

figura 41.

El cuerpo de Burgers posee caracteristicas especialmente
adecuadas para representar el comportamiento de muchos metales e

incluso del hormigdn, siendo en este caso, los simbolos E y 7, el
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moédulo de Young y el coeficiente de traccion viscosa.
Funcion de fluencia

La funcion de fluencia de este modelo se obtiene sumando las
funciones de fluencia de los modelos de Maxwell y Kelvin-Voigt, por

ser las deformaciones aditivas. Se obtiene:

1 1 1 4ot
Yt t) =|—+—(t— tl)] Ut ty) +=— (1 —eT ) Ut ty)
E; m E,
v (tt,)
1/E, +1/E,
1/E,
t, t
Figura 42

Ejercicio

En un laboratorio de materiales se ensaya un bloque de mastic
asféltico a esfuerzo constante mantenido, como se indica en la figura
43.
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50 cm
«# 7=10kp/cnf
e
15cm
T
Figura 43

Se mide el desplazamiento, A, de la capa superior respecto a la
inferior, al cabo de 1 dia y al cabo de 20 dias, obteniéndose los

valores indicados:
A(t =1dia) = 0,5cm
A(t = 20 dias) = 0,6 cm
Se pide:
1.- Ajustar el modelo viscoelastico de Maxwell para predecir el
comportamiento del material.

Sustituyendo los dos valores experimentales en la ecuacion

constitutiva del modelo de Maxwell:

t—20-0‘6—10<1+120>
S U150 T\E g

Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante, se obtiene:
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kp dia
cm?

(1 = 28500

kp
E =303,191 —
cm

que son los parametros necesarios para que se pueda modelar el

comportamiento del material mediante el modelo de Maxwell.

2.- Representar graficamente la evolucion en el tiempo de la

distorsion, suponiendo que la carga se retira a los cuatro meses.

v
0,075
0,033
t(dias)
T
10F--—-—--—-
t ¢, t(dias)

Operadores. Resumen

A continuacion, a modo de resumen, se muestran las
ecuaciones constitutivas y los operadores de los modelos

viscoelasticos que se han visto.

Modelo de Maxwell
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Modelo de Kelvin-Voigt
o =Ee+n¢

{1}o ={E+nad.}e
Modelo de Boltzmann

n6(0) + (E; + Ez)o(t) = nE1£(0) + E;Eze(t)
{nd.+E; +E;}o = {nE; 0, + E;Ey}e
Modelo de Burgers

E E
n—26+(1+—2+n—2)6+—20=n2§+E2é
E, E, m M1

ups E, n, E,
_32+(1+_+_)a +_}0_{ 0? + E, 0.}
{El t E, m t Ut N2 %% zt

Modelos Generalizados

Los modelos viscoelasticos que se han visto hasta ahora
suelen resultar pobres a la hora de representar el comportamiento
real de ciertos materiales. Por esto, es necesario combinar varios
modelos (en serie o paralelo) para modelar dicho comportamiento.
Estas combinaciones de modelos se denominan modelos
generalizados.

La figura 44 muestra una configuracion en serie de modelos de

Kelvin-Voigt. En este tipo de combinaciones, las tensiones son

iguales mientras que las deformaciones son aditivas. Esto es:

E} Ez EN
ot —— o)
771 772 ’7/v
Figura 44
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0y =0, =""=0N—=O0

o o o
e = n +ot
{E1 +n10  {E; +1m,04 {Ex + N 04}

La Figura 45 muestra una configuracion en paralelo de
modelos de Maxwell, donde las deformaciones son iguales y las

tensiones se suman:

o)
£ E Ey
m UA Ty
o)
Figura 45
g =& = =gy =¢

o= +-

E B R
Er "nd (B2 mp En " nn

Aunque en las figuras anteriores so6lo se han visto asociaciones
de modelos de Kelvin-Voigt en serie y de Maxwell en paralelo, en la

practica pueden darse todo tipo de asociaciones. Por esto, se escribe

la ecuacion constitutiva generalizada como:
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Zpl Y quat, © PO+ P16+ PG+ =qoe+ g€+ Q€+

y en modo operatorial:

ai
{P}=Zpi@=po+p16t+p283 +
{PJo = (Qle~ R
{Q}=Zqi@=qo+q16c+q26§+
i=0

Particularizando esta notacién para los modelos que se han
visto:

Modelo {P} {Q}
1 1

Maxwell {Eat ﬁ} @03

Kelvin — Voigt {1} {E+nad}
Boltzmann {nd.+E; +E,} {nE, 0, + E{E,}
Burgers { 0% + (1+E—+ )6 EZ} {n,0? + E, 0.}
E1 E, m ‘ M1 2ot 2ot

Ejercicio

Determinar la ecuacion constitutiva para el modelo de la figura

46:
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L B— AAAY
m, £,
o()=—/ —— o)
{ I— MV
, E,
Figura 46

Se trata de una asociacién en paralelo de cuerpos de Maxwell,
por lo que el primer paso para la resolucidon del problema sera

estudiar este modelo de forma aislada:

E n
o) = NMN——TF— =)

Figura 47

Con ayuda del tiempo de retardo ‘r:% y desarrollando la

ecuacion constitutiva del modelo de Maxwell, se obtiene:
1

1 1 1
é=—c'5+—0=>Eé=(5+—0$Eé={6t+—}0=>0=
E | T T

B
o3}

Por otro lado, al tratarse de de una asociacion en paralelo, las

3

tensiones son aditivas, por lo que:

0201+02=
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1)/, o 1. 1.
{at+a}(0+a) ={6t+g}E1£+{6t+T—1}E2£=
S B E, E
=E1(§+—)+E2(é+—)=(E1+E2)é+(—2+—1)é
T, T T, T

Finalmente, se obtiene:

E, E
c=(E1+E2)é+(—2+—1)é

. 1 1y,
0+(—+—)0+
T Ty

T T2 1T

3.5. Comportamiento elastoplastico.

En la figura 48 se representa la respuesta de un metal a un
crecimiento gradual y continuo de cargas, a temperatura constante.
La curva esfuerzos-deformaciones presenta un primer tramo
rectilineo OA que revela un comportamiento elastico, seguido de un
tramo curvo AB de comportamiento mecanico irregular (inelastico).
Posteriormente, el tramo BR se caracteriza por ser también curvilineo
pero mucho mas tendido, lo que equivale a decir que se producen
grandes deformaciones para incrementos muy pequefios del
esfuerzo. Esta Ultima fase de la deformacion caracteriza el
comportamiento plastico del material y termina en el punto R, en el
que debido al exceso de carga, se produce la fractura del mismo, que
eventualmente puede consistir solo en la aparicion de un sistema de
grietas microscopicas, 0 en la separacion fisica en dos trozos de la
probeta, pero que en todo caso, supone el fin de la continuidad del

medio.
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Figura 48

El nivel de tension ¢, correspondiente al punto A se denomina
limite elastico, y el correspondiente al punto B, a, limite de fluencia o
limite de plastificacion. La determinacién rigurosa de estos limites es
practicamente imposible; por un lado el comportamiento lineal en el
rango elastico es evidente para mediciones ordinarias, pero discutible
con mediciones sumamente precisas, por lo que resulta dificultoso
encontrar el punto en el que cesa la proporcionalidad entre esfuerzos

y deformaciones; en segundo lugar, el punto de fluencia B es dificil de

localizar, puesto que por el fenémeno de endurecimiento por

deformacion, la curva a partir de dicho punto no resulta paralela al eje

de deformaciones, sino que sigue subiendo, lo que significa que debe

aumentarse, aunque sea poco, el nivel de tension para conseguir
mayor deformacion. En la practica, el punto B se fijja de forma
convencional, como el punto del diagrama desde el que, al trazar la
paralela al tramo elastico OA, se corta el eje de deformaciones en
una abscisa ¢, determinada. En el ensayo de traccién simple, se toma
g, = 0,2%, denominandose en este caso oy, limite plastico
convencional, que se define como el nivel de tensién que produce
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una deformacion permanente del 0,2%.

La diferencia sustancial entre el comportamiento elastico y el
plastico, es la aparicion en este Ultimo de los conocidos como
fenébmenos de histéresis, segin los cuales el nivel de tensién
necesario para producir una deformacion depende de la historia
tenso-deformacional previa del material, lo que no ocurre en el
comportamiento elastico, en el que la relacion entre tensiones y

deformaciones es biunivoca.

En la figura 48 se puede observar como para niveles de tensién
dentro del rango elastico, por ejemplo el correspondiente al punto M,
en el proceso de descarga, la relacion entre tensiones vy
deformaciones es la misma que en el proceso de carga, es decir, se
sigue el mismo camino OM en la carga y en la descarga. Pero si
llegados al punto C, en rango plastico, se realiza la descarga, la
misma se verifica segun la linea CD, sensiblemente paralela a OM,
apareciendo una deformacion permanente (residual) &p, siendo la
deformacion recuperada (eléstica) ¢,.. Si se carga de nuevo el material
a partir de D, se llega elasticamente al punto N, separandose luego
de la linea de descarga anterior para alcanzar en P la curva tensién-
deformacion original. De esta forma, un mismo valor de deformacion
OG puede corresponder a tres niveles diferentes de tensién GH, Gl y
GJ, segun la historia previa de procesos carga-descarga sufridos por

el material.

Los fenémenos de histéresis se deben a que la plastificacién
produce cambios permanentes en la estructura del material, con

alteracion de sus propiedades mecanicas.

En determinados casos, se adoptan modelos idealizados de
comportamiento elastoplastico, suponiendo diagramas tensién-

deformacion constituidos por tramos rectilineos. En la figura 49 se
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incluyen algunos de estos modelos.

En ocasiones se trabaja con el material metalico obteniendo
grandes deformaciones en frio, por ejemplo en los procesos de
moldeo por extrusion y laminacion. En estos casos se suele adoptar
un modelo elastoplastico, en el que se desprecia el endurecimiento
por deformacién; se dice entonces que el comportamiento plastico es
perfecto; en este caso el nivel de tensibn maximo corresponde al
limite de fluencia y no aparecen deformaciones isotropicas
(incompresibilidad).
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o
4 — 0
tan H
o
M — 1
& z
Rigido, con endurecimiento por deformacién
lineal
o
o, E
tan' £ M VWY ik
& z

E-H

Z

Elastico, con endurecimiento por deformacién
lineal

Figura 49
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