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PROLOGO

El objetivo de la presente publicacién es poner a disposiciéon del alumno
de la asignatura FUNDAMENTOS DE ESTRUCTURAS, en la Escuela de
Arquitectura de la Universidad de Granada, una recopilaciéon de ejemplos,
ejercicios y practicas, propuestos y resueltos en clase durante los ultimos
cursos académicos.

Se ha pretendido exponer la resolucién de cada ejercicio de forma clara,
ordenada y esquematica, y con la notacion utilizada en la asignatura, con el
objetivo de ofrecer una nueva herramienta docente que complemente el
desarrollo del curso.

Es intencion de los autores ampliar anualmente la presente publicacion
mediante la incorporacion de los ejercicios propuestos durante cada curso
académico.

Granada enero de 2018
Javier Suarez Medina

il
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TEMA 1: CONCEPTOS BASICOS




2 Ejercicios de Fundamentos de Estructuras

1.1 GRADO DE HIPERESTATISMO
Ejercicio 1.1.1
Calcular el grado de hiperestatismo externo de los siguientes elementos estructurales.
a) Viga en voladizo de directriz recta.
b) Viga en voladizo con puntos angulosos.
¢) Viga simplemente apoyada.
d) Portico simplemente apoyado.
e) Arco simplemente apoyado con una rétula en la clave.
f)  Arco biempotrado.
g) Viga empotrada y con un apoyo en el otro extremo.
h) Viga empotrada y con un apoyo en el otro extremo con cargas verticales.
i) Viga biempotrada.
J) Viga biempotrada con cargas verticales.
k) Viga continua de dos vanos.

Solucioén:

a) Viga en voladizo de directriz recta.

M, E
7 Hy ¥
| — ]
X ﬁA B
Va
Fig.E.1.1.1.a
1=3; E=3
GH=I1-E=3-3=0
Se trata de una estructura isostatica.
b) Viga en voladizo con puntos angulosos.
P
MA )
(l HA §/_\
\ I A B
VA

Fig. E.1.1.1.b
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1=3;, E=3
GH=1-E=3-3=0

Es una estructura isostatica.

¢) Viga simplemente apoyada.

P
A R ) .
Ha Va Vg
Fig.E.1.1.1.c
1=3; E=3
GH=1-E=3-3=0
Es una estructura isostatica.
d) Pértico simplemente apoyado.
q
EEEREN!
P——
P 5
Ha Vi \%
Fig. E.1.1.1.d

1=3;, E=3
GH=1-E=3-3=0

Se trata de un portico isostatico.

B
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e) Arco simplemente apoyado con una rétula en la clave.

Fig.E.1.1.1e

Para calcular el grado de hiperestatismo externo tendremos en cuenta las tres ecuaciones de
la estatica y la ecuacion resultante de imponer la condicion en la rétula C: momento flector
nulo.

|=4; E=4
GH=I1-E=4-4=0

Se trata de una estructura isostatica.

f) Arco biempotrado.

Fig. E.1.1.1.f

1=6;, E=3
GH=1-E=6-3=3

Esta estructura es hiperestatica de grado 3.



Javier Suarez & Gracia Rodriguez

g) Viga empotrada y con un apoyo en el otro extremo.

My E
/ HA v
| —= 3 |
7 2P
VA VB
Fig. E.1.1.1.9

I=4; E=3
GH=I-E=4-3=1

Esta estructura es hiperestatica de grado 1.

h) Viga empotrada y con un apoyo en el otro extremo con cargas verticales.

P, P,
e ||
. B
A va
Fig. EL.1.1h

Las acciones que acttan sobre la viga son verticales, por lo

que la reaccion horizontal en el

empotramiento es cero. Por este motivo se prescinde de la tercera ecuacion de la estatica.

1=3;, E=2
GH=I-E=3-2=1

La viga anterior resulta ser hiperestatica de grado 1.

i) Viga biempotrada.

Fig. E.1.1.1.i
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1=6, E=3
GH=1-E=6-3=3

Esta estructura es hiperestatica de grado 3.

j) Viga biempotrada con cargas verticales.

Fig. E.1.1.1]

Las acciones son verticales y no habra reacciones horizontales. Por ello se prescinde de la
tercera ecuacion de la estatica.

I1=4; E=2
GH=I1-E=4-2=2

Esta estructura es hiperestatica de grado 2.

k) Viga continua de dos vanos.

A
A

Fig. E.1.1.1k

I=4;, E=3

GH=1-E=4-3=1
Se trata de una estructura hiperestatica de grado 1.



Javier Suarez & Gracia Rodriguez 7

Ejercicio 1.1.2

Determinar el grado de hiperestatismo del sistema estructural adjunto.

C D A E G

5,

22

Fig. E.1.1.2.a

Solucioén:

Para calcular el grado de hiperestatismo tendremos en cuenta las tres ecuaciones de la
estatica y la ecuacién resultante de imponer la condicién en la rétula A: momento flector
nulo.

Fig. E.1.1.2.b

1=8; E=4
GH=I-E=8-4=4

El grado de hiperestatismo es cuatro (4).
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2.1 TRACCION SIMPLE HIPERESTATICA

Ejercicio 2.1.1

La estructura de la figura esta formada por tres barras articuladas en sus extremos. Las
barras AD y CD tienen un seccion de 4 cm?, un médulo de elasticidad de valor E=2,1.10°
kg/cm?® y una tension admisible de 1800 kg/cm? La barra central tiene una seccién de 9 cm?,

un médulo de elasticidad de 2,1.10° kg/cm? y una tensién admisible de 2400 kg/cm?.

Fig.E.2.1.1.a
Se pide:
a) Maximo valor de P que puede soportar la estructura.

b) Desplazamiento vertical del punto D, para el valor maximo de P.

Solucioén:

Barras AD y CD: Q =4 cm?; E=2,1.10°kg/cn?; o, , =1800 kg / cn?

adm 1
BarraBD: Q=9 cm’; E=2,1-10°kg/cn?; o, = 2400 kg / cnt

3m

[

Fig. E2.1.1b
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L=L,, =L, -c0s60°=1,732m

3
L1=LAD =m=3,464m

El alargamiento de la barra BD es desconocido y de valor A.
El alargamiento de las barras laterales AD y CD sera: A;
A, =A-c0s60°=A-0,5

La deformacion unitaria de la barra central sera:

A A
e=—=——, A=1732-¢
Lgy 1,732
La deformacion unitaria de las barras laterales AD y CD es:
€ A4 =0,289-A;; A, =3464-¢
L, 3464

La relacion entre las deformaciones unitarias € y €; Sera:
3,464-¢,=1,732-£-C0s60°; & =%=0,25-s
La relacion entre las tensiones de las barras resulta ser:
%1-0,25-2
E E

6,=0,25-¢
Como la barra central puede trabajar como méximo a 2400 kg/cm? las barras laterales
deberan trabajar a 600 kg/cm’.
Por tanto, la accidn que se ejerce en el punto D, produce en las barras laterales una traccién
de valor:
T,=600-4=2400kg =2,4t
Y en la barra central, una traccion de:

T=2400-9=21600 kg =216t

21,6 t

s 60°

P

Fig. E2.1.1.c
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Al establecer el equilibrio del nudo D, obtenemos P:
P=21,6+2-2,4-cos60°=24t
El desplazamiento vertical de D sera:

Vo=A=Lg -e=Lg, -%:173,205-%:0,1978cm=1,978 mm
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2.2 COMPRESION SIMPLE HIPERESTATICA

Ejercicio 2.2.1

La columna de la figura esta formada por un cilindro hueco de acero de 15 cm de radio
interior y 45 cm de radio exterior. El hueco se rellena de hormigdn, de manera que ambos
materiales trabajan solidariamente.

El acero tiene un médulo de elasticidad de valor E=2,1-10° kg/cm® y una tension admisible
de valor 6, qm = 2100 kg/cm?. El hormigén tiene un médulo de elasticidad E=2,1-10° kg/cm?

v una tension admisible oy, ogm = 200 kg/cm?,

[e— "

1,5m
/TN
\CD/
—
15 cm
45 cm
Fig. E.2.2.1.a

Se pide:
a) Esfuerzo axil que actlia sobre cada material.
b) Maéximo valor de P que puede soportar la columna.

¢) Acortamiento total del cilindro.

Solucion:
El hormigon y el acero trabajan solidariamente por lo que ambos materiales experimentan el
mismo acortamiento, verificandose:

:8h
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Aplicacion de la Ley de Hooke:

€, =&

Sa _%n
Ea h
c,=10-c,

Por la relacion anterior, si la maxima tension admisible del hormigén es de 200 kg/cn?, la
méxima tension a la que debe trabajar el acero es de 2000 kg/cm?, aunque esto implique que
se desperdicia parte de la capacidad resistente del acero, ya que su maxima tensién admisible
es de 2100 kg/cm?.

Esfuerzo axil que actlla sobre cada material:

P. =200-n-15° =141371,669kg =141,372 t

P, =2000- - (45% —15%) =11309733,553 kg = 11309, 734t

Maximo esfuerzo axil:

El maximo esfuerzo axil que puede soportar toda la pieza es:
P=P, +P, =141,372+11309,734 =11451,106t

Acortamiento total del cilindro hueco:

El acortamiento de la pieza es el mismo en el hormigén y en el acero. Si consideramos el
hormigon:

Al=g, L, =201, =

= S110° -1,5=1,428-10°m=1,428mm
h e




Javier Suarez & Gracia Rodriguez 15

2.3 INCREMENTOS DE TEMPERATURA
Ejercicio 2.3.1
En la estructura que se representa en la figura, las barras laterales tienen un coeficiente de
dilatacion térmica de valor:
a, =12-10°C*
Mientras que la barra central tiene un coeficiente de dilatacion:

o, =112.10°Co*

|-

D

Fig. E.2.3.1.a

El conjunto se somete a un incremento de temperatura de valor:
AT =80C°
Se pide:
a) Esfuerzos en cada barra.
b) Desplazamiento vertical del punto D.
Las secciones de todas las barras son de 3 cm?y el médulo de elasticidad es para todas las
barras: E = 2,1-10° kg/cm’.

Solucion:
Si se aisla el punto D, cada una de las barras que concurren en él ejerce una accion segin la

direccion de la barra, de modo que el punto D esté en equilibrio.

F

S N
Fl \ //,,/‘ "\\.\\ . Flv

¢ N

D

Fig. E.2.3.1.b
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Por simetria sabemos que las acciones de las barras laterales sobre D seran iguales y de valor

F1. Al plantear el equilibrio en este punto, se obtiene:

2F -cos45 +F=0

Simplificando: F++/2-F, =0 (1)

Para obtener los valores de F y F; tenemos que obtener otra ecuacion. Para ello imponemos
la condicion de que el desplazamiento vertical del punto D, perteneciente a la barra BD, debe

ser igual y del mismo sentido que el desplazamiento vertical de D, si lo consideramos
perteneciente a las barras AD y CD.

Desplazamiento vertical de D, como perteneciente a la barra BD:

v

B

AT=80°C

F

Fig. E.2.3.1.c

a) Debido a la fuerza F (en kg y cm):

c F F

A=gL, =—-L, = L,,=——.500=7,937-10"°-F
®E T E.Q P 21.10°-3

b) Debido al incremento de T2
A" =a-Lg, -AT=112-10"°-500-80=0,448 cm
El desplazamiento vertical total de D en BD sera:

A=A'+A"=7,937-10"-F+0,448
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Desplazamiento vertical de D perteneciente a la barra AD:

%

p i
e
/
/
&S

S, A5
D
Fig. E.2.3.1.d
Debido a la fuerza F; y al incremento de T2
, . F F .
Al ZA 1+A 1 Zﬁ' LAD +(X,l N LAD AT =2’11—1063707’107+1’210 > 707,10780

A, =1122-10"-F, +0,679
El desplazamiento vertical de D sera:
A-c0s45°=A,
Igualamos ambos desplazamientos, resultando la siguiente ecuacién:
c0s45°-(7,937-10° - F+0,448) =1,122-10™* - F, + 0,679
5,612-10°-F+0,317=1122-10"*-F, +0,679
5,612-10°-F-1,122-10"-F, =0,362 (2)
Resolvemos el sistema de ecuaciones (1) y (2), obteniendo:
F=2672,43kg=2,672t
F =-1889,69 kg =-1,8891
F, tiene sentido negativo, lo que quiere decir que va en sentido contrario al supuesto
inicialmente. En definitiva, las barras laterales AD y CD trabajan a compresion y la barra

central BD trabaja a traccion.

Por Gltimo, el desplazamiento vertical de D sera:

A=0,448+7,937-10°-F=0,448+7,937-107° - 2672,43=0,6601cm = 6,601 mm
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Ejercicio 2.3.2

La siguiente barra esta empotrada en ambos extremos y sometida a un incremento de

temperatura. Determinar las tensiones de origen térmico que aparecen en la barra.

A B

V2727774
NN\

At>0

L

Fig. E.2.3.2.a

Solucioén:

Determinacién de las reacciones en los empotramientos:

Al dilatar y estar impedida la dilatacion libre por los dos empotramientos aparecen las
reacciones en Ay B: Ra, Re.

Ry A By Rg
> At>0 v
L
Fig. E.2.3.2.b

El sistema es hiperestatico.

Al plantear las ecuaciones de equilibrio:

YF, =0, R,-R,=0; R, =R,

Para resolver el ejercicio, consideramos el siguiente sistema equivalente:

QA B Ry
\| I ] -
* At>0
, L T

Fig. E.2.3.2.c

Y, planteamos la condicion de compatibilidad de deformaciones:
ALgen =0=AL(T?) +AL(RR)

Donde,

AL(T3) =0 L- At
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Ry L
AL(Ry)=——2
Re)="F
R, - ¥
ALgen, =0t K - At——E-"—==0
REAL /Z E.Q

Despejamos Rg:

R,=a-At-E-Q=R,

Ley de esfuerzos axiles:

v

Fig. E.2.3.2.d

m

Fig. E.2.3.2.e

N+R,=0; N=-R,=-a-At-E-Q

Tensiones producidas en la barra por el incremento de temperatura:;

oo N_—oAEQ i E
19 O

El signo es negativo por estar la barra comprimida.
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2.4. CALCULO DE ESFUERZOS EN ESTRUCTURAS ARTICULADAS PLANAS
Ejercicio 2.4.1
Calcular los esfuerzos y reacciones de la siguiente estructura aplicando el método de los

nudos.

J3P
S

Sm

Fig. E24.1a

Solucién:

Reacciones en los apoyos:

5m
Sm
Xl ‘\x
R, cos45%,
Fig. E2.4.1.b
> F =0; X, —R,-C0s45°=0; X, =R,-c0s45° (1)

> F,=0; y, +R,-sen45°=8.P; y, =8-P—R,-send5° (2)
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ZMl =0; R, -sen45°.20-2-P-5-3-P-10-2-P-15-P-20=0
R,-sen45°.20=90-P; R, _%p
J2
Sustituyendo R, en (1) y (2):
X, =R, -cos45°:%-P-%:4,5-P
y,=8-P-R, -sen45°=8'P—i-P~£=3,5'P

3 2

Método de los nudos:

Fig. E24.1.c

ZFH =0; —N,;-c0s45°-N,,-c0s15°+4,5-P=0
ZF\, =0; —N,;-sen45°-N,, -sen15°+3,5-P =0

N,, -cos45°+N,, -cos15°=4,5-P N, =4,432-P
N,;-sen45°+N,, -sen15°=3,5-P N, =1414-P
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NUDQ 2
Nl7 .
N?.(» - / \

]5‘6{‘ 45‘/ Do

| %450
\Rz

P

Fig. E.2.4.1.d

D Fy=0; =Ny -c0s15°—N,, .c0s45°— 2P cosa50-0

2

> R, =0; —P+£-sen45°+N26 -sen15°+N,, -sen45°=0

2

N, -€0s15°+N,, -cos45°=—4,5-P N, =—1,414-P
N, -sen15°+N,, -sen45°=-3,5-P N,, =—4,432-P

Ny N,,=4,432 P

Fig. E2.4.1e

D> F,=0; —N,-c0s45°+N,; -sen45°—4,432-P-cos45°=0
Zszo; N, -send45°+N.. -cos45°-2-P +4,432-P -sen45°=0

—N.; -c0s45°+N., -sen45°= 3,139 - P
N,, =-3,018-P

N, -sen45°+N,, -cos45°=-1,134-P
N, =1,414-P
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] T—Ng=1,414P
Fig. E.2.4.1.f
ZFH =0; N, — N, -sen15°-1,418-P.c0s45°-1,414-P-c0s15°=0

>R, =0; Ng-c0s15°~1418-P-sen45°+1,414- P -senl5°=0

Ng, — Ngs -sen15°=2,369 - P
N, -€0s15°=0,637-P

Ny, =2,539-P
N, =0,659-P

Aplicacidn particular del método de Ritter:

Para simplificar su calculo, el esfuerzo Ng, puede obtenerse también por el método de Ritter:

Sm

L2-Sen45°

Fig. E2.4.19

En el esquema anterior se toman momentos respecto al nudo 5:

0,0, L 220, 5 10
J6' " cos30° 6’ send5® 2
> M;=0; —2-P-5-P-10-N,,-7,887=0

20-P

= - _2536.P
7,887

(L, =L,-sen30°=
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Nes tiene sentido contrario al supuesto inicialmente, lo que indica que la barra 6-4 estd
comprimida.

3P

\ s /AD A% i

X /
450\\\ s \\ \ 1/450
Xasf X
No, 30°% T¢30° " Ng=N;=3,021 P

\
Nsg  Nsg=Ngs=0,659 P

Fig. E.2.4.1.h

ZFH =0; Ng;-c0s45°+N,, -sen15°+0,659 P -sen15°—-3,021- P -cos45°=0
ZF\, =0; Ng,-sen45°+N,, -c0s15°-0,659:P.c0s15°+3,021-P-sen45°-3-P=0

N, - C0s45°+N,, -sen15°=1,966-P N, =3,021-P
N, -sen45°+N,, -cos15°=1,501- P N, =-0,658-P
NUDO 3
N35
2P
/\as5e
45l;\> (O\:\\
:15“\\
N,;~4,432 P "Ny
Fig. E.2.4.1.

D> Fy=0; —Ng-c0s45°—N,, - c0s45°+4,432-P - c0s45°=0
ZF\, =0; —Ng -sen45°+N,, -sen45°+4,432-P-sen45°-2-P =0

N, -C0s45°+N,, -0s45°=3,134-P N, =3,018-P
—N,; -sen45°+N,, -sen45°=-1,134-P N, =1,414-P
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Ejercicio 2.4.2

Calcular los esfuerzos y reacciones de la siguiente estructura aplicando el método de

Cremona.

Fig. E24.2.a

Solucién:

Grado de hiperestatismo:

Se comprueba que la estructura es isostatica:
b=2-n-3=2.7-3=11

Reacciones en los apoyos:

R, cos45°. "\

Fig. E.2.4.2.b
D> F.=0; X, —R,-c0s45°=0; X, =R,-c0s45° (1)

> F,=0; y, +R,-sen45°=8.P; y, =8-P—R,-send5° (2)
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> M;=0; R,-sen45°-20-2-P-5-3-P-10-2-P-15-P-20=0
Sustituyendo R, en (1) y (2):

X, =R, -cos45°=i-P-£=4,5.p

A

yl:8-P—R2-sen45°:8-P—i-P-£:3 5P

L2

Designacién zonas de barras:

Fig. E.2.4.2.c
Diagrama de Cremona:

L a
- b

I h

. i

5%
Y
L d

Fig. E.2.4.2.d
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Solicitaciones en las barras:

Se miden directamente en el diagrama de Cremona, donde también se determina su signo

(traccion —T- o compresion —C-).

En la siguiente tabla se muestran los resultados. Las diferencias con respecto a los valores

obtenidos mediante el Método de los nudos son debidas a errores de redondeo.

BARRA ESFUERZO | TIPO
13 4,432 C
35 3,018
5-7 3,018 C
7-2 4,432 C
2-6 1,414 C
6-7 1,414 C
5-6 0,656 T
4-6 2,536 C
5-4 0,656 T
4-3 1,414 C
4-1 1,414 C
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Ejercicio 2.4.3
Mediante el método de los nudos, determinar los esfuerzos presentes en cada elemento/barra
de los sistemas estructurales siguientes.

Establecer si los elementos estan a traccion o compresion.

a)

3,6 KN

N

23m

Fig. E.2.4.3.a

b)

3m

3m ‘ 1,5m

Fig. E.2.4.3.b
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c)
\Vi !
A B
2,5m
C
T 1m 3m ‘
Fig. E.2.4.3.c
d)
1,7 KN
_ -2 A
24m
2,2KN
B C
A D
1,8m ' 2,5m
Fig. E.2.4.3.d
e)
SKN
A B
0,75 m
2,5 KN
2. C D
Lo E
1m ' 1m

Fig. E.2.4.3.e
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f)
A B 18t
1,5m
C D27t
1,5m
E F
D
3,7m
Fig. E.2.4.3.f
Solucién:
a)
3,6 KN
HA 7 A
Va
He
RS iafe
Fig. E.2.4.3.a.1

Calculo de las reacciones en los apoyos:

>k =0; V,-36=0; V,=36kN
>F, =0, Hy,+H.=0; H,=-H.; H,=-6,9kN

YM, =0; H.-12-36-23=0; H,=69kN
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Aplicacién del método de los nudos:

69KN A Nup

-0

T3,6 KN
Fig. E.2.4.3a.2
YR =0, N,+36=0, N, =-36KkN(T)
YF,=0; Nu-69=0; N, =69kN(T)
Nudo B:
13,6 KN
Npa=6,9 KN
a/}/’oB
Ngc
Fig. E.2.4.3.a.3
o = arctg 12 =27,553°
2,3
6,9
>R =0, —6,94+ Ng.-cosa=0; Ng.=——=7,783kN (C)
cosa
. : 3,6
>F,=0; —36+Ng.-sena=0; Ng.=——=7,783kN
seno

Verificacion de los resultados en el nudo C:

Todas las fuerzas que actdan en el nudo C son conocidas. Al comprobar el equilibrio en
dicho nudo, se verifica que los valores calculados de todas las fuerzas son correctos.

Nea=3,6 KN

1+ Nep=7,783 KN
69KN C

Fig. E.2.4.3.a4



32 Ejercicios de Fundamentos de Estructuras

>F,=6,9-7,783-cosa=6,9-6,9=0
>R, =36-7,783-sena=3,6-3,6 =0

(Comprobado)

Resumen de resultados:

BARRA  [ESFUERZO (kN)[ TIPO
AC 3,6 T
AB 6,9 T
BC 7,783 Cc

b)

Fig. E.2.4.3b.1

Calculo de las reacciones en los apoyos:

YF,=0; V,+V.-32=0; V,=32-2133=1067 kN
YF,=0; —H,=0; H,=0

>M,=0; V.-45-32-3=0; V.=2133kN
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Aplicacién del método de los nudos:

Neg |

BraicC
o

o4

0t
Nea  [2,133KN

Fig. E.2.4.3.b.2

o =arctg (3;—;1J =22,891°

11
=arctg| — |=36,254°
p-arctg 1

2F,=0; Ngg-cosp—Ng,-cosa=0; N =N, 1142
YR, =0; 2133—Ng;-senf—N., -sena=0; 2,133-1,142-N, -senf— N, -sena =0

2,133
Ney = =——=2,004 kN (T
=1 064 (M)

Ng =1,142-2,004 = 2,289 kN (C)

Fig. E.2.4.3b.3
y =arctg [gj =45°

YF,=0; —2,289-cosp+ Ng, -cosy=0; Nz, =2,611kN

YR =0, —3,2+Ng,-seny+2,289-senf=0; Ny, =2,611kN (C)
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Verificacion de los resultados en el nudo A:

| Nap=2,611KN
A LT Nac=2,004 KN

|
o

1,067 KN

Fig. E.2.4.3.0.4

> F,=2,004-cosa—2,611-cosy=1,846-1,846=0
>R, =1067+2,004-seno.—-2,611-seny =1,067 +0,779-1,846 =0

(Comprobado)

Resumen de resultados:

BARRA  [ESFUERZO (kN)[ TIPO
AB 2,611 C
BC 2,289 Cc
AC 2,004 T

Fig. E.2.4.3.c.1
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Calculo de las reacciones en los apoyos:

YR, =0, -V, +V,.-1=0; V,=V.-1=4-1=3t
YF,=0; —H,=0; H,=0

YM, =0; V.-1-1.4=0; V=4t

Aplicacién del método de los nudos:

Fig. E.2.4.3.c.2

o =arctg L =21,801°
2,5

YF,=0; Nj—Nj.-sena=0; N,z=N,.-sena=12t(T)

SF, =0, —3+Ny-cosa=0 N, ————3231t(C)
cosa

Fig. E.2.4.3.c.3

3
=arctg| — |=50,194°
p-arctg| |

1
F,=0; —1-Ng -Cosp=0; Ny =-——=-1562t(C
z \ BC B BC COSB ( )

12
F,=0; -1,2—N..-senf=0; N,.=——"—=-15621t(C
2F, oo SENB=0; Nog =~ ©
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Verificacion de los resultados en el nudo C:

Las fuerzas que acttan en el nudo C se han determinado ya. Se comprueba el equilibrio en
dicho nudo para verificar que los valores calculados de todas las fuerzas son correctos.

Nea=3,2311,g]

P Neg=15621
‘i)
C
41
Fig. E.24.3.c4

> F,=3231-seno.—1,562-senf =1,2-1,2=0
>R, =4-3,231-cosa—1,562-cosp=4-3-1=0

(Comprobado)

Resumen de resultados:

BARRA ESFUERZO (t) | TIPO
AC 3,231 Cc
AB 1,2 T
CB 1,562 C
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d)
1,7 KN
-y A
2,2 KN
B C
> D
iy, Ve
Fig. E.2.4.3.d.1
Calculo de las reacciones en los apoyos:
>F,=0; H,-17=0; Hz;=17kN
>R, =0; Vy+V.-2,2=0; V; =2,2-2,999=-0,799 kN

5,38
YMg=0;  V,-18-2,2-(18+25)+17-2,4=0; V, =g = 2999 kN

Aplicacién del método de los nudos:

» 2,2 KN
Ny
Npe ED
Fig. E.2.4.3.d.2

o =arctg (%) =43,831°

>R =0, —2,2+ Ny, -sena=0; Ng, =£=3,177 kN (T)
sena

Y F,=0; Npc—Np,-cosa=0; Np.=Np,-cosa=2292kN (C)
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Nudo C:
N
(Al Nep =2,292 KN
Neg 4C
2,999 KN

Fig. E.2.4.3.d.3

YF, =0, —Ng,+2999=0; N, =2999kN (C)

YF,=0; Ng-2292=0; N =2292kN (C)

Nudo A:
1,7 KN EA
T}‘TM\ZE __________
Y | “\Nap=3,177KN
NAB
Naoc=2,999 KN
Fig. E.2.4.3.d.4
o =arctg 24 =43,83°
2,5
2,4
=arctg| =— |=53,13°
paretg| 22 |

>R, =0; —-3177-sena+2,999—-N,;-senfB=0; N,; =0,999 kN (T)

>F,=0; -17+3177-cosa—N,;-cosp=0; N,;=0,999kN (T)
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Verificacion de los resultados en el nudo B:

| «Np =0,999 KN
1,7KN | AB

o

B| Npc=2,292KN

0,799 KN

Fig. E.2.4.3.d.5

YF, =1,7-2292+0,999-cosp=1,7—2,292+0,599 =0
>F, =-0,799+ Ny, -senp=-0,799+0,799 =0

(Comprobado)

Resumen de resultados:

BARRA  |[ESFUERZO (kN)| TIPO
AD 3,177 T
CD 2,292 C
CA 2,999 C
CB 2,292 C
AB 0,999 T
e)
5KN
Hy p A B
2,5KN
He o C D -

Fig. E.24.3.e.1
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Calculo de las reacciones en los apoyos:

>R, =0; V,-5-2,5=0; V, =7,5kN
YF,=0; -H, +H.=0; H, =H.=13,333kN
] , 10
>M.=0; H,-0,75-5-1-2,5-2=0; HA:ﬁ=13,333kN

Aplicacion del método de los nudos:

13,333KN | Nep

—— -

C

Fig. E.2.4.3.6.2

YF,=0; —Ng,+13333=0; Ng,=13333kN (C)

13333KN |A  Nyp
- ojah
75KN|  “Npp

Fig. E.2.4.3.6.3

o =arctg (0—175) =36,87°

YF, =0, -13,333+N,, +N,,-cosa=0; N,, =13,333—N,, -cosa =3,333kN (T)

>R, =0, 7,5+N,,-sena=0; N, =£=12,5 KN (T)
sena
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Nudo B:
55
Npa=3,333KN 4o
\NBE
NBD
Fig. E2.4.3.e.4
>F, =0, —3333+Ng.-cosa=0; Ng =@:4,167 kN (T)
cosa
YF, =0; —5+Ng — Ny, -seno=0; N, =5+4,167-senco.=7,5kN (C)
Nudo D:
Nps=12,5KN |Nos=72 KN

a/~Y . Npg
Npc=13333KN | D

Fig. E.2.4.3.e5

YF, =0, 13,333-125-cosa—N,. =0; N, =3333kN (C)

Verificacion de los resultados en el nudo E:

Npg=4,167 K\N |2,

N

NDE:13’333 KN : E

Fig. E.2.4.3.6.6

> F, =—4,167-cosa +3,333=-3,333+3,333=0
YR, =-2,5+4,167-sena=-2,5+2,5=0

(Comprobado)
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Resumen de resultados:

BARRA  [ESFUERZO (kN)| TIPO
CD 13,333 C
AD 12,5 T
AB 3,333 T
BD 7.5 C
BE 4,167 T
DE 3,333 C
f)
A B 18t
C D127t
E F
VE HF VF
Fig. E.2.4.3.f.1
Céculo de las reacciones en los apoyos:
YF, =0; ~V.+V.=0; V.=V.=2554t
YF,=0; H.-1,8-2,7=0; H_=4,5t
YM, =0; —3,7-V. +1,5-2,7+3-1,8=0; V, _985 5 554y

7
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Aplicacién del método de los nudos:

Fig. E.2.4.3.f.2

>F,=0; Ng=0

YF, =0, —N.+2554=0; N, =2554t(C)

Npa | L8t

B4
Ngp
Fig. E.2.4.33
YF, =0, N, -18=0; N, =18t(C)
>R, =0; Ny, =0
Nudo F:
A
NFC\ F Nrp
| e
43t 155541
Y
Fig. E.2.4.3.f.4
4.5

YF,=0; 45-Ng-cosa=0; N,.=——=4,856t(T)
cosa

YF,=0; N,,—2554+N_ -seno=0; N =2554—N_ -seno=0,730t(T)
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Nudo C:
Nea
............... 1. Now
o
CT ‘N(‘F=4,856t
2,554t
Fig. E.2.4.3f5

o =arctg E =22,068°
3,7

>F,=0; —N, +4,856-cosa=0; N =4,5t(C)

>R, =0; —Ng,+2,554-4,856-sena=0; N, =0,730t(C)

ANpp=0't

Npa
o |_ 271
Ny, 5t DlNDF=O,730t

Fig. E.2.4.3.1.6

YF,=0; —2,7+4,5-N,, -cosa=0; N, =1943t(T)

YF, =0; N,,-sena—0,73=0; N,, =1943t(T)

Verificacion de los resultados en el nudo A:

Al N,g=18t
o

Nac=0,730t|  Nyp=1,943t

Fig. E.2.437

> F, =-18+1943.-cosa.=-1,8+18=0
> K, =0,73-1,943-sena=0,73-0,73=0

(Comprobado)
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Resumen de resultados:

BARRA ESFUERZO (t) | TIPO
EF 0 -
EC 2,554 C
BA 1,8 C
BD 0 -
FC 4,856 T
FD 0,73 T
CD 4,5 C
CA 0,73 C
DA 1,943 T




TEMA 3: LEYES DE ESFUERZOS EN VIGAS Y PORTICOS ISOSTATICOS
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3.1 LEYES DE ESFUERZOS EN VIGAS
Ejercicio 3.1.1
Calcular y representar, acotando los valores singulares, las leyes de esfuerzos de las
siguientes vigas biapoyadas.
a) Viga biapoyada con carga puntual.
b) Viga biapoyada con carga continua.
¢) Viga biapoyada con carga discontinua.
d) Viga biapoyada con dos cargas puntuales simétricas.

Solucién:
a) Viga biapoyada con carga puntual.

P
i a
A (@ B
i B
L
Fig. E3.1.1.a1
Reacciones:
P
) a
A C B
i 3
! }
| L \
R,=P(L-a)L Ry=(P-a)/L
Fig. E.3.1.1.a.2
YF,=0; R,+R,=P
>M,=0; R,-L-P-a=0
a
RB == P . E
|_ _
R,=P - P.2= p.(L-3)
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O<x<a
(L-a) M(0)=0
M(x)=P- X P.a
L M(a)=—:+(L-a)
L
a<x<L
P.a hﬂ(a)z-—;§~(L——a)
M(X)ZT'(L—X); L
M(L)=
Ley de esfuerzos cortantes:
O<x<a \dx):P‘LEa)
a<x<lL V(x)z—EE
L
Diagramas _de esfuerzos:
Momentos flectores:
A C B
D) A
P-a-(L-a)yL
Fig. E.3.1.1.a.3
Esfuerzos cortantes:
P(L-a)/L
A 14 C B
7 H]f 7
-(P-a)yL

Fig. E.3.1.1.a.4
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b) Viga biapoyada con carga continua.

q
NITRERRREEE
VAN
L
Fig. E.3.1.1.b.1
Reacciones:
q
ar bbbl bide
R,=(q'L)2 Rp=(q'L)2
Fig. E.3.1.1.b.2
YF, =0; R,+R,=q-L

¥M, =0 RB-L—q-L-(EJzo

2
L
RB:q'E
L L
R,=0g-L-gq-—=q-—
A=q q > q >
Ley de momentos flectores:
O<x<L
M(0)=0
_q 2 _Q‘LZ
M(X)_E (L-x—x) M(L/2)= .
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O<x<L
v(o)-Lt
V(x)=q (%—xj; V(L/2)=0
q-L
V(L)=—2—
(1)=-%
Diagramas de esfuerzos:
Momentos flectores:
L2
f———————
A B
| .
(q/8)L*
Fig. E.3.1.1.b.3
Esfuerzos cortantes:
(q’L)2
N B
Lk 0t

7

-(q-L)y2

Fig. E.3.1.1.b.4
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¢) Viga biapoyada con carga discontinua.

q
Ay I I ‘v lC B
v s
a
} L
Fig. E.3.1.1.c.1
Reacciones:
q
Al I I v‘ lC B
Ra=q-a-(1 -a/2L) RB=(q/'2]’_)'a2
Fig. E.3.1.1.c.2
>R, =0; R,+Rz=0-a
a
>M, =0; RB-L—q~a'(§]:O
q-a’
R. =
B 2L
a
R . =qg-a-|1-——
L= ( z.J
Ley de momentos flectores:
O<x<a
M(0)=0
M(X):q.a.(l_ij.x_q.x_z . ( )
2L 2 M(a):ﬂ.az.[l_ij
2 L
a<x<L
q .- a
M(a)=—-a"-|1-—
M(x)=3.a% [1-2|; ()=3 [ Lj
2 L
M(L)=0
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O<x<a

V(x):q.a.(l_ij_q_x;

2-L )
q-a
V =—
(@)=—
a<x<L
v(x)=-92; v(a) =~ _v(L)
2-L oL

V(x)=0 para X :a-(1_2iJ

et )2 12

A C i
RS
(@ady2-(1-a21)? @2y2:(1-al)

Fig. E.3.1.1.c.3

Esfuerzos cortantes:

q-a(1-a/2L)

A Ol C B
t 7

-(q/2L)a’ q-a%/(2L)

Fig. E.3.1.1.c.4
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d) Viga biapoyada con dos cargas puntuales simétricas.

P P
a a
e 4
A B
o N
L
Fig. E.3.1.1.d.1
Reacciones:
P P
A Cl lD B
R,= Ry=P
Fig. E.3.1.1.d.2
> F,=0; Ry,+Rg=2-P

>M,=0; R,-L-P-(L-a)-P-a=0

O<x<a
M(0)=
M(x)=P-x; (0)
M(a)=P-a
a<x<L-a

M(x)—P-x+P-(x—a)=0; M(x)=P-a

L-a<x<L

M(x)—P-x+P-(x—a)+P-(x—(L-a))=0;
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M(L-a)=P-a
M(X)=P-(L-X);
(9=P-(L=0i |0
Ley de esfuerzos cortantes:
O<x<a; V(x)=P
a<x<L-a; V(x)=0
L-a<x<L; V(x)=-P
Diagramas_de esfuerzos:
Esfuerzos cortantes:
P
A toi C D
> 0t
-P
Fig. E.3.1.1.d.3

Momentos flectores:

A

AN

P-a

Fig. E.3.1.1.d.4
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Ejercicio 3.1.2
Calcular y representar, acotando los valores singulares, las leyes de esfuerzos de las
siguientes vigas empotradas en voladizo.

a) Viga empotrada en voladizo con carga puntual.

b) Viga empotrada en voladizo con un momento en el extremo.

¢) Viga empotrada en voladizo con carga continua.

d) Viga empotrada en voladizo con carga discontinua.

Solucioén:

a) Viga empotrada en voladizo con carga puntual.

P
for -
L
Fig. E.3.1.2.a1
Reacciones:
/
M, |
AR %A B
; L
Ry
Fig. E.3.1.2.a.2
Z FV =0 X RA = P
>M,=0; M,-P-L=0
M,=P-L
Ley de momentos flectores:
M(0)=—P-L

O<x<L M(x)=P-x—P-L;



Javier Suarez & Gracia Rodriguez

57

O<x<L V(x)=P

Esfuerzos cortantes:

b) Viga empotrada en voladizo con un momento en el extremo.

Reacciones:

Fig. E.3.1.2.a.3

o

7777

Fig. E.3.1.a4

;\) B

T A B #

L

Fig. E.3.1.2.b.1

Fig. E.3.1.2.b.2
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M, =M

O<x<L M(x):—M

O<x<L V(x)=0

M
(O
N A B
Fig. E.3.1.2.b.3
Esfuerzos cortantes:
\
Na B

Fig. E.3.1.2.b.4
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¢) Viga empotrada en voladizo con carga continua.

Reacciones:

Fig. E.3.1.2.c.2

LZ
2 = — . —
0<x<L M(x)=—q (L—2x) M(0)=-a 2
M(L)=0
Ley de esfuerzos cortantes:
V(0)=q-L

O<x<L V(x)=q-(L-x);
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«(q/2)L?
o ~(q/8)-L?
N4 L2 B
Fig. E.3.1.2.c.3
Esfuerzos cortantes:
qL
J 10l 0
& B
Fig. E.3.1.2.c.4

d) Viga empotrada en voladizo con carga discontinua.

7777774
( o

A B ¢
r L 1
Fig. E.3.1.2.d.1
Reacciones:
a
———
q
RE RN
A T A B C
‘ i
Ry=q-a E:
Fig. E.3.1.2.d.2

YR =0; R,=0-a

>M, =0; MA—q-a-(L—gj:O; MA:q-a-(L—%)
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q
g Pl
N A B C
— ¢ - <
Fig. E.3.1.2.d.3

O<x<L-a

M(X)_q'a'x+q-a-(L—%j;

M(X)=Q‘a'X—q~a~(L_gj;

V(X):q-a

L-a<x<L

y=L-x; -M(y)-q-y-2 =0 M(y)=-q-7

E:

M(O):_q.a.(L_%j

M(L—a)zq.a.(L_a)_q‘a.[L_%j

2 2
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-q-a(L-a/2)
-(q/2)-a*
M T 0
N A B C.
L-a : a ‘
Fig. E.3.1.2.d.4
Esfuerzos cortantes:
qa

10 \)

Fig. E.3.1.2.d5
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Ejercicio 3.1.3
Determine el esfuerzo cortante V y el momento flector M en el centro C del vano de la viga
simplemente apoyada AB siguiente:

1t 3 t/m
s | TT100s
P C
1,75 m 3,5m
7m
Fig. E.3.1.3.a
Solucioén:
1t s' 3 t/m
A [O7TidTs
ran C x
[ 5
Xa T.‘/A IYB
Fig. E.3.1.3.b
Reacciones:
>F =0; X, =0
>F =0; Ya+Ys—1-3-35=0; y, +Yys =115

¥M,=0; 7-y,-1.1,75-3.35.525=0; 7-y, —56,875=0

Yo = 56’375 =8,125t

Ya 211,5_8,125 =3,375t

Momento flector y esfuerzo cortante en C:

Para obtener el cortante V y el momento flector M en la seccion C, establecemos el
equilibrio de fuerzas y de momentos en dicha seccion SS’ del tramo de la barra AC.

A l l e

b ¢

)
A S \'

3,375t

Fig. E.3.1.3.c
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YR =0;  -V+3375-1=0; V=2,375t

>M.=0; M—-3,375-3,5+1.1,75=0; M =10,063 t-m

Ejercicio 3.1.4
Calcular el esfuerzo cortante V y el momento flector M en una seccion transversal

localizada a 0,5 m del soporte de la viga en voladizo AB que muestra la figura:

g 10 KN
25 KN/m
N
¢ B
TT05m
1,5m  1,5m
Fig. E.3.14.a
Solucioén:
Reacciones:
4 , 10 KN
25 KN/m
A\T N . B
R, ‘ 0,5m
I —— |
1,5m
Fig. E.3.1.4.b
>R =0; R,—-25-15-10=0; R, =47,5kN

YM,=0; M,-10-3-25.1,5.0,75=0; M, =58,125kN-m
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Momento flector v esfuerzo cortante en la seccion ss’:

25 KN/m s

J/l ‘

\

) |
T — ¥

475KN  0,5m

5} J-
58,125 KN m M

\
|

Fig. E.3.1.4.c

YF, =0; ~V, +47,5-25-0,5=0; V, =35kN
YMc=0; M +58125-47,5.05+25.0,5.0,25=0; M, =-37,5kN-m®

(*)EI signo negativo nos indica que el sentido del momento flector es contrario al supuesto
inicialmente.
En la seccion del empotramiento los valores del momento flector y del esfuerzo cortante son
mMAaximos:

M, =-58,125 kN-m

V, =47,5kN
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Ejercicio 3.1.5
Determinar los valores maximos del esfuerzo cortante y del momento flector en la siguiente
viga simplemente apoyada AB.

Trazar, ademas, los diagramas de esfuerzos cortantes y momentos flectores:

o %
| 4m 2m J‘
Fig. E.3.1.5.a
Solucion:
Reacciones:
3L’1
A <714 1‘ 1 vw l' l\v\ B
+ |
% 6t 3't 7%
Ry Ry
Fig. E.3.1.5.b
. 1 1 .
ZFV:O’ RA+RB_E'4'3_E'2'3=O, RA+RB=9

YM, =0: RB-6—6-§-4—3-(4+%-2)=0;
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Leyes de esfuerzos:

O<x<4m

\

A T ‘Tﬂ/l Iy l \
A ay
T.ih‘ \%
Fig. E.3.1.5.c

Por semejanza de triangulos:

AN
J
X
4m
Fig. E.3.1.5.d
3 vy 3
—:—, =—-X
4 X y 4
M-4.-x+= x-(g-xj 1 x=0
4 3
M(0)=0tm
M(2) =7 tm
M(x):4-x—l-x3; (2)
8 M(4)=8tm

M(3,266) = 8,709 t:m

V(0)=4t
V(X):dM(x):4_§'X2; V(2)=2,5t
dx 8 V(4)=-2t
V(3,266) =0t

M max para V(x)=0; 4-3x—0; x=4.8-32, X=M=3 266 m
8 3 3 NG

V) _yg. —%xzo; X=0; V=4 t

Vmax para

M
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0<x,<2m

2m IR,=st

Fig. E.3.1.5.

S

l l;
\ V ?(Xl 31)/2 ’
RB=5 t

Fig. E.3.1.5.f

Yl—(3 /2) Xl

Por semejanza de tridngulos:

_M(X)+5'X1_%'X1'(E'le'i'xlzo

2 3
. M(0) =0 t-m
M(X)=5-xl—z-xf; M(1) =4,75tm
M(2) =8tm
M 3 V(0)=-5t
V(x,) =~ d(xl) =—5+Z-xf; V(1) =-4,25t
. V(2) = -2t

Mg para V(x;)=0; —5+% X2 =0; X, =, /5% = Z\E: 2,582 m (fuera del tramo)

dv(x) . 3

V max para =
méx P dx, 4

V,, =-5t; M, =8,709tm
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Diagramas de esfuerzos:

41
2:5% -
A i ' x—4 m x=5m B
4y x=2m L0t
21 :
x=3,266 m

425t 5¢

8,709 tm

Fig. E.3.1.5.9
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Ejercicio 3.1.6

La viga simplemente apoyada de la figura AB, est4 sometida a una carga distribuida de
forma trapezoidal. Determinar el momento flector M y el esfuerzo cortante V en el centro del
vano.

Dibujar las leyes de esfuerzos cortantes y momentos flectores.

35KN/m
I\\N\H\ \ 20 KN/m
Ay Y VT {l\l B
Sm J‘
Fig. E.3.1.6.a

Solucioén:

Se aplica el principio de superposicion, descomponiendo el estado de carga real en los
siguientes estados:

— 20 Kt/ 15 KN/m
JE e
Ay s A A
- Sm -
Fig. E.3.1.6.b
Estado I:
| 20 KN/m
NIRERRERANE
é%; s
RH TR};

Fig. E.3.1.6.
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Reacciones:
YF,=0; R, +RL—20.5=0; R +R}=100
>M,=0; R.-5-20-5-2,5=0;

R, =20-2,5=50kN

R!, =100—-50 =50 kN

O<x<bm
| X
M —50-x+20-x-5=0

M'(0) =0 kN-m
M'=50-x-10-x*; |M'(2,5)=62,5kN-m
M'(5) =0 kN:m

A x=2,5m B

. ({1
62,5 KN'm

Fig. E.3.1.6.d

O<x<bm
| V'(0) =50 kN
V'(x) =%=50—20-x; V'(2,5) =0kN
X
V' (5) = —50 kN
50 KN
A ‘ 104 x=2,5m B
& it

-50 KN

Fig. E.3.1.6.e
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Estado II:
15 KN/m
i v‘ f T\i\rr‘v’\rrr\\, 5
a3 %
RY| RE
X
Fig. E.3.1.6.f
Reacciones:
>R, =0; R')\+Rg—%-5-15=0; RA +Rp =37,5
1 1
Rp =12,5kN
R: =37,5-12,5=25kN
Ley de momentos flectores:
o o
‘ ] vl
MII\\ VH %/B
TR1§=12,5 KN
X
Fig. E.3.1.6.9
0<X,<5m
-M +12,5-x1—5-x1-(Z-xl)-z-xl:0
M"(0) =0 kN-m
M"(2,5) = 23,438 KN-m
1 M"(5) =0 kN-m
M" =125, = >-x%; | O
2 M" (1) =12 kN-m
M"(4) =18 KN-m
M"(2,887) = 24,056 KN-m
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2,887 m
- -
2,5m
A ' B
AT} 2

24,056 KN'-m 23,438 KN'm

Fig. E.3.1.6.h

0<x<5m
] 1
\Y +12,5—§-x1-3-xl

Vv"(0)=-12,5kN
V" (2,5) =-3,125 kN
V" (5) = 25kN

V" (2,887) =0 kN

V"(x) =-12,5+1,5-x?;

Munscpara V'(x;)=0; —12,5+15-x; =0; X, =2,887m

En funcion de x:

X, =L-X
M" =12,5-(5—x)—%-(5—x)s =0,5-x*~7,5-x* +25-X

dM" (x) _

V"(x) = 1,5-x*-15-x+25

Suma de estados:

M(x) =M'(x)+M"(x) =50-x —10-x* +(0,5-X° = 7,5-x + 25-X)
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M(0) =0 kN-m
5 5 M(2,5) =85,938 kKN-m
M(x)=0,5-x"-17,5-X“+75-X;
M(5) =0 kN:m

M(2,387)=86,114 KN-m=M,,,

V() =V'(x) + V" (x) =50 - 20- X +(1,5- x* ~15-x + 25)

V(0) =75kN
V(X):L5X2—35X+75, V(2!5):_3,125 kN
V(5) =-62,5kN

V(2,387) =0 kN

Mmax para V(x)=0; 1,5-x* =35-x+75=0; x, =20,946m (fuera del tramo)

X, =2,387Tm
Diagramas de esfuerzos:
V(X):
75 KN
o \
A LN B
AN o A
2,387 m \
\ -62,5 KN
2,5m -3,125 KN
M(X):
‘ 2,5m
2,387m
A T B

m

L

86,114 KN'-m 85,938 KN'-m

Fig. E.3.1.6.i
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3.2. PORTICOS ISOSTATICOS DE UN SOLO VANO
Ejercicio 3.2.1

Calcular y representar, acotando los valores singulares, las leyes de esfuerzos del siguiente
portico (Convocatoria Febrero de 2014).

4m
3 t/m
2NEREN
B C
2,5m
A. E
2,5m
-y %
Fig. E.3.2.1.a
Solucion:
Reacciones en los apoyos:
3 t/m
NN ERE
B C
2t g
A %
b, . -
Va Vb
Fig. E.3.2.1.b
>F, =0; V,+V,-3-4=0 (1)
>F,=0; H,+2=0; H,=-2t

YM,=0; V,-4-2.25-3.4.2=0
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v, =5+424=7,25t

1)  V,=-7,25+12=4,75t

3 t/m
phr il
B C
2Ll
A A
- ;—t- ]
{4,75'{ 725t
Fig. E.3.2.1.c
TRAMO AE:
M(0): =0tm
0<x<25m M(x) -2-x=0;  M(x) =2-x (), ]
M(2,5), =0tm
dM(x)E
V(x)E = A =2t
e
N(x), +4,75=0t;  N(x). =-4,75t
TRAMO EB:
l
4,75t 4,75t X
S m< |5 tm

Fig. E.3.2.1.d
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0<x<25m M(x).-5=0; M(x); =5t

N(x); =—4,75t

TRAMO BC:
‘3L/m
51-m( 0t ri‘v”riii 0t \}01-m
% B (@
4,751 7,25
Fig. E3.2.1.e
O<x<4m M(x)g—5—4,75-x+3-x-§:0;
M(0); =5tm
M(x); =5+4,75-x~15-x* ( )i
M(4); =0tm
dM(x); V(0): = 4,75t
V(x); = B =4,75-3-x °
dx V(4); =-7,25t
N(x);=0t

V(x); =0 para: x = 4'—;5 ~1,583m; M(L583)° =8,76 tm

TRAMO CD:
0<x<5m  M(x), =0t
dM(x),
V(x), = =0t
()2 =20

-N(x), =7,25=0; N(x). =-7,25t
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7,251

Fig. E.3.2.1.f
Diagramas de esfuerzos:
Momentos flectores:
8,760 t-m
Stm :
Ei);
2t x=1,583 m
S|
Stm
S

Fig. E.3.2.1.9
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ot

-7,25t

(S8
t

5

Fig. E.3.2.1.h

%75 t 7,251 %

Fig. E.3.2.1.
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Ejercicio 3.2.2

Calcular y representar, acotando los valores singulares, las leyes de esfuerzos del siguiente
portico (Convocatoria Febrero de 2015).

| 10 KN/m ’
RN RNENENN
1m C D
10 KN B 2m
E\‘
3m 10 KN'm”~
2m
A .
6m
Fig. E.3.2.2.a
Solucioén:
Reacciones en los apoyos:
10 KN/m
ERERNNRNEN
C D
10KN—|B
410 KN'm
E|)
A F
YA YF
v
Fig. E.3.2.2.b
Reacciones:
>F =0; X, +10=0; x, =—10KkN (Sentido opuesto al considerado inicialmente)
>F =0; -y +Y:-10-6=0; -y, +y. =60

SM,=0; 6-y,~10-3-10-10-6-3=0; yF=2—6230=36,667kN

Y, =—060+y. =—60+36,667 =—-23,333 kN

(Sentido opuesto al considerado inicialmente)
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Leyes de esfuerzos:

Tramo AB:
B
A b
I0KN 173333 KN
Fig. E.3.2.2.c
0<x<3m
M (x)-10-x=0
M2 (0) =0 kN-m
M (x) =10-X ; ;‘( )
M8 (3) =30 KN'm
VE(x) =10 kN
NE (x)+23,333=0; N&(x)=-23,333kN
Tramo BC:
6l
10 KN J
>~ 30 KN'm
10 KN =
23,333 KN
Fig. E.3.2.2.d
O<x<1Im

MS(x)-30-10-x+10-x=0; MS(x) =30 KN-m
VE(x)=0kN

NE(x) +23,333=0; NS(x)=-23,333kN
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Tramo CD:
23333KN __ 10 KN/m
N T T
30KNm" | € D
X
»— 30 KN'm
23,333 KN
Ic
B
Fig. E.3.2.2.e

0<x<3m

0

Mg(x)—30—23,333-x+10-x-§

M2 (0) =30 kN-m

M2 (x) =30+23,333-x-5-x%;

M2 (6) = —10 kN-m

M2 (2,333) =57,221kN-m

V2 (x) =23,333-10-X;

V2 (0) =23,333kN

V2 (6) = 36,667 kN

M . ; 23,333-10-x=0; x=2,333m

NS (x) =0 kN

Tramo FE:

~«10 KN'm

36,667 KN

Fig. E.3.2.2.f



Javier Suarez & Gracia Rodriguez

83

O<x<2m
ME(X)zO
VE(X)=0

NE () +36,667 =0; NE(x)=-36,667 kN

Tramo ED:
D
7
10KNm| 1 E
36,667 KN
Fig. E.3.2.2.9
O<x<2m

—M2(x)—10=0; M2(X)=10 kN-m
VP (x)=0

NP (x) + 36,667 =0; N2 (x) =—36,667 kN

23,333 KN
j(al
£ iat .
E -36,667 KN
10 KN
F

Fig. E.3.2.2.h




84 Ejercicios de Fundamentos de Estructuras

Esfuerzos axiles:

e D
B
t T |E
A F
/N 233BKN  36667KN L
Fig. E.3.2.2.
Momentos flectores:
-10 KN'm
o
e ; -10 KN-m
= ?
B 30kNm P 5
30 KN'm 5
g E
57,221 KN'm
A F

Fig. E.3.2.2
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3.3 VIGAS GERBER

Ejercicio 3.3.1

Determinar la expresion analitica y dibujar las leyes de esfuerzos (momentos flectores y
cortantes) en la viga indicada en la figura (Convocatoria Septiembre de 2014).

6 KN 4 KN'm 4 KN/m
\ \
Na B C D/ E.5, F
2m 4m 2m 6m 2m
Fig. E.3.3.1.a

Solucioén:

Ma, - —_— 4 KN'm 4 KN/m
4 ~
xa N \
Na B C D/ E%, F
YA‘ YE
Fig. E.3.3.1.b
IF =0; X, =0
2R, =0; Ya+Ye—6-4:2=0; y,+y. =14
M, =0; M,-6-2+4+y.-14-4.2.15=0; 14-y.+M, =128

Condicion en la rotula C:

M,(C)=0; M,(C)+M,~6-y,+6-4=0

M, (C)=-M, +6-y, ~24=0; 6-y, —M, =24
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Se resuelve el sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas siguiente:

Yat+Yye =14 Ya =55kN
14-y. +M, =128 Ye =8,5kN
6-y,—-M, =24 M, =9kN-m

O<x<2m

M(0); =-9kN'm

M(x); =5,5-x-9;
M(2), =2kN'm

dM(x)B
V(x): = A —55kN
(==
TRAMO BC:
O<x<4m
\6 KN
/
2 KN.m |
\ 4B C 4
5,5 KN ;0.5 KN
Fig. E.3.3.1.c

M(x)§—2—5,5-x+6-x=0

M(0); =2 kN'm

M(x); =2-0,5-x; (ar
M(4)S =0kN-m
B
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TRAMO CD:

O<x<2m

¢
0,5 KN

Fig. E.3.3.1.d

M(0)> =0kN-m
M(x)z =-0,5-X; ( )E
M(2). =-1kN'm
dhﬂ(x)D
V(x)° = ¢~ _0,5kN
(e ==
TRAMO DE:
O<x<6m
/[ 24 KNm
1 KN'm | 1
N /D
0.5 KN
Fig. E.3.3.1.e
M(x); +4+1+0,5-x=0
M(0); =-5kNm

M(x). =-0,5-x -5

M(6), =-8kN-m

N
)4 KN-m
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TRAMO EF:
O<x<2m
0,5 KN
‘ 4 KN/m
e ( T
\ VE F
y=8.5 KN
Fig. E.3.3.1.f

M(X)E +8+015'X—8,5-X+4-x-§:o

M(x). =—8+8-x—2-X* M(0) =-8kN-m
M(2)_ =0kN'm
dM (x)" V(0). =8kN
V(x); = (x)e —8-4.x (0)
E dx F
V(2); =0kN

Fig. E.3.3.1.9
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Ejercicio 3.3.2
Dibujar leyes de esfuerzos y deformada, sefialando los puntos de inflexién, en la viga

continua de rigidez constante indicada en la figura, en la que se han dispuesto dos rétulas
G, y G, (Convocatoria Febrero de 2015).

10t

ﬁ 1m
S5m 6m 5m
Fig. E.3.3.2.a
Solucion:
2t/m
A \101 JERRRRRRNNNAN ]“” D

Sm 6m Sm

Fig. E.3.3.2.b

Ecuaciones de equilibrio:

2F,=0; R,+R;+R.+R,=2-10+2-6=32; R,+R,+R_ +R,=32
*M,=0; R,-5+R.-11+R,-16-10-2,5-10-135-2-6-(5+3) =0;
5.R, +11-R_ +16-R_ =256

Condicidn en las rétulas G1 y G2:

M. (G,)=0; M,(G,)-6-R,-1-R,+10-35+2:1.05=0;
M, (G,)=6R, +R,-36=0;

6-R, +R, =36
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M. (G,)=0; M.(G,)-10-R, -5-R,+10-75+2.5-25=0;
M. (G,)=10-R, +5-R, -100=0;

10-R, +5-R, =100

Se resuelve el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas siguiente:

R,+R;+R.+R, =32
5-R, +11-R. +16-R_, =256
6-R,+R, =36

10-R, +5-R, =100

R, =4t R =12t R =12t R, =4t

Leyes de esfuerzos (expresion analitica):
TRAMO AE:

O<x<2,5m;

M(0)5 =0 tm
M(x)E —4.x=0; M(x)E =4.% ( )A
A A E
M(2,5); =10tm

E
. :dM(x)A 4t
A dx

V(x)

TRAMOQ EB:

2.5m<x<bm;

M(x); —4-x+10-(x~2,5) =0

M(2,5); =10 tm

M(x)? =4-x~10-x+25; M(x)> =—6-x+25 ]
M(5); =-5tm

o dM(x)

V() =

=6t
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Sm<x<6m;

M(x)‘;l_4.x+10-(x—2,5)_12.(X_5)+2,(X_5). —0;

(x=9)
2

M(X)zl:4'X_10'X+25+12‘X—60—(x_5)2;

M) =5t

M(x); =16-x—60—x’ °
M(G)B =0tm

dm V(5) =6t
V(x)y = TP MO
dx V() =4t
TRAMO G;G,:

6m<x<10m;

M(e):: =0t
M(10):> =0 tm

V(6) =4t
V(10)2) =4t

G1

(xS ~16:x-60-

dM G2
V(x)o, = s;()‘“ ~16-2-X

Mméx (8m) = 168_60—82=4tm

10m<x<1lm;

M(10)°. =0 tm
M(X);z =16-X —60— x> ( )GZ

M(“‘)Zz =-5tm
dM (x); V(10)° =4t
V(X)g2 = sx)ez -16-2-X ( )((:32
: V(-
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TRAMO CF:

11m<x<13,5m;
M(X)_ —4-x+10-(x~2,5) 12+ (x=5) +2-6-(x —8) ~12-(x ~11) =0;

M(11)" =-5tm
M(x), =6-x~71 (1) ]
M(13,5). =10 tm

dM(x)F

V(x) = C_6t
(¥ =
TRAMO FD

135m<x<l16m
M(x)f —4.X+10-(x=2,5)—-12-(x=5)+2-6-(x—8) —12-(x —11) +10-(x —13,5) =0

M(13,5)° =10 t-m
M(x)° =—4-x+64 ( D)F
M(16). =0 tm

dM(x),
V(x), = d(;()F:—4t

Diagramas de esfuerzos:

Momentos flectores:

R -5 t‘m m 5 t'm
'E B C
N/ 7@7 O i mw 4 t'm % w
10t'm 10 t'm
Fig. E.3.3.2.c
Esfuerzos cortantes:
6t 6t
4t 4t
o 1
" 10} 5 | 6 5
E Gi Ga !0t F
it | i
4t 4t
6t 6t

Fig. E.3.3.2.d
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Deformada:

% E /GI

Fig. E.3.3.2.¢

G A—TF — B
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3.4 ARCOS

Ejercicio 3.4.1

En el arco isostatico de radio R representado en la figura, sometido a su propio peso p,
determinar la expresion analitica de las leyes de esfuerzos, en funcion del angulo ¢.

Representar las leyes de esfuerzos (Convocatoria Febrero de 2015).

Fig. E.3.4.1.b

Solucioén:

Reacciones en los apoyos:

Fig. E3.4.1.c

dP=p-ds

dP=p-R-d
ds=R.dg| P @
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P:Iszjonp-R-dQ:p-R-n
[11 YR=0; R,+Ry-dP=0; Ry,+Ry—p-R-7=0
[2]  IM,=0; R,-2:R—['dP-R-(1-cosp)=0
(a) J.Onp-R-d(p-R-(l—COS(p)zp-Rz-I:(l—COS(p)d(p:p-Rz-((p—Sen(p)LT; =
=p-R?-(n—senn—(0—sen0))=p-R*-m

[2] Ry-2-R-p-R*.n=0"

)"::)\‘
"\ /M
ds /° \
~ \
5 . \\
dpy
A
B R i R-cos¢
SR R(cosf-cosp)
ke -
R-cosb
Fig. E.3.4.1.d

O<op<m
M((p)—%-p-R-n-(R—R-cos<p)+j0(pR-(cos@—cos<p)dP=0;
[dP=p-R-d6]

1 )
M(p) =3P R2 -TE-(l—COS(p)—L p-R?-(cos®—cose)do
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2

M(¢p) = p-2R (n+cosp-(2-@—m)-cosp—2-seng);

M(0) =0
p-R2 2
M(rn/4)=0,617- 2" —0,308.p-R
2

M(r/2)=(n-2)- PR _0,571.p.R?
AV ‘\-x:"N
M

dp'

RA=(PR1Y2, o/

ST PRSP SRR S

Fig. E3.4.1.e
—V—_[:dP-sen(pﬁL%-p-R -m-senp=0
V(0)=0
V(o) =R seng-(2-9-7); V(r/4)--111. 22
V(n/ 2) =0

® 1
N—jo dP-cos<p+E~p-R-n-c05(p=0
0 1
N((p)zJ.O p-R-dG-COS(p—E-p~R-1t-COS(p

N(O)z—n-%z—l,S?l-p-R

N(9)=E% -cosg-(2--); N(w/4)=-111- 2% ~-0,555:p R

N(n/2)=0
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Diagramas de esfuerzos:

Momentos flectores:

0,308 p-R?

2

0,308 p-R>

S w4
0

Fig. E.3.4.1.f

Esfuerzos cortantes:

0pR

S 34
0

Fig. E.3.4.1.9

Esfuerzos axiles:

0,555 pR 5 0,555 pR

1,571 pR

Fig. E.3.4.1.h
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4.1 DEFORMACIONES LONGITUDINALES EN VIGAS

Ejercicio 4.1.1

Una viga en voladizo AB esta cargada en su extremo libre por un momento M. La viga tiene
una longitud L=2 m y la deformacién longitudinal unitaria en la superficie superior es de
0,001. La distancia de la superficie superior de la viga a la superficie neutra es de 60 mm.

Calcular el radio de curvatura p, la curvatura x y la deflexion vertical v, en el extremo libre

de la viga.

dl
A B x
§\ \ [V
\ AL
" = ',Mo

Fig.E.4.1.1.a
Solucién:

Fig. E4.1.1b

La viga estd sometida a un estado de flexion pura.
Debido a la accion de los momentos flectores, la viga se flexiona en el plano xy, y las lineas

longitudinales de la viga se alargan o acortan, produciéndose deformaciones longitudinales,
proporcionales a la distancia y a la superficie neutra e inversamente proporcionales al radio

de curvatura p:
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Conocidos g, e y, despejamos p:

Y _ 90 _60000mm=60m
e 0,001

De donde la curvatura es:

1_1 =1,667-10° m™ =0,01667 m™

K=—=—

p
El 4ngulo formado por la curva de deflexion sera:

_L_2M 4 0333rad
P m

Finalmente, la deflexion de la viga en su extremo libre B sera:

v:L-g=2-%=0,0333m:3&33mm
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Ejercicio 4.1.2

Una viga de seccidn transversal rectangular, cargada como se ve en la figura.

La distancia entre soportes es L=3 m, y la altura de la viga es h=140 mm. La deflexion v en
el punto medio es 3,5 mm.

Determinar la deformacion lineal méxima en las partes superior e inferior de viga.

: h

A LB . Cc& ]
i SECCION

a L a i

Fig.E.4.1.2.a

Solucioén:

P P

= &B e
D

Fig. E.4.1.2.

X170
\/

Fig. E4.1.2.c

De la geometria del dibujo, se deduce:

6 L
V=—-—

22

De donde despejamos el angulo formado por la curva de deflexion:

E):4-v_4-3,5mm

BT =4,667-10 rad
-10° mm
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El angulo 8 también esta relacionado con el radio de curvatura p a partir de la siguiente
expresion:

0=—
p

De aqui podemos despejar el radio de curvatura.

L 3m

= —642,85Tm
0 4,667-10° rad

p

La deformacion longitudinal se obtiene a partir de:

En la superficie superior e inferior el valor de y es maximo:

~140mm

méx

70 mm

Por tanto, la deformacion longitudinal de la viga en las superficies mas alejadas de la
superficie neutra sera:

70 mm

g, = ——=1,089-10"
642,857-10° mm

&, =—1089-10°

X

e, =1089-10"*

Xs

El signo negativo nos indica que en la superficie inferior de la viga, las fibras longitudinales
se acortan.
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4.2 TENSIONES NORMALES

Ejercicio 4.2.1

La viga simplemente apoyada mostrada en la figura tiene una luz de 4m, y soporta una
carga uniformemente distribuida de valor g=15kN/m.

Determinar la tension de flexion maxima debida a la carga g, si la viga tiene una seccién

transversal rectangular con ancho b=240mm y altura h=280mm.

Fig.E.4.2.1.a

z h=280 mmm

—-—
b=240 mm

Fig. E.4.2.1.b

Solucioén:

N
N

Vol VB

-]

4m

Fig. E4.2.1.c

Célculo de las reacciones en los apoyos:

YF, =0; V,+V,-15-4=0; V, =60-V, =60—30=30kN

YM,=0; V,-4-15-4.2=0; V,=30kN
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Ley de momentos flectores:

O<x<4m
X
M(x)—30-x+15-x-5:0;

M(0)=0kN-m
M(X) =30-Xx—7,5-x> |[M(2)=30kN-m
M(4)=0kN-m

Momento maximo:

dM(x)
dx

30-7,5-x=0—>x=2m

0

El momento maximo se produce en el centro del vano:
M, =M(2)=30kN-m

Por tanto la tensién normal méaxima se producira en la seccion central.

Tensiones maximas de traccion y de compresién (férmula de la flexién):

La seccion transversal de la viga es doblemente simétrica, es decir, simétrica respecto al eje z
y al gjey.

En este caso las tensiones maximas de traccién y de compresion que actdan en los puntos
extremos de la seccidn son:

zZ - J h=0,28 m

-
b=0,24 m

Fig. E.4.2.1.d

6 =g, = Mc_ kN.m.9;14?1 _ _9566,327kN/
| 0,439-10° m

Donde: Izi-b-h3 =i-0,24m-0,283 m=0,439-10° m*
12 12
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Distribucién de tensiones en la seccién central de la viga:

y
; 6, =-9566,327 KN/m >
/
c -
/
e o Yyt
X /M

o, =9566,327 KN/m>

Fig.E4.2.1.e
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Ejercicio 4.2.2

Para la ejecucion de un puente de carretera, las vigas principales se han proyectado de
pilar a pilar. El tramo en voladizo de cada una de las vigas tiene una longitud de 45m. La
seccion transversal es en | con las dimensiones indicadas en la siguiente figura.

Cada viga soporta una carga lineal de 11kN/m, que incluye su peso propio. Calcular la

tension maxima de flexion en una de las vigas.

v q=11 KN/'m
LTI
SA B

L=45m
Fig.E.4.2.2.a

i
50mml [ T

| Nr

25 mm 2400 mm

4 N

L I

610 mmm

Fig. E.4.2.2.

Solucioén:

Célculo de las reacciones en el empotramiento:

q=11 KN/m
MA(_gvA,H,HnH,i
2
Fig. E4.2.2.c

YF,=0; V, —11-45=0; V, =495kN
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YM,=0; M, —11-45-%=o; M, =11137,5kN-m

Ley de momentos flectores:

O<x<45m
M(x)+11137,5-495-x +11-x-§=0 ;
M(0) =11137,5kN-m

M(x)=-11137,5+495-x—5,5-%° M(22,5) =—2784,375 kN-m
M(45) =0 kN-m

Tensiones normales méximas (férmula de la flexién):

La tension maxima de flexion se produce en la seccion correspondiente al empotramiento.

Por ser la seccion doblemente simétrica, las tensiones maximas de traccién y de compresion
tienen el mismo valor absoluto.

M-c
R
Donde,
c=2’47m=1,2m

2,4m 1 < —1@)
4 | |L0.025m
i
10,05 mm
!
0,61 m
Fig. E.4.2.2.d

I, =$-O, 61-0,05° +0,61-0,05-1,175* =4,212-10° m*
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l,, =$'0,025~(2,4—2-0,05)3 =2,535-10% m*

|, =21, +1, =2-4,212-102 +2,535-10° = 0,1096 m*

_M-c_-11137,5kN'm-1,2m
oo 0,1096 m*

~121943,431kN/m? =121,943 MPa (TRACCION)

o, =121,943 MPa (COMPRESION)

Distribucién de tensiones en la seccién del empotramiento de la viga:

d

» 61 =121,943 MPa (TRACCION)

6, =-121,943 MPa  (COMPRESION)

Fig. E.4.2.2.e
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4.3 MODULOS RESISTENTES DE LA SECCION

Ejercicio 4.3.1

La siguiente viga simplemente apoyada tiene una longitud de 4,5 m.

Soporta una carga uniforme g=15 kN/m, y una carga puntual en el centro del vano de valor
P=36 kN. La tension admisible del acero empleado es 6,4n=261904,762 kN/m?,

Determinar el médulo resistente de la seccidn necesaria W,, y elija un perfil IPE adecuado.
Recalcula el modulo resistente, teniendo en cuenta el peso propio de la viga para el perfil
IPE seleccionado.

Fig. E.4.3.1.a

Datos: L=45m
q=15kN/m
P =36kN
Acero S275JR (o, = 275 N/mm?; y, = 1,05)

Solucioén:

Momento maximo:

Para obtener el momento maximo aplicamos el Principio de superposicion, considerando los
siguientes estados:

q
i Ty
AR c 22 T A5 rily
B ! [ 5 |
ESTADO 1 ESTADO 11

Fig. E.4.3.1.b

En el estado I, el momento méximo se produce en el centro del vano y viene dado por:
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_P-L_36kN-45m

= Mcl
4 4

M., =40,5kN-m

En el estado |1, el madximo momento también se produce en la seccion central de la viga y
viene dado por la siguiente expresion:

‘> 15kN/m-4,5° m’
M :Mcu:qS = )

maxI|

=37,969 KN-m

En el estado real, el momento méximo se produce en el centro de la viga y seré la suma de
los dos anteriores:

M = My + M, = 78,469 kKN-m

Moddulo resistente de la seccién necesaria:

W Mus __ 78,469 kN-m
" 261904,762 kN / m?

=2,996-10" m®

Gadm

W, =299,609 cm’

Perfil IPE adecuado:

Se elige un perfil IPE 240 cuyo mddulo resistente es:

W, =324cm® > W, = 299,609 cm®

Xnecesario

Recalculo teniendo en cuenta peso propio de la viga:

Para el perfil IPE 240, el peso propio es:
pp=30,7 kp/ m=307 N/m=0,307 kN/m

Por tanto, la carga total distribuida a considerar es:

g+pp=15+0,307=15,307 KN/ m
En el estado 11, el momento méximo en el centro del vano sera:

L2 15,307kN/m-4,5"m
M :Mcu:q8 = )

maxI|

=38,746 KN'm

Y el momento maximo del estado real:

Mmax = Mma’xl + Ivlma’xll = 79’ 246 kNm

El médulo resistente de la seccién necesaria sera:
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W - Mus __ 79,246 kNm
" Gum  261904,762 kN /m’

adm

=3,026-10" m® =302,567 cm®

Por tanto, sigue siendo valido el perfil IPE 240, pues tiene W,=324 cm”.
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Ejercicio 4.3.2

Una viga en voladizo soporta una carga uniforme q=2 t/m y una carga puntual en su
extremo libre de valor P=151t.

Determinar el mddulo resistente Wy de la seccion requerida, para 6,9n=22380,952 t/m?.
Para el perfil IPE seleccionado, recalcular el mddulo resistente W, necesario teniendo en
cuenta el peso propio de la viga. Si es preciso, elegir un perfil distinto.

Acero S235JR, ym = 1,05.

- P=1,5t
I
g B
L=1,8 m
Fig. E4.3.2.a
Solucioén:
Calculo de las reacciones:
(=2 tm P=1,5t
/'ql‘viivilv‘vllv
M, | gA =
!
Ra| L=18m
Fig. E.4.3.2.b
>R, =0; R,-2:18-15=0; R,=51t

YM,=0; M,-1.18-0,9-15-18=0; M, =5094tm

Ley de momentos flectores:

0<x<18m

M(x)+5,94—5,1-x+2-x-§=0;
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M(0) =-5,94 t-m
M(X) =-5,94+5,1-x —x* M(0,9) =—2,16 tm
M(1,8)=0tm
Mddulo resistente necesario:
M s . M, 5,94 tm

o — — max

=2,654-10" m®

W, " o, 22380,952t/m?

adm

Perfil IPE adecuado:

Se elige un perfil IPE 240 cuyo mddulo resistente es:

W, =324cm® > W,

Xnecesario

= 265,404 cm®

Recélculo teniendo en cuenta peso propio de la viga:

Para el perfil IPE 240, el peso propio es:
pp=30,7kp/m=0,0307t/m
Por tanto, la carga total distribuida a considerar es:

q+pp=2+0,0307=2,0307t/m

(Mﬁ\l; q Man
q-LY)2 P-L P
fpr bt i bbbyl /

§ + (¥ B

TRM:q L TRAII=P
ESTADO I ESTADO I
Fig. E.4.3.2.c

En el estado I:

_g-12 2,0307t/m-1,82m

MAI 8 8

=3,290 t'm
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En el estado Il:

M,, =P-L=15t-18m=27tm

Y el momento en A del estado real sera:

M, =M, +M,, =5,99 tm

El médulo resistente de la seccién necesaria sera:

M., 5,99 tm

_ max

“ T 22380,952t/m?

adm

=0,26764-10"° m® = 267,64 cm®

Por tanto, sigue siendo valido el perfil IPE 240, pues tiene W,=324 cm®,
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Ejercicio 4.3.3

La viga AB simplemente apoyada esta cargada como se muestra en la figura. Sabiendo que
02am=223809,5 kN/m? L=6 m, P=10 kN y q=30 kN/m, calcule el médulo resistente W, de la

seccién requerida.

Seleccione un perfil IPN apropiado y recalcule el médulo resistente W, teniendo en cuenta el
peso propio de la viga. Si es necesario elija un perfil diferente.

q q
P
T P M
AN & D E .
L/4 L/4 L/4 L/4
Fig. E.4.3.3.a
Solucion:
Principio de superposicion:
q q
; 1] ]
Yy
M A TS C 22 TS E A0
= 15 - .S
ESTADO1 ESTADO IT ESTADO III
Fig. E.4.3.3.b
Estado I:
iP
5 D B
‘ L2
Fig. E.4.3.3.c
L P.L 10-6
Para x=—=3m; M_,, =——=——=15kN
2 4 4
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M(0)2 =0 kN-m
M(x)2=;x=%-x=5-x; M(1,313)3 =6,565 kN-m
M(3)2 =15 kN-m

Estado I1:
‘ q
AT )
vAY C 2,
X
Fig. E.4.3.3.d
Para x=5- 1- L/ay_7-L_7:6 =1313m
4 2.L) 32 32
Para x=3

' ' M(L,5)8 = 25,313 kN-
M(X)g:&(L_X)ZM(6—X)=5,625-(6—x); L.5)c m
32 32 M(3)E =16,875 kN-m

Estado I11:
q
A ' B
% E 7
Fig. E4.33.
q
l v I \
A g 3
Ry s |RE
Fig. E.4.3.3.f
YF, =0; R')\'+Rg'—30-g=o; R) +Ry =30-1,5=45kN
YM,=0; Ry -6-30-1,5-(6-0,75)=0; Ry = 236’25:39,375 kN

R} =45-39,375=5,625kN
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Ley de momentos flectores:

TRAMO AE:

O0<x<4,5m

M(0)5 =0kN:m
M(4,5)5 =25,313kN-m
M(L 313)% =7,386 kN-m
M(3)% =16,875 kN-m

TRAMO EB:

45m<x<6m

M(X)2 5,625 + 30+ (x — 4,5). =4

M(4,5)2 = 25,313 kN-m

B 2,
M(x)E =5,625-x —15-(x —4,5)"; M) — 0 KN
E=

Momento maximo:

Meea (X =1,313m) =M, (1,313) + M, (1,313) + M, (1,313) = 6,565 + 25,84 + 7,386 = 39, 791 kN-m

Mgea (X=3m) =M, (3) + M, (3) + M, (3) =15 +16,875 +16,875 = 48,75 kN-m

Mddulo resistente necesario, W:
M., 48,75 kN-m

_ max

* T 5. 223809,5kN/m?

adm

=2,178-10"* m*® =217,819cm®

Perfil IPE adecuado:

Se elige un perfil IPN 220 cuyo modulo resistente es:

W, =278cm® > W, =217,819cm®

Xnecesario

Recélculo teniendo en cuenta peso propio de la viga:

Para el perfil IPN 220, el peso propio es:
pp=311kp/m=0,311kN/m
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Consideramos otro estado adicional:

ESTADO IV
PP=0,311 KN/m
REIEEERERERERRNR RN
Fig. E.4.3.3.9
2 2
Moy (x=3) = P 036y

8 8
Men (X=3M) =M, (3)+ M, (3) + M,,(3) + M, (3) =15+16,875 +16,875+1,4 = 50,15 kN-m

M. . 50,15 kN-m

— max

* T 5. 223809,5kN/m?

adm

=2,241-10" m® =224,075cm®

Por tanto, sigue siendo valido el perfil IPN 220, pues tiene W,=278 cm®.
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Ejercicio 4.3.4

Un balcdn de madera es soportado por tres vigas idénticas de madera laminada. Cada viga
tiene una longitud L;=1,9 m, ancho b y altura h=(4b)/3.

El balcdn tiene las siguientes dimensiones L;-L,, con L,=2,4 m.

La carga de disefio es de 6 kN/m? actuando sobre toda la superficie (esta carga incluye
todas las cargas excepto el peso propio de las vigas en voladizo).

La tensién admisible a flexién de las vigas de madera es de 30 N/mm?.

Se supondra que la viga intermedia soporta el 50% de la carga y que cada viga exterior
soporta el 25% de la carga.

Calcular las dimensiones necesarias para b y h. (PESO ESPECIFICO: 5,2 kN/m®)

Solucioén:

L=1,9m

Fig. E4.34.a

Fig. E4.3.4b

Fig. E4.3.4.c
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Carga sobre viga intermedia:

Geup =6 KN/ m?

Quineal =2,4m-0,5-1m-6kN/m?*=7,2kN/m

Calculo de las reacciones:

YF, =0; R,-7,2:19=0; R, =1368kN

YM,=0; M, —7,2.1,9.%=0; M, =12,996 kN-m

Ley de momentos flectores:

0<x<19m
M(x)+12,996—13,68-x+7,2-x-§=0;

M(0) = —12,996 kN-m
M(x) =-12,996 +13,68- x —3,6x° M(1) = 2,916 kN-m
M(L,9) = 0 KN-m

M, ., =12,996 kN-m

Mddulo resistente de la seccién necesario:

W - Mus _ 12,996 kN-m

s 30.10° KN/ m?

adm

=0,433-10°m*=433,2cm?®

Para una seccion rectangular,
2 . 2 K3
W, _b-h :b (4b/3) _16-b
6 6 6
h=2P_ 41135 15150
3 3

MEDIDAS COMERCIALES: b=120 mm; h=160 mm

=433,2cm® > b®=1462,05; b=11,35cm

Comprobacidn teniendo en cuenta peso propio de la viga:

Debido al peso propio de la viga:

qpp:b-h-5,2kN/m3=0,12m-0,16m-5,2kN/m3:O,O99kN/m

L2 .
M, - d L 008919 o ag
2 2
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Momento maximo en A:
Mps =My + My, =12,996+0,179 =13,175kN-m
Maodulo resistente:

_b-h? 0,120,167

W, ~512.10% m®
6
w, = Moo M ISITSKNM o 73 155 oy 7 m?
_ W, 512.10"m

5=2573-10° kN/m? <o, =30-10° kN/m’

Al ser menor gue la tensién admisible, la seccion de la viga es valida.
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4.4 TENSIONES TANGENCIALES
Ejercicio 4.4.1
Una viga simple de madera soporta una carga uniforme de 30 kN/m (incluye el peso de la

viga). La longitud es de L=3 m, y la seccion transversal es rectangular de 240 mm de ancho
por 300 mm de alto.

Calcule la tension tangencial mdxima tmay Y 1a tension de flexion maxima opeay.

q
LT TTITTITT11
& vvvvvvvvivv B
= -
L
Fig.E.4.4.1.a
h
— .
b
Fig. E.4.3.4.b
Solucién:
L=3m; =30 kN/m; b=240 mm; h=300 mm
2 2
M, =9 L 303 a3 25 knm
8 8
v, =ov, =3 303 5
2 2
oy =M Y  3375-015 _ ga05 1 m2 = 9,375 MPa
I 0,00054
_V-h*  45.0,3

T, = = =937,5kN/m’ =937,5kPa
8-1 8-0,00054



TEMA 5: TEOREMAS DE MOHR
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5.1 PRIMER TEOREMA DE MOHR
Ejercicio 5.1.1

En la viga en voladizo de la figura determinar los giros de las secciones Ay B.

Qt
(T,
Fig. E5.1.1.a

Solucioén:

Para la resolucion del ejercicio, se aplica el Principio de superposicion descomponiendo el
estado real en la suma de dos estados de carga | y Il. Después se determinan los giros
correspondientes a los estados | y I1. El giro de las secciones en A 'y B se obtendra como la
suma de los giros obtenidos para los estados | y 1, respectivamente.

Aplicacion del principio de superposicién:

Qt

Fig. E5.1.1b

Leyes de momentos flectores:

Q(L-a)

. 6,\1\
v N
\ , X
)
:
1

(I N

Y. ...

Fig. E5.1.1.¢c
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Giro en la seccién A:

Estado I:

0 =£(L—a)2_P_L3=i Q(L—_a)Z_P_LS
" 6EI EI| 2 5

Giro en la seccién B:

Estado I:
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5.2 SEGUNDO TEOREMA DE MOHR
Ejercicio 5.2.1

En la viga en voladizo de la figura determinar los giros de las secciones Ay B.

Fig. E.5.2.1.a

Solucioén:

Para la obtencion de las fechas en B y C se aplicara el 2° Teorema de Mohr. Empezamos
determinando la ley de momentos flectores.

Ley de momentos flectores:

8 t'm

AN c B

Fig. E5.2.1b

Flecha en la seccion B:

BB'=i 1-4-8-2-4 =i-42,67m
EI\2 3 El

Flecha en la seccion C:

CC'=i 2.4.1+1.2.4.g.2 :i-13,33m
El 2 3 El
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5.3 TEOREMA DE LA VIGA CONJUGADA

Ejercicio 5.3.1

Dada la pieza prismética AB, indicada en la figura, determinar:
- Valory sentido de los giros en A, B, C.
- Dibujo a estima de la deformada.

Se tomara: E1=10° t.m?.

M=6tm
A cX B
4m ' 2m
L=6m
Fig. E5.3.1.a
Solucién:
Calculo de las reacciones en los apoyos (viga real):
M=6tm
A c.X B
V=1t V=1t
Fig. E.5.3.1.b
2K =0; V,+Vy,=0; V,=—(-1)=1t
>M,=0; 6+6-V;=0; V,=-1t
Ley de momentos flectores (viga real):
0<x<4m
M(0)=0tm
M(x)-1-x=0; M(x)=x ©
M(4)=41tm
4m<x<6m
M(4) =-2tm

M(x)-1-x+6=0; M(x)=x-6 ‘M(6)=0t'm



130 Ejercicios de Fundamentos de Estructuras

2tm
A c‘(D) B
8 o éﬁ
1t 1t
4tm
Fig. E.5.3.1.c
Calculo de las reacciones en los apoyos (viga conjugada):
2tm
8 tm? 1\ -
B e 1&?\;\8
%4\I\L\“L| 2tm? T
V,u'=4 t-m’ L Vp'=2 t-m?
4tm
Fig. E.5.3.1.d
0 1 L} 1 1 . L} L}
YR, =0; —VA—VB+§-4-4—72-2=0, -V',-V', =6
) . 2 1 .
>M,=0; —6-V'g+8-—-4-2.14+=.2|=0;
3 3
1 y4 1 1
M=0; 6-V.+|=-4.4|=.4-=-.72.2.|4+=.2|=0;
> ° (z ) sz 72457
—6-V'B+%—2-E=O; V‘B=g=2t-m2
3 3 6

V', =6-V', =6-2=4tm’

Ley de esfuerzos cortantes (viga conjugada):

O0<x<4m

—V'(x)—4+%-x-x;
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V'(0) = -4 t-m’
V'(X)=—4+0,5-x*; |V'(2)=-2tm?
V'(4) =4 tm?
V'(X) =0 X =22
M'(0) =0 t-m®
3 3 2 M'(2) = 6,66 t-m°
M'(X) = —4-X+0,5- 5 4 C=—4-x+ > =x.| -4+ |; )
3 6 6 M'(4) =-5,33tm’*
M'(2y/2) =—7,54 tm®
0<x,<2m
1 1 .
V(Xl)—Z—E'Xl'X1=01
V'(0) =2 t-m?
V'(xX)=2+0,5-x7% [V =25tm?
V'(2) =4 tm?
X=6-X,
dx = —dx,
__im
dx,
1 X13 Xl X12
M'(x,) =— 2-x1+0,5-? =— 2-xl+? =X, - 2+?
Vpa'=-4tm? |1
Veg'=2tm’ 1]

—V'C—4+%-4-4:0

V' =—4+8=4tm*1|
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x-(-4+x7%/6) X (2+x¥/6)

, 7,54 tm?
-6,66 t'm : 5,33 t'm>

L N2 16tm’

Fig. E5.3.1.e

Giros en A, B, C (viga real):

1 ... 1 ~
eAZE'VAZW"‘-:‘l'lO 3 I’adb
05 =%-V‘B =%-2=2-103 rad O

1 ., 1 ~
GC :E‘VC =W4=410 8 I’adO

Nota: el sentido de los giros se determina observando directamente la deformada de la viga
real ya que el procedimiento de la viga conjugada solo nos permite calcular los médulos de

los giros y/o flechas.

El giro es cero donde el cortante de la viga conjugada es nulo.

V‘(x)—4+1~x-h=0; x=h
2

V‘(x)=4—%x2=0; x=+8=2y2m

Deformada (viga real):

6=0

Fig. E.5.3.1.f
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Ejercicio 5.3.2

La viga de la figura est4 sometida a un momento de 2 toneladas en el extremo B. Hallar los

giros en los extremos Ay B, y la flecha en la seccion C.
(EI=10° t.m?)

2tm
A C B »
I 2m : 2m I
Fig. E5.3.2.a
Solucién:
Calculo de las reacciones en los apoyos (viga real):
>F, =0; R,+R,=0; R,=-R,=0,5t
. . 2
> M, =0; 2+4-R,=0; R, =—Z=—0,5t
2tm
A B ‘)
Ry=1/21t Ry=1/21
Fig. E.5.3.2.b
Ley de momentos flectores (viga real):
M(0)=0tm
M(x)-0,5-x=0; M(x)=0,5x [M(2)=1tm
M(4)=2tm
2tm
A |
raN FAS

Fig. E.5.3.2.c
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Calculo de las reacciones en los apoyos (viga conjugada):

—2tm
A v 1] ﬂ .
S
I
T /3 m
V4 Vy'
52
Fig. E.5.3.2.d
ZFVZO, RA"FR 2242 4tm
(1 2
>M, =0; A.RB_(EA.Z).(E.AJZO
R'B:4;2—§t.m2
3 3
. 8
RA=4—§=—tm2
2tm

A __—7 ;T 171
AN

=T

Ra'=43=133 tm®  Ry'=8/3=2,66 tm’

Fig. E5.3.2e

Esfuerzos cortantes en A y B (viga conjugada):

, 4
RAZEt'mZ Tl
R'B=§t-m2 i

3
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Giros en Ay B (viga real):

eAzi.R'A=i3.ﬂ=ﬂ.1of3=0,00133rad
El 10° 3 3

98zl.R-B=i3.§=§.10*3=0,00266rad
El 10° 3 3

Se observa que el giro que el momento produce en el apoyo en el que esta aplicado (B) es
doble del que produce en el apoyo opuesto (A).

Deformada (viga real):

Los sentidos de los giros los determinamos observando directamente la deformada de la viga
real.

Fig. E.5.3.2.f

0, U : sentido horario

0, O : sentido antihorario

Momento flector en C (viga conjugada):

Para calcular la flecha en C, comenzamos obteniendo el momento flector de la viga
conjugada en dicha seccidn.

1 2tm
1tm_ -
TG
A 1 B
v 2
4;/? 1tm- = 3
2m
R)=4/3 tm’ Ry=28/3 tm’

Fig. E5.3.2.9
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———=—2/3m
2

Vu'=4/3 t-m? Vy'=8/3 t-m*

Fig. E.5.3.2.h

Flecha en la seccion C (viga real):

1
= 2tm?
¢ 10° tm?

=ism:2mm l
10

Si observamos la deformada de la viga real, vemos que la flecha en C va hacia abajo.
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5.4 TEOREMAS DE MOHR GENERALIZADOS

Ejercicio 5.4.1

En el sistema estructural cuya forma, dimensiones y cargas se indican en la siguiente figura,
se pide determinar el desplazamiento horizontal de B.

Se tomaréa: E.l = 10° tm’

\ 8m
D -
v C
2m
B 6t
2m
A
Fig.E5.4.1.a

Solucioén:

Para la resolucion del ejercicio, se comenzara determinando la ley de momentos flectores de
la estructura.

Calculo de las reacciones en los apoyos:

‘ 8 m
D s
AN C
Hp 2m
Vp B 6t
2m
A M
Va
Fig. E.5.4.1.b
>R, =0; V,+V, =0
>F,=0; Hp, +6=0; Hy=-6t
12
YM,=0; 8-V,+6-2=0; Va=—g="L5t; Vo =-V, =15t
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D
- C
6t
1,5t Bl——6t

1,5t

Fig. E5.4.1.c

Ley de momentos flectores (estructura real):

TRAMO AB:
M(x), =0
TRAMO BC:
A
B ¢ |6t
Fig. E.5.4.1.d
0<x<2m
C
c ‘ M(O)B=0t-m

M(2); =12tm

0<x<8m

b 0 M(0), =12 tm
-M(x); +12-15-x=0; M(x), =12-1,5-x c
M(8). =0tm
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D 12 t'm C
FiN o -~
12 t'm
B 6t
A

Fig. E5.4.1e

Descomposicién en estados para aplicacion del sequndo teorema de Mohr generalizado:

El segundo teorema de Mohr generalizado para obtener los desplazamientos de cualquier
punto de la estructura seglin una direccion cualquiera, se puede aplicar directamente cuando
la estructura es una ménsula de directriz recta con puntos angulosos.

Si cambian las condiciones de sustentacion, los desplazamientos de cualquier punto de la
estructura se determinan como suma de los desplazamientos correspondientes a los
siguientes estados:

D 12tm C D G
e T VAN L
TY(12tm e S |
Bl—6t b N
S She
) ’9 \\\\
~_|A
A 1:-/
Va ¥
my (Va)
ESTADO 1 ESTADO 1l

Fig. E5.4.1.f
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Estado I:

Dy 12tm C
——
— @ \&
12 tm
____________ = E—
A
Fig. E.5.4.1.9

hy =—- 1-8-12)2{3-12-2)3-2 =i3-112:0,112m—>
El |2 2 37710

B

vA=i- (58.12]-1-8{3-2-12)-0 =i3-128=0,128mT
El [\2 3 2 10

Estado |I:

Giro de la estructura ficticia alrededor de D:

Para contrarrestar el desplazamiento vertical de A correspondiente al estado |, la estructura
debe girar alrededor del punto D en sentido horario.

my (va)

Fig. E.5.4.1.h
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o =arctg (gj = 26,565°

B =arctg (g) =14,036°

El giro de la estructura alrededor de D debe ser tal que la componente vertical del
desplazamiento del punto A valga 0,128 m y tenga sentido hacia abajo.

m, = vo, 0128

= = =0,143m
coso.  C0S26,565°

Por tanto, el giro de la estructura ficticia alrededor de D seré:

_m, 0143
DA 8,944

[DA:\/SZ +42 =80 =8,944 m}

=1,599-10 rad = 0,016 rad

m, = 6-DB = 0,01599-8,246 = 0,132 m
[DB _J8% + 22 =68 =8,246 m}

hg =mj -senp =0,132-sen(14,036°) =0,032 m «

Desplazamiento horizontal de B de la estructura real:

hs =hl+h! =0,112-0,032=0,08 m
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Ejercicio 5.4.2

En la estructura cuya forma, dimensiones y cargas se indican a continuacion, se pide
determinar el desplazamiento horizontal de Ay C.
Se tomara: E.l = 10° t.m’

12 t
© Ey B
2m 4m
8 m
A B
Fig. E5.4.2.a
Solucioén:
Calculo de las reacciones en los apoyos:
12 t
© Ey B
2m 4m
8 m
A Iy
HD=
Vp=8 t V=4t

Fig. E.5.4.2.
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>k, =0; V, +V,-12=0; V,=12-4=8t
>F,=0; H, =0

24
>M,=0; 6-V,=12.2; VA:E:“

Ley de momentos flectores (estructura real):
TRAMO AB:

4t
B A
Fig. E.5.4.2.c
0<x<8m
M (x)i =0
TRAMO BE:
4t
E B
Fig. E.5.4.2.d
0<x<4m
M(0)S =0tm
M(X); =4-x ( )z
M(4), =16 tm
TRAMO EC:
12 t
‘>16 t-m
C E /
4t
Fig. E5.4.2.¢
0<x<2m

M(x); —4-(4+x)+12-x=0;
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c M(O)(E:=16t-m
M(x)E =-12-Xx+16+4-x=-8-x+16

M(2); =0tm
TRAMO CD:
D ¢
=L >Ot-m
X
Fig. E.5.4.2.f
0<x<8m
M (x)[c) =0
12t
C Ey B
i)
16 tm
D A
Fig. E5.4.2.9
Estado I:
12t
C El B
i)
16 tm
D A
wwz 0 TTTTEmmhmmEmTTT

Fig. E.5.4.2.h
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h'A:i~ l-16-6 -:8=0,384m
El \ 2

Como no existe ley de momentos flectores entre C y el empotramiento D, al aplicar el 2°
Teorema de Mohr, el desplazamiento horizontal de C es nulo.

h. =0

e (3 20)(022) (3030) (2] 2 s

Estado II:

me-
g5 —= B
,'" E
L
D ;0 A
777 e my
Fig. E.5.4.2.i

Giro de la estructura ficticia alrededor de D:

m, 0,16

— _ o
= oA =0,0267rad [m, =vj) =016m |

Cuando gira la estructura ficticia alrededor de D, el punto A se mueve segun la normal al
radio vector DA, es decir, verticalmente. Este desplazamiento no tiene proyeccion
horizontal, de modo que:

hi =0
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m.,=DC-0

m =h" =2.016-0,213m
6

Desplazamiento horizontal de A (estructura real):

hy=h\ +h! =0,348+0=0,348m —

Desplazamiento horizontal de C (estructura real):

he=h. +h! =0+0,213=0,213m—>
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Ejercicio 5.4.3
En la estructura indicada en la figura, calcular el desplazamiento horizontal y vertical del
nudo B (Convocatoria Febrero de 2015).

L2 L2

Fig. E.5.4.3.a

Barras:
El =10 *tm?
Dimensiones:
h=10m
I=8m
c=3m
Cargas:
P=2t/ml
F=5t
Solucién:

Para la resolucion del ejercicio, se aplicara el segundo teorema de Mohr generalizado.
Comenzamos determinando la ley de momentos flectores de la estructura real.
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Calculo de las reacciones en los apoyos:

AN, 5t

2 tm?
L ol A

90-2-« 20 90-2-a

90-a{90-a

i\w i

D B
Fig. E.5.4.3.c

2F =0; V,+V,.=0; V,=-V,; V. =-18,75t

2E,=0; H.+2-10+5=0; H.=-25t

XM =0 VA-8—5-10—2-10-%:O ; V, :%:18,7&
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Ley momentos flectores (estructura real):

TRAMO ED:
0<x<10m; M(X)E—ZS-X+2-X-§=O;
M(0)° =0 t-m
I\/I(x):==25-x--x2 ( )ED
M(10)? =150 tm
V(0). =25t
V(x), =25-2-x £
V(10)° =5t
N(x), -18,75=0;  N(x). =18,75t
TRAMO DC:
18,75 t
150 tm P
y
5t ]D
E
Fig. E.5.4.3.d
0<x<5m; M(x)g—150+18,75-cosa~x—5-sena-x=O;

M(0); =150 tm

M(x); =-12-x +150 V()

C

5 =90tm
V(x): =-12t

N(x) —18,75-sena.—5-cosa=0;  N(x)- =15,25t
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TRAMO CB:
90 -
/
90 t'm |
15,25 ¢
g
15251
90tm
/ \
121
D
Fig. E.5.4.3.e
B
0<x<5m; M(x)C —90+15,25-sen(2-a)-x+12-sen(90°-2-at)-x =0;

M(0); =90 tm
M(x); =—18-x +90 (O

M(5); =0tm
~V(x); ~12-sen(90°-2- ) ~15,25-sen(2-at) = 0;
V(x), =-18t
N(x): +12-cos(90°-2- ) 15,25 cos(2- &) =0 ;
N(x); =-7,251
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TRAMO BA:
Fig. E.5.4.3.f

M(x), =0tm

~V(x): +5+7,25-coso.~18-sena.=0; V(x), =0t

~N(x): ~7,25-senc.~18-cosa = 0; N(x): =-18,75t
90tm 90 tm

Fig. E.5.4.3.9
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1
A, =790:5=225 tm?

(90 +150) )
A, =) 5_600tm
25, x*]" 25 10°
10
A= [P(25x-xYix = 2o =X | 2 2gr 1 916667 tm’
0 2 3 0 2 3
1 1
90-5-2,5+-(150-90)-5-~-5
X, = 2 3 -2202m
/\2
§ 2% x“T
x-(25-x=x*)x 3 © 4
x3:‘[° ( y - 0 —6,364m
A3 3

Descomposicién en estados para aplicacion del sequndo teorema de Mohr generalizado:

90 tm 90 t-m

o, =36,869°
i , E

150 t'm 0 D B
A A
) ¢y My
T 0=0,145rad
E I B asssssaadaaasss
Ve 4
ESTADO 1 ESTADO II

Fig. E.5.4.3.h
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Estado I:

1 2
v, :—-{916,667-8+600-(8—2,292-c05a1)+225-(—-5-0050:1]}:1,163mT
El 3

vy, =1163m 7T

1 2
hg = —-[—A3 -(10-6,364)+ A, -(2,292-sena ) + A, -(—-5-senaﬂ =-0,2058 m «
El 3

Estado |l:

vV, =m, .cosaz =0-EA-cosa =1,16 m 4

EA=+/5"+8 =9,434m

a=arctg (gj =32,005°

11

v
0 = ——>"— =0,1453747 rad (radio de giro)
EA-cosa

AL mj,

Fig. E.5.4.3.i
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V! =m_ -cosy=0-EB-cosy =1,16m

EB =+/10> +8° =12,806 m

10
yzarctg(gj =51,334019°

Fig. E.5.4.3

h! =m, -seny =0-EB-seny =1,45m —

Desplazamiento vertical y horizontal de B de la estructura real:

vV, =1,163-1,15998 = 0.00302 m T

h, =1,45-0,2058 =1,244 m «
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5.5 FORMULAS DE BRESSE
Ejercicio 5.5.1

Calcular los movimientos del punto B del arco de la figura.

l,=cte.
E=cte.
g |P
A
| = |
Fig. E.5.5.1.a
Solucién:

Para la resolucion del ejercicio se aplican las formulas de Bresse.

Calculo de las reacciones en el empotramiento:
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Leyes de esfuerzos:

O<9<E
2

M(0)-P-R+P-(R-R-cos®)=0; M(6)=P-R-cos®

N(6)="P-cos6

o
7 N(8)

Fig. E.5.5.1.c

Aplicacion de las féormulas de Bresse:

O, = Av+9/ A—i r-k)d COSy g)ds

=R -cosf COSy =C0s0, puesy=0
Y= ) Y=
M(0 ‘R-
1k - E(I )=P REIcose [2]lo=E ¢
4 ij ’ G_E_S_E_E_P-cose
s=R-do A" E EA EA
P-R- Cosej R.deijfcose.P'Cose.R-de

BV_+J.2R -C0S0- (
R-

5 _+R3-F’E F’E_RPn R2+l 2
" T El. 4 EA 4

] 6 L1, A

z

—/A/+ (r-k)ds j (cosy-€)ds
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r=R-R-send

M(6) P-R-cos0
El El
ds=R-do

k-

8, =i_[02R-(1—sen9)-[

3 T
5 R*®-P

B iEI

z

P-R-cos0

[2(1-sen6)-cos6-do+
0

—_—
:iR -P 1+P-R 1_ R-P

8, s =
: El, 2 EA 2

z

Giro en B:

eszyijfk-ds=i 5@ds=ij‘

>P-R-cos6 P-R?

COSy = cos(g - 9) =seno

[2]
8_P-cose
EA
R-do+ (27990 eno.R.do
o EA

EJ'Ecose .send-do
EA Jo

RE_L)_RP(1 R
A 2E (A 1

z

z

‘R-do=1+
El, El

L?cose-de
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Ejercicio 5.5.2

Calcular los movimientos del punto B del arco de la figura. Datos: Iz, E, A (ctes.).

| M

/

Fig. E.5.5.2.a

Solucioén:

Se sigue el procedimiento especificado en el ejercicio anterior E.5.5.1.

Calculo de las reacciones en el empotramiento:

YF, =0; R, =0

YM,=0; -M,+M=0; M, =M

A

7
el

A=M

Fig. E.5.5.2.b

Leyes de esfuerzos:

O<6<E

M(0)-M=0; M(6)=M

N(6)=0



Javier Suarez & Gracia Rodriguez

159

e No
;;»:\:‘ \Mo
Vo
\\
A o
7 mmmetemeeeeee \_‘+
N O
M,=M
Fig. E.5.5.2.c

Aplicacion de las formulas de Bresse:

R R*-M

SBV=iJ02R-COSO-(%j-R-d9=i =

2 n
szcose-dez
I, “o

z

T

z z. >
8s, = ijoz R '(1—sen6)-[EM]- R-do=+ REI M ~j02 (1—sen6)d6 =

z

GiroenB
0, =+[2 M R.go—+MR.T
El El, 2

T

t

El

R*-M

z

.(gﬂj -



TEMA 6: TEOREMAS ENERGETICOS
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6.1 EL PRINCIPIO DE LOS TRABAJOS VIRTUALES
Ejercicio 6.1.1
Mediante aplicacion del Principio de los Trabajos Virtuales, calcular la flecha en el centro

del vano de una viga biapoyada sobre la que actlia una carga P centrada, como se indica en

la figura.
P
AQ ! \&B
L
Fig. E.6.1.1.a
Solucion:

El estado virtual serd la misma viga, con una fuerza vertical de valor unidad en el punto
medio.

ESTADO 1 ESTADO I

Fig. E.6.1.1.b

Estado I: estado real.

Estado II: estado virtual de la viga con una fuerza vertical de valor unidad en el punto medio,
que es donde queremos obtener el valor de la flecha.

Leyes de momentos flectores de los dos estados 1 v 1lI:

Estado I
O<x<—
5 5 M(0)=0
M(X)——=-x=0; M(X)=—-X .
() -5 () == M(Ej:;%:PL

2



Javier Suarez & Gracia Rodriguez

163

lp

FAN Y

PL/4

Fig. E.6.1.1.c

Estado 1I:

M’ (0) =0
M09 = M@:%

E<x<L
2

(L=x) M(%}%

M*(L)=0

M*(x) =

N |-

Fig. E.6.1.1.d
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Aplicacion del PTV:

5 s

Text =T

esf

Fow 8oy = [M"k-dx+ [N" - dx

L
1-8V=ILM*-M-dX=i 2( X).[P.
0 El El70\ 2 2

P
V' 48El

Nota aclaratoria:

(A)

(B) L(L—x)zdx=—(L2-x+——L-x2J

3
xjdx+i tl(L—x)-E(L—x)dx=i(P'L +

p.L°
96

IS 2 2 EIl 96

|



TEMA 7: INTRODUCCION AL ANALISIS HIPERESTATICO
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7.1 METODO DE LA COMPATIBILIDAD
Ejercicio 7.1.1

Una viga sobre tres apoyos estd sometida a una carga uniformemente repartida de valor g.
Determinar las reacciones en los apoyos.

T,

2

p

L L

Fig. E.7.1.1.a

Solucioén:

Para la resolucion del ejercicio, se calculara la reaccion en el punto B, aplicando la condicién
de compatibilidad de deformaciones en este punto:

SV =dvy, +8vy =0

Grado de hiperestatismo:

2 ecuaciones de equilibrio estatico

L. — GH =1 (Estaticamente indeterminada de primer grado)
3incognitas (R,, Rz YR()

Aplicacion del principio de superposicién:

T - g .,
P BTRB C.%, LA B C.5, ;/;,:Ix BTRB C,ﬁ;},,"
B e [
0 (1

Fig. E.7.1.1.b
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Calculo de las reacciones y las leyes de momentos:

ESTADO |
Reacciones:
q
bdddagadbbbd)
g B
3 e
Fig. E.7.1.1.c
Yk, =0; RL+Rt-q-2L=0; R, =0-2L-R{=q-L

¥M,=0; R.-2L-qg-2L-L=0; R.=q-L

O<x<2L
M(0) =0
2 2
M(x)=q-L-x—q- % m(L)=3:L
2 2
M(2L) =0
> o |
(@L?2
Fig. E.7.1.1.d
ESTADO I
B
A &
iy % 2,
Pg b Fg
(11)

Fig. E.7.1.1.e
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Reacciones:
>R =0; -Rp —R{+R;=0; R)=Ry;—R{; RL{:RB—%z%
. ] . I} RB
ZMAZO, RB'/Z_R(;'ZZ:O’ RC 27
Ley de momentos flectores:
O<x<L
R M(0)=0
M(X)+RY -x=0; M(x)=——%-x
G +Ra "= M(L):—%-L

L<x<2L
M(X)+Rp - x—Rg-(x-L)=0;

M(X)=—RB.x+R,-(x-L)=—R8.x 4R, - xR, -L="B.x R, L
2 2 2
R
M(L)=——&.L
M(x)z%-x—RB-L; L 2
M(2L)=0
(Ryy'L)2
2 (D)E &
L B 5,
L | L
Fig. E.7.1.1f

Ecuacion de compatibilidad de deformaciones:

Se ha liberado la viga continua en el punto B, quedando como una viga simplemente
apoyada en los puntos Ay C.

La condicion de compatibilidad de deformaciones es que el desplazamiento en el punto B
debe ser cero:

SV =dvy, +vy =0
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Ahora se calculan los desplazamientos: Svy y &vg, aplicando el Teorema de la viga

conjugada.
ESTADO I: v,
X N
dx
A ‘ B C
STA [T
TR'A (@L%2 IR'C
[a'L-x(qx°)2]
Fig. E.7.1.1.9

z I:V = 0 il

L5
A B C
-

Fig. E.7.1.1.h
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ESTADO 1I: dv,
(-Ry-Ly2
A vt 1) l T c
A B 2,
w B
f L i
Fig. E.7.1.1.i
>F,=0; R'A+R'c—1-(2L)- RB-E =0; R'A+R'C=1-RB-L2
2 2 2
. 1 L
>M,=0; RC-ZL—E-(ZL)-(RB-E)-Lzo
,o1 .1
2RC—E-RB~L2=O; Rczz-RB-LZ
, 1 1) 1
RAZRB Lz'(z——jZZ'RB L2

Mfg: momento flector en B de la viga conjugada

1 L1 Ry’ 1

1
Mf'.-R',-L+=-L-R,-—-=- L=0; Mf,==-R,-L°- Z.R,- L
B AT 2 23 B4 B 2 6 °

w1 a1 (1 s)_ 1 3
8p = Mfg ==r+| &-Re L’ = Ra (1)
Bl
A g é
iy B s
B
Fig. E.7.1.1

dvy +8vg =0
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-
-]
e
-
-]
-]
- O
]
|
——1
—]
]
-

A C
Y B,g, 2
TRA TS/4-q-L TRC
Fig. E.7.1.1.k
. 5 . 3
YF, =0; Ry +Rc+70:L-0-2L=0; Ry +Rc=q:L
5 3
IM,=0;  Rc-2L+--qL-L-q:2L:L=0; 2R;-,q:L=0
3 3
R = —_— L:_. L
c=5 5 0L=50
3 3 3
R,=>.q-L->.q-L==:q-L
A=7 q 3 q
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7.2 TEOREMA DE LOS TRES MOMENTOS
Ejercicio 7.2.1
En la viga continua sobre cuatro apoyos con el sistema de cargas que muestra la figura,

determinar las reacciones en los apoyos, las leyes de esfuerzos y la deformada.

p=1t/m P=1t
g
0% 1% Y 3.5
TRO TRI RzT 2m % 2m TRz
® TBm Lo=4 m ' L3=4 m |
Fig. E.7.2.1.a

Solucioén:

Para la resolucion del ejercicio, se calcularan las reacciones hiperestaticas M; y M, aplicando
el Teorema de los tres momentos:

p=1t/m p=1tm PT t
T TTTT \Ml M, \Mg M, "
NETRRE ) (\Q}Hlllllé&/} (2 o
Li=3m ‘l Lo=4m | L3=4 m
Fig. E.7.2.1.b

Aplicacion del Teorema de los tres momentos:

L __6.|:Qm'Dm +Qm+l'dm+1

Mm—lle +2'Mm (Lm +Lm+1)+Mm+1' m+l —

m+1



TRAMO 0-1: TRAMO 1-2: TRAMO 2-3:

p=lim77 77p=71£m777 P=1t
by, Y R UL A S
Li=3m L2=4m - L3=4 m B
Fig. E.7.2.1.c Fig. E.7.2.1.e Fig. E.7.2.1.g
| el _ gl P=1t
Nenavny) T,
s 0%y A R A i Py
T3/2=1,5t L,St 1(q-L)/2=2t I,’lt . L
_ Fig. E.7.2.1.f
Fig. E.7.2.1.d Fig. E.7.2.1.h
XZ
: M(X)=2-x - — PL 14
M(X)zle'X_x? (X) X 2 M:T:Tzlt'm
o, x* i 18 o
( XZJ e, <], Xodx=tm o,-La1-2tm
o =[l15x-— |d=225tm’ 2
' 2 D,=2m;d, =2m
D, =15m d;=2m
m=1

[1] M{-L1+2-M1-(L1+L2)+M2-LZ:—G-{

m=2

[2] Ml.L2+2M2(L2+L3)+M§L3=—6{QZ.D2 +Q3d3i|

Sustituyendo:

3 4

[2] M1-4+2-M2-(4+4):_5.{QZ'D2+Qs‘d3}

4 4
2 2 3 3
Q,=[|15x-" |dx =] 155~ IS 8 ) ostm?
2 2 23) 2 6
2 2 3 3
Q,=[|2:x-"Jdx=| 2.5~ _pp H 10 e
0 2 2-3)| 6 3
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[1] 14-M1-+M2-4=—6-[

[2] Ml-4+16-|v|2=—6-[

w|&
ININ

2,25:15 16 2

+—=. 5 |=-22,75
>'4)

+£} =-22

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos:

M, = 1,327 tm

M, =—1,043 tm

Nota: El signo negativo nos indica que tienen sentido contrario al considerado inicialmente.

Determinacion de las reacciones y leyes de esfuerzos (M, V):

TRAMO 0-1:

1,058 t 1,942 t
Leyes de esfuerzos:
O<x<3m
1 X
M, (x)=1,058-x —-1-x S

M(0) =0 tm

Reacciones isostaticas (debidas a p=1t/m): R, =R, = % = % =15t
Reacciones hiperestaticas (debidas a M=1,327 t-m): -R, =R, = % = L1327
Totales

Fig. E.7.2.1.i

X2 |M(3)=-1,327 tm

M (X) =1,058- X ——;

2 [M(1,5) =0,462 tm
M(L,058) = 0,559 t:m

=0,442t
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dM; (x V(0)=1,0581
V,(x) = o )=1,058—x; ©
X V(3)=-1,942t
Vi(X)=0-—>x=1,058m
TRAMO 1-2:
Reacciones:
0,284 t'm
2 1tm
1327tm | 1 (l l l i l l i l 2 }1,043 tm
X L L 4
. L . P.-L 1.4
2t 2it Reacciones isostéticas (debidas ap=1t/m): R, =R, = & T, 2t
0,071 t 0,071 t Reacciones hiperestaticas (debidasa M; y M,): -R, =R, = % =0,071t
2,071t 1,929 t Totales
Fig. E.7.2.1}]

O<x<4m
MZ(x) = 2,071- X —1-x -%—1,327

) M(0) =-1,327 tm
M2 (x) = 2,071-X—X?—1,327 :IM(4) =-1,043 tm
M(2,071) =0,818 tm

x=335m
M(x)=0—
x=0,792m
2 V(0)=2,071t
V2 = M) g71x; VO
dx V(4)=-1929t

V(x)=0—>x=2,071m
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TRAMO 2-3:
Reacciones:
1t
1,043 tm [ 2 3
’ AN o
05t 05°1 Reacciones isostaticas (p=1t): R, =R, =0,5t
0,261t 0,261 t Reacciones hiperestaticas (M,): -R, =R; = % L (2143 =0,261t
0,761t 0,239 t Totales

Fig. E.7.2.1k

O<x<2m

M(0) = —1,043 t-m

M3 (x) =—1,043+0,761-X ;
M(2) = 0,479 tm

=0,761t

dMS(x)
V3 (x) = —2
P ==
2m<x<4m

M(2) = 0,479 tm

M3 (x) =—1,043+0,761-x —1-(x —2)=0,957 - 0,239 - X ;
M(4) =0 tm

3
V3(x) = % =-0,230t

Diagramas de esfuerzos:

Momentos flectores:

-1’ -1,043 tm

327 tm
() /j(ﬂ) 3
ASUIZEY INTIYZEY TN

s ! 0,479 tm
0,559 t'm 0,818 tm

<

Fig. E.7.2.1.1
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Esfuerzos cortantes:

2,071t
1,058 t 0761t
10}
o 1o
i e oA 0239t o
41,942 t -1,929t
Fig. E.7.2.1.m

Deformada:

0 PL 1. Bl Pl 9 PL 3

Fig. E.7.2.1.n
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Ejercicio 7.2.2

Dibujar las leyes de esfuerzos y deformada, sefialando los puntos de inflexién, en la viga

continua de rigidez constante indicada en la figura (Convocatoria Febrero de 2015).

g i SERENENEEY .
\ % riy 2
Fig. E.7.2.2.a
Solucién:
v be TITTITTIT il
\ iy iy 2

Fig. E.7.2.2.b
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Se aplica el teorema de los dos momentos al tramo 0-1, y el teorema de los tres momentos a

los tramos 0-1-2 y 1-2-3.

M,
v
/ lpl=4 t
[0 1.6
5~—<i_— %
i
‘ (P]L])4 =6tm T
P2 Py/2
Di=3 m ' di=3m '
3m ' 3m ’
TRAMO 0-1:
L1: 6m
P-L, _ 4-6 6t
4 4

Dl:3 m
dl=3 m

(p-L,y)2 (p-Ly)2

D2=2,5m ; d2=2,5m |

|
1

Sm

Fig. E.7.2.2.c

TRAMO 1-2:

M(0) =0
M(5m) =0

M(2,5m) =6,25 t-m

Q, IOLZ(S-x—xz)dx:BXZZ—)ﬂ
0

Q,= 623’5 =20,83

D2:d2:2,5 m

R” R3
‘D=83m di=73m

!
t

3m 2m

TRAMO 2-3:

SF=0;R,+R,-6=0;
R,=2,4t

SM,=0; R,-5-6-3=0;
R,=36t

0<x<3m
M(x)-2,4-x=0;
M(0)=0tm
M(3)=7,2tm

3m<x<5m

M(x)-2,4-x+6-(x-3)=0;

(x)=

3)=7,2tm
):

(
(5

M -3,6-x+18;
M
M 0tm

| =

Q,=>.572=18

Q,=--3.7,2=10,8

N, NI DN

0,=-.2.72=72

10,8-%3+7,2‘(3+£2)

X =2,667m
G3 18
D,-3_2667m
3
8
d,=5-2=2333m
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Teorema de los dos momentos

18-3
2'M0+M1=— 6_1’ 2'M0+Ml=—9
Teorema de los tres momentos
m=1; MO-L1+2-M1-(L1+L2)+M2-L2:—6-(%+QZL—'de
1 2

6-M, +22-M, +5-M, =-116,5

Q

2 2 + 3
L L

2 3

5.M,+20-M, =-112,9

Se obtiene el siguiente sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:
2-M,+M,=-9

6-M,+22-M, +5-M, =-116,5

5.M,+20-M, =-112,9

Las soluciones de este sistema de ecuaciones son:

M, =—2,774t-m
M, = 3,452 t-m
M, =—4,782 t-m

M, es el momento en el empotramiento, y M; y M, son los momentos en los apoyos
intermedios 1y 2.

A continuacién se obtienen las expresiones analiticas de las leyes de momentos flectores y
esfuerzos cortantes:
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Leyes de esfuerzos y reacciones

TRAMO 0-1:
~—x3,452-2,774=0,678 tm
My=2,774 t'm/f’ . lP1=4t | \\Ml=3,452 tm
o 2
/ L=6m /
Ry=P/2=2t R, =2t REACCIONES ISOSTATICAS
0,113t 0,113t (-Ry=R,=0,678/6t) REACCIONES HIPERESTATICAS
1,887 t 2,113t REACCIONES TOTALES
Fig. E.7.2.2.d
Om<x<3m; M(x)-1887-x+2,774=0;
M(0)=-2,774tm
M(x)=1,887-x—2,774
M (3)=2,887 tm
V(x)=1887t
3m<x<6m; M(x)-1887 -x+4-(x—3)+2,774=0;

M(3)=2,887 tm

M(x)=-2,113-x+9,226
M(6)=-3,452 t-m

V(x)=-2,113t
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TRAMO 1-2:

~« 4,782-3,452=1,330tm

M1=3,452t-m/,/’ii 1] ftimi TT] S\ Ma~4782 tm

] 4
A

.

L,=5m )
R;=5t R,=5t1 REACCIONES ISOSTATICAS
0,266 t 0,266t (R=1,33/5=0,266t) REACCIONES HIPERESTATICAS
4,734t 5,266t REACCIONES TOTALES
Fig. E.7.2.2e
Om<x<5m; M(x)—4,734-x+3,452+2-x-§=0;

M(0)=-3,452 t:m

M(x)=—-x*+4,734-x-3,452
M (5) =—4,782 tm

V(0)=4,734t

V(X)=-2-x+4,734
V(5)=-5,2661t

M., — V(X)=0 —>x=2,367m ; M__ (2,367 m)=2,1507 t-m

M(X)=0—x,=3,834m; x,=0,9005m
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TRAMO 2-3:
M,=4,782tm Pomot
5
) L3=5 m /
Ry=241 % R;=3,6t REACCIONES ISOSTATICAS
3m 2m
0,956 t 0,956 t REACCIONES HIPERESTATICAS
3,356 2,644 1 REACCIONES TOTALES
Fig. E.7.2.2.f
Om<x<3m; M(x)—-3,356-x+4,782=0;
M(0)=-4,782 tm
M(x)=3,356-x 4,782
M(3)=5,286 t:m
V(x) =3,356t
3m<x<5m; M(x)—3,356-x+6-(x—3)+4,782=0;

M(3)=5,286 tm

M(x)=-2,644-x+13,218
) " M(5)=0tm

V(x)=-2,644t
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Diagramas de esfuerzos

Esfuerzos cortantes:

4,734t
3,356t
1,887 t
i
o 1 10 , s
N0
)i 7 u:“ Z “]T 7
2,113t
x=236Tm gl
-5,266t
Fig. E.7.2.2.9
Momentos flectores:
-4,782 tm
-2,774 tm
{M !
N {0 / 7@} w
E 2,151 t'm
2,887 t'm
5,286 t-m
Fig. E.7.2.2.h
Deformada:
§ P PiL. 1 P.L PL o P 3

Fig. E.7.2.2.i



TEMA 8: SIMETRIA Y ANTIMETRIA
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8.1 SIMETRIA Y ANTIMETRIA

Ejercicio 8.1.1

El pértico de la figura es simétrico de forma pero no de carga. Sabiendo que las barras
tienen un médulo de elasticidad de valor E=2,1.107 t/m? y una seccién de dimensiones 0,35
(ancho) x 0,40 (alto) m (I = 0,00227813 m*).

= 6 m .
7m—— IE = 10t
T EP20tm
8m
l;ig. E.8.1.1a A

Se pide:
a) Las leyes de esfuerzos (momentos flectores, cortantes y axiles).
b) Los desplazamientos y giros de todos los nudos.

c) La representacion de la deformada.

Solucioén:

Descomposicion en los estados simétrico y antimétrico:

10t St 5t 5t S5t
D C D C D C
E{)20 tm E{) ) E{) (
i 10 tm 110 tm 110tm 10tm |-
= +

>
>
>
>
>
>

E. ANTIMETRICO E. SIMETRICO
Fig. E.8.1.1.b
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Resolucion del estado simétrico: determinacion de los momentos hiperestaticos M

M M
/5t 5t \)
" A N
M M
S b
5t S5t S5t St
D C
D = Q D NMc >
E) : L ‘ (
110tm {10 tm [~ 110 t'm 10tm {10 t'm 10tm [~

A LA A AL e D

Fig. E.8.1.1.c Fig. E.8.1.1.d
Tramo AD:
10tm M 10tm M
A Y D \) . & \ D L A ___— D)
5 T 5 T 5 Y.

(M (1)
Fig. E.8.1.1.e
0, =0 +0, L M (L2-3-p?) g ML
[ S —— D= —_—
A 6EI- L 3El
9D=9|D+9g M'(L2_3'a2) e“:M'lO
0=~ A BEI
6EI-L
0.4 MI10_ b L=10m o - _M-10
® 3El 3ElI ° 3EI
o M (U-32) 4
o 6EI. M0 3El

Rk G B
° 6EI - 10 3EI

ell ML

A

6EI
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Tramo DC:
M M M
/ \ [/
( Dmc . — DHC
\\ & 4 ’/ & 7. 7.
Q)
Fig. E.8.1.1.f
0, = 0L +0p . ML
L
wa ML ML M-L 3El
eD = —+ =
3El  6ElI  2EI o __M-L
C
M-6 3-M 6El

dcha __
O™ =——" =

2El El

+

M
;
Dmc )
7 //
(1)
M-L
e“:
° 6EI
ot - _M-L
¢ 3EI

izq __ ndcha
05" =0p

46 10-M _3-M

— == M-(9+10)=46
3EI  3EI  El

M :4—6: 2,421tm
19

Leyes de esfuerzos del estado simétrico

Tramo AD:
10tm  M=46/19=2,421 tm
3
A L D
VAN WRANY
i
- 1t
‘O’Z‘Qt 0242 t
'
0,758 t

0,758 t

Fig. E.8.1.1.9

TOTALES

REACCIONES ISOSTATICAS

REACCIONES HIPERESTATICAS
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2,421 tm
D ] —= 0,758

10tm ¢/ 1
E

|

A K] =—0,758t

Fig. E.8.1.1.h

0<x<8m

M(0)5 =0tm

M(x)5 —0,758-x=0; M(x)5 =0,758-X; M) 6,064
AT '

V(S -

M=O,758t
dx

N(x)5 =0t

8m<x<10m

M(8)° =-3,936 tm

M(x)g —0,758-x+10=0; M(x)2 =0,758-x —10;
M(10)° =—2,421tm

V(x)° = d'\g)((x) - 0,758t

N(x)g =0t
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Tramo DC:
0tm
AT
M=2,421t'm M
‘St 5t )
/\ D C )
VA VAN
0t 0t REACCIONES ISOSTATICAS
0t 0t REACCIONES HIPERESTATICAS
0t 0t TOTALES

Fig. E.8.1.1.i

O<x<6m

M(X)C+2,421=0;  M(X)S =—2,421tm

dMu)z

V(x)¢ =
(X)p i

Ot

N(x)S -5,758=0;  N(x)S=5,758t

2421 tm

240 e o C 51 vm
/= =

-3,936 t'm Ly

-3,936 tm

)]

Fig. E.8.1.1
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Esfuerzos cortantes:

10}
i0f

A B

0,758 t Z; -0,758 t

Fig. E.8.1.1k

Esfuerzos axiles:

5,758 t

Fig. E.8.1.1.1

Leyes de esfuerzos del estado antimétrico

3m
fo———=
_ St F
2m| 10tm|D 2
¥ ) IyF=40/3t
8 m
XA=-5t |y,=40/3t

Fig. E.8.1.1.m
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>F =0; X, +5=0; X, =-5t

A

40
ZFyZO; yA+yF:0; yA:—yF:—?t

>M,=0; 10-5-10+y.-3=0; yF:%Ot

40/3 t
A E
5t
Fig. E.8.1.1.n
O<x<8m
M(0)5 =0 tm
M(x)5 —5-x=0; M(x)5 =5-X; ©)x
M(8)5 =40tm
dM(x)
V(x)§ =—"1=5¢
(X)a i
N(x)5 —4—30=0; N(X)% =4—??t

40 tm 10tm S5t 40 t‘m

{ 40/3 t ‘\ v }
\g/ D43t/
5t
Fig. E.8.1.1.A

O<x<2m

M(0)2 =30 tm

M(x)2 +10-40—-5-x=0; M(X)2 =5-x+30;
- = M(2)2 =40 tm
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V(X)E=%=5t

N(X)E—4—:=0; N(x)g=4_30t

40 tm l40/3 t

5t
. 5t D F
Fig. E.8.1.1.0
O0<x<3m
M(0)5 =40 t-m
M(X)E—4O+4—0-X:O; M(X)E:40—4—O-X; )
: 37" M@ =otm
dM(x) _ 40
V(X)E = -t
(X)o ™ 3
N(x); ~5+5=0; N(x)b =0t

7.

Fig. E.8.1.1p
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Esfuerzos cortantes:

-13,33t

{0t

it}
to4

;;5‘[ St%

Fig. E.8.1.1.q

Esfuerzos axiles:

1333 t :{: 1333t|d

A B
Fig. E.8.1.1.r

Leyes de esfuerzos de la estructura real (Estado simétrico + Estado antimétrico):

Tramo AE:

O<x<8m

M(0)5 =0 tm

M(x)5 =5-X+0,758-X =5,758- X ;
M(8)5 = 46,064 tm

V(X)E = % =5,758

N(x)5 =13,333+0=13,333t



Javier Suarez & Gracia Rodriguez 195

Tramo ED:
O<x<2m
. M(0)2 = 26,064 tm
M(x)° =5-X +30+0,758 X —3,936 =5, 758 X + 26,064 ;
M(2)® = 37,58 tm
V2 = M) _g 7541
dx

N(x)° =13,333+0=13,333t

Tramo DC:
O<x<6m
M(0)$ =37,579 tm
M(x)$ =40 —4—; X —2,421=37,579-13,333-X ; M(3)S = -2,421t-m
M(6)S =—42,421tm
M(x); =0=37,579-13,333-X ; x=37,579-4%=2,8184m
_aM(x) _

V(X)F = L =13333t

N(x)f, =0+5,758 =5,758 1

Tramo BG:

M(0)S =0 tm

M(X)§ =0,758-X —5-X =—4,242-X ;
M(8)S = -33,936 t-m

_ dM(x)
d

V(X)§ = =4,242t

N(x)¢ =0-13,333=-13,333t
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Tramo GC:

O<x<2m

M(x)S =0,758- X — 3,936 —5- X —30

. M(0)S =—33,936 t:m
M(X)S =—4,242-x —33,936
M(2)S =-42,421tm

Vi - 00

= =4,2421
X

N(x)S =0-13,333=-13,333t

Momentos flectores:
2,421 tm
37,579 tm | -42,421tm
™ \A
e — C  omltm
37,579 tm |~ 5’
26,064 tm”
A
Fig. E.8.1.1s
Esfuerzos cortantes:
113,33 1
0t
D F C
= =
Al 15,7581

4; 4,242¢

Fig. E.8.1.1.t

B
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Esfuerzos axiles:
5,758t -~
D F C
13:33% + 1333t |d
2 A
Fig. E.8.1.1.u
Movimientos en los nudos: aplicacién de los Th. de Mohr generalizados
2818m 2431 tm
37579tm B |/ 42421tm
S & W M_ .1
10 t \\ (| C 42421 tm Dubzml) C ol
D C F {F {5
-1 37,579 t- ¢ / (RN
ED20 tm L 46,064 tm [-—{-33,936 tm E|—~/ull=mll /1 I
(a2) / e -
—_ 26,064 t'm (AS) +
()
AN
A B A Al B
AN VAN 518,
N ml;l

Fig. E.8.1.1.v
El =4784,073 tm?

A = %-8-46,064 =184,256 t-m*

26,064 +37,579

A
2 2

-2=63,643tm’

A, = % -37,579-2,818 = 52,949 t-m?

A, = % -42,421-3,182 = 67,492 t:m*
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A, = % -42,421-10 = 212,105 tm?

!
—.(1683,764)=0,351952 m (1
Vi = (1683 764)=0,361952 m 1)
37,579 tm
26,064 t'm -
|
¥ b4
I X
2m
Fig. E8.1.1.w
A, = 26’064237’579 .2 =63,643t-m?
(26,064-2-;) (; 2-(37,579 - 26,064)- § 2)
Xeg = =0,6508m
63,643
Estado 11:
mg =m
Vg =V
1 1]
mi-0.AB; o=TMe_Ve ZOINZ__5o0007.102 1ag ~

" AB AB 6

Vg =M -c0s0=-0,351952 m (V)
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Desplazamientos de la estructura real:

Punto E:

o= -a Lg]=T8E39 4102705 m(c)
B '3 El

us =AE-0=8-5,86587-10° = 0,469269 m(—)
vy =0

Ug = Ul + Ul = -0,102705+0,469269 = 0,366564 m(—)

uh :—(—Al ~(2+%-8)—A2 -(2—0,6508)} —-0,197683 m (<)

ug =AD-0=10-5,86587-10" =0,586587 m(—>)
vp =0
Up = Ub +ul) =—0,193683+ 0,586587 = 0,388904 m ()

v, =0

Punto C:

Vo= llA 6LA BLA. - 6—1-2,818 -A .1-3,182 =i-1683,764:o,351952m(T)
C EIl? 2 3 3 ‘3 El

AC =+/6%+10% =11,662 m
o =arctg (%) =59,036°

m¢ =AC-0=11,662-5,86587-10° = 0,684072
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Ug =m¢ -sena = 0,586587 m(—)
v¢ =-mg -coso=-0,3519522 m ()
Ue = UL + Ul =—0,197683 + 0,586587 = 0,388904 m(—>)

Ve =V +V! =0,3519522 -0,3519522 =0m

Giros de la estructura real:

Giro en A:

0, = 9% +0=-586587-10"7 rad ~
Giro en B:

0 =é-(A1 +A, +A; - A, —A;)=4,442031-10" rad ©

eB = 9:3 +0=4,442031- 10° - 5,86587 - 1072 = —5,421667 - 102 rad ~

Giroen C:
0. =%.(A1 +A,+A,—A,)=4,877768-107 rad ©

0. =0 +0=4,877768-10° —5,86587-10 2 =—9,88102-10"° rad ~

Giro en D:

0, =%-(Al +A,)=5181756-10"7 rad ©

0, =6p, +6="5,181756-10" —5,86587 10 = —6,84114-10° rad ~

Giro en E:

1

-5 (A,)=3,851446-10"" rad ©

0. =6 +6=23,851446-10"* —5,86587 10 =—2,014424-10°* rad ~
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Deformada:

Fig. E.8.1.1.y






TEMA 9: CALCULO MATRICIAL
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9.1 ESTRUCTURAS RETICULADAS PLANAS

Ejercicio 9.1.1

Calcular mediante andlisis matricial las reacciones del terreno y la distribucion de

momentos flectores en las vigas del portico representado, siendo:

Caracteristicas geométricas:

Distancia entre ejes de pilares: 5,50 m

Canto del forjado: 29 (24+5) cm

Altura libre entre forjados: 2,6 m

Predimensionado de las vigas: vigas planas de 70x29 (bxh) cm
Pilares cuadrados: 30x30 cm

Materiales:

Acero: B500S
Hormigon: HA25
E =2,5:10°t/m?

Cargas:

Forjado de cubierta: 4,206 t/m
Forjado de planta: 3,536 t/m

5,5m
C D
2,89 m
A B
2,89 m
Oy Op
_ W
Fig. E9.1.1.a
4,206 t/m
A il iy
3,536 t/m
T,
Oy Op
AN\ AN\

Fig. E.9.1.1.b
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Solucion:

Aplicacidn del Principio de Superposicion:

La estructura estd sometida a un sistema de cargas distribuidas (fuerzas no aplicadas en los
nudos). Para la resolucion del ejercicio mediante el método matricial, es necesario sustituir
las cargas distribuidas por su accion equivalente sobre los nudos. Para ello, se descompone
en los dos estados siguientes:

pL%12

(pL2 |y
A Y

qL¥/12

N

N

(aL2]y
A

ptm

rIIRENNnY’

c

D 7

qtm

IREENNY

A

0,

\\\

ESTADO I

Fig. E9.1.1.c

pL¥12 pL%/12
\ 7
TpL«‘Z ( pL"‘Zl
» \
qL*/12 qL¥/12
f

/Tquz Vo4 (a2
) ‘

0,

ESTADOII

Resolucion del Estado |1 de la estructura por el método matricial:

B

Op

A

pL?/12
A Y

po?.
\J

qL*12
A S

ql/2 )
v

10,61 t'm 1061tm

IISStl 1158t

G DI

d

97tm 2 tm
\
97411 )

Lo Bl

b

O. Op

Discretizacion de la estructura:

En la siguiente figura se ha definido:

Fig. E.9.1.1.d

- Sistema de referencia global (X’Y’): S.G.

- Numeracion de barras y nudos de la estructura: los nudos empotrados se numeran con 0.

- Sistema de referencia local (S.L.): en cada barra se indica el sentido del eje longitudinal
a la barra, del nudo inicial al nudo final (del extremo dorsal al extremo frontal). Los
nudos 0 se consideran siempre nudos iniciales o extremos dorsales.
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f.
N
d i e
L.
J\A BJ\
a b
Y'i ig' T
=
Fig. E9.1.1e

En la siguiente tabla se indican los datos fundamentales de cada una de las barras de la
estructura:

Barras | Ancho (m) | Canto (m) [ Area (m?) | L (m) I (m*) | E@m? a
a 0,300 0,300 0,090 2,890 | 0,00067500 | 2,5.10° 90°
b 0,300 0,300 0,090 2,890 | 0,00067500 | 2,5.10° 90°
c 0,700 0,290 0,203 5,500 |0,00142269 | 2,5.10° 0°
d 0,300 0,300 0,090 2,890 | 0,00067500 | 2,5.10° 90°
e 0,300 0,300 0,090 2,890 | 0,00067500 | 2,5.10° 90°
f 0,700 0,290 0,203 5,500 |0,00142269 | 2,5.10° 0°

A continuacién se define la matriz de rigidez de la estructura. Ha de tenerse en cuenta que se
han eliminado las filas y columnas correspondientes a los nudos con desplazamientos
restringidos o nulos, es decir solo se incluyen las filas y columnas correspondientes a los
nudos A, B, Cy D (en este orden):

(KI22a+ K I11d + Klllc) K '120 Kllzd Q
K- _ K‘Zlc (K I22b+ K I22c+ Kllle) Q Klee
E ™ ' ' ' '
K 21d Q (K 22d +K 11f) K 12f

Q Ky Ky (Ko + K'55¢)
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Al tratarse de barras reticuladas planas, la expresion de las matrices elementales de cada
barra en coordenadas locales es:

EA v 0 _EA 0
L L
12El  6EI 12El  6EI
N, 0 E ? 0 - E ? u,
Ve o SGEl 4B, 6El 2BV
M, |_ 2 L 2 L ||5
N | 1A o EA o o ||
V, L L Vv,
o OB 2B 6Bl 4Bl
L L 2 L

Se procede a calcular la submatriz K’,5,. EI procedimiento indicado es similar para el resto
de submatrices necesarias (K’114, K’11c,...) para completar la matriz de la estructura K’g:

La submatriz elemental K,, de la barra “a” en coordenadas locales es:
EA
77854,67 0,00 0,00
K o 12El _BEl|_ 0,00 83894 -1212,27

22a = E E
0 _6EI  4EI 0,00 -1212,27 2335,64
L2 L

La matriz K’,,, en coordenadas globales se obtiene a partir de la siguiente expresion:

K =C- Ky, .C

Donde la matriz de transformacion o de cambio de ejes C, para la barra a es:

coso —sena O 0,0 -1,0 0,0
C=|seno cosa O|=|10 0,0 0,0
0 0 1 0,0 00 10

Resultando,
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838,94 0,00 1212,27
K',.=| 0,00 77854,67 0,00
1212,27 0,00 2335,64

Una vez calculadas las submatrices K’;14, K’11¢, K22, ..

93950, 61

0,00

0,00

—92272,73

0,00

0,00

-838, 94

0,00

-1212, 27

0,00

0,00

0,00

PIAX
Play =
M’
P'Bx
Py =
M 'B
§ P'Cx
P, =
M 'C
PIDX
Ploy =

hﬂ ‘D

0,00

155965, 88

705, 47

0,00

-256, 53

705, 47

0,00

~77854, 67

0,00

0,00

0,00

0,00

0,000t
-9,725t

-8,914 tm

0,000t
-9,725t

8,914 t'm

0,000t
-11,566t

—-10,602 t-m

0,000t
-11,566t

10,602 t-m

0,00

705, 47

7257,99

0,00

~705, 47

1293, 36

1212, 27

0,00

1167,82

0,00

0,00

0,00

—92272,73

0,00

0,00

93950, 61

0,00

0,00

0,00

0,00

0,00

-838, 94

0,00

-1212, 27

—-256, 53

—705, 47

0,00

155965, 88

—705, 47

0,00

0,00

0,00

0,00

77854, 67

0,00

0,00

705, 47

1293, 36

0,00

~705, 47

7257,99

0,00

0,00

0,00

1212, 27

0,00

1167, 82

se determina la matriz K.

—-838, 94

0,00

1212, 27

0,00

0,00

0,00

93111, 67

0,00

1212, 27

-92272,72

0,00

0,00

0,00

—77854, 67

0,00

0,00

0,00

0,00

0,00

78111, 20

705, 47

0,00

-256, 53

705, 47

-1212,27

0,00

1167, 82

0,00

0,00

0,00

1212, 27

705, 47

4922, 35

0,00

—705, 47

1293, 36

0,00

0,00

0,00

838, 94

0,00

1212, 27

-92272, 73

0,00

0,00

93111, 67

0,00

1212, 27

0,00

0,00

0,00

0,00

—77854, 67

0,00

0,00

-256, 53

—705, 47

0,00

78111, 20

—705, 47

A partir de la siguiente expresion obtenemos los desplazamientos de los nudos libres (A, B,
C, D) en el sistema de coordenadas globales:

0,00

0,00

0,00

-1212, 27

0,00

1167,82

0,00

705, 47

1293, 36

1212, 27

—705, 47

4922,35
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u', =—0,0000169 m
v', =-0,0002735 m
0', =—0,0009868 rad
u'y =—0,0000169 m
V' =—0,0002735 m
0', =—0,0009868 rad
u'. =—0,0000169 m
V', =—0,0002735 m
6', =—0,0009868 rad
u', =—0,0000169 m
v’y =-0,0002735 m
6', =—0,0009868 rad

Esfuerzos en los extremos de las barras en coordenadas locales:

Barra a:

Los desplazamientos de los extremos de la barra en coordenadas locales son:

d,=CT-d",

0,0
-1,0
0,0
* 100
0,0
0,0

10
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0
10
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0
0,0
0,0
-1,0
0,0

0,0
0,0
0,0
1,0
0,0
0,0

0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
10

| —0,000017

0,000000
0,000000
0,000000

—0,000273
—0,000987

0,00000000 m
0,00000000 m
0,00000000 rad
—0,00027350 m
0,00001693 m
—0,00098680 rad

Los esfuerzos en los extremos de la barra a en coordenadas locales son:

E,=K,-d,
77854,67
0,00
0,00
E,=
~77854,67
0,00

0,00

0,00 0,00 -77854,67 0,00
838,94  1212,27 0,00 838,94
1212,27  2335,64 0,00 -1212,27
0,00 0,00 77854,67 0,00
—838,94 -1212,27 0,00 838,94
1212,27  1167,82 0,00 -1212,27

0,00\ ( 0,00000000
1212,27 | | 0,00000000
1167,82 | | 0,00000000

0,00 | | -0,00027350

1212,27 | | 0,00001693

2335,64 ) | ~0,00098680

209

N, = 21,29t
V, = 1,21t
M, = 117 tm
N, =-21,29t
V.= 121t
M, = -2,33tm
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Barra b:

Los desplazamientos de los extremos de la barra en coordenadas locales son:

d,=C]-d'

0,0
-1,0
0,0
0,0
0,0
0,0

1,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

Los esfuerzos en los extremos de la barra b en coordenadas locales son:

E, =K, -d,
77854,67
0,00
£, - 0,00
—77854,67
0,00
0,00

Barrac:

Los desplazamientos de los extremos de la barra ¢ en coordenadas locales son:

d =Cl-d'

10
0,0
0,0
° 100
0,0
0,0

0,0
1,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0 00 00 0,0 0,000000
0,0 00 00 0,0 0,000000
10 00 00 0,0 0,000000
0,0 00 10 0,0 . 0,000017
0,0 -10 0,0 0,0 |-0,000273
0,0 00 00 10 0,000987

0,00

838,94
1212,27

0,00

—838,94
1212,27

0,0
0,0
10
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0
0,0
10
0,0
0,0

0,00
1212,27
2335,64

0,00

-1212,27
1167,82

0,0
0,0
0,0
0,0
10
0,0

0,0
0,0
0,0

00/

0,0
10

_77854,67 0,00 0,00
0,00 -83894 121227
0,00 -1212,27 1167,82
77854,67 0,00 0,00 |
0,00 838,94 —1212,27
0,00 —1212,27 233564

—0,000017
—0,000273
-0,000987
0,000017
-0,000273
0,000987

0,00000000 m
0,00000000 m
0,00000000 rad
—0,00027350 m
—0,00001693 m
0,00098680 rad

—0,00001693 m
—0,00027350 m
—0,00098680 rad
0,00001693 m
—0,00027350 m
0,00098680 rad

0,00000000
0,00000000
0,00000000
-0,00027350
—0,00001693
0,00098680

Los esfuerzos en los extremos de la barra ¢ en coordenadas locales, en el estado I,

son:

E, =K,-d

cll c c
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92272,73 0,00 0,00 -92272,73 0,00 0,00 —-0,00001693 N, =-3,13t
0,00 256,53 705,47 0,00 -256,53 705,47 —-0,00027350 V, = 0,00t
E 0,00 705,47 2586,71 0,00 —705,47 1293,36 . —0,00098680 _ M, =-1,28tm
| _92272,73 0,00 0,00 92272,73 0,00 0,00 0,00001693 N, = 313t
0,00 -256,53 705,47 0,00 256,53 -705,47 —0,00027350 V.= 0,00t
0,00 705,47 129336 0,00 -705,47 2586,71 0,00098680 M_= 1,28tm

En el Estado I, los esfuerzos en los extremos de la barra ¢ son:

cl —

De modo que para el estado real los esfuerzos en los extremos de la barra c, seran:

E

cREAL —

N, = 0,00t
V,= 9,72t
M, = 891tm
Ng= 0,00t
Vg = 9,72t
M; =-8,91t:m

E,+E

cl

Barra d:

cll —

0,00 -3,13
9,72 0,00
8,91 -1,28
0,00 ’ 313
9,72 0,00
-8,91 1,28

N, =-3,13t
V, = 9,72t
M, = 7,64tm
N, = 313t
V, = 9,72t
M, =—7,64 tm

Los desplazamientos de los extremos de la barra d en coordenadas locales son:

d,=Cl-d',

0,0 10
-10 0,0
0,0 0,0
0,0 0,0
0,0 0,0
0,0 0,0

0,0
0,0
1,0
0,0
0,0
0,0

0,0 0,0
0,0 0,0
0,0 0,0
0,0 10
-10 0,0
0,0 0,0

0,0
0,0
0,0

00/

0,0
10

—0,000017
—0,000273
—0,000987

0,000023
—0,000422
—0,002618

—0,00027350 m
0,00001693 m
—0,00098680 rad
—0,00042200 m
—0,00002349 m
—0,00261800 rad

Los esfuerzos en los extremos de la barra d en coordenadas locales, son:

Ed :Kd 'dd




Los desplazamientos de los extremos de la barra f en coordenadas locales son:

d, =CT-d,

212 Ejercicios de Fundamentos de Estructuras
77854,67 0,00 0,00 -77854,67 0,00 0,00 (-0,00027350 N, = 1157t
0,00 838,94 1212,27 0,00 838,94 1212,27 0,00001693 V, = 4,34t
e 0,00 1212,27  2335,64 0,00 -1212,27 1167,82 | | —0,00098680 M, = -5,31tm
O | _77854,67 0,00 0,00  77854,67 0,00 0,00 | | —0,00042200 N.=-11,57t
0,00 -838,94 -1212,27 0,00 838,94 -1212,27 | | —0,00002349 V.= 4,34t
0,00 1212,27 1167,82 0,00 -1212,27  2335,64 ) \ -0,00261800 M, = -7,22tm
Barra e:
Los desplazamientos de los extremos de la barra e en coordenadas locales son:
T ]
d,=C, -d’,
0,0 1,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,000017 —0,00027350 m
-0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0]||-0,000273 —0,00001693 m
d 0,0 0,0 1,0 0,0 0,0 0,0 0,000987 0,00098680 rad
°® 100 00 00 00 10 0,0]||-0,000023| |-0,00042200m
0,0 0,0 0,0 -1,0 0,0 0,0] |-0,000422 0,00002349 m
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 10 0,002618 0,00261800 rad
Los esfuerzos en los extremos de la barra e en coordenadas locales, son:
E. =K, -d,
77854,67 0,00 0,00 -77854,67 0,00 0,00 (-0,00027350 N, = 11,57t
0,00 838,94 1212,27 0,00 838,94 1212,27 | | —0,00001693 V.= 4,34t
e 0,00 1212,27  2335,64 0,00 -1212,27  1167,82 0,00098680 M, = 531tm
| _77854,67 0,00 0,00  77854,67 0,00 0,00 | | —0,00042200 N, =-11,57t
0,00 -838,94 -1212,27 0,00 838,94 -1212,27 0,00002349 V) = -4,34t
0,00 1212,27 1167,82 0,00 -1212,27  2335,64 0,00261800 M, = 7,22tm
Barraf:
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1,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0
1,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0
1,0
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0
0,0
10
0,0
0,0

0,0
0,0
0,0
0,0
10
0,0

0,0
0,0
0,0

00|

0,0
10

0,000023
—0,000422
-0,002618
-0,000023
—0,000422

0,002618

0,00002349 m
—0,00042200 m
—0,00261800 rad
—0,00002349 m
—0,00042200 m

0,00261800 rad

Los esfuerzos en los extremos de la barra f en coordenadas locales, en el estado I,

son.

Efll = Kf 'df

92272,73
0,00

0,00
-92272,73
0,00

0,00

=

0,00

256,53
705,47

0,00

—256,53
705,47

0,00 -92272,73 0,00 0,00 0,00002349
705,47 0,00 -256,53 705,47 | | —0,00042200
2586,71 0,00 -705,47 1293,36 | | —0,00261800
0,00 92272,73 0,00 0,00 ‘ -0,00002349
—705,47 0,00 256,53 705,47 | | —0,00042200
1293, 36 0,00 -705,47 2586,71 0,00261800

En el Estado I, los esfuerzos en los extremos de la barra f son:

N.= 0,00t
V.= 11,57t

£ _| Mc= 10,60tm

"I Ny,= 0,00t
V, = 11,57t
M, =-10,60 t-m

Asi que para el estado real los esfuerzos en los extremos de la barra f, seran:

Ewea. =Eq +Eq =

0,00
11,57
10,60

0,00
11,57

-10,60

4,34
0,00
3,39
4,34
0,00
3,39

N. = 4,34t
V. =11,57t
M. = 7,22tm
N, =-4,34t
V,=1157t
My =-7,22tm
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Leyes de momentos flectores de los dos estados | y |I:

Estado I:

En el estado | las barras horizontales ¢ y f (vigas), estan sometidas a las cargas indicadas,
resultando las siguientes leyes de momentos flectores:

Barra c:
-8,92 t'm -8,92 tm

( 10y \
AN \L/ %B)

4,46 tm

Fig. E.9.1.1.f

M(0)2 =—8,91t:m

M(x): =—8,91+9,73-x-177-x*  [M(2,75)5 =4,46 tm
M(5,5)% =-8,91tm

. X, =4,34m
M(X), =0—>
(X)a X,=116m
Barra f:
-10,61 tm -10,61 t'm
‘ );
C T D |
(x I ’
5,31 tm
1,16 m
Fig. E9.1.1.9

M(0)2 =—10,61tm

M(x)2 =—10,61+1157-x—2,1-x>  [M(2,75)g =5,31tm
M(5,5)2 =—10,61tm

X, =116m

D _
M =0 _435m
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Estado II:
Barra c:
1280m (A B 128 tm
| \ o P ke
1,28 tm
Fig. E.9.1.1.h
M(x)§ =1,28tm
Barra f:
3,39 tm ( C D \f 3,39 tm
. {0} /
3,39 t'm
Fig. E.9.1.1.i
M(x)2 =3,39 tm
Estado | + II:
Barrac:
7,63 tm 7,63 tm

@ o 9
A v (I:'I) " B
\:_,/

5,74 tm
———
0,95 m

Fig. E.9.1.1

M(0)% =-7,63tm
M(xX)% =-7,63+9,73-x-177-x*  |M(2,75); =5,74tm
M(5,5)5 =-7,63tm
X, =4,55m

B_
M(X)A =0—> Xz :0’95m
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Barra f:
-7,22 tm -7,22 t'm
Nn o
cBD @ 2y
8,72 t'm
—————f—
0,72 m
Fig. E.9.1.1.k

M(0)2 =—7,22 tm
M(X)2 =—7,22+11,57-x—2,10-x*  [M(2,75)¢ =8,72tm
M(5,5)2 =—7,22 tm

X, =4,74m

D_
M =0=> _o72m

El diagrama de momentos flectores de la estructuras queda como sigue:

-7,22 t'm -7,22 t'm
()l !
C D
-7,22t'm = v -7,22 t'm
= \ i) =
-7,63 t'm i
(M 8,72 t'm (M
= =)

_2,33 tm A 5,3] t'm ; 5,3] t'm B _2’33 tm

) 110y N
= ' =
5,74 tm
=) =)
1,17 tm 1,17 tm ;
Fig. E.9.1.1.1

Reacciones en los apoyos en ejes globales:

Las reacciones en los apoyos se pueden determinar a partir de los esfuerzos en las barras,
estableciendo el equilibrio en los nudos correspondientes a los apoyos:
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Apoyo izquierdo:

2R =0;
>F =0;
ZMOI :Oa
Apoyo derecho:
2R =0;
2K =0;

ZMOD :O|

1,17t-m( — 2 %
2129t

121t =— ) 1,17 tm

ROIY
N,

MOI

Fig. E9.1.1.m

Rx~121=0; R’y =121t
R',~21,29=0; R', =2129t

-M', +117=0; M, =117 tm

Ropy
Nt S
Mgp

Fig. E9.1.1.n

R',x~121=0; R’, , =121t
R, ,~2L29=0; R, =2129t

~M', +117=0; M, =117tm
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Por tanto, las reacciones en los apoyos seran:

C D
A B
O Op
121t S S 107t
21.29 t 21,29 t
>~ R 4
1,17 tm 1,17 tm

Fig. E.9.1.1.7
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Ejercicio 9.1.2

Calcular mediante analisis matricial, las reacciones en los apoyos, y el movimiento de los
nudos en la estructura representada de la figura.

Caracteristicas de las barras:

E=2,1-10°kg/cm?

Seccion: 0,3-0,3 m?

Representar la ley de momentos flectores y la deformada.

4m

Sm Sm

Fig. E.9.1.2.a

Solucioén:

Discretizacion de la estructura:
En la siguiente figura se ha definido:
- Sistema de referencia global (X’Y”): S.G.
- Designacion de barras y nudos de la estructura.

- Sistema de referencia local (S.L.): en cada barra se indica el sentido del eje longitudinal
de la barra (del nudo inicial al nudo final).

Fig. E.9.1.2.b
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En la tabla siguiente se muestran los datos geométricos de cada una de las barras de la
estructura:

Barras | Ancho (m) [Canto (m) |Area(m?) [ L(m) | 1M [|E@M®mM) | a®
a (A-C) 0,300 0,300 0,090 4,000 | 0,000675 | 2,10-10’ 90
b (B-D) 0,300 0,300 0,090 4,000 | 0,000675 | 2,10-10’ 90
c (C-E) 0,300 0,300 0,090 5,385 | 0,000675 | 2,10-10" | 21,801
d (D-E) 0,300 0,300 0,090 5,385 | 0,000675 | 2,10-10" | 158,199

Aplicacidon del Principio de Superposicion:

La estructura estad sometida a un sistema de cargas distribuidas por lo que se sustituiran las
cargas por su accion equivalente en los nudos. Por ello, el estado de carga real se
descompone en los dos siguientes estados:

25¢ -8,975t'm ‘ 8,975 tm
-l 13,33 t'm <35t !

Vd
20t

v >

13,337!-m -1 3,733>71-m
ESTADO1 ESTADO Il

Fig. E9.1.2.c

Estado I:

10 tm

13,33 tm | §1A' SNy l; ) qL¥12=-13,33 tm

Y C”

20 tI Tqu’] 2=20't

Fig. E.9.1.2.d
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Barra c:
p 10 /m . \
8,975 tm & ZSWV‘ = t) 8,975 t'm
104 TlOt
Lc=5,385m
Fig. E9.1.2.e
2
o, =arctg == 21,801°
P, =P-cosa, =10-cosa, =9,29 t/m
P, =P-seno. =10-sena, =3,71t/m
Pv=3,71 tm
INREERY Sy
Fig. E9.1.2.f
Estado II:
Barra a:
13,33 t'm
V
20t —=1
C
A
20—
f S o
-13,33 tm
Fig. E.9.1.29
Barra c:
™\ 8,975 t-
2P
/\
25t
‘ /\C 10t
8,975 tm \_ \

10t

Fig. E.9.1.2.h
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Resolucion del Estado Il de la estructura por el método matricial:

Seguidamente se define la matriz de rigidez de la estructura K’.

Se han eliminado las filas y columnas correspondientes a los nudos con desplazamientos
nulos, y solamente se incluyen las filas y columnas correspondientes a los hudos C, Dy E
(en este orden):

C D E
C K '22a + K 'llc Q I<'120
K'E =D Q K'22b+K'11c K'lzd
E Klzm K I21d K Izzc"' K '22d

Las barras que forman la estructura son reticuladas planas. Por tanto, la expresion de las
matrices elementales de cada barra en coordenadas locales es:

EA Y o EA o o

12El  6El 12El  6El
N, 0 = T 0O /= | (w
Vi 6El  4EI 6El 2EI | |V
0 — — 0 —— =l
M, | L L > L [|%
Nl JlEA g 0 B2 g o ||
V2 L L V2

o GBIl &L, 6B 4Bl

L L L L

Se procede a calcular la submatriz K’;5.. El procedimiento indicado es similar para el resto
de submatrices necesarias (K2, K’11c,...) para completar la matriz de la estructura K’g:

La submatriz elemental K;, de la barra “c” en coordenadas locales es:

EA
L

12El 6EI

e BT

o _GEl 28l

L L
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La matriz K’;,. en coordenadas globales se obtiene a partir de la siguiente expresion:
1 _ T
KlZc =C- K12c -C
La matriz de transformacion C, para la barra c es:
cosa -seno O 09 -0,4 0,0
C=|sena. cosao 0|=/0,4 09 0,0
0 0 1 0,0 00 10
Resultando,
0,9 -0,4 0,0) (-350964,2 0,0 0,0 0,9 0,4 0,0
K= 0,4 09 00| 0,0 -1089,2 2932,8|-|-0,4 0,9 0,0
0,0 00 10 0,0 -2932,8 5264,5 0,0 0,0 10
-302705,57 -120646,55 -1089,20
K’15=| —120646,55 -49347,82  2723,00
1089, 20 -2723,00 5264,46
Una vez obtenidas las submatrices K’5z,, K’224, K11, ... s¢ compone la matriz K’g.
305363, 38 120646, 55 4226, 43 0,00 0,00 0,00 -302705,57 —120646,55 —1089, 20
120646, 55 521847, 82 2723,00 0,00 0,00 0,00 —-120646,55 —49347,82 2723,00
4226, 43 2723,00 24703,93 0,00 0,00 0,00 1089, 20 —2723,00 5264, 46
0,00 0,00 0,00 305363,38 —120646, 55 4226,43  —302705,57 120646,55 -1089, 20
KlE = 0,00 0,00 0,00 -120646,55 521847,82  -2723,00 120646, 55 —49347,82  -2723,00
0,00 0,00 0,00 4226, 43 —2723,00  24703,93 1089, 20 2723,00 5264, 46
-302705,57  —120646, 55 1089,20 -302705,57 120646, 55 1089, 20 605411,14 0,00 2178, 40
—120646, 55 —49347,82  -2723,00 120646, 55 —49347,82 2723,00 0,00 98695, 64 0,00
-1089, 20 2723,00 5264, 46 -1089, 20 —2723,00 5264, 46 2178, 40 0,00 21057,85
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P'. =46,9261
P, = 0,000t
M'. = 4,358 tm
P'., = 0,000t

P'e=| P',, = 0,000t
M', = 0,000 t:m
P'. =26,926
P, = 0,000t
M'. = 8,975tm

A continuacion calculamos los desplazamientos de los nudos libres (C, D y E) en el sistema
de coordenadas globales:

Ue

Ve
0'c

c D
o-
Il

0,0291585m
0,0000301m
-0,0061483 rad
0,0244990 m
v', =—0,0000301 m
—-0,0067871rad
0,0268954 m
v = 0,0057134m
0'c = 0,0036454 rad

Esfuerzos en los extremos_de las barras en coordenadas locales:

Barra a:

Los desplazamientos de los extremos de la barra en coordenadas locales son:

d,=CT-d",

0,0
-10
0,0
: 0,0
0,0
0,0

1,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0
1,0
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0
0,0
0,0
-1,0
0,0

0,0
0,0
0,0
10
0,0
0,0

0,0
0,0
0,0

00/

0,0
10

0,000000
0,000000
0,000000
0,029159
0,000030
-0,006148

0,000000 m
0,000000 m
0,000000 rad
0,000030 m
—0,029159 m
—-0,006148 rad
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Los esfuerzos en los extremos de la barra a en

son:.
Eall = Ka 'da
472500, 00
0,00
0,00
Ea =
-472500,00
0,00
0,00

En el Estado I, los esfuerzos en los extremos de la barra a eran:

0,00
2657,81
5315,63

0,00

—2657,81
5315,63

al —

N,= 0,00t
V, = 20,00t
M, = 13,33tm
N.= 0,00t
V.= 20,00t
M, =-13,33 tm

Asi gque para el estado real los esfuerzos en los extremos de la barra a, seran en el sistema de

referencia local:

E E,+E

aREAL — Fal

Barra b:

all —

0,00
5315,63
14175,00
0,00
—5315,63
7087,50

0,00 -14,24
20,00 44,82
13,33 111,42

0,00 " 14,24
20,00 —44,82

-13,33 67,84

—472500, 00
0,00

0,00
472500, 00
0,00

0,00

0,00
—2657,81
-5315,63

0,00

2657,81
5315, 63

N, =—14,24
V, = 64,82t
M, =124,75tm

T N = 14,24t

L =-24,821
M. = 54,51tm

0,00
5315,63
7087,50

0,00 |

-5315,63
14175,00

0,000000
0,000000
0,000000
0,000030
-0,029159
—0,006148

Los desplazamientos de los extremos de la barra b en coordenadas locales son:

d, =C!-d,

0,0
-1,0
0,0
0,0
0,0
0,0

1,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0 0,0
0,0 0,0
10 0,0
0,0 0,0
0,0 -10
0,0 0,0

0,0
0,0
0,0
10
0,0
0,0

0,0
0,0
0,0

00|

0,0
10

0,000000 0,000000 m
0,000000 0,000000 m
0,000000 0,000000 rad
0,024499 —0,000030 m
—0,000030 -0,024499 m
-0,006787 —0,006787 rad

coordenadas locales, en el estado Il

NA
VA
MA
Nc
VC
Mc

~14,24 1
44,82t

111,42 tm
14,24 t

—44,82 t
67,84 tm




226

Ejercicios de Fundamentos de Estructuras

Los esfuerzos en los extremos de la barra b en coordenadas locales son:

E, =K, -db
472500,00
0,00
0,00
E, =
—472500,00
0,00
0,00
Barra c:

0,00

2657,81
5315, 63

0,00

—2657,81
5315,63

0,00 —472500,00
5315,63 0,00
14175,00 0,00
0,00  472500,00
-5315, 63 0,00
7087,50 0,00

0,00 0,00
657,81  5315,63
_5315,63  7087,50

0,00 0,00 |

2657,81 -5315,63
_5315,63 14175,00

0,000000
0,000000
0,000000
—0,000030
—0,024499
—0,006787

Los desplazamientos de los extremos de la barra ¢ en coordenadas locales son:

d,=CT-d',

0,9
-0,4
0,0
‘ 0,0
0,0
0,0

0,4
0,9
0,0
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0
10
0,0
0,0
0,0

0,0
0,0
0,0
0,9
0,4
0,0

0,0
0,0
0,0
0,4
0,9
0,0

0,0 0,029159 0,027084 m
0,0 0,000030 —0,010801m
0,0 | | -0,006148 —0,006148 rad
0,0 . 0,026895 - 0,027094 m
0,0 0,005713 —0,004684 m
1,0 0,003645 0,003645 rad

Los esfuerzos en los extremos de la barra ¢ en coordenadas locales, para el estado I,

son:.
Ecll = Kc -d
350964,19
0,00
0,00
Eau =
—350964,19
0,00
0,00

0,00

1089, 20
2932,76

0,00

-1089, 20
2932,76

0,00 -350964,19
2932,76 0,00
10528,93 0,00
0,00  350964,19
—2932,76 0,00
5264,46 0,00

0,00 0,00
1089,20  2932,76
2932,76  5264,46

0,00 0,00 |
1089,20 —2932,76
2932,76  10528,93

En el Estado I, los esfuerzos en los extremos de la barra ¢ son:

0,027084
-0,010801
—0,006148

0,027094
-0,004684

0,003645

N, = 14,24t
V, = 29,04t
M, = 82,12tm
N, =—14,24 t
V, =-29,04 t
M, = 34,02 tm
N, = -3,33t
V, =-14,00t
M, =-63,48 tm
N, = 333t
V.= 14,00t
M, =-11,93 tm

E
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N, =-25,00t
V.= 10,00t
E _ M.= 898tm
“ | N =-25,00t
V. = 10,00t
Mg = —-8,98tm
De modo que para el estado real los esfuerzos en los extremos de la barra c, seran:
—25,00 -3,33 N. =-28,33t
10,00 -14,00 V.= —4,00t
8,98 —63,48 M. =-54,51tm
Eerear =Eq +Eqi = + = _
-25,00 3,33 N =-21,67t
10,00 14,00 V.= 24,00t
-8,98 -11,93 Mg =-20,90 t:m
Barra d:
Los desplazamientos de los extremos de la barra d en coordenadas locales son:
dq =CZ -d',
-009 04 00 00 00 0,0 0,024499 -0,022758 m
-0,4 -0,9 00 00 00 0,0(]|-0,000030 -0,009071m
d = 00 00 10 00 00 00/ -0,006787 | |-0,006787 rad
°1 00 00 00 -0,9 04 00|| 0026895 | |-0,022850m
0,0 00 00 -0,4 -0,9 0,0 0,005713 —0,015294 m
00 00 00 00 0,0 10 0,003645 0,003645 rad
Los esfuerzos en los extremos de la barra d en el sistema de referencia local, son:
Ed = Kd 'dd
350964,19 0,00 0,00 —350964,19 0,00 0,00\ (-0,022758 N, =
0,00 1089,20  2932,76 0,00 -1089,20 2932,76 | | -0,009071 V. =
E - 0,00 2932,76 10528,93 0,00 -2932,76  5264,46 | | -0,006787 M, =
¢ | _350964,19 0,00 0,00  350964,19 0,00 0,00 | | —0,022850 N, =
0,00 -1089,20 -2932,76 0,00 1089,20 -2932,76 | | —0,015294 Vv, =
0,00 2932,76  5264,46 0,00 -2932,76 10528,93 0,003645 M =

o

32,25t
—2,44 t
—34,02 t-m
-32,25t
2,44 t
20,90 t'm
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Reacciones en los apoyos en ejes globales:

Las reacciones en los apoyos se pueden determinar a partir de las siguientes expresiones
matriciales (Estado II). A continuacién se sumaran las reacciones correspondientes al estado
l.

Estado 1I:

2657,81 0,00 -5315,63) (0,00) (-2657,81 0,00 —5315,63) ( 0,029159
R'" = 0,00 472500,00 0,00 |- 0,00 |+ 0,00 —472500,00 0,00 |-| 0,000030
~5315,63 0,00 14175,00) (0,00) | 5315,63 0,00 7087,50 ) | -0,006148
—44,82t

R',"=|-14,24t

111,42 tm

2657,81 0,00 -5315,63) (0,00 (-2657,81 0,00 -5315,63) ( 0,024499
R'," = 0,00 472500,00 0,00 |-| 0,00 |+ 0,00 —472500,00 0,00 |-| -0,000030
~5315,63 0,00 14175,00) (0,00) | 5315,63 0,00 7087,50 ) | -0,006787
~29,04t
R'."=| 14,24t
82,12 tm

Estado I:

-20,00t
R'.'=| 0,00t
13,33t'm

0,00t
R'.'=| 0,00t
0,00 tm

Por tanto, las reacciones en los apoyos seran (en el sistema de referencia global):
—-20,00 —44,82 —64,82t
R, =R"'+R"\"=| 0,00 |+| 14,24 |=| —14,24t
13,33 111,42 124,75tm
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0,00) (-29,04) (-29,04t
R.FA-=R''+R',"=/0,00|+| 14,24 |=| 14,24t
0,00/ | 8212 82,12 tm

10 tm
B
s~ 64,82 s < 29,041
14,24t 14,24 t
. ugh o
124,75 t'm 82,12 tm

Fig. E.9.1.2.i

A continuacion comprobamos que las reacciones obtenidas son correctas, estableciendo el
equilibrio estatico de la estructura.

> F, =-64,82-29,04+10-4+10-5,39=0
S F, =-14,24+14,24=0

>M, =124,753+82,124-10-4-2-10-5,39-5+14,238-10=0

Leyes de momentos flectores de los dos estados I, Il y estado real:

Las barras a y ¢ estan sometidas a las cargas indicadas mas arriba, las leyes de momentos
reales resultan de sumar las correspondientes a los estados | y II:

Barra a:
M I REAL
-111,419 tm
-13,33 tm -13,33 tm -124,749 t'm
A ND i) c Al @ & _ am 5
' m = wr T — ]
h (0Y 54,513 tm
67,843 t'm
Fig. E.9.1.2,j

M, =-13,33+20-x-5-x° | M, =44,816-x +111,419 | M

=-124,749 +64,816 -X -5 X ?
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Barra c:
) (In REAL

-8,975tm -8,975tm -11,927 tm -20,901 t'm
c |\ . 4 c oA ¢ 0y |E

' {1 ' ) T il '

54,51 tm
63,485 t'm
Fig. E.9.1.2.k

M, =—8,975+10-x —1,857 - x*| M,, =63,485-x —14,004 | M =54,51—4,004 -X —1,857 -x

El diagrama de momentos flectores del portico queda como se indica a continuacion:

-20,901 tm -20,901 t'm

54,513 t-

(M

(M

2 =) 82,124 tm L — (8
-124,749 t'm

Fig. E.9.1.2.]

Deformada:

Fig. E.9.1.2.m
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Ejercicio 9.1.3
Aplicando andlisis matricial, calcular los movimientos de los nudos y las reacciones en los

apoyos, en la estructura de la figura:

Fig. E.9.1.3.a

Cable AC: Seccion 2x2 cm?
E=2.10° kp/cm?
Barras BA, AD:E=2-10° kp/cm?
Seccion: canto=60cm / ancho=30cm

Solucioén:

Para resolver el ejercicio, el cable AC se sustituye por su accion en la barra.

N
T’ 1 tm

y 'R ¢§

VB Al D
| 10t
4m ‘ 6m
Fig. E9.1.3.b

Discretizacion de la estructura:
En la siguiente figura se ha definido:
- Sistema de referencia global (X’Y’): S.G.
- Designacion de barras y nudos de la estructura.

- Sistema de referencia local (S.L.): en cada barra se indica el sentido del eje longitudinal
de la barra (del nudo inicial al nudo final).

N

t 1 tm

y' > =
\ Y55 Bat D
*10t

Fig. E.9.1.3.c
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En la tabla siguiente se indican los datos geométricos y mecanicos de cada una de las barras
de la estructura y del cable A-C:

Ancho | Canto | Area E
Barras (m) (m) (m2) L (m) I (m4) (Kp/cm2) | E (t/m2) o

a (B-A) 0,300 0,600 0,180 4,000 |0,00540000 | 2,00-10° | 2,00-10° 0
b (A-D) 0,300 0,600 0,180 6,000 |0,00540000 | 2,00-10° | 2,00-10° | 180

Ancho | Canto | Area E
Cable (m) (m) (m2) L (m) I (m4) (Kp/cm2) | E (t/m2) o

A-C 0,020 0,020 | 0,0004 | 4,000 |0,00000001 | 2,00-10° 2,00-10’ 90

Aplicacion del Principio de Superposicion:

El estado de carga real se descompone en los siguientes estados:

@) ®)
-y

§B '7l l Lik\ -+ \ 10-cos45° DE

NB AN

EN
10-send5° 10t

Fig. E.9.1.3.d

A su vez, el estado A se descompone en los siguientes estados:

(A) @ an

3tm

o X

1 tm 1 t/m S3tm | 3t 3t )

\ 1

v vy 0n— l I I l 1 I l\ N N

§B A D&_§B §A D‘§+§B A DN

qL¥12=3 t'm ( ‘ )3 tm
L} ’
qL/2=3 1 3t
Fig. E.9.1.3.e

El anélisis matricial se aplica a la suma de los estados (B)+(1l de A).
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Resolucion del Estado Il de la estructura por el método matricial:

(B) (I-A)

3t
‘

N h

[ -3 t-m(

\ 10-cos45° N '

b 4+ &
«

10-send45° 10t

Fig. E.9.1.3.f

Seguidamente, se define la matriz de rigidez de la estructura K’g incluyendo las filas y
columnas de los nudos con desplazamiento, que en esta estructura Unicamente es el nudo A.

K‘E =(K'22a+K|22b)

Las barras que forman la estructura son reticuladas planas. Por tanto, la expresion de la

submatriz elemental K,, de cada barra en coordenadas locales es:

A,
L

12El 6EI

T 0T

o _SEI 2l

L L

Se procede a calcular las submatrices K’», Y K’ op.

La matriz K’,,, en coordenadas globales se obtiene a partir de la siguiente expresion:

K'ga =C- Ky, -.C

1,0 0,0 0,0) (90000,0 0,0 0,0) (10 0,0 0,0

K, =|0,0 10 0,0 0,0 20250 -4050,0||0,0 1,0 0,0
0,0 0,0 1,0 0,0 —4050,0 10800,0) (0,0 0,0 1,0
90000,0 0,0 0,0

K, = 0,0 20250 -4050,0

0,0 -4050,0 10800,0
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La matriz K’ en coordenadas globales se obtiene a partir de la siguiente expresion:

Kap = C- Ky .C

-10 0,0 0,0) (60000,0 0,0 0,0)(-10 00 0,0
K,,=| 0,0 -1,0 00| 0,0 600,0 -1800,0|-| 0,0 -10 0,0
0,0 0,0 10 0,0 -1800,0 7200,0 0,0 00 10

60000,0 0,0 0,0
Ky, = 0,0 600,0 1800,0
0,0 1800,0 7200,0

Una vez obtenidas las submatrices K’y y K’ se compone la matriz K’g.

150000, 00 0,00 0,00
K = 0,00 2625,00 -2250,00
0,00 -2250,00 18000,00

La accion del cable AC sobre las barras se sustituye por el axil N al que estad sometido dicho
cable por la accidn de las cargas.

P', =10-cos45° P =7,071
P'.=|P',, =N-10-sen45°-3 |=| P', =N-10,071
M', =-3 M’y =-3

Para calcular las componentes del desplazamiento del nudo libre (A) y la accién del cable
AC sobre la estructura (N), resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones en el sistema de
referencia global (se expresa en forma matricial):

P =K'-d'
7,071 150000,0 0,0 0,0) (u',
N -10,071 |= 0,0 26250 -2250,0 |- V',
-3 0,0 —2250,0 18000,0) (60",
" 7,071
A 1510°

2625-v',—2250-0', =N—-10,071

—2250-v',+18000-0', =—3
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Ademas, tendremos en cuenta que en el cable debe verificarse la siguiente relacion:

EA

N=—.AL
L

Donde:

AL=-v',

El cable AC esta traccionado porque el punto A desciende (v’ 5, <0) por accion de las cargas.
Por tanto, el cable AC aumenta de longitud, con lo que Al>0.

—v' 1072
N =E-A-M=—2-1o7 -ﬂ-v'A =-2000-Vv',
L 4

Sustituimos en el sistema de ecuaciones inicial:
2625-v',—2250-0', = N—10,071=-2000-v',—10,071
Resultando:

4615-v',—2250-0', =—10,071

" 7,071
A 1510

=0,00004714 m

1
0', =(-3+2250-v',) ————=-1,667-10" +0,125- '
A= ») 18000 A

4625-V'A—%-(—3—2250-V'A)=—10,O71

4625-v',+0,375—281,25-v', =—10,071
4343,75-v', =-10,446

. 10,446

v, = =-0,0024049 m
4343,75
0'y =—1,677-10% +0,125-v', =—0,0004673 rad

u'y = 0,0000471m
d'. =| v', =—0,0024049 m
0', =—0,0004673 rad

Finalmente, el axil en el cable AC resulta ser:
—v' 1072
N = E-A-Mz—z-w -ﬂ-v'A =-2000-Vv',
L 4

N=4,810t



236 Ejercicios de Fundamentos de Estructuras

Reacciones en los apoyos en ejes globales:

Las reacciones en los apoyos en el Estado 1, se pueden determinar a partir de las siguientes
expresiones matriciales.

R'B“ :(K'lza)'d'A
RlDII :(Kllzb)’d'A

Posteriormente se sumaran las reacciones correspondientes al estado I.

Estado II:
—90000,00 0,00 0,00 0,000047 4,24t
R'." = 0,00 —2025,00 4050,00 |-| —0,002405 2,98t
0,00 -4050,00 5400,00) | —0,000467 7,22tm
—60000,00 0,00 0,00 0,000047) (-2,83t
R'." = 0,00 -600,00 -1800,00 |-| —0,002405 2,28t
0,00 1800,00 3600,00) | —0,000467 | | -6,01tm
Estado I:
0,00t
R';=[0,00t
0,00 t:m
0,00t
R';=| 3,00t
-3,00 t:m

Las reacciones reales en los empotramientos B y D, en el sistema de referencia global, las

obtenemos como suma de las correspondientes a los estados | y II:

0,00\ (-4,24\ (-4,24t
R, =R''+R'," = 0,00 |+| 2,98|=| 298t
0,00 7.22 7,22 tm
0,00\ (-2,83) (-2,83t
R, =R,'+R,"=| 3,00|+| 2,28 5,28t
-3,00 -6,01 -9,01tm
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4,809 t
€
7,216 tm 42431 \ §-§’828 t).9.01 tm
1 Y B A D s
2,977t 5,284 1
Fig. E.9.1.3.9

En este apartado se verifica que las reacciones obtenidas son correctas, estableciendo el
equilibrio estatico de la estructura.

Fig. E.9.1.3.h

2. F,=4,24+2,83-10-c0s45°=7,07—-7,07=0
> K, =2,98+5,28+4,81-1-6-10-sen45°=13,07 -13,07=0

2M;=7,22-9,01+5,28-10+4,81-4-1-6-7—-10-sen45°4=79,29-79,29=0
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Ejercicio 9.1.4

En la estructura de la figura calcular el movimiento de los nudos y las reacciones en los
apoyos.

Barras:

Seccion: 0,6x0,4 m?

E: 2:10° Kg/cm?

4,5m 4,5m

15t |
§C A ]1 m D %

4.5m
B Ey
5
45° \\ 151
¥
Fig. E9.14.a

Solucioén:

Para resolver el ejercicio consideramos el siguiente estado equivalente al de la estructura
real:

15tm
47N 15t
§ — 22— 7
NC a A b DY
le
Y'L
X!
B ) Ey
15t

Fig. E.9.1.4.b
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Discretizacién de la estructura:

En la figura anterior se ha definido también:
- Sistema de referencia global (X’Y”): S.G.
- Numeracidn de barras y nudos de la estructura.
- Sistema de referencia local (S.L.).

En la siguiente tabla se indican las caracteristicas geométricas y mecénicas de cada una de
las barras de la estructura:

E
Ancho | Canto | Area (Kp/cm?
Barras | (m) (m) (md) | L(m) I (m?) ) E@{t/m)| «a

a 0,400 | 0,600 | 0,240 | 4,500 | 0,00720000 | 2,00-10° | 2,00-10° | 0Q°

0,400 | 0,600 | 0,240 | 4,500 | 0,00720000 | 2,00-10° | 2,00-10° | 180°

b
C 0,400 | 0,600 | 0,240 | 4,500 | 0,00720000 | 2,00-10° | 2,00-10° | 270°
d 0,400 | 0,600 | 0,240 | 4,500 | 0,00720000 | 2,00-10° | 2,00-10° | 180°

Matriz de rigidez de la estructura en el sistema de referencia global:

A continuacion se define la matriz de rigidez de la estructura. Solo se incluyen las filas y
columnas correspondientes a los nudos libres A'y B (en este orden):

A B
K’ :ALKIzza"' K+ Ky K'se j
" B K1 K2+ Ky

Matrices de rigidez elementales de las barras (S.G.):

Al tratarse de barras reticuladas planas, la expresion de las matrices elementales de cada
barra en coordenadas locales es:

EA w o BA o o
L L
12E1  6El 12El  6El
N, 0 2 L2 0 R !
Vi o SGEL 4Bl 6El 2B
M, | L L L L ||%
Na | |EA o EA o o ||%
V, L L Vv,
o 6El 2Bl eEl 4Bl

L L L L
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A continuacion se calcula la submatriz K’,,,. El procedimiento indicado es similar para el
resto de submatrices necesarias (K’n, K’11c,...) para determinar los coeficientes de la matriz
de la estructura K’g:

La submatriz elemental K, de la barra “a” en coordenadas locales es:

EA 5
L

12El 6El

A

o _SEI 4Bl

L L

La matriz K’»,, en coordenadas globales se obtiene a partir de la siguiente expresion:

K',, =C-K,, -CT

22a
Donde C, la matriz de transformacién o de cambio de ejes, para la barra a es:
coso. —seno 0 0,0 -1,0 0,0

C=|sena cosa O(=/10 0,0 0,0
0 0 1 0,0 00 10

Resultando,
1,0 0,0 0,0) (106666,7 0,0 0,0) (L0 0,0 0,0
Ky, =100 10 0,0 |- 0,0 1896,3 -4266,7|-/0,0 1,0 0,0
0,0 0,0 10 0,0 -4266,7 12800,0/ (0,0 0,0 1,0
106666,67 0,00 0,00
Ky, = 0,00 1896,30 -4266,67
0,00 -4266,67 12800,00

Una vez calculadas las submatrices K’y., K’11c, K’22a,. .. se determina la matriz K’¢:

215229,63 0,00 4266,67 —1896,30 0,00 4266,67

0,00 110459,26 0,00 0,00 -106666,67 0,00

K - 4266,67 0,00 38400,00 —4266,67 0,00  6400,00
£ —-1896,30 0,00 -4266,67 108562,96 0,00 -4266,67
0,00 -106666,67 0,00 0,00 108562,96  4266,67

4266,67 0,00 6400,00 -4266,67 4266,67 25600,00
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Vector de cargas o fuerzas exteriores en los nudos:

P, =—15000t
Py, = 0,000t
| M, = 15,000 tm
| P, =-10,607 t
Py, =—10,607 t

M’y = 0,000 t:m

Desplazamientos en los nudos libres o no restringidos:

Los desplazamientos de los nudos libres (A y B) en el sistema de referencia global lo
obtenemos a partir de la ecuacion:

AN

u', =—0,0000825m

6', = 0,0003470 rad
u'y =—0,0000750 m
V', =-0,0021128 m
0', = 0,0002666 rad

-0,0020402 m

Reacciones en los apoyos en ejes globales:

Las reacciones en los apoyos se determinan a partir de las siguientes ecuaciones matriciales:

RIC

RIC

:Kllza'dlA

—-106666,67

R'p

I:alD

=K|12b'd'A

—-106666,67

0,00 0,00) (—-0,0000825 R'., = 8,802t
= 0,00 -1896,30 4266,67 |-| -0,0020402 |=| R'., = 5,349t
0,00 -4266,67 6400,00 0,0003470 M'. =10,926 t:m

0,00 0,00) (-0,0000825 R, = 8,802t
= 0,00 -1896,30 -4266,67 |-| —0,0020402 |=| R, = 2,338t
0,00  4266,67 6400,00 0,0003470 M’y =—6,484 t:m
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R'E = Klzlc'dlA"'(K'zzc"'K'zzd)'dls

-1896,30 0,00 -4266,67) (-0,0000825
R'c= 0,00 -106666,67 0,00 |-| —0,0020402 |+
4266,67 0,00 6400,00 0,0003470
1896,30 0,00 -4266,67) (106666,67 0,00 0,00
+ 0,00 106666,67 0,00 |+ 0,00 1896,30 4266,67
—4266,67 0,00 12800,00 0,00 4266,67 12800,00
R'e, = 8,003t
R'e=|R'y, = 2,869t
M’ =-7,308 tm
Las reacciones en los apoyos son:
10,93 tm 15 t'm 6,48 tm
8@L§C ® 'Dg&got
= 15t s
5,351 12,39
7,31 tm
P 3
B Eyp 8t
T 15t 12871
Fig. E9.14.c

Se comprueba, a continuacion, el equilibrio global de la estructura:

2R, =0;

8,8+8,8+8-15-15-c0s45°=0; 25,6-25,6=0

2R, =0;

5,35+2,39+2,87-15-sen45°=0; 10,6-10,6=0

M, =0;

10,93+15+2,39-9-6,48—-7,31+8-4,5+2,87-9-15-c0s45°-4,5—-15-5en45°-45=0

109,27 -109,27 =0

—0,0000750

-| —=0,0021128

0,0002666
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Deformada:

Fig. E.9.1.4.d
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Ejercicio 9.1.5
En la estructura indicada calcular movimientos en los nudos y reacciones de
empotramiento. Dibujar la ley de momentos flectores.
Barras:
E=2.10"t/m?

Seccion: 0,3x0,3 m?

o
W

4m

3m ( 6 m ‘ 3m

Fig. E.9.1.5.a

Solucioén:

Descomposicion en estados:

4t

Fig. E.9.1.5.b

Por simetria, se estudia el elemento 1-2-A:

Fig. E.9.1.5.c
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La carga aplicada en la deslizadera se puede considerar desplazada, una distancia diferencial
o:

Fig. E.9.1.5.d

Estado I:

Fig. E.9.1.5.e

Ley de momentos correspondiente a la barra 2-A:

\ 13 s, //'Mz

N

M,+4(L-5)
M,

’ iy
2 A
Fig. E.9.1.5.f
1 1
gza. MZ-L+§-4-(L—5)-L =0; M2=—2(L—6)

M, =4-(L-8)-2-(L-8)=2-(L-9)
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De modo que:

Fig. E.9.1.5.9

Los estados a considerar son, por tanto:

4t
>

6 tm { 2—y§ - a
\\ 9 A /.‘ _|_ /s

o

ESTADO I ESTADO II

Fig. E.9.1.5.h

Estado 11

Fig. E.9.1.5.i

En la siguiente tabla se muestran los datos geométricos de cada una de las barras:

Canto
Barras | Ancho (m) (m) Area(m) | L(m) I (mh E (t/m?) a
a(l-2) 0,300 0,300 0,090 5,000 |0,00067500 2,00-10’ 53,130
b (2-A) 0,300 0,300 0,090 3,000 |0,00067500| 2,00-10’ 180
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EA o _EA
L L
o BRI o i
o CEL 4B, _EEl
“= A -t EA -
-— 0 0 — 0
L L
o ER L,
o EEl 2 o 6Bl
L L L
- Barra empotrada-deslizadera (barra b):
EA o o _EA 4
L L
0 0 O 0 0 O
0 O E 0 0 —E
o=l Ea - EA -
-— — 0 0
L L
0 0 O 0 0 O
0 0 —E 0 0 E
L L

0

6El

T

281
L

0

6El
N
4E1
L

Las submatrices K’,5, y K 22 para completar la matriz de la estructura K’g se calculan segun

la siguiente expresion:
] T
K =C-Kyp, -C

Klzzb =C- K22b -.C’

Siendo C la matriz de transformacion:
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cosa -sena 0
C,=C,=|sena cosa O
0 0 1

Una vez obtenidas las submatrices K’, v K’22p se compone la matriz K’g

730429,44 172177,92  2592,00
K'e =| 172177,92 230866,56 —1944,00
2592,00 —-1944,00 15300,00

P, = 0,000t
P =| P, =—4,000t
M', =—6,000 tm

u', = 0,0000076 m
d'e =(K'g) " -P'. =| v', =-0,0000263 m
0', =—0,0003968 rad

V., = L3 . _12EIV _@e
ATEI LB 12 P

En el sistema local:

u, =—0,00000762 m
v, = 0,00002635m
0, =—0,00039680 rad

Sustituimos obteniendo v'. (Deslizadera):

u', =0,0000000 m
d', (deslizadera) =| v', =0,0006215m
0', =0,0000000 rad

Reacciones en los apoyos en ejes globales:

Las reacciones en los apoyos se determinan a partir de las expresiones matriciales
correspondientes al Estado Il. A continuacion se sumaran las reacciones correspondientes al
Estado |.
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Apoyo A (deslizadera):

Estado I:
N', =0,000 t
R', =| V', =0,000t
M', =6,000 tm
Estado Il
N', =—4,572t
RlAu = K'12b'd|2+ Klub‘d'A = V'A = 0,000t
M', = 1,786tm

Por tanto, las reacciones en el apoyo A (deslizadera) seran:

N', =—4,572t
=R',+R'y =| V', = 0,000t
M', = 7,786 tm

R ]

Areal

Apoyo 1:

Estado I:

N', =0,000 t
R', =| V', =0,000t
M, =0,000 t-m

Estado II;

N', = 4,572t
R', =K',-d',=| V', = 4,000t
M', =—2,072tm

Por tanto, las reacciones en el apoyo 1 seran:

N', = 4,572t
R',+R', =| V' = 4,000t
M’ =-2,072 tm

R 1

lreal —
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l4t
« 4,57t
A

[\S]

—7,79 tm

2,07 tm ~

4,57t 4t

Fig. E.9. 1.5,

Equilibrio global estructura real:

Comprobamos que las reacciones obtenidas son correctas, estableciendo el equilibrio estatico
de la estructura.

8t

(88}
W

2,07tm ~ > 2,07 tm
| o] 4w )

L N

457t |44 41| H37t

Fig. E.9.1.5.k
¥F,=0; 4,57-4,57=0
>F,=0; 4+4-8=0

M, =0; —-2,07-8-6+2,07+4-12=0; 50,07-50,07=0



Javier Suéarez & Gracia Rodriguez

251

Esfuerzos en las barras:

Barra a:

Desplazamiento en ejes globales:

==
=
Il

u’, = 0,0000000 m
v', = 0,0000000 m
0,0000000 rad
* |u',= 0,0000076 m
v', =—0,0000263 m
0', =—0,0003968 rad

Desplazamiento en ejes locales:

d,=C".d', =

Esfuerzos en los extremos de la barra (S.L.)

Barra b:

u, = 0,0000000 m
v, = 0,0000000 m
0, = 0,0000000 rad
u, =-0,0000165 m
v, =-0,0000219 m
0, =—0,0003968 rad

N, = 5,943t
V, =-1,257t
M, =—2,072 tm
N, =—5,943t
V,= 1,257t
M, =—4,214 tm

[N

Desplazamiento en ejes globales

<
>
Il

u'y, = 0,0000000 m

' 0,0006215 m
6', = 0,0000000 rad
u', = 0,0000076 m
v', =—0,0000263 m
', =—0,0003968 rad
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Desplazamiento en ejes locales

u, = 0,0000000 m
v, =—0,0006215m
d =CT.d', = 6, = 0,0000000 rad
u, =—0,0000076 m
v, = 0,0000263 m
0, =—0,0003968 rad

Esfuerzos en los extremos de la barra (I1) (S.L.)

N, = 4572t
V, = 0,000t
Eo =K, 'db = I\KIA i j;?g :.m
2 — T
V, = 0,000t
M, =-1,786 t'm
N, =0,000 t
V, =0,000t
M, =6,000 t-m
0=l N, —0.000t
, =0,
V, =4,000 t
M, =6,000 t:m
N, =0,000t
V, =0,000t
c _| Ma=6,000tm
| N,=0,000t
V, =4,000 t
M, =6,000 t:m
N, = 4572t
V, = 0,000t
£ CE +E. - M, = 7,786 tm
bREAL bl bll N2 :_4,572.[
V, = 4,000t
M, = 4,214tm

)
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Ley de momentos flectores:

423 tm 423 tm

4,23 t'm ()

|38

2,07 tm ~ ~ 2,07 tm
20\ 4
—4 207 tm 2,07 tm’ A=——
4,57tT4t ] 457t

Fig. E.9.1.5.1
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9.2 ESTRUCTURAS ARTICULADAS PLANAS
Ejercicio 9.2.1
Mediante aplicacion de andlisis matricial determinar en el pértico indicado:
1. Reacciones en apoyos.
2. Movimiento de los nudos A, B, Cy D.
3. Distribucion de momentos flectores.
4. Deformada.
Caracteristicas de las barras:
E=2,1-10"t/m’
Seccion: 30x30 cm?

q=81
4m 8 m

()

6m

12m

Fig. E.9.2.1.a

Solucioén:

Aplicacidon del Principio de Superposicion:

La barra BC esta sometida a una carga puntual en su vano. Para resolver el ejercicio
mediante el método matricial se descompone el estado real en los dos estados siguientes:
Estado | (de empotramiento perfecto), Estado Il (calculo matricial).

q=8t
__4m 8m
g’
B\ B Gy ©
Rg Re
Fig. E.9.2.1.b

b? b
Rg =q-F- 3—2-E =5,9250t = 5,93t
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Ro=q- (322 )=2.074t=2,07t
¢ L L)
a-b’
MB ZQ? 214,22 tm
a’-b
M. =-q- E =-7,11tm
Discretizacion de cargas:
q q=8 t 5,93t 2,07t
Mg=14,22 tm Mc=-7,11tm
o Y ¥ \ + /( \\
—= | |
B C % | B ch ,) c )
7,11 tm

T T 1422t

Rp=5,93t  R=2,07t'm

Fig. E9.2.1.c

Resolucion del Estado Il de la estructura por el método matricial:

Discretizacion de la estructura:

En la siguiente figura se ha definido:
- Sistema de referencia global (X’Y”’): S.G.
- Designacion de barras y nudos de la estructura.
- Sistema de referencia local (S.L.).

q=81

[>2

Fig. E.9.2.1.d

La tabla siguiente muestra las caracteristicas geométricas y mecénicas de cada una de las

barras de la estructura:
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Ancho | Canto Area
Barras (m) (m) (m? L (m) I (m? E (tm? a
a (A-B) 0,300 0,300 0,090 6,0 0,000675 2,10-10’ 90
b (C-D) 0,300 0,300 0,090 6,0 0,000675 2,10-10’ 90
¢ (B-C) 0,300 0,300 0,090 12,0 0,000675 2,10-10’ 0

La matriz reducida de la estructura K’g se obtiene incluyendo las filas y columnas de los
nudos libres By C:

B C
K. — B(K'22a+ Klllc KIlZc J
- C K ‘21c K I22b+ K l22(:

Las barras AB y DC son articuladas-empotradas, por lo que la expresion de la matriz de
rigidez elemental de cualquier barra articulada-empotrada en el sistema de referencia local
es:

A o A 4
NO e E R (w
v, L Ly,
0 0 0O O 0 0
Mool ea EA 1%
N, | [-== 0 0 = 0 0 u,
V. L Y
2 3El 3El 3El 2
A E e AL
o 3 o _3E 3
L L L

La barra BC es empotrada-empotrada, y la expresion de la matriz elemental la hemos visto
en otros ejercicios anteriores.

En cuanto a la matriz C de transformacién del sistema de referencia local al sistema de
referencia global es igual para barras articuladas-empotradas y para barras biempotradas:

cosa —sena O
C=|sena cosa O

0 0 1
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A continuacién se calculan las matrices de las barras a, b y ¢ en coordenadas globales:
Barra a:

K, =C-K,-C'

Donde:

0,0 -10 0,0 0,0 0,0 00
10 0,0 0,0 0,0 0,0 00
0,0 00 10 00 00 0,0

C:
0,0 00 00 00 -1,0 0,0
0,0 00 00 10 0,0 0,0
0,0 0,0 00 00 00 10
Y,
315000,0 0,0 0,0 -315000,0 0,0 0,0
0,0 196,9 0,0 0,0 -196,9 11813
K - 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
* | —315000,0 0,0 0,0 315000,0 0,0 0,0
0,0 -196,9 0,0 0,0 196,9 -11813
0,0 11813 0,0 0,0 -1181,3 7087,5
Resultando,
196,88 0,00 0,00 -196,88 0,00 -1181,25
0,00  315000,00 0,00 0,00 -315000,00 0,00
K = 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
* | -196,88 0,00 0,00 196,88 0,00 118125
0,00 -315000,00 0,00 0,00 315000,00 0,00
-1181,25 0,00 0,00 1181,25 0,00 7087,50

Siguiendo el mismo procedimiento se obtienen las matrices del resto de las barras en el
sistema de referencia global.
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Barra b:
196,88 0,00 0,00 -196,88 0,00 -1181,25
0,00 315000,00 0,00 0,00 -315000,00 0,00
, 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
K= -196,88 0,00 0,00 196,88 0,00 118125
0,00 —-315000,00 0,00 0,00 315000,00 0,00
-1181,25 0,00 0,00 118125 0,00 7087,50

Barra c:
157500,00 0,00 0,00 -157500,00 0,00 0,00
0,00 98,44 590,63 0,00 98,44 590,63
K — 0,00 590,63 4725,00 0,00 -590,63 2362,50
© | -157500,00 0,00 0,00 157500,00 0,00 0,00
0,00 -98,44 -590,63 0,00 98,44 -590,63
0,00 590,63 2362,50 0,00 -590,63 4725,00

Conocidas las submatrices K’ ., K’2p y K’ se compone la matriz reducida K’g.

157696,88
0,00
1181,25
-157500,00
0,00

0,00

0,00 118125
315098,44 590,63
590,63 11812,50
0,00 0,00
-98,44 590,63
590,63 2362,50

-157500,00
0,00

0,00
157696,88
0,00
1181,25

0,00
—98,44
—590,63
0,00
315098,44
-590,63

0,00
590,63
2362,50
1181,25
-590,63
11812,50

P, = 0,000t
P',, = 5,926t

o _|M's=-14,222tm
* |P'.,= 0,000t
P',, = —2,074t

M'.= 7,111tm

Las componentes del desplazamiento del nudo E, se calcula a partir de la siguiente expresién
en el sistema de referencia global:



Javier Suéarez & Gracia Rodriguez 259

u', = 0,0030100 m
v', =—0,0000169 m
0', =—0,0016302 rad
u'. = 0,0030015m
v'. =—0,0000085 m
0'. = 0,0006283 rad

Giros en los nudos Ay D

Para determinar los giros en los nudos A y D consideramos las barras a y b biempotradas, y
la ecuacién que resulta para calcular el momento en dichos nudos la igualamos a cero, puesto
que en la estructura real hay una articulacion que no impide el giro en dichos nudos y por
tanto no aparece ningin momento.

La ecuacion del momento se puede obtener aplicando la condicion anterior tanto en el
sistema de referencia global como local.

Giroen A

En el sistema de referencia global, la ecuacion que resulta es:
M', =9450,0-0',+2362,5-u'y+4725,0-0', =0

De donde despejamos 0'a:

0', =0,0000626 rad

GiroenD

Para obtener el giro en D, seguimos el mismo procedimiento:
M', =9450,0-0',+2362,5-u'c+4725,0-0'. =0

De donde se obtiene:

0'y =-0,0010645 rad

Reacciones en los apoyos Ay D en ejes globales:

Las reacciones en los apoyos (nudos A y D), se determinan a partir de las siguientes
expresiones matriciales, en el sistema de referencia global.

Puesto que las barras a y b no estan sometidas a ninguna carga, las reacciones que resultan

de aplicar el calculo matricial (Estado 1) coinciden con las reacciones del estado real.
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Nudo A
RIA _Kllla d'A+K'12a d'B
196,88 0,00 0,00) (0,0000000) (-196,88 0,00 -1181,25 0,0030100
R'.=| 0,00 315000,00 0,00 |-| 0,0000000 |+ 0,00 —-315000,00 0,00 |-| —0,0000169
0,00 0,00 0,00/ | 0,0000626 0,00 0,00 0,00) | —0,0016302
R', =1333t
R',=|R', =5333t
M', =0,000 t-m
Nudo D

RID = Kllzb'dlc"'K'llb'dlD

196,88 0,00 -1181,25) ( 0,0030015) (196,88 0,00 0,00) ( 0,0000000
R'.=| 0,00 -315000,00 0,00 |- —0,0000085 |+| 0,00 315000,00 0,00 |-| 0,0000000
0,00 0,00 0,00) | 0,0006283 0,00 0,00 0,00/ | —-0,0010645
R',, =—1,333t
Ry =| Ry, = 2,667t
M', = 0,000 tm

En este apartado se comprueba el equilibrio global de la estructura, con los valores de las
reacciones calculadas anteriormente.

q=81
C
D
— ] A8
2,67t

Fig. E.9.2.1.e
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> F,=0. 1,333-1,333=0
> F, =0. 5,333+ 2,667 -8=0
M, =0.  —8.4+2,667-12=0

Ley de momentos flectores

Para definir la distribucion de momentos flectores de la estructura, calculamos los esfuerzos
en los extremos de las barras mediante célculo matricial (Estado I1).

En la barra c los esfuerzos reales se obtendran sumando los esfuerzos correspondientes a los
alos Estado Iy Il.

En las barras a y b los esfuerzos reales son los calculados directamente en el Estado I1.

Esfuerzos en los extremos de las barras en coordenadas locales:

Barra a:

Los desplazamientos en los extremos de la barra a en coordenadas locales son:

d, =C; -d',
0,0 130 00 00 00 0,0 0,000000 0,000000 m
-10 0,0 0,0 00 00 0,0 0,000000 0,000000 m
d - 0,0 00 10 0,0 0,0 0,0 ' 0,000063 0,000063 rad
: 0,0 00 00 0,0 10 0,0 0,003010 —0,000017 m
60 00 00 -10 0,0 0,0||-0,000017 —0,003010 m
0,0 00 00 00 00 10){-0,001630 —0,001630 rad

Los esfuerzos en los extremos de la barra a en coordenadas locales son:

E,=K,-d,
315000,0 0,0 0,0 -315000,0 0,0 0,0 0,000000 N, = 5,333t
0,0 196,9 0,0 0,0 -196,9 11813 0,000000 V, =-1333t
£ _ 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 . 0,000063 M, = 0,000 tm
* | =315000,0 0,0 0,0 315000,0 0,0 0,0 0,003010 Ng =-5,333t
0,0 -196,9 0,0 0,0 196,9 -1181,3 | | -0,000017 V, = 1,333t
0,0 11813 0,0 0,0 -1181,3 7087,5) \-0,001630 M; =-7,999 t'm
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Barra b:

Los desplazamientos de los extremos de la barra en coordenadas locales son:
T '
d,=C,-d),

0,0 10 00 00 0,0 0,0 0,000000 0,000000 m
-10 0,0 0,0 00 0,0 0,0 0,000000 0,000000 m
0,0 00 10 0,0 0,0 0,0||-0,001065 —0,001065 rad
0,0 0,0 00 00 10 00 . 0,003002 —0,000008 m
0,0 00 0,0 -0 0,0 0,0]| |-0,000008 —0,003002 m
00 00 00 0,0 0,0 10 0,000628 0,000628 rad

Los esfuerzos en los extremos de la barra b en coordenadas locales son:

E, =K, d,
315000,0 0,0 0,0 -315000,0 0,0 0,0 0,000000 Np = 2,667t
0,0 196,9 0,0 0,0 -196,9 11813 0,000000 V, = 1,333t
E - 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 | | -0,001065 3 My = 0,000 t:m
b -315000,0 0,0 0,0 315000,0 0,0 0,0 | | -0,000008 B N, =-2,667t
0,0 -196,9 0,0 0,0 196,9 -1181,3| | —0,003002 V. =-1,333t
0,0 11813 0,0 0,0 -1181,3 7087,5 0,000628 M= 7,999 tm
Barrac

Los desplazamientos de los extremos de la barra ¢ en coordenadas locales son:
T '
dc = Cc -d c

10 00 00 0,0 0,0 0,0 0,003010 0,003010 m
0,0 130 00 0,0 0,0 0,0/ |-0,000017 —0,000017 m
0,0 00 10 0,0 0,0 0,0]|-0,001630 —0,001630 rad
° 100 00 00 10 0,0 0,0 . 0,003002 0,003002 m
0,0 0,0 0,0 0,0 1,0 0,0 |-0,000008 —0,000008 m
0,0 00 0,0 0,0 0,0 10 0,000628 0,000628 rad
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Los esfuerzos en los extremos de la barra ¢ en coordenadas locales, en el estado I, son:

E, =K., -d,
157500,0 0,0
0,0 984
e _ 0,0 590,6
“ 1 -157500,0 0,0
0,0 -98,4
0,0 590,6

0,0 -157500,0
590,6 0,0
4725,0 0,0
0,0 157500,0
-590,6 0,0
2362,5 0,0

0,0 0,0
98,4 590,6
590,6 2362,5
0,0 00|
98,4 -590,6
590,6 4725,0

En el Estado I, los esfuerzos en los extremos de la barra ¢ son:

cl =

Ng = 0,000t
V, = 5926t
M, =14,222 tm
N. = 0,000t
V.= 2,074t
M, =—7,111tm

0,003010
—0,000017
—0,001630

0,003002
—0,000008

0,000628

De modo que para el estado real los esfuerzos en los extremos de la barra c, seran:

E

CREAL

0,000
5,926
14,222
0,000
2,074
-7,111

= Ecl + Ecu =

Estado I: barrac

4<x<12;

M +14,222 -5,926-x =0

M =-14,222 + 5,926 - X

M=-2,074

14,22 t'm

1333) (N, = 1333t
0,503 | | V, = 5333t
6,223 | | M, = 7,999 tm

| —1333|7| N, =-1,333t
0593 | | V.= 2,667t
0,888) | M, =-7,999 tm

M +14,222-5,926-x +8-(x—4)=0

Fig. E.9.2.1.f

-X+17,778

C

\ T T /
5,93 t 2,07 tm

\}—7,1 1tm

N, = 1,333t
V, =-0,593t
M, =—6,223tm
N, =-1,333t
V.= 0,593t
M, =—0,888 tm
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Estado 11
0,59 t 0,59 t
7133t -1,33t \)
B ® /
-6,22 t'm -0,89 t'm
l-5,33 t 1-2,67 {
1,33t =—— —=-133t
-8 t'm 8 t'm
g pebn
B @
A D
~-1331 1384 o—
533t 2,67 t
Fig. E9.2.1.9
Estado I + 11; barrac
- (‘ 1,33t 41,33 tj_g —
I I
5,33t 2,67 tm
Fig. E.9.2.1.h
=-8+5,333-x

O<x<4; M,,, =

1+11

4<x<12;

M,,, =24,001-2,667 - x



Javier Suéarez & Gracia Rodriguez 265

-8 tm -8 tm
(I
)
-8 t'm B i e -8 t'm
=]
13,32 tm
Fig. E.9.2.1.i
Diagrama de esfuerzos cortantes:
5,33t
o
B C
0t
-2,67t
= =
-1,33t 1,33t
A D
Fig. E.9.2.1,]
Diagrama de axiles:
B C
- -1,33t
d e
t t
A D

-5,33t -2,67t 2/;

Fig. E.9.2.1.k
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Ejercicio 9.2.2
En la estructura de la figura, las barras superiores estan sometidas a un incremento térmico
de 30°; calcular las reacciones en los apoyos.

6m

E AT=30"C <§

Fig. E.9.2.2.a

Barras: a=10"°C*
Q=30cm?
E=2-10°Kp/cm?

Solucioén:

Aplicacidn del Principio de Superposicién:

Las barras AE y DE estan sometidas a un incremento de temperatura que induce la aparicién
de esfuerzos axiles.

Para la resolucién del ejercicio mediante el método matricial, se descompone el estado real
en los dos estados siguientes. En el estado de empotramiento perfecto, se han calculado los
esfuerzos axiles por efecto de la temperatura.

Estado I:

18 t ~ AT=30C y 18t

Fig. E.9.2.2.b
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Estado 1I:

Fig. E.9.2.2.c

Resolucion del Estado |1 de la estructura por el método matricial:

Discretizacion de la estructura:
En la siguiente figura se ha definido:
- Sistema de referencia global (X’Y’): S.G.
- Designacion de barras y nudos de la estructura.

- Sistema de referencia local (S.L.).

Fig. E.9.2.2.d

La tabla siguiente muestra las caracteristicas geométricas y mecanicas de cada una de las
barras de la estructura:

Barras | Area(m®) | L(m) |E (Kp/cm?) E (m?) a
a(AE) | 0003 | 5831 | 200-10° 2,00-107 30,964
b (BE) | 0,003 3,000 | 2,00-10° 2,00-107 90
c(CE) | 0003 | 5831 | 200-10° 2.00-107 149,036
d(DE) | 0,003 6,000 | 2,00-10° 2.00-107 180,000
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La matriz reducida de la estructura K’g se obtiene incluyendo las filas y columnas del nudo

libre E:

KlE :(K'22a+KI22b+K|22c+Klzzd)

Las barras que forman la estructura son articuladas planas. La expresion de la matriz de
rigidez elemental de cualquier barra articulada en el sistema de referencia local es:

E-Q E-Q
N, L L u
0 0 0 0 0|V,
N, _E-Q 0 E-Q 0 u,
0 L L v,
0 0 0 0

En el caso de las barras biarticuladas, la matriz C de transformacioén del sistema de referencia

local al sistema de referencia global es:

cosa
C=
sena

—=sena
cosa

A continuacion se calculan las matrices de las barras a, b, ¢ y d en coordenadas globales:

Barra a:
K’ :C-Ka-CT
0,857 -0,514 0,857 -0,514 10289,92 0,00 -10289,92 0,00 0,857 0,514 0,857
K' = 0,514 0,857 0,514 0,857 0,00 0,00 0,00 0,00 | | -0,514 0,857 -0,514
a 0,857 -0,514 0,857 -0,514 | | -10289,92 0,00 10289,92 0,00 0,857 0,514 0,857
0,514 0,857 0,514 0,857 0,00 0,00 0,00 0,00) \ -0,514 0,857 -0,514
7566,11  4539,67 -7566,11 -4539,67
K' = 4539,67 2723,80 -4539,67 -2723,80
a —-7566,11 -4539,67 7566,11  4539,67
-4539,67 -2723,80 4539,67 2723,80

0,514
0,857
0,514
0,857
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Del mismo modo se obtienen las matrices del resto de las barras en el sistema de referencia
global.

Barra b:
0,00 0,00 0,00 0,00
, | 0,00 20000,00 0,00 —20000,00
*~10,00 0,00 0,00 0,00

0,00 -20000,00 0,00 20000,00

Barra c:

7566,11 -4539,67 -7566,11  4539,67
, | —4539,67 272380 4539,67 -2723380
° | -7566,11 4539,67 7566,11 —4539,67
4539,67 -2723,80 -4539,67 2723,80

Barra d:

10000,00 0,00 -10000,00 0,00

K' = 0,00 0,00 0,00 0,00
| -10000,00 0,00 10000,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00

Conocidas las submatrices K’ 4, K201, K’22c ¥y K’22¢4 s€ compone la matriz reducida K’g.

‘o 25132,23 0,00
B 0,00 25447,60

o _ P, =-2,565t
£ Py = 9,261t

Las componentes del desplazamiento del nudo E, se calcula a partir de la siguiente expresion
en el sistema de referencia global:

d'e =(K') " -P
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4 _[We=-0,0001021m
®{v'. = 0,0003639m

Reacciones en los apoyos en ejes globales:

En los nudos A y D para obtener los valores reales de las reacciones, se sumaran las
reacciones que aparecian en el Estado | (empotramiento perfecto) a las que resultan del
calculo matricial (Estado II).

Las reacciones en los apoyos correspondientes al Estado 1l, se determinan a partir de las
siguientes expresiones matriciales, en el sistema de referencia global.

. (-7566,11 -4539,67) (-0,0001021) (R',, =-0,880t
Al -4539,67 -2723,80) | 0,0003639) (R'y, =-0,528t

Por tanto, en Estado real las reacciones en el apoyo A seran;

" _re L _[15:435) (-0:880)_ R', =14,555t
AREALT AT AT 9,261) (0,528 (R, = 8,733t

Nudo B

R, =K',,-d'

_ (0,00 0, ooj(-o,ooomm] _ [R 's = 0,000 t]
® 10,00 -20000,00) { 0,0003639) |R's, =-7,278t

Nudo C

R'. =K', -d';

c=

. (—7566,11  4539,67) (-0,0001021) (R’ = 2,424t
4539,67 -2723,80 0,0003639 ) R'c, =—1,455t
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Nudo D

R DIl =K‘12d d E
. (-10000,00 0,00} (-0,0001021) (R'y, =1021t
o 0,00 0,00) { 0,0003639) (R, =0,000t

Por tanto, en Estado real las reacciones en el apoyo D serén:

R R 4+R' - —-18,000 N 1,021 R'p =—16,979t
D-REAL — I pj o1 = 0000 0,000) R'py= 0,000t

A continuacion se comprueba el equilibrio global de la estructura, con los valores de las
reacciones determinados en el apartado anterior. De este modo también se verifica que en
todo el proceso de calculo no ha habido errores.

E :<§\ 16,979 t
D
A B;; C

Fig. E9.2.2.e

SF,=0; R +R'o—R',, =0; 14,555+2,424-16,979=0
SR, =0; R'\—R'y-R', =0; 8733-7,278-1455=0

R', = 14,555t
R'sW= 8733t
R, = 0,000t
R, = 0,000t
R, = 0,000t
R'y, = —7,2781
R'. = 2,424t
R',, = 1455t
R'p =—16,979t
R, = 0,000t
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Ejercicio 9.2.3
Mediante aplicacion de analisis matricial, determinar los desplazamientos de los nudos A 'y

B, y las reacciones de apoyo.
Barras: E=2.10 Kg/cm?

4m , 3m
4 C (12 cm?) B (12 cm?) D<§
3 2,25m
E :
Fig. E.9.2.3.a
Solucién:
Discretizacion de la estructura:
En la siguiente figura se ha definido:
- Sistema de referencia global (X’Y”): S.G.
- Designacion de barras y nudos de la estructura.
- Sistema de referencia local (S.L.).
RCy 9. € o B B D _§ RDy
o < d <4
RCYT l TRDY
‘b 7 P==8t i
N a e
RAx % \ _REx
A E T
REy

Fig. E.9.2.3.b
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La tabla siguiente muestra los datos geométricos y mecanicos de cada una de las barras de la

estructura:

Barras |Area(cm2) | Area(m2) L (m) E (Kp/cm2) E (t/m2) a
a 15,000 0,0015 4,589 2,00-10° 2,00-107 29,358
b 12,000 0,0012 2,250 2,00-10° 2,00-10’ 90
c 12,000 0,0012 4,000 2,00-10° 2,00-10’ 0,000
d 12,000 0,0012 3,000 2,00-10° 2,00-107 180,000
e 15,000 0,0015 3,750 2,00-10° 2,00-107 143,130

La expresion matricial que relaciona las solicitaciones exteriores y los desplazamientos de la
estructura en su conjunto, es:

PA K'at Kl K2 K52 0 0

d'a
P K K+ K+ Ky + Ky Ko K K d's
P'c |= K K'se K+ Ky 0 0 [=| dt
P's 0 K’y 0 K’ 0 d,=0
P'c 0 K’ 0 0 K' d. =0

Para obtener la matriz reducida de la estructura K’g, se incluyen las filas y columnas de los
nudos libres A y B, teniendo en cuenta que la componente horizontal del desplazamiento del
nudo A es cero, esto es, u'a=0, ya que el carrito en A solo se permite el desplazamiento
vertical.

K' Z(Kllla_'_ Klllb K'12a J
- K 'Zla K I22a + K I22(: + K '22d + K '22e

En la matriz arriba indicada, de orden 4x4, se debe eliminar la fila y columna
correspondiente a la componente horizontal del desplazamiento en A: u’5=0.

K’eresultard, por tanto, ser una matriz de orden tres (3x3).

Las barras que forman la estructura son articuladas planas. Por tanto, la expresion de la
matriz elemental de cada barra en el sistema de referencia local es:
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EQ , EQ,
L L
0 0 0 0
E-Q .
_BQ , EQ
L L
0 0 0 0

La matriz C de transformacion del sistema de referencia local al sistema de referencia global
se obtiene a partir de la siguiente expresion:

cosa —Sena
sena.  Cosa

Se procede a calcular las matrices de las barras a, b, ¢, d y e en coordenadas globales

C

Barra a:
K, =C-K,-C'
0,872 -0,490 0,872 -0,490 6536,82 0,00 —6536,82 0,00 0,872 0,490 0,872 0,490
K = 0,490 0,872 0,490 0,872 0,00 0,00 0,00 0,00 | | -0,490 0,872 -0,490 0,872
a 0,872 -0,490 0,872 -0,490 | | -6536,82 0,00 6536,82 0,00 0,872 0,490 0,872 0,490
0,490 0,872 0,490 0,872 0,00 0,00 0,00 0,00) \ -0,490 0,872 -0,490 0,872
4965,65 2793,18 -4965,65 -2793,18
K' = 279318 157116 -2793,18 -1571,16
@ -4965,65 -2793,18 4965,65 2793,18
-2793,18 -1571,16 2793,18 157116

Del mismo modo se obtienen el resto de matrices de las barras en coordenadas globales.

Barra b:
0,00 0,00 0,00 0,00
, | 0,00 10666,67 0,00 —10666,67
®~10,00 0,00 0,00 0,00
0,00 —-10666,67 0,00 10666,67
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Barrac:

6000,00 0,00 -6000,00 0,00

. 0,00 0,00 0,00 0,00
° 1 -6000,00 0,00 6000,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00

Barra d:

8000,00 0,00 -8000,00 0,00

K' = 0,00 0,00 0,00 0,00
¢ | —8000,00 0,00 8000,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00

Barrae:

5120,00 -3840,00 -5120,00 3840,00
, | —3840,00 2880,00 3840,00 -2880,00
° | -5120,00 3840,00 5120,00 —3840,00
3840,00 -2880,00 -3840,00 2880,00

Una vez obtenidas las submatrices se compone la matriz reducida K’g.

12237,83 -2793,18 -1571,16
K': =| -2793,18 24085,65 -1046,82
-1571,16 -1046,82  4451,16

P, = 0,00t
P =| P's = 0,00t
Py, =—8,00t

Las componentes incognitas del desplazamiento en los nudos A y B, se obtiene resolviendo
el siguiente sistema de ecuaciones en el sistema de referencia global (se expresa en forma
matricial):

P'E:K'E'dIE
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P, = 0,00 12237,83 -2793,18 -157116) (Vv',
P's, = 0,00 |=| —2793,18 24085,65 -1046,82 |-| u'y
P's, =—8,00 -1571,16 -1046,82 445116 ) vy

v', =—0,0002729 m
d'c =| u'y =-0,0001151m
v'y =-0,0019207 m

Reacciones en los apoyos en ejes globales:

Las reacciones en los apoyos se determinan a partir de las siguientes expresiones matriciales,
en el sistema de referencia global.

Nudo A
29111
51741
2911t
29111t
51741
2911t
W 2911t
| a

B S

RAx=5,174t l -5,174 t
2,911t

Fig. E.9.2.3.c
R'A :(Kllla_'_ KIZZb)'dlA"' Kllzb'dlB

A 1279318 12237,83) | -0,0002729

0,00 -10666,67 ) \ —0,0019207

. (496565 279318) ( 0,0000000) (0,00 0,00) (-0,0001151) (R'y =5174t
| R, =0,000t

|
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C
RCy=0.691 t > 0,691 t 0,691 t 0,691 t

RCy=2,911t T l-2,911 .

2911t
2,911t
Fig. E.9.2.3.d
R‘C=K‘21b'dlA+K'12c’d'B
. 0,00 0,00 0,0000000 N -6000,00 0,00) (-0,0001151 B R'c, =0,691t
©~10,00 -10666,67) | -0,0002729 0,00 0,00) (-0,0019207 ) (R’ =2,911t
Nudo D
0,921t 0,921t 0,921t ?<§ RDx=0,9211
Fig. E.9.2.3.e
RID = Kllzd'dla

~: _(~8000,00 0,00} (-0,0001151) _ R',, =0,921t
c 0,00 0,00) (-0,0019207 ) (R',, =0,000t
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Nudo E
6,786 t
5,089 t
6,786 t
5,089 t
6,786t E  REx=-6,7861
‘5’089tl TREY=5,089t
Fig. E.9.2.3.f
R'E:Kllze'dls

E=

VR

-5120,00  3840,00) (-0,0001151) (R'g =-6,786t
3840,00 -2880,00) | —0,0019207 ) R'g, = 5,089t

Nudo B
B
0,691 t 0,691t 0,691t 09211 0,921t 0,921t
5,174 1 6,786 t
J-S t
5,174 T,
_ BALY s
T5,089 t
2911t
5,174 5,089 t
— 6,786 t
2911t T

5,089t

Fig. E.9.2.3.9
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En este apartado se comprueba que los valores de las reacciones calculadas son exactos. Para
ello se establece el equilibrio estatico de la estructura.

RCx=0,691t ,_ C B D  RDx=0921t
A ‘ <
RCy=2911t

« RE4=6,7861

-

RAx=5,1741 N

REy=5,089 t

Fig. E.9.2.3.h

YF,=0; R'y+R'o+R'5~R'y, =0; 5174+0,691+0,921-6,786=0

SR, =0, R'G+R'y—P=0; 2,911+5089-8=0

R'\ = 5174t
R'\, = 0,000t
R, = 0,691t
R',, = 2,911t
R, = 0,921t
R', = 0,000t
R'. =-6,786t
R'y = 5089t
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9.3 EMPARRILLADOS
Ejercicio 9.3.1
En la estructura representada en la figura (emparrillado) las barras AB y BC estan
sometidas a una carga uniformemente repartida de 8 t/m.
Mediante analisis matricial calcular el movimiento del nudo B, el esfuerzo del tirante BD y
las reacciones en los apoyos.
Caracteristicas de las barras AB y CD:
E=2.10° t/m’
v=0,15
Seccion: canto 50 cm / ancho 35 cm
Caracteristicas del tirante BD:

E=2.10" t/m?
Q=12 cm®
gt
D
Sm
ALZADO Yy
8 tm D
I REEEany
YA B,C
t e |
p 777773 2es
‘ €
z ‘—
- 4m
PLANTA
\ i
YA B,D

Fig. E.9.3.1.a
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Solucion:

Aplicacidn del Principio de Superposicion:

Las barras AB y BC estdn sometidas a una carga distribuida. Para resolver el ejercicio
mediante el método matricial se descompone el estado real en los dos estados siguientes:
Estado | (de empotramiento perfecto) y Estado Il (calculo matricial).

10,67 t'm (‘ \

H \18 i SUFIT {1 / )pLZ/IZ =10,67 t'm

" |
161 16t
10,67t-m<‘ T‘ ’)10,67tm
///'" 16t “16t
\\\ )
5
Fig. E.9.3.1.b
pL¥/12=

10,67 t-m 10,67tm 10,67 t'm 10,67 t'm

10,67 tm { }10,67t-m + 10,67 tm | B )’10,67t-m
\ T; \ [ ]/
16t 16t 161" 1161
ESTADO 1 ESTADO Il
Fig. E9.3.1.c

Ademas, en el nudo B se ha sustituido el tirante por la fuerza vertical N que ejerce sobre
dicho nudo.
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Resolucion del Estado Il de la estructura por el método matricial:

Discretizacién de la estructura:

En la siguiente figura se ha definido:

- Sistema de referencia global (X’Y’): S.G.

- Designacion de barras y nudos de la estructura.

- Sistema de referencia local (S.L.).

§A\
~.a

La tabla siguiente resume

tirante de la estructura:

Mx=-10,67 t'm |

32t

Fig. £.9.3.1.d

A

Nob
s

Sl

5 Mx=-10,67 tm

las caracteristicas geométricas y mecanicas de las barras y el

Ancho | Canto | Area L
Barras | (m) (m) md) [ (m)]| Iz(m% Jo v |[E@Wm?) | G@tm) | a
a(A-B) | 0,350 | 0,500 | 0,175 | 4,0 | 0,003646 |0,005432 |0,15| 2,00-10° | 8,70-10° | O
b(B-C) | 0,350 | 0,500 | 0,175 | 4,0 | 0,003646 |0,005432|0,15 | 2,00-10° | 8,70-10° | 270
Tirante
(B-D) 0,001 | 50 2,00-107

La matriz reducida de la estructura K’g se obtiene incluyendo las filas y columnas del nudo B
que no tiene movimientos restringidos:

K‘E :(Klzza"'K‘zzb)
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Las barras AB y BC forman parte de un emparrillado, por lo que la expresion de la matriz de
rigidez elemental de cualquier barra de un emparrillado en el sistema de referencia local es:

Fig. E9.3.1.e
g 0 0 —E 0 0
L L

12El,  6El, 12El,  6El,
M, 0 E L2 0 N B L2 051
Py, o GEL, 4El,  6El, 2EI Oy,
M, _ L2 L L? L ) 0,
M | |G o 0 0 Oz
PYZ L L 6Y2
M, o _IEl, 6El, . 12El,  6El, ||g,

L L* L L?

o CEl. 26, GEl, 4EI

L? L L? L

La matriz C de transformacion del sistema de referencia local al sistema de referencia global
para cualquier barra de un emparrillado es:

cosa 0 -—sena
C..=| O 1 0

barra

senoo. 0 cosa

Siendo o el &ngulo que forma el eje X de la barra con el eje global X’.

A continuacién se calculan las matrices de las barras a y b:
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Barra a:
K, =C-K, .CT
Donde:

1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00
0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00
0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00

C:
1,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00
0,00 1,00 0,00 0,00 1,00 0,00
0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 1,00
Y,
1180,93 0,00 0,00 -1180,93 0,00 0,00
0,00 1367,19 2734,38 0,00 -1367,19 2734,38
K = 0,00 2734,38 7291,67 0,00 -2734,38 3645,83
@1 -1180,93 0,00 0,00 1180,93 0,00 0,00
0,00 -1367,19 -2734,38 0,00 1367,19 -2734,38
0,00 2734,38 3645,83 0,00 -2734,38 729167
Resultando,
1180,93 0,00 0,00 -1180,93 0,00 0,00
0,00 1367,19 2734,38 0,00 -1367,19 2734,38
K = 0,00 2734,38 7291,67 0,00 -2734,38 3645,83
® | -1180,93 0,00 0,00 1180,93 0,00 0,00
0,00 -1367,19 -2734,38 0,00 1367,19 -2734,38
0,00 2734,38 3645,83 0,00 -2734,38 7291,67

Del mismo modo obtenemos la matriz de la barra b en el sistema de referencia global.

Barra b:

K, =C-K,-C'
7291,67 2734,38 0,00 3645,83 —-2734,38 0,00
2734,38 1367,19 0,00 2734,38 -1367,19 0,00
K = 0,00 0,00 1180,93 0,00 0,00 -1180,93
b 3645,83 2734,38 0,00 7291,67 -2734,38 0,00
-2734,38 -1367,19 0,00 -2734,38 1367,19 0,00
0,00 0,00 -1180,93 0,00 0,00 1180,93
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Conocidas las submatrices K’ y K’»2p se determina la matriz reducida K’g.

8472,60 -2734,38 0,00
K'c =| -2734,38  2734,38 -2734,38
0,00 -2734,38 8472,60

La componente del vector de cargas en B, P’g,, es igual a:

Py, =32—N

El valor de N se obtiene imponiendo la condicién de que el desplazamiento vertical de B,
v’g, Coincide con el alargamiento del tirante:

AL=v'y

N-L, =0,00020833-N (1)

T'QT

AL =

v’g e determina a partir de la ecuacion matricial:
] ] -1 1
d N :(K E) P N

V's =0,000333-(~10,667)+0,001032 (32 — N) +0,000333-(~10,667) (2)

Resolvemos el sistema de ecuaciones (1) y (2), y se calculan los valores de Ny v’g:

N =20,8751
v', = 0,0043531m

A continuacion se define el vector de cargas P';:

M',, =—10,667 t-m
P'e=| P, = 11105t
M'y, =—10,667 t-m

El resto de componentes del desplazamiento del nudo B, se calcula a partir de la siguiente
expresion en el sistema de referencia global:
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0,0002255 0,0003329 0,0001074) (-10,667
d' =(K'¢)™"-P'. =/ 0,0003329 0,0010315 0,0003329 || 11,105
0,0001074 0,0003329 0,0002255 ) | —10,667

0's, =0,0001459 rad
d'. =| v’y =0,0043531m
0's, =0,0001459 rad

Reacciones en los apoyos A y C en el sistema de referencia global:

En el Estado I, las reacciones en los apoyos (hudos A y C), se determinan a partir de las
siguientes expresiones matriciales, en el sistema de referencia global.

R = Kllza'dIB
Rien = Kllzb'dlB
A las reacciones obtenidas en el Estado Il se le suman las correspondientes al Estado | para

determinar las reacciones que aparecen en la estructura real.

Nudo A
R‘AII = Kl12a d|B

-1180,93 0,00 0,00) (0,0001459 M',, = -0,172tm
R',, = 0,00 —1367,19 2734,38 |-|0,0043531 |=| P', = 5553t

0,00 -2734,38 3645,83) {0,0001459 M',, =-11,371tm

Las reacciones reales en el empotramiento A resultan:

0,000\ ( -0,172) (M', = -0,172tm
R'y =R’y +R'y =| 16,000 |+| -55853|=| P', =-21553t
~10,667) |-11,371) (M', =—22,038tm

R', =| 2734,38 -1367,19 0,00 |-| 0,0043531 |=| P, = —5,553t

3645,83 -2734,38 0,00 (0,0001459 M’ =-11,371tm
0,00 0,00 -1180,93) | 0,0001459 M',, = -0,172tm
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En el Estado I, de empotramiento perfecto, las reacciones en C, son:
M'., =—10,667 t:m

R'c =| P'c, =-16,000t
M'., = 0,000 tm

Por tanto, las reacciones reales en el empotramiento C seran:

-10,667) (-11,371) (M'y =—22,038tm
R'c=R'q+R'y =| 16,000 |+| -5,553 |=| P',, =—21,553t
0,000) | -0172) (M',, = —0172tm

En este apartado se comprueba el equilibrio global de la estructura, con los valores de las
reacciones calculadas anteriormente.

Mz,=-11,371-10,667 =
-22,038 t'm Mz-=-0,172 t'm

T Ay
4 i
Mx,= 0,172 t'm TA | ll7 xc=-1

K o l’/’l’fl, @

Xc=-11,371-10,667 =
-22,038 t'm

Va=-5,553-16 V=-5,553-16
=-21,5531 B =-21,553 1t
A
\ ‘ -~ xv
yl

Fig. E.9.3.1.f

SP' =-21,553-21,553-20,895+8-4+8-4=0; —64+64=0
ZM'AX=—0,172—22,038—8'4-g+21,553-4=0; —-86,21+86,21=0

M, =—22,038—0,172—20,895-4—8-4-%—21,553-4+8-4-4:0; -192+192=0






ANEXO: UNIDADES PRINCIPALES (S.l.) Y MATERIALES
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Ejercicios de Fundamentos de Estructuras

UNIDADES PRINCIPALES USADAS (S.1.)

Magnitud (Simbolo) Nombre de la Simbolo Formula
unidad

Area (A) metro cuadrado m?
Densidad (masa)  (masa kilogramo por kg/m?
especifica) (dy p) metro cubico
Densidad (peso) (peso | newton por metro N/m?
especifico) (y) cubico
Coeficiente de dilatacion grado centigrado a oct
térmica (o) la menos uno
Fuerza (F) newton N kg-m/s?
Fuerza por unidad de newton por metro N/m
longitud (intensidad de
fuerza)
Longitud (L, I) metro m (unidad bésica)
Masa (m) kilogramo kg (unidad basica)
Momento de una fuerza, newton-metro N-m
par (M)
Momento de inercia (area) metro a la cuarta m?*
(1) potencia
Momento de inercia (masa) kilogramo-metro kg - m?
Q)] cuadrado
Presion (p) pascal Pa N/m?
Modulo resistente de metro al cubo m?
seccion (W)
Tension (o) pascal Pa N/ m?2
Tiempo (t) segundo S (unidad bésica)
VVolumen (liquidos) (V) litro I 10°m?
Volumen (s6lidos) (V) metro cubico me
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OTRAS UNIDADES ACEPTADAS POR EL S.I.
Magnitud (Simbolo) Nombre de la Simbolo Equivalencia
unidad
Masa (m) tonelada t 10°kg

CARACTERISTICAS DE ALGUNOS MATERIALES

HORMIGON:

Médulo de Elasticidad o de Young: 2,1-10°kg/cm?® =2,1-10" MPa
Coeficiente de Poisson: 0,20

Coeficiente de dilatacion térmica: 10°°C™

Peso especifico (armado o pretensado): 25kN / m®

ACERO:

Maddulo de Elasticidad o de Young: 2,1-10° MPa
Coeficiente de Poisson: 0,30

Coeficiente de dilatacion térmica: 1,2-10°°C™

Peso especifico (armado o pretensado): 78,5kN / m®
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