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Resumen

El Bachillerato es la etapa postobligatoria de la Educacién Secundaria en la que se
produce la transicion de la escuela a la universidad. Esta transicién incluye no sélo
cambios en las formas de enseflanza o en las estrategias de enseflanza aprendizaje
utilizadas sino también cambios en el punto de vista sobre las matematicas. Cuando
los estudiantes ingresan en la universidad, los conceptos estudiados en el bachille-
rato vuelven a aparecer, sin ofrecerles la oportunidad de conectar con lo aprendido
anteriormente. El docente debe ser consciente de estos problemas para que no se
produzcan conflictos en el aprendizaje de los estudiantes. Las investigaciones en
educacién matematica puede ser una via para lograrlo. En este capitulo se resaltan
aspectos clave sobre el aprendizaje y la ensefianza de las Matematicas en Bachillerato
organizados en relacién a los distintos sentidos matematicos.

Palabras clave: Bachillerato, Sentidos matematicos, Tareas matematicas, Trayectoria
de aprendizaje.

Abstract

Baccalaureate is the post-compulsory stage of Secondary Education in which the tran-
sition from school to university takes place. This transition includes not only changes
in the forms of teaching or in the teaching-learning strategies used, but also changes
in the point of view about mathematics. When students enter university, the concepts
studied in high school reappear, without offering them the opportunity to connect with
what they learned previously. The teacher must be aware of these problems so that
conflicts do not occur in student learning. Research in mathematics education can be a
way to achieve this. This chapter highlights key aspects of the learning and teaching of
Mathematics in High School organized in relation to the different mathematical senses.

Keywords: High School, Mathematics senses, Mathematical tasks, Learning trajectory.
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EL APRENDIZAJE Y LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN BACHILLERATO

EL BACHILLERATO ES LA ETAPA POSTOBLIGATORIA de la Educacién Secundaria en la
que se produce la transicién de la escuela a la universidad. En las ultimas décadas,
podemos encontrar varios estudios que tratan temas relacionados con la transicién
de las matematicas escolares a las universitarias, hecho que, a nivel internacional, se
ha visto reflejado en las conferencias que se celebran desde el ano 2016 en la Red
Internacional para la Investigacion en Didactica de las Matematicas Universitatia
(INDRUM) reconocidas como conferencias tematicas del ERME (Sociedad Europea
para la Investigaciéon en Educacion Matematica) o en los Congresos Internacionales
de Educacion Matematica (ICME). En estos estudios se han identificado tensiones
en relacién con las desconexiones entre las matematicas, las actitudes, las practicas
y los rendimientos de los estudiantes a nivel escolar y universitario. La transicion
de la escuela a la universidad incluye cambios en las formas de enseflanza, en los
enfoques de la instruccion, en las estrategias de ensefianza aprendizaje, en el punto
de vista sobre las matematicas, y en los objetivos de aprendizaje (Biza et al., 2010).

Ademas, los conceptos matematicos, muy frecuentemente, se introducen a nivel
escolar y vuelven a tratarse de nuevo a nivel universitario. Un ejemplo de ello lo
tenemos en los conceptos de limite de funciones o de funcién derivada. En el Ba-
chillerato, la ensefianza de estos conceptos se centra principalmente en las técnicas
relacionadas con el célculo de limites o con el calculo de derivadas. Cuando los estu-
diantes ingresan en la universidad estos conceptos vuelven a aparecer en los cursos
de Calculo y se introducen desde cero, sin prestar atencién a lo que los estudiantes
han aprendido anteriormente en el Bachillerato, sin darles la oportunidad de conectar
lo que han aprendido en la escuela con los nuevos conocimientos introducidos a
nivel universitario. Esta desconexion suele generar conflictos en el aprendizaje de los
estudiantes, convirtiéndose en muchas ocasiones en un obstaculo para el aprendiza-
je. Problemas similares podemos apreciar en otros conceptos de Célculo, Algebra,
Geometria o Numeros.

Lo mismo sucede con las practicas matematicas, mientras que en las matematicas
escolares el alumnado, muy a menudo, se centra mas en la aplicaciéon de procedi-
mientos y menos en el razonamiento sobre estos, en las matematicas universitarias
a los estudiantes se les pide que se involucren en practicas matematicas nuevas para
ellos, centradas mas en el razonamiento y menos en la aplicacion de procedimientos,
resultandoles dificil ver cudl es el proposito de las mismas.

El docente tanto de Bachillerato como de Universidad debe ser consciente de estos
problemas para que se dé una transicién efectiva de la escuela a la universidad y no
lleguen a producirse conflictos en el aprendizaje de los estudiantes, las investigaciones
en educacién matematica puede ser una via para lograrlo.

A continuacion, se resaltan aspectos clave sobre el aprendizaje y la ensefianza de
las Matematicas en Bachillerato organizados en relacién con los distintos sentidos
matematicos.
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SENTIDO ALGEBRAICO

El algebra escolar se ha venido introduciendo en los curriculos de muchos paises
como manipulacién de simbolos y su ensefianza se ha reservado para las etapas de
Secundaria y Bachillerato (Kaput, 2008; NCTM, 2003). La construccién en los dife-
rentes planes de estudios del algebra escolar ha sido reflexionada profundamente por
el profesorado. Sin embargo, tradicionalmente se mantiene una forma de ensefiar los
temas que enfatiza la manipulacion de simbolos. Actualmente, no deberia ignorarse
algunas otras vias como la tecnologica.

Algebra como el estudio de estructuras y sistemas abstraidos de los
célculos y las relaciones

La fluidez con el simbolismo algebraico y el conocimiento de las herramientas
matematicas adecuadas para la resolucién de cada problema ayuda a la resolucién de
problemas de diversas areas curriculares, asi como contenidos propios de este nivel,
por ejemplo, las matrices. El conocimiento y comprension de los objetos algebraicos
que se trabajan en este nivel es fundamental para poder ligarlos a fenémenos de la
realidad. El uso de elementos geométricos ayuda a la traduccion entre diferentes sis-
temas de representaciéon y permite realizar justificaciones y demostraciones visuales
de relaciones numéricas.

La siguiente tarea' sigue este planteamiento involucrando la accién de matrices
sobre vectores de tres dimensiones.

En las siguientes preguntas: R, S son matrices de rotacion; P, Q son matrices de re-
flexién; M no es ni una rotacion ni una reflexion.

¢Cual de los diferentes tipos de matrices no puede dejar direcciones vectotiales fijas?
¢Cual de los diferentes tipos de matrices puede dejar fija exactamente una direccion
vectorial?

¢Cual de los diferentes tipos de matrices puede dejar fija mas de una direccion vectorial?
¢Se da alguna vez el caso de que RS pueda dejar un vector invariante?

¢Se da alguna vez el caso de que PQ pueda dejar un vector invariante?

¢Sucede alguna vez que M dejara invariable la direccién de un vector?

¢Puede una matriz con determinante cero dejar un vector fijo?

¢Puede una matriz con determinante mayor que 1 dejar fijo un vector?

¢Puede una matriz dejar exactamente dos vectores fijos?

Elvector v esta fijado por la matriz M si Mv = v. Al estudiar las respuestas de cada
pregunta, podemos utilizar argumentos geométricos o algebraicos, segun corresponda

1. https://nrich.maths.org/6877
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e incluso dibujar diagramas y construir ejemplos particulares de matrices y vectores
si el alumnado lo considera necesario. Si ellos no obtienen una respuesta definitiva
a una parte dada, podemos animarlos a que traten de dar ejemplos de cuando la
pregunta planteada es o no cierta.

Este problema plantea una serie de preguntas disenadas para provocar la reflexion
de los estudiantes sobre las matrices que dejan vectores fijos y las propiedades que
tendrfan dichas matrices y vectores.

Puede ser interesante comenzar con un trabajo preliminar sobre matrices en tres
dimensiones. Los estudiantes podrian encontrar algunos ejemplos de matrices de 3%X3
que representan rotaciones y reflexiones simples, que podrian usarse para resolver el
problema. Las preguntas se dividen claramente en tres secciones: preguntas 1-3, 4-6
y 7-9. Los estudiantes podrian abordar estas preguntas en esas tres secciones, tal vez
trabajando con un compafiero, y retroalimentar ideas al resto de la clase después de
que se responda cada seccion.

Para cada seccién de preguntas, se pide al alumnado que piense en lo que se les
pide que hagan, use su intuiciéon para hacer comentarios iniciales, luego piense en la
geometria de la situacion y finalmente use algunos ejemplos para apoyar su razona-
miento algebraicamente.

ALGEBRA COMO EL ESTUDIO DE FUNCIONES, RELACIONES Y VARIACION CONJUNTA

La experiencia con el algebra de Bachillerato deberfa capacitar al alumnado para
comprender las relaciones y funciones con mayor complejidad que las vistas en las
etapas anteriores, representarlas de diferentes formas, seleccionar la mas adecuada y
pasar con flexibilidad de una a otra.

Ademas, el trabajo con las tareas algebraicas en esta etapa educativa deberfa de-
sarrollar la capacidad de (CEMAT, 2021):

— Comprender y realizar transformaciones con funciones, como combinarlas
aritméticamente, componer las de uso comin, y obtener sus inversas. Utilizar
la tecnologifa para realizar las operaciones con las expresiones simbdlicas mas
complicadas.

— Comprender y comparar las propiedades de las clases de funciones, incluyendo,
polinémica, exponencial, racional, logaritmica y periddica.

— Interpretar las representaciones de las funciones de dos variables.

— Usar el algebra simbolica para representar y explicar relaciones matematicas.

— Usar una variedad de representaciones simbolicas, incluyendo ecuaciones re-
cursivas y paramétricas, para las funciones y las relaciones.

Por ejemplo, las caracteristicas de la funcién que aparece en la situacion presentada
a continuacion.
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Algunas veces los médicos prescriben «farmacos hipnéticos» (p. ¢j. pastillas para dor-
mir) a pacientes que no pueden dormir a causa de dolor fisico o tensién emocional.
Otros son usados como sedantes o anestésicos durante las operaciones. Hay muchos
tipos diferentes de fairmacos que pueden ser prescritos. Un requisito importante es
que su efecto desaparezca antes de la mafiana siguiente, de lo contratio el paciente se
encontrara somnoliento durante todo el dia. Esto podtia ser peligroso si, por ejemplo,
tiene que conducir para trabajar. Por supuesto, para alguien confinado a guardar cama
en un hospital esto no serfa tan importante.

Imagina que un doctor ha prescrito un farmaco llamado Triazolam (Halcion). Des-

pués de tomar algunas pastillas, el firmaco alcanza un nivel de 4 Jlg/1 en el plasma
sanguineo. ;Con qué rapidez desaparecera el farmaco? (Shell Center, 1990). Para que

puedan contestar a la pregunta se le facilita la siguiente informacion:

Nombre del firmaco Férmula aproximada
Triazolan (Halcion) 9y =Ax(0,84)
Methohexitona (Brietal) y=Ax05F

CLAVE A = tamario de la dosis inicial
) = cantidad de farmaco en la sangre

x = tiempo en horas desde que el farmaco llega a la sangre

Después de facilitar que el estudiante emplee sus potencialidades para una primera
incursion en el problema como podria ser utilizar la calculadora para realizar una tabla,
le avanzamos las siguientes cuestiones.

Haz una grafica exacta para mostrar como desaparece el efecto del Triazolam.
¢Después de cuantas horas se ha reducido a la mitad la cantidad de farmaco en la sangre?
«Coémo depende esa vida media del tamafo de la dosis inicial? Escribe y explica tus
resultados.

Investiga el efecto de tomar una dosis de 4 g de Methohexitone cada hora.

Dibuja una grafica exacta y escribe sobre sus implicaciones.

Este trabajo podria realizarse con el uso de aplicaciones informaticas que faciliten
el desarrollo de estructuras algebraicas y la conexion entre el problema, su modelo
como funcién en forma simbolica y la representacion grafica de dicha funcion.

Se podria generalizar el trabajo del alumnado pidiéndoles que establezcan entre
todos la forma de la grafica de la funcion. La formulaciéon de preguntas como las
siguientes ayudarfan a ello:

¢Cuando aumenta o disminuye?

¢Bs siempre y mayor que 02 ;Por qué?

¢Qué significa a cuando x no es un numero entero?
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Algebra como la aplicacion de un grupo de lenguajes de modelizacion para
expresar y apoyar el razonamiento sobre las situaciones que se modelan

Modelizar supone identificar las relaciones cuantitativas esenciales en una situacion
del mundo real y usar expresiones simbolicas, incluyendo formas iterativas y recur-
sivas, para representar las relaciones derivadas de diferentes contextos. Finalmente,
sacar conclusiones razonables acerca de una situaciéon que esta siendo modelada y
considerar las limitaciones del modelo.

La tarea que se muestra a continuacién (Labrafia et al., 1995) permite trabajar
todas las fases del proceso de modelizacién y si se trabaja con herramientas in-
formaticas no resultara tedioso y podra ponerse el énfasis en sacar conclusiones
del modelo.

E175% de la poblacidn laboral de un pais tiene trabajo y el resto esti en paro. Se prevé que
cada anio se destruirdn un 10% de los empleos, por lo que el gobierno emprende un programa de
reactivacion econdmica con el que promete emplear annalmente al 20% de los parados.

Cumpliéndose la prevision, sserd mejor o peor la sitnacion al aio signiente?

s Qué sucederia al cabo de dos arios?

¢ Crees que es casual esta situacion? ;Como prevés que evolucionard y hasta cugndo o donde?

Si las condiciones se mantienen, calcular la evolucion del empleo en los proximos dieg arios.

87 las cifras iniciales fuesen de un 60% de empleo y un 40% de paro, scémo evolucionaria la
Situacion?

oA qué podemos atribuir que distintas situaciones iniciales de paro-empleo nos conduzean a
un mismo resultado?

Esta tarea describe el producto reiterado de una matriz por si misma. Se trata de
una cadena de Markov y tiene como particularidad que los elementos de la matriz se
expresan como probabilidades.

En la pregunta a) se introduce la reflexion sobre la evolucion del empleo a partir
del producto de matrices.

(0,9 0,2) y (75) _ (72,5)
01 0,8 25/ \27,5

En la pregunta b) el alumnado podria conjeturar sobre la tendencia que puede
seguir la poblacién de empleo.

(o1 08)%(75) = (o72)

En la pregunta d) podria utilizarse un programa de calculo para que resulte menos
tedioso. El resultado de ir sustituyendo la segunda matriz (poblacion laboral) por el
resultado de los sucesivos productos (situacion de la poblacion de empleo cada afio
posterior) permitird ver a los estudiantes una de las caracteristicas de las cadenas de
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Markov: tienden a converger a un estado estacionario. Este hecho ratifica las previ-
siones de estabilidad si realizamos el calculo a 20 afios.

SENTIDO ESPACIAL

El sentido espacial se puede caracterizar por la competencia del sujeto para regis-
trar y representar formas y figuras, reconocer sus propiedades, identificar relaciones
entre ellas, ubicarlas y describir sus movimientos (CEMAT, 2021). Como principales
referencias para desarrollar este sentido se han tomado los Principios y Estandares
para la Educacién Matematica del NCTM y el Marco teérico de PISA para la eva-
luacién de la competencia matematica 2021, segun las cuales el sentido espacial se
refiere a las capacidades de un individuo para trabajar e interactuar en un entorno
amplio, elaborar o descubrir imagenes de formas y figuras, clasificarlas, relacionarlas
y razonar con ellas.

Asi, este sentido lo vamos a abordar a partir del enunciado de un problema y de
las posibles manifestaciones, en su resolucién, de la geometria plana de Primero
de Bachillerato, y posteriormente los matices afiadidos en la geometria espacial de
Segundo de Bachillerato.

Partimos del problema siguiente: Dadas dos rectas paralelas y un punto A en r,
construid un cuadrado que tenga como vértice A y otro vértice en la recta s. ;Cuantas
soluciones distintas hay?

En un posible proceso de resolucion, si partimos de que uno de los lados del
cuadrado esté contenido en la recta r, las habilidades de percepcion de la figura-
contexto y de las relaciones espaciales, conectaran las propiedades y relaciones
asociadas a la componente de los conceptos geométricos. Al estar un lado sobre
la recta 1, el punto A se corresponde a uno de los angulos rectos. Por lo tanto, la
longitud del lado debe ser igual a la distancia entre las dos rectas paralelas (Figura
1). En este razonamiento van implicitas propiedades relativas a que la distancia
entre dos rectas paralelas es igual a la longitud del segmento que las une perpendi-
cularmente. En este caso, aplicando simetrias a una de las soluciones, se obtendrian
las dos soluciones posibles.

Figura 1. Una de las soluciones con el lado contenido en las rectas
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Sin embargo, el problema adquiere matices interesantes cuando el lado del cuadrado
no esta contenido en la recta r. Por ejemplo, si partimos de las soluciones anteriores
y vamos desplazando el punto B por la recta s conservando que sea un cuadrado,
vamos obteniendo infinitas soluciones (Figura 2). Esta construccion es especialmente
clarificadora al utilizar la herramienta de arrastre de Geogebra al ir desplazando B por
s. La habilidad de discriminacion visual, puede reconocer como equivalentes aquellas
que sean simétricas. Al ser A un punto fijo, al variar B en el mismo sentido siempre se
obtienen medidas diferentes y, por lo tanto, soluciones diferentes por tener distinta area.

G

Figura 2. Una solucion con dos vértices consecutivos en cada recta

En todos los casos anteriores, A y B determinan un lado del cuadrado solucion. Vamos
a analizar el caso en que determinen una diagonal. La construccién de un cuadrado dada
la diagonal, implica el reconocimiento de propiedades del cuadrado asociadas a la pet-
pendicularidad y longitud de las diagonales. Nuevamente se ponen en juego habilidades
relativas a las relaciones espaciales para conectar las propiedades y las relaciones métricas.
Dado un punto B cualquiera en la recta s, se determinaria el punto medio del segmento
AB y serfa el centro del cuadrado (Figura 3). Sabiendo que en los cuadrados las diagonales
son perpendiculares y con la misma longitud, se podrfan hallar los otros dos vértices. Para
comparar el area de estos cuadrados con los anteriores, se puede relacionar la férmula
del cuadrado del lado con la de la mitad del cuadrado de la diagonal.

Figura 3. Una solucion con dos vértices no consecutivos en cada recta
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La busqueda de todas las soluciones, implica la determinacién de un criterio para
considerarlas distintas. Si unicamente se determina la forma, la componente de
movimientos permite establecer que todos los cuadrados son semejantes, puesto
que se obtienen uno del otro por combinaciones de isometrfas (giros, traslaciones,
simetrias) y homotecias. Pero se pueden determinar otros criterios relativos a la me-
dida (que tengan distinta area) o la posicion respecto a las rectas (que tengan vértices
diferentes). En estos casos la habilidad de percepcion de la posicion en el espacio y
la conservacion de la percepcion podrian discriminar que las figuras obtenidas por
isometrias mantienen el area.

El procedimiento implicarfa un trabajo con las respectivas ecuaciones y coordena-
das, lo que conecta el sentido espacial con otros sentidos como el de la medida y el
algebraico. Asi, el problema en geometria espacial difiere esencialmente en considerar
coordenadas tridimensionales y las correspondientes ecuaciones en el espacio. Sin
embargo, al afadir una nueva dimensién, surgen nuevas soluciones al aplicar giros
respecto al segmento AB en el espacio tridimensional (Figura 4). Nuevamente, es
necesario conectar las propiedades y los movimientos con las imagenes mentales,
representaciones y habilidades de visualizacion.

Figura 4. Cuadrado en el espacio tridimensional

SENTIDO ESTOCASTICO

Las actividades a las que el alumnado se habran enfrentado en cursos anteriores
les deben haber permitido el desarrollo del sentido estocastico, reconociendo cémo
las investigaciones estocasticas aportan sentido a la variabilidad, predictibilidad e
incertidumbre de la muestra de datos estudiada. Deben haberse iniciado al estudio
de la inferencia informal, consistente en la capacidad de realizar generalizaciones de
las investigaciones llevadas a cabo en situaciones de incertidumbre, reconociendo
el papel que tienen los parametros de centralizacién, posicion y dispersion en el
estudio de la distribucion, el uso de datos como prueba de las generalizaciones de
los modelos de regresion y de tendencias de proyecciones y el empleo del lenguaje
probabilistico de la generalizacién, incluida la referencia informal a los niveles de
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certeza sobre las conclusiones extraidas. El empleo de este lenguaje probabilistico
ayudara a la comprension del significado de las aproximaciones clasicas, subjetivas y
frecuenciales de la probabilidad.

Asi pues, las actividades a las que el alumnado se tendrd que enfrentar en Bachille-
rato le deberan permitir, segin CEMAT (2021), por un lado, ahondar en las grandes
ideas de variabilidad, distribucién, muestreo, inferencia, aleatoriedad y probabilidad
y, por otro lado, desarrollar un sentido estocastico de estas ideas “para hacer frente
a una amplia gama de situaciones cotidianas que implican el razonamiento y la in-
terpretacion de datos, la elaboracion de conjeturas y la toma de decisiones a partir
de la informacién estadistica, su valoracion critica y la comprensiéon y comunicacion
de fenémenos aleatorios, y la capacidad de realizar algunas predicciones”. Este co-
mité defiende el caracter instrumental de las matematicas para la mayorfa de areas
de conocimiento, que en Bachillerato se concretan en las diferentes modalidades.
Y, aunque las actividades que se presentan en este documento se han seleccionado
para que puedan ser usadas en cualquier modalidad debe tenerse en cuenta que al
transferirlas al aula estas adecuen el contexto a la modalidad y al papel que tienen
las herramientas estocasticas en si mismas para cada modalidad (consumidores,
productores y difusores de datos estocdsticos).

La primera actividad que presentamos tiene por finalidad la realizaciéon de pre-
dicciones y la toma de decisiones asociadas a la determinacién de la probabilidad
condicionada asociada al contexto médico:

Susana ha encontrado una anormalidad en su pecho y decide consultar al doctor. El
doctor le indica que es necesario que se realice una estudio de mamas. Susana, antes
de acudir al médico y ante el miedo que le supone tener la enfermedad, busca infor-
macién en Internet y encuentra la siguiente tabla que muestra el numero de personas
sanas y enfermas en una muestra de 10000 personas segun el resultado del examen
mamario (prevalencia=0,001).

Estado de salnd
Resultado del estudio Enferma Sana Total
Positivo 99 4995 5094
Negativo 1 94905 | 94906
Total 100 99900 7100000

En funcién de la informacién encontrada en Internet:

Pregunta 1: :Qué riesgo tiene Susana de que la traten por un cancer de mama si esta sana?
Pregunta 2: ;Cual es el riesgo que tiene Susana de que no la traten por el cancer de
mama si esta enferma?

Pregunta 3: ;:Cémo deberfa tomar la decisiéon de ser o no ser tratatada? Razona ma-
tematicamente.
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La situacién se presenta como un analisis de las probabilidades condicionadas
estableciendo los sucesos:
A="esta enferma” y B

p—p )

el test es positivo”. En la pregunta 1, en funcién de
los sucesos establecidos podemos asociar el riesgo a la probabilidad que tiene
Susana de que la traten por un cancer de mama si esta sana. Hs decir:

= p(BNA) _ 4995
P(Bl4) P(A) ~ 99900 0,05.

En la pregunta 2, podemos asociar el riesgo a la probabilidad que tiene Susana

de que no la traten de un cancer de mama (porque el test ha dado negativo) si esta
p 5 p(BN4) _ 1
enferma. En este caso, tendrfamos que calcular: P(B|4A)=———=—=0,01.
P(4) 100
Finalmente la tercera pregunta, podemos valorar la probabilidad de estar enferma
y, en conclusion, iniciar un tratamiento. En este caso deberfamos calcular la proba-

bilidad total considerando los resultados del test:

P(A) = P(B) - P(B|A) + P(B|A)=0,02

En funcién de la informacion encontrada en Internet la probabilidad de que esté
enferma es de un 0,02 un valor bajo para tener miedo ante esta situaciéon. Debe es-
perar que se confirmen los valores con su propio test para tomar una decision que
no esté basada en las probabilidades muestrales encontradas en Internet.

El planteamiento de este problema en el contexto de riesgo es un elemento motivador
al significado que adquieren los calculos probabilisticos en situaciones de dependencia,
independencia y condicionamiento para el alumnado (Batanero y Gea, 2018). Se han pre-
sentado los datos usando tablas de contingencia y frecuencias naturales como facilitadores
de la comprension de la probabilidad condicionada. Los diferentes problemas asociados
al mismo deben permitir que el alumnado distinga entre la probabilidad conjunta y la
probabilidad condicionada. El tercer problema es un facilitador de la comprension de
en qué contextos tiene interés aplicar la probabilidad total. El problema podtia utilizarse
para introducir y validar el signifidao del Teorema de Bayes, al plantearse cual es la pro-
babilidad de que Susana esté enferma si sabe que el test es positivo o usar la simulacién
para comprender qué le puede ocurtir a Susana al realizarse sucesivos tests.

Tal y como indican estas autoras, en la simulacion se lleva a cabo una actividad de
modelizacién. Por ello, el alumnado de bachillerato debe desarrollar estrategias de
modelizacién que le permitan evolucionar de los acercamientos al estudio de datos
descriptivos a los inferenciales. Por ello, proponemos que el alumnado resuelva ac-
tividades de modelizacién como:

Los restaurantes han descubierto que, de media, el 5% de las reservas telefonicas que
se realizan no se personan en el dia y hora solicitado. Como consecuencia de este
fenémeno, los restaurantes han decidido aplicar una practica de overbooking (parecida
a la de los aviones). Si un restaurante de tamafio medio tiene plaza para 75 comensa-
les, ¢cuantas plazas adicionales debe resetvar para aumentat sus beneficios sin causar
insatisfaccion a los comensales por no tener su reserva a punto?
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Los trabajos previos de Paparistodemou et al. (2017) permiten establecer una
estrategia para resolver dichas situaciones de modelizacion:
Matematizacion de la situacion

b

¢Cuiles podrian ser algunas de las razones por las que algunos clientes de los
restaurantes no se presentan al restaurante en el dfa y hora solicitado?
Aproximadamente, scudntos pasajeros podrian ir a comer al restaurante un
determinado dia y en un determinado turno (mediodia/noche)?

¢Cudntas reservas adicionales serfa razonable aceptar?

¢Qué consecuencias puede tener el exceso de reservas?

¢Qué consecuencias puede tener no aplicar la practica de overbooking (como
en los vuelos)?

Modelado de las reservas

11.
12.

Modelar reservas usando software educativo (Geogebra, TinkerPlots) para
simular el nimero de comensales que no llegan (o llegan) al restaurante.
¢Qué suposiciones debe realizarse sobre la situaciéon que se va a modelar?
¢Cudl debe ser el tamafio de la muestra? :Cuadl es el valor de la probabilidad
de éxito (es decir, que pueda usar la reserva realizada)? ¢Cudntas iteraciones
quieres realizar (es decir, diferentes reservas)?

Repetir el experimento y explicar coémo y por qué difieren los resultados que
se obtienen respecto a la simulacién anterior.

Repetir la simulacién con un gran numero de iteraciones.

. Construir un diagrama adecuado de la distribucién del nimero/porcentaje de

comensales que no se presentan a un restaurante y describir la distribucion.

¢Hay algo de la distribucién obtenida en la simulacion que llama la atencién?
Si es necesario, realice cambios en el modelo (por ejemplo, especificando un
valor diferente para el nimero de reservas realizadas) y repetir la simulacion.

Ajuste del modelo

13.
14.
15.

Reconocer el modelo teérico binomial que se ajusta a la simulacion.
Generar los valores teéricos de dicho modelo teérico.

Comparar la distribuciéon probabilistica binomial con el modelo obtenido de
la simulacién experimental.

Aplicar el modelo a la realidad

16.

¢Qué recomendaciones realizarfa al restaurante sobre la cantidad extra de re-
servas que debe aceptar para que sus beneficios sean maximos y no perjudique
a los comensales?
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La adopcién de enfoques informales de la inferencia estadistica como el propuesto
en la fase de modelizacién por simulacién puede ayudar a promover el razonamiento
estadistico, mientras se desarrolla el proceso de toma de decisiones (Paparidostemou
et al., 2017). Eso no significa que puedan superar todas las dificultades que supone
la aproximacién de los modelos experimentales a los modelos teéricos, en este caso
binomial. Siendo una de las ideas mas importantes, es la menos comprendida por
el alumnado (Gatfield y Ben-Zvi, 2008). Este tipo de actividades debe permitir que
el alumnado integre y transfiera las ideas de distribucion (de datos, de probabilidad
y muestral).

SENTIDO DE LA MEDIDA?

El sentido de la medida supone un proceso complejo que se inicia con la per-
cepcién y comparacion de cualidades medibles y se completa con técnicas de me-
dicién y estrategias de estimacion en situaciones contextualizadas. Asimismo, los
instrumentos de medida y las férmulas de medicién indirecta son centrales en este
sentido de la medida, siendo mas importantes los primeros en Educaciéon Primaria
y los segundos en Educaciéon Secundaria. Propio de la etapa de Bachillerato es la
medida de supetficies o volumenes, lo que supone integrar el estudio del limite de
una funcién, e incorporar la integral o la derivada como herramienta para calcular
la medida de supetficies o volimenes (CEMAT, 2021). Por tanto, el sentido de la
medida en Bachillerato requiere del aprendizaje de los conceptos de limite, derivada
e integral, conceptos claves del Calculo en Bachillerato.

El aprendizaje de los conceptos fundamentales del Calculo en Bachillerato, a
pesar de su potencialidad como marco para modelar problemas relacionados con la
variacion, presenta muchas dificultades en los estudiantes. Un ejemplo de este tipo
de dificultades se pone de manifiesto en la resolucion de problemas de optimizacion
de supetficies o volumenes donde los estudiantes deben usar el calculo diferencial
(Tabla 1) para su resolucion. En este tipo de problemas los estudiantes suelen usar
el siguiente método:

2. Algunos de los ejemplos analizados han sido parcialmente publicados en revistas del drea:
“Fuentealba, C.; Sanchez-Matamoros, G.; Badillo, E. (2016). Anlisis de tareas que pueden promo-
ver el desarrollo de la comprensiéon de la derivada. UNO-Revista de Didictica de las Matematicas, 71,
72-77; Fuentealba, C.; Sinchez-Matamoros, G.; Badillo, E.; Trigueros, M. (2017). Thematization of
the derivative schema in university students: a study about the existence of nuances in constructing
relations between a function's successive detivatives. Infernational Journal of Mathematical Education in
Science and Technology (IIMEST), 48(3), 374-392; Sanchez-Matamoros, G., Garcfa, M., y Llinares, S.
(2000). El desarrollo del esquema de derivada [The development of derivative schemal. Enseianza de
las Ciencias, 24(1), 85-98; Sanchez-Matamoros, G. y Fernandez, C. (20106). Secuencia de actividades
para el aprendizaje de la derivada desde una trayectoria de aprendizaje. En: UNO-Revista de Diddctica
de las Matematicas, 72. 40-45).
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— Plantear la funcién f que debe optimizarse (maximizar o minimizar).
— Calcular la derivada de la funcién f.

Buscar los puntos ctiticos de f igualando a 0 la derivada f.
— Evaluar la segunda derivada en los puntos criticos, si es positiva serd un minimo
y si es negativa sera un maximo.

Los profesores, en ocasiones, creemos que, sin necesidad de que se promueva
explicitamente la reflexion por su parte, los estudiantes de manera espontanea cons-
truyen las relaciones entre los elementos matematicos que conforman un concepto,
en este caso el concepto de funcién derivada, en la resolucién de problemas. Sin
embargo, los resultados de investigaciones sobre la comprensién de dicho concepto
muestran la complejidad de su aprendizaje (Garcia et al., 2011). Un ejemplo de ello se
pone de manifiesto en la forma en que resuelve el problema el estudiante (Tabla 1).

Tabla 1. Ejemplo de tarea de derivada y respuestas de un estudiante que
muestra dificultades de aprendizaje

Tipo de tarea: problema de optimizacion de calculo diferencial

Estudiante 1

Tarea 1 Proceso de resolucion

. . . . \[: LALGS . ALTo % Anenss
Se quiere construir una caja sin tapa | 4, ,
=X M260:60~zx ANCHO = £0-2<
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Analisis de la respuesta: dificultades del estudiante

El estudiante 1 plantea correctamente la funcion volumen, calcula la derivada de la funcion
volumen, busca los puntos criticos igualando a cero la primera derivada de la funcién volu-

men. Sin embargo, considera que el volumen maximo pedido se encuentra en aquel valor
donde la segunda derivada sea positiva, lo que pone de manifiesto la desvinculacion, en este
estudiante, del significado de las derivadas sucesivas de una funcion con la funcion dada, y
de las relaciones que se establecen entre el comportamiento local y global de esta.
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Asi, la ensefianza del Calculo generalmente se centra en un aprendizaje procedimental,
basado en la resolucion de problemas con calculos algoritmicos (Artigue, 1995). Si el
estudiante del ejemplo (Tabla 1), en lugar de haber usado un procedimiento aprendido
de memoria en la instruccién previa, hubiera hecho uso del significado de la primera
derivada y su relacién con el crecimiento y decrecimiento de la funcién, entorno a
los puntos criticos, hubiera llegado a la conclusién de que el volumen maximo esta
en aquellos puntos donde la segunda derivada es menor que cero y no mayor que
cero. Estudiar la monotonia de la funcién (creciente (primera derivada mayor que
cero) o decreciente (primera derivada menor que cero)) en los intervalos que gene-
ran los puntos criticos le permite determinar el tipo de extremos. Por este motivo
surge la necesidad de crear situaciones de ensefianza, a través del disefio de tareas,
donde se promueva la construccion del significado de los elementos matematicos
que conforman el concepto y de las relaciones que pueden establecerse entre estos
en distintos modos de representacion y las conversiones entre ellos (Garcia et al.,
2011; Badillo et al., 2011).

Una propuesta de enseflanza de estos conceptos que puede permitir superar estas
dificultades es que el docente en sus tareas profesionales de planificar e implementar
una leccion considere una secuenciacién de tareas o problemas que tengan en cuenta
como los estudiantes progresan en su aprendizaje. En este sentido, consideramos
que una trayectoria de aprendizaje puede ser util en este proceso puesto que puede
facilitar al docente la interpretacién del nivel de comprension del estudiante de un
determinado contenido matematico (Sanchez-Matamoros y Fernandez, 2016; Wilson
et al., 2013).

En general, una trayectoria de aprendizaje tiene tres componentes: el objetivo de
aprendizaje, la descripcion del progreso en el aprendizaje y un conjunto de tareas
(Clements y Sarama, 2004). A modo de ejemplo, y por ser la derivada un concepto
fundamental en el estudio de fenémenos que involucran el cambio o variacioén de
magnitudes, presentamos a continuacién una trayectoria de aprendizaje de dicho
concepto.

Una trayectoria de aprendizaje del concepto derivada

Las tres componentes de la trayectoria de aprendizaje del concepto de derivada
que vamos a considerar son:

— Un objetivo de aprendizaje: Comprender el concepto de derivada a través de
la coordinacién de diferentes modos de representacion, analitico (algebraico-
numérico) y grafico.

— Ladescripcion de una progresion en el aprendizaje del concepto de derivada que
se pone de manifiesto a través del uso progresivo, por parte del estudiante, de
un mayor numero de elementos matematicos que conforman dicho concepto,
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entendiendo por elementos matematicos tanto los relativos a la definicion de
derivada (por ejemplo, la derivada en un punto como limite del cociente in-
cremental) como los relativos a propiedades, teoremas, lemas y corolarios (por
ejemplo, el corolario: si f'<0 en el intervalo (a, b) implica que f es decreciente
en el intervalo (a, b)) en los diferentes modos de representacion tanto analitico
como grafico; y de las relaciones que se establecen entre dichos elementos en
la resolucion de tareas o problemas. Esta caracterizacion se ha realizado a partir
de los resultados de las investigaciones previas en el area (Sanchez-Matamoros
et al., 20006).

— Un conjunto de tareas secuenciadas a partir de la progresion en el aprendizaje
descrita.

Nos referiremos a una aproximacion a la derivada desde una perspectiva o modo
de representacion analitica cuando esta vinculada al limite del cociente incremental
y desde una perspectiva o modo de representacion grafico cuando esta vinculada a
la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto de abscisa x=a. Una de las
dificultades en el aprendizaje de este concepto identificada por investigaciones previas
es que los estudiantes tienden a comprender la derivada de una funcién desde una
sola perspectiva o modo de representacion, y mayoritariamente es la perspectiva o
modo de representaciéon analitico el que domina en la comprension de los estudiantes
(Habre y Abboud, 20006). En consecuencia, tienen dificultades para resolver proble-
mas relacionados con diferentes modos de representacion (Sanchez-Matamoros et
al., 20006), o para relacionar el significado de la pendiente de la recta tangente a la
grafica de una funcién en un punto con la derivada de dicha funcién en ese punto.
Estas dificultades en muchas ocasiones hacen que el estudiante no sea capaz de es-
bozar el grafico de la derivada de una funcién (Ferrini-Mundy y Graham, 1994), o
de relacionarlo con la expresion analitica.

Por tanto, el docente tiene que ser consciente cuando planifica la lecciéon sobre
el concepto de derivada que para que los estudiantes lleguen a conseguir el obje-
tivo planteado es necesario que coordinen los modos de representacion analitico
y grafico a través del establecimiento de relaciones entre elementos matematicos
vinculados a la derivada de una funcién tanto con caracter puntual, es decir, en
un punto; como global, es decir, considerar las relaciones entre una funcién y
su funcién derivada en un intervalo (a, b). Desde investigaciones previas se ha
identificado que una de las formas de progresar en el aprendizaje del concepto
de derivada y de esta manera llegar a la comprension de dicho concepto, se pone
de manifiesto a través del uso de los elementos matematicos vinculados al modo
de representacion analitico con cardcter puntual en primer lugar y posteriormente
con caracter global (en un intervalo) para finalizar coordinando o relacionando
elementos matematicos en ambos modos de representacion analitico y grafico
(Figura 5).
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Figura 5. Progresion en el aprendizaje de una trayectoria de aprendizaje de la
derivada para estudiantes de Bachillerato (Sanchez-Matamoros et al., 2006)

A continuacién, mostramos a modo de ejemplo una secuencia de tareas vinculada
a esta progresion en el aprendizaje (Figura 5). En la tabla 2, se presentan las tareas 1
y 2 que posibilitan la primera transicion sefialada en la Figura 5. En la tarea 1 se da
la expresion analitica de una funcion fy se pide la tasa de variaciéon media (TVM) en
un intervalo, asi como su paso al limite (T'VI) en el punto de abscisa x=1. Enla tarea
2, se presenta una tabla de valores de una cierta funcién f continua y se pide que a
partir de estos valores indique el valor de la derivada de fen x=2 y si la informacién
proporcionada por la tabla permitirfa afirmar si la funcion es derivable en x=1.

Tabla 2. Ejemplos de tareas de derivada (Sdnchez-Matamoros et al., 2006)

Tipo de tarea: derivada de una funcién con caracter puntual y global en modo de repre-
sentacion analitico

Tarea 1

Calcula la tasa de variacién media (TVM) de
x+3
.

()=

x
en el intervalo [1, 2] ¢qué sucede con la tasa de variacién instantanea (TVI) de f (x) en el

punto (1, / (1))?

Tarea 2
De una cierta funcién / continua conocemos algunos valores dados en la siguiente tabla:
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a) Usa esta tabla para aproximar el valor de la derivada de f en x=2.
b) A partir de la informacion que te da esta tabla, screes que f{x) es derivable en x=1?

A continuacién, en la tabla 3, se muestran tres tareas. La tarea 3 se presenta la
grafica de una funcién /'y se pide el valor de la funcién en x=5 y de su derivada



216 G. SANCHEZ-MATAMOROS / N. ADAMUZ / MC. CANADAS / E.FERNANDEZ /
M.T. GARCIA / A. MORENO / R. RAMIREZ / A. SERRADO

f ‘en x=5 (la pendiente de la recta tangente en x= 5). Esta tarea permite hacer
uso del significado grafico de la derivada con caracter puntual lo que favorece la
segunda transicion. Esta transicién en la progresion en el aprendizaje se da cuando
los estudiantes amplian el significado de la derivada desde la perspectiva analitica
a la grafica en primer lugar con caracter puntual para posteriormente hacerlo con
caracter global, es decir, la relacién entre la funcién y su derivada en un intervalo.
La tarea 4, en la que se pide emparejar graficas de funciones con las de su derivada,
sin tener las expresiones analiticas de dichas funciones, permitira al estudiante esta-
blecer relaciones en la interpretacion grafica de la derivada lo que posibilitara dicha
transicion con caracter global. Para finalizar, la tarea 5, en la que se proporciona
informacién en modo de representacién analitico sobre una funcién y sus derivadas
primera y segunda, y se pide esbozar la grafica de la funcién, también permitira que
el estudiante pueda progresar en su aprendizaje a través de esta segunda transicion
estableciendo relaciones entre elementos matematicos en los modos de representacion
analitico y grafico en una situacién nueva para él. La situacién que plantea esta tarea
5 requiere, en su resolucion por parte del estudiante, del uso del significado de los
elementos matematicos lo que llevara al estudiante al desarrollo de una comprension
conceptual del concepto de derivada. Ademas, las caracterfsticas de las funciones
que consideremos en este tipo de tareas, como la existencia de puntos angulosos y
caspides, o la condicion de continuidad, también ayudaran al estudiante a consolidar
el conocimiento construido. En la Tabla 4 se presenta otra tarea (tarea 6) dada en
modo de representacion grafico que también promueve este tipo de construccion.

Tabla 3. Ejemplos de tareas de derivada (Sdnchez-Matamoros et al., 2006)

Tipo de tareas: relaciones entre la funcién y su funcién derivada con cardcter puntual y
global en modos de representacion analitico y grafico

Tarea 3

Suponer que la linea L es tangente a la grafica de la funcion f en el punto (5, 4) como aparece
en la figura, encontrar el valor de la funcion en x = 5, f (5) y el de la funcion derivada en el
mismo punto, f '(5)
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Tarea 4
Analiza las graficas siguientes:

a) b) c) d) e f
£\ | '

-~

¢Cuantas parejas producirfas de cada funcién con su derivada?

Tarea 5

Esboza la grafica de una funcion que satisface las condiciones siguientes:

a) fes continua en sudominio b)f(2)=0 ¢)f’(5)=0 d)limfix)=-4
X— -0
e)limfix)=-« )f’(x)<0cuando5<x<8 g)f (x)>0cuandox <S5
x— 8
h) f*’(x) <0 cuando 3 <x< 8 i) f”'(x) > 0 cuando x < 3

En dicha tarea (Tabla 4), se pide construir la grafica de fa partir de la grafica de /.
La grafica de /” contempla varios cambios de signo, crecimiento, ceros, puntos de
tangencia horizontal y un punto anguloso. En la resoluciéon de la tarea el estudiante
debera establecer relaciones entre elementos matematicos que vinculan los ceros y
valores extremos de /” con los valores extremos y puntos de inflexion de f el signo
de /'’ con la monotonia de f; y el crecimiento de /’ con la convexidad de /. Por tanto,
en este tipo de tareas es necesario establecer relaciones entre la funcién, su derivada
y su derivada segunda para llegar a su resolucioén (Fuentealba et al., 2016).

Tabla 4. Ejemplo de tarea de construccién de una funcién f a partir de la
grafica de su funcion derivada (Spivak (1974) citado en Garcia et al. (2011)
y respuestas de dos estudiantes

Tipo de tarea: establecer relaciones entre la funcién, su derivada primera y su de-
rivada segunda

Tarea 6 La gréfica corresponde a la derivada de /', esboza las posibles gréficas de /.

Y

N

—
[STEE S
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Respuesta Estudiante 1 Respuesta Estudiante 2
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Analisis de las tespuestas: dificultades de los estudiantes

El Estudiante 1, para esbozar la grafica de la funcién £ ha podido realizar un cam-
bio de modo de representacion grafico al analitico para obtener informacion sobre
la funcién. De caracter global sobre la monotonia de £ /7 es positiva (f’>0) en los
intervalos (-2, 1), (3,4) y (4, + ), entonces f'es estrictamente creciente en dichos
intervalos. f” es negativa (/’<0) en los intervalos (1,2) y (2,3), luego fes estrictamente
decreciente en dichos intervalos. Ademas, de los ceros de f~ obtiene informacién
puntual sobre los posibles valores extremos o puntos de inflexion de f: f’ tiene
ceros en los puntos de abscisa x=1, x=2, x=3 y x=4, por lo tanto, puede que f tenga
un valor extremo (maximo o minimo) o punto de inflexion en los puntos con di-
chas abscisas. También ha establecido relaciones de la informacién global y puntual
obtenida anteriormente, y considera que si /” tiene signos distintos a la izquierda y
a la derecha de los puntos de abscisa x=1 y x=3, es porque ftiene un maximo local
en x=1 y un minimo local en x=3. Sin embargo, el estudiante muestra dificultades
en realizar el esbozo correcto de fal no tener en cuenta el comportamiento de la
segunda derivada de f.

El Estudiante 2, ademas de usar la informacion con caracter global y puntual con-
siderada por el estudiante 1, también ha tenido en cuenta el comportamiento de /™
a partir de la grafica de /” de la tarea, obteniendo informacion sobre la curvatura de
f (concava o convexa), y considera los intervalos en los que f” es positiva o negati-
va. Para ello este estudiante ve /” como la derivada de f” (escribe (f°)’) y establecer
relaciones entre ellas: /' es esttictamente decteciente en los intervalos (-0, 3/2),
(2,5/2) y (7/2, 4), luego /<0 pot lo tanto fes concava en dichos intervalos; /” es
estrictamente creciente en los intervalos (3/2, 2), (5/2,7/2) y (4, + ), luego />0,
por lo tanto, fes convexa en dichos intervalos. De la informacién global obtenida
deduce la informacion puntual relativa a los puntos de abscisas x=3/2, x=2, x=5/2,
x=7/2 y x=4 en los que hay cambios de curvatura en la funcién /. Lo que le lleva
a deducir que fposee puntos de inflexion en (3/2, f (3/2)), (2, f (2)), (5/2, f(5/2))
(7/2,1 (7/2)) y (4, f(4)). De esta forma, y considerando en conjunto la informacién
global y puntual proporcionada por las relaciones entre £, /7y /7 el estudiante 2
realiza el esbozo correcto de la grafica de f.
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En general, un estudiante de Bachillerato considerara que la grafica realizada por el
estudiante 1 (Tabla 4) es correcta, aunque no lo es, ya que no tiene en cuenta el estudio
de la curvatura de fen los distintos intervalos de su dominio. Para hacer un esbozo
de la grafica de f correcto no solo se deben establecer relaciones entre f y /7, sino
que también es fundamental establecer relaciones entre /7y f” y coordinarlas, para
ello deberan considerar /” como una funcién y / como su derivada. En este sentido,
la gestion del docente es fundamental durante la resolucion de la tarea por parte del
estudiante, para que no llegue a convertirse en un obstaculo para la comprension del
concepto de derivada en niveles superiores de ensefianza (Fuentealba et al., 2017).

Finalmente, también considerar en la gestiéon del aula el uso de recursos infor-
maticos como software de matemadticas gratuitos ya que estos pueden facilitar a los
estudiantes el poder establecer relaciones entre los diferentes modos de representacion
en la resolucién de las tareas o problemas.

SENTIDO NUMERICO

El sentido numérico se desarrolla gradualmente como resultado de explorar
situaciones que requieren el empleo de nimeros y operaciones con flexibilidad y
comprension. Las actividades que promueven el desarrollo del sentido numérico
plantean situaciones en las que hay que estimar y aproximar, componer y descom-
poner nimeros, comunicar e interpretar informacién numeérica, buscar relaciones y
patrones en los numeros, reconocer errores al operar con numeros, usar diferentes
niveles de precision con los nimeros, inventar formas de calcular un resultado o usar
un resultado numérico para tomar una decision (CEMAT, 2021).

En este sentido, en Bachillerato se deben ver los conjuntos numéricos desde una
perspectiva mas global. El alumnado deberia aprender las diferencias entre los dis-
tintos conjuntos numéricos y qué propiedades se conservan y cudles no al pasar de
un conjunto a otro, operar con fluidez nimeros reales y tener cierta competencia
con vectores y matrices para resolver problemas, utilizando la tecnologia cuando sea
apropiado, y saber decidir inteligentemente qué herramientas usar y cuando usatlas
para realizar calculos con fluidez, asi como saber elegir entre el calculo mental, es-
trategias de lapiz y papel, la estimacién y el uso de la calculadora. Las tareas que se
planteen deben ir enfocadas a la activacién de procesos cognitivos de conexién y
reflexion, de forma que los procesos de reproduccién tengan menor protagonismo.
Un conjunto de tareas que podrian ser ttiles para que el alumnado pueda conseguirlo
son las siguientes:

Consideremos tres puntos A, By C. Aes Z Bes -,y Ces L. Sin encontrar la distancia exacta,
8 18 2
elige quién esta mas cerca de C. Justifica tu respuesta.
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Probablemente el estudiantado habra realizado actividades de representacion de
fracciones con cierta frecuencia en cursos inferiores, el objetivo de esta actividad no
es poner en practica esa habilidad (proceso cognitivo de reproduccion), sino poner de
manifiesto como es el conocimiento de los estudiantes en relacion con los ndmeros
racionales, ya que para justificar la respuesta dada, necesitan ser capaces de estimar
el tamafio de esos nimeros racionales cuando el tamafio de los nimeros enteros
que componen esas fracciones son de tamanos muy diferentes. Tratindose de tres
numeros racionales, no enteros, lo que denotarfa un mayor desarrollo de sentido
numérico serfa, sin ni siquiera tener que representarlos o calcular las distancias de

A, By C, o pasarlos a fracciones con el mismo denominador, pensar en qué numero
. ) . 1
decimal estan representado esas fracciones. En el caso de 3 estd bastante claro (0,5),
7 . .

en el caso de 3 puedo pensar que debe ser un numero cercano a 1 ya que 7 esta muy
7 .

cerca de 8. Y en el caso de — puedo pensar que es un numero algo menos que 0,5
18

puesto que 18 es algo mds del doble de 7. Por lo que podriamos decir BKC<A'y que

B esta mas cerca de C que A.

En relacién con el conjunto de los ndmeros complejos proponemos un par de
tareas, en la primera de ellas se pretende que el estudiante relacione diferentes modos
de representacion y en la segunda que construya con significado el conjunto de los
numeros complejos:

Dado el nimero complejo z = \/§ — [, represéntalo grificamente y exprésalo en
forma polar. ¢Podrias obtener su opuestos y su conjugado?

En un posible proceso de resolucién, el estudiante tendra que considerar que
el opuesto de un nimero complejo z = a + bi, es -z = —a — bi, y el conjugado
Z = a — bi. En nuestro caso:

—z=—=V3+i » Z=+3+i
Graficamente:

—z=—v3—-1

1 2=V3+i
0s

Eje real

05

- z=v3—i

Eje imaginario
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Si al nimero complejo z = 2 + 7 le sumamos 3, ¢qué tipo de nimero obtendremos?
Justifica tu respuesta

a) Un nimero complejo.
b) Un numero entero.
¢) Un nimero racional.

El estudiante para poder contestar la tarea debe considerar que al sumarle a un
numero complejo un numero real, la parte imaginaria permanece invariable, y que
lo que se obtiene es un nimero complejo, por tanto, la opcidon correcta serfa a. En
nuestro caso:

z=2+1i - z+3=5+i€C

Otro tipo de tareas que se debe considerar en este nivel educativo son las relacionadas
con las propiedades de los conjuntos numéricos. A modo de ejemplo, mostramos la
siguiente tarea que permite apreciar la densidad del conjunto de los numeros reales:

Escribe tres numeros reales que estén entre

1_\/ZJ/7
3

‘en

En un posible proceso de resolucion el estudiante puede transformar
una expresion equivalente que le pueda ayudar a estimar mejor, en este caso podtia

ser 1. Luego, el estudiante debe encontrar tres nimeros reales que estén entre — 2
3

3 . . , .
y 1. Por la densidad del conjunto de los nimeros reales, entre dos nimeros reales
podemos encontrar infinitos ndmeros reales, el estudiante sélo debe elegir tres de
entre las infinitas posibles soluciones que tiene, por ejemplo:

! <0< ! < ! <1
3 3 2
Para finalizar, considerar también que el estudiante de Bachillerato debe realizar
calculos con fluidez, asi como saber elegir entre el calculo mental, estrategias de lapiz
y papel, la estimacién y el uso de la calculadora. Un ejemplo de este tipo de tareas

es la siguiente:
Estima el resultado de la siguiente multiplicacion 2,5 - 107 x 0,5 - 1074,

En un posible proceso de resolucion, el estudiante puede aplicar la propiedad
asociativa y multiplicar 2,5 - 0,5 , y usar que multiplicar por 0,5 es lo mismo que
dividir por 2, obteniendo que el resultado es la mitad, es decir, 1,25. Y por otro lado,
efectuar el producto de potencias de la misma base obteniendo que 10"+ 10* = 10*

Por dltimo, hacer uso del cilculo mental de 1,25 por 10%: 1,25 - 10° = 1250

Las justificaciones dadas por el alumnado nos permitiran observar las estrategias
usadas y el nivel de desarrollo del sentido numérico.
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REFLEXION FINAL

Un aspecto del Bachillerato que debe tenerse en cuenta por parte del docente
de este nivel educativo es el papel que tienen estos dos cursos en la transicion de
los estudiantes a la universidad. Estos cursos deben preparar a los estudiantes para
sus estudios posteriores y capacitarlos para las pruebas de acceso a la universidad.
Estos dos objetivos pueden parecer complementarios: los estudiantes que superan
esos examenes deben estar mejor preparados para sus estudios universitarios. Sin
embargo, en la practica, las experiencias de la mayoria de los estudiantes de estos
cursos es que no son necesariamente lo que necesitan para sus estudios univer-
sitarios. La preparacion para los examenes hace que la enseflanza se enfoque en
procedimientos y no prepara a los estudiantes para el rigor, el razonamiento y la
abstraccion que necesitan para sus estudios universitarios de matematicas (Biza et
al., 20106). El docente debe ser consciente de ello para que estos cursos no terminen
sirviendo unicamente para preparar a los estudiantes para las pruebas de acceso
a la universidad.
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